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A todos os meus amigos e demais familiares, que me deram força para suportar

todos os momentos dif́ıceis que passei durante o curso. Em especial, aos colegas de

mestrado, que viveram tudo isso comigo, vocês fazem parte de tudo isso, obrigado a
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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns resultados do artigo de Mercuri, F., Piu, Stefano

Montaldo P, Weierstrass Representation Formula for Minimal Surfaces in H3 and

H2×R. Conseqüentemente fazemos um estudo de superf́ıcies mı́nimas simplesmente co-

nexas em variedades Riemaniannas tridimensionais, buscando determinar as condições

necessárias para encontrar superf́ıcies mı́nimas nestes espaços. Alem disso, dar exem-

plos dessas superf́ıcies no grupo tridimensional de Heisenberg e no produto do plano

hiperbólico com a reta real.



Abstract

In this work we study some results from the article of Mercuri, F., Piu, P., Montaldo,

S; Weierstrass Representation Formula for Minimal Surfaces in H3 and H2×R. There-

fore, we do a study of the minimal surfaces simply connected in three-dimensional Rie-

maniann manifold. Furthermore, searching for to determine the necessary conditions

to find minimal surfaces in these spaces. Moreover, to give examples of the surfaces in

the three-dimensional Heisenberg group and in the product of the hyperbolic with the

real line.



Introdução

Geralmente admitimos que as investigações a respeito de superf́ıcies mı́nimas em R3

teve ińıcio em 1760 com Lagrange, mas a sua primeira solução geral para as equações

de superf́ıcies mı́nimas foi dada por Weierstrass em 1866. Nos últimos anos surgiu um

grande interesse em fazer estudos de superf́ıcies mı́nimas, nos espaços H3 e H2 × R,

motivados pelos estudos feitos para superf́ıcies mı́nimas em R3. O objetivo principal

deste trabalho é estudar as condições necessárias para encontrar superf́ıcies mı́nimas

nestes dois espaços. Para isso usamos como referência o artigo de Mercuri e Montaldo

P, [9], onde encontramos alguns exemplos de superf́ıcies mı́nimas em H3 e H2×R. Bus-

camos escrever um texto que possa ser compreendido por todos aqueles que já estão

acostumados com a linguagem usada na teoria de superf́ıcies mı́nimas em R3.

No primeiro caṕıtulo nós introduzimos algumas definições básicas de geometria

Riemanniana, como a definição de conexão, de imersões e de curvatura média para

hipersuperf́ıcies. Alem disso apresentamos alguns conceitos de formas diferenciais e

grupos de Lie, para determinar algumas caracteŕısticas dos espaços H3 e H2 × R.

No segundo caṕıtulo caracterizamos superf́ıcies mı́nimas em variedades tridimen-

sionais quaisquer e damos algumas condições necessárias para encontrar superf́ıcies

mı́nimas imersas em tais variedades e em especial em grupos de Lie.

Nos caṕıtulos 3 e 4 fazemos um estudo de superf́ıcies mı́nimas em H3 e H2 × R.

Como boa parte dos resultados serão obtidos nas seções anteriores, nesses caṕıtulos pra-

ticamente nos limitamos a utilização das métricas espećıficas para apresentar alguns

exemplos.

1



Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Variedades Riemannianas

A noção de variedade diferenciável é fundamental para estender os métodos de

cálculo diferencial a espaços mais gerais que o Rn, alem disso nesta seção obteremos

propriedades importantes que utilizaremos ao longo do trabalho.

Definição 1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma

famı́lia de aplicações biuńıvocas xα : Uα ⊂ Rn → M , de abertos Uα de Rn em M tais

que:

(1) ∪α xα(Uα) = M .

(2)Para todo par α, β,com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W ) e x−1

β (W )

são abertos em Rn e as aplicações x−1
β ◦ xα são diferenciáveis.

(3)A famı́lia {(Uα, xα)} é máxima relativamente às condições (1) e (2).

Observação 1.1. Se a dimensão de M for igual a 2 então chamaremos M de

superf́ıcie.

Definição 1.2. Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis. Uma aplicação ϕ : M1 →M2

é diferenciável em p ∈ M1 se dada uma parametrização y : V ⊂ Rm → M2 em ϕ(p)

existe uma parametrização x : U ⊂ Rn → M1 em p tal que ϕ(x(U)) ⊂ y(V ) e a

2



1.1 Variedades Riemannianas 3

aplicação y−1 ◦ ϕ ◦ x : U ⊂ Rn → Rm é diferenciável em x−1(p). E ainda dizemos que

ϕ é diferenciável em um aberto de M1 se é difenciável em todos os pontos desse aberto.

As definições acima nos mostram que através das parametrizações não realizamos

cálculos sobre a variedade M , e passamos a fazê-los em Rn. Iremos agora dar o conceito

de vetores e planos tangentes.

Definição 1.3. Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável

α : (−ε, ε) → M é chamada de curva (diferenciável) em M . Suponha que α(0) = p ∈

M , e seja D o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à

curva α em t = 0 é a função α′(0) : D → R dada por:

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

f ∈ D.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva α : (−ε, ε)→M

com α(0) = p. O conjunto de vetores tangentes a M em p será indicado por TpM .

Convêm destacar que TM = {(p, v); p ∈M, v ∈ TpM}, trata-se de um conjunto de

pares formados por pontos e vetores que é conhecido como fibrado tangente de M .

Definição 1.4. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

ϕ : M → N é uma imersão se e somente se dϕp : TpM → Tϕ(p)N é injetiva para todo

p ∈M .

Até agora temos trabalhado com variedades diferenciáveis, mas para definirmos

variedades e superf́ıcies Riemannianas é muito importante introduzir a definição de

orientação em uma variedade e uma forma de medir comprimentos de vetores tan-

gentes, ou seja, é interessante que tenhamos uma métrica. Por tanto segue as seguintes

definições:

Definição 1.5. Seja M uma variedade diferenciável. Diz-se que M é orientável se M

admite uma estrutura diferenciável {Uα, xα} tal que:

(i) Para todo par α, β com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, a diferencial da mudança de

coordenadas xβ ◦ x−1
α tem determinante positivo.
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Caso contrário, diz-se que M é não orientável. Se M é orientável, a escolha de uma

estrutura diferenciável satisfazendo (i) é chamada uma orientação de M e M é então

orientada.

Definição 1.6. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que associa a cada ponto p de M um produto interno 〈, 〉p no espaço

tangente TpM , que varia diferencialmente no seguinte sentido: Se x : U ⊂ Rn → M

é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1, x2, ..., xn) = q ∈ x(U)

e
∂

∂xi
(q) = dx(0, ..., 1, ..., 0), então 〈 ∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)〉q = gij(x1, x2, ..., xn) é uma função

diferenciável em U .

Uma variedade diferenciável com uma dada métrica Riemanniana é chamada de

variedade Riemanniana e poderá ser denotada por: (Mn, g), significa que a variedade

M é dotada de uma métrica g.

Dizemos que uma função ψ : U → R3, de um aberto U ⊂ R2 em R3, é conforme se:

|ψu| = |ψv| e 〈ψu, ψv〉 = 0,

neste caso, ψ induz sobre U a métrica: ds2 = λ2(du2 + dv2), onde λ = |ψu| = |ψv|,

então dizemos que (u, v) são parâmetros isotérmicos.

Perceba que se f : Σ→M , é uma função de uma superf́ıcie Σ em uma

variedade Riemanniana M , podemos ter de maneira análoga: |fu| = |fv| e 〈fu, fv〉 = 0,

pois podemos por um abuso de linguagem considerar: f = f ◦ β, onde β é uma

parametrização de Σ, já que f ◦ β : U ⊂ R2 →M .

Se uma superf́ıcie M é orientável, podemos considerar uma famı́lia de parâme-

tros isotérmicos cujas escolhas de coordenadas preservam a orientação de M . A su-

perf́ıcie M juntamente com a famı́lia de parâmetros isotérmicos é chamada de superf́ıcie

de Riemann.
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1.2 Conexão Riemanniana

Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M e por

D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M .

O campo vetorial Z = XY −Y X, será chamado de colchete e denotado por [X, Y ] =

XY − Y X, onde X =
∑

i ai
∂

∂xi
, Y =

∑
j bj

∂

∂xj
, e

XY f = X
(∑

j bj
∂f

∂xj

)
=
∑

i,j ai
∂bj
∂xi

∂f

∂xj
+
∑

i,j aibj
∂2f

∂xi∂xj
.

Definição 1.7. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação:

∇ : X (M)×X (M)→ X (M)

que se indica por (X, Y )
∇−→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i)∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

ii)∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

iii)∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

onde X, Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ D(M).

Proposição 1.1. Seja M uma variedade diferenciável com conexão afim ∇. Então

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo de uma

curva diferenciável c : I →M um outro campo vetorial DV
dt

ao longo de c, denominada

derivada covariante de V ao longo de c, tal que:

a)
D

dt
(V + W ) =

DV

dt
+
DW

dt
, onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é

uma função diferenciável em I;

b)
D

dt
(fV ) =

df

dt
V + f

DV

dt
,

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X (M), isto é, V (t) = Y (c(t)), então
DV

dt
= ∇ dc

dt
Y .

Proposição 1.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão ∇ em M é

compat́ıvel com a métrica se e só se para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferenciável c : I →M tem-se:

d

dt
〈V,W 〉 = 〈DV

dt
,W 〉+ 〈V, DW

dt
〉, t ∈ I. (1.1)
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Corolário 1.1. Uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana M é compat́ıvel com

a métrica se e só se

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X, Y, Z ∈ X (M).

A prova de todos os resultados obtidos acima podem ser encontrados em [3]

Definição 1.8. Uma Conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita simétrica

quando:

∇XY −∇YX = [X, Y ], para todoX, Y ∈ X (M).

Teorema 1.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma co-

nexão afim ∇ em M satisfazendo as seguintes definições:

a)∇ é simétrica.

b)∇ é compat́ıvel com a métrica Riemanniana.

Demonstração. Suponhamos inicialmente a existência de tal ∇. Então

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, (1.2)

Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇YX〉, (1.3)

Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉, (1.4)

Somando as equações (1.2) e (1.3) e subtraindo (1.4), teremos, usando a simetria

de ∇, que

X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉+ 〈∇YZ,X〉

+〈Z,∇YX〉 − 〈∇ZX, Y 〉 − 〈X,∇ZY 〉

= 〈[X,Z], Y 〉+ 〈[Y, Z], X〉+ 〈[X, Y ], Z〉+ 2〈Z,∇ZX〉

Portanto

〈Z,∇YX〉 =
1

2
{X〈Y, Z〉+Y 〈Z,X〉−Z〈X, Y 〉−〈[X,Z], Y 〉−〈[Y, Z], X〉−〈[X, Y ], Z〉}.

(1.5)
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A expressão (1.5) mostra que ∇ está univocamente determinada pela métrica 〈, 〉.

Portanto, caso exista, ela será única.

Para mostrar a existência, basta definirmos ∇ por (1.5). É fácil verificar que ∇

está bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas.

Observação 1.2. A conexão dada pelo Teorema acima é denominada conexão Levi-

Civita (ou Riemanniana) de M .

1.3 Formas diferenciais

Dados os espaços vetoriais E,F , uma aplicação ϕ : E × E... × E → F , definida

no produto cartesiano de r fatores iguais a E, diz-se r-linear quando seus valores

ϕ(v1, v2, ..., vr) dependem linearmente de cada uma das variáveis v1, ..., vr ∈ E. Por

sua vez uma aplicação r-linear ϕ : E × E... × E → F chama-se alternada quando se

tem ϕ(v1, v2, ..., vr) = 0 sempre que a sequência (v1, ..., vr) possuir repetições (isto é,

existirem i 6= j com vi = vj).

Usaremos a notação Ar(E,F ) para indicar o conjunto das aplicações r-linear alter-

nadas de E em F . Já o espaço vetorialAr(E,R) será indicado pela notação simplificada

Ar(E).

Considere {dx1, dx2, ..., dxn} para indicar a base canônica dual de {e1, e2, ..., en},

onde e1 = (1, 0, ..., 0), e ei = (0, ..., i, ..., 0). Para cada conjunto I = {i1 < ... < ir} ⊂

{1, 2, ...,m}, as formas r-linear alternadas dxI constituem a base canônica do espaço

vetorial A(Rm). Assim segue

Definição 1.9. Uma forma diferencial de grau r num aberto U ⊂ Rn é uma aplicação

ω : U → Ar(Rm), tal que a cada ponto x ∈ U , ω faz corresponder à forma r-linear

alternada ω(x) =
∑

I aI(x)dxI .

Uma forma diferencial de grau r numa superf́ıcie m-dimensional M ⊂ Rn é uma

aplicação: ω : x ∈M → ω(x) ∈ Ar(TxM), que associa a cada ponto x ∈M uma forma

r-linear alternada ω(x) no espaço vetorial tangente TxM .
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Seja f : M → N uma aplicação diferenciável de uma superf́ıcie M em uma superf́ıcie

N . Dada uma forma ω, de grau r sobre N , definiremos a forma f ∗ω, de grau r sobre

M , pondo para cada x ∈M e cada r-lista de vetores w1, w2, ..., wr ∈ TxM :

[(f ∗ω)(x)](w1, ..., wr) = ω(f(x)).(f ′(x).w1, ..., f
′(x).wr).

Observação 1.3. A forma f ∗ω chama-se pull-back da forma ω por meio de f .

1.4 Grupos de Lie

Definição 1.10. Um grupo de Lie é um grupo G com estrutura diferenciável tal que a

aplicação:

G×G→ G

(x, y) 7→ x ∗ y−1 é diferenciável.(Lembrando que ∗ é a operação do grupo)

Chamaremos a aplicação: Lx : G → G, dada por Lx(y) = x ∗ y, de translação à

esquerda, e de translação à direita a aplicação Rx : G→ G, dada por Rx(y) = y ∗ x.

Definição 1.11. Uma métrica Riemanniana é dita invariante à esquerda se:

〈u, v〉y = 〈d(Lx)yu, d(Lx)yv〉Lx(y)

ou seja, se Lx é uma isometria.

Dizemos ainda que um campo diferenciável de vetores W em um grupo de Lie é

invariante à esquerda se dLaWe = Wa, para todo a ∈ G. Isto permite introduzir uma

estrutura adicional no espaço tangente no elemento neutro e ∈ G da maneira seguinte.

A cada vetor We ∈ TeG associamos o campo invariante à esquerda W definido por

Wa = dLaWe, a ∈ G. Sejam W,Y campos de G invariantes à esquerda. Como para

todo x ∈ G e toda função diferenciável f em G,

dLx[W,Y ] = [W,Y ](f ◦ Lx) = W (dLxY )f − Y (dLxW )f = (WY − YW )f = [W,Y ]f,
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concluimos que o colchete de campos invariantes à esquerda é invariante à esquerda.

Se We, Ye ∈ TeG, definimos [We, Ye] = [W,Y ]e. Com esta operação, TeG é chamada a

àlgebra de Lie de G.

Para introduzir em G uma métrica invariante à esquerda, tome um produto interno

qualquer 〈, 〉e na àlgebra de Lie e defina

〈u, v〉x = 〈d(Lx−1)xu, d(Lx−1)xv〉e, x ∈ G, u, v ∈ TxG.

Como Lx depende diferencialmente de x isto fornece realmente uma métrica Rieman-

niana, evidentemente invariante à esquerda.

1.5 Imersões Isométricas

Nesta seção iremos considerar F : M → M uma imersão de uma variedade dife-

renciável M de dimensão n em uma variedade Riemanniana M de dimensão igual a

k = n + m. A métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica

Riemanniana em M : se v1, v2 ∈ TpM , define-se 〈v1, v2〉 = 〈dfp(v1), dfp(v2)〉.

Seja F : Mn → M
k

uma imersão. Então, para cada p ∈ M , existe uma vizinhança

U ⊂ M de p tal que F (U) ⊂ M é uma subvariedade de M . Portanto existe uma

vizinhaça U ⊂ M de F (p) e um difeomorfismo ϕ : U → V ⊂ Rk em um aberto V do

Rk. Assim para simplificar a notação podemos identificar U com F (U) e cada vetor

v ∈ TqM , q ∈ U com dFq(v) ∈ TF (q)M . Desta forma podemos estender, por exemplo,

um campo local definido em U de vetores de M a um campo local definido em U de

vetores em M .

Para cada p ∈M , o produto interno em TpM decompõe TpM em soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM . Se v ∈ TpM, p ∈ M ,

podemos escrever

v = vT + vN , vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥.
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onde vT é a componente tangencial de v e vN é a componente normal de v.

A conexão Riemanniana de M será indicada por ∇. Se X e Y são campos locais

de vetores em M , e X,Y são extensões locais a M , definimos

∇XY = (∇XY )T .

Se X, Y são campos locais em M ,

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é um campo local em M normal a M . B(X, Y ) não depende das extensões X,Y , como

é verificado na página 140 de [3].

Proposição 1.3. Se X, Y ∈ X (U), a aplicação B : X (U)×X (U)→ X (U)⊥ dada por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.

a demostração desta proposição pode ser encontrada nas páginas 140 e 141 de [3].

Considere p ∈M e η ∈ (TpM)⊥. A aplicação Hη : TpM × TpM → R dada por

Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉, x, y ∈ TpM,

é pela proposição 1.5, uma forma bilinear simétrica.

Definição 1.12. A forma quadrática IIη definida em TpM por

IIη = Hη(x, x)

é chamada a segunda forma fundamental de F em p segundo o vetor normal η.

Às vezes se utiliza também a segunda formal fundamental para desiginar a aplicação

B que em cada p ∈M é uma aplicação bilinear, simétrica, tomando valores em (TpM)⊥.

A aplicação bilinear Hη pode ser associada a uma aplicação linear auto-adjunta

Sη : TpM → TpM por

〈Sη, y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉.
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Proposição 1.4. Seja p ∈M,x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma extensão local de

η normal a M . Então

Sη(x) = −(∇xN)T

a demostração desta proposição está na página 142 de [3].

Se considerarmos o caso particular em que a codimensão é 1, istó é, F : Mn →

M
n+1

;F (M) ⊂M é então denomindada uma hipersuperf́ıcie. Como Sη : TpM → TpM

é simétrica, existe uma base ortonormal de vetores próprios {e1, ..., en} de TpM com

valores próprios reais λ1, ..., λn, isto é, Sη(ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ n. Se M e M são

ambas orientáveis, e exirgirmos que {e1, ..., en} seja uma base na orientação de M e

{e1, ..., en, η} uma base na orientação deM , então denominamos os ei direções principais

e os λi = ki curvaturas principais de F . As funções simétricas são invariantes da

imersão.

Definição 1.13. Seja F : Mn → M
n+1

e λi as curvaturas principais de F . Então
1

n
(λ1 + ...+ λn) é denominada a curvatura média de F e denotado por H.

Alem disso o det(Sη) = λ1.λ2...λn é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de

F .

Definição 1.14. Uma imersão F : M → M é mı́nima se para todo p ∈ M e todo

η ∈ (TpM)⊥ tem-se que traço Sη = 0.



Caṕıtulo 2

Superf́ıcies Mı́nimas em Variedades

e Grupos de Lie tridimensionais

2.1 Superf́ıcies Mı́nimas em Variedades tridimensionais

O objetivo desse caṕıtulo é fazer um estudo de superf́ıcies mı́nimas em variedades

Riemannianas tridimensionais, utizando-se das definições e resultados do caṕıtulo an-

terior. Para tanto iremos considerar M uma superf́ıcie de Riemann e M uma variedade

tridimensional e (u, v) coordenadas locais sobre M .

Definição 2.1. Uma imersão
−→
F : Ω ⊂ R2 → M

3
é dita conforme se 〈∂

−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 =

〈∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 e 〈∂

−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂v
〉 = 0.

onde (u, v) ∈ Ω.

neste caso (u, v) são parâmetros isotérmicos para a superf́ıcie descrita por
−→
F .

Se
−→
F : M →M é uma imersão conforme então a métrica induzida é

ds2 = λ2(du2 + dv2), onde λ2 = 〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈∂

−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉

12
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Lema 2.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com métrica g e
−→
F : Ω ⊂ R2 →M

uma imersão conforme. Então

λ−2

[
∇ ∂

∂u

∂
−→
F

∂u
+∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂v

]
= 2HN

onde (u, v) ∈ Ω.

Demonstração. Como
−→
F é conforme, temos

〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈∂

−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 e 〈∂

−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 0

Logo

∂

∂u
〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 =

∂

∂u
〈∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉

usando as propriedades de conexão

〈∇ ∂
∂u

∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈∇ ∂

∂u

∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 (2.1)

Da mesma forma,

∂

∂v
〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂v
〉 = 0

assim

〈∇ ∂
∂v

∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂v
〉+ 〈∂

−→
F

∂u
,∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂v
〉 = 0

Usando (2.1) obtemos

〈∇ ∂
∂u

∂
−→
F

∂u
+∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈∇ ∂

∂u

∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 − 〈∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂v
〉 = 0

De maneira análoga podemos mostrar que:

〈∇ ∂
∂u

∂
−→
F

∂u
+∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 = 0

portanto, ∇ ∂
∂u

∂
−→
F

∂u
+∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂v
é normal a M .
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Se N ∈ (TpM)⊥, ou seja um vetor normal a superf́ıcie, através da aplicação SN

podemos escrever

∇ ∂
∂u
N = a11

∂
−→
F

∂u
+ a12

∂
−→
F

∂v
e ∇ ∂

∂v
N = a21

∂
−→
F

∂u
+ a22

∂
−→
F

∂v

e a curvatura média pode ser escrita como

H = −1

2
(a11 + a22).

logo

〈∇ ∂
∂u

∂
−→
F

∂u
+∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂v
,N〉 = 〈∇ ∂

∂u

∂
−→
F

∂u
+∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂v
,N〉

= −〈∂
−→
F

∂u
,∇ ∂

∂u
N〉 − 〈∂

−→
F

∂v
,∇ ∂

∂v
N〉

= −a11〈
∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 − a22〈

∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉

= −(a11 + a22)λ
2 = 2λ2H

Portanto

λ−2

[
∇ ∂

∂u

∂
−→
F

∂u
+∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂v

]
= 2HN

Lema 2.2. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana com métrica g e
−→
F : M → M

uma imersão conforme, então
−→
F é mı́nima se e somente se

∂2Fi
∂u2

+
∂2Fi
∂v2

+
3∑

j,k=1

(∂Fj
∂u

∂Fk
∂u

+
∂Fj
∂v

∂Fk
∂v

)
Γ
i

jk(
−→
F ) = 0. (2.2)

Demonstração. Podemos escrever
∂
−→
F

∂u
em termos da base { ∂

∂xi
};

∂
−→
F

∂u
=

3∑
j=1

∂Fj
∂u

∂

∂xj
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Assim

∇ ∂
∂u

∂
−→
F

∂u
= ∇ ∂

∂u

( 3∑
j=1

∂Fj
∂u

∂

∂xj

)
=

3∑
j=1

∇ ∂
∂u

∂Fj
∂u

∂

∂xj
.

Usando as propriedades de conexão, temos

∇ ∂
∂u

∂
−→
F

∂u
=

3∑
j=1

(∂2Fj
∂u2

∂

∂xj
+
∂Fj
∂u
∇ ∂F

∂u

∂

∂xj

)
=

3∑
j=1

(∂2Fj
∂u2

∂

∂xj
+
∂Fj
∂u
∇∑3

k=1(
∂Fk
∂u

∂
∂xk

)

∂

∂xj

)
=

3∑
j=1

(∂2Fj
∂u2

∂

∂xj
+
∂Fj
∂u

3∑
k=1

∂Fk
∂u
∇ ∂

∂xk

∂

∂xj

)
=

3∑
j=1

(∂2Fj
∂u2

∂

∂xj
+
∂Fj
∂u

3∑
i,k=1

∂Fk
∂u

Γ
i

jk(
−→
F )

∂

∂xi

)

Mudando os ı́ndices, obtemos

∇ ∂
∂u

∂
−→
F

∂u
=

3∑
i=1

(∂2Fi
∂u2

+
3∑

j,k=1

∂Fj
∂u

∂Fk
∂u

Γ
i

jk(
−→
F )
) ∂
∂xi

Analogamente temos

∇ ∂
∂v

∂
−→
F

∂v
=

3∑
i=1

(∂2Fi
∂v2

+
3∑

j,k=1

∂Fj
∂v

∂Fk
∂v

Γ
i

jk(
−→
F )
) ∂
∂xi

Portanto

∇ ∂
∂u

∂
−→
F

∂u
+∇ ∂

∂v

∂
−→
F

∂v
=

3∑
i=1

[∂2Fi
∂u2

+
∂2Fi
∂v2

+
3∑

j,k=1

(∂Fj
∂u

∂Fk
∂u

+
∂Fj
∂v

∂Fk
∂v

)
Γ
i

jk(
−→
F )
] ∂
∂xi

.

portanto o resultado desejado segue do Lema 2.1.

Sejam (M
3
, g) uma variedade Riemanniana tridimensional, M2 uma superf́ıcie de

Riemann e
−→
F : M2 → M

3
uma função diferenciável. O fibrado pull-back

−→
F −1(TM)
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tem métrica e conexão compat́ıveis, a conexão pull-back, induzida pela métrica Rie-

manniana e conexão Levi-Civita de M . Considere o fibrado complexificado

E =
−→
F −1(TM)⊗ C. A métrica induzida g pode ser estendida para E como:

• uma forma bilinear complexa 〈., .〉; E× E→ C.

Considere (u, v) coordenadas locais sobreM , z = u+iv o parâmetro local complexo,

e os operadores

∂

∂z
=

1

2
(
∂

∂u
− i ∂

∂v
) e

∂

∂z
=

1

2
(
∂

∂u
+ i

∂

∂v
)

Definição 2.2. Uma secção φ : M → E é holomorfa se e somente se ∇ ∂
∂z
φ = 0, onde

∇ é a conexão pull-back.

Observação 2.1. A definição de secção holomorfa independe da mudança de variáveis

em uma parametrização. De fato, se considerarmos w = w(z), podemos escrever

∂
−→
F

∂w
=
∂
−→
F

∂w

∂z

∂w
+
∂
−→
F

∂z

∂z

∂w

mas como z é holomorfa
∂z

∂w
= 0, logo

∇ ∂
−→
F

∂w

φ(w(z)) =
∂z

∂w
∇ ∂

−→
F

∂z

φ(w(z))

portanto,

∇ ∂
−→
F

∂w

φ = 0

se e somente se

∇ ∂
−→
F

∂z

φ = 0.

Lema 2.3. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana com métrica g, M uma

superf́ıcie de Riemann e
−→
F : M → M uma imersão conforme. Então

−→
F é mı́nima se

e somente se ∇ ∂
∂z
φ = 0.
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Demonstração. De fato, como φ =
∂
−→
F

∂z
e 4

∂

∂z

∂

∂z
=

∂

∂u

∂

∂u
+
∂

∂v

∂

∂v
. Podemos escrever

4
∂φi
∂z

= 4
∂

∂z

(∂Fi
∂z

)
=
∂2Fi
∂u2

+
∂2Fi
∂v2

(2.3)

Como
∂Fk
∂z

=
1

2
(
∂Fk
∂u
− i∂Fk

∂v
), temos

3∑
j,k=1

∂Fk
∂z

∂Fj
∂z

=
3∑

j,k=1

[1
4

(∂Fk
∂u
− i∂Fk

∂v

)(∂Fj
∂u

+ i
∂Fj
∂v

)]
=

1

4

3∑
j,k=1

(∂Fk
∂u

∂Fj
∂u

+
∂Fk
∂v

∂Fj
∂v

)
+
i

4

3∑
j,k=1

(∂Fk
∂u

∂Fj
∂v
− ∂Fj

∂u

∂Fk
∂v

)
=

1

4

3∑
j,k=1

(∂Fk
∂u

∂Fj
∂u

+
∂Fk
∂v

∂Fj
∂v

)
por outro lado

∂Fk
∂u

=
∂Fk
∂z

+
∂Fk
∂z

e
∂Fk
∂v

= i
(∂Fk
∂z
− ∂Fk

∂z

)
. Portanto

3∑
j,k=1

(∂Fk
∂u

∂Fj
∂u

+
∂Fk
∂v

∂Fj
∂v

)
=

3∑
j,k=1

(∂Fk
∂u

∂Fj
∂u

)
+

3∑
j,k=1

(∂Fk
∂v

∂Fj
∂v

)
=

3∑
j,k=1

(∂Fk
∂z

+
∂Fk
∂z

)(∂Fj
∂z

+
∂Fj
∂z

)
−

3∑
j,k=1

(∂Fk
∂z
− ∂Fk

∂z

)(∂Fj
∂z
− ∂Fj

∂z

)
= 2

3∑
j,k=1

(∂Fj
∂z

∂Fk
∂z

)
+ 2

3∑
j,k=1

(∂Fk
∂z

∂Fj
∂z

)
= 4

3∑
j,k=1

∂Fj
∂z

∂Fk
∂z

as equações
3∑

j,k=1

(∂Fk
∂u

∂Fj
∂u

+
∂Fk
∂v

∂Fj
∂v

)
e 4

3∑
j,k=1

∂Fk
∂z

∂Fj
∂z

são portanto equivalentes.

Reescrevendo a equação

∂2Fi
∂u2

+
∂2Fi
∂v2

+
3∑

j,k=1

(∂Fk
∂u

∂Fj
∂u

+
∂Fk
∂v

∂Fj
∂v

)
Γ
i

jk(
−→
F ) = 0

obtemos

4
∂φi
∂z

+ 4
3∑

j,k=1

∂Fk
∂z

∂Fj
∂z

Γ
i

jk(
−→
F ) = 0
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ou

∂φi
∂z

+
3∑

j,k=1

φjφkΓ
i

jk(
−→
F ) = 0 (2.4)

Por outro lado,

∇ ∂
∂z
φ = ∇ ∂

∂z

( 3∑
i=1

φi
∂

∂xi

)
=

3∑
i=1

(∂φi
∂z

∂

∂xi
+ φi∇ ∂

−→
F

∂z

∂

∂xi

)
=

3∑
i=1

(∂φi
∂z

∂

∂xi
+ φi∇∑3

j=1 φj
∂

∂xj

∂

∂xi

)
=

3∑
i=1

(∂φi
∂z

∂

∂xi
+

3∑
j=1

φjφi∇ ∂
∂xj

∂

∂xi

)
=

3∑
i=1

(∂φi
∂z

+
3∑

j,k=1

φjφkΓ
i

jk(
−→
F )
) ∂
∂xi

Como as equações (2.2) e (2.4) são equivalentes, através do Lema 2.2 podemos dizer

que
−→
F é mı́nima se e somente se

∇ ∂
∂z
φ =

3∑
i=1

(∂φi
∂z

+
3∑

j,k=1

Γ
i

jk(
−→
F )φkφj

) ∂
∂xi

= 0 (2.5)

Teorema 2.1. Sejam (M
3
, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com métrica

g e {x1, x2, x3} coordenadas locais. Sejam Fi : Ω ⊂ C → R e φi : Ω → C, 1 ≤ i ≤ 3

soluções do sistema de equações:

φi =
∂Fi
∂z∑3

j,k=1 gjkφjφk 6= 0∑3
j,k=1 gjkφjφk = 0

∂φi
∂z

+
∑3

j,k=1 Γ
i

jk(
−→
F )φkφj = 0

(2.6)

Então,
−→
F = (F1, F2, F3) define uma imersão mı́nima conforme em M

3
.



2.1 Superf́ıcies Mı́nimas em Variedades tridimensionais 19

Demonstração. De fato,

〈φ, φ〉 =
1

4
〈∂
−→
F

∂u
− i∂

−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂u
− i∂

−→
F

∂v
〉

=
1

4
〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 − i

2
〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂v
〉 − 1

4
〈∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉

mas

〈φ, φ〉 = 〈
3∑
j=1

φj
∂

∂xj
,

3∑
k=1

φk
∂

∂xk
〉

=
3∑

j,k=1

φjφk〈
∂

∂xj
,
∂

∂xk
〉

=
3∑

j,k=1

gjkφjφk

Analogamente, podemos mostrar que

〈φ, φ〉 =
1

4
〈∂
−→
F

∂u
− i∂

−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂u
+ i

∂
−→
F

∂v
〉

=
1

4
〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉+

1

4
〈∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉

e

〈φ, φ〉 = 〈
3∑
j=1

φj
∂

∂xj
,

3∑
k=1

φk
∂

∂xk
〉

=
3∑

j,k=1

φjφk〈
∂

∂xj
,
∂

∂xk
〉

=
3∑

j,k=1

gjkφjφk

Portanto, conclúımos que

3∑
j,k=1

gjkφjφk =
1

4
〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 − i

2
〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂v
〉 − 1

4
〈∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 (2.7)
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e

3∑
j,k=1

gjkφjφk =
1

4
〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉+

1

4
〈∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 (2.8)

Se cada Fi satisfaz o sistema de equações (2.6), as equações (2.7) e (2.8) mostram

que se

3∑
j,k=1

gjkφjφk = 0

então, devemos ter

〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈∂

−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 e 〈∂

−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂v
〉 = 0

e portanto
−→
F é conforme. Analogamente se

3∑
j,k=1

gjkφjφk 6= 0

então devemos ter

〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈∂

−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 6= 0

logo d
−→
F 6= 0, donde

−→
F é uma imersão conforme.

A equação

∂φi
∂z

+
3∑

j,k=1

Γ
i

jk(
−→
F )φkφj = 0

pode ser escrita como

∂φi
∂z

+
∑
j>k

Γ
i

jk(
−→
F )φkφj +

∑
j<k

Γ
i

jk(
−→
F )φkφj +

3∑
j=1

Γ
i

jj(
−→
F )φjφj = 0

∂φi
∂z

+ 2
∑
j>k

Re(φjφk)Γ
i

jk(
−→
F ) +

3∑
j=1

|φj|2Γ
i

jj(
−→
F ) = 0, i = 1, 2, 3.
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isso implica que
∂φi
∂z
∈ R e assim

∂φi
∂z

=
1

2

(∂φi
∂u

+ i
∂φi
∂v

)
=

1

2

[∂(Re(φi) + iIm(φi))

∂u
+ i

∂(Re(φi) + iIm(φi))

∂v

]
=

1

2

[∂Re(φi)
∂u

− ∂Im(φi)

∂v

]
+
i

2

[∂Re(φi)
∂v

+
∂Im(φi)

∂u

]
logo

∂Re(φi)

∂v
+
∂Im(φi)

∂u
= 0 (2.9)

ou seja, 
∂Fi
∂u

= 2Re(φi)

∂Fi
∂v

= −2Im(φi)

como devemos ter

∂

∂v

(∂Fi
∂u

)
=

∂

∂u

(∂Fi
∂v

)
então;

2
∂

∂v

(
Re(φi)

)
= −2

∂

∂u

(
Im(φi)

)
.

ou seja,

∂Re(φi)

∂v
+
∂Im(φi)

∂u
= 0.

Para concluir que
−→
F é uma imersão mı́nima conforme, lembramos que na demos-

tração do Lema 2.3 verificamos que a equação:

∂2Fi
∂u2

+
∂2Fi
∂v2

+
3∑

j,k=1

(∂Fk
∂u

∂Fj
∂u

+
∂Fk
∂v

∂Fj
∂v

)
Γ
i

jk(
−→
F ) = 0

é equivalente a equação (2.5):

∂φi
∂z

+
3∑

j,k=1

Γ
i

jk(
−→
F )φkφj = 0.

Portanto segue do Lema 2.2 que
−→
F é uma imersão mı́nima conforme.
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2.2 Superf́ıcies Mı́nimas em Grupos de Lie

Nesta seção estudaremos imersões
−→
F : M2 → G, onde G é um Grupo de Lie tridi-

mensional com métrica invariante à esquerda g.

Seja
−→
F : M2 → G, uma função de uma superf́ıcie de Riemann em um grupo de Lie

com métrica invariante à esquerda g. Sejam Ei, i = 1, 2, 3, uma base de campo de

vetores ortonormais e invariante à esquerda e
∂

∂xi
, i = 1, 2, 3, um campo de vetores

coordenadas em alguma parte U de G. Então podemos escrever:

φ =
3∑
i=1

φi
∂

∂xi
=

3∑
i=1

ψiEi,

para algumas funções complexas φi, ψi : Ω → C, onde Ω ⊂ M é um aberto de M .

Alem disso, existe uma matriz A = (Aij), com funções entradas Aij : f(Ω) ∩ U → R,

i, j = 1, 2, 3, tal que :

φi =
3∑
j=1

Aijψj.

Considere as constantes de estrutura da àlgebra de Lie, Ck
ij, obtidas a partir do

colchete [Ei, Ej], isto é, [Ei, Ej] =
∑3

k=1C
k
ijEk. A fórmula Kozul para a conexão de

Levi-Civita é dada por:

2〈∇Ei
Ej, Ek〉 = {Ej〈Ei, Ek〉+ Ei〈Ek, Ej〉 − Ek〈Ej, Ei〉

− 〈[Ej, Ek], Ei〉 − 〈[Ei, Ek], Ej〉 − 〈[Ej, Ei], Ek〉}

= −Ci
jk − C

j
ik + Ck

ji

Portanto;

2〈∇Ei
Ej, Ek〉 = Ck

ij − Ci
jk + Cj

ki = Lkij. (2.10)

Teorema 2.2. Sejam (G, g) um grupo de Lie tridimensional com métrica g e {x1, x2, x3}

coordenadas locais. Sejam Fi : Ω ⊂ C→ R e ψi : Ω→ C, 1 ≤ i ≤ 3 soluções do sis-
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tema de equações 

φi =
∂Fi
∂z

, φi =
∑

j Aijψj∑3
i=1 ψiψi 6= 0∑3
i=1 ψi

2 = 0.

∂ψi
∂z

+
1

2

∑3
j,k=1 ψjψkL

i
jk = 0.

(2.11)

Então
−→
F = (F1, F2, F3) define uma imersão mı́nima conforme em G.

Demonstração. De acordo com o Teorema 2.1, devemos somente mostrar que o sistema

(2.6) é equivalente ao sistema (2.11). Assim,

3∑
j,k=1

gjkφjφk = 〈φ, φ〉 = 〈
3∑
j=1

ψjEj,
3∑

k=1

ψkEk〉

=
3∑

j,k=1

ψjψk〈Ej, Ek〉

=
3∑
i=1

ψiψi 6= 0

3∑
j,k=1

gjkφjφk = 〈φ, φ〉 = 〈
3∑
j=1

ψjEj,
3∑

k=1

ψkEk〉

=
3∑

j,k=1

ψjψk〈Ej, Ek〉

=
3∑
i=1

ψi
2 = 0.

Escrevendo a condição de φ ser uma secção holomorfa em termos do campo de
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vetores invariante À esquerda {E1, E2, E3}, através de (2.10) obtemos

∇ ∂
∂z
φ = ∇ ∂

∂z

( 3∑
i=1

ψiEi
)

=
3∑
i=1

(∂ψi
∂z

Ei + ψi∇ ∂f
∂z
Ei
)

=
3∑
i=1

(∂ψi
∂z

Ei + ψi∇∑3
j=1 ψjEj

Ei
)

=
3∑
i=1

(∂ψi
∂z

Ei +
3∑
j=1

ψjψi∇Ej
Ei
)

=
3∑
i=1

(∂ψi
∂z

+
3∑
j=1

ψiψj
1

2

∑
k

LkjiEk
)
Ei

=
3∑
i=1

(∂ψi
∂z

+
1

2

3∑
j,k=1

Lijkψkψj
)
Ei

Logo

∇ ∂
∂z
φ =

∂ψi
∂z

+
1

2

3∑
j,k=1

Lijkψkψj = 0

portanto,
−→
F é mı́nima pelo Lema 2.3.

Já que a dimensão de M é três, como no caso de superf́ıcies em R3, podemos dar

Uma simples descrição geométrica das soluções da equação
∑3

i=1 ψ
2
i = 0. A idéia é a

seguinte, da equação
∑3

i=1 ψ
2
i = 0, temos

(ψ1 − iψ2)(ψ1 + iψ2) = −ψ2
3.

o que sugere a definição de duas novas funções complexas:

f = ψ1 − iψ2, g =
ψ3

ψ1 − iψ2

, onde (g 6= 0) e (f 6= 0) (2.12)

Desta forma obtemos 
ψ1 =

1

2
(1− g2)f

ψ2 =
i

2
(1 + g2)f

ψ3 = fg

(2.13)



2.2 Superf́ıcies Mı́nimas em Grupos de Lie 25

Se z0 é um ponto onde g tem um polo de ordem m, então, é claro que f deve ter

um zero de ordem exatamente 2m em z0. Neste caso se obtém a representação de

Weierstrass de superf́ıcies mı́nimas de maneira análoga à teoria clássica do R3.

Se escrevermos a métrica induzida em termos das funções f e g, obtemos: ds2 =

λ2(du2 + dv2). Para verficarmos, lembramos que:

λ2 = 〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈∂

−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉

mas,

φ =
∂
−→
F

∂z
=

1

2

(∂−→F
∂u
− i∂

−→
F

∂v

)
e φ =

∂
−→
F

∂z
=

1

2

(∂−→F
∂u

+ i
∂
−→
F

∂v

)
por outro lado podemos escrever:

φ =
3∑
i=1

ψiEi e φ =
3∑
i=1

ψiEi

logo

∂
−→
F

∂u
= φ+ φ =

3∑
i=1

ψ3
i=1Ei +

3∑
i=1

ψiEi =
3∑
i=1

(ψi + ψi)Ei

portanto

〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈

3∑
i=1

(ψi + ψi)Ei,
3∑
j=1

(ψj + ψj)Ej〉

=
3∑

i,j=1

(ψi + ψi).(ψj + ψj)〈Ei, Ej〉

=
3∑

i,j=1

(ψi + ψi).(ψj + ψj)〈Ei, Ej〉

Como a base de vetores invariante à esquerda é ortonormal, podemos dizer que:

〈Ei, Ej〉 =

0 se i 6= j

1 se i = j
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Logo

〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 =

3∑
i=1

(ψi + ψi)
2

=
3∑
i=1

(ψ2
i + 2ψiψi + ψi

2
)

=
3∑
i=1

ψ2
i + 2

3∑
i=1

ψiψi +
3∑
i=1

ψi
2

de maneira análoga podemos verificar que

〈∂
−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 = −

3∑
i=1

ψ2
i + 2

3∑
i=1

ψiψi −
3∑
i=1

ψi
2

Mas sabemos que: 〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈∂

−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉. Portanto usando as equações acima,

obtemos

3∑
i=1

ψ2
i + 2

3∑
i=1

ψiψi +
3∑
i=1

ψi
2

= −
3∑
i=1

ψ2
i + 2

3∑
i=1

ψiψi −
3∑
i=1

ψi
2

como
∑3

i=1 ψ
2
i = 0, temos

3∑
i=1

ψi
2

= 0

Para a obtenção de uma expressão para a métrica induzida em termos de g e f

devemos substituir λ2 por uma equação que dependa somente de g e f . Como

λ2 = 〈∂
−→
F

∂u
,
∂
−→
F

∂u
〉 = 〈∂

−→
F

∂v
,
∂
−→
F

∂v
〉 = 2

3∑
i=1

ψiψi

= 2(ψ1ψ1 + ψ2ψ2 + ψ3ψ3)
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Usando (3.3), temos

λ2 = 2
[1
4

(f − g2f)(f − g2f) +
1

4
(f + g2f)(f + g2f) + gfgf

]
=

1

2

[
|f |2 − g2|f |2 − g2|f |2 + |g|4|f |2 + |f |2

+ g2|f |2 + g2|f |2 + |g|4|f |2 + 4|g|2|f |2
]

=
1

2

[
2|f |2 + 2|g|4|f |2 + 4|g|2|f |2

]
= |f |2(1 + |g|4 + 2|g|2)

= |f |2(1 + |g|2)2

Logo a métrica induzida é dada por

ds2 = λ2(du2 + dv2) = |f |2(1 + |g|2)2(du2 + dv2)

Podemos obter também a forma da aplicação normal de Gauss em função de g e f .

Para tanto, seja

∂
−→
F

∂z
=

1

2
(
∂
−→
F

∂u
− i∂

−→
F

∂v
) e

∂
−→
F

∂z
=

1

2
(
∂
−→
F

∂u
+ i

∂
−→
F

∂v
)

como φ =
∂
−→
F

∂z
e φ =

∂
−→
F

∂z
, temos

∂
−→
F

∂u
= φ+ φ e

∂
−→
F

∂v
= i(φ− φ)

Na base de campos de vetores invariantes à esquerda {E1, E2, E3}, obtemos

∂
−→
F

∂u
= φ+ φ = ψ1E1 + ψ2E2 + ψ3E3 + ψ1E1 + ψ2E2 + ψ3E3

= (ψ1 + ψ1, ψ2 + ψ2, ψ3 + ψ3)

da mesma forma, escevemos

∂
−→
F

∂v
= i(φ− φ) = i(ψ1 − ψ1)E1 + i(ψ2 − ψ2)E2 + i(ψ3 − ψ3)E3

=
(
i(ψ1 − ψ1), i(ψ2 − ψ2), i(ψ3 − ψ3)

)
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Calculando
∂
−→
F

∂u
∧ ∂
−→
F

∂v
, encontramos um vetor que tem a direção da normal.

I J K

(ψ1 + ψ1) (ψ2 + ψ2) (ψ3 + ψ3)

i(ψ1 − ψ1) i(ψ2 − ψ2) i(ψ3 − ψ3)


Fazendo os cálculos do vetor

∂
−→
F

∂u
∧∂
−→
F

∂v
na direção de E3 encontramos (ψ1+ψ1).(ψ2−

ψ2)i− (ψ1 − ψ1).(ψ2 + ψ2)i = (2ψ2ψ1 − 2ψ2ψ1)i = 2ψ2ψ1i− 2ψ2ψ1i

Escrevendo essa expressão em termos de g e f temos

2ψ2ψ1i− 2ψ2ψ1i = −1

2
[(f + g2f)(f − g2f) + (f − g2f)(f + g2f)]

= −1

2
|f |2 +

1

2
|f |2g2 − 1

2
g2|f |2 +

1

2
|g|4|f |2 − 1

2
|f |2

− 1

2
|f |2g2 +

1

2
g2|f |2 +

1

2
|g|4|f |2

= |f |2(|g|4 − 1)

= |f |2(|g|2 − 1)(|g|2 + 1)

Analogamente verifica-se que as componentes de
∂
−→
F

∂u
∧ ∂
−→
F

∂v
na direção de E1 e E2

são respectivamente 2|f |2(|g|2 + 1)Re(g) e 2|f |2(|g|2 + 1)Im(g). portanto,

∂
−→
F

∂u
∧ ∂
−→
F

∂v
= |f |2(|g|2 + 1)

(
2Re(g)E1 + 2Im(g)E2 + (|g|2 − 1)E3

)
Podemos considerar um campo V = 2Re(g)E1 +2Im(g)E2 +(|g|2−1)E3 que é paralelo

a
∂
−→
F

∂u
∧ ∂
−→
F

∂v
. Normalizando, temos

N =
1

|g|2 + 1

(
2Re(g)E1 + 2Im(g)E2 + (|g|2 − 1)E3

)
Se π : S2(1) \ {0, 0, 1} → R2 é uma projeção estereográfica a partir do pólo norte.

Então π ◦ N = (Re(g), Im(g)). Para tanto considere a reta que liga o pólo norte de

coordenadas (0, 0, 1) e a extremidade do vetor normal de coordenadas:(( 2

|g|2 + 1

)
Re(g),

( 2

|g|2 + 1

)
Im(g),

( 1

|g|2 + 1

)
(|g|2 − 1)

)
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Essa reta tem a seguinte expressão:
x1 = 0 +Re(g)t

x2 = 0 + Im(g)t

x3 = 1− 1t

Como a projeção é feita no plano x3 = 0, a terceira equação indica que t = 1, e

segue que π ◦ N = (Re(g), Im(g)). Se identificarmos R2 com o plano complexo C e

estendermos π a função π̃ : S2(1)→ C ∪ {∞}, com π̃(0, 0, 1) =∞, então

π ◦N = g.

Esse cálculo nos mostra que a função g pode ser identificada com a aplicação de

Gauss de
−→
F .



Caṕıtulo 3

Superf́ıcies Mı́nimas no Grupo de

Heisenberg H3

O Grupo de Heisenberg é um grupo de Lie que possui a seguinte representação em

GL3(R): 
1 x z +

xy

2

0 1 y

0 0 1


O fato de H3 ser um grupo se deve ao fato de ser um subgrupo de GL3(R), o grupo

multiplicativo de matrizes não-singulares 3× 3 com entradas reais. Assim o elemento

neutro de H3 é a matriz identidade, que é obtida quando x = y = z = 0.

Com a operação de produto de matrizes, é fácil ver que se

X =


1 x1 x3 +

x1x2

2

0 1 x2

0 0 1

 então X−1 =


1 −x1 −x3 +

x1x2

2

0 1 −x2

0 0 1


Podemos também identificar (x1, x2, x3) ∈ R3 com a matriz acima. Com isso

associamos ao Grupo de Heisenberg a seguinte operação:

(x1, y1, z1) ∗ (x2, y2, z2) =
(
x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 −

y1x2

2
+
x1y2

2

)
30
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com essa operação obtemos o elemento neutro e = (0, 0, 0) e o inverso x−1 = (−x1,−x2,−x3).

Podemos definir a aplicação translação à esquerda por

Lx−1(y) = x−1 ∗ y = (−x1 + y1,−x2 + y2,−x3 + y3 +
x2y1

2
− x1y2

2
)

Calculando a diferencial, temos

d(Lx−1)y =


∂(−x1+y1)

∂y1

∂(−x1+y1)
∂y2

∂(−x1+y1)
∂y3

∂(−x2+y2)
∂y1

∂(−x2+y2)
∂y2

∂(−x2+y2)
∂y3

∂(−x3+y3+
x2y1

2
−x1y2

2
)

∂y1

∂(−x3+y3+
x2y1

2
−x1y2

2
)

∂y2

∂(−x3+y3+
x2y1

2
−x1y2

2
)

∂y3


logo

d(Lx−1)y =


1 0 0

0 1 0
x2

2
−x1

2
1


desta forma;

d(Lx−1)x =


1 0 0

0 1 0
x2

2
−x1

2
1


Considerando e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1), temos

d(Lx−1)x(e1) =


1 0 0

0 1 0
x2

2
−x1

2
1




1

0

0

 =


1

0
x2

2



d(Lx−1)x(e2) =


1 0 0

0 1 0
x2

2
−x1

2
1




0

1

0

 =


0

1

−x1

2



d(Lx−1)x(e3) =


1 0 0

0 1 0
x2

2
−x1

2
1




0

0

1

 =


0

0

1


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Consideramos em TeH3, onde e = (0, 0, 0) é o elemento neutro de H3, a métrica

canônica, com base ortonormal e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1). Estentendo

para a métrica invariante à esquerda conforme a seção 1.4, temos

〈ei, ej〉x = 〈d(Lx−1)x(ei), d(Lx−1)x(ej)〉e.

Portanto

g11(x) = 〈 ∂
∂x1

,
∂

∂x1

〉x = = 〈d(Lx−1)x(e1), d(Lx−1)x(e1)〉e

= 〈(1, 0, x2

2
), (1, 0,

x2

2
)〉

= 1 +
x2

2

4

g21(x) = g12(x) = 〈 ∂
∂x1

,
∂

∂x2

〉x = = 〈d(Lx−1)x(e1), d(Lx−1)x(e2)〉e

= 〈(1, 0, x2

2
), (0, 1,−x1

2
)〉

= −x1x2

4

g31(x) = g13(x) = 〈 ∂
∂x1

,
∂

∂x3

〉x = = 〈d(Lx−1)x(e1), d(Lx−1)x(e3)〉e

= 〈(1, 0, x2

2
), (0, 0, 1)〉

=
x2

2

g22(x) = 〈 ∂
∂x2

,
∂

∂x2

〉x = = 〈d(Lx−1)x(e2), d(Lx−1)x(e2)〉e

= 〈(0, 1,−x1

2
), (0, 1,−x1

2
)〉

= 1 +
x2

1

4

g33(x) = 〈 ∂
∂x3

,
∂

∂x3

〉x = = 〈d(Lx−1)x(e2), d(Lx−1)x(e2)〉e

= 〈(0, 0, 1), (0, 0, 1)〉

= 1
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g23(x) = g32(x) = 〈 ∂
∂x3

,
∂

∂x2

〉x = = 〈d(Lx−1)x(e3), d(Lx−1)x(e2)〉e

= 〈(0, 0, 1), (0, 1,−x1

2
)〉

= −x1

2

Desta forma podemos escrever a métrica invariante à esquerda como

g̃ = dx2
1 + dx2

2 +
(
dx2

3 +
1

2
x2dx1 −

1

2
x1dx2

)2
(3.1)

Para encontrar uma base de vetores invariantes à esquerda, consideramos a base

{e1, e2, e3} de TeH3 e d(Lx)e, dáı

d(Lx)e(e1) =


1 0 0

0 1 0

−x2

2

x1

2
1




1

0

0

 =


1

0

−x2

2



d(Lx)e(e2) =


1 0 0

0 1 0

−x2

2

x1

2
1




0

1

0

 =


0

1
x1

2



d(Lx)e(e3) =


1 0 0

0 1 0

−x2

2

x1

2
1




0

0

1

 =


0

0

1


Com os cálculos acima podemos concluir que a base de vetores {E1, E2, E3} de TxH3

dada por 

E1 =
∂

∂x1

− x2

2

∂

∂x3

E2 =
∂

∂x2

+
x1

2

∂

∂x3

E3 =
∂

∂x3

é invariante à esquerda, e segue da definição de campos de vetores invariante à esquerda

que esta base é ortonormal.
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Seja
−→
F : Ω ⊂ C→ H3 uma imersão e φ = ∂F

∂z
=
∑3

i=1 φi
∂
∂xi

=
∑3

i=1 ψiEi. podemos

escrever φi =
∑3

j=1Aijψj, onde A = (Aij) é a matriz:

A =


1 0 0

0 1 0
−x2

2

x1

2
1


Neste contexto o Teorema 3.1 assume a seguinte forma

Teorema 3.1. (H3, g̃) o grupo de Heisenberg tridimensional com métrica g̃ e {x1, x2, x3}

coordenadas locais. Sejam Fi : Ω ⊂ C → R e φi, ψi : Ω → C, 1 ≤ i ≤ 3 soluções do

sistema de equações: 

φi =
∂Fi
∂z

, φi =
∑

j Aijψj∑3
i=1 ψiψi 6= 0∑3
i=1 ψi

2 = 0.

∂ψ1

∂z
+Re(ψ2ψ3) = 0

∂ψ2

∂z
−Re(ψ1ψ3) = 0

∂ψ3

∂z
− iIm(ψ1ψ2) = 0

(3.2)

Então,
−→
F = (F1, F2, F3) define uma imersão mı́nima conforme em H3.

Demonstração. A prova desse Teorema é análoga à apresentada no Teorema 2.2,

restando somente verificar a equivalência entre a equação:

∂ψi
∂z

+
1

2

3∑
j,k=1

ψjψkL
i

jk = 0

e o sistema de equações 

∂ψ1

∂z
+Re(ψ2ψ3) = 0

∂ψ2

∂z
−Re(ψ1ψ3) = 0

∂ψ3

∂z
− iIm(ψ1ψ2) = 0
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Primeiramente precisamos calcular as constantes da àlgebra de Lie Ck
ij. Mas [Ei, Ej] =∑3

k=1C
k
ijEk. De forma que

[E1, E2] = [
∂

∂x1

− x2

2

∂

∂x3

,
∂

∂x2

+
x1

2

∂

∂x3

]

= [
∂

∂x1

,
∂

∂x2

] + [
∂

∂x1

,
x1

2

∂

∂x3

]− [
x2

2

∂

∂x3

,
∂

∂x2

]− [
x2

2

∂

∂x3

,
x1

2

∂

∂x3

]

=
x1

2
[
∂

∂x1

,
∂

∂x3

] +
∂

∂x1

(
x1

2
)
∂

∂x3

− x1

2

∂

∂x3

(1)
∂

∂x1

− x2

2
[
∂

∂x3

,
∂

∂x2

]− x2

2

∂

∂x3

(1)
∂

∂x2

+
∂

∂x2

(
x2

2
)
∂

∂x3

− x1x2

4
[
∂

∂x3

,
∂

∂x3

]− x2

2

∂

∂x3

(
x1

2
)
∂

∂x3

+
x1

2

∂

∂x3

(
x2

2
)
∂

∂x3

=
1

2

∂

∂x3

+
1

2

∂

∂x3

=
∂

∂x3

= E3

portanto [E1, E2] = 1E3, o que significa que C1
12 = C2

12 = 0 e C3
12 = 1.

[E1, E3] = [
∂

∂x1

− x2

2

∂

∂x3

,
∂

∂x3

]

= [
∂

∂x1

,
∂

∂x3

]− [
x2

2

∂

∂x3

,
∂

∂x3

]

= −x2

2
[
∂

∂x3

,
∂

∂x3

]− x2

2

∂

∂x3

(1)
∂

∂x3

+
∂

∂x3

(
x2

2
)
∂

∂x3

= 0

como [E1, E3] = 0, temos C1
13 = C2

13 = C3
13 = 0.

[E2, E3] = [
∂

∂x2

+
x1

2

∂

∂x3

,
∂

∂x3

]

= [
∂

∂x2

,
∂

∂x3

] + [
x1

2

∂

∂x3

,
∂

∂x3

]

=
x1

2
[
∂

∂x3

,
∂

∂x3

] +
x1

2

∂

∂x3

(1)
∂

∂x3

− ∂

∂x3

(
x1

2
)
∂

∂x3

= 0

logo [E2, E3] = 0, e C1
23 = C2

23 = C3
23 = 0.

Os demais colchetes do tipo [Ei, Ei] são nulos pois por definição [Ei, Ei] = EiEi −

EiEi = 0. Como [X, Y ] = −[Y,X], conclúımos facilmente que Ck
ij = Ck

ji. Portanto

C3
12 = 1 e C3

21 = −1, e todas as demais constantes da àlgebra de Lie são nulas. Agora

para determinarmos as constantes Lkij, basta lembrarmos que Lkij = Ck
ij − Ci

jk + Cj
ki.
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Assim

L3
12 = C3

12 − C1
23 + C2

31 = 1

L1
23 = C1

23 − C2
31 + C3

12 = −1

L2
31 = C2

31 − C3
12 + C1

23 = 1

L3
21 = C3

21 − C2
13 + C1

32 = −1

L2
13 = C2

13 − C1
32 + C3

21 = 1

L1
32 = C1

32 − C3
21 + C2

13 = −1

Ou seja, L3
12 = 1, L1

23 = −1, L2
31 = 1,L3

21 = −1, L2
13 = 1, L1

32 = −1. As demais

constantes Lkij são todas nulas.

Substituindo os valores encontrados de Lkij na equação:

∂ψi
∂z

+
1

2

3∑
j,k=1

Lijkψjψk = 0

obtemos 

∂ψ1

∂z
+

1

2
(ψ2ψ3 + ψ3ψ2) = 0

∂ψ2

∂z
− 1

2
(ψ1ψ3 + ψ3ψ1) = 0

∂ψ3

∂z
− 1

2
(ψ2ψ1 − ψ1ψ2) = 0

Assim conclúımos que: 

∂ψ1

∂z
+Re(ψ2ψ3) = 0

∂ψ2

∂z
−Re(ψ1ψ3) = 0

∂ψ3

∂z
− iIm(ψ1ψ2) = 0

(3.3)

Podemos reescrever o Teorema 3.1 em função das aplicações complexas g e f , defi-

nidas em 2.12.

Teorema 3.2. (H3, g̃) o grupo de Heisenberg tridimensional com métrica g̃ e {x1, x2, x3}

coordenadas locais, g e f funções não identicamente nulas definidas em um domı́nio
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aberto simplismente conexo Ω ⊂ C, Fj : Ω→ R e ψj : Ω→ C, j = 1, 2, 3. Se f e g são

soluções do sistema de equações:

∂F1

∂z
=

(1− g2)f

2
∂F2

∂z
= i

(1 + g2)f

2
∂F3

∂z
= fg − F2

4
(1− g2)f + i

F1

4
(1 + g2)f

i
∂f

∂z
= −|f |

2

2
(|g|2 − 1)g

2f
∂g

∂z
+ g

∂f

∂z
=
|f |2

2
i(|g|2 − 1)

(3.4)

Então,
−→
F = (F1, F2, F3) define uma imersão mı́nima conforme em H3.

Demonstração. Considere ψ1 =
1

2
(1 − g2)f , ψ2 =

i

2
(1 + g2)f e ψ3 = fg (como na

equação (2.13)). Desta forma, temos

∂ψ1

∂z
=

∂[1
2
(1− g2)f ]

∂z

=
1

2
(1− g2)

∂f

∂z
− fg∂g

∂z

Usando (3.3), obtemos

ψ2ψ3 =
i

2
(1 + g2)fgf

=
|f |2

2
gi+

|g|2|f |2

2
gi

logo

−Re(ψ2ψ3) = −|f |
2

2
Re(gi)− |g|

2|f |2

2
Re(gi)

= −|f |
2

2
Im(g) +

|g|2|f |2

2
Im(g)

=
|f |2

2
(g2 − 1)Im(g)

Portanto a primeira equação de (3.3) pode ser escrita como

1

2
(1− g2)

∂f

∂z
− fg∂g

∂z
=
|f |2

2
(g2 − 1)Im(g)
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As demais equações do sistema (3.3) podem ser obtidas de forma análoga. Escre-

vendo as equações do sistema (3.3) em função de g e f , definidas em (2.12), temos

1

2
(1− g2)

∂f

∂z
− fg∂g

∂z
=
|f |2

2
(|g|2 − 1)Im(g),

i

2
(1 + g2)

∂f

∂z
+ fgi

∂g

∂z
= −|f |

2

2
(|g|2 − 1)Re(g),

f
∂g

∂z
+ g

∂f

∂z
=
i

4
|f |2(|g|4 − 1).

(3.5)

Podemos notar também que a terceira equação do novo sistema é uma combinação

linear das duas primeiras. Multiplicando a primeira equação de (3.5) por i e adicio-

nando a segunda, obtemos

i
∂f

∂z
=
|f |2

2
(|g|2 − 1)(−Re(g) + iIm(g))

= −|f |
2

2
(|g|2 − 1)g

que é a quarta equação de (3.4).

Analogamente, multiplicando por i a primeira equação de (3.5) e subtraindo a

segunda, obtemos a quinta equação de (3.4).

2f
∂g

∂z
+ g

∂f

∂z
=
|f |2

2
i(|g|2 − 1)

A terceira equação de (3.5) pode ser obtida multiplicando a quarta equação de (3.4)

por −ig e somando com a quinta equação de (3.4). Logo a quarta e quinta equações

de (3.4) são equivalentes ao sistema (3.5).

Exemplo 3.1. (Superf́ıcie tipo sela) A imersão f : C→ H3 dada por

−→
F (u, v) = (−4au, 4Q(v),−8auQ(v)),

onde Q : R → R de classe C∞, define uma superf́ıcie mı́nima em H3. Neste caso,

F é o gráfico da função x3 =
1

2
x1x2, que é uma superf́ıcie tipo sela. De fato,

sejam g e f duas funções reais dependendo somente de uma variável, istó é g(u, v) =

l(v), e f(u, v) = −2h(v), onde l e h são duas funções diferenciáveis definidas em

um subconjunto aberto de R. Desta forma de acordo com o exemplo anterior podemos
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assumir que |g| 6= 1. Multiplicando a quarta equação de (3.4) por −i e a quinta equação

(3.4) por g, temos

(1− |g|2)∂f
∂z

= 2fg
∂g

∂z

Escrevendo a equação acima em termos de l e h e lembrando que

∂
∂z

= 1
2

(
∂
∂u

+ i ∂
∂v

)
, obtemos

(1− |g|2)∂f
∂z

= (1− l2)(−ih′) = −i(1− l2)h′

e

2fg
∂g

∂z
= 2(−2h)l

1

2
(il′) = −2ihll′

logo

(1− l2)h′ = 2hll′. (3.6)

Existe uma função q(v) tal que h(v) = q+a e l(v) =

√
q − a
q + a

=

√
q2 − a2

q + a
e alguma

constante a ∈ R de forma que l e h sejam soluções de (3.6). De fato,

(1− l2)h′ =
(

1− q − a
q + a

)
q′ =

2aq′

q + a

analogamente,

2hll′ = 2(q + a)

√
q2 − a2

q + a

( qq′√
q2−a2

(q + a)− q′
√
q2 − a2

(q + a)2

)
= 2

√
q2 − a2

(
qq′(q + a)− q′(q2 − a2)

(q + a)2
√
q2 − a2

)
= 2

(
qq′(q + a)− q′(q − a)(q + a)

(q + a)2

)
= 2

(qq′ − q′(q − a)

q + a

)
= 2

(qq′ − qq′ + aq′

q + a

)
=

2aq′

q + a
.
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Portanto h e l assim definidas satisfazem (3.6). Para determinar q′ usaremos a quarta

equação de (3.4). Substituindo os valores acima, temos

iq′ = −2(q + a)2(
−2a

q + a
)

√
q2 − a2

q + a

ou

q′ = 4a
√
q2 − a2 (3.7)

Reescrevendo a imersão
−→
F do Teorema 3.2 em função de q, obtemos

φ1 =
(1−G2)H

2
=

1

2
(1− q − a

q + a
)[−2(q + a)] = (

a

q + a
)[−2(q + a)] = −2a

de maneira análoga;

φ2 =
i(1 +G2)H

2
=
i

2
(1 +

q − a
q + a

)[−2(q + a)] = (
iq

q + a
)[−2(q + a)] = −2iq

Logo F1 = −4au

F2 = 4Q(v)

onde Q(v) é a função primitiva de q(v). Para calcular F3 primeiramente note que

φ3 = fg − F2

24
(1− g2)f + i

F1

4
(1 + g2)f = −2

√
q2 − a2 + 4aQ+ i4auq (3.8)

Integrando a equação (3.7), nós encontramos
√
q2 − a2 = 4aQ. Substituindo esta

expressão em (3.8), obtemos

φ3 = −4aQ+ i4auq.

Então a correspondente imersão
−→
F : C→ H3 é dado por

F1 = −4au

F2 = 4Q(v)

F3 = −8auQ(v)

Segue que a imagem da imersão é o gráfico da função x3 = 1
2
x1x2, isto é, uma

superf́ıcie tipo sela que possue a aplicação de Gasss de grau 1. De fato, g = l(v)

depende somente de um parâmetro.
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Exemplo 3.2. A imersão
−→
F : C→ H3 dada por

−→
F (u, v) =

(
ρ(u) cos(v), ρ(u)sen(v), cv + b

)
)

onde b,c são constantes reais e ρ : R→ R é uma função C∞, é uma superf́ıcie mı́nima

em H3. Neste caso, se c = 0, a imersão é o plano horizontal x3 = b e se c 6= 0 a

imersão é uma Helicóide. De fato, escrevendo g e f como produto de uma função

dependendo de uma variável por outra dependendo de uma variável diferente, isto é,

g(u, v) = ieivl(u) e f(u, v) = e−ivh(u). Onde l e h são duas funções diferenciáveis

definidas em um aberto de R. A equação (1− |g|2)∂f
∂z

= 2fg
∂g

∂z
é equivalente:

(1− |g|2)∂f
∂z

= (1− l2)1

2

(
e−ivh′ + e−ivh

)
=

1

2
(1− l2)(h+ h′)e−iv

analogamente,

2fg
∂g

∂z
= 2[e−ivh(u)][−ie−ivl(u)]

1

2
[ieivl′ − ieivl] = lh(l′ − l)eiv

desta forma

1

2
(1− l2)(h+ h′)e−iv = lh(l′ − l)eiv

portanto
1

2
(1− l2)(h+ h′) = lh(l′ − l) (3.9)

Então existe uma função ρ(u) tal que l =

√
ρ′ + ρ√
ρ′ − ρ

e h =
ρ′ − ρ

2
são soluções de

(3.9). De fato,

1

2
(1− l2)(h+ h′) =

1

2

( −2ρ

ρ′ − ρ
)(ρ′ − ρ

2
+
ρ′′ − ρ′

2

)
=

−ρ
ρ′ − ρ

(ρ′′ − ρ
2

)
=

ρ2 − ρρ′′

2
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por outro lado,

lh(l′ − l) =
(√(ρ′)2 − (ρ)2

ρ′ − ρ
)(ρ′ − ρ

2

)( 2ρ′ρ′′−2ρρ′

2
√

(ρ′)2−(ρ)2
(ρ′ − ρ)− (ρ′′ − ρ′)

√
(ρ′)2 − (ρ)2

(ρ′ − ρ)2

−
√

(ρ′)2 − (ρ)2

(ρ′ − ρ)

)
=

√
(ρ′)2 − (ρ)2

2

(
ρ′(ρ′′ − ρ)(ρ′ − ρ)− (ρ′′ − ρ′)((ρ′)2 − (ρ)2)

(ρ′ − ρ)2
√

(ρ′)2 − (ρ)2
−
√

(ρ′)2 − (ρ)2

(ρ′ − ρ)

)
=

1

2

(
ρ′(ρ′′ − ρ)− (ρ′′ − ρ′)(ρ′ + ρ)

(ρ′ − ρ)
− (ρ′ + ρ)

)
=

1

2

(ρ′ρ′′ − ρ′ρ− ρ′′ρ′ + (ρ′)2 − ρ′′ρ+ ρ′ρ− (ρ′)2 + ρ2

(ρ′ − ρ)

)
=

ρ2 − ρ′′ρ
2

Usando a quarta equação de (3.4),

i
∂f

∂z
= −|f |

2

2
(|g|2 − 1)g

no primeiro membro

i
∂f

∂z
=
i

2

(
e−ivh′ + e−ivh

)
=
ie−iv

2
(h+ h′)

e no segundo membro

−|f |
2

2
(|g|2 − 1)g = −h

2

2
(l2 − 1)(−ie−ivl) =

ie−iv

2
lh2(l2 − 1)

portanto

h+ h′ = lh2(l2 − 1)

Escrevendo a equação acima em termos de ρ,

h+ h′ =
ρ′′ − ρ

2

além disso

lh2(l2 − 1) =
(√(ρ′)2 − ρ2

ρ′ − ρ
)(ρ′ − ρ)2

4

( 2ρ

ρ′ − ρ
)

=
ρ
√

(ρ′)2 − ρ2

2
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Conclúımos então que:

ρ′′ − ρ
2

=
ρ
√

(ρ′)2 − ρ2

2

portanto

ρ′′ − ρ = ρ
√

(ρ′)2 − ρ2

Em outras palavras ρ é solução da equação diferencial acima. Mas podemos escrever

uma equação equivalente. Para isso, basta notar que (
√

(ρ′)2 − ρ2)′ = ρ′ρ′′−ρρ′√
(ρ′)2−ρ2

=

ρ′ ρ′′−ρ√
(ρ′)2−ρ2

. Portanto multiplicando ρ′′ − ρ = ρ
√

(ρ′)2 − ρ2 por ρ′√
(ρ′)2−ρ2

, temos

ρ′
ρ′′ − ρ√
(ρ′)2 − ρ2

= ρρ′

E assim por integração chegamos a seguinte equação equivalnete:

√
(ρ′)2 − ρ2 =

1

2
ρ2 + c, c ∈ R

Desta forma podemos reescrever a imersão f ,

φ1 =
(1− g2)f

2
=

1

2
(1 + e2iv

ρ′ + ρ

ρ′ − ρ
)(e−iv

ρ′ − ρ
2

)

=
eiv

4
(ρ′ + ρ) +

e−iv

4
(ρ′ − ρ)

=
1

2
ρ′
(eiv + e−iv

2

)
+
i

2
ρ
(eiv − e−iv

2i

)
=

1

2
ρ′ cos(v) +

i

2
ρsen(v)

da mesma forma

φ2 =
i(1 + g2)f

2
=
i

2
(1− e2iv ρ

′ + ρ

ρ′ − ρ
)(e−iv

ρ′ − ρ
2

)

= −e
iv

4
i(ρ′ + ρ) +

e−iv

4
i(ρ′ − ρ)

=
1

2
ρ′
(eiv − e−iv

2i

)
− i

2
ρ
(eiv + e−iv

2

)
=

1

2
ρ′sen(v)− i

2
ρ cos(v)
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por integração obtemos: F1 = ρ(u) cos(v)

F2 = ρ(u)sen(v)

Substituindo F1, F2 e a equação diferencial ρ′′ − ρ = ρ
√

(ρ′)2 − ρ2 em φ3 = fg −
F2

24
(1− g2)f + i

F1

4
(1 + g2)f , por integração teremos:

F1(u, v) = ρ(u) cos(v)

F2(u, v) = ρ(u)sen(v)

F3(u, v) = cv + b

(3.10)

onde b ∈ R

De posse da imersão, podemos fazer uma análise de alguns casos. Se c 6= 0, o

sistema (3.10) é uma parametrização mı́nima de um helicóide, por outro lado se c = 0,

(3.5) é uma parametrização mı́nima de um plano horizontal de equação x3 = b.



Caṕıtulo 4

Superf́ıcies Mı́nimas em H2 × R

O plano hiperbólico H2 = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 > 0} é um grupo de Lie que possui a

seguinte métrica invariante a esquerda gH =
(dx2

1 + dx2
2)

x2
2

. Podemos considerar H2 ×R

como um grupo com relação a operação ∗ dada por

x ∗ y = (x1, x2, x3) ∗ (y1, y2, y3) = (y1x2 + x1, x2y2, x3 + y3)

O grupo H2 × R com a operação ∗ tem os respectivos elementos neutro e inverso

e = (0, 1, 0) e x−1 = (−x1

x2

,
1

x2

,−x3)

A aplicação translação à esquerda é dada por:

Lx(y) = x ∗ y = (y1x2 + x1, x2y2, x3 + y3)

Assim x−1 ∗ y = (
y1

x2

− x1

x2

,
y2

x2

,−x3 + y3). Portanto a diferencial de Lx−1 é dada por

d(Lx−1)y =



∂(
y1

x2

− x1

x2

)

∂y1

∂(
y1

x2

− x1

x2

)

∂y2

∂(
y1

x2

− x1

x2

)

∂y3

∂(
y2

x2

)

∂y1

∂(
y2

x2

)

∂y2

∂(
y2

x2

)

∂y3
∂(−x3 + y3)

∂y1

∂(−x3 + y3)

∂y2

∂(−x3 + y3)

∂y3


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d(Lx−1)x =


1

x2

0 0

0
1

x2

0

0 0 1


Através dos vetores e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1), temos

d(Lx−1)x(e1) =


1

x2

0 0

0
1

x2

0

0 0 1




1

0

0

 =


1

x2

0

0



d(Lx−1)x(e2) =


1

x2

0 0

0
1

x2

0

0 0 1




0

1

0

 =


0
1

x2

0



d(Lx−1)x(e3) =


1

x2

0 0

0
1

x2

0

0 0 1




0

0

1

 =


0

0

1


Consideramos em TeH2×R, onde e = (0, 1, 0) é o elemento neutro de H3, a métrica

canônica, com base ortonormal {e1, e2, e3}, dados por: e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e

e3 = (0, 0, 1). Estentendo para a métrica invariante à esquerda conforme a seção 1.4,

temos

〈ei, ej〉x = 〈d(Lx−1)x(ei), d(Lx−1)x(ej)〉e.

portanto,

g11(x) = 〈 ∂
∂x1

,
∂

∂x1

〉x = 〈d(Lx−1)x(e1), d(Lx−1)x(e1)〉e

= 〈( 1

x2

, 0, 0), (
1

x2

, 0, 0)〉

=
1

x2
2
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g21(x) = g12(x) = 〈 ∂
∂x1

,
∂

∂x2

〉x = 〈d(Lx−1)x(e1), d(Lx−1)x(e2)〉e

= 〈( 1

x2

, 0, 0), (0,
1

x2

, 0)〉

= 0

g31(x) = g13(x) = 〈 ∂
∂x1

,
∂

∂x3

〉x = 〈d(Lx−1)x(e1), d(Lx−1)x(e3)〉e

= 〈( 1

x2

, 0, 0), (0, 0, 1)〉

= 0

g22(x) = 〈 ∂
∂x2

,
∂

∂x2

〉x = 〈d(Lx−1)x(e2), d(Lx−1)x(e2)〉e

= 〈(0, 1

x2

, 0), (0,
1

x2

, 0)〉

=
1

x2
2

g33(x) = 〈 ∂
∂x3

,
∂

∂x3

〉x = 〈d(Lx−1)x(e2), d(Lx−1)x(e2)〉e

= 〈(0, 0, 1), (0, 0, 1)〉

= 1

g23(x) = g32(x) = 〈 ∂
∂x3

,
∂

∂x2

〉x = 〈d(Lx−1)x(e3), d(Lx−1)x(e2)〉e

= 〈(0, 0, 1), (0,
1

x2

, 0)〉

= 0

Desta forma podemos escrever a métrica invariante à esquerda como:

g =
dx2

1 + dx2
2

x2
2

+ dx2
3

Para encontrarmos uma base de campos de vetores invariantes à esquerda, consi-

deramos a base e1, e2, e3 de TeH2 × R e d(Lx)e, dáı

d(Lx)e(e1) =


x2 0 0

0 x2 0

0 0 1




1

0

0

 =


x2

0

0


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d(Lx)e(e2) =


x2 0 0

0 x2 0

0 0 1




0

1

0

 =


0

x2

0



d(Lx)e(e3) =


x2 0 0

0 x2 0

0 0 1




0

0

1

 =


0

0

1


Com os cálculos acima conclúımos que a base de campos de vetores E1, E2, E3 de

TxH2 × R dada por 

E1 =
x2

2

∂

∂x1

E2 =
x2

2

∂

∂x2

E3 =
∂

∂x3

é uma base invariante à esquerda, e segue da definição de campos de vetores invariante

a esquerda que esta base é ortonormal.

Seja
−→
F : Ω ⊂ C → H3 uma imersão e seja φ =

∂F

∂z
=
∑3

i=1 φi
∂

∂xi
=
∑3

i=1 ψiEi.

Desta maneira nós podemos escrever φi =
∑3

j=1Aijψj, onde A = (Aij) é a matriz:

A =


x2 0 0

0 x2 0

0 0 1


Desta maneira o Teorema 2.2 assume a seguinte forma

Teorema 4.1. Sejam (H2 × R, g) o grupo produto do Plano hiperbólico H2 e a reta

real, com métrica g e {x1, x2, x3} coordenadas locais. Sejam Fi : Ω ⊂ C → R e
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φi, ψi : Ω→ C, i = 1, 2, 3 soluções do sistema de equações:

∂F1

∂z
= F2ψ1

∂F2

∂z
= F2ψ2

∂F3

∂z
= ψ3∑3

i=1 ψiψi 6= 0∑3
i=1 ψi

2 = 0

∂ψ1

∂z
− ψ1ψ2 = 0

∂ψ2

∂z
+ |ψ1|2 = 0

∂ψ3

∂z
= 0

(4.1)

Então,
−→
F = (F1, F2, F3) define uma imersão mı́nima conforme em H2 × R.

Demonstração. A prova desse Teorema segue da demonstração do Teorema 2.2. Re-

stando verificar a equivalência entre a equação:

∂ψi
∂z

+
1

2

3∑
j,k=1

Lijkψjψk = 0, i = 1, 2, 3.

e o sistema 

∂ψ1

∂z
+ 1

2
(L1

12ψ1ψ2) = 0

∂ψ2

∂z
+ 1

2
(L2

11ψ1ψ1) = 0

∂ψ3

∂z
= 0

Primeiramente precisamos encontrar as constantes da álgebra de Lie Ck
ij, que são

obtidas através da expressão: [Ei, Ej] =
∑3

k=1C
k
ijEk, assim

[E1, E2] = [x2
∂

∂x1

, x2
∂

∂x2

]

= x2
2[
∂

∂x1

,
∂

∂x2

] + x2
∂

∂x1

(x2)
∂

∂x2

− x2
∂

∂x2

(x2)
∂

∂x1

= −x2
∂

∂x1

= −E1
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portanto, [E1, E2] = −1E1, logo C3
12 = C2

12 = 0 e C1
12 = −1.

[E1, E3] = [x2
∂

∂x1

,
∂

∂x3

]

= x2[
∂

∂x1

,
∂

∂x3

] + x2
∂

∂x1

(1)
∂

∂x3

− 1
∂

∂x3

(x2)
∂

∂x1

= 0

como [E1, E3] = 0, temos C1
13 = C2

13 = C3
13 = 0.

[E2, E3] = [x2
∂

∂x2

,
∂

∂x3

]

= x2[
∂

∂x2

,
∂

∂x3

] + x2
∂

∂x2

(1)
∂

∂x3

− 1
∂

∂x3

(x2)
∂

∂x2

= 0

logo [E2, E3] = 0, e C1
23 = C2

23 = C3
23 = 0.

Os demais colchetes do tipo [Ei, Ei] são nulos já que por definição [Ei, Ei] = EiEi−

EiEi = 0, e como [X, Y ] = −[Y,X], conclúımos que Ck
ij = −Ck

ji. Portanto C3
12 = −1 e

C3
21 = 1, e todas as demais constantes da álgebra de Lie são nulas. As constantes Lkij,

são dadas por Lkij = Ck
ij − Ci

jk + Cj
ki.

Os termos não nulos são

L1
12 = C1

12 − C1
21 + C2

11 = −2

L2
11 = C2

11 − C1
12 + C1

21 = 2

logo L1
12 = −2 e L2

11 = 2.

Usando os valores de L1
12 e L2

11, obtemos a equação (4.1).

Exemplo 4.1. Se ψ2 for uma função holomorfa da equação (4.1), temos que ψ3 é

holomorfa e ψ1 deve ser identicamente nula. Assim a imersão correspondente é uma

parametrização mı́nima do plano vertical x1 = constante.

Outros exemplos podem ser encontrados em [9], ou em [10].



Considerações Finais

O estudo de superf́ıcies mı́nimas em H3 e H2 × R é um assunto que vem sendo

pesquisado a poucos anos, por isso esse trabalho se limitou ao estudo de superf́ıcies

mı́nimas nos espaços H2 × R e H3 e buscou dar um caminho para estudos em outros

grupos de Lie. A construção de superf́ıcies mı́nimas em grupos de Lie apresentados

durante o texto é uma generalização da representação de Weierstrass de superf́ıcies

mı́nimas em R3.

Existem hoje várias pesquisas sendo realizadas, buscando caracterizar superf́ıcies

mı́nimas em outros espaços tridimensionais. Por exemplo em [12] foi feito um estudo

de superf́ıcies mı́nimas em S2 × R.
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