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Resumo

Este trabalho trata da proposta de um processo de otimizagao para o problema
do posicionamento rotacional e translacional de formas irregulares em recipientes
de dimensoes fixas baseado em heuristicas probabilisticas sem o uso de pena-
lizacao externa. Para tanto, é empregado o poligono de obstru¢ao, acoplado a
uma heuristica baseada no Recozimento Simulado. O comportamento discreto da
funcao custo em problemas com recipientes de dimensoes limitadas foi mitigado
através de uma heuristica de “desempate”, que busca diferenciar solugoes com
valores idénticos através de uma estimativa de quao proxima estd uma determi-
nada solu¢ao de conseguir encaixar uma forma nao—encaixada em seu leiaute. A
comparacao de resultados deste trabalho com resultados publicados na literatura
comprova a validade da abordagem aqui adotada.



Abstract

This work deals with the proposal of an optimization process for the packing
problem with free translations and rotations of irregular shapes on containers
with limited dimensions based on probabilistic heuristics without use of extern
penalty techniques. For such, the no—fit polygon is used, coupled with an heuristic
based on Simulated Annealing. The discrete behavior of the objective function
in problems with limited containers is mitigated by a “tie breaker” heuristic that
sorts solutions with identical values by estimating how close a given solution is of
fitting an unplaced shape on its layout. The comparison of these work ‘s results
with results published on the literature validates the approach here adopted.
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1 Introducao aos problemas de
posicionamento

1.1 Introducao

A diminuicao de custos é procurada por todos os ramos da industria moderna. Al-
gumas vezes em busca da competitividade, outras buscando aumento da margem

de lucros, o controle de custos recebe atencao especial da alta direcao.

Dentre as diversas formas de se encontrar economia de custos, uma das mais
importantes consiste na diminuicao dos custos variaveis de producao, aqueles que
tém relacao direta com a quantidade produzida. Um dos exemplos mais diretos

dos custos variaveis é a matéria—prima.

Em diversos ramos da indiustria a reducao de custos pode vir através da
otimizacao de uso da matéria—prima. As industrias de couro, tecidos, chapas e
folhas de metal, estampagem, entre outras, sao exemplos de ramos industriais em
que a otimizacao do posicionamento das formas para corte na matéria—prima é

fundamental para a otimizacao da fabricacao.

A otimizacao do posicionamento consiste no problema de se encontrar o
posicionamento 6timo das formas a serem fabricadas sobre folhas de matéria—
prima. Esse posicionamento ¢ 6timo quando se obtém a méxima area utilizada
de matéria—prima, resultando na minima area desperdicada de material, tendo

todos os limites das formas respeitados, isto ¢, sem sobreposicao.

Exemplos como o da industria do couro tornam o problema ainda mais com-
plicado, dado que a matéria—prima, o couro, pode possuir irregularidades que nao
podem existir nos produtos, como rasgos e furos. Estes entao devem ser isola-
dos e retirados do recipiente, que é a regiao do espaco que serd utilizado para o

posicionamento dos objetos.

Na industria téxtil, assim como na estampagem, a area de tecido (ou metal)

utilizada para se fabricar pecas é o que se procura otimizar: quanto menor a area
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de material desperdicada, menor sera o desperdicio de matéria—prima.

Os problemas de otimizacao de posicionamento se apresentam sob duas gran-

des categorias:

e Posicionamento de uma quantidade varidvel de formas em um recipiente de

dimensoes fixas.

e Posicionamento de uma quantidade fixa de formas em um recipiente de

dimensoes variaveis.

Um exemplo da primeira categoria é o problema de empacotamento, no qual
o maior numero de objetos deve ser acondicionado em um recipiente de dimensoes

fixas.

Um exemplo da segunda categoria é o ja citado planejamento de corte de
material da industria téxtil, no qual o menor comprimento possivel de uma faixa

de tecido deve ser empregado para se obter uma determinada demanda de pecas.

Esta classificagao estd diretamente relacionada ao conceito de dualidade em
pesquisa operacional. Arbitrariamente, neste trabalho, os problemas de posicio-
namento em recipientes com dimensoes fixas serao denominados problemas pri-
mais, enquanto que os problemas de posicionamento de recipientes de dimensoes

variaveis serdao denominados problemas duais (vide figura 1.1).

w
N

|

Figura 1.1: Duas possiveis apresentagoes para um problema de otimizacao de
posicionamento.

Uma outra categoria de problemas de posicionamento relacionada a otimiza-
¢ao é a categoria dos problemas de decisao. Nesta categoria, deseja-se determinar
se uma dada meta de desempenho é atingivel para um determinado problema
de posicionamento. Por exemplo, o problema de decisao relacionado ao supra—

citado problema da industria téxtil é o problema de se determinar se é possivel
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produzir uma determinada demanda de pecas utilizando somente uma quanti-
dade pré-determinada de tecido. Nota-se que se existir um algoritmo eficiente
para resolver um problema de decisao ligado a um problema de otimizagao, este
mesmo pode ser empregado para resolver por dicotomia o problema de otimizacao
original. Por outro lado, um algoritmo que resolva de forma 6tima o problema de
otimizacao pode ser empregado para resolver o problema de decisao relacionado.
Para tanto, basta verificar se a solugao 6étima obtida pelo algoritmo de otimizacao

¢ melhor ou igual a proposta pelo problema de decisao.

Problemas de decisao tém grande importancia na teoria da complexidade
(vide [2]). O estudo de complexidade em problemas de decisao de posicionamento
mostram que mesmo versoes restritas desses problemas sao classificadas como
NP-Dificeis. Um problema pertencente a classe de problemas NP-Dificil é um
problema cuja solucao pode ser empregada para resolver todos os problemas da
classe NP. Na prética, isso implica que ainda nao hé solugao algoritmica eficiente
para resolver problemas de posicionamento . Como serd visto na secao 1.2, isso

se reflete na ampla adocao de heuristicas para abordar estes problemas.

1.2 Revisao de trabalhos com problemas de posi-
cionamento

Os problemas de posicionamento sempre atrairam muita atencao na literatura,
chegando a motivar edicoes inteiras de peridédicos voltados para a pesquisa opera-
cional. A grande diversidade de problemas e de abordagens faz com que se tenha
disponivel hoje uma grande quantidade de material original sobre o tema. Uma

revisao recente sobre o trabalho na area pode ser encontrada em 131,

Dyckhoff (4 apresenta uma proposta de classificacao abrangente dos problemas
de posicionamento. Esta classificacao foi posteriormente revisada e extendida por

Wiischer et al. em 1!,

Em seu trabalho Wiéscher et al. classificam os problemas de acordo com as

seguintes caracteristicas:

e (Quanto a dimensao do problema: uma, duas, trés ou mais dimensoes.

e Quanto ao objetivo do problema: maximiza¢ao de saida (por exemplo,
quantidade de pegas produzidas) ou minimizag¢ao de entrada (por exemplo,
quantidade de matéria—prima bruta). Esta classificagdo estd diretamente

ligada a caracterizagao de problemas primais e duais apresentadas na se¢ao
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1.1.

e (Quanto aos recipientes: nimero de recipientes, um ou varios, de dimensoes

fixas ou com uma dimensao variavel.

e Quanto a variedade de geometria das formas: as geometrias das formas no
conjunto sao congruentes, fracamente heterogéneos ou fortemente hetero-

géneos.

e Quanto as restricoes de geometria de formas: as formas sao geometrica-

mente simples (retangulares ou circulares) ou geometricamente irregulares.

Neste trabalho, Wéscher et al. apontam que trabalhos que tratam de proble-
mas de posicionamento com formas irregulares sao escassos na literatura especi-

alizada, particularmente os que envolvem maximizagao de saida.

Do mesmo modo, a classe de problemas de posicionamento bidimensional
para a qual se tem a maior quantidade de referéncias disponivel é o problema de
posicionamento de formas regulares, particularmente os envolvendo minimizacao

de entrada. Esta opiniao também ¢ partilhada por outros autores 14, 6],

Embora estudados em menor quantidade, problemas de posicionamento de
formas irregulares também sao contemplados em diversos estudos na literatura.
Em [, Dowsland e Dowsland fazem uma revisio do progresso no tratamento
computacional destes problemas, ressaltando que a industria na grande maioria

dos casos recorre a especialistas humanos para aborda-los.

Na abordagem deste tipo de problema, um conceito muitas vezes empregado
¢ o de poligono de obstrugao (no-fit polygon) (vide figura 1.2) | cujo conceito
foi introduzido por Adamowicz e Albano em . O poligono de obstrucao repre-
senta a area obstruida por uma forma no posicionamento de outra. Ele pode
ser gerado a partir da trajetéria de um ponto de referéncia da forma a ser po-
sicionada, quando esta “desliza” ao longo da forma obstrutora. Vérios trabalhos
sobre posicionamento bidimensional empregam o conceito de poligono de obstru-

9, 10] [11]

¢ao (inclusive este), como o de Li e Milenkovic [ e o de Burke "', que tratam

do problema de posicionamento exclusivamente translacional.

No contexto de um projeto tematico da Textile/Clothing Technology Corpo-
ration e do Harvard Center for Textile and Apparal Research, Milenkovic et al.
produziram uma grande quantidade de material sobre posicionamento de formas
irregulares com minimizagao de entrada (problemas duais) com aplicagdes para a

[12]

industria téxtil. Como parte dessa producgao, podemos mencionar "~ que trata
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— 3

A
A-B

Figura 1.2: O poligono de obstrucao A — B que representa a area obstruida
pelo poligono A no posicionamento do poligono B.

do problema da compactagao local de leiautes de corte de tecido para melhorar
leiautes produzidos manualmente. Este trabalho é expandido em 3] onde ¢ feita
uma abordagem algoritmica para o posicionamento rotacional otimizado de um
namero pequeno de formas (a abordagem adotada é pratica para até trés formas).

141 aplicou uma abordagem algoritmica ao pro-

Neste mesmo contexto, Daniels
blema da decisao, resolvendo o problema de determinar se um conjunto de formas
pode ou nao ser posicionado em um recipiente. Mais uma vez, esta abordagem é

pratica apenas para um pequeno nimero de formas.

O fato de abordagens puramente algoritmicas encontrarem dificuldades para
tratar um namero grande de formas nao é surpreendente, visto que, como men-

(14151 ostram que problemas

cionado na secao 1.1, estudos de complexidade
de posicionamento tendem a ser NP-Dificil. Assim, abordagens algoritmicas tém
custo computacional que cresce exponencialmente com o tamanho dos problemas,

e sao conseqiientemente praticas apenas para problemas de tamanho restrito.

Um exemplo de abordagem algoritmica do problema de posicionamento sim-
plificado ¢ o da geracao de um padrao peridédico de posicionamento de formas
com maxima compactacao (vide figura 1.3). Pesquisas sobre a versao translacio-

nal deste problema podem ser encontradas em [16] ¢ 1171,
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Figura 1.3: Posicionamento gerado pela repeticao de um padrao.

Uma outra maneira de se contornar as limitacoes de complexidade dos proble-
mas de posicionamento é a de se adotar algoritmos de aproximacao. Algoritmos
de aproximacao buscam solugoes para problemas de otimizacao que se mante-

nham dentro de certos limites de desempenho, quando comparadas as solucoes
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otimas. Flavio Miyazawa e Yoshiko Wakabayashi [18]

pesquisaram algoritmos de
aproximagcao para o posicionamento translacional de formas ortogonais em uma,

duas e trés dimensoes.

Algoritmos de aproximagao ainda se restringem a técnicas para as quais é
possivel provar matematicamente limites inferiores de desempenho para o pior
caso. Esta restricao na pratica mostra-se irrelevante para a industria, que se
interessa mais por dados de desempenho de casos praticos e na sua comparacao
com posicionamentos gerados manualmente. Assim, abordagens heuristicas para

problemas de posicionamento tém se mostrado bastante atraentes.

Abordagens heuristicas envolvem regras de posicionamento empiricas, que
muitas vezes mimetizam o comportamento de especialistas humanos na geracao
de leiautes. As regras de posicionamento podem ser deterministicas ou proba-
bilisticas. Heuristicas probabilisticas tendem a ser mais versateis e geralmente
obtém melhores resultados. Por outro lado, estas possuem um comportamento

menos previsivel que as suas contrapartes deterministicas.

Um tipo de abordagem heuristica deterministica para problemas puramente
translacionais é a bottom-left, na qual as formas sao ordenadas de acordo com
algum critério (geralmente em ordem decrescente de tamanho) e posicionadas
em seqiiéncia no recipiente, na posicao mais abaixo-a-esquerda disponivel. Tra-
balhos com este tipo de heuristica podem ser encontrados em [19] que trata do

[20]

posicionamento de retangulos, e em | que trata do posicionamento de formas

irregulares.

Abordagens heuristicas probabilisticas geralmente sao baseadas em meta-

heuristicas probabilisticas de otimizacao. As meta-heuristicas mais comuns sao:

e Busca tabu.
e Algoritmos Genéticos.

e Recozimento Simulado.

Um dos primeiros trabalhos a aplicar recozimento simulado ao problema do

21], que abordou o posicionamento exclusiva-

posicionamento é o de Dowsland em [
mente translacional de retangulos e formas irregulares. Neste trabalho, Dowsland
permite a sobreposi¢ao temporaria de formas enquanto o processo de otimizacao
ocorre. A sobreposicao de formas causa uma correcao na funcao objetivo a ser

otimizada, num processo conhecido classicamente como penalizacao externa.
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O problema da geracao de padroes repetitivos de empacotamento de formas
idénticas com rotacao foi tratado com recozimento simulado e penalizagao externa

por Jain et al. em [22],

Heckman e Lengauer tratam o posicionamento exclusivamente translacional
de formas irregulares heterogéneas com recozimento simulado e penalizagao ex-

terna em [23].

Neste trabalho, Heckman e Lengauer introduzem uma heuristica
para limitar o movimento de certas formas quando estes movimentos nao contri-

buem mais para a evolucao do processo de otimizagao.

Trabalhos com heuristicas probabilisticas que nao empregam penalizagao ex-
terna ainda sao minoria na literatura, mas técnicas de otimizacao hibridas, que
combinam heuristicas probabilisticas sem penalizagao externa com heuristicas de-
terministicas e algoritmos de otimizagao local vém sido estudadas com interesse

crescente, sobretudo em problemas de leiaute translacional.

Um dos primeiros trabalhos a seguir esta linha é o de Burke e Kendall [11]

, 1O
qual os autores tratam o posicionamento exclusivamente translacional com uma

heuristica derivada de bottom-left governada pelo recozimento simulado.

Na mesma linha, podemos citar Jakobs 24 que usou um processo hibrido
combinando heuristicas bottom-left com algoritmos genéticos para determinar
a seqiiéncia de posicionamento de elementos em problemas com recipiente de
dimensoes variaveis. No seu trabalho, as formas dos elementos sao aproximadas

por retangulos, e a determinagao de rotagoes é feita com uma busca local.

Ainda nessa campo, é digno de nota o trabalho de M’Hallah et al., que
emprega algoritmos genéticos para determinar a ordem de um posicionamento
bottom-left de formas irregulares em %1, Sua técnica foi aplicada em problemas
de recipientes com dimensoes abertas (problema dual). Uma variacao deste tra-
balho foi feita por Hiffi e Hallah em 29 em que a estratégia hibrida é aplicada
a problemas com recipientes de formas variaveis. De acordo com a estratégia
adotada, a posigao dos elementos é determinada de forma seqiiencial por meio de
uma heuristica deterministica, enquanto que a ordem de posicionamento é pro-
duzida por algoritmos genéticos. Neste trabalho, um algoritmo de compactacao

local deterministico é aplicado ao leiaute gerado em cada iteragao.

Gomes e Oliveira tratam o problema de posicionamento translacional dual
combinando heuristicas probabilisticas e deterministicas. Em 7, é adotada uma
heuristica bottom-left para posicionar uma seqiiéncia de formas, enquanto que

a ordem deste posicionamento é obtida através de heuristicas deterministicas e
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probabilisticas. Em [1], Gomes e Oliveira apresentada uma técnica hibrida, na qual
o recozimento simulado é empregado para trocar a posicao de formas em um dado
leiaute. Um algoritmo de separagao, baseado em programacao linear, ¢ empregado
em seguida para remover eventuais sobreposicoes, e o leiaute obtido é submetido
a um algoritmo de compactacao local, também baseado em programacao linear.
Caso a sobreposi¢ao nao possa ser removida, a solu¢ao é ignorada. As técnicas
de programacao linear adotadas neste trabalho sao semelhantes as sugeridas por

Milenkovic em 2.

28] no qual o recozimento simulado

Outro trabalho digno de nota é o de Faina
é empregado no planejamento de cortes de guilhotina para geracao de formas

retangulares.

Avaliacoes mais recentes do desempenho de heuristicas probabilisticas aplica-

[29] [30]

das ao problema do posicionamento podem ser encontradas em e em “7,

1.3 Conclusoes

Como visto, problemas de posicionamento sao abundantes e bastante diversifica-

das na industria.

A grande maioria das abordagens computacionais a problemas de posiciona-
mento tratam de problemas puramente translacionais, e em particular, de formas

ortogonais.

As abordagens adotadas variam de algoritmicas exatas, passando por algo-
ritmos de aproximagao, heuristicas deterministicas e heuristicas probabilisticas.
Pela natureza NP-Dificil dos problemas de posicionamento, quanto mais complexo

o problema tratado, menos algoritmica ¢ a abordagem adotada.

Desta maneira, verifica—se que trabalhos que tratam de problemas de posicio-
namento que permitem rotagoes e translagoes para formas heterogéneas tendem a
adotar abordagens baseadas em heuristicas probabilisticas. Freqiientemente nes-
tes trabalhos — em particular nos que tratam de problemas para dimensoes fixas
— ¢é feito um “relaxamento” das restri¢coes originais do problema conhecida como

penalizacao exrterna.

Nenhum autor até o momento aplicou o recozimento simulado sem a utilizagao
de penalizacao externa em problemas de posicionamento nao-uniforme rotacional

para recipientes de dimensoes fixas. Esta é justamente a proposta deste trabalho.
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2 O problema de posicionamento
translacional e rotacional em
reciplentes com dimensoes fixas

2.1 Introducao

Neste capitulo serao estudadas as caracteristicas do problema de posicionamento

translacional e rotacional em recipientes com dimensoes fixas.

Serao apresentadas motivagoes para o estudo deste problema em particular

na secao 2.2.

Apresenta—se na secao 2.3 uma definicao precisa do problema, bem como
sua classificacao diante dos demais problemas de empacotamento estudados na
literatura. E discutida também a complexidade do problema e a necessidade de

abordagens heuristicas.

Segue-se a se¢ao 2.5, que apresenta o problema do posicionamento em recipi-
entes com dimensoes variaveis como a variante dual do problema aqui estudado.
Trata—se de um problema que possui uma cobertura significativamente mais am-
pla na literatura, e sao apontadas as dificuldades intrinsecas do problema de po-
sicionamento em recipientes de dimensoes fixas quando comparado & sua variante

dual.

Na secao 2.6 é discutida a penalizagao externa, que é freqiientemente utilizada
com heuristicas probabilisticas no problema do posicionamento (e em problemas
com dominios complexos em geral). Esta técnica consiste em relaxar as restri-
¢oes de nao—colisao do problema original enquanto é aplicada uma correcao a
funcao objetivo das solucoes invalidas, de modo a penalizar a sua escolha. Sao
apresentados os problemas intrinsecos desta técnica no posicionamento de formas

irregulares e as razoes pelas quais esta técnica é evitada neste trabalho.
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2.2 Motivacao do estudo

Conforme visto na secao 1.2, devido a sua complexidade, existe uma caréncia de
trabalhos em problemas de posicionamento irregular em recipientes de dimensoes

fixas que permitam translacoes e rotacoes das formas.

Esta caréncia pode ser explicada pela existéncia de intimeros problemas de
corte de material nos quais o tratamento pelo posicionamento rotacional simples-

mente nao se aplica.

Um exemplo classico de problema de corte de material, o caso da industria
téxtil, raramente admite rotacao livre nas formas, visto que estas devem possuir
um alinhamento pré—determinado com os padroes do tecido. Além disso, o com-
primento da peca bruta de tecido é tao grande que ele é mais bem abordado com

técnicas que tratam do problema de recipiente com comprimento infinito 71,

Em outros casos, como é o do corte de metal na indtuistria mecanica, as pecas a
serem produzidas nao possuem quaisquer restrigoes de rotacao, e as pecas brutas
possuem dimensoes limitadas. No entanto, ainda assim estes problemas de corte
nao sao tratados como problemas de posicionamento rotacional, pois nestes casos
o custo de um processo de corte irregular é comparavel ao custo do material
desperdicado, sendo vantajoso considera—los como problemas mais restritos, ou
seja, como problemas de posicionamento retangular ou problemas de corte de

material por guilhotina 161,

Ainda assim, um estudo mais extensivo encontra diversos ramos da indis-
tria nos quais a otimizacao de posicionamentos rotacionais com recipientes de

dimensoes fixas é de suma importancia.

Considere—se, por exemplo, o problema da industria de couro. Nesta indus-
tria, formas sao recortadas de pecas brutas de couro. Verifica—se que neste caso
o valor do custo do material desperdicado supera facilmente o custo de um pro-
cesso de corte irregular. Ainda mais grave, até a data presente, retalhos de corte
de couro sdo classificados no Brasil como residuos de classe C I (residuos solidos
perigosos) [31], de modo que o seu descarte exige um processo especifico de custo

significativo.

A demanda insatisfeita da industria por técnicas para o posicionamento rota-
cional em recipientes de dimensoes fixas motiva este trabalho, que trata do pro-
blema de posicionamento em seu modo mais irrestrito, o posicionamento transla-
cional e rotacional de formas heterogéneas irregulares (convexas ou ndo—convexas)

em recipientes irregulares (também convexos ou nao—convexos).
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2.3 Definicao do problema

O problema estudado neste trabalho é o posicionamento rotacional de multiplas

formas em um tnico recipiente de dimensoes fixas (problema primal).

Ele pode ser definido como o problema de, dado um recipiente (um poligono
convexo ou nao-convexo) e um conjunto de n formas (poligonos convexos ou nao-
convexos), determinar um subconjunto do conjunto de formas e as transformagoes
(translagoes e rotagoes) que ao serem aplicadas as respectivas formas, os posicione
dentro do recipiente sem sobreposicoes, e de modo a maximizar a area ocupada
(vide figura 2.1).

Definicao 2.1 Fuxiste sobreposicao entre formas quando a interseccao entre elas

Recipiente Conjunto de objetos

D V.

Uma solugdo otima para o problema

€ nao-vazia.

Figura 2.1: Um problema de empacotamento e sua solucao 6tima.

Na classificacao sugerida por Wascher et al. em [5], este ¢ um problema de
maximizacao de saida, com um unico recipiente, cujas formas tém geometrias
fortemente heterogéneas. Quanto & dimensionalidade, definida por Wascher et
al. como “o numero minimo de parametros necessarios para se caracterizar a
posicao de um objeto em um leiaute”, verifica—se que a permissao de livre rotacao
adiciona um grau de liberdade ao problema de posicionamento bidimensional, o
que o transforma em um problema com 3 dimensoes. Assim, ele é classificado
por Wascher et al. como um Problema de Mochila Simples 3D (Simple Knapsack
Problem).
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2.4 Complexidade

Como mencionado na secao 1.1, é demonstrado que mesmo versoes restritas do
problema (por exemplo, que lidam apenas com retangulos) sao NP-Dificeis, o
que significa que nao se acredita que seja possivel resolver algoritmicamente o

(15 Por este fato diversos autores

problema para um ntmero pratico de formas
(vide sec@o 1.2) voltaram-se para abordagens baseadas em heuristicas probabi-
listicas, que nao garantem a determinacgao da solu¢ao 6tima, mas podem, em um
tempo razoavel, encontrar uma solucao aceitavel. Heuristicas probabilisticas de
otimizacao seguem o seguinte padrao: enquanto um critério de parada nao for
satisfeito, em cada etapa avalia-se a funcao a ser otimizada em um conjunto de
pontos e aplicam-se algumas regras para determinar o conjunto de pontos a ser

avaliado na proxima etapa.

2.5 Caracteristicas da funcao objetivo e dualidade

O problema de posicionamento em recipientes de dimensoes fixas possui um pro-
blema correlato dual que é o problema de, dado um conjunto de formas, encontrar
o menor recipiente capaz de as conter sem que haja sobreposicao. No levanta-
mento feito por Wascher et al. [5], o problema dual encontra uma cobertura

significativamente mais ampla na literatura.

Quando comparado & sua variante dual, o problema de posicionamento em
recipientes de dimensoes fixas possui uma caracteristica que dificulta o seu trata-
mento, o fato de que ele é um problema de otimizagao de variaveis continuas (as
translagoes e rotagoes das formas) com uma fungao objetivo que assume valores

discretos (a area total ndo—ocupada pelas formas).

A figura 2.2 mostra um problema de otimiza¢ao dual de uma sé variavel (a
rotacdo 0 da forma mais a esquerda), no qual o objetivo é minimizar a largura
total do recipiente f(#). Como se pode ver, a largura minima do recipiente varia

de modo continuo com a variavel de otimizagao 6.

No caso do problema primal mostrado na figura 2.3, a funcao objetivo a ser
minimizada é o espago nao ocupado no interior do recipiente. Como este s6 pode
variar em funcao da area de formas sendo adicionadas ou retiradas do recipiente,
a funcao objetivo assume somente uma quantidade finita de valores, tornando—se

assim descontinua.

Esta caracteristica dificulta a avaliacao da sensibilidade da funcao objetivo
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A
10)

J0)

Figura 2.2: A variacao da funcao objetivo no problema dual.

com relagao as varidveis do problema.

2.6 A penalizacao externa

Para o problema abordado, o espaco de solucoes vélidas ¢ um subconjunto de
formas bem como um conjunto de transformagdes (translacoes e rotagoes) apli-
cadas a este sub—conjunto de modo que as restricoes de que nao podem haver
sobreposicoes entre as formas e a de que estas devem estar totalmente conti-
das no recipiente sejam respeitadas. O espaco delimitado por estas restricoes
revela-se muito complexo (e mutéavel). Geralmente, quando confrontadas com
espacos complexos, heuristicas probabilisticas “relaxam” as restrigoes originais do
problema, permitindo pontos fora do espaco de solucoes validas e aplicando pena-
lizacoes a funcao objetivo de pontos externos. Esta técnica classica da otimizacao

em dominios complexos é conhecida como penalizagao externa ( Exterior Penalty)
32]

Embora tal abordagem leve a uma diminuicao do custo computacional do pro-
cesso de otimizagao, ela introduz um parametro empirico adicional, a quantidade

de penalizacao a ser aplicada ao custo dos pontos externos.

Outro inconveniente da penalizacao externa é que o relaxamento das restri-
¢oes do problema pode fazer com que o processo de otimizacao produza solucoes
invalidas, e a aplicagao de penalizagao pode nao garantir que solu¢oes 6timas do

problema relaxado sejam solucoes validas do problema original. Por exemplo,
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A
J0)

SO

Figura 2.3: A variacao da funcado objetivo no problema primal.

uma forma popular de penalizacao externa em problemas de posicionamento, a
penalizacao externa baseada puramente em area sobreposta, nao garante a vali-

dade de suas solugoes 6timas.

Isso pode ser percebido facilmente no problema de posicionamento ilustrado
na figura 2.4. Neste problema, deseja—se minimizar o comprimento total x do
recipiente capaz de conter as duas formas. A tnica variavel do problema é a
posicao da forma triangular, definida como a distancia entre a sua aresta vertical
e a aresta vertical a esquerda do recipiente. A funcao objetivo original é o proprio
valor da variavel f(x) = x, a restrigdo do problema, imposta pela condigao de
nao sobreposi¢ao entre as formas é x > b+ h e a solucao 6tima para o problema

él‘opt:h—i—b.
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(a) Posicionamento relaxado de duas formas. (b) Grafico da funcdo objetivo penalizada.

Figura 2.4: (a) Um problema de posicionamento relaxado com uma soluc¢ao 6tima
invélida.



2.7 Conclusdes 30

Aplicando—se a penalizacao externa baseada em area de sobreposicao, tem—se

um novo problema irrestrito no qual a fungao objetivo é:

sobreposicao
. “d ,
fi(z) = x+k-%(b+h—x)2 para x < b+ h
T para x>b+h

onde k é um parametro que define a quantidade de penalizacao a ser aplicada
por area de sobreposicao. A funcao objetivo modificada é continua de classe C',

de modo que tem-se

I . =0 = 1-2byth—z},)=0
Y

~“opt
(b—i_h_w:pt) = k_}Zl

Ora, mas (b+h—x},) ¢ a propria medida do comprimento de sobreposicao das
formas na solucao 6tima do problema modificado. Assim, percebe—se que embora
a sobreposicao seja decrescente com k, ela é nao—nula para qualquer valor finito

de k.

Este efeito pode ser visto no trabalho de Heckman e Lengauer [23], em que
problemas similares aos aqui tratados sao abordados com recozimento simulado.
Neste trabalho, Heckman e Lengauer apontam que o resultado bruto de seu pro-
cesso de otimizagao pode conter solugoes invalidas (que apresentam superposic¢ao
entre as formas), sendo necessario fazer um pos-processamento dos resultados

obtidos.

2.7 Conclusoes

O problema do posicionamento translacional e rotacional de formas em recipientes
de dimensoes fixas, apesar de ser relativamente pouco estudado, é de grande

relevancia para a industria.

O problema possui complexidade NP-Dificil, de modo que abordagens pura-
mente algoritmicas nao sao viaveis para problemas de dimensoes praticas. Assim

sendo, abordagens heuristicas sao recomendaveis para este tipo de problema.

O posicionamento em recipientes de dimensoes fixas possui dificuldades in-
trinsecas quando comparado com o posicionamento em recipientes de dimensoes

variaveis. Em particular, embora ambos sejam problemas que atuem em domi-
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nios continuos, a funcao objetivo do problema com recipientes de dimensoes fixas
assume valores discretos. Esta caracteristica dificulta a andlise de sensibilidade

das variaveis de otimizagcao.

Abordagens heuristicas para o problema baseadas na técnica de penalizac¢ao
externa, que relaxa restricoes do problema e aplica uma modificagao na funcao
objetivo de solucoes invélidas, podem convergir para leiautes invalidos, que apre-

sentam sobreposicao de formas.

Conseqiientemente, é interessante avaliar a viabilidade de se abordar o pro-
blema do posicionamento com heuristicas que nao empreguem a penalizacao ex-

terna, explorando o espago original de solu¢oes do problema.
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3 O Poligono de obstrucao e a
decomposicao do problema de
posicionamento

3.1 Introducao

Como visto no capitulo anterior, é interessante criar uma heuristica para o pro-
blema do posicionamento rotacional de formas irregulares em recipientes de di-

mensoes fixas que nao empregue a penalizacao externa.

O abandono da penalizacao externa implica em restringir o espaco de busca
ao espaco original de solugoes do problema, livre de superposicoes entre as for-
mas. Para lidar com este complexo espaco, emprega-se aqui uma ferramenta
muito utilizada em problemas de posicionamento translacional com recipientes

de dimensoes abertas, o poligono de obstrugao (no—fit polygon).

A secao 3.2 introduz o conceito de poligono de obstrugao como elemento—base

para a construcao de heuristicas que exploram o espaco de solucoes do problema.

A se¢ao 3.3 mostra como o uso do poligono de obstrucao introduz a necessi-
dade de se realizar um posicionamento seqiiencial das formas no recipiente. Este
posicionamento seqiiencial leva a uma decomposicao do problema em trés sub—
problemas: a ordenagao das formas, a rotacao das formas e a translacao das
formas. Expoem-—se as dificuldades do tratamento deterministico de cada um

destes sub—problemas.

3.2 Poligonos de obstrugao e regioes livres de co-
lisao

Poligonos de obstrucao e regioes livres de colisao sao conceitos relacionados a
conjuntos de translagoes de uma forma, que sao matematicamente representados

por conjuntos de vetores. No entanto, para melhor compreensao das propriedades
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e operacoes envolvidas com tais conceitos, as translagoes de uma forma serao

associadas regioes do plano xy.

Para tanto, inicialmente observa—se que é possivel associar a toda forma um
ponto de referéncia, normalmente considerado como origem do sistema de coor-
denadas da forma (note que este ponto pode ser interno ou externo a forma). A
regiao no espago associada a um conjunto de translacoes desta forma é o conjunto
de pontos que podem ser obtidos através da aplicacao das translacoes do conjunto

ao ponto de referéncia da forma (vide figura 3.1).

Figura 3.1: Um conjunto de translacoes de uma forma representado como a
regiao formada por todas as possiveis translacoes de seu ponto de referéncia.

Considerando um dado recipiente e um conjunto de formas ja posicionadas,
conforme ilustrado na figura 3.2, deseja—se posicionar uma nova forma no interior
do recipiente e sem colisao com as formas ja posicionadas. Assim, apresenta—se

a seguinte definicao:

Definicao 3.1 Define-se regiao livre de obstrucao como o conjunto de todas as
translacoes, que, quando aplicadas a uma determinada forma, posicionam-na no

interior de um recipiente sem que haja colisao com as formas jd posicionadas.

Como pode ser visto na figura 3.2, a regiao livre de obstrucao pode ter geome-

trias variadas e até mesmo ser formada por multiplas sub-regides nao—conexas.

Quando o recipiente encontra—se vazio, a regiao livre de obstrucao corresponde
a todas as translacoes que posicionam a forma no interior do recipiente. A essa
regiao déa—se o nome de regiao de posicionamento interno (inner—fit polygon) (vide
figura 3.3), e a sua determinagao é o primeiro passo para encontrar a regiao livre

de obstrucao para uma forma.
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Figura 3.2: A regido livre de obstru¢ao (hachuradas) para o posicionamento de
uma forma em um recipiente com obstaculos.

Figura 3.3: A regiao de posicionamento interno (inner—fit polygon) para uma
dada forma e seu recipiente.

As regioes livres de colisao no posicionamento de uma forma sao obtidas
retirando—se da regiao de posicionamento interno todos os poligonos de obstrucao

gerados pelos obstaculos que j& se encontram no recipiente.

O poligono de obstrucao, conhecido na literatura como no—fit polygon, é a
construcao geométrica fundamental empregada nesta pesquisa. Através dela,
pode ser determinada a regiao proibida ou obstruida no posicionamento de uma
determinada forma induzida pela presenga de um obstaculo (outra forma). Como
visto na secao 1.2, o poligono de obstrugao vem sido aplicado a problemas de posi-

cionamento exclusivamente translacionais com recipientes de dimensoes abertas.
Definicao 3.2 Define-se poligono de obstrucao induzido por um poligono A a
um poligono B denotado A © B como o conjunto de vetores de translagdo que,

quando aplicados ao poligono B, o levam a uma sobreposicao® com A.

Ou seja:

lvide definicdo 2.1.
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AoB={0O+v|3be Blb+v € A} (3.1)

Os poligonos de obstrucao sao encontrados através do algoritmo de soma de

Minkowski ¥ e do poligono oposto.

Definicao 3.3 A soma de Minkowski entre dois poligonos A e B, denotada A ®
B, € definida como o conjunto de pontos {O + v, + vp|O + v, € A, O + v, € B}.

Definicao 3.4 Define-se o poligono oposto a um dado poligono B denotado —B
como o conjunto de pontos definido por —B = {O — v,|O + v, € B}.

Obtém-se o poligono oposto invertendo-se o sinal de todas as coordenadas do

poligono original.

A partir das defini¢bes acima, bem como da defini¢cao de poligono de obstrugao

(vide defini¢ao 3.2 na sec¢ao 3.2) percebe-se que

A©B=A®(-B) (3.2)

ou seja, o poligono de obstrucao é gerado pela soma de Minkowski do obsta-

culo com o oposto do poligono a ser posicionado.

Somas de Minkowski podem ser calculadas facilmente para poligonos con-
vexos. O resultado da soma de Minkowski de dois poligonos convexos é um
poligono convexo construido a partir das arestas dos poligonos originais (vide
figura 3.4). Poligonos nao-convexos podem ser decompostos em uma etapa de
pré-processamento do algoritmo, visto que as transformagoes aplicadas (de rota-

¢ao e translagao) nao afetam tal decomposigao.

Assim, pode—se, através do poligono de obstrucao, delimitar o espaco para as
translagoes de uma forma, assumindo que a sua rotacao ja esteja determinada.
Nota-se que a regiao valida para o posicionamento de uma forma pode ser vazia,
resultado que corresponde a situacao em que nao ha mais espaco no recipiente

para a forma.

3.3 Decomposicao do macro—problema de posici-
onamento

Como visto, o poligono de obstrucao fornece a informacgao geométrica sobre a

regiao “proibida” (obstruida por outras formas ou paredes do recipiente) para
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Poligono a ser posicionado
(origem destacada)

J -

Poligono obstaculo

Extragdo das arestas dos poligonos

(nota-se a inversao nas arestas do poligono a ser posicionado)

Resultado: Poligono de obstrucao gerado a partir das arestas dos dois poligonos

Figura 3.4: Exemplo de geracao de poligono de obstrucao para poligonos

convexos.

uma unica forma, dadas as posicoes das formas ja posicionadas no recipiente.

Isso implica que o posicionamento das formas deve ser feito de forma seqiiencial

ou seja, em primeiro lugar, as formas devem ser ordenadas de acordo com algum

critério. Em seguida, elas devem ser posicionadas no recipiente de modo que cada

forma seja posicionada sem sobreposicao desta com qualquer uma das formas ja

posicionadas.

Assim, o macro-problema de se determinar o posicionamento das formas pode

ser decomposto nos seguintes sub—problemas:

e Determinar uma ordem de posicionamento para as formas.

Este sub—

problema, no caso primal, trata da escolha de quais formas serao seleci-

onadas para o posicionamento, visto que as iltimas formas a serem posici-

onadas encontram um recipiente ja obstruido. Além disso, ele exerce uma

forte influéncia na posicao final das formas selecionadas. Diversos traba-

lhos relacionados ao problema dual (nos quais o problema de sele¢ao de

formas inexiste) tratam ezclusivamente da determinagao da ordem de po-

sicionamento, aplicando em seguida uma heuristica bottom—left a seqiiéncia

[27]

de formas (por exemplo, em e em [25]).
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e Determinar as rotacoes de cada forma. Este sub—problema é o que carac-
teriza o posicionamento rotacional. Devido ao fato de que a geometria das
formas foi assumida como sendo irrestrita, este ¢ um problema combina-
torial por si, e de dificil solugao. Uma solucao algoritmica para minimos

locais (com rotacoes limitadas) é apresentada em 12,

e Determinar para cada uma das formas a sua translacao relativa as demais e
ao recipiente. Este sub—problema é o mais estudado na literatura. Como ja
mencionado, pretende-se empregar o poligono de obstrugao para determinar
as regioes livres de colisao, reduzindo o problema a determinacao do ponto

nestas regioes livres sobre o qual a forma sera posicionada.

3.3.1 Heuristica para a ordem de posicionamento

Como visto na secao 3.2, a proposta de abordagem aqui estudada envolve posicio-
nar as formas em configuracoes livres de sobreposicao através do uso de poligonos

de obstrucao.

Embora o poligono de obstrucao seja uma ferramenta eficiente para determi-
nar rapidamente a area nao—obstruida no posicionamento de uma forma, ela nao
resolve o principal problema combinatorial de determinar &reas nao—obstruidas
para o posicionamento simultdneo de multiplas formas (visto que estas formas

podem colidir entre si, dado que a posi¢ao das formas ainda nao é determinada).

Assim, o uso do poligono de obstrucao implica em um posicionamento seqiien-
cial das formas no recipiente, sendo que a ordem em que este posicionamento se

d& é um problema combinatorial por si de dificil solugao.

A principal influéncia da ordem estd evidentemente na selecao das formas que
serao posicionadas no recipiente. As formas que forem posicionadas por tltimo
encontrarao um recipiente ja bastante obstruido, e conseqiientemente, terao uma

probabilidade menor de encontrarem uma regiao livre para serem posicionadas.

Além disso, observa—se que a ordem em que as formas do subconjunto sele-
cionado sao inseridas possui uma forte influéncia nas suas posi¢oes finais. Isso
ocorre pelo modo como trabalham as heuristicas que determinam a translacao das
pecas em posicionamentos seqiienciais. Estas heuristicas, para evitar lidar com a
natureza combinatorial do problema de posicao, geralmente consideram somente
as formas ja posicionadas no momento de determinar a posicao de uma nova
forma. Assim, elas buscam posicionar uma forma com base em uma estimativa

das necessidades de espaco das formas ainda nao posicionadas.
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Desta maneira, ordenacoes nas quais as necessidades de espaco das pecas
ainda por serem posicionadas sao mais previsiveis geram naturalmente leiautes
satisfatorios. Como a forma de prever a necessidade de espaco é particular a
heuristica de translacao, existe um forte acoplamento entre esta e a heuristica de

ordem de posicionamento.

Muitos trabalhos que tratam do problema da ordem no posicionamento seqiien-

cial de formas (vide por exemplo [20, 27])

empregam heuristicas deterministicas
baseadas na ordem decrescente de tamanho das formas. Estas heuristicas sao
baseadas em observacao do comportamento de especialistas humanos na solucao
do problema que buscam definir a posicao das formas maiores antes das formas

menores.

Estas heuristicas sao coletivamente denominadas heuristicas de maior pri-
meiro (larger first). Elas variam entre si pela definicdo de “tamanho” adotada,

sendo que esta definicao pode ser baseada em:

Area da forma.

Area do casco convexo (conver hull) da forma.

Area do menor retangulo com orientacao definida que envolve a forma

(Bounding Bor).

e Comprimento em uma determinada dire¢ao

Maior distancia entre dois pontos na forma

Uma combinacgao dos parametros acima

Esta heuristica de ordenacao relativamente simples atinge resultados surpre-
endentemente satisfatorios na maioria dos casos. Isso pode ser explicado a luz do
exposto anteriormente, devido ao fato de que um nimero grande de formas com
dimensoes pequenas pode ser encaixado em areas vazias de formas mais variadas
do que um ntimero pequeno de formas de dimensoes grandes. Assim, a area livre
no recipiente torna—se um bom indicador da necessidade de espaco para as for-
mas pequenas, de modo que leiautes nos quais estas sao posicionadas por tltimo

tendem a ser mais eficientes.

No entanto, como para toda heuristica de otimizacao deterministica, é rela-
tivamente simples apontar contra—exemplos de eficiéncia. A figura 3.5 mostra a

melhor solucao para um puzzle atingivel através de uma heuristica larger first.



8.8 Decomposicao do macro—problema de posicionamento 39

Neste puzzle, a heuristica de translacao busca sempre posicionar a primeira forma

ao lado de uma parede do recipiente.

)

Figura 3.5: Problema cuja solu¢ao 6tima nao pode ser alcancada por uma
heuristica larger first .

3.3.2 Heuristica para a rotacao das formas

O problema da determinacao da rotacao das formas é precisamente o que ca-
racteriza as apresentacoes rotacionais dos problemas de posicionamento. Esta
determinacao por si s6 ja representa um problema de otimizacao significativa-
mente complexo. Como pode ser visto na figura 3.6, as rotagoes de formas em
um leiaute podem estar estreitamente vinculadas, de modo que a rotacao de uma
unica forma pode afetar a disponibilidade de espaco livre para todas as suas

vizinhas.

Como visto na secao 1.1, problemas de posicionamento que tratam da rotacao
livre de formas sdo minoria absoluta na literatura da area ! e sdo a principal
motivacao neste trabalho para a busca por abordagens heuristicas probabilisticas.
De fato, o sub—problema da rotacao é o unico neste trabalho que é abordado

exclusivamente com o recozimento simulado.

H\“}'

Figura 3.6: Um problema de posicionamento rotacional.
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3.3.3 Heuristica para a translacao das formas

A abordagem tradicional para a translacao de formas é a heuristica deterministica

bottom—left.

Nesta abordagem, a seqiiéncia de formas é posicionada no recipiente de modo
que cada forma é sempre posicionada na posi¢ao “mais abaixo & esquerda” possi-

vel.

Como visto na se¢ao 1.2, esta ¢ uma abordagem que vem sido empregada com

relativo sucesso em trabalhos da area (cita—se por exemplo [19, 20, 25, 27]).

Pode—se compreender a aplicacao bem sucedida do bottom—left tendo em
mente que, em primeiro lugar, trata—se de uma heuristica bastante econémica em
recursos computacionais. Além disso, por agrupar as formas junto a duas paredes
do recipiente (esta ¢ uma heuristica aplicada quase exclusivamente a recipientes
retangulares), ela mantém a area livre no recipiente relativamente desobstruida,

de modo que uma variedade maior de formas possa ser posicionada.

Nota—se no entanto que é relativamente simples apontar problemas de posi-
cionamento nos quais o 6timo global é inatingivel via uma heuristica bottom-left

(vide figura 3.7).

Figura 3.7: Exemplo simples de problema cuja solu¢ao 6étima nao pode ser
alcancada por uma heuristica bottom-left .

3.4 Conclusoes

A exploracao do espago com restrigoes originais pode ser feita de forma eficiente

com o uso do poligono de obstrucao, que determina a regiao obstruida por uma
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forma no posicionamento de outra. Através disso, é possivel no posicionamento

de uma forma determinar exatamente o espago de translacoes vélidas.

Como o poligono de obstrucao é apliciavel a somente uma forma por vez, o seu
uso implica em tratar o posicionamento das formas de modo seqiiencial. Além
disso, é necessario que a rotacao da forma a ser posicionada seja bem definida.
Estas restricoes levam a decomposi¢ao do problema de posicionamento nos trés

sub—problemas:
e Determinacao da ordem de posicionamento das formas.
e Determinacao das rotacoes das formas.
e Determinacao das translagoes das formas.
Verifica—se que a abordagem com heuristicas deterministicas para cada um

dos sub—problemas é deficiente, sendo trivial construir exemplos de problemas

para os quais as heuristicas deterministicas levam a solugoes sub—o6timas.

Assim, verifica-se a necessidade de empregar heuristicas probabilisticas para

este problema.
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4 Aplicando o recozimento
simulado ao problema do
posicionamento

4.1 Introducao

Conforme visto no capitulo 3, para que o processo de otimizacao tenha a possibili-
dade de convergir para uma solucao 6tima, é necessario empregar uma heuristica

probabilistica.

O recozimento simulado (Simulated Annealing) B é a meta-heuristica proba-
bilistica empregada neste trabalho. Suas caracteristicas estao expostas na se¢ao
4.2 (mais detalhes sobre o recozimento simulado encontram-se no apéndice A).

[35]

Na sub—secao 4.2.1 sao apontadas diretrizes apontadas pela literatura " a serem

seguidas na aplicagao do recozimento simulado.

Na secao 4.3 sao definidas e discutidas heuristicas de otimizagao probabilis-

ticas completas.

A secao 4.4 retoma a decomposicao do problema de posicionamento reali-
zada na secao 3.3, e aponta para cada um dos sub—problemas uma heuristica

probabilistica de otimizacao completa baseada no recozimento simulado.

Na secao 4.5 é mostrado como sao geradas as solugoes a serem exploradas

pelo recozimento simulado consideradas as heuristicas propostas na secao 4.4.

Finalmente, a se¢ao 4.6 mostra como é feita a sintese do processo completo de
avaliacao da funcao objetivo a partir dos parametros produzidos pelas heuristicas

definidas na secao 4.4.
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4.2 O recozimento simulado

A meta-heuristica probabilistica adotada neste trabalho ¢ o recozimento simulado
(Sitmulated Annealing). O recozimento simulado é uma meta-heuristica probabi-
listica dita de ezplora¢ao local. Uma heuristica de otimizagao de exploracao local
analisa a cada iteragao uma e somente uma solucao do problema. O custo desta
solucao é comparado com o custo da solucao da iteracao imediatamente anterior,
e baseando-se em regras da heuristica, uma nova solugao ¢ gerada para a proxima

iteracao.

No caso do recozimento simulado, a solugao do problema z; avaliada na ite-
racao ¢+ 1 é escolhida aleatoriamente em uma vizinhang¢a da solugao atual V' (z;).
Por wvizinhanca de uma solucao, entende—se um conjunto de solucoes vélidas re-
lacionadas a uma determinada solu¢ao. A defini¢ao de vizinhanca é diretamente
dependente do problema de otimizacao abordado, e da maneira especifica com
a qual se decide aplicar o recozimento simulado a ele. Cabe notar que a dis-
tribuicao da probabilidade de selecao das solugoes dentro da vizinhanca nao é

necessariamente uniforme.

A solucao atual z; pode ser substituida em uma determinada iteracao pela

solucao analisada ;] de acordo com as seguintes regras:

o f(zF) < f(x;) A solugdo analisada na itera¢ao tem custo inferior ou igual ao
da solucao atual. Neste caso, a solucao atual ¢ imediatamente substituida

pela solucao analisada.

o f(zf) > f(z;) A solugdo analisada na itera¢do tem custo superior ao da
solucao atual. Neste caso, a solucao atual pode ser substituida pela solucao
analisada com probabilidade determinada pela diferenca de custos e pela

“temperatura” do processo.

A “temperatura” é um parametro do recozimento simulado que varia ao longo
do processo de acordo com um “programa de resfriamento”. Genericamente,
quanto maior for a temperatura, maior a probabilidade do recozimento simu-
lado substituir uma solucao de custo inferior por uma solucao de custo superior
(caminhando assim, na dire¢do do gradiente ascendente de custos). E este o tipo
de movimentacio que permite ao processo escapar de minimos locais. A medida
em ue o processo avanga, a temperatura ¢ gradativamente reduzida, permitindo

assim que este se fixe em uma solucao 6tima.
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Para maiores detalhes sobre o recozimento simulado e programas de resfria-

mento, vide o Apéndice A.

4.2.1 Diretrizes na aplicacao de recozimento simulado

Herz e Widmer escreveram sobre técnicas gerais para aplicar meta-heuristicas a
problemas de otimizacio °). Em seu trabalho, eles apontam as seguintes dire-
trizes a serem adotadas na aplicacao de métodos de otimizacao de exploracao

local:
Diretriz 4.1 Dewve ser facil gerar solugoes vdlidas.

Métodos de exploragao local tipicamente avaliam o custo de um grande ni-
mero de solucoes do problema. E mister portanto, dispor de um mecanismo para
geragao de solugoes validas computacionalmente eficiente, sob pena do método

tornar-se computacionalmente inviavel.

Diretriz 4.2 Para cada solucao factivel, deve existir um caminho ligando esta

solucao a uma solucao dtima.

Caso existam solugoes sub—6timas sem caminho para solucoes 6timas, o pro-
cesso pode ficar “preso” na vizinhanca de tais solucoes, de modo que o 6timo

global nao possa ser atingido.

Diretriz 4.3 A vizinhanca de uma dada solucao deve ser relativamente proxima

a ela.

Uma maneira simples de garantir que cada solugao possua um caminho para
uma solucao 6tima é fazer com que o subconjunto de solucoes explorado em cada
etapa seja igual ao conjunto universo de solugoes. No entanto, ao trabalhar deste
modo, a tarefa de se selecionar a préxima solugao a ser explorada torna-se conside-
ravelmente mais dificil (no caso de um método de exploracao local probabilistico,
o processo reduzir-se-ia a uma exploracdo aleatéria uniforme do espago). E in-
teressante, portanto, reduzir o subconjunto de solucoes a ser explorado a uma
vizinhancga da solucao anterior. Uma vantagem de se restringir a vizinhanca da
solucao anterior é que se as modificacoes feitas na solucao forem restritas o sufi-
ciente, pode ser bastante simples calcular o novo valor da funcao objetivo. Além
do mais, se a topologia do espaco induzida pela funcao objetivo for relativamente
suave, o custo de uma solucao pode indicar seu grau de vizinhanca com uma

solucao 6tima.
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Diretriz 4.4 A topologia do espaco induzida pela funcao objetivo no espaco de

solugoes factiveis nao deve ser demasiado plana.

A ocorréncia de regioes extensas do espaco com custo muito proximo prejudica
o desempenho de métodos de exploragao local, visto que estes geralmente utilizam
a variacao do custo ao longo da exploracao para determinar os proximos passos.
Para problemas em que tais regidoes ocorram naturalmente, recomenda-se adotar
uma heuristica de “desempate” que modifique a funcao objetivo de modo a reduzir

o custo de solugoes que estariam mais proximas de uma solugao 6tima.

4.3 Heuristicas probabilisticas completas

Em problemas de otimizacao com varidveis continuas ¢ comum adotar—se simpli-

ficacoes do problema de modo a reduzir o espaco total a ser explorado.

No entanto, conforme visto na secao 3.3 do capitulo anterior, tais simplifica-
¢coes podem levar a heuristicas que sao incapazes de atingir uma solucao 6tima

do problema.

Neste trabalho, procurou—se buscar uma heuristica completa, ou seja, uma
heuristica & qual a solugao 6tima do problema sempre esteja acessivel (nota—se
que uma meta—heuristica completa neste sentido atende a diretriz 4.2 de Hertz e
Widmer) 1,

Definicao 4.1 Uma heuristica probabilistica de otimizag¢ao completa € uma heu-
ristica que possui uma probabilidade nao—nula de atingir uma solucao otima para

o problema.

4.4 Heuristicas para os sub—problemas do posici-
onamento

Apresentam—se a seguir heuristicas probabilisticas baseadas no recozimento simu-
lado para cada um dos sub—problemas apresentados na secao 3.3. Cada heuristica
consiste basicamente de uma representacao do espaco de solugoes validas para o
sub—problema e de uma regra de vizinhanca, que dita como selecionar neste es-

paco uma solucao vizinha a uma solugao dada.

E preciso observar que quando estas heuristicas sao empregadas simultanea-

mente, as regras de vizinhanca sao modificadas de modo que apenas a solugao de
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um dos sub—problemas seja modificada por iteragao. Isso assegura que a diretriz
4.3 de Herz e Widmer seja atendida. De fato, verifica—se experimentalmente um
melhor desempenho do processo quando apenas uma sub—solucao é modificada

por iteracao.

4.4.1 Ordem de posicionamento

Devido as limitacoes das heuristicas deterministicas na selecao de ordem, é pro-

posta aqui uma heuristica probabilistica baseada no recozimento simulado.

Nela, a ordenacao inicial do posicionamento é escolhida ao acaso. A vizi-
nhanca (vide se¢ao 4.2) de uma dada ordenagao é qualquer ordenagao obtida da

original na qual a ordem de duas formas é permutada.

A figura 4.1 retoma o problema que ilustra a se¢ao 3.3.1, mostrando como ele

pode ser resolvido por uma heuristica probabilistica.

l'..q:"

Figura 4.1: Problema resolvido com ordem gerada por recozimento simulado.

4.4.2 Rotagao das formas

A rotacao de cada uma das n formas é definida por um vetor de rotagoes © =
{61,04,...,0,}, sendo que este vetor é resultado da otimizagdo por recozimento

simulado.

A wizinhan¢a de um vetor de rotacoes © é definida como o conjunto de rota-
¢oOes nas quais todos os componentes 6; sao iguais ao original, exceto um. Assim,
em uma etapa do recozimento simulado, apenas uma forma pode ter sua rotacao

modificada.

Esta definicao de conjunto de vizinhanca difere das tradicionais defini¢oes
aplicadas ao recozimento simulado no sentido em que ela comporta intervalos
continuos de rotacoes, contendo conseqiientemente infinitas solugoes. Tal carac-

teristica emerge naturalmente do fato de que o espaco de rotacoes é por si mesmo
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um espacgo continuo, e a segmentacao deste espaco é muito custosa em recursos
computacionais para ser aplicada efetivamente a uma heuristica como o reco-
zimento simulado. Uma definicao de vizinhanca semelhante neste aspecto seréd

empregada também para tratar o problema de translacao (vide segao 3.3.3).

Esta heuristica revela-se bastante eficaz, mesmo quando aplicada em conjunto

com heuristicas deterministicas simples de ordem e translacao (vide figura 4.2).

-

Figura 4.2: Um problema de posicionamento rotacional resolvido com
recozimento simulado aplicado somente ao sub—problema de rotacao.

Quando esta heuristica é utilizada em conjunto com a heuristica de selecao
de ordem de posicionamento, a vizinhanca de uma solucao é definida como o
conjunto de solucoes nas quais ou as rotagoes ou a ordem sao idénticas a solucao
original, e o parametro restante estd contido na vizinhanca do parametro da
solucao original. Neste caso, em uma dada iteragao, ou a rotacao de uma forma

¢ modificada, ou a ordem de posicionamento de duas formas é trocada.

A distribuicao de probabilidade de selecao de uma solugao nova de rotagao
na vizinhanca da atual nao é uniforme, mas depende do fator de cristaliza¢ao da
forma cuja rotacao sera alterada. O fator de cristaliza¢ao é uma variavel associada
a cada forma que regula a amplitude dos seus movimentos. Seu objetivo é reduzir
a amplitude de movimento de uma forma cuja movimentacao historicamente leva
a solucgoes rejeitadas. Detalhes sobre o fator de cristalizacao sao dados na secao

4.5.1.

4.4.3 Translacao das formas

A proposta deste trabalho para o sub—problema de translacao é de mapear conti-
nuamente um subconjunto de translacoes validas em um espaco simplificado que

contenha restricoes simples, de modo que seja trivial gerar solucoes neste espago.
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O subconjunto de translacoes considerado pela heuristica é o subconjunto que
leva a solugoes conexas. Solugoes coneras serao definidas inicialmente definindo—

se grafo de conectividade de uma solucao.

Definicao 4.2 Duas formas distintas A e B sao ditas contiguas se existe ao
menos um ponto sobre o perimetro da forma A para o qual nao hd uma vizinhanga

que ndo contenha ao menos um ponto sobre o perimetro da forma B.!

Definicao 4.3 O grafo de conectividade associado a uma solugao s de um pro-
blema de posicionamento € o grafo cujos vértices sao compostos pelo recipiente Py
e pelas formas P; posicionadas no seu interior. A aresta F; ; existe se o poligono

1 € contiguo ao poligono j.

Figura 4.3: Uma solugao vélida e seu grafo de conectividade.

O grafo de conectividade contém a informacao de quais poligonos na solugao

sdo contiguos entre si (vide figura 4.3).

Definicao 4.4 Uma solugao s de um problema de posicionamento € dita conexa

se o seu o grafo de conectividade associado for conexo.

A definicao 4.4 estabelece a categoria de solucoes em que nao ha formas
“soltas” no recipiente. Sempre existe contato, direto ou indireto, entre uma forma

e o recipiente (vide figura 4.4).

Teorema 4.1 F possivel a partir de uma solucao nao—conexa de um problema
de posicionamento que permita translacao livre construir uma solucao conexa de

wqual custo.

!'Note que a definicio é comutativa, ou seja, se A é contiguo a B, entdo B é contiguo a A.
Note também que A ndo é contiguo a si mesmo.
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£y

3

Solugao conexa Solugao nao-conexa

Figura 4.4: Exemplo de solu¢ao conexa e nao-conexa.

Prova: Para cada sub—grafo conexo do grafo de conectividade da solucao dada,
é possivel transladar as formas associadas até que ao menos uma delas torne-se
contigua a uma forma associada a um outro sub—grafo conexo. Deste modo, é
sempre possivel construir a partir de uma solucao cujo grafo de conectividade
apresente n > 1 sub—grafos conexos uma solucao com um grafo de conectividade
com n — 1 sub-grafos conexos. Por indugao, é possivel construir uma solucao

conexa.

Corolario 4.2 Todo problema de posicionamento primal que permita translacao
livre possui ao menos uma solug¢do dtima conexa (observa—se que, como visto na
secao 2.5, todo problema primal admite um conjunto finito de valores para a sua

funcao objetivo, e conseqiientemente, possui solugoes dtimas).

Do corolario 4.2 decorre que é possivel construir uma heuristica completa (ou
seja, que possa atingir uma solugao 6tima) que se restrinja somente a exploragao

exclusiva do subconjunto de translacoes que levam a solucoes conexas.

A exploracao restrita ao subconjunto de solugdes conexas ¢ feita através do
posicionamento seqiiencial das formas no recipiente. Para cada forma a ser posi-
cionada é determinada a regiao livre de obstrugoes (4rea na qual, se posicionado,
a forma nao fica em sobreposi¢ao com nenhuma outra forma). A forma é posicio-
nada no perimetro desta regiao. Isso garante que ele estara posicionado de modo

contiguo a outro poligono ou ao recipiente.

Como a forma e o nimero de regioes livres de colisao para uma forma varia de
acordo com a disposicao das formas ja inseridos no recipiente, é preciso mapear

a posicao relativa de posicionamento em varidveis independentes.

Os pontos sobre o perimetro de cada regido livre (pontos nos quais a forma

pode ser posicionada) sao mapeados em um parametro uniforme ¢ € [0,1]. Este
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mapeamento é feito considerando um vértice de referéncia sobre o perimetro
(neste trabalho, é escolhido o vértice com a menor coordenada z). Este vér-
tice de referéncia corresponde ao ponto de posicionamento para t = 0. A partir
deste vértice, o perimetro é percorrido em sentido anti-horario e os seus pontos

sao mapeados de modo uniforme no intervalo [0, 1].

Resta a questao da decisao de em qual sub-regiao conexa livre posicionar a
forma. Para tanto, as sub-regides sao ordenadas segundo algum critério arbitrario
(neste trabalho foi empregada uma ordenacao baseada na coordenada x do vértice
mais a esquerda de cada area). Entdo, com base nesta ordenacao, a cada regiao é
atribuida uma divisao uniforme do intervalo [0, 1[. O parametro f de uma forma

dita em qual area livre ela serd posicionado.

Por exemplo, supondo que para uma forma em particular, com uma deter-
minada orientagao, existam quatro regides livres, Ay, A5, A3 e A4. Supondo que
o processo de ordenagao produziu a seqiiéncia (Ag, Ay, Az, Ay). Assim, a forma

serd posicionada na area:

Ay se fel0,1/4],
Ay se fell/4,1/2],
Asgse fe1/2,3/4],
Ayse fel3/4,1]

Assim, a translagao de cada forma é derivada dos parametros continuos (¢, f),
produzidos pelo processo de recozimento simulado. O posicionamento a partir

destes parametros para uma forma é ilustrado pela figura 4.5.

Assim como na rotagao (vide segdo 3.3.2), a vizinhanga de uma solugao de
translagao ¢ um conjunto de vetores (¢, f); nos quais apenas um par de parametros
difere da solucgao original. Assim, o recozimento simulado modifica a translacao

de apenas uma forma.

4.5 Geracao de configuracoes de posicionamento

A configuracao inicial é gerada aleatoriamente.

A cada etapa, a configuracao anterior é modificada de modo a gerar uma
nova solucao a ser explorada. Como ja mencionado, a selecao de uma solucao
na vizinhanca da solucao atual consiste em modificar a solucao atual em apenas
um aspecto dentre ordem de posicionamento, rotacao das formas e translacao das

formas.
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y_

Forma a ser posicionada

Rotagao aplicada a partir do
parametro 6 da forma

Determinagao da regidao obstruida por cada forma no recipiente

~J

Célculo das regioes livres e posicionamento
sobre o perimetro destas, a partir dos
parametros (¢, f) da forma

Forma posicionada no recipiente

Figura 4.5: Exemplo de posicionamento de uma forma durante uma etapa do
processo de otimizagao.
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A selecao do aspecto a ser modificado é eqiiiprovavel, de modo que cada

aspecto tem 1/3 de probabilidade de ser modificado.

No caso da modificacao da ordem, duas pecas sao eleitas ao acaso, e sua

ordem de posicionamento ¢ permutada.

No caso da modificagao da rotacao ou translacao, uma forma é escolhida
aleatoriamente com uma distribuicao uniforme. Como visto, a forma escolhida
estao associados parametros (0, (¢, f)), responsaveis pela rotagao e translagao da
mesma. Estes parametros continuos sao modificados todos da mesma maneira.
Seja w; o parametro da forma a ser modificado. Como todos sao definidos em
[0, 1], a modificagao para gerar o parametro w; é feita de acordo com a equagao
4.1.

w; = (w; + Ay, mod 1)

(4.1)
—1/2< Ay, < 1/2

O novo parametro w; é gerado somando—se ao parametro original w; um
namero aleatoério A, gerado entre -1/2 e 1/2, e, caso o resultado ultrapasse os
limites, é somado ou subtraido de 1. O ntimero aleatorio A,, nao é gerado de
forma uniforme, mas com uma distribuicao que depende do fator de cristalizagao

associado ao parametro.

4.5.1 Fator de cristalizacao

E facil perceber que no procedimento do recozimento simulado, solucoes rejeitadas
nao contribuem para o progresso do processo de otimizacao. Desta maneira, a
distribuicao de probabilidade de selecao de solucoes na vizinhanca da solucao
atual é adaptada de modo a aumentar a probabilidade de se selecionar uma

solucao que sera aceita.

Isso pode ser feito através de um mecanismo de realimentacao adicionado
ao recozimento simulado. Este mecanismo emprega o resultado da aceitacao ou
nao da atual solugao explorada para corrigir a distribuicao da nova solugao a
ser explorada. E importante observar que esta correcio deve manter uma certa
anisotropia e simetria das distribuicoes de vizinhanca, caso contrario o recozi-
mento simulado pode se degenerar em um método de gradiente descendente. Um

[23], onde eles di-

mecanismo semelhante foi adotado por Heckman e Lengauer em
vidiram as regioes de vizinhanga da solucao atual em zonas simétricas de acordo

com a sua distancia até a solucao. Quando uma solucao explorada em uma de-
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terminada zona é aceita pelo recozimento simulado, a probabilidade de se gerar

solugoes em zonas com distancias semelhantes ¢ aumentada.

O mecanismo adotado neste trabalho é o fator de cristalizacao. O fator de
cristalizacao é uma variavel associada a um parametro de uma forma que estéd
relacionada com a “amplitude” provavel de movimento deste parametro quando ele
é modificado em uma solucao por outro parametro em sua vizinhanca. O fator
de cristalizacao estd associado tanto aos parametros 6; de rotacao das formas
(vide se¢ao 3.3.2) quanto aos parametros (f;,t;) de translagao (vide se¢ao 3.3.3).
Sua principal funcao é reduzir o nimero de solugoes rejeitadas pelo recozimento

simulado, através da reducao na amplitude de movimento

De acordo com a heuristica adotada neste trabalho, os parametros continuos
w; sao modificados através da adicao de uma perturbacgao aleatéria A,, sorte-
ada no intervalo [—1/2,1/2[. Sendo C,, o fator de cristalizacao associado ao

parametro w;, tem—se:

Yo, U-1/2,1/2)
_ -

A, (4.2)

onde U(—1/2,1/2) é uma variavel aleatoria de distribui¢ao uniforme no in-
tervalo [—1/2,1/2][.

Como mostra a equacao 4.2, Aw; é o resultado da média de C,, sorteios
uniformes entre —1/2 e 1/2, onde C,, é o fator de cristalizacao associado ao

parametro w;.

Pode—se assim de acordo com as equagoes 4.1 e 4.2, obter do novo parametro

* PN 2 .
w; o seu valor esperado p,,: e sua variancia o, .

3

,LL'LU;.k = w;
2 _ 1
Tw; = 120,

Isso mostra que a distribuicao do parametro modificado w; é centrada no valor
original w;, de modo que a anisotropia do processo é respeitada. Por outro lado,
percebe-se que a variancia do parametro modificado decresce com o valor C,.
Assim, um parametro cujo fator de cristalizacao for maior sofrerd modificagoes

de amplitudes menores.

A realimentacao ocorre da seguinte maneira: no inicio, todos os parametros
possuem o fator de cristalizacao 1. Quando a nova solucao gerada pela modifi-

cacao do parametro w; é rejeitada, o fator de cristalizacao C,,, é incrementado.
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Quando a nova solugao ¢é aceita, o fator de cristalizagao C,,, volta ao valor original
1.

Formas que atingem configuragoes que levam a valores baixos da funcao ob-
jetivo tendem a ter modificacoes em seus parametros rejeitadas pelo recozimento
simulado, particularmente a baixas temperaturas do processo (visto que estas
fatalmente levariam a valores maiores da fungao objetivo). Assim, a realimen-
tacao faz com que os fatores de cristalizacao dos seus parametros cresca, o que
reduz a amplitude de movimentagao de tais formas (nesta situacao a forma é dita

“cristalizada”).

Por outro lado, formas em configuragdes sub—6timas possuem uma boa pro-
babilidade de terem modificacoes em seus parametros aceitas pelo recozimento
simulado. Neste caso, a realimentacao diminui os fatores de cristalizacao de seus
parametros, aumentando conseqiientemente a amplitude de movimentacao destas

formas.

4.6 Avaliacao da funcao objetivo a partir de pa-
rametros de posicionamento

Como visto, o posicionamento das formas ¢ determinado pelos seguintes parame-

tros produzidos pelo processo de recozimento simulado:

e Ordem de posicionamento das formas

e Para cada forma, parametros (6, (¢, f)), onde 6 é a rotagdo da forma, f
define a regiao livre na qual posicionar a forma e ¢ define onde posicionar a

forma na borda da regiao livre.

A funcao objetivo a ser minimizada é o espag¢o nao ocupado no recipiente.

A avaliacao da funcao objetivo ocorre da maneira descrita na figura 4.6.
Observa-se que o célculo da funcao objetivo incorre em extensas operagoes geo-
métricas com as formas e o recipiente, nas etapas de determinacao das regioes
obstruidas por cada forma ja inserida e na determinacao das regioes livres de
colisdo. E importante para o desempenho do calculo da funcio objetivo que estas

etapas sejam executadas o mais rapidamente possivel.
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Algoritmo para avaliagao da funcao de custo do posicionamento
PARA <cada forma a ser posicionada> FACA
<Aplique a rotacao 6 a forma>
<Obtenha as areas obstruidas por cada forma ja inserida>
<Obtenha as regioes livres de colisao>
SE <existem regides livres> ENTAO
<Ordene as regioes>
<Aplicando o parametro f da forma,
determine a regiao apropriada>
<Aplicando o parametro ¢, encontre o ponto apropriado>
<Adicione a forma ao recipiente>
10. FIM SE
11. FIM PARA
12.  <Calcule o espaco nao-ocupado>

N OtE WD

© >

Figura 4.6: Avaliacao da fun¢ao objetivo do posicionamento.

4.6.1 Desempate de solucoes com custo idéntico

Como mencionado na diretriz 4.4, o desempenho do algoritmo é prejudicado pela
existéncia de solugoes vizinhas de custo idéntico. Ora, como apontado na secao
2.5, a funcao objetivo do problema de posicionamento em recipientes de dimensoes
fixas apresenta regioes de custo constante. Isso ocorre devido ao fato de que todo
conjunto de solucoes distintas somente pelos parametros de formas que nao foram
posicionadas apresentam custo idéntico (visto que formas nao posicionados nao
afetam o espaco nao-ocupado). Assim, é interessante adicionar uma heuristica de

desempate para determinar quais destas solucoes estao mais proximas do otimo.

E razoével considerar que a proximidade do 6timo esta relacionada com a
proximidade em uma solucao de encaixar uma nova forma. Assim, para cada
forma nao posicionada, pode ser feita uma busca binéria de profundidade limi-
tada para se encontrar um fator de escala que aplicado & forma permite o seu
posicionamento. Isso permite identificar situacoes onde uma forma esta prestes

a ser posicionada, e modificar a funcao objetivo para considerar esta situacao.

A adicao deste procedimento mitiga os problemas causados pelo carater dis-
creto da funcao objetivo do problema de posicionamento em recipientes de di-
mensoes fixas descrito na secao 2.5, pois o seu principal efeito é o de introduzir

nesta niveis de valor intermediarios.

E importante observar que cada nivel adicional de profundidade na busca
pelo fator de escala implica em um novo célculo da funcao objetivo descrita no

algoritmo da figura 4.6. Assim, é importante balancear o ganho do desempenho
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do recozimento simulado com um ntimero maior de niveis de valores para a funcao
objetivo contra o custo computacional adicional por iteracao no célculo da funcao

objetivo.

4.7 Conclusoes

A meta—heuristica adotada neste trabalho para abordar o problema do posicio-

namento é o recozimento simulado.

O recozimento simulado é uma heuristica de otimizacao probabilistica de gra-
diente ascendente que explora aleatoriamente o espaco do problema, amostrando

um grande niimero de solugoes e avaliando nestas o valor da funcao objetivo.

Para um bom desempenho da heuristica, é importante que esta seja completa,
ou seja, que haja uma probabilidade nao—nula de que esta visite uma solucao

6tima do problema.

Verifica—se que é possivel criar heuristicas probabilisticas completas baseadas
em recozimento simulado para cada um dos sub-problemas do posicionamento, a
saber, a determinacao de uma ordem de posicionamento das formas, a determi-

nacao da rotagao das formas e a determinacao das translagoes das formas.

Como no recozimento simulado as solucoes rejeitadas nao contribuem para o
progresso do processo de otimizacao, criou—se um processo de realimentagao que
corrige as distribuicoes das solucoes exploradas de modo a aumentar a probabili-
dade de que uma solucao seja aceita, mas sem que o recozimento simulado perca
a sua caracteristica de gradiente ascendente. Este processo consiste em limitar
modificacoes que no histérico do processo apresentam uma tendéncia de gerar

solucoes rejeitadas.

Os problemas com o carater discreto da funcao objetivo do problema de po-
sicionamento em recipientes com dimensoes fixas (vide se¢do 2.5) podem ser mi-
tigados através de uma modificacao desta, que busca diferenciar solugoes com
custos idénticos estimando qual destas estaria mais proxima do 6timo. Isto é
feito estimando—se o quao préoxima uma solucao estéd de ter uma nova forma en-
caixada em seu leiaute. Para tanto, para cada forma nao posicionada em uma
solucao é realizada uma busca binaria de profundidade limitada por fatores de
escala que, quando aplicados as formas ainda nao—encaixadas, possibilitariam o

seu encaixe.

Avaliando-se o todo o processo do recozimento simulado, percebe-se que o
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maior custo computacional deste reside no célculo da funcao objetivo, o qual
faz uso extenso de operagoes geométricas sobre as formas. Este custo é agravado
quando se adota o processo de desempate de solucoes idénticas, pois a quantidade
de testes de posicionamento de formas aumenta linearmente com o ntmero de

niveis de profundidade das buscas adotadas.

Assim, embora a heuristica proposta tenha a capacidade potencial de abordar
com sucesso o problema do posicionamento estudado, é fundamental para a sua
viabilidade que seja possivel realizar as operagoes geométricas de determinacao
de poligonos de obstrucao e areas de colisao com o menor custo computacional

possivel.
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5 Implementacao do processo

5.1 Introducao

Conforme mencionado na secao 4.2, Meta-Heuristicas de otimizagao probabilis-
ticas como o recozimento simulado realizam um grande ntmero de avaliacoes da
funcao objetivo, de modo que é crucial que o custo computacional do processo de

avaliacao descrito na secao 4.6 seja o menor possivel.

De fato, quando se compara em uma iteragao do recozimento simulado (vide
apéndice A para mais detalhes) o custo computacional da avaliacio da funcao
objetivo com o das operagoes restantes, verifica—se que o custo destas é despre-
zivel, e o desempenho final do processo depende exclusivamente do desempenho

do algoritmo de avaliagao da func¢ao objetivo.

Como se vé na figura 4.6, o custo computacional do algoritmo de avaliagao
da funcao objetivo esta sobretudo no lago interno que determina a posi¢ao no

recipiente em que uma dada forma deve ser inserida.

Esta determinagao consiste basicamente em operacoes geométricas realizadas

sobre a forma a ser posicionada, o recipiente e as formas ja posicionadas.

Neste trabalho, as formas serao representadas por poligonos. A representagao
poligonal é uma representacgao fechada no que diz respeito as operagoes envolvidas
no algoritmo de avaliacao da fungao objetivo. Isso significa que as operacoes de
rotagao, subtracao e geracao poligonos de obstrucao, quando aplicadas a formas
poligonais, produzem somente formas poligonais. Além disso, dadas algumas res-
tri¢oes (vide adiante a se¢ao 5.2.1), esta é uma representacao computacionalmente
eficiente, para a qual existem algoritmos estabelecidos para todas as operacoes

geométricas necessarias neste trabalho.

Quanto a formas nao—poligonais, estas podem ser aproximadas por poligonos

com precisao arbitraria como mostra a figura 5.1.

Recapitulando, as operacoes necessarias para se determinar a posi¢ao de um
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Figura 5.1: Forma nao—poligonal aproximada por um poligono.

poligono, dado o recipiente, as formas poligonais ja inseridas e dos seus parame-

tros (0, f,t) sdo:

e Aplicacao da rotacao 6; a forma poligonal a ser posicionada
e Geracao da regiao livre de obstrucao

— Geragao da regiao de posicionamento interno do recipiente

— Geragao dos poligonos de obstrugao para cada forma poligonal ja po-

sicionada

— Subtracao booleana dos poligonos de obstrucao da regiao de posicio-

namento interno do recipiente
e Mapeamento da area livre de obstrugao

e Determinacao do ponto de posicionamento a partir do mapeamento e dos

parametros f e t

A busca por eficiéncia computacional nestas operagoes se concentra em duas

frentes:

e Reduzir o custo computacional de cada operacao. Consiste em buscar re-
presentagoes e algoritmos eficientes para cada operacao descrita acima. Isto

serd discutido na secao 5.2.

e Usar de forma racional as operacoes. Consiste em buscar armazenar resul-
tados intermediarios das operacoes e tentar identificar situacoes onde estes

resultados possam ser reaproveitados. Isto sera discutido na secao 5.3.



5.2 Operagoes geométricas sobre poligonos 60

5.2 Operagoes geométricas sobre poligonos

As operagoes realizadas sao de rotacao, geragao de poligonos de obstrucao e
determinacao de regiao livre de obstrucao. A determinacao da regiao livre de
obstrucao ¢ obtida subtraindo-se da regiao de posicionamento interno os poligonos

de obstrucao induzidos pelos poligonos jéa inseridos.

5.2.1 Representacao computacional de poligonos

Poligonos sao conjuntos de pontos delimitados por uma fronteira continua com-
posta por um ntmero finito de segmentos de reta. E trivial observar que cada
segmento de reta é delimitado por dois vértices, e cada vértice ¢ compartilhado
por dois segmentos. Assim, o poligono pode ser representado pela seqiiéncia de
seus vértices quando o seu perimetro é percorrido em um sentido convencionado.
A convenc¢ao mais comum é utilizar a seqiiéncia de vértices obtida com o percurso

no sentido anti-hordrio (vide figura 5.2).

P = {p17p27p37 s 7pn}

Nota-se que a representacao adotada nao é unica, pois a escolha do ponto

inicial da seqiiéncia é arbitraria. Assim,

P ={v,v9,03,...,0,} = {0, 01,02, ..., 0,1} (5.1)

Ou seja, poligonos sdo invariantes quanto a permutagoes circulares' da seqiién-
cia de pontos que os representa. Da mesma forma, esta seqiiéncia de vérti-
ces pode ser estendida para uma seqiiéncia infinita, sem inicio nem fim P =
{-..,p1,P2, D3, -, Dn,- ..} na qual vale p; = P; moa n- Neste caso, o vértice suces-
sor de p, é o vértice p,11 = p1 e do mesmo modo, o vértice antecessor de p; é o

vértice pyg = p.

No plano zy, cada vértice pode ser representado univocamente por suas co-

ordenadas (z,v).

Z;
Yi

'Uma permutacdo circular de uma seqiiéncia é obtida dividindo—se a seqiiéncia em duas
sub—seqiiéncias e permutando—se a ordem destas.
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Chega—se enfim & representacao computacional mais usual para poligonos,

uma seqiiéncia de pares ordenados P = {(z1,v1), (Z2,%2), -, (Tn, yn) }-

Py

P3

p; P

Figura 5.2: Poligono e uma seqiiéncia de pontos que o representa.

E desejavel, para assegurar o desempenho dos algoritmos que tratam os poli-
gonos, empregar representacoes nativas de nimeros em computadores com preci-
sao finita para as coordenadas (x;,y;). No entanto, verifica—se que poligonos com
coordenadas representadas com precisao finita nao formam um conjunto fechado
quanto a operacoes booleanas de adicao e subtracao, ou seja, existem situacoes
em que o resultado da operagao booleana de dois poligonos representados por

precisao finita nao é representavel por precisao finita.

De fato, as operagoes booleanas de adicao e subtragao de poligonos consistem
basicamente em se determinar a intersec¢ao entre as suas arestas (vide figura 5.3),
quebrar as arestas nestes pontos de interseccao, classificar as regioes geradas e

coletar as regioes de acordo com a operacao que se deseja realizar [36],

Figura 5.3: Sobreposicao e interseccao de dois poligonos.

O problema geral da intersecao exata de arestas requer o uso de nimeros
racionais. Como visto na figura 5.4, mesmo vértices cujas arestas correspondem a

pontos com coordenadas inteiras podem produzir interseccoes com coordenadas
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racionais?.

- /

/ e

/

Figura 5.4: Interseccao de dois segmentos com coordenadas inteiras
produzindo um ponto com coordenadas nao—inteiras.

Pode—se mostrar que o uso de memoria para se trabalhar com poligonos com
coordenadas racionais cresce exponencialmente com o niimero de operacoes boo-

37 Para uma aplicacao como a deste projeto, o

leanas realizadas nos poligonos
custo computacional de operagoes booleanas exatas é impraticavel, de modo que
optou—se por adotar operacoes aproximadas, que mantém todas as coordenadas

inteiras (vide a figura 5.5).

I

Figura 5.5: Aproximacgao com coordenadas inteiras da interseccao de dois
segmentos.

Computacionalmente, nimeros em ponto flutuante sao muito utilizados para
se determinar o ponto de interseccao aproximado entre duas arestas. Entretanto,
quando deseja-se determinar o poligono resultante da operagao booleana aplicada
a dois poligonos, além da determinacao do ponto de intersecgao entre arestas, é

necessario verificar se existe a coincidéncia entre os vértices dos dois poligonos.

2Mesmo os niimeros de ponto flutuante disponiveis na maioria dos computadores contempo-
raneos nao basta, visto que estes possuem precisao finita.
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A coincidéncia entre dois numeros em ponto flutuante é verificada fazendo-se uso

de uma tolerancia:

If1 — f2| < tol

onde f1 e f2 sao os dois numeros em ponto flutuante que se deseja comparar
e tol é a tolerancia em ponto flutuante que indica se dois niimeros estao suficien-
temente proximos. Esta verificagao ¢ conhecida como comparagao por tolerancia.
Uma vez que dois valores sao considerados iguais segundo a tolerancia utilizada,
um deles serd substituido pelo outro. A comparacao por tolerancia é comuta-
tiva, mas nao é associativa, implicando que o resultado obtido esta associado a

seqiiéncia em que as comparacoes por tolerancia foram feitas.

A aritmética intervalar é uma outra forma robusta para representar coorde-
nadas. Cada coordenada que define um vértice é representada por um intervalo
[a,b], onde a é o limite inferior do intervalo e b é o limite superior. As operagoes
aritméticas entre intervalos sao definidas de modo que o resultado é um novo in-
tervalo que contenha o maior e o menor resultados possiveis da operagao quando
esta ¢ aplicada aos valores contidos nos intervalos originais, podendo ser necessa-
rias para uma tnica operacao intervalar até quatro operacoes em ponto flutuante.
Assim, a cada operagao uma imprecisao é acrescentada, mas que mantém o resul-
tado final coerente independentemente da seqiiéncia em que as operacoes foram
feitas. Entretanto, dependendo do niimero de operagoes, o resultado final pode

ser muito abrangente e conseqiientemente a sua utilidade duvidosa [38],

A representacao de coordenadas por numeros inteiros em precisao limitada
também é robusta. O resultado das operacoes aritméticas é arredondado para
o0 numero inteiro mais proximo, a fim de garantir o fechamento das operagoes
aritméticas. A comparacao é feita de modo direto sem a necessidade de nenhuma

tolerancia ou propagacao de imprecisao.

A representacao das coordenadas dos vértices dos poligonos deve ser escolhida
de modo que a implementacao das operagoes booleanas deve ser robusta, réapida,
uso razoavel de memoria e tenha resultados tteis. Neste sentido optou-se pela

representacao de coordenadas por niimeros inteiros.

Neste trabalho adotou-se a biblioteca Polyboolean para realizar as operacoes
booleanas sobre poligonos. Esta é uma biblioteca de operagoes booleanas aproxi-
madas sobre poligonos que utiliza nimeros inteiros de precisao limitada para as

coordenadas de vértices [,
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Dentre as caracteristicas da biblioteca destaca-se:

e Coordenadas de vértices com precisao limitada a 20 bits. A biblioteca trata
todas as coordenadas como um nimero binario de 20 bits. Operacoes de
interseccao de vértices realizam aproximacoes para “encaixar”’ os vértices re-
sultantes nas coordenadas inteiras. A precisao de 20 bits pode ser conside-

rada suficiente para a aplicacao em problemas de recorte e posicionamento.

e Poligonos representados por meio de listas ligadas de vértices. A seqiién-
cia de vértices que representa o poligono (vide acima) é representada in-
ternamente por meio de uma lista circular duplamente ligada de vértices.
Isso significa que os vértices podem ser acessados eficientemente de forma
seqiiencial nas duas dire¢oes. Além disso, por ser a fila circular, o sucessor

do ultimo vértice é o primeiro.

5.2.2 Rotacgao

A rotac¢ao de um poligono de 6 no sentido anti—horario pode ser realizada por uma

transformacao linear trivial dos vértices do poligono conforme mostrado abaixo:

/
v, =T -v;

cosl —sinb

sinf  cosH

A dificuldade é que, como as coordenadas de cada vértice devem ser ntiimeros
inteiros (vide se¢ao 5.2.1), é necessario fazer um arredondamento do resultado.
Neste trabalho, os resultados sao arredondados para o inteiro mais proximo, como

mostra a equagao 5.3.

F=lz+1/2] (5.3)

Chega—se assim ao algoritmo para realizar rotacoes aproximadas de poligonos

empregado neste trabalho.

Observa-se que o algoritmo 5.6 acessa os vértices de forma segiencial, o que
pode ser feito de forma eficiente com a estrutura de dados empregada (vide sec¢ao
5.2.1). O calculo de cosf e sinf usa rotinas de ponto flutuante (geralmente
executadas com um co—processador especifico). Este é o dnico uso de ponto

flutuante nas operagoes geomeétricas.
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Algoritmo de rotagao aproximada de poligonos
Entrada:
Poligono de n vértices P = {(x1,y1), (2, ¥2), - -, (Tn, Yn)}
x; € Z, Yi Sy/4
Rotacao 6
Saida:
Poligono de n vértices P* = {(x%, y}), (3, v5), ..., (x},y%)}
x; € Z,Vy; € Z que corresponde a rotacao aproximada
do poligono P no plano zy de 6 no sentido anti—horario.

PARA i =1 ATE n FACA
xf — |x;-cosl —y; -sinf +1/2]
Y — |x;-sinf +y; - cos 0+ 1/2|
FIM PARA

e\

Figura 5.6: Algoritmo para rotacao aproximada de poligonos.

5.2.3 Algoritmo de soma de Minkowski para poligonos con-
vexos

Conforme visto na segao 3.2, o poligono de obstrugao (A & B) induzido por um
poligono convexo A a um outro poligono convexo B é o poligono convexo gerado
a partir das arestas dos poligonos A e B (sendo que as arestas do poligono A sao

invertidas).

5.2.3.1 Ordenacgao de vértices

Neste momento, é oportuno introduzir a notagao vetorial para as arestas de um
poligono. O vetor relacionado a i-gésima aresta ¢; de um poligono P é o vetor
que parte do vértice v; e vai até o proximo vértice na seqiiéncia v;.1. A seqiiéncia

E(P) de arestas de um poligono P é.

| i1 — X

€ = Viy1 — Vi =

(5.4)

Yi+1 — Yi

Como necessariamente Y ¢€; = 0 (visto que os vetores percorrem um circuito
fechado), tem-se €,, = v; — v, 0 que é natural, pois os poligonos sdo invariantes

quanto a permutacoes circulares de sua seqiiéncia de vértices.

O algoritmo de soma de Minkowski constr6i o poligono convexo com os vér-
tices dos dois poligonos originais. E facil mostrar que a condi¢ao necessaria e
suficiente para que um poligono seja convexo é que, na sua seqiiéncia de arestas,

nenhum vetor esteja a direita do seu predecessor.
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O angulo do vetor €1 ao vetor €3 é o angulo medido no sentido anti-horario a
partir de €1 até €3 quando as origens dos dois vetores forem coincidentes. Por esta
defini¢ao, é possivel encontrar sempre dois valores de angulo, sendo um positivo
e outro negativo. Assim, o menor angulo em modulo dentre os dois possiveis
valores é chamado de angulo interno. Nota—se que o valor do angulo interno pode

ser tanto positivo quanto negativo.

Definicao 5.1 Diz—se que um vetor € estd a direita de um vetor €5 quando o

dngulo interno de €1 a €3 for negativo.

Figura 5.7: Ordenacao de dois vetores. O vetor €] esta a direita de é3.

Uma outra maneira de se determinar se um vetor €7 estd a direita de outro
vetor €5 é fazendo uso do produto vetorial. O resultado do produto vetorial de
dois vetores é um vetor perpendicular aos dois cujo modulo é igual ao produto
do moédulo dos vetores vezes o seno do angulo entre eles. Assim, o sentido do
produto vetorial muda conforme o angulo interno entre os vetores tem sentido

horéario ou anti-horario.

Como os vetores estao contidos no plano xy, vamos definir um produto escalar
® derivado do produto vetorial, que corresponde a componente z do produto

vetorial:

— —

€1 ®é = (T1,Y1) ® (T2,Y2) = T1 - Yo — Ta - Y1 (5.5)

Assim, o vetor €7 esta a direita do vetor €3 se e somente se €] ® €7 < 0. Deste
modo, pode-se construir um teste rapido para classificar dois vetores, conforme

mostra o algoritmo da figura 5.8:

5.2.3.2 Montagem do poligono de obstrucgao

Como visto na figura 3.4, o poligono de obstrucao A& B, que representa a regiao

proibida ao posicionamento de um poligono B por um obstaculo A, é construido
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Algoritmo DIREITA (€1, €3) para classificar dois vetores
Entrada:
Vetores €1 = (x1,11) e €3 = (22, y2)
Saida:
VERDADEIRO se €] esta a direita de €3,
FALSO caso contrario

1.  SE (21 -y, < 22 -y1) RETORNE VERDADEIRO
2. SENAO RETORNE FALSO

Figura 5.8: Algoritmo para classificagao de dois vetores.

a partir das arestas dos poligonos A e B, sendo que as arestas do poligono a ser

posicionado B sao tomadas invertidas.

Decorre da equagao 5.4 que os vértices v; de um poligono podem ser facilmente
reconstruidos a partir da sua seqiiéncia de arestas ¢; e do seu vértice inicial vy

usando a expressao v;,1 = v; + €;.

Dado que o poligono de obstrugao é convexo, sejam as arestas dos poligonos
originais E(A) = {e%‘, e?, . e%‘} e E(B) = {e%, e;é, . e:';}, as arestas do poligono
de obstru¢ao E(B © A) sao uma ordenagao particular do conjunto de arestas
{671“, eg“, . e%‘} U {—6?3, —e;B, el — e;,]%} na qual nenhuma aresta esta a direita de

sua antecessora.

Vale observar que as seqiiéncias de arestas {el N eA} {- e eB ... eP}
individualmente ja possuem a ordenacgao desejada. Assim, a seqiiéncia de arestas
de A © B pode ser construida entremeando-se as duas seqiiéncias de arestas de

modo que a ordenacao seja mantida.

Para tanto inicialmente considerafse permutacoes circulares das duas seqiién-

cias {e1 ,62 e eA*} {- eB* —eBx .. ePr) de modo que —eP* esteja a direita
de 61 , que por sua vez, esteja a direita de —61 . O vértice inicial do pohgono
de obstrucao é obtido por a; — b;, onde a; é o vértice do qual parte a aresta el

e b; é o vértice do qual parte a aresta —eZ*.

Nota-se que o algoritmo descrito na figura 5.9 faz uso exclusivo de operagoes
inteiras. Além disso, o acesso as coordenadas dos vértices dos poligonos é feita
sempre de modo seqiiencial, o que faz com que este algoritmo seja implementével
de forma eficiente com a estrutura de dados empregada para representar poligonos
(vide secao 5.2.1).
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Algoritmo para calcular o poligono de obstrugao

Entrada:
Poligono convexo obstaculo A = {ay,as,...,a,}
Poligono convexo a ser posicionado B = {by,ba, ..., by}
Saida:

Poligono de obstru¢ao A& B = {01,092, ...,0min}

l

Sejam as arestas de A e}’ = a;j11 — a;

Sejam as arestas de B e = b, — b;

1. FACAi—1,57<m

2. ENQUANTO NAO DIREITA(e, —eB) FAGA j — j — 1
3. FACAj«—j—1

4. ENQUANTO DIREITA(ef, —¢P) FACA i — i+ 1
6. FAQA 01 < O + (CL,‘ — bj)

7. PARA k « 2 ATE m + n FACA

8. SE DIREITA (¢, —¢P) FACA

9. Op — Op_1 + e, i —i+1

10. SENAO FACA

11. Op —op 1 — B j 1

12.  FIM SE

13.  FIM PARA

Figura 5.9: Algoritmo para construcao do poligono de obstrucao.

5.3 Armazenamento e reuso de resultados geomé-
tricos intermediarios

Conforme mencionado previamente, o processo de calculo da funcao objetivo
descrito pelo algoritmo na figura 4.6 e na figura 4.5 sao os responsaveis pela
maior parte do custo computacional do processo de otimizagao, devido ao grande
nimero de operacoes geométricas envolvidas na determinagao dos poligonos de

obstrucao e das regioes livres de obstrucao.

Deste modo, é interessante investigar o quanto do processamento realizado
em uma iteracao do processo de otimizacao pode ser reaproveitado na iteracao

seguinte.

As heuristicas de vizinhanca adotadas (vide se¢oes 4.4 e 4.5) asseguram que
a solucao avaliada em uma dada iteracao difere da solucao atual apenas quanto
a:

e Rotacao de uma forma

e Parametros de translacao de uma forma
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e Permutacao da ordem de posicionamento de duas formas

Sendo que cada modificacao tem probabilidade idéntica de ocorrer. Assim,
verifica—se que a solucao avaliada em uma iteragao é bastante similar & solucao
atual, o que sugere que no processamento do calculo da sua funcao objetivo deve

ser possivel re-utilizar dados intermediarios obtidos no célculo da solucao atual.

5.3.1 Poligonos de Obstrucgao

Como visto na secao 4.6, em cada etapa do posicionamento, para determinar se a
i-gésima forma pode ou nao ser encaixada no recipiente, é necessario calcular os
t — 1 poligonos de obstrucao correspondentes as formas ja posicionadas. Assim,
em um problema com n formas, sao necessarios (n*—n)/2 poligonos de obstrucao

por iteracao do processo de otimizagao.

No entanto, como visto acima, as modificagoes por iteracao nos parametros
das formas sao limitadas, de modo que é interessante determinar a relacao entre

os poligonos de obstrucao em uma iteragao com os poligonos da iteracao anterior.

Quando ocorre a modificacao de translacao de uma forma, um obstaculo A é
substituido por um obstaculo A + ¢, onde ¢ representa a modificaciio de posicio
do obstaculo entre as iteracoes. Observa-—se que

A+t={a+tlae A} (5.6)

O poligono de obstrucao gerado no posicionamento da forma B passa a ser
portanto (A + {) © B. Substituindo na equagao 3.1 (vide a definigao 3.2) chega—se
a:

(A+f)eB={0+0|Fbe Blb+v€ (A+1)}

Da equacao 5.6 observa-se que b+ v € (A + f) <= b+ U+t € A, de modo

que chega—se a

(A+1)eB={0+7|BbeBp+T€ A} +T

Donde

(A+f)oB=(AeB)+t (5.7)
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ou seja, o poligono de obstrucao produzido por um obstdiculo ao qual foi apli-

cada uma translagio t ¢ igual  translagio do poligono de obstrucio original.

Observando que a translacao de um poligono é um processo muito mais sim-
ples do que o célculo completo do poligono de obstrugao (vide se¢do 5.2.3),
verifica—se que é oportuno manter uma tabela com os poligonos de obstrucao
gerados quando as formas encontram-se na sua posicao original. Estes poligo-
nos de obstrucao primitivos ficam armazenados em memoria, sendo re—calculados
somente quando a rotacao do obstaculo ou da forma a ser posicionada é alte-

rada. Define—se a tabela de poligonos de obstrucao primitivos Op como mostra a

equacgao 9.8.
0 PReP PP, ... P,oPR
PpoP, 0 POoP ... P,OP

Onde P; corresponde a i-gésima forma do problema na sua posi¢ao original.
Observa—se que uma forma nao pode ser obstaculo em seu proprio posicionamento,
de modo que os poligonos de obstrugao P; © P; nao tém utilidade no processo de

otimizacao, e a diagonal da matriz Op pode permanecer nula.

Finalmente, recordando a defini¢ao de poligono oposto (vide defini¢ao 3.4), é

trivial mostrar que:

AoB=—(B6A) (5.9)

Ou seja, o poligono de obstrucao induzido pelo obstaculo A no posiciona-
mento da forma B é o poligono oposto ao poligono de obstrugao induzido pelo
obstaculo B no posicionamento da forma A. Assim, pode—se dizer que a matriz
Op definida na equagao 5.8 é “anti-simétrica” (no sentido de que os poligonos que
se encontram abaixo da diagonal principal sao os opostos dos poligonos que se

encontram acima).

Como visto na secao 3.2, o poligono oposto pode ser obtido facilmente através
da inversao das coordenadas do poligono original. Deste modo, em um problema

de posicionamento com n formas, em qualquer etapa do processo de otimizacao

n?-n
2

existem no maximo poligonos de obstrugao primitivos em memoria.
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Assim, a menos de modificacdes na rotacao das formas, nao ha custo com-
putacional apreciavel com o calculo dos poligonos de obstrucao. No caso de
modificagoes de rotagdo, que ocorrem em 1/3 das iteracoes, a rotacdo de apenas
uma forma é modificada, o que invalida n — 1 poligonos de obstrugao da tabela

Op. Assim, o numero esperado de calculo de poligonos de obstrucao por iteracao
é(n—1)/3.

5.3.2 Regioes livres de colisao

O calculo das regioes livres de colisao no posicionamento da forma F; consiste
basicamente em subtrair os ¢ — 1 poligonos de obstrucao gerados pelas formas

precedentes da regiao de posicionamento interno do recipiente.

Considerando

A§: ;'—1_(%@]%)

onde A} & a regiao de posicionamento interno do recipiente no posicionamento
da forma P;, verifica—se que a regiao livre de obstrucao no posicionamento da

4 . i
forma P; é a regiao A;_;.

Assim, no posicionamento da i-gésima forma, sao necessarias ¢ — 1 operagoes
booleanas de subtracao de poligonos, de modo que num problema com n formas,

o numero total de operacoes booleanas é:

n?—n n?

Nipp = ——— ~ — 5.10

=T (510)
para valores grandes de n

Pergunta—se qual seria o possivel ganho em se manter em memoria as re-
gioes intermediarias A; Para tanto, é necessario estudar em que situagoes se faz

necessario refazer operagoes booleanas, e qual a extensao destas operacoes.

E facil perceber que as regides A; sao modificadas apenas quando um dos
poligonos de obstrucao utilizado na sua construcao é alterado. Esta modificacao

pode ocorrer de trés maneiras:

e Translacao de um obstaculo
e Rotacao de um obstéculo

e Rotacao da forma a ser posicionada
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Observe que o poligono de obstrucao nao depende da translagao da forma a
ser posicionada. Quando ocorre a modificacao na translacao da k—ésima forma,
todos os poligonos de obstrucao do tipo P& P; sao modificados. Deste modo, uma
modificacao na translagao da k—ésima forma afeta somente as regioes Aj-,j > k.
Deste modo, o niimero de operacoes booleanas a serem refeitas quando ocorre

uma modifica¢ao na translacao de uma forma de ordem de posicionamento k; é:

_ 2 _ _ 2

No caso da modificacao ocorrer na rotac¢ao da k-ésima forma, o raciocinio é
semelhante, no entanto, além dos poligonos de obstrucao P, & P; serem modifi-
cados, os poligonos P; & Py também o sao (visto que uma rota¢ao na forma a
ser posicionada afeta os seus poligonos de obstrugao). Assim, além das regioes
A;, J > k tornarem-se invalidas, todas as regioes Ag’? também precisam ser re-
feitas. Deste modo, o nimero de operacoes booleanas a serem refeitas quando

ocorre uma modificacao na rotacao de uma forma de ordem de posicionamento

k, é:

— k)2 —k, —
N o );" =L (5.12)

Para o caso de rotagao simples, dado que todas as formas podem ser selecio-
nadas com probabilidade idénticas, tem—se E (k,) ~ n/2 e E (k?) ~ n?/3, visto
que k, segue uma distribuicao uniforme entre 1 e n. Deste modo, o nimero es-
perado de operacoes booleanas a serem refeitas no caso de uma modificacao da

rotacao de uma forma é:

n2

E(N;) ~ & (5.13)

A distribuicao dos indices k; de modificacoes em translagoes é mais complexa,
visto que uma modificacao de translagao pode ser oriunda tanto de uma modifica-
¢ao nos parametros (f, t) quanto de uma permutagao na ordem do posicionamento

de duas formas.

No caso de uma modificagdo nos parametros de translagao (f,t), o compor-
tamento do indice da forma modificada k; é idéntico ao indice da modificacao
em rotagoes ky, de modo que E (ks) ~ n/2 e E(k}) ~ n?/3. Assim, o nimero
esperado de operacoes booleanas a serem refeitas no caso de uma modificacao nos

parametros de translacao Ny é:
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TL2

E(Nj) = & (5.14)

Quando ocorre a permuta de ordem de posicionamento entre duas formas,
o efeito da modificagao nos poligonos de obstrucao ocorre a partir da primeira
forma permutada. Assim, se as areas de ordem k; e ks forem permutadas, o valor

de k; a ser usado na equagao 5.11 é min {ky, k2 }.

Este nimero nao segue uma distribuicao uniforme. A probabilidade de que em
uma permutacao de ordem de posicionamento as k — 1 primeiras formas tenham

a ordem intocada e de que a k—gésima forma seja permutada é dada por:

_ (n=k+1)(n—k)
P”(k> o n(n—1) ’ n—72€+1 k<n—1

\ (5.15)
Pu(k) = 25 k<n-—1

Onde o primeiro termo é a probabilidade de que nenhuma das duas formas
permutadas estejam entre as k— 1 primeiras formas e o segundo é a probabilidade

de que uma das formas permutadas seja exatamente a k—gésima forma.

Deste modo, sendo k, a ordem da primeira forma a ser permutada, tem-se:

Q

w3

Eky) = > kPu(k) = =
k=1 (5.16)

B = Y RRM) - g s

Q

Substituindo-se os valores de 5.16 em 5.11, conclui—se que o niimero esperado
de operacoes booleanas a serem refeitas no caso de uma permutacao da ordem de
posicionamento de duas formas N, é:
n2
4

E(N,) ~ (5.17)

Observa—se que este valor é superior ao obtido em 5.13 e em 5.14, mostrando
que a permutacao de ordem de formas é a modificacao que incorre no maior

numero de operacoes booleanas de subtragao.

Dado que cada uma das modificacoes, tanto de rotacao, quanto de parametros
de translacao ou de permutacao de ordem de posicionamento tém uma probabili-
dade igual de ocorrer, o niimero esperado de operacoes booleanas a serem refeitas

em uma iteracao NV, é:



5.4 Conclusées 74

BNy = 3 (B (N;) + B (Nj) + B(N,)) = o’

W

Comparando-o com o valor em 5.10,

) (5.18)

de modo que chega—se afinal a resposta da pergunta feita no inicio desta
secao. Mantendo-se em memoria as regioes livres de colisao intermedidrias A;, é
possivel aproveitar aproximadamente 11/18 das operagoes booleanas realizadas

na iteragao precedente, ou aproximadamente 61%.

5.4 Conclusoes

E de capital importancia para o processo de otimizacao que o custo computacional
deste seja o menor possivel. Verifica—se que o maior custo computacional na
heuristica aqui proposta esté incorrido nas operacoes geométricas sobre as formas

quando da avaliacdo da func¢ao objetivo do problema (vide se¢ao 4.6).

Adotou-se neste trabalho a representacao poligonal para formas, tratando

com aproximacoes problemas que envolvam formas nao—poligonais.

Operagoes geométricas exatas sobre poligonos possuem um custo computaci-
onal elevado demais para serem viaveis no processo de otimizacao aqui estudado.
Sendo assim, foi adotada uma representacao aprorimada, que emprega coorde-
nadas inteiras. A biblioteca Polyboolean 391 foi eleita para tratar das operacoes

booleanas sobre poligonos.

Verificou-se que é possivel realizar as operagoes de rotacao e geracao de po-

ligonos de obstrugao com esta representacao a um baixo custo computacional.

Dado que as heuristicas de vizinhanca adotadas neste processo realizam modi-
ficagoes limitadas na solugao atual (vide se¢ao 4.5), investigou-se a possibilidade
e o ganho em se re—utilizar resultados de operagoes geométricas processadas em

iteracoes anteriores.

Verificou-se que a adogao de um cache para os poligonos de obstrugao pode
reduzir o niimero de operacoes de Minkowski em uma iteracao de (n? —n)/2 para

(n —1)/3, sendo n o nimero de formas do problema.

Além disso, verificou—se que a adoc¢ao de um cache para os resultados inter-



5.4 Conclusées 75

medidrios das operagoes booleanas nos calculos das areas livres de colisao tem o

potencial de economizar 61% das operagoes geométricas por iteracao.
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6 Resultados

6.1 Introducao

A secao 6.2 discute sumariamente alguns detalhes da implementagao que foi re-

alizada.

A secao 6.3 trata dos espectros de funcao objetivo, uma técnica de visuali-
zacao desenvolvida neste trabalho para acompanhar a evolugcao do processo de

otimizagao.

A secao 6.4 trata da avaliacao do comportamento do processo quando este é
submetido a problemas de posicionamento especialmente construidos para verifi-

car propriedades especificas que ele em teoria possui.

A secao 6.5 trata da avaliagao da sensibilidade do desempenho do processo

de otimizagao a alguns de seus parametros.

Finalmente, a secao 6.6 compara resultados adaptados da literatura com os

aqui obtidos.

6.2 Implementacao

O método de otimizagao foi implementado no software polygonFit.

O software polygonFit foi escrito em linguagem C++-, e emprega uma versao

modificada da biblioteca PolyBoolean (vide se¢ao 5.2.1).

O programa de resfriamento adotado nos exemplos expostos aqui foi o de

resfriamento geométrico com a=0.95 (vide apéndice A).

6.3 Visualizacao do processo de otimizacao

Para ilustrar o progresso do processo de otimizacao, foram adotadas seqiiéncias

de espectros do valor da fungao objetivo (energia) para diferentes valores de tem-
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Figura 6.1: Exemplo de uma seqiiéncia de espectros de valores da funcao
objetivo e temperaturas para o recozimento simulado.

peratura. Assim, para uma dada temperatura, um espectro em tons de cinza com
a distribui¢ao dos valores da fungao objetivo é tragado. Estes espectros (na forma
de barras horizontais) sdo combinados, com a temperatura (na forma de pontos)
versus o nimero de iteracoes. Quanto mais escuras as barras horizontais, maior

a freqiiéncia daquele nivel de energia no processo de otimizagao (vide figura 6.1).

A figura 6.1 foi gerada durante o processo de otimizacao do problema des-
crito na secao 6.4.2. Pode-se ver que, a medida que o programa de resfriamento
progride, a temperatura diminui, levando o sistema a niveis menores de energia.
A transicao entre niveis no entanto nao é suave. O sistema no exemplo possui
duas “fases” bem pronunciadas. Isso geralmente corresponde a estados de macro—
organizagoes no sistema (por exemplo, a transigao visivel na figura do exemplo
corresponde ao posicionamento das duas maiores formas no problema da secao

6.4.2).

6.4 Problemas propostos

Foram criados problemas cuja solucao 6tima global é conhecida para avaliar a
capacidade do processo de convergir para o 6timo global do problema (lembrando

que a heuristica criada é completa no sentido da definigao 4.1).

Todos os problemas estudados possuem uma solugao em que todos os poligo-
nos podem ser encaixados no recipiente. Em todos os problemas, a area total do

recipiente ¢ 10% maior do que a soma total da area dos poligonos.

Observa—se ainda que exemplos presentes nas secoes 3.3 e 4.4, ilustrados pelas
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figuras 4.1, 3.6 e 3.7, criados para ilustrar dificuldades especificas do problema

abordado foram todos resolvidos com a heuristica proposta.

6.4.1 Pequeno Puzzle

Figura 6.2: Solucao final de um pequeno puzzle com quatro poligonos.

Este problema é um puzzle relativamente simples com quatro formas nao—
convexas. As formas nao—convexas sao decompostas em uma etapa de pré-
processamento. A decomposicao nao afeta o resultado final. A figura 6.2 mostra
a solucao final para este problema e a figura 6.3 mostra os espectros de valores
da funcao objetivo. Baseando—se nestes espectros, pode—se distinguir duas fa-
ses do processo. A primeira fase é caracterizada por valores de funcao objetivo
maiores do que 0.15. A segunda comeca por volta de 25000 iteragoes, e possui
valores de funcao objetivo menores do que 0.15. A convergéncia final ocorre so-
mente apos 350000 iteragoes, mas uma solucao 6tima é encontrada muito mais
cedo, com aproximadamente 25000 iteracoes (aproximadamente quatro minutos

em um processador Pentium 4 de 2 GHz).
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0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000
Iterations

Figura 6.3: Espectro de funcao objetivo para o pequeno puzzle.
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6.4.2 Tangram

Posicionamento de sete formas nao—congruentes. A figura 6.4 mostra a solugao
final para este problema, e a figura 6.6 mostra os espectros de funcao objetivo.
Este problema é particularmente dificil, apresentando multiplos minimos locais
de valores proximos. Isso pode ser visto na figura 6.5, em que um recipiente
com uma folga 5% maior admite uma solugao alternativa com todas as formas

posicionadas.

Figura 6.4: Solucao 6tima de um tangran com sete formas.

Figura 6.5: Solucao “alternativa” para o tangran, obtida mediante um
aumento de 5% na folga do recipiente.

Neste problema em particular, o sistema passa por uma transicao de fase
quando é encontrada a posicao das duas maiores formas. A convergéncia ocorre
depois de 525000 iteragoes, mas uma solucao 6tima é encontrada ja a partir de
135000 iteragbes (aproximadamente vinte e cinco minutos em um processador
Pentium 4 de 2 GHz).

6.4.3 Recipientes irregular

Posicionamento de 24 formas em recipiente irregular. Este exemplo ilustra a

capacidade do processo de lidar com recipientes de formato nao-retangular. Os
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Figura 6.6: Espectros de fungao objetivo para o tangran.

espectros de energia para este problema na figura 6.8 mostra uma convergéncia
bastante suave quando comparada a convergéncia do puzzle da secao 6.4.2. Isso
decorre do maior nimero de formas e da inexisténcia de discrepancias de tamanho

entre elas.

Figura 6.7: Solucao 6tima de puzzle com 24 formas com recipiente irregular.

6.4.4 Recipiente nao—convexo

O problema da figura 6.9 ilustra a capacidade do processo de tratar problemas

com recipientes nao convexos.

6.4.5 Recipiente com furo

O problema da figura 6.10 ilustra a capacidade do processo de tratar problemas

com recipientes dotados de furos.
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Figura 6.8: Espectros de funcao objetivo para o puzzle de recipiente irregular.

Figura 6.9: Puzzle com recipiente nao—convexo.

6.5 Avaliacao da influéncia de parametros do pro-
cesso

Os problemas a seguir visam avaliar a influéncia de parametros do processo no

seu desempenho.

6.5.1 Influéncia nos resultados do parametro de resfria-
mento geométrico o

Para verificar a influéncia do parametro «, foi feito um processamento do pro-
blema tangran com o = 0.90, levando a um resfriamento mais rapido. O resultado

¢ mostrado na figura 6.11.

Como pode ser visto na figura 6.11, embora o processo leve menos iteragoes
para convergir, ele nao converge para o 6timo global, ficando “congelado” em uma

configuragao sub—6tima.
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Figura 6.10: Puzzle com recipiente furado.

6.5.2 Influéncia do Desempate de solucoes com custo idén-
tico

O efeito da modificacao da funcao objetivo descrita na secao 4.6.1 pode ser visto

nas figuras 6.13 e 6.12 para o problema descrito na secao 6.4.1.

Nota-se que a modificacao da fungao objetivo acelera a convergéncia do pro-
cesso. E preciso pesar contudo, o custo computacional adicional gerado pelas
iteracoes de busca pelo fator de escala. Para o exemplo extremo ilustrado na
figura 6.13, o tempo computacional do processo sem modificagao é menor, apesar

dele levar mais iterac¢oes do recozimento simulado para convergir.

6.6 Problemas adaptados da literatura

Os seguintes problemas sao considerados benchmark na literatura, e foram abor-
dados por Gomes e Oliveira em [, Todos os problemas na forma original sao pro-
blemas de recipientes com uma dimensao variavel e um conjunto pré—determinado
de formas a ser posicionado no recipiente. O objetivo do problema é minimizar a
dimensao variavel do recipiente. Assim, estes problemas sao variantes duais dos
problemas abordados neste trabalho (vide segao 2.5), como o sao a maioria dos
problemas abordados na literatura Bl Para permitir uma comparagao entre os
resultados, serao criados problemas com recipientes de dimensoes fixas de modo
que estas dimensoes correspondam as dimensdes minimas encontradas por Go-

mes e Oliveira. O conjunto de formas a ser encaixado é o mesmo utilizado nos
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Figura 6.11: Espectros de funcao objetivo para um “resfriamento rapido” do
problema tangran.
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Figura 6.12: Espectros de energia para a funcao objetivo original

problemas originais. Naturalmente, as solucoes 6timas destes problemas possuem

um nivel de aproveitamento igual ao dos problemas originais.

Outra diferenca nos problemas abordados por Gomes e Oliveira é que estes
nao permitem rotacao livre das formas. Alguns possuem a rotacao da forma

pré—definida, enquanto que outros permitem rotacoes finitas de 90°.

6.6.1 Problema Albano

O problema Albano é um problema com 24 formas. Trata—se de um problema
real oriundo da industria téxtil, que permite duas orientacoes para as formas:

0% e 180°. O resultado apresentado na figura 6.14.(a) foi produzido por Gomes e
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Figura 6.13: Espectros de energia com a fungao objetivo modificada por um
fator de escala encontrado com uma busca de profundidade 8.

Oliveira . Como pode ser visto na figura 6.14.(b), o processo proposto encontrou
um leiaute alternativo, mas com o mesmo aproveitamento de material. A figura
6.15 apresenta os espectros de funcao—custo para a otimizacao deste problema.
Pode—se observar que o processo de otimizacao encontra uma transicao de fase

quando as duas maiores formas sao posicionadas.

6.6.2 Problema Jackobsl1

O problema Jackobs1 é um problema artificial com 25 formas, que comporta trés
admissiveis rotagoes para estas, 0%, 90° e 180°. O resultado da figura 6.16.(a) foi
obtido por Gomes e Oliveira Ee) processo proposto produziu leiautes diferentes,
como ilustrado pelas figuras 6.16.(b), (c) e (d). A figura 6.17 mostra os espec-
tros de funcao—objetivo associados. Pode—se observar que uma solucao 6tima é

descoberta relativamente cedo, ap6s 50.000 iteracgoes.

6.6.3 Problema Jackobs?2

O problema Jackobs2 é um problema artificial com 25 formas que admite trés
possiveis rotacoes para estas: 0°, 90° e 180°. O resultado mostrado na figura
6.18.(a) foi produzido por Gomes e Oliveira [, O processo de otimizacio pro-
posto encontrou leiautes diferentes, como mostrado nas figuras 6.16.(b) e (c). Os
espectros de fungao objetivo estao na figura 6.17 Solugoes 6timas sao encontradas

a partir de 175000 iteragoes.
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Figura 6.14: (a) Resultado obtido por Gomes e Oliveira [ para o problema
chamado Albano. (b) Resultado obtido pelo processo de otimizagao proposto
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Figura 6.15: Espectros de funcao—objetivo para o problema mostrado na

figura 6.14 (Albano).
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(b)

Figura 6.16: (a) Resultado obtido por Gomes e Oliveira [ para o problema
Jackobs1. (b), (c) e (d) Resultados obtidos pelo processo proposto.
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Figura 6.18: (a) Resultados obtidos por Gomes e Oliveira M para o problema
Jackobs2. (b) e (c) Resultados obtidos neste trabalho.
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Figura 6.20: (a) Resultados obtidos por Gomes e Oliveira M para o problema
Fu. (b) and (c) Resultados obtidos neste trabalho.
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Figura 6.21: Espectros de valores para a fungao objetivo do problema da

figura 6.20 (Fu).

6.6.4 Problema Fu

O problema Fué um problema artificial com 12 formas, para as quais ele admite

trés rotagoes possiveis: 0%, 90° e 180°. O resultado da figura 6.20.(a) foi obtido

por Gomes e Oliveira (1. Os resultados obtidos por este trabalho estao apresenta-

dos nas figuras 6.20.(b) e (c). A figura 6.21 mostra os espectros de fungao objetivo

do problema. Verifica—se que a convergéncia do processo neste problema em par-

ticular foi mais irregular, com os espectros evidenciando potenciais convergéncias

para minimos locais em baixas temperaturas.
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6.6.5 Problema shapes0

O problema shapes0é um problema artificial com 43 formas com rotacoes fixas.
O resultado da figura 6.22.(a) foi obtido por Gomes e Oliveira . Os resultados
obtidos por este trabalho estdo apresentados na figura 6.22.(b). A figura 6.23

mostra os espectros de funcao objetivo do problema.

6.6.6 Problema dagli

O problema daglié um problema derivado da industria téxtil com 30 formas, para
as quais ele admite duas rotacoes possiveis: 0°, e 180°. O resultado da figura
6.24.(a) foi obtido por Gomes e Oliveira . O melhor resultado atingido pelo
processo apresentado neste projeto estd representado na figura 6.24.(b). Este
problema é de particular interesse, pois trata—se do tnico dos problemas da li-
teratura para o qual o processo, embora tenha visitado solugoes 6timas, nao
convergiu para um 6timo global. Isso fica evidenciado nos seus espectros de ener-
gia ilustrados na figura 6.25. Nota-se que apesar do historico do processo indicar
que ele visita solucoes 6timas, a convergéncia final se d4 em um minimo local

sub—6timo, o que é um indicador de excessiva velocidade de resfriamento.

6.7 Conclusoes

Comprovou—se através de problemas especialmente construidos que o processo
proposto é capaz de tratar adequadamente problemas de posicionamento transla-
cional e rotacional para formas convexas e nao—convexas, com recipientes convexos
e nao—convexos, e até mesmo dotados de furos. Conforme o esperado, o processo
se comporta adequadamente, gerando somente leiautes validos, ou seja, leiautes
em que as formas estao completamente inseridas no recipiente e sem sobreposicoes

entre as formas.

A estratégia de se pesquisar uma heuristica completa (vide secao 4.3) foi
validada por resultados em que o algoritmo converge para o 6timo global do

problema mesmo na presenca de minimos locais de valor muito proximo.

A influéncia de parametros do processo como a velocidade de resfriamento e
a quantidade de passos na busca binaria para desempatar solugoes foi avaliada.
Comprovou-se que o processo responde a variagoes nestes parametros conforme

o esperado.

A eficiéncia dos leiautes produzidos foi comparada com problemas benchmark
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Figura 6.22: (a) Resultado obtido por Gomes e Oliveira [ para o problema
shapes0. (b) Resultado obtido neste trabalho.



6.7 Conclusoes

91

Energy
.

115000.0]
110000.0]
105000.0
100000.0]
95000.00
90000.0]
85000.00

80000.00

L N

75000.0

50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000

450000
Iterations

Temperature

7 5000.00

7 2500.00

Figura 6.23: Espectros de valores para fungao objetivo do problema da figura

6.22 (shapes0).

Figura 6.24: (a) Resultado obtido por Gomes e Oliveira [ para o problema
dagli. (b) Melhor resultado obtido neste trabalho.
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Figura 6.25: Espectros de valores para fungao objetivo do problema da figura

6.24 (dagli).

da literatura da area. Esta comparacao foi limitada pelo foco da literatura da

area nas variantes duais dos problemas de otimizacao, ou seja, nos problemas

com recipientes com uma dimensao varidvel. Ainda assim foi possivel construir

variantes primais dos problemas apresentados pela literatura de modo que as so-

lugoes 6timas dos problemas primais tenham aproveitamento igual ao das solucoes

apresentadas na literatura.

Os leiautes produzidos pelo processo aqui proposto atingiram o nivel de apro-

veitamento desejado (alcangando assim, solugoes Otimas globais). Em um dos

casos (vide se¢do 6.6.6), o processo visitou solugdes dtimas globais, mas ndo con-

vergiu em diregao a estas, sugerindo um programa de resfriamento inapropriado.
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7 Conclusoes e consideracoes
finais

O problema aqui tratado é o problema do posicionamento de formas irregula-
res com translacoes e rotagoes livres em recipientes irregulares com dimensoes

limitadas.

Problemas desta natureza possuem uma grande relevancia para a industria
(vide secdo 2.2), mas sdo minoria na literatura especializada em problemas de
corte e empacotamento Bl Este problema de otimizacao apresenta dificuldades
tnicas, em particular o fato de que trata—se de um problema de otimizacao em
um dominio de varidveis continuas com uma funcao objetivo que assume valores

discretos (vide se¢ao 2.5).

A complexidade dos problemas de posicionamento leva a impraticabilidade
de abordagens puramente algoritmicas, e & busca por solugoes heuristicas, e em

particular, heuristicas probabilisticas.

A maior parte das abordagem do problema do posicionamento de formas ir-
regulares em recipientes limitados emprega a técnica conhecida como penalizagao
externa, que consiste em permitir a exploracao de solucoes “externas” do problema
(ou seja, solugdes que violam as restrigoes originais do problema) enquanto que

uma correcao aplicada a funcao objetivo “penaliza” a escolha destas solucoes.

Embora esta seja uma técnica de otimizagao muito empregada em problemas
de dominios complexos[32], é possivel apontar caracteristicas do problema de posi-
cionamento irregular que fazem com que esta técnica encontre dificuldades, como

a geracao de leiautes invélidos (vide se¢ao 2.6).

Assim, este trabalho desenvolveu um processo de otimizacao para o problema
do posicionamento rotacional e translacional de formas irregulares em recipientes
de dimensoes fixas baseado em heuristicas probabilisticas sem o uso da pena-
lizacao externa, ou seja, realizando a busca diretamente no espaco original do

problema.
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Para tratar o dominio original do problema, o dominio em que nao ocorrem
sobreposicoes entre as formas, foi empregado o poligono de obstrucao, que deter-
mina a regiao obstruida por uma forma no posicionamento de outra. Além disso,

o problema do posicionamento das formas foi decomposto nos sub—problemas:

e Determinacao da ordem de posicionamento das formas.
e Determinacao das rotacoes das formas.

e Determinacao das translagoes das formas.

Para cada um dos sub—problemas foi desenvolvida uma heuristica baseada
no Recozimento Simulado. O recozimento simulado é uma meta—heuristica de
otimizacao probabilistica de gradiente ascendente, o que significa que ela pode

evitar minimos locais do problema e convergir para solucoes globalmente 6timas.

Todas as heuristicas criadas para os sub—problemas foram projetadas de modo

a possuirem uma probabilidade de convergir para uma solucao globalmente 6tima.

Para mitigar os efeitos do comportamento discreto da funcao objetivo do
problema foi introduzido nesta um fator de “desempate” que busca diferenciar
solucoes com valores idénticos através de uma estimativa de quao proxima esté

uma determinada solugao de conseguir encaixar uma nova forma em seu leiaute.

A implementacao do processo foi estudada de modo a minimizar o seu custo
computacional. Isso foi obtido através de algoritmos eficientes para operagoes
geométricas sobre as formas, bem como o reaproveitamento de resultados geomé-

tricos intermediarios.

O processo de otimizagao proposto foi implementado no software fitPolygon

e o seu desempenho foi avaliado.

Nesta avaliagao foi comprovada a eficicia do processo em produzir leiautes
validos, assim como a sua capacidade de convergir consistentemente para solucoes

6timas globais em problemas nos quais estes 6timos eram conhecidos.

A comparacao de resultados deste trabalho com resultados publicados na
literatura foi limitada pelo foco desta nas variantes duais dos problemas de oti-
mizacao de posicionamento, ou seja, nos problemas com recipientes com uma

dimensao variavel.

Para contornar esta limitacao, construiu-se variantes primais dos problemas
apresentados pela literatura de modo que as solucoes 6timas dos problemas pri-

mais tenham aproveitamento igual ao das solucoes apresentadas na literatura.
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Nestes problemas, o processo aqui proposto foi eficaz em reproduzir os niveis
de aproveitamento de material dos resultados apresentados na literatura, com-
provando assim a validade da proposta de utilizar o recozimento simulado na
otimizacao do posicionamento translacional e rotacional de formas irregulares em

recipientes de dimensoes fixas sem empregar técnicas de penalizacao externa.
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Apéndice A - Recozimento Simulado

Recozimento Simulado (Simulated Annealing) " é a meta-heuristica probabilis-
tica estudada neste trabalho. Ela foi escolhida devido & sua capacidade de “es-
capar” de minimos locais, que acontecem freqiientemente neste problema. Cabe
também mencionar que o processo de recristalizacao que inspirou o recozimento

simulado é um exemplo natural do problema de empacotamento.

A.1 Descricao

O recozimento simulado surgiu a partir do algoritmo de Metropolis da fisico-
quimica, que simula o processo de recristalizacao de 4tomos em um metal du-
rante o processo de recozimento (resfriamento controlado e gradual). Durante o
processo de recozimento, os a&tomos migram naturalmente para posicoes que mi-
nimizam a energia total do sistema, mesmo que durante este processo o sistema
tenha que passar por configuracoes temporarias de alta energia. A observacao
deste comportamento sugeriu a aplicacao da simulacao deste processo a proble-

mas de otimizacao combinatorial.

Recozimento simulado ¢ um método de otimizacao de exploracao local! de gra-
diente ascendente (hill-climbing), o que significa que ele pode escapar de minimos
locais permitindo a exploracao do espaco em direcoes que levam a um acréscimo
da funcao custo. Ele trabalha aplicando modificacoes aleatorias no ponto de ava-
liagao da funcao de custo. Se a modificacao leva a um ponto de custo menor,
ela é automaticamente mantida. Caso contrario, a modificacao ainda pode ser

mantida com uma probabilidade obtida da distribuicdo de Boltzman (A.1).

_AE

P(AE) = e~ (A.1)

onde P(AF) é a probabilidade de que o processo de otimizagdo mantenha uma

modificacdo na solucao explorada que levou a um acréscimo AF da funcao de

I'Métodos de otimizacio de exploracio local sio métodos que exploram o universo de so-
lugoes de forma seqiiencial, saltando de uma solugdo para outra vizinha, possivelmente mais
interessante.
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custo, k£ é um parametro do algoritmo (analogo a constante de Stefan-Boltzman)
et éa “temperatura” instantanea do processo. Esta temperatura é definida por
um programa de resfriamento, e é o principal parametro de controle do algoritmo.

Varios programas de resfriamento foram avaliados para o problema estudado.

A figura A.1 mostra a forma da distribuicao de Boltzman. Observa-se que a
probabilidade de um determinado estado ocorrer decresce com a energia do es-
tado. No entanto, conforme a temperatura aumenta, o “declive” da curva P(AFE)

diminui.

Figura A.1: Distribuicao de Boltzman.

A.2 Algoritmo

Seja o problema de minimizar a fungao f(X), onde x é um ponto no dominio
de f que atenda a todas as restri¢oes do problema. O algoritmo inicia-se com
uma solucao valida aleatoria zo. Em seguida, a cada iteragao, ele aplica uma
transformacao a solucao, produzindo uma nova possivel solucao x* na vizinhanca
de z. O acréscimo do custo AE = f(z*) — f(x) é avaliado. Se este acréscimo é
negativo (ou seja, a nova solu¢do tem um custo menor), a nova solugao é auto-
maticamente adotada. Se este acréscimo é positivo (ou seja, a nova solugdo tem
um custo maior), é gerado um namero aleatoério r entre 0 e 1. Se r for menor
do que a probabilidade calculada por (A.1), z* substitui z como a nova solu¢ao

corrente. Senao, x* é descartado.

Como pode ser visto na figura A.2, o algoritmo realiza iteracoes em uma
temperatura fixa até que um critério de parada especifico esteja atendido. Este
critério tenta determinar se o sistema atingiu o “equilibrio térmico” em uma deter-
minada temperatura. Geralmente, é definido um niimero méximo de modificacoes

mantidas e um ntimero maximo de iteracoes em uma temperatura. Quando um
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dos critérios é satisfeito, o algoritmo procede para a proxima temperatura no
programa de resfriamento. O critério de parada global geralmente é definido pelo
proprio programa de resfriamento. Quando o programa de resfriamento termina, o
algoritmo se encerra. Existem, no entanto, critérios para interromper o algoritmo
antes do fim do programa de resfriamento. Um critério adotado freqiientemente é
o de identificar um estado “congelado” do algoritmo limitando o niimero maximo

de iteragOes sem progresso significativo.

A.3 Programas de resfriamento
Os seguintes programas de resfriamento %! foram avaliados:

Resfriamento logaritmico Este resfriamento é o tinico para o qual se tem uma
demonstragao de convergéncia para o minimo global com uma dada escolha
de parametros 7o e c. Mas é em geral lento demais para o problema estudado.

c

li = m (A.2)

Resfriamento linear Este programa de resfriamento tende a ser rapido demais
nos momentos finais do algoritmo, o que leva ao “congelamento” do sistema

em configuracoes nao 6timas.

ti=t;_1 — At (A.3)

Resfriamento geométrico Este resfriamento leva a bons resultados, permi-
tindo ao sistema estabilizar-se em uma configuracao 6tima a medida que
ele esfria. O parametro « é escolhido ao redor de 0.95, embora a determi-

nacao do valor apropriado ainda seja um problema dificil.

ti = - ti,1 (A4)

Resfriamento adaptativo Este programa de resfriamento ¢ uma variacao do
resfriamento geométrico, que tenta resolver o problema da determinacao de
a. Ele o faz através da avaliacao do “calor especifico” do sistema usando o
desvio padrao do valor da funcao de custo o; durante as iteracoes em uma
temperatura fixa.

ti = Q- ti,1 (A5)

a=e i1 (A.6)
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A.3.1 Temperatura Inicial

A temperatura inicial é definida de modo a evitar que o processo fique preso em
um conjunto de solucoes sub-6timas no inicio do processo. Assim, ela deve ser
selecionada de modo que praticamente todas as solugoes testadas no inicio do
algoritmo sejam aceitas. Por outro lado, uma temperatura inicial elevada demais

provoca um processamento desnecessario de iteracoes do processo.

Uma maneira de se estimar a temperatura inicial apropriada é considera—la

como [23]1

—30'E

e (A7)

ﬂnicial =

Onde op é o desvio padrao da funcao objetivo obtido através de algumas
iteracoes nas quais toda solucao é aceita, e P é um parametro arbitrario, tomado
entre 0.85 e 0.5.
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Algoritmo de otimizagao por recozimento simulado

1. 2z <<Solucao inicial aleatoria>

2. 10

3. ENQUANTO <Critério de parada global nao satisfeito> FACA
4. t < Resfriamento(i)

5. 1—1+1

6. ENQUANTO <Critério de parada local nao satisfeito> FACA
7. z* «ModificacaoAleatoria(z, t)

8. A= f(") ~ f(2)

9. SE AFE <0 ENTAO

10. T —x*

11, SENAO

10. a «—<Numero aleatorio gerado entre 0 e 1>

12. SE a < e"2E/kt ENTAO

13. T —a*

14. FIM SE

15. FIM SE

16. FIM ENQUANTO
17.  FIM ENQUANTO
18. <Exibe Solugao x>

Figura A.2: Algoritmo de recozimento simulado.
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