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Resumo

A Tomografia por Impedancia elétrica (TIE) tem como objetivo gerar imagens
da distribuicao de resistividade dentro de um dominio. A TIE injeta correntes
em eletrodos alocados na fronteira do dominio e mede potenciais elétricos através
dos mesmos eletrodos. A TIE é considerada um problema inverso, nao-linear e
mal posto. Atualmente, para gerar uma soluc¢ao do problema inverso, existem
duas classes de algoritmos para estimar a distribuicao de resistividade no interior
do dominio, os que estimam variacoes da distribuicao de resistividade do dominio
e os absolutos, que estimam a distribuicao de resistividade. Variacoes da distri-
buicao de resistividade sao o resultado da solucao de um sistema linear do tipo
Ax =b. O objetivo do presente trabalho é avaliar o desempenho da Programagao
Linear (PL) na solugao do sistema linear, avaliar o algoritmo quanto a propaga-
¢ao de erros numeéricos e avaliar os efeitos de restringir o espaco solucao através
de restricoes de PL. Os efeitos do uso de Programacao Linear é avaliado tanto
em métodos que geram imagens de diferencas, como o Matriz de Sensibilidade,
como em métodos absolutos, como o Gauss-Newton. Mostra-se neste trabalho
que o uso da PL diminui o erro numérico propagado quando comparado ao uso
do algoritmo LU Decomposition. Resulta também que reduzir o espago solucao,
diretamente através de restricoes de PL, melhora a resolucao em resistividade e a
resolugao espacial da imagem quando comparado com o uso de LU Decomposition.

palavras-chave: Tomografia por Impedancia Elétrica, Programagcao Linear, Ma-
triz de Sensibilidade, Gauss-Newton.



Abstract

Electrical impedance tomography (EIT) generates images of the resistivity distri-
bution of a domain. The EIT method inject currents through electrodes placed
on the boundary of the domain and measures electric potentials through the same
electrodes. EIT is considered an inverse problem, non-linear and ill-conditioned.
There are two classes of algorithms to estimate the resistivity distribution inside
the domain, difference images algorithms, which estimate resistivity distribution
variations, and absolute images algorithms, which estimate the resistivity distri-
bution. Resistivity distribution variations are the solution of a linear system, say
Ax = b. In this work, the main objective is to evaluate the performance of Linear
Programming (LP) solving an EIT linear system from the point of view of the
numerical error propagation and the ability to constrain the solution space. The
impact of using LP to solve an EIT linear system is evaluated on a difference
image algorithm and on an absolute algorithm. This work shows that the use of
LP diminishes the numerical error propagation compared to LU Decomposition.
It is also shown that constraining the solution space through LP improves the
resistivity resolution and the spatial resolution of the images when compared to
LU Decomposition.

key-word: Electrical Impedance Tomography, Linear Programming, Sensitiv-
ity Matrix, Gauss-Newton.
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1 Introducao

A Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE), pode monitorar de forma continua

e nao invasiva os pulmoes durante a ventilagao artificial.

A TIE permite obter imagens aplicando corrente elétrica de baixa poténcia
no objeto a caracterizar. Por meio desta técnica, pode-se estimar a distribuicao
de resistividade de uma regiao do corpo humano em cujo contorno sao medidos

potenciais elétricos.

A aplicacao de corrente elétrica é realizada através de eletrodos distribuidos
ao redor do torax. A estimacao de imagens em TIE é considerado um problema
inverso, nao-linear e mal condicionado. Os métodos numéricos podem ser classifi-
cados em iterativos ou nao iterativos. Nos métodos nao iterativos considera-se, na
maior parte dos métodos, que a distribui¢ao de potencial é uma funcao linear da
distribuicao de resistividade elétrica e, portanto, as imagens resultam da solucao
de um sistema linear ou da multiplicacao por uma matriz. Alguns exemplos sao

o Backprojection e a Matriz de Sensibilidade (TRIGO, 2001).

No caso dos métodos iterativos, considera-se que realmente existe uma rela-
¢ao nao-linear entre os potenciais elétricos e a resistividade elétrica e, freqiiente-
mente, utilizam um indice de desempenho que deve ser minimizado com respeito
a imagem. Alguns exemplos sdo o Método de Newton-Raphson (ARUCA, 2002),
o Método da Otimizacado Topologica (LIMA; SILVA; LIMA, 2003) e variantes do
Filtro de Kalman (TRIGO, 2001).

Acredita-se que algoritmos de TIE utilizando Programacao Linear (PL) como
método de busca da imagem teriam como principais vantagens comparados a ou-
tros algoritmos ja desenvolvidos a capacidade de propagar pouco ruido numeérico
e a facilidade de restringir o espaco de solucao através de restricoes de Programa-
¢ao Linear. Ha diversos trabalhos que sugerem que a PL se comporta bem com

o problema de TIE (LIMA; SILVA; LIMA, 2003; LIMA, 2006; MELLO, 2005).

Este texto estd organizado da seguinte maneira. No capitulo 1 é feita uma

introducao da Tomografia por Impedancia Elétrica. No capitulo 3 é feita uma
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revisao bibliografica sobre os aspectos mais importantes da Tomografia por Im-
pedancia Elétrica como também do Método dos Elementos Finitos, modelo de
eletrodos, padroes de injecao de corrente e aplicagao de Programacao Linear a
Tomografia por Impedancia Elétrica. Em seguida no capitulo 4 é mostrado os
diferentes testes que serao realizados para avaliar o desempenho do algoritmo.
Nos capitulos 5 e 6 sao apresentados os resultados obtidos e uma discussao dos
resultados, respetivamente. Finalmente nos capitulos 7 e 8 sao mostradas as

conclusoes e comentarios finais do trabalho.



2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é investigar se ha vantagens em utilizar Pro-
gramagao Linear (PL) como método de busca de imagens na Tomografia por
Impedancia Elétrica (TTE). As imagens de TIE sao classificadas em imagens de
variacao de resistividade ou em imagens absolutas de resistividade. Corregoes
nas imagens sao, em geral, o resultado da solu¢ao de um sistema linear do tipo
Ax = b. Os algoritmos atuais, na sua grande maioria, resolvem este sistema al-
gébrico utilizando algoritmos que resolvem o sistema em bloco, por exemplo, LU
Decomposition, QR, Gradientes Conjugados, Cholesky Decomposition, para citar
alguns. Estes algoritmos bloco requerem matrizes melhor condicionadas do que
a Programacao Linear, que nao requer matrizes bem condicionadas por utilizar
restricoes que tornam o espaco de solucao convexo. Por nao requerer matrizes
bem condicionadas, a intensidade de regularizacao necesséaria para resolver o pro-
blema inverso de TIE via PL poderia ser menor. Este trabalho investiga esta
proposicao, tanto na busca de imagens absolutas quanto na busca de imagens de

variacao de resistividade.



3 Revisao Bibliografica

A TIE é uma técnica nao invasiva que procura determinar a distribuicao de
resistividade de um determinado dominio. Com a distribuigao de resistividade de

uma secao do corpo é possivel gerar imagens médicas.

Do ponto de vista da engenharia, a TIE é definida pela maioria dos autores
como um problema de estimacao de parametros de um modelo nao linear que
representa um dominio do ponto de vista eletromagnético. Supdem-se conhecidos
os padroes de corrente que servem de excitacao do sistema, a estrutura do modelo,

e sao medidos os potenciais elétricos no contorno da regiao.

Para gerar imagens na TIE, tém sido estudados alguns métodos, classifica-
dos em métodos iterativos e métodos nao-iterativos. Os métodos nao-iterativos
podem ser resolvidos através de métodos lineares, pois a distribuicao de poten-
cial se considera uma funcao linear da distribuicao de condutividade elétrica.
No caso dos métodos iterativos, considera-se que existe uma relagao nao-linear
entre os potenciais e a condutividade elétrica e, basicamente, busca-se minimi-
zar um funcional de erro quadratico dado pela diferenca entre os potenciais elé-
tricos medidos e os potenciais elétricos calculados. Exemplos de ambos tipos
de algoritmos sao Backprojection (BARBER; BROWN, 1984) e métodos relaciona-
dos (SANTOSA; VOGELIUS, 1990); Newton Raphson (ARUCA, 2002), (DOBSON,
1992), (VANEGAS, 2002); (EGGLESTON et al., 1989); Filtro estendido de Kalman
(TRIGO, 2001), (VAUHKONEN; KARJALAINEN; KAIPIO, 1998a); Markov Chain
Monte Carlo(MCMC) (KAIPIO et al., 2000).

Em TIE, é comum falar de dois tipos de problemas: Problema Direito e Pro-
blema Inverso. No problema direto sao definidas as propriedades eletromagnéticas
do dominio, correntes de excitacao, a estrutura do modelo e o objetivo é calcular
os potenciais nos eletrodos. No problema inverso sao conhecidos os potenciais
nos eletrodos, correntes de excitacao, a estrutura do modelo e procura-se conhe-
cer a distribuicao das propriedades eletromagnéticas. Para a solucao do problema

inverso, existe na literatura os métodos absolutos e que geram imagens de vari-
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acoes das propriedades eletromagnéticas (VAUHKONEN; KARJALAINEN; KATPIO,
1998b).

Nos métodos ditos estaticos as propriedades dielétricas do meio em estudo sao
consideradas constantes ao longo de um intervalo de tempo At, durante o qual
ocorre a injecao dos padroes de corrente e a leitura de potencial nos eletrodos.
Os métodos ditos dinamicos, contém na sua formulagao modelos de evolucao

temporal do estado sistema (TRIGO, 2005).

A TIE esta sendo aplicada em diagnéstico médico em diferentes areas tais
como funcoes gastricas e esofagicas, ventilacao e edemas pulmonares, derrame
cerebral, perfusao toracica, estudo das funcoes do coracao entre outros. Mar-
garet Cheney expoe em Electrical Impedance Tomography (CHENEY; ISAACSON;
NEWELL, 1999), as aplicagoes da TIE em diagnostico médico e as vantagens que
tem quando comparada com outras técnicas entre as quais ressalta que é um
método nao invasivo e facilmente transportavel, apresenta algumas aplicacoes in-
dustriais, mostra o modelo matemético do problema a ser resolvido e algoritmos

para encontrar a distribuicao de resistividade.

No artigo Three-Dimensional Electrical Impedance Tomography of Human
Brain Activity (TIDSWELL et al., 2001) utilizam TIE para monitorar o fluxo e
volume de sangue na regiao cerebral quando acontece atividade no cérebro. A
impedancia elétrica do cérebro é determinada pelas diferentes impedancias dos
neurénios, sangue e o fluxo extra-celular. O nimero de eletrodos utilizado para
fazer as medicoes foram 31 e o posicionamento deles seguiu normas internaci-
onais, mas quatro eletrodos foram alocados em posicoes escolhidas, dois foram
posicionados nos ossos atras das orelhas e os outros dois foram posicionados na

parte superior da cabeca.

Em Impedance imaging in the newborn (MURPHY et al., 1987) implementam
TIE para monitorar o cérebro dos recém nascidos querendo detectar o mais rapido
possivel hemorragias intraventriculares as quais sao a maior causa de morte em
recém nascidos de pouco peso, o esvaziamento gastrico depois de ingerir alimento
procurando padroes normais e anormais e o monitoramento dos pulmoes dos
recém nascidos submetidos a ventilacao artificial. O nimero total de eletrodos
usados para injetar corrente e medir potenciais elétricos é 16, alocados equi-

espacados ao redor do corpo em estudo.

O Eung Je Woo no artigo Measuring Lung Resistivity Using Electrical Impe-
dance Tomography (WOO et al., 1992) descreve a utilizacdo da TIE para monitorar

e detectar a presenca de apnéia e edema nos pulmoes. O algoritmo de recons-
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trucao de imagem é absoluto, aproveitam o conhecimento a priori da estrutura
do torax para agrupar elementos finitos que pertencem ao mesmo érgao e asso-
ciam a um orgao um tunico valor de resistividade. O nimero total de eletrodos
implementados é 32 e estao equi-espacados ao redor do torax. No artigo Bre-
ast Cancer diagnosis and Prognosis Via Linear Programming (MANGASARIAN;
STREET; WOLBERG, 1995) a PL, é utilizada no diagnostico do cancer de mama.

Imagens anatomicas de uma secao transversal dos pulmoes podem ser obti-
das através de tomografia computadorizada (CT-scan) ou ressonancia magnética
(MRI). Entretanto, ndo é possivel monitorar um paciente submetido & ventilagao
artificial com essas técnicas, pois elas emitem radiacao ou necessitam de contras-
tes. A vantagem da TIE reside no fato de ela ser nao invasiva, portatil (podendo
ser levada a beira do leito) e utilizar o potencial elétrico como estimulo para a

obtencao das imagens.

Além disso, a TIE tem um extenso campo de aplicacao no setor industrial,
algumas das aplicagoes sao: distribuicao de solidos dentro de um hidrociclone
(WILLIAMS et al., 1997), imagens de fluxos industriais, altera¢oes de fluxo volu-
métrico em 6leo e gas (FEHMERS, 2003), medidas da distribui¢ao de material em

fluxos de duas fases (GEORGE et al., 2000) entre outros.

Em FElectrical Impedance Tomography of a Seafloor Volcano (MYER; CONSTA-
BLE; KEY, ) se procura obter imagens do magma vulcanico usando TIE, os eletro-
dos sao enterrados ou colocados dentro de perfuragoes. O autor R. C. Waterfall
em Combustion imaging from electrical impedance measurements (WATERFALL et
al., 1996) explica que na queima de combustivel nos motores de combustao in-
terna a concentracao de ions aumenta o que produz uma variacao nas constantes
dielétricas do volume de combustao, a aplicagao da TIE permite gerar imagens
no interior das camaras de combustao ja que o aumento da concentracao de fons

gera aumento na condutividade dentro da camara de combustao.

No artigo Performance Assessment of an Electrical Impedance Tomography
Detector for Mine-Like Objects (CHURCH et al., ) 0 objetivo da implementagao da
TIE é detetar minas terrestres e minas anti-tanques. Na implementacao da TIE
neste tipo de problema, é preciso prestar atencao ao contato entre o eletrodo e o
solo e ao algoritmo de reconstrucao de imagem. A tecnologia da TIE é sensivel a
distancia o que limita a implementacao da TIE s6 a objetos enterrados a pouca

profundidade.

Na tese de doutorado Estudo da Obtencao de Imagens de tomografia de Im-
pedancia Elétrica do Pulmao pelo Método de Otimizagao Topoldgica (LIMA, 2006)
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o autor resolve o problema de otimizacgao utilizando o algoritmo conhecido como
Programagao Linear Seqiiencial (PLS). A PLS divide um problema de otimiza-
¢ao nao-linear em varios problemas de otimizacao lineares os quais sao resolvidos
pela PL. Este trabalho sugere que ha vantagens numéricas e vantagens quanto a

facilidade de regularizacao do problema quando se utiliza PL.

O método Programacao Linear (PL) utilizado neste trabalho (MAKHORIN,
2004) ¢ um método iterativo para busca de distribuigoes de resistividade que
minimizem um indice de performance. Acredita-se possivel diminuir os parame-
tros de regularizagao utilizados para melhorar a condi¢gao numérica das matrizes
através do uso de restricoes no algoritmo de PL. As restri¢coes teriam o papel de
restringir o espago solucao e introduzir informacao a priori no problema inverso

de TIE.

3.1 Formulacao Teoérica

3.1.1 Formulacao Teérica do Dominio

Dado um dominio com propriedades eletromagnéticas desconhecidas, a TIE per-
mite estimar a distribuicao de resistividade do dominio, dada a excitacao do
sistema, composta por correntes impostas no contorno do dominio e conhecidos
os potenciais elétricos que também sao medidos em regioes do contorno do domi-
nio. Uma particular escolha de amplitude e fase de injecao de corrente em cada

eletrodo sera chamada de "padrao de corrente!".

E conhecido que diferentes tecidos do corpo humano tem diferentes propri-
edades elétricas. As relagdes que governam as iteracoes entre a eletricidade e
0 magnetismo sao resumidas nas equacoes de Maxwell. A maioria dos tecidos,
dentro de certo nivel de precisao, pode ser considerado isotropico, a excegao dos
musculos e do cérebro que é anisotropico (ASFAW, 2005). A figura 3.1% ilus-
tra diferentes tecidos. Na TIE é possivel assumir simplificacoes que reduzem
a complexidade do problema. O corpo humano é assumido isotrépico, entao a

condutividade independe da direcao.

O torax humano é modelado como um dominio fechado €2 e limitado por uma

superficie de contorno 0f2, contendo distribuicao de condutividade . Com estas

IPadrao de corrente ¢ explicado na secdo 3.1.4
Figura extraida do website http://www.medstudents.com.br/caso/caso20/tctorax2.jpg
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simplificacoes as equagoes de Maxwell sao escritas

0B d

onde E é o campo elétrico e B é a densidade de fluxo magnético.

No artigo Finite element modeling of electrode-skin contact impedance in Elec-
trical Impedance Tomography (HUA; WEBSTER; TOMPKINS, 1993) mostra que
quando a freqiiéncia da corrente que passa pelo meio é inferior a 30M H z o termo

derivada da densidade de fluxo magnético é nulo,
VXxE=0 (3.2)
Na forma integral a equacao 3.2, resulta

éEwﬂzO (3.3)

Desta ultima equacao, 3.3, pode-se deduzir que existe um potencial escalar ¥ tal

que
E=-V(o) (3.4)

Dado que o dominio 2 nao tem fontes de cargas, em qualquer ponto dentro do

dominio, o divergente da densidade de corrente J é nulo:
Vel=0 (3.5)

A densidade de corrente dentro de um liquido ou sélido é uma fun¢ao do campo

elétrico (STRATTON, 1940) E, isto ¢, J = J(E). Sendo esta fungao linear e ainda
J=0oE (3.6)

Através dos eletrodos e posicionados na fronteira do dominio 0f2 sao injetadas
e medidas correntes e tensoes. Entao as condicoes de contorno associadas as

correntes podem ser representadas por

v
Jaa,fla) = J;, i=1,2,...,e (3.7)
ov
o 87(10) =0 Nos demais pontos da fronteira

onde n é um versor normal a superficie e orientado para fora e J; é a densidade

de corrente no i-ésimo eletrodo.

Neste trabalho, adota-se como variavel a ser estimada a resistividade p que é
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relacionada com a condutividade por p = oL

Coracdo

Coluna

Figura 3.1: Segao Transversal do torax (imagem modificada para visualizar os

orgaos do torax)

3.1.2 Meétodo de Elementos Finitos

No MEF, o dominio em estudo é dividido num ntmero finito de elementos ge-
ométricos, em cada um deles o campo continuo no qual as variaveis da EDP
sao definidas e modelado por uma aproximacao polinomial local controlada por
uma pequena quantidade de coeficientes. A conexao desses elementos através
dos valores desses coeficientes em posicoes nodais compartilhadas, resulta em um
conjunto de equacgoes algébricas que pode ser resolvido numericamente por meio

de métodos de otimizacao e de algoritmos matriciais 3.

O dominio de interesse €2 (Neste trabalho o Torax) é discretizado em uma
malha de m noés e n elementos triangulares com resistividade p;, i=1,2,3...,n,

como é mostrado na figura 3.2

3Texto extraido do website http://www.thorus-scisoft.com.br/?q=pt /node/47
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Figura 3.2: Discretizacdo do torax em elementos triangulares (BORSIC et al.,
2000)

Com o dominio ja discretizado, procura-se uma aproximacao para a distri-
buicao de potencial v, dentro de cada elemento genérico n e entao relacionando
a distribuicao de potencial v, de vérios elementos tal que a distribuicao de po-
tencial é continuo através das fronteiras dos elementos relacionados encontra-se
uma solucao aproximada para a distribuicao de potencial no dominio discretizado

(SADIKU, 1992)

V(z,y) ~ Zve(x,y) (3.8)

Para aproximar v., utiliza-se, por exemplo, a seguinte funcao de interpolacao

linear, valida dentro do e-ésimo elemento e nula no resto do dominio €2,
ve(z,y) =a+br +cy (3.9)

onde a,b, e ¢ sao funcoes dos potenciais elétricos dos trés vértices do elemento

triangular.

Foge ao escopo deste trabalho desenvolver as matrizes locais dos elementos
triangulares de trés nés no método de elementos finitos. Apresentamos aqui
apenas a notagao que serd empregada neste trabalho. Vamos denotar por v.q, veo
e V.3 0S potenciais elétricos nodais do e-ésimo elemento finito triangular. Vamos
denotar por Y! € ®#3*3 a matriz de rigidez local do i-ésimo elemento e por Y €

R a matriz de rigidez global.

O potencial elétrico dentro do e-ésimo elemento finito é funcao do potencial



8.1 Formulagao Tedrica 11

elétrico em cada noé

3 Vel
Ve = Z ai(l‘7 y)vei = [041 (8% 053i| Ve2 (310)
i=1

Ve3
onde «; sao fungoes de interpolagao, equacao 3.9.

Cada elemento triangular tem matriz de rigidez local Y! € #%*3 que & funcao
da distribuicao de resistividade p; € R", com as matrizes de rigidez locais calcu-
ladas procede-se a montagem da matriz de rigidez global Y € R™*™. As regras
de montagem da matriz global e as expressoes da matriz de rigidez local podem
ser encontradas em A First Course in the Finite Element Method (LOGAN, 2002),

por exemplo.

3.1.3 Modelo de Eletrodo 2D

Na TIE, sao injetadas correntes e medidos potenciais elétricos através de eletrodos
alocados no torax do paciente. As medidas de potencial elétrico sao afetadas pela
impedancia de contato entre o eletrodo e a pele e pela distribuicao de resistividade

no dominio €.

A queda de potencial elétrico na regiao de contato eletrodo-pele é significativa,
quando o eletrodo é utilizado para injetar corrente, se comparada com a queda de
potencial elétrico no interior do dominio. Em humanos, os valores de impedancia
de contato sdo da ordem de 8002cm? (ROSELL et al., 1998), variando com a

posicao.

O modelo de eletrodo implementado, foi proposto no artigo Finite element
modelling of electrode-skin contact impedance in Electrical Impedance Tomography
(HUA; WEBSTER; TOMPKINS, 1993). O eletrodo é modelado através do MEF como

é mostrado na figura 3.4.

Eletrodo

Meio

Figura 3.3: Discretizacao da interface eletrodo-pele
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Figura 3.4: Discretizacao do eletrodo em dois elementos e seis nds

Admite-se que o potencial na parte metalica do eletrodo é uniforme, ou seja
o potencial nos nos 4, 5 e 6 sao iguais, e a espessura da interface do eletrodo ¢
¢ muito menor que a largura do eletrodo a (¢t < a). Admitidas estas hipoteses

chega-se & seguinte expressao matricial para o modelo do eletrodo *.

DN ol
o
|
I

e

_ab

P =T 3.11
3tp | sim ( )

—_ N

onde b é a dimensao da interface perpendicular a a e ¢, Y; é a matriz de rigidez
do eletrodo. O modelo resultante (3.11) é acrescentado & matriz global do modelo

de elementos finitos do torax para a solugao do problema inverso.

3.1.4 Padroes de Injecao de Corrente e de Medida de Po-
tencial

Na TIE freqiientemente, a corrente é injetada por meio de eletrodos alocados
na fronteira do dominio 2 e os potenciais sao medidos nos mesmos eletrodos.
Define-se o termo padrao de corrente como a forma em que a corrente é inje-
tada, igualmente define-se o termo padrao de voltagem como a forma em que os

potenciais elétricos sao medidos.

Quando o circuito eletronico de medida dos potenciais elétricos tem ganho
fixo e nenhum sinal de medida de potencial elétrico satura, os sinais de menor
amplitude apresentam baixa relagao sinal/ruido devido ao ruido de quantizacao
introduzido na operacao de conversao de analdgico para digital. Através de uma

criteriosa escolha de padroes de injecao de corrente e de padroes de medida de

4Para ver o desenvolvimento matemético do modelo do eletrodo consultar (HUA; WEBSTER;
TOMPKINS, 1993)
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potenciais elétricos, é possivel minimizar a faixa dinamica das medidas e aprovei-
tar ao maximo o nimero de bits do conversor de sinal analogico para sinal digital.
Dentre as combinacoes de padroes de injecao e padroes de medida de potencial
elétrico que minimizam a faixa dinadmica das medidas encontram-se os padroes

pula um eletrodo e pula trés eletrodos descritos nesta secao.

No presente trabalho o método dos padroes pula um eletrodo e pula trés ele-
trodos foram adotados. No método pula um eletrodo, a injecao de corrente é feita
em dois eletrodos separados por um eletrodo, por exemplo o par (1,3) conforme
mostrado na figura 3.5(a), mantendo a corrente de inje¢do nos eletrodos (1,3)
os potenciais elétricos sao medidos entre pares de eletrodos separados também
por um eletrodo, desde o par (1,3) até o par (e,2), conforme mostrado na figura
3.5(a), sendo e o numero total de eletrodos. Feitas estas medicoes, altera-se o

par de injecao em uma unidade e potenciais elétricos sao novamente medidos.

O outro método utilizado no presente trabalho para injetar corrente e medir
potenciais elétricos, chamado pula trés eletrodos difere do método anteriormente
descrito somente no numero de eletrodos que sao pulados, tanto para injetar

corrente quanto para medir potencial, que é trés, como mostrado na figura 3.5(b).

Figura 3.5: Padrao de corrente (a) pula um eletrodo (b) pula trés eletrodos

Comparando os dois métodos, pode-se dizer que no padrao pula um eletrodo a
distancia entre os eletrodos de injecao é menor, quando comparado com o padrao
pula trés eletrodos, o que permite obter uma maior densidade de corrente perto

da borda, que se reflete numa maior resolucao da imagem perto da borda. A
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resolucao diminui no centro do dominio, distante do par de injecao. Do ponto de
vista da relagdo sinal /ruido, sendo o ruido nas medigoes constantes, o padrao pula
trés eletrodos tem uma melhor relagao sinal/ruido ja que os sinais de potenciais
elétricos sao maiores quando comparado com os sinais medidos do padrao pula

um, eletrodo.

Alguns sistemas nao utilizam os trés potenciais que envolvem os eletrodos
que injetam corrente por estarem influenciados pela impedéancia de contato meio-
eletrodos que muitas vezes nao é conhecida com precisao. Como os potenciais sao
medidos entre 2 eletrodos e nao entre um eletrodo e uma referéncia fixa, diz-se que
medem-se tensoes diferenciais. Este tipo de medida traz a vantagem de reduzir
o ruido eletromagnético quando este ocorre simultaneamente nos dois condutores

ligados aos eletrodos.

3.1.5 Solucao do Problema Direto

No Problema Direto sao conhecidas as propriedades eletromagnéticas do dominio
e as condi¢oes de contorno (padroes de corrente injetados nos nos corresponden-
tes aos eletrodos e potencial elétrico de referéncia) e procura-se determinar os
potenciais nos eletrodos. Para determinar os potenciais nos eletrodos é preciso

resolver a seguinte equacao em funcao de v
Y(p)v=I—=v=Y(p) 'I (3.12)

onde v € R™ é o vetor dos potenciais nos nos, p € R"¢ & o vetor de resistividade
dos elementos e dos eletrodos e I € R™ é o vetor da corrente injetada. Dado que
a matriz Y é singular, escolhe-se um n6 arbitrario ¢ como terra, para torna-la
nao singular e inversivel. A linha j-ésima e a coluna j-ésima da matriz Y sao
igualadas a zero e a correspondente posicao j-ésima do vetor I, a interseccao
entre a linha j-ésima e a coluna j-ésima da matriz Y é igualada a 1 (YORKEY;
WEBSTER,; TOMPKINS, 1987). Feito este procedimento a singularidade da matriz
Y é eliminada e o vetor v é determinado. A singularidade da matriz Y reflete a

arbitrariedade da referéncia de potencial elétrico.

3.1.6 Solucao do Problema Inverso

O problema inverso busca o vetor de distribuicao de resistividade®, p € R"*®

partindo dos dados de potencial medidos, das correntes elétricas injetadas e da

5 A resistividade encontrada é s6 para os n elementos, ja que a resistividade dos e eletrodos
assume-se conhecida.
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estrutura do modelo do dominio. Como a distribuicao de resistividade é desco-
nhecida, entdo, a matriz de rigidez local Y! de cada elemento triangular assim

como matriz de rigidez global Y sao escritas em funcao da resistividade.

Inicialmente adotam-se valores de resistividade de cada elemento. Calculam-
se potenciais através do problema direto. Conhecidos potenciais calculados e
potenciais medidos, calcula-se uma primeira correcao do vetor de resistividade

seguindo equacoes que decorrem analiticamente da busca de um extremo de L.E.

0l.E.
—— =0 (3.13)
dp
onde I.LE é uma medida da distancia entre os potenciais medidos e os potenciais
calculados. Corrige-se o vetor de resistividade e repete-se o procedimento anterior

para gerar uma nova correcao no vetor de resistividade.

3.1.7 Restricao de Inclinacao Maxima na Distribuicao de
Resistividade (RIM)

A restrigdo de inclinacdo méaxima na distribuicdo de resistividade (RIM), visa
introduzir informacao a priori diminuindo as alteracoes de resistividade em regioes
do dominio onde a distribui¢ao de resistividade é suave. O objetivo da RIM é
penalizar a diferenca de resistividades de elementos que estao dentro de um radio
de cobertura R a um valor de inclinacao maxima p mantendo a diferenca de
resistividade entre elementos vizinhos restringida ao valor da inclinacao p. Para
tentar diminuir o efeito de coroa presente nas imagens causado pela modelagem
pouco refinada da regiao do eletrodo, os elementos que estao perto da borda vao

ser penalizados com um valor de inclinagao menor.

Partindo da figura 3.6, para cada elemento da malha, determinam-se quais
elementos estao dentro de uma circunferéncia de radio R. Para determinar se os
elementos vizinhos ao elemento escolhido estao dentro da circunferéncia, calcula-

se a distancia entre centroides e compara-se com R.
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R

o An;vﬁ,!*‘r
AN

Figura 3.6: Determinacao da circunferéncia de radio R dentro da qual
buscam-se os vizinhos do elemento escolhido

Figura 3.7: Procurando os vizinhos do elemento i e determinando as

distancias aos elementos vizinhos

Escolhido o elemento i, como mostrado na figura 3.7, seus elementos vizi-
nhos estao dentro da circunferéncia de radio R, sao os elementos j, k, [ e m.
Determinam-se as distancias entre os centroides do elemento ¢ com seus vizinhos
( dij, digy dit, diy, ). A diferenca de resistividade entre o elemento i e cada um de
seus vizinhos podem ser restritas a um valor menor o igual a p vezes a distancia

entre centroides
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i = pjl < px di

i = pr| < pxdix (3.14)
pi — pil < pxdy

|pz’ —Pm| < ok diy,

Representando as equacoes de 3.14 em forma matricial

- - ; [ xdy; |
1 =10 0o oll” s dj
1 0 -1 0 of]l"” H i
10 0 -1 0 pr| = | pokdi (3.15)
10 o o -1]|” p i
N ~ - _pm_ _M * dzm_
S —— ——
P c
[SH{p} < {c} (3.16)

3.2 Programacao Linear

3.2.1 Definicao de Programacgao Linear

A Programacao Linear (PL) surgiu como uma técnica de planejamento de ati-
vidades, costuma-se dizer também, que a PL é um topico da ciéncia pesquisa
operacional, a qual contém outros topicos tais como teoria das filas, simulacao,

teoria dos Jogos, programagao dinamica, etc (PRADO, 1999).

Pode-se conceituar PL como é mostrado na seguinte figura



3.2 Programacdo Linear 18

Técnica de Otimizacao

Programacao
Linear

Ferramenta implementada para
maximizar ou minimizar fungoes
lineares sujeitas a restricoes
do tipo Ax=b

Figura 3.8: Conceituacao de PL

3.2.2 Aplicagoes Industriais

As primeiras aplicagoes de PL foi no campo militar, entre os anos 1955 — 1960 as

aplicacoes de PL cresceram consideravelmente nos campos industrial e comercial.

Na industria, a aplicacao de PL permite o seguimento das operagoes, ana-
lise numérico da estrutura do sistema industrial e o aumento da eficiéncia nas
operacgoes. Além disso, com a aplicacao de PL tem sido possivel pesquisar e de-
senvolver modelos quantitativos de sistemas industriais com o objetivo de fornecer

cronogramas 0timos para a producao.

A maior implementacao de PL é na industria do petroleo (CHARNES; COOPER;
MELLON, 1952), onde é utilizada para gerar cronogramas de produgao, também
¢ implementada em exploracao, distribuicao e refinamento do petréleo. A rotina

de carregar os navios cisterna é feita com ajuda de PL.

O segundo campo de aplicacao é na industria de processamento de alimentos.
No ano 1953, um produtor industrial implementou PL para determinar a distri-
buicao de ketchup por barco, desde 6 plantas de producao até 70 pontos de venda
(HENDERSON; SCHLAIFER, 1954). Na industria do ferro e ago, PL foi usada para
avaliar os diferentes minerais de ferro e a peletizacao de minerais de baixo grau

(FABIAN; TIBOR, 1954).

3.2.3 Formulacao Matematica

A PL consiste na determinacao de valores para as variaveis xi, xs, ... , T, a

satisfazer um sistema de m equacdes ou inequacoes lineares e que maximizem
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(minimizem) uma fungao (real) linear dessas variaveis.

Algebricamente tem-se :

Max ou Min  Z(x) = ¢121 + coxg + -+ - + CnTn
x

Sujeito a

Y

N
>
S

a1+ a12T2 + -+ aT A+ AT (S, =,
a21%1 + G229 + - + A2 + -+ a2n5€n(§7 = Z)bZ
(3.17)

a1+ T + o+ QT+ AT (S, =,2>) b

Om1T1 + GpaTe + - - + Amjdj + -+ amnxn(ga =) Z)bm

onde a;;, b e cj comi=1,2,..... me =12 ... ,n sao constantes e em cada

restricao apenas se verifica uma e uma so das relagoes , <, = ou >.

A func¢ao a maximizar ou minimizar, Z(z) = cjxq + cog + -+ + Ccpy,
designa-se fungao objetivo. As equagoes e inequagoes designam-se por restri¢oes.
As varidveis z; sao chamadas variaveis principais, de decisao ou controlaveis e
constituem as varidveis do modelo; as constantes a;;,b; e ¢; sao chamados coefi-

cientes técnicos.

3.2.4 Como Utilizar PL na TIE

Uma maneira de utilizar PL em TIE é na solucao de sistemas lineares do tipo
Ax = b aproveitando a grande vantagem de poder colocar restricoes nas variaveis

X.

O problema de identificar as distribuicoes de resistividade dentro do térax tem
restrigoes naturais, a resistividade nao pode ser negativa nem pode ultrapassar
um valor maximo caracteristico de tecido biol6gicos. Estas restricoes tornam o

espaco solu¢ao convexo, o que simplifica a solucao do problema inverso.

Para conseguir resolver o sistema linear é necessario re-escrever o problema
apresentado na equagao (3.17). Escolhe-se um vetor arbitrario xo € R" e procede-

se a determinar o vetor e € " com e = Axy — b.
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O sistema de restrigoes original na forma Ax = b ¢ agora mudado como

apresentado na seguinte equagao
Ax—-b+¢e=0 (3.18)

O problema da equacao 3.18 é reformulado para PL

Minimizar 13
(x,€)
Sujeito a
Ax—-b+¢&e =0 (3.19)

Tmin S X S Lmax

0<¢<e

Quando £ =~ 0, obtém-se que o vetor solucao x satisfaz Ax = b.

3.3 Programacgao Linear Seqiiencial (PLS)

Na Programagao Linear Seqiiencial (PLS), a solugdo de um problema nao-linear
é feita pela aproximacao de sucessivos problemas lineares os quais sao resolvidos
usando PL . Cada subproblema de PL é gerado aproximando a funcao objetivo
e as restricoes nao-lineares usando uma série de Taylor truncada e limitando a
variacao do valor de cada varidvel de projeto X; em cada subproblema linear
através de limites moveis. O problema de PL é resolvido utilizando o método
Simplex o qual vai gerar o novo vetor de variaveis de projeto Xji1. Se o novo
vetor Xj;1 nao satisfaz os critérios de convergéncia, o problema é relinearizado
novamente no ponto Xj.; e o procedimento continua até encontrar a solucao

Otima X*.
Para entendermos melhor o funcionamento do método, sao apresentados a
seguir as diferentes etapas do método:
1. Escolha de um ponto inicial Xj.

2. Linearizar a funcao objetivo e as restricoes no ponto X; como :
fX) = f(Xs) + VX)) (X = X;) (3.20)

9;(X) & g;(X;) + Vg;(Xi)" (X — X;) (3.21)
hi(X) =~ hi(X) + VA (X5)T (X = X;)
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3. Formular o novo problema de PL como

Minimizar f(X;) + Vf(X;)" (X — X;)

Sujeito a

g;(X3) + Vg (X)) T (X - X;) <0, j=1,2,....m (3.22)
he(Xs) + Vhe(X)T(X = X;) =0, i=1,2,...,p

4. Resolver o problema de PL para obter o novo vetor Xj,q

5. Avaliar as restri¢oes do problema nao-linear no novo ponto Xj.1. Se todas
as restrigoes sao satisfeitas o ponto X;;q é considerado 6timo Xgpt. Caso

contrario, a restricao que nao é satisfeita é linearizada no ponto Xj1

6. Voltar para o item 2.

Na literatura encontram-se diferentes trabalhos onde é aplicado PLS, entre
os quais, destaca-se a implementacao feita por (LIMA, 2006) e (MELLO, 2005)
onde a PLS resolve um problema nao-linear cuja funcao objetivo é o quadrado
da diferenca entre os potenciais elétricos calculados e os potenciais elétricos me-
didos nos eletrodos sujeito a restri¢oes lineares. A solugao encontrada por PLS
esta relacionada com o problema da determinacao dos limites méveis o qual seré

tratado na proxima secao.

3.3.1 Limites Modveis

Antes de descrever o procedimento de determinacao dos limites moveis definem-se
os limites inferior e superior absolutos. O limite superior absoluto p**? e o limite
inferior absoluto p™/ sdo definidos tendo em conta o particular problema biologico

ou fisico. Fazem parte de um conjunto de informacoes que sao conhecidas a priori.

Nos testes planejados na metodologia e detalhados na secao 4.1, o limite
inferior absoluto de resistividade p™/ adotado é nulo. Esta restricao é chamada
na literatura por nao-negatividade da resistividade. O limite de resistividade
superior absoluto normalmente depende da natureza do dominio, por exemplo, no
torax, durante a ocorréncia de um pneumotorax, o limite superior absoluto p*“? de
resistividade poderia ser de 10 Qm. ’ Os limites moveis sdo os valores maximos
e minimos em que a aproximacao por f(x) é razoavel. O grande problema de
utilizar PLS é a determinacao dos limites mdveis, uma escolha equivocada dos
limites moveis pode acarretar na obtencao de uma imagem errénea ou num custo

computacional extremamente elevado.
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Diferentes trabalhos apresentam diferentes métodos de calcular os limites mo-
veis corretamente, (LIMA, 2006) calcula os limites méveis usando um método heu-
ristico proposto por (BELEGUNDU; ARORA, 1985) que tem em conta a variagao do
sinal da variavel do problema. O autor (CARDOSO, 2000) utiliza uma variacao do
método utilizado por (LELLEP; MAJAK, 1999) onde a variacao de cada variavel de
projeto é analisada. O trabalho apresentado por (POURAZADY; FU, 1996) calcula
os limites moéveis tendo em conta o niimero de iteragoes do algoritmo, escolhe um
valor 7 inicial de partida e dependendo se o valor inicial é maior ou menor que
um a reducao dos limites moveis é proporcional T ou " respectivamente, sendo

n o numero da iteragao.

Os limites moveis devem sempre respeitar o limite superior absoluto e o limite

inferior absoluto. O limite superior movel 0p;" é determinado como

530 = B % proa (3.23)

onde (8 é um numero real que controla o tamanho do passo durante uma iteracao
de PLS e pi4+1 € o vetor distribuicao de resistividade ainda nao calculado. O vetor

pr foi calculado na iteracao anterior.

O limite inferior movel 5p§:f1 é determinado por

5o, = —B % pra (3.24)
onde (8 é um numero real que controla o tamanho do passo durante uma iteracao
de PLS e pr4+1 € o vetor distribui¢ao de resistividade ainda nao calculado. O
vetor py foi calculado na iteragao anterior. A figura 3.9 justifica geometricamente

a equacao 3.23 e a equagao 3.24.

Lembrando que na iteragao k+1 do método Gauss-Newton o novo vetor de

resistividade pyy1 serd pgi1 = pr + 0pr pode-se escrever os limites moveis como

Oppir = B * (px + 0pr) (3.25)
Sppdy = =B (pr + Opr) (3.26)

sendo pi o vetor de resistividade encontrado na iteracao k e dpy é a correcao na

resistividade calculada usando restricées em funcao de dp;’ e 5p2f1. O valor

de [ escolhe-se grande (entre 20% até 40%) para a primeira iteracao do Gauss-
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Iteragoes

A

k+1

-

in f 5 |
5/)211 5/);1;)1

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
Pk —Bpr1 Prr1 BPrta P

Y

Figura 3.9: Determinacao dos limites moéveis na iteracao k+1 do método
Gauss-Newton

Newton. A partir da segunda iteracao até a p-ésima iteracao, que é a tultima
iteracao, 3 vai sendo diminuido tendo em conta o comportamento da diferenca
entre o potencial medido e o potencial calculado, conforme a tabela 3.1, onde o
vetor V. é o vetor de potenciais elétricos calculados e V,, é o vetor de potenciais

elétricos medidos.

condicao decisao
| VA —VEL < VE-VE || B nao é diminuido

| VERL — VR || > | VE — VE || | 8 é diminuido um 10%

Tabela 3.1: Diminuicao dos limites moveis

3.4 O Algoritmo Simplex

O Simplex pode ser entendido como um mecanismo cuja finalidade é gerar solu-
coes basicas viaveis®. O conjunto de solugoes vidveis do problema de PL é um
conjunto convexo, admitindo que o problema tenha uma solucao 6tima esta seré

atingida para, ao menos, um vértice do conjunto de solucoes viaveis.

SEntende-se por solug¢do vidvel uma solucdo na qual todas as restrigoes sio satisfeitas (as
restri¢oes propriamente ditas e as de nao negatividade)
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Solucao basica

Solucao viavel —— Vértice -
viavel

Partindo de uma solucao basica viavel inicial, o Simplex nada mais é do que
um algoritmo capaz de gerar novas solucoes béasicas viaveis cada vez melhores,
até chegarmos a uma que nao pode mais ser melhorada. Trata-se neste caso da

solucao 6tima do problema de PL.

Solucoes bésicas
— viaveis cada vez — Solugao 6tima
melhores

Solugao basica
viavel inicial

A seguir serao apresentados os diferentes passos do algoritmo simplex, par-

tindo do problema apresentado na equagao (3.17) mostrado na forma matricial

Max ou Min Z(x) = Z CjT;

j=1

Sujeito a
n
Za,jxjgbi i:1,2,...,m
j=1

.93]20

Adicionando as variaveis artificiais, x, 1 até x,.,,, para reduzir o problema &

forma padrao

a1+ T+ ATy Tpg =b
i oI S i T T = b,
am1$1+...+amjxj+...+amnxn+ ...... —|—xn+m :bm
1Ty + 4 cxy e+ ey, = Z(v)
;>0 (j=1,2,--- ,n+m) (3.27)

Define-se o termo solu¢ao bdsica como qualquer conjunto de n valores nulos, para
n das variaveis, e m valores nao nulos, para as restantes variaveis, que resultem da
resolucao do sistema de m equagoes lineares apresentado acima. Podemos repre-
sentar as m primeiras equacoes e a funcao objetivo através do seguinte quadro

ou tableau
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Tl ... Ts ... Tp Tpgl oo Tpgr oo Tpim b
a1 AT ... Qin 1 ... 0 ... 0 bl
Gr1  oor Gpg  +vn Qpp 0 ... 1 ... 0 b,
Ul o oe Gms - v G 0 ... 0 ... 1 b
€T ... Cs ... Cp 0 ... 0 ... 0 Z(x)

Tabela 3.2: Representagao das primeiras m equagoes e da funcao objetivo

Os passos do algoritmo simplex sao descritos a seguir.

3.4.1 Passo 1. Solucao Basica Viavel Inicial x

Seja o problema (3.27) reduzido & forma padrao e representado pela tabela 3.4.
Uma solucao bésica viavel inicial seriam as primeiras n variaveis, iguais a zero e

cada variavel auxiliar igual a um dos elementos do vetor b.

VNB—zxi=29=...=2,=...=2, =0

VB — Tpt1 = bl,...,xn+m: bm

3.4.2 Passo 2. E Possivel uma Solucdo Melhor ? Em Caso
Afirmativo, Escolher Nova Variavel Basica x

O seguinte passo sera gerar uma nova solugao basica viavel melhor que = o que
implica necessariamente em ao menos uma nova variavel basica, bem como na
transformacao de uma variavel basica em nao bésica. Atribuindo um valor posi-
tivo a uma das varidveis xi, ..., x,, de forma a anular uma das variaveis z,1,

., Tnam. Para a escolha da nova variavel basica devemos escolher z tal que
cs < 0. Neste caso, a fungao objetivo diminuiré da quantidade c;zs. Caso exista

mais de um coeficiente negativo da funcao objetivo, escolhe-se x; tal que

cs = min(c;)
i|Ci <0
Nao existindo coeficiente negativo, ¢; > 0 torna-se impossivel diminuir o valor da

fungao objetivo. Logo, Z(x) representa o minimo, ou seja = é solugao 6tima do

problema de PL. Caso ¢; < 0Vi, existe ao menos uma variavel nao basica tal que
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cs = 0, fazendo x4 variavel basica, geramos uma nova solugao basica viavel z.

3.4.3 Passo 3. Atribuicao de Valor 4 Nova Variavel Basica;
Determinacao da Nova Variavel nao Béasica

Uma vez escolhida, no passo 2, a nova variavel béasica, atribui-se o valor x; =
b./ars = min(b;/a;s). O escalar a,s recebe a denominagao de pivo, a r-ésima

linha é a linha pivo, enquanto a s-ésima coluna ¢ denominada coluna pivé.

Para passar de uma solugao basica viavel inicial £ a uma nova solugao basica
viavel z, é importante que o problema de PL estivesse na forma canonica, o que,
na verdade, significa a aplicacdo do método de Gauss-Jordan. Para gerar uma
nova solucao melhor partindo de z é preciso manter a forma canonica, isto se da
através das operagoes de pivotamento, discriminadas a seguir com referéncia ao

quadro (3.4.3)

e Dividir a linha pivo pelo pivo a,.s.

e Anular todos os demais elementos da coluna pivo. Isto podera ser feito sub-

traindo da i-ésima linha (i = 1,2,...,7—1,7+1,...,m,m+1) a nova linha
pivo, multiplicada, respectivamente, por ais,a2s,. . .,Gr—1.5,8r4+1,5,- - -;@ms,Cs-
Em sintese, o que fazemos nas operagoes de pivotamento é reduzir o vetor a,
que entra na base, a um vetor unitario, substituindo assim o vetor a,4, que sai

da base. Realizadas as operagoes de pivotamento, o quadro (3.4.3) fica assim

ol T Tn, Tn+1 Tntr Tn+m b
__ Griais __ Grn0ils __G1s _ brais
all Qrs 0 aln Qrs 1 Qrs 0 b Qrs
Gr] 1 Grn 0 L 0 br
Qrs e e Qrs Qrs Qrs
_ O0r1Gms _ QGrnGms __ Oms _ brams
A — S 0 .Gy — S 0 P, 1 b p—
__ OriCs __ GrnCs __ Cs _ M
Cl Qrs 0 Cn Qrs 0 Qrs 0 Z(:E)
Tabela 3.3: Tabela final depois de realizar as operagoes de pivotamento



3.4 O Algoritmo Simplex

O seguinte fluxograma mostra as iteracdes do algoritmo simplex

Determinacao de uma solucao
basica viavel inicial

A dltima solugao obtida 3¢, < 07 NAO

é solucao 6tima

SIM

SIM Seja ¢ = min(c;)
cj < 0
T serda nova VB
A solucao NAO
é Unica
Existe uma
Infinidade de - Solugao
SolugGes NAO impossivel
Z(x) = —00

SIM

Seja b,/ a,s = min(b;/a;s)
a;s >0
Qs SETA O PIVO T4y SETA
a nova VNB

Reduzir a nova solugao basica
viavel a forma canodnica aplicando

as operagoes de pivotamento

Figura 3.10: Fluxograma do algoritmo Simplex (BREGALDA; OLIVEIRA;
BORNSTEIN, 1983)
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3.5 Matriz de Sensibilidade

Um dominio €2 que apresenta uma distribui¢ao nao-uniforme de resistividade p é
discretizado utilizando MEF como foi apresentado na secao 3.1.2. Sob estas hipo-
teses, pode-se para v; (vetor de potenciais nos nos para cada padrao de corrente),
j=1,...,p (p € o nimero de padroes de corrente) definir a transformagao nao-
linear h; : (p, I) — wv;. Partindo da equacao (3.12) pode-se escrever a seguinte

relacao
vi(p) = hj(p) com hi(p)=Y(p) I, (3.28)

onde I, € R™ é o j-ésimo padrao de corrente injetado.

Da equagao (3.28), conclui-se que os vetores de potenciais elétricos nodais
sao funcoes nao-lineares da distribuicao de resistividade no dominio. Tomando-se
uma aproximacao por série de Taylor e truncando a série a partir do termo linear
em torno de uma distribui¢ao p, arbitraria, segundo as condi¢oes do particular

problema em estudo’, obtém-se

Oh; |(py)

vi(p) = vi(py) + a—p[p — Py (3.29)

Utilizando a equacdo (3.28) na equagao (3.29) fica

(Y(R) ;) [(py)

0
v;(p) = v;(py) + 5 [P — po] (3.30)
P
Da algebra linear, pode-se escrever que
0A! 4,0A
o =4 et (3.31)

Com a expressao (3.31) podemos calcular a derivada parcial da transformagao h;

com respeito a resistividade de cada elemento por

oh; |, oY
H;(po) = # =-Y la—pY ', (3.32)

Com isso, a equagao (3.30) pode ser escrita como

[vi(p) = vi(po)] = H; (p — py) (3.33)
AV Ap

onde H; € ®P*" é chamada matriz de sensibilidade.

"Para o caso da cuba e o objeto, p, é o valor de resistividade da solugdo salina. Para
o caso do torax humano, p, é assumido segundo valores encontrados na literatura (ZHANG;
PATTERSON, 2006)
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3.5.1 Abordagem do Problema de Imagens de Variagao de
Resistividade Utilizando Matriz de Sensibilidade

Para resolver o problema inverso e mal condicionado, sao necessarias algumas
regularizagoes para melhorar a condicao da matriz a ser invertida.
Define-se o seguinte indice de desempenho®

IP = % (Hj |, Ap — AV,)"RTR (H; |,, Ap — AV,,) + %ApTFTFAp
(3.34)

H ; — Matriz de Sensibilidade

R— Matriz que define quais medidas serao efetivamente utilizadas

o — Parametro de regularizagao

AV,, — Diferenca de potencial entre o potencial com objeto V}

e o potencial do basal V}

Ap — Diferenca de resistividades entre a resistividade p; associada

ao potencial V; e a resistividade genérica pg

F—— Matriz filtro passa altas freqiiéncias espaciais

espaciais no gréfico de resistividade.

A construgao do filtro passa Altas freqiiéncias é detalhado em (GONZALEZ;
WOODS, 2002). Derivando a equagao (3.34) é igualando a zero

dIP

T RT T
%—OéHj lp, RR(Ap—AV,,) +aF FAp =0 (3.35)

Agrupando termos com Ap

(Hj ” RTRH; |, +aFTF) Ap=H, [L R"TRAV,, (3.36)

A equacgao (3.36) é conhecida como método da matriz de sensibilidade para a

obtencao de imagens de variagao de resistividade

Examinando a equagao (3.36), representa um sistema linear na forma Ax = b,

80 indice de desempenho foi gerado utilizando o critério de Bolza da teoria de controle
otimo, o leitor pode consultar (BRYSON; HO, 1966) e (CITRON, 1969) para encontrar informagao
mais detalhada
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fazendo uma comparacao é possivel identificar a matriz A e os vetores x e b

(Hj > RTRH; |, +aFTF) Ap = H; [, R'RAV,, (3.37)
X x b

Aplicando o procedimento mencionando na sub-secao 3.2.4, obtém-se

Minimizar ¢
(Ap.€)
Sujeito a
((Hj 5, R'RH; |, +aF"F)Ap —H; |} RTRAVm) +ée=0
(3.38)
AP <Ap < AP,
0<¢<e

Onde

e= <(Hj 7, R'RH; |, +aFTF)Apa) — (Hj e RTRAVm>

A imposigao de limites em Ap na equagao (3.38) introduz informacgdo a priori.
Por exemplo o valor de resistividade deve ser positivo e para o limite superior é
imposto o valor maximo de resistividade que pode ser encontrado. Para aplicacoes
meédicas, as resistividades dentro do toérax, sao valores positivos que variam desde
4Qm para o coragao (musculo) até 1 x 10°Qm para o ar presente nos pulmoes
(ZHANG; PATTERSON, 2006). Partindo desta informagao, é possivel impor os

limites nas variaveis para obter imagens médicas.

3.6 Método Newton-Raphson

Newton-Raphson é um método numérico utilizado na solucao de sistemas nao-
lineares que apresentam a forma f; = 0 para ¢ = 1,...,n (ARUCA, 2002). Para
o caso no qual f(x) é uma fun¢ao de uma tnica variavel z e existe sua primeira
derivada, geometricamente o método consiste em estender a reta tangente que
passa pelo ponto f(z,) até cruzar o eixo das abcissas, onde um novo ponto 1

é determinado e continua-se iterativamente até encontrar o ponto de minimo.
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fix)

fixn)

Xn+1 Xn

Figura 3.11: O ponto z,.1 denota a aproximacao do método Newton-Raphson

ao zero da funcdo f(z).

Para o problema tipico de nosso interesse em que N funcgoes sao igualadas
a zero, nas proximidades da solucao cada funcao pode ser aproximada por uma
série de Taylor truncada

1
F(z,+p) = F(k)+gip+ épTka (3.39)

onde p é o passo para chegar ao minimo da funcao, gx é um vetor de constantes
e G ¢ a matriz Hessiana de F. O minimo do lado direto da equagao 3.39 serd

atingido se p; for o minimo da funcao quadratica
T L
®y = gip+ 50 Gip (3.40)

A funcdo ® tem um ponto estacionario somente se existe um ponto z* onde o
vetor gradiente se anule, isto ¢, deve-se cumprir que V®(z*) = Gz* +g = 0
(GILL; MURRAY; WRIGHT, 1986). Conseqiientemente, um ponto estacionéario py

deve satisfazer o seguinte sistema de equacoes lineares:

Grpr = — 0k (3.41)

O algoritmo de minimizacao no qual p é encontrado como mostrado na equacao
3.41 é chamado Método Newton-Raphson, e a solugao da equacao 3.41 é chamado

de direcao de Newton-Raphson.
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3.6.1 Meétodo Gauss-Newton

Em um grande nimero de problemas praticos, a fun¢ao F(z) é uma soma dos

quadrados de funcoes nao-lineares

Zfz =—||f ()13 (3.42)

Onde a i-componente do vetor f(x) é a fungao f;(x) e ||f(x)|| é o residuo de z. O
Gauss-Newton é um método utilizado na minimizacao de sistemas nao-lineares e
utiliza a informagao da primeira e segunda derivada das fun¢oes fi(z). Seja J(z)

a matriz Jacobiana da func¢ao f(x) e G;(z) a matriz Hessiana de f;(x). Entao

g(z) = I(x)" f(x); (3.43)
G(r) = J(2)"I(2) + Q(z), (3.44)

Onde Q(z) = >, fi(2)G;(z). Daequagao 3.44 observa-se que a matriz Hessiana
da fungao objetivo é uma combinagao de informagao de primeira e segunda ordem.
Os métodos de minimos quadrados sao tipicamente baseados na premissa que
eventualmente o termo de primeira ordem J” (2)J(z) da equagdo 3.44 dominara
o termo de segunda ordem Q(x) (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1986). Utilizando as
equacoes 3.43 e 3.44 na equacao 3.41 do Método Newton-Raphson

(T Je + Qu)py = =11k (3.45)

Sendo p; a solugao da equagao 3.45 e x;, representa a estimativa atual da solugao.
Se ||fx|| tende a zero quando xj chega no ponto 6timo entao a matriz Q,, também

tende a zero. Para x; proximo da solucao, a equacgao 3.45 pode ser escrita
I Ipy = —J1 (3.46)

O vetor que resolve a equacao 3.46 é chamado direcao de Gauss-Newton e o
método no qual o vetor ¢ utilizado como direcao de busca é conhecido como

Método de Gauss-Newton.

3.6.2 Abordagem do Problema de Imagens Absolutas de
Resistividade Utilizando Método de Gauss-Newton

Para determinar o vetor de distribuicao de resistividade p, € R" partindo do

potencial medido, o problema inverso é escrito

p" = min{[|V,, - Vell2 + allp"F'Fpl|} (3.47)
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onde V,, € R 6 o vetor dos potenciais medidos, V. € R é o vetor dos potenciais
obtidos do modelo, @ é um parametro de regularizacao e F é uma matriz filtro
passa altas freqiiéncias espaciais. Para uma iteracao k& do Método Gauss-Newton,

o método atualiza o vetor p, para p, ; de acordo com

Prs1 = Pr + 0Py (3.48)

onde
6p, = (I1J, + aF"F)'IT(V,, — V) — aF Fp,) (3.49)

Comparando as equacoes 3.43, 3.44 e 3.46 com a equacao 3.49 pode-se estabelecer

as relacoes
G(x)=J7J,+ oF"F
g(x) = JZ(Vm —V,) — oFTFp,

Pk = dp;
A matriz Jacobiana em cada iteragao k é

Je=-Y.'=—Y,'I (3.50)

Olhando para a equacdo 3.49 encontra-se um sistema linear na forma x = A=1b

o qual pode-ser resolvido com a formulagao apresentada na secao 3.2.4

Minimizar &
(ép,¢)
Sujeito a

((Jpr + aF"F)ép), — (I (Vi — V) — aFTFpk)> +&e=0 (3.51)

spy! < dp, < op}”
0<¢<e

Onde

e= ((JZJP + aFTF)épO) — ((Jj (Vi — V) — aFTFpk)) (3.52)

(5p§€"f — Limite inferior calculado como mostrado na sec¢ao 3.3.1

dp;"" — Limite superior calculado como mostrado na se¢iao 3.3.1
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3.6.3 Implementacao da RIM na Distribuicao de Resistivi-
dade

Para poder implementar a RIM na determinacao do dp é preciso acrescentar a
matriz de restricoes S mostrada na equacao 3.16 as restricoes de elementos finitos
mostradas na equacao 3.51. O sistema linear apresentando na secao 3.1.7 é funcao
do vetor de resistividade p, portanto, é necessario lembrar que para uma iteragao

k+1 do método Gauss-Newton o vetor de resistividade na iteracao k+1 é igual a

Pri1 = Pr + 0py (3.53)

Substituindo a equacao 3.53 na equacao 3.16 obtém-se

[SH{p). +dp,} < {c} (3.54)

Na equagao anterior, o vetor p, é conhecido, por tanto

[Sl{dp;} < {c} —[Sl{ps} (3.55)

Com a equagao 3.55 em funcao do p;, o sistema da equagao 3.55 pode ser acres-
centado ao sistema linear de restricoes de elementos finitos apresentado na equa-
¢ao 3.51. Finalmente o problema a ser resolvido quando é implementada a RIM

torna-se

Minimizar 19
(6p.¢)

Sujeito a

((Jpr + aF"F)ép, — (I (Vi — Vo) — aFTFpk)) +&e =0

[S[{op:} < {c} — [SH{pi} (3.56)
3py! < dp, < op}”
0<¢{<e

Onde

e= ((Jij + aFTF)(spO) — <(JpT (Vi = V) — aFTFpk)) (3.57)

6p§€"f — Limite inferior movel, ver secao 3.3.1

dp;"" — Limite superior movel, ver se¢ao 3.3.1
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4 Metodologia

O problema de estimacao pode ser formulado como um problema de otimizacao e
pode ser resolvido de diversas formas. Uma comparacao entre dois métodos pode
revelar vantagens', o efeito da propagacao de erros numeéricos, a estabilidade em

condicoes limites e modificacoes para torna-los mais efetivos.

As caracteristicas de PL que podem ser de valor na estimacao de imagens
da TIE sao basicamente duas, PL propaga menos ruido numeérico e é facil im-
por restrigoes nas variaveis restringindo o espago solugao ao espaco clinicamente

significativo.

O algoritmo de PL apresentado neste projeto vai ser testado através de dois
tipos de testes. Foram utilizadas subrotinas para o calculo numérico escritas em
C, que integram a biblioteca de fungdes "GNU Linear Programming (GLPK)"e
que sao distribuidas sobre licenca GPL pela "Free Software Foundation". O
programa foi compilado usando o compilador gcc, no sistema operacional GNU-
Linux. O procedimento para PL na TIE, ou o procedimento para utilizar PL

para resolver sistemas lineares, esta detalhado na subsecao 3.2.4.

4.1 Testes

Para avaliar o desempenho de PL, dois testes vao ser implementados, o primeiro
tipo de teste tem como objetivo demonstrar que PL gera menos propagacao de
erro numérico no momento de inverter matrizes comparado com o método LU
Decomposition e o segundo tipo de teste procura aproveitar a vantagem de poder
impor restri¢oes nas variaveis implementando PL no problema de imagens de vari-
acao de resistividade utilizando Matriz de Sensibilidade, e em imagens absolutas,

utilizando o Método Gauss-Newton.

As malhas de elementos finitos utilizadas nos dois diferentes testes foram

INo caso de estudo foi comparado PL com o método que atualmente ¢ implementado para
resolver sistemas lineares
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geradas com o Programa Gmsh, da Free Software Foundation, em plataforma
GNU-Linux.

No segundo tipo de teste, quando as imagens obtidas sao de variagao de resis-
tividade é necessério ter dados de potenciais elétricos provenientes de um fantoma,
com solugao salina (basal) e com solu¢ao salina com um objeto ou elemento da
malha (perturbado). Quando as imagens sao absolutas s6 é necessario ter dados
com objeto. As medidas de potenciais elétricos, quanto basal como perturbado,
sao geradas com ajuda de uma simulacao numérica ou de uma bancada experi-

mental.

Dados de simulagao numérica. O problema direto que gera os dados simulados
consiste num dominio circular, onde a distribuicao de resistividade ¢ conhecida
a priori. Para gerar os dados de potenciais elétricos simulados pode-se consi-
derar um dominio circular homogéneo, isto é, com distribuicao de resistividade
constante. Para obter dados simulados do fantoma perturbado, escolhe-se um
elemento qualquer da malha de elementos finitos e atribui-se um valor de resisti-
vidade diferente do basal. Nas figuras 4.1(a) e 4.1(b) é mostrado a forma como
é posicionado o objeto para gerar dados numéricos em duas diferentes posicoes,

assim como as dimensoes da cuba e do objeto

©0.30
J

$0.30

(a) (b)

Figura 4.1: Objeto posicionado (a) na borda (b) no centro

Dados da bancada experimental. Os dados da bancada experimental sao gera-
dos injetando corrente nos eletrodos, os quais estao alocados num dominio circular
chamado cuba, dentro da cuba encontra-se uma solucao salina e um objeto de

acrilico ou objetos de agar? simulando o coracdo e o pulmao. Para o caso do

2Gelatina fabricada por AGAR BRASILEIRO, a condutividade final é controlada pela con-
dutividade na fase liquida adicionando sal e medindo a condutiviade com um condutivimetro.
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objeto de acrilico, o potencial elétrico vai ser medido em duas posicoes diferentes

como é mostrado nas figuras 4.2(a) e 4.2(b).

Figura 4.2: Objeto posicionado (a) na borda (b) no centro

As figuras 4.3(a) e 4.3(b) mostram os objetos feitos de agar, as resistividades
dos objetos que estao simulando os pulmoes e o coracao foram determinadas com

o condutivimetro NT-CVP da Nova Técnica.

Figura 4.3: Objetos de agar simulando a geometria do pulmao e coracao

Dados do torax humano. Os dados foram coletados dentro do projeto temético
FAPESP namero 01/05303 — 4 (01/07/2002 até 31/08/2008). Foi injetada uma
corrente senoidal alternada de 4,33mA pico a uma freqiiéncia de 125 kHz com o
tomografo de impedancia elétrica mostrado na figura 4.15. O padrao de injecao
de corrente foi pula trés eletrodos mostrado na figura 3.5(b) com um total de 32
eletrodos alocados ao redor do torax como mostrado nas figuras 4.4(a) e 4.4(b), as
medidas de potencial elétrico foram coletadas para 1000 frames e com o individuo

retendo ar nos pulmoes (inspiragao).
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(a) (b)

Figura 4.4: Posicionamento dos eletrodos para gerar imagens do térax humano

4.1.1 Diminuicao do Erro Numérico via PL

Nesta segao testa-se a hipoteses de que ao resolver um sistema linear usando PL
a propagacao de erro numérico é menor do que quando se resolve o sistema linear

via LU Decomposition. Da algebra de matrizes

AA ' =1 (4.1)

ou reescrevendo

AAT -T=0. (4.2)

O erro numeérico na inversao da matriz A provoca

AA' - 1=E (4.3)

onde E é uma matriz com valores proximos de zero. Uma norma da matriz E
¢ uma medida da qualidade da inversao da matriz A. Seja ¢ =|| E || um escalar

que quanto menor, menor serd a propagacao de erro na inversao de A.

O sistema linear que desejamos resolver neste trabalho esta definido na equa-
¢ao 3.37. Desta forma, a matriz do sistema que iremos utilizar no lugar da matriz
Aé

H; | R"RH, |,, +aF"F (4.4)
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Iremos comparar o valor de ¢ obtido com PL com o valor de e obtido uti-
lizando fungoes para inversao de matrizes da biblioteca MKL * (Intel Kernel
Library). O parametro de regularizagdo « seré diminuido para poder observar o
comportamento tanto de PL. como da biblioteca da MKL quando a matriz A vai

se tornando mal condicionada. *

Na figura 4.5 mostra-se a malha utilizada para gerar a matriz Hj, ou seja

matriz A no contexto desta subsecao.

3hittp : /Jwww.intel.com/cd/software/products/asmo — na/eng/per flib/mkl/index.htm
Método de inversao de matrizes LU Decomposition

“4Para obter a inversa da matriz A utilizando PL, é necessério resolver um nimero de sistemas lineares igual
ao numero de elementos finitos da malha, isto &, para cada coluna a determinar da matriz inversa resolve-se um
sistema linear. No caso de uma malha de trés elementos finitos, o tamanho da matriz A é de 3 X 3 e 0o niimero
de sistemas lineares que tem-se que resolver para encontrar a matriz inversa A~ com PL é igual a trés.

A1 A1z Ags] [AQ 1

—1
Az A2z Azs| 1Ay | _ (0) Primeiro sistema linear (4.5)
Asz1 Asz Ass| |Aj] 0

rAix A1z Aisl [AL] ro

—1
Azr A2z Ass| |Agy | _ 1] Segundo sistema linear (4.6)
Asz1 Asz Ass A§21 0
rA1n Az Aiz] [AL] ro

—1
Az1 Az Azs| |Ayy| _ 10 Terceiro sistema linear (4.7)
Az Asz Ass| [AG] 1

O primeiro sistema linear vai determinar a primeira coluna da matriz A=, o segundo sistema linear vai terminar
a segunda coluna da matriz A ~! e o Gltimo sistema linear determina a tiltima coluna da matriz A~1. A solugio
de cada sistema linear ¢é feita com o procedimento apresentado na se¢do 3.2.4 e mostrado a seguir apenas para o
primeiro sistema linear onde o vetor coluna A;ll com ¢ = 1,2,3 é chamado de x e o vetor coluna de componentes
[1 0 0]T & chamado de b

Minimizar I3
Sujeito a
Ax—-b+&e =0 (4.8)
Tmin < X < Tmaz
0<g<e

Quando £ &~ 0, o vetor x satisfaz Ax = b.

Da formulacao apresentada, observa-se que PL precisa de limites nas variaveis e o problema a resolver nio
proporciona informacao fisica para impor ditos limites. Adotam-se limites construidos em torno de cada coluna
da matriz inversa de A obtida por LU Decomposition. Portanto, na solu¢do do primeiro sistema linear, resulta
o problema de otimizacao

Minimizar I3

Sujeito a
Ax—b+&e=0 (4.9)
LI+ ALYV <x; <LS«ALV i=1,2,3

0<e<e
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Figura 4.5: Malha composta por 1938 nos, 606 elementos e 30 eletrodos

4.1.2 PL Comparado com LU Decomposition - Matriz de
Sensibilidade

O objetivo de implementar PL no problema de obtencao de imagens de varia-
cao de resistividade é aproveitar uma suposta da diminuicao do erro numérico e
aproveitar a facilidade de imposicao de limites nas variaveis em PL para obter
melhorias nas imagens. As imagens obtidas com PL vao ser comparadas com as

imagens obtidas com LU Decomposition.

4.1.3 PL comparado com LU Decomposition - Gauss-Newton

A implementacao de PL no método Gauss-Newton vai ser na solucao do sistema
linear da equacdo (3.49). E necessario utilizar programacio linear seqiiencial
(PLS). Em cada iteracao do algoritmo Gauss-Newton, novos limites inferiores e
superiores serao calculados. O desempenho da PLS sera avaliado ao comparar a

diferenca entre o potencial elétrico medido e o potencial elétrico calculado.

4.1.4 Dados de Simulacao Numérica

4.1.4.1 Dados de Simulagcao Numeérica para Matriz de Sensibilidade

1. Elemento na borda: foram usadas duas malhas de elementos finitos diferen-
tes para resolver o problema direto e inverso. A malha para o problema
direto mostrada na figura 4.6(a) tem 840 nos, 240 elementos e 30 eletrodos;

enquanto que a malha para o problema inverso, tem 768 nos, 216 elementos
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e 30 eletrodos como se observa na figura 4.6(b). Assumiu-se uma resistivi-
dade de 1022m para todos os elementos, exceto no elemento 175 (ressaltado

em vermelho) cuja resistividade adotou-se igual a 50Q2m.

2. Elemento no centro: as mesmas malhas de elementos finitos das figuras
4.6(a) e 4.6(b) foram usadas novamente para resolver o problema direto
e o problema inverso. No problema direto admitiu-se uma resistividade
homogénea de 102m para todos os elementos, exceto para o elemento 217

(ressaltado em laranja) cuja resistividade adotou-se igual 50Q2m.

3. Objeto na borda: foram usadas duas malhas de elementos finitos diferentes
para resolver o problema direto e inverso. A malha para o problema direto
mostrada na figura 4.7(a) tem 3348 nos, 1076 elementos e 30 eletrodos; en-
quanto que a malha para o problema inverso, tem 2478 nos, 786 elementos
e 30 eletrodos como se observa na figura 4.7(b). Assumiu-se uma resistivi-
dade de 102m para todos os elementos, exceto no objeto cuja resistividade

adotou-se igual a 100Q2m.

4. Objeto no centro: A malha do problema direto mostrada na figura 4.8(a)
tem 3522 noés, 1134 elementos e 30 eletrodos; enquanto que a malha do
problema inverso mostrada na figura 4.8(b) tem 2508 nos, 796 elementos e
30 eletrodos. No problema direto admitiu-se uma resistividade homogénea

de 10Q2m para todos os elementos, exceto para o objeto cuja resistividade

adotou-se igual a 100Q2m.

Figura 4.6: Malhas de elementos finitos para resolver o problema (a)

direto e (b) inverso
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Figura 4.7: Malhas de elementos finitos para resolver o problema (a)

direto e (b) inverso
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Figura 4.8: Malhas de elementos finitos para resolver o problema (a)

direto e (b) inverso

4.1.4.2 Dados de Simulacao Numérica para o Método Gauss-Newton

1. Objeto na borda: As simulagbes numéricas com objeto perto da borda vao
ser feitas com malhas de elementos finitos em 2D. Foram usadas duas ma-
lhas diferentes para resolver o problema direto e inverso. A malha para o
problema direto mostrada na figura 4.9(a) tem 2252 nos, 708 elementos e
32 eletrodos; enquanto que a malha para o problema inverso, tem 1604 nos,

492 elementos e 32 eletrodos como se observa na figura 4.9(b). Assumiu-se
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uma resistividade de 202m para todos os elementos, exceto no objeto cuja
resistividade adotou-se igual a 100{2m, o padrao de corrente e voltagem

utilizado na medicao do potencial elétrico foi pula trés eletrodos.

2. Objeto no centro: A malha do problema direto mostrada na figura 4.8(a)
tem 3522 nos, 1134 elementos e 32 eletrodos; enquanto que a malha do
problema inverso mostrada na figura 4.8(b) tem 2508 nos, 796 elementos e
32 eletrodos. No problema direto admitiu-se uma resistividade homogénea
de 20Q2m para todos os elementos, exceto para o objeto cuja resistividade
adotou-se igual a 1002m, o padrao de corrente e voltagem utilizado na

medicao do potencial elétrico foi pula trés eletrodos.
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Figura 4.9: Malhas de elementos finitos em 2D para resolver o problema

(a) direto e (b) inverso
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Figura 4.10: Malhas de elementos finitos em 2D para resolver o

problema (a) direto e (b) inverso
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4.1.5 Dados da Bancada Experimental

4.1.5.1 Dados de Bancada Experimental para Matriz de Sensibilidade

Para trabalhar com dados da bancada experimental, foi gerada uma malha de
3306 nos, 1062 elementos e 30 eletrodos mostrada na figura 4.11. Assumiu-se
parametros de eletrodo de 0,02Qm? e 20,0Qm para a solucdo salina. O padrao

de corrente e voltagem utilizado na medicao do potencial elétrico foi pula um

eletrodo.
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Figura 4.11: Malha de elementos finitos para trabalhar com dados da bancada

experimental

4.1.5.2 Dados de Bancada Experimental para Gauss-Newton

Para trabalhar com dados da bancada experimental, foi gerada uma malha de
2516 noés, 796 elementos e 32 eletrodos mostrada na figura 4.12, esta malha é
utilizada para tratar dados com objeto e para tratar dados com agar. Com
dados de fantoma com objeto, assumiu-se parametros do eletrodo de 0,02Qm?.
A resistividade da solucao salina foi medida, com o condutivimetro NT-CVP da
Nova Técnica, com valor de 2, 77Qm. A altura da solucao salina é de 25mm e
o valor da corrente injetada foi de 4,0750mA medida com um osciloscopio. O
padrao de corrente e de voltagem utilizados na injecao de corrente e na medicao

do potencial elétrico foi pula trés eletrodos.

Quando os objetos sao de agar, os parametros de eletrodos foram adotados
igual a 0,02Qm. A resistividade da solugao salina foi medida, com o condutivime-
tro NT-CVP da Nova Técnica, com valor de 2,27Qm. A resistividade dos objetos

de agar simulando os pulmoes foi medida, com o condutivimetro NT-CVP Nova
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Técnica, com valor de 3,80m. A resistividade do objeto de agar para simular o
coracao foi determinada igual a 0,98(2m. A altura da solucao salina é de 20mm e
o valor da corrente injetada foi de 4, 3249m A medida com osciloscopio. O padrao
de corrente e o padrao de voltagem utilizado na medicao do potencial elétrico foi

pula trés eletrodos.

Figura 4.12: Malha de elementos finitos para trabalhar com dados da bancada

experimental

4.1.5.3 Dados do térax humano para Gauss-Newton

Para trabalhar com dados do térax humano, os eletrodos foram alocados ao redor
do torax como mostrado nas figuras 4.4(a) e 4.4(b). Para gerar a malha de
elementos finitos, duas medidas do corpo humano foram feitas como mostrado

nas figuras 4.13(a) e 4.13(b)
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(a) (b)

Figura 4.13: Medidas para gerar a malha de elementos finitos (a) distancia

entre eletrodos e (b) largura do torax

A malha de elementos finitos gerada (figura 4.14) tem 1484 nos , 452 ele-
mentos e 32 eletrodos. Assumiu-se parametros dos eletrodos de 0,020Qm?. O
valor da corrente injetada foi de 2, 725mA medida com o osciloscopio. O padrao
de corrente e o padrao de voltagem utilizado na medicao do potencial elétrico
foi pula trés eletrodos. Os dados foram coletados quando o individuo estava em

inspiracao (pulmoes com ar).

Figura 4.14: Malha de elementos finitos para gerar imagens do térax humano

Os dados (objeto de acrilico, objetos de agar e térax humano) foram coletados

com o tomografo mostrado na figura 4.15 cedido pela empresa Dixtal.
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Figura 4.15: Tomografo por Impedancia Elétrica
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5 Resultados

5.1 Resultados Obtidos com PL na Diminuicao do
Erro Numérico

Como anteriormente explicado, para investigar a diminuicao do erro numérico

trabalhando com PL calculou-se o indice |[AA™ — T = 0.

Nas figuras a continuacao sao apresentados graficos dos autovalores da matriz
A

Parametro de regularizagdo a=1e-4

.
o|
S

Autovalor (Escala Logaritmica)

N
S
A
T

| | |
0 50 100 150 200
Numero de Autovalores

Figura 5.1: Autovalores para a = 1,0e™4
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Autovalor (Escala Logaritmica)

Autovalor (Escala Logaritmica)

-3

Parametro de regularizagcdo a=1e-5

10 E
107 1
10°F

0 50 100 150 200

NUmero de Autovalores
Figura 5.2: Autovalores para a = 1,0e°
Parametro de regularizagcao a=1e-6

107 ; ; ‘
10° 4
107 1
10°F ]
10767 I L 1

0 50 100 150 200

NUmero de Autovalores

Figura 5.3: Autovalores para a = 1,0e°
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Autovalor (Escala Logaritmica)

Parametro de regularizagdo a=1e-7

;
0 50

|
100

NUmero de Autovalores

200

Figura 5.4: Autovalores para a = 1,0e~"

Nas figuras anteriormente mostradas, nota-se que o menor autovalor é igual

ao valor da regularizacao e esses mesmos autovalores podem ser utilizados para

definir um indice de observabilidade modal.

Nas tabelas apresentadas a seguir, mostram-se os resultados obtidos para

diferentes valores de limite inferior e superior e para diferentes valores de para-

metros de regularizacao «. Para poder fazer uma comparacao direta entre PL e

LU Decomposition, é necessario encontrar uma solucao para o sistema linear com

PL onde o nimero de restrigoes ativas Ra seja igual a zero.

Limite Inferior | Limite Superior | Parametro « Erro PL Erro LU Ra
0.8 1.2 1,0e4 2,4940e 12 | 2,3261,0e1% | 12
0.8 1.2 1,0e75 2,0137¢ 1 1,8730e~ 2
0.8 1.2 1,0e~¢ 1,5893¢~10 3,3242¢710 0
0,8 1.2 1,0e~7" 1,2087¢7Y | 6,7121,0e7° | 0

Tabela 5.1:

Os limites sao determinados somando e subtraindo 20%

respectivamente
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Limite Inferior | Limite Superior | Parametro « Erro PL Erro LU Ra
0.7 1.3 1,0e1 2,4940e71% | 2,3261,0e71% | 8
0.7 1.3 1,0e? 2,0137¢~ 11 1,8730e~ 1! 2
0.7 1.3 1,0e¢ 1,5893¢~10 3,3242¢710 0
0,7 1.3 1,0e”" 1,2087e~? | 6,7121,0e° | 0

Tabela 5.2: Os limites sao determinados somando e subtraindo 30%

respectivamente

5.2 Resultados Implementando PL e LU Decom-
position no Problema de Imagens de Variacao
de Resistividade

5.2.1 Dados de Simulacao Numérica

Na solucao do problema inverso, para o primeiro e segundo testes, utilizou-se
uma estimativa inicial de resistividade homogénea de 20Qm e 0,02Qm? para os
parametros dos eletrodos. Para o terceiro e quarto teste, a estimativa inicial de
resistividade foi de 10Q2m e 0,02(2m? para os parametros dos eletrodos. Foram
usadas as malhas das figuras 4.6(a) e 4.6(b) para o primeiro e segundo teste. Para
o terceiro teste foram usadas as malhas das figuras 4.7(a) e 4.7(b). No ultimo
teste as malhas usadas sdo mostradas nas figuras 4.8(a) e 4.8(b). A seguir sdo

mostradas as imagens' geradas em cada teste

—2

e Elemento perturbado perto da borda Parametro a« = 1, Oe

08
0.6
0.05 0.1 0.15

Figura 5.5: Distribuicao de resistividade, elemento perturbado na borda
(a) com PL e (b) LU Decomposition

-0.15 -0.1 -0.05 0

(a

L As imagens foram feitas no software "Matlab"e no "Gnuplot"onde o dominio circular esta
inscrito numa forma retangular.
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Newton Raphson Newton Raphson

Figura 5.6: Imagem interpolada (a) com PL e (b) LU Decomposition

e Elemento perturbado perto do centro Parametro a = 1,0e~2

—0.05 -0.05

—0sl -0.15

-0.15 -01 -0.05 0 0.05 01 015

Figura 5.7: Distribuicao de resistividade, elemento perturbado no centro

(a) com PL e (b) LU Decomposition

Problema Relativo Normalizado Problema Relativo Normalizado

Figura 5.8: Imagem interpolada (a) com PL e (b) LU Decomposition
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e Objeto perturbado perto da borda Parametro o = 1, 0e 2

Resistividade [Qm] 6
6 5
5 4
4 3
3 2
2
1 1
0 e 0

-1 -1

Frontal [m]

Figura 5.9: Distribuicao de resistividade, imagem interpolada, objeto na borda

com dados experimentais utilizando PL

Resistividade [Qm]

Frontal [m]

Figura 5.10: Distribuicao de resistividade, imagem interpolada, objeto na

borda com dados experimentais utilizando LU Decomposition
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e Objeto perturbado perto da borda Parametro o« = 0,0

Matriz de Sensibilidade Normalizado Matriz de Sensibilidade Normalizado % 10%
100 10
0.15 0.15
av;
SRS
0.1 0.1 A VavAN Yy >
80 7{‘ ARSEE X :' \ 5
A" \ 7
0.05 0.05- AN W 4 \SKA
60 NAWANA AR
0 g 0| NP 3 KLY &
ORISR o
40 DOREREY
-0.05 -0.05 R N avavy)
KRQAZ
A5 Vi
-0.1 20 -0.1 NN -5
X PR
SSNAVAVAS > =2
-0.15 o ~0.15 X
-0.1 0 0.1 -0.1 0 0.1

(a) (b)

Figura 5.11: Distribuicao de resistividade, objeto na borda com dados

experimentais (a) com PL e (b) LU Decomposition

Matriz de Sensibilidade Normalizado Matriz de Sensibilidade Normalizado % 10%
10
100 01l
80 ¥ s o 5
0.05} A
I i
602 P
< - Q
0 O<
40 v
-0.05f i 4
20 5
-0.1
0
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1

(a) (b)

Figura 5.12: Imagem interpolada (a) com PL e (b) LU Decomposition

Matriz de Sensibilidade Normalizado Matriz de Sensibilidade Normalizado % 10%
x 10" 10
5
0
-5

Figura 5.13: Imagem interpolada em perspectiva (a) com PL e (b) LU

Decomposition
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e Objeto perturbado perto do centro Parametro o = 1, 0e—2

Resistividade [Qm] 35
3.5 3
3 2.5
25 2
L % 15
5 1
0.5 0.5
0 0
0.15
0.05 Lateral [m]
Frontal [m]
Figura 5.14: Distribuicao de resistividade, objeto no centro com dados
experimentais, solucao via PL
Resistividade [Qm] 1.4
1.2
14 - 1
12 0.8
1 F S ’
0.8 ";’%-ifise’sss.-. 0.6
82 0.4
: 0.2
0.% 0
-0.2 -0.2
-0.]

Frontal [m]

Figura 5.15: Distribuicao de resistividade, imagem interpolada, objeto no

centro com dados experimentais, solucao via LU Decomposition
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e Objeto perturbado perto do centro Parametro o« = 0,0

Matriz de Sensibilidade Normalizado Matriz de Sensibilidade Normalizado 18
100 x 10
0.15
10
0.1 80
0.05
60 5
0 g g
40 0
—-0.05
-0.1 20 5
-0.15 o
-0.1 0 0.1
(a) (b)
Figura 5.16: Distribuicao de resistividade no centro com dados
experimentais (a) com PL e (b) LU Decomposition
Matriz de Sensibilidade Normalizado Matriz de Sensibilidade Normalizado X 10%
100
0.1 10
80
0.05¢
60 5
g 0 g
40
-0.05f 0
20
-0.1 s
0
—0:1 —0.65 0 0.65 O‘.l —Oil —0.65 0 OA‘05 O‘.l
(a) (b)

Figura 5.17: Imagem interpolada (a) com PL e (b) LU Decomposition

Matriz de Sensibilidade Normalizado Matriz de Sensibilidade Normalizado % 10%
100 x 10"
15 10
80 1
||
60 0.5 5
) ‘l
0 \ " I’
10 4l 1 |
4 SV ]
-0.5 1 s 0
ey
20 1 w N
0.1 _5
0
-0.1 o1
(a) (b)

Figura 5.18: Imagem interpolada em perspectiva (a) com PL e (b) LU

Decomposition
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5.2.2 Dados da Bancada Experimental

Para a obtencao de dados da bancada experimental o objeto foi posicionado na
borda e no centro, conforme mostrado nas figuras 4.2(a) e 4.2(b). Foi imposto um
valor de 0,02Qm? para o parametro do eletrodo e 20, 0Qm para a solucio salina.

2 com diferentes valores de

Para cada posicao do objeto, vai ser gerada imagem
a, permitindo observar o comportamento de PL quando a matriz vai-se tornando

mal condicionada.

e Objeto perto da borda Parametro o = 1,0e3

Resistividade [Qm] 21.5
45 ¢ 2.5
35 2.5
2. C 1.5

15 1
0.5 == 8.5
-0. -0.5

0.15
-0 teral [m]

Frontal [m]

Figura 5.19: Obtencgao de imagem de variacao de resistividade na borda com

dados experimentais utilizando PL

Resistividade [Qm]

P

25 + g p

5 i 4

- e T T SRR/ A e T L
TR e e TSR T [ LA S Zat=a—a—
15 F ST AT T TR N e
7 e

1 .~ T F T
05 — ==

0 =

Frontal [m]

Figura 5.20: Obtenc¢ao de imagem de variacao de resistividade na borda com

dados experimentais utilizando LU Decomposition

2As imagens foram feitas no software "Matlab"e no "Gnuplot"onde o dominio circular esta
inscrito numa forma retangular.
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e Objeto perto da borda Parametro o« = 1,0e~*

Resistividade [Qm] 6
5
6 4
5 F e
L e s D 3
4 e e T RN v
3 F e - 2
2 F e
1 —— = 1
— —
0 — e 0
= S
4L = -1

—
= 2=

Frontal [m]

Figura 5.21: Obtenc¢ao de imagem de variacao de resistividade na borda com

dados experimentais utilizando PL

Resistividade [Qm]

Frontal [m]

Figura 5.22: Obtengao de imagem de variagao de resistividade na borda com

dados experimentais utilizando LU Decomposition
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e Objeto perto da borda Parametro a = 0,0
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Figura 5.23: Obtencgao da distribuig¢ao de resistividade na borda com

dados experimentais (a) com PL e (b) LU Decomposition

Matriz de Sensibilidade Normalizado

-01 -005 O 0.05 0.1

(a)

200

150

100

o

-0.1

Problema Relativo Normalizado

Figura 5.24: Imagem interpolada (a) com PL e

300

200

100

-100
0.

Matriz de Sensibilidade Normalizado

(a)

1
0 5 01
01 -0.1

200

150

100

0

-01 -0.05 0 0.05 01

(b) LU Decomposition

Matriz de Sensibilidade Normalizado

X

1019

0 0.1

Figura 5.25: Imagem interpolada em perspectiva (a) com PL e (b) LU

Decomposition
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e Objeto perto do centro Parametro oo = 1,0e3

Resistividade [Qm] 2.5

.1 — == 1

- — o2 =
e ==
R = Ja 0.5
. L e T — >—> e
gy - 0
B e e e e e e e e e e
B a v

-05 S -0.5

Frontal [m]

Figura 5.26: Obtenc¢ao de imagem de variacao de resistividade na borda com

dados experimentais utilizando PL

Resistividade [Qm] 1.2
1
1.% 0.8
0.6
812 0.4
0.4 0.2
0'% <> 0
R e S e S
02 e ey -0.2
-0.4 & -0.4
0.15
-0 0.05 Lateral [m]

Frontal [m]

Figura 5.27: Obtenc¢ao de imagem de variacao de resistividade na borda com

dados experimentais utilizando LU Decomposition
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e Objeto perto do centro Parametro oo = 1, 0e™*

Resistividade [Qm] 4
35
4 -~ 3
35 25
28 [ 2
2 F 1.5
15 1
0.% > o
- o ——— o 0
-05 ~%1§:5€::€;::4§W>:’: -0.5
0.15
0.05 Lateral [m]
Frontal [m]
Figura 5.28: Obtenc¢ao de imagem de variacao de resistividade na borda com
dados experimentais utilizando PL
Resistividade [Qm] 1.4
1.2
_ 1
13 ¢ e 0.8
C WV 0.6
- LT e LS
- AT 0.4
6 F &= ——
g. - S 0.2
5 F — e AVASS=— = e 0
_ - = NI AT A T -0.2
_§- r K1 N 7‘,;;;“‘;"::::.$ -0.4
- - -0.6

Frontal [m]

Figura 5.29: Obtenc¢ao de imagem de variacao de resistividade na borda com

dados experimentais utilizando LU Decomposition
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e Objeto perto do centro Parametro a = 0,0

Matriz de Sensibilidade Normalizado Matriz de Sensibilidade Normalizado X 10%
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0 -6
-0.1 0 0.1 -0.1 0 0.1
(a) (b)
Figura 5.30: Distribuicao de resistividade no centro com dados
experimentais (a) com PL e (b) LU Decomposition
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Figura 5.31: Imagem interpolada (a) com PL e (b) LU Decomposition

Matriz de Sensibilidade Normalizado Matriz de Sensibilidade Normalizado % 10%
200 x 10"
4
2
0
-2
-4
-6

Figura 5.32: Imagem interpolada em perspectiva (a) com PL e (b) LU

Decomposition
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5.3 Resultados Implementando PLS e LU Decom-
position no Método Gauss-Newton

5.3.1 Dados de Simulacao Numérica

Para a obtencao dos dados simulados quando o objeto estd localizado perto da
borda e no centro, usou-se a situacao em que a resistividade é constante no do-
minio circular, exceto num objeto que fica perto da borda ou no centro, onde
foi imposta uma resistividade muito maior. A resistividade do elemento pertur-
bado foi de 100, 02m; para os eletrodos se assumiu um parametro do eletrodo de

0,020m? e para os demais elementos a resistividade foi de 20Qm.

Na solugao do problema inverso, para o primeiro e segundo teste, utilizou-se
uma estimativa inicial de resistividade homogénea de 10Qm e 0,02Qm? para os

elementos e o parametro do eletrodo, respectivamente.

Para a solugao do problema direto foram usadas as malhas das figuras 4.9(a)
e 4.10(a) para o objeto perto da borda e perto do centro respetivamente. Para a
solugdo do problema inverso foram usadas as malhas das figuras 4.9(b) e 4.10(b)
para o objeto perto da borda e perto do centro. A continuacao sao mostradas as

imagens geradas em cada teste?.

e Objeto perturbado perto da borda Parametro oo = 1,0e~"

Resistividade [Qm]

0
Frontal [m]

Figura 5.33: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

numéricos usando PLS para determinar o dp

3 As imagens foram feitas no software "Matlab"e no "Gnuplot"onde o dominio circular esta
inscrito numa forma retangular. Alguns dos graficos sdo o resultado de uma interpolacao
adicional que é um filtro passa baixa e que deve ser ajustado cuidadosamente para nao suavizar
o resultado
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Resistividade [Qm]

<~
LT FT | ]

T _b.:.l"
s ——

—
e

0
Frontal [m]

Figura 5.34: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp

Erro LP
" Erro LU Decomposition

erro [Vm-Vc|

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
iteracoes

Figura 5.35: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto perturbado perto da borda Parametro o = 1, 0e®

Resistividade [Qm]

60
50
40
30
20
10

0

‘ 0
7 .05 Lateral [m]

- ';’ 0
]

Frontal [m

Figura 5.36: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

numéricos usando PLS para determinar o dp

Resistividade [Qm]

60
50
40
30
20
10

0

0
Frontal [m]

Figura 5.37: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp

Erro LP
10" : Erro LU Decomposition -

10° 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

iteragdes

Figura 5.38: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto perturbado perto da borda Parametro o = 1, 0e~1°

Resistividade [Qm]

l”

Frontal [m]

Figura 5.39: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

numéricos usando PLS para determinar o dp

Resistividade [Qm] 15000
10000
15000
10000 5000
5000 0
_5008 -5000
~10000 -10000
-15000 -15000

Frontal [m]

Figura 5.40: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp
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Erro LP
Erro LU Decomposition

erro [Vm-Vc|

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
iteragcbes

Figura 5.41: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto perturbado perto do centro Parametro a = 1,0e~"

Resistividade [Qm]

0.0

Frontal [m]

Figura 5.42: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numéricos usando PLS para determinar o dp

Resistividade [Qm]

0
~-0.05 Lateral [m]
-0.1

0.05
Frontal [m]

Figura 5.43: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numéricos usando LU Decomposition para determinar o dp

Erro LP
Erro LU Decomposition

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
iteragcbes

Figura 5.44: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto perturbado perto do centro Parametro o = 1,0e~°

Resistividade [Qm]

35
30

35
30
25
20
15
10

0.0
Frontal [m]

Figura 5.45: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numéricos usando PLS para determinar o dp

Resistividade [Qm]

35
30
25
20
15
10

0
Frontal [m]

Figura 5.46: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp

Erro LP
10" : Erro LU Decomposition -

10° 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

iteragdes

Figura 5.47: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto perturbado perto do centro Parametro a = 3, 0e~!!

Resistividade [Qm]

EENNWWASJT
J1I0U1I0UIOUIOUIO

0.05
Frontal [m]

Figura 5.48: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

Resistividade [Qm]

numéricos usando PLS para determinar o dp

6e+08
5e+08
4e+08
3e+08
2e+08
1e+08
0

-1le+08
-2e+08
-3e+08
-4e+08

Figura 5.49: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp

Erro LP
1072 Erro LU Decomposition 4

1072 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

iteragdes

Figura 5.50: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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5.4 Comparacao das Imagens Obtidas com LU De-
composition e PLS Utilizando RIM

5.4.1 Dados de Simulacao Numérica

Os dados utilizados quando é utilizada a restricao de inclinacao maxima de resis-
tividade RIM sao os mesmos mencionados na se¢ao 5.3, desta vez a restricao RIM

vai ser acrescentada no sistema de restricoes como mostrado na equacao 3.56

e Objeto perturbado perto da borda Parametro oo = 1,0e~"

A

AR
i
/. N

/‘"’Vg? 5 é ‘% S= -
= \\QZQs@:,# NI
=0 NS
= Lf;s&@ 5%{%%

Resistividade [Qm]

=SS

>

w
o
rTrrr 17T T1

7 0
.05 Lateral [m]
15

00
Frontal [m]
Figura 5.51: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

numéricos usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm]

- 0.0
Frontal [m]

Figura 5.52: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp
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Erro LP com RIM
Erro LU Decomposition

erro [Vm-Vc|
5
T

107 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

iteracdes

Figura 5.53: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados

e Objeto perturbado perto da borda Parametro o = 1, 0e~®

Resistividade [Qm]

} 0.0
Frontal [m]

Figura 5.54: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

numéricos usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm] PN\ 60
50
60
50 40
40 30
30
20 20
10 10
0 0

0.0

Frontal [m]

Figura 5.55: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp
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—— Erro LP com RIM
Erro LP sem RIM
——— Erro LU Decomposition

erro [Vm-Vc|

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
iteracoes

Figura 5.56: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados

e Objeto perturbado perto da borda Parametro o = 1, 0e~1°

Resistividade [Qm]

0
Frontal [m]

Figura 5.57: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

numéricos usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm] 3.5e5808
e+
_ 3.5e+08
43108 3e+08
3. gi - %56(;808
C o
23808 | 1.5e+08
1.5e+ o 1e+08
8102 [ 5e+07
-5e+0 -5e+07

0.0
Frontal [m]

Figura 5.58: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp
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107

Erro LP com RIM
Erro LP sem RIM
10°F Erro LU Decomposition

o
o»

5

erro [Vm-Vc|
-
o

=
S}
o
T

107° 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

iteracdes

Figura 5.59: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados

e Objeto perturbado perto do centro Parametro a = 1,0e~7

Resistividade [Qm]

0
Frontal [m]

Figura 5.60: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numéricos usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm]

0.0
Frontal [m]

Figura 5.61: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp
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Erro LP com RIM
Erro LP sem RIM
10" b Erro LU Decomposition

107 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

iteracdes

Figura 5.62: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados

e Objeto perturbado perto do centro Parametro o = 1,0e°

Resistividade [Qm]

Frontal [m]

Figura 5.63: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numéricos usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm] 35
30
35
30 25
25 20
20
15 15
10 10
5 F 5
0.15
0.1
-0 -0.05 Lateral [m]

0.0
Frontal [m]

Figura 5.64: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp
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Erro LP com RIM
Erro LP sem RIM
Erro LU Decomposition

10 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

iteracdes

Figura 5.65: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados

e Objeto perturbado perto do centro Parametro a = 3, 0e !

Resistividade [Qm]

EENNWWS SO
U1I0UIOUIOUIOUIO

Frontal [m]

Figura 5.66: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numéricos usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm]

6e+08
5e+08
4e+08
3e+08
2e+08
1e+08

0
-1e+08
-2e+08

-6+
-3e+
o3gt -4e+08

-3e+08

Frontal [m]

Figura 5.67: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

numeéricos usando LU Decomposition para determinar o dp



5.4 Comparagao das Imagens Obtidas com LU Decomposition e PLS Utilizando RIMT6

Erro LP com RIM

10 Erro LP sem RIM |
Erro LU Decomposition

erro [Vm-Vc|
1S
T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iteracoes

Figura 5.68: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados

5.4.2 Dados de Bancada Experimental

Para a obtencao dos dados de bancada experimental, foram feitos dos tipos de
testes. No primeiro teste, colocou-se o objeto em duas posicoes diferentes como
mostrado nas figuras 4.2(a) e 4.2(b). O parametro do eletrodo foi assumido igual
a 0,020m?, para a solucdo salina a resistividade foi medida com o condutivimetro
e foi igual a 2, 77Qdm. Na solucao do problema inverso utilizou-se uma estimativa
inicial de resistividade homogénea de 1Qm e 0,02Qm? para os elementos e o

parametro do eletrodo respectivamente.

Para o segundo teste foram gerados objetos similares as geometrias do pulmao
e o coragao como mostrado nas figuras 4.3(a) e 4.3(b). A resistividade do objeto
similar ao pulmao foi de 3,80m e do objeto similar ao coragao foi de 0,980m, a
resistividade da solugao salina foi de 2,27Q2m. Na solucao do problema inverso
utilizou-se uma estimativa inicial de resistividade homogénea de 1Qm para os
elementos e de 0,02Qm? para o parametro do eletrodo. A malha utilizada para
resolver o problema inverso tanto do objeto de acrilico como dos objetos de agar

¢ mostrada na figura 4.12
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e Objeto de acrilico perto da borda Parametro o = 1,0e™*

Resistividade [Qm]

Figura 5.69: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

experimentais usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm]

Frontal [m]

Figura 5.70: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

experimentais usando LU Decomposition para determinar o dp
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12
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Figura 5.71: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto de acrilico perto da borda Parametro o = 1,0e™°

Resistividade [Qm] A /i
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Figura 5.72: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

experimentais usando PLS e RIM para determinar o dp
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Figura 5.73: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

experimentais usando LU Decomposition para determinar o 6p
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Figura 5.74: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto de acrilico perto da borda Parametro o = 1,0e~¢

Resistividade [Qm]

12
10
8
6
4
2
0
0.15
_——— T s 0
-0.] - o " e -0.05 Lateral [m]

0.0 ~0.1

Frontal [m]

Figura 5.75: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

experimentais usando PLS e RIM para determinar o dp
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0
Frontal [m]

Figura 5.76: Obtencao de resistividade absoluta na borda com dados

experimentais usando LU Decomposition para determinar o dp
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Erro LP com RIM
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iteragcbes

Figura 5.77: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto de acrilico perto do centro Parametro o« = 1, 0e™*

Resistividade [Qm]

3

PR WW0W W
oo MR NhO

TTTTTITTTTT

Frontal [m]

Figura 5.78: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

experimentais usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm] 3
3 2.8
28 2.6
26 2.4
2.4 + 2.2
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18 1.8
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Frontal [m]

Figura 5.79: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

experimentais usando LU Decomposition para determinar o dp
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Figura 5.80: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto de acrilico perto do centro Parametro o = 1,0e~°

Resistividade [Qm] 4.5

4.5
4
35
3
25
2
1.5

Frontal [m]

Figura 5.81: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

experimentais usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm] 3.5
35 3
3 r 25
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Frontal [m]

Figura 5.82: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

experimentais usando LU Decomposition para determinar o dp
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Figura 5.83: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objeto de acrilico perto do centro Parametro o« = 1,0e~¢

Resistividade [Qm]

=N WO
TTTTTTTTT T

0
Frontal [m]

Figura 5.84: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

experimentais usando PLS e RIM para determinar o dp

Resistividade [Qm] 30
20 20
20 F 10
10 0
0k -20
-30 F -30
-40 -40
0.15
-0 -0.05 Lateral [m]

0.0

Frontal [m]

Figura 5.85: Obtencao de resistividade absoluta no centro com dados

experimentais usando LU Decomposition para determinar o dp

Erro LP com RIM
Erro LU Decomposition
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Figura 5.86: Indice de erro entre os potenciais elétricos medidos e os

calculados
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e Objetos de agar Parametro o = 1,0e3

Gauss Newton Gauss Newton
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Figura 5.87: Obtencao de resistividade absoluta com objetos de agar (a)
com PLS e (b) LU Decomposition
Resistividade [Qm] 3
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Frontal [m] 09

Figura 5.88: Obtencao de resistividade absoluta com objetos de agar usando

PLS e RIM para determinar o dp
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Resistividade [Qm]

SRR o
R
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Frontal [m]

Figura 5.89: Obtencao de resistividade absoluta com objetos de agar usando

LU Decomposition para determinar o dp

5.4.3 Dados do Térax Humano

Gauss Newton Gauss Newton

e
i

Figura 5.90: Obtencao de resistividade absoluta no térax humano (a)
com PLS e (b) LU Decomposition
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Resistividade [Qm]

6

6 5

5 4

4 3

3

2 2

1 1

0 0

1
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q o
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0.0 (% [m]
Frontal [m]
Figura 5.91: Obtencao de resistividade absoluta no térax humano usando PLS
e RIM para determinar o dp
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Figura 5.92: Obtencao de resistividade absoluta no térax humano usando LU

Decomposition para determinar o dp
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6 Analise dos Resultados

6.1 PL na Diminuicao do Erro Numérico

Para avaliar a propagacio do erro numérico foi utilizado um indice, || AA™" — 1) |,.
Foi utilizada a inversa da matriz A obtida com o método LU Decomposition para

inicializar a PL e para poder impor restricoes nas variaveis, diminuindo o tempo

de busca da PL.

Os resultados obtidos na solucao do indice quadratico sao apresentados nas
tabelas 5.1 e 5.2, para diferentes valores dos LS e LI, igualmente para diferentes
valores do parametro de regularizacao a. Observando os valores ressaltados em
cinza, para valores de @ = 1,0e™® e @ = 1,0e™" o erro na solucao do indice

quadratico com PL é 18% menor que a solucao obtida com LU Decomposition.

Pode-se destacar que quando o fator de regularizacao vai diminuindo e as ma-
trizes vao se tornando mal condicionadas, a PL consegue gerar solucoes com erro
numérico um pouco menor que LU Decomposition. Este resultado é importante

uma vez que em TIE o fator de regularizacao deve ser o menor possivel.

6.2 Comparacao dos Resultados Obtidos com PL
e LU Decomposition no Problema de Ima-
gens de Variacao de p

6.2.1 Dados de Simulacao Numérica

Estudando as imagens de dados simulados no problema de obtencao de imagens
de variacao, observa-se que o método de obtencao de imagens utilizando PL como
método de busca mostrou ser mais preciso quando comparado com LU Decompo-
sition em termos de localizagdo do elemento (da malha de elementos finitos) ou
do objeto, em termos do tamanho e e em termos do valor da resistividade encon-
trada. Nestas condigoes ideais, na qual o ruido nas medidas é nulo, PL permitiu

encontrar imagens nas quais a distribuicao de resistividade é suave. Observa-se
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que quando o parametro de regularizacao a vai diminuindo tornando mal posta a
matriz de sensibilidade, PL conseguiu encontrar alteracoes de resistividade onde
o elemento ou o objeto foi colocado. Nas solucoes via LU Decomposition nao
é possivel distinguir alteracoes de resistividade em nenhuma regiao do contorno
quando alpha vai diminuindo. Isto ilustra a vantagem da PL sobre o LU quanto

a propagacao de erro numérico.

6.2.2 Dados da Bancada Experimental

Observa-se que a localizacao do objeto nas imagens geradas com PL e LU Decom-
position ocorrem no lugar certo. Entretanto a geometria do objeto é mais correta
nas imagens via PL. As imagens obtidas via PL também sao mais suaves quando
comparadas com as imagens obtidas via LU Decomposition. Os valores de resis-
tividade encontrados com PL sao maiores quase 50% do que os encontrados com
LU Decomposition. Como no caso anterior, quando o parametro de regularizacao
« vai diminuido, as imagens via de PL continuam apresentando distribuicoes de

resistividade acima da resistividade basal em lugares onde o objeto se encontra.

6.3 Comparacao dos Resultados Obtidos com LU
Decomposition e PLS sem RIM

6.3.1 Dados de Simulacao Numérica

As diferencas de precisao em termos de localizacao do objeto, tamanho do objeto
e precisao na resistividade encontradas sao pequenas. Analizando a convergén-
cia do método Gauss-Newton, observa-se a convergéncia do método PLS é mais
rapida. Em alguns testes, a convergéncia do método PLS ocorreu entre a dé-
cima e a vigésima iteracao, antes que o método LU Decomposition desse sinais de
convergéncia. Neste caso de estudo onde o ruido nas medidas nao esta presente,
observa-se que para um determinado parametro de regularizacao alpha, PLS de-
tecta variacao de resistividade na regiao do objeto sem que o mesmo ocorra no

método LU Decomposition.
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6.4 Comparacao dos Resultados Obtidos com LU
Decomposition e PLS e RIM

6.4.1 Dados de Simulacao Numérica

As imagens obtidas com PLS e RIM sao melhores que as imagens obtidas com PLS
sem RIM. A convergéncia do método PLS e RIM mais lenta quando comparada
com a convergéncia do PLS sem RIM. Isto é esperado pois houve um aumento

no numero de restricoes do PLS.

6.4.2 Dados da Bancada Experimental

Quando o parametro de regularizacao a diminue h& um valor no qual nao é pos-
sivel gerar imagem com LU Decomposition e com PLS é ainda possivel encontrar
uma imagem nao muito boa mas onde é possivel observar variacao de resistividade

na regiao onde esta localizado o objeto.

As imagens obtidas a respeito da bancada experimental com objeto de acrilico
identificaram o objeto com valores de resistividade bem subestimados em relacao
a aqueles esperados pela resistividade do acrilico, 12 (2m. As imagens obtidas via
PLS identificaram valores levemente superiores aos valores identificados via LU
Decomposition e muito inferiores ao reportados nos trabalhos sobre otimizacao
topologica, filtros de Kalman e "simulated annealing"aplicados ao problema de
TIE. As malhas empregadas aqui sao pouco refinadas comparadas as malhas uti-
lizadas nos trabalhos de otimizacao topologica e isto pode explicar parcialmente

esta discrepancia.

Entre os dados de bancada experimental, foram adquiridos dados com ele-
mentos de agar como mostrado na secao 4.1. O objetivo deste tipo de ensaio, foi
avaliar o algoritmo utilizando PLS quando os valores de resistividade sao conheci-
dos a priori. Com a informacao da resistividade dos objetos, é possivel restringir
o espaco solu¢ao da PLS com valores mais proximos do modelo fisico. A imagem
obtida apresentou boa localizagao dos objetos, pulmoes e coracao. O tamanho do
objeto que representa o pulmao foi proximo do correto mas, o tamanho do objeto
que representa o coragao foi um pouco superior ao esperado. A faixa de resistivi-
dades na imagem encontra-se dentro da faixa medida durante a preparacao dos
objetos, objetos representando os pulmoes com cerca de 3,8 2m e o objeto repre-
sentando o coragao com resistividade assima de 0,8 {m. Comparando as imagens

obtidas com PLS e com as imagens obtidas via LU Decomposition observa-se que
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a imagem obtida via PLS define melhor a localizagao dos objetos, os valores de

resistividade estao mais proximos dos valores esperados.

6.4.3 Dados do Térax Humano

Este tipo de ensaio é um pouco mais exigente. A imagem obtida decorre de
dados provenientes de um térax humano, tendo ocorrido em condigoes proximas
daquelas que se espera no ambiente clinico. Os dados adquiridos no torax es-
tao sujeitos a diferentes variaveis entre as quais tem-se o ruido nas medicgoes, a
localizacao dos eletrodos ao redor do térax e a impedancia de contato entre o
eletrodo e a pele, as quais podem afetar a imagem obtida pelo algoritmo. Os
resultados obtidos com PLS revelam uma imagem em secao transversal onde é
possivel localizar os pulmoes e uma parte da coluna vertebral do individuo, os 6r-
gaos observados nas imagens tem uma localizagao anatomicamente plausivel. Os
valores de resistividade encontrados estdo dentro da faixa dos valores esperados’

(ZHANG; PATTERSON, 2006).

O custo computacional utilizando o método Gauss-Newton (com PLS e RIM)
mostrou-se elevado para dados com objeto de acrilico, em torno de quase 2 horas
para estimar a imagem. Para dados de agar o tempo computacional foi de aproxi-
madamente 7 minutos, diminuindo significativamente mas sendo elevado quando
comparado com o tempo que demora resolver o mesmo problema utilizando LU
Decomposition que nao ultrapassa 40 segundos. No teste com dados do torax
humano, o tempo para gerar imagens utilizando PLS foi de aproximadamente 50
segundos sendo o dobro do tempo que demora LU Decomposition. Cada teste uti-
lizou uma malha de elementos finitos diferente, o que afeta diretamente o tempo
computacional de cada simulacao. As simulagoes foram feitas num computador

Dell com porcessador intel pentium 4 de 2,8GHz.

thttp:/ /niremf.ifac.cnr.it /tissprop /htmlclie /htmlclie.htm
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7 Comentarios Finais

Foi desenvolvido um algoritmo de Tomografia por Impedancia Elétrica baseado
em Programacao Linear como método de busca da imagem. O algoritmo de-
senvolvido herda uma das grandes vantagens da Programacao Linear que é a
diminuicao da propagacao de erro numérico e a facilidade de restringir o espago

solucao diretamente através de restricoes de programacao linear.

O espaco solugao do problema inverso mal-condicionado foi restrito de trés
maneiras distintas. Inicialmente utilizou-se uma restricao tipo caira. Para pena-
lizar altas freqiiéncias espaciais na imagem foi implementada uma regularizacao
generalizada de Tikhonov com um filtro espacial passa-alta Gaussiano. E final-
mente, implementou-se uma restricao na inclinacao maxima no grafico de resis-
tividade. Através destes exemplos de restricoes e regularizagoes fica claro que o
método admite a maioria das regularizagoes normalmente utilizadas em TIE que

tem a forma de regularizacoes generalizadas de Tikhonov.

Os resultados mostram que implementar PL e PLS na solucao de sistemas
lineares diminui a propagacao de erro numérico, melhora a resolucao na resis-
tividade, melhora a resolucao espacial e é possivel diminuir o parametro de re-
gularizacao quando comparado ao emprego de LU Decomposition na solucao de
sistemas lineares. Estes fatos sao observados tanto nas imagens de diferencas de

resistividade quanto nas imagens absolutas.

Com dados de térax humano o algoritmo de busca de imagem baseado em PLS
encontrou os pulmoes e a coluna vertebral do individuo em estudo com valores
de resistividade muito proximos do valor encontrado na literatura, apresentando
estes orgaos deslocados para a periferia da secao transversal. A imagem obtida
via LU Decomposition também apresenta valores proximos aos encontrados na
literatura porém valores mais baixos que os obtidos via PLS. Os orgaos da imagem
obtida via LU Decomposition também tem os orgaos deslocados para a periferia
da secao transversal. Estes deslocamentos sugerem que a sensibilidade nao estéa

uniforme dentro do dominio.
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Recomenda-se para trabalhos futuros implementar uma regularizacao baseada
em um Atlas Anatomico, utilizar modelo 3D do dominio, posicionar os eletrodos
fora de um tnico plano e uma comparacao mais detalhada do PLS com RIM com

o algoritmo baseado na Otimizacao Topologica.
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