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ROMPIMENTO DE BARREIRAS – ANÁLISE EXPERIMENTAL E NUMÉRICA NA 

PREVISÃO DE VELOCIDADES DE PROPAGAÇÃO DE FRENTES DE MATERIAL 

HIPERCONCENTRADO 

 

RESUMO 

Os escoamentos tipo rompimento de barreira descrevem os fenômenos nos quais um fluido é 

liberado de maneira violenta e, ao se misturar com outros materiais, passa a apresentar um 

comportamento dinâmico complexo dito não-Newtoniano. Este tipo de problema modela com 

freqüência fenômenos da natureza e da indústria. O tratamento é feito, geralmente, utilizando-

se hipóteses simplificadoras como a de águas rasas e a separação do escoamento em fases 

com forças dominantemente inerciais ou viscosas. O trabalho aqui apresentado tem como 

objetivo a solução do problema sem tais hipóteses, comparando com resultados da literatura 

que utilizam esses simplificadores. O trabalho é composto de duas partes, uma experimental e 

outra numérica. No campo experimental, duas soluções controladas em laboratório são 

utilizadas, a saber: solução de água com açúcar e de Carbopol 940 com diferentes 

concentrações em volume. Essas soluções possuem, respectivamente, reologias Newtoniana e 

não-Newtoniana. O aparato experimental utilizado consta de um canalete em acrílico, 

contendo uma comporta, a montante da qual o material controlado é represado e, por ação da 

“ruptura”, entra em escoamento desenvolvendo as frentes. Através de filmagens, o 

escoamento do fluido é comparado com as simulações numéricas utilizando o software CFX, 

as quais são realizadas através de um método de rastreamento de interface, o VOF. Os 

resultados mostram que a hipótese de águas rasas, embora descreva muito bem o formato da 

superfície livre, se distancia dos valores reais de alcance do fluido. 

PALAVRAS-CHAVE: 

Reologia, Herschel – Bulkley, Carbopol, Rompimento de Barragens, Volume of Fluid (VOF).



 

 

DAM BREAK PROBLEMS – EXPERIMENTAL AND NUMERICAL STUDY TO 

PREVIEW THE FRONT VELOCITIES OF HIPERCONCENTRATED MATERIALS 

 

ABSTRACT 

The dam break problem describes the phenomena in wich a fluid is released in abrupt manner  

and, in mixturing with other materials, it changes their dynamical behaviour, named as non-

Newtonian. This kind of problem frequently models nature and industrial problems. The 

solutions are done, generally, using the shallow water approach and the division of the flow in 

dominated phases by inertia and viscous forces. The present work is composed of two parts, 

one experimental and other, numerical. In the experimental field, two laboratory controlled 

solutions are used: sugar and Carbopol 940 water solutions, with various volume 

concentrations. These solutions have, respectively, Newtonian and non-Newtonian rheologies. 

The experimental aparatus consists of an acrillic channel, wich has a dam, upstream of what 

the fluid is retained and, by the rupture, it begins to flow. By filmages, the flow is compared 

with numerical simulations by the CFX software, wich uses an interface tracking method, the 

VOF. The results shows that the shallow water hypothesis, however describes very well the  

surface, distanciates from the real reach of the fluid. 

KEY-WORDS: 

Rheology, Herschel – Bulkley, Carbopol, Dam Break, Volume of Fluid (VOF). 

 

 

 

 



 

 

SSUUMMÁÁRRIIOO  

  

1. INTRODUÇÃO         15 

1.1. Motivação        15 

 1.2. Tratamento do problema       19 

 1.4. Objetivos e escopo do trabalho      19 

2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA       21 

 2.1. Introdução à reologia       21 

  2.1.1. Definições preliminares     23 

  2.1.2. Modelos reológicos      32 

  2.1.3. Propriedades reológicas do Carbopol 940   35 

 2.2. Rompimento de barreiras      41 

  2.2.1. Rompimento de barreiras com fluidos invíscidos  

ou Newtonianos       42 

  2.2.1. Rompimento de barreiras com fluidos não- 

Newtonianos        46 

 2.3. Modelo numérico       51 

  2.3.1. Problemas multifásicos     52 

  2.3.2. O método VOF e a modelagem física de interfaces  53 

3. MODELO EXPERIMENTAL       61 

 3.1. Preparo das soluções de Carbopol     61 

 3.2. Aparato experimental       63 

 3.3. Determinação de incertezas experimentais    66 

4. MODELAGEM NUMÉRICA       75 

 4.1. Equações         75 

 4.2. Tratamento do problema multifásico     76 

 4.3. Esquemas de discretização      77 

 4.4. Pré-processamento       78 

5. RESULTADOS E DISCUSSÃO       83 

 5.1. Caracterização reológica do Carbopol 940    83 

 5.2. Reometria dos fluidos utilizados no canal    91 

 5.3. Ruptura de barreira       93 



 

 

6. CONCLUSÃO         113 

 6.1. Sugestões para trabalhos futuros      114 

7. REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS      116 

APÊNDICE          123 

 A. OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES DE SAINT-VENANT  123 

 B. MODELO ANALÍTICO       128 

  B.1. Regime dominantemente inercial    134 

  B.2. Regime dominantemente viscoso    134 

 C. CÓDIGO PRÓPRIO       135 

  C.1. Algoritmo de reconstrução     135 

  C.2. Algoritmo de propagação     139 

  C.3. Solução das equações      140 

  C.4. Resultados       140 

 



 

 

LLIISSTTAA  DDEE  FFIIGGUURRAASS  

 

Figura 1.1. Exemplos de escoamentos que podem ser modelados  

como rompimento de barreira.      18 

Figura 2.1. Curva típica de viscosidade (η) em função da taxa 

de deformação para um polímero em solução aquosa.   26 

Figura 2.2. Relações típicas entre tensão e taxa de deformação de 

fluidos mostradas em ensaios de cisalhamento simples.   27 

Figura 2.3. Variação da viscosidade de uma amostra (pasta MC 20  

– cimento fino) em função da taxa de deformação.    28 

Figura 2.4. Variação da viscosidade em função da taxa de  

deformação para um fluido hiperconcentrado do tipo  

Herschel-Bulkley.        28 

Figura 2.5. Exemplo de material tixotrópico.     29 

Figura 2.6. Efeito da temperatura sobre dois tipos de soluções  

aquosas de Carbopol.        37 

Figura 2.7. Efeito do pH sobre três tipos de soluções aquosas  

de Carbopol 0.2%.        38 

Figura 2.8. Curva reométrica de uma amostra de Carbopol 940, 

 com reômetro sem dispositivo anti-deslizamento.    39 

Figura 2.9. Desenho esquemático do problema de rompimento  

de barreira.         43 

Figura 2.10. Variáveis utilizadas por Nsom et al. (2000).    45 

Figura 2.11. Aproximações para uma interface real.     55 

Figura 2.12. Bloco 3x3 utilizado para calcular as candidatas a  

interface na célula (i,j).       56 

Figura 2.13. Discretização das velocidades em uma célula (i,j).   58 

Figura 2.14. Desenho esquemático para entendimento do  

método de advecção da interface.       58 

Figura 3.1. Planilha do Excel utilizada para obtenção das  

massas de água, NaOH e de Carbopol 940.     62 

Figura 3.2. Aparelhagem utilizada para os ensaios de reometria.   64 



 

 

Figura 3.3. Dimensões (em mm) do canalete.     64 

Figura 3.4. Fotos do canalete.       65 

Figura 3.5. Aparelhagem utilizada nas filmagens.     66 

Figura 3.6. Ambiente de escolha do tipo de ensaio no software  

RHEO 2000.          67 

Figura 3.7. Ensaio típico utilizado para observação de tixotropia.   68 

Figura 3.8. Resultado da regressão de um ensaio de amostra de  

Carbopol 940 sem filtragem dos primeiros pontos.    69 

Figura 3.9. Curvas reométricas de 10 amostras de Carbopol 940 em 

conjunto com a barra de erros com variação de 7% utilizadas 

para  determinação das incertezas experimentais.    73 

Figura 4.1. Desenho esquemático da malha utilizada nas  

simulações numéricas .       78 

Figura 4.2. Ambiente de pré-processamento.     79 

Figura 4.3. Ambiente de escolha das condições iniciais.    81 

Figura 4.4. Ambiente de escolha de novas expressões.    82 

Figura 5.1. Comparação dos comportamentos reológicos  

de 6 amostras de Carbopol com diferentes  

concentrações a uma temperatura de 25 ºC.     76 

Figura 5.2. Comparação dos comportamentos reológicos  

de 6 amostras de Carbopol com diferentes  

concentrações a uma temperatura de 35 ºC.     76 

Figura 5.3. Influência da temperatura nas curvas reométricas.    87 

Figura 5.4. Comparação de curva obtida com o Carbopol 940 

 com outra obtida da literatura para o Carbopol 980  

(ambas neutralizadas).       88 

Figura 5.5. Variação das curvas reométricas com o  

pH, para a concentração de 0.115% e temperatura de 30 ºC.  89 

Figura 5.6. Variação das curvas reométricas com o pH, 

para a concentração de 0.135% e temperatura de 30 ºC.   90 

Figura 5.7. Ensaio de tixotropia com a barra de erros do carregamento.  90 

Figura 5.8. Comparação numérico-experimental do ensaio 1  

com altura inicial de 10 cm.       93 - 95 



 

 

Figura 5.9. Comparação numérico-experimental do ensaio 5  

com altura inicial de 10 cm.       96 - 98 

Figura 5.10. Comparação do alcance horizontal dos ensaios 1 e 2.   99 

Figura 5.11. Comparação do alcance horizontal do ensaio 3.   100 

Figura 5.12. Comparação do alcance horizontal dos ensaios 4 e 5.   102 

Figura 5.13. Comparação dos instantes iniciais do alcance  

horizontal do ensaio 5 com altura inicial de 13 cm.    104 

Figura 5.14. Comparação do alcance horizontal do ensaio 6.    104 

Figura 5.15. Comparação do alcance horizontal do ensaio 3  

com altura inicial de 7 cm.       105 

Figura 5.16. Comparação da velocidade de frente do ensaio 5.   

com altura inicial de 10 cm.       106 

Figura 5.17. Resultados numéricos da taxa de deformação  

para o ensaio 2 com altura inicial de 13 cm.     107 

Figura 5.18. Resultados numéricos da velocidade para  

o ensaio 2 com altura inicial de 13 cm.     108 

Figura 5.19. Resultados numéricos da pressão para o ensaio 2  

com altura inicial de 13 cm.       109  

Figura 5.20. Comparação do VOF com o SPH do  

alcance da onda.        110 

Figura 5.21. Evolução da frente de onda para os primeiros  

instantes do ensaio 4 com altura inicial de 10 cm.    111 

Figura B.1. Sistema de coordenadas usado no modelo analítico.   128 

Figura C.1. Configurações possíveis das retas dentro das células.   136 

Figura C.2. Posição do fluido escuro como função do  

sinal das curvaturas.        137 

Figura C.3. Reconstrução de uma superfície circular pelo 

 algoritmo ELVIRA.         141 

Figura C.4. Reconstrução de uma superfície circular pelo 

algoritmo ELVIRA.         141 

Figura C.5. Teste do algoritmo de advecção de interface circular 

 em um campo de velocidades prescrito.     142 



 

 

LLIISSTTAA  DDEE  TTAABBEELLAASS  

 

Tabela 2.1. Parâmetros de Herschel-Bulkley encontrados  

para soluções aquosas neutralizadas de Carbopol 940.   38 

Tabela 2.2. Parâmetros de Herschel-Bulkley encontrados  

para soluções aquosas neutralizadas de Carbopol 980, 

à temperatura de 25˚ C.        39 

Tabela 3.1. Faixas de operação dos spindles.     69 

Tabela 3.2. Parâmetros de Herschel-Bulkley e incertezas-padrão.   72 

Tabela 3.3. Valores da viscosidade de mistura de água com açúcar.  74 

Tabela 4.1. Condições de contorno.       79 

Tabela 4.2. Condições iniciais.       80 

Tabela 5.1. Resumo dos ensaios de caracterização reométrica.   83 

Tabela 5.2. Parâmetros de Herschel-Bulkley obtidos para  

6 amostras de Carbopol com concentrações diferentes  

e duas temperaturas.        84 - 85 

Tabela 5.3. Parâmetros de Herschel-Bulkley obtidos  

para 6 amostras de Carbopol com variação  

de pH e concentração, à temperatura de 30 ± 0.1 ºC.   88 - 89 

Tabela 5.4. Características dos ensaios e resultados  

reométricos de amostras dos fluidos utilizados no canal.   92 

Tabela 5.5. Comparação do alcance final dos ensaios.    103 



 

 

LLIISSTTAA  DDEE  SSÍÍMMBBOOLLOOSS  

  

SÍMBOLOS ALFABÉTICOS 
a: constante; curvatura (equação da reta) 

a : candidata a curvatura 

( )a t : posição da frente de onda 

b: coeficiente linear (equação da reta) 

b : candidata a b 

ijlmc : tensor viscosidade Newtoniana 

C: concentração 

fC : coeficiente de atrito de fundo 

1
,i jE : erro entre as frações volumétricas real e calculada 

f : vetor forças de corpo 

g : vetor aceleração da gravidade 

h: distância do fundo até a superfície livre 

0h : altura inicial do reservatório 

k: índice de consistência 

K: coeficiente de Chézy; fator de Student 

0l : comprimento do reservatório 

m: inverso do índice de escoamento; massa 

n: índice de escoamento 

n : vetor unitário normal à interface 

N: número de amostras; número de fases em problemas multifásicos 

Od: número de Odroyd 

p: pressão termodinâmica 

pini: campo inicial de pressão 

Re: número de Reynolds 

s: desvio padrão 

S : termo fonte (vetorial) 

t : tempo 



 

T: temperatura; constante de adimensionalização do tempo 

T , : tensor tensão total ijT

u : vetor velocidade 

cu : incerteza combinada 

iu : componente do vetor velocidade 

pu : incerteza padrão 

tu : incerteza total 

,i jVF : fração volumétrica da célula (i,j) 

~
VF : candidata a VF 

x: direções horizontal, vertical e transversal; valor de uma medição em ensaios experimentais 

xi : componente de direção 

 

SÍMBOLOS GREGOS 
α : valor definido como 2 vezes a raiz quadrada do invariante do tensor taxa de deformação 

multiplicado por – 1. 

β : constante 

γ , ijγ : tensor taxa de deformação 

IIγ : segundo invariante do tensor taxa de deformação 

δ , ijδ : matriz identidade 

tΔ : passo de tempo 

ixΔ : tamanho da malha vetor unitário normal à interface 

η : viscosidade aparente 

escη : parte escalar do tensor viscosidade aparente 

θ : inclinação do canal 

λ : viscosidade expansional; grau de gelificação 

μ : viscosidade Newtoniana, ou dinâmica (escalar) 

difμ : viscosidade diferencial 

ρ : massa específica 

τ , ijτ : tensor tensão viscoso (ou de cisalhamento) 

 



 

cτ : tensão crítica 

φ : variável generalizada; variável adimensional de auxílio 

ijΩ : tensor vorticidade 

 

SOBRE-ESCRITOS 
T : matriz transposta 

n: passo de tempo 

i,j: célula (i direção horizontal, j direção vertical) 

ij: componente de uma matriz 

' : utilizado para definir variáveis adimensionais 

*: utilizado para definir variáveis adimensionais; separação no método fracionado de 

advecção 

~: utilizado para definir variáveis adimensionais; utilizado para definir valores de candidatos a 

parâmetros na modelagem numérica 

^: utilizado para definir variáveis adimensionais 

-: valor médio 

 

SUB-ESCRITOS 
0: tempo anterior 

1: abscissa; diferenciação de variáveis 

2: ordenada; diferenciação de variáveis 

3: direção transversal; diferenciação de variáveis 

b: backward – para trás 

c: central - central 

f: forward – para frente; frente da onda; fases 

 

 

 

 



       

 

11  IINNTTRROODDUUÇÇÃÃOO  

 

1.1 MOTIVAÇÃO 

 

Quando uma barragem ou barreira se rompe, o líquido represado é liberado de maneira 

abrupta. Nos instantes subseqüentes, a adição de matéria sólida, proveniente do leito, 

modifica as características físico-químicas deste líquido, alterando o seu comportamento e o 

material passa a ter características não-Newtonianas. Geralmente, tais escoamentos são 

caracterizados pelas elevadas velocidades e, em muitos casos, é possível haver destruição de 

infra-estrutura, acrescido de danos ao meio ambiente e, até mesmo, perda de vidas humanas, 

decorrentes do alagamento e de outros efeitos como a erosão e a deposição de material. Existe 

ainda o risco do efeito cascata, cujo escoamento gerado pela ruptura de uma barreira 

provocaria o rompimento de outras a jusante. 

A ciência que estuda o comportamento de fluidos complexos, como é o caso de lamas 

produzidas pela mistura de água e solo é chamada de reologia. Por exemplo, em regiões 

montanhosas, as chuvas, por vezes, geram fluxos com incorporação de material sólido. A 

natureza do material produzido é distinguida pela concentração dos materiais finos e dos 

agregados de várias granulometrias. Estes fluxos, inicialmente, apresentam características 

Newtonianas que, por incorporação de material, geram fluxos hiperconcentrados, com 

natureza relativamente homogênea, mas já apresentando características não–lineares, 

chegando às lavas torrenciais que, além da natureza hiperconcentrada, apresentam ainda 

sedimentos grossos incorporados. 
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As lavas torrenciais são caracterizadas como escoamentos de detritos (debris flows). O 

comportamento reológico destes materiais difere em muito das lamas, que não apresentam 

grandes quantidades de sólidos maiores. Segundo Coussot (1997), a lama pode ser 

considerada, de uma forma geral, como uma suspensão contendo uma grande fração de 

partículas coloidais (principalmente argila), o que forma um material relativamente 

homogêneo. O escoamento de lama pode ser considerado como uma subclasse do escoamento 

de detritos. O trabalho de Coussot e Meunier (1996) apresenta uma tentativa de classificação 

dos escoamentos comuns na natureza envolvendo a mistura água - solo.  

No estudo apresentado nesta dissertação, a barreira é representada por uma comporta, 

que retém material hiperconcentrado em um canal de laboratório, não havendo, portanto, 

incorporação de material sólido após o rompimento.  

O tratamento assim determinado modela com freqüência problemas encontrados tanto 

na natureza como na indústria, principalmente para o dimensionamento de certas estruturas de 

plantas industriais, como na indústria alimentícia, de tintas, de concretos auto-adensáveis, etc. 

O assunto é bem explorado pela literatura, porém, quando o material represado 

apresenta características não-Newtonianas, estes escoamentos devem ser mais rigorosamente 

estudados e os modelos matemáticos melhor validados. 
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O problema tipo rompimento de barreira é muito comumente associado a barragens de 

rejeitos. Nestas, material proveniente de processos industriais e de atividades urbanas em 

geral, são armazenados. Por vezes, estas barreiras se rompem, liberando o material e gerando 

catástrofes. Uma gama muito grande de eventos associados a tais fenômenos pode ser 

encontrada nos jornais, sendo muito comum, além do óbvio prejuízo material e ecológico, a 

perda de centenas de vidas humanas.  

Portanto, fica claro que o problema tem aplicabilidade direta em muitos fenômenos 

tanto os associados com atividades humanas como aqueles ligados diretamente às atividades 

industriais. 

Na Figura 1.1 ilustram-se alguns exemplos de escoamentos de fluidos não-

Newtonianos encontrados na natureza e indústria. 
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(a) (b) (c) 

(e) (d) 

(f) (g) 

Figura 1.1. Exemplos de escoamentos que podem ser modelados como rompimento de barreira. (a) 

escoamento de purê de maçã; (b) escoamento de Carbopol; (c) escoamento de concreto fresco; e (d) 

escoamento de detritos; (e) avalanches; (f) escoamento de lama e (g) escoamentos de lava.  

Fontes: Referências [63]. 
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1.2 TRATAMENTO DO PROBLEMA 

 

O estudo do problema proposto é conduzido, nesta pesquisa, usando ferramentas 

numéricas e experimentais. No campo experimental, é usado um fluido controlado (fluido 

tipo) com características reológicas semelhantes às das lamas contendo argila encontradas nos 

pés das barragens. Trata-se do Carbopol 940, que, além de suas características reológicas, 

apresenta outras qualidades como a transparência e facilidade de visualização. Este fluido é 

devidamente estudado para determinação de suas características reométricas. Após este 

controle, o fluido é armazenado em um canal e liberado através da subida de uma comporta 

com acionamento automático. Seu escoamento é estudado usando-se uma câmera digital JVC 

profissional. Além do estudo com o Carbopol, conduzem-se também ensaios com fluido 

Newtoniano utilizando-se material com viscosidade alta (mistura de água com açúcar). 

A partir da cinematografia dos eventos, os resultados experimentais são analisados e 

comparados com simulações numéricas. Essas simulações são conduzidas utilizando-se um 

software comercial, o CFX. Neste, utiliza-se um método de rastreamento de interface, o VOF 

(volume of fluid).  

Além do estudo numérico–experimental do rompimento de barreira, são conduzidos, 

paralelamente, ensaios de reometria para avaliação da sensibilidade do Carbopol a diversos 

parâmetros, a fim de proporcionar resultados consistentes. 

 

1.3 OBJETIVOS E ESCOPO DO TRABALHO 

 

Esta dissertação tem como objetivo estudar o escoamento de fluidos Newtonianos e 

não-Newtonianos, resultantes de ruptura instantânea de barreira, através de técnicas 

numéricas e experimentais. Encontram-se, na literatura, muitos trabalhos utilizando uma 
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modelagem com base na hipótese de águas rasas bem como com a separação do escoamento 

em fases com forças viscosas ou inerciais dominantes. O principal objetivo deste trabalho é o 

estudo do problema utilizando-se equações completas, sem esses simplificadores 

comparando-os com resultados experimentais. Tal abordagem visa um estudo mais detalhado 

do problema, além da confrontação com os resultados da literatura. O trabalho não visa 

estudar a influência dos parâmetros reométricos e geométricos no escoamento, mas 

notadamente, reproduzir a evolução espaço-temporal da frente hiperconcentrada. 

 



Capítulo 2 - Revisão Bibliográfica      21 

 

22  RREEVVIISSÃÃOO  BBIIBBLLIIOOGGRRÁÁFFIICCAA  

 

Neste Capítulo serão abordados, inicialmente, alguns aspectos importantes do 

comportamento reológico de fluidos complexos, dedicando atenção especial à reologia do 

Carbopol 940. Posteriormente, a teoria que descreve os escoamentos envolvidos no problema 

tipo rompimento de barreira com fluidos ideais, Newtonianos e não-Newtonianos é estudada. 

No final do Capítulo é apresentado o método VOF (Volume of Fluid), como sendo a técnica 

numérica utilizada para a solução da evolução da interface (superfície livre).  

Equation Section 2 

2.1 INTRODUÇÃO À REOLOGIA 

 

Nesta seção é apresentada uma introdução sucinta à reologia e suas aplicações na 

engenharia moderna. Convém ressaltar que é dedicada atenção especial aos fluidos 

complexos, que possuem comportamento não-linear. 

O estudo da reologia não é exclusivo dos sistemas fluidos sendo muito mais amplo, 

podendo estar presente até mesmo no estudo da conformação mecânica. Na verdade, a 

reologia pode abordar tanto o comportamento de fluidos ideais (também conhecidos como 

Eulerianos ou invíscidos), como também o dos corpos rígidos ideais. Assim, todos os tipos de 

materiais são objetos de estudo da reologia, mas esta estuda principalmente os materiais com 

comportamento entre os limites dos sólidos e líquidos ideais. Alguns autores, tais como 

Doraiswamy (2002), dizem que o maior interesse da indústria se localiza em um intervalo 

mais restrito, no qual estariam apenas os fluidos complexos, ou seja, aqueles que apresentam 

relação não-linear entre tensão e taxa de deformação.  
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Pode-se dizer que a reologia é a ciência que estuda as respostas dos materiais à 

aplicação de uma força. Ou ainda, segundo Boger e Walters (1993), pode ser entendida como 

a ciência que estuda os escoamentos e as deformações.  

Doraiswamy (2002) aponta a evolução dos modelos disponíveis para descrever o 

comportamento dos materiais, do ponto de vista cronológico. Inicialmente, dispunham-se dos 

modelos ideais, tais como: corpos sólidos rígidos ou euclidianos (~250 a.C.), e fluidos 

invíscidos (século XVIII). Posteriormente, outros modelos como: sólidos elásticos (século 

XVII) e os fluidos Newtonianos (início do século XIX) foram propostos. Apenas na metade 

do século XIX surgem os primeiros trabalhos abordando viscoelasticidade linear, seguidos 

dos estudos acerca de escoamentos de fluidos Newtonianos generalizados. No início do 

século XX surgiram as teorias viscoelásticas não-lineares juntamente com trabalhos sobre 

polímeros de grandes cadeias, suspensões e viscosidade extensional, até que, em 1929, a 

reologia surge como um novo campo da ciência. 

Ainda, segundo Doraiswamy (2002), com o advento da reologia como ciência em 

1929, muitos esforços foram feitos no campo da reologia teórica, através da obtenção de 

equações constitutivas para estudo da dinâmica destes materiais. Além dos desenvolvimentos 

no campo teórico, surgiram também, a Reometria, responsável pelas medições físicas das 

propriedades reológicas, a Reologia Computacional, responsável pela solução numérica das 

equações do movimento envolvendo fluidos não-Newtonianos; a Reologia Interfacial que 

estuda os fenômenos de transporte existentes na interface entre tais fluidos, ou entre um fluido 

não-Newtoniano e outro qualquer, além de muitos outros sub-campos para estudo de 

materiais específicos. 
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2.1.1 Definições Preliminares 

 

• Equações de conservação 

São apresentadas aqui as equações de conservação utilizadas no trabalho: 

- Conservação da massa: 

 0u
t
ρ ρ∂
+∇ =

∂
Gi  (2.1) 

No caso do escoamento ser considerado incompressível, esta equação se reduz a: 

 0u∇ =
Gi  (2.2) 

 - Conservação da quantidade de movimento linear: 

A equação do movimento, ou equação da conservação da quantidade de movimento 

linear advém da equação de Cauchy (Aris, 1962). Na forma vetorial é dada por: 

 Du f T
Dt

ρ ρ= +∇
G G

i  (2.3) 

O tensor T  é dado por: 

 T pδ τ= − +  (2.4) 

em que: 

p é a pressão termodinâmica; 

δ  é a matriz identidade e 

τ  é o tensor tensão viscoso (ou de cisalhamento). 

Têm-se outras equações de conservação, como conservação da energia, espécies 

químicas, etc, que não serão tratadas aqui. 

Na equação (2.4), o tensor tensão viscoso deverá ter seu comportamento descrito. É 

aqui que entra a reologia, através da modelagem de uma equação constitutiva. 
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• Fluidos Newtonianos 

Quando se estuda a relação entre a tensão e a taxa de deformação, há dois tipos de 

fluidos, os Newtonianos, que apresentam uma relação linear, e os não-Newtonianos que são 

representados por vários modelos. A relação mais simples entre tensão e taxa de deformação é 

a dos fluidos Newtonianos: 

 ij ijlm lmc Dτ =  (2.5) 

em que   é a viscosidade Newtoniana. ijlmc

Observe que a viscosidade é um tensor de quarta ordem e, portanto, apresenta oitenta e 

um componentes. Mas, considerando que o fluido é isotrópico, a viscosidade pode ser escrita 

como (Chiang, 2002): 

 ( )ijlm ij lm il jm im jlc λδ δ μ δ δ δ δ= + +  (2.6) 

em que μ  e λ  são constantes. 

Assim, reduz-se a apenas duas incógnitas e o tensor tensão viscoso torna-se: 

 ji
ij ij

j i l

uu lu
x x x

τ μ λ
⎛ ⎞∂∂

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
δ∂  (2.7) 

A constante λ  está associada à expansão volumétrica e, desconsiderando-a, tem-se: 

 ( Tji
ij

j i

uu u u
x x

τ μ μ
⎛ ⎞∂∂

= + = ∇ +∇⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
)G G  (2.8) 

De agora em diante o coeficiente μ  será adotado como a viscosidade Newtoniana 

(absoluta ou dinâmica). Observe que esta pode variar conforme outras propriedades, porém, 

deixou de ser um tensor de quarta ordem para ser apenas um escalar. 

É conveniente mostrar os postulados de Stokes no texto: 

(1) o fluido é contínuo e o tensor tensão  é uma função linear da taxa de deformação; ijT

(2) o fluido deve ser isotrópico e, 
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(3) quando a taxa de deformação é zero, a lei de deformação deve se reduzir a condição 

de pressão hidrostática ( ij ijT pδ= −  ou ( )1
3

p tr= − T ). 

Pode-se ainda calcular o traço do tensor tensão viscoso: 

 ( ) ( )2 2i l
ii

i l

u utr u
x x

τ τ μ λ μ λ∂ ∂
= = + = + ∇

∂ ∂
Gi  (2.9) 

Definindo-se uma outra variável, a pressão média, tem-se: 

 ( )1 2
3 3iip pτ λ μ⎛ ⎞= − = − + ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
uGi  (2.10) 

Para que essa pressão seja igual à pressão termodinâmica (mesmo para fluidos 

compressíveis), Stokes (Write, 1974) propôs que: 

 2 0
3

λ μ+ =  (2.11) 

Ou seja, o traço do tensor tensão viscoso é zero, segundo as hipóteses de Stokes.  

Finalmente, por (2.3), (2.4) e (2.7), têm-se as famosas equações de Navier-Stokes: 

 ji
ij

i j i

uuDu g p u
Dt x x x

ρ ρ μ δ λ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂∂

= −∇ + + + ∇⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

G G i G  (2.12) 

Que para escoamentos incompressíveis torna-se: 

 2Du g p
Dt

ρ ρ μ u= −∇ + ∇
G G G  (2.13) 

• Fluidos não-Newtonianos 

Óleo, água, mel, etc., possuem um comportamento que, na prática, pode ser definido 

como Newtoniano. Porém, o interesse principal da reologia é o estudo dos fluidos em que a 

relação entre tensão e taxa de deformação é não-linear. Por exemplo, para os polímeros, 

geralmente, o comportamento pode ser considerado Newtoniano apenas para taxas de 

deformação muito pequenas ( 0γ →� ) ou muito altas, como mostra a Figura 2.1. 
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Figura 2.1. Curva típica de viscosidade (η) em função da taxa de deformação 

para um polímero em solução aquosa. Adaptado de Bretas e D’Ávila (2000). 

 

Assim, nas regiões onde o fluido não apresenta comportamento Newtoniano, alguns 

modelos estão disponíveis na literatura. Estes permitem relacionar a tensão com a taxa de 

deformação. Logo, a viscosidade será dada como ( )η γ� , também chamada de viscosidade 

aparente.  

 ij

ij

τ
η

γ
=
�

 (2.14) 

Alguns modelos reológicos típicos são mostrados na Figura 2.2. 
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Figura 2.2. Relações típicas entre tensão e taxa de deformação de  

fluidos mostradas em ensaios de cisalhamento simples. 

 

• Viscosidades diferencial e aparente 

Como mostrado na Figura 2.2, quando a relação entre a taxa de deformação e a tensão 

de cisalhamento não é linear, a viscosidade varia em função da taxa de deformação. Assim, a 

relação dada pela Equação (2.14) fornece uma viscosidade aparente para o fluido, enquanto a 

Equação (2.15) fornece uma viscosidade diferencial, que é a viscosidade determinada para 

uma dada taxa de deformação específica. 

 dif
ijd

d
τ

μ
γ

=
�

 (2.15) 

Isto pode ser mais bem observado nas Figuras 2.3 e 2.4 a seguir: 
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Figura 2.3. Variação da viscosidade de uma amostra (pasta MC 20 – cimento fino)  

em função da taxa de deformação. Kiryu et al. (2005). 

 

Na Figura 2.4 são mostradas as viscosidades diferenciais ( ) e aparentes ( ) 

para duas taxas de deformação diferentes.  

tan z tan w

 

 
Figura 2.4. Variação da viscosidade em função da taxa de deformação para um fluido  

hiperconcentrado do tipo Herschel-Bulkley (viscosidades diferenciais: tan z1 e tan z2;  

viscosidades aparentes: tan w1 e  tan w2). Adaptado de Kiryu et al. (2005). 
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Convém salientar que, apenas para fluidos Newtonianos, as viscosidades diferencial e 

aparente coincidem, ou seja: difη μ μ= = . 

• Tixotropia 

Um material é dito tixotrópico se, ao ser submetido a uma tensão de cisalhamento 

constante, após um período de repouso, a viscosidade diminui (fluidos tixotrópicos), ou 

aumenta (fluidos reopéticos), sendo, portanto, um efeito dependente do tempo. Segundo 

Pignon et al. (1998) ao se interromper a solicitação, o fluido tende a recuperar suas antigas 

propriedades, portanto, em geral, este é um fenômeno reversível.  

Segundo Bretas e D’Ávila (2000), no caso dos polímeros, a tixotropia é causada pela 

quebra ou formação de aglomerados, géis ou ainda ligações químicas ou físicas das 

macromoléculas. Deve-se tomar cuidado para não haver confusão entre tixotropia e histerese. 

A diferença entre os dois conceitos é de que a tixotropia está relacionada com o tempo, já a 

histerese não. Observe que apesar da diferença entre os dois conceitos, a tixotropia pode, em 

alguns casos, ser determinada em ensaios de histerese. Uma descrição gráfica da tixotropia é 

dada na Figura 2.5. 

 

 
Figura 2.5. Exemplo de material tixotrópico. Santos (2003). 
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• Tensão Crítica 

Outra definição importante é a da tensão crítica, que é mostrada na Figura 2.4 como 

cτ . Tal definição se deve ao fato de que muitos fluidos, aparentemente, não escoam quando a 

tensão está abaixo de certo valor. Sabe-se que há alguma grande mudança nas proximidades 

deste valor, mas, a dúvida paira sobre o que acontece antes desse valor ser atingido. 

No trabalho de Barnes (1998), o autor faz um resumo histórico sobre as controvérsias 

a respeito da tensão crítica. Ele constata ainda que, se feito com equipamentos adequados e, 

por um tempo suficiente, observa-se que nenhum fluido possui tensão crítica, mas, reconhece 

que, para muitas aplicações de engenharia, tal conceito é válido.  

Harnett e Hu (1989) afirmam que a deformação dos fluidos abaixo da tensão crítica é 

tão pequena que, em engenharia, pode ser descartada. Seus experimentos foram feitos usando 

esferas de nylon mergulhadas em solução de Carbopol. O deslocamento foi assim filmado por 

vários meses. 

Astarita (1989) comenta os trabalhos anteriores de Harnett e Hu (1989) e de Barnes e 

Walters (1985) afirmando que a discussão da existência ou não da tensão crítica depende do 

problema estudado. 

Hoje em dia, parece haver um consenso de que a tensão crítica é, segundo as palavras 

de Barnes (1998), “uma constante conseguida via curvas matemáticas, usada junto a outros 

parâmetros para produzir uma equação que descreve a curva de escoamento do material 

dentro de valores limitados de tensão de cisalhamento”.  

Para muitos fluidos, ainda existe dúvida se, antes da tensão crítica há apenas um 

patamar Newtoniano com grande viscosidade ou, se há, inicialmente, um comportamento 

Hookeano seguido de um comportamento Newtoniano de grande viscosidade até se atingir o 

fadado valor. 
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Barnes e Nguyen (2001) comentam sobre o uso de reômetros com geometria Vane, 

notadamente para se capturar tensões críticas quando a utilidade de se usar modelos que as 

incluem é grande. Møller et al. (2006) também comenta sobre as dificuldades de obter tensões 

críticas em experimentos, principalmente quando há tixotropia. Segundo eles, ambos os 

fenômenos advém da mesma causa e, portanto, os modelos reológicos que admitem tensão 

crítica deveriam incluir também a tixotropia.  

Saindo do contexto se há ou não tal tensão, este comportamento é, muitas vezes, 

desejável, principalmente na indústria alimentícia e de cosméticos. Controlando-se a tensão 

crítica e a tixotropia, podem-se produzir materiais mais práticos de serem manuseados. 

Coussot e Gaulard (2005) fazem um estudo detalhado de como a tixotropia e a tensão crítica 

afetam o escoamento de fluidos não-Newtonianos na indústria de alimentos quando estes 

estão sob a ação da gravidade. 

• Viscoelasticidade 

Certos fluidos apresentam uma parcela de comportamento elástico. Essa resposta 

viscoelástica indica que o material pode ter comportamento, tanto de um sólido (elástico) 

quanto de um líquido (viscoso). Segundo Bretas e D’Ávila (2000) o modelo de Maxwell foi 

uma das primeiras tentativas de se descrever o comportamento viscoelástico dos fluidos não-

Newtonianos. Neste, considera-se um sistema em série composto de uma mola (que descreve 

o comportamento puramente elástico) e um fluido viscoso Newtoniano (que descreve o 

comportamento puramente viscoso). Uma das manifestações mais comuns deste 

comportamento é o relaxamento apresentado por polímeros (Marinho, 2005). A 

viscoelasticidade é estudada experimentalmente através de ensaios oscilatórios. 

Além disso, um fluido pode apresentar viscoelasticidade, porém, para a escala de 

tempo do problema, tal característica pode ser desprezada, o que pode ser indicado pelo 

número de Deborah (Balmforth e Craster, 2001; Boger e Walters, 1993). 



Capítulo 2 - Revisão Bibliográfica      32 

Outros efeitos relacionados à viscoelasticidade são os efeitos de Weissemberg e o 

reemaranhamento.  

 

2.1.2 Modelos reológicos 

 

Vários modelos foram e ainda são desenvolvidos para descrição do comportamento de 

fluidos não-Newtonianos. Alguns levam em conta a tixotropia, outros também tratam da 

viscoelasticidade. Aqui, os efeitos de viscoelasticidade e tixotropia serão desprezados e, 

portanto, só serão mostrados os modelos que não os levam em conta.  

Segundo Balmforth e Craster (2001) há várias formas de se escrever a equação 

constitutiva de um fluido. A forma teórica é a que leva em conta a forma e estrutura das 

moléculas, criando uma teoria cinética da microestrutura do fluido. A forma fenomenológica 

é aquela que procura representar a forma como essa microestrutura afetará a dinâmica do 

fluido (ex.: modelo de Maxwell). A forma fenomenológica modificada, que procura descrever 

o comportamento do fluido como sendo igual em todas as direções só serve, portanto, para 

fluidos isotrópicos. E, há ainda, a forma empírica, esta ajusta uma curva aos dados 

experimentais obtidos em testes de reometria. Serão tratados aqui apenas os modelos 

Newtonianos generalizados, que representam uma maneira simples de se escrever a relação 

entre a tensão e a taxa de deformação. Assim: 

 ( ), ,T Cτ η γ γ= � �  (2.16) 

em que C representa a concentração. 

Pode-se escrever ainda: 

 ( )c
II

fγ
IIτ τ

γ
= +

−

� � �
�

γ γ  (2.17) 
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em que IIγ�   é o segundo invariante do tensor γ�  e ( )IIf γ�  é uma função positiva contínua de 

IIγ� .   

 A função ( )IIf γ�  determinará assim qual é o modelo. A seguir, alguns modelos 

clássicos são mostrados.  

• Modelo de Bingham 

 ( ) 2IIf γ μ=�  (2.18) 

 2c
II

γτ τ
γ

= +
−

� �
�

μγ  (2.19) 

• Lei de Potências 

 
( )1

2 0
n

cn

II

kγ
γ

− τ= =
−

�
�

 (2.20) 

 
( )1

2n

n

II

kτ γ
γ

−=
−

�
�

 (2.21) 

• Modelo de Herschel-Bulkley 

 ( )
( )1

2n

II n

II

kf γ
γ

−=
−

�
�

 (2.22) 

 
( ) ( )1

2n

c n
II II

kγτ τ
γ γ

−= +
− −

� �
� �

γ  (2.23) 

Em condições de cisalhamento simples, estes se reduzem a: 

• Modelo de Bingham 

 cτ τ μγ= + �  (2.24) 

• Lei de Potências 

 nkτ γ= �  (2.25) 
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• Modelo de Herschel-Bulkley 

 n
c kτ τ γ= + �  (2.26) 

 Existem ainda outros modelos, como: 

• Modelo de Casson 

 c Kcτ τ= + �γ  (2.27) 

em que  é uma constante. cK

Como dito anteriormente, a existência de tensão crítica, além de controversa, introduz 

problemas, principalmente em simulações numéricas. Assim, alguns modelos são propostos 

para tentar reduzir o problema. Tratam-se de regularizações dos outros modelos, como o de 

Herschel-Bulkley. Um exemplo é o modelo de Papanastasiou, relatado em Alexandrou et al. 

(2005), 

 ( ){ }11 pK n
c e kγτ τ γ γ− 1− −⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

� � �  (2.28) 

em que pK  é uma constante. 

Tal modelo representa uma boa regularização para fluidos com tensão crítica para 

taxas de deformação muito pequenas.  

Para os fluidos que aparentam possuir tensão crítica, geralmente, quando as curvas 

tensão X taxa de deformação são colocadas em uma escala di-log, o comportamento se 

assemelha ao da Figura 2.1. Para tal, outros modelos são mostrados: 

• Modelo de Ellis 

 0
1

1/ 2

1

ηη
τ
τ

Θ−=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.29) 
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na qual 0η  é a viscosidade Newtoniana mostrada na Figura 2.1, 1/ 2τ  é o valor da tensão 

referente à metade do valor de 0η  e 1Θ−  é a inclinação da curva ( )0log / 1η η −  X 

. ( )1/ 2log /τ τ

• Modelo de Carreau –Yasuda 

 ( )
( ) ( )

1
2 2

0

1
n

yK
η η

γ
η η

−

∞

∞

− ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦−
�  (2.30) 

na qual η∞  é a viscosidade do segundo plateau Newtoniano (Figura 2.1) e yK  é uma 

constante. 

• Modelo de Cross 

 0
1

0
*1

n

ηη
η
τ

−=
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.31) 

em que *τ  é a tensão para a qual ocorre a transição entre a região Newtoniana e a da Lei de 

Potência. 

No próximo item são tratadas as propriedades reológicas do fluido utilizado nesta 

pesquisa.  

 

2.1.3 Propriedades reológicas do Carbopol 940 

 

O Carbopol, segundo Boger e Walters (1993), é o nome comercial de uma família de 

polímeros, poliacrílicos, poliacrílicos crosslink e ácidos poliacrílicos, muito usados como 

espessantes. No caso do Carbopol 940, trata-se de um ácido poliacrílico. Uma grande gama de 

propriedades reológicas pode ser obtida variando-se o pH, a concentração e o solvente 

utilizado. Ainda, segundo Boger e Walters (1993), as soluções de Carbopol 940 são 

geralmente inelásticas e pseudoplásticas. Segundo a Noveon (2002 - b) tratam-se de soluções 
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pseudoplásticas com tensão crítica, cujo modelo reológico usado poderia ser, por exemplo, o 

de Ellis. Encontram-se também na literatura, modelos de Herschel–Bulkley, Debiane (2000) e 

Lachamp (2003); a Lei de Potência é proposta por Lin e Ko (1995). Labanda et al. (2004) 

propõem o modelo de Lei de Potência, porém admitem tensão inicial. Barnes (1998) propõe o 

uso do modelo de Cross. 

São tratadas, a seguir, as propriedades reológicas do Carbopol 940 encontradas na 

literatura. 

• Variação com a temperatura, concentração e pH 

Em Lin e Ko (1995), é mostrado que, para soluções aquosas neutralizadas de Carbopol 

934 (cujo comportamento é qualitativamente igual ao do Carbopol 940), a variação da 

viscosidade aparente com a temperatura, usando um modelo tipo Lei de Potências, acontece 

segundo as equações a seguir: 

  (2.32) 2
0 1 2n c c T c T= + +

  3ck BT=

em que c0, c1, c2, B e c3 são coeficientes dependentes da concentração, cujos valores figuram 

no referido trabalho. 

Observou-se ainda que, quanto maior a concentração, para a mesma temperatura, a 

viscosidade aumenta e que, quanto maior a temperatura, para a mesma concentração, a 

viscosidade diminui (resultados esperados). Nota-se que para concentrações maiores, a 

mesma variação de temperatura promove uma menor variação de viscosidade do que para 

concentrações maiores. Na Figura 2.6, tem-se um demonstrativo do efeito da temperatura 

sobre vários tipos de Carbopol. 
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Figura 2.6. Efeito da temperatura sobre dois tipos de soluções  

aquosas de Carbopol. Adaptado de Noveon (2002 - c). 

 

Em Noveon (1997) é mostrado que a faixa que promove a maior viscosidade para o 

Carbopol 940 é quando este se encontra próximo à neutralização. Observa-se ainda, que as 

soluções aquosas de Carbopol são muito sensíveis à variação do pH. De fato, o Carbopol só 

atinge suas verdadeiras propriedades quando devidamente neutralizado.  Na Figura 2.7 tem-se 

uma comparação dos efeitos do pH em três tipos de Carbopol.  
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Figura 2.7. Efeito do pH sobre três tipos de soluções aquosas 

 de Carbopol 0.2%. Adaptado de Noveon (2002 - c). 

 

Como era de se esperar e, conforme demonstrado em Noveon (1997), Lin e Ko (1995) 

e Debiane (2000) o aumento da concentração de Carbopol leva a um aumento da viscosidade. 

Lachamp (2003) mostra os parâmetros de Herschel-Bulkley obtidos com amostras de 

Carbopol 940, com pH entre 7.0 e 8.0 (Tabela 2.1) e concentração da ordem de grandeza da 

que será usada neste trabalho.  

 

Tabela 2.1. Parâmetros de Herschel-Bulkley encontrados para soluções aquosas  

neutralizadas de Carbopol 940. (Lachamp, 2003). 

Concentração 0.15% 0.16% 0.18% 0.19% 
cτ  (Pa) 1.28 1.35 1.6 1.7 

k (Pa.sn) 5.12 4.47 7.47 7.71 
n 0.55 0.61 0.57 0.57 
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O autor encontrou dificuldades em obter parâmetros consistentes. Pela inspeção 

visual, acreditava-se que as tensões críticas seriam maiores. O autor ainda cita os valores 

encontrados por Roberts e Barnes (2001). Neste, os autores fazem ensaios de reometria com o 

substituto menos tóxico do Carbopol 940, o Carbopol 980, com uma geometria tipo Vane, 

para eliminar os efeitos de deslizamento. Os autores constataram que não há presença de 

tensão crítica, porém, confirmam a validade de engenharia da adoção do modelo de Herschel-

Bulkley. Os dados obtidos por Roberts e Barnes são mostrados na Tabela 2.2. 

 

Tabela 2.2. Parâmetros de Herschel-Bulkley encontrados para soluções aquosas neutralizadas de 

Carbopol 980, à temperatura de 25˚ C. (Roberts e Barnes, 2001). 

Concentração 0.045% 0.06% 0.07% 0.08% 0.1% 0.3% 1.0% 
cτ  (Pa) 0.3 0.3 1.25 3.0 10 70 115 

k (Pa.sn) 0.12 0.345 0.67 1.4 3.75 40 100 
n 0.60 0.55 0.5 0.5 0.45 0.35 0.3 

 

É também mostrado (Figura 2.8) um ensaio reométrico com o Carbopol 940, usando 

um reômetro sem dispositivo contra o deslizamento e a provável curva que seria obtida sem 

este efeito. 

 

 
Figura 2.8. Curva reométrica de uma amostra de Carbopol 940, com reômetro  

sem dispositivo anti-deslizamento. Adaptado de Roberts e Barnes (2001). 
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• Modo de preparo 

Alguns cuidados devem ser tomados para que as condições de preparo das soluções de 

Carbopol não afetem suas propriedades reológicas. Se usado um misturador (o que não é 

indicado em ensaios de reometria), durante o preparo, devem ser evitadas grandes rotações no 

equipamento, pois isso pode gerar a quebra das moléculas e diminuir a viscosidade 

permanentemente (Noveon, 1993). Deve-se evitar também a formação de bolhas e a 

dissolução de gases após o preparo que podem alterar o pH da solução. Conforme salientado 

por Barry e Meyer (1979), deve-se proteger as soluções de luminosidade intensa. Ainda 

segundo este último, após o preparo, nota-se que, independentemente do tempo de repouso, o 

Carbopol não apresenta grande variação de suas propriedades reológicas, principalmente para 

soluções neutralizadas, desde que tomadas as precauções anteriores. Quanto à água utilizada, 

deve-se optar por água deionizada (Noveon, 2002 - b). 

• Tixotropia 

Nos trabalhos de Labanda et al. (2004) e Barry e Meyer (1979) é apontada uma 

reopexia em soluções aquosas de Carbopol 940. Porém, neste último considera-se que este 

comportamento é desprezível, fato também citado em Noveon (2002 - b). Apesar disso, 

segundo relatado por Møller et al. (2006), fluidos que apresentam aparente tensão crítica, 

possuem tixotropia. 

• Tensão crítica 

Observou-se que, das diversas espécies de Carbopol estudadas, o 940 é o que 

apresenta as maiores tensões críticas aparentes (Noveon, 2002 - b). 

Estudos realizados na tese de doutorado de Debiane (2000) mostram que o Carbopol 

apresenta valores moderados de tensão crítica e, o modelo reológico que mais se adapta, 

conforme observado anteriormente, é o de Herschel-Bulkley. Para a definição correta de todos 

os parâmetros reológicos, amostras do material serão controladas rigorosamente e ensaiadas. 
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• Viscoelasticidade 

Como era de se esperar, o Carbopol apresenta viscoelasticidade, por causa da 

existência de tensão crítica. Este fato é confirmado por Barry e Meyer (1978). Apesar disso, 

os efeitos elásticos iniciais serão desconsiderados e o modelo de Herschel-Bulkley será o 

adotado. 

 

2.2 ROMPIMENTO DE BARREIRAS 

 

Os escoamentos com superfície livre, pelo seu caráter multifásico, apresentam uma 

dificuldade adicional referente à posição da interface. Para eliminar este problema, faz-se uso 

da hipótese de águas rasas (shallow water), que pode ser utilizada quando a lâmina de fluido é 

muito pequena com relação ao comprimento característico (long domain problems). Partindo-

se das equações de Navier-Stokes, estas são integradas na vertical, obtendo-se o sistema de 

equações shallow water ou de Saint-Venant (Thual, 2003): 

 31
1 3

1 3 1 3

0uuh h hu u h
t x x x x

⎛ ⎞∂∂∂ ∂ ∂
+ + + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.33) 

 1 11 1 1
1 3

1 3 1
cos sen

2
fC u uu u u hu u g g

t x x x h
θ θ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = −
∂ ∂ ∂ ∂

 (2.34) 

 3 33 3 3
1 3

1 3 3
cos

2
fC u uu u u hu u g

t x x x h
θ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = −
∂ ∂ ∂ ∂

 (2.35) 

em que: 

h  é a distância do fundo até a superfície livre; 

1u  é o componente horizontal médio na vertical da velocidade, ( )1 1 1 3, ,u u x x t= ; 

3u  é o componente transversal médio na vertical da velocidade, ( )3 3 1 3, ,u u x x t= ; 

θ  é a inclinação da superfície, e 
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fC  é um termo que leva em conta o atrito de fundo. 

A obtenção destas equações é feita no Apêndice A. 

Segundo Alcrudo (2002), o uso do sistema shallow water simplifica os problemas por 

várias razões: 

• As velocidades verticais não são consideradas; 

• O campo de pressão é considerado hidroestático; 

• A inclinação do fundo deve ser pequena (para poder se desprezar o componente 

vertical da velocidade); 

• A velocidade horizontal não varia na direção vertical ( 1 1 1 3( , , )u u x x t= ); 

• Os efeitos de turbulência são incorporados nos termos de resistência, e 

• O atrito é obtido de condições uniformes. 

Apesar das modernas técnicas numéricas, ainda hoje, a hipótese de águas rasas é 

muito utilizada em problemas hidrodinâmicos, como no tópico de rompimento de barreiras. A 

literatura é pobre na comparação dos resultados sem esta simplificação. Daí o caráter 

inovador do presente trabalho. 

Nesta seção, serão apresentados a análise teórica e os trabalhos no assunto, dividido 

em duas etapas. Uma utilizando fluidos invíscidos e fluidos Newtonianos e outra dedicada aos 

trabalhos com fluidos não-Newtonianos.  

 

2.2.1 Rompimento de barreiras com fluidos invíscidos ou Newtonianos 

  

As pesquisas envolvendo rompimento de barreiras remontam ao final do século XIX, 

notadamente, segundo Whitham (1954), o trabalho de Ritter em 1892. Neste, o fluido é 

considerado invíscido e a resistência hidráulica é desconsiderada, o que provoca erros, 
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principalmente na região da frente da onda. Além disso, despreza-se a velocidade transversal 

e o sistema de equações fica simplificado, obtendo-se assim as equações de Saint-Venant 

unidimensionais: 

 1
1

1 1

0uh hu h
t x x

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (2.36) 

 1 1
1

1 1

0u u hu g
t x x

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (2.37) 

Whitham (1954) observou experimentalmente que na região da frente da onda há um 

amontoamento de fluido (Figura 2.9). Ele propõe que esta região  (limitada por ( )tξ  e ) 

seja tratada como uma camada limite, adaptando o método de integração de Pohlhausen e, nas 

outras regiões, a solução de Ritter é utilizada (equações 

( )a t

(2.38) e (2.39)).  

 

 
Figura 2.9. Desenho esquemático do problema de rompimento de barreira.  

Adaptado de Whitham (1954). 

 

A solução dada por Ritter em 1892, segundo Whitham (1954) é dada a seguir: 

 1
1

2
3

xu
t

⎛= +⎜
⎝ ⎠

0gh ⎞
⎟  (2.38) 
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2

1
0

1 2
9

xh gh
g t
⎛= −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  (2.39) 

Já a velocidade da onda em a(t), encontrada por Whitham (1954), segue a seguinte lei: 

 
3 4

2

00 0 0 0 0 0

31 1
2 2 2

a ta a a K a at
hgh gh gh gh gh gh

1
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = − − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

� �� � � �
 (2.40) 

em que K é a constante de Chézy. 

Note que para K = 0, 02a gh= t , ou seja, tem-se o resultado dado por Ritter (1892). 

Para , outras duas variáveis adimensionais são introduzidas, a saber: 0K ≠

 ( )02 gh t aα = −  (2.41) 

 
0

g Kt
h

ς =  (2.42) 

e, após manipulações matemáticas a equação (2.40) torna-se: 

 ( ) (23 44 16 2 3 )2α ςα α α ας α+ = − −� �� � � � �  (2.43) 

A discussão dos resultados feita por Whitham (1954) é realizada fazendo p α= �  como 

a variável independente e ς  como a variável dependente. Os resultados obtidos por ele 

mostraram-se satisfatórios. 

Nsom et al. (2000) estudam o efeito da inclinação de canais retangulares. O fluido 

utilizado é Newtoniano com grande viscosidade ( 12μ �  Pa.s). Para tal, estes 

adimensionalizaram as equações de Navier-Stokes bidimensionais e, separaram o escoamento 

em duas fases: uma com predominância de forças inerciais e outra de forças viscosas. As 

variáveis adimensionais são as seguintes: 

 
3
01

1 2
0 0

cos' ' '
12f
h gxhh x t

h l 0

t
l

ρ θ
μ

= = =  (2.44) 

Na Figura 2.10, um esquema com as variáveis é mostrado. 
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Figura 2.10. Variáveis utilizadas por Nsom et al. (2000). Adaptado do mesmo. 

 

De posse das variáveis (2.44), pôde-se obter a lei de evolução para cada regime de 

escoamento. Para o caso de canal horizontal, e, no regime inercial, a evolução segue a lei de 

Ritter: 

 1' f 'x t∝  (2.45) 

O regime viscoso foi divido ainda em outros dois. No primeiro, a lei de evolução 

resulta em: 

 1' 0.969 'fx t=  (2.46) 

se . ' 0.1t <

E, no segundo regime viscoso, o resultado obtido foi: 

  (2.47) 0.2
1' 1.860 ' 0.962fx t= −

se . ' 0.1t >

O valor encontrado para a máxima altura foi: 

 max
1

0.640'
' 1

h
x

=
+

 (2.48) 

Uma solução análoga foi encontrada para o canal em posição inclinada.  

Chanson (2006) utilizou as equações shallow water introduzindo os efeitos de atrito e 

de inclinação do canal. Ele as resolveu usando o método das características e dividindo o 
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escoamento em inercial e viscoso, encontrando soluções para escoamentos turbulentos e 

laminares. 

 

2.2.2 Rompimento de barreiras com fluidos não-Newtonianos 

 

A partir do trabalho de Whitham (1954), Yabuchi (2004), trabalhando com fluidos 

hiperconcentrados e, usando para tal uma reologia do tipo Lei de Potência, chega a uma 

variante da equação (2.40): 

 

3 4

0 0 0

2

0
02

0
0

11 1
22 2

31
2

1
2

nn

n

a ta a
gh gh gh

ka aa gh t
ghagh

gh
ρ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛

− +
⎞

−⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �� �

�
�

�  (2.49) 

Yabuchi (2004), resolveu a equação (2.49), fazendo a seguinte mudança de variáveis: 

 

( )0 1

2

2

'( )

A t gh a K

T K t

p A
f p T

= −

=

=
=

�
 (2.50) 

em que: 

( )( )1 2 / 21
0 0

nn

kK
h ghρ −+

=  

( )( )2 1 / 21
0 0

nn

kK
h ghρ −+

=  

Obtendo assim, a equação a seguir: 

 2 3 1 2 44( ) '( ) ''( )( ) 2 (2 ) ( '( ) 2 ( )) ''( )n n n np f p f p p p pf p f p f p+ + ++ = − +  (2.51) 

Esta foi resolvida através de uma análise termo a termo, obtendo-se: 
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 ( ) ( )
(3 4) /(2 3)

2 /(2 3)
0

6 9 2
2 1

16

n n
nn

a gh K t
+ +

+⎧ ⎫⎡ ⎤+⎪= −⎨ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

� 2
⎪
⎬  (2.52) 

Que é a solução funcional da equação (2.49) para uma reologia tipo Lei de Potência. A 

solução final, para a reologia pretendida (Herschel-Bulkley), explicitada em Yabuchi (2004) é 

dada por: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1/(2 3)3 4

1/3 2 /3 2 /(2 3)
0 2 2

6 9 212 1 18
2 8

nn
nn

a gh K t K t
++

+
⎧ ⎫⎡ ⎤+⎪ ⎪= − +⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
�  (2.53) 

cuja solução fornece o conhecimento da lei de evolução da frente de onda devido à ruptura. 

A observação da existência de regimes distintos mostrada no tópico anterior, foi 

apontada também por Debiane (2000) para fluidos não-Newtonianos. Ele afirma que tal 

existência está intimamente ligada à natureza dos materiais escoantes. Debiane (2000) dividiu 

o escoamento da mesma forma que Nsom et. al. (2000) e seus resultados mostram que o 

comportamento de cada uma das fases são distintos, específicos e assintóticos. O fluido escoa 

até que as tensões sejam menores do que a tensão crítica do material. Nos primeiros instantes 

após a ruptura de uma barragem (regime transiente), o escoamento é do tipo inercial, porém 

os efeitos viscosos não podem ser desprezados. O que acontece, de fato, é que estes são mais 

relevantes na frente da onda e, passam, com o tempo, a serem cada vez mais importantes, até 

um certo tempo crítico. Portanto, uma solução correta não pode ser baseada somente do ponto 

de vista viscoso ou inercial, mas sim, em sua inter-relação. Assim, estudar os domínios nos 

quais cada efeito é predominante é essencial na análise do problema.  

Debiane (2000), após um longo e detalhado estudo teórico, determinou leis de 

evolução da frente laminar de dois materiais: uma solução aquosa de Carbopol 940 e, 

soluções de glucose. A solução do problema foi obtida através da utilização de séries de 

potências e variáveis adimensionais. As hipóteses de águas rasas foram empregadas. Foram 
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determinadas as soluções do problema, tanto para o regime dominantemente inercial, quanto 

para regime viscoso, seja para reservatório infinito quanto para o finito.  

Debiane (2000) conclui, como dito anteriormente, que o escoamento apresenta duas 

fases. A primeira é dominantemente inercial e, a segunda se apresenta como uma fase viscosa, 

que é dividida ainda em duas fases, até a parada do escoamento. Esta fase viscosa refere-se ao 

amontoamento apontado por Whitham (1954). Mostra-se aqui apenas as equações de Debiane 

utilizadas neste trabalho. 

O regime inercial utiliza as seguintes variáveis adimensionais: 

 * *1
1

0 0 /
x tx t
h h g

= =  (2.54) 

A lei de evolução é a seguinte: 

 ( ) (
*

1/ 2 3 2/ 2 31
1*

2 3 2 32
2 4 2 5

n
red red

x n nt
t n n

χ χ )
2

nt+ ++ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.55) 

em que: 
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Para escoamentos em que Re é maior do que o ( )
lim

2
Re

( )
c

n

red

m
t m
+

= , não há o primeiro 

regime viscoso. A transição entre o regime inercial e o regime viscoso (segundo regime 

viscoso) se dá na intersecção das curvas definidas por (2.55) e (2.58). Para o cálculo do 

regime viscoso, introduzem-se as variáveis adimensionais, 

 1
1

0

ˆˆ xx
l T

tt= =  (2.56) 

em que 
1

0

0 0

2( 2)( 2)
m mm lm kT m

m gh hρ

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎡ ⎤= + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 e os números adimensionais: 

 0
2
0 0

Od cl
gh gh

cτ τ ϕφ
ρ ρ

= =  (2.57) 

em que ϕ  é um parâmetro de forma (da ordem de 3 ),  Od é o número de Oldroyd e φ  é 

outro número adimensional que leva em conta a influência das tensões elongacionais. 

A lei de evolução é dada a seguir, 

 ( )
1

3 2
1 lim 2 lim

ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , Re ,Od ( ) ( , Re ) 1m
fx t m c m t c m +⎡ ⎤= +⎣ ⎦ −  (2.58) 

em que: 
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Ainda, tem-se a equação que define a distância de parada. Para tal, define-se , 

como sendo: 

Odc

 ( ) (1 3 2Od 1 1 1
3 2c

λλφ φ λφ− )⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
 (2.59) 

em que λ  é o coeficiente de gelificação que é da ordem de 1 para fluidos considerados não-

tixotrópicos. 

 Se Od Od , c>

 ( ) (1
1ˆ 1 1 2 2 3

6Od
x )λφ λφ λφ φ= − − + −⎡ ⎤⎣ ⎦  (2.60) 

 Se Od Od , c<

 ( )2
1

1ˆ 1
2Od

x λ φ 1⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦  (2.61) 

 

Piau e Debiane (2005) estudaram o problema de rompimento de barreira com o intuito 

de se melhor conhecer os parâmetros do consistômetro de Bostwick. Estes também utilizaram 

as equações de Saint-Venant unidimensionais e separaram o escoamento pela predominância 

de efeitos viscosos ou inerciais. Um outro trabalho no mesmo escopo foi feito por Balmforth 

et al. (2007) que concluíram, através de comparação analítico-experimental, que os estudos 

feitos com consistômetros de Bostwick devem incluir os efeitos de inércia, de atrito lateral e 

de deslizamento, ou, alternativamente, que tenham mudanças estruturais para poder se 

desprezar tais efeitos. 
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Um trabalho inovador foi feito por Chanson et al. (2006) sobre o papel da tixotropia 

em escoamentos devidos ao rompimento de barreira. Para modelagem da tixotropia, foi 

utilizado uma equação constitutiva com apenas um parâmetro estrutural, o grau de gelificação 

(jamming degree). Para o estudo, foram utilizadas as equações shallow water 

unidimensionais, com a introdução do efeito de tixotropia e utilizado o método das 

características.  

Piau (1996) estudou o efeito da tensão crítica em diversos escoamentos além do 

problema tipo rompimento de barreira. Também utilizou as equações shallow water com 

introdução de reologia tipo Herschel-Bulkley e concluiu que os tensores elongacionais não 

podem ser desprezados.  

 

2.3 MODELO NUMÉRICO 

 

A simulação numérica avançou muito nestas últimas décadas, abrangendo problemas 

muito complexos. Assim, este campo tornou-se ferramenta indispensável nas pesquisas de 

engenharia atuais, prevendo fenômenos e reduzindo gastos. 

Neste trabalho, o escoamento de material visco-plástico devido ao rompimento de 

barreira, será simulado utilizando o método VOF (Volume of Fluid). As equações de 

conservação são discretizadas usando Volumes Finitos e não é usada a hipótese de águas 

rasas. Os resultados numéricos são comparados com ensaios experimentais e, com os obtidos 

utilizando o modelo de Saint-Venant encontrados na literatura. Atenção especial é dada à 

predominância dos efeitos viscosos e os inerciais.  

O problema a ser simulado aqui apresenta dificuldades particulares como, por 

exemplo, a introdução da reologia do fluido nas equações do movimento o que dificulta o 
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tratamento dos tensores e a necessidade de algoritmos específicos. Porém, também se 

apresenta, do ponto de vista numérico, bem comportado, por apresentar interface suave. 

 

2.3.1 Problemas Multifásicos 

 

Problemas com superfície livre (caso desta dissertação) representam um caso 

particular de escoamento multifásico. O tratamento numérico destes problemas pode ser feito 

através de dois métodos: Euler-Lagrange e Euler-Euler. 

Os métodos Euler-Lagrange são utilizados quando se têm fases dispersas que são 

distribuídas de forma discreta em uma fase contínua (fluida). A fases fluidas são tratadas 

como um meio contínuo e, as equações de conservação médias no tempo são calculadas. As 

fases dispersas são solucionadas rastreando-se um grande número de partículas, bolhas ou 

gotas através do campo de escoamento estudado. As fases dispersas podem trocar quantidade 

de movimento, massa e energia com as outras fases. Uma suposição muito importante é a de 

que as fases dispersas ocupam uma fração volumétrica pequena, apesar da massa poder ser 

grande. As trajetórias das partículas ou das gotas são calculadas individualmente em 

intervalos específicos durante o cálculo das fases fluidas. (Documentação Fluent, 2004 e 

Documentação – CFX, 2005 – c). 

Nos métodos Euler-Euler, as diferentes fases são tratadas como meios interpenetrantes 

separados por uma interface. Assim, há a necessidade de se introduzir o conceito de fração 

volumétrica.  

Fração volumétrica é a fração de volume que um determinado fluido ocupa dentro de 

um volume de controle, ou célula. Na modelagem Euler-Euler, as frações volumétricas são 

funções contínuas no espaço e no tempo e, uma fase não pode ocupar o volume da outra. 

(Documentação do Fluent, 2004). 
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Dentro de um escoamento multifásico, este ainda pode ser homogêneo ou não. Nos 

não homogêneos, os campos de velocidade são separados para cada fluido e, apenas o campo 

de pressão é comum. Já nos escoamentos ditos homogêneos, todos os fluidos compartilham os 

mesmos campos e as fases interagem por meio de termos de transferência através das 

interfaces. Segundo Documentação – CFX (2005 – d), os escoamentos multifásicos podem 

ainda admitir misturas e reações químicas, tema que não será tratado aqui. 

Dentre os modelos Euler-Euler, um método muito difundido é o VOF (volume of 

fluid). 

 

2.3.2 O Método VOF e a modelagem física de interfaces 

 

Quando se tem um problema multifásico há a necessidade de se descrever a interface 

para que o campo de escoamento seja resolvido. Desde já, ressalta-se que é considerado haver 

equilíbrio termodinâmico local.  

O método VOF faz uma aproximação da interface por meio de retas em cada célula, 

separando-se assim o domínio do problema nas diversas fases que o compõem. As equações 

do movimento utilizadas são as mesmas mas, para cada fase, as características próprias do 

fluido, como massa específica e viscosidade são devidamente assimiladas no cálculo.  

A partir de agora, serão tratados apenas os problemas bifásicos com escoamentos 

considerados incompressíveis. Uma das formas de se definir uma interface  é fazendo uso 

de uma função discreta 

intS

,i jf  que associa um número para cada uma das fases. Assim, pode-se 

diferenciar a fase mais densa por fase 1 e a fase menos densa por 2 e, portanto: 

  (2.62) 1 2

0 para f
( , )

1 para f
f x x ⎧

= ⎨
⎩

ase 2
ase1

e, designando a fração volumétrica da fase 1 na célula i,j por , tem-se: ,i jVF
 



Capítulo 2 - Revisão Bibliográfica      54 

  (2.63) , 1 2 , 1
,

i j i j
i j

VF x x f dx dxΔ Δ = ∫ 2

Esta forma de definir a fração volumétrica é a utilizada pelo VOF. 

A evolução da interface é definida pelo vetor normal nG  em cada ponto desta. 

Assumindo que não há deslizamento na interface, tem-se que, nesta: 

 1 2f fu u=
G G  (2.64) 

e, então: 

 1 2f fu n u n=
G G G Gi i  (2.65) 

em que os subscritos 1f  e 2f  correspondem, respectivamente, às fases 1 e 2. 

A equação anterior é uma conseqüência direta da conservação da massa. O movimento 

da interface em problemas sem mudança de fases é dado por: 

 ( ) ( ) 0
VF

u VF
t

∂
+ ∇ =

∂
Gi  (2.66) 

que é a chamada equação da advecção da fração volumétrica. 

Para a conservação da quantidade de movimento, usam-se que as equações de Cauchy. 

Os termos de forças capilares e tensão superficial serão desprezados. As únicas propriedades 

descontínuas através da interface são: a massa específica e a viscosidade. Assim, longe da 

interface o método VOF trabalha como um método de solução convencional para um 

problema monofásico. 

Um algoritmo do método VOF é, em geral, composto de duas partes: 

- Reconstrução da interface e, 

- Propagação desta. 

O método VOF é um método aplicado geralmente a malhas fixas e regulares porém, 

na literatura, encontram-se aplicações para malhas não regulares. Uma revisão dos principais 

métodos de rastreamento de interface é feita por Scardovelli e Zaleski (1999). 
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• Reconstrução 

Os algoritmos de reconstrução têm por função fazer uma aproximação da interface 

real em cada célula. Tal aproximação é feita por retas que, dependendo do método, podem ser 

horizontais e verticais ou apresentarem qualquer inclinação. Na Figura 2.11, têm-se algumas 

aproximações de interface. 

 

 
Figura 2.11. Aproximações para uma interface real.  

Adaptado de Pilliod e Puckett (2004). 

 

Vários são os métodos de reconstrução encontrados na literatura. Um dos mais 

simples é devido a Noh e Woodward (1976) e tem como nome SLIC (Simple Line Interface 

Calculation). Neste, a interface é aproximada por retas horizontais ou verticais. Dentre os 

métodos que admitem inclinação da reta, tem-se o algoritmo de Parker e Youngs (1992). O 

LVIRA (Least Squares Volume of Fluid Interface Reconstruction Algorithm), de Puckett 

(1991) e o ELVIRA (Efficient Least Squares Volume of Fluid Interface Reconstruction 

Algorithm), de Pilliod e Puchett (2004). Este último algoritmo é tratado aqui com mais 
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profundidade, por ser um dos métodos que melhor descreve a interface pelo fato de ser de 

segunda ordem.  

O método será mostrado em um espaço bidimensional, embora possa ser usado para 

problemas tridimensionais.  

Dada uma reta, 

 2 1x a x b= +  (2.67) 

têm-se seis candidatas a a, designadas por a . As candidatas à curvatura, são calculadas 

através de diferenças finitas das frações volumétricas em um bloco de células 3x3, conforme a 

Figura 2.12. 

�

 

 

Figura 2.12. Bloco 3x3 utilizado para calcular  

as candidatas a interface na célula (i,j). 

 

 Assim, as candidatas são: 

 1

1

, 1
1

x
b i j l i

l

a VF VF , j l+ − +
=−

= −∑�  (2.68) 

 1

1

1, 1,
1

1
2

x
c i j l

l
a VF VFi j l+ + −

=−

= −∑� +  (2.69) 

 1

1

1, ,
1

x
f i j l i j l

l

a VF VF+ +
=−

= −∑� +  (2.70) 
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 2

1

,
1

x
b i k j i

k

a VF VF , 1k j+ + −
=−

= −∑�  (2.71) 

 2

1

, 1 , 1
1

1
2

x
c i k j

k
a VF VFi k j+ + +

=−

= −∑� −  (2.72) 

 2

1

, 1 ,
1

1
2

x
f i k j i k j

k

a VF VF+ + +
=−

= −∑�  (2.73) 

em que os subscritos b, c e f correspondem, respectivamente, as diferenças para trás (back), 

central e para frente (forward). 

Para cada candidata à curvatura, associa-se um valor de b, e assim têm-se seis pares 

( a , ) de possíveis soluções para a reta. A escolha é feita, expandindo-se a reta candidata no 

bloco 3x3, calculando a diferença entre as frações volumétricas verdadeiras e candidatas e, 

somando-se esses erros no bloco. O menor erro corresponderá a melhor alternativa, ou seja: 

� b�

 ( ) ( )
1 ~

1
,,

, 1
i k j li j i k j l

k l

E a VF a VF+ + ,+ +
=−

= −∑� �  (2.74) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 21 1 1 1
, , , ,min , ,..., ,x x x

i j b i j c i j c i j fa E a E a E a E a⎡ ⎤= ⎣ ⎦� � � � 2x�  (2.75) 

• Propagação 

O algoritmo de propagação é o responsável pela advecção da fração volumétrica. Em 

outras palavras, resolve a equação (2.66). Existem dois métodos para se fazer isso: através dos 

algoritmos com passo fracionado (split operator ou fractional step) ou com passo não 

fracionado (unsplit step). Apenas o primeiro é mostrado aqui.  

Primeiramente, discretiza-se a equação da conservação da massa para escoamentos 

incompressíveis em um dado tempo n. 

 
1 1 1 1, , , ,2 2 2 2

1 1 2 2

1 1

( ) (
0i j i j i j i j

n n n nu u u u

x x
+ − + −

− − )
+ =

Δ Δ
 (2.76) 

em que as velocidades são dadas conforme a Figura 2.13.  
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Figura 2.13. Discretização das velocidades em uma célula (i,j). 

 

Quer-se encontrar o campo de frações volumétricas em um tempo . 

Assim: 

1 ( 1)nt n+ = + Δt

 1
, , 1 1 1, , , ,2 2 21 2

n n n n n n
i j i j i j i j i j i j

t tVF VF F F G G
x x

+
− + − +

Δ Δ
1

2

⎡ ⎤ ⎡= + − + − ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣Δ Δ ⎦

 (2.77) 

em que: 

( ) 11 1, 22

nn
ii j

F VF u
−−

=  é o fluxo de fração volumétrica na face esquerda da célula i,j e etc. 

O operator split consiste em dividir a solução de (2.77) em dois passos. Para tal, 

observe a Figura 2.14. 

 

 
Figura 2.14. Desenho esquemático para entendimento do método da advecção da interface. 

Adaptado de Pilliod e Puckett (2004). 
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Na Figura 2.14, é considerado que só há movimento nas abscissas (para facilitar o 

entendimento). O fluido na célula i,j delimitado pela área ( )(1 ,2
2i j

nu t x
+

)2Δ Δ  possui volume 

igual a 1 ,2i
VOL

+ j
, o qual atravessará a face direita da célula durante o intervalo . tΔ

O método consiste em separar os fluxos nas duas direções, da seguinte forma: 

 *
, , 1 1,2 21

n n n
i j i j i j i j

tVF VF F F
x − + ,

Δ ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦Δ
 (2.78) 

 1 *
, , 1, ,2 22

n n
i j i j i j i j

tVF VF G G
x

+
− + 1

nΔ ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦Δ
 (2.79) 

e, os fluxos são dados por: 

 
1 ,2

1 ,2

2 1 1, ,2 2
1 ,2 2 2 2

i j

i j

n
i j i jn

ni j

u VOL VOL
F

u x t x t
+

+

+ +

+
= =

Δ Δ Δ Δ
 (2.80) 

O raciocínio é o mesmo para os demais fluxos.  

O algoritmo fracionado (fraction step) é de fácil implementação, porém apresenta 

certos problemas, como a possibilidade de não conservação exata da massa em certas células 

(Černe et al., 2002). 

Outra ressalva se faz com respeito à restrição de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL 

constraint). Tal restrição está relacionada com o fato de que a quantidade de fluido que deixa 

uma célula em um passo de tempo não pode ser maior do que a quantidade de fluido que 

existia na célula. Esta restrição deve ser feita para que a conservação da massa seja mantida. 

O respeito à condição CFL pode fazer com que o passo de tempo necessite ser diminuído 

durante o processo iterativo. 

Em problemas cujos fluidos apresentam grande diferença de massa específica e 

viscosidade, a malha tem de ser muito refinada o que dificulta a condição CFL, conforme 

salientado por Etienne et al. (2004). 
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Após a reconstrução da interface e propagação desta, faz-se a solução do sistema de 

equações. Um dos métodos mais difundidos é o dos Volumes Finitos. Este consiste na 

realização de balanços das propriedades nas células (volumes de controle) integrando as 

equações nestes volumes. As equações são discretizadas tanto no espaço quanto no tempo e, 

vários métodos podem ser utilizados para tal finalidade. Depois de discretizadas, obtêm-se um 

sistema linear de equações que deve ser resolvido por algoritmos específicos. Para um estudo 

detalhado do método dos Volumes Finitos, pode-se consultar Maliska (2004), Patankar 

(1980), Versteeg e Malalasekera (1995), além de muitos outros autores. 
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33  MMOODDEELLOO  EEXXPPEERRIIMMEENNTTAALL  

 

O modelo experimental é composto de duas partes: uma que diz respeito à 

caracterização reológica do fluido modelo (solução aquosa de Carbopol 940) e outra 

relacionada ao estudo do escoamento tipo rompimento de barreira, em modelo reduzido. A 

seguir é mostrada a metodologia de produção dos géis e de sua análise reométrica, bem como 

o canal utilizado. 

 

3.1 PREPARO DAS SOLUÇÕES DE CARBOPOL 

 

Muito cuidado é necessário na produção dos géis. Primeiramente, define-se a 

concentração em massa do Carbopol e, a quantidade de gel a ser produzida. A concentração é 

dada por: 

 
2 2

Carbopol

H O H 0-Neutr. Carbopol NaOH

m
C

m m m m
=

+ + +
 (3.1) 

em que, 

C é a concentração em massa do Carbopol; 

Carbopolm  é a massa de Carbopol; 

2H Om  é a massa de água utilizada na mistura com o Carbopol; 

2H 0-Neutr.m  é a massa de água utilizada na solução de hidróxido de sódio, e 

NaOHm  é a massa de hidróxido de sódio. 

Para a neutralização, é necessária uma massa 3.2 vezes menor do que a massa do 

Carbopol 940, ou seja: 
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 massa de Carbopol 940taxa 3.2
massa de NaOH

= =  (3.2) 

Este valor foi obtido através da titulação de amostras de soluções de Carbopol 940 

com diferentes concentrações.  

Escolhida a concentração, os valores das massas necessárias para a produção do gel 

são obtidos com o auxílio de uma planilha feita em Excel, que é mostrada na Figura 3.1. 

 

 
Figura 3.1. Planilha do Excel utilizada para obtenção das massas de água, NaOH e de Carbopol 940. 

 

Primeiramente, colocam-se os valores das massas de água. A célula C10 corresponde 

à água a ser misturada inicialmente com o Carbopol, a célula C12 corresponde à água 

utilizada para a solução de NaOH e, a C14 é utilizada no caso de se adicionar água 

posteriormente. A seguir, coloca-se um valor estimado de Carbopol na célula D10. Este valor 

deve ser mudado até que, na célula G14, atinja-se a concentração requerida. Para a massa de 

NaOH, utiliza-se a ferramenta “atingir meta”, para 3.2 modificando a célula D12. Esta é 
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modificada automaticamente. Como neste trabalho a concentração é pequena, a massa de 

hidróxido de sódio não deve modificar o valor da concentração final fornecido em G14. 

Após obtenção dos valores das massas a serem utilizados, mede-se em balança a 

quantidade de água e de Carbopol. A água utilizada é deionizada, de modo que sua 

condutância seja menor do que 0.4 µS/cm. A água é armazenada em recipiente com bocal 

largo. Pulveriza-se o Carbopol sobre a superfície, tampa-se o recipiente e deixa-se em repouso 

até a dissolução (de 8 a 24 horas.) Após a dissolução, mistura-se lentamente a solução de 

hidróxido de sódio até atingir a homogeneização, evitando-se a formação de bolhas. 

 

3.2 APARATO EXPERIMENTAL 

 

O aparato experimental consiste nos equipamentos necessários para a reometria e para 

a simulação do escoamento em modelo reduzido. 

O reômetro utilizado é um R/S Rheometer, da Empresa Brookfield Engineering, que 

acompanha quatro conjuntos de cilindros coaxiais (spindles e copos). Os cilindros internos 

são rotacionados e o equipamento possui duas formas de trabalho: controlando a tensão e 

medindo a taxa de deformação (CSS – controlled shear stress) ou, o contrário (CSR – 

controlled shear rate) que pode ser feito diretamente na tela do reômetro ou através do 

software RHEO 2000. Em todos os ensaios deste trabalho, optou-se pelo controle da tensão. 

A manutenção da temperatura é feita através de um equipamento de banho térmico da mesma 

empresa. O reômetro, os cilindros e o equipamento de banho térmico são mostrados na Figura 

3.2. 
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(a) (b) (c) 

Figura 3.2. Aparelhagem utilizada para os ensaios de reometria. (a) reômetro; (b) spindles;  

(c) equipamento de banho térmico. 

  

O canalete utilizado foi confeccionado em chapas de acrílico de 10 mm de espessura. 

Muito cuidado foi necessário para fabricação destes, principalmente na uniformidade de 

medidas das chapas, para evitar deformações. Além disso, o abrigo de luminosidade intensa e 

cuidados na limpeza (como a proibição do contato com álcool) são medidas muito 

importantes. As dimensões do canalete são mostradas na Figura 3.3. 

 

 
Figura 3.3. Dimensões (em mm) do canalete. 
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O canalete é dotado de um pistão para o acionamento automático da comporta 

(barreira), para se simular a ruptura “instantânea”. Uma foto do canalete e do pistão é 

mostrada na Figura 3.4. 

 

 

(a) 

(b) 

 

Figura 3.4 Fotos do canalete. (a) canalete com a comporta e o pistão;  

(b) canalete contendo Carbopol no reservatório. 
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Uma filmadora digital JVC (GY DV 500) foi utilizada para realizar as filmagens da 

evolução da frente de onda. Na Figura 3.5, tem-se uma foto da aparelhagem completa de 

filmagem. 

 

 
Figura 3.5. Aparelhagem utilizada nas filmagens. 

 

3.3 DETERMINAÇÃO DE INCERTEZAS EXPERIMENTAIS 

 

Para a estimativa dos erros envolvidos na obtenção dos parâmetros de Herschel-

Bulkley, foram feitos ensaios reométricos na busca da existência de erros sistemáticos e 

aleatórios e para determinação da incerteza total envolvida. 

A incerteza do equipamento é da ordem de 3% da escala (Brookfield Viscometers, 

1998). O controle de todos os ensaios de reometria foi feito utilizando-se o sofware 

RHEO2000. Neste, primeiramente, define-se como será o ensaio. Escolhe-se o tipo de 

controle, o spindle utilizado e o tempo de ensaio. Na Figura 3.6, é mostrado um ensaio de 

cisalhamento simples.  
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Figura 3.6. Ambiente de escolha do tipo de ensaio no software RHEO 2000. 

 

 Para os ensaios tipo CSS, o equipamento só pode medir até um ponto por segundo. 

Todos os ensaios foram de dois minutos e, portanto, com 120 pontos. A figura anterior mostra 

um ensaio no qual a amostra é cisalhada durante dois minutos de 0 a 160 Pa. 

 Foram realizados também ensaios para verificação de tixotropia. Na Figura 3.7 é 

mostrado um ensaio deste tipo.  
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Figura 3.7. Ensaio típico utilizado para observação de tixotropia. 
 

 Todos os ensaios de tixotropia foram feitos através de um patamar de elevação de 

tensão por 2 minutos, seguido de um patamar de 1 minuto com tensão constante e, um 

patamar de decrescimento de tensão por 2 minutos. 

Para a caracterização reológica dos géis de Carbopol 940, estudou-se a sensibilidade 

com as variações de pH, concentração e temperatura bem como a existência de tixotropia. Os 

detalhes são mostrados no Capítulo 5. 

 O equipamento não apresenta boa sensibilidade para taxas de deformação da ordem de 

1% do valor máximo que se pode atingir para cada spindle. Assim, todos os ensaios passaram 

por uma filtragem dos pontos iniciais. Na Tabela 3.1 são mostradas as características técnicas 

de cada spindle.  
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Tabela 3.1. Faixas de operação dos spindles (Brookfield Viscometers, 1998). 

Variável CC 48 CC 45 CC 25 CC 14 CC 8 
γ  (1/s) 0 - 4114 0 - 1032 0 - 1032 0 - 1032 0 - 1032 
τ  (Pa) 0 -206 0 – 195 0 – 1141 0 – 6501 0 – 34844 
η  (Pa.s) 0.005 - 32 0.020 – 15 0.118 – 100 0.672 – 500 3.60 - 3000 

 

 Os únicos spindles utilizados foram o CC 48 e o CC 45. No primeiro, a filtragem foi 

feita para os pontos com taxa de deformação menor do que 41.14 s-1, já para o segundo, a 

filtragem foi para os primeiros 10.32 s-1. Após a filtragem, utiliza-se o software para obter-se 

uma regressão e, assim, os parâmetros reológicos de um dado modelo. Pode-se optar por seis 

modelos (Newtoniano, Ostwald, Bingham, Casson, SteigerOry e Herschel-Bulkley). Na 

Figura 3.8, é mostrada uma curva obtida em um ensaio e a regressão utilizando-se o modelo 

de Herschel-Bulkley, sem a filtragem dos primeiros pontos.  

 

 

Figura 3.8. Resultado da regressão de um ensaio de amostra de Carbopol 940 

sem filtragem dos primeiros pontos. 
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As incertezas foram obtidas segundo a metodologia apresentada por Abernethy et al. 

(1985), Moffat (1988) e SBM (2002).  Primeiramente, listam-se todas as fontes de incerteza. 

Para cada uma delas, calcula-se a incerteza-padrão: 

 p
su
N

=  (3.3) 

em que s é o desvio-padrão e N é o número de amostras. O desvio-padrão é igual a: 

 
( )2
X x

s
G

Σ −
=  (3.4) 

em que: 

X  é o valor médio da medida; 

x é o valor de cada medição; e 

G é o grau de liberdade ( ). 1G N= −

 Calcula-se então a incerteza combinada que leva em conta todas as fontes de 

incertezas calculadas anteriormente: 

 ( ) ( ) ( )1 2

22 2
...

Nincc p p pu u u u= +  (3.5) 

em que Ninc é o número de fontes de incerteza. 

 E, assim, a incerteza total ou expandida é dada por: 

 tu Kuc=  (3.6) 

 
em que K é o fator de abrangência ou coeficiente de Student. 

 Este fator está associado ao número de amostras de cada fonte de incerteza e, da 

probabilidade utilizada (aqui será adotada 95%). Se o número de amostras de cada fonte for 

maior do que 5, adota-se K = 2.0. Porém, se o número de amostras de alguma fonte de 
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incerteza for menor do que 5 e se para aquela fonte 1
2

p

c

u
u

> , então, deve-se fazer o cálculo de 

um grau de liberdade efetivo, dado por: 

 
4

4

1

inc
i

c
efe N

p

i i

uG
u
G=

=

∑
 (3.7) 

 De posse do  utiliza-se uma tabela de coeficientes de Student (SBM, 2002). Para 

valores de  maiores do que 50, utiliza-se K = 2.0. 

efeG

efeG

Os parâmetros reológicos foram obtidos através da regressão de cada uma das 

amostras e, depois, a média de cada um dos parâmetros. 

 Para os ensaios de reometria, considerou-se a incerteza-padrão e a incerteza do 

reômetro (3%). A temperatura em que as amostras foram submetidas foi controlada pelo 

aparelho de banho térmico. Os valores de temperatura foram obtidos de medidas diretas e, 

portanto, adotou-se a incerteza do equipamento (0.1 °C). O erro no pH foi obtido através de 

10 amostras e, portanto, seguindo o método acima (incerteza do pHmetro igual a 0.05) e o 

erro na concentração é uma combinação das medidas diretas das massas dos produtos 

utilizados. Os erros obtidos nos cálculos de todas as concentrações de Carbopol foram muito 

pequenos e adotou-se um valor único igual a 10-4 g/g. 

 Primeiramente, preparou-se uma amostra de Carbopol com concentração de           

0.13 ± 10-4 %. A amostra foi neutralizada chegando-se a um pH de 6.726 ± 0.197. Do total, 10 

amostras foram ensaiadas numa temperatura de 22 ± 0.5 ºC. Os parâmetros de Herschel-

Bulkley são mostrados na Tabela 3.2. 
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Tabela 3.2. Parâmetros de Herschel-Bulkley e incertezas-padrão. 

amostra cτ  (Pa) k  (Pa.sn) n 
1 40.0954 6.9981 0.4497 
2 38.1415 7.4796 0.4363 
3 39.8678 7.7197 0.4359 
4 40.4687 8.6802 0.4222 
5 39.2366 8.2364 0.4259 
6 40.6109 7.0622 0.4449 
7 44.2677 5.2138 0.484 
8 41.0046 6.4972 0.4546 
9 39.5394 7.0897 0.4452 
10 35.1093 7.2093 0.4383 

média 39.8342 7.2186 0.4437 
s 2.30302 0.9499 0.0173 

nominal  0.72828 0.3004 0.0055 up (%) 1.83 4.16 1.24 
 

Pela Tabela 3.2, observa-se que as maiores incertezas ocorrem com o parâmetro . 

Isto se deve ao fato da relação de Herschel-Bulkley ser não-linear e o parâmetro ser uma 

variável de ajuste, que leva consigo a incerteza dos demais parâmetros. Para composição da 

incerteza total, optou-se pelo uso da maior incerteza relacionada à tensão crítica e, portanto, 

igual a 1.83 %. Assim, de 

k

(3.5) e (3.6): 

 2 2 2 21.83 3 3.51%c i p eu u u−= + = + =  (3.8) 

 7.026%tu =  (3.9) 

  A incerteza total calculada é de 7 %. Nos demais ensaios, a incerteza adotada será 

sempre este valor, a não ser quando maior. 

As respectivas curvas reométricas são mostradas na Figura 3.9. 
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Composição de incertezas
C  = 0.13 + 0.0001 %, T = 22 + 0.5 ºC, pH = 6.726 + 0.197 
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Figura 3.9. Curvas reométricas de 10 amostras de Carbopol 940 em conjunto com a barra de incertezas 

com variação de 7% utilizadas para determinação das incertezas experimentais. 

 

Foi realizado também um ensaio para previsão de erros sistemáticos. Uma mistura de 

água com açúcar foi feita e a viscosidade obtida experimentalmente foi comparada a um valor 

fornecido por Perry et al. (1973). 

A amostra é de 59.999 ± 0.003 % de açúcar em água e a mistura foi mantida a           

10 ± 0.1 ºC. A viscosidade, segundo a literatura deveria ser de 0.1139 Pa.s. A Tabela 3.3 

mostra os resultados de 5 amostras ensaiadas. 
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Tabela 3.3. Valores da viscosidade de mistura de água 

com açúcar (C = 59.999 ± 0.003 % , T = 10 ± 0.1 ºC). 

amostra µ (Pa.s) 
1 0.11096 
2 0.11181 
3 0.11301 
4 0.11203 
5 0.11196 

média 0.11195 
s 7.297.10-4

nominal 3.26.10-4
up (%) 0.29 

   

Pela precisão do equipamento e, lembrando que a amostra em questão apresenta uma 

viscosidade muito baixa, pode-se desprezar os erros sistemáticos. 
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44  MMOODDEELLAAGGEEMM  NNUUMMÉÉRRIICCAA  

Equation Section 4 

Para obtenção dos resultados numéricos, utilizou-se um código comercial, o CFX 5. 

Neste Capítulo é mostrado como foram feitas essas simulações (baseado nas Documentações 

– CFX, 2005 – a; b; c; d). 

 

4.1 EQUAÇÕES 

 

A introdução da reologia não-Newtoniana modifica a equação da quantidade de 

movimento. 

- Conservação da massa: 

 0u
t
ρ ρ∂
+∇ =

∂
Gi  (4.1) 

- Equação da quantidade de movimento linear: 

 ( ) ( )T
esc

u u u p u u S
t
ρ ρ δ η∂ ⎡+∇ × = ∇ − + ∇ +∇ +⎣∂

G GG G G Gi i ⎤
⎦  (4.2) 

em que escη  é a parte escalar da viscosidade, ( T1
2

u uγ = ∇ +∇ )G G�  é o tensor taxa de deformação 

e  é o termo fonte . Chamando o segundo invariante do tensor taxa de deformação de S
G

IIγ− �  e adotando o modelo bidimensional: 

 
2 2

1 2 1

1 2 2

1 1 1
2 2 4II

u u u u
x x x x

γ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

− = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
�

2

2

1

 (4.3) 

ou 

 
2 2 2

1 2 1 2

1 2 2 1

1 1 12 2
2 2 4II

u u u u
x x x x

γ α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

− = + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
�  (4.4) 
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E, como ij

ij

τ
η

γ
=
�

, então: 

 
( )1

1 2n

n
II II

kη γ
γ γ

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

�
� �

 (4.5) 

 
( )

( T
1

1 1 2
2

n

n
II II

k u uη
γ γ

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + ∇ +∇⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

)G G
� �

 (4.6) 

e, portanto: 

 ( ) (T
esc1

1 2n

n
k u u u uη η

α α −

⎛ ⎞
= + ∇ +∇ = ∇ +∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

)TG G G G  (4.7) 

Assim, a equação da quantidade de movimento torna-se igual a: 

 ( ) ( )T
1

1 2n

n

u ku u p u u S
t
ρ ρ δ

α α −

⎡ ⎤⎛ ⎞∂
+∇ × = ∇ − + + ∇ +∇ +⎢ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎥
G GG G G Gi i  (4.8) 

A equação anterior é a resolvida pelo software. Esta é expandida e mostrada no 

Apêndice B. 

 

4.2 TRATAMENTO DO PROBLEMA MULTIFÁSICO 

 

Quando se trata um problema multifásico utilizando-se modelagem euleriana, pode-se 

escolher entre um modelo homogêneo ou não-homogêneo. Neste trabalho, fez-se a primeira 

opção.  

Neste tipo de modelagem, apenas um campo de escoamento é resolvido e o que 

diferencia um fluido de outro é a fração volumétrica, a massa específica e a viscosidade. 

Assim, a equação da quantidade de movimento torna-se igual a: 
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 ( )T
esc

u u u u u S p
t
ρ ρ η∂ ⎡+∇ × − ∇ +∇ = −∇⎣∂

G
⎤⎦

GG G G Gi  (4.9) 

em que: 

1

N

f f
f

VFρ ρ
=

=∑ , 
1

1 N

f f f
f

u VF uρ
ρ =

= ∑G G
1

N

, 

 

f f
f

VF
=

= Γ∑ , esc esc
1

f

N

f
f

VFη
=

=∑Γ η , f designa cada uma das 

fases e N é o número total destas. 

A equação da conservação da massa torna-se: 

 ( ) 1 2
1

n
f f

f f f f f f
f

VF
VF u S

t
ρ

ρ
=

∂
+∇ = + Γ

∂ ∑
GGi  (4.10) 

em que fS
G

 é um termo fonte de massa e 1 2

n

f f
f
Γ∑  é um termo de transferência de massa entre 

as fases 1f  e 2f   (que não é usado aqui). 

 Com relação ao algoritmo de reconstrução, a documentação não é clara. Ao que tudo 

indica, faz-se apenas uma interpolação gráfica do campo de frações volumétricas. 

 

4.3 ESQUEMAS DE DISCRETIZAÇÃO 

 

As equações são resolvidas através de Volumes Finitos. O acoplamento pressão-

velocidade é feito utilizando-se arranjo co-localizado. Sendo φ  uma variável qualquer, os 

termos transientes são tratados por um esquema de segunda ordem, totalmente implícito, tal 

que: 

 0 001 3 12
2 2t t

φ φ φ φ∂ ⎛= − +⎜∂ Δ ⎝ ⎠
⎞
⎟  (4.11) 

em que 0φ  é o valor da variável no passo de tempo anterior e 00φ  é o valor da variável a dois 

passos de tempo anteriores. 

Já o esquema de interpolação dos termos advectivos é dado por: 
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 ip up rφ φ β φ= + ∇ Δ
G  (4.12) 

na qual ipφ  é o valor da variável no nó a ser calculado, upφ  é o valor da variável no nó à frente, 

 é o vetor que sai do nó p até o nó da frente e rΔG β  é uma constante que varia entre 0 e 1. 

O software escolhe o valor de β  localmente, o mais próximo possível de 1.  

 A solução do sistema de equações lineares é feita através da fatorização ILU – MG 

(Incomplete Lower Upper – MultiGrid). 

 

4.4 PRÉ-PROCESSAMENTO 
 
 

As simulações foram feitas utilizando aproximação bidimensional. Para tal, fez-se um 

domínio em formato de paralelepípedo, com 1900 mm de comprimento, 145 mm de altura e 5 

mm de largura. Utilizou-se uma malha regular de 5 mm em todos os lados, ou seja, volumes 

cúbicos de 5 mm. Totalizaram-se assim 11020 células. Observe que desta forma têm-se 

apenas um volume na direção transversal (x3), conseguindo-se assim a bidimensionalidade 

requerida. A seguir, tem-se um desenho esquemático da malha (Figura 4.1). 

 

 
Figura 4.1. Desenho esquemático da malha utilizada nas simulações numéricas. 

 

 Na Figura 4.2 é mostrado o ambiente de pré-processamento do software. 
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Figura 4.2. Ambiente de pré-processamento. 

 

Na Tabela 4.1. são mostradas as condições de contorno. 

 

Tabela 4.1. Condições de contorno. 

Contorno Condição 

1, 2 e 3 
Parede, não deslizamento: 

1 0u =  e 2 0u =  

4 

Aberto: 
Escoamento perpendicular ao 
contorno, pressão atmosférica, 

carb 0VF =  

5 e 6 Condição de simetria 
 

Para criação das condições iniciais, utilizou-se a função STEP[X]. Esta retorna o valor 

1, se X for positivo, 0.5 se 0 < X < 1 e 0, se X for negativo. Ainda, chamando, o comprimento 
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e altura inicial do Carbopol no reservatório de l0 e h0, respectivamente, tem-se que o campo de 

frações volumétricas inicial de Carbopol (VFcarb) é dado por: 

 [ ] { }carb 0 1 0 2VF STEP l x STEP h x= − −  (4.13) 

E, portanto, o campo de frações volumétricas do ar se dá como: 

 ar carb1VF VF= −  (4.14) 

A força motriz do escoamento se dá pela diferença de pressão existente. O campo de 

pressão inicial é dado por: 

 ini carb 2 carb 0 2( )p g VF h xρ= −  (4.15) 

As condições iniciais são resumidas na Tabela 4.2. 

 

Tabela 4.2. Condições iniciais. 

Variável Condição 
Velocidade 0 (em todas as direções) 

Pressão pini

Fração Volumétrica VFar e VFcarb
 

 O ambiente de escolha das condições iniciais é mostrado na Figura 4.3. 
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(a) 

(b) (c) 

Figura 4.3. Ambiente de escolha das condições iniciais. (a) velocidade e pressão; 

(b) fração volumétrica do ar; (c) fração volumétrica do Carbopol. 

 

O valor de escη  do Carbopol foi feito utilizando-se a parte escalar da equação (4.7). 

Introduziram-se também limitantes superior e inferior para as taxas de deformação. 

 [ ]{ } ( ){ } 11
esc carb menor maior menormax , min ,

n

c kη η τ γ α γ α γ
−−

= = + +⎡ ⎤⎣ ⎦� � �  (4.16) 

em que: 
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menorγ�  e maiorγ�  são os limites impostos às taxas de deformação. 

 Observe que várias equações foram introduzidas no pré-processamento. O ambiente de 

criação destas é mostrado na Figura 4.4. 

 

 
Figura 4.4. Ambiente de criação de novas expressões. 

 

Todas as simulações foram feitas utilizando-se passo de tempo igual a 0.001 s, tempo 

total de simulação de 1.5 s e critério de convergência de resíduo máximo de 10-4. Por vezes, 

as simulações foram modificadas durante sua execução para melhorar a performance, 

modificando-se o critério e o controle de convergência.  
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55  RREESSUULLTTAADDOOSS  EE  DDIISSCCUUSSSSÕÕEESS  
  

Neste Capítulo são mostrados a análise reométrica do Carbopol 940 e os resultados 

numéricos e experimentais do escoamento de Carbopol e de soluções de glicose devido a 

rompimento de barreira. 

 

5.1 CARACTERIZAÇÃO REOLÓGICA DO CARBOPOL 940 
Equation Section 5 

 As amostras foram feitas seguindo o procedimento mostrado no Capítulo 3. Foram 

realizados ensaios de reometria variando-se pH, temperatura e concentração, totalizando-se 18 

ensaios. A tabela 5.1 resume os dados destes. 

 
Tabela 5.1. Resumo dos ensaios de caracterização reométrica. 

Tipo de ensaio C ± 10-4 (%) pH T ± 0.1 (ºC) Nome do ensaio 
35 Ensaio carac. 1 0.077 7.796 ± 0.112 25 Ensaio carac. 2 
35 Ensaio carac. 3 0.096 7.123 ± 0.125 25 Ensaio carac. 4 
35 Ensaio carac. 5 0.115 6.722 ± 0.100 25 Ensaio carac. 6 
35 Ensaio carac. 7 0.134 6.735 ± 0.100 25 Ensaio carac. 8 
35 Ensaio carac. 9 0.154 6.693 ± 0.106 25 Ensaio carac. 10 
35 Ensaio carac. 11 

pH neutralizado 
( 7.0), variação 
da temperatura e 
da concentração 

≈

0.174 6.358 ± 0.153 25 Ensaio carac. 12 
5.372 ± 0.129 Ensaio carac. 13 
6.931 ± 0.018 Ensaio carac. 14 0.115 
8.573 ± 0.118 

30 
Ensaio carac. 15 

5.387 ± 0.101 Ensaio carac. 16 
6.893 ± 0.114 Ensaio carac. 17 

Temperatura 
constante, 

variação do pH e 
da concentração 0.135 

8.455 ± 0.116 
30 

Ensaio carac. 18 
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Na Tabela 5.2 são mostrados os resultados das regressões de Herschel-Bulkley obtidas 

para os ensaios de influência da concentração e da temperatura (ensaios de caracterização de 1 

a 12). 

 
Tabela 5.2. Parâmetros de Herschel-Bulkley e valores das incertezas totais obtidos para 6 amostras de 

Carbopol com concentrações diferentes e duas temperaturas. 

C  ± 10-4 (%) T ± 0.1 (ºC) amostra cτ  (Pa) k  (Pa.sn) n  
1 8.409 0.664 0.603 
2 8.380 0.695 0.598 
3 8.151 0.750 0.5910 

média 8.313 0.703 0.597 
25  

ut (%) 6.31 9.27 6.12 
1 8.855 0.552 0.612 
2 9.394 0.513 0.622 
3 9.581 0.650 0.600 

média 9.277 0.572 0.611 

0.077 

35 

ut (%) 7.61 15.45 6.37 
1 18.017 2.408 0.508 
2 16.553 2.401 0.507 
3 17.630 2.178 0.517 

média 17.399 2.329 0.511 
25 

ut (%) 7.83 8.84 6.11 
1 19.054 2.231 0.510 
2 18.073 2.188 0.510 
3 19.499 2.127 0.515 

média 18.875 2.182 0.512 

0.096 

35 

ut (%) 7.48 6.61 6.04 
1 26.464 6.408 0.433 
2 28.89 5.473 0.453 
3 27.274 5.661 0.451 

média 27.543 5.848 0.446 
25 

ut (%) 7.92 11.46 6.65 
1 25.680 5.429 0.444 
2 25.399 5.286 0.447 
3 27.401 4.630 0.460 

média 26.160 5.115 0.450 

0.115 

35 

ut (%) 7.67 11.34 6.38 
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Continuação da Tab. 5.2 ... 

1 48.198 9.443 0.421 
2 46.330 10.272 0.411 
3 46.409 10.616 0.409 

média 46.979 10.110 0.414 
25 

ut (%) 6.54 9.13 6.29 
1 47.696 8.739 0.421 
2 47.898 9.2774 0.415 
3 45.873 9.825 0.406 

média 47.156 9.280 0.414 

0.134 

35 

ut (%) 6.59 9.04 6.34 
1 56.66 12.802 0.405 
2 58.181 12.686 0.410 
3 60.684 11.072 0.424 

média 58.508 12.187 0.412 
25 

ut (%) 7.22 10.95 6.59 
1 53.004 14.190 0.382 
2 53.652 14.180 0.383 
3 51.806 15.040 0.373 

média 52.821 14.470 0.379 

0.154 

35 

ut (%) 6.34 7.18 6.22 
1 58.048 27.588 0.323 
2 64.408 21.509 0.355 
3 57.401 28.455 0.320 

média 59.952 25.851 0.333 
25 

ut (%) 9.57 17.939 8.93 
1 48.748 27.918 0.309 
2 41.181 37.228 0.278 
3 58.351 25.511 0.320 

média 49.427 30.219 0.302 

0.174 

35 

ut (%) 20.98 24.39 10.289 
 

As Figuras 5.1, 5.2 mostram a influência da concentração. A Figura 5.3 contém a 

influência da temperatura. Vale aqui relembrar que a incerteza total é considerada igual a 7 % 

salvo quando for maior. 
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Figura 5.1. Comparação dos comportamentos reológicos de 6 amostras de Carbopol  

com diferentes concentrações a uma temperatura de 25 ºC. 
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Figura 5.2. Comparação dos comportamentos reológicos de 6 amostras de Carbopol  

com diferentes concentrações a uma temperatura de 35 ºC. 
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Figura 5.3. Influência da temperatura nas curvas reométricas. (a) C = 0.077%, (b) C = 0.096%,  

(c) C = 0.115%, (d) C = 0.134%, (e) C = 0.154%, (f) C = 0.174%. 

 

 Como era esperado, pequenas variações da concentração influenciam muito o 

comportamento do Carbopol. Já a influência da temperatura, para a faixa utilizada nesta 

pesquisa, não é significativa. 

Para efeito de comparação, na Figura 5.4 é mostrada a curva reométrica da amostra 

com concentração de 0.096 ± 10-4 % à temperatura de 25 ± 0.1 °C e a obtida por Robert e 

Barnes (2001) com o Carbopol 980, com concentração de 0.10%, à mesma temperatura.  

 

Variação com a  temperatura 
C  = 0.077 %, pH = 7.816

0

20
40

60

80
100

120

0 1000 2000 3000 4000 5000

Taxa de deformação (1/s)

Te
ns

ão
 d

e 
ci

sa
lh

am
en

to
 (P

a)

T = 25º C
T = 35º C

(a) Variação com a temperatura
C  = 0.096 %, pH = 7.123

0

50

100

150

200

0 1000 2000 3000

Taxa de deformação (1/s)

Te
ns

ão
 d

e 
ci

sa
lh

am
en

to
 (P

a)

T = 25º C
T = 35º C

(b)

Variação com a temperatura
C  = 0.115 %, pH = 6.722

0

50

100

150

200

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Taxa de deformação (1/s)

Te
ns

ão
 d

e 
ci

sa
lh

am
en

to
 (P

a)

T = 25º C
T = 35º C

(c) Variação com a temperatura
C  = 0.134 %, pH = 6.735 

0

50

100

150

200

0 200 400 600 800 1000

Taxa de deformação (1/s)

Te
ns

ão
 

de
 c

isa
lh

am
en

to
 (P

a)

T = 25º C
T = 35º C

(d)

Variação com a temperatura
C  = 0.154 %, pH = 6.693

0

50

100

150

200

0 100 200 300 400 500

Taxa de deformação (1/s)

Te
ns

ão
 d

e
 c

isa
lh

am
en

to
 (P

a)

T = 25º C
T = 35º C

(e) Variação com a temperatura
C = 0.174 %, pH = 6.358

0

50

100

150

200

0 50 100 150 200 250

Taxa de deformação (1/s)

Te
ns

ão
 

de
 c

isa
lh

am
en

to
 (P

a)

T = 25º C
T = 35º C

(f)



Capítulo 5 - Resultados e Discussões      88 

Comparação de curva reométrica obtida em laboratório com dados da literatura
T  = 25 °C
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Figura 5.4. Comparação de curva obtida com o Carbopol 940 com outra da literatura para o  

Carbopol 980 (ambas neutralizadas). 

 

Como se pode observar, apesar de se tratar de outro tipo de Carbopol, as curvas são 

bem semelhantes o que atesta a qualidade dos dados do reômetro. 

Na Tabela 5.3 são mostrados os resultados das regressões de Herschel-Bulkley obtidas 

nos ensaios de sensibilidade ao pH (ensaios de caracterização de 13 a 18). 

 

Tabela 5.3. Parâmetros de Herschel-Bulkley obtidos para 6 amostras de Carbopol  

com variação de pH e concentração, à temperatura de 30 ± 0.1 ºC. 

C  ± 10-4 (%) pH amostra cτ  (Pa) k  (Pa.sn) n  
1 27.402 3.125 0.491 
2 24.861 2.684 0.500 
3 30.666 4.608 0.466 

média 27.643 3.472 0.486 
5.372 ± 0.129 

ut (%) 13.55 34.06 7.31 
1 22.261 7.067 0.423 
2 26.483 6.327 0.436 
3 27.126 6.057 0.440 

média 25.290 6.483 0.433 
6.931 ± 0.018 

ut (%) 13.48 11.08 6.46 
1 21.562 4.172 0.456 
2 22.868 3.283 0.477 
3 20.209 2.810 0.489 

média 21.546 3.422 0.474 

0.115 

8.573 ± 0.118 

ut (%) 9.32 24.08 7.24 
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Continuação da Tab. 5.3 ... 

1 33.835 4.407 0.474 
2 32.940 4.079 0.48 
3 32.679 4.750 0.467 

média 33.151 4.41 0.473 
5.387 ± 0.101 

ut (%) 6.36 10.63 6.21 
1 22.476 20.239 0.328 
2 19.373 21.937 0.319 
3 22.577 19.075 0.334 

média 21.476 20.417 0.327 
6.893 ± 0.114 

ut (%) 11.48 10.11 6.61 
1 28.922 10.956 0.387 
2 27.689 10.428 0.387 
3 29.438 9.570 0.395 

média 28.683 10.318 0.390 

0.135 

8.455 ± 0.116 

ut (%) 7.01 9.86 6.168 
 

Nas Figuras 5.5 e 5.6 são mostradas as curvas reométricas destes ensaios. 
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Figura 5.5. Variação das curvas reométricas com o pH, para a concentração  

de 0.115% e temperatura de 30 ºC. 
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Variação com o pH
C  = 0.135%, T  = 30 ºC
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Figura 5.6. Variação das curvas reométricas com o pH, para a concentração  
de 0.135% e temperatura de 30 ºC. 

 

Além dos ensaios de cisalhamento simples, foram também retiradas 3 amostras de 

cada ensaio para observação da existência de tixotropia. Na Figura 5.7 tem-se o ensaio que 

apresentou o maior valor desta propriedade. 

 

Ensaio de tixotropia
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Figura 5.7. Ensaio de tixotropia com a barra de erros do carregamento. 
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Observe que a curva de descarregamento está dentro do intervalo de incerteza. Esta 

análise foi realizada em todas amostras concluindo-se que, embora presente, a tixotropia pode 

ser desprezada para os devidos fins deste trabalho. 

Da análise dos resultados, observou-se que, para os ensaios no canal, deve-se optar por 

concentrações entre 0.10% e 0.14%, e que a temperatura, embora deva ser controlada, não é 

um parâmetro que influencie muito quando em condições ambientes. As amostras devem ser 

neutralizadas e o pH bem controlado. 

 

5.2 REOMETRIA DOS FLUIDOS UTILIZADOS NO CANAL 
 

Uma série de ensaios foi feita utilizando-se o canal em modelo reduzido. Os resultados 

são comparados com ensaios numéricos e com resultados da literatura.  Um resumo das 

características desses ensaios são mostradas na Tabela 5.4. 
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Tabela 5.4. Características dos ensaios e resultados reométricos dos fluidos utilizados no canal. 

Ensaio 0h  ± 0.5 
(cm) 

C (%) T ± 0.1 
(ºC) pH amostra cτ  

(Pa) 
k  (Pa.sn) n  

1 28.829 3.884 0.491 
2 29.556 4.046 0.484 
3 31.622 4.959 0.464 

média 30.002 4.297 0.479 
1 10 e 13 0.116  

± 10-4 28 7.418 ± 
0.265 

ut (%) 8.19 16.69 6.90 
1 17.794 1.742 0.540 
2 18.828 1.853 0.535 
3 18.103 2.116 0.517 

média 18.242 1.904 0.531 
2 7, 10 e 

13 
0.099 
± 10-4 28 6.945 ± 

0.140 

ut (%) 6.88 13.09 6.55 
1 49.351 8.021 0.437 
2 48.723 8.348 0.434 
3 49.462 7.143 0.455 

média 49.179 7.837 0.442 
3 7, 10 e 

13 
0.139 
± 10-4 30 7.003 ± 

0.114 

ut (%) 6.07 10.97 6.72 
1 30.693 4.514 0.472 
2 31.395 4.288 0.476 
3 32.010 4.848 0.462 

média 31.366 4.550 0.470 
4 10 e 13 0.112 

± 10-4 30 7.184 ±  
0.157 

ut (%) 6.472 9.33 6.28 
1 38.301 6.363 0.462 
2 39.837 7.523 0.442 
3 39.371 7.902 0.436 

média 39.170 7.263 0.446 
5 7, 10 e 

13 
0.139 
± 10-4 18 6.726 ± 

0.197 

ut (%) 6.43 14.09 6.95 
1 - μ = 0.206 - 
2 - μ = 0.205 - 
3 - μ = 0.204 - 

média - μ = 0.205 - 

6  
(Newt.) 7 e 10 0.723 

± 10-3 18 - 

ut (%) - μ = 6.03 - 
 

O valor da massa específica obtido foi de 1.007 ± 0.05 g/cm3. Por simplicidade, 

adotou-se igual a 1 g/cm3. Já para a solução de glicose o valor obtido foi de 1.285 ± 0.05 

g/cm3. 
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5.3 RUPTURA DE BARREIRA 
 

A seguir são mostrados os resultados do escoamento no canal. Na Figura 5.8 é 

mostrada a comparação de alguns frames das filmagens do ensaio 1 (para  = 10 cm) com a 

simulação numérica. 

0h
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Continuação da Fig. 5.8 … 
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Continuação da Fig. 5.8 … 
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0.9 s 

 

 

 

1.0 s 

 
Figura 5.8. Comparação numérico-experimental do ensaio 1 com altura inicial de 10 cm. 

 

Como pode ser observado na Figura 5.8, há uma pequena inclinação no canal. Tal 

problema só pôde ser solucionado nos ensaios 5 e 6. Na Figura 5.9 é mostrada a comparação 

numérico – experimental para o ensaio 5 com altura inicial de 10 cm.  
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Continuação da Fig. 5.9 … 
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Continuação da Fig. 5.9 … 
 

 

 

1.0 s 

 
Figura 5.9. Comparação numérico-experimental do ensaio 5 com altura inicial de 10 cm. 

 

 Das Figuras 5.8 e 5.9, observou-se que os resultados numéricos mostram distâncias 

alcançadas maiores do que os experimentais. Essa diferença deve ser causada, principalmente, 

por efeitos de atrito das paredes laterais. Além disso, a comporta demora cerca de 0.2 s para 

liberar todo o fluido, freando-o. É importante salientar também que uma certa quantidade de 

fluido fica retida na comporta o que diminui, embora muito pouco, a quantidade de fluido 

liberado.  

Outro fato que contribui para a diferença dos resultados é a não inclusão de efeitos de 

tensão superficial nas simulações numéricas. Isto pode ter influenciado os resultados, porém 

não em demasia. Além disso, há também os erros de escala, e os resultados anteriores só 

podem ser analisados visualmente.  

Para contornar este problema, são mostrados nas próximas figuras os resultados das 

distâncias horizontais (alcance) em função do tempo. Comparou-se nestas, as curvas 

experimental, numérica e os resultados teóricos de Debiane (2000) e Yabuchi (2004) de cada 

um dos ensaios. Os valores numéricos foram definidos como a distância máxima da frente 

para uma fração volumétrica igual a 0.5. 

Outro fato importante ocorre no início do escoamento, aparentemente, a diferença 

entre os resultados numéricos e experimentais é minimizada nos primeiros instantes. Isto pode 
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ser devido a dificuldades do código numérico em se alcançar a convergência nos primeiros 

instantes. Observe que a ruptura da comporta é feita artificialmente através da diferença de 

pressão, fazendo com que o programa tenha dificuldades de convergir a interface. Isto fica 

bem observado no instante 0.1 s nas duas figuras anteriores. 

Na Figura 5.10, tem-se as comparações de alcance dos ensaios 1 e 2. 
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Figura 5.10. Comparação do alcance horizontal dos ensaios 1 e 2. 

 



Capítulo 5 - Resultados e Discussões      100 

Observe que os ensaios 1 (com h0 de 13 cm) e 2 (com h0 de 13 cm e 10 cm) 

apresentam apenas uma parte da curva experimental. Isto se deve ao fato de que para estes, a 

frente de onda saiu do campo de filmagem antes de completados os 1.5 s. 

Comparando os resultados, observa-se melhor a boa concordância numérico-

experimental, principalmente quando se compara com resultados teóricos da literatura. 

 Como dito anteriormente, observou-se uma pequena inclinação nos ensaios 1, 2, 3 e 4. 

Para analisar sua influência, além dos resultados teóricos de Yabuchi (2004) e Debiane (2000) 

incluem-se aqui os resultados numéricos com a inclinação corrigida no ensaio 3 (Figura 5.11). 
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Figura 5.11. Comparação do alcance horizontal do ensaio 3. 
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Observa-se, portanto, que o modelo numérico tem uma resposta ótima se comparado a 

outras soluções. Talvez o mais importante seja o fato de que nos modelos apresentados, 

utilizou-se a hipótese de águas rasas e, na modelagem numérica, tal hipótese não foi utilizada. 

Apesar da resposta ser mais próxima dos valores experimentais, pelas Figuras 5.8 e 5.9, 

observa-se que a interface não é muito nítida.  

Os resultados dos demais ensaios com o Carbopol (ensaios 4 e 5) são mostrados na 

Figura 5.12. 
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Figura 5.12. Comparação do alcance horizontal dos ensaios 4 e 5. 

 

Como mostrado no Capítulo 2, as leis de evolução de Debiane (2000) são separadas 

em uma fase inercial (eq. 2.55) e outra viscosa (eq. 2.58), além do cálculo da distância de 

parada (eq. 2.60 ou 2.61). As curvas fornecidas pela equação 2.58 deveriam tender para o 
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valor dado pela equação da distância de parada, porém, tal fato não ocorre. Os valores das 

distâncias de parada fornecidos pela equação 2.60 ou 2.61 são mostrados na Tabela 5.5. 

 

Tabela 5.5. Comparação do alcance final dos ensaios. 

Distâncias finais (cm) Ensaio 0h  (cm) 
Experimental Numérico Debiane (eq. 2.60 ou 2.61) 

10  33 42.3 40.7 1 13 - 70.6 58.6 
7 28 33.4 35.5 
10  - 69 59.2 2 
13 - 105 80.6 
7 9 7.7 21.9 
10 19 20.9 24.8 3 
13 33 39.2 39.8 
10 34.5 35.6 39.2 4 13 - 60.6 56.8 
7 10.5 12.6 29.9 
10 24 29.7 48.2 5 
13 40.5 51.6 31.8 

 

Assim, fica demonstrado que as leis de evolução de Debiane (2000) se afastam 

bastante dos valores experimentais, porém a estimativa do alcance final, dada pela equação 

2.60 ou 2.61, é muito boa. Além disso, os resultados numéricos mostram-se bons em todas as 

fases do escoamento. 

Nota-se também, como salientado anteriormente, que no início do escoamento, os 

resultados da literatura e o numérico ficam mais próximos das curvas experimentais. Para 

melhor observar isso, na Figura 5.13 são mostrados, em detalhe, os instantes iniciais (0.5 s) do 

ensaio 5, com h0 de 13 cm. Insere-se também o resultado teórico de Ritter. 
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Figura 5.13. Comparação dos instantes iniciais do alcance horizontal do ensaio 5  

com altura inicial de 13 cm. 

 

Da figura anterior, observa-se que a hipótese de regime dominantemente inercial no 

início do escoamento apresenta bons resultados. 

Os ensaios com fluido Newtoniano foram comparados com o resultado teórico de 

Nsom et al. (2000) e Yabuchi (2004). Na Figura 5.14 são mostrados estes resultados. 
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Figura 5.14. Comparação do alcance horizontal do ensaio 6. 
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Mostra-se também os resultados para os instantes iniciais do ensaio 6 com h0 de 7 cm. 
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Figura 5.15. Comparação dos instantes iniciais do alcance horizontal do ensaio 6  

com altura inicial de 7 cm. 

 

Mais uma vez, a ótima concordância numérico-experimental. Observa-se também que 

o resultado de Nsom et al. (2000) fica muito distante dos outros.  

Na Figura 5.16 são mostrados os resultados da velocidade da frente para o ensaio 5 

com alturas iniciais de 10 cm e 13 cm.  
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ENSAIO 5 - 13 cm
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Figura 5.16. Comparação da velocidade da frente do ensaio 5. 

 

Os resultados foram bons, mas ressalta-se aqui a dificuldade de se estabelecer a 

velocidade da onda nos ensaios experimentais. Tal valor foi obtido como a diferença entre as 

distâncias atingidas para cada intervalo de tempo de 0.1 s. Além disso, existe o efeito de 

frenagem do escoamento devido a ruptura não instantânea da comporta, fazendo com que os 

picos de velocidade iniciais sejam suavizados. 

A velocidade experimental possui um valor máximo para tempos maiores. Isto 

também deve ser devido à abertura não instantânea da comporta. 

Duas imposições foram necessárias ao modelo numérico no que diz respeito a 

viscosidade. Tratam-se dos limites superior e inferior para a taxa de deformação. O limite 

superior adotado foi de 5000 1/s e o inferior igual a 0.001 1/s. O limite inferior não causa 
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grandes problemas de ordem física, porém, para eliminar a possibilidade de erros por causa do 

limite superior, fez-se uma análise das máximas taxas de deformação no ensaio de menor 

concentração (ensaio 2) e com maior carga inicial (  = 13 cm). Os resultados são mostrados 

na Figuras 5.17. 

0h

 

 
0.05 s 

 

 
0.1 s 

 
0.2 s 

 

 
0.3 s 

 
Figura 5.17. Resultados numéricos da taxa de deformação para o ensaio 2 com altura inicial de 13 cm 

(primeiros instantes). 

 

 Mesmo no ensaio que possui as maiores taxas de deformação, os valores não alcançam 

o limite máximo estipulado.  Observe ainda que grande parte do fluido permanece em 
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repouso, constituindo uma zona rígida. Na Figura 5.18, o campo de velocidades do mesmo 

ensaio é mostrado. 
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Figura 5.18. Resultados numéricos da velocidade para o ensaio 2 com altura inicial de 13 cm (primeiros 

instantes). 

 

 Pode-se observar que, apesar da existência do componente vertical da velocidade nos 

instantes iniciais, a solução pioneira de Ritter dá uma boa estimativa da velocidade. 

Substituindo x1 por 1 mm, t por 0.05 s, h0 por 0.13 m na Eq. 2.38, chega-se a um valor de 

 m/s, que é da mesma ordem de grandeza obtida. 1 0.77u =
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 É mostrado ainda, na Figura 19, os campos de pressão dos instantes iniciais. 

 

 

 
0 s 

 
0.05 s 
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Figura 5.19. Resultados numéricos da pressão para o  

ensaio 2 com altura inicial de 13 cm. 

 

 Para validação, foi realizada ainda a comparação de resultados numéricos da literatura 

com o código numérico usado neste trabalho. Tais resultados foram obtidos em Shao e Lo 

(2003). Neste, usa-se um método Lagrangeano (SPH – Smoothed Particle Hydrodynamics) 

para solução do problema tipo rompimento de barragem bidimensional com inclinação de 1% 

e fluido tipo Bingham. O fluido hipotético (experimento numérico) possui cτ  = 25 Pa, μ  = 

0.07 N/m2, ρ  = 1200 kg/m3. Foi utilizado um espaçamento entre as partículas de 1 cm, 2000 

partículas e passo de tempo ajustado dinamicamente. No caso do VOF, fez-se uma malha de 1 

cm e passo de tempo igual a 0.0005 s. A comparação é mostrada na Figura 5.20. 
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Figura 5.20. Comparação do VOF com o SPH do alcance da onda. 
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 Os resultados com o SPH mostram muito mais nitidez na interface. Esta, utilizando o 

VOF, pode ser em muito melhorada, modificando-se o algoritmo de reconstrução ou 

refinando a malha. Infelizmente, o autor não apresenta o tempo computacional gasto para 

obtenção dos resultados acima, o que poderia melhor comparar os resultados. O tempo 

computacional gasto na simulação em VOF foi de 3 dias, 2 horas e 16 minutos, utilizando um 

computador Core 2 Duo 6300, com 2 Gb de memória RAM, trabalhando em paralelo. 

Segue-se ainda um último resultado pertinente (Figura 5.21). Trata-se de uma 

comparação das superfícies em diversos tempos do ensaio 4 com altura inicial de 10 cm. A 

posição das superfícies foram obtidas através da análise dos frames iniciais. 

 

 

Figura 5.21. Evolução da frente de onda para os primeiros instantes do ensaio 4  

com altura inicial de 10 cm (resultados experimentais). 

 

Observe que as primeiras três curvas possuem uma elevação da superfície livre, 

próximo à comporta. Isso se deve ao fato de que a mesma não havia completado toda a 

subida. Ainda, no caso da primeira curva, a subida foi muito pequena e o fluido "vazou" por 

baixo e, por isso, a existência da descontinuidade. Ainda, mesmo para os instantes iniciais, o 
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formato da superfície mostra forças viscosas importantes. Salienta-se aqui que este formato 

íngrime é muito bem descrito pelo modelo shallow water, embora este não descreva de forma 

precisa as velocidades dessas frentes.  
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66  CCOONNCCLLUUSSÃÃOO  

 

Este trabalho teve como objetivo o estudo do escoamento de fluidos Newtonianos e 

não-Newtonianos (tipo Herschel-Bulkley) devido ao rompimento “instantâneo” de barreira. A 

motivação se deu principalmente por se tratar de um problema que modela muitos fenômenos 

que ocorrem na natureza e na indústria. A revisão bibliográfica abordou aspectos 

fundamentais de reologia, o comportamento reológico do fluido tipo (soluções aquosas de 

Carbopol 940), as principais teorias que descrevem o escoamento tipo “ruptura de barreira” e, 

uma breve amostra de ferramentas numéricas de problemas de interface. 

O trabalho foi feito em duas frentes. Uma experimental, que objetivou a caracterização 

reológica dos materiais e, do estudo em modelo reduzido da ruptura de barreira. Várias 

amostras de soluções aquosas de Carbopol 940 e glucose foram liberadas de um reservatório 

e, seus escoamentos foram acompanhados através de técnicas de filmagem. A outra frente, 

numérica, simulou os experimentos para comparação. 

Através dessa comparação, os resultados foram obtidos e as conclusões são mostradas 

a seguir: 

• observou-se que, conforme salientado na literatura, as melhores concentrações do 

Carbopol 940 para o estudo do rompimento de barreira são da ordem de 0.13%. 

Embora os resultados dos parâmetros de Herschel-Bulkley variem bastante na 

literatura, os encontrados neste trabalho parecem consistentes;  

• conforme já se esperava, a variação de temperatura é quase desprezível para os níveis 

existentes neste trabalho. Já a variação do pH deve ser bem controlada; 
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• o Carbopol, apesar da dificuldade em seu controle no início do trabalho, mostrou 

atender às necessidades e se constituiu num bom fluido tipo, principalmente pela 

possibilidade de se misturar agentes colorantes; 

• a comparação dos resultados experimentais com os numéricos da ruptura de barreira 

mostraram boa concordância, principalmente ao se comparar com outros da literatura. 

As diferenças entre os resultados da literatura e os experimentais foram menores nos 

instantes iniciais, o que demonstra que a eliminação dos efeitos viscosos no início do 

problema traz bons resultados. Porém, nos instantes subseqüentes, as maiores 

diferenças aparecem, demonstrando que a hipótese de águas rasas deve ser revista para 

certas análises. 

• o algoritmo de construção da interface, utilizado nas comparações não mostra muita 

clareza, o que demonstra a importância de se continuar investindo na proposta inicial 

(algoritmo próprio escrito em Fortran e mostrado no Apêndice C). 

• os resultados mostrados nas Figuras 5.11 a 5.15 mostram a tendência de que os 

fenômenos viscosos possam ser desprezados até tempos da ordem de 0.1s ou menores. 

Como salientado por Debiane (2000), a fase inercial é muito curta e difícil de ser 

quantificada.  

• a principal conclusão é sobre a importância de se estudar as equações “completas” 

(sem a hipótese de águas rasas) em estudos mais detalhados. 

 

6.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS  

 

Algumas melhorias podem ser implementadas, principalmente no campo 

experimental. É comum com fluidos não-Newtonianos, a ocorrência de deslizamento nas 

paredes. Tal efeito pode ser diminuído tanto no canal quanto no reômetro. No canal, 
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recomenda-se aumentar a rugosidade das paredes, e no reômetro, a utilização de tanto de 

cobertura rugosa quando de geometria Vane, que, além da diminuição desse efeito, é mais 

apropriado para a obtenção de tensões críticas. Recomenda-se ainda um controle mais efetivo 

do tempo de subida da comporta. 

Outra ressalva se faz com relação a efeitos não incluídos neste trabalho e, que podem 

ter influenciado os resultados: difração, paralaxe e a tensão superficial na frente viscoplástica. 
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http://userpage.fu-berlin.de/%7Echeubeck/res_inter/
http://vortex.accuweather.com/adc2004/pub/includes/columns/community/2006/avalanche-nps.jpg
http://www.cs.umd.edu/class/spring2001/cmsc838b/Project/Parija_Spacco/old_viewtips.html
http://www.delargy.com/2005_2_Hawaii/hawaii_lava.htm
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AAPPÊÊNNDDIICCEE  AA  ––  OOBBTTEENNÇÇÃÃOO  DDAASS  EEQQUUAAÇÇÕÕEESS  DDEE  

SSAAIINNTT--VVEENNAANNTT  
Equation Section 1 
 
 Relembrando as equações de Navier-Stokes para escoamentos considerados 

incompressíveis: 

 0u∇ =
Gi  (A.1) 

 2Du g p
Dt

ρ ρ μ u= −∇ + ∇
G G G  (A.2) 

 Considerando ainda um modelo bidimensional, têm-se então: 

 1 2

1 2
0u u

x x
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (A.3) 

 
2 2

1 1 1 1
1 2 1 2 2

1 2 1 1 2

1u u u u upu u g
t x x x

1

x x
μ

ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

+ + = − + +⎜
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎟  (A.4) 

 
2 2

2 2 2 2
1 2 2 2 2

1 2 2 1 2

1u u u u upu u g
t x x x

2

x x
μ

ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

+ + = − + +⎜
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎟  (A.5) 

 Mas, para problemas com superfície livre, a posição da interface é uma incógnita. Para 

isso, adota-se a hipótese de águas rasas, criando-se assim o modelo de Saint-Venant. 

Define-se a função, 

 ( ) ( )1 2 2 1, , ,F x x t x h x t= −  (A.6) 

 
como sendo uma função posição, na qual, para pontos abaixo da interface F < 0, na interface é 

igual a zero e no ar F > 0. 

 Considerando-se uma partícula fictícia situada na interface cuja a posição é dada por 

( )x t
G
� , tem-se que: 

 [ ]1 2( ), ( ), 0F x t x t t =� �  (A.7) 

e, portanto: 
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 ( ) (1 2 1 2( ), ( ), ( ) ( ), ( ),D F )F x t x t t u t F x t x t t
Dt t

∂⎡ ⎤= + ∇⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

G
� � � � �i  (A.8) 

 

em que 
1

( )( ) dx tu t
dx

=
GG ��  é a velocidade desta. 

 Definindo w
G
�  como o componente do vetor velocidade na direção normal a superfície, 

têm-se: 

 w wn=
G G�  (A.9) 

 1Fw u n
t F

∂
= =

∂ ∇

G G�i  (A.10) 

 E, considerando que há continuidade da velocidade na interface: 

 u n w=
G Gi  (A.11) 

 0F u F
t

∂
+ ∇ =

∂
Gi  (A.12) 

 
 Substituindo (A.6) em (A.12): 

 ( )2
2 0xF hu F u x h

t t t
∂∂ ∂

+ ∇ = − + ∇ − =
∂ ∂ ∂

G Gi i  (A.13) 

 1
2

h hu
t x 2u∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (A.14) 

As condições de contorno adotadas para o problema de superfície livre são: 

 

{2 1 2

1

2

2 0

1 2
2

0 0

0

x u u

u
x

x h p p
h hu u
t x

= → = =

∂⎧ =⎪∂⎪⎪= → =⎨
⎪∂ ∂⎪ + =
∂ ∂⎪⎩

 (A.15) 

então: 

 (0
2

1 cos 0 cosp g p p g
x

θ ρ
ρ
∂

+ = → = − −
∂

)2x hθ  (A.16) 
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 O próximo passo é a adimensionalização das equações de Navier-Stokes. Aplicam-se 

as seguintes variáveis adimensionais: 

 

* * * 01 2
1 2

0 0 0

* * *2 01
1 2 2

0 0 0

Ux xx x t t
L H L

u Lu pu u p
U H U ρ

= = =

= = =
0U

 (A.17) 

em que é um comprimento horizontal de referência,  é um comprimento vertical de 

referência e  é uma velocidade de referência. 

0L 0H

0U

 E, portanto, as equações de Navier-Stokes adimensionais são iguais a: 

 
* *
1 2
* *
1 2

0
u u

x x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (A.18) 

 
* * * 2 * 2*

* *1 1 1 1
1 2* * * 2 * *2 *

11 2 1 2

tan 1
ReFr

u u u u upu u
t x x x x x

θ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
⎜+ + = − + +
⎜∈∂ ∂ ∂ ∈ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

*
1
2 ⎟⎟

 (A.19) 

 
* * * 2 * 2*

2 * *2 2 2 2
1 2* * * 2 * *2 *

21 2 1 2

1
ReFr

u u u u upu u
t x x x x x

⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∈
⎜ ⎟ ⎜∈ + + = − − + +
⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

*
2
2

⎞
⎟
⎟
⎠

 (A.20) 

em que θ  é a inclinação do fundo, 0

0

Fr
cos

U
H g θ

=  é o número de Froude, 0 0Re H U
μ

=  é o 

número de Reynolds e 0

0

H
L

∈=  é um parâmetro adimensional. 

 Admitindo que 1∈ , � 1 ( )
Re

O= ∈  e tan ( )Oθ = ∈  e, utilizando-se as condições de 

contorno, tem-se: 

 1 2

1 2
0u u

x x
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (A.21) 

 
2

1 1 1
1 2 2

1 2 1 2

cos sen +u u u hu u g g
t x x x

1u
x

θ θ μ∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (A.22) 

que são as equações de Navier-Stokes sob as aproximações de Saint-Venant.  
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 Mas, para obter as equações de Saint-Venant, algumas manipulações ainda são 

necessárias. As equações anteriores são integradas na vertical. Para isso, define-se a 

velocidade horizontal média na vertical: 

 1( , )

1 1 1 1 2 20
1

1( , ) ( , , )
( , )

h x t
u x t u x x t dx

h x t
= ∫  (A.23) 

 Integra-se a equação (A.21): 

 1 1( , ) ( , )
1 2

20 0
1 2

0
h x t h x tu udx dx

x x 2
∂ ∂

+ =
∂ ∂∫ ∫  (A.24) 

e utiliza-se Leibnitz: 

 
[ ]

[ ] ( )

1( , )
1

1 1 2 2 1 10
1

2 1 1 2 1

( , )( , , ) , ( , ),

, ( , ), ,0, 0

h x t h x tu x x t dx u x h x t t
x
u x h x t t u x t

1x
∂∂

− +
∂

+ − =

∫ ∂  (A.25) 

 Aplicando as condições de contorno e a definição dada por (A.23), tem-se a equação 

da conservação da massa do modelo Saint-Venant: 

 1
1

1 1

0uh hu h
t x x

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (A.26) 

 Aplicando o mesmo processo à equação da quantidade de movimento (A.22): 

 ( )1 2
1 2

1 10

cos sen
h

fu h hu dx g h gh
t x x

τ
θ θ

ρ
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂∫ −  (A.27) 

em que ( )1

2

,0,
f

u x t
x

τ ρμ
∂

=
∂

 é a tensão de cisalhamento no fundo. 

 Fazendo ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 1 2, , , , ,cu x x t u x t u x x t= + , tem-se que: 

 2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 1

0 0

h h

cu dx u h u dx u h u hβ= + = +∫ ∫ 2  (A.28) 

em que  é a velocidade complementar na vertical e 1cu β  é uma constante que soluciona a 

integração. 
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 Pela hipótese de águas rasas, faz-se 0β =  e, a tensão de cisalhamento no fundo é feita 

igual a: 

 ( )1 1
1 ,
2f fC h u u uτ = 1ρ  (A.29) 

então: 
 

 1 11 1
1

1 1
cos sen

2
fC u uu u hu g g

t x x h
θ θ∂ ∂ ∂

+ + = −
∂ ∂ ∂

 (A.30) 

 
 Expandindo para um problema tridimensional, tem-se o sistema de equações de Saint-

Venant bidimensional (equações 2.33 a 2.35).  
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AAPPÊÊNNDDIICCEE  BB  --  MMOODDEELLOO  AANNAALLÍÍTTIICCOO  

Equation Section  2 
Neste Apêndice as equações do movimento para fluidos com reologia tipo Herschel-

Bulkley são obtidas. As seguintes hipóteses são utilizadas: 

• Fluido isotrópico; 

• Escoamento incompressível; 

• Modelo contínuo; 

• Modelo bidimensional; 

• Condição de não deslizamento nas paredes; 

• Temperatura constante. 

O sistema de coordenadas adotado é mostrado na Figura B.1. 

 

 
Figura B.1. Sistema de coordenadas usado no modelo analítico. 

 

Retomando, a equação do movimento de Cauchy na forma vetorial: 

 Du f T
Dt

ρ ρ= +∇
G G

i  (B.1) 

em que T  é dado por: 
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 T pI τ= − +  (B.2) 

E, da reologia tipo Herschel-Bulkley: 

 
( )1

2n
c n

II II

kγτ τ
γ γ

γ
−= +

− −

�
� �

�
 (B.3) 

na qual: 

( T1
2

u uγ = ∇ +∇
G G� )  e, adotando modelo bidimensional, 

2 2 2
1 2 1 2

1 2 2 1

1 1 12 2
2 2 4II

u u u u
x x x x

γ α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

− = + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
�   

 Então, 

 ( ) (T
1

c
n

ku u u u )Tττ
α α −= ∇ +∇ + ∇ +∇

G G G G  (B.4) 

  

 Mas, o interesse é em se encontrar o τ∇i . 

 ( )T pI pτ τ∇ = ∇ − + = −∇ +∇
G G G G
i i i  (B.5) 

 
 Substituindo (B.4) em (B.5), tem-se 

 ( ) (T
1

c
n

kT p u u u uτ
α α − )T⎡ ⎤∇ = −∇ +∇ ∇ +∇ + ∇ +∇⎢ ⎥⎣ ⎦

G G Gi i G  (B.6) 

 
 E, substituindo em (B.1) : 

 ( ) ( ) (T
1

c
n

u ku u f p u u u u
t

τρ ρ
α α −

∂ )T⎡ ⎤⎡ ⎤∇ + = −∇ +∇ ∇ +∇ + ∇ +∇⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G GG G G G G Gi i  (B.7) 

 Ou, em notação indicial: 

 

( )
( ) ( )1

t k i k i k k

c i k k i
i in

u u u f p

u u k u u

ρ ρ

τ
α α −

⎡ ⎤∂ + ∂ = − ∂ +⎣ ⎦
⎧ ⎡ ⎤∂ + ∂⎪ ⎣ ⎦

k k i

⎫⎪⎡ ⎤+∂ + ∂ + ∂⎨ ⎬⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭

 (B.8) 

em que: 

 



Apêndice   130 

( )212
8 i j j i i ju u e eα = ∂ + ∂  

 As Equações (B.7) e (B.8) são as representações, respectivamente, vetorial e indicial 

da equação do movimento para fluido com reologia tipo Herschel-Bulkley. Desenvolvendo o 

divergente do tensor viscoso e adotando o modelo bidimensional, os componentes da equação 

do movimento ficam iguais a: 

• Na direção x1: 

 ( ) (1 1 1
1 2 1 1 1 1

1 2 1
c

u u u pu u f k a b c d
t x x x

ρ ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + = − + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
)1τ  (B.9) 

( )
2 2 2

31 1 1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 2 2

1 1 2 11 1 1

1 12 2 1 2
2

n
n

u u u u u u u ua n
x x x xx x x

α
α

−
−

⎫⎧ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= + − + + − ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎢ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎥⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎦⎭

2

2x∂

( )
2 2 2

31 1 1 2 2 2
1 1 2 2 2

2 1 22 1 2

2 2
1 2 1 1

2 2
2 1 2 1

1 2 1 2

1
2

n
n

u u u u u ub n
x x xx x x

u u u u
x x x x

α
α

−
−

⎧ ⎛ ⎞ ⎡⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪= − + + − +⎜ ⎟⎨ ⎢⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣⎩
⎫⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ⎪+ + − ⎥⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪⎦⎭

2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2

1 2 3 2 2 2
1 1 2 11 1 1 2

1 1 12 2 2
2

u u u u u u u uc
x x x xx x x xα α

⎫⎧ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − + + − ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎢ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎦⎭
2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 1
1 2 2 3 2

2 1 2 2
2 2
2 1

u u
x x

⎫⎧ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪−
12 1 2

1 1 12 2
2

u u u u u u u ud
x x x x xx x xα α

⎛ ⎞ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + + + ⎥⎜ ⎟ ⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

⎜ ⎟⎨ ⎬
∂ ∂ ⎥⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎦⎭
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• Na direção x2: 

 ( ) (2 2 2
1 2 2 2 2 2

1 2 2
c

u u u pu u f k a b c d
t x x x

ρ ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + = − + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
)2τ  (B.10)

( )
2 2 2

32 2 1 2 1 1
2 1 2 2 2

2 1 11 2 1

2 2
1 2 2 2

2 2
2 1 1 2

1 2 1 2

1
2

n
n

u u u u u ua n
x x xx x x

u u u u
x x x x

α
α

−
−

⎧ ⎛ ⎞ ⎡⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪= − + + −⎜ ⎟⎨ ⎢⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣⎩
⎫⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ⎪+ + − ⎥⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪⎦⎭

+

( )
2 2

32 2 2 2 1 2 1 1
2 1 2 2 2 2

2 2 2 12 2

1 12 2 1 2
2

n
n

u u u u u u u ub n
x x x xx x

α
α

−
−

⎫⎧ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= + − + + −
2 2

2 1x x
⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎦⎭

2 2 2 2 2
2 2 1 2 1 1 1 2 2 2

2 2 2 3 2 2 2
2 1 1 2 11 2 1 1 2

1 1 12 2
2

u u u u u u u u u uc
x x x x xx x x x xα α

⎫⎧ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − − + + + −
⎞
⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎦⎭

2 2 2 2
2 2 2 2 1 2 1 1

2 2 3 2 2 2
2 2 2 12 2 2 1

1 1 12 2 2
2

u u u u u u u ud
x x x xx x x xα α

⎫⎧ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − + + − ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎦⎭
 

 Pode-se agora, adimensionalizar estas equações. Usando as variáveis encontradas em 

Coussot (1997): 

 

1 2 1
1 2 1 2

2

; ; ;

;
/

2x x uX X U U
L L V
t pT P

L V Vρ

= = = =

= =

u
V  (B.11) 

em que: 

L : dimensão de referência e 

V : velocidade de referência.  

 Têm-se então: 
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• Na direção x1: 

 ( ) (1 1 1
1 2 1 1 12 2

1 2 1 H-B

tan 1 tan
ReFr Fr G

U U U PU U A B C
T X X X

)1Dθ θ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 (B.12) 

( )
( )

( )1 32 2
11 1 1 1 1 2 22 2

1 2 2
1 1 2 11 1

12 2 1 2
2

n n
n nU U U U U U UA c n c

X X X XX X

− −
− ⎤2 2

2
2 2
1 2

U
X X

⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + −

∂
⎥⎜ ⎟⎢ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠⎦

( )
( )

( )1 32 2 2
1 21 1 1 2 2 22 2

1 2 2 2
2 1 22 1 2

2 2
1 2 1 1

2 2
2 1 2 1

2 2 1 2

1
2

n n
n nU U U U U UB c n c

X X XX X X

U U U U
X X X X

− −
− −⎛ ⎞ ⎡⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + +⎜ ⎟ ⎢⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣
⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + − ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎦
2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2
1 1/ 2 2 3/ 2 2 2 2

1 1 2 11 1 1 2

1 1 12
22

U U U U U U U UC
X X X Xc X c X X X

⎤⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + − ⎥⎜ ⎟⎢ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠⎦

2 2 2
1 1 1 2 2 2

1 1/ 2 2 2 3/ 2 2
2 1 22 1 2

2 2
1 2 1 1

2 2
2 1 2 1

1 1 2
2 4

1
2

U U U U U UD
X X Xc X X c X

U U U U
X X X X

⎛ ⎞ ⎡⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + +⎜ ⎟ ⎢⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣

⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + − ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎦

 

• Na direção x2: 

 ( ) (2 2 2
1 2 2 2 22 2

1 2 2 H-B

1 1 tan
ReFr Fr G

U U U PU U A B C
T X X X

)2Dθ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − − + + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 (B.13)

( )
( )

( )1 32 2 2
1 22 2 1 2 1 12 2

2 2 2 2
2 1 11 2 1

2 2
1 2 2 2

2 2
2 1 1 2

2 2 1 2

1
2

n n
n nU U U U U UA c n c

X X XX X X

U U U U
X X X X

− −
− −⎛ ⎞ ⎡⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − +⎜ ⎟ ⎢⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣
⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + − ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎦
( )

+

( )
( )1 32 2

12 2 2 2 1 2 12 2
2 2 2

2 2 2 12 2

12 2 1 2
2

n n
n nU U U U U U UB c n c

X X X XX X

− −
− ⎤2 2

1
2 2
2 1

U
X X

⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + −

∂
⎥⎜ ⎟⎢ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠⎦

2 2 2
2 2 1 2 1 1

2 1/ 2 2 2 3/ 2 2
2 1 11 2 1

2 2
1 2 2 2

2 2
2 1 1 2

1 1 2
2 4

1
2

U U U U U UC
X X Xc X X c X

U U U U
X X X X

⎛ ⎞ ⎡⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + +⎜ ⎟ ⎢⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣

⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + − ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎦

2 2 2 2
2 2 2 2 1 2 1 1

2 1/ 2 2 3/ 2 2 2 2
2 2 2 12 2 2 1

1 1 12
22

U U U U U U U UD
X X X Xc X c X X X

⎤⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + − ⎥⎜ ⎟⎢ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠⎦
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em que: 

IIc D= −  

 As grandezas , , G são números adimensionais, respectivamente chamados 

de: Reynolds de Herschel – Bulkley, Froude e Número Gravitacional e, são dados por: 

H-BRe Fr

 
1

1
H-B 1Re Re

n
n

n
VL L
k V

ρ κ
−

−
−= =  (B.14) 

 Fr
cos

V
gL θ

=  (B.15) 

 senG
c

gLρ θ
τ

=  (B.16) 

 Pode-se usar ainda o “Número de Herschel-Bulkley”: 

 H-BH
n

c L
k V
τ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (B.17) 

 Assim, 

 H-B
2

H-B

Htan
ReFr G

θ
=  (B.18) 

 E, portanto, HH-B, Fr e ReH-B serviriam como parâmetro de análise de similaridade. 

Assim, pode-se reescrever as equações (B.12) e (B.13), como: 

 ( ) (1 1 1
1 2 1 1 12 2

1 2 1 H-B

tan 1
ReFr

cU U U PU U A B C
T X X X V

)1Dτθ
ρ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 (B.19) 

 ( ) (2 2 2
1 2 2 2 22 2

1 2 2 H-B

1 1
ReFr

cU U U PU U A B C
T X X X V

)2Dτ
ρ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − − + + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 (B.20) 

 Portanto, as equações (B.12) e (B.13) ou as equações (B.19) e (B.20) correspondem às 

formas adimensionais da equação do movimento para um fluido tipo Herschel-Bulkley. 

 Segundo a hipótese levantada por Debiane (2000), de que há regimes 

predominantemente viscosos e inerciais, pode-se fazer uma análise de ordem de grandeza.  
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B.1 REGIME DOMINANTEMENTE INERCIAL 
 
 

Para, 
2

bRe
n nV L

k
ρ −

=  , Fr e V grandes: 

• Na direção x1: 

 1 1 1
1 2

1 2

U U U PU U
T X X

∂ ∂ ∂

1X
∂

+ + = −
∂ ∂ ∂ ∂

 (B.21) 

• Na direção x2: 

 2 2 2
1 2

1 2

U U U PU U
T X X

∂ ∂ ∂

2X
∂

+ + = −
∂ ∂ ∂ ∂

 (B.22) 

 

B.2   REGIME DOMINANTEMENTE VISCOSO 
 

• Na direção x1: 

 ( ) ( )H-B
1 1 1 12

1 H-B H-B

Htan 1 0
Re ReFr

P A B C D
X

θ ∂
− + + + + =
∂

 (B.23) 

• Na direção x2: 

 ( ) ( )H-B
2 2 2 22

2 H-B H-B

H1 1 0
Re ReFr

P A B C D
X
∂

− − + + + + =
∂

 (B.24) 
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AAPPÊÊNNDDIICCEE  CC  --  CCÓÓDDIIGGOO  PPRRÓÓPPRRIIOO  

 

Anteriormente ao uso do CFX, uma tentativa de se escrever em Fortran, um algoritmo 

usando o VOF foi realizada. O algoritmo para reconstrução utilizado foi o ELVIRA e, para 

propagação o split. Usou-se, um código antigo para soluções das equações de conservação. 

Trata-se do programa escrito por Patankar. Tal código precisou ser modificado para se adaptar 

ao problema de interface. Porém, a tentativa não funcionou como era esperado. Observou-se 

que o código seria promissor, porém, o tempo necessário para realização de tal feito seria 

demasiadamente grande e sairia do previsto, portanto, optou-se por deixá-lo para 

investimentos posteriores. Os resultados parciais são mostrados aqui. 

Equation Section (Next) 

C.1 ALGORITMO DE RECONSTRUÇÃO 

 

Como dito no Capítulo 2, o ELVIRA consiste na construção de uma reta, cujos 

parâmetros são escolhidos entre seis candidatos. 

Dentro de uma célula, a reta pode possuir oito configurações, essas são mostradas na 

Figura C.1. 

 



Apêndice   136 

 

Figura C.1. Configurações possíveis das retas dentro das células. 

 

em que xm1 e xm2 são variáveis utilizadas no algoritmo para se descobrir qual é a geometria 

correta. Observe ainda que, nem sempre b refere-se ao mesmo parâmetro b da equação da 

reta. Isto foi feito assim para facilitar o algoritmo. 

 O algoritmo foi escrito a partir dessas oito configurações básicas. Porém, nada impede 

de o “fluido escuro” estar na posição invertida. Para isso, uma outra variável, chamada de 

COR é usada. Esta pode assumir o valor VF, quando o fluido escuro está na posição padrão ou 

(1 – VF) quando na posição contrária. Um método foi desenvolvido para se saber qual é o 

valor correto e é mostrado a seguir. 

 Quando a candidata a reta é vertical, faz-se: 

  (C.1) 1 ( 1, 1) ( 1, ) ( 1, 1)C VF I J VF I J VF I J= − − + − + − +

  (C.2) 2 ( 1, 1) ( 1, ) ( 1, 1)C VF I J VF I J VF I J= + − + + + + +

 E, observa-se que: 

 Se  → 1C C≥ 2 ( , ) ( , )COR I J VF I J=  (C.3) 

 Se  → 1C C< 2 ( , ) 1 ( , )COR I J VF I J= −  (C.4) 

 Do mesmo modo, se a candidata a reta é horizontal, faz-se: 
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  (C.5) 3 ( 1, 1) ( , 1) ( 1, 1C VF I J VF I J VF I J= − − + − + + − )

)

4

  (C.6) 4 ( 1, 1) ( , 1) ( 1, 1C VF I J VF I J VF I J= − + + + + + +

 Se  → 3C C≥ ( , ) ( , )COR I J VF I J=  (C.7) 

 Se  → 3C C< 4 ( , ) 1 ( , )COR I J VF I J= −  (C.8) 

em que, , ,  e  são variáveis auxiliares. 1C 2C 3C 4C

 Para retas inclinadas, observa-se que a escolha da função COR depende dos sinais dos 

, conforme a Figura C.2. a�

 

 
Figura C.2. Posição do fluido escuro como função do sinal das curvaturas. 

 

Ou seja, para a interface possuir uma curvatura positiva e o fluido escuro estar abaixo, 

é necessário que 1x
ba� , 1x

ca�  e 1x
fa�  ≥  0 e 2x

ba� , 2x
ca�  e 2x

fa�  ≤  0 e assim por diante.  

Após a definição do valor da função COR, resta a obtenção do parâmetro . Este é 

obtido, respectivamente na Figura C.1, das seguintes formas:  

�b

 Geometria 1: ( )12 8
2

1 2x a COR x x
b

Δ ± Δ Δ
=

� �� a
 (C.9) 
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 Geometria 2: 2
1 12 2

2
x ab x COR x
a
Δ⎛= Δ − Δ −⎜

⎝ ⎠

��
�
⎞
⎟  (C.10) 

 Geometria 3: 2 1 22 8 (1
2

)x a x x COR
b

Δ ± Δ Δ −
=

��  (C.11) 

 Geometria 4: 1
2 2

x ab COR x Δ
= Δ −

��  (C.12) 

 Geometria 5: 2b COR x= Δ�  (C.13) 

 
 Geometria 6: 1 22b a COR x x= Δ Δ� �  (C.14) 

 Geometria 7: 2
1 2

xb a COR x Δ
= Δ +� �  (C.15) 

 Geometria 8: 
( )1 2 1 22 8 (1

2
)x a x a x x COR

b
Δ + Δ ± Δ Δ −

=
� ��  (C.16) 

 Geometria 9: 1
2 2

x a
b COR x

Δ
= Δ +

��  (C.17) 

 Geometria 10: 1b COR x= Δ�  (C.18) 

em que: 

1Δx  e 2Δx  são as dimensões respectivamente, horizontal e vertical das células. 

É necessário ressaltar também que os valores calculados de 2x
ba� , 2x

ca�  e 2x
fa�  devem ser 

transladados em 90 graus. 

 Resta agora, escolher a melhor reta. Cada candidata a reta (binômio a , ), é estendida 

dentro do volume 3 X 3 que circunda a célula. O valor de VF é calculado para este volume. A 

reta escolhida é aquela que possuir o menor erro com relação ao valor real. 

� b�
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C.2 ALGORITMO DE PROPAGAÇÃO 

 
O algoritmo denominado Split consiste em se dividir o cálculo da advecção da 

interface ao longo das direções coordenadas, ou seja, para um problema bidimensional, o 

cálculo é feito em dois passos. Relembrando alguns conceitos mostrados no Capítulo 2, a 

conservação da massa é discretizada da seguinte forma: 

 
1 1 1 1, , , ,2 2 2 2

1 1 2 2

1 1

( ) (
0i j i j i j i j

n n n nu u u u

x x
+ − + −

− − )
+ =

Δ Δ
 (C.19) 

 O campo de VF deve ser encontrado em um tempo 1 ( 1)nt n+ t= + Δ . Assim: 

 1
, , 1 1 1, , , ,2 2 21 2

n n n n n n
i j i j i j i j i j i j

t tVF VF F F G G
x x

+
− + − +

Δ Δ
1

2

⎡ ⎤ ⎡= + − + − ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣Δ Δ ⎦

 (C.20) 

em que: 

( ) 11 1, 22

nn
ii j

F VF u
−−

=  é o fluxo de fração volumétrica na fase esquerda da célula i,j e assim por 

diante.  

 O método consiste em separar os fluxos nas duas direções, da seguinte forma: 

 1 *
, , 1, ,2 22

n n
i j i j i j i j

tVF VF G G
x

+
− + 1

nΔ ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦Δ
 (C.21) 

 *
, , 1 1,2 21

n n n
i j i j i j i j

tVF VF F F
x − + ,

Δ ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦Δ
 (C.22) 

e, os fluxos são dados por: 

 ( ) 11 1 ,, 22

nn
ii j

F VF u
++

=
j  (C.23) 

 ( ) 11 1 ,, 22

nn
ii j

F VF u
−−

=
j  (C.24) 

 ( ) 11 2 ,, 22

nn
i ji j

G VF u
++

=  (C.25) 

 ( ) 11 2 ,, 22

nn
i ji j

G VF u
−−

=  (C.26) 

 Calculam-se assim os fluxos e a interface pode ser movimentada. 
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C.3 SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES 

 

A solução do sistema de equações foi feita através do método dos Volumes Finitos. 

Este consiste no balanço das propriedades do escoamento nas unidades elementares do 

domínio físico (os volumes de controle). Estas propriedades são substituídas por uma única, 

genérica, que representa a tal quantidade transportada por unidade de massa. Tal equação é 

escrita na forma conservativa e, integrada nos volumes de controle e no tempo, 

transformando-se assim as EDP’s em equações algébricas, que são resolvidas por métodos 

iterativos. 

A grande vantagem do método está na conservação das propriedades em cada volume 

o que relaciona o modelo numérico à realidade física. 

Quanto aos esquemas de discretização no espaço e no tempo, existem muitas 

possibilidades. A escolha do esquema deve levar em conta o problema a ser resolvido e o 

comportamento destes com relação ao transporte e conservação das propriedades. O programa 

original foi escrito utilizando-se o Power-Law (esquema de interpolação no espaço) e 

formulação totalmente implícita no tempo. 

A solução do sistema de equações obtido foi feito utilizando-se um método iterativo, o 

TDMA. O acoplamento pressão-velocidade foi resolvido através do SIMPLE. A malha 

utilizada é regular com arranjo desencontrado. 

 

C.4 RESULTADOS 

 

Primeiramente, mostram-se testes do algoritmo de reconstrução. O primeiro teste 

refere-se a construção de uma interface circular de raio igual a 4 unidades em uma malha com 

20 unidades. Na Figura C.3 tem-se o resultado do teste. 
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Figura C.3. Reconstrução de uma superfície circular pelo algoritmo ELVIRA. 

 

 O próximo teste refere-se a um círculo recortado. O teste pode ser encontrado em 

Pilliod e Pucket (2004). 

 

 
Figura C.4. Reconstrução de uma superfície circular com recorte pelo algoritmo ELVIRA. 
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Observe que, na posição entre o círculo e o recorte, o algoritmo não reconstrói de 

maneira adequada a superfície. Isto se deve ao fato da mudança no formato da superfície ser 

brusca. 

 Fez-se também testes do algoritmo de advecção. De fato, tratam-se de testes do 

conjunto dos de reconstrução e advecção, já que este último só tem sentido na presença do 

outro. O teste consiste em, ao se estabelecer um campo de velocidades, observar a advecção 

da interface.   

 

0 s 1 s 
  

  
2 s 3 s 

Figura C.5. Teste do algoritmo de advecção de interface circular em um campo de  

velocidades prescrito (u1 = 1 un./s e u2 = 1 un./s). 
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 Os resultados do programa completo serão omitidos. Observou-se que a convergência 

era muito lenta. Isto se deve ao fato de que além do programa original ter sido escrito para 

problemas monofásicos e com condição de contorno de velocidade prescrita, os métodos 

adotados não são muito robustos para problemas tipo gravidade.  
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