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O presente trabalho apresenta as formulagdes matematicas do método dos
elementos de contorno ¢ do método dos elementos finitos, incluindo o tratamento
numérico para integracdo temporal da equagdo escalar da onda em duas dimensdes. Na
formulagdo de elementos de contorno, incluem-se os termos das condi¢des iniciais
mediante a implementagdo de células no dominio, e se incorpora o método € linear com
a finalidade de gerar resultados mais estaveis, no caso em que uma varia¢ao linear no
tempo para o fluxo for considerada. Na formulacdo para elementos finitos, calcula-se a
fun¢do de Green em forma explicita, para depois ser aplicada no processo de marcha no
tempo. Os métodos usados na obtenc¢ao da funcdo de Green sdo os métodos explicitos
de Runge-Kutta e das diferencas centrais. Finalmente, ¢ descrito um esquema de
acoplamento iterativo entre os métodos dos elementos de contorno e dos elementos
finitos, baseado na técnica de superposicdo de subdominios, equivalente a definir uma
zona a ser discretizada por ambos os métodos. A técnica aqui descrita é adequada para
modelar na analise da propagacdo de ondas acusticas em meios infinitos e semi-
infinitos, consequentemente podendo ser aplicada na migracdo reversa no tempo em

geofisica, onde somente as condi¢des naturais sdo prescritas na superficie do continuo.
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This work presents the mathematical formulations of the boundary element
method and the finite element method, including the numerical treatment for time
integration of the two-dimensional scalar wave equation. Initial conditions are included
in the boundary element method formulation by considering cells over the domain
where those conditions are prescribed, and the linear § method is implemented to
improve the stability of the results, in the case that a time linear interpolation function
is assumed to represent the flux variation. In the finite element method, the Green'’s
function is determined and it is then applied in the time stepping process. The Runge-
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1.1. Observacdes preliminares

H& muitos anos, 0s métodos numéricos comecaram a ser usados para resolver os
mais diversos problemas de engenharia, principalmente devido ao intenso avango nas
areas da computacdo, tanto na criacdo de sofiwares como no desenvolvimento de
hardwares. Os dois métodos a serem estudados neste trabalho s&o: o0 método dos

elementos de contorno (MEC) e 0 método dos elementos finitos (MEF).

O MEC [1-3] é frequentemente usado em dominios de geometria complexa, por
exemplo, com aberturas ou que contém alta concentracdo de tenséo (ou fluxo), ja que no
caso do MEF a malha que é usada na discretizacdo do continuo deve ser muito refinada,
com a finalidade de obter resultados de boa precisdo nestas zonas. Também o MEC
produz bons resultados em dominios infinitos ou semi-infinitos e em problemas de
propagacdo de ondas, ja que ao discretizar este tipo de dominio pelo MEF, elementos

com condicdo de contorno néo reflexiva devem ser incluidos [4].

No entanto, o MEF [4-6] é mais adequado na representacdo de meios
heterogéneos ou com nao-linearidade fisica ou geométrica. Por exemplo, no caso do
meio ndo homogéneo, o problema fica mais simples discretizando o dominio em
pequenos elementos, considerando cada elemento tendo propriedades fisicas diferentes.
Quanto mais complexo for o comportamento fisico do material, mais complexas serdo

as solucdes fundamentais requeridas pelo MEC para a sua resolucao.

H& algumas décadas, surgiu a idéia de se combinar os dois métodos, dando
origem aos diferentes tipos de acoplamento MEC/MEF que atualmente existem na
literatura, tendo como principal objetivo aproveitar as vantagens de cada um desses

métodos.

Em relacdo ao MEC, o presente trabalho apresenta a forma inversa da equagéo
escalar da onda em duas dimens6es no dominio do tempo, bem como os procedimentos
necessarios para a sua solugcdo numerica. Para isso, os coeficientes das matrizes G e H,
bem como as contribui¢des dos termos das fontes, devem ser calculados para o tempo
de retardo [1,2] e para todos os instantes de tempo anteriores ao dito instante. Isto é

devido a existéncia de integrais de convolucdo na equacdo integral do método. A



solugdo fundamental em duas dimensbes é representada por uma funcdo temporal,
multiplicada por uma funcdo Heaviside, obtida neste trabalho a partir da integracdo da
fung¢do de Green do problema tri-dimensional (caracterizada pela existéncia de uma
funcéo delta de Dirac) na direcdo perpendicular ao plano 2D considerado [1,2]. No que
diz respeito as funcdes de interpolacdo para representar a variacdo no espaco, escolhidas
tanto para o potencial u quanto para o fluxo p, neste trabalho sdo consideradas somente
funcBes lineares. Enquanto isso, para representar a variacdo temporal, é considerada
funcéo linear para o potencial e fungbes constante e linear para o fluxo. Assumindo, em
relacdo a varidvel temporal, funcdo de interpolacdo linear para o potencial e para o
fluxo, faz-se necessario a implementacdo do método & linear adaptado ao MEC para
melhorar a estabilidade dos resultados [7]. Para calcular os valores das derivadas do
potencial em pontos internos, € necessario obter as derivadas dos coeficientes das
matrizes G e H do MEC, bem como as derivadas das contribui¢fes das condicOes
iniciais e das fontes, nas quais se deve aplicar o processo de limite ou empregar alguma

outra técnica, como por exemplo, o conceito de parte finita de uma integral [8,9].

A respeito do MEF, particularmente em relacdo aos métodos passo a passo no
tempo [5,6,10,11], existem 0s métodos de Green [12-20], nos quais primeiro é obtida a
fungdo de Green do problema [1,12,13,21], geralmente definida pela resposta a um

“carregamento” de valor unitario localizado em um ponto P, para um instante de tempo
t,. Posteriormente esta solucdo é aplicada sucessivamente no avanco do tempo,

resultando em um algoritmo que pode ser mais eficiente que 0s métodos passo a passo
convencionais, principalmente quando estes ultimos sdo implicitos. A obtencdo desta
funcéo pode ser feita de forma implicita [16] ou explicita [17-20]. No primeiro caso, as
equacOes que expressam a funcdo de Green s&0 introduzidas diretamente no algoritmo
de marcha no tempo, ndo sendo necessario armazena-las. No segundo caso a fun¢do de
Green é calculada numericamente por algum dos algoritmos passo a passo tradicionais,
tais como Runge-Kutta e diferencas centrais, sendo posteriormente empregada no
processo de integracdo temporal. No presente trabalho aqueles dois procedimentos para
achar a funcdao de Green explicitamente [18] sdo usados, ou seja, 0 método de Runge-
Kutta (ExGA-RK) e 0 método das diferencas centrais usando matriz degrau H (ExGAH-

dc). Vale mencionar que se encontra na literatura a criacdo de um algoritmo unificado,



para o tratamento tanto no dominio do tempo quanto no dominio da freqléncia,

aplicado a modelos ndo-lineares na analise modal mediante elementos finitos [22].

Como alternativa para a resolugdo de problemas de propagacdo de ondas
existem os sistemas acoplados, nos quais 0 dominio é discretizado usando diferentes
métodos em distintas regides deste. No presente trabalho, apresenta-se uma breve
revisdo das técnicas de acoplamento entre 0 MEC e o MEF, tanto de acoplamento direto
[23-30] quanto de acoplamento iterativo [31-37. NO acoplamento direto faz-se a
montagem de uma matriz global, contendo tanto as contribui¢fes dos coeficientes das
matrizes de rigidez e de massa do MEF quanto as contribuicfes dos coeficientes das
matrizes G e H do MEC, sendo em geral um procedimento mais caro
computacionalmente. No acoplamento iterativo 0s subdominios sdo tratados de forma
independente, sendo possivel explorar as vantagens de cada um dos métodos. Os
algoritmos de acoplamento iterativo podem ser classificados usando dois critérios:
segundo a forma em que os subdominios sdo resolvidos, ou segundo a forma em que
estes sdo discretizados [4]. O primeiro critério inclui, por um lado, 0s métodos
paralelos, nos quais 0s subdominios sdo resolvidos em forma simultanea ap6s impor
condi¢Bes na interface para finalmente comparar os valores obtidos com aqueles
assumidos no inicio. Por sua parte, 0s métodos seqiienciais S840 aqueles nos quais, apos
assumir a condicdo na interface, um dos subdominios € resolvido e os seus resultados
sdo usados como condicdo de contorno para o outro subdominio. O segundo critério
pode estabelecer a existéncia ou ndo de uma zona comum entre os subdominios, a qual
sera discretizada pelos dois métodos. O ponto de detengéo das iteracdes para ambos 0s
critérios, pode ser estabelecido definindo uma tolerancia dentre os valores atual e da
iteracdo anterior do potencial ou do fluxo na interface, e um nimero maximo de

iteraces.

O método de acoplamento proposto no presente trabalho considera uma zona do
dominio que é discretizada por ambos os métodos. Com esta técnica se evita fazer a
transformacéo de for¢as nodais, usadas no MEF, em forcas de superficie requeridas
pelo MEC na zona de unido dos subdominios [34]. Outra vantagem deste procedimento
consiste em poder discretizar subdominios pelo MEF prescrevendo somente condi¢édo

natural [34]. Este procedimento, utilizado principalmente em modelos ndo dependentes



do tempo, sera estendido para problemas dindmicos governados pela equacao escalar da

onda.

1.2.  Breve revisdo bibliogréafica

Nas ultimas décadas, 0 método dos elementos de contorno (MEC) e o método
dos elementos finitos (MEF) tém evoluido com rapidez [1-6], devido a grande variedade
de pesquisas desenvolvidas em diferentes areas, tais como engenharia civil, mecanica,

eletrbnica, nuclear, acustica, e muitas outras.

Em relacdo ao MEC, Brebbia et al. [3] apresentaram as formulacdes para
resolver problemas estaticos, tanto lineares (elasticos) quanto ndo lineares (inelasticos,
elasto-plasticos, fratura), usando as equagdes de Laplace, Poisson e da elasto-estatica.
As solucdes fundamentais para problemas dindmicos no dominio do tempo e no
dominio da freqliéncia, mediante a aplicacdo da transformada de Laplace, também
foram mostradas. A formulacdo dindmica em duas dimensdes, no dominio do tempo, foi
definida e apresentada por Mansur [1], tanto para a equagéo escalar da onda quanto para
elasto-dindmica. Dominguez [2] mostrou mais tarde a formulagdo do MEC para
problemas dindmicos harménicos e transientes (dominio da freqiiéncia e do tempo)
considerando as equacdes antes mencionadas, além de incluir dupla reciprocidade em
elasto-dinadmica transiente, formulagéo para fratura, interagdo dindmica solo-estrutura e
analise dindmica em meios poroelésticos. Yu et al. [7] estabeleceram uma técnica
baseada no metodo linear 6 para estabilizar as solu¢des obtidas, no caso de assumir
funcdo de interpolacdo linear no tempo para o fluxo. Mansur et al. [8] e Carrer &
Mansur [9] apresentaram os resultados do célculo das derivadas dos coeficientes das
matrizes do MEC usando o conceito de parte finita de uma integral, com a finalidade de
obter, respectivamente, as derivadas do potencial (equacdo escalar da onda) e do

deslocamento (equacdo da elasto-dindmica) em pontos interiores.

Existem inameros livros textos publicados, cobrindo uma grande variedade de

topicos, podendo-se citar Zienkiewicz & Taylor [4], Bathe [5], Hughes [6], etc.

Dentre os algoritmos para 0 avan¢o no tempo, destaca-se aquele proposto por
Newmark [10], que estabeleceu aproximacgdes por diferencas finitas das derivadas



temporais da equacdo de equilibrio mediante o uso de dois parametros, gerando assim
uma familia de algoritmos implicitos e explicitos com controle de estabilidade e
acuracia numeéricas. Zienkiewicz [11] mostrou que o método proposto por Newmark
(bem como Houbolt e Wilson-0) pode ser obtido mediante a aplicagdo do método dos
residuos ponderados & variavel temporal, sendo o método de Newmark um caso
particular deste procedimento, dependendo das funcdes de interpolacdo e de ponderacgéo

escolhidas.

Wrobel [12] apresentou a formulacdo matematica do método dos elementos de
contorno para problemas do tipo potencial e fluxo viscoso, enquanto Carrer [13]
desenvolveu técnicas implicitas para problemas estaticos e dindmicos no método dos
elementos de contorno aplicado a elastoplasticidade. Zhong & Williams [14]
apresentaram um metodo de integracdo temporal bastante preciso, conhecido como
“Precise Time Step Integration Method”, 0 qual consiste em transformar a equacdo
diferencial de segunda ordem para um sistema de equaces lineares de primeira ordem,
obtendo a sua solucdo analitica. Uma vez que esta solucdo corresponde a uma funcgéo
exponencial, ela é expressa em série de Taylor e truncada no termo de quarta ordem.
Um processo iterativo € adotado com a finalidade de se obter uma aproximagao da serie
truncada. Apesar de melhorado, este método teve maior aplicacdo em equacOes
diferenciais de primeira ordem, porque o processo de modificar a equacdo de segunda

ordem é caro computacionalmente.

Fung [15] sugeriu um algoritmo bastante preciso no qual calcula numericamente
as respostas impulso e degrau, sendo usadas nas equagdes de equilibrio dindmico
fazendo uso da simetria das matrizes envolvidas, bem como a disposi¢do banda dos seus
elementos. Enquanto isso, Soares & Mansur [16] estabeleceram uma variante muito
interessante na resolucdo do problema dindmico passo a passo no tempo, baseando 0s
calculos na obtengdo numérica e implicita da funcdo de Green, denominada Implicit
Green Approach (ImGA). Loureiro [18,19], Dors [17] e Mansur et al. [20]
apresentaram a formulagdo explicita geral para integrar no tempo as equacGes da
dindmica através do uso das func¢oes de Green, estabelecendo o procedimento
denominado Explicit Green Approach (ExGA). Dors [17] estendeu o ExGA para
elastodinamica e introduziu o conceito de sub-malha, que torna 0 método competitivo

tendo em vista a grande reducdo no custo do calculo das matrizes de Green. Alguns



enfoques mais detalhados do conceito da fun¢do de Green podem ser achados nos
trabalhos de Mansur [1] e Graff [21]. Soares & Mansur [22] estabeleceram um
algoritmo unificado aplicavel tanto para o dominio do tempo quanto para o dominio da

frequéncia na resolucdo de problemas ndo-lineares usando analise modal pelo MEF.

No entanto, existem muitos problemas onde o procedimento mais adequado para
a sua resolucdo consiste em usar técnicas de acoplamento entre diferentes métodos
numéricos, aproveitando as vantagens que tém cada um deles. No contexto do
acoplamento entre 0 MEC e 0 MEF, Zienkiewicz et al. [4] definiram os esquemas de
acoplamento direto, mediante a montagem das matrizes de coeficientes dentro de um
sistema s0, sendo em geral de mais cara implementacéo, e os de acoplamento iterativo,

0s quais aproveitam melhor as vantagens de cada método.

Com relacédo ao acoplamento direto MEC/MEF, Brebbia & Georgiou [23], Li et
al. [24] e Leung et al. [25] propuseram procedimentos para resolver problemas lineares
e estaticos, enquanto que Von Estorff & Prabucki [26] e Von Estorff & Antes [27]
mostraram métodos de acoplamento para resolver problemas dindmicos. A respeito do
comportamento ndo-linear, Pavlatos & Beskos [28] e Yazdchi et al. [29] apresentaram,
respectivamente, aplicacGes a elasto-plasticidade e ao comportamento sismico néo-
linear de alguns tipos de elementos de concreto. Guoyou et al. [30] mostraram um
procedimento com a finalidade de estabilizar o acoplamento direto, usando o método

linear 6 para problemas dinamicos.

Dentre as técnicas de acoplamento iterativo MECIMEF, Lin et al. [31]
propuseram um método que utiliza uma conversdo em termos de energia, a qual
relaciona as forc¢as de superficie do MEC com as for¢as nodais do MEF, na interface
dos subdominios que estdo sendo discretizados pelos diferentes métodos. Elleithy et al.
[32] foram além do procedimento sequencial Dirichlet-Neumann, com o objetivo de
resolver problemas da fratura considerando material elasto-pléastico, e apresentaram uma
breve revisdo dos métodos ja existentes para problemas lineares. Kamiya & Iwase [33]
usaram o meétodo dos gradientes conjugados, o complemento Schur e condensacgéo para
atualizar os valores das incognitas nas interfaces, enquanto Elleithy & Al-Gahtani [34]
apresentaram um procedimento baseado em definir uma &rea entre os subdominios que

é discretizada pelos dois métodos, ndo sendo necessario fazer aquela conversdo de



forgas de superficie do MEC para for¢as nodais do MEF. No entanto Elleithy et al. [35]
propuseram um procedimento sequencial de acoplamento iterativo MEC/MEF para
problemas estaticos com comportamento elastico linear do material, definindo as
condigdes para uma escolha adequada do parametro de relaxagdo «, com o0 objetivo de
garantir a convergéncia. Soares et al. [36] apresentaram um procedimento sequencial de
acoplamento iterativo, aplicavel a problemas dinamicos ndo lineares, considerando
discretizacdo temporal com diferentes passos de tempo. Outra pesquisa neste contexto

foi apresentada por Soares [37], para problemas de interagédo solo-fluido-estrutura.

1.3.  Objetivos e conteado do presente trabalho

Este trabalho tem como objetivo descrever a implementacdo numérica dos
métodos dos elementos de contorno e dos elementos finitos, aplicados a resolugdo da
equacdo escalar da onda em duas dimensfes no dominio do tempo, resolvendo alguns
exemplos e comparando os resultados obtidos. O algoritmo computacional do método
dos elementos de contorno (MEC), que é baseado no método € linear, inclui o
tratamento de condicdes iniciais mediante a consideracdo de células no interior do
dominio, onde estas condi¢cBes sdo prescritas, além do célculo das derivadas do
potencial em pontos internos e das contribui¢cdes dos termos das fontes. Em relagcéo ao
método dos elementos finitos (MEF), a integracdo temporal é baseada em matrizes de
Green calculadas explicitamente (ExGA). Propde-se um esquema de acoplamento
iterativo MEC/MEF-ExGA assumindo uma regido discretizada pelo MEC, outra pelo
MEF-ExGA e uma zona discretizada pelos dois métodos, permitindo, como seré visto, a

solucéo de casos nos quais somente se prescrevem condi¢des naturais no contorno [34].

No segundo capitulo do presente trabalho apresenta-se a formulagdo do método
dos elementos de contorno, aplicada a resolucdo de problemas lineares e homogéneos
da equacéo escalar da onda, em duas dimensdes e no dominio do tempo, incorporando
fonte e também condicdes iniciais mediante a inclusdo de células no dominio. Devido a
natureza da solugdo fundamental em duas dimensdes, incluida na formulagéo integral do
MEC [1], é necessario desenvolver um processo de convolugdo, tanto com os
coeficientes das matrizes G e H como também com as contribui¢cdes dos termos das
fontes. As fungdes de interpolacdo espaciais, para o potencial e o fluxo, sdo

consideradas lineares, enquanto as fungdes de interpolacdo no tempo usadas no trabalho



sdo: funcéo linear para potencial e funcGes linear e constante para o fluxo, incluindo-se
0 método € linear para estabilizar os resultados no caso de escolher funcdo de

interpolacdo linear no tempo para o fluxo.

No terceiro capitulo apresenta-se a formulagdo linear dos elementos finitos para
a equacdo escalar da onda, descrevendo-se sua discretizagdo espacial mediante o
método dos residuos ponderados. A integracdo temporal é efetuada usando os métodos
de Newmark e 0s procedimentos baseados em matrizes de Green conhecidos como
ExGA-RK e ExGAH-dc. Nestes métodos o processo de integracdo temporal é feito
através de matrizes de Green calculadas mediante discretizacdo espacial pelo MEF, e
temporal pelo método de Runge-Kutta (ExGA-RK) ou diferencas centrais (ExGAH-dc).
Os procedimentos conhecidos como métodos de Green, se baseiam em encontrar
inicialmente a fungdo de Green do problema, para depois aplicar dita fungdo na marcha
do tempo. O célculo da fungdo de Green é feito explicitamente, e os métodos usados
para tais fins sdo ExGA-RK e ExGAH-dc.

No quarto capitulo, apresentam-se alguns tipos de acoplamento MEC/MEF
existentes na literatura. Da-se uma maior énfase a um procedimento que consiste em
definir uma zona do dominio que é discretizada usando ambos os métodos. No presente
trabalho estende-se aquele procedimento para a analise dindmica no dominio do tempo,

considerando escolha independente do passo de tempo em cada método.

No quinto capitulo, o presente trabalho mostra e compara os resultados de
alguns exemplos resolvidos pelo método dos elementos de contorno e pelo método dos
elementos finitos. A comparacdo dos resultados com aqueles obtidos usando o
acoplamento iterativo sugerido, sera considerada como sugestdo para futuros trabalhos.

Finalmente, o sexto capitulo apresenta as conclusGes obtidas, e também

apresenta algumas sugestdes possiveis para trabalhos futuros.
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Formulacao do MEC
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2.1. Equacéo escalar da onda

A equacdo escalar da onda, para meios homogéneos e isotropicos, com

intensidade de fonte y e sem considerar amortecimento, apresenta-se a seguir,

Viu——ii=—y 2.1

onde u ¢ o potencial solugdo da equagdo (2.1), ¢ ¢ a velocidade de propagagao da onda,

e a fonte y ¢ funcdo das coordenadas espaciais x € y e do tempo .

Figura 2.1: Geometria do continuo de dominio Q2 e contorno I'.

Uma solugdo particular da equagdo (2.1) pode ser obtida, para um dominio Q

que possui um contorno I' =TI", +T", (figura 2.1), prescrevendo as condi¢des iniciais

”(xayato):uo(er’)

2.2
v(x,y,to):d(x,y,to):vo(x,y) (2-2)

para o tempo f¢=tf,. As condigdes essencial e natural nos contornos I', e I,

respectivamente, sao escritas como
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ou (2.3)

Nas expressdes (2.3), e também ao longo do trabalho, o indice repetido

representa suma nos indices, sendo n, as componentes do vetor normal unitario {ﬁ},

ortogonal ao contorno I" (figura 2.1).
2.2.  Solucdo fundamental, formulacéo integral

Uma das principais caracteristicas do MEC consiste em definir uma fungao
conhecida como solugdo fundamental, a qual deve satisfazer identicamente a equagdo
diferencial, mas ndo necessariamente as condi¢cdes de contorno. Em geral, para a
solugdo fundamental considera-se a resposta em um ponto campo ¢, para um tempo ¢,
considerando uma fonte (ou carregamento) impulsiva de magnitude unitéria, aplicada

em um ponto fonte s, para um tempo 7 (figura 2.2).

Figura 2.2: Representacdo do ponto fonte e do ponto campo, no

contorno e no interior do dominio. Representacdo do vetor 7.

A solugdo da equagdo (2.1) em duas dimensdes, para um dominio infinito, com

fonte »* de intensidade

v =4r 5(6]—3)5(1‘—7) (2.4)
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¢ a seguinte [1],

u (q,t;5,7)= 2 H[c(t—r)—r] (2.5)
cz(t—r)2 —r?
P (@tss,0) = ou”(q.t;5,7) _0u’(g,35,7) or 26)

on or E

Na equagdo (2.5), H[t—a] denota a funcdo Heaviside, onde se o argumento

t —a for maior ou igual a zero, o valor da fungdo ¢ 1, caso contrario ¢ nulo.

O termo &(f1—a) em (2.4) corresponde a fungdo delta de Dirac, e as suas

principais propriedades sdo as seguintes:

'[+w§(t—a)dt:1

—0

2.7)
5(t—a)=0 se r#a

r nas equagoes (2.5) e (2.6) corresponde a distancia entre os pontos campo €

fonte, respectivamente ¢ € s.

Aplicando o método dos residuos ponderados no espago ¢ no tempo sobre a

equagao (2.1), usando a solugdo fundamental como sendo a funcao de peso, chega-se a

:-[: {L(p_p)u* dl"} dr—Jj {J‘rl(u—ﬁ)p* dr} dr (2.8

Inclui-se o ¢" =t+& como limite superior das integrais em (2.8), com ¢

suficientemente pequeno, com a finalidade de evitar o limite de integragdo coincidindo
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exatamente com o pico da fung¢do delta de Dirac [1-2]. Integrando duas vezes por partes

em relacdo a variavel 7, chega-se a

t* t* 2 %
J- j (u*p—p*u) dr’ dr+-.- J Vzu*—%a u2 udQp dr
0 r 0 o ¢ or
+J‘ {J. (u*}/) dQ} afr+L2 [aiu—a—uu*j
o lJa cJo\or Or

Aplicando a definicdo de solucdo fundamental e substituindo (2.4) em (2.9),

dQ =0 (2.9)

obtém-se

+

L {L(u*p_p*u) dr} d’_JJ {LM 5(q—s)5(t-7) u dQ} dr

+

’ . 1 . .
+j0 {J.Q(u 7) dQ} dr—?jg(vo Uy = v, uy) dQ=0 (2.10)

Na expressao anterior,

S ou
N e

or|._, (2.11)
u; = u* .

Aplicando as propriedades (2.7) da fun¢do delta de Dirac na segunda integral
em (2.10), deduz-se a expressdo integral para o potencial # em pontos internos ao

dominio Q [1,2]:

u (s, L”U {I (0.;5,7) (Q,r)dF(Q)} g
.[ {J‘p (Q:135,7) u(0Q:7) dF(Q)} dr
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c

L j i (4:65) () d02(g)
+ci2J‘ Uy (9:1:5) vy (q) d2(q)

+I0r {J‘Qu*(q,t;s,r) 7(g.7) dQ(q)} dr} (2.12)

A letra maitscula em (2.12) para Q e S, significa que o ponto campo g € o ponto

fonte s ficam localizados no contorno I" (figura 2.2).

No entanto, pode ser demonstrado [1,2] que a equagdo para u em pontos

localizados no contorno I fica

Z(S) u(s { {j (0.5:5.7) (Q,r)dF(Q)}dr

] ressoen ar) o

J‘ q,t S uo )dQ(q)

mw| -

—

+J‘0 {J-Q (¢.6:8,7) 7(g,7) dQ(q)} dr} (2.13)

onde o termo E(S ) ¢ determinado pela geometria na vizinhanga do contorno, e

—2J. q,tS vo )dQ(q)

corresponde ao quociente entre o angulo interior o no contorno do dominio, e “27”

(figura 2.3), ou seja [1-3,12]

c(8)=-= (2.14)
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c(S)=al2x

Figura 2.3: Significado geométrico do termo ¢ (S).

Substituindo a equacado (2.6) em (2.13) e desenvolvendo, a expressdo para u nos

pontos do contorno [1] resulta ser

o(s) m,gi{ | { [ ) dl“} d { [ (5] a’l“} ar

« Uy

+i2_.. (u;‘vo) dQ+— (—B;quru;%Jruo—j dQ
o Jo or

. j { j (w7) dQ} er (2.15)

Na equagdo anterior tem-se

ZC[C(Z—T)—I”:I
\/[cz (t—r)2 —rz}

B =B(0,;8,7)= —H|c(1~7)-r] (2.16)

By =B, (0,5;5) =B (0.1;S.1,) (2.17)
ou

=— 2.18

== (2.18)
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2.3. Implementacdo numérica

Ap0s obter as equagdes integrais do MEC, valida para pontos no interior do
dominio Q e para pontos sobre o contorno I', pode-se discretizar as expressdes para o
potencial, a velocidade e o fluxo usando fungdes de interpolagdo no espaco e no tempo.

Pode-se considerar,

u( ’T):Z XW’(T) ?,(0) u;”] (2.19)

J=1

J n d m
0= 2, ¢df(r) ?,(9) u] (2.20)

p(Q,r)Z[anem () ¢,(0) p’}’] @21

J
=

nas quais o contorno ¢ dividido em J elementos e o eixo do tempo em 7 instantes. As

funcdes de interpolagcdo adotam, por defini¢cdo, os seguintes valores,

¢j(Q[):é:j
Cj (Qi) = 51'1 (2.22)
" (t,)=0,,
9’” (tn): §mn

onde 6, e 6, sdo fungdes delta de Kronecker, as quais assumem o valor 1 se os sub-

mn
indices coincidirem, e 0 caso contrario. Os valores de u e p no lado direito das equagdes

(2.19), (2.20) e (2.21), sdo os valores nodais referentes ao instante de tempo m, ou seja,

uf =u(Qt,)

(2.23)
p;‘n = p(Qj’tm)
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Reescrevendo a equagdo (2.15) para cada né i e cada valor de tempo ¢ ,

substituindo as aproximagodes (2.19), (2.20) e (2.21) para as variaveis u, v € p,

respectivamente, chega-se a

n J n J
- n 1 nm m 1 nm m n n
(5 mz(z% u,}za{z[z@ p)F +S,} 020

m=1 Jj=1

na qual

e 2 0l [ ains

+l do” (2')
c dr

u*(Q,tn;Si,r)} dr} dr(Q) (2.25)

G" =I ;J.(Q)“ " 0" (z) u' (0,1,;5,,7) a’r} dr(Q) (2.26)

0

1 .
F" =C—2J‘ uo(q,tn;Si) v, (q) dQ(q)
Q

+1J‘ uy(g.t,S,) o, (q) dQ(q)
c Q

Gr(Si,q)

ot ~1,) I m B (¢:1.:5,) u,(q) d2(q) (2.27)

=[] v (0si.0) rt0) a0 as @2%)

0
As expressoes (2.27) e (2.28) para F" e S| na equagdo (2.24), respectivamente,

sdo as contribui¢des ao nod i das condigdes iniciais nas cé¢lulas do dominio, e das fontes

concentradas, para o instante de tempo 7.
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Considerando Af¢ constante ao longo da marcha no tempo, as funcdes de
interpolagdo temporais ¢” e 6" possuem a propriedade de translagdo [1,2], o que

significa que para algum instante de tempo m,
t,—t, =Mt = ¢"(1)=¢"" (t+1 At) (2.29)

sendo / inteiro positivo. Portanto

nm _ ypy(n+l)(m+l)

H™ = H! (2.30)
nm __ (n+l)(m+l)

G =G (231)

Devido a isso, evitam-se muitas operacdes redundantes no calculo dos

coeficientes das matrizes para cada passo de tempo, tal como ¢ mostrado na figura 2.4.

—— Termos que ja foram
cadculados no passo
de tempo anterior.

para i, =%, + Af

I I | Eizo do tempo

para ¢, =f, + 2Af

I I | Eizo do tempo

para f,={, + 3Af

I I I Eixo do tempo

Figura 2.4: Esquema de calculo dos coeficientes das matrizes

G ¢ H na marcha do tempo.

A partir desta figura, no primeiro instante de tempo (¢, =¢, + At ) sdo calculadas

as contribuigdes assinaladas junto ao tempo de retardo ¢, mas no instante seguinte
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(t, =t,+2At) a mesma contribui¢do aparece defasada em um instante de tempo, e ndo é

necessario recalcula-la.

Considerando funcao de interpolagdo linear no tempo para u, v e p (ver figura

2.5), tem-se

At

¢"(r)=0"(7)= bt 7T o t, <t<t

At

m—1
N+ tm—l <7< tm

0 caso contrario

(2.32)

Substituindo as expressoes (2.32), da fungdo de interpolagdo linear, em (2.25) e

(2.26), apds desenvolver [1] obtém-se
Hy" =(H]"), +(H]"),

Gy =(G"), +(G"),

i
6" (0)=8" (1)

At At

Figura 2.5: Fungéo de interpolagdo linear para ¢"

(2.33)

(2.34)
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sendo

- 2 0
(H,, )IZE ré ¢,(0) (D,j )1 dr

nm 2 or .
(Hg/ )F_cAt s (P,(Q) (Di/ )F dr

Enm l—‘
’ c At_‘- C

nm — Enm F
G F cAtJ- §

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Nos termos (2.35) ao (2.38), presentes nas equagdes (2.33) e (2.34), o sub-

indices / e F representam, respectivamente, a contribuicdo considerando as partes a

esquerda e a direita do ¢, na figura 2.5. As expressdes para os coeficientes (D;m )1,

(D;’" )F , (E;"” )[ e (E:’” )F se mostram no item A.1 do apéndice A.

Para 0" (7) constante (ver figura 2.6),

,9'"( ) 1 set, ,<t<t,
T)= ]
0 caso contrario

8" (1)

Figura 2.6: Fungdo de interpolagdo constante para 9" .

(2.39)
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€ tem-se

(67)=-

, c-AtJ‘ff‘(Q) (L) ar (2.40)

onde o termo (LZ’”) se mostra no item A.2 do apéndice A.

A etapa seguinte corresponde a assumir uma discretizacdo do contorno I'. No
trabalho considera-se o uso de fungdes de interpolacdo lineares na discretizagdo do

contorno. Na figura 2.7 mostra-se o contorno I', o qual ¢ representado por uma série de

segmentos retos, e, elementos. /, e {ﬁ} , S@o respectivamente o comprimento do
elemento e o vetor normal unitario. Considerando dois elementos e , e, tendo um no

em comum j, como se mostra na figura 2.8, as fungdes lineares no espaco em

coordenadas intrinsecas, sdo representadas por

l1+ seQce

S(1+4,) se0ee,

9,(5)=¢,(&)= %(l—fq) seQee, (2.41)
0 caso contrario

Pusy
3>
S~

L
ek'
\ F
Figura 2.7: Discretizaggo linear do contorno I'.
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E=—10 -1
P

Figura 2.8: Fung@o de interpolacdo linear no espago para u, v e p no contorno I'.

Considerando (2.41), as equagdes (2.35) a (2.38) podem ser expressas por

(H;"), =i[ o p,(0) (), dr,

! cAt|), on
)

2 00 (o), drq]

(Hf””)F L{ ua ?,(0) (D;m)F ar,

or
+ an ?,(0) (DU. )F dl“q]

(Gm), :LU ¢ (0) (8)7), de+j ¢,(0) (B"), dl"q]

P

(G@/ )F_CA{L gz(Q E Ay +J ¢, (0 E ]

P

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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Alternativamente, escolhendo-se 6™ (z‘) constante, as equagoes (2.44) e (2.45)

sdo substituidas pela equacao (2.46) abaixo:

Y

)= [ <@ () ar,+[ o) (er)ar,| e

No caso em que #»=m no termo (H o )1 dado pela equagdo (2.42) considerando

i=j, o integrando possui uma singularidade do tipo 1/r, motivo pelo qual a integral

resultante teria que ser calculada no sentido do valor principal de Cauchy. No entanto,

no caso de elementos de contorno lineares no espago, as contribuigdes desaparecem

devido & ortogonalidade entre o contorno T', ¢ a normal {#} ,ja que Or/dn=0. Para as
integrais dos termos (Gi’}’" )1 , pode-se obter uma maior precisdo integrando-as

analiticamente [1].

Para obter os valores das derivadas do potencial em pontos internos, em relagao

as coordenadas do espago x € y, € ao tempo ¢, ¢ necessario calcular as derivadas dos
nm nm nm nm : nm nm
termos (D,.j )1, (D,.j )F, (EU )1 e (Eij )F presentes nos coeficientes (H,.j )1 s (H,.j )F,

(G;’" )[ e (G;”” )F , respectivamente, assinalados nas expressoes (2.35) a (2.38), no caso

de ter funcdo de interpolagdo linear para representar a variagdo temporal do potencial u
e do fluxo p. Em conseqiliéncia, assumindo func¢dao de interpolagdo constante para

representar a variagao temporal do fluxo p, corresponde obter as derivadas no espago e

no tempo do termo (Lj;.’" ), presente no coeficiente (G;’") e mostrado na equacao (2.40).

Tais derivadas se apresentam nos itens A.3 ¢ A.4 do apéndice A do presente trabalho.

Por exemplo, para calcular a derivada em x do coeficiente (G:'” )[ na expressao

(2.37), deve ser calculada a derivada do termo (E;'” )1 fazendo uso da regra da cadeia,

ou seja,
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a nm 2 a nm
8x( Y >’_cAt r(,(Q) ﬁx(Eij )’ ar
2 .8 m .ar-
= j ré’j(Q) _ar(Eij )1 = dr (2.47)

Seguindo a mesma regra, pode-se obter a correspondente derivada em y. Para a

derivada em x do coeficiente (H i )1 na expressao (2.35), é necessario aplicar a regra

da cadeia sobre um produto de fungdes, tal como ¢ mostrado a seguir:

L), -] S Z (o) | eorar

ox cAt) . ox a
2 [ [ofor o o
B =\ 3, ) O Pl 2 ; dr
c At F_@x(@nj ( i )1+an ax( i )1j| ¢,(Q)
2 [[ofor o 0 o
= —~ | ~ Dnm _ D.’?m or ‘ dl" 248
C At. F_GX(anj ( j )[+6}1 67’( /) )[ axj| (0] (Q) ( )

As derivadas no tempo dos mencionados coeficientes podem ser calculadas

diferenciando diretamente as contribui¢des D e E no apéndice A, segundo for o caso.
2.4.  Integrais das contribuicdes das condicdes iniciais
O termo das condi¢des iniciais, representado pela equacao (2.27), considerando

um tempo inicial ¢, é

r

7=k [ i v an(o)t [ i 9 anfy)
Q Q 0

| B
+(2, —tO)J- - B, uy dQ(q) (2.49)
Q

sendo u, =u,(q.t,;S,.t,) e By =B,(q.t,:S,.1,). Apos discretizar o dominio em

células triangulares O, , chega-se a
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1 .
+(tn —tO)J‘ ; B, u, dQ(q)}
0

(2.50)

Definindo as coordenadas de area 4, 4, e A, em cada célula (ver figura 2.9),

podem-se definir fungdes de interpolagdo para representar a variagdo das grandezas

dentro delas. Assim,

_A4 _4 _ A
H y Hy y My y
Myt iy + =1

Figura 2.9: Coordenadas de area e valores de u e v na célula.

e entdo, tem-se

MO = anlua
vO = vOalua
auO _ all’la

or ~ e or

(2.51)

(2.52)

(2.53)
(2.54)

(2.55)

Nas equagoes (2.53) a (2.55), u,, € v,, sdo os valores iniciais de u e da sua

derivada no tempo, respectivamente, para o né a pertencente a célula O,. Assumindo
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uma variacdo bi-linear da condigdo inicial dentro da célula, a fungdo de interpolagdo sz,

pode ser expressa conforme a seguir,

—A—2+L(b X+a,y) (2.56)
/ua A 2A a ay ‘
a,=x -%, b,=7,-7, (2.57)
24) =%, 7, -X, ¥ . b

V=X, 7, % ¥, A—E(ba a,~b, a,) (2.58)
a=123  p=231  y=312 (2.59)

Em (2.56), (2.57) e (2.58), x e y correspondem a coordenadas relativas, usando

como referéncia o no i (ver figura 2.10), em conseqiiéncia,

x=x,+X=x+r cos(0) (2.60)

y=y,+y=y +r Sen(H) (2.61)

xy H

C(x.)

Figura 2.10: Coordenadas absolutas e relativas ao no i.

Considerando a fungdo de interpolagdo x, em coordenadas polares, sabendo

que X =r cos(0) e y=r sen(6), chega-se a
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AO
c, ==
—C,+D,(6) r ,com A (2.62)

Da(é?):ﬁ(ba cos(0) +a, sen(0))

Tendo em conta o anterior, as expressoes (2.53), (2.54) e (2.55) resultam ser

uy =1ty [ C, +D,(6)-r] (2.63)
Vo =V, | C, + D, (60)-7] (2.64)
8u0 B

= D, (0) (2.65)

Substituindo estas expressdes na equagao (2.50), tem-se,

L

R =) (R v, + T w,,) (2.66)

I=1

com

1 3 6, pai(®)
R;MZC_ZZ J' J' uy [C,+D,(0) r] rdrdo (2.67)
=1 %0 ¥
DY WML

+(t,~1,) B,/ [C,+D,(0) r]J drdf  (2.68)
!
sendo r=1,2,3, u=2,3,1 e v=3,1,2, e de acordo com a figura 2.11,

(2.69)
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i (6) u

=2

=

Figura 2.11: Conceito geométrico do 7 (6).

Em (2.69), de acordo com esta figura, tem-se

_ 24
b, cos(0)+a, sen(6)

! (0)

(2.70)

As expressoes (2.67) e (2.68), para R;" e I,”", sdo mostradas no item B.1 do

apéndice B.
2.5. Derivadas das contribui¢des das condices iniciais

Com a finalidade de calcular as derivadas do potencial para pontos internos, em
especial aquelas em relagdo as coordenadas espaciais x e y, deve-se usar a regra de

Leibnitz, pois os limites das integrais (2.67) e (2.68), ou seja, €, e 6,, sdo fungdes das

coordenadas do ponto i.

Escrevendo os resultados dos coeficientes R;" e 7,/", das equagdes (B.4) e

(B.5) do apéndice B, da seguinte forma:

3 6,
R;-’”=Zj 1,(0.x,7,) d6 @.71)
=1 * O
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3
=D | 1) ao
0,

t=1

e usando a regra de derivagdo de Leibnitz, as suas derivadas resultam ser

3 6,
an v@ 1 9’ LV
RS {J' 053D} g1 (0,05.7,) 25
Ox. 9 Oox, Ox,

i i i
t=1

00
+1,(6,,x,,,) axv}

i

3 6,
an v6 1 0 ) )
ORS :Z J‘ {1,(0.x.7,)) d0-1,(6%.) 00,
oy, 0, , o,

t=1

+1,(6,,x,,,) Zf }

i

3 6,
an "a I 9, is Vs
o7}, _ {J‘ {T( X; y,)} do-1, (Q{,xl,y,) %9,
o E . P Ox,

1 =1 1 1

00
+1,(6,,x,.,) a;}

3 0,
an »a [ 9’ LV
o :Z“ (1,(6,%,,)) 401, (6,5.3) 29

6, ayi Vi

+1,(0,,x,,,) Zf }

i

onde

1
I, :Z{z C, (c(t,-t)-v, 1)

+D,(0)[~l(0) V; Vo (t,~1) V2 |

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

30



I, = 2~{Ca (1—%}0& (6’)(0(1‘,, —tl.)[I/} +%}—Vl VZJ} (2.78)

Entretanto, fazendo uso do teorema fundamental do calculo, tem-se

3 ° 0O

an va I 9 ) )

R _ z Ve (05:2)} 4 (2.79)
o J, o

n n

t=1

3 ° 0O

an va [ 9 ) )

9" _ E Ur (0200} 4 (2.80)
o1 ), o

n n

t=1

Alguns detalhes do calculo destes termos sdo mostrados no apéndice B do

trabalho.
2.6.  Contribuicdes dos termos das fontes concentradas

Definindo distribui¢des de fonte concentradas, do tipo seguinte:
y(a.7)=f(7) 6(a-q.) (2.81)

onde g, assinala o ponto onde a fonte estd sendo aplicada. A equagdo (2.28) apds a

integracao no espaco e fazendo uso das propriedades da funcdo delta de Dirac, fica
S! :j f(z)u'(g..t,;8,.7) dr (2.82)
0

Interpolando linearmente para f (z‘) , tem-se

f(r)=26’m(r)f’” (2.83)
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Em (2.83), 6" (7) ¢ dado por (2.32) e /™ =f(t,). O resultado da expressdo

(2.82), ap6s substituir (2.83) e desenvolver, é

S' = Zwym Ve (2.84)

onde
2 c ¢
e ——{(E’”) (B )F} (2.85)

Os coeficientes (El.”’” )j e (E,.”’" ); em (2.85) sdo calculados usando as mesmas
.1 €

expressdes correspondentes no apéndice A, mas fazendo r=r,, onde 7, = ‘rj —rnl. 7

r, sdo, respectivamente, o0 modulo dos vetores posi¢do do ponto campo j € do ponto s

onde se aplica a fonte.

2.7. Maétodo @ linear aplicado ao MEC, no dominio do tempo

O método O linear ¢ usado no presente trabalho com o objetivo de melhorar a
estabilidade dos resultados obtidos pelo método dos elementos de contorno, quando se
assume uma variagdo temporal linear para o fluxo, porém o carregamento ¢ uma fungao
que ndo ¢ continua [7]. O procedimento € bastante similar ao método Wilson 6. A
técnica, quando usada no método dos elementos finitos, ¢ incondicionalmente estavel,

assumindo uma variacao linear da aceleragdo a partir do tempo ¢ até o tempo +6-Af.

Para aplicar o método antes mencionado ao MEC, assume-se um ultimo passo

de tempo diferente e igual a ¢,,,—¢ , em lugar de ¢, —¢ , tal como ¢ mostrado na

figura 2.12.
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t==4-ric

paraf, =f, t+ Af

1 1 1 Eixzo do tempo

paraf, =f,+ 2Af

| | | Eixo do tempo

paratf, =f, + 3Af

| | | Eixo do tempo

Figura 2.12: Esquema no tempo para o método 8 linear.

A relagdo entre as respostas para o no i, referentes aos tempos ¢, € ¢ ,,

assumindo variacdo linear para o potencial e para o fluxo, pode ser expressa conforme a

seguir,

R B R (2.86)

(2.87)

+1 +1

Isolando u; , € tendo em conta que Ar=t¢t  —t e O-At=t ,—t,

n+l n

n
¢ p

chega-se a

(2.88)

(2.89)

Escrevendo as equagdes (2.24) a (2.28) para o instante n+1, em vez do instante

n, tem-se
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na qual

o or(S,, o .
e[ S8 o o) [ [or16) #0550

0

A0 (@) dr} ar(0)
C

G — j gj(Q){ j D9 (2) u' (0ut,35.7) dr} dr(Q)

+ 1 *
F! 1 :C_ZJ. uO(‘]=tn+1;Si) vo(q) dQ(q)
o

1 * aMO(q)
- ’t+;S‘ dQ
+CIQuO(q i l) or (Q)

1 .
- —— B (q,t...;S. dQ
+(tn+1 tO),[Qr(Si,Q) O(q tn+1 1) uo(q) (C])

Sin+1 =J‘ . {j u*(Qathrl;Si,T) 7/(%7) dQ(q)} o
Q

0

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

Agora, as expressoes equivalentes, avaliadas no instante de tempo n+ 6, sao as

seguintes [7]:
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J
— n+ 1 n+6)(n+6 n+6
2(S,) u Q+EZH§ ) ) ul )
j=1
J
_L G‘(An+9)(n+6) n+0 ZH (n+0)n m
ij
4 =
{Z{ZG"” } "+9>+S§"+9>} (2.95)

. 3 ; Lhso .
o = 2180 coj(Q){ [ e @igsn

+l d¢" ()
c dr

u*(Q,tmg;Sl.,r)} dr} dr(Q) (2.96)

Gl — j é’j(Q){ j U0 (0) ' (0ut0:S,7) df} dr(Q) (2.97)

n+ 1 *
F =—J 4y (4:4,,05,) % (4) 42(9)
Q

c

1 . ou
+—I uo(q,tn+0;Si) . O(q) dQ(q)
Q

+(tn+e_to)J‘ r(Sl 7 By (9:1,.0:5:) 1y (q) dQ(q) (2.98)

570 = J' { J' u' (g.t,,:8,7) 7(q.7) dQ(q)} dr (2.99)

0

n+6

Inicialmente, obtém-se u'™* e p!*’ usando (2.95), para depois calcular u'" e

p'*' mediante as relagdes (2.88) e (2.89). No capitulo 5 apresentam-se alguns

exemplos, incluindo o uso do método O linear.
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3

Formulacao do MEF
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3.1. Descricdo do método dos elementos finitos, discretizacdo no espaco
A forma original de residuos ponderados no espaco e no tempo, sobre a equagao

escalar da onda (2.1), ja foi apresentada na equagdo (2.8). Aplicando residuos

ponderados somente no espago, tem-se

2
j [Vzu —%%+7/]W dQ
o c
ow

=J.r2(p—]_9)wdF—J.rl(u—L7)E dl (3.1)

A equacdo anterior corresponde a mesma citada no capitulo anterior, mas agora
substituindo a solucdo fundamental u” pela fun¢io de peso w. A forma fraca de
residuos ponderados, resultado de integrar por partes uma vez a equacao anterior, ¢
mostrada a seguir e alguns detalhes da sua obtencdo sdo apresentados no item C.1 do

apéndice C:
2
I(Vu-Vw) dm_.' [iz@—g‘wj szI (5 w) dF+j (yw)de (2
0 o\ ¢ Of r, o

Substituindo aproximagdes para u € w em base as mesmas fungdes de
interpolagdo no espaco (método de Galerkin), gera-se o seguinte sistema de equagodes

escrito em forma matricial (item C.2 do apéndice C),
[M i} +[K]{u) = {F} (3.3)

onde as matrizes de massa e rigidez [M ] e [K ] sdo o resultado da montagem das

seguintes matrizes a nivel de elemento,

[k T=[ 1) (v a0 6
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[Me] :LCLZ[N]T [N] d© (3.5)

——
1
®
——
Il

J.FU[N]T{ﬁ}.dFjLJ.Qe[N]T {7}-dQ (3.6)

Nas expressoes anteriores, [N ] ¢ a matriz de fun¢des de interpolacdo a nivel de

elemento, e
[V]=[8/ox o/oy] (3.7)

Alguns detalhes da obtencdo das expressdes anteriores sdo apresentados no
apéndice C. A escolha de fungdes de interpolacao, junto com o relativo ao mapeamento

de elementos isoparamétricos, aparece detalhada no item C.3 do apéndice C.
3.2.  Familia de algoritmos de Newmark, discretizacdo no tempo

Uma vez discretizada a equagdo escalar da onda no espago, ¢ usual para a
discretizacdo no tempo usar aproximacdes de diferencas finitas para as derivadas de u.
O método de marcha no tempo proposto ha algumas décadas por Newmark [10],
consiste em estabelecer uma familia de métodos de resolucdo passo a passo, tanto
explicitos quanto implicitos [5,16-20], em fun¢do de dois parametros (o € A). Nesse
método, a seguinte aproximagao ¢ assumida para a variavel u e a sua primeira derivada

no tempo, para o instante de tempo n+1,

1/,[(,,“) =L.t(n) —|—|:(1—/1)M(’1) + A u("+1):|At (38)

L g0 ) Az+[(1/2—a)ii(”) e ii("+l)](At)2 (3.9

Um dos possiveis algoritmos para a solugdo passo a passo de (3.3), usando as

expressoes (3.8) e (3.9), apresenta-se a seguir [5],
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- Calculo das matrizes [K] e [M].

- Prescrigdo das condigdes iniciais para a variavel u e as suas derivadas no
0 - (0 ..(0
tempo: ul ), i” e il
- Selecionar o passo de tempo Af, e o valor dos parametros o e A.

- Calcular as constantes seguintes:

1 1 1
a, = 5 a =—— a,=—-1
a-At a-At 2a (3.10)
a,=At(1-2)  a,=1 At
- Efetuar o calculo da matriz efetiva,
[A]=[K]+a,[M] (3.11)

- Loop no tempo: fazendo n desde 0 at¢ N7 —1,

—>  Caleulo do vetor efetivo,
(RY={F" ) [M](a, {u} +a (i} +a, (i) (3.12)
> Solugdio para o passo de tempo n+1,
fut=[4]" {R) (3.13)
> Caleulo das grandezas derivadas,
fi"} = a ({u) = {u"}) - a {i"} - a, {i) (3.14)

{0 =i+ a (i |+ a, i) (3.15)

Vérios métodos conhecidos de marcha no tempo sdo deduzidos a partir da
familia de métodos proposta por Newmark (tabela 2.1), assumindo diferentes valores

para os coeficientes a e 4 [5].
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Tabela 2.1: Valores dos parametros o ¢ A para diferentes métodos passo a passo.

Valor do a Valor do A
Regra do trapézio 1/4 1/2
Diferengas centrais 0 1/2
Fox-Goodwin 1/12 1/2
Aceleragio linear 1/6 1/2

O algoritmo mostrado acima ndo ¢ valido para o método das diferengas centrais,
que se caracteriza por ser explicito condicionalmente estavel e mais eficiente. Um

algoritmo valido para aquele método apresenta-se a seguir [5],

- Calculo das matrizes [K ] e [M ]

- Prescricdo das condicdes iniciais para a variavel e as suas derivadas no
0 .(0 (0
tempo: ul ), i e i,
- Selecionar o passo de tempo Af.

- Calcular as constantes seguintes:

a, = ! a, = !
"TA T 2
1 (3.16)
a,=2a, a=—
a2
- Calcular o vetor,
{u(_l)} - {u“”}—m{u(")} +a, {u(")} (3.17)
- Efetuar o calculo da matriz efetiva,
[A]=a,[M] (3.18)
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Loop no tempo: fazendo n desde 0 at¢ N7 —1,

- Calculo do vetor efetivo,
(Ry={F"}~([K]-a,[M]){u" | =, [M]{u""} (3.19)

- Solugdo para o passo de tempo n+1,
{uV} =[] {R} (3.20)

- Calculo das grandezas derivadas,

i) = a, ({u("‘”} —2{u(”)}+{u("+l)}) (3.21)
i} =)o) o

3.3. Métodos de Green, discretiza¢do no tempo

Como ja foi visto, a fun¢do de Green corresponde a uma solucdo da equagao
diferencial, considerando fung¢des delta de Dirac (no espago € no tempo) no termo das
fontes.

3.3.1 Formulagao de Green

Aplicando a transformada de Laplace sobre a equagdo (3.3), e isolando a

variavel # no dominio transformado (Q [u]), chega-se a [16-20]

[ fu0)]-[2 )] sDYfu )} + a0}
+[ 7 (s)] «[{F(1)}] (3.23)

onde [7—[ (s)} representa a matriz da fungdo de transferéncia

[94(s)] = (s [M]+[K])" (3.24)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace em (3.23), tendo em conta (3.24),
obtém-se a expressdo para a variavel u. Derivando uma vez aquele resultado, em relagao

ao tempo, obtém-se a expressao para a velocidade. Assim,
fu(@f =[G OJMT{u(O)f+ [0 [M i (0)}
+‘[t[G(t—r)]{F(T)}dT (3.25)
fa(Of =[CO]IMNu(0)f+[ () ][M ] (0))
+II[C(t—r)]{F(T)}dT (3.26)

Nas equagdes mostradas acima, [G(r)] é chamada resposta impulsiva do

sistema, e ¢ dada por
[a(] =" [a(s)]= < | (*[M]+5[K]) | (3.27)

Pode-se demonstrar [14-20] que [G(t)] corresponde a solucdo da seguinte

equacao,
[M][C()]+[K][G(n)]=[0] (3.28)
considerando as condi¢des iniciais

[¢(0)]=[0]

[G0)]=[m]’ o

Assumindo 7 =Af em (3.25) e (3.26), pode-se definir uma relacdo recursiva para

ser usada na marcha no tempo. Assim, tem-se
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{u ™} =[G (an)|[M]{u' }+[G(an)][ M {a')
+J At[G(At—f)]{F(t+T)}dT (3.30)
fur} =[G anJ[m Ju f [ (an ][ )}

o “[a (M=) F ()} de 631)

Cabe mencionar que nas equagdes (3.30) e (3.31), At pode ser substituido por

At/n_, sendo n, o numero de subintervalos a serem considerados nos calculos da

fungdo de Green, para o instante Af.

As integrais de convolu¢do em (3.25) e (3.26) podem ser calculadas em forma

aproximada fazendo, por exemplo, [14-20]

J‘ON[G (ar-2)[{F (t+7)}dr

~Zk:[wl<j>]{Ff}+Zk)[wz<f>J{F”} 6:32)

na qual (figura 3.1)

v (J)]= %{
e )]

(D)
A/
>
~
[
~.
=&
~
|
A/~
[
|

|~
N

(3.33)

A partir das equacdes (3.32) e (3.33) reconhece-se que a fungdo ¢ integrada
usando interpolacdo constante dentro de cada subintervalo. O niimero k£ pode ser o

mesmo numero de subintervalos n ou, pelo menos, algum divisor deste.
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Figura 3.1: Esquema geométrico referente a técnica para

aproximar a integral em (3.32).

3.3.2 Método ExGA Runge-Kutta

O método ¢ baseado no calculo das matrizes de Green usando o método passo a
passo conhecido como Runge-Kutta de quarta ordem [18,19]. Assim, sem incluir

amortecimento, tem-se

R R e e (AN LAR (3] 334

[ ]=[e +§j—f([m+2[%]+2[%]+[m) (3.35)
onde

w]=-[M] ' (k][] (3.36)

=) [ [ ]+ 2240 637

[w]=-[m]" [K]([G’]+%i—j[c’]+i%[m]j (338)
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w,]=-[M] [K][[cf}ﬂ[d]QA—tz[m]j (3.39)

Por sua parte, a matriz [C(At)} das segundas derivadas temporais pode ser

obtida considerando a seguinte relacao:

[ (8] = [m] " [K ]G (a0)] (.40

O método descrito € explicito condicionalmente estavel, motivo pelo qual o

passo de tempo deve ser escolhido de modo que [18,19]

- (3.41)

At nyx/z
<‘—
r

3.3.3 Método ExGAH diferencas centrais

O método apresentado nesta secdo ¢ baseado na formulagdo de Green da segdo

3.3.1, incluindo, além disso, o conceito da matriz degrau [H] [18,19]. A forma de obter

a matriz [G] da fung¢do de Green, pelo método das diferencas finitas sem incluir

amortecimento, pode ser resumido conforme a seguir,

ol GRS ECR TR T3] A ) e S

onde
[ ]-[6]- e o] 3)
[e]= (M7 ' [K][c*] G40

As derivadas das matrizes podem ser calculadas de acordo com o seguinte:
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[CA’]: % ([G(M/nvw}_[G(l—vmﬂ) (3.45)

e e S I F A I T

No processo anteriormente descrito, a matriz [G] ¢ obtida considerando as

condi¢cdes iniciais (3.29), enquanto a matriz [H] corresponde a solucdo do seguinte

problema de valor inicial [18,19]:
[M][Fi(r) ]+ [K][H(e)] =[0] (3.47)

com as condi¢des iniciais

[H(0)]=[M]"
[H(0)]=[0]

(3.48)

Devido ao anterior, as matrizes [H] podem ser calculadas usando o mesmo

método descrito nas equagoes (3.42) a (3.46), com a excegdo de ter que considerar neste

caso as condigdes iniciais (3.48).

Resumindo, o método ExGAH consiste em calcular as matrizes [G] e [H] para

depois obter o vetor {u} , € a sua derivada no tempo, usando as seguintes relagdes:

(@)} =[N {u(0)f + [ (O][M i (0)}

N j Ot[G(t—r)]{F(r)}dr (3.49)
{a()f =[n@][M]{u(0)}+[G(0)][M]{i(0)f

. Lt[C(f_T)]{F(T)}dT (3.50)
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Finalmente, admitindo #=A¢ e expressando uma relacdo recursiva para o

esquema de marcha no tempo, tem-se

{u ™ =[n(a)][M]{u'}+[G (an)][M]{a'}
+J'At[G(At—r)]{F(t+r)}dT (3.51)
{a ) =[T1(an) | [M {u'}+[ G (ae) [ M) {a'}

il (A o) J{F (4 o) e (.52

De acordo com o anterior, A¢ pode ser substituido por At/n, , o qual significa

considerar n, subintervalos para obter as matrizes de Green no instante Af.

O método ExGAH — diferencas centrais ¢ explicito condicionalmente estavel,

devido ao qual o passo de tempo deve ser escolhido de tal modo que [16,17]

<= (3.53)

ﬂ n
T
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A

Teécnicas de acoplamento
MEC/MEF do tipo iterativo
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4.1.  Antecedentes preliminares

As técnicas de acoplamento MEC/MEF sdo cada vez mais usadas na obtencéo
da solugdo de equacOes diferenciais, devido principalmente a que cada um destes
métodos tem suas proprias vantagens e desvantagens em determinados problemas.

Alguns exemplos de aplicacéo séo:

® A andlise de uma estrutura considerando uma regido com ndo linearidade
geomeétrica, sendo discretizada usando o MEF, e outra regido elastica ou poro-

elastica, abordada mediante o MEC.

B Estudar o comportamento plastico (ou elasto-plastico) na vizinhangca de uma
abertura, podendo a zona pléstica ser discretizada pelo MEF, enquanto a zona
elastica usando o MEC.

® Em problemas de interacdo solo-estrutura, o solo pode ser discretizado usando o
MEC, como tratando-se de uma regido infinita ou semi-infinita, e a estrutura
usando o MEF. Em problemas de interacdo fluido-estrutura, o fluido pode ser
discretizado usando o0 MEC e a estrutura pelo MEF. No caso de solo-fluido-
estrutura, o solo pode ser discretizado usando MEC, o fluido usando MEC ou o

MEF, e para a estrutura o MEF.

Héa algumas decadas comecou a idéia de usar acoplamento direto [23-30] entre 0
método dos elementos de contorno (MEC) e o método dos elementos finitos (MEF), o
qual consiste em montar as matrizes de ambos 0s métodos em um sistema, resolvendo
em forma simultanea as incognitas das duas regides em que o dominio € dividido. Uma
destas regides € discretizada usando o MEC e a outra pelo MEF. Um tipo de técnica
consiste em transformar a parte do dominio discretizada pelo MEC em um “super-
elemento”, do jeito que as equagdes do MEC para esta regido possam ser transformadas
em equacOes de elementos finitos equivalentes (FEM hosted). Assim, aquelas
contribui¢bes sdo montadas nas matrizes do sistema, juntando-as com as contribuicdes
da regido discretizada pelo MEF. Entretanto, existem também as técnicas do tipo BEM
hosted, e também aquelas que ndo podem ser classificadas dentro dos dois tipos.

Resumindo, a idéia de acoplamento direto estabelece uma equacdo unificada para o
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dominio completo, alterando a formulagdo de um dos métodos para fazé-lo compativel

com o outro.

Embora 0 método FEM hosted tenha maiores vantagens sobre 0 BEM hosted, a
construcdo da equacdo matricial unificada é muito complicada, se for comparada com a
equacdo simples do MEF. Além do mais, apresentam-se outros inconvenientes, tais
como a obtencdo de um sistema de equagdes com matriz de coeficientes assimétrica e
cheia (ndo do tipo banda). Com a finalidade de superar essas dificuldades, as técnicas de
acoplamento iterativo [28-34] pretenderam aproveitar da melhor forma as vantagens

que tem por separado cada um destes métodos.

Ainda que as técnicas de acoplamento iterativo apresentem muitas vantagens em
relacdo as técnicas de acoplamento direto, € necessario definir claramente as condi¢des
para atingirem a convergéncia [35]. No acoplamento iterativo, as regides séo tratadas de
forma independente, assumindo inicialmente alguma condicéo na interface, a qual sera
recalculada no final de cada iteracdo. Este tipo de técnicas possui a vantagem de
possibilitar o uso de cédigos computacionais usuais, com a finalidade de resolver as
regides do dominio em forma independente (pelo MEC ou pelo MEF).

Uma dificuldade ou inconveniente nas técnicas de acoplamento iterativo, desde
0 ponto de vista da convergéncia do método, aparece na hora de resolver problemas
onde se tenha que prescrever somente condi¢do natural na regido discretizada pelo
MEF. No entanto, alguns esforcos tém sido feitos com o objetivo de superar tal
dificuldade.

Na forma seqliencial do método conhecido como Schwarz Dirichlet-Neumann
[31], é atribuido um valor arbitrario para o vetor de potencial (ou deslocamento) na
interface, com a finalidade de ser usado na regido discretizada pelo MEC, e assim
calcular as forcas de superficie: as for¢as nodais, equivalentes as forcas de superficie na
interface, sdo usadas como condi¢des de contorno para logo obter, na outra regido
mediante o0 MEF, os valores atualizados do potencial (ou deslocamento) nesta interface,

e finalmente ser comparados com os valores iniciais.
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A técnica descrita no presente trabalho [34] considera a existéncia de uma zona
que é discretizada por ambos os métodos (overlapping), porém sendo o método
modificado para a resolucdo de problemas dindmicos. Com este método ndo ¢é
necessario transformar, por conceitos de energia, as forcas de superficie do MEC em
for¢as nodais do MEF, conforme sera visto na secdo seguinte, e permite resolver o
problema de prescrever somente condi¢do natural em dominios infinitos ou semi-
infinitos. Outro aspecto a ser considerado é a escolha do parametro de relaxacao w, com

0 objetivo de garantir e acelerar a convergéncia [31,35].
4.2.  Descricdo das técnicas de acoplamento iterativo MEC/MEF

As técnicas de acoplamento iterativo MEC/MEF foram inicialmente usadas na
resolucdo de problemas estaticos [31-35]. Os indices F, B e I se referem,
respectivamente, a regido discretizada por elementos finitos, a regido discretizada por

elementos de contorno e a interface 7 (ver figuras 4.1 e 4.2).

O sistema de equacbes do MEC pode ser expresso a partir das matrizes e sub-

matrizes na equagao mostrada a seguir,

|:HBB HBI:|{M§}=|:GBB GBszg} (41)
H, H, ”; G, Gy pzlg

onde, de acordo com a figura 4.1, u, e p, correspondem, respectivamente, aos valores
do potencial e do fluxo na interface 7, a serem usados na regido que é tratada usando o
MEC. Entretanto, u, e p, correspondem, respectivamente, aos valores do potencial e

do fluxo no contorno nessa regido, com a excecao da interface /.

Apos resolver (4.1) para os valores de p na interface, o vetor potencial em

pontos internos pode ser obtido resolvendo a seguinte equagéo,
{M}Z{H;B H;:Hug}_i_|:G;B G;:Hpg} (4.2)
H, H, “113 Gy Gy pé
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Por sua parte, o sistema de equacOes resultante do MEF pode ser expresso

matricialmente conforme a seguir,

{MFF MF,} iif. {KFF KF,} up | S 4.3)

M[F MI] u;‘ K]F K]I

Sub-regifo
MEC

Obtém-se a solugio em
pontos dainterface parm g

Kgp
I 5
Modelo do ip Pr
MEC i
g

B IqT
teg = [, tg]

Figura 4.1: Regido discretizada pelo MEC, para 0 método baseado

em uma interface entre as duas regides.

Sub-regido

Hub-regidio MEC
MEF

Obtém-se a solugio em
portos da interface para 14 7

(utha ver transform adas
astraghesp em forgas
tiodaigf )

i Tlodelo do
g MEF

F o I4T
Up = [upitg]

Figura 4.2; Regido discretizada pelo MEF, para 0 método baseado

em uma interface entre as duas regides.
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na qual, de acordo com a figura 4.2, u;. e f! correspondem, respectivamente, aos

valores do potencial e dos fluxos equivalentes nodais na interface 7, a serem usados na

regido que é discretizada usando o MEF. Portanto, u. e f! correspondem,

respectivamente, aos valores do potencial e dos fluxos equivalentes nodais em dita

regido, com a excec¢do da interface /.

As condices de equilibrio e compatibilidade na interface sdo

=) < (4

L +[T){pil={0} e T 45)

onde a matriz [T] é a matriz de conversdo que relaciona as for¢as nodais do MEF com

as forcas de superficie do MEC, mediante as fungdes de interpolacdo avaliadas na
interface, tendo em vista que as incognitas ndo sdo as mesmas nas formulagdes do MEC
e do MEF. Esta matriz de conversdo pode ser deduzida a partir do principio dos

trabalhos virtuais [31], e da relagdo seguinte:

oy {r) =l [07 1)) (45)

Algumas das técnicas de acoplamento iterativo MEC/MEF existentes na

literatura sdo detalhadas a seguir.
4.2.1 Meétodo em paralelo Schwarz Neumann-Neumann (andlise estdtica)
Neste método o valor do fluxo (condicdo do tipo Neumann) é assumido

simultaneamente na interface 7 para ambas as regiGes. Assim, os calculos para o MEC e

para o0 MEF sdo feitos em paralelo, conforme é mostrado no algoritmo seguinte:

53



Fornecem-se os valores iniciais para { p; } e { £},

{Pho) ={P)
(fio)==[T){ pho}

4.7)

Loop para cada iteragédo, £ =1,2,...,K:

- Resolve-se

|:HBB HBI}{”?}:{GBB GBI:|{ pg } (4.8)
H, H, ”;,k G, G, pIIR,k—l

para obter {u;, };

— Resolve-se

|:KFF KFI}{%?}:{ J?} (4.9)
Ky Ky ||up, Jria

para obter {uj. | ;

- Com a finalidade de acelerar o processo de convergéncia, adota-

se um valor adequado para o pardmetro de relaxacdo «.

Calculando-se um novo valor para { p,’g} na iteracdo &, tem-se

(Pos}={Phiaf (k) = {u3,}) (4.10)

- Efetua-se o teste de convergéncia, para o qual se deve cumprir

I I
H{”B,k } - {uB,k—l}Hz
<&

7
Up i

(4.11)

- No caso de ndo se cumprir o teste dado por (4.11), continua-se o

loop fazendo

Uiah =T Phs) (4.12)

O método antes descrito tem o inconveniente de ndo poder ser aplicado em

problemas onde somente a condi¢cdo do tipo Neumann Seja prescrita no contorno, do

MEC ou do MEF, além de ter que escolher um valor apropriado para o parametro de

relaxagao «.

4.2.2 Meétodo em paralelo Schwarz Dirichlet-Neumann (andlise estatica)
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Este método consiste em fornecer o potencial (condi¢do do tipo Dirichlet) na
interface 7 para a regido discretizada pelo MEC, e 0 fluxo equivalente nodal (condicdo
do tipo Neumann) na interface I para a regido discretizada pelo MEF. Os célculos
efetuam-se em paralelo nas duas regides. O algoritmo apresenta-se a seguir:

- Adotam-se os valores iniciais para {u;} e { £/},

(4.13)

- Loop para cada iteracdo, £ =1,2,...,K :

- Resolve-se

{HBB HBJ:H ug }:|:GBB GBI:|{pg} (4.14)
H, H, ul_{},k—l G, Gy p;,k

para obter {p;, };

—  Resolve-se (4.9) com a finalidade de obter {u; | ;

- Adota-se um valor adequado para o parametro de relaxacédo w, no

calculo de um novo valor para {u;} na iteracdo k,

(g} = (L= 0){ug, o)+ olup, | (4.15)

- Efetua-se o teste de convergéncia

I I
s}~
<

I
B,k

(4.16)

u
- No caso de ndo se cumprir o teste dado por (4.16), continua-se o

loop. Calcula-se { f; | usando (4.12).

O inconveniente deste método apresenta-se quando s@o prescritas somente as

condicBes de Neumann no contorno da regido que € discretizada pelo MEF.
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4.2.3 Meétodo seqiiencial Schwarz Dirichlet-Neumann (andlise estatica)

Neste método, resolvem-se as regibes MEC e MEF em forma alternada (ver

figuras 4.3 e 4.4). O algoritmo apresenta-se a seguir:

- Adota-se um valor inicial para {uj},

{uy o} =1{ur} (4.17)

- Loop para cada iteracdo, £ =1,2,...,K:

%

%

Resolve-se (4.14) para obter {p; };

Resolve-se

Ky Ky ulf fFF
_ 4.18
{K,F K, Hué,/{} {[T]{Pék}} -

para obter {uj.,};
Adota-se um valor adequado para o parametro de relaxacdo w, e
calcula-se um novo valor para {ué} na iteracdo k&, usando (4.15);

Efetua-se o teste de convergéncia (4.16);
No caso de ndo se cumprir o teste de convergéncia, continua-se o

loop.

Este método apresenta 0s mesmos inconvenientes do método apresentado na

secdo anterior.

4.2.4 Meétodo seqiiencial baseado na existéncia de uma regido discretizada pelos dois

métodos (analise estatica)

Este método foi proposto com a finalidade de superar as desvantagens dos

métodos recém apresentados, principalmente de resolver problemas em dominios

infinitos ou semi-infinitos, em cujo contorno se prescrevem somente condicGes do tipo

Neumann.
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No método a ser apresentado, o dominio é dividido em duas regibes, sendo uma
delas discretizada pelo MEC e a outra pelo MEF e, além disso, existe uma zona que €

discretizada usando os dois métodos (ver figuras 4.3 e 4.4),

Zoma

discretizada
peloMEC e
oMEF

Obtém-se a soluglioem
pontos do contorno para Dy

B
Ug
B
IMadela do Up Pr
MEC

iy = [ ] T om g oo et
B B> "p B

Figura 4.3: Discretizac8o da regido pelo MEC, considerando

a existéncia de uma zona discretizada pelos dois métodos.

Sub-regifo
Zona

sub-regido discretizada MEC

MEF pelo MEC e
o MEF

Obtém-se asolugio )
et pontos intenores para HB

I Madela do
"
- MEF
f2
fr

Uy = [u;. uf;. rrjf]f
Figura 4.4: Discretizacdo da regido pelo MEF, considerando

a existéncia de uma zona discretizada pelos dois métodos.
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Neste método, assume-se um valor inicial arbitrario para o potencial na interface
11, considerando a regido do dominio que é discretizada pelo MEC. Portanto, podem ser
calculadas as for¢as de superficie nesta interface. Uma vez feito isso, sdo obtidos 0s
valores do potencial na interface /2, que sdo considerados como pontos internos da
regido discretizada usando o MEC (ver figura 4.3). Com estes resultados, calculam-se
novos valores de potencial nos pontos da interface 71, considerando a parte do dominio
que é discretizada pelo MEF (ver figura 4.4). A interface 12 é, na analise do MEF, um
contorno de Dirichlet, jA que nesta superficie sdo prescritos os valores nodais do
potencial, obtidos da analise pelo MEC. Finalmente avalia-se qudo perto resultou ser o

valor calculado do potencial na interface 71, com respeito aquele inicialmente assumido.

Usando esta técnica, ndo é necessario transformar forcas de superficie do MEC
em for¢as nodais do MEF. O esquema do método é detalhado a seguir;

- Adota-se um valor inicial para {u;'},

{uy} =1} (4.19)

- Loop para cada iteracdo, £ =1,2,...,K :

- Resolve-se

|:HBB HBIl:|{ ug }:|:GBB GB11}{]7§} (4.20)
H,y Hpp “11;/(4 Gus Gun P,Qk

para obter {p;", };

- Calcula-se

{uéi}{Hg‘B HE”H f’lg }+[G§B G%”HPE} (4.21)
H[lB HIlIl ub’,kfl GllB Gll[l pB,k

- Resolve-se

F F
Ky Kpp Kppp || U F
n\_J n
Kep Kppy Kppp |Wup, 1 =4JF (4.22)
2 2
Kie K Kppp | | ug F

para obter {u/",};
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- Adota-se um valor adequado para o parametro de relaxacdo w,

calculando-se um novo valor para {u;;lk} na iteragéo k&, mediante

0 uso da equacdo (4.15);
Efetua-se o teste de convergéncia (4.16);
- No caso de ndo cumprir-se o teste de convergéncia, continua-se o

loop.

O procedimento anteriormente descrito evita a prescri¢do das condi¢Ges naturais
(de Neumann) nas interfaces 71 e 12, ndo tendo, portanto, os inconvenientes dos outros
métodos descritos [34]. As condi¢BGes necessarias para a convergéncia do método, em
relacdo a equacao (4.15), sdo apresentadas a seguir [34].

Aplicando as condi¢bes de contorno e reagrupando termos na equacdo (4.21),

substituindo u, , por u,,, chega-se a

2 Cy
{”B,k}_[An AlZ]{u[l} (4.23)

B,k

Procedendo da mesma forma sobre a equacao (4.22), para a regiao tratada pelo
MEF, resulta

uflrlk =\ Fy Fy Fy Cél (4.24)
“221( 0 0 1 ”;,Zk

Nas equagdes (4.23) e (4.24), C,, Ci. e C;* correspondem a vetores de valores

constantes. Substituindo a segunda linha de (4.24) em (4.23), chega-se a
11 n
{”F,k} =[C]{u3,k}+{b} (4.25)

na qual
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[C] - [Fzz][Alz] (4.26)

(b} =[Fu){Cr | +[Fu}{CF} +[ )[4 ){Cs} (4.27)

Substituindo agora a equacado (4.25) na expresséo das iteragdes, ou seja, em

{ugn) == o){u |+ olul,} (4.28)
obtém-se o seguinte:
{u;kﬂ} :((1—a)[1]+w[c])u;%k +w{b} (4.29)

O sistema mostrado acima representa um processo iterativo, no qual [I ] é a

matriz identidade, e a matriz de amplificacéo [ 4] é
[4]=(1-w)[I]+a[C] (4.30)

Pode-se demonstrar [35] que o sistema (4.29) converge se, € somente se,

cumpre-se a seguinte relacéo:

< 1 (4.31)
@

onde y =x+i-y €um autovalor qualquer da matriz C.
Elevando ao quadrado a expressdo anterior, desenvolvendo e supondo que

W, =X 41V, W, =X+ Y., Wy =X, +i-y, S0 0s N autovalores da matriz C,

deve cumprir-se o seguinte [36]:
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w<mM((EE:ﬁl—J (4.32)

; 2
1<i<N 1_xi) _l_in

x <l i=12,...,N (4.33)

Pode-se demonstrar também [35] que o parametro w também pode ser calculado
minimizando o raio espectral da matriz 4, descrita na equacdo (4.30). Definindo os

vetores

' =lv, v, . v (4.34)

=11 .. 1 (4.35)

o valor de @, cumprindo-se aquela condigéo, resulta

Re({1}" ({w}-{1}))

o=- (4.36)

i} -]

Tabela 4.1: Valor 6timo e intervalo para ser aplicado o parametro de relaxagédo w.

Valor do pard@metro de relaxacédo
Kz/K1 | @ (método de
o (método seqiiencial .
superposicao dos
Dirichlet-Neumann) )
subdominios)

Intervalo 0.02-1.8 0.02 - 3.62
0.1

Otimo 0.9 1.81

Intervalo 0.02-1.32 0.02-8.0
0.5

Otimo 0.66 4.0

Intervalo 0.02-0.98 0.02-11
1.0

Otimo 0.5 55

Intervalo 0.02-0.64 0.02-14
2.0

Otimo 0.34 7.0

Intervalo 0.02-0.20 0.02-18
8.0

Otimo 0.12 9.0
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Na equagdo (4.36), || - | corresponde & norma R?. Na tabela 4.1 [34] mostram-
se 0s valores aplicaveis e o valor 6timo para diferentes relagGes entre os valores de
compressibilidade K, e K, (K =p-c?, onde p é a densidade e ¢ a velocidade de

propagacdo da onda no meio) nas regides discretizadas pelo MEF e pelo MEC,
respectivamente, considerando o método sequencial Dirichlet-Neumann e 0 método de

superposicao das regides com interface Unica.

4.2.5 Meétodo seqiiencial baseado na existéncia de uma regido discretizada pelos dois

meétodos (andlise dinamica)

Uma das principais diferengas entre o0 método anteriormente descrito, e 0 mesmo
aplicado a problemas dindmicos, consiste na implementacao de diferentes variantes na

escolha dos passos de tempo, A¢, usado no MEC e A¢, usado no MEF.

Por exemplo, se for Az, > At,., poderia acontecer o que se mostra na figura 4.5:

neste caso teria que ser considerado, por cada iteracdo k£, 0 avanco de um instante de

tempo pelo MEC e de mdltiplos instantes pelo MEF antes de testar a convergéncia. O

processo consiste em assumir inicialmente um valor para «; no tempo ¢, +At,, tal que

12

para a regido discretizada pelo MEC obter-se-iam os valores de ¢ e u}’ referentes ao

tempo ¢, +At,. Logo, uma interpolagdo seria feita a partir dos valores de u}’
considerando os tempos ¢, e ¢, +At,, com a finalidade de aproximar o valor de u}’

referente aos tempos ¢, +At,., t, +2At,,..., t,. +IAt,. Assim, o valor de ;' para cada

um destes instantes pode ser calculado considerando a regido discretizada pelo MEF.

Finalmente seria feita uma nova interpolacéo, a partir dos valores de u;' nos tempos

tr +(I-1)At, e t,+IAt,, para calcular um novo valor de u;' referente a0 tempo

t, +At,. Este valor deve ser comparado com aquele que foi assumido no comego,

estabelecendo algum critério de convergéncia. Se nédo for atingida a precisdo desejada,

os valores de u' a ser usados na iteracdo seguinte sdo corrigidos usando alguma técnica

para acelerar a convergéncia, por exemplo, mediante a consideracdo de um parametro

de relaxacdo, continuando com o processo iterativo.
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tr tptiity e tptidid

Figura 4.5: Esquema para efetuar o acoplamento iterativo no caso At, > At,. .

O esquema numerado da figura 4.5 pode ser apresentado da seguinte forma:

Na primeira iteragdo, & =1: assume-se um valor para u,,_, N0 tempo 7, +At,;

A for¢a de superficie t,, e o potencial u,’,, referentes ao tempo ¢, + Az, sdo

determinados pelo MEC,;
Interpolacéo — extrapolacgéo, a partir do valor de uffk nos tempos ¢, € ¢, +Az,: e

feita com o objetivo de aproximar o valor de u,’, referente aos tempos ¢, +At,,
te +2At, ...t +IAL,;
Os valores calculados de u;’, sdo substituidos como condicdes de contorno

essenciais, prescritas para a regiao que é resolvida pelo MEF;

O valor de u,", para os tempos ¢, +At,, t, +2At,, ... , t. +IAt, é calculado

considerando a regido que é discretizada usando o MEF;

Interpolacdo a partir do valor de u,., nos tempos ¢, +(/-1)At, e t, +IAt,,
com o objetivo de determinar um novo valor de u,, referente a0 tempo

t, +Aty;

63



7. O valor calculado u,, é comparado com o valor u, ,, inicialmente assumido

ou calculado, segundo for o nimero de iteracdo em questao;

8. Se ndo for atingida a precisdo desejada, o valor de uglk deve ser corrigido

mediante alguma técnica para acelerar a convergéncia, tal como, por exemplo,
usando a equacdo (4.15). Assim, seria iniciada uma nova iteragdo aumentando
em “1” o valor de £, repetindo o processo a partir do passo 2. Se a convergéncia

for atingida, devem ser armazenados os valores corrigidos de u e u, no

tempo ¢, +At, junto com os ultimos valores de u;’, e u,’, para cada um dos

tempos ¢, +At,, t, +2At,, ... , t, +(I—1)At,, enquanto que 0s tempos ¢, e ¢,

devem ser atualizados conforme a sequir,

t,+Al, =1, (4.37)

tr+(I-1)At, —> 1, (4.38)

No outro caso, ou seja, se for Az, <At,, poderia acontecer o que se mostra na

figura 16: neste caso, por cada iteracao k, teria que efetuar-se somente o avango de um
instante de tempo pelo MEC. O método, neste caso, consiste em assumir um valor

inicial para u," no tempo ¢, +At,, obter os valores de ;' e u,’ referentes ao tempo

t, +At, considerando a regido que é discretizada pelo MEC, e extrapolar, a partir do
valor de u* nos tempos ¢, e ¢, +At,, aproximando o valor de u}? referente ao tempo
t. +At,. Considerando a regido que é discretizada pelo MEF, calcula-se u;" no tempo
t.+At,, e faz-se uma interpolacdo considerando o valor de u}' nos tempos 7, e
t. +At,, com o objetivo de calcular um novo valor de ;" referente ao tempo ¢, + At

Os valores inicial e calculado de ) sdo comparados, estabelecendo algum critério de

convergéncia. No caso de no atingir a precisdo desejada, atualiza-se o valor de u;' e

continua o processo iterativo.
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Ie tatAly

Figura 4.6: Esquema para efetuar o acoplamento iterativo no caso Az, < At .

O esquema da figura 4.6 pode ser apresentado da seguinte forma:

Na primeira iteracdo, k =1: assume-se um valor para ug%k,l no tempo ¢, + At,;

A for¢a de superficie t,, e o potencial u,’,, referentes ao tempo ¢, +At,, sdo

determinados pelo MEC,;

Extrapolagdo a partir do valor de u,’ nos tempos ¢, e , +At,: é feita com o

objetivo de aproximar o valor de u,’, referente ao tempo ¢, +At,.;

O valor calculado de u,’, é substituido como condigéo de contorno essencial,

prescrita para a regido que e discretizada pelo MEF;

O valor de u;., para otempo ¢, +At, é calculado pelo MEF;

Interpolacdo a partir do valor de u;', nos tempos z, e ., +At,: com o objetivo

de determinar um novo valor de u;;, referente ao tempo ¢, + A, ;

O valor calculado u,;, é comparado com o valor uy, ,, inicialmente assumido

ou calculado, segundo for o nimero de iteracdo em questao;

Se ndo for atingida a precisdo desejada, o valor de uglk deve ser corrigido

mediante alguma técnica para acelerar a convergéncia, tal como, por exemplo,
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usando a equacdo (4.15). Assim, seria iniciada uma nova iteragdo aumentando
em “1” o valor de £, repetindo o processo a partir do passo 2. Se a convergéncia

I

for atingida, devem ser armazenados os valores de u}' e u}? no tempo ¢, +At,.

Cabe mencionar que neste caso nao corresponde ainda armazenar os valores de

ufr e u’ notempo ¢, +At,.. Antes de continuar com a seguinte iteracdo, o valor

do ¢, deve ser atualizado conforme a seguir,

ty +At, >t (4.39)
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5.1. Consideracdes preliminares

O presente capitulo tem como objetivo mostrar os resultados obtidos, apds
analisar alguns exemplos numéricos, usando o método dos elementos de contorno e o
método dos elementos finitos, neste Gltimo incorporando os métodos ExGA Runge-
Kutta e ExGAH diferencas centrais para calcular a funcdo de Green explicitamente. Os
trés exemplos a serem apresentados sdo: barra fixa em um extremo sob um fluxo
aplicado na extremidade livre, uma barra com o fluxo aplicado na extremidade livre e
condigdes iniciais impostas em uma regido perto dessa extremidade, e uma membrana

sob condicdo inicial de velocidade em uma regido central.

5.2. Barra fixa em um extremo, com fluxo aplicado na extremidade livre

A sequir, apresentam-se os resultados do exemplo de uma barra bidimensional
homogénea, de comprimento « e altura b, que possui uma extremidade fixa e a outra
livre, tal como € mostrado na figura 5.1. Como condic¢éo de contorno, u =0 em x=0, e
p=0em y=-b/2 e y=+b/2. A velocidade de propagagdo da onda no meio é c, e na
extremidade livre é aplicado um fluxo dado pela funcdo Heaviside mostrada na figura

5.2, de distribui¢do uniforme ao longo do contorno e de magnitude p .

p=0 p=pH(t-1)

u=0 p——= X i

p=0

a

Figura 5.1: Esquema geométrico e condigdes iniciais para o exemplo da

barra com fluxo aplicado na extremidade livre.
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\P= pHt-1)

p+——————

!

l,

Figura 5.2: Funcdo Heaviside para o fluxo prescrito.

As propriedades geométricas e fisicas da barra que foram adotadas sdo a=2.0,

b=0.5 e ¢=10.0, enquanto para o carregamento tém-se p =1.0 e #, =0.0. Em relacéo

a discretizacdo para 0 MEC, um primeiro caso € analisado dividindo a barra em 28 nés e
24 elementos de contorno, e um segundo caso considerando 52 nos e 48 elementos de
contorno, correspondendo, respectivamente, aos modelos 1 e 2 mostrados na figura 5.3

com seus nds duplos. O sentido da numerag&o é anti-horario.

23 ! ! 1 ! ! ! ! 15
24 1 1 T 1 1 1 1 14
Modelol 1 [b=03
oy — | | —to
43 L L L L L 1 L L L L L L L L L 27
44 T T T T T 1 T T T T T T T T T 26
Modelo2 1 |p=05
s —————— 17

a=2.0

Figura 5.3: Discretizacdo espacial da barra pelo MEC.

No que diz respeito ao avanco no tempo pelo MEC, vale destacar que devido as

condigdes prescritas (potencial # ou fluxo p) serem sempre as mesmas, e devido a
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propriedade de translacdo dos coeficientes G e H (especificamente das funcdes de
interpolacédo temporal), é necessario inverter somente uma vez a matriz do sistema de
equacOes resultante [1]. As funcdes de interpolacdo temporal que foram consideradas

sdo: funcdo ¢" linear para u, e fungdes 8™ constante e linear para p nas equacoes (2.19)

a(2.20).

Um dos parametros a serem considerados nas analises é a relacdo S existente
entre a distancia que a onda percorre, durante um tempo igual ao intervalo de tempo At

escolhido, e o tamanho do elemento /, ou seja,

B= c -lAt (5.1)

Na figura 5.4 sdo exibidos os pontos A, B e C nos quais os resultados foram

calculados.

1.0 1.0

Figura 5.4: Esquema dos pontos a serem considerados no problema da barra.

No caso de considerar funcdo de interpolacéo temporal linear para o fluxo p, 0s

valores usados para o parametro 0 foram 1.0 e 1.4.

Nas figuras 5.5-5.10 mostram-se os resultados do MEC para o modelo 1 da
figura 5.3, junto com a solugdo analitica, considerando funcées de interpolagdo temporal
constante e linear para o fluxo p, e incorporando o método & linear no ultimo caso. O

passo de tempo At em ambos os casos foi escolhido de tal forma a se obter S =0.6 na

equacao (5.1).
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Valores de u

4,5

3,5

Valores de t

Analitica, em A
Analitica, em B

A MEC, ponto A

o  MEC, ponto B

Figura 5.5: Valores do potencial u para o exemplo da barra, no caso

de funcdo 0" constante (modelo 1).

Valores de p

25

~
5%

~

S
n

-0,5

ApAA AAAAA

AAND Mana L

Analitica

A MEC

02 0,4 0,6 0,8 1 1,2

Valores de t

Figura 5.6: Valor do fluxo p no ponto B da barra, no caso

de funcdo 6™ constante (modelo 1).
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0.5

-0.5

L5
A
& 1 DDA ZALD AA = LA AD
S A h Analitica
$ A
3 A MEC
S 4
1Y
4 A
A
0 Aepeppppd T [AVAY=LoYAVA VA, WIY.WAY T
02 04 06 0,8 1 1,2 14
-0,5
Valores de t
Figura 5.7: Valor do fluxo p no ponto C da barra, no caso
de fungdo 6™ constante (modelo 1).
45
3.5 1
2.5 A Analitica, em A
= Analitica, em B
3 o PontoA, 6=10
g L5 A
3 o PontoB, 0=1.0
S
= A Pontod 0=14
® PontoB =14

0.8 1

-1.5

Valores de t

Figura 5.8: Valores do potencial » para o exemplo da barra, no caso

de fungdo 6" linear (modelo 1).
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y
A
A

% A Analitica
<

8 A o 0=10
S A

3 A‘.A A 0=14

A
A
"
A
A‘ T A T T 1
A
02 0,4 0,6 o‘ef‘ ! 12 14
-0,5 4
Valores de t
Figura 5.9: Valor do fluxo p no ponto B da barra, no caso
de funcdo 8" linear (modelo 1).
2 5
o
L5 4

1 TM—““
N Analitic
3 A nalitica
$ 3 o 0=10
3 4 A 0=14
S =1.
X 05
A
A
0 A A
TAAAAL L, .0 ‘ ‘
0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14
0,5
Valores de t

Figura 5.10: Valor do fluxo p no ponto C da barra, no caso

de funcdo 6" linear (modelo 1).

Pode-se visualizar que os resultados para € =1.0 se espalham, em relacdo a
solucéo exata, no caso de assumir funcdo de interpolacdo temporal linear para o fluxo.

Os resultados correspondentes ao modelo 2, com as mesmas consideracfes referentes

aos parametros f e 6, sdéo mostrados a seguir nas figuras 5.11-5.16.
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Valores de u

45 -

Valores de t

Analitica, em A
Analitica, em B
A MEC, ponto A
o MEC, ponto B

Figura 5.11: Valores do potencial « para o exemplo da barra, no caso

de funcdo 6™ constante (modelo 2).

Valores de p

2,5 ~

1,5

~

0,5

-0,5

LWYS

"

0,2

0,4 0,6 0.8 1 1,2

Valores de t

1,4

Analitica, em B
A  MEC, ponto B

Figura 5.12: Valor do fluxo p no ponto B da barra, no caso

de funcdo 6" constante (modelo 2).
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15 -
S 1 RIS Fg:v:mmﬁr
S Analitica, em C
] A i
3 A MEC, ponto C
N 0,5 - A
i
A
0 A éumwéﬂ—mm
02 04 0,6 038 1 12
0,5
Valores de t
Figura 5.13: Valor do fluxo p no ponto C da barra, no caso
de funcdo 0™ constante (modelo 2).
45
Analitica, em A
= Analitica, em B
3 o PontoA =10
)
.§ o PontoB, 6=1.0
S
~ A Pontod, 0=14
® PontoB, 6=14

Valores de t

Figura 5.14: Valores do potencial « para o exemplo da barra, no caso

de funcdo 0™ linear (modelo 2).

75



AAAA
gf Analitica, ponto B
§ A o PontoB, §=10
::g A PontoB 0=14
A\A‘ T T 1
0,8 1 12 14
_0’5 ,
Valores de t
Figura 5.15: Valor do fluxo p no ponto B da barra, no caso
de funcdo 8" linear (modelo 2).
2 -
o
L5 °
o
1 TﬂﬂA_
gf | Analitica, ponto C
§ A o PontoC,0=1.0
s ”s 4 A PontoC,0=14
’ A
A A
AA A
0 LYY Y IYYVY Y T |
0,2 0,4 0.6 0.8 1 1,2 14
o
-0,5

Valores de t

Figura 5.16: Valor do fluxo p no ponto C da barra, no caso

de fungdo 8" linear (modelo 2).
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Em ambos os modelos, 1 e 2, melhores resultados foram obtidos escolhendo o
parametro € de modo tal que 8 =1.4, como se mostra nas figuras 5.8-5.10 e 5.14-5.16,
corroborando a obtencdo de resultados instaveis quando se assume funcdo de
interpolagdo temporal linear para o fluxo p. Os resultados para o potencial u nos
modelos 1 e 2 sdo similares, porém os resultados para o fluxo p no modelo 2 sdo mais
precisos, logicamente devido a uma discretizacdo espacial mais refinada.

Por sua parte, a figura 5.17 mostra o esquema de discretizacdo e pontos
escolhidos para impressdo dos resultados, usados para resolver o problema antes
descrito, desta vez usando 0 MEF ExGA. O esquema consta de 165 nos e 128 elementos

finitos, e das mesmas propriedades fisicas e geométricas anteriormente usadas.

0.25

0.25

1.0 ' 1.0

Figura 5.17: Discretizagdo da barra por elementos finitos,

esquema de pontos para impressdo dos resultados.

Em relacdo ao avanco no tempo, foi selecionado o passo A¢ de tal forma a se
obter £ =0.6 na equacdo (5.1). Para o comprimento / na equacdo, foi considerada a
dimenséo do elemento finito na dire¢do x. Os resultados do potencial « para os pontos A
e B, assinalados na figura 5.17, mostram-se a seguir nas figuras 5.18 e 5.19
considerando os métodos ExGA Runge-Kutta e ExGAH diferencas centrais,
respectivamente, em relacdo a solugdo analitica e em relagdo ao método de Newmark

usando regra do trapézio. Em ambos os casos um total de n =4 subintervalos foi

usado no calculo das matrizes de Green, e 0s resultados mostram ser satisfatorios.
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4,5
Analitica, em A
= Analitica, em B
"§ o Ponto A, Newmark
O
§ o Ponto B, Newmark
S
~ A Ponto A, ExGA-RK
® Ponto B, ExGA-RK
Valores de t
Figura 5.18: Valores do potencial « no exemplo da barra,
considerando 0 MEF ExGA Runge-Kutta.
4.5
4
3.5
3
Analitica, em A
s 25 Analitica, em B
< o Ponto A, Newmark
IS 2
s O Ponto B, Newmark
S
N 15 A Ponto A, ExGAH-DC
1 ® Ponto B, ExGAH-DC
0.5
0

-0.5

Valores de t

Figura 5.19: Valores do potencial « no exemplo da barra,

considerando 0 MEF ExGAH diferengas centrais.

Escolhendo agora o passo At perto do valor critico Az, para ambos os métodos

cr !

de Green, sdo mostrados nas figuras 5.20 e 5.21 os resultados para um valor de At

maior e outro menor ao correspondente valor critico Az, para os métodos ExGA Runge-

Kutta e ExGAH diferengas centrais, respectivamente.
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5 —
Analitica, em A
= Analitica, em B
%i 0 ExGA-RK em A, At = 0.0045
9
3 O ExGA-RK em B, At = 0.0045
S
X A ExGA-RK em A, At = 0.004
® [ExGA-RK em B, At = 0.004
N
Valores de t
Figura 5.20: Valores do potencial « no exemplo da barra, para o
MEF ExGA Runge-Kutta na vizinhanga do Az, .
5 -
Analitica, em A
= Analitica, em B
S o ExGAH-dc em A, At =0.013
)
3 0 ExGAH-dc em B, At =0.013
S
X A ExGAH-dcem A, At=0.0125
[ ]

2

Valores de t

ExGAH-dc em B, At = 0.0125

Figura 5.21: Valores do potencial z no exemplo da barra, para o

MEF ExGAH diferencas centrais na vizinhanga do Az, .

Resulta evidente que para uma escolha de Az maior que o valor critico Az, , 0s

resultados sdo instaveis (a partir de um determinado valor de 7).
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5.3. Barra fixa em um extremo, com fluxo aplicado na extremidade livre e

condig0es iniciais
O exemplo da barra, citado no item anterior, é considerado com 0s mesmos

valores na geometria e em relacdo ao carregamento, incluindo condicgdes iniciais de

potencial « e velocidade v em uma regido Q, (figura 5.22).

p=pH(t-t)

u=0 T = x Be

- T o T o= 1
1.0 0.3 0.5

Figura 5.22: Esquema do problema da barra com fluxo aplicado

na extremidade livre e condic@es iniciais em €2 .

As condicdes iniciais impostas para u e v, considerando o sistema coordenado e

a geometria da figura 5.22, sdo

(x—l.5) x>15
u, (x,v)= 5.2
o(x:7) {0.0 caso contrario 52)
10.0 x>15
V)= L. 5.3
Yo (7) {0.0 caso contrario ©3)

Considerando o modelo de discretizacdo 2, representado na figura 5.3, mostram-
se a seguir os resultados para u e p nas figuras 5.23-5.25 e 5.26-5.28 usando funcGes de
interpolacdo temporal constante e linear para o fluxo p, respectivamente, junto com a
solugdo analitica que é a mesma do exemplo anterior, mas defasada em 0.5 unidades no

eixo do tempo.
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4.5

Analitica, em A

=
§ Analitica, em B
E A MEC, ponto A
N o  MEC, ponto B
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 116
-0.5
Valores de t
Figura 5.23: Valores do potencial u para o exemplo da barra com condicdes
iniciais, no caso de fungdo 8" constante (modelo 2).
2,5
2 4 2D AN
A A
1 'y 1
154, z
& A y A P
";) ;] AA: i/\AAM " ans Analitica, em B
3 A £ A MEC, ponto B
S Vi§ A
EN A
A N
05 1 |a h
N h 4
0 A B A A
L T T T M AMA T T
4 02 0,4 0.6 0.8 1 1,2 14
-0,5

Valores de t

Figura 5.24: Valor do fluxo p no ponto B da barra com condig6es

iniciais, no caso de fungdo 8" constante (modelo 2).
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Valores de t

15 A
A
7 L
& AAAALYAIJ—\A—\L% Emﬁﬁﬂ—
E A A h Analitica, em C
% A A A A MEC, ponto C
~ 0,5 -
N
P
1y
N A Al
0 T T %\u_\ pa e v VAAVAYA S T
0.2 0,4 0,6 0,8 1 12 14
-0,5
Valores de t
Figura 5.25: Valor do fluxo p no ponto C da barra com condigdes
iniciais, no caso de fungdo €™ constante (modelo 2).
5
4.5 o
Analitica, em A
= Analitica, em B
3 o Pontod 6=10
8
§ o PontoB 0=1.0
S
= A PontoA 0=14
e PontoB 0=14

Figura 5.26: Valores do potencial « para o exemplo da barra com condic6es

iniciais, no caso de fungdo 6™ linear (modelo 2).
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35 -
[e]
3 A
o
2,5 -
§ Analitica, em B
S
§ o PontoB 6=1.0
&S _
S A PontoB 0=14
02 04 06 0,8 1 1,2 14
-0,5 4
Valores de t
Figura 5.27: Valor do fluxo p no ponto B da barra com condi¢des
iniciais, no caso de fungdo 6™ linear (modelo 2).
2 5
o
L5 4 A
« 1 W‘M— .
2 K Analitica, em C
g p o PontoC,0=1.0
3 A
= A PontoC,0=14
0,5 4
\ A
0 ““.... vy : ‘ ‘
T A“
06 0.8 1 1,2 14
-0,5
Valores de t

Figura 5.28: Valor do fluxo p no ponto C da barra com condi¢des

iniciais, no caso de funcdo 6™ linear (modelo 2).

O uso do método & linear traz consigo um melhoramento na estabilidade dos

resultados obtidos, no caso em que a funcdo de interpolacdo temporal 8™ para o fluxo
seja linear. No entanto, os resultados para o fluxo p ndo resultam ser t&o bons quanto os
obtidos no primeiro exemplo. De acordo com o esquema da figura 5.22, considerando
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para 0 MEF B =0.6 na equagdo (5.1), mostram-se a seguir os resultados para o

carregamento definido pela figura 5.3, com as condicdes iniciais dadas por (5.2) e (5.3),

para 0 método ExGA Runge-Kutta e 0 meétodo ExGAH diferencas centrais,

respectivamente, usando 4 subintervalos para o célculo das matrizes de Green.

Valores de u

Valores de t

e p O O

Analitica, em A
Analitica, em B
Ponto A, Newmark
Ponto B, Newmark
Ponto A, ExGA-RK

Ponto B, ExGA-RK

Figura 5.29: Valores do potencial « no exemplo da barra com condigdes iniciais,

considerando 0 MEF ExGA Runge-Kutta.

Valores de u

Valores de t

e p» O O

Analitica, em A
Analitica, em B
Ponto A, Newmark
Ponto B, Newmark
Ponto A, EXGAH-DC
Ponto B, EXGAH-DC

Figura 5.30: Valores do potencial « no exemplo da barra com condigdes iniciais,

considerando 0 MEF ExGAH diferencas centrais.
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As respostas obtidas pelos métodos ExGA atingem boa precisdo. Calculando

agora para

At na vizinhanga do valor critico At

cr !

figuras 5.31 e 5.32.

Valores de u

e » O O

Analitica, em A

Analitica, em B

ExGA-RK em A, At = 0.0045
ExGA-RK em B, At = 0.0045
ExGA-RK em A, At = 0.004
ExGA-RK em B, At = 0.004

Valores de t

Figura 5.31: Valores do potencial « no exemplo da barra com condi¢des iniciais,

para 0 MEF ExGA Runge-Kutta na vizinhanga do Az, .

Valores de u

A

Analitica, em A

Analitica, em B

ExGAH-DC em A, At = 0.013
ExGAH-DC em B, At = 0.013
ExGAH-DC em A4, At = 0.0125
ExGAH-DC em B, At = 0.0125

-0.5

Valores de t

Figura 5.32: Valores do potencial « no exemplo da barra com condigdes iniciais,

para 0 MEF ExGAH diferencas centrais na vizinhanga do Az, .

os resultados sdo apresentados nas
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5.4. Membrana sob condicéo inicial de velocidade

O terceiro exemplo consiste em uma membrana homogénea, retangular,

restringida no contorno de modo que # = 0. As condicdes iniciais na regido Q, sdo

uo(x,y)=0.0 (5.4)

O esquema da membrana se mostra na figura 5.33.

P

¥

J1

A3

Figura 5.33: Esquema da geometria e condi¢des de contorno da membrana homogénea.

Os valores adotados para os parametros geométricos da figura 5.33 e de

condicdo inicial séo

x, =20 x, =3.0 », =20 v, =3.0
a=5.0 b=5.0 v, =c=10.0
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Com respeito ao MEC, a membrana foi discretizada considerando 44 nos e 40
elementos de contorno, tal como se exibe na figura 5.34. O passo de tempo Ar foi
escolhido de tal forma a se obter #=0.6 e £=0.2 na equagdo (5.1). Os resultados
para o potencial  no ponto A e o fluxo p no ponto B séo apresentados nas figuras 5.35-
5.36 e 5.37-5.38, respectivamente, para funcdes de interpolagdo temporal constante e

linear (com @ =1.4) para p.

Figura 5.34: Esquema de pontos para impressao de resultados e

discretizacdo da membrana em elementos de contorno.
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0,6

0,5 4

04

0,3 1

0,2 4

0,1 4

0,1 4

-0,2 4

-0,3 4

-0,4

Analitica
o MEC =06
A MEC p=02

considerando funcdo " constante.

Figura 5.35: Valor do potencial « para o ponto A da membrana,

15

-1,5

Analitica
o MEC p=0.6
A MEC =02

Figura 5.36: Valor do fluxo p para o ponto B da membrana,

considerando funcdo " constante.
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0,6

0,5 4

04 -

0,3 4

0,2 4

0,1

Analitica
o MEC =06
A MEC =02

considerando funcdo 8" linear.

Figura 5.37: Valor do potencial « para o ponto A da membrana,

15

-1,5

Analitica
o MEC, B=0.6
A MEC B=02

Figura 5.38: Valor do fluxo p para o ponto B da membrana,

considerando fungdo €™ linear.
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Nas solugdes obtidas pelo MEC, os resultados para £ =0.2 atingem melhor

acuracia do que aqueles considerando 8 =0.6.

Com o objetivo de resolver o exemplo da membrana mediante o MEF,
considerando os métodos ExGA4, foi usado o esquema de discretizacdo que é exposto na

figura 5.39. As condicGes iniciais de velocidade séo prescritas na zona central.

lv
421 Mmoo
2.0
/ 1.0
2.0
s —— A
1 21
| 20 1.0 20 '

Figura 5.39: Esquema de discretizacdo da membrana

para a resolucéo pelo MEF usando ExGA.

Os resultados para o potencial  no ponto A, seguindo o esquema da figura 5.34,
séo apresentados para 0 MEF ExGA Runge-Kutta e 0 MEF ExGAH diferengas centrais,
respectivamente, nas figuras 5.40 e 5.41, considerando S =0.2 e a utilizagéo de 4
subintervalos para o calculo das matrizes de Green, em relacdo a solucdo analitica e em

relacdo ao método de Newmark considerando a regra do trapézio.
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0.6

-0.6

&

paopeR®e
%%%

&

—— Analitica
O MEF, Newmark

4 A MEF, ExGA-RK

Figura 5.40: Valor do potencial « para o ponto A da membrana,

considerando 0 MEF ExGA Runge-Kutta.

0.6

-0.6

—— Analitica
0 MEF, Newmark
A  MEF, ExGAH-DC

Figura 5.41: Valor do potencial « para o ponto A da membrana,

considerando 0 MEF ExGAH diferencgas centrais.
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Como se observa, os resultados ndo atingem boa acuracia, mas a correlagdo
entre os resultados para ExGA e o método de Newmark, em ambos 0s casos, sugere

efetuar uma discretizagéo espacial mais refinada.
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6

Conclusoes
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6.1. Considerac@es e conclusdes a partir do trabalho

No presente trabalho foi desenvolvida a formulacdo matematica dos métodos
dos elementos de contorno e dos elementos finitos, aplicando os métodos ExGA com a
finalidade de calcular a fungdo de Green a ser usada no avango do tempo, aplicada a

equacdo escalar da onda.

No MEC foi incluido o método 6 linear, o célculo para as contribuicdes aos
termos das matrizes G e H, além das fontes, as condi¢des iniciais, e as correspondentes
derivadas com o objetivo de calcular as derivadas do potencial em pontos internos. A
inclusdo do método #, na formulacdo do método dos elementos de contorno, permitiu
obter resultados estdveis no caso de escolher funcdo de interpolagdo linear para

representar a variagdo no tempo para o potencial « e para o fluxo p.

Em relagdo ao MEF, as funcGes de Green e degrau foram obtidas
explicitamente, para ser posteriormente usadas na marcha no tempo. Os métodos de
Green usados foram 0 ExGA Runge-Kutta e 0 ExGAH diferen¢as centrais. AS matrizes

G e H que incluem as funcbes de Green e degrau, respectivamente, devem ser

calculadas somente uma vez, devido a uma relacdo recursiva entre os valores u(t) e
u(t+At), estabelecida por intermédio de G e H, avaliadas no instante Az. Em relacdo

ao valor critico do passo de tempo A¢, para ambos os metodos, 0 ExGAH diferencgas

centrais permite escolher valores maiores para 0 Ar, comparado com o méetodo ExGA
Runge-Kutta. No entanto, a comparacdo com o0s métodos implicitos, os métodos
explicitos se caracterizam por ndo acumular erros numéricos excessivos ao longo da

marcha no tempo por ter escolhido um Az grande.

Um parametro importante na escolha do passo de tempo, em relacdo ao tamanho

de elemento na discretizacdo, é a relagdo adimensional g. A escolha deste parametro
depende do exemplo a ser resolvido, e no caso da barra o valor £ =0.6 deu bons

resultados. No entanto, no exemplo da membrana resolvida pelo MEC nédo se obteve

bons resultados apos adotar S = 0.6, principalmente para o calculo do fluxo p no ponto

B do contorno. O valor g =0.2 deu melhores resultados. O anterior reafirma a idéia de
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desenvolver sempre varias analises para obter a melhor solugdo numérica de um
determinado problema, devido a que cada exemplo apresenta diferentes particularidades

que fazem que as consideracdes validas para um ndo sejam para outros casos.

Nos MEF ExGA que foram desenvolvidos nas andlises, 0 parametro que mostra
ter maior influéncia na estabilidade dos resultados é o passo de tempo Af, tendo que ser
menor que o valor critico de acordo com o método a utilizar. Assim, escolhendo um Atz
pequeno o suficiente, as funcbes de Green e degrau podem ser calculadas em forma
mais acurada e os resultados na marcha do tempo também o serdo. Porém, no MEC a
instabilidade se produz no caso de escolher fungéo de interpolagdo temporal linear para
representar a variagao do fluxo p, principalmente nos casos onde se prescrevem forcas

de superficie no contorno (fluxo p) com descontinuidade no tempo. Para tais fins foi

apresentado o método 4 linear, no qual se poderia obter um valor 6timo de 6 que garanta
a devida estabilidade dos resultados sem perder precisdo. O valor usado no presente

trabalho foi & =1.4 para tais casos.

Outro fato importante, para garantir a acurdcia e estabilidade dos resultados
mediante os MEF ExGA, consiste na utilizacdo de subintervalos para o céalculo das
matrizes que contém as fungdes de Green. A escolha de um maior numero de
subintervalos gera funcdes de Green mais acuradas e, em consequéncia, melhores
resultados na marcha no tempo. No trabalho foi utilizado um total de n=4
subintervalos nas andlises, o qual resultou ser suficiente para obter bons resultados nos

exemplos apresentados.

O esquema de acoplamento iterativo proposto no capitulo 4 considera, além das
regides tratadas pelo MEF e pelo MEF, uma zona discretizada pelos dois métodos, o
MEC e o0 MEF ExGA, ndo existindo a necessidade de prescrever condigdes essenciais
(de Dirichlet) em algum lugar do contorno externo. Um exemplo de tais problemas seria
analisar uma estrutura sobre um meio infinito, onde a estrutura pode ser discretizada por
algum dos MEF ExGA e o meio infinito pelo MEC. As condigdes prescritas no contorno
do meio infinito sdo geralmente condi¢des de tipo Neumann, enquanto que na estrutura
normalmente também séo prescritas tais condi¢cdes. Nesse caso 0 método que poderia

ser usado é o esquema de acoplamento proposto, o qual supde um valor inicial para as
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condigdes de Dirichlet na interface e 0s mesmos sdo analisados no teste de
convergéncia, sem necessidade de prescrever em algum instante do processo os valores

de condicdo de Dirichlet no contorno externo.

6.2.  Sugestdes para futuras pesquisas

A utilizagdo de sub-malhas para calcular as fungdes de Green e degrau
localmente [17] teria, sem duvida, contribuido a uma maior economia no tempo de
execucdo dos programas, levando a utilizacdo de uma sub-malha menor para At

menaores.

A implementacdo do esquema de acoplamento na parte dos exemplos teria dado

ao trabalho uma especial conotagdo, ampliando a gama de problemas a serem expostos.

A formulacdo do MEC e dos MEF ExGA aplicada a problemas de elasto-
dindmica, bem como o método de acoplamento iterativo MEC-MEF ExGA aplicado aos
mencionados problemas, constituem um importante campo de pesquisa, incluindo nao

linearidade fisica ou geométrica.
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Apéndice A

Integrais dos coeficientes das matrizes G e H do MEC

A.1. Contribuigdes aos coeficientes das matrizes G ¢ H

(funcdo de interpolagao linear)

® Set <t =t —r/c,

o) e ] o)

c (tm - tm—l )

\/cz(tn —1,) -

\/cz(tn —1,) -7
C(tn1+l _tm)

\/02 (t,~1,) 1

(o) 1{[&@ el ) >}

+

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)
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A2.

B Set <t <t,

Contribuigdes aos coeficientes das matrizes G

(fun¢do de interpolagdo constante)

® Set <t =t —rfc,

® Set, <t <t,

Lm)=—c(t,~t,,) In :
(57) 1 {c(l‘”tm1)+\/cz(tntml)2r2]

(A.5)

(A.6)

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)
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A.3. Derivadas das contribuigdes aos coeficientes das matrizes G e H

(funcdo de interpolacao linear)
® Seit <t =t —r/c,

2

a(D5m), 3 [C(t,, —tm,1)+r] _cz(tn —t, )(t,—t,)+r

or [c(tn—tm)+r}\/cz(tn—tm)2—7’2 rz\/cz(tn_tm)z_”z

2 _ 2
L el (A.11)

7’2\/02 (tn -1, )2 —r?

a(D;'" )F ~ [c(tn —tm+1)+r] . (t,—t,., )2

or [c(tn —tm)+r]\/c2 (tn ~t, )2 —r? rz\/c2 (tn —f, )2 —7?

2

_Cz (tn _tm+1)(tn _tm)+r (A.12)

rz\/c2 (tn -1, )2 —r’

8(E;m)[ ~ (e, -t )(t,—t,)-r B \/C2 (t, _tm—l)z - (A.13)
or r\/c2 (ln -t )2 —r’ g
G(El;"" )F B o2 (tn _tm+1)(t7! —tm)—r2 ~ \/Cz (tn _tm+1)2 —7? (A.14)
or e (b, ~t,) —r :
nm 2 2
O(DU ) ¢ |:r(tn _tm—1)+c(tn _t’") :| CZ (tn _tm—l)

; _ (A.15)

a, rle(t, —tm)+r]\/cz(tn ~t,) -1 V\/C‘z(fn ~t,,) =r’

c’ [r(tn —tmﬂ)+c(tn —t, )2} 2 (tn _tm+l)

o(D;"), _ (A.16)

ot, ) r[c(tn —tm)+r]\/c2 (tn —t, )2 —r r\/c2 (tn =t )2 -7
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o(E™ 24— - (1, =t,) =7
0 R ) WO B (A o Al P
o, e (e, -1, ) - c J -

R e

o(EF), -1, +Cln[c(rntm+l)+\/c2(tntm+1)2r2] ALS)
Vel (1, -2.)' ="

B Setr <t <t,

A A ) (A.19)
or 1”2\/02 (t,—1,., )2 —r?
a(D:m )F —_ ¢’ (tn —1, )(tn L )[C(tn _tm)+ I"] +er’ (tm+1 _tm) (A.20)
or r [c(tn —z‘m)—rI1 \/[cz (tn -1, )2 -7 T
o(Ey" (b, —t,) =7
(EU )1 _ _\/C (t, =) =7 (A.21)
or r
a(E;m )F — cz (tn _tm+1)(t" —l‘m)—l"z (A22)
or r\/c2 (t,—t, )2 -7’
o0"),  Elt-ta) (A.23)
atn r\/02 (tn —tm_l) r
a( ;m )F ) 6'2 [c(l‘n —tm)z +r(tn —tmﬂ)i| (A,24)
ot r[c(tn—tm)+r}\/cz(tn—tm)2—l”2
o|E™
( i )1 ¢ n " (A.25)
o, e(t, =1, )+ (6,1, =
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o(E™ 2(2.
(E"), _¢ (2, ) o iy A (A.26)

:C b T
N S e S U2 R RN Y (A e

F

A.4. Derivadas das contribuigdes aos coeficientes das matrizes G

(fun¢do de interpolagdo constante)

u Se Z‘m<2‘r:l’n_}ﬂ/c’

G(Lf]m) _ c(tm tml){ C(f,, —tm) B C(tn _tmfl) } (A.27)
Ve 2

=—c*(t,—t, - (A.28)
o, ( ){\/02 (t,~2,) 1 \/02 (t,~,,) —r }

B Set <t <t,

oL")  (t,—1,.)(t,~1,.) (A.29)
N e

o(Ly) A tt) (A.30)

6tn \/cz (tn -1, )2 —r
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Apéndice B

Integrais das contribui¢des dos termos das condigdes iniciais no MEC

B.1. Expressoes para R;" e T,

Definindo inicialmente as varidveis seguintes:

Vi =\e(t,~1,)- g (6) (B.1)

0) (B.2)

8
V,= arcsen(c(tn —to)] (B.3)

Tem-se,

3 0,
an 1 '
R :ZZL {2C,(c(t,~1,)-V, 1,)} dO

3 0,

23 J‘ D, (0)[€/(0) V: Vi+c(t,~1,)'V; | do (B4)
¢ )
=1 ¥ b

S el
+ZJ‘ ”{2 Da(e)(c(tn—to){lg +§}—Vl sz} de (B.5)
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B.2.  Expressoes para as derivadas do R;" e do 7,

Tendo em consideragdo (2.50) e (2.51), tem-se

2—3 Zﬁ%{t"ml (%}} ) [1 +[(yy,»;/(xxz)]2} (:’(Cy_;y))}

- -y, _ sen(0)
(x=x) +(y=2) 7(0)

et s e )

_ —(x—xl.) :_CQS(H)
(x=x) +(y-»)  #(9)

Logo, as expressdes (2.61), (2.62), (2.63) e (2.64) resultam

3
aR;nzz RGN (6,5 (8
axl_ — 0 axi R uds?vis i 7’;1(9“)
sen (6,
+]R(0v’xiayi)%}
3 0
an 01, (0,x.,y,
aR;,- :ZJ. {R( X; y;)} d9+]R(‘9u,xﬂyi)COiS((9u)
P, =1 O , r (9“)
cos(6,
—1,(0,,x.,) ri((g ))}
3
a];l_fln :Z gvﬁ{lf(ggxiayi)} dO—1I (0 . y')sen(@)
axi - , axi T ud i i ’;z(eu)
sen(6
+1,(6,,x,,,) r,((g))}

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)
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0, ayl

1, (6, x,,y,)COS(eV)}

i (6,)

Enquanto isso, fazendo

~ (%0{1
(R[?n )Jx - Z { -
0,
3. a0, P
(R;;")jy :Z {

w3

098 0 9,
1), =3 [ el gy Z

“ol1,(0,x,y,
j { T( X yl)} d0+1 (0 xl,yl)COS(eu)

0.x.v. 2
( ,x,,,V,)} d@zz
ox, —

o&va(lR)%
, 00 ox,

@0, 6(]R)%

(" 0(1;) 00

@0,
(T;’");fz ol ex”yl 40~ Z
v o,

J, a0 o,

00 ox,

.9‘,8(17-)%

J, 00 oy,

Tem-se,
) 2080080, 4 b, (0) € (0)
+% i{—ba sen(0)+aa cos(@)}
{~¢(0) Vi v+ (t,~1)' 1]
o(1,) _,28/(0) | <t =1)(C.+ 0. (O)[2/(0)]) D.(0)[2:(0)
00 = a0 v, (v,) V v,

N

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

+B{_ba sen(6)+a, cos(@)}}(c(tn—ti){lé+%}—l/l VJ (B.17)
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Desenvolvendo os termos (2.67) e (2.68);

aR;j’"_ ZJ’ {ag, { )[CﬁDaV(lH%[gf(@)]ﬂ}dg
+2ZL?V{CQ {1—0(;]" I_/ztf)}c(zn —1,) Da(e){VS —i(z)}} (B.18)

t=1

o ZJ o (6 { _)i)(ca+Da(9)[gf(‘9)})

T,
S oo
D, (e)gi(g)} 40 (B.19)

A integragdo numérica dos termos assinalados nas se¢des B.1. e B.2., pode

facilmente ser feita usando quadratura de Gauss mediante a variavel implicita &;

HV—HM :0_914 PN 0=9v+011+é:0v_01¢ (Bzo)
2 1+¢ 2 2
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Apéndice C
Detalhes da obtencao de algumas equagdes do MEF
C.1.  Formulagdo fraca de residuos ponderados

A forma original de residuos ponderados, equacdo (3.1), ¢

2
j (Vzu—%%+ij dQ
o c
ow

:J-Fz(p—f))wdr—'[ (u-m) 22 ar (€1

I

a qual ao ser integrada por partes uma vez em relagao a variavel u, obtém-se a seguinte

forma fraca de residuos ponderados,

2
j (Vu-Vw) dQ+I (%%—y}w dQ
Q o\ ¢
ow

:L(ﬁ w) dr+JArl(p w) dr+j (u—ﬁ)a—n dr (C.2)

I

Os valores # e p na equagdo mostrada acima correspondem, respectivamente,

aos valores de condigdo prescrita,deuem I'), edepem I, .

Apesar de tratar-se de um método de discretizacdo do dominio, o método dos
elementos finitos procura preestabelecer que alguns residuos no contorno sejam

identicamente nulos. Fazendo na equagao (C.2), por exemplo, o seguinte:

u=u em I', (C.3)

w=0 em I', (C4)
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Com tais modificagdes, a equagdo (C.2) transforma-se em

L(w-w) dmuizgijw] dQ:L(p w) a’F+J‘Q(y W) dQ  (CS)

C.2. Discretizagdo espacial
Na solugdo numérica de (C.5), usualmente adotam-se aproximacgdes para a

variavel u e para a fungdo de peso w dividindo, por exemplo, o dominio em K nos e o

tempo de analise em 7 instantes,

u(Q,oi{pr@ 20 } €6

J=1

w(Q)= Zﬂk (Q) w, (€7

Logo, adotam-se as mesmas fungdes de interpolagdo para a variavel u e a fungao

de peso w (método de Galerkin), ou seja,
£,(Q)=9,(0) (C)

Substituindo (C.6) e (C.7) na equagdo (C.5), e tendo em conta a igualdade

anterior entre as fun¢des de interpolagdo, a expressao resultante €

ZI: W, {i{uk"‘g(V%-V(pj) dQ+u'kL[ciz o ¢j] dQJ

k=1

=J‘FZ(;3 o) dr+L(y o) dQH (C.9)

Expressando (C.9) para cada ;j=1,2,...K, gera-se o seguinte sistema de

equacdes escrito em notagado indicial,
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no qual

K K
E K, u, + E M, u, =F,
k=1 k=1

K, =I (Vo Ve,) d
Q

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

Escrevendo o sistema (C.10) e os termos (C.11), (C.12) e (C.13) em forma

matricial, e estes ultimos a nivel de elemento, resulta

)= [ ST aa

(-

e C

| pripyare] (47 a0

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

Definindo u° como a variavel u restrita ao elemento e, ¢ {U e} como o vetor dos

valores da variavel u referente aos nen nds do elemento e (valores nodais de u), tem-se

(C.18)

115



A matriz do operador gradiente na equacao (C.15), ¢ definida por
[V]=[8/ox d/oy] (C.19)

enquanto a matriz de rigidez pode ser apresentada conforme a seguir,

[k ]= L[B]T [B] a0 (C.20)

onde

op [/ox O, [ox ... agonen/éx} C21)

aq)l /ay a¢2 /ay s a¢nen /ay

(#1710 |

C.3. Elemento quadrilatero isoparamétrico

No calculo das matrizes do MEF, ¢ usual adotar a conformagao de elementos
isoparamétricos. Isto quer dizer que no mapeamento do elemento finito, a sua
geometria ¢ definida pela interpolagdo de suas coordenadas nodais, usando o mesmo
esquema de interpolacdo que foi adotado para definir o campo da incdgnita u. Entdo, a

nivel de elemento,

(C.22)

Também se pode escrever [N ] em termos de coordenadas naturais (5,77)

usando, por exemplo, o sistema de referéncia para elemento quadrilatero mostrado na

fig. C.1, cujas fungdes de interpolacdo ¢,, com 1<i <4, sdo [4-6]
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I

-1 |

Figura C.1: Elemento quadrilatero isoparamétrico.

p=5(1+8)(1+n)

¢ =5 (1-8)(1+7)
(C.23)

?; =%(1—§)(1—f7)

o= (1+8)(1-1)

A equagdo (C.21) requer a obtengdo das derivadas de (C.23) em relacdo as
coordenadas absolutas x e y, porém percebe-se claramente que aquelas quatro
expressoes sdo fungdes das coordenadas naturais. No entanto, podem ser obtidas

aquelas derivadas usando a regra da cadeia, matricialmente, da seguinte maneira,

o) [ (o

o0& _ o0& 0& || ox (C.24)
op| | ox oy ||%a |

on on on |l oy
]

onde a matriz [J ] ¢ conhecida como matriz Jacobiana da transformagdo, a qual apos

aplicar as expressoes (C.22) resulta
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_| 0¢ og
[/]= G[N]{xc} G[N]{ye} (C.25)
on on

Multiplicando pela esquerda a inversa desta matriz, na equagdo (C.24), podem-

se calcular as expressoes das derivadas de [N ] em relagdo as coordenadas absolutas x e

V.

Os calculos recém apresentados permitem obter os coeficientes das matrizes de

rigidez de elemento, substituindo os resultados das derivadas das fungdes de

interpolacdo em (C.21) ou (C.20).
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