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de estado plano de tensao e de flexao de placas com deformagao por cisalhamento
transversal sao acopladas.

As formulagoes do método dos elementos de contorno, baseadas nas teorias de
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Capitulo

Introducao

Estruturas constituidas pela associagao de elementos planos, de secao transver-
sal aberta ou fechada, sao cada vez mais utilizadas em diversos campos da enge-
nharia - civil, naval, mecénica, aerondutica, etc - por apresentarem a vantagem de
permitirem a obtencao de elevada rigidez flexional com peso préprio relativamente
pequeno.

As estruturas sao tratadas como uma associacao no espaco de laminas® retas,
onde em cada lamina existe um estado plano de tensoes somado ao de flexao de
placas. As andlises sao realizadas em regime linear-eldstico, ou seja, considerando
pequenas mudancas de configuragao.

Para solucao do problema é empregado o método dos elementos de contorno.
Esta técnica consiste na transformacao das equacoes diferenciais que regem o pro-
blema (comportamento da solugdo no interior e na superficie do corpo) numa
equacao integral que relaciona somente valores das varidveis no contorno.

Pelo fato das aproximagoes serem feitas apenas no contorno, a dimensao do
problema se reduz em uma unidade, acarretando uma diminuicao significativa na
quantidade de dados de entrada fornecidos, visto que o sistema de equacoes gerado,
apesar de ser cheio e nao simétrico, tem geralmente dimensoes menores do que os
obtidos com os métodos que discretizam o dominio.

O método dos elementos de contorno pode ser formulado de duas maneiras
diferentes, através dos métodos indiretos ou dos diretos.

Os métodos indiretos sao conhecidos como métodos de contorno menos sofisti-

cados. Nestes as equacoes integrais sao expressas em termos de densidade de

LA palavra lamina serd empregada neste trabalho para designar o plano médio das placas e
chapas associadas.
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fontes, as quais nao apresentam significado fisico.

Uma vez obtidos os valores destas densidades, determinam-se os deslocamen-
tos e forgas de superficie. KUPRADZE [1] estabeleceu as bases das formulagoes
indiretas, adotando a solu¢ao fundamental de Kelvin [2] para resolver problemas
no regime linear-eldstico.

Ja as formulacoes diretas, baseiam-se na adoc¢ao das varidveis fisicas do pro-
blema (deslocamentos e forcas de superficie) como incégnitas no sistema de equa-
goes. O ponto inicial das formulagoes diretas deve-se a RIZZO [3] em 1967, que
apresentou a soluc¢ao do problema linear-eldstico bidimensional e a CRUSE [4] para
o caso tridimensional.

Assim, no presente trabalho é empregada a formulacao direta e o conceito de
regiao no sentido definido por KELLOGG [5], ou seja, regiao onde o contorno é
representado por superficies regulares.

Trabalhos como os de PALERMO [6] e PALERMO et al. [7] j4 contemplam a
andlise de estruturas de secao aberta ou fechada, através do emprego dos efeitos do
estado plano de tensoes somados aos de flexao de placas. Nestes trabalhos a teoria
de placas empregada é a de Kirchhoff, onde a deformacao cisalhante transversal
¢é desprezada e os efeitos da espessura sobre os valores calculados nao sao levados
em consideracao.

Outros trabalhos como os de DIRGANTARA e ALTABADI [8] e BAIZ e ALIA-
BADI [9] também contemplam a andlise de estruturas submetidas aos efeitos si-
multaneos de flexdao e extensao. Entretanto, em tais trabalhos a teoria de placas
empregada é a de Reissner sendo, portanto, os efeitos de deformacao por cisa-
lhamento transversal considerados.

A proposta deste trabalho é o emprego da teoria de flexao de placas de Reissner
associada a teoria de estado plano de tensoes para proceder a anédlise de estruturas
constituidas pela associacao espacial de placas e chapas submetidas a carregamen-
tos quaisquer. Além disso, ao contrario do que ocorre em [8, 9], onde apenas
duas sub-regices convergem para uma mesma interface, neste trabalho vérias sub-
regioes podem compartilhar de uma mesma interface, possibilitando uma maior
generalidade nas anédlises.

Um sistema final de equacoes é obtido tratando cada lamina individualmente
como uma sub-regido. Apds as transformacgoes de coordenadas nas equacgoes de
cada sub-regiao, procede-se & compatibilizagao de deslocamentos e o equilibrio das
forcas.

Logo, para uma lamina isolada os efeitos de extensao e de flexao estao to-
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talmente desacoplados e os mesmos s6 acoplam-se a partir da existéncia de duas
laminas nao coplanares.

Para descricao do corpo da dissertacao, esta foi dividida em oito capitulos,
sendo o primeiro a introducao e os demais comentados de forma sucinta a seguir.

No Capitulo 2, sao apresentados, primeiramente, alguns conceitos bésicos rela-
tivos a elasticidade plana para problemas no regime eldstico-linear. Os problemas
eldsticos sao analisados através da consideracao de que os estados de tensao e
de deformacao independem de uma das coordenadas. Desta forma, o fenomeno
eldstico ocorre de forma igual em todos os planos perpendiculares a essa coorde-
nada independente. Fazem parte desses problemas os denominados estado plano
de tensao (EPT) e estado plano de deformacao (EPD).

No Capitulo 3 sao descritos os fundamentos da teoria de flexdao de placas de
Reissner. A teoria de Reissner, quando comparada & teoria cldssica de Kirchhoff,
apresenta a vantagem de considerar os efeitos de deformacao transversal por cisa-
lhamento. Assim, a teoria de Reissner é vélida tanto para placas delgadas como
para placas espessas.

No Capitulo 4, sao obtidas a Identidade de Somigliana para problemas de
elasticidade plana e a equacao integral de contorno utilizando a deducao formal.
Além disso, sao apresentados os tensores da solucao fundamental para um meio
eldstico infinito e as expressoes necessdrias para o calculo dos deslocamentos e das
tensoes nos pontos internos e do contorno.

Ja no Capitulo 5, as equacoes diferenciais de flexao de placas de Reissner sao
transformadas em equacoes integrais através do emprego do segundo teorema de
Betti. Além disso, sao apresentados os tensores da solucao fundamental para um
meio eldstico infinito e obtidas as equagoes para a solucao de problemas de flexao
de placas, tanto no contorno como nos pontos internos.

No Capitulo 6, sao comentadas as implementagoes numéricas empregadas, ex-
pondo acerca dos elementos aplicados nas andlises (continuos e descontinuos), as
funcgoes de interpolacao adotadas, os procedimentos empregados nos casos de des-
continuidade da normal ou das condicoes de contorno e as integragoes numeéricas
utilizadas. Descreve-se, também, o processo de associacao de cada lamina, que
contém equagoes desacopladas de extensao e de flexao, utilizando-se a técnica de
sub-regiao para a definicao do sistema geral de equacoes. Em seguida, apresenta-se
o processo de obtencao dos deslocamentos nos pontos internos a partir dos valores
obtidos no contorno.

Alguns exemplos numéricos sao apresentados no Capitulo 7, sendo os resultados
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obtidos comparados com outras sistematicas de andlises dos problemas propostos,
como por exemplo a teoria da resisténcia dos materiais e o método dos elementos
finitos (MEF).

Finalmente no Capitulo 8, sao expostas as conclusoes gerais referentes aos

estudos desenvolvidos neste trabalho e feitas algumas sugestoes para trabalhos

futuros.



Capitulo

Elasticidade Plana

2.1 Introducao

Em alguns casos, o problema eldstico pode ser analisado através da conside-
racao de que os estados de tensao e de deformacgao independem de uma das co-
ordenadas. O fendmeno eldstico ocorre da mesma forma em todos os planos per-
pendiculares a essa coordenada independente. Fazem parte destes problemas os
denominados estado plano de tensao e estado plano de deformacao.

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos e hipéteses bésicas da teo-
ria da elasticidade bidimensional, necessarias ao desenvolvimento dos capitulos
subseqiientes.

A importancia do estudo da elasticidade bidimensional estd no fato de que
durante a associacao de placas e chapas, os efeitos de extensao serao analisados
através do emprego do conceito de estado plano de tensao.

Para um estudo mais detalhado do assunto, recomenda-se as referéncias [10,

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].

2.2 Estados Planos

2.2.1 Estado Plano de Tensao (EPT)

Os problemas de estado plano de tensao sao caracterizados por estruturas na
forma de chapas delgadas de espessura constante, sendo o carregamento aplicado
nas diregoes paralelas ao plano zy e distribuido na espessura b da chapa (Figura
2.1).



CAPITULO 2. ELASTICIDADE PLANA

Al

v

Figura 2.1: Estado plano de tensao

Neste caso, sendo pequena a espessura, admite-se que o estado de tensao é
completamente definido pelas componentes de tensoes o, 0, € T,,, independentes

de z. As demais componentes o, 7,. e T,., sao tomadas iguais a zero, uma vez

b
que as faces z = i§ estao livres de forcas externas.
As componentes de deformagao v,, e v,, sdo nulas e a deformagao especifica

e, pode ser obtida em fungao de ¢, e ¢,, da seguinte forma':

v
1—v

€, = — (e +€y), (2.1)

onde v é o coeficiente de Poisson.

2.2.2 Estado Plano de Deformagao (EPD)

Os problemas de estado plano de deformacao ocorrem em sélidos prismaticos,
em que as cargas sao paralelas ao plano zy e nao variam na direcao da coordenada
2. Assume-se que os deslocamentos na direcao z sejam restringidos nos apoios

(Figura 2.2), e que estes nao oferecem atrito para deslocamentos no plano xy.

Desta forma, qualquer segao transversal (paralela ao plano xy) encontra-se

submetida ao mesmo estado de deformagoes, onde as componentes €., v,, € 7V,

'No estado plano de tensdo, onde a deformacdo na direcio transversal z ndo é impedida,
ocorre ¢, pelo efeito de Poisson.
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Figura 2.2: Estado plano de deformagcao

sao iguais a zero e a tensao normal o, pode ser obtida em funcao das tensoes

normais o, e o,, da seguinte forma:

o,=v(0,+0y). (2.2)

A existéncia de tensdes normais o, na direcao longitudinal do sélido deve-se
ao fato de que cada lamina entre secoes adjacentes, que tenderia a se deformar
na direcao z pelo efeito de Poisson, tem essa deformagao impedida pelas laminas
vizinhas [10]. Esse impedimento & deformacao na diregao z acarreta o surgimento

da tensao o,.

2.3 Equacoes Gerais da Elasticidade Plana

Para a simplificacao das equacoes obtidas para os problemas de estado plano
de tensao e estado plano de deformacao, utiliza-se a notacao cartesiana indicial,
ou seja, os indices I e 2 sao empregados em substituicao a x e y, respectivamente
(Figura 2.3). Assim, os simbolos de somatério sdo desnecessarios sempre que o

mesmo indice aparecer duas vezes em um termo qualquer.

2.3.1 Equacoes Diferenciais de Equilibrio

Em um sélido em equilibrio sob a agao de um sistema de forcas, considere um

paralelepipedo retangular de arestas dr; e dzo, paralelas aos eixos coordenados
(Figura 2.4).
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Figura 2.3: Corpo sélido com carregamento no plano x;zs
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Figura 2.4: Tensoes e forgas de volume
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Devido a continuidade das tensoes, pode-se concluir que as componentes de
tensao correspondentes em faces paralelas do elemento diferem entre si de uma
quantidade infinitesimal. Além disso, sobre o paralelepipedo elementar pode agir
uma forca de volume b, cujas componentes sao designadas por b; e b.

Tendo em vista o equilibrio de forcas e de momentos do elemento e observando
que as componentes de forcas de volume e os incrementos infinitesimais nas tensoes
dao contribuicoes de ordem superior para o equilibrio de momentos, obtém-se as

seguintes equacgoes de equilibrio estatico:

0ijitb =0, i=12 j=12 (2.3)

onde o;; representam as componentes do tensor de tensoes e b; as componentes

das forcas de volume. As derivadas espaciais sao indicadas por virgulas, ou seja,
Gai i
J

= O ;.
ox; o
As equagoes (2.3) devem ser atendidas em todos os pontos no interior do

dominio €. Além disso, se nao h4 momentos aplicados no corpo sélido, as condi¢oes

de equilibrio conduzem a:

Jij = Uji- (24)

Portanto, a matriz de tensoes para um ponto no interior do dominio €2 é

011 012
o= .
0921 022

Cabe ressaltar que, como z1 e x5 representam condigoes indeformadas do corpo,

simétrica e representada por:

as condigoes de equilibrio s@o implementadas na configuracao inicial e nao na
configuragao deformada [10, 11]. Tal simplificacdo deve-se a hip6tese de pequenas

mudangas de configuragao (linearidade geométrica).

2.3.2 Relagoes Deformacao-Deslocamento

As relagbes deformacao-deslocamento representam relagoes de natureza geo-
métrica entre as componentes u; de deslocamento e as componentes ¢;; de defor-
magao.

Assim, dados os deslocamentos, as componentes de deformagao sao obtidas por

derivagao, da seguinte forma:
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1
gij = 5 (ui,j + ’U/jﬂ') . (25)

O estado de deformacao de um ponto no interior do corpo é definido pelo tensor

€11 €12
€ = .
€21 €22

Tendo em vista a preservagao da continuidade do meio sélido quando o mesmo

de deformacoes especificas:

se deforma, passando da configuracao inicial a configuracao final deformada, é
necessdario que o correspondente campo de deslocamentos seja representado por
fungdes continuas e univocas [10]. Em problemas de estado plano, essa con-
tinuidade e forma tinica tem como condi¢ao necessdria e suficiente o atendimento

a equacao de compatibilidade:

82611 82522 o 82512
3x§ 8$% 8$18I2 ‘

(2.6)

2.3.3 Equacgoes Constitutivas

As equagoes constitutivas consistem em relacoes que ligam as componentes de
tensao as de deformagao, caracterizando o comportamento do material.
As seguintes hipéteses sao admitidas:
i) quanto ao material: admite-se o sélido constituido de material homoge-
neo, isétropo e de comportamento eldstico-linear:
— material homogéneo: possui as mesmas propriedades em todos os
pontos;
— material isétropo: em cada ponto as propriedades sao as mesmas
em todas as direcoes;
— material eldstico-linear: as componentes de tensao relacionam-se
linearmente com as componentes de deformacao.
i) quanto ao estado inicial: admite-se o estado inicial neutro, ou seja, as
deformagoes sao nulas quando todas as tensoes sao nulas.

Assim, as relagoes tensao-deformagao podem ser escritas da seguinte forma:

045 = Uijki€kl, (2-7)

10
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onde Cjji; € o tensor de quarta ordem contendo as constantes eldsticas do material,
assim expresso:
2Gv
Cijkl — Eéij(skl + G ((5%(5]1 + 5il(5jk) , (28)
sendo:
e (G - Mdédulo de Elasticidade Transversal:

E
2(1+v)’ (2.9)
e /- Modulo de Elasticidade Longitudinal ou Médulo de Young;
e v - Coeficiente de Poisson;
® 0;; - Delta de Kroneker:
0, =1, =]
J e =y (2.10)

5ij = 0, se 1 7£ j
Substituindo as equagdes (2.8) nas equagoes (2.7), obtém-se a Lei de Hooke
Generalizada, dada por:

2Gv

0ij = 2G€ij + Egkkdij. (2.11)

As equagoes (2.3), (2.5) e (2.11) definem o problema de elasticidade linear para
o estado plano de deformacao. Para o caso de estado plano de tensao deve-se

substituir v por v, onde:

v
14+v

vV =

(2.12)

Introduzindo, agora, as equagoes (2.5) nas equagoes (2.11), tém-se as expressoes
das tensoes em termos das derivadas de deslocamentos, que substituidas nas equacoes

(2.3), levam as equagoes de equilibrio de Navier no dominio €2:

GUJ'J{;]C + Uk, kj -+ bj = 0. (213)

1—-2v

2.4 Condicoes de Contorno

Na formulagao do problema eldstico, além das equagoes que devem ser satis-

feitas no dominio 2, outras condigoes devem ser atendidas no contorno I' do sélido.

11
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De maneira geral, pode-se ter (vide Figura 2.3):

i) deslocamentos prescritos na regiao I'; do contorno;

ii) forgas de superficie prescritas na regiao I'y do contorno.

No primeiro caso, as condigoes sao representadas a seguir, onde as quantidades

com barra referem-se aos valores prescritos das grandezas.

w; =u; em I. (2.14)

No segundo caso, tendo em vista as expressoes de Cauchy para as tensoes em
um plano qualquer do corpo sélido:

pi = Oijhy, (2.15)

onde p; sao as componentes do vetor tensao e n; os cossenos diretores da normal, e
conforme ilustrado na figura 2.5, pode-se obter as seguintes condicoes de equilibrio
no contorno I's do corpo:

pi = pi = oyn; em [y, (2.16)

onde p; representa as componentes do vetor de forgas de superficie prescritas numa

faceta cuja normal aponta para fora do corpo.

& X2
B

Figura 2.5: Forgas de superficie

As equagoes (2.16) podem ser escritas na forma seguinte, mediante a substi-
tuigao das equagbes (2.5) nas equagoes (2.11), e o resultado desta substituido nas

equagoes (2.16):

12
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2Gv
1—2v

Ukl T + G (Ui,j + ’U/jji> n; = pz (217)

As equagoes (2.13), sujeitas as condigbes de contorno (2.14) e (2.17), definem

o problema de estado plano com formulacao em termos de deslocamentos.

13



Capitulo

Teoria de Placas de Reissner

3.1 Introducao

As placas sao elementos estruturais planos, submetidas a carregamentos trans-
versais e com a espessura muito menor que as demais dimensoes, podendo ser
classificadas como delgadas ou espessas, de acordo com a relagao entre a espessura
e a menor dimensao no plano. Placas cuja relagao estabelecida nao ultrapasse 1/20
sao classificadas pela maioria dos autores como delgadas e sao analisadas pelo que
¢é conhecido na literatura como teoria de Kirchhoff. Nos casos em que a relagao
acima citada ultrapassa 1/20, as placas sao consideradas em geral como espessas,
e devem ser tratadas no &mbito de uma teoria de placas como a de Reissner.

A diferenca bésica entre as duas teorias citadas reside no fato de que a teoria
de Reissner leva em consideracao os efeitos de deformagao transversal por cisa-
lhamento, o que é desprezado pela teoria clédssica de Kirchhoff. Assim, a teoria de
Reissner ¢é vélida tanto para placas delgadas como para placas espessas sendo, em
funcao disso, empregada no presente trabalho.

A teoria de Reissner para flexao de placas baseia-se na teoria da elasticidade
e no principio de Hellinger-Reissner, recaindo em um problema de integragao de
sexta ordem, que deve satisfazer a trés condi¢ées de contorno por bordo.

Sao apresentados neste capitulo, as equagoes bésicas para o calculo de placas
pela formulacdo de REISSNER [18, 19, 20], bem como a defini¢do das condigGes
de contorno do problema.

Assim, através do estudo da teoria de Reissner para placas, juntamente com os
aspectos tedricos da elasticidade plana, apresentados no Capitulo 2, ficam estabele-

cidas as formulagoes necessdrias para o desenvolvimento do processo de associagao

14
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de chapas e placas.

3.2 Hipodteses Basicas

Conforme mencionado no item 2.3, neste trabalho é empregada a notacao
cartesiana indicial, que é extremamente 1itil em derivadas e na simplificagao das
equagoes.

Para o presente capitulo, referente a teoria de placas de Reissner, e para o
Capitulo 5, onde é aplicado o método dos elementos de contorno para a teoria de

placa de Reissner, a notagao indicial adotada é a seguinte:

i) indices i, j, k — variam de 1 a 3;

i) indices «, 3, v, § — variam de 1 a 2.

Assim, seja uma placa homogénea, isotrépica e de comportamento eldstico-
linear, com espessura h e solicitada por um carregamento uniforme transversal ¢
por unidade de drea.

Sejam, ainda, x; eixos cartesianos ortogonais, com z, na superficie média e
x3 na diregao transversal a placa (Figura 3.1). A origem do sistema de eixos

encontra-se em um ponto qualquer sobre o plano médio da placa.

x3

Figura 3.1: Sistema de eixos de referéncia

A teoria de flexao de placas de Reissner admite, como hipétese bésica, a vari-

acao linear das tensoes 0,5 ao longo da espessura da placa [21].

15
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3.3 Tensoes

Sendo as condigoes de carga nas faces da placa dadas por o33 = ig e 0,3 =0,

h
para x3 = £— [22, 23], e adimitindo a hipdtese bésica das tensoes 0,5 variarem
linearmente na espessura (item 3.2), pode-se obter as expressoes das tensdes em

termo dos esforcos solicitantes:

X3

X2

X

Figura 3.2: Distribuicao das tensoes 0,3 ao longo da espessura da placa

Pela consideragao do equilibrio de um elemento infinitesimal, obtém-se as de-

mais componentes de tensao':
_ 3Qa 1 2~T3 2
793 = Ton h
43 | 213\ >
033 = —> |3 — [ == :
DY) h

(3.2)

Verifica-se que as tensoes 0,3 apresentam uma variacdo parabélica ao longo da espessura da
placa e o33 uma variagao ciibica.

16
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3.4 Esforcos Solicitantes

Os esforcos solicitantes, momentos M,z e esforgos cortantes (), sao obtidos de
forma andloga ao considerado na teoria cldssica, ou seja, mediante a integracao da
distribuigao das tensoes ao longo da espessura da placa [21].

Assim, os esforcos solicitantes por unidade de comprimento, atuando na super-

ficie média da placa, sao dados por:

i) Momentos fletores e momento de torgao:

h
2
Maﬁ = /ﬁ OaBT3 d[[’g, (33)
2
i) Esforgos cortantes:
h
2
Qa = /h 03 dﬂfg. (34)

Os sentidos positivos adotados para os momentos e para os esforcos cortantes

sao indicados nas Figuras 3.3 e 3.4, respectivamente.

X3

) .
o

Mz

X

Figura 3.3: Sentidos positivos para os momentos
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Xz

X2

X7

- -—

S

T L
L)

Figura 3.4: Sentidos positivos para os esforcos cortantes

3.5 Equacoes de Equilibrio

Considerando a teoria da elasticidade para pequenas mudancas de configuracao
e fazendo o equilibrio de um elemento infinitesimal de placa (Figura 3.5), de di-
mensoes dzr, ao longo da superficie média e dxrs na direcao transversal & placa,

obtém-se as seguintes equagoes de equilibrio [21]:

i) Equilibrio de forgas na dire¢ao xs:

Qoo +q=0; (3.5)

i1) Equilibrio de momentos em relagao aos eixos x,:
Mugp — Qo = 0. (3.6)
Visto que nao ha nenhuma forca aplicada na direcao x, € nenhum momento em

relacdo ao eixo z3, as trés equagoes dadas por (3.5) e (3.6) definem completamente

o equilibrio do elemento de placa.

[e3%

ox

[0
sao negligenciados em fungao de representarem parcelas de ordem superior em relagao aos demais
termos.

20 momento produzido pela carga ¢ e o momento devido a dx s, em relacao ao eixo x4,

18
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gil2

X2
Bk
—=2 g
x5, I/ o+ o, dxj)’ My + ale dx,
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Mo + 2 i,
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g

+
1
My |

.
My / My + ax“
20 1
'y o)+ —=dx
/ n

gf2

Figura 3.5: Elemento de placa em equilibrio

3.6 Deslocamentos Generalizados

Para pontos situados na superficie média da placa, serao considerados desloca-
mentos generalizados ¢, e w que representam a média ponderada dos deslocamen-
tos v; de pontos situados ao longo da espessura nas direcoes dos eixos coordenados.

Define-se os deslocamentos generalizados ¢, e w através da equagao obtida pela
igualdade do trabalho dos esforcos solicitantes sobre os deslocamentos médios e do
trabalho total das tensoes correspondentes sobre os deslocamentos v; da mesma

secao’:

h
2

J

O'ag’ljg d£C3 = Maﬁ¢ﬁ

N

h
fzh 04303 drg = Q.

2

Substituindo as equacgoes (3.1) e (3.2) nas equagdes (3.7), obtém-se os desloca-

mentos generalizados ¢, e w em fungao dos deslocamentos v; [21, 22, 23]:

3E. Reissner, no tratamento deste assunto, fez uso do principio do trabalho minimo de Cas-
tigliano [24], para a introdugao das condigdes de compatibilidade na andlise.
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i) Rotacao da normal a superficie média nos planos x,xs:

bu=13 |

ii) Deslocamento transversal:

h
3 [2 273\

Va3 dT3; (3.8)

o> NS

3.7 Deformacoes Generalizadas

As expressoes das deformagoes generalizadas de flexao e de cisalhamento, para
a teoria eldstica-linear, em fungao dos deslocamentos generalizados ¢, e w, sao

expressas por:

i) Deformagoes de flexao:

1

i1) Deformagoes cisalhantes transversais:
Vo = Po + Wa- (3.11)

Na teoria de Reissner, as deformacgoes cisalhantes transversais nao sao des-
prezadas, ao contrario do que ocorre na teoria classica, onde elas sao negligenciadas
(1, = 0). Assim, as rotagdes na teoria cldssica sdo obtidas por simples derivagao

do deslocamento transversal (¢, = —w,).

3.8 Expressoes dos Esforcos

Utilizando-se a teoria da elasticidade para pequenas mudancas de configuragao,
aliada a principios variacionais, pode-se obter as expressoes dos momentos e dos

esforgos cortantes em funcao dos deslocamentos generalizados ¢, e w [22, 23]:
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i) Momentos:

D(1-v) 2v vq
Myyg=——"-—= —— —————048; A2
af 9 (¢a,ﬂ + ¢,8,a + 1 — Uqb'y,'y(saﬁ) + (1 . I/) )\2 50‘5’ (3 )
i1) Esforgos cortantes:
D(1—-v)N
Qa = % (¢a + w,a) ) (313)
sendo:
e D - Rigidez a flexao da placa:
Eh?
D = — .14
12 (1 —v?2)’ (3:-14)

e )\ - Constante caracteristica das equacoes de Reissner:

A= Y20, (3.15)

® 0,3 - Delta de Kroneker.

3.9 Equacoes de Reissner

As equagoes de equilibrio (3.5) e (3.6), acrescidas das equagOes para os es-
forgos solicitantes em termos dos deslocamentos generalizados ¢, e w, dadas em
(3.12) e (3.13), formam um sistema com oito equagoes, que devem satisfazer a trés
condicoes de contorno por bordo da placa.

Através da substituicao das equagoes (3.12) e (3.13) nas equagoes de equilibrio
(3.5) e (3.6), condensa-se essas oito equagoes, permitindo assim a obtengao de um

sistema com trés equacoes diferenciais parciais:

1 1 0
0= 5V Qut G0 =—Ds— (V?
Co = 3aVQat Sy )0 oz, (V)
(3.16)
2—v)
DV4 ( v? =q,
w+/\2(1_ ) q=q
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onde:
92
2 = 5 I Operador de Laplace
2a0%,
v4 — V2v2

3.10 Condicoes de Contorno

Na formulacao do problema de flexao de placas de Reissner, além das equagcoes
que devem ser satisfeitas no dominio €2, outras condi¢oes devem ser atendidas no
contorno I' da placa.

Devem ser satisfeitas trés condigoes de contorno por bordo, podendo-se pres-
crever em cada uma das trés diregoes generalizadas o deslocamento ou a forga de
superficie correspondente.

Sendo I'; a parte do contorno onde os deslocamentos generalizados ¢, e w sao

prescritos e I's onde as forcas de superficie generalizadas p, e p3 sao prescritas,

tém-se:
Z) Em Fll
P :f“ (3.17)
w = w;
ZZ) Em FQZ
b= Pa (3.18)
P3 = D3,
sendo:
Pa = Magny (3.19)
p3 = Qpng
e
Po = Magns (3.20)
D3 = Q,Bnﬂv

onde ng sao os cossenos diretores da normal exterior ao contorno.
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Na teoria de Reissner, ao contrario do que ocorre na teoria cldssica, as trés
condigoes de contorno fisicas do problema sao satisfeitas independentemente e a
influéncia da espessura sobre os deslocamentos e esforcos resultantes é levada em

consideragao [19].
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Capitulo

Método dos Elementos de Contorno
Aplicado a Elasticidade Plana

4.1 Introducao

As equacoes diferenciais da elasticidade plana, apresentadas no Capitulo 2,
serao transformadas em equacOes integrais através do emprego do método dos
elementos de contorno [25, 26, 27, 28|.

O método dos elementos de contorno, que pode ser deduzido a partir da se-
gunda ou terceira identidades de Green, do método dos residuos ponderados ou
do principio dos trabalhos virtuais, serd formulado a partir do segundo teorema
de Betti [25].

O segundo teorema de Betti estabelece que se dois estados de tensao (a) e (b)
existem e satisfazem as equacoes de equilibrio, entao o trabalho realizado pelas
forgas do sistema (a) sobre os deslocamentos do sistema (b) é igual ao trabalho
realizado pelas forgas de (b) sobre os deslocamentos de (a). Escolhendo o sistema
(a) como solucao fundamental e o sistema (b) como o problema real, o resultado
¢ uma equacao integral de contorno relacionando os deslocamentos e forcas de
superficie.

Neste capitulo, serao apresentados, também, os tensores da soluc¢ao fundamen-
tal da elasticidade plana para um meio eldstico infinito e as expressoes empregadas
no cédlculo dos deslocamentos e das tensoes no contorno e nos pontos internos.

No final serao feitas consideragoes acerca do tratamento de regioes regulares
infinitas, onde se faz necessdria a consideracao de algumas hipéteses adicionais

relativas ao comportamento das fungoes envolvidas.

24



CAPITULO 4. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
A ELASTICIDADE PLANA

4.2 Identidade de Somigliana

Seja o corpo definido por QU T (Figura 4.1) que encontra-se em equilibrio sob
a agao de cargas prescritas em ['s e deslocamentos prescritos em I'y. Este estado

de equilibrio é representado pelo grupo o;;, €i;, u;, p; € b;.

X
z-l

T=T1UT:

Figura 4.1: Sélido submetido & agao de forgas e deslocamentos prescritos

Adotando a existéncia de um dominio €2* com contorno I'*, contendo o corpo
QUT (Figura 4.2), tem-se que esta nova regido também encontra-se em estado de

equilfbrio representado por o7, €, u;, p; e b;.

Az

L 4

n

Figura 4.2: Regiao contendo o corpo QU T
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A ELASTICIDADE PLANA

Se as propriedades eldsticas sao vdlidas para ambos os casos, a integral de
reciprocidade pode ser deduzidas por simples simetria dos tensores envolvidos,

isto é':

/O'ijé‘;(de:\/é‘ijO':de. (41)

Q Q

Integrando duas vezes por partes ambos os lados da equagao (4.1) e empregando

as equagoes (2.5) e (2.3), tem-se:

/bfuidQ—i—/pfuidF: /biu;‘dQ—l—/piu;‘dF, (4.2)
Q

r Q r
que corresponde ao segundo teorema de Betti ou teorema da reciprocidade [25].
A equacao (4.2) pode ser modificada, assumindo que as componentes das forgas
de volume b} correspondem a forcas concentradas unitdrias aplicadas no ponto &
€ Q" em cada uma das diregoes definidas pelo vetor de componentes P; (Figura
4.3):

b= A(,2) P, (43)

onde A (¢, z) representa a "fungao" Delta de Dirac, £ o ponto fonte e z o ponto

campo (z € %).

T
PT? “
Xz —p F;
F é

x1

Figura 4.3: Forcas concentradas unitdrias aplicadas no ponto & € Q*

! Assume-se que a solucdo para o;; existe e que satisfaz as equagoes que governam o problema,
incluindo as condicoes de equilibrio.
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A "funcao" Delta de Dirac apresenta as seguintes propriedades:

A(€a)=0 se €4
A& z) — o0 quando & — (4.4)
/f:v (€.x)d2 (x) = £ ().
Assim, a primeira integral da equacao (4.2) pode ser substituida por:
[ =i ) P (45)

Q
Além disso, se for adotada cada carga concentrada atuando independentemente,

os deslocamentos e forgas de superficie podem ser escritas nas formas:

0 = (§,2) P o)
onde uj; (§,z) e pj; (§, ) representam os deslocamentos e forgas de superficie na
dire¢ao j no ponto z, devido a uma forca unitédria aplicada na dire¢ao ¢ no ponto
&.

Alternativamente, entdo, pode-se escrever a equagao (4.2) para representar

cada componente do deslocamento no ponto ¢ em separado:

i (€) = / uf; (€,2) py () dT ()~ / P, (6,2) u; () dT () + / ul, (6,2) b, (2) dDQ (2)
T T Q
(4.7)

As equagoes (4.7) sao conhecidas como identidade de Somigliana para desloca-
mentos [25] e sdo obtidas em reciprocidade com a solugao singular da equagao de

Navier, satisfazendo:

G
T2 ———u i + A1) P =0. (4.8)

Conseqiientemente, as solugoes das equagoes (4.8) sdo chamadas solugoes fun-

GU] ki +

damentais.
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4.3 Solucao Fundamental

As solugoes para as equagoes de equilibrio de Navier (4.8) sdo chamadas solugoes
fundamentais. Existem solugoes diferentes para essas equacoes que podem ser
igualmente empregadas. Contudo, estas solucoes variam tanto em relagao a regiao
Q* U™ como também em relacao as condig¢oes de contorno.

No presente trabalho, considera-se 2* como um meio eldstico infinito e, conse-
qiientemente, I'* estd situado a uma distancia infinita do corpo. A correspondente
solugdo fundamental é devida a Kelvin [2] e as expressoes para os deslocamentos

e forgas de superficie, representadas na figura 4.4, sdo dadas por [29, 30]:

i) Deslocamentos:

-1
uij(f? Qf) = m {(3 — 4V) In (’T‘) 61']‘ — 7“,1‘7‘,3‘}
(4.9)
U* = “zl Uj1F2 ] :
Uz U

ii) Forgas de superficie:

. -1 or
pi(&,x) = =) {[(1 = 2w)0i + 2rar o — (1= 2v)(ran; — Tﬁj”i)}
P — p? pz2
P21 Do

(4.10)
onde r=r(§, x) representa a distancia entre o ponto fonte £ e o ponto campo z e

suas derivadas sao tomadas com reférencia as coordenadas do ponto z, ou seja:

ri =z (x) — i (§) (4.11)
_ o _m
i Or; () 7

Além disso, as componentes de deformagoes €}; (Figura 4.5) e de tensoes o7
(Figura 4.6) em um ponto z, devido a uma carga unitaria aplicada no ponto ¢ na

direcao i, podem ser escritas como:
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h I:

T (infinito)

¥

X1

Figura 4.4: Carga concentrada unitédria aplicada na regiao infinita

i) Deformagoes:

—1
en(& ) = Sr(l=0)Cr {1 =2v) (r ;0 + 1 x0iz) — 13051 + 217 47 i }
(4.12)
o — €l €l12 a1 G312 |
€121 €l22 €291 E320
i) Tensoes:
. —1
o€ ) = R {(T—=2v) (730 + 7 x0ij — 73051) + 277 57 1 }
(4.13)

* * * *
oF — [‘7111 0112 0211 ‘7212]

* * * *
0121 0122 0221 0229

As expressoes para o estado plano de deformacoes sao védlidas para o estado
plano de tensao desde que v seja substituido por v, conforme apresentado na

equagao (2.12).
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ry I:
3 L3
F1z Eaa
Ld W
£ g
121 221
Lt " > "
&1z LA
- { da » - l da >
W W He L
f111 u di &111 E311 w dr Ea11
o 12 o
- L3 L3
/ E11 l / Faa1 l
' o "
x x
” o * Fam
122
F 2
P=1
— ':- >
h 1
P=1
x1
Figura 4.5: Deformagoes fundamentais
4 2
H L
T T
L "
d:rlﬁl Jgg]_
b H
12 Ty
—_— l dz | —» — l dz| | —>
3 L3 H
I1m - d; g Tan % i o
m: o LS R E—
H W
/ Ty l / Tan
¥ ¥ "
» ™ X @ fap
2
Ty
r r
P=1 )
—_— c®
5 T
P=1
X1

Figura 4.6: Tensoes fundamentais
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4.4 Equacao Integral de Contorno

Mesmo conhecendo a solugao de Kelvin [2], a identidade de Somigliana nao
pode ser empregada para a obtencao dos deslocamentos (ou tensdes) enquanto
nao forem conhecidos os deslocamentos e forcas de superficie em todo o contorno
I (forgas de volume s@o sempre prescritas).

Para que as equagoes (4.7) representem deslocamentos no contorno, pode-se

utilizar a seguinte alternativa [25, 26]: do dominio €2 do corpo ¢ subtraido um

setor circular (2., conforme figura 4.7, com o centro no ponto fonte £ e de raio ¢.

H
T. &2\ =
- E
a5k

Xz

L J

X1

Figura 4.7: Ponto singular £ removido por um setor circular

Assim, a equagao (4.1) pode ser escrita para o corpo apresentado na Figura 4.7

da seguinte forma:

/ 0ij€;;dY = / €4j0;;dS2, (4.14)
Q-0 Q-Q.
onde  — €2, é o dominio removido do setor circular.
Como o ponto fonte £ nao pertence mais ao dominio €2 — (2., os tensores funda-
mentais ndo sdo mais singulares. Integrando por partes a equagao (4.14) e tendo

em vista que A (£, z) = 0 em todo o dominio Q@ — Q., tem-se:
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/ Pt (€,2) uy (x) dT (x) = / ut; (€,2) py () dT (x) +

. P—T.+T. (4.15)
v )b () a0 ),
/

onde a hipétese de que cada carga unitdria atua em separado ja foi feita.

Examinando o limite quando € — 0 de cada integral da equagao (4.15), tem-se:

[ b (€ u ()0 @) = limg [ 9 (€ o) (o)l (@) +
r-T.+T. T (4.16)
i [ b (€)u (@) (@),
T,
onde a primeira integral a direita pode ser escrita como:
iy [ 1ty (60) () () = limy [ 9, (6.2) [y () =y (€)] () +
T. T. (4.17)

Him{u () [ p},(6.0)d @)

Te

Claramente, a primeira integral a direita da equagao (4.17) desaparece devido

as condicoes de continuidade de u; (z) e a segunda integral pode ser escrita como:

Cy (€)= lim [ pj, (€.2) T (a). (4.18)

—0

Te

Voltando a equagao (4.16), verifica-se que a segunda integral a direita deve
ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy, cuja existéncia pode ser

demonstrada se u; (x) satisfizer as condigbes de Holder [3, 5]:

g () —ug ()] < Bre, (4.19)

onde [ e a sao constantes positivas.
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Portanto, tomando-se o limite quando € — 0, as equagdes (4.15) fornecem:

Cij (&) ui (&) + /pfj (&, x)u; (x)dl (x) = /ufj (&, x)p; (z)dT (z) +
r r (4.20)
+ [y €0t @) ),

Q

onde a integral do lado esquerdo é no sentido do valor principal de Cauchy.

Os coeficientes Cj; (¢) foram definidos nas equagoes (4.18). Se o contorno
for suave C;; () = 0;;/2; Caso contrario, expressoes fechadas para esses coefi-
cientes podem ser obtidas nas referéncias [31, 32]. Para pontos no dominio, tém-se
Ci; (§) = 6, e para pontos externos ao corpo Cy; (§) = 0. O célculo dos coeficientes
Ci; (&) € em geral trabalhoso, o que faz com que em aplicagoes praticas eles sejam
obtidos de forma indireta, através do emprego de movimentos de corpo rigido.

As equagoes (4.20) fornecem uma relacao que deve ser satisfeita pelas forgas
de superficie e deslocamentos no contorno (incluindo forgas de volume que sao
conhecidas). Portanto, quando as condigdes de contorno sao aplicadas, as equagoes

(4.20) podem ser utilizadas para calcular as demais incégnitas no contorno.

4.5 Deslocamentos e Tensoes nos Pontos Inter-

nos

4.5.1 Deslocamentos

Os deslocamentos para um ponto interno £ qualquer podem ser obtidos a partir

da identidade de Somigliana (equagdes (4.7)).

4.5.2 Tensoes

As equagdes (4.7) sdo uma representacao continua dos deslocamentos em pontos
no interior do corpo. Conseqiientemente, as componentes de tensoes em pontos

internos podem ser obtidas a partir da substituicao dos resultados da derivacao das
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equagoes (4.7) em relagao a coordenada &2 na Lei de Hooke Generalizada (equagoes

(2.11)). As expressoes finais sao dadas por:

0i;(§) = /Ui}k (&, ) pi (x) dT' () —/pfjk (&, ) up () dl () +

r (4.21)

+ / uiy, (€, 7) by, (2) d2 () .

Deve-se observar que as derivadas foram tiradas diretamente dentro das inte-
grais. Tal procedimento é valido neste caso, porém nao é sempre aplicdvel nas
integrais de dominio.

Para a solugao fundamental de Kelvin, os novos tensores sao escritos da seguinte

forma:

u; —o07;,  (apresentado no item 4.3),

ijk =

G or
Pijr = m@% (L= v)dyr e + v (Gawrj + 0ur) — drrjre] + (4.22)

+2v(nr i1 + nyrar ) + (1 —2v) 2ngr v+
+n;0i +nid51) — (1 — 4v)ngdi; }

4.6 Tensoes no Contorno

Em muitas aplicagoes é de interesse o conhecimento nao apenas das tensoes no
interior do corpo, mas também do tensor de tensoes completo no contorno [12, 33].

Empregando a matriz de transformagao para tensor de primeira ordem [34],
obtém-se os deslocamentos e as forcas de superficie em relacao a um sistema de
referéncia local ao elemento (Figura 4.8).

As equagoes de Cauchy (2.15), para o sistema de referéncia local, fornecem:

022 = Dy,

012 = Py-

(4.23)

2Para obtencao das deformacdes especificas.
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L 3

X1
Figura 4.8: Sistema de referéncia local ao elemento

A componente de deformacao £;; para este sistema de referéncia é facilmente
calculado por:

_ ouy
€11 = F—-
8%1

Para o estado plano de deformacao, a Lei de Hooke Generalizada (equagao(2.11))

fornece:

(4.24)

1 o
522 = 1 (1 - 2V) 2—2 - Vgll . (425)

—v
Substituindo a equagao (4.25) em (2.11), agora para obter 11, tem-se:
1

C1-v

A equagao (4.26), juntamente com as equagoes (4.23), fornece o tensor de

011

[1/522 + 2G§11] . (426)

tensoes completo em qualquer ponto ao longo do contorno, em relacao a um sistema
de referéncia local do elemento. Empregando a matriz de transformacao para

tensor de segunda ordem, obtém-se as tensoes em relacao ao sistema de referéncia
global.
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4.7 Regioes Infinitas

Nesta secao, a solucao fundamental de Kelvin serd estendida para problemas
com regioes regulares infinitas. Regides regulares infinitas representam regioces
limitadas por uma superficie regular e contendo pontos suficientemente distantes.

A extensao das equagoes (4.20) para o caso de regides infinitas deve ser feita
levando-se em consideracao algumas hipéteses adicionais relativas as fungoes en-
volvidas. Estas hipdteses estao associadas ao comportamento das fungoes em uma
superficie infinitamente distante de £, e sao chamadas condicoes de regularidade
no infinito.

Seja o raio p de uma esfera de superficie I',, centrada em &, que envolve as
cavidades do problema externo, representado na figura 4.9. As equagoes (4.20)
podem ser escritas para a regiao entre I' e I', (b; = 0 para simplificar) da seguinte

formas

Ciy (€)uy(6) + / P, (€,2) u; () dT () + / P (6,2) uy () dT () =

. Fe (4.27)
- / ut; (€,7) p; (2) dT (z) + / ut; (€,2) py () dT (z).

Ty

Figura 4.9: Regiao infinita com cavidade

Se for tomado o limite quando p — 0o, as equagoes (4.27) podem ser escritas

em termos de integrais sobre I' apenas se as seguintes condicoes de regularidade
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forem satisfeitas:

lim [ [pf; (€, 2) w; (2) — uj; (6,) py (2)] dT (&) = 0. (4.28)

p—00
Ly

Para problemas bidimensionais, considerando o contorno no infinito (z € I',),
tem-se®:
dr' (z) = |J|d¢ = |J] = O (p),
; _[O(mp+1), j=k
P (§2) =0 (p").

(4.29)

Portanto, para garantir que cada termo da equagao (4.28) se anule separada-
mente, deve-se ter u; (z) = O (p~') e p; (z) = O (p~?) [35]. Este caso, ndo corres-
ponde ao comportamento da solucao fundamental no infinito.

Porém, pode-se substituir u; (z) e p; (z) pelas solucoes fundamentais e verificar
que as equagoes (4.28) sao satisfeitas. A diferenca é que os termos nao se anulam
separadamente, mas se cancelam quando p — oo.

Assim, as equagoes (4.28) sao sempre satisfeitas se, na pior das hipéteses, u; ()
e p;j (x) se comportarem como a solugao fundamental no infinito.

Neste caso, sendo as condicoes de regularidade atendidas, os problemas de

cavidade em meio infinito podem ser representados por:

Cij (€) u;(8) +/p2} (&, 2) u; (z) dT (2) = /UZ} (&, 2) pj (x)dl (x).  (4.30)

r r

30(f(p)) significa de ordem f(p).
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Capitulo

Método dos Elementos de Contorno

Aplicado & Teoria de Placas de Reissner

5.1 Introducao

As equacoes diferenciais da teoria de flexao de placas de Reissner, apresentadas
no Capitulo 3, serao transformadas em equagoes integrais através do emprego do
segundo teorema de Betti ou teorema da Reciprocidade.

Serao apresentados, também, os tensores da solucao fundamental para um meio
eldstico infinito (deslocamentos e forgas de superficie generalizadas) e obtidas as
equacoes tanto para a solucao do problema no contorno como para o célculo dos
deslocamentos e esforgos solicitantes (momentos e cortantes) nos pontos internos
da placa.

No final do capitulo, serao feitas consideragoes acerca do célculo de placas infini-
tas, onde se faz necessdria a introducao de algumas hipéteses adicionais, relativas

as fungoes envolvidas.

5.2 Equacao Integral

Para maior conveniéncia nas equagoes que serao deduzidas e empregadas, os
deslocamentos generalizados ¢, € w, definidos no item 3.6, serao representados por
U, € ug, ou ainda, genericamente por uy.

Assim, seja uma placa definida por um dominio €2 e um contorno I'; em estado

de equilibrio, sujeita a um carregamento ¢ atuando em ) e de espessura h.
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As condigoes de contorno para as trés diregoes generalizadas da placa, sao dadas

por:

U, = U, €em Fl

(5.1)
pr =Dpr em I,

comI'=T17UT%,.
Adotando a existéncia de um dominio €2* com contorno I'*, contendo a referida
placa (Figura 5.1), tem-se que esta nova regiao também encontra-se em estado de

equilibrio.

Xz

X1

Figura 5.1: Regiao * UT™ contendo a placa QU T

Para cada uma das regioes apresentadas, tém-se as seguintes equacoes':

i) Regiao QUTI"
- Deslocamentos generalizados: uy;

- Forgas de Superficie: py,

sendo:

Do = Mopng

Dy = Qun: (5.2)

!'Equacoes apresentadas no Capitulo 3.
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- Deformacgoes:
1
Xag = 5 (Ua,ﬁ + uﬂ@) (53)
1/Ja = Uq + U3,
- Esforcos:
1—v 2v vq
My =D—— e o T T 5& —5a
s 5 (U,Wruﬂ, T ﬂ)+(1_y>)\2 s
(5.4)
1—v)\?
Qa - D% (ua + u3,a) ;
- Equacoes de Equilibrio:
Ma,@,ﬂ - QO[ - O (5 5)
Qa,a + q= 0.
ii) Regiao Q* UT™:
- Deslocamentos generalizados: u;;
- Forgas de Superficie: pj
sendo:
p; = ana;
- Deformagoes:
* 1 * *
Xap = 5 (uaﬁ + uﬁya) (57)
o = ug + U3,
- Esforgos:
. 1—v [, . v,
Maﬁ =D (ua,,ﬁ + U@a + :u%7505>
(5.8)

1—v)\
Q= D% (1, + 3.0

- Equacoes de Equilibrio:
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5.9
Qo+ F5 =0, >

onde as componentes F}’ representam as forcas de dominio, definidas para a obtengao
da solucao fundamental. Essas componentes apresentam as seguintes distribuicoes

ao longo da espessura da placa:

N 125(]3 "
fa = L3 Fa
(5.10)
o 3E | (20 2
° 2h h '
A primeira das equagoes (5.4) pode ser reescrita da seguinte forma?:
1 2
Mo = MUY + ME), (5.11)
onde:
1— 2
MY = D= (g s+ g + ———tty 100 (5.12)
a 2 : aT Ty
M= "5, 5.13
af (1 B V) )\2 B ( )

Assim, sejam as equagoes abaixo, relacionando os esforgos solicitantes (momen-

tos e cortantes) com as deformagoes:

MY = Caproxye
M:;B = OanXia
Qs = C3p30%p
Q% = C3g301y,

onde (g9 representa o tensor de constantes eldsticas para o caso isotrépico.

(5.14)

A partir das equagoes (5.14), pode-se escrever:

Mo(c/IB)XZB + Qs = CapyoXyoXap + Capsetg s, (5.15)

ou ainda, através da consideragao de simetria Cigjo = Cjpip:

2As equagoes (5.4) para momentos sdo divididas na soma de duas parcelas. A primeira
MSB) envolvendo apenas derivadas dos deslocamentos generalizados e a segunda MO(?B) envolvendo

apenas as contribuicoes do carregamento ¢ atuante em (2.
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Mo(é,lg)Xj;g + QY5 = X0 (C'y&aﬁXZB) + 1y (Csesﬁwz) . (5.16)

Substituindo as equagoes (5.14) em (5.16), tém-se:

Ma2X25 + Qpls = X0 Mg + 1 Qp- (5.17)

Isolando M SB) nas equagoes (5.11) e substituindo (5.13), pode-se reescrever a

equagao (5.17) da seguinte forma:

(Maﬂ - ﬁm) X + Qatly = Xy Moy + 1y Q5. (5.18)

Integrando ambos os lados da equagao (5.18) no dominio €2, tem-se:

[ (s + Qi) a9 = [ (Map + Qu) d = s / B X,
Q Q
(5.19)

Substituindo as equagdes (5.3) e (5.7) em (5.19) e aplicando o teorema da

divergéncia em ambos os lados, obtem-se:

/Mafjuan@dl“ /Ma,@ ﬁuadQ—i—/Q*uadQ—i-/Q ugn,dl'—

/Qa LUs3d) = /M surngdl’ — /Maﬁgu dQ+/Qau dQ+ (520)

/ Qutitnadl — / QutifdS) — ﬁ / quy, o dS2.

Q

Empregando as equagoes (5.2) e (5.6), e ainda, as equagoes de equilibrio (5.5)

e (5.9), tem-se que a equagao (5.20) pode ser reescrita na forma:

/pauadF /Q uadQ+/F*uadQ+/Q uadQ+/p3u3dF+
Q

r
+/F3U3dQ = /pau dl' — /Qau dﬂ+/Qau A+ (5.21)

Q r

+ / pyuidl + / quidQ — ﬁ / quz, 9.

r Q Q
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Eliminando os termos iguais e escrevendo de forma genérica para as trés di-

regoes, tem-se que a equagao (5.21) pode ser expressa da seguinte forma:

* * * * v *
/Fjude = /pjujdl“ — /ujpde + /q <U3 - m%,a) €2, (5.22)
r Q

Q r

que corresponde ao segundo teorema de Betti ou teorema da Reciprocidade.

As forgas de dominio F, definidas nas equagoes (5.22), representam forgas
generalizadas concentradas unitdrias aplicadas em cada uma das trés direcoes ge-
neralizadas de um ponto pertencente a regiao €2*.

Essas forgas de dominio podem ser representadas pelas seguintes equagoes:

Fr=A(&x) P (5.23)

onde P; = 1.
Considerando as equagoes (5.23) e (4.4), a integral do lado esquerdo de (5.22)

pode ser expressa na forma:

/@szwwg. (5.24)
Q

Adotando cada carga concentrada generalizada unitdria atuando independen-

temente, pode-se escrever:

uj = uj; (& 2) b
p;( :p:‘] <€7x>Pu

onde uj; (§,7) e pj; (§, =) representam os deslocamentos e forcas de superficie ge-

(5.25)

neralizados na direcao j no ponto z, devido a uma forca generalizada concentrada
unitaria aplicada na direcao ¢ no ponto &.
Pode-se entao, escrever a equagao (5.22) para representar cada componente do

deslocamento no ponto £ em separado:

i) = /u;ﬂj (&) p; (x) T (w) = /pfj (& @) u; () dT () +
, v ' (5.26)
+é |:Ui3 (& x) — Wum’a (5,@} q(z)dQ (z).

— U
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5.3 Solucao Fundamental

A solugao fundamental atende as equagoes de equilibrio (5.9), escritas em ter-
mos dos deslocamentos generalizados (equagoes (5.8)), quando se considera que as
forcas atuantes no dominio sao forgas concentradas generalizadas unitdrias apli-
cadas no ponto fonte &.

Ela serd caracterizada pelos tensores dos deslocamentos generalizados uj; (£, x)

e correspondentes forgas de superficie generalizadas pj; (&, ).

5.3.1 Deslocamentos Generalizados

As expressoes para os deslocamentos generalizados u;j; podem ser obtidas pelo

método de Hormander [22, 36], e sdo dadas por:

usy = m{[w (W) = (1= ) (210 (Ar) — 1)] 6s—

—BAAr)+2(1 —=v)]|rars}

b e L (5.27)
Uhg = —uj, = 5D 2In(Ar) —1)rr,
* 1 2
Ugy = 7D (1~ 1) 2 [(1 —v)(Ar)" (In(Ar) — 1) — 81In ()\r)} ,

onde r=r(£,x), como no capitulo anterior, representa a distancia entre o ponto
fonte ¢ e o ponto campo z e suas derivadas sao tomadas com referéncia as coor-

denadas do ponto z, ou seja:

r= (Ta”/’a)% ,

Ta = Tq (SL’) — Lo (g) ) (528)
_ O

"= Bz, (x) 1’

As fungoes A (Ar) e B (Ar) dependem das fungoes de Bessel modificadas de

ordem inteira Ky (Ar) e K; (Ar), sendo dadas pelas seguintes equagoes:
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A(\r) = Ko (Ar) + % {Kl (Ar) = ﬂ

(5.29)
B (W) = Ko (W) + % {Kl (W) — ﬂ .

Empregando fungoes polinomiais [37], pode-se calcular as fungoes Ky (Ar) e
Kl ()\T)Z

i) para 0 < Ar < 2:

Ar
Ko (M) = —In < 5 ) Iy (Ar) — 0.57721566 + 0.42278420 ( )

A

+0.23069756 (_r) -+ 0.03488590 < )
2

10 (5.30)

A\ 8
+0.00262698 (%) +0.00010750( ) +

+0.00000740 (%)

A
Ky (W) = - [)\7" In <§) I (Ar) + 1.0000 + 0.15443144 ( >
A
—0.67278579 > - 0.18156897
10 (5.31)

A 8
—0.01919402 <§> —0.00110404 < 5 )

A\ P
—0.00004686 (7> ]

onde:

4

A7
) +

75

Ar ) + (5.32)
3.75 ’

A7 12

A
Io (Ar) = 1+ 3.5156229 <3—;5 +3.0899424 (

w

\/\/

A7
1.2067492 | ——
+1.206749 <3‘75

AT
0.0360768 | ——
* <3.75

10
-+ 0.0045813

)
) a3
|

RS
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A\ 2 A\
I, (M) = Ar[0.5 + 0.87890594 =) +0.51498869 [
1 () = Arl0.5+ (3.75) * (3.75> *
Ar \© Ar o\ 8
4+0.15084934 (3—;5) +0.02658733 (ﬁ + (5.33)
>.\7n 10 .)\7" 12
0.00301532 [ 2o 0.00032411 ([ 22
+ <3.75) + (3.75) ]

i) para A\r > 2:

1
VreAr

9\ 2
+0.02189568 ()\—> —0.01062446 (
r

Ko (Ar) = [1.25331414 — 0.07832358

VRS

L

N———"
_l’_

(5.34)

o %
ot

N—
w
_|_

9\
+0.00587872 ()\—> — 0.00251540 (
r

3

TN >
e
N————

—e +

+0.00053208

Ky (Ar) = [1.25331414 + 0.23498619

VR
2w
|

1
vV AreAr )
2
—0.03655620 ()\—> + 0.01504268 <

| v
w

T r

(5.35)

o >

9 \4 5
—0.00780353 [ — | +0.00325614 | — | —
AT AT

2
—0. 245 | —
0.00068245 ()\r) ]

Derivando as equagoes (5.29) e reagrupando os termos, obtém-se:

(5.36)
B' (\r) = —K; (\r)

- ir {KO (\r) + %Kl (Ar) = (;)2} )

ou ainda, substituindo a primeira das equagoes de (5.29), tém-se:
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A () = _% KL () + 24(0)]
5.37
N (5.37)

B (A\r) = e [(Ar Ky (Ar) + A(Ar)] .

Quando o ponto fonte £ e 0 ponto campo x forem coincidentes (r = 0), o tensor
uj; apresenta singularidade.

Expandindo as equacoes (5.29), através da substitui¢ao das expressoes de K (Ar)
e K, (A\r), observa-se que as parcelas que possuem singularidades de ordem r~2 se
cancelam tanto em A (Ar) quanto em B (Ar). Contudo, as parcelas com singulari-
dade logaritmica apenas se cancelam em A (Ar).

Assim, levando em conta as consideragdes acima e as equagoes (5.27), pode-se

concluir que o tensor uj; possui singularidade de ordem In (r).

5.3.2 Forcas de Superficie Generalizadas

As expressoes das solugoes fundamentais para forgas de superficie pj;, sao dadas
por [38, 39]:

1
Pio = —M[(ZLA (Ar) + 2 \r Ky (A1) + 1 = 1) (07 n + T.any) + (4A (A1) +
+1+v)rng —2(8A(Nr) + 2Ar Ky (Ar) + 1 —v) 107 47 ]

2

A
Pis = o [B(Ar) 1y — A(A) 747 1]

=~ | (2 ) < 1)t 21

8w (1—-v)
. 1
= —Tn,
P33 2rr
(5.38)
onde r,, é a derivada de r em rela¢ao a normal no ponto z, ou seja:
or
n=————="TaNa- 5.39
" on (z) Talt (5.39)

Além disso, tém-se as componentes dos esforgos solicitantes, devido ao carrega-

mento concentrado unitdrio nas diregoes v e 3:
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i) Momentos:

N 1
M = ——[(4A (M) + 207K (W) + 1 = 1) (6,570 + 0,a75) — 2(8A (A7) +

Arr
+2M Ky (A1) + 1 = v)r o1 g7y + (AA (A1) + 1+ 1) dapr ]

a = =) [(2(1 i Z; (M) — 1) S + zr,ar4 .

8m (1-—

(5.40)
i1) Esforgos cortantes:
) _ A
Qi) = (B () 85— A () 1)
(5.41)
1
*(3) _ __*
@ = 2rA "’

Em fungao das consideragoes feitas no item 5.3.1 acerca das singularidades de
A(Mr) e B(Ar) e devido ao comportamento das equagoes (5.38), pode-se concluir
que o tensor de forgas de superficie generalizadas pj; apresenta singularidades de

1

ordem In (r) e r~*, quando o ponto fonte £ e o ponto campo = forem coincidentes

(r=0).

5.4 Equacao Integral de Contorno

As equagoes (5.26) nao podem ser empregadas enquanto nao forem conhecidos
os deslocamentos e as forgas de superficie em todo o contorno I'. Portanto, para
resolver o problema, torna-se necessario escrever as equagoes (5.26) para um ponto
¢ situado no contorno.

Para que as equagoes (5.26) representem deslocamentos no contorno da placa,
utiliza-se a seguinte alternativa: ao dominio §2 da placa é adicionado um setor
circular Q. (Figura 5.2), com centro no ponto fonte £ e de raio e.

Neste caso, o contorno I' é acrescido de um contorno em arco de circulo T, e

suprimido da parcela I'.. O ponto & passa a pertencer ao dominio e as equacoes
(5.26) ficam:
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Figura 5.2: Placa com ponto £ no contorno

wi(€) = / uf; (€,2) p; () dT (z) — / Pty (€,2) u; () dT () +

I—T+Te I—Te+Te

+ / {ufy,(f,x)—ﬁufa,a(&w)]Q(x)dQ(a:).

1—v
Q.

(5.42)

Pode-se examinar separadamente o limite quando ¢ — 0 de cada integral das

equagoes (5.42) [38, 40, 41].

Assim, a segunda integral em (5.42) pode ser escrita como:

t [ b 6a)w () (o) = lmy [ 95 € a) s (@) T (o) +
I—Tc+T. T.
i [ v (€0)u; (@) (0),
r-re

onde a primeira das integrais a direita pode ser representada por:
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A primeira integral do lado direito de (5.44) desaparece devido a condigao de
continuidade de u; (x) enquanto que a segunda integral, juntamente com o lado

esquerdo de (5.42), fornece:

Ciy (€)= b+ limy [ 17, (€.2) T (o). (5.45)
Ie
Voltando as equagoes (5.43), verifica-se que a segunda integral do lado direito
deve ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy, cuja existéncia pode
ser demonstrada se u; (x) satisfizer as condicoes de Holder (3, 5].
As demais integrais das equagoes (5.42) ndo apresentam problemas, por pos-
suirem singularidades mais fracas.

Assim, pode-se escrever, para um ponto £ do contorno:

(€ (6) = [ [y (€2)2, o) — iy (6.2, )] a0 ()4
) v (5.46)
+/ {ufg (f,x) - (1—>\2u2‘a7a (5733) q(x) d0 (x),

Q _l/)

onde a primeira integral do lado direito é no sentido do valor principal de Cauchy.

Os coeficientes Cj; (£) definidos nas equagoes (5.45) dependem da geometria
do contorno no ponto £. Se o contorno for suave C;; (§) = d;;/2; Caso contrario,
expressoes fechadas para esses coeficientes podem ser obtidas nas referéncias [31,
32]. Para pontos no domifnio, tém-se C;; (§) = d;; e para pontos externos ao corpo
Ci; (€ ) = 0.

Em geral, o célculo dos coeficientes C;; (§) é trabalhoso, o que faz com que
em aplicagoes préaticas eles sejam obtidos de forma indireta, atavés do emprego de

movimentos de corpo rigido.

5.5 Transformacao da Integral de Forcas de Dominio

em Integral de Contorno

Considerando-se as equagoes (5.46), observa-se que o efeito do carregamento

transversal ¢(x) é calculado através das integrais sobre o dominio €.
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No presente trabalho, o carregamento transversal ¢(x) é considerado constante
(q(x) = q = constante), ou seja, q(x) é um carregamento uniformemente dis-
tribuido. Assim, utilizando as transformagoes apresentas por [22, 23], as integrais

de carga distribuida podem ser transformadas em integrais sobre o contorno I':

* v *
HO= [0 [uy(60) - T, €)@, (647
(I—v)A
Q
Considerando as seguintes equacoes de Poisson, para qual v é uma solucao:

UZaa (57 I) = U% (57 l’) ) (548)

e aplicando o teorema da divergéncia nas equagoes(5.47), tém-se:
* v *
1O =a [ |ia€n) - o (60| ma @) dC@), (549
(1—-v)A
r
onde a normal n, aponta para fora da regido (Figura 5.3).

nix)

N\

X

Figura 5.3: Direcao da normal a regiao

Assim, as equagoes (5.46) podem ser escritas da seguinte forma, envolvendo

apenas integrais de contorno:

Ciy (€) u;(€) = / [uf; (€.2) p; (2) — pi; (6,) w; ()] T () +
(5.50)

14

1 [ |oha €)= Gzt (€.0) o )0 ).

r

o1
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5.6 Expressoes Referentes as Forcas de Dominio

na Integral de Contorno

Conforme apresentado no item anterior, as expressoes referentes as forgas de
dominio estao associadas a uj, e vy,

Os tensores referentes aos deslocamentos generalizados v}, , j4 foram apresen-
tados no item 5.3.1 e suas expressoes sao obtidas das equagoes (5.27).

Com relagao a v}, sabe-se do item 5.5 que elas devem satisfazer as equacoes

(5.48). Fungdes que apresentam essas caracteristicas sao apresentadas em [22] e

valem:
i L A2r3 (41n (N 5
UQ—WT@ r° (41n (Ar) — 5)
v = ! [(641n (\r) — 1) — (Ar)* (1 — ) (2In (\r) — 3)] .

2567 DA% (1 — v)
(5.51)

As expressoes das derivadas das fungdes (5.51) sao dadas por [38, 40]:

T2

Vs = Tggp Pas (A (Ar) = 5) +2(4 1 (Ar) = 3) 7.7 5]

. _ LN 2
Uip = T Rl 7 [32(2In (Ar) = 1) — (Ar)* (1 — v) (4In (Ar) — 5)(] . |
5.52

5.7 Deslocametos e Esforcos nos Pontos Internos

5.7.1 Deslocamentos

Os deslocamentos para um ponto interno ¢ qualquer, sao obtidos através do

emprego das equagdes (5.50) com Cj; = §;;, ou seja:
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(€)= / ut; (€,2) p; () dT (x) — / P, (€,2) u; () dT () +

+q/[zﬁ 1) - ); 03y (€.0)| s (o) (o). o

5.7.2 Esforgos Solicitantes

Através da substituicdo das equagoes (5.53) e suas respectivas derivadas nas
equagoes (5.4), pode-se obter as expressoes para o cdlculo dos esforgos solicitantes

(momentos e cortantes) nos pontos internos. Assim, tém-se as seguintes equagoes:

i) Momentos:

Mog (§) = [UZBk (& ) pr (z) dI' (z) — [p?;gk (&, 2) ug (x) dl (z) + o

+ [ iy €n)dr (@) + Tt

r

i) Esforgos cortantes:

Qs (6) = / Wy (€ 2) pi () dT () — / Pige (6,) w, () dT () +
r r (5.55)
—i—q/wgﬁ (&, z)dT (x).

r

Os tensores ujg;, pig; € Wiz que multiplicam as forgas de superficie py, (x), os
deslocamentos uy, (z) e a carga distribuida ¢, respectivamente, nas equagoes (5.54)

e (5.55),apresentam as seguintes expressoes [38]:
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i) para ujg,:

1
Uogy = (A + 20Ky +1 =) (G770 + 0aq7,5) — 2(8A+

2N K+ 1 =) orpry + (AA+ 14 1) dap7 5]

iy = — L) [(28 i ”; In (\r) — 1) S + zr,arﬁ}

8 —v

(5.56)
)\2

27

[Bé,s — Ar 47 6]

* —
Uzgy =

1
Uggg = Gy T.B3

i) para pjg:

. D(1-v)
Pagy = W{(ALA +2Xr K1 + 1 —v) (04005 + 045n0) +

+(4A + 1+ 3v)0asn, — (16A+ 6ArK; + NP2 Ky 42— 2)
[(narg+ 17 o)y + (04ar g+ 0457 0) Tn] — 2(8A + 2Ar K+
+1 4 1) (00T 4T n + 147 o7 ) + 4(24A + 8Ar K, + A2r2K o+

+2 = 2U)r 4T T AT 0 }

D(1—v)\

p353 - 4rr

[(2A + MKy (7 gng + 7 .ang) — 2(4A+ (5.57)
AN E)T 0T 8T 0 4 2A0087 1]

D(1—v)\

T [(2A+ ArKq) (04870 + 7 4ng) + 2AN7 53—

—2(4A+ XN Kq) 1 or 87 0]

P3py = —

_ 2
P3gs = % [()\27“23 + 1) ng — (/\27‘2A + 2) T,gr,n] ;

o4
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i1) para wjg:

Wiy = —64% (AIn (Ar) = 3) [(1 = 1) (r gna +7.an5) + (14 30) Sagral+
14
—|—4[(1 — l/) Tal g + Véoa,@]/r,n} — muzﬁvnw
v (5.58)
wgﬁ = 8_71' [(2 In ()\7") — 1) ng + 27"757’771] — mu%wny.

5.8 Regioes Infinitas

Como foi mencionado no capitulo anterior, para problemas envolvendo placas
infinitas é necessdrio a consideragao de algumas hipoteses relativas ao comporta-
mento das fungoes envolvidas em um contorno infinitamente distante do ponto
fonte &.

Seja o raio p de uma esfera de superficie I',, centrada em £ que envolve as

P
cavidades do problema externo (Figura 5.4). As equagdes (5.50) podem ser escritas

para a regiao entre I' e I, da seguinte forma:

Co ©u©) + [ 17,60 w @ @)+ [ 07, (€.0)uy ()T () =
. Lo (5.59)
— [y €om @dr @)+ [ €a)p @ @),

r p

onde ¢ é considerada nula.
Se for tirado o limite quando p — oo, as equagdes (5.59) podem ser escritas
em termos de integrais sobre I', apenas se as seguintes condigoes de regularidade

forem atendidas:

lim [ [p5; (6 2)u; (2) - u; (€,2) p; (2)] dT () = 0. (5.60)

p—00
Ty

Para que as equagoes (5.60) sejam atendidas, é necessdrio portanto, analisar
tanto o comportamento da solugdo fundamental como dos deslocamentos u; (x) e

forcas de superficie p; (z) no infinito.
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Figura 5.4: Regiao infinita com cavidade

Assim, conforme observado na figura 5.5, tém-se para um ponto = pertencente

ao contorno I',:

r=p
ry = i (.’17) — I (é) _ COS/S
P
ETC R
P (5.61)
ny = cosf3
ng = senf
Ty, =1

Para o contorno I, tém-se que as equagoes de A e B, dadas em (5.29), podem

ser escritas da seguinte forma:

2
(5.62)
1
B (Ar) = EvET
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Figura 5.5: Coordenadas polares do ponto z

visto que, quando p — oo, tém-se:

KO — 0
Ky — 0 (5.63)
pKl — 0.

Substituindo as equagoes (5.61) e (5.62) nas equagdes dos tensores uj; e pj; da

solugao fundamental (equagoes (5.27) e (5.38) respectivamente), obtém-se:

i) Deslocamentos u;:

1 8 8
uj; = ~%D =) |2 +(1—v)2In(\p) —1)—2 ()\2_/02 —(1- y)> coszﬂ]
Upg = Ugy = 47D (1— 1) [)\2p2 —(1- V)} cos ffsenf3

(5.64)
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1 8

8
2= 7D (1—v) | \?p2

N2 p2

F(1-v)(2In(\p) —1) -2 ( (- y)> sen2ﬁ]

1
uly = —uj = —— (2In (Ap) — 1) pos 3

8t D
* * 1
U3 = U2 = o (2In (Ap) — 1) psenf3
1
5y = 1—v)\p? (In(Ap) — 1) — 8In (Ap)] .
U = D)W [(1=v) Ap? (In (Ap) — 1) — 81n (Ap)]
(5.64)
i) Forgas de superficie p};:
. 1 5 8
b = _m 1+ (2cos”B — 1) A2p2 T
. . 1 8
P12 = P21 = _% N2 2 + v | cos Bsenfd
« 1 3
Phy = “ I [1 + (2sen?p — 1) (/\2,02 + y)]
1
pIB = 271')02 COSB
(5.65)
. 1
Pos 27‘(’[02 Sen/B

o8
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Pelo principio de Saint-Venant® [42], as fungoes u; (z) e p; (z) devem apresentar
o comportamento no infinito, no pior caso, igual ao da solucao fundamental para
uma carga concentrada na dire¢ao da resultante das forcas aplicadas em I'.

Para verificar a condicao de regularidade, pode-se portanto, substituir u; (z)
e pj () nas equacoes (5.60) pelos tensores da solucdo fundamental. Assim, para

cada uma das trés diregoes das resultantes, tém-se que:

Uj (I) = ult:j (57 .’13)
(5.66)
pi (z) = pi; (& 7).
Substituindo agora (5.66) em cada uma das equagdes dadas em (5.60), obtém-

se:

2T
lim [ui;ph; — piyug;] pdfB =0, (5.67)

p—oo g

onde:

T = pdp3. (5.68)

Expandindo as equagoes (5.67), substituindo os tensores da soluc¢ao fundamen-
tal (equagoes (5.27) e (5.38)) e integrando, verifica-se que as integrais de cada
parcela sao nulas, e conseqiientemente os limites também. Logo as condigoes de
regularidade sao atendidas.

Assim, as equagoes (5.67) s@o sempre satisfeitas, se na pior das hipéteses, u; (z)
e p; (z) se comportarem como a solucdo fundamental no infinito. Neste caso, os

problemas de cavidades em meio infinito podem ser representados por:

Cij (€) uj(€)+/p2‘j (&, 2) u; (x) dT () Z/Ufj (&, @) pj (x)dl (x).  (5.69)

r r

30 principio de Saint-Venant pode ser enunciado em linhas gerais da seguinte forma: Seja
um corpo em equilibrio sobre o qual atuam forgas de superficie. Se a distribuigdo de forgas
agindo numa regidao pequena em relacao as dimensoes globais do corpo for substituida por uma
outra distribuicao estaticamente equivalente, os correspondentes estados tensionais em pontos
suficientemente afastados da regiao carregada serao essencialmente os mesmos.
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Capitulo

Implementacao Computacional

6.1 Introducao

As equacoes apresentadas nos capitulos anteriores, representam as expressoes
bésicas para a solucao de problemas de associacao espacial de laminas, utilizando
o método dos elementos de contorno.

Sendo muito dificil, e algumas vezes até impossivel, a obtencao de solugoes
analfticas para a maioria dos problemas no campo da engenharia, foram desen-
volvidos procedimentos numéricos (aproximados) para a solugao de tais problemas.
Os procedimentos empregados nesse trabalho [12, 43, 44] sao descritos nos itens a
seguir.

De forma geral, os contornos e as interfaces de cada lamina sao discretizadas
em uma série de elementos, sobre os quais deslocamentos e forcas de superficie sao
interpolados em func¢ao dos valores nodais.

As equacoes integrais de estado plano e de placas sao escritas, de forma dis-
cretizada, para cada ponto fonte & aplicado nos pontos nodais funcionais, e as
integrais sobre cada elemento sao calculadas. Um sistema final de equacoes al-
gébricas é obtido tratando cada lamina individualmente como uma sub-regiao.

Ap6s as transformacoes de coordenadas nas equacoes de cada sub-regiao, procede-
se & compatibilizacao de deslocamentos e equilibrio de forcas entre elas. O sistema
de equagoes pode entao ser resolvido, obtendo as incégnitas nos contornos e inter-
faces.

Os valores dos deslocamentos, em qualquer ponto do dominio, podem entao ser
calculados em funcao dos deslocamentos obtidos nos contornos e interfaces.

Neste capitulo, sao apresentados também os elementos empregados no pro-
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grama, os procedimentos adotados nos casos de descontinuidade da normal ou das

condicoes de contorno e sao comentadas as integragoes numéricas utilizadas.

6.2 Discretizacao e Elementos Empregados

Para a solucao numérica das equagoes integrais apresentadas nos Capitulos 4
e 5, o contorno I' é dividido em uma série de elementos I';, conforme ilustrado na

figura 6.1.

Figura 6.1: Discretizagao do contorno I' em elementos

Os valores das incégnitas e das coordenadas em um ponto qualquer do ele-
mento sao obtidos interpolando os valores nodais. Para isso, emprega-se funcoes
de interpolacao e fungoes de forma de ordem quadrética, onde sao necessarios trés
pontos para a definicao de cada elemento.

Assim, os elementos empregados sao elementos quadréticos isoparamétricos,
que permitem uma melhor representagao da geometria do sélido e da variacao das

incognitas, podendo ser continuos ou descontinuos.

6.2.1 Elemento Quadratico Isoparamétrico Continuo

Consiste em um elemento formado por trés pontos nodais, situados sobre uma
curva, sendo um em cada uma das extremidades e o terceiro localizado entre os
dois (Figura 6.2).

No elemento continuo, os nés geométricos extremos coincidem com os nés fun-

cionais, assegurando a continuidade das fungoes consideradas entre os elementos
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Xz

Figura 6.2: Elemento quadratico isoparamétrico continuo

adjacentes.
As funcoes de interpolacao!, dadas em relacdo a coordenada adimensional 7

(Figura 6.3), sdo as seguintes:
1
Ny = 3" (n—1)
Ny = (1=n)(1+n) (6.1)

1

apresentando valor unitdario no ponto nodal considerado e zero nos demais.

— -
[0 ]

Figura 6.3: Elemento quadratico isoparamétrico continuo em relagao a coordenada
adimensional 7

!Como as funcdes de interpolacdo e de forma sdo as mesmas, doravante s6 a primeira serd
empregada.
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Um ponto qualquer do elemento I'; tem suas coordendas (z1, z2, z3) calculadas

em func¢ao das coordenadas nodais, ou seja:
_ 1 2 3

I3 = Qf:l)’Nl -+ Hj?))Ng -+ $§N3,

ou ainda em forma matricial:

x’/ =N x", (6.3)

sendo:
T
T3
N 0O 0 Ny 0 0 Ny O O

N=| 0 N O O N, 0O O N3 O
0 0 N O 0 Ny O 0 N

Para um ponto qualquer do elemento I';, os deslocamentos e as forcas de su-

perficie sao interpoladas em funcao dos valores nodais, da seguinte forma:

(6.4)
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onde:

i) para elasticidade plana:

Uy P
1 1
U P2
2 2
u p
n __ 1 n __ 1
u = 2 ’ p = 2
Ugy p3
3 3
Uy Py
3 3
[ Y2 ) ( P2 )

N_ | M0N0 N 0
0 N, 0 N, 0 Nl

i) para placas:

o M,y
u’ = ¢2 ) p’ = M,
w Q
( 1 ) 4 1 )
1 Ml
1 1
2 M2
wl Ql
2 2
1 Ml
n __ 2 n __ 2
u” = 5 , p" = M3
w2 Q2
3 3
1 Ml
3 3
2 M2
3 3
\ w V, \ Q J
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Ny O 0 Ny O 0 Ny 0 0
N = 0 Ny O 0 Ny O 0 N3 O ,
0 0O N, O 0 Ny O 0 Nj
sendo?:

M, = Maﬁnﬁ
(6.5)

Q = Qpng-

Assim, de forma genérica, tem-se para uma lamina sujeita aos efeitos simulté-

neos de extensao e de flexdo:

( u1 ( pl )
Uz D2
u’ = ¢1 3 pj = Ml
o3 M,
[ w ) [ @ )
4 u% 3\ ( p% 3\
uj P
| M|
3 M;
wl Ql
u pi
uj 3
ut=q ¢f o, P'=4 M}
; M3
w2 Q2
ui i
U 2
; M}
3 M
\ w3 y, \ Q3

2175 sao os cossenos diretores da normal exterior ao contorno.
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[Ny, O 0 0 0 N, O O O O Ny O 0O 0 0
O Ny 0 0 0 0 N 0O 0 0 0O Ny 0 0 0
N=|0 0N O O O O N, 0O 0 0O 0 N3y O 0
0 0 0NN O 0O O 0O Ny, O 0 O 0 N3 0

0 0 0 0 N O 0 0 0 Ny 0 0 0 0 Ny,

Como as funcoes de interpolagao sao normalmente expressas em termos da
coordenada adimensional 7, deve-se escrever dI' em relagao a esse sistema de co-

ordenadas intrinsecas:

dr = |J| dn, (6.6)

onde o jacobiano de transformagao |J| é dado por:
d[El 2 de‘Q 2 dl’g 2
I = /(2 e ) .
. \/<dn)+<dn>+ i oD

6.2.2 Elemento Quadratico Isoparamétrico Descontinuo

Nos elementos descontinuos nao é exigido que os nés geométricos extremos

coincidam com os nés funcionais (Figura 6.4).

Xz

Figura 6.4: Elemento quadratico isoparamétrico descontinuo
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Nesse tipo de elemento, assim como no elemento quadratico isoparamétrico
continuo, as fungoes de interpolacao possuem valor unitdrio no ponto nodal con-
siderado e zero nos demais. Contudo, como o primeiro e o ultimo nés nao estao
mais situados nas extremidades do elemento (Figura 6.5), ndo havera continuidade

das funcoes envolvidas nessas extremidades.

[ I !
:a',l Ib:
il 2 sl
——— — S —  — — —
-18 0 %1 1
Ja-i i-2b
i i

Figura 6.5: Elemento quadrético isoparamétrico descontinuo em relagao a coorde-
nada adimensional 7

As funcoes de interpolacio para este tipo de elemento sao dadas por?:

In(ln—1+2b)

M= e o=

_In(2(a—10) —In)
Ne="0 0 a—am) T (6.8)
N, — In(ln+1—2a)

2(l—a—"0)(—2b)’
onde:

[ — comprimento total do elemento;

a — afastamento do n¢ inicial do elemento;

b — afastamento do né final do elemento.

Para o caso em que apenas um dos nés geométricos coincide com o né funcional
(a=0eb#0oua+#0eb=0), tém-se os elementos semi-continuos ou de tran-
si¢ao, onde pode-se utilizar as equagoes (6.8), com a = 0 ou b = 0, dependendo do

né em que ocorre a descontinuidade.

3Para o caso em que se tem a e b iguais a zero, as equagoes (6.8) recaem nas equagoes (6.1).
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6.3 Descontinuidade da Normal ou da Condicao

de Contorno

Quando o contorno nao apresenta continuidade da normal, a continuidade das
forcas de superficie nao é assegurada, podendo-se ter direcoes da normal diferentes
para um mesmo né que pertenga a dois elementos adjacentes (Figura 6.6)

i

Elemeanta § Elemeanta i

Figura 6.6: Descontinuidade da normal

Uma alternativa para resolver esse problema ¢ o emprego do né duplo e do
elemento descontinuo.

Cabe ressaltar que o procedimento acima também pode ser empregado para o
caso em que existe continuidade da normal, porém as condigoes de contorno sao

descontinuas.

6.3.1 Emprego do N6 Duplo

O né duplo consiste em dois nés de contorno, com exatamente as mesmas
coordenadas geométricas e sem nenhum elemento entre eles [31, 45] (Figura 6.7).
O né duplo é empregado quando, para uma dada direcao do ponto de insercao
de dois elementos, no qual existe descontinuidade da normal ou da condicao de
contorno, tém-se as forcas de supeficie conhecidas nos dois elementos adjacentes ou,
entao, o deslocamento conhecido num elemento e a forca de superficie conhecida

no outro.
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Elementa § Elementa i

Figura 6.7: N6 duplo

6.3.2 Emprego do Elemento Descontinuo

Quando, em uma determinda direcao de um né onde haja descontinuidade da
normal, as forcas de superficie nao sao conhecidas em nenhum dos dois elementos
adjacentes, o emprego do né duplo nao resolve o problema.

Isso ocorre porque, para esse nd, tem-se um niimero de equagoes independentes
menor que o nimero de incégnitas, visto que os deslocamentos sao continuos no
ponto, mas as forgas de superficie podem nao ser.

Assim, para a solucao do problema, utiliza-se o elemento descontinuo, onde os
dois pontos nodais ficam adequadamente afastados (Figura 6.8), o que faz com

que se tenha equacoes independentes no sistema para cada um dos dois nés.

Figura 6.8: Elemento descontinuo
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6.4 Equacoes Integrais Discretizadas

As equagoes integrais para a elasticidade plana (apresentadas no Capitulo 4) e
para placas (apresentadas no Capitulo 5) sao escritas de forma discretizadas para
cada ponto funcional ¢ do contorno T'.

A forma discretizada das equacGes integrais serd apresentada inicialmente para
o estado plano e depois para a flexao de placas, independentemente, pois as
equacoes estao totalmente desacopladas.

As integrais sao calculadas sobre cada elemento do contorno, obtendo-se, con-
forme serd apresentado adiante, um sistema de 6n equagoes algébricas no sistema
global, que envolvem 6n valores nodais de deslocamentos e 6n valores nodais de
forcas de superficie, sendo n o nimero de nés funcionais.

As condigbes de contorno sao impostas e, conseqiientemente, 6n valores nodais
(forgas de superficie ou deslocamentos) sao prescritos. O sistema pode, entao, ser
resolvido de maneira usual para a obtengao dos valores nodais restantes (incégni-
tas).

6.4.1 Equacoes Integrais Discretizadas para Elasticidade
Plana
Para a solugao numérica das equagoes (4.20)!, com as condigoes de contorno

dadas em (2.15) e (2.17), tém-se as seguintes equagoes discretizadas para a elasti-

cidade plana, escritas para um ponto nodal funcional £; em forma matricial®:

NE NE
Cu =3 / U;PNar | pl® = / P/ NAr | ol (6.9)
.j:l 1"]. J:1 Fj
sendo®:
C, = C(¢;) — Matriz dos coeficientes que aparecem nas equagoes (4.20);
uEE) =u®(¢,) — Vetor deslocamento do ponto fonte &,;

N — Matriz que contém as fungoes de interpolacao para a elasticidade plana
(dado no item 6.2.1);

*Componentes de forgas de volume sao nulas (b; = 0).
>Convencao de somatério ndo é mais implicita.
60 mdice (P) faz referéncia a elasticidade plana.
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UI}E) = U*B)(¢,, 2;) — Matriz que contém as componentes do tensor solugio

fundamental para os deslocamentos;
P;(E) = P*®)(¢,, 2;) — Matriz que contém as componentes do tensor solugao

fundamental para as forcas de superficie;

E , .
ug- ) Vetor que contém as componentes dos deslocamentos relativos aos

pontos nodais funcionais do elemento I';;

pg- ) Vetor que contém as componentes das forgas de superficie relativos aos

pontos nodais funcionais do elemento I'j;

NFE — Numero de elementos.

Chamando:
G = / U;YNdar (6.10)
Ly
1 R / PN, (6.11)
Ly

tém-se que as equagoes (6.9) podem ser reescritas da seguinte forma:

NE NE
Ciu® = 3" GEpE S AP, (6.12)
=1 j=1
ou ainda:
NE NE
> HwY =3 Gip”, (6.13)
=1 j=1
com:
Hzf) = ICIZ(] ) para i # j

(6.14)

6.4.2 Equacoes Integrais Discretizadas para Placas

Para placas, a solugdo numérica das equagoes (5.50), com as condigoes de

contorno (5.1), apresenta a seguinte representagao matricial:
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NE NE NE

cul”) = Z /U:}P)Ndf pgp)—z /P;(P)Ndf‘ ué-P)%—Z q/s;-*dI‘

J T, J Iy J r;

(6.15)

sendo’:
C, = C(¢;) — Matriz dos coeficientes que aparecem nas equagoes (5.50);
uEP) = uP)(¢,) — Vetor deslocamento do ponto fonte &;;

N — Matriz que contém as fungoes de interpolacao para placas (dado no item
6.2.1);

UZ-(P) = U (&;,x;) — Matriz que contém as componentes do tensor solu¢ao

fundamental para os deslocamentos;

P;-(P) = P*P)(¢,, 2;) — Matriz que contém as componentes do tensor solugao

fundamental para as forcas de superficie;

P . :
u§ ) Vetor que contém as componentes dos deslocamentos relativos aos

pontos nodais funcionais do elemento I';;

P . .. .
p§- ) — Vetor que contém as componentes das forgas de superficie relativos aos

pontos nodais funcionais do elemento I';;

s; — Vetor cujas componentes sao dadas por:

* * v *
S; = <Ui,a — mum> Ne- (616)

Empregando a definicao:

G = / UY'Ndr (6.17)
Ly
a7 = / P;")Ndr (6.18)
Ly
bl =g / s;dr, (6.19)
Lj

tém-se que as equagoes (6.15) podem ser reescritas na forma:

70 indice () faz referéncia a placa.
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NE NE
~(P)_ (P P
SIS 3 A0 DT
=1 j=1
ou ainda:
NE
> 3G s Y b 62
j=1
com:

P) _ ¢(P o
Hf;j):HEj) para i # j

(6.22)
Hgf) = I:IEJP) +C, parai=j.

6.4.3 Matrizes dos Coeficientes de Influéncia do Elemento

A partir do exposto nos itens 6.4.1 e 6.4.2, tem-se que para uma estrutura
submetida aos efeitos simultidneos de extensao e flexao, as matrizes dos coeficientes

de influéncia do elemento, H;; e G;;, podem ser escritas da seguinte forma:

[ 1y7(E) 217(E) 317(E)
H,, — Hij 0 sz 0 Hij 0

0 1HZ(]P) 0 2HZ(-]P) 0 SHZ(-;D)
(6.23)
1 (E) 2~ (E) 3 (E) i
Gij = & O(P) ©u O(P) 55 ’
sendo®:
myr (& *
P - [ 26,
my (B *
G = /U ®) (&, ;) Npdl
) t (6.24)
"H,; :/P*(P) (&, 75) Nppdl
r;
m P *
Gz(j) - /U (P) <€i7xj) dera
r;

80 fndice m faz referéncia ao no.

73



CAPITULO 6. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

ou ainda:

(6.25)

6.4.4 Montagem do Sistema Global de Equacgoes

Para a dedugao e conseqiiente aplicacao das equacoes integrais de flexao de pla-
cas e da elasticidade plana, empregou-se um sistema de referéncia local’, conforme

apresentado na figura (6.9).

X

X3

X3z

Xy

Xz

Figura 6.9: Sistema de referéncia local de cada lamina

90 eixo x; é sempre referente ao comprimento da estrutura, enquanto que e o eixo z3 encontra-
se sempre perpendicular a lAmina.
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Por esta razao, torna-se necessario o emprego de matrizes de transformacao de
coordenadas, para que a mudanca no sistema de referéncia possa ser realizada.

Assim, partindo de um sistema global'® de coordenadas #;, obtém-se um sis-
tema local x; através do emprego de uma matriz de transformacao de coordenadas

R e de um vetor translacao t, ou seja:

x = Rx —t, (6.26)
onde:
( Ty )
X = T3 )
L T3 )
( j}l )
X = To )
( T3 )
T — 1
t=4 22 —T2 p;
T3 — T3
)\11 )\12 A13
R = )\21 )\22 )\23 com )\ij = COS (5,
)\31 )\32 )\33

sendo «;; o angulo entre os eixos globais 7; e os locais x;.

Aplicando as equagoes (6.9) e (6.15) aos n nds funcionais, obtém-se 5n equagoes
lineares, contendo dn incégnitas, entre elas deslocamentos e forcas de superficie.
Das 5n varidveis incognitas, 2n vem do problema de estado plano de tensao e 5n
do problema de flexao de placas. Cabe ressaltar que os estados de flexao e de
extensao estao totalmente desacoplados.

Para que o sistema final de equacoes possa ser obtido e conseqiientemente
resolvido, torna-se necessdrio que as equagoes obtidas para cada lamina estejam
em um mesmo sistema de referéncia.

As matrizes dos coeficientes de influéncia de cada elemento H;; e G;;, indicadas

no item 6.4.3, sao obtidas no sistema de referéncia local. Os deslocamentos e forgas

10 A5 grandezas com barra passardo a designar o sistema de referéncia global.
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de superficie podem ser escritos do sistema local para o global através do emprego

de uma matriz M de transformacgao de coordenadas, definida por:

R O 0 0 0 0
0 R O 0 0 0
0 0 R O 0 0
M = (6.27)
0 0 0O R O 0
0 0 0 0 R O
0 0 0 0 0 R
Por conseguinte tém-se:
u; = Ml_lj
(6.28)
p; = Mp;.

As equagoes (6.13) e (6.21) podem ser acopladas e escritas em termos das

varidveis no sistema global como:

NE NE NE
Z H;;Mu; = Z Gi;Mp; + Z by, (6.29)
J=1 j=1 j=1
ou ainda:
NE NE NE
Y Hyu; => Gybj+ Y by, (6.30)
J=1 j=1 j=1
com:
ﬁij = H”M
(6.31)
Gij = GUM

Quando o sistema de referéncia é transformado do local para o global, um novo
grau de liberdade ¢4 (ou Mj) é adicionado ao sistema de equagoes.

Como as teorias apresentadas comportam no méximo 5 graus de liberdade, 2
graus da teoria da elasticidade plana e 8 da teoria de flexao de placas, torna-se
necessdrio a adicao de uma nova equagao. Assim, emprega-se a equacao que O

momento M3 é igual a zero no sistema de referéncia local, ou seja:
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M3 = )\31Ml + )\32M2 + /\33M3 =0 (632)

sendo A3; o cosseno do angulo formado entre os eixos T; e x3.

No presente trabalho o eixo longitudinal local x; é coincidente com o eixo global
7, para todas as laminas, o que faz com que o cosseno A32 seja sempre igual a zero.

Logo a equagao (6.32) pode ser reescrita na forma:

Ms = A3y My + A33M3 = 0 (6.33)

Para anélise das interfaces de uma associagao de laminas (Figura 6.10), surgem
mais incégnitas. Admitindo que as laminas da figura 6.10 possuam (n+m) nos,
onde n nds encontram-se no contorno e m nds encontram-se na interface, tem-se
um total de 5(n+2m) equagdes para 10n incégnitas no contorno e 20m incégnitas

na interface.

Contorno 1: #' nés =~ = L7 77  Interface: mznos
~ L
u /, /
L3
\
\
N
n=n'+n == Contorno 2: #° nos

Figura 6.10: Associagao de duas laminas

Aplicando a matriz de transformacgao M, da associacao de duas laminas re-
sultarao 6(n+2m) equagoes, das quais 5(n+2m) sdo obtidas a partir do método e
(n+2m) vém da condicao de restrigao (6.33). Quanto as incégnitas, tém-se 6n no
contorno (ja incluindo 6n condigoes de contorno), acrescidas de 24m na interface
(12 incégnitas de cada lamina). As restantes 12m condigOes necessdrias para a

solugdo do problema vém [46]:

i) da compatibilidade de deslocamentos (i1, s, @3, ¢, ¢y € W) NO sistema de

referéncia global para cada né da interface, resultando 6m condigoes:
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uj = u?
sy = u’
<1 72
?i’ B (fbg (6.34)
$1 = ¢
-1 52
Py = Py
w! = w?

onde os indices superiores referem-se ao nimero da lamina.

ii) do equilibrio de forcas (py, pa, M3, My, My e Q) no sistema de referéncia

global para cada né da interface, resultando 6m condigoes:

pi+pi=0
Py+p3=0
|71 2
M}+M2=0 (6.35)
M} + M} =0 '
1 1 —
M; +M;=0
Q' +@Q*=0.

Para o caso, onde mais de duas laminas convergem para a mesma interface,
por exemplo 4 laminas apresentando uma mesma interface (Figura 6.11), tém-se

que as equagoes (6.34) e (6.35) podem ser reescritas, respectivamente, da seguinte

forma:

I
I
I
I
=
i

g
NN NDWNNN HN

N H =W RN e

I
|
=

=]
I
I

I
R
no

Il
Q1 Q1 1 S

3 (6.36)

-l -1 -
I
1 1 1 &
N W W whw
I .
-1 -1 ©-
w

—_
[\

g
I
£
I
g

pi+pi+pi+pi=0
Py+D3+P3+ Py =0
M3 + M2 + M3+ Mi =0
M} + M2+ M+ M} =0
My + M3 + M3 + My =0
Q'+ Q*+Q*+Q"=0.

(6.37)
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@ , =7 Interface
F

Figura 6.11: Associagao quatro laminas em uma mesma interface

O que foi descrito, pode ser expresso matricialmente:

i) Aplicando as equagdes integrais (6.9) e (6.15) para todos os pontos nodais
funcionais &, do contorno, e aplicando a matriz de transformagao de coordenadas
M, obtém-se um sistema com um nimero total de equagoes igual a 6 vezes o

nimero de nds, com a seguinte forma:

Ha = Gp + b, (6.38)

onde U e p representam os deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente,

dos pontos nodais funcionais, sendo organizadas em cada né da seguinte maneira:

4 3\ 4 _ )
Ui b1
Us D2
o M.

ﬁj = ?3 3 f)j = < ,3 y (639)

o) My
o M,

\ w y, \ Q V,
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e H e G sdo as matrizes dos coeficientes de influéncia da estrutura. O vetor
b representa os valores prescritos do carregamento uniformemente distribuido da
placa.

O sistema dado em (6.38) pode ser reordenado, colocando todas as incégnitas
em um tnico vetor y e todos os valores prescritos multiplicados pelos respectivos
coeficientes de H e G, juntamente com a parcela referente a carga distribuida, em
um outro vetor, que serd denominado de f.

Conseqiientemente, obtém-se um novo sistema de equagoes com a seguinte
configuracao:

Ay =1, (6.40)

sendo A a matriz dos coeficientes que multiplica as incégnitas.
Esse sistema é entao resolvido, sendo obtidos os valores dos deslocamentos e

forcas de superficie incégnitos.
i1) Para a andlise da associac@o de duas laminas, o sistema de equagoes do

conjunto tem o arranjo final dado por:

( 1 )

u
HI 0 HI -G! o0 a2 Gl 0 o0 p! bl
0 H Hf 0 -Gi| { W i_10 G} o {5 L4ilp2h,
0 0 0 I I P; 0 0 I 0 0

7

()

(6.41)
onde as condic¢oes de compatibilidade de deslocamentos, apresentadas nas equacoes
(6.34), e de equilibrio de forgas, apresentadas nas equagoes (6.35), ja foram apli-

cadas. Além disso, tém-se que:

1 2

e Ui e U” sao os deslocamentos no contorno das sub-regices 1 e 2, respec-
tivamente;

e p' e p? sdo as forcas de superficie no contorno das sub-regices 1 e 2,
respectivamente;

e 7, p! e p? sao os deslocamentos e forgas de superficie na interface;

e H¥ e G¥ sdo as sub-matrizes de coeficientes de influéncia;

e I é a matriz identidade.
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Conhecendo-se os deslocamentos e as forgas correspondentes, procede-se a troca
de colunas e varidveis para a obtengao de um sistema de equagdes, andlogo a (6.40),
o que permite a determinacao das incognitas.

No programa computacional desenvolvido, utiliza-se a resolugao do sistema de
equagoes pelo método de Gauss e a matriz A é montada diretamente, sem chegar
a montar as matrizes H e G globais.

Apés a solucao do problema no contorno, os deslocamentos em qualquer ponto
interno podem ser calculados a partir dos valores dos deslocamentos obtidos no

contorno.

6.4.5 Calculo dos Deslocamentos nos Pontos Internos

Determinados todos os deslocamentos e forgas de superficie nos pontos nodais
funcionais do contorno, os deslocamentos em qualquer ponto ¢;, do dominio (2,

podem entao ser obtidos:

i) para elasticidade plana:

Utilizam-se as equagoes (4.7)!! discretizadas ao longo do contorno:

NE NE

(B) _ *(E) (B) *(E) (B)

u® =3 /UU Ndr | p{® — /PU Ndr' | uf (6.42)
Jj=1 T, J=1 ry

i) para placas:

Empregam-se as equagoes (5.53) discretizadas ao longo do contorno:

NE NE NE
(P) «(P) (P) «(P) (P) .
u” =3 /Uij Ndr | p{” =3 /Pij Ndl | uf” +) /qsl-jdf
=1\ T, J=1

Jj=1 Fj Fj
(6.43)

"'Componentes de forgas de volume sao nulas (b; = 0).
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6.5 Integrais Singulares

Quando o ponto fonte £ e o ponto campo z estiverem situados no mesmo
elemento (r = 0), os tensores da solucdo fundamental uj; e p;; apresentam singu-
laridades de ordem Inr e r~! (ver itens 4.3 e 5.3), e conseqiientemente as matrizes
G e H e o vetor b (no caso de placas) também serdo singulares.

Devido ao fato de as fungoes de interpolacao apresentarem valor unitdrio no
ponto nodal considerado, e zero nos demais pontos nodais de elemento, as singula-
ridades s6 existirao quando o ponto fonte £ e o ponto campo x forem coincidentes.

Assim, as singularidades nas integrais estarao presentes nas submatrizes da
diagonal de G e H e, ainda, no vetor b. Procedimentos para contornar esses casos

sao descritos nos itens subseqiientes.

6.5.1 Submatrizes da Diagonal de G

*

As submatrizes da diagonal de G, que envolvem integrais dos tensores u;,

possuem singularidades de ordem logaritmica (Inr).
Uma forma de resolver o problema é utilizar uma transformacao quadratica
envolvendo a coordenada adimensional 7 e a coordenada v dos pontos de integragao

[38, 47, 48]. Este procedimento é descrito a seguir.
Considere a integral:

1

I= / f(m)dn, (6.44)

|
onde f(n) é singular no ponto 7.

Adota-se a seguinte relacao quadratica:

n(y)=ay’ +by+c (6.45)

para a qual sao impostas as condigoes:

dn

ay), ="

(@) =1 (6.46)
n(=1)=-1.
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Resolvendo a equagao (6.45) para v e impondo as condigoes (6.46), obtém-se

a = —C

(6.47)
_nEVF-1
—I=VT o

Observando que —1 < 77 < 1, conclui-se de (6.47) que os coeficientes a e ¢
somente serao reais se || = 1. Logo, tém-se:

_.n
a = —
2
b=1 (6.48)
L
5
Substituindo os valores dos coeficientes (6.48) em (6.45), obtém-se:
_ 2\ 71
n()=0=7")5+7 (6.49)
Da equagao (6.49), tem-se:
dn = (1 —7y) dy. (6.50)
Portanto, a equagao (6.44) pode ser escrita da seguinte forma:
1 —
1 _
I= /f [(1 )5+ ’Y] (1 —17v) dv, (6.51)
“1

sendo vilido parann = —1en = 1.

Quando o ponto singular 7 estiver situado entre —1 e 1, a integral (6.44) pode
ser dividida em duas:

I= jf(n)ch;: /ﬁf(n)dnJr/lf(n)dn- (6.52)

As duas integrais do lado direito podem ter seus limites alterados para —1 e 1
através de uma mudanca conveniente de varidveis. Assim, tém-se:
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i) para primeira integral:

(6.53)
1. W
it) para sequnda integral:
1@ _ 5 -
n=35 [9 (I=n)+1+7
(6.54)
1
dn =5 (1-17) do®.
Substituindo as equagoes (6.53) e (6.54) na equagao (6.52) obtém-se:
1 1 . .
N+
[ twan= [ s[5 @+ew - 1q] T a0
! - (6.55)
1 1—17
+/f lﬁ (1—7)0? +1 +77] %d@@
onde a primeira integral do lado direito apresenta singularidade em 6 =1¢a

segunda em 0@ = 1.

Empregando as equagdes (6.49) e (6.50) escritas para 8V ¢ 0% e considerando

os pontos singulares acima mencionados, pode-se reescrever a equagao (6.55) na

forma:

]f(n)dn]f 2o fa—snes] sa-1)] (T D) 0y
+1fl Q=7 |2 (2= 1) 4] +7+1 =)@+,
[ (a=njor-nea]enen)] (B=2)

-1

que resolve o problema de singularidade logarftmica.
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6.5.2 Submatrizes da Diagonal de H

As submatrizes localizadas na diagonal de H, que correspondem aos coeficientes
das submatrizes C; somados as submatrizes H;;, podem ser calculadas através da
imposicao de que movimentos de corpo rigido implicam em forcas de superficie

nulas. Portanto, a equacao (6.38) fica:

Ha = 0. (6.57)
Assim, tém-se:

i) para regides finitas:

Aplicando translacoes independentes, tém-se que as submatrizes P_Ipp da dia-

gonal de H podem ser obtidas pelas seguintes expressoes [12, 38]:

NN
I:Ipp: _Zﬁpq(quT) (p=1,---,NN), (6.58)
=1
g#p
sendo:

H,, — Submatriz de H;

NN — Nimero de pontos nodais;

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
qu = ;
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0  a1(p)—x1(q) z2(p) — 22 (q) 1]
T
o | R 0
0 RT

i) para regides infinitas:

Como as translagoes de corpo rigido violam as condigoes de regularidade, tém-
se que as submatrizes P_Ipp da diagonal de H podem ser calculadas pelas expressoes
[12, 38]:
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NN
H,=1-) H,D,T) (p=1,--,NN), (6.59)
q=1

a#p

sendo NN, D,, e T conforme definidos no caso de regioes finitas e I ¢ a matriz
identidade.

Deve-se observar que as equagoes (6.59) diferem das equagoes (6.58) apenas

pela matriz identidade somada a diagonal principal de H.

6.5.3 Subvetores de b

Os subvetores do vetor b que aparecem na equagao (6.38) e que representam
os efeitos do carregamento uniformemente distribuido ¢, também apresentam sin-
gularidades quando o ponto fonte £ e o ponto campo z forem coincidentes (r = 0).
Neste caso, a singularidade estd associada exclusivamente aos tensores ., visto
que v;, nao possui singularidade.

Como essas singularidades também sao de ordem logaritmica, pode-se adotar

0s mesmos procedimentos descritos no item 6.5. 1.
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Capitulo

Aplicacoes Numéricas

7.1 Introducao

Para testar o programa desenvolvido, no qual foram implementadas as teorias e
as técnicas computacionais descritas nos capitulos anteriores, analisar-se-4 alguns
exemplos de estruturas compostas pela associacao no espaco de laminas retas,
onde para cada lamina existe um estado plano de tensoes associado ao de flexao
de placas.

Os resultados obtidos para os deslocamentos no contorno e nos pontos internos
serao comparados com outras sistemadticas de andlises dos problemas propostos,
como por exemplo a teoria da resisténcia dos materiais e o método dos elementos
finitos (MEF).

Para que os resultados obtidos possam ser comparados com o método dos ele-
mentos finitos, empregou-se o programa de anédlise estrutural GT Strudl (Georgia
Technology Research Corporation), cuja licenga pertence a Exactum Consultoria
e Projetos Ltda. O tipo de elemento que serd empregado é o SBHQG6 (Stretching
and Bending Hybrid Quadrilateral with 6 Degree of Freedom), intrinseco ao préprio
programa GT Strudl.

A seguir, sao apresentados os referidos exemplos numeéricos e as respectivas

analises de resultados.
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7.2 Aplicacgoes

7.2.1 Exemplo 1 - Placa com Espessura e Mdédulo de Elas-

ticidade Variaveis

Neste exemplo, duas laminas de mesmo tamanho, porém de espessuras dife-
rentes, sao conectadas para formacao de uma placa.

As dimensoes geométricas da placa sao apresentadas na figura 7.1, sendo:

L] = Lg = Lg = 200 cmy
t; = 30cm (Espessura da Regido 1);
ty = 15cm  (Espessura da Regiao 2).

Figura 7.1: Dimensoes geométricas da placa

A placa apresenta as seguintes constantes fisicas:

E; = 20000kN/cm? (Modulo de Elasticidade Longitudinal da Regiao 1);
E, = 10000kN/ecm? (Médulo de Elasticidade Longitudinal da Regiao 2);

v, =vy =00 (Coeficiente de Poisson).

A estrutura é engastada em uma de suas extremidades e submetida a um
carregamento uniformemente distribuido ¢ de 0,005 kN/cm? (Figura 7.2).
Para anélise, emprega-se uma malha composta por 28 elementos e 63 nés dis-

postos nos contornos e interfaces, conforme figura 7.3.
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q = 0,005kN/cm?

Figura 7.2: Placa engastada e livre sujeita a um carregamento uniformemente
distribuido

Figura 7.3: Malha empregada para o problema
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Os resultados para os deslocamentos verticais na borda livre da placa sao com-
parados com os valores fornecidos pela resisténcia dos materiais e pelo método dos
elementos finitos (MEF).

Pela teoria da resisténcia dos materiais, tem-se que a solugao do problema é
dada por [8, 49, 50]:

- 8E L 8Fy15 "

(7.1)

Para o problema em questao:

Lst3
I = i 1;
12
Lst3
IQZ 32.
12

Logo, os deslocamentos verticais na borda livre da placa sao dados pela seguinte

equagao:

B 45qL7 = 3qLj

T OB T 2Bt

(7.2)

Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos
elementos finitos, utilizou-se 0 mesmo nimero de nés no contorno e na interface
da discretizacao feita pelo método dos elementos de contorno.

Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais na borda livre da placa

sao apresentados na tabela 7.1.

Tabela 7.1: Deslocamentos verticais na borda livre da placa

Deslocamentos Verticais (cm)
Res. dos Mat. \ MEF \ MEC

| 068890 | -0,69097 [ -0,69156 |

A comparagao entre o método dos elementos de contorno e o método dos ele-
mentos finitos para os deslocamentos verticais na se¢ao de coordenada x = 100cm

sao apresentados na figura 7.4.
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0 50 100 150 200 250 300 350 400

w (cm)

X (cm)

\_ —=B— METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO —@— METODO DOS ELEMENTOS ANITOS -

Figura 7.4: Comparacao entre os valores obtidos para os deslocamentos verticais
da placa

A partir dos resultados acima apresentados, pode-se verificar que os valores
obtidos empregando o método dos elementos de contorno praticamente coincidiram
com os obtidos empregando o método dos elementos finitos e a teoria da resisténcia
dos materiais, uma vez que o erro relativo do método dos elementos de contorno
para a teoria da resisténcia dos materiais foi de 0,4 % e para o método dos elementos
finitos foi de 0,1%.

7.2.2 Exemplo 2 - Estrutura de Secao Transversal L

Neste exemplo, duas laminas de mesmo tamanho e espessura sao conectadas
para formacao de uma estrutura de se¢ao transversal L.

A estrutura apresenta as seguintes constantes fisicas:

E = 20000kN /em?;
v =0,0.

Sao analisadas duas situacoes distintas:

i) estrutura de se¢ao L com um dngulo de 90° entre as laminas:
As dimensoes geométricas da estrutura sao apresentadas na figura 7.5, sendo:

L, =Ly, =100 cm;
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Ls = 200 cm;
t =10 cm;
0 = 90°.

Figura 7.5: Dimensoes geométricas da estrutura de segao transversal L (6 = 90°)

A estrutura é engastada em uma das extremidades e submetida a um carrega-
mento uniformemente distribuido ¢ de 2 kN/cm ao longo da borda livre da lamina
horizontal (Figura 7.6).

Para anélise, emprega-se uma malha composta por 20 elementos e 47 nés dis-
postos nos contornos e interfaces (Figura 7.7).

Os resultados para os deslocamentos verticais na borda livre da lamina hori-
zontal s&o comparados com os valores fornecidos pela resisténcia dos materiais e
pelo método dos elementos finitos (MEF).

Pela teoria da resisténcia dos materiais, tem-se que a solugao do problema é
dada por [8, 49, 50]:

w— C_IL3L% + quL%Ll'

3ET EI (7.3)

Para o problema em questao:

L 3
Jiay
12
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q=2kN/cm

' Nl

Figura 7.6: Estrutura engastada e livre sujeita a um carregamento uniformemente
distribuido (6 = 90°)

©

Figura 7.7: Malha empregada para o problema (0 = 90°)
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Logo, os deslocamentos verticais na borda livre da lamina horizontal sao dados

pela seguinte equacao:

4913  12¢L2AL
w— Q2+ 5121_

Et3 Et3 (7-4)

Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos
elementos finitos, utilizou-se 0 mesmo nimero de nés no contorno e na interface
da discretizacao feita pelo método dos elementos de contorno.

Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais na borda livre da lamina

horizontal sao apresentados na tabela 7.2.

Tabela 7.2: Deslocamentos verticais na borda livre da lamina horizontal

Deslocamentos Verticais (cm)
Res. dos Mat. |  MEF | MEC

| 1,60000 | 160051 | 160922 |

Analisando os valores acima apresentados, pode-se constatar que os resultados
obtidos empregando o método dos elementos de contorno praticamente coincidiram
com os obtidos empregando o método dos elementos finitos e a teoria da resisténcia
dos materiais, uma vez que o erro relativo do método dos elementos de contorno
para a teoria da resisténcia dos materiais foi de 0,6% e para o método dos elementos
finitos foi de 0,5%.

it) estrutura de se¢io L com um dngulo de 120° entre as ldminas:
As dimensoes geométricas da estrutura sao apresentadas na figura 7.8, sendo:

L] = LQ = 100 cmy,

Ls = 200 cm;
t =10 cm;
= 120°.

A estrutura é engastada em uma das extremidades e submetida a um carrega-
mento uniformemente distribuido ¢ de 2 kN/cm ao longo da borda livre da lamina
inclinada (Figura 7.9).

Para anélise, emprega-se uma malha composta por 20 elementos e 47 nés dis-

postos nos contornos e interfaces (Figura 7.10).
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Figura 7.8: Dimensoes geométricas da estrutura de segao transversal L (0 = 120°)

q=2kN/cm

q=2kN/cm

Figura 7.9: Estrutura engastada e livre sujeita a um carregamento uniformemente
distribuido (6 = 120°)
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Figura 7.10: Malha empregada para o problema (6 = 120°)

Os resultados para os deslocamentos verticais na borda livre da lamina incli-
nada sao comparados com os valores fornecidos pela resisténcia dos materiais e
pelo método dos elementos finitos (MEF).

Pela teoria da resisténcia dos materiais, tem-se que a solucao do problema é
dada por [8, 49, 50]:

_ s
EI

w (7.5)

L2sin (6 —90°) L2
[Ls cos (6 — 90°)] (L2L1+ 12 (2 )+?2).

Para o problema em questao:
Lyt

==
12

Logo, os deslocamentos verticais na borda livre da lamina inclinada sao dados

pela seguinte equacao:

q

78 [Ls cos (0 — 90°)] (12L2Ly + 6L3 sin (6 — 90°) +4L3) . (7.6)

w =
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Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos
elementos finitos, utilizou-se 0 mesmo nimero de nés no contorno e na interface
da discretizacao feita pelo método dos elementos de contorno.

Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais na borda livre da lamina

inclinada sao apresentados na tabela 7.3.

Tabela 7.3: Deslocamentos verticais na borda livre da lamina inclinada

Deslocamentos Verticais (cm)
Res. dos Mat. \ MEF \ MEC

| 164545 | 164589 [ 165221 |

A partir dos resultados acima apresentados, pode-se verificar que os valores
obtidos empregando o método dos elementos de contorno praticamente coincidiram
com os obtidos empregando o método dos elementos finitos e a teoria da resisténcia
dos materiais, uma vez que o erro relativo do método dos elementos de contorno
para a teoria da resisténcia dos materiais e para o método dos elementos finitos
foi de 0,4%.

7.2.3 Exemplo 3 - Barra de Secao Transversal I

Neste exemplo, analisa-se uma barra com secao transversal em I. As dimensoes
geométricas da referida barra sao apresentadas na figura 7.11.

A barra apresenta as seguintes constantes fisicas:

E = 21000kN/cm?;
v =03

Para a andlise, emprega-se uma malha composta por 42 elementos e 100 nés

dispostos nos contornos e interfaces da estrutura (Figura 7.12).
Sao analisadas duas situagoes distintas:

i) barra engastada e livre tracionada:

A barra é engastada em uma de suas extremidades e tracionada por um car-
regamento uniforme de 20kN/cm? na outra extremidade, conforme apresentado na
figura 7.13.

97



CAPITULO 7. APLICACOES NUMERICAS

! 40cm !
/ g
- 40cm
+
,'

p |

Figura 7.11: Dimensoes geométricas da barra de secao transversal I

Figura 7.12: Malha empregada para o problema
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]

VY 201N/ cm? ~
/] .
Ay =
ﬁ > X — |
! I—" . ,

4
20N/ cm?

Figura 7.13: Barra engastada e livre submetida a um carregamento uniforme de
tracao

Os resultados obtidos sao comparados com a teoria de barras tracionadas da
resisténcia dos materiais e com o método dos elementos finitos (MEF).
Para a teoria de barras tracionadas da resisténcia dos materiais, tem-se que a

solucdo do problema é dada por [49, 50:

u(z) = T, (7.7)

EA

onde:

P: carregamento axial;
A: drea da secao transversal;

E: médulo de elasticidade longitudinal.
Para o problema em questao:

A = 99¢em?
P=gxA — P=20x99=1980kN.

Logo, os deslocamentos ao longo da barra tracionada sao dados pela seguinte

equagao:

1980

_ _ 4
= 51000 < 99° u(z) =9,524 x 10~ . (7.8)
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Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos
elementos finitos, utilizou-se 0 mesmo niimero de nés nos contornos e nas interfaces
da discretizacao feita pelo método dos elementos de contorno.

Os resultados obtidos para os deslocamentos longitudinais da barra devido ao
carregamento de tragao sao apresentados na tabela 7.4, enquanto que a comparagao
entre os valores obtidos para os diversos métodos de andlise podem ser verificados

na figura 7.14.

Tabela 7.4: Deslocamentos longitudinais da barra

Coordenadas (cm) Deslocamentos (cm)

x | y | = Res. dos Mat. | MEF \ MEC
0,000 | 0,000 0,000 0,00000 0,00000 0,00000
10,000 | 0,000 0,000 0,00952 0,00848 0,00921
20,000 | 0,000 | 0,000 0,01905 0,01775 0,01841
30,000 | 0,000 | 0,000 0,02857 0,02736 0,02762
40,000 | 0,000 0,000 0,03810 0,03696 0,03683
50,000 | 0,000 0,000 0,04762 0,04656 0,04603
60,000 | 0,000 0,000 0,05714 0,05617 0,05524
70,000 | 0,000 0,000 0,06667 0,06577 0,06445
80,000 | 0,000 | 0,000 0,07619 0,07538 0,07365
90,000 | 0,000 | 0,000 0,08571 0,08465 0,08286
100,000 | 0,000 | 0,000 0,09524 0,09313 0,09207

A partir dos resultados apresentados, pode-se verificar que os valores obtidos
empregando o método dos elementos de contorno ficaram bastante préximos dos
obtidos empregando o método dos elementos finitos e a teoria de barras tracionadas

da resisténcia dos materiais.

it) barra engastada sujeita a um carregamento triangular na alma da extremi-

dade oposta:

A barra é engastada em uma de suas extremidades e submetida a um carrega-
mento triangular, variando de 100kN/cm & -100kN/cm na alma da extremidade
oposta, conforme apresentado na figura 7.15.

Os resultados obtidos sao comparados com a teoria de vigas da resisténcia dos

materiais e com o método dos elementos finitos (MEF).
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Figura 7.14: Comparacao entre os valores obtidos para os deslocamentos longitu-
dinais
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-

Figura 7.15: Barra engastada sujeita a um carregamento triangular na alma da
extremidade oposta
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Pela teoria de vigas da resisténcia dos materiais, tem-se que a solucao do pro-

blema ¢ dada por [49, 50]:

w(zr) = —==7, (7.9)

onde:

M: momento fletor aplicado;
I: momento de inércia;
E: médulo de elasticidade longitudinal;

L: comprimento da barra.
Para o problema em questao:

I = 32710cm*
M=Pxd — M= -1000 x 26,6667 = —26666, 7TkN.cm (Vel“ figura 7.16),

sendo:

P: resultante de carga triangular;

d: distancia entre as resultantes de carga.
q(x)
_“;f P
) : d e .::)}d
el G
P
Figura 7.16: Transformagao do carregamento triangular em momento concentrado

Logo, os deslocamentos verticais ao longo do eixo neutro da barra sao dados

pela seguinte equacao:

26666, 7 X

= — -5,.2
= 2% 21000 x 32710" w(z) =1,941 x 107", (7.10)

w(z)

Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos
elementos finitos, utilizou-se 0 mesmo niimero de nés nos contornos e nas interfaces

da discretizacao feita pelo método dos elementos de contorno.
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Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais da barra ao longo de seu

eixo neutro sao apresentados na tabela 7.5, enquanto que a comparagao entre os

valores obtidos para os diversos métodos de andlise podem ser verificados na figura

7.17.
Tabela 7.5: Deslocamentos verticais da barra
Coordenadas (cm) Deslocamentos (cm)
X \ y \ z Res. dos Mat. \ MEF \ MEC
0,000 | 0,000 0,000 0,00000 0,00000 0,00000
10,000 | 0,000 0,000 -0,00194 -0,00083 -0,00282
20,000 | 0,000 0,000 -0,00776 -0,00597 -0,00774
30,000 | 0,000 | 0,000 20,01747 20,01483 20,01607
40,000 | 0,000 | 0,000 20,03106 20,02735 20,02785
50,000 | 0,000 0,000 -0,04853 -0,04355 -0,04317
60,000 | 0,000 0,000 -0,06988 -0,06339 -0,06224
70,000 | 0,000 0,000 -0,09511 -0,08704 -0,08546
80,000 | 0,000 0,000 -0,12423 -0,11476 -0,11400
90,000 | 0,000 | 0,000 20,15723 20,14924 20,14809
100,000 | 0,000 0,000 -0,19411 -0,19461 -0,18769
/ )
0 10 20 30 40 50 70 80 90 100
0,000 ¢«
-0,025 A
-0,050 A
—~ -0,075 1
IS
£ -0,100 A
0,125
-0,150 A
-0,175 A
-0,200 -
Y —e—RESISTENCIA DOS MATERAIS —l— MEC p

Figura 7.17: Comparacao entre os valores obtidos para os deslocamentos verticais

A partir dos resultados acima apresentados, pode-se verificar que os valores

obtidos empregando o método dos elementos de contorno ficaram bastante pro-
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ximos dos obtidos empregando o método dos elementos finitos e a teoria de vigas

da resisténcia dos materiais.

7.2.4 Exemplo 4 - Estrutura de Segao Transversal Arbi-

traria

Neste exemplo, trés laminas de tamanhos diferentes, porém de mesma espes-
sura, sao conectadas para formacao de uma estrutura com secao transversal arbi-
traria.

As dimensoes geométricas da estrutura sao apresentadas na figura 7.18, sendo:

L, =L, =100 cm;
Ly = L, = 50 cm;
t = dem;

0 = 120°.

Figura 7.18: Dimensoes geométricas da estrutura de segao transversal arbitraria
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As constantes fisicas do problema sao as seguintes:

E = 7000kN/cm?;
v = 0,33

A estrutura é engastada em uma de suas extremidades e submetida a dois
carregamentos uniformemente distribuidos ao longo da borda livre da lamina hor-
izontal, um na direc¢ao transversal e de magnitude 0,05kN/cm e outro na dire¢ao
vertical e de magnitude 0,05kN/cm (Figura 7.19).

;= 0,05kN/cm

;= 0,05kN/cm

qy = 0,05kN/cm

qy = 0,05kN/cm

Figura 7.19: Estrutura engastada e livre sujeita a dois carregamentos uniforme-
mente distribuidos

Para anélise, emprega-se uma malha composta por 16 elementos e 42 nés dis-

postos nos contornos e interfaces, conforme figura 7.20.

Os resultados para os deslocamentos verticais e transversais sao comparados
com os valores fornecidos pelo método dos elementos finitos (MEF).

Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos
elementos finitos, utilizou-se 0 mesmo nimero de nés no contorno e na interface

da discretizacao feita pelo método dos elementos de contorno.
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Figura 7.20: Malha empregada para o problema

Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais e transversais na secao de
coordenada x = 50 ¢m da estrutura sao apresentados nas tabelas 7.6 e 7.7, respec-
tivamente. Na figura 7.21 é apresentada a configuragao deformada da estrutura,

sendo os valores amplificados em dez vezes para facilitar a visualizacao.

Tabela 7.6: Deslocamentos verticais da estrutura

Coordenadas (cm) Deslocamentos verticais (cm)
x | y | = MEF \ MEC
50,000 0,000 0,000 0,00000 0,00000
50,000 0,000 | 25,000 -0,00004 -0,00017
50,000 | 0,000 | 50,000 -0,00011 -0,00019
50,000 | 0,000 | 75,000 -0,00024 -0,00025
50,000 | 0,000 | 100,000 -0,00029 -0,00089
50,000 | 21,651 | 112,500 20,25027 20,25076
50,000 | 43,301 | 125,000 20,52913 2054777
50,000 | 68,301 | 125,000 -0,87149 -0,89276
50,000 | 93,301 | 125,000 -1,22359 -1,26603
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Tabela 7.7: Deslocamentos transversais da estrutura

Coordenadas (cm) Deslocamentos transversais (cm)

X ‘ y ‘ Z MEF ‘ MEC
50,000 0,000 0,000 0,00000 0,00000
50,000 0,000 | 25,000 0,04336 0,03444
50,000 | 0,000 | 50,000 0,16269 0,15397
50,000 | 0,000 | 75,000 0,34675 0,35018
50,000 0,000 | 100,000 0,58696 0,59699
50,000 | 21,651 | 112,500 0,73126 0,73930
50,000 | 43,301 | 125,000 0,89219 0,91069
50,000 | 68,301 | 125,000 0,89221 0,91069
50,000 | 93,301 | 125,000 0,89221 0,91069

:

w (cm)

(o2}

o
‘\.

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

v (cm)

\_ e |[NDEFORMADA —&— DEFORMADA (MEC) DEFORMADA (MEF) y

Figura 7.21: Estrutura deformada devido aos carregamentos aplicados
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Analisando os valores apresentados, pode-se constatar que os resultados obtidos
empregando o método dos elementos de contorno ficaram bastante préoximos dos

obtidos empregando o método dos elementos finitos.
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Capitulo

Conclusoes

A anélise de estruturas constituidas pela associacao espacial de laminas retas,
sujeitas aos efeitos simultaneos de flexao e extensao nas paredes, foi considerada
satisfatoria em virtude dos resultados obtidos com os diversos exemplos apresen-
tados.

Apesar de terem sido apresentados exemplos relativamente simples, os resul-
tados obtidos mostraram todo o poder das formulacoes aqui expostas, uma vez
que as respostas praticamente coincidiram com os valores fornecidos por outras
sisteméticas de andlise dos problemas propostos, como por exemplo o método dos
elementos finitos e as teorias da resisténcia dos materiais.

Quanto ao método numérico empregado, pode-se concluir que o método dos
elementos de contorno constitui-se em uma boa representagao das estruturas uti-
lizadas, mesmo quando o nimero de elementos empregados é reduzido. Além disso,
o emprego do método dos elementos de contorno acarreta a diminuigao significativa
na quantidade de dados de entrada fornecidos, visto que o sistema de equagoes ge-
rado apresenta normalmente dimensoes menores do que os obtidos com os métodos
que discretizam o dominio.

Assim, a utilizagao desta técnica constitui-se em uma importante ferramenta
para a andlise de estruturas laminares sujeitas aos efeitos de flexao e de exten-
sao, cada vez mais empregados em diversos campos da engenharia, uma vez que
permitem a obtencao de elevada rigidez flexional com peso préprio relativamente
reduzido.

Para continuidade deste trabalho, sao apresentadas algumas sugestoes para
estudos futuros, uma vez que as formulacoes aqui expostas sao passiveis de serem

empregadas em andlises muito mais abrangentes e complexas. Assim, sao dadas
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como sugestoes:

i) Implementagao de nao linearidade fisica e geométrica;

it) Implementagao dos efeitos de peso préprio e de temperatura;

i11) Desenvolvimento de outras formas de carregamentos, como por exemplo
cargas concentradas;

iv) Implementagao de efeitos dinamicos na estrutura.
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