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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

ANÁLISE DE ESTRUTURAS FORMADAS PELA ASSOCIAÇÃO DE

PLACAS E CHAPAS UTILIZANDO O MÉTODO DOS ELEMENTOS DE

CONTORNO

Daniel Dias Monnerat

Março/2008

Orientadores: José Antônio Fontes Santiago

José Claudio de Faria Telles

Programa: Engenharia Civil

O presente trabalho consiste na análise de estruturas compostas pela associação

de placas e chapas, submetidas a carregamentos quaisquer, para as quais as teorias

de estado plano de tensão e de �exão de placas com deformação por cisalhamento

transversal são acopladas.

As formulações do método dos elementos de contorno, baseadas nas teorias de

placas de Reissner e da elasticidade bidimensional, são apresentadas para placas

e chapas isotrópicas e de comportamento elástico-linear, considerando pequenas

mudanças de con�guração.

A técnica de sub-região é empregada para associar placas e chapas horizontais,

verticais e inclinadas, podendo várias delas compartilharem da mesma interface.

Após a transformação padrão de coordenadas, cada região pode ser combinada

levando em consideração a compatibilidade dos deslocamentos e as equações de

equilíbrio, para a obtenção do sistema �nal de equações lineares.

Finalmente, vários exemplos numéricos são apresentados e os resultados são

comparados com algumas soluções analíticas e com o método dos elementos �nitos,

mostrando a validade da formulação proposta.
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ANALYSIS OF ASSEMBLED PLATE STRUCTURES USING THE

BOUNDARY ELEMENT METHOD

Daniel Dias Monnerat

March/2008

Advisors: José Antônio Fontes Santiago

José Claudio de Faria Telles

Department: Civil Engineering

This paper deals with the analysis of assembled plate structures, subjected

to arbitrary loadings, for which plane stress elasticity and shear deformable plate

bending theories are coupled.

The direct boundary elements formulations, based upon Reissner�s plate and

2-D elasticity theories are present for elastostatic problems, considering isotropic

materials, small deformations and small displacements.

The multi-region technique is employed to assemble the plates. Here, several

plates sharing common interface boundaries are accommodated, including inclined

ones. After a standard coordinate transformation, each region can be combined

taking into account displacement compatibility and equilibrium equations in order

to obtain the �nal equations system.

Finally, several numerical examples are presented and results are compared

with some exact analytical and �nite element solutions to demonstrate the ef-

�ciency of the proposed formulation.
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Cap�́tulo1
Introdução

Estruturas constituídas pela associação de elementos planos, de seção transver-

sal aberta ou fechada, são cada vez mais utilizadas em diversos campos da enge-

nharia - civil, naval, mecânica, aeronáutica, etc - por apresentarem a vantagem de

permitirem a obtenção de elevada rigidez �exional com peso próprio relativamente

pequeno.

As estruturas são tratadas como uma associação no espaço de lâminas1 retas,

onde em cada lâmina existe um estado plano de tensões somado ao de �exão de

placas. As análises são realizadas em regime linear-elástico, ou seja, considerando

pequenas mudanças de con�guração.

Para solução do problema é empregado o método dos elementos de contorno.

Esta técnica consiste na transformação das equações diferenciais que regem o pro-

blema (comportamento da solução no interior e na superfície do corpo) numa

equação integral que relaciona somente valores das variáveis no contorno.

Pelo fato das aproximações serem feitas apenas no contorno, a dimensão do

problema se reduz em uma unidade, acarretando uma diminuição signi�cativa na

quantidade de dados de entrada fornecidos, visto que o sistema de equações gerado,

apesar de ser cheio e não simétrico, tem geralmente dimensões menores do que os

obtidos com os métodos que discretizam o domínio.

O método dos elementos de contorno pode ser formulado de duas maneiras

diferentes, através dos métodos indiretos ou dos diretos.

Os métodos indiretos são conhecidos como métodos de contorno menos so�sti-

cados. Nestes as equações integrais são expressas em termos de densidade de

1A palavra lâmina será empregada neste trabalho para designar o plano médio das placas e
chapas associadas.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

fontes, as quais não apresentam signi�cado físico.

Uma vez obtidos os valores destas densidades, determinam-se os deslocamen-

tos e forças de superfície. KUPRADZE [1] estabeleceu as bases das formulações

indiretas, adotando a solução fundamental de Kelvin [2] para resolver problemas

no regime linear-elástico.

Já as formulações diretas, baseiam-se na adoção das variáveis físicas do pro-

blema (deslocamentos e forças de superfície) como incógnitas no sistema de equa-

ções. O ponto inicial das formulações diretas deve-se a RIZZO [3] em 1967, que

apresentou a solução do problema linear-elástico bidimensional e a CRUSE [4] para

o caso tridimensional.

Assim, no presente trabalho é empregada a formulação direta e o conceito de

região no sentido de�nido por KELLOGG [5], ou seja, região onde o contorno é

representado por superfícies regulares.

Trabalhos como os de PALERMO [6] e PALERMO et al. [7] já contemplam a

análise de estruturas de seção aberta ou fechada, através do emprego dos efeitos do

estado plano de tensões somados aos de �exão de placas. Nestes trabalhos a teoria

de placas empregada é a de Kirchho¤, onde a deformação cisalhante transversal

é desprezada e os efeitos da espessura sobre os valores calculados não são levados

em consideração.

Outros trabalhos como os de DIRGANTARA e ALIABADI [8] e BAIZ e ALIA-

BADI [9] também contemplam a análise de estruturas submetidas aos efeitos si-

multâneos de �exão e extensão. Entretanto, em tais trabalhos a teoria de placas

empregada é a de Reissner sendo, portanto, os efeitos de deformação por cisa-

lhamento transversal considerados.

A proposta deste trabalho é o emprego da teoria de �exão de placas de Reissner

associada à teoria de estado plano de tensões para proceder a análise de estruturas

constituídas pela associação espacial de placas e chapas submetidas a carregamen-

tos quaisquer. Além disso, ao contrário do que ocorre em [8, 9], onde apenas

duas sub-regiões convergem para uma mesma interface, neste trabalho várias sub-

regiões podem compartilhar de uma mesma interface, possibilitando uma maior

generalidade nas análises.

Um sistema �nal de equações é obtido tratando cada lâmina individualmente

como uma sub-região. Após as transformações de coordenadas nas equações de

cada sub-região, procede-se à compatibilização de deslocamentos e o equilíbrio das

forças.

Logo, para uma lâmina isolada os efeitos de extensão e de �exão estão to-

2



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

talmente desacoplados e os mesmos só acoplam-se a partir da existência de duas

lâminas não coplanares.

Para descrição do corpo da dissertação, esta foi dividida em oito capítulos,

sendo o primeiro a introdução e os demais comentados de forma sucinta a seguir.

No Capítulo 2, são apresentados, primeiramente, alguns conceitos básicos rela-

tivos à elasticidade plana para problemas no regime elástico-linear. Os problemas

elásticos são analisados através da consideração de que os estados de tensão e

de deformação independem de uma das coordenadas. Desta forma, o fenômeno

elástico ocorre de forma igual em todos os planos perpendiculares a essa coorde-

nada independente. Fazem parte desses problemas os denominados estado plano

de tensão (EPT) e estado plano de deformação (EPD).

No Capítulo 3 são descritos os fundamentos da teoria de �exão de placas de

Reissner. A teoria de Reissner, quando comparada à teoria clássica de Kirchho¤,

apresenta a vantagem de considerar os efeitos de deformação transversal por cisa-

lhamento. Assim, a teoria de Reissner é válida tanto para placas delgadas como

para placas espessas.

No Capítulo 4, são obtidas a Identidade de Somigliana para problemas de

elasticidade plana e a equação integral de contorno utilizando a dedução formal.

Além disso, são apresentados os tensores da solução fundamental para um meio

elástico in�nito e as expressões necessárias para o cálculo dos deslocamentos e das

tensões nos pontos internos e do contorno.

Já no Capítulo 5, as equações diferenciais de �exão de placas de Reissner são

transformadas em equações integrais através do emprego do segundo teorema de

Betti. Além disso, são apresentados os tensores da solução fundamental para um

meio elástico in�nito e obtidas as equações para a solução de problemas de �exão

de placas, tanto no contorno como nos pontos internos.

No Capítulo 6, são comentadas as implementações numéricas empregadas, ex-

pondo acerca dos elementos aplicados nas análises (contínuos e descontínuos), as

funções de interpolação adotadas, os procedimentos empregados nos casos de des-

continuidade da normal ou das condições de contorno e as integrações numéricas

utilizadas. Descreve-se, também, o processo de associação de cada lâmina, que

contém equações desacopladas de extensão e de �exão, utilizando-se a técnica de

sub-região para a de�nição do sistema geral de equações. Em seguida, apresenta-se

o processo de obtenção dos deslocamentos nos pontos internos a partir dos valores

obtidos no contorno.

Alguns exemplos numéricos são apresentados no Capítulo 7, sendo os resultados
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obtidos comparados com outras sistemáticas de análises dos problemas propostos,

como por exemplo a teoria da resistência dos materiais e o método dos elementos

�nitos (MEF).

Finalmente no Capítulo 8, são expostas as conclusões gerais referentes aos

estudos desenvolvidos neste trabalho e feitas algumas sugestões para trabalhos

futuros.
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Cap�́tulo2
Elasticidade Plana

2.1 Introdução

Em alguns casos, o problema elástico pode ser analisado através da conside-

ração de que os estados de tensão e de deformação independem de uma das co-

ordenadas. O fenômeno elástico ocorre da mesma forma em todos os planos per-

pendiculares a essa coordenada independente. Fazem parte destes problemas os

denominados estado plano de tensão e estado plano de deformação.

Neste capítulo serão apresentados alguns conceitos e hipóteses básicas da teo-

ria da elasticidade bidimensional, necessárias ao desenvolvimento dos capítulos

subseqüentes.

A importância do estudo da elasticidade bidimensional está no fato de que

durante a associação de placas e chapas, os efeitos de extensão serão analisados

através do emprego do conceito de estado plano de tensão.

Para um estudo mais detalhado do assunto, recomenda-se as referências [10,

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].

2.2 Estados Planos

2.2.1 Estado Plano de Tensão (EPT)

Os problemas de estado plano de tensão são caracterizados por estruturas na

forma de chapas delgadas de espessura constante, sendo o carregamento aplicado

nas direções paralelas ao plano xy e distribuído na espessura b da chapa (Figura

2.1).
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Figura 2.1: Estado plano de tensão

Neste caso, sendo pequena a espessura, admite-se que o estado de tensão é

completamente de�nido pelas componentes de tensões �x, �y e �xy, independentes

de z. As demais componentes �z, �xz e � yz, são tomadas iguais a zero, uma vez

que as faces z = � b
2
estão livres de forças externas.

As componentes de deformação xz e yz são nulas e a deformação especí�ca

"z pode ser obtida em função de "x e "y; da seguinte forma1:

"z = �
�

1� �
("x + "y) , (2.1)

onde � é o coe�ciente de Poisson.

2.2.2 Estado Plano de Deformação (EPD)

Os problemas de estado plano de deformação ocorrem em sólidos prismáticos,

em que as cargas são paralelas ao plano xy e não variam na direção da coordenada

z. Assume-se que os deslocamentos na direção z sejam restringidos nos apoios

(Figura 2.2), e que estes não oferecem atrito para deslocamentos no plano xy.

Desta forma, qualquer seção transversal (paralela ao plano xy) encontra-se

submetida ao mesmo estado de deformações, onde as componentes "z, xz e yz
1No estado plano de tensão, onde a deformação na direção transversal z não é impedida,

ocorre "z pelo efeito de Poisson.

6



CAPÍTULO 2. ELASTICIDADE PLANA

Figura 2.2: Estado plano de deformação

são iguais a zero e a tensão normal �z pode ser obtida em função das tensões

normais �x e �y, da seguinte forma:

�z = � (�x + �y) . (2.2)

A existência de tensões normais �z na direção longitudinal do sólido deve-se

ao fato de que cada lâmina entre seções adjacentes, que tenderia a se deformar

na direção z pelo efeito de Poisson, tem essa deformação impedida pelas lâminas

vizinhas [10]. Esse impedimento à deformação na direção z acarreta o surgimento

da tensão �z.

2.3 Equações Gerais da Elasticidade Plana

Para a simpli�cação das equações obtidas para os problemas de estado plano

de tensão e estado plano de deformação, utiliza-se a notação cartesiana indicial,

ou seja, os índices 1 e 2 são empregados em substituição a x e y, respectivamente

(Figura 2.3). Assim, os símbolos de somatório são desnecessários sempre que o

mesmo índice aparecer duas vezes em um termo qualquer.

2.3.1 Equações Diferenciais de Equilíbrio

Em um sólido em equilíbrio sob a ação de um sistema de forças, considere um

paralelepípedo retangular de arestas dx1 e dx2, paralelas aos eixos coordenados

(Figura 2.4).
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Figura 2.3: Corpo sólido com carregamento no plano x1x2

Figura 2.4: Tensões e forças de volume
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Devido a continuidade das tensões, pode-se concluir que as componentes de

tensão correspondentes em faces paralelas do elemento diferem entre si de uma

quantidade in�nitesimal. Além disso, sobre o paralelepípedo elementar pode agir

uma força de volume b, cujas componentes são designadas por b1 e b2 .

Tendo em vista o equilíbrio de forças e de momentos do elemento e observando

que as componentes de forças de volume e os incrementos in�nitesimais nas tensões

dão contribuições de ordem superior para o equilíbrio de momentos, obtêm-se as

seguintes equações de equilíbrio estático:

�ij;i + bj = 0; i = 1; 2; j = 1; 2; (2.3)

onde �ij representam as componentes do tensor de tensões e bj as componentes

das forças de volume. As derivadas espaciais são indicadas por vírgulas, ou seja,
@�ij
@xi

= �ij; i.

As equações (2.3) devem ser atendidas em todos os pontos no interior do

domínio 
. Além disso, se não há momentos aplicados no corpo sólido, as condições

de equilíbrio conduzem a:

�ij = �ji: (2.4)

Portanto, a matriz de tensões para um ponto no interior do domínio 
 é

simétrica e representada por:

� =

"
�11 �12

�21 �22

#
.

Cabe ressaltar que, como x1 e x2 representam condições indeformadas do corpo,

as condições de equilíbrio são implementadas na con�guração inicial e não na

con�guração deformada [10, 11]. Tal simpli�cação deve-se a hipótese de pequenas

mudanças de con�guração (linearidade geométrica).

2.3.2 Relações Deformação-Deslocamento

As relações deformação-deslocamento representam relações de natureza geo-

métrica entre as componentes ui de deslocamento e as componentes "ij de defor-

mação.

Assim, dados os deslocamentos, as componentes de deformação são obtidas por

derivação, da seguinte forma:
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"ij =
1

2
(ui;j + uj;i) . (2.5)

O estado de deformação de um ponto no interior do corpo é de�nido pelo tensor

de deformações especí�cas:

" =

"
"11 "12

"21 "22

#
.

Tendo em vista a preservação da continuidade do meio sólido quando o mesmo

se deforma, passando da con�guração inicial à con�guração �nal deformada, é

necessário que o correspondente campo de deslocamentos seja representado por

funções contínuas e unívocas [10]. Em problemas de estado plano, essa con-

tinuidade e forma única tem como condição necessária e su�ciente o atendimento

a equação de compatibilidade:

@2"11
@x22

+
@2"22
@x21

= 2
@2"12
@x1@x2

. (2.6)

2.3.3 Equações Constitutivas

As equações constitutivas consistem em relações que ligam as componentes de

tensão às de deformação, caracterizando o comportamento do material.

As seguintes hipóteses são admitidas:

i) quanto ao material: admite-se o sólido constituído de material homogê-

neo, isótropo e de comportamento elástico-linear:

� material homogêneo: possui as mesmas propriedades em todos os

pontos;

� material isótropo: em cada ponto as propriedades são as mesmas

em todas as direções;

� material elástico-linear: as componentes de tensão relacionam-se

linearmente com as componentes de deformação.

ii) quanto ao estado inicial: admite-se o estado inicial neutro, ou seja, as

deformações são nulas quando todas as tensões são nulas.

Assim, as relações tensão-deformação podem ser escritas da seguinte forma:

�ij = Cijkl"kl, (2.7)
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onde Cijkl é o tensor de quarta ordem contendo as constantes elásticas do material,

assim expresso:

Cijkl =
2G�

1� 2� �ij�kl +G (�ik�jl + �il�jk) , (2.8)

sendo:

� G - Módulo de Elasticidade Transversal:

G =
E

2(1 + �)
; (2.9)

� E - Módulo de Elasticidade Longitudinal ou Módulo de Young;
� � - Coe�ciente de Poisson;
� �ij - Delta de Kroneker:

�ij = 1; se i = j

�ij = 0; se i 6= j.
(2.10)

Substituindo as equações (2.8) nas equações (2.7), obtém-se a Lei de Hooke

Generalizada, dada por:

�ij = 2G"ij +
2G�

1� 2� "kk�ij. (2.11)

As equações (2.3), (2.5) e (2.11) de�nem o problema de elasticidade linear para

o estado plano de deformação. Para o caso de estado plano de tensão deve-se

substituir � por
_
�, onde:

_
� =

�

1 + �
. (2.12)

Introduzindo, agora, as equações (2.5) nas equações (2.11), têm-se as expressões

das tensões em termos das derivadas de deslocamentos, que substituídas nas equações

(2.3), levam às equações de equilíbrio de Navier no domínio 
:

Guj;kk +
G

1� 2� uk;kj + bj = 0. (2.13)

2.4 Condições de Contorno

Na formulação do problema elástico, além das equações que devem ser satis-

feitas no domínio 
, outras condições devem ser atendidas no contorno � do sólido.
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De maneira geral, pode-se ter (vide Figura 2.3):

i) deslocamentos prescritos na região �1 do contorno;

ii) forças de superfície prescritas na região �2 do contorno.

No primeiro caso, as condições são representadas a seguir, onde as quantidades

com barra referem-se aos valores prescritos das grandezas.

ui =
_
ui em �1. (2.14)

No segundo caso, tendo em vista as expressões de Cauchy para as tensões em

um plano qualquer do corpo sólido:

�i = �ijnj, (2.15)

onde �i são as componentes do vetor tensão e nj os cossenos diretores da normal, e

conforme ilustrado na �gura 2.5, pode-se obter as seguintes condições de equilíbrio

no contorno �2 do corpo:

�pi = pi = �ijnj em �2, (2.16)

onde p̄i representa as componentes do vetor de forças de superfície prescritas numa

faceta cuja normal aponta para fora do corpo.

Figura 2.5: Forças de superfície

As equações (2.16) podem ser escritas na forma seguinte, mediante a substi-

tuição das equações (2.5) nas equações (2.11), e o resultado desta substituído nas

equações (2.16):
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2G�

1� 2� uk;k ni +G (ui;j + uj;i)nj = �pi. (2.17)

As equações (2.13), sujeitas às condições de contorno (2.14) e (2.17), de�nem

o problema de estado plano com formulação em termos de deslocamentos.
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Cap�́tulo3
Teoria de Placas de Reissner

3.1 Introdução

As placas são elementos estruturais planos, submetidas a carregamentos trans-

versais e com a espessura muito menor que as demais dimensões, podendo ser

classi�cadas como delgadas ou espessas, de acordo com a relação entre a espessura

e a menor dimensão no plano. Placas cuja relação estabelecida não ultrapasse 1=20

são classi�cadas pela maioria dos autores como delgadas e são analisadas pelo que

é conhecido na literatura como teoria de Kirchho¤. Nos casos em que a relação

acima citada ultrapassa 1=20, as placas são consideradas em geral como espessas,

e devem ser tratadas no âmbito de uma teoria de placas como a de Reissner.

A diferença básica entre as duas teorias citadas reside no fato de que a teoria

de Reissner leva em consideração os efeitos de deformação transversal por cisa-

lhamento, o que é desprezado pela teoria clássica de Kirchho¤. Assim, a teoria de

Reissner é válida tanto para placas delgadas como para placas espessas sendo, em

função disso, empregada no presente trabalho.

A teoria de Reissner para �exão de placas baseia-se na teoria da elasticidade

e no princípio de Hellinger-Reissner, recaindo em um problema de integração de

sexta ordem, que deve satisfazer a três condições de contorno por bordo.

São apresentados neste capítulo, as equações básicas para o cálculo de placas

pela formulação de REISSNER [18, 19, 20], bem como a de�nição das condições

de contorno do problema.

Assim, através do estudo da teoria de Reissner para placas, juntamente com os

aspectos teóricos da elasticidade plana, apresentados no Capítulo 2, �cam estabele-

cidas as formulações necessárias para o desenvolvimento do processo de associação
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de chapas e placas.

3.2 Hipóteses Básicas

Conforme mencionado no item 2.3, neste trabalho é empregada a notação

cartesiana indicial, que é extremamente útil em derivadas e na simpli�cação das

equações.

Para o presente capítulo, referente a teoria de placas de Reissner, e para o

Capítulo 5, onde é aplicado o método dos elementos de contorno para a teoria de

placa de Reissner, a notação indicial adotada é a seguinte:

i) índices i, j, k ! variam de 1 a 3 ;

ii) índices �, �, , � ! variam de 1 a 2.

Assim, seja uma placa homogênea, isotrópica e de comportamento elástico-

linear, com espessura h e solicitada por um carregamento uniforme transversal q

por unidade de área.

Sejam, ainda, xi eixos cartesianos ortogonais, com x� na superfície média e

x3 na direção transversal à placa (Figura 3.1). A origem do sistema de eixos

encontra-se em um ponto qualquer sobre o plano médio da placa.

Figura 3.1: Sistema de eixos de referência

A teoria de �exão de placas de Reissner admite, como hipótese básica, a vari-

ação linear das tensões ��� ao longo da espessura da placa [21].
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3.3 Tensões

Sendo as condições de carga nas faces da placa dadas por �33 = �
q

2
e ��3 = 0,

para x3 = �
h

2
[22, 23], e adimitindo a hipótese básica das tensões ��� variarem

linearmente na espessura (item 3.2 ), pode-se obter as expressões das tensões em

termo dos esforços solicitantes:

��� =
12M��

h3
x3. (3.1)

Figura 3.2: Distribuição das tensões ��� ao longo da espessura da placa

Pela consideração do equilíbrio de um elemento in�nitesimal, obtêm-se as de-

mais componentes de tensão1:

��3 =
3Q�
2h

"
1�

�
2x3
h

�2#

�33 =
qx3
2h

"
3�

�
2x3
h

�2#
.

(3.2)

1Veri�ca-se que as tensões ��3 apresentam uma variação parabólica ao longo da espessura da
placa e �33 uma variação cúbica.
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3.4 Esforços Solicitantes

Os esforços solicitantes, momentosM�� e esforços cortantes Q�, são obtidos de

forma análoga ao considerado na teoria clássica, ou seja, mediante a integração da

distribuição das tensões ao longo da espessura da placa [21].

Assim, os esforços solicitantes por unidade de comprimento, atuando na super-

fície média da placa, são dados por:

i) Momentos �etores e momento de torção:

M�� =

Z h
2

�h
2

���x3 dx3; (3.3)

ii) Esforços cortantes:

Q� =

Z h
2

�h
2

��3 dx3. (3.4)

Os sentidos positivos adotados para os momentos e para os esforços cortantes

são indicados nas Figuras 3.3 e 3.4, respectivamente.

Figura 3.3: Sentidos positivos para os momentos
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Figura 3.4: Sentidos positivos para os esforços cortantes

3.5 Equações de Equilíbrio

Considerando a teoria da elasticidade para pequenas mudanças de con�guração

e fazendo o equilíbrio de um elemento in�nitesimal de placa (Figura 3.5), de di-

mensões dx� ao longo da superfície média e dx3 na direção transversal à placa,

obtêm-se as seguintes equações de equilíbrio [21]:

i) Equilíbrio de forças na direção x3:

Q�;� + q = 0; (3.5)

ii) Equilíbrio de momentos em relação aos eixos x�2:

M��;� �Q� = 0. (3.6)

Visto que não há nenhuma força aplicada na direção x� e nenhum momento em

relação ao eixo x3, as três equações dadas por (3.5) e (3.6) de�nem completamente

o equilíbrio do elemento de placa.

2O momento produzido pela carga q e o momento devido a
@Q�
@x�

dx�, em relação ao eixo x�,

são negligenciados em função de representarem parcelas de ordem superior em relação aos demais
termos.
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Figura 3.5: Elemento de placa em equilíbrio

3.6 Deslocamentos Generalizados

Para pontos situados na superfície média da placa, serão considerados desloca-

mentos generalizados �� e w que representam a média ponderada dos deslocamen-

tos vi de pontos situados ao longo da espessura nas direções dos eixos coordenados.

De�ne-se os deslocamentos generalizados �� e w através da equação obtida pela

igualdade do trabalho dos esforços solicitantes sobre os deslocamentos médios e do

trabalho total das tensões correspondentes sobre os deslocamentos vi da mesma

seção3:

R h
2

�h
2

���v� dx3 =M����

R h
2

�h
2

��3v3 dx3 = Q�w:

(3.7)

Substituindo as equações (3.1) e (3.2) nas equações (3.7), obtêm-se os desloca-

mentos generalizados �� e w em função dos deslocamentos vi [21, 22, 23]:

3E. Reissner, no tratamento deste assunto, fez uso do princípio do trabalho mínimo de Cas-
tigliano [24], para a introdução das condições de compatibilidade na análise.
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i) Rotação da normal à superfície média nos planos x�x3:

�� =
12

h3

Z h
2

�h
2

v�x3 dx3; (3.8)

ii) Deslocamento transversal:

w =
3

2h

Z h
2

�h
2

v3

"
1�

�
2x3
h

�2#
dx3. (3.9)

3.7 Deformações Generalizadas

As expressões das deformações generalizadas de �exão e de cisalhamento, para

a teoria elástica-linear, em função dos deslocamentos generalizados �� e w, são

expressas por:

i) Deformações de �exão:

��� =
1

2

�
��;� + ��;�

�
; (3.10)

ii) Deformações cisalhantes transversais:

 � = �� + w;�. (3.11)

Na teoria de Reissner, as deformações cisalhantes transversais não são des-

prezadas, ao contrário do que ocorre na teoria clássica, onde elas são negligenciadas

( � = 0). Assim, as rotações na teoria clássica são obtidas por simples derivação

do deslocamento transversal (�� = �w;�).

3.8 Expressões dos Esforços

Utilizando-se a teoria da elasticidade para pequenas mudanças de con�guração,

aliada a princípios variacionais, pode-se obter as expressões dos momentos e dos

esforços cortantes em função dos deslocamentos generalizados �� e w [22, 23]:
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i) Momentos:

M�� =
D (1� �)

2

�
��;� + ��;� +

2�

1� �
�;���

�
+

�q

(1� �)�2
���; (3.12)

ii) Esforços cortantes:

Q� =
D (1� �)�2

2
(�� + w;�) , (3.13)

sendo:

� D - Rigidez à �exão da placa:

D =
Eh3

12 (1� �2)
; (3.14)

� � - Constante característica das equações de Reissner:

� =

p
10

h
; (3.15)

� ��� - Delta de Kroneker.

3.9 Equações de Reissner

As equações de equilíbrio (3.5) e (3.6), acrescidas das equações para os es-

forços solicitantes em termos dos deslocamentos generalizados �� e w, dadas em

(3.12) e (3.13), formam um sistema com oito equações, que devem satisfazer a três

condições de contorno por bordo da placa.

Através da substituição das equações (3.12) e (3.13) nas equações de equilíbrio

(3.5) e (3.6), condensa-se essas oito equações, permitindo assim a obtenção de um

sistema com três equações diferenciais parciais:

Q� �
1

�2
r2Q� +

1

�2 (1� �)
q;� = �D

@

@x�

�
r2w

�

Dr4w +
(2� �)

�2 (1� �)
r2q = q,

(3.16)

21



CAPÍTULO 3. TEORIA DE PLACAS DE REISSNER

onde:

r2 =
@2

@x�@x�
! Operador de Laplace

r4 = r2r2

3.10 Condições de Contorno

Na formulação do problema de �exão de placas de Reissner, além das equações

que devem ser satisfeitas no domínio 
, outras condições devem ser atendidas no

contorno � da placa.

Devem ser satisfeitas três condições de contorno por bordo, podendo-se pres-

crever em cada uma das três direções generalizadas o deslocamento ou a força de

superfície correspondente.

Sendo �1 a parte do contorno onde os deslocamentos generalizados �� e w são

prescritos e �2 onde as forças de superfície generalizadas p� e p3 são prescritas,

têm-se:

i) Em �1:

�� = ��

w = w;
(3.17)

ii) Em �2:

p� = p�

p3 = p3,
(3.18)

sendo:

p� =M��n�

p3 = Q�n�
(3.19)

e

p� =M��n�

p3 = Q�n�,
(3.20)

onde n� são os cossenos diretores da normal exterior ao contorno.
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Na teoria de Reissner, ao contrário do que ocorre na teoria clássica, as três

condições de contorno físicas do problema são satisfeitas independentemente e a

in�uência da espessura sobre os deslocamentos e esforços resultantes é levada em

consideração [19].
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Cap�́tulo4
Método dos Elementos de Contorno

Aplicado à Elasticidade Plana

4.1 Introdução

As equações diferenciais da elasticidade plana, apresentadas no Capítulo 2,

serão transformadas em equações integrais através do emprego do método dos

elementos de contorno [25, 26, 27, 28].

O método dos elementos de contorno, que pode ser deduzido a partir da se-

gunda ou terceira identidades de Green, do método dos resíduos ponderados ou

do príncipio dos trabalhos virtuais, será formulado a partir do segundo teorema

de Betti [25].

O segundo teorema de Betti estabelece que se dois estados de tensão (a) e (b)

existem e satisfazem às equações de equilíbrio, então o trabalho realizado pelas

forças do sistema (a) sobre os deslocamentos do sistema (b) é igual ao trabalho

realizado pelas forças de (b) sobre os deslocamentos de (a). Escolhendo o sistema

(a) como solução fundamental e o sistema (b) como o problema real, o resultado

é uma equação integral de contorno relacionando os deslocamentos e forças de

superfície.

Neste capítulo, serão apresentados, também, os tensores da solução fundamen-

tal da elasticidade plana para um meio elástico in�nito e as expressões empregadas

no cálculo dos deslocamentos e das tensões no contorno e nos pontos internos.

No �nal serão feitas considerações acerca do tratamento de regiões regulares

in�nitas, onde se faz necessária a consideração de algumas hipóteses adicionais

relativas ao comportamento das funções envolvidas.
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4.2 Identidade de Somigliana

Seja o corpo de�nido por 
[ � (Figura 4.1) que encontra-se em equilíbrio sob

a ação de cargas prescritas em �2 e deslocamentos prescritos em �1. Este estado

de equílibrio é representado pelo grupo �ij, "ij, ui, pi e bi.

Figura 4.1: Sólido submetido à ação de forças e deslocamentos prescritos

Adotando a existência de um domínio 
� com contorno ��, contendo o corpo


[� (Figura 4.2), tem-se que esta nova região também encontra-se em estado de
equilíbrio representado por ��ij, "

�
ij, u

�
i , p

�
i e b

�
i .

Figura 4.2: Região contendo o corpo 
 [ �
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Se as propriedades elásticas são válidas para ambos os casos, a integral de

reciprocidade pode ser deduzidas por simples simetria dos tensores envolvidos,

isto é1: Z



�ij"
�
ijd
 =

Z



"ij�
�
ijd
. (4.1)

Integrando duas vezes por partes ambos os lados da equação (4.1) e empregando

as equações (2.5) e (2.3), tem-se:Z



b�iuid
 +

Z
�

p�iuid� =

Z



biu
�
i d
 +

Z
�

piu
�
i d�, (4.2)

que corresponde ao segundo teorema de Betti ou teorema da reciprocidade [25].

A equação (4.2) pode ser modi�cada, assumindo que as componentes das forças

de volume b�i correspondem a forças concentradas unitárias aplicadas no ponto �

2 
� em cada uma das direções de�nidas pelo vetor de componentes Pi (Figura

4.3):

b�j = �(�; x)Pi, (4.3)

onde �(�; x) representa a "função" Delta de Dirac, � o ponto fonte e x o ponto

campo (x 2 
�).

Figura 4.3: Forças concentradas unitárias aplicadas no ponto � 2 
�

1Assume-se que a solução para ��ij existe e que satisfaz as equações que governam o problema,
incluindo as condições de equilíbrio.
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A "função" Delta de Dirac apresenta as seguintes propriedades:

�(�; x) = 0 se � 6= x

�(�; x)!1 quando � ! xZ

�

f (x)� (�; x) d
 (x) = f (�) .
(4.4)

Assim, a primeira integral da equação (4.2) pode ser substituída por:Z



b�iuid
 = ui (�)Pi. (4.5)

Além disso, se for adotada cada carga concentrada atuando independentemente,

os deslocamentos e forças de superfície podem ser escritas nas formas:

u�j = u�ij (�; x)Pi

p�j = p�ij (�; x)Pi,
(4.6)

onde u�ij (�; x) e p
�
ij (�; x) representam os deslocamentos e forças de superfície na

direção j no ponto x, devido a uma força unitária aplicada na direção i no ponto

�.

Alternativamente, então, pode-se escrever a equação (4.2) para representar

cada componente do deslocamento no ponto � em separado:

ui(�) =

Z
�

u�ij (�; x) pj (x) d� (x)�
Z
�

p�ij (�; x)uj (x) d� (x)+

Z



u�ij (�; x) bj (x) d
 (x)

(4.7)

As equações (4.7) são conhecidas como identidade de Somigliana para desloca-

mentos [25] e são obtidas em reciprocidade com a solução singular da equação de

Navier, satisfazendo:

Gu�j;kk +
G

1� 2� u
�
k;kj +�(�; x)Pj = 0. (4.8)

Conseqüentemente, as soluções das equações (4.8) são chamadas soluções fun-

damentais.
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4.3 Solução Fundamental

As soluções para as equações de equilíbrio de Navier (4.8) são chamadas soluções

fundamentais. Existem soluções diferentes para essas equações que podem ser

igualmente empregadas. Contudo, estas soluções variam tanto em relação à região


� [ �� como também em relação às condições de contorno.

No presente trabalho, considera-se 
� como um meio elástico in�nito e, conse-

qüentemente, �� está situado a uma distância in�nita do corpo. A correspondente

solução fundamental é devida a Kelvin [2] e as expressões para os deslocamentos

e forças de superfície, representadas na �gura 4.4, são dadas por [29, 30]:

i) Deslocamentos:

u�ij(�; x) =
�1

8�(1� �)G
f(3� 4�) ln (r) �ij � r;ir;jg

U� =

"
u�11 u�12

u�21 u�22

#
;

(4.9)

ii) Forças de superfície:

p�ij(�; x) =
�1

4�(1� �)r

�
[(1� 2�)�ij + 2r;ir;j]

@r

@n
� (1� 2�)(r;inj � r;jni)

�

P� =

"
p�11 p�12

p�21 p�22

#
,

(4.10)

onde r=r(�; x) representa a distância entre o ponto fonte � e o ponto campo x e

suas derivadas são tomadas com refêrencia às coordenadas do ponto x, ou seja:

r = (riri)
1
2 ,

ri = xi (x)� xi (�) ,

r;i =
@r

@xi (x)
=
ri
r
.

(4.11)

Além disso, as componentes de deformações "�ij (Figura 4.5) e de tensões �
�
ij

(Figura 4.6) em um ponto x, devido a uma carga unitária aplicada no ponto � na

direção i, podem ser escritas como:
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Figura 4.4: Carga concentrada unitária aplicada na região in�nita

i) Deformações:

"�ijk(�; x) =
�1

8�(1� �)Gr
f(1� 2�) (r;j�ik + r;k�ij)� r;i�jk + 2r;ir;jr;kg

"� =

"
"�111 "�112 "�211 "�212

"�121 "�122 "�221 "�222

#
;

(4.12)

ii) Tensões:

��ijk(�; x) =
�1

4�(1� �)r
f(1� 2�) (r;j�ik + r;k�ij � r;i�jk) + 2r;ir;jr;kg

�� =

"
��111 ��112 ��211 ��212

��121 ��122 ��221 ��222

#
.

(4.13)

As expressões para o estado plano de deformações são válidas para o estado

plano de tensão desde que � seja substituído por
_
�, conforme apresentado na

equação (2.12).
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Figura 4.5: Deformações fundamentais

Figura 4.6: Tensões fundamentais
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4.4 Equação Integral de Contorno

Mesmo conhecendo a solução de Kelvin [2], a identidade de Somigliana não

pode ser empregada para a obtenção dos deslocamentos (ou tensões) enquanto

não forem conhecidos os deslocamentos e forças de superfície em todo o contorno

� (forças de volume são sempre prescritas).

Para que as equações (4.7) representem deslocamentos no contorno, pode-se

utilizar a seguinte alternativa [25, 26]: do domínio 
 do corpo é subtraído um

setor circular 
", conforme �gura 4.7, com o centro no ponto fonte � e de raio ".

Figura 4.7: Ponto singular � removido por um setor circular

Assim, a equação (4.1) pode ser escrita para o corpo apresentado na Figura 4.7

da seguinte forma: Z

�
"

�ij"
�
ijd
 =

Z

�
"

"ij�
�
ijd
, (4.14)

onde 
� 
" é o domínio removido do setor circular.
Como o ponto fonte � não pertence mais ao domínio 
�
", os tensores funda-

mentais não são mais singulares. Integrando por partes a equação (4.14) e tendo

em vista que �(�; x) = 0 em todo o domínio 
� 
", tem-se:
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Z
���"+�"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) =

Z
���"+�"

u�ij (�; x) pj (x) d� (x)+

+

Z

�
"

u�ij (�; x) bj (x) d
 (x) ,
(4.15)

onde a hipótese de que cada carga unitária atua em separado já foi feita.

Examinando o limite quando "! 0 de cada integral da equação (4.15), tem-se:

lim
"!0

Z
���"+�"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) = lim
"!0

Z
�"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x)+

+lim
"!0

Z
���"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) ,
(4.16)

onde a primeira integral à direita pode ser escrita como:

lim
"!0

Z
�"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) = lim
"!0

Z
�"

p�ij (�; x) [uj (x)� uj (�)] d� (x)+

+lim
"!0
fuj (�)

Z
�"

p�ij (�; x) d� (x)g.
(4.17)

Claramente, a primeira integral à direita da equação (4.17) desaparece devido

às condições de continuidade de uj (x) e a segunda integral pode ser escrita como:

Cij (�) = lim
"!0

Z
�"

p�ij (�; x) d� (x) . (4.18)

Voltando à equação (4.16), veri�ca-se que a segunda integral à direita deve

ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy, cuja existência pode ser

demonstrada se uj (x) satis�zer às condições de Hölder [3, 5]:

juk (x)� uk (�)j � �r�, (4.19)

onde � e � são constantes positivas.
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Portanto, tomando-se o limite quando "! 0, as equações (4.15) fornecem:

Cij (�)uj(�) +

Z
�

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) =

Z
�

u�ij (�; x) pj (x) d� (x)+

+

Z



u�ij (�; x) bj (x) d
 (x) ,
(4.20)

onde a integral do lado esquerdo é no sentido do valor principal de Cauchy.

Os coe�cientes Cij (�) foram de�nidos nas equações (4.18). Se o contorno

for suave Cij (�) = �ij=2; Caso contrário, expressões fechadas para esses coe�-

cientes podem ser obtidas nas referências [31, 32]. Para pontos no domínio, têm-se

Cij (�) = �ij e para pontos externos ao corpo Cij (�) = 0. O cálculo dos coe�cientes

Cij (�) é em geral trabalhoso, o que faz com que em aplicações práticas eles sejam

obtidos de forma indireta, através do emprego de movimentos de corpo rígido.

As equações (4.20) fornecem uma relação que deve ser satisfeita pelas forças

de superfície e deslocamentos no contorno (incluindo forças de volume que são

conhecidas). Portanto, quando as condições de contorno são aplicadas, as equações

(4.20) podem ser utilizadas para calcular as demais incógnitas no contorno.

4.5 Deslocamentos e Tensões nos Pontos Inter-

nos

4.5.1 Deslocamentos

Os deslocamentos para um ponto interno � qualquer podem ser obtidos a partir

da identidade de Somigliana (equações (4.7)).

4.5.2 Tensões

As equações (4.7) são uma representação contínua dos deslocamentos em pontos

no interior do corpo. Conseqüentemente, as componentes de tensões em pontos

internos podem ser obtidas a partir da substituição dos resultados da derivação das
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equações (4.7) em relação à coordenada �2 na Lei de Hooke Generalizada (equações

(2.11)). As expressões �nais são dadas por:

�ij(�) =

Z
�

u�ijk (�; x) pk (x) d� (x)�
Z
�

p�ijk (�; x)uk (x) d� (x)+

+

Z



u�ijk (�; x) bk (x) d
 (x) .
(4.21)

Deve-se observar que as derivadas foram tiradas diretamente dentro das inte-

grais. Tal procedimento é válido neste caso, porém não é sempre aplicável nas

integrais de domínio.

Para a solução fundamental de Kelvin, os novos tensores são escritos da seguinte

forma:

u�ijk = ���ijk (apresentado no item 4.3),

p�ijk =
G

2�(1� �)r2
f2 @r
@n
[(1� �)�ijr;k + � (�ikr;j + �jkr;i)� 4r;ir;jr;k] +

+2�(nir;jr;k + njr;ir;k) + (1� 2�)(2nkr;ir;j+
+nj�ik + ni�jk)� (1� 4�)nk�ijg.

(4.22)

4.6 Tensões no Contorno

Em muitas aplicações é de interesse o conhecimento não apenas das tensões no

interior do corpo, mas também do tensor de tensões completo no contorno [12, 33].

Empregando a matriz de transformação para tensor de primeira ordem [34],

obtêm-se os deslocamentos e as forças de superfície em relação a um sistema de

referência local ao elemento (Figura 4.8).

As equações de Cauchy (2.15), para o sistema de referência local, fornecem:

�22 = p2,

�12 = p1.
(4.23)

2Para obtenção das deformações especí�cas.
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Figura 4.8: Sistema de referência local ao elemento

A componente de deformação "11 para este sistema de referência é facilmente

calculado por:

"11 =
@u1
@x1

. (4.24)

Para o estado plano de deformação, a Lei de Hooke Generalizada (equação(2.11))

fornece:

"22 =
1

1� �

�
(1� 2�) �22

2G
� �"11

�
. (4.25)

Substituindo a equação (4.25) em (2.11), agora para obter �11, tem-se:

�11 =
1

1� �
[��22 + 2G"11] . (4.26)

A equação (4.26), juntamente com as equações (4.23), fornece o tensor de

tensões completo em qualquer ponto ao longo do contorno, em relação a um sistema

de referência local do elemento. Empregando a matriz de transformação para

tensor de segunda ordem, obtêm-se as tensões em relação ao sistema de referência

global.
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4.7 Regiões In�nitas

Nesta seção, a solução fundamental de Kelvin será estendida para problemas

com regiões regulares in�nitas. Regiões regulares in�nitas representam regiões

limitadas por uma superfície regular e contendo pontos su�cientemente distantes.

A extensão das equações (4.20) para o caso de regiões in�nitas deve ser feita

levando-se em consideração algumas hipóteses adicionais relativas às funções en-

volvidas. Estas hipóteses estão associadas ao comportamento das funções em uma

superfície in�nitamente distante de �, e são chamadas condições de regularidade

no in�nito.

Seja o raio � de uma esfera de superfície ��, centrada em �, que envolve as

cavidades do problema externo, representado na �gura 4.9. As equações (4.20)

podem ser escritas para a região entre � e �� (bj = 0 para simpli�car) da seguinte

forma:

Cij (�)uj(�) +

Z
�

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) +

Z
��

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) =

=

Z
�

u�ij (�; x) pj (x) d� (x) +

Z
��

u�ij (�; x) pj (x) d� (x) .
(4.27)

Figura 4.9: Região in�nita com cavidade

Se for tomado o limite quando � ! 1, as equações (4.27) podem ser escritas

em termos de integrais sobre � apenas se as seguintes condições de regularidade
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forem satisfeitas:

lim
�!1

Z
��

�
p�ij (�; x)uj (x)� u�ij (�; x) pj (x)

�
d� (x) = 0. (4.28)

Para problemas bidimensionais, considerando o contorno no in�nito (x 2 ��),
têm-se3:

d� (x) = jJ j d�) jJ j = O (�) ,

u�ij (�; x) =

�
O (ln �+ 1) , j = k

O (1) , j 6= k
,

p�ij (�; x) = O (��1) .

(4.29)

Portanto, para garantir que cada termo da equação (4.28) se anule separada-

mente, deve-se ter uj (x) = O (��1) e pj (x) = O (��2) [35]. Este caso, não corres-

ponde ao comportamento da solução fundamental no in�nito.

Porém, pode-se substituir uj (x) e pj (x) pelas soluções fundamentais e veri�car

que as equações (4.28) são satisfeitas. A diferença é que os termos não se anulam

separadamente, mas se cancelam quando �!1.
Assim, as equações (4.28) são sempre satisfeitas se, na pior das hipóteses, uj (x)

e pj (x) se comportarem como a solução fundamental no in�nito.

Neste caso, sendo as condições de regularidade atendidas, os problemas de

cavidade em meio in�nito podem ser representados por:

Cij (�)uj(�) +

Z
�

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) =

Z
�

u�ij (�; x) pj (x) d� (x) . (4.30)

3O(f(�)) signi�ca de ordem f(�).
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Cap�́tulo5
Método dos Elementos de Contorno

Aplicado à Teoria de Placas de Reissner

5.1 Introdução

As equações diferenciais da teoria de �exão de placas de Reissner, apresentadas

no Capítulo 3, serão transformadas em equações integrais através do emprego do

segundo teorema de Betti ou teorema da Reciprocidade.

Serão apresentados, também, os tensores da solução fundamental para um meio

elástico in�nito (deslocamentos e forças de superfície generalizadas) e obtidas as

equações tanto para a solução do problema no contorno como para o cálculo dos

deslocamentos e esforços solicitantes (momentos e cortantes) nos pontos internos

da placa.

No �nal do capítulo, serão feitas considerações acerca do cálculo de placas in�ni-

tas, onde se faz necessária a introdução de algumas hipóteses adicionais, relativas

às funções envolvidas.

5.2 Equação Integral

Para maior conveniência nas equações que serão deduzidas e empregadas, os

deslocamentos generalizados �� e w, de�nidos no item 3.6, serão representados por

u� e u3, ou ainda, genericamente por uk.

Assim, seja uma placa de�nida por um domínio 
 e um contorno �, em estado

de equilíbrio, sujeita a um carregamento q atuando em 
 e de espessura h.
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As condições de contorno para as três direções generalizadas da placa, são dadas

por:

uk =
_
uk em �1

pk =
_
pk em �2;

(5.1)

com � = �1 [ �2.
Adotando a existência de um domínio 
� com contorno ��, contendo a referida

placa (Figura 5.1), tem-se que esta nova região também encontra-se em estado de

equilíbrio.

Figura 5.1: Região 
� [ �� contendo a placa 
 [ �

Para cada uma das regiões apresentadas, têm-se as seguintes equações1:

i) Região 
 [ �:
- Deslocamentos generalizados: uk;

- Forças de Superfície: pk
sendo:

p� =M��n�

p3 = Q�n�;
(5.2)

1Equações apresentadas no Capítulo 3.
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- Deformações:

��� =
1

2
(u�;� + u�;�)

 � = u� + u3;�;
(5.3)

- Esforços:

M�� = D
1� �

2

�
u�;� + u�;� +

2�

1� �
u;���

�
+

�q

(1� �)�2
���

Q� = D
(1� �)�2

2
(u� + u3;�) ;

(5.4)

- Equações de Equilíbrio:

M��;� �Q� = 0

Q�;� + q = 0.
(5.5)

ii) Região 
� [ ��:
- Deslocamentos generalizados: u�k;

- Forças de Superfície: p�k
sendo:

p�� =M�
��n�

p�3 = Q��n�;
(5.6)

- Deformações:

���� =
1

2

�
u��;� + u��;�

�
 �� = u�� + u�3;�;

(5.7)

- Esforços:

M�
�� = D

1� �

2

�
u��;� + u��;� +

2�

1� �
u�;���

�

Q�� = D
(1� �)�2

2

�
u�� + u�3;�

�
;

(5.8)

- Equações de Equilíbrio:
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M�
��;� �Q�� + F �� = 0

Q��;� + F �3 = 0,
(5.9)

onde as componentes F �k representam as forças de domínio, de�nidas para a obtenção

da solução fundamental. Essas componentes apresentam as seguintes distribuições

ao longo da espessura da placa:

f �� =
12x3
h3

F ��

f �3 =
3F �3
2h

"
1�

�
2x3
h

�2#
.

(5.10)

A primeira das equações (5.4) pode ser reescrita da seguinte forma2:

M�� =M
(1)
�� +M

(2)
�� ; (5.11)

onde:

M
(1)
�� = D

1� �

2

�
u�;� + u�;� +

2�

1� �
u;���

�
(5.12)

M
(2)
�� =

�q

(1� �)�2
���. (5.13)

Assim, sejam as equações abaixo, relacionando os esforços solicitantes (momen-

tos e cortantes) com as deformações:

M
(1)
�� = C�����

M�
�� = C����

�
�

Q� = C3�3� �

Q�� = C3�3� 
�
�,

(5.14)

onde Ci�j� representa o tensor de constantes elásticas para o caso isotrópico.

A partir das equações (5.14), pode-se escrever:

M
(1)
�� �

�
�� +Q� 

�
� = C������

�
�� + C3�3� � 

�
�, (5.15)

ou ainda, através da consideração de simetria Ci�j� = Cj�i�:

2As equações (5.4) para momentos são divididas na soma de duas parcelas. A primeira
M

(1)
�� envolvendo apenas derivadas dos deslocamentos generalizados e a segundaM

(2)
�� envolvendo

apenas as contribuições do carregamento q atuante em 
.
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M
(1)
�� �

�
�� +Q� 

�
� = ��

�
C����

�
��

�
+  �

�
C3�3� 

�
�

�
: (5.16)

Substituindo as equações (5.14) em (5.16), têm-se:

M
(1)
�� �

�
�� +Q� 

�
� = ��M

�
� +  �Q

�
�. (5.17)

Isolando M (1)
�� nas equações (5.11) e substituindo (5.13), pode-se reescrever a

equação (5.17) da seguinte forma:�
M�� �

�q

(1� �)�2
���

�
���� +Q� 

�
� = ��M

�
� +  �Q

�
�. (5.18)

Integrando ambos os lados da equação (5.18) no domínio 
, tem-se:

Z



�
M�
����� +Q�� �

�
d
 =

Z



�
M���

�
�� +Q� 

�
�

�
d
� �

(1� �)�2

Z



q����
�
��d
.

(5.19)

Substituindo as equações (5.3) e (5.7) em (5.19) e aplicando o teorema da

divergência em ambos os lados, obtem-se:

Z
�

M�
��u�n�d��

Z



M�
��;�u�d
 +

Z



Q��u�d
 +

Z
�

Q��u3n�d��

�
Z



Q��;�u3d
 =

Z
�

M��u
�
�n�d��

Z



M��;�u
�
�d
 +

Z



Q�u
�
�d
+

+

Z
�

Q�u
�
3n�d��

Z



Q�;�u
�
3d
�

�

(1� �)�2

Z



qu��;�d
.

(5.20)

Empregando as equações (5.2) e (5.6), e ainda, as equações de equilíbrio (5.5)

e (5.9), tem-se que a equação (5.20) pode ser reescrita na forma:

Z
�

p��u�d��
Z



Q��u�d
 +

Z



F ��u�d
 +

Z



Q��u�d
 +

Z
�

p�3u3d�+

+

Z



F �3 u3d
 =

Z
�

p�u
�
�d��

Z



Q�u
�
�d
 +

Z



Q�u
�
�d
+

+

Z
�

p3u
�
3d� +

Z



qu�3d
�
�

(1� �)�2

Z



qu��;�d
.

(5.21)
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Eliminando os termos iguais e escrevendo de forma genérica para as três di-

reções, tem-se que a equação (5.21) pode ser expressa da seguinte forma:

Z



F �j ujd
 =

Z
�

pju
�
jd��

Z
�

ujp
�
jd� +

Z



q

�
u�3 �

�

(1� �)�2
u��;�

�
d
, (5.22)

que corresponde ao segundo teorema de Betti ou teorema da Reciprocidade.

As forças de domínio F �j , de�nidas nas equações (5.22), representam forças

generalizadas concentradas unitárias aplicadas em cada uma das três direções ge-

neralizadas de um ponto pertencente à região 
�.

Essas forças de domínio podem ser representadas pelas seguintes equações:

F �j = �(�; x)Pj, (5.23)

onde Pj = 1.

Considerando as equações (5.23) e (4.4), a integral do lado esquerdo de (5.22)

pode ser expressa na forma: Z



F �j ujd
 = uj (�)Pj. (5.24)

Adotando cada carga concentrada generalizada unitária atuando independen-

temente, pode-se escrever:

u�j = u�ij (�; x)Pi

p�j = p�ij (�; x)Pi,
(5.25)

onde u�ij (�; x) e p
�
ij (�; x) representam os deslocamentos e forças de superfície ge-

neralizados na direção j no ponto x, devido a uma força generalizada concentrada

unitária aplicada na direção i no ponto �.

Pode-se então, escrever a equação (5.22) para representar cada componente do

deslocamento no ponto � em separado:

ui(�) =

Z
�

u�ij (�; x) pj (x) d� (x)�
Z
�

p�ij (�; x)uj (x) d� (x)+

+

Z



�
u�i3 (�; x)�

�

(1� �)�2
u�i�;� (�; x)

�
q (x) d
 (x) .

(5.26)
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5.3 Solução Fundamental

A solução fundamental atende as equações de equilíbrio (5.9), escritas em ter-

mos dos deslocamentos generalizados (equações (5.8)), quando se considera que as

forças atuantes no domínio são forças concentradas generalizadas unitárias apli-

cadas no ponto fonte �.

Ela será caracterizada pelos tensores dos deslocamentos generalizados u�ij (�; x)

e correspondentes forças de superfície generalizadas p�ij (�; x).

5.3.1 Deslocamentos Generalizados

As expressões para os deslocamentos generalizados u�ij podem ser obtidas pelo

método de Hörmander [22, 36], e são dadas por:

u��� =
1

8�D (1� �)
f[8B (�r)� (1� �) (2 ln (�r)� 1)] ����

� [8A (�r) + 2 (1� �)] r;�r;�g

u��3 = �u�3� =
1

8�D
(2 ln (�r)� 1) rr;�

u�33 =
1

8�D (1� �)�2
�
(1� �) (�r)2 (ln (�r)� 1)� 8 ln (�r)

�
,

(5.27)

onde r=r(�; x), como no capítulo anterior, representa a distância entre o ponto

fonte � e o ponto campo x e suas derivadas são tomadas com referência às coor-

denadas do ponto x , ou seja:

r = (r�r�)
1
2 ,

r� = x� (x)� x� (�) ;

r;� =
@r

@x� (x)
=
r�
r
.

(5.28)

As funções A (�r) e B (�r) dependem das funções de Bessel modi�cadas de

ordem inteira K0 (�r) e K1 (�r), sendo dadas pelas seguintes equações:
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A (�r) = K0 (�r) +
2

�r

�
K1 (�r)�

1

�r

�

B (�r) = K0 (�r) +
1

�r

�
K1 (�r)�

1

�r

�
.

(5.29)

Empregando funções polinomiais [37], pode-se calcular as funções K0 (�r) e

K1 (�r):

i) para 0 < �r � 2:

K0 (�r) = � ln
�
�r

2

�
I0 (�r)� 0:57721566 + 0:42278420

�
�r

2

�2
+

+0:23069756

�
�r

2

�4
+ 0:03488590

�
�r

2

�6
+

+0:00262698

�
�r

2

�8
+ 0:00010750

�
�r

2

�10
+

+0:00000740

�
�r

2

�12
(5.30)

K1 (�r) =
1

�r
[�r ln

�
�r

2

�
I1 (�r) + 1:0000 + 0:15443144

�
�r

2

�2
�

�0:67278579
�
�r

2

�4
� 0:18156897

�
�r

2

�6
�

�0:01919402
�
�r

2

�8
� 0:00110404

�
�r

2

�10
�

�0:00004686
�
�r

2

�12
]

(5.31)

onde:

I0 (�r) = 1 + 3:5156229

�
�r

3:75

�2
+ 3:0899424

�
�r

3:75

�4
+

+1:2067492

�
�r

3:75

�6
+ 0:2659732

�
�r

3:75

�8
+

+0:0360768

�
�r

3:75

�10
+ 0:0045813

�
�r

3:75

�12 (5.32)
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I1 (�r) = �r[0:5 + 0:87890594

�
�r

3:75

�2
+ 0:51498869

�
�r

3:75

�4
+

+0:15084934

�
�r

3:75

�6
+ 0:02658733

�
�r

3:75

�8
+

+0:00301532

�
�r

3:75

�10
+ 0:00032411

�
�r

3:75

�12
]

(5.33)

ii) para �r � 2:

K0 (�r) =
1p
�re�r

[1:25331414� 0:07832358
�
2

�r

�
+

+0:02189568

�
2

�r

�2
� 0:01062446

�
2

�r

�3
+

+0:00587872

�
2

�r

�4
� 0:00251540

�
2

�r

�5
+

+0:00053208

�
2

�r

�6
]

(5.34)

K1 (�r) =
1p
�re�r

[1:25331414 + 0:23498619

�
2

�r

�
�

�0:03655620
�
2

�r

�2
+ 0:01504268

�
2

�r

�3
�

�0:00780353
�
2

�r

�4
+ 0:00325614

�
2

�r

�5
�

�0:00068245
�
2

�r

�6
]

(5.35)

Derivando as equações (5.29) e reagrupando os termos, obtêm-se:

A0 (�r) = �K1 (�r)�
2

�r

�
K0 (�r) +

2

�r
K1 (�r)�

2

(�r)2

�

B0 (�r) = �K1 (�r)�
1

�r

�
K0 (�r) +

2

�r
K1 (�r)�

2

(�r)2

�
,

(5.36)

ou ainda, substituindo a primeira das equações de (5.29), têm-se:
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A0 (�r) = � 1

�r
[�rK1 (�r) + 2A(�r)]

B0 (�r) = � 1

�r
[�rK1 (�r) + A(�r)] :

(5.37)

Quando o ponto fonte � e o ponto campo x forem coincidentes (r = 0), o tensor

u�ij apresenta singularidade.

Expandindo as equações (5.29), através da substituição das expressões deK0 (�r)

e K1 (�r), observa-se que as parcelas que possuem singularidades de ordem r�2 se

cancelam tanto em A (�r) quanto em B (�r). Contudo, as parcelas com singulari-

dade logarítmica apenas se cancelam em A (�r).

Assim, levando em conta as considerações acima e as equações (5.27), pode-se

concluir que o tensor u�ij possui singularidade de ordem ln (r).

5.3.2 Forças de Superfície Generalizadas

As expressões das soluções fundamentais para forças de superfície p�ij, são dadas

por [38, 39]:

p�� = �
1

4�r
[(4A (�r) + 2�rK1 (�r) + 1� �) (��r;n + r;�n) + (4A (�r)+

+1 + �)r;n� � 2 (8A (�r) + 2�rK1 (�r) + 1� �) r;�r;r;n]

p�3 =
�2

2�
[B (�r)n � A (�r) r;r;n]

p�3� = �
(1� �)

8�

��
2
(1 + �)

(1� �)
ln(�r)� 1

�
n� + 2r;�r;n

�

p�33 = �
1

2�r
r;n,

(5.38)

onde r;n é a derivada de r em relação a normal no ponto x, ou seja:

r;n =
@r

@n (x)
= r;�n�: (5.39)

Além disso, têm-se as componentes dos esforços solicitantes, devido ao carrega-

mento concentrado unitário nas direções  e 3:
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i) Momentos:

M
�()
�� = � 1

4�r
[(4A (�r) + 2�rK1 (�r) + 1� �) (��r;� + ��r;�)� 2(8A (�r)+

+2�rK1 (�r) + 1� �)r;�r;�r; + (4A (�r) + 1 + �) ���r;]

M
�(3)
�� = �(1� �)

8�

��
2
(1 + �)

(1� �)
ln(�r)� 1

�
��� + 2r;�r;�

�
.

(5.40)

ii) Esforços cortantes:

Q
�()
� =

�2

2�
[B (�r) �� � A (�r) r;r;�]

Q
�(3)
� = � 1

2��
r;�.

(5.41)

Em função das considerações feitas no item 5.3.1 acerca das singularidades de

A(�r) e B(�r) e devido ao comportamento das equações (5.38), pode-se concluir

que o tensor de forças de superfície generalizadas p�ij apresenta singularidades de

ordem ln (r) e r�1, quando o ponto fonte � e o ponto campo x forem coincidentes

(r = 0).

5.4 Equação Integral de Contorno

As equações (5.26) não podem ser empregadas enquanto não forem conhecidos

os deslocamentos e as forças de superfície em todo o contorno �. Portanto, para

resolver o problema, torna-se necessário escrever as equações (5.26) para um ponto

� situado no contorno.

Para que as equações (5.26) representem deslocamentos no contorno da placa,

utiliza-se a seguinte alternativa: ao domínio 
 da placa é adicionado um setor

circular 
" (Figura 5.2), com centro no ponto fonte � e de raio ".

Neste caso, o contorno � é acrescido de um contorno em arco de círculo ��" e

suprimido da parcela �". O ponto � passa a pertencer ao domínio e as equações

(5.26) �cam:
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Figura 5.2: Placa com ponto � no contorno

ui(�) =

Z
���"+�"

u�ij (�; x) pj (x) d� (x)�
Z

���"+�"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x)+

+

Z

+
"

�
u�i3 (�; x)�

�

(1� �)�2
u�i�;� (�; x)

�
q (x) d
 (x) :

(5.42)

Pode-se examinar separadamente o limite quando " ! 0 de cada integral das

equações (5.42) [38, 40, 41].

Assim, a segunda integral em (5.42) pode ser escrita como:

lim
"!0

Z
���"+�"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) = lim
"!0

Z
�"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x)+

+lim
"!0

Z
���"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) ,
(5.43)

onde a primeira das integrais à direita pode ser representada por:

lim
"!0

Z
�"

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) = lim
"!0

Z
�"

p�ij (�; x) [uj (x)� uj (�)] d� (x)+

+lim
"!0

264uj (�)Z
�"

p�ij (�; x) d� (x)

375 . (5.44)
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A primeira integral do lado direito de (5.44) desaparece devido a condição de

continuidade de uj (x) enquanto que a segunda integral, juntamente com o lado

esquerdo de (5.42), fornece:

Cij (�) = �ij + lim
"!0

Z
�"

p�ij (�; x) d� (x) . (5.45)

Voltando às equações (5.43), veri�ca-se que a segunda integral do lado direito

deve ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy, cuja existência pode

ser demonstrada se uj (x) satis�zer as condições de Hölder [3, 5].

As demais integrais das equações (5.42) não apresentam problemas, por pos-

suirem singularidades mais fracas.

Assim, pode-se escrever, para um ponto � do contorno:

Cij (�)uj(�) =

Z
�

�
u�ij (�; x) pj (x)� p�ij (�; x)uj (x)

�
d� (x)+

+

Z



�
u�i3 (�; x)�

�

(1� �)�2
u�i�;� (�; x)

�
q (x) d
 (x) ;

(5.46)

onde a primeira integral do lado direito é no sentido do valor principal de Cauchy.

Os coe�cientes Cij (�) de�nidos nas equações (5.45) dependem da geometria

do contorno no ponto �. Se o contorno for suave Cij (�) = �ij=2; Caso contrário,

expressões fechadas para esses coe�cientes podem ser obtidas nas referências [31,

32]. Para pontos no domínio, têm-se Cij (�) = �ij e para pontos externos ao corpo

Cij (�) = 0.

Em geral, o cálculo dos coe�cientes Cij (�) é trabalhoso, o que faz com que

em aplicações práticas eles sejam obtidos de forma indireta, atavés do emprego de

movimentos de corpo rígido.

5.5 Transformação da Integral de Forças de Domínio

em Integral de Contorno

Considerando-se as equações (5.46), observa-se que o efeito do carregamento

transversal q(x) é calculado através das integrais sobre o domínio 
.
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No presente trabalho, o carregamento transversal q(x) é considerado constante

(q(x) = q = constante), ou seja, q(x) é um carregamento uniformemente dis-

tribuído. Assim, utilizando as transformações apresentas por [22, 23], as integrais

de carga distribuída podem ser transformadas em integrais sobre o contorno �:

Ii (�) =

Z



q (x)

�
u�i3 (�; x)�

�

(1� �)�2
u�i�;� (�; x)

�
d
 (x) . (5.47)

Considerando as seguintes equações de Poisson, para qual v�i é uma solução:

v�i;�� (�; x) = u�i3 (�; x) , (5.48)

e aplicando o teorema da divergência nas equações(5.47), têm-se:

Ii (�) = q

Z
�

�
v�i;� (�; x)�

�

(1� �)�2
u�i� (�; x)

�
n� (x) d� (x) , (5.49)

onde a normal n� aponta para fora da região (Figura 5.3).

Figura 5.3: Direção da normal à região

Assim, as equações (5.46) podem ser escritas da seguinte forma, envolvendo

apenas integrais de contorno:

Cij (�)uj(�) =

Z
�

�
u�ij (�; x) pj (x)� p�ij (�; x)uj (x)

�
d� (x)+

+q

Z
�

�
v�i;� (�; x)�

�

(1� �)�2
u�i� (�; x)

�
n� (x) d� (x) .

(5.50)
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5.6 Expressões Referentes às Forças de Domínio

na Integral de Contorno

Conforme apresentado no item anterior, as expressões referentes às forças de

domínio estão associadas a u�i� e v
�
i;�.

Os tensores referentes aos deslocamentos generalizados u�i�, já foram apresen-

tados no item 5.3.1 e suas expressões são obtidas das equações (5.27).

Com relação a v�i , sabe-se do item 5.5 que elas devem satisfazer as equações

(5.48). Funções que apresentam essas características são apresentadas em [22] e

valem:

v�� =
1

128�D�2
r;��

2r3 (4 ln (�r)� 5)

v�3 = �
r2

256�D�2 (1� �)

�
(64 ln (�r)� 1)� (�r)2 (1� �) (2 ln (�r)� 3)

�
.

(5.51)

As expressões das derivadas das funções (5.51) são dadas por [38, 40]:

v��;� =
r2

128�D
[��� (4 ln (�r)� 5) + 2 (4 ln (�r)� 3) r;�r;�]

v�3;� = �
rr;�

128�D�2 (1� �)

�
32 (2 ln (�r)� 1)� (�r)2 (1� �) (4 ln (�r)� 5)

�
.

(5.52)

5.7 Deslocametos e Esforços nos Pontos Internos

5.7.1 Deslocamentos

Os deslocamentos para um ponto interno � qualquer, são obtidos através do

emprego das equações (5.50) com Cij = �ij, ou seja:
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ui(�) =

Z
�

u�ij (�; x) pj (x) d� (x)�
Z
�

p�ij (�; x)uj (x) d� (x)+

+q

Z
�

�
v�i;� (�; x)�

�

(1� �)�2
u�i� (�; x)

�
n� (x) d� (x) .

(5.53)

5.7.2 Esforços Solicitantes

Através da substituição das equações (5.53) e suas respectivas derivadas nas

equações (5.4), pode-se obter as expressões para o cálculo dos esforços solicitantes

(momentos e cortantes) nos pontos internos. Assim, têm-se as seguintes equações:

i) Momentos:

M�� (�) =

Z
�

u���k (�; x) pk (x) d� (x)�
Z
�

p���k (�; x)uk (x) d� (x)+

+q

Z
�

w��� (�; x) d� (x) +
�

(1� �)�2
q���;

(5.54)

ii) Esforços cortantes:

Q� (�) =

Z
�

u�3�k (�; x) pk (x) d� (x)�
Z
�

p�3�k (�; x)uk (x) d� (x)+

+q

Z
�

w�3� (�; x) d� (x) .
(5.55)

Os tensores u�i�k, p
�
i�k e w

�
i� que multiplicam as forças de superfície pk (x), os

deslocamentos uk (x) e a carga distribuída q, respectivamente, nas equações (5.54)

e (5.55),apresentam as seguintes expressões [38]:
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i) para u�i�k:

u��� =
1

4�r
[(4A+ 2�rK1 + 1� �) (��r;� + ��r;�)� 2(8A+
+2�rK1 + 1� �)r;�r;�r; + (4A+ 1 + �) ���r;]

u���3 = �
(1� �)

8�

��
2
(1 + �)

(1� �)
ln (�r)� 1

�
��� + 2r;�r;�

�

u�3� =
�2

2�
[B�� � Ar;r;�]

u�3�3 =
1

2�r
r;�;

(5.56)

ii) para p�i�k:

p��� =
D (1� �)

4�r2
f(4A+ 2�rK1 + 1� �) (��n� + ��n�)+

+(4A+ 1 + 3�)���n �
�
16A+ 6�rK1 + �2r2K0 + 2� 2�

�
[(n�r;� + n�r;�)r; + (��r;� + ��r;�) r;n]� 2(8A+ 2�rK1+

+1 + �) (���r;r;n + nr;�r;�) + 4(24A+ 8�rK1 + �2r2K0+

+2� 2�)r;�r;�r;r;ng

p���3 =
D (1� �)�2

4�r
[(2A+ �rK1) (r;�n� + r;�n�)� 2(4A+

+�rK1)r;�r;�r;n + 2A���r;n]

p�3� = �
D (1� �)�2

4�r
[(2A+ �rK1) (��r;n + r;n�) + 2Anr;��

�2 (4A+ �rK1) r;r;�r;n]

p�3�3 =
D (1� �)�2

4�r2
��
�2r2B + 1

�
n� �

�
�2r2A+ 2

�
r;�r;n

�
;

(5.57)
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iii) para w�i�:

w��� = �
r

64�
f(4 ln (�r)� 3) [(1� �) (r;�n� + r;�n�) + (1 + 3�) ���r;n]+

+4[(1� �) r;�r;� + ����]r;ng �
�

(1� �)�2
u���n

w�3� =
1

8�
[(2 ln (�r)� 1)n� + 2r;�r;n]�

�

(1� �)�2
u�3�n.

(5.58)

5.8 Regiões In�nitas

Como foi mencionado no capítulo anterior, para problemas envolvendo placas

in�nitas é necessário a consideração de algumas hipóteses relativas ao comporta-

mento das funções envolvidas em um contorno in�nitamente distante do ponto

fonte �.

Seja o raio � de uma esfera de superfície ��, centrada em � que envolve as

cavidades do problema externo (Figura 5.4). As equações (5.50) podem ser escritas

para a região entre � e ��, da seguinte forma:

Cij (�)uj(�) +

Z
�

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) +

Z
��

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) =

=

Z
�

u�ij (�; x) pj (x) d� (x) +

Z
��

u�ij (�; x) pj (x) d� (x) ,
(5.59)

onde q é considerada nula.

Se for tirado o limite quando � ! 1, as equações (5.59) podem ser escritas

em termos de integrais sobre �, apenas se as seguintes condições de regularidade

forem atendidas:

lim
�!1

Z
��

�
p�ij (�; x)uj (x)� u�ij (�; x) pj (x)

�
d� (x) = 0. (5.60)

Para que as equações (5.60) sejam atendidas, é necessário portanto, analisar

tanto o comportamento da solução fundamental como dos deslocamentos uj (x) e

forças de superfície pj (x) no infinito.
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Figura 5.4: Região in�nita com cavidade

Assim, conforme observado na �gura 5.5, têm-se para um ponto x pertencente

ao contorno ��:

r = �

r;1 =
x1 (x)� x1 (�)

�
= cos �

r;2 =
x2 (x)� x2 (�)

�
= sen�

n1 = cos �

n2 = sen�

r;n = 1:

(5.61)

Para o contorno ��, têm-se que as equações de A e B, dadas em (5.29), podem

ser escritas da seguinte forma:

A (�r) = � 2

�2r2

B (�r) = � 1

�2r2
,

(5.62)
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Figura 5.5: Coordenadas polares do ponto x

visto que, quando �!1, têm-se:

K0 ! 0

K1 ! 0

�K1 ! 0.

(5.63)

Substituindo as equações (5.61) e (5.62) nas equações dos tensores u�ij e p
�
ij da

solução fundamental (equações (5.27) e (5.38) respectivamente), obtêm-se:

i) Deslocamentos u�ij:

u�11 = �
1

8�D (1� �)

�
8

�2�2
+ (1� �) (2 ln (��)� 1)� 2

�
8

�2�2
� (1� �)

�
cos2 �

�

u�12 = u�21 =
1

4�D (1� �)

�
8

�2�2
� (1� �)

�
cos �sen�

(5.64)
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u�22 = �
1

8�D (1� �)

�
8

�2�2
+ (1� �) (2 ln (��)� 1)� 2

�
8

�2�2
� (1� �)

�
sen2�

�

u�13 = �u�31 =
1

8�D
(2 ln (��)� 1) � cos �

u�23 = �u�32 =
1

8�D
(2 ln (��)� 1) �sen�

u�33 =
1

8�D (1� �)�2
�
(1� �)�2�2 (ln (��)� 1)� 8 ln (��)

�
.

(5.64)

ii) Forças de superfície p�ij:

p�11 = �
1

4��

�
1 + (2cos2� � 1)

�
8

�2�2
+ �

��

p�12 = p�21 = �
1

2��

�
8

�2�2
+ �

�
cos �sen�

p�22 = �
1

4��

�
1 + (2sen2� � 1)

�
8

�2�2
+ �

��

p�13 =
1

2��2
cos �

p�23 =
1

2��2
sen�

p�31 = �
(1� �)

8�

�
2
1 + �

1� �
ln (��) + 1

�
cos �

p�32 = �
(1� �)

8�

�
2
1 + �

1� �
ln (��) + 1

�
sen�

p�33 = �
1

2��
.

(5.65)
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Pelo princípio de Saint-Venant3 [42], as funções uj (x) e pj (x) devem apresentar

o comportamento no in�nito, no pior caso, igual ao da solução fundamental para

uma carga concentrada na direção da resultante das forças aplicadas em �.

Para veri�car a condição de regularidade, pode-se portanto, substituir uj (x)

e pj (x) nas equações (5.60) pelos tensores da solução fundamental. Assim, para

cada uma das três direções das resultantes, têm-se que:

uj (x) = u�kj (�; x)

pj (x) = p�kj (�; x) :

(5.66)

Substituindo agora (5.66) em cada uma das equações dadas em (5.60), obtêm-

se:

lim
�!1

Z 2�

0

�
u�ijp

�
kj � p�iju

�
kj

�
�d� = 0, (5.67)

onde:

d� = �d�. (5.68)

Expandindo as equações (5.67), substituindo os tensores da solução fundamen-

tal (equações (5.27) e (5.38)) e integrando, veri�ca-se que as integrais de cada

parcela são nulas, e conseqüentemente os limites também. Logo as condições de

regularidade são atendidas.

Assim, as equações (5.67) são sempre satisfeitas, se na pior das hipóteses, uj (x)

e pj (x) se comportarem como a solução fundamental no in�nito. Neste caso, os

problemas de cavidades em meio in�nito podem ser representados por:

Cij (�)uj(�) +

Z
�

p�ij (�; x)uj (x) d� (x) =

Z
�

u�ij (�; x) pj (x) d� (x) . (5.69)

3O princípio de Saint-Venant pode ser enunciado em linhas gerais da seguinte forma: Seja
um corpo em equilíbrio sobre o qual atuam forças de superfície. Se a distribuição de forças
agindo numa região pequena em relação as dimensões globais do corpo for substituída por uma
outra distribuição estaticamente equivalente, os correspondentes estados tensionais em pontos
su�cientemente afastados da região carregada serão essencialmente os mesmos.
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Cap�́tulo6
Implementação Computacional

6.1 Introdução

As equações apresentadas nos capítulos anteriores, representam as expressões

básicas para a solução de problemas de associação espacial de lâminas, utilizando

o método dos elementos de contorno.

Sendo muito difícil, e algumas vezes até impossível, a obtenção de soluções

analíticas para a maioria dos problemas no campo da engenharia, foram desen-

volvidos procedimentos numéricos (aproximados) para a solução de tais problemas.

Os procedimentos empregados nesse trabalho [12, 43, 44] são descritos nos itens a

seguir.

De forma geral, os contornos e as interfaces de cada lâmina são discretizadas

em uma série de elementos, sobre os quais deslocamentos e forças de superfície são

interpolados em função dos valores nodais.

As equações integrais de estado plano e de placas são escritas, de forma dis-

cretizada, para cada ponto fonte � aplicado nos pontos nodais funcionais, e as

integrais sobre cada elemento são calculadas. Um sistema �nal de equações al-

gébricas é obtido tratando cada lâmina individualmente como uma sub-região.

Após as transformações de coordenadas nas equações de cada sub-região, procede-

se à compatibilização de deslocamentos e equilíbrio de forças entre elas. O sistema

de equações pode então ser resolvido, obtendo as incógnitas nos contornos e inter-

faces.

Os valores dos deslocamentos, em qualquer ponto do domínio, podem então ser

calculados em função dos deslocamentos obtidos nos contornos e interfaces.

Neste capítulo, são apresentados também os elementos empregados no pro-
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grama, os procedimentos adotados nos casos de descontinuidade da normal ou das

condições de contorno e são comentadas as integrações numéricas utilizadas.

6.2 Discretização e Elementos Empregados

Para a solução numérica das equações integrais apresentadas nos Capítulos 4

e 5, o contorno � é dividido em uma série de elementos �j, conforme ilustrado na

�gura 6.1.

Figura 6.1: Discretização do contorno � em elementos

Os valores das incógnitas e das coordenadas em um ponto qualquer do ele-

mento são obtidos interpolando os valores nodais. Para isso, emprega-se funções

de interpolação e funções de forma de ordem quadrática, onde são necessários três

pontos para a de�nição de cada elemento.

Assim, os elementos empregados são elementos quadráticos isoparamétricos,

que permitem uma melhor representação da geometria do sólido e da variação das

incógnitas, podendo ser contínuos ou descontínuos.

6.2.1 Elemento Quadrático Isoparamétrico Contínuo

Consiste em um elemento formado por três pontos nodais, situados sobre uma

curva, sendo um em cada uma das extremidades e o terceiro localizado entre os

dois (Figura 6.2).

No elemento contínuo, os nós geométricos extremos coincidem com os nós fun-

cionais, assegurando a continuidade das funções consideradas entre os elementos
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Figura 6.2: Elemento quadrático isoparamétrico contínuo

adjacentes.

As funções de interpolação1, dadas em relação a coordenada adimensional �

(Figura 6.3), são as seguintes:

N1 =
1

2
� (� � 1)

N2 = (1� �) (1 + �)

N3 =
1

2
� (� + 1) ,

(6.1)

apresentando valor unitário no ponto nodal considerado e zero nos demais.

Figura 6.3: Elemento quadrático isoparamétrico contínuo em relação à coordenada
adimensional �

1Como as funções de interpolação e de forma são as mesmas, doravante só a primeira será
empregada.
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Um ponto qualquer do elemento �j tem suas coordendas (x1; x2; x3) calculadas

em função das coordenadas nodais, ou seja:

x1 = x11N1 + x21N2 + x31N3

x2 = x12N1 + x22N2 + x32N3

x3 = x13N1 + x23N2 + x33N3,

(6.2)

ou ainda em forma matricial:

x j = N xn; (6.3)

sendo:

x j =

8><>:
x1

x2

x3

9>=>;

N =

264 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0

0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0

0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3

375

xn =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

x11

x12

x13

x21

x22

x23

x31

x32

x33

9>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>;

.

Para um ponto qualquer do elemento �j, os deslocamentos e as forças de su-

perfície são interpoladas em função dos valores nodais, da seguinte forma:

u j = N un

p j = N pn,
(6.4)
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onde:

i) para elasticidade plana:

u j =

(
u1

u2

)
; p j =

(
p1

p2

)

un =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u11

u12

u21

u22

u31

u32

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
; pn =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

p11

p12

p21

p22

p31

p32

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
N =

"
N1 0 N2 0 N3 0

0 N1 0 N2 0 N3

#
.

ii) para placas:

u j =

8><>:
�1

�2

w

9>=>; ; p j =

8><>:
M1

M2

Q

9>=>;

un =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

�11

�12

w1

�21

�22

w2

�31

�32

w3

9>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>;

; pn =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

M1
1

M1
2

Q1

M2
1

M2
2

Q2

M3
1

M3
2

Q3

9>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>;
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N =

264 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0

0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0

0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3

375,
sendo2:

M� =M����

Q = Q���:

(6.5)

Assim, de forma genérica, tem-se para uma lâmina sujeita aos efeitos simultâ-

neos de extensão e de �exão:

u j =

8>>>>>><>>>>>>:

u1

u2

�1

�2

w

9>>>>>>=>>>>>>;
; p j =

8>>>>>><>>>>>>:

p1

p2

M1

M2

Q

9>>>>>>=>>>>>>;

un =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

u11

u12

�11

�12

w1

u21

u22

�21

�22

w2

u31

u32

�31

�32

w3

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

; pn =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

p11

p12

M1
1

M1
2

Q1

p21

p22

M2
1

M2
2

Q2

p31

p32

M3
1

M3
2

Q3

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
2�� são os cossenos diretores da normal exterior ao contorno.
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N =

26666664
N1 0 0 0 0 N2 0 0 0 0 N3 0 0 0 0

0 N1 0 0 0 0 N2 0 0 0 0 N3 0 0 0

0 0 N1 0 0 0 0 N2 0 0 0 0 N3 0 0

0 0 0 N1 0 0 0 0 N2 0 0 0 0 N3 0

0 0 0 0 N1 0 0 0 0 N2 0 0 0 0 N3

37777775
Como as funções de interpolação são normalmente expressas em termos da

coordenada adimensional �, deve-se escrever d� em relação a esse sistema de co-

ordenadas intrínsecas:

d� = jJj d�, (6.6)

onde o jacobiano de transformação jJj é dado por:

jJj =

s�
dx1
d�

�2
+

�
dx2
d�

�2
+

�
dx3
d�

�2
. (6.7)

6.2.2 Elemento Quadrático Isoparamétrico Descontínuo

Nos elementos descontínuos não é exigido que os nós geométricos extremos

coincidam com os nós funcionais (Figura 6.4).

Figura 6.4: Elemento quadrático isoparamétrico descontínuo
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Nesse tipo de elemento, assim como no elemento quadrático isoparamétrico

contínuo, as funções de interpolação possuem valor unitário no ponto nodal con-

siderado e zero nos demais. Contudo, como o primeiro e o último nós não estão

mais situados nas extremidades do elemento (Figura 6.5), não haverá continuidade

das funções envolvidas nessas extremidades.

Figura 6.5: Elemento quadrático isoparamétrico descontínuo em relação à coorde-
nada adimensional �

As funções de interpolação para este tipo de elemento são dadas por3:

N1 =
l� (l� � l + 2b)

2 (l � a� b) (l � 2a)

N2 =
l� (2 (a� b)� l�)

(l � 2a) (l � 2b) + 1

N3 =
l� (l� + l � 2a)

2 (l � a� b) (l � 2b) ,

(6.8)

onde:

l ! comprimento total do elemento;

a ! afastamento do nó inicial do elemento;

b ! afastamento do nó �nal do elemento.

Para o caso em que apenas um dos nós geométricos coincide com o nó funcional

(a = 0 e b 6= 0 ou a 6= 0 e b = 0), têm-se os elementos semi-contínuos ou de tran-
sição, onde pode-se utilizar as equações (6.8), com a = 0 ou b = 0, dependendo do

nó em que ocorre a descontinuidade.

3Para o caso em que se tem a e b iguais a zero, as equações (6.8) recaem nas equações (6.1).
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6.3 Descontinuidade da Normal ou da Condição

de Contorno

Quando o contorno não apresenta continuidade da normal, a continuidade das

forças de superfície não é assegurada, podendo-se ter direções da normal diferentes

para um mesmo nó que pertença a dois elementos adjacentes (Figura 6.6)

Figura 6.6: Descontinuidade da normal

Uma alternativa para resolver esse problema é o emprego do nó duplo e do

elemento descontínuo.

Cabe ressaltar que o procedimento acima também pode ser empregado para o

caso em que existe continuidade da normal, porém as condições de contorno são

descontínuas.

6.3.1 Emprego do Nó Duplo

O nó duplo consiste em dois nós de contorno, com exatamente as mesmas

coordenadas geométricas e sem nenhum elemento entre eles [31, 45] (Figura 6.7).

O nó duplo é empregado quando, para uma dada direção do ponto de inserção

de dois elementos, no qual existe descontinuidade da normal ou da condição de

contorno, têm-se as forças de supefície conhecidas nos dois elementos adjacentes ou,

então, o deslocamento conhecido num elemento e a força de superfície conhecida

no outro.
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Figura 6.7: Nó duplo

6.3.2 Emprego do Elemento Descontínuo

Quando, em uma determinda direção de um nó onde haja descontinuidade da

normal, as forças de superfície não são conhecidas em nenhum dos dois elementos

adjacentes, o emprego do nó duplo não resolve o problema.

Isso ocorre porque, para esse nó, tem-se um número de equações independentes

menor que o número de incógnitas, visto que os deslocamentos são contínuos no

ponto, mas as forças de superfície podem não ser.

Assim, para a solução do problema, utiliza-se o elemento descontínuo, onde os

dois pontos nodais �cam adequadamente afastados (Figura 6.8), o que faz com

que se tenha equações independentes no sistema para cada um dos dois nós.

Figura 6.8: Elemento descontínuo
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6.4 Equações Integrais Discretizadas

As equações integrais para a elasticidade plana (apresentadas no Capítulo 4) e

para placas (apresentadas no Capítulo 5) são escritas de forma discretizadas para

cada ponto funcional � do contorno �.

A forma discretizada das equações integrais será apresentada inicialmente para

o estado plano e depois para a �exão de placas, independentemente, pois as

equações estão totalmente desacopladas.

As integrais são calculadas sobre cada elemento do contorno, obtendo-se, con-

forme será apresentado adiante, um sistema de 6n equações algébricas no sistema

global, que envolvem 6n valores nodais de deslocamentos e 6n valores nodais de

forças de superfície, sendo n o número de nós funcionais.

As condições de contorno são impostas e, conseqüentemente, 6n valores nodais

(forças de superfície ou deslocamentos) são prescritos. O sistema pode, então, ser

resolvido de maneira usual para a obtenção dos valores nodais restantes (incógni-

tas).

6.4.1 Equações Integrais Discretizadas para Elasticidade

Plana

Para a solução numérica das equações (4.20)4, com as condições de contorno

dadas em (2.15) e (2.17), têm-se as seguintes equações discretizadas para a elasti-

cidade plana, escritas para um ponto nodal funcional �i em forma matricial5:

Ci u
(E)
i =

NEX
j=1

0B@Z
�j

U
�(E)
ij Nd�

1CAp(E)j �
NEX
j=1

0B@Z
�j

P
�(E)
ij Nd�

1CAu(E)j , (6.9)

sendo6:

Ci = C(�i) ! Matriz dos coe�cientes que aparecem nas equações (4.20);

u
(E)
i = u(E)(�i) ! Vetor deslocamento do ponto fonte �i;

N ! Matriz que contém as funções de interpolação para a elasticidade plana

(dado no item 6.2.1);
4Componentes de forças de volume são nulas (bj = 0).
5Convenção de somatório não é mais implícita.
6O índice (E) faz referência à elasticidade plana.
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U
�(E)
ij = U�(E)(�i; xj)! Matriz que contém as componentes do tensor solução

fundamental para os deslocamentos;

P
�(E)
ij = P�(E)(�i; xj)! Matriz que contém as componentes do tensor solução

fundamental para as forças de superfície;

u
(E)
j ! Vetor que contém as componentes dos deslocamentos relativos aos

pontos nodais funcionais do elemento �j;

p
(E)
j ! Vetor que contém as componentes das forças de superfície relativos aos

pontos nodais funcionais do elemento �j;

NE ! Número de elementos.

Chamando:

G
(E)
ij =

Z
�j

U
�(E)
ij Nd� (6.10)

Ĥ
(E)
ij =

Z
�j

P
�(E)
ij Nd�, (6.11)

têm-se que as equações (6.9) podem ser reescritas da seguinte forma:

Ci u
(E)
i =

NEX
j=1

G
(E)
ij p

(E)
j �

NEX
j=1

Ĥ
(E)
ij u

(E)
j , (6.12)

ou ainda:

NEX
j=1

H
(E)
ij u

(E)
j =

NEX
j=1

G
(E)
ij p

(E)
j , (6.13)

com:

H
(E)
ij = Ĥ

(E)
ij para i 6= j

H
(E)
ij = Ĥ

(E)
ij +Ci para i = j.

(6.14)

6.4.2 Equações Integrais Discretizadas para Placas

Para placas, a solução numérica das equações (5.50), com as condições de

contorno (5.1), apresenta a seguinte representação matricial:
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Ciu
(P )
i =

NEX
j=1

0B@Z
�j

U
�(P )
ij Nd�

1CAp(P )j �
NEX
j=1

0B@Z
�j

P
�(P )
ij Nd�

1CAu(P )j +
NEX
j=1

0B@q Z
�j

s�i d�

1CA
(6.15)

sendo7:

Ci = C(�i)! Matriz dos coe�cientes que aparecem nas equações (5.50);

u
(P )
i = u(P )(�i)! Vetor deslocamento do ponto fonte �i;

N ! Matriz que contém as funções de interpolação para placas (dado no item

6.2.1);

U
�(P )
ij = U�(P )(�i; xj)! Matriz que contém as componentes do tensor solução

fundamental para os deslocamentos;

P
�(P )
ij = P�(P )(�i; xj) ! Matriz que contém as componentes do tensor solução

fundamental para as forças de superfície;

u
(P )
j ! Vetor que contém as componentes dos deslocamentos relativos aos

pontos nodais funcionais do elemento �j;

p
(P )
j ! Vetor que contém as componentes das forças de superfície relativos aos

pontos nodais funcionais do elemento �j;

s�i ! Vetor cujas componentes são dadas por:

s�i =

�
v�i;� �

�

(1� �)�2
u�i�

�
n�. (6.16)

Empregando a de�nição:

G
(P )
ij =

Z
�j

U
�(P )
ij Nd� (6.17)

Ĥ
(P )
ij =

Z
�j

P
�(P )
ij Nd� (6.18)

b
(P )
ij = q

Z
�j

s�i d�, (6.19)

têm-se que as equações (6.15) podem ser reescritas na forma:

7O índice (P ) faz referência à placa.
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Ci u
(P )
i =

NEX
j=1

G
(P )
ij p

(P )
j �

NEX
j=1

Ĥ
(P )
ij u

(P )
j +

NEX
j=1

b
(P )
ij , (6.20)

ou ainda:

NEX
j=1

H
(P )
ij u

(P )
j =

NEX
j=1

G
(P )
ij p

(P )
j +

NEX
j=1

b
(P )
ij , (6.21)

com:

H
(P )
ij = Ĥ

(P )
ij para i 6= j

H
(P )
ij = Ĥ

(P )
ij +Ci para i = j.

(6.22)

6.4.3 Matrizes dos Coe�cientes de In�uência do Elemento

A partir do exposto nos itens 6.4.1 e 6.4.2, tem-se que para uma estrutura

submetida aos efeitos simultâneos de extensão e �exão, as matrizes dos coe�cientes

de in�uência do elemento, Hij e Gij, podem ser escritas da seguinte forma:

Hij =

"
1H

(E)
ij 0 2H

(E)
ij 0 3H

(E)
ij 0

0 1H
(P )
ij 0 2H

(P )
ij 0 3H

(P )
ij

#

Gij =

"
1G

(E)
ij 0 2G

(E)
ij 0 3G

(E)
ij 0

0 1G
(P )
ij 0 2G

(P )
ij 0 3G

(P )
ij

#
,

(6.23)

sendo8:

mH
(E)
ij =

Z
�j

P�(E) (�i; xj)Nmd�

mG
(E)
ij =

Z
�j

U�(E) (�i; xj)Nmd�

mH
(P )
ij =

Z
�j

P�(P ) (�i; xj)Nmd�

mG
(P )
ij =

Z
�j

U�(P ) (�i; xj)Nmd�,

(6.24)

8O índice m faz referência ao nó.
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ou ainda:

H
(E)
ij =

h
1H

(E)
ij

2H
(E)
ij

3H
(E)
ij

i

G
(E)
ij =

h
1G

(E)
ij

2G
(E)
ij

3G
(E)
ij

i

H
(P )
ij =

h
1H

(P )
ij

2H
(P )
ij

3H
(P )
ij

i

G
(P )
ij =

h
1G

(P )
ij

2G
(P )
ij

3G
(P )
ij

i
.

(6.25)

6.4.4 Montagem do Sistema Global de Equações

Para a dedução e conseqüente aplicação das equações integrais de �exão de pla-

cas e da elasticidade plana, empregou-se um sistema de referência local9, conforme

apresentado na �gura (6.9).

Figura 6.9: Sistema de referência local de cada lâmina

9O eixo x1 é sempre referente ao comprimento da estrutura, enquanto que e o eixo x3 encontra-
se sempre perpendicular a lâmina.
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Por esta razão, torna-se necessário o emprego de matrizes de transformação de

coordenadas, para que a mudança no sistema de referência possa ser realizada.

Assim, partindo de um sistema global10 de coordenadas �xi, obtém-se um sis-

tema local xi através do emprego de uma matriz de transformação de coordenadas

R e de um vetor translação t, ou seja:

x = R�x� t, (6.26)

onde:

x =

8><>:
x1

x2

x3

9>=>;;

�x =

8><>:
�x1

�x2

�x3

9>=>;;

t =

8><>:
x1 � �x1
x2 � �x2
x3 � �x3

9>=>;;

R =

8><>:
�11 �12 �13

�21 �22 �23

�31 �32 �33

9>=>; com �ij = cos�ij,

sendo �ij o ângulo entre os eixos globais �xj e os locais xi.

Aplicando as equações (6.9) e (6.15) aos n nós funcionais, obtêm-se 5n equações

lineares, contendo 5n incógnitas, entre elas deslocamentos e forças de superfície.

Das 5n variáveis incógnitas, 2n vem do problema de estado plano de tensão e 3n

do problema de �exão de placas. Cabe ressaltar que os estados de �exão e de

extensão estão totalmente desacoplados.

Para que o sistema �nal de equações possa ser obtido e conseqüentemente

resolvido, torna-se necessário que as equações obtidas para cada lâmina estejam

em um mesmo sistema de referência.

As matrizes dos coe�cientes de in�uência de cada elementoHij eGij, indicadas

no item 6.4.3, são obtidas no sistema de referência local. Os deslocamentos e forças

10As grandezas com barra passarão a designar o sistema de referência global.
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de superfície podem ser escritos do sistema local para o global através do emprego

de uma matrizM de transformação de coordenadas, de�nida por:

M =

26666666664

R 0 0 0 0 0

0 R 0 0 0 0

0 0 R 0 0 0

0 0 0 R 0 0

0 0 0 0 R 0

0 0 0 0 0 R

37777777775
. (6.27)

Por conseguinte têm-se:

uj =M�uj

pj =M�pj.

(6.28)

As equações (6.13) e (6.21) podem ser acopladas e escritas em termos das

variáveis no sistema global como:

NEX
j=1

HijM�uj =
NEX
j=1

GijM�pj +
NEX
j=1

bij, (6.29)

ou ainda:

NEX
j=1

�Hij�uj =
NEX
j=1

�Gij�pj +
NEX
j=1

bij, (6.30)

com:

�Hij = HijM

�Gij = GijM.

(6.31)

Quando o sistema de referência é transformado do local para o global, um novo

grau de liberdade �3 (ou M3) é adicionado ao sistema de equações.

Como as teorias apresentadas comportam no máximo 5 graus de liberdade, 2

graus da teoria da elasticidade plana e 3 da teoria de �exão de placas, torna-se

necessário a adição de uma nova equação. Assim, emprega-se a equação que o

momento M3 é igual a zero no sistema de referência local, ou seja:
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M3 = �31 �M1 + �32 �M2 + �33 �M3 = 0 (6.32)

sendo �3i o cosseno do ângulo formado entre os eixos �xi e x3.

No presente trabalho o eixo longitudinal local x1 é coincidente com o eixo global

�x1 para todas as lâminas, o que faz com que o cosseno �32 seja sempre igual a zero.

Logo a equação (6.32) pode ser reescrita na forma:

M3 = �31 �M1 + �33 �M3 = 0 (6.33)

Para análise das interfaces de uma associação de lâminas (Figura 6.10), surgem

mais incógnitas. Admitindo que as lâminas da �gura 6.10 possuam (n+m) nós,

onde n nós encontram-se no contorno e m nós encontram-se na interface, tem-se

um total de 5(n+2m) equações para 10n incógnitas no contorno e 20m incógnitas

na interface.

Figura 6.10: Associação de duas lâminas

Aplicando a matriz de transformação M, da associação de duas lâminas re-

sultarão 6(n+2m) equações, das quais 5(n+2m) são obtidas a partir do método e

(n+2m) vêm da condição de restrição (6.33). Quanto às incógnitas, têm-se 6n no

contorno (já incluíndo 6n condições de contorno), acrescidas de 24m na interface

(12 incógnitas de cada lâmina). As restantes 12m condições necessárias para a

solução do problema vêm [46]:

i) da compatibilidade de deslocamentos (�u1, �u2, ��3, ��1, ��2 e �w) no sistema de

referência global para cada nó da interface, resultando 6m condições:
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�u11 = �u
2
1

�u12 = �u
2
2

��
1
3 =

��
2
3

��
1
1 =

��
2
1

��
1
2 =

��
2
2

�w1 = �w2,

(6.34)

onde os índices superiores referem-se ao número da lâmina.

ii) do equilíbrio de forças (�p1, �p2, �M3, �M1, �M2 e �Q) no sistema de referência

global para cada nó da interface, resultando 6m condições:

�p11 + �p
2
1 = 0

�p12 + �p
2
2 = 0

�M1
3 + �M2

3 = 0
�M1
1 +

�M2
1 = 0

�M1
2 +

�M2
2 = 0

�Q1 + �Q2 = 0.

(6.35)

Para o caso, onde mais de duas lâminas convergem para a mesma interface,

por exemplo 4 lâminas apresentando uma mesma interface (Figura 6.11), têm-se

que as equações (6.34) e (6.35) podem ser reescritas, respectivamente, da seguinte

forma:

�u11 = �u
2
1 = �u

3
1 = �u

4
1

�u12 = �u
2
2 = �u

3
2 = �u

4
2

��
1
3 =

��
2
3 =

��
3
3 =

��
4
3

��
1
1 =

��
2
1 =

��
3
1 =

��
4
1

��
1
2 =

��
2
2 =

��
3
2 =

��
4
2

�w1 = �w2 = �w3 = �w4;

(6.36)

�p11 + �p
2
1 + �p

3
1 + �p

4
1 = 0

�p12 + �p
2
2 + �p

3
2 + �p

4
2 = 0

�M1
3 + �M2

3 + �M3
3 + �M4

3 = 0
�M1
1 +

�M2
1 +

�M3
1 +

�M4
1 = 0

�M1
2 +

�M2
2 +

�M3
2 +

�M4
2 = 0

�Q1 + �Q2 + �Q3 + �Q4 = 0.

(6.37)
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Figura 6.11: Associação quatro lâminas em uma mesma interface

O que foi descrito, pode ser expresso matricialmente:

i) Aplicando as equações integrais (6.9) e (6.15) para todos os pontos nodais

funcionais �i do contorno, e aplicando a matriz de transformação de coordenadas

M, obtém-se um sistema com um número total de equações igual a 6 vezes o

número de nós, com a seguinte forma:

�H�u = �G�p+ b, (6.38)

onde �u e �p representam os deslocamentos e forças de superfície, respectivamente,

dos pontos nodais funcionais, sendo organizadas em cada nó da seguinte maneira:

�uj =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�u1

�u2
��3
��1
��2

�w

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
; �pj =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�p1

�p2
�M3

�M1

�M2

�Q

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
, (6.39)
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e �H e �G são as matrizes dos coe�cientes de in�uência da estrutura. O vetor

b representa os valores prescritos do carregamento uniformemente distribuído da

placa.

O sistema dado em (6.38) pode ser reordenado, colocando todas as incógnitas

em um único vetor y e todos os valores prescritos multiplicados pelos respectivos

coe�cientes de �H e �G, juntamente com a parcela referente à carga distribuída, em

um outro vetor, que será denominado de f .

Conseqüentemente, obtém-se um novo sistema de equações com a seguinte

con�guração:

Ay = f , (6.40)

sendo A a matriz dos coe�cientes que multiplica as incógnitas.

Esse sistema é então resolvido, sendo obtidos os valores dos deslocamentos e

forças de superfície incógnitos.

ii) Para a análise da associação de duas lâminas, o sistema de equações do

conjunto tem o arranjo �nal dado por:

266664
�H1
1 0 �H1

I ��G1
I 0

0 �H2
2
�H2
I 0 ��G2

I

0 0 0 I I

377775 :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�u1

�u2

�uI

�p1I

�p2I

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
=

266664
�G1
1 0 0

0 �G2
2 0

0 0 I

377775 :
8>>><>>>:
�p1

�p2

0

9>>>=>>>;+
8>><>>:
b1

b2

0

9>>=>>; ,

(6.41)

onde as condições de compatibilidade de deslocamentos, apresentadas nas equações

(6.34), e de equilíbrio de forças, apresentadas nas equações (6.35), já foram apli-

cadas. Além disso, têm-se que:

� �u1 e �u2 são os deslocamentos no contorno das sub-regiões 1 e 2, respec-
tivamente;

� �p1 e �p2 são as forças de superfície no contorno das sub-regiões 1 e 2,
respectivamente;

� �uI , �p1I e �p2I são os deslocamentos e forças de superfície na interface;

� �Hk
i e �G

k
i são as sub-matrizes de coe�cientes de in�uência;

� I é a matriz identidade.
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Conhecendo-se os deslocamentos e as forças correspondentes, procede-se a troca

de colunas e variáveis para a obtenção de um sistema de equações, análogo a (6.40),

o que permite a determinação das incógnitas.

No programa computacional desenvolvido, utiliza-se a resolução do sistema de

equações pelo método de Gauss e a matriz A é montada diretamente, sem chegar

a montar as matrizes �H e �G globais.

Após a solução do problema no contorno, os deslocamentos em qualquer ponto

interno podem ser calculados a partir dos valores dos deslocamentos obtidos no

contorno.

6.4.5 Cálculo dos Deslocamentos nos Pontos Internos

Determinados todos os deslocamentos e forças de superfície nos pontos nodais

funcionais do contorno, os deslocamentos em qualquer ponto �i, do domínio 
,

podem então ser obtidos:

i) para elasticidade plana:

Utilizam-se as equações (4.7)11 discretizadas ao longo do contorno:

u
(E)
i =

NEX
j=1

0B@Z
�j

U
�(E)
ij Nd�

1CAp(E)j �
NEX
j=1

0B@Z
�j

P
�(E)
ij Nd�

1CAu(E)j (6.42)

ii) para placas:

Empregam-se as equações (5.53) discretizadas ao longo do contorno:

u
(P )
i =

NEX
j=1

0B@Z
�j

U
�(P )
ij Nd�

1CAp(P )j �
NEX
j=1

0B@Z
�j

P
�(P )
ij Nd�

1CAu(P )j +

NEX
j=1

0B@Z
�j

qs�ijd�

1CA
(6.43)

11Componentes de forças de volume são nulas (bj = 0).

81



CAPÍTULO 6. IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL

6.5 Integrais Singulares

Quando o ponto fonte � e o ponto campo x estiverem situados no mesmo

elemento (r = 0), os tensores da solução fundamental u�ij e p
�
ij apresentam singu-

laridades de ordem ln r e r�1 (ver itens 4.3 e 5.3 ), e conseqüentemente as matrizes
�G e �H e o vetor b (no caso de placas) também serão singulares.

Devido ao fato de as funções de interpolação apresentarem valor unitário no

ponto nodal considerado, e zero nos demais pontos nodais de elemento, as singula-

ridades só existirão quando o ponto fonte � e o ponto campo x forem coincidentes.

Assim, as singularidades nas integrais estarão presentes nas submatrizes da

diagonal de �G e �H e, ainda, no vetor b. Procedimentos para contornar esses casos

são descritos nos itens subseqüentes.

6.5.1 Submatrizes da Diagonal de �G

As submatrizes da diagonal de �G, que envolvem integrais dos tensores u�ij,

possuem singularidades de ordem logarítmica (ln r).

Uma forma de resolver o problema é utilizar uma transformação quadrática

envolvendo a coordenada adimensional � e a coordenada  dos pontos de integração

[38, 47, 48]. Este procedimento é descrito a seguir.

Considere a integral:

I =

1Z
�1

f(�)d�, (6.44)

onde f(�) é singular no ponto ��.

Adota-se a seguinte relação quadrática:

� () = a2 + b + c, (6.45)

para a qual são impostas as condições:8>>><>>>:
d�

d

����
��

= 0

� (1) = 1

� (�1) = �1.

(6.46)
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Resolvendo a equação (6.45) para  e impondo as condições (6.46), obtêm-se:

a = �c
b = 1

c =
�� �

p
��2 � 1
2

.

(6.47)

Observando que �1 � �� � 1, conclui-se de (6.47) que os coe�cientes a e c

somente serão reais se j��j = 1. Logo, têm-se:

a = ���
2

b = 1

c =
��

2
.

(6.48)

Substituindo os valores dos coe�cientes (6.48) em (6.45), obtém-se:

� () =
�
1� 2

� ��
2
+ . (6.49)

Da equação (6.49), tem-se:

d� = (1� ��) d. (6.50)

Portanto, a equação (6.44) pode ser escrita da seguinte forma:

I =

1Z
�1

f
h�
1� 2

� ��
2
+ 

i
(1� ��) d, (6.51)

sendo válido para �� = �1 e �� = 1.

Quando o ponto singular �� estiver situado entre �1 e 1, a integral (6.44) pode
ser dividida em duas:

I =

1Z
�1

f(�)d� =

��Z
�1

f(�)d� +

1Z
��

f(�)d�. (6.52)

As duas integrais do lado direito podem ter seus limites alterados para �1 e 1
através de uma mudança conveniente de variáveis. Assim, têm-se:

83



CAPÍTULO 6. IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL

i) para primeira integral:

� =
1

2

h
�(1) (1 + ��)� 1 + ��

i
d� =

1

2
(�� + 1) d�(1);

(6.53)

ii) para segunda integral:

� =
1

2

h
�(2) (1� ��) + 1 + ��

i
d� =

1

2
(1� ��) d�(2).

(6.54)

Substituindo as equações (6.53) e (6.54) na equação (6.52) obtém-se:

1Z
�1

f(�)d� =

1Z
�1

f

�
1

2
(�� + 1) �(1) � 1 + ��

�
(�� + 1)

2
d�(1)+

+

1Z
�1

f

�
1

2
(1� ��) �(2) + 1 + ��

�
(1� ��)
2

d�(2),

(6.55)

onde a primeira integral do lado direito apresenta singularidade em �(1) = 1 e a

segunda em �(2) = �1.

Empregando as equações (6.49) e (6.50) escritas para �(1) e �(2), e considerando

os pontos singulares acima mencionados, pode-se reescrever a equação (6.55) na

forma:

1Z
�1

f(�)d� =

1Z
�1

f

�
1

2

�
(�� + 1)

�
1

2
(1� 2) + 

�
+ �� � 1

���
(�� + 1) (1� )

2

�
d+

+

1Z
�1

f

�
1

2

�
(1� ��)

�
1

2
(2 � 1) + 

�
+ �� + 1

���
(1� ��) (1 + )

2

�
d,

(6.56)

que resolve o problema de singularidade logarítmica.
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6.5.2 Submatrizes da Diagonal de �H

As submatrizes localizadas na diagonal de �H, que correspondem aos coe�cientes

das submatrizes Ci somados às submatrizes Ĥij, podem ser calculadas através da

imposição de que movimentos de corpo rígido implicam em forças de superfície

nulas. Portanto, a equação (6.38) �ca:

�H�u = 0. (6.57)

Assim, têm-se:

i) para regiões �nitas:

Aplicando translações independentes, têm-se que as submatrizes �Hpp da dia-

gonal de �H podem ser obtidas pelas seguintes expressões [12, 38]:

�Hpp = �
NNX
q=1
q 6=p

�Hpq(DqpT) (p = 1; � � � ; NN) , (6.58)

sendo:

�Hpq ! Submatriz de �H;

NN ! Número de pontos nodais;

Dqp =

26666666664

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 x1 (p)� x1 (q) x2 (p)� x2 (q) 1

37777777775
;

T =

"
RT 0

0 RT

#
.

ii) para regiões in�nitas:

Como as translações de corpo rígido violam as condições de regularidade, têm-

se que as submatrizes �Hpp da diagonal de �H podem ser calculadas pelas expressões

[12, 38]:
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�Hpp = I�
NNX
q=1
q 6=p

�Hpq(DqpT) (p = 1; � � � ; NN) , (6.59)

sendo NN , Dqp e T conforme de�nidos no caso de regiões �nitas e I é a matriz

identidade.

Deve-se observar que as equações (6.59) diferem das equações (6.58) apenas

pela matriz identidade somada à diagonal principal de H.

6.5.3 Subvetores de b

Os subvetores do vetor b que aparecem na equação (6.38) e que representam

os efeitos do carregamento uniformemente distribuído q, também apresentam sin-

gularidades quando o ponto fonte � e o ponto campo x forem coincidentes (r = 0).

Neste caso, a singularidade está associada exclusivamente aos tensores u�i�, visto

que v�i;� não possui singularidade.

Como essas singularidades também são de ordem logarítmica, pode-se adotar

os mesmos procedimentos descritos no item 6.5.1.
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Cap�́tulo7
Aplicações Numéricas

7.1 Introdução

Para testar o programa desenvolvido, no qual foram implementadas as teorias e

as técnicas computacionais descritas nos capítulos anteriores, analisar-se-á alguns

exemplos de estruturas compostas pela associação no espaço de lâminas retas,

onde para cada lâmina existe um estado plano de tensões associado ao de �exão

de placas.

Os resultados obtidos para os deslocamentos no contorno e nos pontos internos

serão comparados com outras sistemáticas de análises dos problemas propostos,

como por exemplo a teoria da resistência dos materiais e o método dos elementos

�nitos (MEF).

Para que os resultados obtidos possam ser comparados com o método dos ele-

mentos �nitos, empregou-se o programa de análise estruturalGT Strudl (Georgia
Technology Research Corporation), cuja licença pertence a Exactum Consultoria

e Projetos Ltda. O tipo de elemento que será empregado é o SBHQ6 (Stretching

and Bending Hybrid Quadrilateral with 6 Degree of Freedom), intrínseco ao próprio

programa GT Strudl.
A seguir, são apresentados os referidos exemplos numéricos e as respectivas

análises de resultados.
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7.2 Aplicações

7.2.1 Exemplo 1 - Placa com Espessura e Módulo de Elas-

ticidade Variáveis

Neste exemplo, duas lâminas de mesmo tamanho, porém de espessuras dife-

rentes, são conectadas para formação de uma placa.

As dimensões geométricas da placa são apresentadas na �gura 7.1, sendo:

L1 = L2 = L3 = 200 cm;

t1 = 30cm (Espessura da Região 1);

t2 = 15cm (Espessura da Região 2).

Figura 7.1: Dimensões geométricas da placa

A placa apresenta as seguintes constantes físicas:

E 1 = 20000kN/cm2 (Módulo de Elasticidade Longitudinal da Região 1);

E 2 = 10000kN/cm2 (Módulo de Elasticidade Longitudinal da Região 2);

�1 = �2 = 0,0 (Coe�ciente de Poisson).

A estrutura é engastada em uma de suas extremidades e submetida a um

carregamento uniformemente distribuído q de 0,005 kN/cm2 (Figura 7.2).

Para análise, emprega-se uma malha composta por 28 elementos e 63 nós dis-

postos nos contornos e interfaces, conforme �gura 7.3.
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Figura 7.2: Placa engastada e livre sujeita a um carregamento uniformemente
distribuído

Figura 7.3: Malha empregada para o problema
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Os resultados para os deslocamentos verticais na borda livre da placa são com-

parados com os valores fornecidos pela resistência dos materiais e pelo método dos

elementos �nitos (MEF).

Pela teoria da resistência dos materiais, tem-se que a solução do problema é

dada por [8, 49, 50]:

w =
15qL3L

4
1

8E1I1
+
qL3L

4
2

8E2I2
. (7.1)

Para o problema em questão:

I1 =
L3t

3
1

12
;

I2 =
L3t

3
2

12
.

Logo, os deslocamentos verticais na borda livre da placa são dados pela seguinte

equação:

w =
45qL41
2E1t31

+
3qL42
2E2t32

. (7.2)

Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos

elementos �nitos, utilizou-se o mesmo número de nós no contorno e na interface

da discretização feita pelo método dos elementos de contorno.

Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais na borda livre da placa

são apresentados na tabela 7.1.

Tabela 7.1: Deslocamentos verticais na borda livre da placa

Deslocamentos Verticais (cm)
Res. dos Mat. MEF MEC

-0,68890 -0,69097 -0,69156

A comparação entre o método dos elementos de contorno e o método dos ele-

mentos �nitos para os deslocamentos verticais na seção de coordenada x = 100cm

são apresentados na �gura 7.4.
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Figura 7.4: Comparação entre os valores obtidos para os deslocamentos verticais
da placa

A partir dos resultados acima apresentados, pode-se veri�car que os valores

obtidos empregando o método dos elementos de contorno praticamente coincidiram

com os obtidos empregando o método dos elementos �nitos e a teoria da resistência

dos materiais, uma vez que o erro relativo do método dos elementos de contorno

para a teoria da resistência dos materiais foi de 0,4% e para o método dos elementos

�nitos foi de 0,1%.

7.2.2 Exemplo 2 - Estrutura de Seção Transversal L

Neste exemplo, duas lâminas de mesmo tamanho e espessura são conectadas

para formação de uma estrutura de seção transversal L.

A estrutura apresenta as seguintes constantes físicas:

E = 20000kN/cm2;

� = 0,0 :

São analisadas duas situações distintas:

i) estrutura de seção L com um ângulo de 90 o entre as lâminas:

As dimensões geométricas da estrutura são apresentadas na �gura 7.5, sendo:

L1 = L2 = 100 cm;
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L3 = 200 cm;

t = 10 cm;

� = 90 o:

Figura 7.5: Dimensões geométricas da estrutura de seção transversal L (� = 90o)

A estrutura é engastada em uma das extremidades e submetida a um carrega-

mento uniformemente distribuído q de 2 kN/cm ao longo da borda livre da lâmina

horizontal (Figura 7.6).

Para análise, emprega-se uma malha composta por 20 elementos e 47 nós dis-

postos nos contornos e interfaces (Figura 7.7).

Os resultados para os deslocamentos verticais na borda livre da lâmina hori-

zontal são comparados com os valores fornecidos pela resistência dos materiais e

pelo método dos elementos �nitos (MEF).

Pela teoria da resistência dos materiais, tem-se que a solução do problema é

dada por [8, 49, 50]:

w =
qL3L

3
2

3EI
+
qL3L

2
2L1

EI
. (7.3)

Para o problema em questão:

I =
L3t

3

12
.

92



CAPÍTULO 7. APLICAÇÕES NUMÉRICAS

Figura 7.6: Estrutura engastada e livre sujeita a um carregamento uniformemente
distribuído (� = 90o)

Figura 7.7: Malha empregada para o problema (� = 90o)
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Logo, os deslocamentos verticais na borda livre da lâmina horizontal são dados

pela seguinte equação:

w =
4qL32
Et3

+
12qL22L1
Et3

. (7.4)

Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos

elementos �nitos, utilizou-se o mesmo número de nós no contorno e na interface

da discretização feita pelo método dos elementos de contorno.

Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais na borda livre da lâmina

horizontal são apresentados na tabela 7.2.

Tabela 7.2: Deslocamentos verticais na borda livre da lâmina horizontal

Deslocamentos Verticais (cm)
Res. dos Mat. MEF MEC

1,60000 1,60051 1,60922

Analisando os valores acima apresentados, pode-se constatar que os resultados

obtidos empregando o método dos elementos de contorno praticamente coincidiram

com os obtidos empregando o método dos elementos �nitos e a teoria da resistência

dos materiais, uma vez que o erro relativo do método dos elementos de contorno

para a teoria da resistência dos materiais foi de 0,6% e para o método dos elementos

�nitos foi de 0,5%.

ii) estrutura de seção L com um ângulo de 120 o entre as lâminas:

As dimensões geométricas da estrutura são apresentadas na �gura 7.8, sendo:

L1 = L2 = 100 cm;

L3 = 200 cm;

t = 10 cm;

� = 120 o:

A estrutura é engastada em uma das extremidades e submetida a um carrega-

mento uniformemente distribuído q de 2 kN/cm ao longo da borda livre da lâmina

inclinada (Figura 7.9).

Para análise, emprega-se uma malha composta por 20 elementos e 47 nós dis-

postos nos contornos e interfaces (Figura 7.10).
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Figura 7.8: Dimensões geométricas da estrutura de seção transversal L (� = 120o)

Figura 7.9: Estrutura engastada e livre sujeita a um carregamento uniformemente
distribuído (� = 120o)
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Figura 7.10: Malha empregada para o problema (� = 120o)

Os resultados para os deslocamentos verticais na borda livre da lâmina incli-

nada são comparados com os valores fornecidos pela resistência dos materiais e

pelo método dos elementos �nitos (MEF).

Pela teoria da resistência dos materiais, tem-se que a solução do problema é

dada por [8, 49, 50]:

w =
qL3
EI

[L2 cos (� � 90o)]
�
L2L1 +

L21 sin (� � 90o)
2

+
L22
3

�
. (7.5)

Para o problema em questão:

I =
L3t

3

12
.

Logo, os deslocamentos verticais na borda livre da lâmina inclinada são dados

pela seguinte equação:

w =
q

Et3
[L2 cos (� � 90o)]

�
12L2L1 + 6L

2
1 sin (� � 90o) + 4L22

�
. (7.6)
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Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos

elementos �nitos, utilizou-se o mesmo número de nós no contorno e na interface

da discretização feita pelo método dos elementos de contorno.

Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais na borda livre da lâmina

inclinada são apresentados na tabela 7.3.

Tabela 7.3: Deslocamentos verticais na borda livre da lâmina inclinada

Deslocamentos Verticais (cm)
Res. dos Mat. MEF MEC

1,64545 1,64589 1,65221

A partir dos resultados acima apresentados, pode-se veri�car que os valores

obtidos empregando o método dos elementos de contorno praticamente coincidiram

com os obtidos empregando o método dos elementos �nitos e a teoria da resistência

dos materiais, uma vez que o erro relativo do método dos elementos de contorno

para a teoria da resistência dos materiais e para o método dos elementos �nitos

foi de 0,4%.

7.2.3 Exemplo 3 - Barra de Seção Transversal I

Neste exemplo, analisa-se uma barra com seção transversal em I. As dimensões

geométricas da referida barra são apresentadas na �gura 7.11.

A barra apresenta as seguintes constantes físicas:

E = 21000kN/cm2;

� = 0,3.

Para a análise, emprega-se uma malha composta por 42 elementos e 100 nós

dispostos nos contornos e interfaces da estrutura (Figura 7.12).

São analisadas duas situações distintas:

i) barra engastada e livre tracionada:

A barra é engastada em uma de suas extremidades e tracionada por um car-

regamento uniforme de 20kN/cm2 na outra extremidade, conforme apresentado na

�gura 7.13.
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Figura 7.11: Dimensões geométricas da barra de seção transversal I

Figura 7.12: Malha empregada para o problema
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Figura 7.13: Barra engastada e livre submetida a um carregamento uniforme de
tração

Os resultados obtidos são comparados com a teoria de barras tracionadas da

resistência dos materiais e com o método dos elementos �nitos (MEF).

Para a teoria de barras tracionadas da resistência dos materiais, tem-se que a

solução do problema é dada por [49, 50]:

u(x) =
P

EA
x, (7.7)

onde:

P : carregamento axial;

A: área da seção transversal;

E : módulo de elasticidade longitudinal.

Para o problema em questão:

A = 99cm2

P = q � A ! P = 20� 99 = 1980kN:

Logo, os deslocamentos ao longo da barra tracionada são dados pela seguinte

equação:

u(x) =
1980

21000� 99x ! u(x) = 9; 524� 10�4x. (7.8)
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Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos

elementos �nitos, utilizou-se o mesmo número de nós nos contornos e nas interfaces

da discretização feita pelo método dos elementos de contorno.

Os resultados obtidos para os deslocamentos longitudinais da barra devido ao

carregamento de tração são apresentados na tabela 7.4, enquanto que a comparação

entre os valores obtidos para os diversos métodos de análise podem ser veri�cados

na �gura 7.14.

Tabela 7.4: Deslocamentos longitudinais da barra

Coordenadas (cm) Deslocamentos (cm)
x y z Res. dos Mat. MEF MEC
0,000 0,000 0,000 0,00000 0,00000 0,00000
10,000 0,000 0,000 0,00952 0,00848 0,00921
20,000 0,000 0,000 0,01905 0,01775 0,01841
30,000 0,000 0,000 0,02857 0,02736 0,02762
40,000 0,000 0,000 0,03810 0,03696 0,03683
50,000 0,000 0,000 0,04762 0,04656 0,04603
60,000 0,000 0,000 0,05714 0,05617 0,05524
70,000 0,000 0,000 0,06667 0,06577 0,06445
80,000 0,000 0,000 0,07619 0,07538 0,07365
90,000 0,000 0,000 0,08571 0,08465 0,08286
100,000 0,000 0,000 0,09524 0,09313 0,09207

A partir dos resultados apresentados, pode-se veri�car que os valores obtidos

empregando o método dos elementos de contorno �caram bastante próximos dos

obtidos empregando o método dos elementos �nitos e a teoria de barras tracionadas

da resistência dos materiais.

ii) barra engastada sujeita a um carregamento triangular na alma da extremi-

dade oposta:

A barra é engastada em uma de suas extremidades e submetida a um carrega-

mento triangular, variando de 100kN/cm à -100kN/cm na alma da extremidade

oposta, conforme apresentado na �gura 7.15.

Os resultados obtidos são comparados com a teoria de vigas da resistência dos

materiais e com o método dos elementos �nitos (MEF).

100



CAPÍTULO 7. APLICAÇÕES NUMÉRICAS
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Figura 7.14: Comparação entre os valores obtidos para os deslocamentos longitu-
dinais

Figura 7.15: Barra engastada sujeita a um carregamento triangular na alma da
extremidade oposta
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Pela teoria de vigas da resistência dos materiais, tem-se que a solução do pro-

blema é dada por [49, 50]:

w(x) =
M

2EI
x2, (7.9)

onde:

M : momento �etor aplicado;

I : momento de inércia;

E : módulo de elasticidade longitudinal;

L: comprimento da barra.

Para o problema em questão:

I = 32710cm4

M = P � d ! M = �1000� 26; 6667 = �26666; 7kN:cm (ver �gura 7.16),

sendo:

P : resultante de carga triangular;

d : distância entre as resultantes de carga.

Figura 7.16: Transformação do carregamento triangular em momento concentrado

Logo, os deslocamentos verticais ao longo do eixo neutro da barra são dados

pela seguinte equação:

w(x) =
26666; 7

2� 21000� 32710x
2 ! w(x) = 1; 941� 10�5x2. (7.10)

Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos

elementos �nitos, utilizou-se o mesmo número de nós nos contornos e nas interfaces

da discretização feita pelo método dos elementos de contorno.
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Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais da barra ao longo de seu

eixo neutro são apresentados na tabela 7.5, enquanto que a comparação entre os

valores obtidos para os diversos métodos de análise podem ser veri�cados na �gura

7.17.

Tabela 7.5: Deslocamentos verticais da barra

Coordenadas (cm) Deslocamentos (cm)
x y z Res. dos Mat. MEF MEC
0,000 0,000 0,000 0,00000 0,00000 0,00000
10,000 0,000 0,000 -0,00194 -0,00083 -0,00282
20,000 0,000 0,000 -0,00776 -0,00597 -0,00774
30,000 0,000 0,000 -0,01747 -0,01483 -0,01607
40,000 0,000 0,000 -0,03106 -0,02735 -0,02785
50,000 0,000 0,000 -0,04853 -0,04355 -0,04317
60,000 0,000 0,000 -0,06988 -0,06339 -0,06224
70,000 0,000 0,000 -0,09511 -0,08704 -0,08546
80,000 0,000 0,000 -0,12423 -0,11476 -0,11400
90,000 0,000 0,000 -0,15723 -0,14924 -0,14809
100,000 0,000 0,000 -0,19411 -0,19461 -0,18769
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Figura 7.17: Comparação entre os valores obtidos para os deslocamentos verticais

A partir dos resultados acima apresentados, pode-se veri�car que os valores

obtidos empregando o método dos elementos de contorno �caram bastante pró-
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ximos dos obtidos empregando o método dos elementos �nitos e a teoria de vigas

da resistência dos materiais.

7.2.4 Exemplo 4 - Estrutura de Seção Transversal Arbi-

trária

Neste exemplo, três lâminas de tamanhos diferentes, porém de mesma espes-

sura, são conectadas para formação de uma estrutura com seção transversal arbi-

trária.

As dimensões geométricas da estrutura são apresentadas na �gura 7.18, sendo:

L1 = L2 = 100 cm;

L3 = L4 = 50 cm;

t = 5cm;

� = 120 o:

Figura 7.18: Dimensões geométricas da estrutura de seção transversal arbitrária
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As constantes físicas do problema são as seguintes:

E = 7000kN/cm2;

� = 0,33.

A estrutura é engastada em uma de suas extremidades e submetida a dois

carregamentos uniformemente distribuídos ao longo da borda livre da lâmina hor-

izontal, um na direção transversal e de magnitude 0,05kN/cm e outro na direção

vertical e de magnitude 0,05kN/cm (Figura 7.19).

Figura 7.19: Estrutura engastada e livre sujeita a dois carregamentos uniforme-
mente distribuídos

Para análise, emprega-se uma malha composta por 16 elementos e 42 nós dis-

postos nos contornos e interfaces, conforme �gura 7.20.

Os resultados para os deslocamentos verticais e transversais são comparados

com os valores fornecidos pelo método dos elementos �nitos (MEF).

Para que os resultados do problema possam ser comparados com o método dos

elementos �nitos, utilizou-se o mesmo número de nós no contorno e na interface

da discretização feita pelo método dos elementos de contorno.
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Figura 7.20: Malha empregada para o problema

Os resultados obtidos para os deslocamentos verticais e transversais na seção de

coordenada x = 50 cm da estrutura são apresentados nas tabelas 7.6 e 7.7, respec-

tivamente. Na �gura 7.21 é apresentada a con�guração deformada da estrutura,

sendo os valores ampli�cados em dez vezes para facilitar a visualização.

Tabela 7.6: Deslocamentos verticais da estrutura

Coordenadas (cm) Deslocamentos verticais (cm)
x y z MEF MEC

50,000 0,000 0,000 0,00000 0,00000
50,000 0,000 25,000 -0,00004 -0,00017
50,000 0,000 50,000 -0,00011 -0,00019
50,000 0,000 75,000 -0,00024 -0,00025
50,000 0,000 100,000 -0,00029 -0,00089
50,000 21,651 112,500 -0,25027 -0,25076
50,000 43,301 125,000 -0,52913 -0,54777
50,000 68,301 125,000 -0,87149 -0,89276
50,000 93,301 125,000 -1,22359 -1,26603
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Tabela 7.7: Deslocamentos transversais da estrutura

Coordenadas (cm) Deslocamentos transversais (cm)
x y z MEF MEC

50,000 0,000 0,000 0,00000 0,00000
50,000 0,000 25,000 0,04336 0,03444
50,000 0,000 50,000 0,16269 0,15397
50,000 0,000 75,000 0,34675 0,35018
50,000 0,000 100,000 0,58696 0,59699
50,000 21,651 112,500 0,73126 0,73930
50,000 43,301 125,000 0,89219 0,91069
50,000 68,301 125,000 0,89221 0,91069
50,000 93,301 125,000 0,89221 0,91069
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Figura 7.21: Estrutura deformada devido aos carregamentos aplicados
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Analisando os valores apresentados, pode-se constatar que os resultados obtidos

empregando o método dos elementos de contorno �caram bastante próximos dos

obtidos empregando o método dos elementos �nitos.
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A análise de estruturas constituídas pela associação espacial de lâminas retas,

sujeitas aos efeitos simultâneos de �exão e extensão nas paredes, foi considerada

satisfatória em virtude dos resultados obtidos com os diversos exemplos apresen-

tados.

Apesar de terem sido apresentados exemplos relativamente simples, os resul-

tados obtidos mostraram todo o poder das formulações aqui expostas, uma vez

que as respostas praticamente coincidiram com os valores fornecidos por outras

sistemáticas de análise dos problemas propostos, como por exemplo o método dos

elementos �nitos e as teorias da resistência dos materiais.

Quanto ao método numérico empregado, pode-se concluir que o método dos

elementos de contorno constitui-se em uma boa representação das estruturas uti-

lizadas, mesmo quando o número de elementos empregados é reduzido. Além disso,

o emprego do método dos elementos de contorno acarreta a diminuição signi�cativa

na quantidade de dados de entrada fornecidos, visto que o sistema de equações ge-

rado apresenta normalmente dimensões menores do que os obtidos com os métodos

que discretizam o domínio.

Assim, a utilização desta técnica constitui-se em uma importante ferramenta

para a análise de estruturas laminares sujeitas aos efeitos de �exão e de exten-

são, cada vez mais empregados em diversos campos da engenharia, uma vez que

permitem a obtenção de elevada rigidez �exional com peso próprio relativamente

reduzido.

Para continuidade deste trabalho, são apresentadas algumas sugestões para

estudos futuros, uma vez que as formulações aqui expostas são passíveis de serem

empregadas em análises muito mais abrangentes e complexas. Assim, são dadas

109



CAPÍTULO 8. CONCLUSÕES

como sugestões:

i) Implementação de não linearidade física e geométrica;

ii) Implementação dos efeitos de peso próprio e de temperatura;

iii) Desenvolvimento de outras formas de carregamentos, como por exemplo

cargas concentradas;

iv) Implementação de efeitos dinâmicos na estrutura.
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