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CIENTÍFICA COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSÁRIOS PARA OBTENÇÃO
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Este trabalho tem por objetivo estudar a restauração e segmentação de imagens médicas e
sua aplicação na Modelagem do Sistema Cardiovascular Humano. O aumento da comple-
xidade na ciência tem motivado o intercâmbio de conhecimento e técnicas entre diferentes
disciplinas. Neste sentido a Derivada Topológica, originariamente concebida para tratar de
maneira adequada problemas de otimização de topologia e problemas inversos, é utilizada
no processamento de imagens. No caso de restauração, são estudadas duas alternativas
baseadas na equação de difusão de calor, sendo uma abordagem estacionária e outra
evolutiva. Para estudar a performance dos respectivos algoritmos propostos diversas
imagens são restauradas e os resultados são quantitativamente comparados com resultados
obtidos empregando outros algoritmos amplamente encontrados na literatura. Também é
discutido neste trabalho o problema de segmentação que consiste em identificar objetos
e regiões em uma imagem. Este problema também é abordado utilizando a derivada
topológica, sendo apresentadas duas técnicas inovadoras. A primeira baseada na derivada
topológica cont́ınua e a outra em simplificações desta, chegando-se em uma versão discreta,
de menor custo computacional. A performance dos respectivos algoritmos é testada
segmentando diferentes imagens e comparando os resultados com os de outros métodos
usualmente utilizados na literatura. Em ambas aplicações (restauração e segmentação),
é realizada uma análise da influência dos parâmetros associados a cada algoritmo nos
resultados do processamento. Por último, é estudado o uso de técnicas de modelagem na
simulação computacional do Sistema Cardiovascular Humano (SCVH). O objetivo deste
estudo é a integração das técnicas de processamento de imagens propostas com os modelos
necessários na simulação computacional do SCVH. Cabe ressaltar que, na atualidade,
modelos multidimensionais que integram representações das diversas partes do sistema
cardiovascular com diferente ńıvel de detalhe, são amplamente utilizados. Para criar estes
tipos de modelos, informações de diversas origens e variada natureza devem ser tratadas,
requerendo-se o desenvolvimento de ferramentas computacionais que permitam operar com
grandes volumes de dados. No entanto, não existe na atualidade uma ferramenta deste
tipo. Sendo assim, e com o intuito de suprir esta deficiência, foi desenvolvido um sistema
chamado HeMoLab - Laboratório de Modelagem em Hemodinâmica, o qual é descrito
neste trabalho. Por último, são apresentados alguns resultados obtidos com este sistema
computacional.
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The objective of this work is to study the restoration and segmentation of medical images
and its application to Modeling the Human Cardiovascular System (HCVS). The growing
complexity in science has motivated the exchange of knowledge and techniques between
different scientific disciplines. In this sense the Topological Derivative, originally conceived
to treat in an adequate manner topology optimization and inverse problems, is applied
to image processing. In the case of image restoration, two different alternatives based on
the heat diffusion equation are studied, being a stationary and an evolutive approach. In
order to study the performance of these algorithms, different images are restored and the
results are quantitatively compared to other methods widely used on the literature. In this
work we also discuss the segmentation problem, where the objective is to identify objects
or regions in an image. This problem is also considered using the topological derivative,
were two novel techniques are proposed. The first is based on the continuous topological
derivative and the other, on a simplified discrete version with lower computational cost.
The performance of the corresponding algorithms is tested segmenting different images
and comparing the results to those obtained with other commonly used methods. In
both cases (restoration and segmentation), is performed an analysis of the algotrithm’s
parameters influence on the processing results. Finally, the use of computational modeling
in the simulation of the HCVS is discussed. The aim of this study is the integration
of the proposed image processing techniques with computational models of the HCVS.
Nowadays, the use of multidimensional models, that merge representations of different
parts of the HCVS with different degrees of detail, are widely used. In order to create
this type of models, information of different kinds and nature has to be treated, requiring
the development of computational tools that allow to handle large data sets. As such a
tool does not exist at the time, a software called HeMoLab - Hemodynamics Modeling
Laboratory was developed to fulfill this need. This computational tool is described and
some results obtained with it are presented.
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por contribuir de las mas variadas formas, sea aclarando dudas, respondiendo preguntas,
haciendo cuentas, compartiendo su experiencia en elementos finitos o sencillamente re-
visando de forma minuciosa este y otros trabajos. Al Prof. Edgardo Taroco por la calma
y por darme herramientas de mecánica del continuo, útiles que me permitieron encarar los
mas desafiantes problemas. Al Prof. Claudio Padra - Centro Atómico Balseiro, Bariloche
- Argentina, por amistad y su ayuda en cuestiones matemáticas. Al Prof. Mohamed
Masmoudi - MIP Université Paul Sabatier - Toulouse, Francia, por haber contribuido
con ideas que fueron las semillas que dieron origen a este trabajo y por haber trabajado
conjuntamente en varias oportunidades con nuestro grupo en el LNCC.

Al grupo de trabajo del Pladema - UNICEN, Tandil - Argentina, en especial al
Prof. Marcelo Vénere por ponerme en contacto con el LNCC, dando ińıcio a todo este
trabajo, y por haber estado presente durante todo este tiempo. Al Prof. Enzo Dari
por compartir generosamente todo su conocimiento y experiencia en desarrollo de solvers
numéricos, paralelismo y sistemas operativos. Al Prof. Santiago Urquiza por contribuir
con sus conocimientos en dinámica de los fluidos y métodos de resolución numérica.

A los Profs. Gilson Giraldi y Paulo Sergio Rogrigues por contribuir con su conoci-
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trabajo que en mucho mejoraron la calidad de esta tesis, y también por aportar datos e
imágenes que fueron de mucha utilidad.

A mis profesores a lo largo de los cursos que realice en el LNCC durante los primeros
dos años, especialmente al Prof. Abimael F. D. Loula, Prof. Gustavo Perla, Prof. Jaime
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Rivera, Prof. Jauvane C. de Oliveira.
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eventos gastronómicos e importantes acontecimientos. Por orden de aparición, a Esteban,
Silvana, Sebastian, Gabriela, Pablo, Cabeza, Maru y Ale les agradezco de corazón por
compartir conmigo todos estos eventos. A Seba “El Fiore”, por haberle puesto garra al
encarar este desaf́ıo. A Diego y Pablo por visitar el LNCC y trabajar con nuestro grupo.
A todo los muchachos de la facu que siempre estuvieron ah́ı.
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Introdução e Motivação

Nos últimos anos as doenças cardiovasculares têm sido a maior causa de morte
não somente no páıs como também no mundo. De acordo com a Associação Americana
do Coração [14] as doenças cardiovasculares são a principal causa de morte nos Estados
Unidos, correspondendo aproximadamente a um terço do total. No ano 2002, devido às
doenças cardiovasculares morreram no Brasil 396.000 pessoas, na Argentina 93.300, na
Austrália 47.200, na China 3.000.000, nos Estados Unidos 922.700, na França 154.000, na
Alemanha 387.900, na Índia 2.810.00, na Itália 247.700 e na Rússia 1.431.900 para citar so-
mente alguns páıses desenvolvidos ou em desenvolvimento (dados obtidos da Organização
Mundial da Saúde - OMS, [153]). Segundo a OMS, o Brasil aparece em 9o lugar na lista
dos páıses cuja população morre mais, em números absolutos, de doenças card́ıacas, e é o
6o de derrames. O número de casos de doenças cardiovasculares no páıs fica atrás somente
de páıses como China, Índia, Rússia e Estados Unidos.

Um relatório publicado recentemente pela OMS, o mais abrangente já preparado
sobre doenças cardiovasculares, aponta que estes males matarão mais de 24 milhões de
pessoas por ano até 2030. Atualmente, 17 milhões de pessoas morrem anualmente desses
males.

Estes fatos têm motivado o desenvolvimento de novas técnicas e procedimentos para
diagnosticar, tratar e acompanhar a evolução deste males nos seres humanos. Técnicas
como bypass coronários, implantação de stents, coils e clips em aneurismas são algumas
das mais novas intervenções cirúrgicas relacionadas a doenças do Sistema Cardiovascular
Humano (SCVH). O aumento na complexidade deste tipo de procedimentos exige a cada
dia um maior uso de técnicas que permitam predizer com precisão o resultado quando
estes métodos cirúrgicos são aplicados nos pacientes.

Nas últimas décadas novas estratégias, baseadas no uso de modelos computacionais,
têm sido muito utilizadas. O atual grau de desenvolvimento alcançado por estas técnicas
de modelagem, conjuntamente com o rápido crescimento da performance de cálculo dos
computadores, tem permitido o estudo, desenvolvimento e solução de modelos mecânico-
biológicos altamente sofisticados capazes de antecipar, com aceitável grau de precisão, os
resultados de diversos procedimentos médicos. No entanto, os benef́ıcios de aplicar esta
tecnologia à medicina cardiovascular tem como desafio superar algumas barreiras.

Primeiramente, esta tecnologia deve poder ser aplicada em pacientes reais, reque-
rendo-se a incorporação de dados espećıficos de cada indiv́ıduo que complementem os
modelos matemáticos e f́ısicos. Uma das formas mais efetivas de obter este tipo de dados
é utilizando técnicas de aquisição de imagens médicas como Magnetic Resonance Imag-
ing - MRI, Computed Tomography - CT, Positron Emission Tomography - PET, Single
Positron Emission Computed Tomography - SPECT, Ultrasom - US etc. Estes dados de-
vem ser processados para extrair as informações de interesse do paciente (e.g., informação
geométrica da anatomia, propriedades mecânicas dos tecidos, etc.).

Outro ponto importante neste processo é o desenvolvimento de modelos matemáticos
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e f́ısicos que consigam aproximar com o suficiente ńıvel de detalhe e complexidade os
fenômenos envolvidos capturando em detalhe aspectos como pressão, fluxo, etc. Para
obter as soluções destes modelos diferentes informações são necessárias

• propriedades mecânicas dos tecidos envolvidos,

• as geometrias das regiões de interesse obtidas a partir das imagens do paciente,

• condições iniciais das variáveis de interesse,

• condições de contorno consistentes com o resto do sistema.

A resolução das equações associadas aos modelos do SCVH completo é proibitivo
devido à quantidade de graus de liberdade envolvidos, o que faz este problema computa-
cionalmente muito custoso (sendo impraticável, ao menos com a capacidade de proces-
samento dos computadores na atualidade). O trabalho pioneiro de Hughes e Lubliner
[95], apresenta uma alternativa interessante para contornar estas dificuldades. Utilizando
modelos de menor dimensão (e.g., 1D), é posśıvel aproximar as caracteŕısticas mais im-
portantes do SCVH nos vasos de maior tamanho. Nestes modelos, hipóteses são utilizadas
para permitir levar as equações de fluidos (originariamente tridimensionais), a formas sim-
plificadas unidimensionais, nas quais somente valores médios das quantidades envolvidas
(e.g., fluxo Q, pressão p, etc.) são considerados. Os modelos 1D levam em consideração o
comprimento e o diâmetro dos vasos do sistema arterial permitindo que este último varie
ao longo do distrito, diminuindo consideravelmente a quantidade de graus de liberdade.
Acoplando modelos 3D detalhados das regiões de importância com modelos simplificados
do resto do sistema [61, 193, 171, 199] é posśıvel representar a árvore arterial como um
todo obtendo-se uma resposta precisa nos locais de interesse. Desta maneira, a modelagem
1D da árvore arterial fornece naturalmente as condições de contorno necessárias para as
regiões detalhadas com modelos 3D.

A aproximação destes modelos, utilizando por exemplo o Método dos Elementos
Finitos (MEF), requer tanto a solução de sistemas de equações não-lineares (da ordem de
milhões de equações para cada intervalo de tempo), como o uso de estimadores de erro que
permitam a análise adaptativa do problema. Finalmente, é necessário o uso de técnicas
de visualização cient́ıfica que permitam interpretar estes resultados.

Os passos seguidos para criar estes modelos a partir dos dados do paciente são:

• Ler os dados, geralmente em formatos padrão (e.g., DICOM - Digital Imaging and
Communications in Medicine) a partir de um estudo de imagens feito no paciente.

• Melhorar a qualidade da imagem e segmentá-la.

• Reconstruir a geometria em três dimensões.

• Gerar e otimizar as malhas de Elementos Finitos para análise dos modelos.

• Se for necessário, acoplar estes tipos de malhas com modelos simplificados do resto
do sistema.
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• Resolver o sistema de equações não-lineares dependentes do tempo.

• Visualizar os resultados.

Suponha-se, por exemplo, que é de interesse estudar a hemodinâmica na bifurcação
da artéria carótida. A complexidade da geometria influencia fortemente as caracteŕısticas
hemodinâmicas e as ações mecânicas do fluido nas paredes dos vasos. Por esta razão,
a geometria vascular tem um papel muito importante no desenvolvimento das diferentes
patologias que afetam o SCVH. Diferentes publicações [13, 38, 72, 106] indicam que regiões
de re-circulação estão ligadas ao desenvolvimento de placa de ateroma. Esta situação é
analisada em [163], onde se observa que a presença e a localização de zonas de re-circulação
é fortemente influenciada pelo ângulo de bifurcação (e.g., o ângulo entre a carótida interna
e externa). Outro caso t́ıpico é dado pela região distal1 em uma anastomose em um
bypass. Dependendo do ângulo de anastomose, zonas de re-circulação podem ser criadas,
provocando conseqüentemente o êxito ou fracasso da intervenção. Para nomear outras
aplicações pode-se citar a avaliação de risco de ruptura de aneurismas, o estudo de implante
de stents ou clips em aneurismas, estimação da presença de aterosclerose via caracterização
de propriedades das paredes arteriais, dentre outras.

Assim, a aplicação de técnicas vindas da engenharia na medicina têm por objetivo
complementar e tornar mais precisa a informação que os médicos dispõem para tomar
decisões. Ferramentas como análise estrutural, identificação de propriedades materiais,
dinâmica dos fluidos computacional (CFD - Computational Fluid Dynamics), simulação
computacional, entre outras, estão se tornando a cada dia mais utilizadas na medicina.

Unido às técnicas de modelagem computacional, o processamento de imagens fornece
ferramentas poderosas para análise de informações dos pacientes, diagnóstico de doenças,
estudo e análise de diferentes alternativas de intervenção (planejamento cirúrgico) e pes-
quisa relacionada ao sistema cardiovascular.

As técnicas de aquisição de imagens médicas fornecem informação anatômica e fun-
cional aos especialistas das diferentes áreas da medicina. Conseqüentemente, a demanda
por ferramentas que permitam manipular estas imagens tem crescido drasticamente. Ao
longo dos anos novos problemas têm aparecido na área, por exemplo restauração e seg-
mentação de imagens, visualização de dados volumétricos, registro de imagens (image
registration) e reconhecimento de padrões.

Os resultados fornecidos pelos modelos dependem fortemente da complexidade e
da morfologia dos domı́nios sendo estudados. Por este motivo, a precisão das técnicas
utilizadas no processo de restauração, segmentação e reconstrução das geometrias terá um
impacto considerável nos resultados, tornando a reconstrução de geometrias a partir de
imagens médicas (MRI, CT, PET, SPECT, Ultrasom, etc.) um ponto chave na modelagem
do sistema arterial.

O uso de modelos computacionais tem mudado a maneira na qual problemas em
diferentes áreas do conhecimento são tratados, por exemplo no processamento de imagens
[16, 27, 65, 164]. O uso do Cálculo Variacional e Equações Diferenciais Parciais (EDP’s)

1i.e., ponto em que uma estrutura ou um órgão fica afastado de seu centro ou de sua origem.
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nestes modelos tem crescido consideravelmente nos últimos anos. Na análise e processa-
mento de imagens médicas, métodos que utilizam modelos matemáticos são usualmente
mais precisos que aqueles que não aproveitam este tipo de informação. Por este motivo,
neste trabalho serão estudas duas áreas importantes no processamento de imagens:

• Restauração de Imagens: durante o processo de aquisição da imagem, esta pode
ser alterada por diferentes fatores (lentes fora de foco, movimento do paciente, falta
de sensibilidade dos dispositivos, limitações nos tempos de exposição dos pacientes, o
próprio processo pelo qual a imagem é formada, entre outras). Neste caso o objetivo
é melhorar a qualidade removendo o “rúıdo” de uma imagem que foi sujeita a alguma
ou várias destas degradações.

• Segmentação de Imagens: no caso de imagens médicas, seja para fins de realidade
virtual, realidade aumentada, reconstrução de geometrias, diagnóstico de doenças,
ou outros, a segmentação é um passo fundamental quando é necessário identificar as
diferentes estruturas presentes em uma imagem.

O crescimento desta interdisciplinariedade na ciência tem motivado o intercâmbio de
conhecimento e técnicas entre diferentes disciplinas. Como se verá ao longo deste trabalho,
a utilização da Derivada Topológica por exemplo, originariamente concebida para tratar
de maneira adequada problemas de otimização de topologia e problemas inversos, tem
mostrado resultados promissores ao ser aplicada no processamento de imagens.

Como mencionado, a motivação para o uso de técnicas de restauração e segmentação
de imagens vem, nesta oportunidade, da necessidade de reconstruir regiões ou distritos
arteriais para serem utilizados na modelagem do SCVH. Restauração e segmentação de
imagens médicas, reconstrução de geometrias, geração de malhas de elementos finitos
e edição de árvores arteriais são alguns dos passos necessárias para gerar este tipo de
modelos, requerendo cada um deles dados de diferente natureza (e.g., imagens médicas,
malhas de elementos finitos, propriedades materiais, etc.). A complexidade destes dados
torna o seu tratamento manual praticamente imposśıvel. Por outro lado, não existe na
atualidade um sistema computacional que reúna em um mesmo ambiente de trabalho
as ferramentas necessária para criar estes modelos. Um sistema computacional destas
caracteŕısticas em muito contribuirá para melhorar a compreensão do SCVH, auxiliando
na prevenção, diagnose, terapia e reabilitação (planejamento cirúrgico) das mais diversas
patologias ou disfunções cardiovasculares.

Baseado nas considerações anteriores, o presente trabalho está organizado em três
grandes partes, quais sejam:

Na Parte I, constitúıda de quatro caṕıtulos, a atenção será focada na restauração
de imagens. No Caṕıtulo 1 será apresentado um breve resumo das origens da derivada
topológica, assim como um levantamento bibliográfico dos trabalhos mais relevantes e as
suas áreas de aplicação. Em particular, será realizado o cálculo da derivada topológica para
o caso da equação de difusão-reação, o qual será posteriormente utilizado na restauração de
imagens. No Caṕıtulo 2 serão estudados alguns dos mais utilizados métodos de restauração
de imagens existentes na literatura baseados no Cálculo Variacional e EDP’s. Estes serão
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divididos em dois grupos: evolutivos e estacionários. Os métodos apresentados foram
implementados computacionalmente e resultados numéricos serão apresentados para cada
um deles. O uso da derivada topológica na restauração de imagens será abordo no Caṕıtulo
3. Neste caso serão estudadas duas alternativas, uma cont́ınua e outra discreta. No caso
cont́ınuo, que tem a sua origem no método de restauração de imagens estacionário, foi
estudado um algoritmo proposto por Belaid et. al. [22], mostrando alguns resultados
numéricos e analisando algumas posśıveis melhoras. No caso discreto, será proposto um
algoritmo novo de restauração de imagens baseado em uma versão discreta da derivada
topológica. Contrariamente ao caso cont́ınuo, este baseia-se na equação de difusão de
calor evolutiva. Finalizando a primeira parte, o Caṕıtulo 4 será destinado a comparar
quantitativamente os métodos clássicos (expostos no Caṕıtulo 2) e os baseados na derivada
topológica (Caṕıtulo 3) para diferentes tipos e intensidades de rúıdo.

A Parte II, e seguindo uma estrutura semelhante à da primeira parte, abordará o
problema de segmentação de imagens. O Caṕıtulo 5 será direcionado à analise do fun-
cional de Mumford-Shah, o qual tem sido a motivação inicial no estudo deste problema
do ponto de vista do Cálculo Variacional e EDP’s. Além disso, este funcional tem moti-
vado o surgimento de outros utilizados na literatura e, em particular, neste trabalho. O
Caṕıtulo 6 apresentará uma nova técnica de segmentação de imagens baseada na derivada
topológica. Esta técnica permite segmentar uma imagem em um conjunto finito de classes
utilizando o conceito de derivada topológica cont́ınua. Posteriormente, baseado nesta
idéia será apresentado um algoritmo alternativo, mais simples na sua implementação e
de menor custo computacional, utilizando uma versão discreta da derivada topológica.
O Caṕıtulo 7 terá por objetivo comparar quantitativamente os métodos propostos com
outros freqüentemente utilizados mostrando-se a sua performance na presença de rúıdo.
Também serão estudados os resultados dos métodos propostos para diferentes parâmetros
e sua influência nos resultados da segmentação.

A Parte III, concentrar-se-á no estudo do uso de técnicas de modelagem na simulação
computacional do SCVH. Esta última parte terá por objetivo integrar as técnicas propostas
nas duas primeiras partes deste trabalho com outras técnicas e modelos necessários para
a modelagem e simulação computacional do SCVH. Os modelos do SCVH utilizados na
atualidade serão apresentados no Caṕıtulo 8. Neste caso, será feita a dedução do modelo
unidimensional (Modelo 1D), uma simplificação das equações de Navier-Stokes, utilizado
para representar as maiores artérias do corpo humano e diminuindo assim o custo com-
putacional do problema. Serão colocadas também as equações tridimensionais completas
(Modelo 3D) utilizadas para obter informações detalhadas do fluxo sangúıneo em pequenos
distritos, e finalmente as condições de acoplamento necessárias para utilizar estes modelos
conjuntamente. Como mencionado, o uso destes modelos, chamados multidimensionais,
apresenta um grande desafio no momento de criá-los, já que não existe na atualidade
uma ferramenta computacional especializada que proporcione estas funcionalidades em
um mesmo ambiente. Com o intuito de suprir esta deficiência, foi desenvolvido um sis-
tema chamado HeMoLab - Laboratório de Modelagem em Hemodinâmica. Este sistema
será descrito no Caṕıtulo 9, onde será feita uma análise das suas necessidades assim como
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uma descrição dos diferentes módulos e componentes que integram esta ferramenta. Por
último, no Caṕıtulo 10, serão apresentados alguns resultados obtidos com o HeMoLab.

Finalmente, parte dos resultados obtidos durante o desenvolvimento deste trabalho
foram publicados e apresentados em periódicos e congressos internacionais [28, 108, 109,
110, 111, 113, 114, 115, 116, 117, 118].
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Restauração de Imagens
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Introdução

Nesta primeira parte será estudado o problema de restaurar uma imagem degradada
por algum fenômeno, utilizando a derivada topológica, cujo conceito tem suas origens na
área de otimização estrutural e problemas inversos. Para fornecer ao leitor um melhor
entendimento deste conceito, no Caṕıtulo 1 é feita uma breve introdução mostrando as
origens da derivada topológica e os respectivos trabalhos pioneiros. Por último, é feito
o cálculo da derivada para o caso particular da equação de difusão-reação o qual será
posteriormente utilizado com suas devidas adaptações, na restauração de imagens.

O Caṕıtulo 2 apresenta uma breve descrição dos métodos existentes na literatura
utilizados em restauração de imagens e que são baseados no uso do Cálculo Variacional
e EDP’s. Neste ponto são apresentados os fundamentos matemáticos que originaram
essa classe de métodos. No Caṕıtulo 3 são apresentados dois métodos de restauração de
imagens baseados no conceito da derivada topológica, sendo um deles cont́ınuo e o outro
discreto. No caso cont́ınuo, que tem a sua origem no método de restauração de imagens
estacionário, será estudado um algoritmo proposto por Belaid et. al. [22], mostrando-se
alguns resultados numéricos e discutindo-se algumas posśıveis melhoras. No caso discreto,
é proposto um algoritmo novo de restauração de imagens baseado em uma versão discreta
da derivada topológica. Contrariamente ao caso cont́ınuo, este baseia-se na equação de
difusão de calor evolutiva. Finalizando a primeira parte, no Caṕıtulo 4 é feita uma com-
paração quantitativa entre os métodos clássicos (expostos no Caṕıtulo 2) e os baseados na
derivada topológica (Caṕıtulo 3) para diferentes tipos e intensidades de rúıdo.

Os resultados apresentados em esta parte foram parcialmente publicados nos seguin-
tes trabalhos:

• I. Larrabide, A. A. Novotny, R. A. Feijóo, and E. Taroco. A medical image en-
hancement algorithm based on topological derivative and anisotropic diffusion. In
Proceedings of the XXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Meth-
ods in Engineering - CILAMCE 2005 - Guarapari, Esṕırito Santo, Brazil, 2005.

• I. Larrabide, R. A. Feijóo, A. A. Novotny and E. A. Taroco. Topological Derivative:
A Tool for Image Processing. Computers & Structures - An International Journal.
Editors: K. J. Bathe & B. H. V. Topping. Guest Editor for the Special Issue: C. A.
Mota Soares, M. Bendsoe, K. K. Choi and J. Herskovits. Accepted for publication
- December 2006.
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Caṕıtulo 1

Derivada Topológica

Uma questão que tem motivado a atividade de pesquisa em modelagem computa-
cional nos últimos anos é obter automaticamente, segundo um critério de desempenho
ou função custo, a geometria ótima (forma e topologia) do domı́nio de um problema sob
análise. Em geral, algum tipo de restrição encontra-se associada a esta função custo. Por
exemplo, a própria equação de estado (na forma de uma equação variacional), ou a uma
restrição de peso/tamanho da peça sendo desenhada, etc. A alternativa clássica para
tratar este tipo de situação consiste em parametrizar o domı́nio de interesse e procurar os
valores ótimos destes parâmetros. A limitação deste tipo de método é a impossibilidade de
mudar a topologia no processo (i.e., criar novos furos ou aberturas artificiais no domı́nio do
problema). A partir de 1994 começam a aparecer uma série de trabalhos que propõem um
novo paradigma o qual irá mudar a maneira na qual este tipo de problema é tratado. Nos
trabalhos de Eschenauer em 1994 [52], Schumacher em 1995 [177], Soko lowski e Żochowski
em 1999 [155, 182], Céa et al. em 1998 [40] e Garreau et al. em 1998 [69] e 2001 [70]
foi introduzida uma forma de obter tanto a forma quanto a topologia ótima utilizando a
chamada Análise de Sensibilidade Topológica.

De maneira resumida e informal este novo conceito chamado de “expansão assintótica
topológica” pode ser colocado da seguinte maneira. Seja J (Ω) = F(u(Ω)) uma função
custo arbitrária que mede a “qualidade” associada a uma determinada topologia carac-
terizada pela “função de estado” u(Ω) solução de uma certa equação variacional definida
no domı́nio Ω. Dado o número positivo ε suficientemente pequeno, a função positiva f(ε)
que tende a zero com ε e denotando como Ωε o domı́nio perturbado com a introdução,
no ponto x̂, de um furo de tamanho infinitesimal governado por ε, então a “expansão
assintótica topológica”

J (Ωε) = J (Ω) + f(ε)DT (x̂) +O(f(ε)) (1.1)

fornece uma estimativa do valor da função custo no domı́nio perturbado para ε suficien-
temente pequeno, onde DT é conhecida como “derivada topológica” (também designada
como “gradiente topológico”). Assim, a derivada topológica pode ser definida da seguinte
maneira:

A Derivada Topológica é uma função escalar definida em Ω indicando em
cada ponto x̂ ∈ Ω a sensibilidade da função custo quando um furo de tamanho
infinitesimal ε é introduzido nesse ponto.

Este mesmo conceito pode ser empregado para considerar outros tipos de per-
turbações que não necessariamente correspondam a introduzir um furo. De fato, é posśıvel
considerar perturbações, em regiões de tamanho infinitesimal, nas propriedades do material
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associado ao problema (inclusões), nos termos de carregamento, nas condições de contorno,
etc. [126, 130, 140, 144, 182].

Por outro lado, da expansão assintótica topológica (Eq. (1.1)) e da positividade de
f(ε) se segue que para diminuir o valor da função custo basta introduzir as perturbações em
todo ponto x̂ para o qual a derivada topológica seja negativa. Assim, a derivada topológica
fornece uma informação importante que permite o desenvolvimento de algoritmos eficientes
e robustos. Tem-se assim uma nova e poderosa ferramenta para tratar diversos problemas:
otimização de forma e topologia, caracterização de propriedades, problemas inversos e
inclusive, como será visto mais adiante neste trabalho, processamento de imagens.

A organização deste caṕıtulo é a seguinte. Na próxima seção são apresentadas
as publicações relacionadas com a derivada topológica mencionando inclusive as áreas
nas quais a mesma tem sido aplicada. Posteriormente a derivada topológica é apre-
sentada de maneira formal assim como o método (Topological-Shape Sensitivity Method
[58, 140, 141, 146]) que será utilizado para seu cálculo nas aplicações deste conceito no
processamento de imagens propostas no presente trabalho. Em particular, a derivada
topológica será calculada para uma função custo geral, considerando como restrição o
problema de condução de calor estacionária escrito na forma variacional. Este resultado
será posteriormente empregado, com as devidas adaptações, na restauração e segmentação
de imagens. Finalmente, as imagens assim processadas serão utilizadas na modelagem e
simulação computacional do sistema cardiovascular humano.

1.1 Trabalhos pioneiros na área

Como mencionado anteriormente, otimização de forma e topologia é um problema
que tem sido motivo de muita atividade de pesquisa neste e no século passado. Nos últimos
anos, diversas técnicas de otimização de topologia foram propostas [50, 51] sendo que em
[53] são referenciados 425 trabalhos relacionados com este tema. Estas técnicas têm a
vantagem de permitir obter a topologia ótima mesmo partindo de uma configuração “dis-
tante” dela. Dentre as mais populares, destacam-se as formulações baseadas em métodos
de relaxação e homogeneização que, como resultado, fornecem uma distribuição de ma-
teriais compostos. Neste caso, algum critério (filtro) deve ser aplicado para se obter um
resultado realista. Estas dificuldades: escolha dos filtros, interpretação dos resultados,
impossibilidade de incorporar nas bordas das perturbações as condições de contorno de
Dirichlet ou de Neumann não homogêneas, impossibilidade de extensão destas técnicas
para outros problemas como os de caracterização de propriedades e problemas inversos,
dentre outros, motivaram então o surgimento deste novo conceito de derivada topológica.

Em 1999, aparece o primeiro trabalho em Derivada Topológica intitulado On topo-
logical derivative in shape optimization por Soko lowski e Żochowsky [155]. Neste trabalho
os autores calculam a derivada topológica usando o chamado “Método da derivada mate-
rial” por Soko lowski e Zolésio [158], e dois exemplos são apresentados como aplicação. No
primeiro os autores consideram uma equação eĺıptica geral apresentando resultados para
variantes do problema de Laplace, e no segundo é considerada a equação de elasticidade
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plana. Em ambos os casos consideram condições de contorno de Neumann homogêneas
no furo.

Outra área de aplicação da derivada topológica é em problemas inversos [36]. Em
1999 Soko lowski e Żochowski [182] publicam o primeiro trabalho desta ferramenta na área,
no qual a derivada é calculada para a equação de Laplace 3D com o intuito de identificar
pequenas inclusões utilizando medidas realizadas no contorno do domı́nio. No mesmo ano,
Lewiński e Soko lowski [119] calculam a derivada topológica para o caso de furos de forma
arbitrária, para a função custo relacionada à energia do problema de elasticidade 2D com
condição de Neumann.

Em 2000, Céa et al. [40] estendem o conceito de derivada topológica para problemas
com condição de Dirichlet no furo, mostrando aplicações em electromecânica.

No trabalho de Garreau et al. [70] é obtida a expansão assintótica topológica do
problema de elasticidade para funcionais gerais e furos de forma arbitrária utilizando uma
adaptação do “Método Adjunto” e o “Método do domı́nio truncado” introduzido por
Masmoudi [129]. No caso, os autores estudam o problema com condições de Neumann e
Dirichlet homogêneas, mostrando que são problemas diferentes e devem ser analisados de
maneira diferente. A propriedade atraente do Método Adjunto é a imediata generalização
para uma vasta classe de funções custo, não apenas para o caso da energia. Além do
mais, as expressões de sensibilidade são escritas explicitamente em termos das soluções
das equações de estado e adjunta, ambas associadas ao domı́nio sem perturbação.

No ano 2002, Guillaume e Sid Idris [80] apresentam uma adaptação do método
descrito por S. Garreau et al. [70] que permite estender o cálculo da derivada topológica
para furos de forma arbitrária. Em particular esta derivada é calculada para o problema de
Poisson com condições de Neumann e Dirichlet ambas homogêneas, considerando diversas
funções custo. No caso de condição de contorno de Dirichlet no furo, é demonstrado que
em 3D, a sensibilidade topológica depende da forma do furo mas não da sua orientação
se a função custo depende somente da solução da equação de estado. No entanto, irá
depender da orientação no caso em que a função custo dependa do gradiente da solução.

No mesmo ano, Novotny et al. [143, 144] estabelecem uma relação formal entre a
derivada topológica e a análise de sensibilidade à mudança de forma, aplicando-a ao cálculo
da derivada para o problema de elasticidade 2D. Este método fornece um marco para o
cálculo da derivada topológica utilizando resultados clássicos de análise de sensibilidade a
mudança de forma [146]. Esta alternativa, chamada Topological-Shape Sensitivity Method,
fornece uma maneira simples e geral para o cálculo da derivada topológica. Feijóo et al. [57]
apresentam uma comparação entre o método de domı́nio truncado e o Topological-Shape
Sensitivity Method para o problema de Poisson, considerando um conjunto de condições
de contorno mais geral e estendendo os resultados obtidos anteriormente por Garreau et
al. [70] e Novotny et al. [143].

No ano 2003 são publicadas duas teses [7, 140] na área. Na tese de Novotny [140],
é estudada a sensibilidade topológica para os problemas de condução de calor em sólidos
ŕıgidos com condições de contorno de Neumann, Robin e Dirichlet; de elasticidade linear
plana; flexão elástica linear de placas de Kirchhoff; torção de barras sujeitas a fluência; e
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no problema de Poisson é introduzido um novo tipo de perturbação: inclusão de materiais
com propriedades diferentes neste caso a derivada topológica é chamada pelo autor de
derivada configuracional já que neste tipo de perturbação a topologia não é modificada
mas sim a configuração onde está definido o problema. Utilizando o Método Adjunto,
na tese de Amstutz [7] a derivada topológica é empregada na localização de fissuras nos
problemas de Laplace 2D; Helmholtz 2D com condição de Dirichlet em um furo circular,
condição de Neumann em um furo de forma arbitrária ou fissura e inserção de inclusões
com diferente propriedade material; e finalmente para problemas não lineares com condição
de Dirichlet e furo de forma arbitrária, aplicando-o para a equação de Navier-Stokes.

Lewiński e Soko lowski [120] introduzem a noção de derivada topológica direcional
na aparição de furos não-circulares (ou cavidades não esféricas em 3D) no caso de elasti-
cidade. Neste trabalho, os autores provam que o método bubble anteriormente utilizado
por Schumacher [177] coincide com a dissipação da energia elástica ao aparecer um furo
(ou cavidade) no domı́nio, abrindo um novo campo de aplicação de derivada topológica:
cavitação. Samet et al. [174] calculam a derivada topológica para o problema de Helmholtz
com condição de Dirichlet homogênea no furo.

A idéia da derivada topológica é estendida por Soko lowski [154] para considerar um
número finito de furos (utilizando a derivada topológica) e também variações no domı́nio
(utilizando análise de sensibilidade à mudança de forma). Combinando estas duas técnicas
são obtidas as condições de optimalidade1 para o problema de otimização de forma.

O Topological-Shape Sensitivity Method é utilizado por Feijóo et al. [58] para calcular
a derivada topológica para o problema de elasticidade 2D considerando a energia potencial
total como função custo e a correspondente equação de equiĺıbrio como restrição. Resulta-
dos anteriormente obtidos por Guillaume et al. para o problema de Poisson são estendidos
para o problema de Stokes por Guillaume e Sid Idris [81]. O autores destacam que no
caso 3D a sensibilidade topológica depende da forma do obstáculo (ou furo) mas não no
caso 2D. Contudo, existe uma diferença com o caso de Poisson 3D em que a derivada
topológica pode depender da orientação do obstáculo. Uma generalização da técnica de
level sets, usualmente utilizada em otimização de topologia, incluindo derivada topológica
é proposta por Burger et al. [35].

Nazarov e Soko lowski [136] introduzem a chamada derivada topológica exterior.
Esta derivada é definida pela variação de topologia na forma de um ligamento delgado
conectando duas pequenas partes do contorno, fora do domı́nio original. Segundo apontado
pelos autores, o método de level sets descrito em [35] poderia ser melhorado pelo uso desta
derivada ao criar furos adicionais.

Seguindo essa linha, Amstutz e Andrä [10, 11] propõem um novo algoritmo de
otimização de topologia utilizando uma nova equação de evolução para a função de level
set baseada em uma generalização do conceito da derivada topológica. Neste caso, para
diminuir a quantidade de mı́nimos locais, é utilizada uma técnica de filtragem que atua
como uma regularização. Diferentemente do feito por Burger et al. [35], os autores
abandonam completamente a equação de Hamilton-Jacobi, evitando o uso de parâmetros

1Condição que deve ser satisfeita pelo mı́nimo em um problema de otimização.
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arbitrários para construir a correção em iterações sucessivas.
Em 2005 é publicado por Amstutz [8] o trabalho com o cálculo da derivada topológica

para equações de Navier-Stokes no caso estacionário e flúıdo incompresśıvel. O principal
problema neste cálculo vem da não-linearidade do operador envolvido. A condição de
contorno no furo (ou obstáculo) é de Dirichlet. Esta ferramenta pode ser utilizada para
resolver problemas de otimização topológica em dinâmica dos fluidos. Uma versão geral
deste trabalho é apresentada por Amstutz [9], no qual a derivada topológica é calculada
para uma classe de problemas não-lineares em particular para Navier-Stokes e a versão
não-linear da equação de Helmholtz.

A derivada topológica também tem sido utilizada na detecção de falhas. Amstutz
et al. [12] realizam a análise de sensibilidade topológica para a equação de Laplace com
respeito a introdução de uma fenda (ou talho) com condição de Neumann homogênea. Esta
derivada é utilizada em um algoritmo para detecção de fissuras no problema geométrico
inverso. Para este fim é utilizado o critério de Kohn-Vogelius [102] como função custo.
A derivada topológica para problema de contato (problema de Signorini e contato sem
fricção em elasticidade linear) é calculada por Soko lowski e Żochowski [156]. Soko lowski e
Żochowski [157] obtém a derivada topológica para o problema de obstáculo e é constrúıda
a aproximação assintótica da solução para uma perturbação do domı́nio pela criação de
um furo.

Novotny et al. [142, 145, 147] utilizam o Topological-Shape Sensitivity Method para
calcular a derivada topológica no problema de elasticidade linear 3D e no problema de
p-Poisson (ou p-Laplaceano). Novotny et al. [141] utilizam este método para calcular a
derivada no problema de placas elásticas no modelo cinemático de Kirchhoff. A derivada
topológica é utilizada também no problema inverso de identificação de propriedades para
equação de calor a partir de medidas na fronteira do domı́nio por Guinzani F. et al. [56].
Neste trabalho os autores apresentam um algoritmo iterativo baseado na informação da
derivada topológica.

Masmoudi et al. [130] apresentam a expansão assintótica topológica para as equações
de Maxwell. Também, esta informação é utilizada em um método de otimização topológica
para resolver problemas inversos de identificação de propriedades eletromagnéticas.

Na Tabela 1.2 é apresentado um resumo das equações/problemas para os quais a
derivada topológica tem sido calculada, assim como das publicações relacionadas.

1.2 Motivação para o uso da Derivada Topológica em Processamento de

Imagens

Talvez a caracteŕıstica mais notável da derivada topológica é que permite calcular a
variação de uma função custo com respeito a um parâmetro que pode variar de maneira não
suave (e.g., função caracteŕıstica de um domı́nio, propriedades materiais e/ou mudança
não cont́ınua das forças que atuam no problema, etc.).

Assim, por exemplo, esta derivada pode ser utilizada para identificar a função ca-
racteŕıstica de um domı́nio ótimo segundo algum critério (e.g., medida de performance,
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função custo, etc.), para identificar propriedades materiais e sua distribuição em um certo
domı́nio, ou até as forças atuando em um certo domı́nio e como elas estão distribúıdas.

Por outro lado, este tipo de problema aparece freqüentemente no contexto de pro-
cessamento de imagens:

• Identificação de bordas: a caracterização de bordas dentro de uma imagem é um
processo importante na identificação de regiões e remoção de rúıdo dentre outras.
As bordas dentro de uma imagem podem ser identificadas como um conjunto de
descontinuidades.

• Identificação de objetos: o processo de segmentação identifica dentro de uma ima-
gem diferentes objetos ou regiões. Identificar a região ocupada por um objeto é
equivalente a identificar a função caracteŕıstica desta região.

• Acompanhamento de objetos em seqüências de imagens (object tracking): como no
caso de segmentação, acompanhar um objeto que aparece em uma seqüência de
imagens é equivalente a achar a função caracteŕıstica da região que ele ocupa.

• Decomposição em textura e geometria: uma imagem pode ser interpretada como
uma soma de textura e geometria. Neste caso, no processo de decomposição, é de
interesse separar, na imagem tratada, a textura e a geometria. A geometria pode
ser identificada pela sua função caracteŕıstica.

• Reconstrução a partir de projeções: no processo de reconstrução de uma imagem a
partir das projeções objetiva-se identificar a propriedade material para cada região
da imagem (ou objeto) projetada.

Em todos os casos o uso da derivada topológica aparece como uma alternativa na-
tural para resolver estes problemas.

Em 2005 surgem os primeiros trabalhos de derivada topológica aplicada no processa-
mento de imagens: restauração por Belaid et al. [22] e Larrabide et al. [113, 114], onde o
objetivo é recuperar uma imagem que sofreu algum tipo de degradação; segmentação por
Larrabide et al. [109, 110] e por Hintermüler [89], por exemplo em imagens médicas onde é
de interesse identificar os diferentes órgãos para posterior reconstrução, diagnose, aplicação
de algum tratamento ou simulação bio-mecânica do funcionamento do corpo humano; e
classificação de imagens por Auroux et al. [18]. He e Osher [87] estabelecem uma relação
entre a derivada topológica e outras técnicas amplamente utilizadas em processamento de
imagens como level sets.

1.3 Derivada Topológica - Formulação Variacional

Como já mencionado a Análise de Sensibilidade Topológica permite caracterizar a
sensibilidade do problema sob consideração quando o domı́nio Ω no qual este está definido
é perturbado de alguma maneira. Esta perturbação poderá ser:
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Segundo o tipo de perturbação
B Furo circular
E Furo eĺıptico
C Fenda
A Furo arbitrário
I Inclusão

Problema de aplicação
IP Problemas Inversos
TO Otimização de Topologia
FI Identificação de Fissuras

Condição de contorno no furo
NH Neumann Homogênea
N Neumann

DH Dirichlet Homogênea
D Dirichlet
R Robin

Métodos de cálculo da derivada
MD Derivada Material
AM Método Adjunto

DTM Método de domı́nio truncado
TSSM Topological-Shape Sensitivity Method

Tabela 1.1: Nomenclatura

• Mudança de topologia: Neste caso o domı́nio Ω é perturbado introduzindo em um
ponto x̂ ∈ Ω um furo de forma arbitrária, ωε e a derivada topológica fornece a
sensibilidade da função custo quando ε→ 0 (ver Eq. (1.1)).

• Mudança nas propriedades materiais: Neste caso é introduzida em um ponto x̂ ∈ Ω
uma perturbação nas propriedades do material definida na região de forma arbitrária
ωε e a derivada topológica fornece a sensibilidade da função custo quando ε→ 0 (ver
Eq. (1.1)). As “propriedades do material” correspondem aos coeficientes que definem
a equação variacional associada ao problema.

• Mudança nas forças/fontes que atuam em Ω: Similar ao caso anterior entretanto
agora a perturbação e realizada sobre os valores das fontes.

A seguir, e por simplicidade, será tratado apenas o primeiro caso, isto é o da per-
turbação do domı́nio com a introdução de um furo. A extensão para os outros dois casos
é similar e não apresenta nenhuma dificuldade.

Seja então um problema onde sua qualidade/performance esteja caracterizada por
uma função custo J (Ω) = F(Ω, u(Ω)) onde Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, é um domı́nio aberto de
contorno ∂Ω regular com normal exterior n. Com a notação (Ω, u(Ω)) se deseja ressaltar
que F depende de Ω explicitamente e implicitamente através de u(Ω), solução da equação
variacional (equação de estado), que pode ser escrita na forma abstrata como: determinar
u ∈ U = U(Ω) tal que

a(u, η) = l(η) ∀η ∈ V, (1.2)

onde U caracteriza o conjunto (geralmente uma variedade linear de V) de funções admis-
śıveis definidas em Ω e V = V(Ω) o espaço vetorial de suas variações admisśıveis. Por sua
vez a(., .) : U ×V 7→ R é uma forma bilinear simétrica e l(.) : V 7→ R uma forma linear (ver
Apêndice 1.A). Admite-se ainda que estas formas satisfazem propriedades de continuidade
e coercividade de maneira a garantir a existência e unicidade da solução u (ver Apêndice).

Seja ainda ω um aberto (de forma arbitrária) de contorno regular ∂ω contendo a
origem. Dado ε > 0 suficientemente pequeno pode-se definir para qualquer ponto x̂ ∈ Ω
o domı́nio ωε dado por ωε = x̂ + εω. Desta maneira, a introdução de um furo ωε centrado
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Caṕıtulo 1. Derivada Topológica

Problema Caracteŕısticas do
Problema

Método utilizado
no
cálculo da derivada

Referências

Laplace 2D NH, DH (TO) MD [155], [137], [138]
NH, DH, R (TO) TSSM [140]
NH (F,FI) AM + DTM [7], [12]

Laplace 3D NH (IP) MD [182]
Elasticidade NH MD [119]
2D/3D NH, DH (A) AM + DTM [70]

NH TSSM [140], [147], [142],
[145], [57]

NH (A) MD [120]
Placas (Kirchhoff) NH TSS [141]
Poisson 3D/2D NH, DH AM + DTM [80]

I(IP) TSSM [140], [56]
R TSSM [57]

p-Poisson 2D — TSSM [140], [145]
Maxwell — AM + DTM [130]
Helmholtz 2D DH(B), NH(A,C) AM + DTM [7], [9], [174]
Navier-Stokes DH(A) AM + DTM [7], [8]
Stokes DH(A) AM + DTM [81]
Contato (Signorini) — MD [156]
Obstáculo A MD [157]

Tabela 1.2: Problemas para os quais a Derivada Topológica já foi calculada.
Ver Tabela 1.1 para nomenclatura.

Figura 1.1: Derivada Topológica - Mudança na topologia

em x̂ ∈ Ω permite caracterizar o domı́nio perturbado Ωε (Fig. 1.1) dado por

Ωε = Ω \ ωε.

Da Eq. (1.1), a derivada topológica em x̂ ∈ Ω pode ser definida como

DT (x̂) = lim
ε→0

J (Ωε)− J (Ω)
f(ε)

(1.3)
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Caṕıtulo 1. Derivada Topológica

onde f(ε) é uma função positiva monótona decrescente (f(ε) → 0 com ε → 0). Além
do mais, J (Ωε) = F(Ωε, uε(Ωε)), sendo que uε é a solução da mesma equação de estado
entretanto agora definida no domı́nio perturbado, isto é em Ωε: Determinar uε ∈ Uε =
U(Ωε) tal que

aΩε(uε, η) = lΩε(η) ∀η ∈ Vε = V(Ωε). (1.4)

Em [146] é estabelecida uma relação entre a derivada topológica e a Análise de
Sensibilidade a Mudança de Forma clássica [86, 134]. Este resultado permite utilizar ferra-
mentas desenvolvidas em análise de sensibilidade clássica para o cálculo desta derivada.
Esta nova abordagem para o cálculo da derivada topológica pode ser colocada no seguinte
teorema:

Teorema 1. Seja f(ε) uma função escolhida de forma que 0 < |DT (x̂)| <∞, logo o limite
com ε→ 0 que aparece em (1.3), pode ser escrito como

DT (x̂) = lim
ε→0

1
f ′(ε)

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

(1.5)

onde
dJ (Ωτ )
dτ

é a sensibilidade a mudança de forma clássica.

Prova 1. O leitor interessado pode procurar em [146] a prova deste teorema.

É importante notar que na expressão anterior está impĺıcita uma transformação de
domı́nio (deformação) χτ : xε ∈ Ωε → xτ ∈ Ωτ definida por

xτ = xε + τv(xε)

onde v é o campo de velocidade que caracteriza a mudança de forma e Ωτ |τ=0 = Ωε. Por
sua vez o campo v esta caracterizado por

v(x) = −n ∀x ∈ ∂ωε e v(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ωε \ ∂ωε. (1.6)

Para maiores informações sobre este tipo de transformação ver Haug et al. [86] e Haug e
Céa [85], Pironneau [166], Soko lowski et al. [158] e Zolezio [211].

Deste teorema é naturalmente deduzido o Topological-Shape Sensitivity Method, o
qual será explorado a seguir. Formalmente, a derivada à mudança de forma da função
custo em relação ao parâmetro τ pode ser escrita como Calcular :

d

dτ
Jτ (uτ )

sujeito a : aτ (uτ , η) = lτ (η) ∀ η ∈ Vτ .

onde aΩτ (·, ·) denota-se com aτ (·, ·), lΩτ (·) com lτ (·) e onde com a notação Jτ (uτ ) se deseja
colocar em evidência a dependência em uτ da função custo.

Para calcular a derivada à mudança de forma considerando a equação de estado
como restrição, pode ser utilizado o método Lagrangiano (i.e., relaxando a restrição pela
introdução de um multiplicador de Lagrange). O Lagrangiano deste problema é escrito
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Caṕıtulo 1. Derivada Topológica

como
Lτ (v, η) = Jτ (v) + aτ (v, η)− lτ (η) ∀ η ∈ Vτ e v ∈ Uτ . (1.7)

Verifica-se então que, para o caso v = uτ , tem-se que

Lτ (uτ , η) = Jτ (uτ ) + aτ (uτ , η)− lτ (η)︸ ︷︷ ︸
=0, solução equação de estado

∀ η ∈ Vτ

= Jτ (uτ ) ∀ η ∈ Vτ .

Ao calcular a derivada com respeito de τ da Eq. (1.7) tem-se

dLτ (v, η)
dτ

=
∂Lτ
∂τ

+
〈
∂Lτ
∂v

;
dv

dτ

〉
+
〈
∂Lτ
∂η

;
dη

dτ

〉
. (1.8)

Analisa-se então a expressão (1.8) termo a termo. Começando pelo terceiro termo do lado
direito, tem-se 〈

∂Lτ
∂η

;
dη

dτ

〉
= aτ

(
v,
dη

dτ

)
− lτ

(
dη

dτ

)
∀ dη

dτ
∈ Vτ (1.9)

Logo, para o caso particular v = uτ , Eq. (1.9) é zero. Considerando o segundo termo de
(1.8), tem-se 〈

∂Lτ
∂v

;
dv

dτ

〉
=

〈
∂Jτ
∂v

;
dv

dτ

〉
+ aτ

(
η,
dv

dτ

)
∀ dv

dτ
∈ Vτ (1.10)

onde foi utilizada a simetria de aτ (·, ·). Nesta expressão, η pode ser escolhido de maneira
arbitrária. Em particular, será escolhido η = qτ , sendo qτ ∈ Vτ a solução da equação
adjunta dada por 〈

∂Jτ
∂v

;
dv

dτ

〉∣∣∣∣
v=uτ

+ aτ

(
qτ ,

dv

dτ

)
= 0 ∀ dv

dτ
∈ Vτ . (1.11)

A equação anterior é conhecida como “equação (variacional) adjunta”, e sua solução qτ

(ou qε e q se a equação adjunta estiver definida no domı́nio Ωε e Ω respectivamente) como
“solução adjunta”. É importante observar aqui que, pelas propriedades da forma a(·, ·),
a equação adjunta é do mesmo tipo que a equação de estado Eq. (1.2) (ou a equação no
domı́nio perturbado Eq. (1.4)). Do ponto de vista computacional, o anterior significa que
o mesmo sistema computacional empregado para calcular a solução da equação de estado
u (ou uε) poderá ser empregado para calcular q (ou qε).

Finalmente, a derivada total do Lagrangiano com respeito ao parâmetro τ é dada
por

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∂Lτ (v, η)

∂τ

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
[
∂Jτ (v)
∂τ

+
∂aτ (v, η)

∂τ
− ∂lτ (η)

∂τ

]
v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

. (1.12)
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Deve-se notar que uτ |τ=0 = uε e qτ |τ=0 = qε. Desta maneira a expressão anterior resulta
uma função de uε e qε e de suas derivadas. Como já observado, somente o contorno ∂ωε é
perturbado por uma expansão uniforme (Eq. (1.6)). Logo, a derivada à mudança de forma
resulta em uma integral definida somente na borda ∂ωε. Assim, a derivada topológica é
dada por uma expressão da forma

DT (x̂) = −lim
ε→0

1
f ′(ε)

∫
∂ωε

Σεn · n d∂ωε (1.13)

onde Σε depende de uε e qε, e pode ser interpretado como uma generalização do tensor
momento-energia de Eshelby [54]. O tensor Σε deve ser identificado para cada problema
particular sendo tratado, dependendo da função custo adotada e da equação de estado
associada a uε.

Por último é necessário calcular o limite quando ε → 0 para obter a expressão da
derivada topológica. Para isto é necessário estudar o comportamento das soluções uε e
qε quando ε → 0. Este comportamento pode ser obtido realizando a análise assintótica
ao redor de uma vizinhança do furo. Diferentes alternativas podem ser utilizadas neste
ponto dependendo do problema sob consideração (i.e., condições de contorno, tipo de
perturbação, etc.). Em todos os casos esta análise assintótica permite expressar uε e qε
como uma função de ε, u(x̂), q(x̂) e de suas derivadas em x̂ respectivamente. Isto é
como funções das soluções das equações de estado e adjunta definidas no domı́nio não

perturbado fornecendo também a função f(ε). Assim, da substituição destas expansões
na Eq. (1.13) e do cálculo do limite para ε → 0 obtém-se a expressão final da derivada
topológica no ponto x̂ que, como mencionado, dependerá somente do valor de u e q e de
suas derivadas nesse ponto. O anterior tem conseqüências important́ıssimas do ponto de
vista computacional. De fato, uma vez obtidos u e q o cálculo da derivada topológica
corresponde computacionalmente a um simples pós-processamento.

Então, para uma dada função custo F(Ω, u(Ω)) o Topological-Shape Sensitivity
Method pode ser resumido nos seguintes passos:

1. Calcular a derivada à mudança de forma para a função custo F(Ωε, uε(Ωε)), usando
o método Lagrangiano.

2. Identificar o tensor de momento-energia de Eshelby Σε e escrever a expressão de
sensibilidade como uma integral definida na borda ∂ωε.

3. Fazer a análise assintótica para estudar o comportamento das soluções uε e qε quando
ε→ 0.

4. Da análise assintótica escolher a função f(ε).

5. Calcular a derivada topológica usando a Eq. (1.13).

Tem-se então uma forma geral e sistemática de calcular a derivada topológica para
uma função custo qualquer. Para dar ao leitor uma idéia mais clara de como é feito
este cálculo, a seguir será estudado um problema particular onde a equação de estado
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está caracterizada pelo problema de condução estacionária de calor. Como se verá mais
adiante, esta equação desempenha um papel importante no processamento de imagens.

1.4 Equação de calor estacionária

Como mostrado ao longo deste trabalho, a equação de difusão tem sido amplamente
empregada para resolver problemas de restauração e segmentação de imagens. Por este
motivo é apresentado nesta seção o cálculo detalhado da sensibilidade a mudança de
forma para esta equação e sua posterior utilização no cálculo da correspondente derivada
topológica. Os resultados aqui obtidos serão úteis nos próximos caṕıtulos e permitirão ao
leitor ter uma visão mais clara dos passos seguidos no cálculo desta derivada.

Considera-se neste caso uma função custo da forma

J (Ω) =
∫

Ω
J(u,∇u) dΩ,

com u ∈ U solução da equação (1.2) para

a(u, η) =
∫

Ω
(k(x)∇u · ∇η + uη) dΩ e l(η) =

∫
Ω
b(x)η dΩ η ∈ V, (1.14)

com
U =

{
u : u ∈ H1(Ω)

}
e V =

{
η : η ∈ H1(Ω)

}
.

A equação de Euler-Lagrange associada a este problema é dada por −div(k∇u) + u = b x ∈ Ω
∂u

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω.

Ao se considerar o domı́nio perturbado Ωε a função custo é dada por

J (Ωε) =
∫

Ωε

J(uε,∇uε) dΩε,

sendo uε ∈ Uε a solução da Eq. (1.4), para

aε(uε, η) =
∫

Ωε

(k(x)∇uε · ∇η + uεη) dΩε e lε(η) =
∫

Ωε

b(x)η dΩε η ∈ Vε,

com
Uε =

{
u : u ∈ H1(Ωε)

}
e Vε =

{
η : η ∈ H1(Ωε)

}
.

A equação de Euler-Lagrange associada a este problema é dada por −div(k∇uε) + uε = b x ∈ Ωε

∂uε
∂n

= 0 x ∈ ∂Ωε.
(1.15)

Da mesma maneira, a equação adjunta definida no domı́nio não perturbado está
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dada por: Achar q ∈ V tal que∫
Ω

(k(x)∇q · ∇η + qη) dΩ = −
∫

Ω

[
∂J

∂v
(v,∇v)η +

∂J

∂∇v
(v,∇v) · ∇η

]
dΩ
∣∣∣∣
v=u

∀ η ∈ Vε.

A equação de Euler-Lagrange associada a este problema é dada por

−div(k∇q) + q = −
[
∂J

∂v
(v,∇v)− div

(
∂J

∂∇v
(v,∇v)

)]
v=u

. (1.16)

Da mesma maneira, a equação adjunta definida no domı́nio perturbado é a solução de:
Achar qε ∈ Vε tal que∫

Ωε

(k(x)∇qε·∇η + qεη) dΩε = −
∫

Ωε

[
∂J

∂v
(v,∇v)η +

∂J

∂∇v
(v,∇v) · ∇η

]
dΩε

∣∣∣∣
v=uε

∀ η ∈ Vε,

e a equação de Euler-Lagrange associada é dada por

−div(k∇qε) + qε = −
[
∂J

∂v
(v,∇v)− div

(
∂J

∂∇v
(v,∇v)

)]
v=uε

. (1.17)

Em seguida, a sensibilidade à mudança de forma da função custo, dada pela ex-
pressão (1.12), será obtida termo a termo. Considerando o primeiro termo e as identidades
(1.39), (1.41) e (1.40) do Apêndice 1.B, tem-se

∂Jτ (v)
∂τ

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∂

∂τ

∫
Ωτ

J(v,∇v) dΩτ

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∂

∂τ

∫
Ωε

J(v,F−Tτ ∇mv) det Fτ dΩε

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

∂

∂τ

(
J(v,F−Tτ ∇mv) det Fτ

)
dΩε

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

. (1.18)

Calculando a derivada dentro da integral tem-se

∂

∂τ

(
J(v,F−Tτ ∇mv) det Fτ

)
=

∂J

∂(F−Tτ ∇mv)
(v,F−Tτ ∇mv) · ∂

∂τ
(F−Tτ ∇mv) det Fτ

+ J(v,F−Tτ ∇mv)
∂ det Fτ
∂τ

.

Substituindo em Eq. (1.18), e utilizando as identidades (1.45), (1.46), (1.41), (1.42) e
(1.43), tem-se

∂Jτ (v)
∂τ

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

[
−∇uε · ∇v

∂J

∂∇uε
(uε,∇uε) + J(uε,∇uε)I · ∇v

]
dΩε

=
∫

Ωε

[
J(uε,∇uε)I−

(
∇uε ⊗

∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)

)]
· ∇v dΩε.

Considera-se agora o segundo termo da Eq. (1.12) a descrição material de k = k(xτ )
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será chamada km = k(x + τv) para simplificar a notação. Utilizando (1.39) e (1.40) para
obter a descrição material, e derivando dentro da integral, tem-se

∂aτ
∂τ

(v, η)
∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∂

∂τ

∫
Ωτ

(k∇v · ∇η + vη) dΩτ

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∂

∂τ

∫
Ωε

(kmF−Tτ ∇mv · F−Tτ ∇mη det Fτ + vη det Fτ ) dΩε

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

∂

∂τ

(
kmF−Tτ ∇mv · F−Tτ ∇mη det Fτ + vη det Fτ

)
dΩε

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

(
∂km
∂τ

F−Tτ ∇mv · F−Tτ ∇mη det Fτ + km
∂F−Tτ
∂τ

∇mv · F−Tτ ∇mη det Fτ

+ kmF−Tτ ∇mv ·
∂F−Tτ
∂τ

∇mη det Fτ + kmF−Tτ ∇mv · F−Tτ ∇mη
∂ det Fτ
∂τ

+ vη
∂ det Fτ
∂τ

)
dΩε

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

.

Usando as identidades (1.45), (1.46), (1.42) e (1.43), tem-se

∂aτ
∂τ

(v, η)
∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

(∇uε · ∇qε)∇k · v

+
[
[k(∇uε · ∇qε) + uεqε]I− k(∇uε ⊗∇qε)− k(∇qε ⊗∇uε)

]
· ∇v dΩε.

Considera-se agora o terceiro termo da Eq. (1.12). A descrição material de b = b(xτ )
será chamada bm = b(x+τv) para simplificar a notação e usando a identidade (1.39) tem-se

∂lτ
∂τ

(η)
∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∂

∂τ

∫
Ωτ

bη dΩτ

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∂

∂τ

∫
Ωε

bmη det Fτ dΩε

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

∂

∂τ
(bmη det Fτ ) dΩε

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

(∂bm
∂τ

· vη det Fτ + bmη
∂ det Fτ
∂τ

)
dΩε

∣∣∣∣v=uτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

.

Logo, utilizando as identidades (1.46) e (1.43), tem-se

=
∫

Ωε

(
∇b · vqε + bqε(I · ∇v)

)
dΩε.
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Juntando novamente os termos calculados obtém-se a expressão final

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

((
J(uε,∇uε) + k(∇uε · ∇qε) + uεqε − bqε

)
I−

(
∇uε ⊗

∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)

)
− k

[
(∇uε ⊗∇qε) + (∇qε ⊗∇uε)

])
· ∇v +

(
(∇uε · ∇qε)∇k − qε∇b

)
· v dΩε,

(1.19)

o que conclui o passo 1 do cálculo da derivada topológica. O passo 2 é identificar o tensor
generalizado momento-energia de Eshelby Σε, que no caso é dado por

Σε =
(
J(uε,∇uε) + k(∇uε · ∇qε) + uεqε − bqε

)
I−

(
∇uε ⊗

∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)

)
− k

[
(∇qε ⊗∇uε) + (∇uε ⊗∇qε)

]
.

Então, a sensibilidade à mudança de forma pode ser escrita como

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

Σε · ∇v +
(

(∇uε · ∇qε)∇k − qε∇b
)
· v dΩε. (1.20)

Considerando a identidade (1.51) do Apêndice 1.B e o Teorema da Divergência (Eq. (1.53))
pode-se operar no primeiro termo do segundo membro de (1.20) e obter∫

Ωε

Σε · ∇v dΩε = −
∫

Ωε

divΣε · v dΩε +
∫

Ωε

div(ΣT
ε v) dΩε

= −
∫

Ωε

divΣε · v dΩε +
∫
∂Ωε

Σεn · v d∂Ωε.

Logo, a sensibilidade é dada por

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωε

(
−divΣε+

(
(∇uε·∇qε)∇k−qε∇b

))
·v dΩε+

∫
∂Ωε

Σεn·v d∂Ωε. (1.21)

A primeira integral da Eq. (1.21) é nula∫
Ωε

(
− divΣε +

(
(∇uε · ∇qε)∇k − qε∇b

))
· v dΩε = 0. (1.22)

De fato

div(Σε) = div

[(
J(uε,∇uε) + k(∇uε · ∇qε) + uεqε − bqε

)
I

−
(
∇uε ⊗

∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)

)
− k
(

(∇qε ⊗∇uε) + (∇uε ⊗∇qε)
)]

= ∇ [J(uε,∇uε)] +∇ [k(∇uε · ∇qε)] +∇[uεqε]−∇[bqε]

− div

[
∇uε ⊗

∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)

]
− div[k∇uε ⊗∇qε]− div[k∇qε ⊗∇uε].

(1.23)
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Considerando as identidades (1.48), (1.49), (1.50) e (1.51) obtém-se

div(Σε) =
∂J

∂uε
(uε,∇uε)∇uε + (∇∇uε)T

∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)︸ ︷︷ ︸

(3)

+ k[(∇∇uε)T∇qε︸ ︷︷ ︸
(1)

+ (∇∇qε)T∇uε︸ ︷︷ ︸
(2)

] + (∇uε · ∇qε)∇k

+ qε∇uε + uε∇qε − qε∇b− b∇qε − div

[
∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)

]
∇uε

− (∇∇uε)
∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)︸ ︷︷ ︸

(3)

− k[∇uεdiv(∇qε) + (∇∇uε)∇qε︸ ︷︷ ︸
(1)

]− (∇uε ⊗∇qε)∇k

− k[∇qεdiv(∇uε) + (∇∇qε)∇uε︸ ︷︷ ︸
(2)

]− (∇qε ⊗∇uε)∇k.

As expressões indicadas com (1), (2) e (3) se cancelam mutuamente desde que uε e qε são
campos escalares, ou seja, ∇∇uTε = ∇∇uε e ∇∇qTε = ∇∇qε. Logo, tem-se que

div(Σε) =
∂J

∂uε
(uε,∇uε)∇uε + (∇uε · ∇qε)∇k + qε∇uε + uε∇qε − qε∇b− b∇qε

− div

[
∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)

]
∇uε − k∇uεdiv(∇qε)− (∇uε ⊗∇qε)∇k − k∇qεdiv(∇uε)

− (∇qε ⊗∇uε)∇k.

Rearrumando

div(Σε) =

(
− k div(∇qε)− (∇qε · ∇k) + qε +

∂J

∂uε
(uε,∇uε)− div

[
∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)

])
∇uε

−
(
k div(∇uε) + (∇uε · ∇k)− uε + b

)
∇qε +∇k(∇uε · ∇qε)− qε∇b

=
[
−div(k∇qε) + qε +

∂J

∂uε
(uε,∇uε)− div

[
∂J

∂∇uε
(uε,∇uε)

]]
︸ ︷︷ ︸

=0, equação adjunta, Eq. (1.17)

∇uε

− (div(k∇uε)− uε + b)︸ ︷︷ ︸
=0, equação de estado, Eq. (1.15)

∇qε +∇k(∇uε · ∇qε)− qε∇b

= ∇k(∇uε · ∇qε)− qε∇b. (1.24)

A prova é conclúıda combinando (1.24) e (1.22).
Sendo assim, a sensibilidade (Eq. (1.21)) pode ser re-escrita como

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫
∂ωε

Σεn · v d∂Ωε. (1.25)

Para avançar ainda mais no cálculo da derivada, e relembrando a Eq. (1.6), a
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expressão de sensibilidade (1.25), fica

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

= −
∫
∂ωε

Σεn · n d∂Ωε.

Consideremos agora uma função custo particular que, como se verá mais adiante, será útil
no processamento de imagens

J (Ωε) =
∫

Ωε

∇uε · ∇uε dΩε,

logo
∂J(∇uε)
∂∇uε

= 2∇uε.

Tem-se então que o tensor generalizado de Eshelby para esta função custo esta dado por

Σε =
(
∇uε · ∇uε + k(∇uε · ∇qε) + uεqε − bqε

)
I

−
(
∇uε ⊗∇uε − k(∇qε ⊗∇uε +∇uε ⊗∇qε)

)
.

Logo

Σεn · n =
(

(∇uε · ∇uε) + k(∇uε · ∇qε) + uεqε − bqε

)
(n · n)︸ ︷︷ ︸

=1

− (∇uε ⊗∇uε)n · n− k(∇qε ⊗∇uε +∇uε ⊗∇qε)n · n

= (∇uε · ∇uε) + k(∇uε · ∇qε) + uεqε − bqε

−
(
∂uε
∂n

)2

− 2k
(
∂uε
∂n

∂qε
∂n

)

Considerando que em ∂ωε é satisfeito que
∂uε
∂n

= 0 e
∂qε
∂n

= 0 e como k = 0 em ωε se
verifica que uε = b em ∂ωε, logo tem-se que∫

∂ωε

Σεn · n dΩε =
∫
∂ωε

(
∇uε · ∇uε + k∇uε · ∇qε

)
dΩε (1.26)

Substituindo este resultado na Eq. (1.13) a derivada topológica para a função custo
considerada e para um furo arbitrário ω esta caracterizada pela seguinte expressão

DT (x̂) = −lim
ε→0

1
f ′(ε)

∫
∂ωε

(
∇uε · ∇uε + k∇uε · ∇qε

)
. (1.27)

Com isto o Passo 2 no cálculo da derivada topológica fica conclúıdo. O Passo 3
(Análise Assintótica) consiste no estudo do comportamento das funções uε e qε para ε→ 0.
Pode-se mostrar (ver [33] e [168]) que a expansão assintótica da solução uε toma a forma

uε(x) = u(x) + ε2∇ϕ(x̂,x) · P∇u(x̂) +O(ε2) , (1.28)

onde ϕ(x̂,x) é a solução fundamental associada ao operador da equação de estado que,
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para o caso em estudo, esta dada por

ϕ(x̂,x) = − 1
2π

log |x− x̂| ⇒ ∇ϕ(x̂,x) = − 1
2π

x− x̂

|x− x̂|2
. (1.29)

Por sua vez, P é o tensor de polarização [168] que depende da forma do furo ω. Analisando
primeiro o caso de um furo circular de raio unitário o tensor de polarização resulta

P = −2πI . (1.30)

Substituindo estas expressões na expansão assintótica (Eq. (1.28)) tem-se

uε(x) = u(x) +
ε2

|x− x̂|2
∇u(x̂) · (x− x̂) +O(ε2) .

Expandindo u(x) em série de Taylor na vizinhança de x̂ obtém-se

uε(x) = u(x̂) +∇u(x̂) · (x− x̂) + ε2∇u(x̂) · x− x̂

|x− x̂|2
+O(ε2) .

A expressão anterior fornece a expansão assintótica da solução da equação de estado
uε definida no domı́nio perturbado (Ωε) em função da solução da equação de estado u

definida no domı́nio não perturbado (Ω). Empregando o resultado anterior o gradiente
toma a forma

∇uε(x) = ∇u(x̂) + ε2
(

1
|x− x̂|2

I− 2
|x− x̂|4

(x− x̂)⊗ (x− x̂)
)
∇u(x̂) +O(ε2) .

Para todo ponto x ∈ ∂ωε tem-se x− x̂ = −εn, logo

∇uε(x)|∂ωε = ∇u(x̂) + (I− 2n⊗ n)∇u(x̂) +O(ε2) (1.31)

= 2 (I− n⊗ n)∇u(x̂) +O(ε2) . (1.32)

Da mesma forma, a expansão assintótica da função adjunta qε é dada por

qε(x) = q(x̂) +∇q(x̂) · (x− x̂) + ε2∇q(x̂) · x− x̂

|x− x̂|2
+O(ε2) ,

cujo gradiente resulta em

∇qε(x) = ∇q(x̂) + ε2
(

1
|x− x̂|2

I− 2
|x− x̂|4

(x− x̂)⊗ (x− x̂)
)
∇q(x̂) +O(ε2) ,

que avaliado sobre ∂ωε fica

∇qε(x)|∂ωε = 2 (I− n⊗ n)∇q(x̂) +O(ε2) . (1.33)
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Substituindo ambos resultados dados pelas Eqs. (1.32) e (1.33) na Eq. (1.27) tem-se

DT (x̂) = −lim
ε→0

1
f ′(ε)

∫
∂ωε

4
(

(I− n⊗ n) · A
)

= −lim
ε→0

4
f ′(ε)

∫
∂ωε

(
tr (A)− (n⊗ n) · A

)
,

onde

A := ∇u(x̂)⊗∇u(x̂) + k∇u(x̂)⊗s ∇q(x̂) ,

tr (A) = ∇u(x̂) · ∇u(x̂) + k∇u(x̂) · ∇q(x̂) .

Aplicando o teorema da divergência no segundo termo do integrando obtém-se

DT (x̂) = −lim
ε→0

4
f ′(ε)

(∫
∂ωε

tr (A) +
∫
ωε

∇n · A
)

= −lim
ε→0

4
f ′(ε)

(∫
∂ωε

tr (A)− 1
ε

∫
ωε

I · A
)

= −lim
ε→0

4
f ′(ε)

(∫
∂ωε

tr (A)− 1
ε

∫
ωε

tr (A)
)

= −lim
ε→0

4
f ′(ε)

(
tr (A) 2πε− 1

ε
tr (A)πε2

)
= −2tr (A) lim

ε→0

1
f ′(ε)

2πε

lembrando que a troca de sinal vem do fato de a normal n = − (x− x̂) /ε ser saliente a
∂ωε (n aponta para o centro da bola).

Escolhendo f ′(ε) = 2πε (f(ε) = πε2), a derivada topológica para a função custo
escolhida e para o caso de um furo circular resulta

DT (x̂) = −2tr (A)

= −2
(
∇u(x̂) · ∇u(x̂) + k∇u(x̂) · ∇q(x̂)

)
. (1.34)

O resultado anterior vem ao encontro do já mencionado anteriormente: a derivada topo-
lógica é uma função escalar que depende somente das soluções das equações de estado e
adjunta definidas no domı́nio não perturbado Ω e, por tanto, conhecidas estas funções
a derivada topológica é obtida através de um simples cálculo.

Para um furo eĺıptico e denotando por t e m os vetores unitários respectivamente
associados aos eixos maior e menor desta elipse, o tensor de polarização toma a forma
seguinte

P = − |ω|
(r1 + r2

r1
t⊗ t +

r1 + r2
r2

m⊗m
)
,

onde r1 e r2 são, respectivamente, os semi-eixos maior e menor da elipse e |ω| a área do
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furo eĺıptico. Lembrando que |ω| = πr1r2 o tensor de polarização pode ser reescrito como

P = −πr1r2
(r1 + r2

r1
t⊗ t +

r1 + r2
r2

m⊗m
)

= −πr1
(r2(r1 + r2)

r1
t⊗ t + (r1 + r2)m⊗m

)
.

Tomando r2 → 0 furo eĺıptico converge para um talho ortogonal à direção m e, adotando
r1 = 1, seu correspondente tensor de polarização converge para

P = −π(m⊗m) .

Desta expressão obtém-se

P∇u(x̂) = −π(∇u(x̂) ·m)m = −π∂u(x̂)
∂m

m .

Em outras palavras, somente a derivada na direção m de u no ponto x̂ é significativa na
expansão assintótica de uε. Assim, seguindo os mesmos passos que no caso de furo circular
e considerando a mesma função custo, a derivada topológica para um furo em forma de
talho infinitesimal ortogonal à direção m, resulta em

DT (x̂) = −
(

(∇u(x̂) ·m)2 + k(∇u(x̂) ·m)(∇q(x̂) ·m)
)

= −
(
∇u⊗∇u+ k(∇u⊗s ∇q)

)
m ·m

= M m ·m = DT (x̂,m) , (1.35)

onde M é uma matriz (tensor) simétrica dada por

M = −
(
∇u⊗∇u+ k(∇u⊗s ∇q)

)
. (1.36)

Comparando esta derivada topológica com a correspondente a um furo circular (Eq. (1.34))
observa-se que no caso de uma perturbação caracterizada por um talho ortogonal à direção
m a derivada topológica resulta também função da orientação.

Logo, para um dado ponto x̂ , DT (x̂,m) alcança seu mı́nimo valor quando m coincide
com o auto-vetor associado ao menor auto-valor κmin da matriz M. Este valor mı́nimo
será adotado como a derivada topológica associada a criação de um talho no ponto x̂. Na
orientação “ótima” do talho, a sua normal coincide com o auto-vetor correspondente a
κmin.

Como será mostrado no Caṕıtulo 3, a derivada topológica calculada desta maneira
desempenha um papel fundamental no desenvolvimento de algoritmos para a restauração
de imagens deterioradas pela presença de diferentes tipos de rúıdo.
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Apêndice Caṕıtulo 1

1.A Propriedades de a(·, ·)

Sejam u, u1, u2, v, v1 e v2 funções arbitrarias em U então a : U × U 7→ R, é

• bilinear, se

a(α u, v) = a(u, α v) = α a(u, v) ,

a(u1 + u2, v) = a(u1, v) + a(u2, v) e

a(u, v1 + v2) = a(u, v1) + a(u, v2),

• simétrica, se
a(u, v) = a(v, u),

• cont́ınua, se
|a(u, v)| ≤ C ‖ u ‖‖ v ‖,

• coerciva, se
a(u, u) ≥ C ‖ u ‖2 .

Em particular, para a classe de problemas considerados, U e V são um espaços
satisfazendo

U ⊂ H1(Ω)

V ⊂ H1(Ω)

sendo H1(Ω) o espaço de Hilbert de ordem um, i.e., funções integráveis com primeira
derivada integrável.

Para forma bilineares a(·, ·) deste tipo, as hipóteses do corolário Lax-Milgram são
atendidas. Este corolário, também conhecido com Teorema de Lax-Milgram, é enunciado
a seguir:

Corolário 1. Lax-Milgram Seja a(u, η) uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva. Logo,
para todo η ∈ V(Ω) existe um único u ∈ U tal que

a(u, η) = l(η) ∀ η ∈ V(Ω).
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1.B Algumas identidades úteis

Derivadas espaciais e materiais O ı́ndice m indica descrição material (sendo ∇m o
gradiente na descrição material).

xτ = x + τv(x) (1.37)

dxτ =
∂xτ
∂x

= Fdx (1.38)

dΩτ = det FτdΩε (1.39)

(∇u)m = F−Tτ ∇mu (1.40)

Fτ = ∇χτ = I + τ∇v(x) logo

⇒ Fτ |τ=0 = I (1.41)

F−1
τ = I− τ∇v(x) +O(τ) logo

⇒ F−1
τ |τ=0 = I (1.42)

det Fτ |τ=0 = 1 (1.43)
∂Fτ
∂τ

= ∇v (1.44)

∂F−1
τ

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

= −∇v (1.45)

∂ det Fτ
∂τ

= I · ∇v det Fτ (1.46)

Derivada de campos espaciais Sejam u e v campos escalares, u e v campos vetoriais
e T campo tensorial suaves, logo

div(vu) = v divu + (∇v) · u (1.47)

∇(vu) = v∇u + u⊗∇v (1.48)

div(v⊗ u) = v divu + (∇v) u (1.49)

∇(v · u) = (∇v)Tu + (∇u)Tv (1.50)

div(TT v) = vdiv(T) + T∇v (1.51)

div(TTv) = div(T) · v + T · ∇v (1.52)

Teorema da Divergência Sejam Ω uma região regular limitada, e seja v um campo
vetorial suave, logo ∫

∂Ω
v · n d∂Ω =

∫
Ω
divv dΩ (1.53)

sendo n o vetor normal a d∂Ω.
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Restauração de Imagens

Para uma análise visual das imagens médicas, a clareza de detalhes e visibilidade
dos objetos são fatores importantes, mas para fins de processamento avançado de imagens,
um alto “signal-to-noise” ratio (SNR) é necessário, já que outras etapas neste processo
(como segmentação e classificação) são muito senśıveis ao rúıdo.

Ao longo dos anos, diferentes técnicas têm sido estudadas para melhorar o SNR de
uma imagem degradada. Estes métodos podem ser classificados como:

• Métodos que afetam o tempo de aquisição e/ou tamanho dos pixels:

– adquirir repetidamente a mesma imagem e calcular o valor médio para cada
pixel nas diferentes aquisições (este método é ineficiente e aumenta o tempo
necessário para adquirir uma imagem, expondo o paciente de maneira perigosa),

– escanear com elementos maiores (produz uma perda de resolução).

• Métodos que não afetam o tempo de aquisição e/ou tamanho dos pixels:

– melhorar o hardware de aquisição (depende fortemente da tecnologia dispońıvel),

– pós-processar as imagens depois destas serem adquiridas (técnicas de processa-
mento de imagens).

Os parâmetros de aquisição podem ser otimizados com o objetivo de melhorar o
contraste e o SNR da imagem, mas este tipo de métodos geralmente resultam em um
incremento significativo no tempo de aquisição (aumentando o tempo de exposição do
paciente). As técnicas de pós-processamento têm a vantagem de não afetar o processo de
aquisição [75, 97]. O simples cálculo de médias sobre pixels vizinhos (chamado também
de difusão isotrópica) aumenta o SNR consideravelmente, mas tem o efeito adverso de
degradar a qualidade das bordas (tais como linhas e pontos) que existem na imagem
deixando-a mais “difusa” (efeito de bluring). Este efeito pode ser reduzido utilizando
filtros não-lineares. O filtro de mediana possui a caracteŕıstica de manter as bordas, mas
seus detalhes são perdidos, deteriorando a resolução da imagem. Uma das mais popu-
lares técnicas de remoção de rúıdo introduzidas nos últimos anos é a difusão anisotrópica,
inicialmente proposta por Perona e Malik [164].

Na próxima seção será estudado o modelo usualmente utilizado para representar
a degradação de uma imagem. Posteriormente, é apresentado o estado da arte na área
de restauração de imagens por meio do uso do Cálculo Variacional e EDP’s (Equações
Diferenciais Parciais).
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2.1 Degradação de Imagens - Modelo Matemático

A restauração de imagens degradadas por algum fenômeno é uma das mais antigas
preocupações do processamento de imagens e ainda hoje é um passo de pré-processamento
importante para muitas aplicações. Durante a aquisição, transmissão e armazenamento
das imagens, estas podem ser deterioradas. Em geral, este tipo de deterioração pode
ser provocada por dois tipos de fenômenos. O primeiro deles é determińıstico e está
relacionado à um mau ajuste nas lentes ou dispositivos de aquisição, movimentos do objeto
ou do dispositivo no momento de aquisição, entre outros. O segundo é de caráter aleatório
e corresponde ao rúıdo proveniente de qualquer tipo de transmissão de informação.

O objetivo da restauração de imagens é justamente remover ou diminuir este tipo
de degradação. Nesta seção, são estudados alguns métodos que permitem diminuir estes
efeitos. Lamentavelmente, em geral é dif́ıcil identificar o tipo de rúıdo que afeta uma
imagem real. Assim, ao não se dispor de um modelo de degradação exato alguma suposição
deve ser feita. Geralmente o seguinte modelo é adotado: sejam ū : Ω ⊂ R2 → R a
imagem original descrevendo uma cena real e u0 a imagem observada desta cena (a imagem
degradada), então

u0 = Rū+ ρ (2.1)

sendo ρ um rúıdo aditivo aleatório e R é um operador linear1 que representa o blur (geral-
mente uma convolução). Logo, o problema é: dado u0, reconstruir ū satisfazendo (2.1).
Este é um problema mal posto por não garantir solução única e ainda por apresentar
instabilidades na solução quando o rúıdo supera certos valores limites. Em geral se diz
que um problema é bem posto segundo Hadamard [84] se a solução existe, é única e é
estável. Quando alguma destas condições não é satisfeita o problema é dito mal posto (ver
[16] para mais detalhes).

Para mostrar o desempenho dos algoritmos mencionados ao longo deste caṕıtulo,
serão utilizadas as imagens apresentadas na Figura 2.1, usualmente empregadas na li-
teratura para testar os algoritmos. Nestas imagens foi aplicado um rúıdo uniforme de
intensidade 20 (8% da diferença entre a intensidade máxima e mı́nima da imagem)2. Nas
diferentes implementações foi utilizado o software Matlab [190].

2.2 O Uso de EDP’s na Restauração de Imagens

A seguir são estudadas duas alternativas para tratar problemas de restauração de
imagens. Na primeira delas a restauração é tratada como um problema de minimização de
um funcional (função custo), mais precisamente como um problema inverso. Logo, conhe-
cido o modelo de degradação (dado pela Eq. (2.1)), objetiva-se achar uma aproximação
u (imagem restaurada) da imagem ū (imagem original) a partir do dado u0 (imagem

1Seja α uma constante arbitrária, então R é linear se R(αu + v) = αRu + Rv.
2O modelo utilizado para deteriorar as imagens é descrito com maior detalhe no Caṕıtulo 4.
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Figura 2.1: Imagens de Lena e do barco utilizadas nos exemplos (originais e
com rúıdo uniforme).

degradada). Uma alternativa é estudar o problema do ponto de vista de mı́nimos quadra-
dos, minimizando a norma L2 do erro. No entanto, este é um problema mal posto que
requer uma análise mais aprofundada (Seção 2.3).

Uma outra alternativa é considerar a restauração de imagens como um problema
evolutivo. Nesta linha, tem sido introduzida a noção de espaço de escala (scale space).
Os primeiros pesquisadores a propor este conceito (que será denominado de análise multi-
escala) foram Koendernik [101] e Witkin [202]. Eles foram os responsáveis por formular
rigorosamente a noção de análise multi-escala, que neste contexto tem o sentido de repre-
sentação da imagem simultaneamente em múltiplas escalas. Neste caso, as estruturas das
escalas mais grosseiras (coarser scales) devem constituir simplificações de estruturas em
escalas mais finas.

Seguindo o trabalho inicial de Alvarez et al. [3] pode-se encontrar uma conexão
entre a análise multi-escala e EDP’s de maneira rigorosa. Neste trabalho, partindo de um
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Caṕıtulo 2. Restauração de Imagens

conjunto de axiomas (baseados nas propriedades que se deseja que a imagem possua) os
autores mostram que a imagem resultante do processamento é a solução de uma EDP.

2.3 O Método da Energia

Como já foi mencionado, o problema de restauração pode ser interpretado como um
problema inverso. Em particular, assumindo também que o modelo apresentado na Eq.
(2.1) é válido, objetiva-se então recuperar ū a partir de u0. Este não é um problema fácil,
dado que não se dispõe de muita informação acerca de ρ, além de algumas caracteŕısticas
estat́ısticas como a sua média e variância.

Supondo então que ρ é um rúıdo aleatório de média nula, e segundo o prinćıpio
do máximo (maximum likelihood principle), pode ser achada uma aproximação u de ū

resolvendo o problema de mı́nimos quadrados dado por

inf
u∈U

∫
Ω
|u0 −Ru|2 dΩ = inf

u∈U
J(u), (2.2)

sendo Ω o domı́nio da imagem e J(·) : L2(Ω) 7→ R o funcional (função custo) que mede
a qualidade da imagem restaurada u, onde L2(Ω) é o espaço de funções quadraticamente
integráveis. A solução u deste problema também satisfaz que δJ(u; η) (primeira variação
de J(u) na direção η ∈ L2) é nula, i.e.,

δJ(u; η) = 0 ∀η ∈ V (2.3)

Logo

δJ(u; η) =
d

dτ
J(u+ τη)|τ=0

=
∫

Ω

d

dτ
(u0 −R(u+ τη))2|τ=0 dΩ

=
∫

Ω
−2(u0 −R(u+ τη)) ·Rη|τ=0 dΩ

=
∫

Ω
−2(u0 −Ru) ·Rη dΩ

=
∫

Ω
−2R∗(u0 −Ru) · η dΩ = 0.

Como isto é valido para todo η ∈ V, tem-se que

R∗Ru = R∗u0

sendo R∗ o operador adjunto de R. Como R∗R pode não ter inversa (ou caso tenha, seus
autovalores podem ser próximos de zero o que a faz instável), para achar a solução da Eq.
(2.2) deve ser utilizada alguma técnica de regularização.
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2.3.1 Regularização do Problema

A maneira clássica de resolver problemas deste tipo é introduzir um termo de regu-
larização [103], i.e.

E(u) =
1
2

∫
Ω
|u0 −Ru|2dΩ + λ

∫
Ω
φ (|∇u|) dΩ. (2.4)

Diferentes alternativas são obtidas para diferentes escolhas da função φ(·). Por exemplo,
utilizando φ(x) = x2 obtém-se o termo de regularização de Tikhonov-Arsenin, ou seja:

F(u) =
1
2

∫
Ω
|u0 −Ru|2dΩ + λ

∫
Ω
|∇u|2dΩ. (2.5)

Observa-se que o primeiro termo está associado à fidelidade aos dados e o segundo re-
presenta uma suavização. Este último termo irá penalizar os gradientes, ou seja, F(u)
assume valores maiores em locais que apresentam valores elevados do gradiente. Para que
o funcional F(u) esteja bem definido, u deve ser estar em H1(Ω) [32], ou seja u ∈ H1(Ω),
onde H1(Ω) é o espaço de Hilbert de primeira ordem (u ∈ L2(Ω) e ∇u ∈ L2(Ω)).

Novamente, a condição necessária de mı́nimo deste funcional é dada pelo valor u
para o qual a primeira variação de F(u) é nula, logo

δF(u; η) =
d

dτ

[
1
2

∫
Ω
|u0 −R(u+ τη)|2 dΩ + λ

∫
Ω
|∇(u+ τη)|2 dΩ

]
τ=0

=
[∫

Ω
−(u0 −R(u+ τη)) ·Rη dΩ + λ

∫
Ω

2∇(u+ τη) · ∇η dΩ
]
τ=0

=
∫

Ω
(R∗Ru−R∗u0)η dΩ + 2λ

∫
Ω
∇u · ∇η dΩ = 0. ∀η ∈ V

Obtém-se então a equação variacional do problema: Achar u ∈ U tal que∫
Ω
R∗Ruη dΩ + 2λ

∫
Ω
∇u · ∇η dΩ =

∫
Ω
R∗u0η dΩ ∀η ∈ V. (2.6)

Para chegar nas equações de Euler-Lagrange, deve-se integrar por partes esta expressão.
Utilizando o Teorema da Divergência [82], tem-se que∫

Ω
∇u · ∇η dΩ = −

∫
Ω
η4u dΩ +

∫
∂Ω

∂u

∂n
η d∂Ω

sendo n a normal a ∂Ω, fronteira de Ω. Levando em consideração o anterior chega-se na
forma integral da equação de Euler-Lagrange∫

Ω
(R∗Ru−R∗u0 − 2λ4u)η dΩ +

∫
∂Ω

∂u

∂n
η d∂Ω = 0 ∀η ∈ V. (2.7)

Observando que esta condição é valida para todo η ∈ V, obtém-se finalmente a forma forte
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do problema, ou seja {
R∗Ru− 2λ4u = R∗u0, em Ω
∂u
∂n = 0, sobre ∂Ω

, (2.8)

Que pode ser interpretado como a equação de calor isotrópica estacionária. Ao tratar uma
imagem utilizando esta equação, o rúıdo presente é reduzido, mas também as bordas pre-
sentes são severamente degradadas. O parâmetro λ controla a intensidade da difusão, eli-
minando maior quantidade de rúıdo e bordas para valores mais elevados. Esta degradação
ocorre pelo fato da equação ser isotrópica, o que irá difundir a imagem igualmente em
todas as direções e em todos os pontos, não considerando as estruturas presentes.

Os resultados numéricos apresentados na Fig. (2.2) foram obtidos utilizando o
Método dos Elementos Finitos (ver Apêndice (A.1)). Para isto foi aproximada a equação
variacional (2.6) redefinindo-a no espaço de aproximação caracterizado por elementos fini-
tos quadriláteros bilineares. Os nós da malha de elementos finitos foram centrados nos
pixels da imagem de maneira que os valores de cada nó na solução correspondesse com
a intensidade do pixel processado. A imagem de entrada u0 é utilizada para construir
o termo do lado direito da equação (Eq. (2.6)). Uma vez obtido o sistema de equações
algébricas correspondente, este foi resolvido iterativamente utilizando o algoritmo de gra-
dientes conjugados.

Para poder analisar em detalhe as caracteŕısticas do termo de regularização propõe-
se estudar a versão mais geral do funcional (apresentado na Eq. (2.4)). Calcula-se então
a primeira variação de E(u)

δE(u; η) =
d

dτ

[
1
2

∫
Ω
|u0 −R(u+ τη)|2 dΩ + λ

∫
Ω
φ(|∇(u+ τη)|) dΩ

]
τ=0

=
[∫

Ω
−(u0 −R(u+ τη)) ·Rη dΩ + λ

∫
Ω
φ′(|∇(u+ τη)|) ∇u

|∇u|
· ∇η dΩ

]
τ=0

=
∫

Ω
−R∗(u0 −Ru)η dΩ + λ

∫
Ω
φ′(|∇u|) ∇u

|∇u|
· ∇η dΩ

para achar a condição de optimalidade do funcional∫
Ω
R∗(Ru− u0)η dΩ + λ

∫
Ω
φ′(|∇u|) ∇u

|∇u|
· ∇η dΩ = 0 ∀η ∈ V. (2.9)

Operando de maneira semelhante ao caso isotrópico linear, obtém-se a forma integral da
equação de Euler-Lagrange∫

Ω

(
R∗Ru−R∗u0 − λ div

(
φ′(|∇u|) ∇u

|∇u|

))
η dΩ

+ λ

∫
∂Ω

φ′(|∇(u)|)
|∇u|

∂u

∂n
η d∂Ω = 0 ∀η ∈ V. (2.10)

Logo, assumindo que E tem um mı́nimo em u e como Eq. (2.9) é valida para todo v,
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Figura 2.2: Restauração com difusão, imagem com rúıdo (SNR = 26.92dB)
e imagem processada com λ = 1 (SNR = 25.32dB), λ = 5 (SNR = 21.57dB) e
λ = 25 (SNR = 18.53dB).

pode-se escrever o problema (2.9) na sua forma forte{
R∗Ru− λdiv

(
φ′(|∇u|) ∇u|∇u|

)
= R∗u0 em Ω

∂u
∂n = 0, em ∂Ω.

.

Para entender melhor as propriedades deste problema, o termo div
(
φ′(|∇u|) ∇u|∇u|

)
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Figura 2.3: Sistema de referência local nas direções normal (ν) e tangente (τ )
às isolinhas da imagem.

é analisado. Utilizando as identidades apresentadas na Seção 1.B, tem-se que

div

(
φ′(|∇u|) ∇u

|∇u|

)
=

φ′(|∇u|)
|∇u|

4u+∇
(
φ′(|∇u|)
|∇u|

)
· ∇u

=
φ′(|∇u|)
|∇u|

4u+
(
φ′′(|∇u|)
|∇u|2

− φ′(|∇u|)
|∇u|3

)
(∇∇u)∇u · ∇u

=
φ′(|∇u|)
|∇u|

(
1

|∇u|2
(
4u|∇u|2 − (∇∇u)∇u · ∇u

))
+ φ′′(|∇u|)

(
1

|∇u|2
(
(∇∇u)∇u · ∇u

))
, (2.11)

sendo ∇∇u o gradiente de segunda ordem do campo escalar u (dado por um tensor,
também de segunda ordem). Procura-se, então, uma função φ(s) que permita obter uma
solução u quase constante por partes e com bordas ńıtidas. A Eq. (2.11) pode ser interpre-
tada como uma decomposição do termo da divergência usando as estruturas presentes na
imagem, neste caso, a direção normal e tangente às isolinhas (linhas nas quais a imagem
tem intensidade constante, Fig. (2.3)). Define-se, então, um sistema de referência local,
caracterizado em cada ponto x onde |∇u(x)| 6= 0 por dois vetores: ν = ∇u

|∇u| e |τ | = 1
sendo que ν · τ = 0. Logo, tem-se que

1
|∇u|2

(
4u|∇u|2 − (∇∇u)∇u · ∇u

)
= 4u− (∇∇u)ν · ν = uττ

1
|∇u|2

(
(∇∇u)∇u · ∇u

)
= (∇∇u)ν · ν = uνν

Obtém-se que então

R∗Ru− λ

(
φ′(|∇u|)
|∇u|

uττ + φ′′(|∇u|)uνν

)
= R∗u0, (2.12)

onde uνν e uττ são as derivadas segundas na direção normal e tangente respectivamente.
Tem-se então que a função φ deve ser escolhida de maneira a satisfazer algumas

propriedades:

• Para gradientes pequenos. Onde a variação da função u é pequena, a difusão
deve ser forte em todas as direções (suavizado isotrópico) de maneira que elimine
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a maior quantidade de rúıdo posśıvel. Assumindo que φ é regular, as condições a
serem satisfeitas para permitir suavizado isotrópico serão

φ′(0) = 0; lim
s→0+

φ′(s)
s

= lim
s→0+

φ′′(s) = φ′′(0) > 0,

neste caso (2.12) fica
R∗Ru+ λφ′′(0)4u = R∗u0. (2.13)

• Para gradientes elevados. Na vizinhança das bordas, a imagem apresenta fortes
gradientes, os quais devem ser preservados. Logo, adota-se a atitude de difundir
ao longo das isolinhas (ou seja na direção τ ), para isto, na presença de gradientes
elevados o coeficiente na direção normal deve ser eliminado. Tem-se então que

lim
s→∞+

φ′′(s) = 0 e lim
s→∞+

φ′(s)
s

= β > 0. (2.14)

É fácil verificar que as condições (2.13) e (2.14) são incompat́ıveis (φ′ cresce linear-
mente no ∞, logo φ′′ deveria ser pelo menos constante no ∞, o que contradiz a
primeira parte de (2.14)), logo deve-se procurar um equiĺıbrio entre as duas. Por
exemplo, pode-se exigir que as taxas de convergência delas sejam diferentes quando
s→∞+

lim
s→∞+

φ′′(s) = lim
s→∞+

φ′(s)
s

= 0 , e também

lim
s→∞+

φ′′(s)
φ′(s)
s

= 0. (2.15)

Um exemplo é a função chamada de Hipersurface Minimal Function, dada por

φ(s) =
√

1 + s2 (2.16)

Questões referentes a existência e unicidade da solução do problema de mı́nimo

inf
u∈U

{E(u)} , (2.17)

não são aprofundadas neste texto, o leitor interessado pode-se referir a [16](pgs.66-69).
Na Fig. (2.4) são apresentados alguns resultados numéricos obtidos ao tratar a ima-

gem de Lena polúıda com rúıdo Gaussiano com esta técnica. Como no caso descrito ante-
riormente, para obter a solução numérica do problema (2.9) foi utilizado Método dos Ele-
mentos Finitos. Neste caso, também adotam-se elementos quadriláteros bilineares e a dis-
cretização das equações foi feita de forma equivalente ao caso isotrópico, mas considerando
o coeficiente de difusividade não linear (sendo a função φ(s) dada por φ(s) =

√
1 + s2).

Para resolver a não linearidade foi utilizado o algoritmo de Minimização Semi-Quadrática
descrito em [103]. Ao se estudar o SNR das imagens processadas observa-se que existe
uma diminuição considerável no rúıdo (SNR = 26.91 na imagem degradada, e 31.44, 29.16,
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Figura 2.4: Remoção de rúıdo (SNR inicial = 26.92dB) com difusão não linear,
imagem processada com λ = 1 (SNR = 31.44dB), λ = 5 (SNR = 29.16dB) e
λ = 25 (SNR = 24.51dB). Na segunda coluna foi plotado o valor de φ(s) para
cada caso.

24.51 nas imagens restauradas para os diferentes valores de λ = 1, 5 e 25 respectivamente).
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Esta alternativa consegue remover o rúıdo, e ao mesmo tempo manter as bordas da
imagem. Entretanto, como pode ser observado na terceira fila da Fig. 2.4, o resultado
depende fortemente do parâmetro λ. A utilização de um valor de λ muito alto irá degradar
as bordas da imagem, e a utilização de um valor muito pequeno implica na remoção de
pouco rúıdo (este ponto será estudado em mais detalhe no Caṕıtulo 4).

2.4 Métodos Evolutivos

Uma alternativa diferente à apresentada na seção anterior, onde se propõe resolver
o problema de restauração como um problema de mı́nimo associado a equações de Euler-
Lagrange estacionárias, é trabalhar com equações evolutivas. Esta classe de modelos pode
ser formalmente escrita da seguinte maneira

u,t(x, t) + f(x, u(x, t),∇u(x, t),∇∇u(x, t)) = 0 em Ω× (0, T )
∂u
∂n = 0 em ∂Ω× (0, T )
u(x, 0) = u0(x)

, (2.18)

para u(x, T ) a imagem reconstrúıda a partir dos dados iniciais u0(x), ∇u o gradiente de
u e ∇∇u o gradiente de segunda ordem. Pode-se ressaltar que a principal diferença em
relação aos modelos apresentados até agora é a presença do parâmetro t, que caracteriza
o tempo. A idéia é, a partir da imagem dada u0(x), construir uma famı́lia de imagens
{u(x, t)}t>0, representando diferentes versões (ou escalas) de u0(x) [2, 3, 101, 202]. Na
medida que t avança, espera-se que u(x, t) seja uma imagem mais simplificada, ou seja,
estruturas existentes em u(x, t2) são simplificações de estruturas presentes em u(x, t1)
para t1 < t2. Desta maneira, novas estruturas não podem ser criadas, por este motivo o
parâmetro t é chamado de “variável de escala”.

Determinar f(., ., ., .) é um passo importante no processo já que existem objetivos
contraditórios:

• eliminar rúıdo de u (introduzindo difusão na imagem),

• preservar caracteŕısticas da imagem como bordas, ângulos e outras singularidades.

Seguindo a classificação tradicional de EDP’s, pode-se identificar o tipo de operação
resultante sobre a imagem:

* Forward Parabolic EDP: geralmente utilizadas para remover rúıdo de uma ima-
gem.

* Backward Parabolic EDP: geralmente utilizadas para remover rúıdo e realçar
bordas de uma imagem.

* Hiperbolic EDP: utilizadas para realçar bordas, quando uma imagem apresenta
perda da definição.
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Os casos apresentados a seguir correspondem ao primeiro grupo. Além do mais,
objetiva-se suavizar uma imagem que apresenta rúıdo, para o qual será utilizada a equação
de calor. Utilizando, portanto, uma generalização do métodos proposta por Perona e
Malik [164], o rúıdo é reduzido preservando as bordas de imagem. Posteriormente, outros
métodos amplamente utilizados para restauração de imagens baseados nestas idéias são
apresentados.

2.4.1 A Equação de Calor

Provavelmente a equação em derivadas parciais mais estudada em processamento de
imagens seja a equação linear de calor [3, 202]{

u,t(x, t)−4u(x, t) = 0 para t > 0, x ∈ R2

u(x, 0) = u0(x)
. (2.19)

Primeiramente considera-se u0(x) definida dentro da região [0, 1] × [0, 1] do plano
x − y. Por simetria, pode-se estender o domı́nio de u a Ω = [−1, 1] × [−1, 1], e supondo
que esta é periódica, u pode ser estendida a R2. A motivação para levar esta hipótese em
consideração vem do fato que resolver esta equação para o dado inicial u0(x), é análogo
a aplicar um filtro Gaussiano linear na imagem. Em particular, seja u0 ∈ L1(Ω), então a
solução expĺıcita de (2.19) é dada por

u(x, t) =
∫

R2

G√2t(x− y)u(y)dy = (G√2t ? u0)(x), (2.20)

sendo Gσ(x) o kernel Gaussiano 2D, dado por

Gσ(x) =
e−

|x|2

2σ2

2πσ2
. (2.21)

Esta operação corresponde à aplicação de um filtro passa-baixa na imagem. Desta equação
pode-se obter a relação entre o tempo t e o parâmetro σ que determina a amplitude do
kernel Gaussiano. As propriedades de u(x, t) podem ser resumidas na seguinte proposição:

Proposição 1. Sejam u0 ∈ L1(Ω) e u(x, t) dada por (2.20). Logo, para todo t > 0 e
x ∈ R2, u(x, t) satisfaz a equação de calor com condição inicial u0(x), ou seja

u,t(x, t) = 4u(x, t) e lim
t→0

∫
Ω
|u(x, t)− u0(x)|dΩ = 0

u(x, 0) ∈ L1(Ω) e u ∈ C∞((0, T )× R2) ∀ T > 0. (2.22)

Além disso, se t1 é qualquer real positivo, existe uma constante C(t1) tal que para t ∈
[t1,∞]

sup
x∈R2

|u(x, t)| ≤ C(t1)|u0|L1(Ω), (2.23)
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Figura 2.5: Restauração com equação de calor isotrópica, imagem do barco
com rúıdo (mesmo rúıdo utilizado nos casos anteriores, SNR = 26.92dB) e
processada depois de 5 (SNR = 24.38dB), 25 (SNR = 20.18dB) e 125 (SNR
= 17.72dB) iterações.

se u0 ∈ L∞(Ω) tem-se também o prinćıpio do máximo

inf
x∈R2

u0(x) ≤ u(x, t) ≤ sup
x∈R2

u0(x). (2.24)

É interessante ressaltar que a unicidade de u depende da sua periodicidade em
R2. Neste caso a equação foi resolvida utilizando um esquema de diferenças. A imagem
foi discretizada por pixel em um malha de quadrados regular. As derivadas no espaço
(tanto em x quanto em y) foram substitúıdas por diferenças finitas (ver Apêndice A.1),
tomando como intervalo caracteŕıstico (4x e4y) o tamanho do pixel, considerado também
de tamanho unitário. Para calcular as derivadas temporais foi utilizado um algoritmo
expĺıcito. Para os resultados apresentados nesta seção, foi escolhido o parâmetro σ = 1 e
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4t = 1/4 (ver Apêndice A.1.2).
No caso, não importando a regularidade dos dados iniciais, as bordas são perdidas.

De fato, a equação de calor tem velocidade de propagação infinita, o que não é uma
propriedade desejável, já que as bordas e outras caracteŕısticas de interesse da imagem
são severamente danificadas. Assim, embora a equação de calor tenha sido amplamente
utilizada em processamento de imagens, observam-se algumas desvantagens, dentre outras,
a imagem resultante é muito suavizada (Figura 2.5).

2.4.2 Difusão Não-linear (Perona e Malik)

Para evitar o problema de perda de bordas, diferentes alternativas podem ser en-
contradas na literatura. Uma delas, é proposta por Perona e Malik [164], dada por

u,t = div(c(|∇u|2)∇u) em Ω× [0, T ]
∂u
∂n = 0 em ∂Ω× [0, T ]
u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(2.25)

para c(s) : [0,∞) → [0,∞). Neste caso foi escolhida f na Eq. (2.18) como sendo

f(x, u(x, t),∇u(x, t),∇∇u(x, t)) = div(c(|∇u|)∇u). (2.26)

É fácil verificar que, se c ≡ 1, a equação de calor isotrópica é recuperada. A principal
função de c é deter a difusão perto das bordas presentes na imagem, ou seja, se c(0) = 1
e lim
s→∞

c(s) = 0, têm-se que:

• na presença de altos gradientes (em geral aparecem nas bordas da imagem), ocorrerá
pouca difusão.

• na presença de gradientes pequenos (regiões homogêneas da imagem), a difusão será
forte.

Seguindo os mesmos passos que no caso estacionário, é posśıvel reescrever o operador
divergência na seguinte forma, tem-se

div(c(|∇u|2)|∇u|) =
(

2|∇u|2c′(|∇u|2) + c(|∇u|2)
)
uνν + c(|∇u|2)uττ .

Denominando b(s) = c(s) + 2sc′(s), obtém-se

u,t = c(|∇u|2)uττ + b(|∇u|2)uνν . (2.27)

Esta equação pode ser interpretada como a soma de difusões nas direções ν e τ às isolinhas
da imagem (Fig. 2.3), sendo c e b dois coeficientes de peso.

Para preservar bordas (altos gradientes), será de interesse que b seja sempre menor
que c, ou seja lim

s→∞
b(s)
c(s) = 0. Usando a definição de b(s), tem-se

lim
s→∞

b(s)
c(s)

= lim
s→∞

[
c(s)
c(s)

+
2sc′(s)
c(s)

]
= 0 ⇒ lim

s→∞

sc′(s)
c(s)

= −1
2
.
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Pensando em funções crescentes em potências3, tem-se que este limite implica que c(s) ≈
1√
s

quando s → ∞. Para analisar a parabolicidade4 de (2.25), reescreve-se (2.27) da
seguinte maneira

u,t = A11(|∇u|2)uxx + 2A12(|∇u|2)uxy +A22(|∇u|2)uyy, (2.28)

sendo

A11(|∇u|2) = 2u2
xc
′(|∇u|2) + c(|∇u|2)

A12(|∇u|2) = 2uxuyc′(|∇u|2)

A22(|∇u|2) = 2u2
yc
′(|∇u|2) + c(|∇u|2)

Logo, para que (2.28) seja parabólica, a matriz

A =

[
A11 A12

A12 A22

]
,

deve ser definida positiva, i.e., det(A) > 0, logo

detA = A11A22 −A2
12

=
(

2u2
xc
′(|∇u|2) + c(|∇u|2)

)(
2u2

yc
′(|∇u|2) + c(|∇u|2)

)
−
(

2uxuyc′(|∇u|2)
)2

= 4u2
xu

2
yc
′(|∇u|2) + 2u2

xc
′(|∇u|2)c(|∇u|2)

+
(

2u2
xc
′(|∇u|2)c(|∇u|2)

)
− 4u2

xu
2
yc
′(|∇u|2) + c(|∇u|2)2

= 2u2
xc
′(|∇u|2)c(|∇u|2) +

(
2u2

xc
′(|∇u|2)c(|∇u|2)

)
+ c(|∇u|2)2

= c′(|∇u|2)
(

2u2
xc
′(|∇u|2) +

(
2u2

xc
′(|∇u|2)

)
+ c(|∇u|2)

)
= c′(|∇u|2)︸ ︷︷ ︸

>0

(
2|∇u|2c′(|∇u|2) + c(|∇u|2)

)
︸ ︷︷ ︸

b(|∇u|2)

. (2.29)

Assim, a seguinte condição deve ser satisfeita

b(s) > 0.

Tem-se então que, para que a Eq. (2.25) seja útil para eliminar rúıdo mantendo as
bordas da imagem, c(s) deve satisfazer

c : [0,∞) → [0,∞) decrescente,
c(0) = 1 ; c(s) ≈ 1√

s
para s→∞,

b(s) = c(s) + sc′(s) > 0.

3c(s) = sα para α ∈ R.
4Encontrando uma condição que torne a equação (2.25) parabólica, pode-se garantir a existência e

unicidade da solução.
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Pode-se apreciar na Figura 2.65 que as bordas são preservadas, mas alguns detalhes
são perdidos. No caso foi utilizada a função c(s) proposta originalmente por Perona e
Malik, ou seja

c(s) =
1

1 + s2

σ2

. (2.30)

Ao analisar o SNR destas imagens observa-se que existe uma diminuição considerável
no rúıdo da imagem depois da restauração (sendo na imagem degradada SNR = 26.87 e
nas imagens processadas 28.06dB, 31.20dB e 24.44dB para 5, 25 e 125 iterações respecti-
vamente).

2.4.3 Suavizado Seletivo (Alvarez, Morel e Lions)

No trabalho de Alvarez, Morel e Lions [4] é apresentado um esquema baseado na
idéia chamado Suavizado Seletivo. Neste trabalho, os autores propõem a seguinte equação

ut = g(|G ?∇u|)
(
(1− h(|∇u|)

)
4u+

h(|∇u|)|∇u|div( ∇u|∇u|))

u(x, 0) = u0(x)

(2.31)

sendo G um kernel de suavizado Gaussiano, |G?∇u| uma estimativa local do gradiente sem
rúıdo e g(x) uma função real decrescente que tende a zero em ∞. Os autores utilizaram

g(x) = exp

(
−
(

2x
gδ

)2
)
, e

h(x)

{
0 se x < hδ

1 caso contrário.
(2.32)

sendo gδ e hδ constantes a serem escolhidas pelo usuário. Neste caso, o termo de difusão
pode ser reescrito da seguinte forma

g(|G ?∇u|)uττ + g(|G ?∇u|)(1− h(|∇u|))uνν , (2.33)

obtendo-se então uma expressão decomposta na direção normal e tangente às isolinhas da
imagem. Esta alternativa apresenta bons resultados como pode ser visto na Figura 2.7.
O SNR confirma novamente que existe uma diminuição (embora não muito significativa)
no ńıvel de rúıdo destas imagens (SNR = 26.87 na imagem polúıda, e SNR = 29.98dB,
28.24dB e 26.36dB para 5, 25 e 125 iterações, respectivamente).

Pode-se observar que as bordas são preservadas por esta técnica, mesmo assim este
método apresenta dificuldade para remover o rúıdo ao longo delas. Além disso, um critério
heuŕıstico de parada deve ser introduzido para evitar a degradação completa da imagem.

5Como no caso anterior, a equação foi resolvida utilizando um esquema de diferenças, tanto no espaço
como no tempo.
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Figura 2.6: Restauração com equação de calor não linear, imagem do barco
(mesmo rúıdo utilizado nos casos anteriores, SNR = 26.88dB) processada de-
pois de 5 (SNR = 28.06dB), 25 (SNR = 31.20dB) e 125 (SNR = 24.44dB)
iterações (σ = 7). Na segunda coluna foi plotado o valor da função c em cada
ponto do domı́nio para cada imagem processada.
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Figura 2.7: Restauração com o algoritmo de suavizado seletivo, imagem do
barco com rúıdo (SNR = 26.87dB) e processada depois de 5 (SNR = 29.98),
25 (SNR = 28.24) e 125 (SNR = 26.36) iterações.

2.4.4 Difusão Anisotrópica Robusta (Black et al.)

Black et al. [27] propõem várias alternativas para a função c(s), uma delas é a norma
do erro de Tukey. Esta função tem a vantagem de impedir completamente a difusão para
gradientes superiores a um determinado valor.

No trabalho citado, as seguintes 3 alternativas para a função c(s) (coeficiente de
difusão isotrópica) são estudadas (Fig. 2.8):

• Função de Huber [92]:

c(s) =

{
1/σ |s| ≤ σ

1/|s| caso contrário.
(2.34)
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Figura 2.8: Diferentes alternativas para a função c(s). À direita é apresentado
o gráfico da função c(|s|) e à esquerda o correspondente a c(|s|)s.

• Perona e Malik [164]:

c(s) =
2

σ(1 + s2

σ2 )
. (2.35)

• Norma do erro robusta de Tukey [27]:

c(s) =

 1
0.5626σ

(
1− s2

4σ2

)2
|s| < 2σ

0 caso contrário.
(2.36)

Mesmo sendo c(s) um coeficiente escalar, a equação diferencial pode ser discretizada
como anisotrópica (ver Apêndice A.1.1). A discretização utilizada (e.g., diferenças finitas)
nas equações apresentadas é descrita na Seção A.1 (Eq. (A.15)).

Black et al. mostram as vantagens de utilizar uma função c(s) que consegue “deter”
a difusão através das bordas na imagem (e.g., a norma do erro de Tukey), já que para
gradientes acima de um certo valor, a difusão é completamente detida.

Na Figura (2.8) é apresentado o gráfico das funções c(s) e c(s)s para as três alter-
nativas (Huber, Perona e Malik, e Tukey). Estas funções foram escalonadas de maneira
que as três começassem a “rejeitar” gradientes a partir de um mesmo valor σ e para todas
terem o mesmo valor máximo. Nos testes realizados no Caṕıtulo 4, onde são apresentadas
algumas comparações entre os diferentes métodos, as funções de Perona e Malik, e Tukey
foram utilizadas.

No trabalho de Black et al., também é proposta uma metodologia para estimar o
valor do parâmetro σ, calculando-o como

σ = 1.4826 mediana
(
|∇u0 − mediana(∇u0)|

)
. (2.37)

Este cálculo é baseado na hipótese que ∇u tem distribuição de probabilidade normal. A
mediana é o ponto médio de uma série de números; sendo a metade dos valores maiores
que a mediana e a outra metade menor (notar que a mediana não necessariamente é
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igual a média). A constante nesta fórmula (que é um fator de escala) vem do fato que o
desvio mediano absoluto de uma distribuição normal com média nula e variância unitária é
0.6745 = 1/1.4826 [27]. Esta simples técnica, que permite estimar o valor de σ, é utilizada
nos casos apresentados no Caṕıtulo 4. Nos resultados e figuras mostrados neste caṕıtulo
o valor de σ foi determinado de maneira arbitrária (sendo o valor escolhido σ = 20).

No trabalho de Black et al. os autores também analisam a introdução de processos
de otimização de linhas na remoção de rúıdo. Esta alternativa introduz restrições de
coerência espacial, que mostrou ter melhorado a continuidade das bordas restauradas.
Esta questão não é abordada neste trabalho.

Alguns resultados para esta técnica são apresentados na Fig. 2.9. Ao comparar
o SNR das imagens restauradas com o da imagem degradada, observa-se também uma
diminuição no rúıdo da imagem restaurada (SNR imagem degradada = 26.87, SNR imagem
restaurada = 31.33dB, 30.83dB e 26.34dB para 5, 25 e 125 iterações respectivamente).

2.5 Comentários

O método da energia consegue remover grande quantidade de rúıdo da imagem
quando o valor de λ é bem escolhido. Por outro lado, se este parâmetro não for determi-
nado de forma correta, a imagem pode ser severamente danificado. Em outras palavras,
dependendo do ńıvel de rúıdo na imagem, a escolha de um valor de λ muito pequeno irá
remover pouco rúıdo da imagem, e um valor muito elevado, irá danificar as bordas e outros
detalhes de interesse.

Uma propriedade que caracteriza os métodos de restauração de imagens baseados
em difusão não-linear isotrópica é a dificuldade para remover rúıdo ao longo das bordas
presentes na imagem. Esta propriedade altamente indesejada da difusão não linear e
isotrópica é parcialmente reduzida quando um tensor de difusão não linear anisotrópico
é introduzido [64]. Nesse caso, o tensor de difusividade c(|∇u|) é constrúıdo a partir dos
autovetores e correspondentes autovalores do tensor J = ∇u ⊗ ∇u também satisfazendo
que c(s) → 0 quando s → ∞. Com isto se pretende que c(·) diminua a difusão através
das bordas e um aumento desta na direção tangente, eliminando assim maior quantidade
de rúıdo. No entanto, e como a difusão através das bordas não é completamente detida,
critérios de parada heuŕısticos devem ser introduzidos na evolução no tempo para evitar
a perda de detalhes da imagem.
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Figura 2.9: Restauração com equação de calor não linear, função c(x) proposta
por Black et al. (norma do erro de Tukey), imagem do barco (SNR inicial =
26.88dB) processada depois de 5 (SNR = 31.33), 25 (SNR = 30.83) e 125
(SNR = 26.34) iterações.

Apêndice Caṕıtulo 2
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2.A Medidas de erro em imagens

O Signal-to-Noise Ratio (SNR) e Peak Signal-to-Noise Ratio (PSNR) são estimativas
que permitem quantificar a qualidade de uma imagem, por exemplo, depois do processo
de restauração. A idéia é calcular um único número que consiga refletir a qualidade da
imagem reconstrúıda. Imagens com medidas maiores são rotuladas como melhores. De
fato, medidas tradicionais de SNR não consideram a percepção subjetiva do olho humano.
Por este motivo, é importante ressaltar que valores maiores do SNR nem sempre indicam
melhor qualidade.

Neste caso, são utilizadas como medidas quantitativas o SNR, o PSNR (Peak-SNR)
e o Erro Médio Quadrático (MSE). Os mesmos são calculados para u a imagem original e
u a imagem reconstrúıda, da seguinte forma:

• Erro Meio Quadrático (MSE):

MSE(u, u) =

∑
s

(us − us)2

(N ×M)
(2.38)

• Peak Signal-to-Noise Ratio (PSNR):

PSNR(u, u) = 10 ∗ log10

(
2552

MSE(u, u)

)
(2.39)

• Signal-to-Noise Ratio (SNR):

SNR(u, u) = 10 ∗ log10

(
(max(us)−min(us))2

MSE(u, u)

)
(2.40)

O SNR e o PSNR são medidos em decibéis (dB). O dB é uma unidade de medida de
força de um sinal, usualmente é a relação entre o sinal transmitido e uma certa fonte. A
cada +3 dB o sinal aumenta 50% na sua força, logo, para uma perda de 6 dB, existe uma
queda na força do sinal de 75%. No caso, é de interesse relacionar o sinal transmitido
(a intensidade da imagem) com o rúıdo que ela apresenta (erro com relação a imagem
original não degradada).

Como o erro é uma variável aleatória, pode-se calcular a sua média µ(e) e o desvio
padrão σ(e) de e(s), estes sendo

e(s) = us − us, (2.41)

µ(e) =

∑
s
e(s)

(N ×M)
, (2.42)

σ(e) =

√√√√∑s [µ(e)− e(s)]2

(N ∗M)
. (2.43)
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Derivada Topológica em Restauração de Imagens

Neste caṕıtulo será mostrado como a derivada topológica pode ser empregada para
resolver o problema de restaurar uma imagem degradada pela presença de rúıdo. Em
particular, quando o Método de Energia (Caṕıtulo 2, Seção 2.3) foi apresentado, a equação
de Euler-Lagrange associada ao mı́nimo do funcional dado pela Eq. (2.4) correspondia a
uma equação estacionária de calor onde o coeficiente de difusão estava dado por (Eq. (2.9))

c(|∇u|) =
φ′(|∇u|)
|∇u|

.

Então, o problema consistia em determinar a função φ que permita diminuir o rúıdo preser-
vando bordas. Uma propriedade que caracteriza os métodos de restauração de imagens
baseados em difusão não-linear isotrópica é a dificuldade para remover rúıdo ao longo
das bordas presentes na imagem. Esta propriedade altamente indesejada da difusão não
linear, porém isotrópica, foi parcialmente reduzida quando um tensor de difusão não li-
near anisotrópico foi introduzido [64]. Nesse caso, um tensor de difusividade c(|∇u|) foi
constrúıdo a partir dos autovetores e correspondentes autovalores do tensor J = ∇u⊗∇u.
Contudo, e como a difusão através das bordas não é completamente detida, critérios de
parada heuŕısticos devem ser introduzidos para evitar a perda de detalhes da imagem.

Como será mostrado nesta seção, este critério não leva em consideração a correta sen-
sibilidade do funcional quando perturbações são introduzidas. De fato, impedir a difusão
na direção ortogonal às iso-linhas da intensidade u da imagem corresponde a introduzir
um talho na direção das mesmas. Assim, o emprego da derivada topológica na recuperação
de imagens surge naturalmente já que é o único conceito que permite analisar variações
abruptas nas propriedades materiais por exemplo, fornecendo automaticamente o tensor
de difusão que, no que segue, será designado por K.

Para formalizar o acima descrito e lembrando o Caṕıtulo 1, considere a imagem ca-
racterizada por sua intensidade u0 ∈ L2(Ω) definida no domı́nio limitado e aberto Ω ∈ R2

(a extensão a R3 é imediata). Para cada imagem restaurada, caracterizada pela intensidade
u ∈ H1(Ω), pode-se associar a função custo

J (u) =
∫

Ω
∇u · ∇u dΩ ,

que mede a “qualidade” da restauração dada pela solução do seguinte problema variacional:
Determinar u ∈ H1(Ω) tal que∫

Ω
k∇u · ∇η dΩ +

∫
Ω

(u− u0)η dΩ = 0 ∀η ∈ H1(Ω) .

Como apresentado no caṕıtulo anterior, existem diversos métodos para remover
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rúıdo e realçar bordas em uma imagem degradada por algum fenômeno. Estes podem ser
distinguidos em dois tipos: baseados na solução de um problema estacionário e baseados
na solução de um problema evolutivo. Os dois tipos de métodos baseiam-se em aplicar
difusão não-linear/anisotrópica em uma imagem. Em ambos casos, o coeficiente ou tensor
de difusão é calculado como uma função do gradiente naquela região da imagem. Assim,
este coeficiente assume valores pequenos quando o gradiente é elevado (i.e., nas bordas da
imagem) de maneira a deter a difusão, e valores maiores quando o gradiente é pequeno (nas
regiões homogêneas da imagem) o que promove uma difusão maior. Ambos os métodos
possuem dois parâmetros. O método estacionário tem um parâmetro que determina quais
gradientes serão considerados bordas e quais não, e um segundo parâmetro que caracteriza
a intensidade da difusão aplicada. No caso do método evolutivo, o primeiro deles é de
alguma maneira semelhante ao utilizado pelo método estacionário que determina quais
valores do gradiente serão considerados bordas, e o número de iterações. Para os dois
métodos, o parâmetro que determina quais gradientes serão considerados bordas pode ser
estimado. Não acontece o mesmo com os outros parâmetros que devem ser estimados para
cada imagem dependendo do seu tipo ou ńıvel de rúıdo. Nos dois casos, a escolha destes
parâmetros irá determinar a qualidade do resultado.

Por outro lado, o conceito de derivada topológica (apresentado no Caṕıtulo 1), per-
mite quantificar a sensibilidade de uma medida de performance ou função custo quando
o domı́nio de definição do problema é perturbado. Assim, se uma função custo for asso-
ciada ao rúıdo presente na imagem, será posśıvel empregar sua derivada topológica para
desenvolver algoritmos apropriados de restauração.

Neste caṕıtulo, o problema de restauração de uma imagem polúıda com rúıdo é
estudado dentro desta perspectiva. Neste contexto, duas equações de estado são estudadas:
a primeira baseada em um problema estacionário e a segunda em um problema evolutivo.
Como mencionado no Caṕıtulo 1, a caracteŕıstica notável desta derivada é a de permitir
calcular a sensibilidade de uma função custo com respeito a um parâmetro que pode
variar de maneira não suave. Em particular foi visto que a derivada topológica permite
determinar o lugar e a orientação dos talhos que deveriam ser introduzidos no domı́nio para
reduzir o valor da função custo. Do ponto de vista da equação de estado, os talhos impedem
a difusão na direção ortogonal a eles, sendo posśıvel difundir apenas na direção tangente.
Em outras palavras, a derivada topológica fornece um procedimento para calcular o campo
tensorial anisotrópico de difusão/condutividade que deve ser empregado para eliminar a
maior quantidade de rúıdo preservando as bordas. Finalmente a imagem restaurada é
calculada como a solução da equação de estado, mas empregando o tensor de difusão
obtido com a derivada topológica.

Na Seção 3.1, esta técnica para a equação de estado estacionária é estudada e também
são apresentadas algumas variantes que conseguem melhorar os resultados numéricos com
ela obtidos.

Baseada em uma equação de estado de tipo evolutivo, na Seção 3.2 é apresentada a
formulação discreta desse problema dando lugar a novo algoritmo de restauração robusto e
computacionalmente eficiente. Finalmente, são apresentados resultados obtidos com estes
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métodos para imagens artificialmente polúıdas com rúıdo.

3.1 Abordagem Cont́ınua

Para um ε pequeno, seja Ωε = Ω\γε o domı́nio perturbado pela inserção de um talho
(fissura) γε = x̂+ εγ, onde x̂ ∈ Ω e γ(m) uma fissura reta, sendo m a direção normal de γ
(Fig. 3.1). Seja então uε a solução do mesmo problema variacional no domı́nio perturbado
Ωε e J (uε) a função custo associada a ela. Logo, tem-se a seguinte expressão assintótica
topológica de Jε(uε) quando ε→ 0, i.e.,

Jε(uε) = J (u) + f(ε)DT (x̂,m) +O(f(ε)),

onde, como foi mostrado no Caṕıtulo 1 (Eq. (1.35))

DT (x̂,m) = M m ·m

sendo M um tensor simétrico dado por

M = −
(
∇u⊗∇u+ k(∇u⊗s ∇q)

)
. (3.1)

e q a solução da equação adjunta∫
Ω

(k∇q · ∇η + qη) dΩ = −
∫

Ω
∇u · ∇η dΩ ∀ η ∈ V.

Figura 3.1: Conceito da Derivada Topológica para fissura.

Como mencionado, para um x̂ qualquer, DT (x̂,m) alcança o valor mı́nimo quando m

é o autovetor associado ao menor autovalor κmin de M. Então, considera-se como direção
ótima da orientação da fissura γε(m) o autovetor correspondente ao autovalor κmin. Por
sua vez, este valor mı́nimo será adotado como a derivada topológica associada a criação
de um talho no ponto x̂.

Utilizando a informação dada pela DT , Belaid et al. [22] propõem um método de
remoção de rúıdo que preserva as bordas da imagem. Entretanto, estes autores cometem
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um erro ao calcular a expansão assintótica não incorporando o coeficiente k na Eq. (3.1).
Assim, os resultados apresentados nesse trabalho somente são corretos para k = 1. Este
algoritmo consiste em calcular a derivada topológica e simular pequenas fissuras nos locais
que a derivada é menor que um determinado valor DT Lim. Os autores apresentam dois
algoritmos baseados nesta idéia: um isotrópico e outro anisotrópico.

Para resolver este problema de maneira numérica, interpreta-se a introdução de um
coeficiente de difusividade pequeno (ou um tensor de condutividade que atua somente
em uma direção) como uma fissura. Nos algoritmos propostos, o tensor de difusividade
K(x) para os casos isotrópico e anisotrópico é calculado como uma função da DT , isto é
K = K(x, DT ):

• Difusão isotrópica baseada na DT (DT -Iso):

– K(x) = kεI se DT (x) ≤ DT Lim;

– K(x) = k0I caso contrário.

• Difusão anisotrópica baseada na DT (DT -Aniso):

– K(x) = kε(n⊗ n) + k0(t⊗ t) se DT (x) ≤ DT Lim;

– K(x) = k0I caso contrário.

para kε � 1 e k0 um número real positivo.
Com este tensor de difusão assim definido a imagem restaurada é obtida resolvendo

o seguinte problema variacional: Determinar u∗ ∈ H1(Ω) tal que∫
Ω

K∇u∗ · ∇η dΩ +
∫

Ω
(u∗ − u0)η dΩ = 0 ∀η ∈ H1(Ω) .

Como a solução u∗ do problema variacional dado pela Eq. (1.14) não pode, em geral,
ser conhecida explicitamente é necessário achar uma solução aproximada. Para este fim,
é utilizado o Método dos Elementos Finitos [93]. Logo, utilizando o elemento finito mais
simples dado por um quadrilátero bilinear (para o caso de uma imagem bidimensional)
ou por um paraleleṕıpedo trilinear (para o caso tridimensional) com os pontos nodais
coincidentes com os centros dos elementos da imagem, soluções aproximadas uh de u, qh

de q e u∗h de u∗ podem ser facilmente obtidas para qualquer imagem u0 ∈ L2(Ω) (ver
Seção A.2). Utilizando esta solução, a aproximação por elementos finitos Mh do tensor M
toma a forma

Mh = −
(
∇uh ⊗∇uh + k(∇uh ⊗s ∇qh)

)
. (3.2)

onde uh e qh são as interpolações de elementos finitos no ponto x̂ das funções u e q

respectivamente.
Assim, para achar a imagem restaurada devem-se resolver 3 problemas de valor de

contorno (Algoritmo 1) correspondentes aos campos escalares uh do problema isotrópico,
qh do problema adjunto e u∗h solução do problema com o tensor de difusividade K(x)
calculado utilizando DT -Iso ou DT -Aniso.

Como mencionado, este algoritmo utiliza um parâmetro (DT Lim) para escolher os
elementos da imagem que irão ter o seu coeficiente de difusividade modificado. Logo,
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(a) Imagem de Lena original. (b) Imagem de Lena com baixo contraste.

(c) Derivada topológica para as imagens anteriores.

Figura 3.2: Imagem de Lena com diferentes contrastes. A segunda fila corres-
ponde à derivada topológica para cada imagem (desenhada utilizando a mesma
escala em ambos casos).

dependendo dos valores da derivada topológica da imagem tratada, o valor deste coefi-
ciente será modificado em diferente quantidade de pontos (e.g., duas imagens semelhantes
com diferente contraste irão produzir uma derivada topológica com diferente escala de
valores, já que a mesma depende de ∇u, ver Fig. 3.2). É fácil verificar que o parâmetro
DT Lim deve ter um valor no intervalo [DTMIN , 0) (sendo DTMIN o menor valor da
DT ). Por outro lado, DTMIN e a distribuição de valores da DT neste intervalo pode
variar consideravelmente para diferentes imagens, o que requer reajustar este parâmetro
para diferentes imagens dificultando assim a sua estimativa. Por este motivo, DT Lim varia
consideravelmente de uma imagem para outra, tornando-se um parâmetro de dif́ıcil ajuste.
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Algoritmo 1 Restauração de imagens baseada na derivada topológica cont́ınua
Entrada: Imagem degradada u0 ∈ L2(Ω), os parâmetros DT Lim e k0.
Sáıda: A imagem restaurada u∗ ∈ H1(Ω).

calcular u e q, soluções da equação de estado e adjunta respectivamente,
calcular a matriz 2× 2 M e o seu menor autovalor κmin em cada ponto do domı́nio,
achar K usando DT -Iso ou DT -Aniso,
calcular u∗, a imagem restaurada, usando K(x) obtido anteriormente.

Uma alternativa diferente, apresentada em [111], é modificar o valor do coeficiente
de difusividade utilizando um algoritmo de ponto fixo. Isto consiste em ordenar de forma
crescente os valores da derivada topológica e escolher um percentual α dos mais negativos
para inserir as “fissuras” nos locais correspondentes da imagem. Desta maneira, α controla
o percentual de elementos da imagem que irão ter fissuras. Define-se então o conjunto Mα

como

Mα := {DT (s) : DT (s) < 0

e DT (s) esta nos α% valores mais negativos da DT }. (3.3)

Para s entre um e número de pixels na imagem. Esta alternativa permite um controle
maior no algoritmo (Algoritmo 2).

Algoritmo 2 Restauração de imagens baseada na derivada topológica cont́ınua II
Entrada: Imagem degradada u0 ∈ L2(Ω), os parâmetros α e k0.
Sáıda: A imagem restaurada u∗ ∈ H1(Ω).

calcular u e q, soluções da equação de estado e adjunta respectivamente,
calcular a matriz 2× 2 M e o seu menor autovalor κmin em cada ponto do domı́nio,
achar K usando DT -Iso ou DT -Aniso e Eq. (3.3),
calcular u∗, a imagem restaurada, usando K(x) obtido anteriormente.

Pode-se observar na Figura 3.3 o resultado obtido com o Algoritmo 2 para DT -
Iso utilizando o tensor K para a imagem de Lena polúıda com rúıdo Gaussiano branco
(a imagem processada é a apresentada na Fig. 2.1, utilizada nos métodos descritos no
Caṕıtulo 2). Em todos os testes realizados foi utilizado k0 = 2. Visualmente, observa-se
que o rúıdo é removido nos três casos. Quantitativamente, os 3 resultados (sejam, α = 0.10,
0.20 e 0.30 respectivamente) apresentam melhoras consideráveis no SNR (indo de 26.92 na
imagem degradada para 29.57, 30.36 e 30.88 nas imagens processadas respectivamente).
Ao analisar os detalhes destas imagens, observa-se que, assim como os outros métodos
não-lineares isotrópicos, apresenta dificuldade para remover rúıdo nas bordas da imagem.
Na Fig. 3.4 são apresentados os resultados correspondentes a DT -Aniso para calcular K
e a mesma imagem de Lena. Neste caso foram utilizados os mesmos valores de α (α =
0.10, 0.20 e 0.30). Novamente o SNR é aumentado (indo de 26.92 na imagem degradada
para 28.47, 28.85 e 29.05 nas imagens processadas, respectivamente). Desta vez, mesmo
não alcançando o SNR do método isotrópico, este consegue remover rúıdo ao longo das
bordas de uma maneira muito mais eficiente. Por último, na Fig. 3.5 é apresentada em
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Figura 3.3: Restauração com algoritmo de derivada topológica cont́ınua DT -Iso
da imagem de Lena (imagem polúıda artificialmente utilizada no Caṕıtulo 2)
com k0 = 2, fila superior: α = 0.10, 0.20, fila inferior: α = 0.30 e valor da derivada
topológica para cada pixel.

detalhe a derivada topológica, os vetores normais (em preto) e tangentes (em branco), as
fissuras e a imagem restaurada.

Neste momento, surge naturalmente uma questão: é posśıvel usar a informação
fornecida pela derivada topológica para construir um algoritmo de restauração de imagens
completamente discreto sem perda de qualidade com relação ao algoritmo cont́ınuo?. A
resposta é afirmativa e será discutida na seção seguinte.

3.2 Abordagem Discreta

Como apresentado anteriormente, a derivada topológica tem-se mostrado uma ferra-
menta eficiente no processo de detecção de singularidades em uma imagem ao se considerar
o problema estacionário. A seguir, é apresentado um novo método de restauração (original-
mente introduzido em [113] e revisado em [111]) de imagens também baseado na derivada
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Figura 3.4: Restauração com algoritmo de derivada topológica cont́ınua
DT -Aniso da imagem de Lena (imagem polúıda artificialmente utilizada no
Caṕıtulo 2) com k0 = 2, fila superior: α = 0.10, 0.20, fila inferior: α = 0.30 e valor
da derivada topológica para cada pixel).

topológica mas utilizando uma equação evolutiva como problema auxiliar. Novamente,
fissuras são introduzidas na imagem para impedir a difusão em certos pontos e direções.
Assim, a informação fornecida pela derivada é utilizada para determinar estes locais. Uma
caracteŕıstica notável deste método é que, a condição de parada aparece de forma natural,
eliminando a necessidade de introduzir heuŕısticas.

Como trata-se de uma abordagem puramente discreta a imagem é caracterizada por
uma matriz de pixels, com uma intensidade associada a cada um deles, a partir de um
esquema de diferenças mais precisamente, considera-se uma imagem bidimensional u dada
por um conjunto de M × N pixels s. Em cada pixel s a intensidade da imagem u será
denominada us. Logo, uma imagem qualquer pertence ao espaço Ud

Ud :={u;us = constante em ωs, s = 1 · · ·M ×N} , (3.4)
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(a) Detalhe da imagem degradada de Lena (b) Detalhe da derivada topológica.

(c) Detalhe das direções normal e tangente a fis-
sura.

(d) Detalhe do resultado.

Figura 3.5: Detalhe na imagem de Lena da derivada topológica, das direções
normal (preto) e tangente (branco) das fissuras inseridas e do resultado.

com Ω = ∪sωs, sendo ωs o domı́nio de s. O conjunto ns de vizinhos do pixel s foi definido
como os 4 pixels1 (ver Fig. 3.6(a)) compartilhando um lado com s.

O funcional adotado para este esquema discreto é o seguinte

J d(ust ) =
∑
s

∑
p∈ns

ks,p∆̂us,pt · ∆̂us,pt ,

o que pode ser interpretado como uma aproximação discreta da norma da energia do
campo u. Nesta expressão o termo ks,p é o coeficiente de difusão do pixel s com o vizinho
p, ns = {n, s, e, w} são os vizinhos do pixel s e ∆̂us,pt está definido como

∆̂us,pt = upt − ust . (3.5)

1i.e. north, south, east e west do pixel s.
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(a) Vizinhança do pixel s
e coeficiente de difusão ks.

(b) Casos de vizinhança considerados.

Figura 3.6: Vizinhança considerada.

Neste caso, ust é explicitamente computada usando a seguinte expressão

ust (k
s) = ust−1 + ∆t

∑
p∈ns

ks,p∆̂us,pt−1 (3.6)

onde o ı́ndice t ≥ 1 representa o número de iteração, sendo us0 a intensidade da imagem
original no pixel s, ks = {ks,o, ks,l, ks,n, ks,s} caracteriza o conjunto de coeficientes asso-
ciados ao pixel s, ∆t é o tamanho do passo no tempo artificial. Além do mais, e com a
notação ust (k

s) objetiva-se destacar que ust é uma função expĺıcita dos coeficientes de di-
fusão associados ao pixel s. Finalmente, a Eq. (3.6) pode ser vista como uma aproximação
de diferenças finitas da Eq. (2.25) (ver Apêndice A.1).

3.2.1 Cálculo da Derivada Topológica

No algoritmo cont́ınuo, a introdução de um coeficiente de difusão kε nulo (ou muito
pequeno kε = ε) é interpretado como a criação de um furo ou talho. No caso discreto
acontece algo semelhante. O fato de ks,p = kε para um pixel s com o vizinho p é in-
terpretado como a introdução de um talho na aresta que eles compartilham (não ocorre
difusão ao longo desta aresta). Logo, objetiva-se encontrar a configuração para ks que mais
preserve os detalhes removendo rúıdo ao calcular ust . Como neste caso ust é uma função
expĺıcita do conjunto ks, pode-se calcular a variação total exata do funcional custo para
uma dada perturbação em ks,p. Além do mais, denota-se ksε a configuração perturbada
dos coeficientes de difusividade do pixel s. Logo, o valor da função custo quando esta
perturbação é introduzida é dado por

J d(ust (k
s
ε)) = J d(ust (k

s)) +DT (s,ksε), (3.7)

onde DT (s,ksε) representa a variação total do funcional devido a uma perturbação nos
coeficientes de difusividade no pixel s caracterizada pelo conjunto ksε . Como no caso
cont́ınuo, a introdução de uma perturbação no pixel s onde DT é negativa irá produzir
uma diminuição no valor da função custo J d. Logo, usando esta informação podem-se
selecionar os melhores pixels para se introduzir perturbações.
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Para isto, assume-se ks,p ∈ {kε, k0}, logo o conjunto de todas as posśıveis con-
figurações para ks é definido como

C(s) :={ks = (ks,w, ks,e, ks,n, ks,s); ks,p ∈ {kε, k0}, p = {w,e,n,s}}.

Observa-se que existem 16 combinações posśıveis para ks (as possibilidades são ks,p = kε

ou ks,p = k0, para cada vizinho, logo 24 = 16 casos são posśıveis). O caso ks,w = ks,e =
ks,n = ks,s = kε não é levado em consideração por não produzir uma variação na função
custo (o que não iria modificar a imagem original). As 15 combinações restantes são

• não aplicar difusão com um vizinho,

• não aplicar difusão com dois vizinhos que compartilham um vértice,

• não aplicar difusão com 3 vizinhos,

• aplicar difusão na direção x,

• aplicar difusão na direção y,

• aplicar difusão em todas as direções (difusão isotrópica).

O último caso corresponde a difusão isotrópica e é definido como ksiso = {k0, k0, k0, k0}.
Para calcular o valor da DT para um determinado pixel, é necessário introduzir

uma perturbação. Isto é feito ao trocar, para um pixel determinado s, o conjunto ks por
ksε ∈ Cσ. Logo, a função custo J d

ε (εust ) assume o valor

J d
ε (εust ) = J d(ust ) −

∑
p∈ns

ks,p∆̂us,pt · ∆̂us,pt +
∑
p∈ns

ks,pε ∆̂ εu
s,p
t · ∆̂ εu

s,p
t ,

(3.8)

para ust = ust (k
s) e εu

s
t = ust (k

s
ε) calculado usando a Eq. (3.6) e ∆̂ εu

s,p
t = upt −ε ust ,

respectivamente.
Para as Eqs. (3.7) e (3.8) a variação total da função custo J d devido a uma per-

turbação ksε pode ser escrita como

DT (s,ksε) =
∑
p∈ns

ks,pε ∆̂ εu
s,p
t · ∆̂ εu

s,p
t −

∑
p∈ns

ks,p∆̂us,pt · ∆̂us,pt . (3.9)

Como na alternativa cont́ınua, será considerada a perturbação ksε que minimize o valor da
DT (s,ksε). Usando esta informação é proposto o seguinte algoritmo discreto de restauração
de imagens baseado na derivada topológica (Algoritmo 3).

O conjunto Mα é definido como em (3.3). Como no caso cont́ınuo, no algoritmo an-
teriormente apresentado o parâmetro α permite controlar os valores da derivada topológica
que irão produzir mudanças em ks. Em todos os casos foi utilizado 4t = 1

4 e k0 = 1,
os valores máximos que garantem a condição Courant-Friedrichs-Levy (estabilidade, ver
Apêndice A.1.2) do método de resolução iterativo. Na Fig. 3.7 são apresentados alguns
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Algoritmo 3 Restauração de imagens baseada em uma versão discreta da derivada
topológica
Entrada: Uma imagem 2D u0 ∈ U , o coeficiente de difusividade k0 e o parâmetro α.
Sáıda: A imagem restaurada us ∈ U .

fazer t=1; Parar = FALSE ; ks = ksiso, s = 1..M ×N
while Parar = FALSE do

for cada pixel s do
for cada ksε ∈ Cσ do

calcular DT (s,ksε) seguindo a Eq. (3.9)
end for

end for
for cada pixel s ∈Mα do

fazer DT (s) = min
ε∗
{DT (s,ksε),k

s
ε ∈ Cσ}

fazer ks = ksε∗ o coeficiente de difusividade associado a DT (s)
end for
calcular ust (k

s) usando Eq. (3.6).
if |J d

ε u
s
t )− J d(εust−1)| > tol then

t = t+ 1
else
us = ust , s = 1, · · · ,M ×N , Parar = TRUE

end if
end while

resultados obtidos com esta técnica. As três imagens apresentadas (correspondentes a re-
sultados para valores de α = 0.05, 0.15 e 0.25 respectivamente) apresentam uma melhora
considerável no SNR (indo de 26.91 na imagem degradada para 28.49, 29.61 e 29.53 nas
imagens processadas respectivamente). Nas Figuras 3.9 e 3.8 são apresentados os detalhes
das bordas que foram introduzidas na imagem em diferentes iterações. Pode-se observar
que depois de um certo número de iterações, a imagem tem bordas em praticamente todas
as arestas. Assim, a variação da função custo é praticamente nula entre duas iterações
consecutivas, o que irá deter o algoritmo. A quantidade de bordas que são adicionadas na
imagem em cada iteração é controlada pelo parâmetro α.

3.3 Comentários

Como apresentado, os métodos de restauração baseados na derivada topológica uti-
lizam informação da sensibilidade de uma função custo associada a um determinado pro-
blema à mudança na topologia do domı́nio no qual encontra-se definido. Esta informação
é utilizada para achar a topologia ótima do domı́nio que, na presença de difusão, elimina
maior quantidade de rúıdo preservando as bordas da imagem.

No caso cont́ınuo, observa-se que esta técnica elimina boa quantidade de rúıdo mas
apresenta dificuldade para remover rúıdo em regiões de gradientes elevados. No caso
do algoritmo discreto, observa-se que o rúıdo é removido em toda a imagem inclusive
nas bordas. Além disso, esse algoritmo consegue melhorar consideravelmente a nitidez
das bordas realçando as caracteŕısticas presentes na imagem e impedindo a perda de
informação.
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Figura 3.7: Restauração com o algoritmo de derivada topológica discreta da
imagem da Lena (imagem polúıda com o mesmo rúıdo que no Caṕıtulo 2).
Imagens correspondem a valores de k0 = 1 e α = 0.05, 0.15 e 0.25 respectiva-
mente.

Figura 3.8: Detalhe na imagem de Lena antes e depois do processamento
(k0 = 1 e α = 0.20).

Respeito do desempenho computacional, pode-se mencionar que o algoritmo dis-
creto efetivamente melhora a performance do cont́ınuo. Para imagens acima de 32×32 o
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Figura 3.9: Detalhe (na imagem de Lena) da configuração das bordas intro-
duzidas na imagem durante o processamento (k0 = 1 e α = 0.20).

algoritmo discreto tem menor custo computacional como pode ser observado na Figura
3.10. Os testes de performance foram feitos em um computador Pentium 4 de 3 GHz com
512 Mb de memoria e os algoritmos implementados em Matlab 6.5 [190].
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Figura 3.10: Tamanho da imagem (pixels) vs. tempo de processamento (s).

Uma outra vantagem da abordagem discreta, é que mesmo sendo um algoritmo
iterativo, ele tem um critério de parada próprio e a quantidade de iterações não é um
parâmetro requerido pelo métodos ou que afete a sua qualidade.
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Caṕıtulo 4

Análises e Comparações das Técnicas Propostas e

Existentes

Este caṕıtulo tem por objetivo comparar o desempenho dos métodos clássicos dis-
cutidos no Caṕıtulo 2 e dos métodos baseados na derivada topológica apresentados no
Caṕıtulo 3. Estes métodos são utilizados para restaurar imagens artificialmente degrada-
das com rúıdo de diferentes tipos e intensidades. Em particular, sejam ū a imagem real
original (não polúıda) e u0 a imagem observada (degradada), então os seguintes modelos
de rúıdo foram utilizados

• Rúıdo uniforme: com média nula e probabilidade uniforme. Assim, um rúıdo r (em
ńıveis de intensidade, i.e., r ∈ [0, 255]) é dado por

us0 = ūs + 2 ∗ r ∗ (rand− 0.5), (4.1)

sendo rand um número aleatório entre zero e um, com distribuição uniforme. Logo,
o rúıdo encontra-se no intervalo [−r, r].

• Rúıdo Gaussiano branco: com média µ (sempre nula) e desvio padrão σ (em ńıveis
de intensidade). Este rúıdo de caráter aditivo e denotado por ρ(µ, σ) é uma variável
aleatória com distribuição de probabilidade Gaussiana. A imagem é polúıda usando
o modelo

us0 = ūs + ρ(µ, σ). (4.2)

• Rúıdo sal e pimenta: esse rúıdo consiste em mudar o valor de alguns pixels na imagem
para branco ou preto. No caso, p pixels (sendo p um percentual) são alterados para
0 ou 255 com igual probabilidade.

• Rúıdo multiplicativo speckle: a imagem é polúıda com rúıdo multiplicativo, dis-
tribúıdo de maneira uniforme com média µ = 0 e desvio padrão σ (em ńıveis de
intensidade), denotado por n(µ, σ), dado pelo modelo

us0 = ūs + n(µ, σ) ∗ ūs. (4.3)

Na Fig. 4.1 e 4.2 são apresentadas as imagens utilizadas (originais e polúıdas com
os tipos de rúıdos descritos anteriormente), de tamanho 256 × 256 pixels e 256 ńıveis de
intensidade.
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(a) Imagens originais (superf́ıcie da lua, imagem de Lena e imagem do barco)

(b) Imagens polúıdas com rúıdo uniforme (SNR aproximadamente 26.80dB)

(c) Imagens polúıdas com rúıdo Gaussiano (SNR aproximadamente 18.80dB)

Figura 4.1: Imagens artificialmente polúıdas utilizadas nos testes. As filas (de
cima para baixo) correspondem a imagem original, rúıdo uniforme (r = 20) e
rúıdo Gaussiano branco (σ = 30) (imagens obtidas de [148]).

4.1 Teste 1 - Remoção de rúıdo uniforme

Nesta seção, os métodos descritos nos Caṕıtulos 2 e 3 foram utilizados para restaurar
imagens polúıdas com rúıdo uniforme. Como mencionado anteriormente, estes métodos
podem ser classificados em dois grupos, evolutivos e estacionários, ou seja

• Métodos evolutivos:

– Perona & Malik (Seção 2.4.2, com c(x) dado por Eq. (2.35)),

– Black. et al. (Seção 2.4.2, com c(x) dado por Eq. (2.36)),
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

(a) Imagens polúıdas com rúıdo tipo sal e pimenta (SNR aproximadamente 13.70dB)

(b) Imagens polúıdas com rúıdo tipo speckle (SNR aproximadamente 18.50dB)

Figura 4.2: (Cont.) Imagens artificialmente polúıdas utilizadas nos testes.
Correspondentes (de cima para baixo) a rúıdo sal e pimenta (p = 15) e rúıdo
speckle (σ = 60).

– Suavizado seletivo (Alvarez, Morel e Lions, Seção 2.4.3) e

– RDT
Discreto.

• Métodos estacionários:

– Minimização Semi-Quadrática (Kornprobst & Aubert, descrito na Seção 2.3),

– RDT
Cont́ınua (Belaid et al.).

As imagens utilizadas nesta primeira parte foram degradadas com rúıdo uniforme
(r = 20), sendo o SNR correspondente a aproximadamente 27 dB.

O desempenho destes métodos pode ser ajustado utilizando parâmetros espećıficos a
cada um deles. Todos os métodos clássicos dependem de um parâmetro σ com significado
equivalente. Este parâmetro serve para determinar os valores do gradiente que indicam
a presença de bordas. Isto é, quando o gradiente é superior a σ existem na vizinhança
pixels de outras regiões (outliers). Este parâmetro é utilizado para controlar a difusão nas
bordas de maneira a preservar as caracteŕısticas de interesse. Para os métodos clássicos, σ
foi ajustado utilizando a técnica proposta por Black et al.[27], (Eq. (2.37)). Isto permite
estimar o valor de σ em função do gradiente da imagem sendo tratada. No caso dos
métodos evolutivos, existe outro parâmetro importante e dif́ıcil de ser ajustado: o número
de iterações.
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

Método Parâmetro Valor
Perona & Malik σ Eq. (2.37)

iterações 10 - 20 - 30
Black. et al. σ Eq. (2.37)

iterações 10 - 20 - 30
Suavizado seletivo (A-M-L) σ Eq. (2.37)

iterações 10 - 20 - 30
Minimização Semi-Quadrática (K-A) σ Eq. (2.37)

λ 10
RDT

Discreto α 0.18
RDT

Cont́ınua α 0.80

Tabela 4.1: Valores utilizados dos parâmetros nos diferentes métodos.

Para estimar a quantidade de iterações necessárias para obter resultados de boa
qualidade pelos métodos evolutivos, o SNR foi estudado para 150 iterações. Dependendo
do método, o máximo SNR é alcançado entre a décima e a trigésima iteração aproxi-
madamente (Fig. 4.3(a)). Pode-se observar que, se o método não for detido a tempo,
este pode produzir uma degradação significativa na imagem. Assim, no caso dos métodos
evolutivos, as imagens degradadas foram processadas 10, 20 e 30 iterações em todos os
casos. Os resultados apresentados em todos os casos corresponde ao que apresentou o
melhor SNR dentre estes três resultados.

Para o método de minimização semi-quadrática, a mesma análise foi feita com o
parâmetro λ. Como apresentado na Fig. 4.3(b), o melhor valor para este parâmetro é
alcançado em λ ≈ 10.

A escolha de parâmetros nas técnicas DT é bem diferente. Tanto o algoritmo RDT
-

Discreto como o RDT
-Cont́ınuo dependem do parâmetro α (um valor real entre 0 e 1), que

determina a quantidade de “fraturas” a serem introduzidas na imagem. Este parâmetro
determina a quantidade (em %) de pixels nos quais serão introduzidas fissuras para deter
(ou diminuir) a difusão. Por este motivo não é posśıvel estabelecer uma relação entre os
métodos RDT

e os métodos clássicos, o que requer o estudo de α de maneira separada.
O parâmetro α foi analisado como nos casos anteriores, selecionando assim o valor que
produz o melhor SNR (no caso de RDT

-Discreto α = 0.18 e para RDT
-Cont́ınua α = 0.80,

Fig. 4.3(c)). No entanto, estes métodos apresentam uma ampla faixa de valores para os
quais os resultados têm uma qualidade boa, o que indica uma pequena dependência em
relação a esse parâmetro. Os valores dos diferentes parâmetros são resumidos na Tabela
4.1. Uma vez determinado este valor, o mesmo foi mantido fixo em todos os testes.

Esta análise de parâmetros foi feita utilizando a imagem do barco em todos os casos.
Como será apresentado mais adiante, testes semelhantes foram realizados para diferentes
tipos e intensidades de rúıdo. Estas análises foram feitas para observar o comportamento
dos métodos e não para estimar valores ótimos dos parâmetros. Por este motivo, os
resultados utilizados em todas as comparações correspondem aos parâmetros mencionados
na Tabela 4.1, já que geralmente em situações reais achar valores “ótimos” não é posśıvel.

Na Tabela 4.2 são apresentados o SNR e estat́ısticas do rúıdo correspondentes aos
diferentes métodos para r = 20. Observa-se que os métodos RDT

não apresentam melhoras
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

(a) SNR vs. número de iteração - Métodos evolutivos.
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(b) SNR vs. parâmetro λ - Minimização Semi-Quadrática.
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(c) SNR vs. parâmetro α - Métodos DT .

Figura 4.3: Análise de parâmetros (imagem do barco). Rúıdo uniforme r = 20,
SNR inicial de aproximadamente 27 dB.
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

PSNR (dB) SNR (dB) µ(e) σ(e)
Imagem polúıda (lua) 26.86 26.66 0.4776 11.560
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 31.69 31.48 0.9776 6.5657
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 29.82 29.62 0.9799 8.1697
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 20) 30.68 30.48 0.9705 7.3898
Minimização Semi-Quadrática 31.07 30.87 0.9772 7.0586
DT Discreto 30.50 30.29 1.0058 7.5497
DT Cont́ınua 30.84 30.63 0.9767 7.2539
Imagem polúıda (Lena) 26.92 26.88 0.5213 11.487
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 31.67 31.63 1.0217 6.5772
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 31.20 31.17 1.0218 6.9467
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 10) 30.58 30.55 1.0565 7.4646
Minimização Semi-Quadrática 31.08 31.04 1.0182 7.0517
DT Discreto 29.60 29.57 1.0765 8.3744
DT Cont́ınua 28.96 28.93 1.0195 9.0272
Imagem polúıda (barco) 26.88 26.67 0.6005 11.535
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 31.36 31.15 1.1013 6.8077
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 30.98 30.77 1.1003 7.1221
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 10) 29.98 29.77 1.0106 8.0220
Minimização Semi-Quadrática 30.75 30.54 1.0968 7.3185
DT Discreto 29.93 29.73 1.1463 8.0455
DT Cont́ınua 29.63 29.42 1.0944 8.3446

Tabela 4.2: Comparação para rúıdo uniforme. r = 20, SNR inicial de aproxi-
madamente 27 dB.

em relação aos métodos existentes. Em particular, dependendo da imagem processada a
qualidade do resultado varia sutilmente. Neste caso, os resultados obtidos com o RDT

-
Discreto são os que mais se aproximam dos obtidos com os métodos clássicos.

Em uma segunda análise, é considerado um rúıdo uniforme de maior intensidade
(r = 40). O SNR das imagens degradadas é de aproximadamente 21 dB. As imagens
polúıdas com rúıdo uniforme foram processadas utilizando os mesmos métodos e com os
mesmos parâmetros que no caso anterior.

Pode-se observar neste caso que os métodos DT se mostram comparáveis com os
métodos clássicos. No caso dos algoritmos estacionários, em particular RDT

- Cont́ınuo e
Minimização Semi-Quadrática, observa-se que o primeiro se comporta melhor, conseguindo
remover maior quantidade de rúıdo. Já no caso do RDT

- Discreto, nota-se que a qualidade
dos resultados depende da imagem e do rúıdo nela presente, conseguindo valores de SNR
semelhantes aos obtidos pelos outros métodos, mas com a vantagem de não precisar o
número de iterações. Esta diferença é importante, já que iterar muito degrada a imagem
e iterar pouco impede que suficiente quantidade de rúıdo seja removida.

Ao repetir a análise de sensibilidade a parâmetros feita anteriormente para um rúıdo
de maior intensidade, observa-se que nos métodos clássicos os valores (quantidade de
iterações e λ) ótimos mudam consideravelmente (Fig. 4.4(a) e 4.4(b)). Esta caracteŕıstica
dificulta a tarefa de estimar esses parâmetros (já que dependem da intensidade do rúıdo).
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

(a) SNR vs. número de iteração - Métodos evolutivos.
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(b) SNR vs. parâmetro λ - Minimização Semi-Quadrática.
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(c) SNR vs. parâmetro α - Métodos DT .

Figura 4.4: Análise de parâmetros (imagem do barco). Rúıdo uniforme r = 40,
SNR inicial de aproximadamente 21 dB.

77



Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

(a) SNR vs. número de iteração - Métodos evolutivos.
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(b) SNR vs. parâmetro λ - Minimização Semi-Quadrática.
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(c) SNR vs. parâmetro α - Métodos DT .

Figura 4.5: Análise de parâmetros (imagem do barco). Rúıdo uniforme r = 60,
SNR inicial de aproximadamente 17.50 dB.
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

PSNR (dB) SNR (dB) µ(e) σ(e)
Imagem polúıda (lua) 20.88 20.67 0.552 23.039
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 25.00 24.79 1.0501 14.301
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 22.10 21.89 1.0516 19.993
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 24.57 24.37 1.0836 15.022
Minimização Semi-Quadrática 24.16 23.95 1.0512 15.765
DT Discreto 26.62 26.41 1.0431 11.852
DT Cont́ınua 27.23 27.03 1.0485 11.039
Imagem polúıda (Lena) 20.96 20.92 0.3065 22.833
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 25.21 25.17 0.8061 13.976
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 23.13 23.10 0.8059 17.759
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 24.39 24.35 0.8712 15.360
Minimização Semi-Quadrática 23.78 23.75 0.8074 16.475
DT Discreto 26.33 26.30 0.8278 12.270
DT Cont́ınua 26.46 26.43 0.8122 12.092
Imagem polúıda (barco) 20.92 20.71 0.3859 22.941
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 25.17 24.96 0.8867 14.038
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 23.25 23.04 0.8848 17.515
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 24.16 23.95 0.9665 15.765
Minimização Semi-Quadrática 23.66 23.46 0.8864 16.698
DT Discreto 26.39 26.19 0.8867 12.184
DT Cont́ınua 26.89 26.68 0.8820 11.505

Tabela 4.3: Comparação para rúıdo uniforme. r = 40, SNR inicial de aproxi-
madamente 21 dB.

O último teste realizado para rúıdo uniforme corresponde a r = 60, o que pro-
duz um SNR de aproximadamente 17.50 dB. Novamente, os parâmetros utilizados são
os mesmos que nas situações anteriores. Desta vez, mesmo quando todos os métodos
apresentam melhoras nas imagens após o processamento, os resultados dos métodos DT se
mostram superiores. Na Figura 4.5 são apresentadas as curvas correspondentes a análise
de parâmetros feita para este ńıvel de rúıdo. Observa-se que, na medida que o rúıdo au-
menta, os parâmetros ótimos dos métodos clássicos variam consideravelmente, enquanto
nos métodos DT a situação é diferente. No caso de RDT

-Discreto, os valores ótimos do
parâmetro α oscilam entre 0.10 e 0.20, e o RDT

-Cont́ınua apresenta valores comparáveis
para α abaixo de 0.4.

4.2 Teste 2 - Remoção de rúıdo Gaussiano

Nesta seção, o desempenho dos métodos é estudado para remover rúıdo Gaussiano
branco. As imagens apresentadas na Fig. 4.1 foram polúıdas com σ = 30, o que produz
um SNR ≈ 18.70 dB. Os parâmetros de todos os métodos foram mantidos iguais que
nos casos anteriores (Tabela 4.1). Na Tabela 4.5 são apresentados os resultados para os
diferentes métodos.

Observa-se para este tipo de rúıdo que os métodos baseados na derivada topológica
apresentam resultados de melhor qualidade. Cabe ressaltar que nenhum parâmetro teve
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

(a) SNR vs. número de iteração - Métodos evolutivos.
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(b) SNR vs. parâmetro λ - Minimização Semi-Quadrática.
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(c) SNR vs. parâmetro α - Métodos DT .

Figura 4.6: Análise de parâmetros (imagem do barco). Rúıdo Gaussiano
σ = 30, SNR inicial de aproximadamente 18.80 dB.
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

PSNR (dB) SNR (dB) µ(e) σ(e)
Imagem polúıda (lua) 17.35 17.14 0.3788 34.606
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 20.08 19.87 0.8785 25.263
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 18.08 17.87 0.8798 31.792
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 19.02 18.82 0.8638 28.522
Minimização Semi-Quadrática 19.41 19.20 0.8776 27.281
DT Discreto 23.74 23.54 0.8095 16.552
DT Cont́ınua 24.36 24.16 0.8746 15.406
Imagem polúıda (Lena) 17.56 17.53 0.1088 33.755
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 20.48 20.45 0.6086 24.116
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 18.66 18.63 0.6081 29.741
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 19.29 19.26 0.8081 27.657
Minimização Semi-Quadrática 19.64 19.60 0.6065 26.576
DT Discreto 23.55 23.52 0.5830 16.927
DT Cont́ınua 24.09 24.06 0.6084 15.906
Imagem polúıda (barco) 17.57 17.37 0.0523 33.719
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 20.54 20.33 0.5546 23.964
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 18.81 18.60 0.5537 29.255
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 19.29 19.09 0.5114 27.659
Minimização Semi-Quadrática 19.61 19.41 0.5511 26.659
DT Discreto 23.47 23.27 0.5493 17.083
DT Cont́ınua 24.40 24.19 0.5476 15.359

Tabela 4.4: Comparação para rúıdo uniforme. r = 60, SNR inicial de aproxi-
madamente 17.50 dB.

que ser reajustado para obter estes resultados. Neste caso, os métodos clássicos apresen-
tam qualidade inferior, provavelmente devido a que os parâmetros utilizados já não são
ótimos. Uma das vantagem dos métodos DT de restauração consiste em que o ajuste
dos parâmetros é mais fácil devido, principalmente, a que o parâmetro mais importante é
limitado (α ∈ [0, 1]) e a qualidade do resultado não é muito afetada por mudanças neste
valor. Estas caracteŕısticas tornam os métodos DT mais robustos.

Na Fig. 4.6 são apresentadas as curvas correspondentes à análise de parâmetros
para rúıdo Gaussiano. Observa-se que para este tipo de rúıdo, o valor ótimo do parâmetro
α encontra-se bem próximo do valor ótimo para rúıdo uniforme.

Este tipo de rúıdo é comum em imagens de tomografia computadorizada. Na Seção
4.5 estes métodos são utilizados para remover rúıdo de imagens médicas que apresentam
rúıdo Gaussiano branco [76, 203].

4.3 Teste 3 - Remoção de rúıdo sal e pimenta

Nesta seção o desempenho dos métodos é estudado na remoção de rúıdo tipo sal
e pimenta. Os parâmetros de todos os métodos foram mantidos iguais que nos testes
anteriores (Tabela 4.1).

Na Tabela 4.6 e Figura 4.8 são apresentados os resultados para as imagens proces-
sadas utilizando os diferentes métodos. Para este tipo de rúıdo observa-se que os métodos
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

PSNR (dB) SNR (dB) µ(e) σ(e)
Imagem polúıda (lua) 18.60 18.40 -0.1596 29.948
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 21.58 21.37 0.3408 21.259
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 19.55 19.34 0.3414 26.856
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 21.10 20.89 0.3133 22.464
Minimização Semi-Quadrática 20.49 20.28 0.3413 24.094
DT Discreto 24.88 24.67 0.2852 14.538
DT Cont́ınua 25.46 25.25 0.3479 13.602
Imagem polúıda (Lena) 18.81 18.77 -0.4546 29.244
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 21.96 21.93 0.0451 20.341
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 20.23 20.19 0.0467 24.842
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 21.26 21.22 0.2458 22.060
Minimização Semi-Quadrática 20.72 20.69 0.0474 23.459
DT Discreto 24.65 24.62 0.0960 14.921
DT Cont́ınua 25.07 25.04 0.0609 14.217
Imagem polúıda (barco) 18.84 18.64 -0.2764 29.128
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 22.06 21.86 0.2234 20.110
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 20.39 20.19 0.2231 24.372
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 21.24 21.03 0.3578 22.114
Minimização Semi-Quadrática 20.72 20.51 0.2178 23.468
DT Discreto 24.67 24.47 0.1652 14.889
DT Cont́ınua 25.40 25.19 0.2108 13.698

Tabela 4.5: Comparação para rúıdo Gaussiano. σ = 30, SNR inicial de apro-
ximadamente 18.80 dB.

DT conseguem remover uma quantidade maior de rúıdo que os métodos clássicos. Na Fig.
4.9 é feita a análise de parâmetros para este tipo de rúıdo. Enquanto os métodos clássicos
apresentam mudanças consideráveis nos valores ótimos dos parâmetros, os métodos basea-
dos na derivada topológica apresentam valores semelhantes aos casos anteriores.

4.4 Teste 4 - Remoção de rúıdo speckle

Nesta seção é analisada a capacidade dos métodos apresentados para remover rúıdo
speckle, o qual é de caráter multiplicativo. Este tipo de rúıdo é comum em imagens de
ultrasom [49, 104, 131] e de Synthetic Aperture Radar (SAR)[128, 151], as quais costu-
mam apresentar este tipo de degradação dependente do sinal. Os parâmetros de todos os
métodos foram mantidos iguais aos dos casos anteriores (Tabela 4.1).

Na Tabela 4.7 e Figura 4.10 são apresentados os resultados para as imagens pro-
cessadas utilizando os diferentes métodos para imagens polúıdas com rúıdo tipo speckle
com σ = 60. Para rúıdo do tipo multiplicativo, observa-se que os dois métodos DT

conseguem remover uma quantidade maior de rúıdo que os outros. Observa-se também
que os resultados são consideravelmente melhores que os obtidos com métodos clássicos.

A remoção deste tipo de rúıdo é um problema particularmente importante em ima-
gens médicas de Ultrasom. Na Seção 4.5 os métodos propostos são utilizados para restaurar
imagens reais.
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

(a) Perona & Malik (b) Black et al. (c) Suavizado seletivo

(d) Min. Semi Quadrática (e) RDT -Discreto (f) RDT -Cont́ınuo

Figura 4.7: Resultados para a imagem da lua com cada método. Rúıdo
Gaussiano σ = 30, SNR inicial de aproximadamente 18.80 dB.

4.5 Teste 5 - Processamento de imagens médicas

As Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 correspondem a várias imagens de angiografia com dife-
rentes ńıveis de rúıdo Gaussiano [76] (primeira fila). Na Fig. 4.12, 4.13 e 4.14 também são
apresentados os resultados correspondentes a estas imagens processadas com os algoritmos
baseados na derivada topológica (i.e., RDT

-Cont́ınuo e RDT
-Discreto).

Na Fig. 4.15 são apresentadas 3 imagens de Ultrasom. Estas imagens apresentam
rúıdo tipo speckle [105]. A duas primeiras imagens (Figuras 4.15(a) e 4.15(d)) correspon-
dem à artéria carótida de um paciente de sexo feminino. A primeira delas ao momento da
śıstole e a segunda à diástole. A terceira imagem (Fig. 4.15(g)) corresponde a um estudo de
4 câmeras do coração. Estas imagens apresentam um ńıvel de rúıdo intenso o que dificulta
outros processamento como segmentação. Os parâmetros utilizados para restaurar estas
imagens foram 4t = 1, k0 = 1 e α = 0.18 para RDT

-Discreto, k0 = 2 e α = 0.8 para
RDT

-Cont́ınua. Nas segunda e terceira colunas da Fig. 4.15 são apresentados os resultados
correspondentes a estas imagens processadas com ambos algoritmos DT , RDT

-Cont́ınuo e
RDT

-Discreto, respectivamente.

4.6 Comentários

Nesta primeira parte foi abordado o problema de restauração de imagens no con-
texto de Cálculo Variacional e EDP’s. Em particular, foram apresentados alguns dos
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PSNR (dB) SNR (dB) µ(e) σ(e)
Imagem polúıda (lua) 14.12 13.91 0.0092 50.209
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 14.90 14.69 0.5075 45.884
Evolutivo (Black et al.) (its = 10) 14.14 13.94 0.5101 50.036
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 17.05 16.85 0.3954 35.790
Minimização Semi-Quadrática 14.79 14.58 0.5060 46.477
DT Discreto 21.76 21.55 0.5565 20.818
DT Cont́ınua 21.50 21.29 0.5077 21.450
Imagem polúıda (Lena) 13.48 13.44 -1.4972 54.022
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 14.23 14.20 -0.9967 49.533
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 13.56 13.52 -0.9916 53.521
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 16.20 16.16 -0.4243 39.507
Minimização Semi-Quadrática 14.14 14.11 -0.9933 50.038
DT Discreto 20.64 20.61 -0.0652 23.688
DT Cont́ınua 20.33 20.30 -0.9854 24.516
Imagem polúıda (barco) 13.44 13.23 -1.1405 54.254
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 14.19 13.98 -0.6417 49.793
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 13.54 13.33 -0.6363 53.653
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 16.29 16.09 0.1472 39.066
Minimização Semi-Quadrática 14.07 13.87 -0.6435 50.440
DT Discreto 20.48 20.27 0.2695 24.123
DT Cont́ınua 20.34 20.13 -0.6414 24.511

Tabela 4.6: Comparação para rúıdo sal e pimenta. p = 15, SNR inicial de
aproximadamente 13.50 dB.

mais utilizados métodos de restauração existentes na literatura. Este métodos foram
computacionalmente implementados, sendo apresentados também resultados numéricos
na restauração de imagens degradadas em diferentes situações.

Em seguida, e como uma contribuição na área, é utilizada a derivada topológica
para tratar o problema de restauração. Esta ferramenta, originariamente concebida para
tratar de problemas de otimização de topologia e forma e problemas inversos em mecânica,
tem se mostrado muito eficiente ao ser aplicada no processamento de imagens. Neste
caso, o método de restauração proposto originalmente por Belaid et al. [22] é revisado,
sendo apresentado o cálculo detalhado da derivada topológica por meio do Topological-
Shape Sensitivity Method. Este método, baseado na equação estacionária de condução de
calor, tem se mostrado eficiente na remoção de rúıdo. Posteriormente, e utilizando uma
abordagem discreta, um novo método de restauração baseado na derivada topológica e na
equação de calor transiente é proposto. Esta abordagem discreta, mais simples na sua
implementação e de menor custo computacional, apresentou bons resultados na remoção
de rúıdo.

Finalmente, os métodos propostos são comparados com os existentes na literatura
para diferentes intensidades e tipos de rúıdo. Em geral, para ńıveis pequenos de rúıdo os
métodosDT não se mostram superiores aos métodos existentes. No entanto, na medida que
os rúıdo aumenta, os métodos DT continuam apresentando resultados bons sem necessitar
reajustar seus parâmetros enquanto a performance dos outros métodos é severamente
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(a) Perona & Malik (b) Black et al. (c) Suavizado seletivo

(d) Min. Semi Quadrática (e) RDT -Discreto (f) RDT -Cont́ınuo

Figura 4.8: Resultados para a imagem de barco com cada método. Rúıdo sal
e pimenta p = 15.

afetada na mesma situação, caracteŕıstica que facilita o seu uso.
A pouca dependência nos parâmetros, evidencia a robustez dos métodos DT , não

requerendo informações adicionais (tipo de imagem, intensidade ou tipo de rúıdo, etc.)
para proporcionar bons resultados no processamento.
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(a) SNR vs. número de iteração - Métodos evolutivos.
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(b) SNR vs. parâmetro λ - Minimização Semi-Quadrática.
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(c) SNR vs. parâmetro α - Métodos DT .

Figura 4.9: Análise de parâmetros (imagem do barco). Rúıdo sal e pimenta
p = 15, SNR inicial de aproximadamente 13.50 dB.
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PSNR (dB) SNR (dB) µ(e) σ(e)
Imagem polúıda (lua) 18.42 18.21 0.2045 30.590
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 21.36 21.15 0.7029 21.796
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 19.28 19.07 0.7063 27.708
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 20.42 20.21 0.9881 24.279
Minimização Semi-Quadrática 20.69 20.49 0.7052 23.530
DT Discreto 24.38 24.17 0.7228 15.388
DT Cont́ınua 25.28 25.07 0.7123 13.872
Imagem polúıda (Lena) 18.67 18.64 0.5552 29.716
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 21.45 21.42 1.0557 21.549
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 19.88 19.84 1.0548 25.847
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 20.35 20.32 0.9789 24.472
Minimização Semi-Quadrática 20.46 20.43 1.0594 24.158
DT Discreto 23.91 23.88 1.1942 16.205
DT Cont́ınua 24.75 24.71 1.0550 14.725
Imagem polúıda (barco) 18.64 18.44 0.7254 29.799
Evolutivo (Perona e Malik) (its = 30) 21.44 21.24 1.2250 21.561
Evolutivo (Black et al.) (its = 30) 20.06 19.86 1.2268 25.288
Evolutivo (Suavizado seletivo) (its = 30) 20.25 20.04 1.0884 24.754
Minimização Semi-Quadrática 20.33 20.13 1.2318 24.511
DT Discreto 23.82 23.61 1.2764 16.376
DT Cont́ınua 24.95 24.74 1.2253 14.374

Tabela 4.7: Comparação para rúıdo speckle. σ = 60, SNR inicial de aproxima-
damente 18.50 dB.

(a) Perona & Malik (b) Black et al. (c) Suavizado seletivo

(d) Min. Semi Quadrática (e) RDT -Discreto (f) RDT -Cont́ınuo

Figura 4.10: Resultados para a imagem de Lena com cada método. Rúıdo
speckle σ = 60.
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(a) SNR vs. número de iteração - Métodos evolutivos.
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(b) SNR vs. parâmetro λ - Minimização Semi-Quadrática.
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(c) SNR vs. parâmetro α - Métodos DT .

Figura 4.11: Análise de parâmetros (imagem do barco). Rúıdo speckle σ = 60,
SNR inicial de aproximadamente 13.50 dB.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.12: Imagens de Angiografia (região cervical) - Exemplos de rúıdo
Gaussiano (primeira fila). Imagens processadas com RDT

-Cont́ınuo (segunda
fila, k0 = 2 e α = 0.8) e RDT

-Discreto (terceira fila, k0 = 1 e α = 0.18).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.13: (Cont.) Diferentes imagens de Angiografia (artérias do cérebro)
- Exemplos de rúıdo Gaussiano (primeira fila). Imagens processadas com RDT

-
Cont́ınuo (segunda fila, k0 = 2 e α = 0.8) e RDT

-Discreto (terceira fila, k0 = 1 e
α = 0.18).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.14: (Cont.) Diferentes imagens de Angiografia (artérias do cérebro)
- Exemplos de rúıdo Gaussiano (primeira fila). Imagens processadas com RDT

-
Cont́ınuo (segunda coluna, k0 = 2 e α = 0.8) e RDT

-Discreto (terceira coluna,
k0 = 1 e α = 0.18).
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Caṕıtulo 4. Análises e Comparações das Técnicas Propostas e Existentes

(a) Carótida de mulher jovem
em fase śıstole.

(b) RDT -Cont́ınuo (c) RDT -Discreto

(d) Carótida de mulher jovem
em fase diástole.

(e) RDT -Cont́ınuo (f) RDT -Discreto

(g) Quatro câmeras do coração (h) RDT -Cont́ınuo (i) RDT -Discreto

Figura 4.15: Diferentes imagens de ultrasom - Exemplos de rúıdo speckle.
Imagens restauradas com RDT

-Cont́ınuo (coluna central, k0 = 2 e α = 0.8) e
RDT

-Discreto (coluna da direita, k0 = 1 e α = 0.18).
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Parte II

Segmentação de Imagens
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Introdução

Na segunda parte desta tese é abordado o problema de segmentação de imagens com
um especial interesse em imagens médicas, mais uma vez, utilizando a derivada topológica.
Sendo assim, no Caṕıtulo 5 é estudado o funcional de Mumford-Shah, o qual foi o ponto
de partida no estudo deste problema no contexto do Cálculo Variacional e EDP’s. Além
disso, este funcional tem servido como guia na definição de outros apresentados neste
trabalho. No Caṕıtulo 6 é apresentada uma nova técnica de segmentação de imagens
baseada no conceito de derivada topológica. Os resultados obtidos com este método tem
se mostrado promissores, em particular na presença de rúıdo. Posteriormente, baseado
neste método um segundo algoritmo é proposto. Mais simples na sua implementação
utilizando uma versão discreta dessa mesma idéia, é proposto um método mais simples e
de menor custo computacional, que também se mostra promissor e robusto na presença de
rúıdo. Por último, no Caṕıtulo 7 os métodos propostos são comparados quantitativamente
para vários ńıveis de rúıdo com outros freqüentemente utilizados. Também são estudados
os resultados de ambos métodos propostos para diferentes parâmetros e sua influência nos
resultados da segmentação.

Os resultados apresentados nesta parte representam adaptações de trabalhos publi-
cados em anais de congressos e revistas internacionais, quais sejam:

• I. Larrabide, R. A. Feijóo, A. A. Novotny, E. Taroco and M. Masmoudi. An Image
Segmentation Method Based on a Discrete Version of the Topological Derivative.
www.wcsmo6.org. WCSMO6 - 6th World Congress on Structural and Multidiscipli-
nary Optimization, Rio de Janeiro, Brazil, 30th May-03rd June 2005.

• I. Larrabide, R. A. Feijóo, E. Taroco, A. Novotny. Configurational Derivative As
a Tool for Image Segmentation. Proceedings of the ECCM 2006. LNEC - Lisbon,
Portugal 5th-9th June 2006.

• I. Larrabide, R. A. Feijóo, A. A. Novotny and E. A. Taroco. Topological Derivative:
A Tool for Image Processing. Computers & Structures - An International Journal.
Editors: K. J. Bathe & B. H. V. Topping. Guest Editor for the Special Issue: C. A.
Mota Soares, M. Bendsoe, K. K. Choi and J. Herskovits. Accepted for publication
- December 2006.

• I. Larrabide, A. A. Novotny, M. Masmoudi, R. A. Feijóo and E. A. Taroco. Topologi-
cal Derivative as a Tool for Image Processing - Part I: Image Segmentation. IEEE
Transactions in Image Processing. Submitted - December 2006.
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Caṕıtulo 5

Segmentação de Imagens

A segmentação de imagens, processo pelo qual pretende-se separar diferentes objetos
do fundo ou background de uma imagem digital, ainda é um dos mais desafiantes problemas
de processamento de imagens. Diferentes aplicações da segmentação de imagens podem ser
mencionadas em várias áreas de pesquisa. Por exemplo, na análise de imagens de satélite,
segmentação é utilizada para identificar cidades, rodovias, cultivos, lagos, etc. Em acom-
panhamento de movimento é de interesse identificar um mesmo objeto em uma seqüência
de imagens [55, 78, 160, 204]. A introdução na medicina de técnicas vindas de outras áreas
como Modelagem Computacional dentre outras, requer o uso de informações espećıficas
dos pacientes como por exemplo imagens médicas. Estas imagens podem ser adquiridas de
diferentes fontes como Tomografia Computadorizada (CT), Ressonância Magnética (MRI),
Single Photon Emission Computed Tomography (SPECT), Positron Emission Tomogra-
phy (PET) e Ultrasom (US). Uma das formas mais comuns de incorporar dados reais nas
técnicas de modelagem é através de imagens reais. Para isto, primeiramente é necessário
interpretar estas imagens e identificar as estruturas e objetos nelas presentes. Este processo
é chamado de segmentação e é uma das mais antigas preocupações do processamento de
imagens.

As técnicas de aquisição de imagens médicas fornecem aos especialistas informação
útil (anatômica e funcional) do interior do corpo humano. Conseqüentemente, a demanda
por ferramentas de segmentação que permitam facilitar operações como diagnóstico, trata-
mento, planejamento cirúrgico e monitoramento dentre outras, tem crescido consideravel-
mente desde a introdução deste tipo de tecnologia. Em particular, a aplicação da seg-
mentação de imagens médicas que têm motivado este trabalho é na área de hemodinâmica,
onde a segmentação de vasos sangúıneos para posterior reconstrução é amplamente uti-
lizada para simular computacionalmente o fluxo sangúıneo [41, 63, 108, 193, 200].

Neste caṕıtulo será brevemente analisado o estado da arte em segmentação de ima-
gens no contexto de Cálculo Variacional e EDP’s. Será apresentado o modelo introduzido
por Mumford-Shah no ano 1989 [133], o qual coloca o processo de segmentação como um
problema de mı́nimo. Também é discutida na Seção 5.2 a existência de solução deste
problema, assim como às condições de optimalidade.

5.1 Estado da arte em Segmentação de Imagens via EDP’s

As técnicas de aquisição de imagens médicas mencionadas fornecem imagens de-
talhadas da anatomia do corpo humano. Os conjuntos de dados 3D associados a estas
imagens dão informação para análise não dispońıvel em imagens 2D e ao mesmo tempo
desafiam os profissionais habituados a trabalhar e interpretar imagens em duas dimensões.
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Mesmo que as imagens sejam 3D, elas ainda são amplamente utilizadas como imagens 2D
individuais. Informação quantitativa como tamanho e forma dos órgãos pode ser extráıda
destas imagens para realizar atividades como diagnóstico ou planejamento cirúrgico. Para
conseguir realizar estas atividades, o primeiro passo é identificar os diferentes tecidos e
estruturas anatômicas envolvidas. Por este motivo, o processo de segmentação deve ser
preciso e repet́ıvel para ser clinicamente útil.

Uma primeira definição de segmentação poderia ser: a segmentação é o processo que
divide uma imagem nos objetos que a compõem, mas esta definição é muito vaga. Para
fornecer uma definição mais precisa deve-se considerar o objetivo ou aplicação espećıfica
na qual esta técnica vai ser utilizada. Por exemplo, na segmentação de imagens médicas,
o objetivo é identificar os diferentes órgãos, regiões e estruturas anatômicas nos dados
adquiridos via CT, MRI, Ultrasom, etc.

Podem ser identificados dois enfoques diferentes para o problema de segmentação.
No primeiro deles o objetivo é achar as regiões ou conjuntos de pixels correspondentes
a um objeto em uma imagem, identificando-os por regiões homogêneas. Neste enfoque,
objetiva-se identificar os limites e regiões ocupadas por todos os objetos da imagem. Uma
outra alternativa é identificar objetos isoladamente, por exemplo, separar uma pessoa do
fundo em uma fotografia ou identificar um dentre vários em uma placa dentária. Neste
caso, procura-se uma curva que limite o objeto de interesse. Logo, o tipo de técnica
utilizada dependerá da aplicação considerada.

Uma questão fundamental comum a todos os métodos de segmentação é a detecção
de bordas. De fato, esse problema tem sido motivo de preocupação desde o ińıcio do
processamento de imagens. As técnicas clássicas de segmentação de imagens baseiam-
se em caracteŕısticas locais das derivadas das bordas, como por exemplo as derivadas
primeiras ou segundas [169, 173, 181]. No caso de derivadas primeiras pode-se citar o filtro
proposto por Canny [37], que ainda é muito utilizado. Já no caso de derivadas segundas
pode ser mencionada a proposta de Marr e Hildreth [127] baseada nos cruzamentos de
zero do Laplaciano do Gaussiano (chamado LoG). Estas alternativas combinam derivadas
de diferentes ordens, mas apresentam a desvantagem, de serem locais. Além do mais,
estas técnicas levam em conta duas caracteŕısticas básicas dos pixels: descontinuidades e
similaridades. Muitas das técnicas clássicas (e.g., multiple thresholding, region growing,
morphologic filtering entre outras [75, 97]) têm sido utilizadas para tratar este problema,
fornecendo diferentes resultados [91, 187]. No entanto, tais técnicas são pouco confiáveis
quando a região segmentada está rodeada por outras com intensidade similar (estruturas
de pouco contraste).

Métodos mais sofisticados, como level sets, utilizam equações de evolução para acom-
panhar as superf́ıcies em movimento. Estes métodos são baseados no cálculo de soluções
de sistemas de equações hiperbólicas lineares/não-lineares ou de evolução para descrever
o movimento. A aproximação inicial da solução (semente) evolui até achar os limites da
região de interesse. Estes métodos requerem interação do usuário para introduzir uma ou
mais sementes que serão o ponto de partida do algoritmo [124, 125, 172, 179]. Embora
segundo os autores esta técnica se mostra útil na segmentação de imagens médicas, o
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cálculo da solução das equações evolutivas envolvidas requer de um elevado esforço com-
putacional. Uma outra técnica muito utilizada para segmentar imagens médicas é active
contours [30, 121, 205, 206] (também chamada de snakes) freqüentemente empregada
em diferentes tipos de imagens médicas, em particular, para segmentação de imagens do
cérebro. Novamente, o uso de equações evolutivas implica em um custo computacional
elevado.

Utilizando markov random fields, em [88] e [208] são descritas técnicas de seg-
mentação completamente automáticas, especialmente desenhadas para segmentar imagens
MRI do cérebro. Estas técnicas capturam três caracteŕısticas espaciais das imagens de
MRI: distribuição não paramétrica das intensidades dos tecidos, correlação dos tecidos e
inomogeneidades no sinal. Uma vez que estes campos são calculados (usando modelos
probabiĺısticos apropriados), um algoritmo de otimização (Iterated Conditional Modes,
Simulated Annealing, Maximização da esperança, etc.) é utilizado para recalcula-os até a
convergência. Novamente, a limitação desta técnica é o excessivo custo computacional.

No método Bootstrap de segmentação [21, 100], a idéia é utilizar um outro método de
segmentação (por exemplo, multiple thresholding) para produzir uma primeira estimação
da imagem segmentada. Assim, calculando estimativas como média e variabilidade das
intensidades nas diferentes regiões e a partir da primeira estimação da imagem segmentada,
novas imagens são geradas e segmentadas sucessivamente, repetindo este processo até
chegar em um ponto estacionário. Outro método de segmentação muito utilizado é o
K-Means [77, 159]. K-means é um algoritmo de agrupamento muito conhecido que reúne
pixels em uma imagem em K grupos ao minimizar a variância total inter-grupo. O Fuzzy
C-means (FCM) [48, 24], é um método de agrupamento não supervisado, que tem sido
amplamente utilizado em diferentes problemas de computação gráfica e processamento
de imagens. Neste caso, os dados são classificados em conjuntos definido protótipos dos
grupos (ou classes iniciais), uma norma associada e minimizando uma função custo.

O enfoque apresentado neste caṕıtulo, aborda o problema de segmentação do ponto
de vista do Cálculo Variacional e EDP’s.

5.2 Segmentação como um Problema de Minimização

No ano 1989 foi introduzido o funcional de Mumford-Shah [133], o qual coloca o
problema de segmentação como um problema de mı́nimo. A maior complicação que este
funcional apresenta é que envolve variáveis de dois tipos diferentes: a função de intensidade
u (um campo escalar definido no domı́nio da imagem Ω ∈ RN , N = 2, 3) e o conjunto de
descontinuidades K (conjunto de curvas de dimensão N − 1).

A seguir este funcional é formalmente apresentado e posteriormente são discutidas
questões referentes a existência de um mı́nimo para este funcional. Também serão deduzi-
das as condições de optimalidade que o mı́nimo deste funcional deve satisfazer.
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Caṕıtulo 5. Segmentação de Imagens

5.2.1 Funcional de Mumford-Shah

Sejam Ω uma região limitada aberta de RN (N = 2, 3), e v0(x), x ∈ Ω a imagem
a ser segmentada (onde v0(x) representa a intensidade da imagem em cada ponto). Sem
perda de generalidade, pode-se assumir que 0 ≤ v0(x) ≤ 1 q.t.p. x ∈ Ω. Procura-se um
par (u,K), onde K ⊂ Ω é o conjunto de descontinuidades que minimiza

F(u,K) =
∫

Ω−K
(v0 − u)2dΩ + α

∫
Ω−K

|∇u|2dΩ + β

∫
K
dσ, (5.1)

sendo
∫
K dσ a medida de K, α, β ≥ 0 e u ∈ H1(Ω−K)1.

Conjetura 1. Assume-se que existe um mı́nimo de F tal que as bordas (conjunto de
descontinuidades K) são a união de um conjunto finito de curvas embebidas em Ω [132].

5.2.2 Existência da Solução

Neste funcional há uma restrição muito forte proveniente do fato de K ser um
conjunto de curvas C1(Ω). Para poder contornar esta dificuldade, define-se a longitude de
K como sendo a sua medida de Hausdorff (N − 1)-dimensional HN−1(K) (ver Apêndice
5.A ou [16]. Logo, o funcional fica definido como

F(u,K) =
∫

Ω−K
(v0 − u)2 dΩ + α

∫
Ω−K

|∇u|2 dΩ + β HN−1(K). (5.2)

Eliminando soluções triviais, alguns casos especiais deste funcional podem ser anali-
sados. Por exemplo, considerando v0 6= u e K 6= ∅, o funcional de Mumford-Shah reduzido
é dado por2

E(u,K) =
∫

Ω−K
(v0 − u)2 dΩ + βHN−1(K). (5.3)

Este funcional é de particular interesse porque posteriormente será utilizado um funcional
similar a este.

Para poder aplicar o método direto do cálculo das variações e achar as condições de
optimalidade do funcional é necessário encontrar uma topologia que assegure ao mesmo
tempo semi-continuidade inferior (Lower-semicontinuity) de F e também que a seqüência
minimizante seja compacta (para maiores detalhes, ver [16] e referências ali citas). Por
esta razão, aparece a necessidade de encontrar outra formulação alternativa para F(u,K).
Esta nova formulação envolve o espaço BV (Ω) de funções de variação limitada em Ω, seja

BV (Ω) =
{
u ∈ L1(Ω);

∫
Ω
|Du| <∞

}
.

sendo D o operador gradiente. Pode-se então definir o seguinte funcional

G(u) =
∫

Ω
(v0 − u)2dΩ + α

∫
Ω
|∇u|2dΩ + βHN−1(Su). (5.4)

1Sendo Ω−K equivalente a Ω\K.
2Tomando α = 0, ou seja, desprezando a influência do termo do gradiente, u = v0 e K = ∅ são

solução (F(v0, ∅) = 0). Logo, a solução coincide com a imagem sendo segmentada, com o conjunto de
descontinuidades vazio, o que não é uma segmentação!.
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A idéia consiste em associar o conjunto de bordas K ao conjunto de salto Su de
u (o conjunto de pontos nos quais u não é cont́ınua), eliminando assim a variável K.
A condição de semi-continuidade inferior não pode ser obtida para conjuntos, mas há
resultados mostrando que esta condição pode ser obtida para funções. Este espaço ainda
apresenta algumas funções não constantes patológicas que são cont́ınuas e têm derivada
igual a zero q.t.p. (podem-se citar como exemplo as funções de Cantor-Vitalli [6]). Por
este motivo, necessita-se utilizar um espaço mais restrito. Neste caso é utilizado o espaço
SBV (Ω) de funções especiais de variação limitada (para mais detalhes, o leitor pode
dirigi-se a [16] pgs. 135-137), que elimina estas funções patológicas. Têm-se então dois
problemas:

(P1) inf
u,K
{F(u,K), u ∈ H1(Ω−K) ∩ L∞(Ω), K ⊂ Ω, K fechado , HN−1(K) <∞}

(P2) inf
u
{G(u), u ∈ SBV (Ω) ∩ L∞(Ω)}

Uma relação entre estes dois problemas foi achada por Ambrosio [5], quem apresenta o
seguinte resultado:

Teorema 2. Sejam K ⊂ Ω um conjunto fechado tal que HN−1(K) < ∞ e u ∈ H1(Ω −
K) ∩ L∞(Ω). Logo u ∈ SBV (Ω) e Su ⊂ K.

Deste teorema segue que infP2 < infP1, dado que K e Su diferem só em um
conjunto de medida nula como foi provado por Di Giorgi et al. [45]. A prova de que (P2)
tem solução é uma conseqüência do seguinte teorema [16]:

Teorema 3. Seja un ∈ SBV (Ω) uma seqüencia de funções tal que existe uma constante
C com |un(x)| ≤ C < ∞ q.t.p. x ∈ Ω e

∫
Ω |∇un|

2dΩ + HN−1(Sun) ≤ C. Logo existe
uma subseqüência unk

convergindo q.t.p. x para a função u ∈ SBV (Ω). Também, ∇unk

converge de forma fraca em L2(Ω)N a ∇u, e limHN−1(Sunk
) ≥ HN−1(Su).

Obtém-se uma solução para (P2) ao aplicar o Teorema 3 em uma seqüencia minimi-
zante qualquer de (P2), observando-se de ante mão que a análise de seqüências minimizan-
tes pode ser restrita satisfazendo |un|L∞(Ω) ≤ |u0|L∞(Ω). Segue-se então que as diferentes
variantes do funcional de Mumford-Shah são equivalentes. Por simplicidade, na próxima
seção será estudada a forma original do funcional na Eq. (5.1), devido as dificuldades
que aparecem ao trabalhar com a medida HN−1(K). Usando os resultados discutidos
anteriormente, serão deduzidas as condições de optimalidade que garantem a existência
do mı́nimo. Procura-se então um par (u,K) com regularidade suficiente (de maneira que
todas as operações estejam bem definidas) e que satisfaça

F(u,K) ≤ F(û, K̂)

para todo û e K̂ nos correspondentes espaços. Considera-se K =
⋃
i Γi, sendo Γi as

fronteiras das componentes Ωi conectadas de Ω, e Ωi ⊂ Ω. Considera-se também por
simplicidade, uma imagem com um único objeto, sendo Ωi a região ocupada pelo objeto, e
Ωe o fundo (background) da imagem. Logo, existe uma única curva Γ que limita o objeto
e o fundo, então:
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Teorema 4. Seja (u,Γ) o par que minimiza F(u,Γ), ambos suficientemente regulares,
logo

− α4u = v0 − u em Ω,
∂u

∂n
= 0 em Γi ∪ Γe ∪ ∂Ω,

ϕi(u)− ϕe(u) + β curvΓ = 0 em Γ.

Sendo ϕi(u)|Ωi e ϕe(u)|Ωe, e ϕ(u) = (v0 − u)2 + α|∇u|2.

Prova 2. Para provar este resultado é calculada a variação total do funcional F(u,Γ).
Primeiramente é estudada a variação de F(u,Γ) em relação a u na direção η, denotada
F(u,Γ; η, 0). A condição de optimalidade em u é dada por F(u,Γ; η, 0) = 0 para todo η

suficientemente regular. Tem-se então

F(u,Γ) =
∫

Ω−Γ
(v0 − u)2dΩ + α

∫
Ω−Γ

|∇u|2dΩ + β

∫
Γ
dσ.

Calcula-se a primeira variação de F em u

F(u,Γ; η, 0) =
d

dt
F(u+ tη,Γ)|t=0

=
d

dt

[∫
Ω−Γ

(
v0 − (u+ tη)

)2
dΩ + α

∫
Ω−Γ

∇(u+ tη) · ∇(u+ tη) dΩ + β

∫
Γ
dσ

]
t=0

=
[∫

Ω−Γ
−2(v0 − u− tη)η dΩ + α

∫
Ω−Γ

2
(
∇(u+ tη) · ∇η

)
dΩ
]
t=0

=
∫

Ω−Γ
−2(v0 − u)η dΩ + α

∫
Ω−Γ

2(∇u · ∇η) dΩ.

Usando o Teorema da Divergência, tem-se∫
Ω−Γ

−2
(
(v0−u) +α4u

)
η dΩ + 2α

∫
Γi∪Γe∪∂Ω

η∇u ·n dσ = 0 ∀η suficientemente regular.

Como esta condição é satisfeita para todo η, necessariamente{
(v0 − u) + α4u = 0 em Ω, e
∂u
∂n = 0 em Γi ∪ Γe ∪ ∂Ω.

o que conclui a primeira parte do teorema.
Na segunda parte desta prova, será estudada a variação de F(u,Γ) com respeito a

Γ. Para isto, serão utilizados conceitos de Análise de Sensibilidade a Mudança de Forma.
Primeiramente estuda-se a sensibilidade dos dois primeiros termos de F(u,Γ), deixando
o termo

∫
Γ dσ para ser analisado posteriormente. Seja então xτ = x + τv(x), onde v é

o campo de velocidade que caracteriza a mudança de forma, Γτ é a interface entre Ωeτ e
Ωiτ , ne e ni são as normais respectivas a cada parte do domı́nio e Ωτ = Ωeτ ∪ Ωiτ ∪ Γτ .
Objetiva-se então estudar a variação de Γτ sob o efeito de v(x). Considera-se também a
função ϕ(u), dada por

ϕ(u) = (v0 − u)2 + α∇u · ∇u.

102
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Logo, utilizando o Teorema de Transporte de Reynolds [82] a derivada total com respeito
de τ em τ = 0 é dada por

d

dτ

∫
Ωτ

ϕ dΩτ

∣∣∣∣
τ=0

=
[
d

dτ

∫
Ωeτ

ϕe dΩ +
d

dτ

∫
Ωiτ

ϕi dΩ
]
τ=0

=
∫

Ωe

ϕ′e dΩ +
∫

Ωi

ϕ′i dΩ +
∫
∂Ω
ϕe (v · n)︸ ︷︷ ︸

v|∂Ω=0

d∂Ω

+
∫

Γ
ϕe(v · ne) dσ +

∫
Γ
ϕi(v · ni) dσ. (5.5)

Dado que
ϕ′ = 2

(
− (v0 − u)u′ + α∇u · ∇u′

)
,

pode-se re-escrever (5.5) como

d

dτ

∫
Ωτ

ϕ dΩτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ωe

2
(
− (v0 − ue)u′e + α∇ue · ∇u′e

)
dΩ

+
∫

Ωi

2
(
− (v0 − ui)u′i + α∇ui · ∇u′i

)
dΩ

+
∫

Γ
ϕi(v · ni)− ϕe(v · ni) dσ,

já que ni = −ne. Utilizando o Teorema da Divergência, tem-se

d

dτ

∫
Ωτ

ϕ dΩτ

∣∣∣∣
τ=0

= −2
∫

Ωe

(
(v0 − ue) + α4ue

)
· u′e dΩ− 2

∫
Ωi

(
(v0 − ui) + α4ui

)
· u′i dΩ

+
∫

Γ
u′e∇ue · ni dσ +

∫
Γ
u′i∇ui · ni dσ +

∫
Γ
(ϕe − ϕi)(v · ni) dσ.

Da primeira parte da demonstração tem-se que (v0−ue)+α4ue = 0 e (v0−ui)+α4ui = 0,
e também que ∇ue · ni = ∂ue

∂n = 0 e ∇ui · ni = ∂ui
∂n = 0 em Γ. Logo

d

dτ

∫
Ωτ

ϕ dΩτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Γ
(ϕe − ϕi)(v · ni) dσ.

Considera-se agora a derivada d
dτ

∫
Γτ
dσ|τ=0. Sem perda de generalidade e usando

conceitos de Mecânica do Cont́ınuo, pode-se considerar dσ = ‖dxτ‖, a norma de um
elemento diferencial de x na configuração espacial (descrição Euleriana, ver [82]). Logo,
utilizando as identidades descritas na Seção 1.B a derivada material com respeito a τ do
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campo espacial esta dada por

d

dτ

∫
Γτ

‖dxτ‖
∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Γ

d

dτ
‖F−Tτ dx‖

∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Γ

d

dτ
(F−Tτ dx · F−Tτ dx)

1
2

∣∣∣∣
τ=0

=
1
2

∫
Γ

d

dτ
(F−1
τ F−Tτ )dx · dx

‖F−Tτ dx‖

∣∣∣∣
τ=0

=
1
2

∫
Γ

1
‖dx‖

(
(∇v)T + (∇v)

)
· dx

=
∫

Γ

(∇sv)dx · dx
‖dx‖

.

Sendo ∇sv a parte simétrica do gradiente da velocidade. Considerando v = v̂n para n a
normal de Γ, tem-se para v̂ = cte

∫
Γ

∇s(v̂n) dx · dx
‖dx‖

=
∫

Γ

(

=0︷︸︸︷
∇sv̂⊗n + v̂∇sn) dx · dx

‖dx‖

=
∫

Γ
v̂ ∇sn dx · dx

‖dx‖
.

Tendo em vista que em Γ dx = ‖dx‖t, t o vetor tangente de Γ, na expressão anterior
obtém-se ∫

Γ
v̂ ∇sn dx · dx

‖dx‖
=

∫
Γ
v̂(∇sn)t · t ‖dx‖,

logo
d

dt

∫
Γ
dσ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Γ
v̂(∇sn)t · t dσ.

Por outro lado tem-se que [23] (Cap.8 - pgs. 290-298)

∂n

∂t
= curv(K)t + tor(K)ν,

sendo tor(K) a torção de K e ν a bi-normal de K. Logo

∂n

∂t
= (∇sn)t = curv(K)t + tor(K)ν,

mas como a curva K é plana, a sua torção é nula. Logo

(∇sn)t = curv(K)t⇒ (∇sn)t · t = curv(K)t · t = curv(K),

o que conclui a prova do teorema.

A unicidade da solução do funcional de Mumford-Shah ainda é um problema em
aberto. Para mais detalhes neste assunto o leitor pode dirigi-se a [16], pgs. 133-146.
Nesta referência, também são discutidas diferentes alternativas para aproximar o mı́nimo
deste funcional. As mais utilizadas são discretizar o funcional utilizando um esquema de
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(a) Imagens original e polúıda com rúıdo Gaussiano branco

(b) Imagens segmentadas para 2 e 3 classes

(c) Imagens segmentadas para 4 e 5 classes

Figura 5.1: Resultado da segmentação por união de regiões usando o funcional
de Mumford e Shah reduzido como função custo. No caso são apresentados (de
esquerda a direita e de cima para baixo) a imagem original e a mesma imagem
polúıda com rúıdo Gaussiano branco (com variância σ2 = 0.1), na segunda fila
o resultado para 2 e 3 classes, e na terceira fila o resultado para 4 e 5 classes.

diferenças ou elementos finitos [31].
Na Figura 5.1 são apresentados resultados experimentais ao utilizar o funcional de

Mumford-Shah modificado, ou seja o modelo constante por partes. Neste caso somente
dois termos do funcional são considerados, ou seja

F(u,K) = θ

∫
Ω−K

(v0 − u)2dΩ + (1− θ)
∫
K
dσ,
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Caṕıtulo 5. Segmentação de Imagens

que é o funcional reduzido de Mumford-Shah.
Neste caso a estratégia utilizada para segmentar a imagem usando o funcional de

Mumford-Shah é relativamente simples. A mesma pertence ao conjunto das chamadas
“união de regiões” (region-merging). A mesma consiste nos seguintes passos:

• Seja u0 uma segmentação Ω0 =
⋃M
i=1(Ω0

i ∪K0) inicial de uma imagem v0 dada. O
mı́nimo correspondente, u∗ de F(u,K), é uma função constante por partes, onde as
constantes são os valores médios de v0 sobre cada região Ω0

i .

• Unindo as diferentes regiões interativamente sempre que a união diminua o funcional
F3, o parâmetro θ permite controlar o peso de cada termo na equação.

Como os resultados obtidos com este algoritmo simples não apresentaram boa qua-
lidade respeito dos obtidos com outros métodos, os mesmos não foram utilizados nas
comparações apresentadas no Caṕıtulo 7.

3Pelo fato de se unir regiões de diferentes intensidades (substituindo as intensidades correspondentes
por valores médios dentro de uma mesma região), necessariamente o valor da função custo sempre cresce.
Neste caso as uniões são feitas da maneira que produzam o menor aumento da função custo em cada
iteração.
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Apêndice Caṕıtulo 5

5.A Medida de Hausdorff

Sejam k ∈ [0,+∞] e A ⊂ RN . A medida k-dimensional de Hausdorff de A é dada
por

Hk(A) = lim
δ→0

Hk
δ (A), (5.6)

onde para 0 < δ ≤ ∞, Hk
δ (A) é definido como

Hk
δ (A) =

wk

2k

{∑
i∈I

|diam(Ai)|k, diam(Ai) ≤ δ,A ⊂ ∪i∈IAi

}
(5.7)

para coberturas (Ai)i∈I finitas ou contáveis; diam(Ai) denota o diâmetro do conjunto Ai,
e wk é um fator de normalização igual a πk/2Γ(1 + k/2) onde Γ(t) =

∫∞
0 st−1e−s ds é a

função gamma (wk coincide com a medida de Lebesgue da bola unitária de Rk se k ≥ 1 é
um inteiro). Define-se também a dimensão de Hausdorff de A como

H− dim(A) = inf
{
k ≥ 0; Hk(A) = 0

}
. (5.8)

Um exemplo de medida de Hausdorff infinita é o caso dos fractais.
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Caṕıtulo 6

Derivada Topológica em Segmentação de Imagens

No Caṕıtulo 5 foi estudado o funcional de Mumford-Shah. Este funcional representa
a primeira abordagem em segmentação de imagens como um problema de minimização do
ponto de vista do Cálculo Variacional e EDP’s, sendo amplamente estudado na literatura
desde a sua introdução.

A seguir é proposta uma técnica de segmentação de imagens inovadora baseada em
uma nova forma de enxergar este problema de minimização, utilizando para isto a ex-
pansão assintótica topológica (apresentada no Caṕıtulo 1). Nesta abordagem, é calculada
a sensibilidade a pequenas perturbações de uma medida de performance ou função custo
associada a uma segmentação espećıfica da imagem tratada. A função custo utilizada foi
motivada pelo funcional de Mumford-Shah mas com algumas modificações. Neste caso, é
calculada a derivada topológica para uma perturbação no termo fonte do problema. Esta
abordagem será designada cont́ınua já que nenhuma aproximação é realizada nas funções
envolvidas. Em particular, a derivada topológica é utilizada como um critério de descida
para minimizar a função custo, obtendo-se assim um novo algoritmo de segmentação de
imagens. Este novo algoritmo baseia-se na solução de uma equação variacional na qual o
termo de fonte é perturbado sucessivamente em um processo iterativo de maneira que o
valor da função custo sempre diminua.

Posteriormente, um segundo método de segmentação é proposto baseado em uma
simplificação da alternativa cont́ınua. Em poucas palavras, um caso particular do funcional
cont́ınuo é discretizado e um novo termo é introduzido. Como o funcional é discreto, é
posśıvel calcular a sua variação total frente às perturbações na imagem segmentada. Esta
variação total pode ser identificada como a derivada topológica da função custo discreta.
Esta informação é utilizada para propor um novo algoritmo de segmentação de simples
implementação, robusto e rápido. Finalmente, como estes métodos dependem da escolha
das classes, é proposto também um algoritmo de otimização dos valores das classes.

6.1 Abordagem Cont́ınua

Em geral, uma imagem pode ser caracterizada por uma matriz bidimensional de
pixels ou tridimensional de voxels. A seguir este elemento básico da imagem (pixel/voxel)
será chamado de elemento da imagem, tendo a cada um deles uma intensidade associada.
Logo, a imagem original pode ser descrita por uma função real v0 que é constante em cada
elemento da imagem

v0 ∈ V = {w ∈ L2(Ω) : w constante a ńıvel de elemento da imagem} (6.1)
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onde Ω é um domı́nio aberto limitado em Rn, n = 2, 3. Considera-se também o conjunto
de classes C:

C = {ci ∈ R : i = 1, · · · , Nc}, (6.2)

onde Nc é o número de classes predefinidas nas quais a imagem original v0 será segmentada
e ci representa a intensidade que caracteriza a iesima−classe.

Conseqüentemente, o problema de segmentação de imagens pode ser colocado como:
Dada uma imagem v0 ∈ V encontre a imagem segmentada u∗ ∈ U que minimize o funcional
J : U 7→ R associado ao custo de uma imagem segmentada espećıfica e sendo U definido
como

U = {u ∈ V : u(x) ∈ C,∀x ∈ Ω}. (6.3)

Tendo como motivação o funcional de Mumford-Shah e trabalhos anteriores em
processamento de imagens [18, 22, 110, 113, 114], a seguinte função custo J associada a
imagem segmentada u ∈ U é adotada

J (u) =
1
2

∫
Ω

K∇ϕ · ∇ϕ dΩ +
1
2

∫
Ω

(ϕ− (v0 − u))2 dΩ, (6.4)

onde ϕ é a solução do seguinte problema variacional: Encontre ϕ ∈ H1(Ω), tal que

a(ϕ, η) = l(η) ∀η ∈ H1(Ω) , (6.5)

com a forma bilinear a(·, ·) : H1(Ω) × H1(Ω) → R e a forma linear l(·) : L2(Ω) → R
definidas como

a(ϕ, η) :=
∫

Ω
K∇ϕ · ∇η dΩ +

∫
Ω
ϕη dΩ e l(η) := β

∫
Ω

(v0 − u)η dΩ. (6.6)

O parâmetro β deve ser escolhido experimentalmente e o campo tensorial de difusividade
de segunda ordem K é constante a ńıvel de cada elemento da imagem. Além disso, estas
formas satisfazem

|a(ϕ, η)| ≤ M ‖ ϕ ‖H1(Ω)‖ η ‖H1(Ω), (6.7)

a(ϕ,ϕ) ≥ m ‖ ϕ ‖2H1(Ω), (6.8)

|l(η)| ≤ ‖ v0 − u ‖L2(Ω)‖ η ‖H1(Ω) . (6.9)

assegurando, pelo teorema de Lax-Milgram, a existência e unicidade da solução ϕ do
problema variacional dado pela Eq. (6.5).

6.1.1 Problema Perturbado

Associado a ϕ é definida a função ϕε solução do problema variacional perturbado.
A perturbação é caracterizada por trocar a imagem segmentada u por uma nova uT que é
idêntica a u em todos os pontos do domı́nio Ω exceto em uma pequena região ωε centrada
no ponto x̂ ∈ Ω, sendo Ωε = Ω \ ωε e ∂Ωε = ∂Ω ∪ ∂ωε. Em ωε, uT assume um dos valores
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Figura 6.1: Conceito da derivada topológica.

ci ∈ C. Formalmente, uT (x) = u(x) ∀x ∈ Ωε e uT (x) = ci, ci ∈ C ∀x ∈ ωε. Assim, a função
custo perturbada se torna

Jε(uT ) =
1
2

∫
Ω

K∇ϕε · ∇ϕε dΩ +
1
2

∫
Ω

(
ϕε − (v0 − uT )

)2
dΩ, (6.10)

onde o campo ϕε é a solução do problema variacional perturbado: Achar ϕε ∈ H1(Ω) tal
que

aε(ϕε, η) = lε(η) ∀η ∈ H1(Ω) , (6.11)

com lε(·) : L2(Ω) → R, definido como

lε(η) = β

∫
Ω

(v0 − uT )η dΩ

= β

∫
Ωε

(v0 − u)η dΩ + β

∫
ωε

(v0 − ci)η dΩ, ci ∈ C (6.12)

satisfaz as mesmas propriedades dadas pelas Eqs. (6.7)-(6.9). Além disso, destas pro-
priedades, a seguinte estimativa é verdadeira (ver Apêndice 6.A para maiores detalhes)

‖ ϕε − ϕ ‖H1(Ω)≤ C | ωε |1/2 (6.13)

onde C é uma constante independente de ε e | ωε | é a medida (área) de ωε.

6.1.2 Cálculo da Derivada Topológica

Para calcular a derivada topológica deste problema, a Eq. (1.12) toma a forma

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
[
∂Jτ (uT )
∂τ

+
∂aτ (v, η)

∂τ
− ∂lτ (η)

∂τ

]
v=ϕτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

.
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onde ϕε é a solução da equação de estado (Eq. (6.11)) e qε é a solução da equação adjunta
dada por: Achar qε ∈ H1(Ω), tal que

aε (qε, η) = −
〈
∂Jε(uT )
∂ϕε

, η

〉
=

1− β

β
lε(η) ∀η ∈ H1(Ω) , (6.14)

logo

qε =
1− β

β
ϕε . (6.15)

Tem-se assim

• a contribuição da função custo Jε(uT )

∂Jτ (uT )
∂τ

∣∣∣∣v=ϕτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
1
2

∫
Ω

(
ϕε − (v0 − uT )

)2I · ∇v dΩ +
1
2

∫
Ω

(
K∇ϕε · ∇ϕε

)
I · ∇v dΩ

−
∫

Ω

(
K∇ϕε ⊗∇ϕε

)
· ∇v dΩ , (6.16)

• a contribuição da forma bilinear aε(·, ·)

∂aτ (v, η)
∂τ

∣∣∣∣v=ϕτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ω

(
K∇ϕε · ∇qε

)
I · ∇v dΩ +

∫
Ω

(ϕεqε)I · ∇v dΩ

−
∫

Ω

(
K∇ϕε ⊗∇qε + K∇qε ⊗∇ϕε

)
· ∇v dΩ, (6.17)

• a contribuição do funcional linear lε(·)

∂lτ (η)
∂τ

∣∣∣∣v=ϕτ
η=qτ

∣∣∣∣∣
τ=0

= β

∫
Ω

(
(v0 − uT )qε

)
I · ∇v dΩ, (6.18)

onde v se expande de forma cont́ınua em Ω, e como a perturbação (mudança de forma)
sobre ∂Ωε somente é permitida em ∂ωε, obtém-se

v(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω. (6.19)

Dos resultados mencionados, a derivada a mudança de forma da função custo pode ser
escrita como

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫

Ω
Σε · ∇v dΩ , (6.20)

onde Σε pode ser interpretada como uma generalização do tensor momento-energia de
Eshelby [54] que, para o problema considerado, é dado por

Σε =
1
2

[(
ϕε − (v0 − uT )

)2 + K∇ϕε · ∇ϕε + 2
(
K∇ϕε · ∇qε + ϕεqε

)
− 2β(v0 − uT )qε

]
I

− K
[
∇ϕε ⊗∇ϕε+∇ϕε ⊗∇qε +∇qε ⊗∇ϕε

]
. (6.21)
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Considerando a relação tensorial

div
(
ΣT
ε v
)

= Σε · ∇v+divΣε · v , (6.22)

e da restrição sobre a campo de velocidade de mudança de forma dado pela Eq. (6.19), a
derivada a mudança de forma dada pela Eq. (6.20) pode ser reescrita como

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫
∂ωε

(
Σe
ε −Σi

ε

)
n · v d∂ωε −

∫
Ω

divΣε · v dΩ. (6.23)

Na expressão anterior, n é a normal unitária ao longo de ∂Ωε (ver Fig. 6.1). Além do
mais, Σe

ε e Σi
ε representam o tensor de Eshelby generalizado em ∂ωε vindo de Ωε e de

ωε, respectivamente. Também, é fácil verificar que o tensor de Eshelby generalizado tem
divergência nula, i.e., divΣε = 0 (ver Apêndice 6.B). Conseqüentemente, a derivada a
mudança de forma da função custo Jε(uT ) transforma-se em uma integral definida no
contorno ∂ωε, i.e.,

dJ (Ωτ )
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
∫
∂ωε

(
Σe
ε −Σi

ε

)
n · v d∂Ωε. (6.24)

Em outras palavras, a derivada a mudança de forma deste problema somente depende dos
valores dos campos envolvidos no contorno ∂ωε. Logo, se o domı́nio ∂ωε é submetido a
uma perturbação dada pela seguinte expansão uniforme

v = −n em ∂ωε (6.25)

e da Eq. (1.5), a derivada topológica é dada apenas por uma integral na fronteira da bola
∂ωε, i.e.,

DT (x̂) = −lim
ε→0

1
f ′ (ε)

∫
∂ωε

(
Σe
ε −Σi

ε

)
n · n . (6.26)

Como todos os campos ϕε, ∇ϕε, qε, ∇qε e K são cont́ınuos em ∂ωε, obtém-se

2
(
Σe
ε −Σi

ε

)
n · n =

[(
ϕε − (v0 − uT )

)2 − 2 β (v0 − uT ) qε
]e

−
[(
ϕε − (v0 − uT )

)2 − 2 β (v0 − uT ) qε
]i

=
[(
ϕε − (v0 − u)

)2 + 2 β u qε

]
−

[(
ϕε − (v0 − ci)

)2 + 2 β ci qε

]
= (u− ci)

[(
ϕε − (v0 − u)

)
+
(
ϕε − (v0 − ci)

)
+ 2 β qε

]
(6.27)

onde ci ∈ C, i = 1, · · · , Nc. Logo, a Eq. (6.26) pode se reescrita como

DT (x̂) =
1
2

lim
ε→0

1
f ′(ε)

∫
∂ωε

(ci − u)
[(
ϕε − (v0 − u)

)
+
(
ϕε − (v0 − ci)

)
+ 2βqε

]
. (6.28)

Agora, considerando a estimativa dada pela Eq. (6.13), f(ε) pode ser escolhida como
sendo

f(ε) = πε2,
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e devido a continuidade de ϕε e qε, o teorema da localização pode ser utilizado na Eq.
(6.28). Logo, a derivada topológica é dada por

DT (x̂) =
1
2

(ci − u)
[(
ϕ (x̂)− (v0 − u)

)
+
(
ϕ (x̂)− (v0 − ci)

)
+ 2 (1− β)ϕ (x̂)

]
∀x̂ ∈ Ω, (6.29)

lembrando que qε = 1−β
β ϕε.

Da Eq. (6.29) observa-se que a derivada topológica em qualquer ponto x̂ ∈ Ω
somente depende do resultado naquele ponto da função ϕ solução do problema variacional
dado pela Eq. (6.5) definido no domı́nio não perturbado Ω, da imagem de entrada v0, da
imagem segmentada u e da perturbação dada por uma das intensidades que caracterizam
as Nc classes ci ∈ C nas quais a imagem v0 será segmentada. Além disso, da Eq. (1.1)
e como f(ε) é positiva, introduzindo perturbações em qualquer ponto x̂ onde DT (x̂) seja
negativa o valor da função custo será diminúıdo. Logo, a derivada topológica pode ser
vista como uma função indicadora dos pontos mais adequados onde as perturbações devem
ser introduzidas.

Como a solução ϕ do problema variacional dado pela Eq. (6.5) não pode, em geral,
ser conhecido explicitamente é necessário achar uma solução aproximada. Neste sentido, o
Método dos Elementos Finitos [93] será adotado nos experimentos numéricos apresentados
a seguir. Logo, utilizando o elemento finito mais simples dado por um quadrilátero bilinear
(para o caso de uma imagem bidimensional) ou por um paraleleṕıpedo trilinear (para o
caso tridimensional) com os pontos nodais coincidentes com os centros dos elementos da
imagem, uma solução aproximada ϕh de ϕ pode ser facilmente obtida para qualquer v0 ∈ V
e u ∈ U (ver Seção A.2). Utilizando esta solução, uma aproximação de elementos finitos
da derivada topológica toma a forma

Dh
T (x̂) =

1
2

(ci − uh)
[(
ϕh (x̂)− (vh0 − uh)

)
+
(
ϕh (x̂)− (vh0 − ci)

)
+

+ 2 (1− β)ϕh (x̂)
]

∀x̂ ∈ Ω, (6.30)

onde vh0 e uh são as interpolações de elementos finitos no ponto x̂ das funções v0 e u respec-
tivamente. Além disso, considerando que a derivada topológica depende de ci, denota-se
ĉi a classe ci que minimiza Dh

T (x̂), que será denotada por sua vez como D̂h
T (x̂).

Como mencionado anteriormente, para uma imagem v0 ∈ V deve-se achar a imagem
segmentada u∗ ∈ U que minimiza a função custo J ao se escolher sucessivamente a classe
que produz o valor mais negativo da derivada topológica. Assim, propõe-se o seguinte
algoritmo de segmentação de imagens (Algoritmo 4) baseado na derivada topológica e
chamado de agora em diante SDT

-Continuous.
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Algoritmo 4 SDT
-Continuous um método de segmentação de imagens baseado na

derivada topológica
Entrada: Uma imagem de entrada v0 ∈ V, o conjunto C, uma segmentação inicial qual-

quer u ∈ U , o campo tensorial de difusividade K e os parâmetros β e α ∈ (0, 1).
Sáıda: A imagem segmentada u∗ ∈ U .

while Dh
TMIN < 0 do

achar a solução do problema variacional (6.5) para obter ϕh

calcular D̂h
T e ĉi no centro de cada elemento da imagem s (pontos nodais dos elementos

finitos)
avaliar DTMIN = min

s
{D̂h

T (s), D̂h
T (s) < 0}

em cada elemento da imagem s escolher u(s) = ĉi se D̂h
T (s) ≤ αDTMIN

end while

u∗ = u

Neste ponto é interessante ressaltar que o tensor de difusividade K em geral pode ser
adotado como um tensor isotrópico homogêneo (K = k0I ∀x ∈ Ω). No entanto, quando a
remoção de rúıdo é feita utilizando algum método anisotrópico não linear [4, 27, 64] ou um
método de restauração baseado na derivada topológica (como os apresentados no Caṕıtulo
3, [18, 113]), o tensor K pode ser escolhido igual ao tensor de difusividade fornecido por
estes métodos.

6.2 Abordagem Discreta

Nesta seção é apresentado um segundo método de segmentação baseado em uma sim-
plificação da idéia anterior. Como será apresentado, neste novo algoritmo não é necessário
calcular o campo ϕ para obter a derivada topológica. De fato, considerando β = 0 na Eq.
(6.5) obtém-se a solução trivial ϕ ≡ 0 para qualquer imagem segmentada u ∈ U . Neste
caso o funcional J (u) definido em U se reduz a

J (u) =
∫

Ω
(v0 − u)2 dΩ. (6.31)

Além disso, como v0 e u são constantes a ńıvel dos elementos da imagem, o funcional pode
ser reescrito como

J d(u) =
∑
s

(vs0 − us)2, (6.32)

onde vs0 e us significam o valor de v0 e u no elemento ws da imagem respectivamente e
Ω =

⋃
s
ws. Segundo esta abordagem, o problema de segmentação de imagens pode ser

reduzido a: Dada a imagem original v0 ∈ V, achar u∗ ∈ U tal que

u∗ := argmin
u∈U

J d(u). (6.33)

O problema de minimização anterior pode ser facilmente resolvido. De fato, somente
é necessário achar para cada elemento s da imagem o ı́ndice i := argmin

i
{|vs0 − ci|; i =

115
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1, · · · , Nc; ci ∈ C}. Conseqüentemente, a segmentação u∗ é caracterizada por u∗s = ci. Em
outras palavras, a ńıvel de cada elemento da imagem s, a imagem segmentada é obtida
escolhendo o valor da classe ci ∈ C que mais próximo se encontra do valor vs0 da imagem
de entrada v0.

Como nesta formulação não existe controle na medida do contorno correspondendo
ao subdomı́nio Ωi = {x ∈ Ω;u(x) = ci} associado à classe ci ∈ C, i = 1, · · · , Nc, seg-
mentações cujas regiões Ωi têm bordas muito irregulares são permitidas. Logo, para obter
resultados com bordas mais suaves e das idéias por traz do funcional do Mumford-Shah
[133], o seguinte funcional é proposto:

Fd(u) = θJ d(u) + (1− θ)Bd(u) , com θ ∈ (0, 1] ⊂ R , (6.34)

onde o segundo termo Bd(u) é associado à medida da interface entre diferentes regiões.
Em particular, este funcional é definido como

Bd(u) =
1

4n

∑
s

∑
p

χ(us, up). (6.35)

Neste caso, n = 2 (3) para imagens 2D (3D) e χ(us, up) é uma função caracteŕıstica do
contorno que o elemento da imagem s compartilha com o vizinho p e é definida como
tomando o valor um quando us 6= up e zero caso contrário. O parâmetro θ controla a
contribuição (como uma combinação convexa) de cada termo (J d(u) e Bd(u)) na função
custo Fd(u).

Logo, da definição do funcional Fd(u) dado pela Eq. (6.34), o custo associado a uma
imagem segmentada u ∈ U é facilmente calculado. Além disso, ao se perturbar o valor
de u em um determinado elemento da imagem ws mudando o valor da sua classe de us

para algum ci ∈ C obtém-se uma nova imagem segmentada perturbada uT . Logo, Fd(uT )
é dada por

Fd(uT ) = θJ d(uT ) + (1− θ)Bd(uT ) , (6.36)

onde J d(uT ) e Bd(uT ) podem ser reescritas como

J d(uT ) = J d(u)− (vs0 − us)2 + (vs0 − ci)2,

Bd(uT ) = Bd(u)− 1
4n

∑
p

[χ(us, up)− χ(ci, up)] (6.37)

dado que uT é igual a u em todos os pontos exceto em um elemento s onde toma o valor
ci ∈ C.

Das expressões acima descritas, a variação total do funcional Fd devido a uma
perturbação no elemento s da imagem será chamada DT (s) e é dada por

DT (s) = Fd(uT )−Fd(u), (6.38)
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onde

DT (s) = θ
[
(vs0 − usT )2 − (vs0 − us)2

]
+ (1− θ)

1
4n

∑
p

[χ(usT , u
p)− χ(us, up)] , (6.39)

para usT = ci, ci ∈ C, i = 1, · · · , Nc.
Segue a continuação a variação total dada pela Eq. (6.38) reescrita como

Fd(uT ) = Fd(u) +DT (s). (6.40)

Observa-se, portanto, que esta expressão, quando comparada com a Eq. (1.1), pode
ser interpretada como uma versão discreta da “expansão topológica” para a abordagem
discreta. Além disso, em cada elemento da imagem s pode ser selecionada a perturbação
usT que produz o mı́nimo valor da variação total. O valor mı́nimo da variação total DT (s)
e a classe correspondente ci são denotadas D̂T (s) e ĉi respectivamente. Logo, para uma
abordagem discreta a variação total assume o mesmo papel que a derivada topológica
no caso cont́ınuo. De fato, a variação total DT pode ser considerada como uma função
indicadora dos elementos da imagem nos quais as perturbações devem ser introduzidas
para reduzir o valor da função custo.

Usando estes resultados, um algoritmo de segmentação discreto, de baix́ıssimo custo
computacional, é proposto. Como mencionado anteriormente, de acordo com a expansão
topológica (Eq. (6.40)), para uma imagem v0 ∈ V deve-se encontrar uma imagem segmen-
tada u∗ ∈ U que minimize a função custo Fd selecionando sucessivamente a classe que
produz o valor mais negativo da variação total. Assim, propõe-se o seguinte algoritmo de
segmentação de imagens (Algoritmo 5) chamado de agora em diante SDT

-Discrete.

Algoritmo 5 SDT
-Discrete um método de segmentação de imagens baseado na derivada

topológica discreta
Entrada: Uma imagem de entrada v0 ∈ V, o conjunto de classes C, uma segmentação

inicial u ∈ U e os parâmetros θ e α ∈ (0, 1).
Sáıda: A imagem segmentada u∗ ∈ U .

normalizar a imagem v0 e os valores das classes ao intervalo [0; 1]
while DTMIN < 0 do

calcular D̂T (s) e ĉi em cada elemento s da imagem
avaliar DTMIN = min

s
{D̂T (s); D̂T (s) < 0}

em cada elemento s da imagem escolher us = ĉi se D̂T (s) ≤ αDTMIN

end while

u∗ = u

Neste ponto é interessante ressaltar que nos dois algoritmos de segmentação de
imagens foi adotado o critério de parada DTMIN ≥ 0, no entanto outros podem ser con-
siderados. Por exemplo, um critério associado ao comportamento da função custo, e.g.,
se em duas iterações consecutivas a função custo decresce menos que uma determinada
tolerância, o algoritmo é detido. Também, nos dois algoritmos é utilizada a condição
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DT (s) ≤ αDTMIN para determinar os elementos nos quais o valor da classe será modi-
ficado. Uma outra abordagem pode ser enunciada como: seja LDT

a lista de todos os
elementos s da imagem com derivada topológica negativa ordenados por este valor, ou
seja

LDT
(N) = {s1, s2, · · · , sN}, (6.41)

onde DT (s1) ≤ DT (s2) ≤ · · · ≤ DT (sN ) < 0 e N é o número de elementos na imagem.
Logo, a nova estratégia consiste em modificar o valor dos elementos da imagem segmentada
us somente para s ∈ LDT

(αN), sendo os αN primeiros elementos da lista LDT
(N).

É importante observar que, embora α ∈ [0, 1], este parâmetro tem significado
diferente em ambos casos. De fato, no primeiro caso αDTMIN para α = 0 significa
perturbar todos os elementos da imagem com derivada topológica negativa. Já utilizando
a alternativa descrita pela Equação (6.41), este será o caso para α = 1, indicando que
todos os elementos da imagem com derivada topológica negativa devem ser perturbados.

6.3 Otimização dos Valores das Classes

É fácil perceber que, tanto no caso cont́ınuo como no discreto, o resultado depende
dos valores utilizados para caracterizar as classes (sejam, ci ∈ C). Quando informação
precisa destes valores está dispońıvel, espera-se uma segmentação mais precisa. Por outro
lado, quando esta informação não se encontra dispońıvel, o resultado pode ser afetado por
erros na estimação destes valores. Para resolver este problema, uma técnica muito simples
(baseada em idéias apresentadas em [18]) é proposta para ajustar os valores das classes.

A idéia aqui é ajustar os valores das classes em cada iteração. Para isto, no final
de cada iteração do algoritmo de segmentação, os valores das classes são reajustados. O
algoritmo proposto é apresentado em Algoritmo 6.

Algoritmo 6 Otimização do valor das classes
Entrada: Uma imagem de entrada v0 ∈ V, o conjunto C e a imagem segmentada na

iteração i, u ∈ U .
Sáıda: O novo conjunto de classes C∗.
C∗ = [ ]
for c ∈ C do

for i = −1 a 1 do

escolher Ci = (C − {c}) ∪ {c+ i}
criar ui fazendo em u a substituição C → Ci

calcular ji = J (ui)
end for

cmin = c+ i sendo i = min
i

(ji)

C∗ = C∗ ∪ cmin

end for

Este técnica simples melhora consideravelmente os resultados da segmentação como
será mostrado na Seção 7.3 e pode ser igualmente aplicada para SDT

-Discrete e SDT
-
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Continuous. Os novos algoritmos que incorporam esta modificação serão chamados SDT
-

Discrete-OP e SDT
-Continuous-OP respectivamente.
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Apêndice Caṕıtulo 6

6.A Análise Assintótica para uma Perturbação na Fonte

Nesta seção é feita uma análise assintótica para o problema apresentado na Seção
6.1 considerando K = kI.

6.A.1 Formulação do problema associado ao domı́nio original

Seja o problema direto associado ao domı́nio original, definido como

• Achar ϕ ∈ H1(Ω), tal que

a(ϕ, η) = l(η) ∀η ∈ H1(Ω) (6.42)

onde

a(ϕ, η) =
∫

Ω
k∇ϕ · ∇η dΩ +

∫
Ω
ϕη dΩ

l(η) = β

∫
Ω

(v0 − u)η dΩ

= β

∫
Ω\ωε

(v0 − u)η dΩ + β

∫
ωε

(v0 − u)η dΩ

• Seja também q ∈ H1(Ω), a solução da equação adjunta associada ao domı́nio original
dada por

q =
1− β

β
ϕ (6.43)

6.A.2 Formulação do problema associado ao domı́nio perturbado

Seja o problema direto, associado ao domı́nio perturbado, definido como

• Achar ϕε ∈ H1(Ω), tal que

aε(ϕε, η) = lε(η) ∀η ∈ H1(Ω) (6.44)

onde

aε(ϕε, η) =
∫

Ω
k∇ϕε · ∇η dΩ +

∫
Ω
ϕεη dΩ

lε(η) = β

∫
Ω\ωε

(v0 − u)η dΩ + β

∫
ωε

(v0 − uT )η dΩ

• Seja também qε ∈ H1(Ω) a solução da equação adjunta associada ao domı́nio original

qε =
1− β

β
ϕε (6.45)
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6.A.3 Análise Assintótica

Teorema 5. Considera-se a solução das equações de estado ϕε, ϕ e adjunta qε, q, onde
cada par ϕ, q e ϕε, qε estão associadas aos problemas original (Eqs. (6.42), (6.43)) e
perturbado (Eqs. (6.44), (6.45)) respectivamente. Logo, a seguinte estimativa é verdadeira

‖ϕε − ϕ‖H1(Ω) ≤ C1 |ωε|1/2 e ‖qε − q‖H1(Ω) ≤ C2 |ωε|1/2 ,

onde as constante C1 e C2 são independentes do parâmetro ε e |ωε| é a medida de Lebesgue
da bola ωε.

Prova 3. Considerando a diferença entre as equações variacionais associadas aos proble-
mas perturbado (Eq. (6.44)) e original (Eq. (6.42)) respectivamente, obtém-se

aε(ϕε − ϕ, η) = β

∫
ωε

(v0 − uT )η dΩ− β

∫
ωε

(v0 − u)η dΩ

= β

∫
ωε

(u− uT )η dΩ ∀η ∈ H1(Ω).

Considerando também η = ϕε − ϕ obtém-se

aε(ϕε − ϕ,ϕε − ϕ) = β

∫
ωε

(u− uT )(ϕε − ϕ) dΩ,

logo, da coercividade de aε(·, ·) tem-se

m ‖ϕε − ϕ‖2H1(Ω) ≤ aε(ϕε − ϕ,ϕε − ϕ) = β

∫
ωε

(u− uT )(ϕε − ϕ) dΩ.

Considerando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtém-se

‖ϕε − ϕ‖2H1(Ω) ≤ β

m
‖u− uT ‖L2(ωε)

‖ϕε − ϕ‖L2(ωε)

≤ c1
β

m
‖u− uT ‖L2(ωε)

‖ϕε − ϕ‖L2(Ω)

≤ c2
β

m
‖u− uT ‖L2(ωε)

‖ϕε − ϕ‖H1(Ω)

≤ c3
β

m
max
x∈ωε

|u− uT ||ωε|1/2 ‖ϕε − ϕ‖H1(Ω) ,

sendo c1, c2 e c3 constantes independentes de ε. Logo

‖ϕε − ϕ‖H1(Ω) ≤ C1|ωε|1/2,

onde
C1 = c3

β

m
|u(x̂)− uT (x̂)|.

lembrando que u e uT são constantes em ωε.
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Além disso, das Eqs. (6.43) e (6.45) tem-se

‖qε − q‖H1(Ω) ≤
(1− β)
m

max
x∈ωε

|u− uT ||ωε|1/2 = C2|ωε|1/2.

Finalmente
‖qε − q‖H1(Ω) ≤ C2|ωε|1/2,

e seguindo um argumento idêntico ao caso anterior, tem-se

C2 = c3
(1− β)
m

|u(x̂)− uT (x̂)|,

o que conclui a prova.

6.B Tensor Momento-Energia de Eshelby

Proposição 2. No contexto de derivada topológica aplicada em segmentação de imagens
apresentada anteriormente, o seguinte é verdadeiro

div(Σε) = 0.

Prova 4. Seja ϕε a solução da equação de estado do problema perturbado e qε a corres-
pondente da equação adjunta, logo

Equação de estado:
−div(k∇ϕε) + ϕε = β(v0 − u) x ∈ Ω \ ωε
−div(k∇ϕε) + ϕε = β(v0 − uT ) x ∈ ωε
∂ϕε

∂n = 0 x ∈ ∂Ω

.

Equação adjunta:

qε =
1− β

β
ϕε. (6.46)

No problema sob consideração, o tensor de momento-energia de Eshelby é dado por

Σe
ε =

1
2

(
k∇ϕε · ∇ϕε +

(
ϕε − (v0 − u)

)2 + 2
(
k∇ϕε · ∇qε + ϕεqε

)
− 2β(v0 − u)qε

)
I

− k (∇ϕε ⊗∇ϕε+∇ϕε ⊗∇qε +∇qε ⊗∇ϕε) , ∀ x ∈ Ω \ ωε

Σi
ε =

1
2

(
k∇ϕε · ∇ϕε +

(
ϕε − (v0 − uT )

)2 + 2
(
k∇ϕε · ∇qε + ϕεqε

)
− 2β(v0 − uT )qε

)
I

− k (∇ϕε ⊗∇ϕε+∇ϕε ⊗∇qε +∇qε ⊗∇ϕε) . ∀ x ∈ ωε

Considera-se primeiramente Σe
ε. Da Eq. (6.46) obtém-se

Σe
ε =

1
2

(
k∇ϕε · ∇ϕε +

(
ϕε − (v0 − u)

)2 + 2
1− β

β

(
k∇ϕε · ∇ϕε + ϕεϕε

)
− 2(1− β)(v0 − u)ϕε

)
I− k

(
∇ϕε ⊗∇ϕε+2

1− β

β
∇ϕε ⊗∇ϕε

)
.
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Da linearidade do operador div(·), pode-se calcular div(Σe
ε) termo a termo. Lem-

brando que

div(ϕT) = ϕdiv(T) + T∇ϕ e ∇(v · u) = (∇v)Tu + (∇u)Tv,

obtém-se

div

(
1
2
(
k∇ϕε · ∇ϕε

)
I
)

=
1
2

k(∇ϕε · ∇ϕε) div(I)︸ ︷︷ ︸
=0

+
1
2
∇
(
k(∇ϕε · ∇ϕε)

)
=

1
2
(
k(∇∇ϕε)T∇ϕε + k(∇∇ϕε)T∇ϕε

)
= k(∇∇ϕε)T∇ϕε.

Para o segundo termo, e considerando que as funções v e u são constantes a ńıvel
do elemento de imagem ωs, tem-se que

div

(
1
2

(ϕε − (v0 − u))2 I
)

=
(
ϕε − (v0 − u)

)
∇ϕε.

O terceiro e quarto termo de div(·) podem ser reescritos como

div

(
1− β

β

(
k∇ϕε · ∇ϕε + ϕεϕε

)
I
)

= 2
1− β

β

(
k(∇∇ϕε)T∇ϕε + ϕε∇ϕε

)
,

e
div
(
− (1− β)(v0 − u)ϕεI

)
= −(1− β)(v0 − u)∇ϕε.

respectivamente. Operando de maneira semelhante nos termos restantes obtém-se

div
(
− k∇ϕε ⊗∇ϕε

)
= −div(k∇ϕε)∇ϕε − k(∇∇ϕε)∇ϕε (6.47)

div

(
− 2

1− β

β
k∇ϕε ⊗∇ϕε

)
= −2

1− β

β
div(k∇ϕε)∇ϕε − 2

1− β

β
k(∇∇ϕε)∇ϕε.

Juntando todos os termos obtém-se

div
(
Σe
ε

)
= k(∇∇ϕε)T∇ϕε +

(
ϕε − (v0 − u)

)
∇ϕε + 2

1− β

β

(
k(∇∇ϕε)T∇ϕε

)
+ 2

1− β

β
ϕε∇ϕε − (1− β)(v0 − u)∇ϕε − div(k∇ϕε)∇ϕε − k(∇∇ϕε)∇ϕε

− 2
1− β

β
div(k∇ϕε)∇ϕε − 2

1− β

β
k(∇∇ϕε)∇ϕε.

Como ϕε é um campo escalar, o seguinte é verdadeiro

∇∇ϕε = (∇∇ϕε)T . (6.48)
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Logo, da Eq. (6.48) pode se escrever

div(Σe
ε) = k(∇∇ϕε)∇ϕε︸ ︷︷ ︸

(1)

+(ϕε − (v0 − u))∇ϕε + 2
1− β

β
(k(∇∇ϕε)∇ϕε)︸ ︷︷ ︸

(2)

+ 2
1− β

β
ϕε∇ϕε − (1− β)(v0 − u)∇ϕε − div(k∇ϕε)∇ϕε − k(∇∇ϕε)∇ϕε︸ ︷︷ ︸

(1)

− 2
1− β

β
div(k∇ϕε)∇ϕε − 2

1− β

β

(
k(∇∇ϕε)∇ϕε

)
︸ ︷︷ ︸

(2)

. (6.49)

Como os termos indicados com (1) e (2) cancelam mutuamente, pode-se reescrever
a Eq. (6.49) da seguinte forma

div(Σe
ε) =

(
ϕε − (v0 − u)

)
∇ϕε

+ 2
1− β

β
ϕε∇ϕε − (1− β)(v0 − u)∇ϕε − div(k∇ϕε)∇ϕε

− 2
1− β

β
div(k∇ϕε)∇ϕε.

Somando e subtraindo β(v0 − u) obtém-se

div(Σe
ε) =

(
ϕε − β(v0 − u)− div(k∇ϕε)

)︸ ︷︷ ︸
=0 equação de estado

∇ϕε

+
β

1− β

(
ϕε − β(v0 − u)− div(k∇ϕε)

)︸ ︷︷ ︸
=0 equação de estado

∇ϕε

+
β

1− β

(
ϕε − β(v0 − u)− div(k∇ϕε)

)︸ ︷︷ ︸
=0 equação de estado

∇ϕε.

Logo
div
(
Σe
ε

)
= 0.

A prova para div(Σi
ε) = 0 é equivalente, o que conclui a prova.
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Caṕıtulo 7

Análises e Comparações das Técnicas Propostas e

Existentes

Neste caṕıtulo são apresentados os resultados obtidos com as técnicas descritas no
caṕıtulo anterior. Também, os métodos propostos são quantitativamente comparados com
outros já existentes. Esta comparação é feita utilizando dados sintéticos polúıdos arti-
ficialmente com rúıdo. Posteriormente são apresentados alguns resultados para imagens
médicas reais, mostrando a potencialidade destes métodos.

Na Seção 7.1 são feitas comparações entre as técnicas propostas e outras ampla-
mente utilizadas, onde 4 diferentes ı́ndices de qualidade de segmentação são utilizados para
quantificar os resultados. Como é sabido, no processo de remoção de rúıdo, o suavizado
isotrópico elimina elementos da imagem não distinguindo entre rúıdo e detalhes da ima-
gem. Assim, pretende-se realizar a menor quantidade de iterações de suavizado posśıvel da
imagem para não eliminar elementos de interesse, mas também o suficiente de maneira que
elementos indesejados (como rúıdo) não perturbem o resultado da segmentação. Na Seção
7.2 será estudada a sensibilidade da segmentação com relação ao número de iterações de
suavizado realizadas na imagem de entrada.

Como mencionado, o resultado dos métodos DT depende do conjunto C selecionado.
Logo, a sensibilidade da segmentação com respeito a seleção dos valores das classes ci ∈ C
é analisado na Seção 7.3. Posteriormente, a influência dos parâmetros dos métodos SDT

-
Continuous e SDT

-Discrete é estudada na Seção 7.4.
Como foi mencionado no ińıcio deste trabalho, é de principal interesse a aplicação

destas técnicas na segmentação de imagens médicas, em particular para identificação de
vasos sangúıneos. Assim, a performance destes métodos nesta aplicação particular é apre-
sentada na Seção 7.5.

7.1 Teste 1 - Validação e comparação com outros métodos

A imagem sintética apresentada na Fig. 7.1 foi utilizada nos diferentes testes reali-
zados. Esta é uma imagem em tonalidades de cinza de 8 bits-per-pixel (bpp) e 372 ×282
pixels de tamanho composta de dois ćırculos concêntricos, um menor (50 pixels de raio e
intensidade 50) e um maior (100 pixels de raio e intensidade 100). A partir desta, diferentes
imagens de teste (ou casos de teste - TC) foram geradas adicionando diferentes ńıveis de
Rúıdo Gaussiano Branco (WGN). Este rúıdo é obtido como mencionado na Seção 2.1.
Para eliminar a influência aleatória do rúıdo nos resultados (́ındices), para cada variância
σ2 oito imagens foram geradas. Os ı́ndices correspondentes as diferentes imagens foram
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Figura 7.1: Imagem sintética.

Nı́vel de rúıdo(σ2) 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Nome TCn01 TCn02 TCn03 TCn04 TCn05
SNR(dB) 23.41 20.79 19.22 18.16 17.25
Nı́vel de rúıdo(σ2) 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10
Nome TCn06 TCn07 TCn08 TCn09 TCn10
SNR(dB) 16.54 15.92 15.64 15.25 14.93

Tabela 7.1: Nome dos diferentes casos baseado no ńıvel de rúıdo na imagem

promediados eliminando assim esta influência. Além disso, estas imagens (TC) foram de-
notadas como TCn01 a TCn10 para σ2 variando desde 0.01 a 0.1 respectivamente (Tabela
7.1).

Os métodos de segmentação propostos foram comparados com outros usualmente
utilizados em imagens médicas, quais sejam: Bootstrap [21, 100], K-Means [77, 159], Fuzzy
C-means [48, 24] e Crescimento de Regiões (Region Growing). No caso de Region Growing,
sete sementes foram selecionadas na imagem: quatro sementes no background da imagem
(próximas as arestas) e três no ćırculo interior. O crescimento foi detido quando a diferença
absoluta entre a média das intensidades das sementes nessa região ū e do pixel up sendo
considerado superava um determinado limite δ > 0 (foi utilizado δ = 20 em todos os
casos), i.e.,

quando |ū− up| > δ, up não é incorporado a região. (7.1)

A qualidade dos resultados foi quantificada utilizando as seguintes métricas [1, 210]:

• Índice Tanimoto: Este ı́ndice é calculado como

I(A1, A2) =
n(A1 ∩A2)
n(A1 ∪A2)

(7.2)

i.e., o quociente entre a quantidade de pixels na intersecção da região A1 na imagem
original e a região (correspondente) A2 na imagem segmentada, e a quantidade de
pixels na união de ambas regiões. O valor ótimo deste ı́ndice é 1.

• Índice de Overlap (superposição): É definido como [210]:

O(A1, A2) = 2 · n(A1 ∩A2)
n(A1) + n(A2)

(7.3)

126
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Figura 7.2: Imagens de entrada correspondentes a TCn02, TCn04, TCn06,
TCn08 e TCn10 respectivamente.

i.e., o quociente entre a quantidade de pixels na intersecção da região A1 na imagem
original e a região (correspondente) A2 na imagem segmentada, e a soma entre a
quantidade de pixels em ambas as regiões. O valor ótimo deste ı́ndice é 1.

• Desvio do centro de massa: Este ı́ndice é dado pela distância (em pixels) entre os
centros de massa da região original e a região correspondente na imagem segmentada.
O valor ótimo deste ı́ndice é 0.

• Distância entre as bordas: Este ı́ndice é dado por

D(C1, C2) =

np1∑
i=1
d(xi1, C2) +

np2∑
i=1
d(xi2, C1)

(np1 + np2)
(7.4)

onde d(x, C) significa a distância (em pixels) do ponto x à curva C; C1 e C2 são as
bordas das regiões original e segmentada respectivamente; np1 e np2 são o número
de pontos que caracterizam estas bordas. Finalmente xi1 e xi2 representam pontos
quaisquer nas bordas C1 e C2 respectivamente. O valor ótimo deste ı́ndice é 0.

Depois de degradar artificialmente as imagens com rúıdo Gaussiano branco, um filtro
de suavizado isotrópico foi aplicado (convolução com um kernel Gaussiano 5x5). Como
será apresentado na próxima seção, alguns destes métodos não foram capazes de segmentar
a imagem para todos os ńıveis de rúıdo. Em geral, quando o ńıvel de rúıdo aumenta, um
maior número de iterações de suavizado foi necessário para assegurar que os diferentes
métodos sejam capazes de fornecer um resultado razoável. Este aspecto será abordado
em maior detalhe na Seção 7.2. Neste primeiro estudo, seis iterações de suavizado foram
aplicadas nas diferentes imagens TC antes da segmentação. Na Fig. 7.2 são apresentadas
algumas das imagens TC utilizadas e na Fig. 7.3 os resultados para os diferentes métodos.

Na Fig. 7.3 pode-se observar que, para altos ńıveis de rúıdo, Bootstrap e Fuzzy C-
means têm problemas para identificar as diferentes regiões. Também, Bootstrap, Fuzzy C-
means, K-means, Region Growing e SDT

-Discrete identificam componentes do rúıdo como
sendo parte das regiões. Por outro lado SDT

-Continuous retorna resultados satisfatórios
inclusive para rúıdo intenso.

O comportamento dos diferentes ı́ndices com respeito ao ńıvel de rúıdo (caracterizado
pela variância associada σ2) é apresentado na Fig. 7.4. Em todos os casos, Bootstrap e
Fuzzy C-means têm problemas para baixos ńıveis de rúıdo (n04 e menos). Para os ı́ndices
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(a) Método Bootstrap

(b) Método Fuzzy C-means

(c) Método K-Means

(d) Método Region Growing

(e) Método SDT -Discrete

(f) Método SDT -Continuous

Figura 7.3: Resultados para Bootstrap, Fuzzy C-means, K-Mean, Region
Growing, SDT

-Discrete e SDT
-Continuous. As colunas correspondem aos casos

TCn02, TCn04, TCn06, TCn08 e TCn10 respectivamente.

de Overlap e Tanimoto (Fig.7.4(a) e Fig.7.4(b)) os melhores resultados são obtidos com
K-means, Region Growing, SDT

-Discrete e SDT
-Continuous. Além disso, SDT

-Continuous
apresenta melhores resultados que os outros inclusive para altos ńıveis de rúıdo. Por outro
lado, o comportamento dos métodos SDT

-Discrete e K-Means são semelhantes.
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(a) Índice Overlap.
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(b) Índice Tanimoto.
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(c) Desvio do centro de massa.
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(d) Distância entre as bordas.

Figura 7.4: Índices vs. variância do rúıdo σ2.

Para a Desvio do centro de massa (Fig. 7.4(c)), K-means, Region Growing, SDT
-

Discrete e SDT
-Continuous apresentam resultados compráveis. Todos estes métodos não

apresentam um desvio maior que um pixel. Neste caso, K-means e SDT
-Discrete são

comparáveis, sendo SDT
-Continuous o melhor. É importante ressaltar que a regularidade

da estrutura sendo segmentada (dois ćırculo concêntricos), pode afetar os resultados (em
particular para este ı́ndice)1. Esta caracteŕıstica será analisada com maior detalhe mais
adiante.

Para medir a distância entre bordas de regiões vizinhas, as bordas da região corres-
pondendo à intensidade 100 foram identificados. Uma vez determinados os contornos desta
região nas imagens original e segmentada, a distância entre as curvas foi calculada como
descrito anteriormente. Estes resultados (Fig. 7.4(d)) evidenciam uma clara superioridade
dos métodos K-means, SDT

-Discrete e SDT
-Continuous. Como será apresentado a seguir,

os resultados são influenciados pelo número de iterações de suavizado aplicadas nos dados.
Quanto maior o número de iterações aplicadas, maior a quantidade de rúıdo eliminado.

1Como o objetivo é identificar uma região “geometricamente isotrópica”, o suavizado isotrópico não
afeta a sua forma. Para estruturas mais complexas isto pode não acontecer.
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Iterações de suavizado 2 4 6 8
Nome TCn10-s02 TCn10-s04 TCn10-s06 TCn10-s08

Tabela 7.2: Nomes dos diferentes casos de teste baseados na quantidade de
iterações de suavizado.

No entanto, as bordas também são perdidas e objetos pequenos são eliminados. Por este
motivo é importante que o método seja capaz de segmentar a imagem com o menor número
de iterações posśıvel retornando um resultado de boa qualidade. Como as imagens uti-
lizadas nesta seção são sintéticas e as regiões presentes são grandes quando comparadas ao
tamanho da imagem (i.e., o tamanho dos ćırculos é da mesma ordem que a imagem), uma
suavização isotrópica não afeta a sua forma. Contudo, quando imagens mais complicadas
são processadas, esta situação pode mudar como será discutido nas seções seguintes.

7.2 Teste 2 - Robustez

No caso de imagens médicas, a capacidade do método para identificar tecidos ou
órgãos que podem estar imersos em outros de intensidades semelhantes é muito importante.
A principal desvantagem de suavizar muito uma imagem ruidosa é que detalhes podem
ser perdidos e caracteŕısticas importantes da imagem ser apagadas. Como mencionado
anteriormente, dependendo do número de iterações de suavização aplicadas nos dados de
entrada, os métodos podem ou não ser capazes de identificar (segmentar) as diferentes
regiões da imagem. Nesta seção é estudado como o número de iterações de suavizado
afeta o resultado da segmentação.

A seguir, será utilizada a imagem TCn10 (correspondente a rúıdo n10 mencionado
na Seção 7.1). O rúıdo da imagem é parcialmente removido aplicando suavizado isotrópico
(convolução com um kernel Gaussiano). Foram gerados quatro diferentes casos de teste
correspondentes a 2, 4, 6 e 8 iterações respectivamente (Tabela 7.2). Os ı́ndices empregados
anteriormente (i.e., Overlap, Tanimoto, Desvio do centro de massa e Distância entre as
bordas) foram utilizados para avaliar a qualidade das segmentações obtidas com cada
método. Os resultados são apresentados na Fig.7.5.

No caso dos ı́ndices Overlap e Tanimoto (Figs. 7.5(a) e 7.5(b)) observa-se que K-
means, Region Growing, SDT

-Continuous e SDT
-Discrete se comportam de maneira similar

acima de 6 iterações. No entanto, os métodos DT e Region Growing se mostram melhores
para menor número de iterações.

Para o Desvio do centro de massa (Fig. 7.5(c)), somente depois de 6 iterações
K-means foi capaz de retornar resultados similares aos de Region Growing, SDT

-Discrete
e SDT

-Continuous2. Com poucas iterações, Region Growing é o que melhor consegue
aproximar do SDT

-Discrete, sendo que SDT
-Continuous se mostra melhor que os outros

em todos os casos.
2É importante destacar que a regularidade e simetria da imagem pode afetar estes resultados. Por este

motivo, uma outra imagem foi utilizada como teste.
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(a) Índice Overlap.
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(b) Índice Tanimoto.
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Figura 7.5: Índice vs. número de iterações de suavizado para imagens TCn10-
s02 a TCn10-s08.

Figura 7.6: Imagem Médica Sintética - SMI.

Para a Distância entre as bordas (Fig. 7.5(d)) pode-se apreciar que SDT
-Continuous

se comporta muito melhor que os outros métodos em todos os casos, sendo K-means,
SDT

-Discrete e SDT
-Continuous os que apresentaram resultados aceitáveis.
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Figura 7.7: Resultados para Overlap, Tanimoto e Desvio do centro de massa
na imagem SMI.

Como mencionado, a regularidade e simetria da imagem utilizada (Fig.7.1) pode ter
uma influência nos resultados dos diferentes métodos, especialmente quando uma maior
suavização é introduzida. Para analisar esta dependência, uma imagem diferente foi es-
tudada. Esta imagem, chamada Imagem Médica Sintética - SMI (apresentada na Fig.
7.6) de 256×256 pixels de tamanho é composta por uma série de regiões de diferentes
intensidades e formas. As intensidades são 0, 50, 100 e 150 correspondendo as regiões
bg, r3, r2 e r1 respectivamente. A imagem foi polúıda com rúıdo n05 para simular uma
imagem médica real (Tabela 7.1). Esta imagem foi segmentada usando os dois métodos
de segmentação baseados na DT (SDT

-Discrete e SDT
-Continuous) e K-Means.

Os resultados obtidos são apresentados na Fig. 7.7, correspondendo à região de
intensidade 50 (região r3). Para os ı́ndices de Overlap e Tanimoto (Fig. 7.7(a) e 7.7(b))
observa-se que ambos os métodos DT são superiores a K-Means. No caso de Desvio
do centro de massa (Fig. 7.7(c)), para menos de três iterações o método SDT

-Discrete
se comporta sensivelmente melhor mas, em geral, a diferença entre os métodos não é
significativa (já que os valores variam entre 0.5 e 1.2 pixels).

Para a Distância entre as bordas (Fig. 7.8(a) e Fig.7.8(b)), as bordas das regiões
r2 (isolinhas correspondentes a intensidades 75 e 125) e r3 (isolinhas correspondentes
a intensidades 25 e 75) foram calculadas. Observa-se que, para r2 os métodos DT se
mostraram mais eficientes que K-Means mantendo este ı́ndice abaixo de 3 pixels e para
r3 abaixo de 1 pixel em todos os casos.

7.3 Teste 3 - Dependência nos valores das classes

É fácil perceber que o resultado da segmentação será influenciado pelos valores das
classes C. Por outro lado, os métodos utilizados nas comparações das seções anteriores
não requerem a definição destas classes.

Esta diferença dos métodos propostos tem uma vantagem e uma desvantagem. A
vantagem é que, dispondo de informação a priori que indique que uma região de interesse
é caracterizada por uma dada intensidade, pode-se forçar o método a procurar por ela
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Figura 7.8: Resultados para Distância entre as bordas para a região na imagem
SMI.

Percentual (p) -10% -9% -8% -7% -6% -5% -4% -3% -2% -1% 0%

Valor da classe c2 74.50 77.05 79.59 82.15 84.70 87.25 89.80 92.34 94.90 97.45 100

Percentual (p) 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9% 10%

Valor da classe c2 102.5 105.1 107.6 110.2 112.75 115.30 117.85 120.40 122.95 125.50

Tabela 7.3: Valores da classe c2 dependendo do erro introduzido.

(ao escolher uma classe com aquele valor). Não obstante, quando esta informação não
está dispońıvel, uma inspeção por parte do usuário é necessária para determinar os valores
destas classes. Neste caso, os valores das classes podem não estar corretamente definidos
(i.e., conter erros). Logo, é importante avaliar como estes erros irão afetar a qualidade do
resultado.

Nesta seção, a primeira imagem sintética foi segmentada (Fig 7.1), mas somente os
métodos DT foram testados. O objetivo desta análise é entender melhor como o valor
das classes influencia o resultado da segmentação e qual método é mais senśıvel a erros
na estimação das classes. Como mencionado anteriormente, a imagem original contém
intensidades 50, 100 e 150 nas diferentes regiões. Somente a classe correspondente a
intensidade 100 foi perturbada. A perturbação no valor da classe c2 foi feita somando a
este um erro ec(p), computado como

ec(p) = p ∗max(V), (7.5)

sendo p um valor entre 0 e 1, e max(V) é o valor máximo que a imagem v0 ∈ V pode
assumir. Neste caso, por se tratar de uma imagem de 8bpp, max(V) = 255. Na Tabela
7.3 são mostrados os valores de p utilizados nos diferentes testes. É interessante notar que
para p = 0.10 o erro total é ±25.5% no valor adotado para c2.

A imagem TCn05, foi segmentada usando SDT
-Discrete e SDT

-Continuous. Foi
considerado C = {c1, c2, c3}, para c1 = 50 e c3 = 150, e perturbando c2 como mencionado
na Tabela 7.3. Os resultados são apresentados na Fig.7.9.

No caso de ı́ndice de Overlap e ı́ndice Tanimoto (Figs. 7.9(a) e Fig. 7.9(b)), observa-

133
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Figura 7.9: Índices como função de p, c2 foi considerada como a classe pertur-
bada e a imagem TCn05 foi segmentada. O valor da classe c2 foi computado
usando a Eq. (7.5): c2 = 100± p×max(V) = 100± p× 255.

se que ambos os métodos obtiveram melhor resultado para o valor exato da classe. No
entanto, a SDT

-Continuous se mostra superior em todos os casos.
Para a Desvio do centro de massa (Fig. 7.9(c)), observa-se que SDT

-Continuous é
mais preciso em todos os casos. Em particular, para p ∈ (−0.1; 0) o desvio do centro de
massa foi quase constante em torno de 1/3 de pixel.

A Figura 7.9(d) apresenta a Distância entre as bordas para a região de intensidade
100. Novamente, SDT

-Continuous se mostra mais preciso para identificar os limites das
regiões. Para p ∈ (−0.1; 0) a borda é achada com um erro de aproximadamente 1 pixel
para SDT

-Continuous e 5 pixels para SDT
-Discrete.

É importante destacar que as bordas são computadas para todas as regiões de in-
tensidade 100 ± p × 255 achadas pelo algoritmo e depois computada a distância à região
correspondente (intensidade 100) na imagem original sem rúıdo. Por isto, cada pixel mal
classificado irá influir no resultado final.

Em todos os testes realizados nesta seção o valor de cada classe foi definido com
antecedência. Neste ponto, surge uma nova pergunta: é posśıvel melhorar a qualidade da
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Figura 7.10: Índices como função de p sendo c2 a classe perturbada para o
caso TCn05. O valor da classe c2 é otimizado utilizando o Algoritmo (6).

segmentação ajustando este valor por meio do processo de otimização descrito na Seção
6.3?. A resposta é afirmativa e os resultados obtidas com os métodos SDT

-Continuous-OP
e SDT

-Discrete-OP são apresentados na Fig. 7.10. Esta técnica simples melhora conside-
ravelmente a qualidade da segmentação fazendo com que a dependência dos resultados no
valor das classes seja despreźıvel.

7.4 Teste 4 - Estimação de parâmetros

Além do conjunto de classes C, os métodos têm outros parâmetros, sendo β e k (a
análise está restrita ao caso do tensor K = kI, i.e., difusão isotrópica) para SDT

-Continuous
e θ para SDT

-Discrete. No caso, β pode ser interpretado como uma variável de escala,
relacionando o termo de força da equação de estado e ϕ a sua solução. Este parâmetro
adota valores entre 0 e 1. Quando β é igual a 0, recupera-se o problema discreto que
depende somente na distância entre a intensidade do pixel e a intensidade da classe.
Quando β = 1, recupera-se o problema potencial, onde a equação de estado corresponde
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Figura 7.11: Curvas para SDT
-Continuous para diferentes valores do parâmetro

β. Os ı́ndices são computados por região correspondendo a intensidade 100.

a condição de mı́nimo da função custo. Por outro lado, k é o coeficiente que controla a
“suavidade” de ϕ. No caso de SDT

-Discrete, θ controla o peso de cada termo na função
custo Fd(us) (Seção 6.2).

Outro parâmetro que ambos os métodos apresentam é α, usado para selecionar
quantos pixels serão reclassificados em cada iteração do algoritmo. Esta variável pode ser
sempre utilizada com o valor um, devendo ser modificado somente quando o algoritmo
apresente oscilações. Se for o caso, este valor deve ser reduzido, diminuindo o tamanho do
passo.

Como ambos os métodos apresentam diferentes parâmetros, eles foram analisados
separadamente usando as imagens correspondentes a TCn05.
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Figura 7.12: Curvas para SDT
-Continuous para diferentes valores do parâmetro

k. Os ı́ndices são computados por região correspondendo a intensidade 100.

7.4.1 SDT
-Continuous

Os resultados para diferentes valores de β são apresentado na Figura 7.11. Neste
caso β foi testado para valores no intervalo 0 a 1 em incrementos de 0.05. O melhor
resultado para β varia entre 0.05 e 0.5. É interessante destacar que para valores de β
acima de 0.5, a imagem não foi segmentada em absoluto (a condição inicial, u0 ≡ ci, não
foi modificada para β > 0.5). Somente o desvio do centro de massa apresenta melhoras
para β > 0.6. O motivo disto é que, nesta situação, o centro de massa corresponde ao
centro da imagem original que se encontra muito próximo do centro de massa da região
c2 (região de intensidade 100).

A Fig. 7.12 mostra os resultados de SDT
-Continuous para diferentes valores de k no

intervalo de 1 a 20. Como apresentado na figura, valores de k maiores que 5 produzem
melhores resultados.
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Figura 7.13: Curvas para SDT
-Discrete para diferentes valores do parâmetro

θ.

7.4.2 SDT
-Discrete

O comportamento do método para diferentes valores do parâmetro θ é apresentado
na Fig. 7.13. Para θ > 0.85 os ı́ndices Tanimoto e Overlap não são muito influenciados por
este parâmetro. No caso de Distância entre as bordas, o melhor resultado foi obtido para
θ ∈ (0.87, 0.98). No caso do desvio do centro de massa (Fig. 7.13(c)), observa-se que os
resultados se comportam de maneira oscilatória, porém as variações são muito pequenas
(entre 0.29 e 0.36 pixels).

7.5 Teste 5 - Processamento de imagens médicas

Como mencionado, a motivação deste trabalho vem da necessidade de segmentar es-
truturas ou regiões a partir de imagens médicas para posterior reconstrução. O objetivo,
neste caso particular, é recuperar a geometria dos vasos do sistema cardiovascular para
serem utilizadas na simulação do fluxo sangúıneo em diferentes distritos. Esta técnica tem
diversas aplicações no campo da medicina, em particular para diagnose e planejamento
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Figura 7.14: Imagem de CT (10 planos de 90).

cirúrgico [41, 63, 200, 193, 108]. Cabe a esta seção apresentar alguns resultados obti-
dos ao aplicar as técnicas anteriormente propostas em dados reais para segmentar vasos
sangúıneos.

A imagem segmentada corresponde a uma CT composta de 90 planos (slices), sendo
cada um deles de 256 × 256 pixels. Na Fig. 7.14 são apresentados 10 diferentes planos
do volume total. Nestas imagens a artéria carótida interna e externa são claramente
identificadas. Para segmentar estas artérias duas classes foram escolhidas. A primeira
delas representando as artérias (c1 = 200) e a segunda representando o background (c2 =
160).

Na Fig. 7.15 são apresentadas as reconstruções 3D para a artéria carótida direita e
esquerda segmentadas com os métodos SDT

-Discrete (Fig. 7.15(a)) e SDT
-Continuous (Fig.

7.15(b)) onde a segmentação foi processada como planos 2D independentes e posterior-
mente unidos em um único volume. A Fig. 7.15(c) apresenta a superf́ıcie SDT

-Discrete
(branco) e a superf́ıcie para SDT

-Continuous (vermelho 50% de transparência) super-
postas. Podem-se observar pequenas diferenças entre ambos os métodos, em particular
na Artéria Carótida Externa (ECA). Em ambos os casos (esquerda e direita) o método
SDT

-Continuous capturou mais detalhes da ECA.
Também, uma implementação 3D do método SDT

-Discrete (SDT
-Discrete 3D) foi

utilizada para segmentar esta imagem como um único volume 3D. Diferentes comparações
entre estes resultados são apresentadas nas Figs. (7.15(d)), (7.15(e)) e (7.15(f)).

Para comparar quantitativamente a diferença entre os métodos, a Fig. (7.16(a))
mostra o comportamento do ı́ndices de Overlap e Tanimoto, onde o pior resultado foi
obtido no plano 60. As diferenças entre ambas segmentações para dito plano são ressaltadas
na Fig. (7.16(b)) onde foram colocados em cor amarela os pixels segmentados para SDT

-
Continuous e em vermelho + amarelo os correspondentes a SDT

-Discrete.

7.6 Comentários

Nesta segunda parte foi abordado o problema de segmentação de imagens no con-
texto de Cálculo Variacional e EDP’s. No Caṕıtulo 5 foi estudado o funcional de Mumford-
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Shah, o ponto de partida para o estudo da segmentação de imagens como um problema
de minimização.

Posteriormente, o problema de segmentação é atacado utilizando a derivada topo-
lógica que representa mais uma contribuição deste trabalho na área de processamento de
imagens. Assim, seguindo a mesma linha da primeira parte deste trabalho, dois novos
algoritmos de segmentação são propostos. O desenvolvimento do cálculo da derivada
topológica para uma função custo espećıfica foi feito, chegando-se na expressão final da
DT . O primeiro algoritmo, utiliza a derivada topológica cont́ınua como indicador para
achar a classe em que cada pixel deve ser classificado de maneira que o valor da função
custo seja mı́nimo. Este algoritmo se mostrou robusto na presença de rúıdo conseguindo
segmentações de boa qualidade mesmo na presença de rúıdo intenso. No segundo algoritmo
um caso particular da função custo é considerada conduzindo a uma versão discreta da
derivada topológica. Assim, a expressão da derivada topológica é dada pela variação
total da função custo simplificada. Este funcional considera a diferença absoluta entre
a intensidade do pixel e a classe na qual foi classificado, e o comprimento das bordas
das diferentes regiões, de maneira a evitar a criação de “ilhas” na imagem segmentada.
Este segundo algoritmo, muito mais simples na sua implementação e de menor custo
computacional (permitindo uma implementação 3D de baix́ıssimo custo), também tem se
mostrado robusto na presença de rúıdo.

Respeito do desempenho computacional, o algoritmo discreto se mostrou muito mais
eficiente que o cont́ınuo. Em todos os casos o algoritmo discreto tem menor custo com-
putacional como pode ser observado na Figura 7.17. Os testes de performance foram
feitos em um computador Pentium 4 de 3 GHz com 512 Mb de memoria e os algoritmos
implementados em Matlab 6.5 [190].

Finalmente, os resultados obtidos com os métodos propostos foram avaliados quan-
titativamente e comparados com outros usualmente utilizados. Os métodos DT apre-
sentaram resultados de melhor qualidade, particularmente quando o rúıdo é de maior
intensidade. Por último, estes métodos foram utilizados para segmentar imagens médicas
obtendo-se resultados satisfatórios.
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(a) Resultado para SDT -Discrete. (b) Resultado para SDT -Continuous.

(c) Comparação entre os métodos SDT -
Continuous (v) e SDT -Discrete (b).

(d) Comparação entre os métodos SDT -
Continuous (v) e SDT -Discrete 3D (b).

(e) Comparação entre os métodos SDT -Discrete
(b) e SDT -Discrete 3D (a).

(f) Comparação entre os métodos SDT -
Continuous (v), SDT -Discrete (b) e SDT -Discrete
3D (a).

Figura 7.15: Reconstrução 3D para resultados correspondentes aos métodos
SDT

(v = vermelho, a = azul e b = branco).
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Introdução

Nesta terceira e última parte, serão abordados diferentes aspectos do processo de
modelagem e simulação computacional do Sistema Cardiovascular Humano (SCVH). Ini-
cialmente, os modelos do SCVH utilizados na atualidade são apresentados no Caṕıtulo
8. Neste caso, é feita a dedução do modelo unidimensional (Modelo 1D), uma simpli-
ficação das equações de Navier-Stokes, que permite representar as maiores artérias do
corpo humano diminuindo assim o custo computacional do problema. São colocadas
também as equações tridimensionais completas (Modelo 3D) utilizadas para obter in-
formação detalhada do fluxo sangúıneo em pequenos distritos e, finalmente as condições
de acoplamento necessárias para utilizar estes modelos conjuntamente. Para construir
estes modelos, chamados multidimensionais, métodos e informações de diversas origens
e natureza devem ser utilizados. Isto requer o emprego de ferramentas computacionais
que permitam integrar estes modelos multidimensionais com os métodos necessários para
a representação (como os propostos na Parte I e Parte II deste trabalho), simulação e
visualização do sistema arterial, assim como operar grandes volumes de dados e resulta-
dos heterogêneos. Na atualidade isto representa um grande desafio já que não existem
softwares especializados que proporcionem estas funcionalidades em um mesmo ambiente
computacional. Com o intuito de contribuir na diminuição desta deficiência, neste trabalho
foi desenvolvido o sistema HeMoLab - Laboratório de Modelagem em Hemodinâmica. Este
sistema é descrito no Caṕıtulo 9, onde é feita uma análise das suas necessidades assim como
uma descrição dos diferentes módulos e componentes que integram esta ferramenta. Por
último, no Caṕıtulo 10, são apresentados alguns resultados obtidos com o HeMoLab. Um
sistema computacional destas caracteŕısticas em muito poderá contribuir para melhorar a
compreensão do SCVH, auxiliando na prevenção, diagnose, terapia e reabilitação (plane-
jamento cirúrgico) das mais diversas patologias ou disfunções cardiovasculares.

Finalmente, parte dos resultados apresentados nesta parte foram publicados nos
seguintes trabalhos

• I. Larrabide, P. J. Blanco, S. A. Urquiza and R. A. Feijóo. Sensitivity of Blood
Flow in Stenosed Carotid Bifurcation. II International Conference on Computational
Bioengineering. H. Rodrigues et al. (Eds.). pp:663-674. Lisbon, Portugal, 14th-16th
September, 2005.

• P. Blanco, I. Larrabide, S. Urquiza and R. Feijóo. Sensitivity of Blood Flow Patterns
to the Constitutive Law of the Fluid. Proceedings of the ECCM 2006. LNEC -
Lisbon, Portugal 5th-9th June 2006.

• I. Larrabide e R.A.Feijóo. HeMoLab - Laboratório de Modelagem em Hemodinâmica
- Relatório de Pesquisa Nro. 13/2006 - Agosto 2006 - LNCC/MCT, Petrópolis - RJ
- Brasil.

• I. Larrabide and R.A.Feijóo. HeMoLab - Hemodynamics Modeling Laboratory, An
application for modelling the Human Cardiovascular System. Submitted to Com-
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puter Graphics International 2007. May 30th - June 2nd 2007. Petrópolis - RJ -
Brasil.
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Caṕıtulo 8

Modelagem Computacional Multidimensional do Sistema

Cardiovascular Humano

Devido ao aumento na importância das doenças cardiovasculares nos últimos anos
existe a cada dia um maior interesse por entender a origem e evolução das doenças do
Sistema Cardiovascular Humano (SCVH), sendo o principal objetivo melhorar as técnicas
de diagnóstico, prevenção e tratamento. Devido às limitações das experiências in vivo, os
modelos computacionais cumprem um papel decisivo no progresso desta área de pesquisa.
Sendo assim, a combinação de técnicas de modelagem computacional (como dinâmica
dos fluidos, mecânica dos sólidos, modelagem multiescala, etc.) com imagens médicas
tridimensionais é uma poderosa ferramenta que permite estudar o SCVH em detalhe.
Atualmente é posśıvel implementar modelos computacionais complexos e realistas que
fornecem um melhor entendimento dos fenômenos presentes neste sistema, a um custo
baixo e de maneira não invasiva. Logo, caracteŕısticas do fluxo sangúıneo podem ser
analisadas empregando dados espećıficos dos pacientes em diferentes situações e distritos
vasculares.

Não obstante, na modelagem do Sistema Cardiovascular Humano é necessário vencer
uma série de desafios. A reconstrução da geometria das artérias a partir de imagens
médicas [41, 42], a solução de problemas não-lineares transientes que envolvem interação
do sangue com as paredes arteriais deformáveis, são somente alguns destes desafios. Sendo
assim, neste caṕıtulo serão introduzidos os modelos f́ısicos e matemáticos utilizados para
estudar o fluxo sangúıneo no SCVH.

A representação deste sistema na sua totalidade com modelos tridimensionais é,
no momento, impensável devido ao alt́ıssimo custo computacional. Logo, para conseguir
modelar o SCVH como um todo, são atualmente utilizados modelos multidimensionais
[59, 60, 62, 107, 170, 192]. Estes modelos utilizam formulações diferentes nas distintas
partes do sistema, dependendo do ńıvel de detalhe que se deseje em cada uma delas:

• Modelos 3D [39, 44]: Estes modelos são utilizados para reproduzir pequenos distritos
do SCVH. Nas regiões representadas com estes modelos dispõe-se de grande detalhe
do fluxo sangúıneo.

• Modelos 1D [61, 95]: São utilizados para representar as maiores artérias do corpo
humano. Estes modelos são baseados em uma simplificação das equações de Navier-
Stokes 3D. Os mesmos são obtidos ao assumir uma série de hipóteses: 1) os vasos
são retos, 2) o perfil de velocidade em qualquer ponto é conhecido e 3) uma relação
constitutiva entre a pressão e a área do vaso.

• Modelo 0D [66, 150]: Utilizados na representação do comportamento do fluxo sangúı-
neo a partir de um ponto (e.g., para representar a resistência oferecida pelas arteŕıolas
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Causas % de mortes
Mortes por 100.000 por ano
Todos Homens Mulheres

Todas as causas 100.00 916.1 954.7 877.1
Doenças cardiovasculares 29.34 268.8 259.3 278.4

Doenças infecciosas e parasitarias 19.12 175.2 185.1 165.1
Isquemia do coração 12.64 115.8 121.4 110.1

Cancer 12.49 114.4 126.9 101.7
Doenças cerebrovascular (derrame) 9.66 88.5 81.4 95.6

Infecções respiratórias 6.95 63.7 63.5 63.8
Doenças respiratórias 6.49 59.5 61.1 57.9

Acidentes 6.23 57.0 73.7 40.2
HIV/AIDS 4.87 44.6 46.2 43.0

Tabela 8.1: WHO - World Health Organization, 2004, [201].

e capilares). Estes modelos “condensam” em um ponto a resistência oferecida por
uma parte do sistema não representada em detalhe.

• Acoplamento 1D-3D [63, 193]: Como os modelos multidimensionais introduzem con-
tornos artificiais dentro do sistema arterial, é necessário suprir condições de acopla-
mento apropriadas que permitam a interação entre modelos com diferente dimensão.
Desta maneira, é posśıvel utilizar representações locais detalhadas para estudar os
fenômenos associados à dinâmica do fluxo em distritos como bifurcações e outras
singularidades.

Em śıntese, os modelos 1D são empregados para representar a maior parte da árvore
arterial e fornecer aos modelos 3D condições de contorno consistentes com o resto do
sistema, utilizando terminais Windkessel (modelos 0D) para implementar as condições de
contorno nos extremos das artérias. Desta forma, as condições de contorno dos modelos
3D são naturalmente ajustadas quando ocorre alguma mudança em qualquer parte do
sistema, facilitando o estudo de diferentes situações.

Neste contexto a arteriosclerose (termo genérico empregado para indicar o espessa-
mento e endurecimento das paredes arteriais) é responsável pela maioria das mortes nos
páıses desenvolvidos e em desenvolvimento. Um tipo de arteriosclerose, a aterosclerose,
é uma doença t́ıpica das grandes artérias, que está por trás das doenças nas artérias
coronárias, carot́ıdeas, no aneurisma de aorta e nas doenças vasculares cerebrais dentre
outras. A aterosclerose é a causa principal de morte nos páıses desenvolvidos e em desen-
volvimento para ambos os sexos e, em geral, após os 50 anos. Por sua vez, esta patologia
se localiza em śıtios onde prevalecem caracteŕısticas hemodinâmicas alteradas.

Em concordância com isto, no ano 2004 por exemplo, no mundo todo 29.34% das
mortes registradas foram por causa de doenças cardiovasculares (ver Tabela 8.1).

Estas regiões apresentam irregularidades na estrutura do fluxo como separação, re-
fluxo e tensões oscilatórias. Em acordo com isto, diversos trabalhos na literatura apontam
uma forte dependência dos fatores hemodinâmicos na geometria arterial [163], sendo esta
uma área ideal para a aplicação de técnicas de modelagem computacional.
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8.1 Modelos

São apresentadas nesta seção as equações que governam cada modelo, assim como
as condições de contorno utilizadas para fechar o sistema de equações. O sistema de
equações hiperbólicas utilizado para o modelo 1D é exposto. O sistema de equações
correspondente ao modelo 3D é apresentado no contexto da formulação ALE (Arbitrary
Lagrangian-Eulerian) devido ao movimento do domı́nio introduzido pelo deslocamento da
parede arterial. As mudanças no domı́nio são modeladas utilizando um esquema simples
de acoplamento fluido estrutura. As leis constitutivas empregadas também são colocadas,
assim como alguns aspectos numéricos relacionados ao modelo constitutivo de Casson.

8.1.1 Modelo 1D

Assumindo hipóteses simplificadoras apropriadas sobre a geometria e caracteŕısticas
do fluxo sangúıneo, é posśıvel obter um conjunto de equações unidimensionais que gover-
nam o fluxo do sangue nas artérias (este modelo é deduzido na Seção 8.A, considerando
x3 = l a direção longitudinal da artéria). Como resultado destas simplificações obtém-se
o seguinte sistema de equações diferenciais não-lineares

S,t + (Sv),l = 0

(Sv),t + [v2S(1 + δ̄)],l +
S

ρ
p,l = vN +

µ

ρ
(Sv),ll

p = p0 +
EπR0h0

S

(√
S

S0
− 1

)
+
kπR0h0

S

1
2
√
S0S

S,t,

(8.1)

sendo

N =
µ

ρ

∮
C(l,t)

φ,mdl

δ̄ =
1
S

∫
S
φ2 dA− 1,

onde S representa a área da seção transversal da artéria, v a velocidade média do sangue
e p a pressão média no ponto l. Foi denotado como φ o perfil de velocidade na seção
transversal S, C(l, t) a curva limitando S e m a normal saindo de C(l, t).

Para representar a resposta da parede arterial à pressão dentro do vaso, foi uti-
lizada uma equação linear visco-elástica relacionando a pressão média p e a área da seção
transversal, fechando assim o sistema. Na equação para p, R0 é o raio da artéria, h0 é a
espessura da parede e S0 é a área. Os três dados R0, h0 e S0 correspondem ao valor de
referência da pressão p0. E é o módulo de elasticidade efetiva de Young e k é o coeficiente
de fluidez associado a viscosidade parietal.

Note-se que, apesar de poder adotar diferentes modelos constitutivos para o fluido
no modelo 3D, no modelo 1D o fluido é sempre considerado como Newtoniano. Isto se
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(a) Topologia árvore 1D
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Figura 8.1: Árvore 1D.

deve ao fato de que variações na estrutura do fluxo devido a mudanças na lei constitutiva
somente serão de interesse nas geometrias tridimensionais.

8.1.2 Geração de arvores

A solução do sistema de equações do modelo 1D é aproximada empregando o Método
dos Elementos Finitos. Neste caso, foi utilizada a topologia proposta por Avolio [19],
apresentada na Figura 8.1(a). No entanto, nada impede criar outras novas, o que será
fundamental para gerar árvores personalizadas. Para isto é necessária uma ferramenta
de edição que permita adicionar e eliminar elementos da arvore, modificar as suas pro-
priedades e modificar a forma da curva do coração utilizada como entrada do sistema
(Fig. 8.1(b)). Também, a partir desta informação deverá ser constrúıda uma malha de
elementos finitos. Estas necessidades serão estudadas em detalhe no Caṕıtulo 9.

8.1.3 Modelo 0D

O papel das artérias e arteŕıolas é prover aos órgãos, tecidos e músculos uma quanti-
dade suficiente de sangue. Estas regiões periféricas podem ser representadas, por exemplo,
usando o modelo chamado Windkessel [66], uma analogia hidráulica-elétrica na qual as
diferentes caracteŕısticas do sistema arterial são representadas com componentes de um
circuito elétrico (Tabela 8.2). Como este modelos condensam em um ponto o comporta-
mento em uma região completa, são chamados Modelos 0D (Fig. 8.2).

Esta idéia e utilizada para modelar as condições de contorno nas extremidades do
modelo 1D (representados por ćırculos na Fig. 8.1(a)), os quais levam em consideração a
resistência oferecida pelos vasos periféricos [135, 150]. Estes elementos são representados
utilizando uma resistência R1 em série com um paralelo de outra resistência R2 e um
capacitor C. Os valores das resistências devem ser ajustados de maneira que a distribuição
do fluxo nas diferentes regiões do corpo seja consistente com os valores observados por
Nichols e O’Rourke [139], sempre verificando a relação R1 = 0.2RT [66, 135] com RT =
R1 +R2. A compliância periférica total é tomada de [135]. Esta compliância é distribúıda
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Figura 8.2: Terminal Windkessel

Hidráulico Elétrico
pressão p [mm Hg] tensão elétrica U [V]
fluxo Q [ml / min] corrente I [A]
resistência ao fluxo R [mm Hg × min / ml] resistor R [Ω]
compliância C [ml /mm Hg] capacitância C [F]
inertância M [g / cm4] indutância L [H]
contratilidade G [ml /(min mmHg)] condutância G [Ω−1]
volume V [ml] carga q [C]

Tabela 8.2: Analogia entre elementos de um circuito elétrico e caracteŕısticas
das artérias.

nos terminais Windkessel seguindo as linhas colocadas nesse trabalho. A equação utilizada
em cada terminal é a seguinte:

Q,t =
1

R1R2C
[R2Cp,t + p− (R1 +R2)Q] .

Os parâmetros R1, R2 e C devem ser ajustados para o caso particular que se deseje
modelar.

8.1.4 Modelo 3D e Acoplamento

Sejam Ω a região 3D sob consideração, x = (x1, x2, x3) um ponto arbitrário em
Ω, v = v(x, t) a velocidade do fluxo sangúıneo e u(x, t) o movimento do marco de re-
ferência consistente com a formulação ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian). Logo, do
PPV (Principio das Potências Virtuais), tem-se∫

Ω
ρv,t · v̂ dΩ +

∫
Ω
ρ∇v(v− u) · v̂ dΩ −

∫
Ω
p div(v̂) dΩ +

∫
Ω
µ∇v · ∇v̂ dΩ

=
∫

Ω
b · v̂ dΩ−

n∑
i=1

∫
Si

p1Dn · v̂ dS ∀v̂ ∈ V arv (8.2)∫
Ω
div(v)p̂ dΩ = 0 ∀p̂ ∈ V arp, (8.3)

sendo p1D a tensão na superf́ıcie de acoplamento Si vinda do modelo 1D. Logo o problema
variacional pode ser colocado como:

Problema 1. Problema Variacional - Modelo 3D para fluido Newtoniano

Incompresśıvel
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Dado b, achar v ∈ Kinv e p ∈ Kinp tal que{
(v,t, v̂) + a(v, v̂) + b (v,u, v̂) + g(v̂, p) = (b, v̂) +

∑n
i=1 c(p̄i, v̂) ∀ v̂ ∈ V arv

g(v, p̂) = 0 ∀ p̂ ∈ V arp
(8.4)

Para Kinv, Kinp, V arv e V arp definidos como

Kinv = {v ∈ V ; v = 0 em ∂Ωv̄}, V arv = {v̂ ∈ V ; v̂ = 0 em ∂Ωv̄}

Kinp = {p ∈ L2(Ω)}, V arp = {p̂ ∈ L2(Ω)},

Com condição inicial v|t=0 = v0 tal que div(v0) = 0, e

a(v, v̂) = µ(∇v,∇v̂) uma forma bilinear em V;
b(v,u, v̂) = ((∇v)(v− u), v̂) uma forma bilinear em V;
c(p̄i, v̂) = −

∫
Si
p1Dn · v̂ dS uma forma bilinear em V;

g(v̂, p̂) = −(div(v̂), p̂);
p̄i = pressão média na seção transversal de ∂Ωp̄;

(·, ·) = produto interno usual em U .

Vale a pena mencionar que se a fronteira sobre a qual a velocidade é imposta coincide
com toda a fronteira do domı́nio, então para que a pressão seja única, o espaço L2(Ω) deve
ser substitúıdo pelo espaço L2

0(Ω) onde o ı́ndice 0 significa que as funções possuem média
nula.

Para completar este sistema de equações é necessário introduzir condições de con-
torno apropriadas e relações constitutivas associando a pressão e o deslocamento da parede
arterial. Neste caso, foi utilizado um modelo simples de anéis independentes consistente
com o modelo 1D. O seguinte sistema de equações para os pontos sobre a superf́ıcie ∂Ω
(representando a parede arterial) foi empregado

p = p0 +
Eh

R2
0

γ +
kh

R2
0

γ,t,

4x = γn em ∂Ω, (8.5)

v = x,t,

onde γ representa o deslocamento da parede arterial na direção n (a normal saindo da
parede).

Para acoplar os modelos 1D e 3D foi introduzido outro conjunto de equações na
interface entre os dois modelos que estabelece as condições de acoplamento apropriadas
garantindo que o problema esteja bem posto [192]. Para garantir a continuidade da massa
a seguinte restrição é introduzida

Qi = −
∫
Si

v · n dS, (8.6)

sendo Qi a taxa de fluxo correspondente ao modelo 1D na interface de acoplamento Si.
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Para garantir a continuidade da tensão na interface 1D-3D, tem-se∫
∂Ωi

T3Dn · v̂ d∂Ω +
∫
Si

p1D n · v̂ dS = 0, i = 1, n ∀v̂ ∈ V arv, (8.7)

onde p1D é a pressão média dada pelo modelo 1D na interface de acoplamento Si, T3D é
o tensor de tensões dado pelo modelo 3D na interface de acoplamento ∂Ωi e n é a normal
saindo de ∂Ωi. Estas duas equações garantem continuidade da massa e tensão na interface.
Resulta simples mostrar que, para números de Reynolds suficientemente grandes (como é
o caso do fluxo sangúıneo), a Eq. (8.7) implica em continuidade da pressão.

8.1.5 Leis constitutivas

O comportamento do sangue pode ser modelado empregando equações constitutivas
do tipo fluido Newtoniano (apropriadas para representar o comportamento do plasma)
ou Não-Newtonianas. No caso Newtoniano o coeficiente de viscosidade dinâmica µ é
constante, logo a relação é dada por

Lei constitutiva Newtoniana → µ = µ0. (8.8)

Já no caso Não-Newtoniano, é utilizada uma relação mais complexa representada por

Lei constitutiva de Casson → µ(d̂) =
(
√
µ0 +

√
τ0

2d̂

)2

, (8.9)

onde d̂ =
√

1
2Dv : Dv é um dos invariantes do tensor Dv (i.e., a componente simétrica

do gradiente de velocidade). No modelo constitutivo (8.9), µ0 é o valor assintótico da
viscosidade dinâmica quando d̂→∞ e τ0 é o limite para d̂→ 0. Este modelo, conhecido
como modelo de Casson, reproduz mudanças na viscosidade considerando variações na
parte simétrica do tensor gradiente da velocidade. Logo, esperam-se variações no campo
de velocidade quando as taxas de deformação são muito pequenas, já que a viscosidade
nestas situações cresce consideravelmente tendendo a um movimento ŕıgido no limite.

8.1.6 Reconstrução de Geometrias

Diferentes estudos apontam que a complexidade geométrica influencia fortemente as
caracteŕısticas hemodinâmicas e as ações mecânicas do fluxo sangúıneo nas paredes dos
vasos [165, 163]. Por esta razão, a geometria vascular tem um papel muito importante no
desenvolvimento de patologias como arteriosclerose. Por exemplo, a presença de zonas de
re-circulação é fortemente influenciada pelo ângulo de bifurcação das artérias. Outro caso
t́ıpico é dado pela seção distal1 de uma anastomose. Diferentes ângulos de anastomose
induzem zonas de re-circulação, provocando o êxito ou fracasso de um bypass.

1i.e., ponto em que uma estrutura ou um órgão fica afastado de seu centro ou de sua origem.
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Todas estas caracteŕısticas destacam a importância da precisão no processo de
obtenção de geometrias a partir de dados dos pacientes (e.g., processamento de imagens
médicas e geração de malhas de elementos finitos). Estes passos são os seguintes:

• Obter os dados, geralmente em formatos padrão (e.g., DICOM) a partir de um estudo
de imagens (como CT, MRI, Ultrasom, etc.) do paciente.

• Melhorar/restaurar a imagem e segmentar as regiões de interesse.

• Reconstruir a geometria em três dimensões.

• Gerar uma malha de Elementos Finitos para calcular as soluções dos modelos.

Este é de fato um processo complexo que requer a utilização de técnicas de diferentes
áreas da ciência. A integração destas técnicas no processo de modelagem do SCVH será
estudado no Caṕıtulo 9.
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Apêndice Caṕıtulo 8

8.A Dedução do modelo unidimensional do Sistema Cardiovascular

É derivado (a seguir) um modelo unidimensional teórico que representa o fluxo
sangúıneo em vasos de grande porte do SCVH, incluindo fluxos de sáıda devido a rami-
ficações e/ou permeabilidade das paredes arteriais. Para chegar neste modelo, foi seguido o
trabalho de Hughes & Lubliner ([95] e [200]). Os autores aplicam as hipóteses dos modelos
no Teorema de Transporte de Reynolds para uma variável genérica ξ, chegando-se assim
em uma expressão equivalente. Substituindo a variável genérica ξ por ρ, que representa a
massa espećıfica2, obtém-se a equação de conservação da massa. Partindo da equação de
Navier-Stokes, o mesmo procedimento é feito para achar a expressão da conservação de
momento.

No presente trabalho, o problema é abordado de maneira um pouco diferente.
Partindo do PPV é deduzida a equação de Navier-Stokes para o modelo de interesse. Como
na situação particular sendo modelada, somente a velocidade axial (v3) é de interesse, o
sistema que originalmente tem três equações (respectivamente, v1, v2 e v3) é reduzido a
uma única equação. Logo, usando o Teorema de Transporte de Reynolds, chega-se na
equação de Balanço de Momento.

8.A.1 Hipóteses geométricas e cinemáticas

Usando como referência a Figura 8.3, as seguintes considerações são impostas

• O volume V é limitado pelos planos espaciais S1 e S2, fixos e paralelos ao plano
x1 − x2. As coordenadas x3 destes planos são arbitrárias e adotadas como x3 = 0 e
x3 = L, para S1 e S2, respectivamente. Logo x3 ∈ [0, L].

• A superf́ıcie lateral de V , chamada de ∂Vt, pode variar com o tempo, mais não
necessariamente representa uma parede material com respeito ao fluido, i.e. o fluido
pode atravessar a parede do vaso.

• A área luminal de V no ponto x3 no instante t é chamada de S(x3, t) ou simplesmente
S.

• S1 e S2 representam S(0, t) e S(L, t), as seções transversais em x3 = 0 e x3 = L

respectivamente para o instante t.

• A superf́ıcie total que limita o volume V é chamada de ∂V e composta por ∂Vt, S1

e S2. Logo ∂V = ∂Vt ∪ S1 ∪ S2.

• v1, v2 e v3 representam as componentes do vetor velocidade do fluido nas direções
x1, x2 e x3 respectivamente, sendo v = (v1, v2, v3).

2Já que o fluido é incompresśıvel, como mencionado a seguir.
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Figura 8.3: Modelo cinemático e geométrico simplificado do SCVH.

• Como é assumido que o sangue é um fluido incompresśıvel, tem-se que

div v = 0 em V. (8.10)

• Seja n a normal unitária saliente em ∂V . Quando n é usado como sub-́ındice de um
vetor, interpreta-se como a componente do vetor na direção da normal, i.e. vn = v·n
é a componente normal da velocidade do fluido na superf́ıcie. Define-se também un

como sendo a velocidade normal de ∂Vt. É fácil ver que

un = 0 em S1 e S2 (8.11)

onde
n = (0, 0,−1) em S1 ; n = (0, 0, 1) em S2 (8.12)

e, por definição, as componentes de u na direção x3 são nulas3.

Feitas as hipóteses necessárias para o modelo, estas serão utilizadas no Teorema de
Transporte de Reynolds para obter uma expressão mais simples.

8.A.2 Teorema de Transporte de Reynolds

Sob as hipóteses da Mecânica do Cont́ınuo clássica [82], o Teorema de Transporte
de Reynolds permite calcular a derivada total (ou material) da descrição espacial de um
campo escalar arbitrário ξ definido em um domı́nio V arbitrário

d

dt

∫
V
ξ dV =

∫
V

∂ξ

∂t
dV +

∫
∂V
ξun d∂V. (8.13)

Pode-se reescrever o primeiro membro de (8.13) como

d

dt

∫
V
ξ dV =

d

dt

∫ L

0

(∫
S
ξ dA

)
dx3. (8.14)

3Nos planos S1 e S2 não existe movimento na direção x3.
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Define-se o valor médio de ξ na área da seção transversal como sendo ξ̄

ξ̄ =
1
S

∫
S
ξ dA ⇒ ξ̄S =

∫
S
ξ dA. (8.15)

Usando (8.15) em (8.14) tem-se que

d

dt

∫
V
ξ dV =

d

dt

∫ L

0
ξ̄S dx3. (8.16)

Define-se também a velocidade normal de ∂V com respeito ao fluido como sendo wn =
un − vn.

Trabalhando no último termo de (8.13), e seja
∫
∂V ξun d∂V , tem-se que∫

∂V
ξun dA =

∫
∂V
ξ(wn + vn) dA =

∫
∂V
ξwn dA +

∫
∂V
ξvn dA.

Usando o Teorema da Divergência e o fato que div(ξv) = ∇ξ · v + ξdiv v, a expressão
anterior resulta∫

∂V
ξun dA =

∫
∂Vt

ξwn dA +
∫
S1∪S2

ξ( un︸︷︷︸
=0

−vn) dA +
∫
V
div(ξv) dV

=
∫
∂Vt

ξwn dA −
(∫

S1

ξvn1 dA +
∫
S2

ξvn2 dA

)
+

∫
V
ξ div(v)︸ ︷︷ ︸

=0

dV +
∫
V
∇ξ · v dV.

Usando a Eq. (8.10), considerando que n1 = −n2 e tomando n = n2, pode-se reescrever
a equação anterior como∫

∂V
ξun dA =

∫
∂Vt

ξwn dA +
∫
V
∇ξ · v dV −

(∫
S2

ξvn dA −
∫
S1

ξvn dA

)
.

Usando (8.15) pode-se simplificar esta expressão para obter∫
∂V
ξun dA =

∫
∂Vt

ξwn dA +
∫
V
∇ξ · v dV −

(
S2(ξvn) − S1(ξvn)

)
. (8.17)

O último termo da equação anterior pode ser reescrito da seguinte maneira

S2(ξvn) − S1(ξvn) =
∫ L

0

∂

∂x3

[
S(ξv3)

]
dx3.

Introduzindo na Eq. (8.17) tem-se∫
∂V
ξun dA =

∫
∂Vt

ξwn dA +
∫
V
∇ξ · v dV −

∫ L

0

∂

∂x3

[
S(ξv3)

]
dx3. (8.18)
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Usando (8.13), (8.16) e (8.18), tem-se

d

dt

∫ L

0
ξ̄S dx3 =

∫
V

∂ξ

∂t
dV +

∫
∂Vt

ξwn dA +
∫
V
∇ξ · v dV −

∫ L

0

∂

∂x3

(
S(ξv3)

)
dx3,

mas por outro lado
∫
V (∂ξ∂t +∇ξ · v) dV =

∫
V ξ̇ dV , logo

∫ L

0

∂

∂t
(Sξ̄) dx3 +

∫ L

0

∂

∂z

[
S(ξv3)

]
dx3 =

∫
V
ξ̇ dV +

∫
∂Vt

ξwn dA.

Tendo em vista que ∫
∂Vt

(·) dA =
∫ L

0

(∮
C(x3,t)

(·) dl

)
dx3,

sendo C(x3, t) a curva que delimita a seção transversal de S(x3, t), obtém-se uma expressão
do Teorema de Transporte de Reynolds espećıfica para o problema em consideração

∂

∂t
(Sξ̄) +

∂

∂x3

[
S(ξv3)

]
=
∫
S
ξ̇dA +

∮
C(x3,t)

ξwndx3. (8.19)

Eq. (8.19) é a forma do Teorema do Transporte de Reynolds que inclui as hipóteses
cinemáticas e geométricas consideradas para este modelo. Usando esta expressão a seguir
serão derivadas as equações de conservação de momento e conservação de massa correspon-
dentes. É importante ressaltar que nas hipóteses até aqui consideradas, não foi assumido
em momento algum simetria do domı́nio.

8.A.3 Conservação da Massa

Assumindo agora que ξ = 1 ∀t na Equação (8.19), tem-se que

∂S

∂t
+

∂

∂x3
Sv̄3 =

∮
C(x3,t)

wndx3

Dado que wn é a velocidade relativa da parede com respeito ao fluido, −wn é a
velocidade do fluido com relação à parede. Define-se então o fluxo de sáıda (através da
parede) por unidade de longitude e por unidade de tempo como sendo

ψ = −
∮
C(x3,t)

wndx3 (8.20)

Usando este resultado na Eq. (8.20) tem-se que

Conservação da Massa

∂S

∂t
+

∂

∂x3
Sv̄3 + ψ = 0. (8.21)
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8.A.4 Conservação do Momento

No trabalho de Hughes e Lubliner [95], os autores partem da equação de Navier-
Stokes e deduzem uma equação de evolução para v3. Neste caso, foi seguido um cami-
nho ligeiramente diferente, já que para chegar nas equações de estado foram utilizados
prinćıpios clássicos do Cálculo Variacional.

No contexto da Mecânica do Cont́ınuo clássica e considerando o PPV, é de fato
verdadeiro que T ∈ W ′ equilibra f ∈ U ′ se

• PE =< f, v̂ >= 0 ∀v̂ ∈ V arv
⋂
N (D),

• PI + PE = −(T,Dv̂)+ < f, v̂ >= 0 ∀v̂ ∈ V arv.

SendoD(v) ≡ (∇(v))s, diz-se também queD(v) é compat́ıvel se ∃ D ∈ W tal queD(v) = D
(D ∈ W o espaço de taxas de deformação). Chama-se N (D) ao núcleo do operador D(·),
o espaço das ações de movimento ŕıgidas. V arv é o subespaço das ações de movimento
virtuais. Sejam também W ′ o espaço dual de W e V ′ o espaço dual de V.

Para o caso de equiĺıbrio dinâmico, f é substitúıdo por f∗ = f − ρv̇, onde v̇ é a
aceleração real do corpo. Em um corpo tridimensional, a descrição espacial (ou Euleriana)
do PPV é dada por∫

V
T · D(v̂) dV =

∫
V

b · v̂ dV +
∫
∂Va

ā · v̂ dA−
∫
V
ρv̇ · v̂ dV ∀v̂ ∈ V arv, (8.22)

sendo ā a força de superf́ıcie prescrita em ∂Va. Esta força atua na superf́ıcie onde v não
esta prescrita. Também tem-se que

V arv = {v̂ ∈ Uv ; v̂ = 0 em ∂Vv ; ∂Va ∩ ∂Vv = ∅}.

Da Mecânica do Cont́ınuo sabe-se que

v̇ = v′ +∇(v)v.

Pode-se reescrever (8.22) como∫
V

T · D(v̂) dV =
∫
V

b · v̂ dV +
∫
∂V

ā · v̂ dS −
∫
V
ρ

(
∂v
∂t

+∇(v)v
)
· v̂ dV ∀v̂ ∈ V arv.

Supõe-se agora que o fluido estudado é Newtoniano. Pode-se então introduzir a equação
constitutiva

T = −pI + 2µ
(

D− 1
3
tr(D)I

)
,

ou equivalentemente
T = −pI + TD. (8.23)

Sendo µ a viscosidade, TD a parte desviadora do tensor T e D(v) = D. Para simplificar a
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notação será utilizado D(v̂) = D̂ e 1
3 tr(D)I = DH . Tem-se então de (8.23) que∫

V

(
−pI + TD

)
· D̂ dV =

∫
V

b · v̂ dV +
∫
∂Va

â · v̂ dS −
∫
V
ρv̇ · v̂ dV ∀v̂ ∈ V arv.

Operando nesta última expressão, tem-se∫
V

(
−p div(v̂) + TD · D̂

)
dV =

∫
V

b · v̂ dV +
∫
∂Va

â · v̂ dA−
∫
V
ρv̇ · v̂ dV ∀v̂ ∈ V arv.

(8.24)
Trabalhando agora nos termos do lado esquerdo de (8.24), tem-se

−
∫
V
p div(v̂) dV = −

∫
V
div(pv̂) dV +

∫
V

v̂ ·∇p dV = −
∫
∂V
pv̂ ·n dA+

∫
V

v̂ ·∇p dV.

Operando no segundo termo, obtém-se∫
V

TD · D̂ dV =
∫
V

TD · ∇v̂ dV

=
∫
V
div(TDv̂) dV −

∫
V
divTD · v̂ dV

=
∫
∂V

TDn · v̂ dA −
∫
V
divTD · v̂ dV.

Voltando em (8.24), o lado esquerdo desta equação fica

−
∫
∂V
pn · v̂ dA+

∫
V
∇p · v̂ dV +

∫
∂V

TDn · v̂ dA −
∫
V
divTD · v̂ dV.

Substituindo este resultado na equação (8.24) tem-se∫
∂V

(
−pI + TD

)
n · v̂ dA +

∫
V

(
∇p− divTD

)
· v̂ dV +

∫
V
ρv̇ · v̂ dV

=
∫
V

b · v̂ dV +
∫
∂Va

ā · v̂ dA ∀v̂ ∈ V arv.

Assim, o Problema Variacional pode ser colocado como

Problema 2. Problema Variacional 1 - Escoamento de Fluido Newtoniano

Dado ā e b, encontrar v ∈ Kinv tal que:∫
∂V

(
−pI + TD

)
n · v̂ dA +

∫
V

(
∇p− divTD

)
· v̂ dV +

∫
V
ρv̇ · v̂ dV =∫

V
b · v̂ dV +

∫
∂Va

ā · v̂ dA

∀v̂ ∈ V arv. (8.25)

Para Kinv e V arv definidos como:

Kinv = {v ∈ U ; v = v̄ em ∂Vv̄},

V arv = {v̂ ∈ V ; v̂ = 0 em ∂Vv̄}.
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Este é o Prinćıpio das Potências Virtuais para escoamento de fluido Newtoniano.
Assume-se também a hipótese de incompressibilidade, i.e., div(v) = 0. Logo, pode-se
reescrever div(TD) como

div(TD) = div

2µ

D− 1
3
tr(D)︸ ︷︷ ︸

=0

I

 = div

(
2µ
(
∇v +∇vT

2

))
= µ[vi,j + vj,i],j .

Como vj,ij = vj,ji = 0 (já que o div(v) = vj,j = 0), a expressão anterior fica

div(TD) = µvi,jj .

Tendo em conta que no modelo sob consideração somente é de interesse a componente na
direção do eixo longitudinal da artéria (x3), considera-se v̂ = v̂x3 = v̂3 e3

4, logo

div(TD) · v̂x3 = µvi,jj v̂3 δ3i = v3,jj v̂3.

Algo similar acontece com ∇p
∇p · v̂x3 = p,3 v̂3.

Considerando ρf3 como sendo a componente na direção de e3 da força de corpo b, tem-se

b · v̂x3 = ρ f3v̂3.

Dado que v̂ é arbitrário, escolhe-se v̂3 = 0 em ∂Va, logo

a · v̂x3 = 0 em ∂Va.

Considera-se também que não existe fluxo de pressão nem de tensão na fronteira. Logo, a
formulação variacional para o modelo 1D fica

Problema 3. Problema Variacional 2 - Escoamento de Fluido Newtoniano

Incompresśıvel dentro de um tubo

Dado f3
5, achar v3 ∈ Kinv3 tal que∫
V

(p,3 − µv3,jj) v̂3 dV +
∫
V
ρv̇3v̂3 dV =

∫
V
ρf3v̂3 dV

∀v̂3 ∈ V arv3 .

Para Kinv3 e V arv3 definidos como

Kinv3 = {v3 ∈ U ; v3 = v̄3 em ∂Vv̄3 ; v3 = 0 em ∂Va},

V arv3 = {v̂3 ∈ V ; v̂3 = 0 em ∂Vv̄3 ; v̂3 = 0 em ∂Va}.

Do Teorema Fundamental do Cálculo das Variações chega-se na equação de Euler-
4Entende-se por v̂x3 uma velocidade que só tem componente na direção e3.
5A força de corpo por unidade de massa na direção e3.
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Figura 8.4: Vetor normal a curva que limita a seção transversal do lúmen do
vaso.

Lagrange, para Fluido Newtoniano Incompresśıvel dentro de um tubo

ρv̇3 = − ∂p

∂x3
+ µv3,jj + ρf3 em V. (8.26)

Dividindo ambos lados de (8.26) por ρ e integrando na seção transversal tem-se∫
S
v̇3dA = −

∫
S

1
ρ

∂p

∂x3
dA+

∫
S

µ

ρ
v3,jjdA+

∫
S
f3dA. (8.27)

Assume-se agora a seguinte hipótese

p = p̄(x3, t) =
1
S

∫
S
p dA , i.e., o perfil de pressão é plano,

para o segundo termo do lado direito da equação (8.27) tem-se∫
S
v3,jj dA =

∫
S

(v3,11 + v3,22) dA+
∫
S
v3,33 dA.

Usando a Identidade de Green, sejam f e g ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) então∫
Ω
f4g dΩ +

∫
Ω
∇f · ∇g dΩ =

∫
∂Ω
f
∂g

∂m
dA,

e para g = v3 e f = 1 tem-se que∫
S

(v3,11 + v3,22) dA =
∮
C(x1,x2)

∂v3
∂m

dx3,

sendo m = (x1, x2, 0) o vetor unitário normal ao contorno de C(x1, x2) como mostrado na
Figura (8.4). Logo, reescreve-se (8.27) como∫

S
v̇3 dA = −

∫
S

1
ρ

∂p

∂x3
dA +

∮
C(x1,x2)

µ

ρ

∂v3
∂m

dx3 +
∫
S

µ

ρ
v3,33 dA +

∫
S
f3 dA. (8.28)

Assume-se também que a componente v3 da velocidade pode ser decomposta como

v3(x1, x2, x3, t) = φ(x1, x2)v(x3, t).
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Da condição de não deslizamento tem-se que

φ|C = 0.

Sem perda de generalidade, adota-se φ de maneira a satisfazer

1
S

∫
S
φ(x1, x2) dA = 1, (8.29)

v3
2 − v2 = δ̄v2.

Logo

v3
2 =

1
S

∫
S
φ2v2 dA⇒ v2

3 − v2 = v2

[
1
S

∫
S
φ2 dA− 1

]
= δv2,

sendo δ = φ2 − 1. Usando-se a equação (8.19) para ξ = v3, tem-se

∂

∂t
(Sv3) +

∂

∂x3
[S(v2

3)] =
∫
S
v̇3 dA +

∮
C(x3,t)

v3wn dx3, (8.30)

e da equação 8.28

∫
S
v̇3dA = −1

ρ

∫
S

∂p

∂x3
dA +

µ

ρ

[∮
C(x1,x2)

∂v3
∂m

dx3 +
∫
S
v3,33 dA

]
+ Sf̄3, (8.31)

sendo
v3 =

1
S

∫
S
v3 dA =

1
S

∫
S
φv dA = v · 1

S

∫
S
φ dA︸ ︷︷ ︸

=1

= v.

Trabalhando com os termos de (8.30) e (8.31) obtém-se

∂

∂x3
S(v2

3) =
∂

∂x3
S(φ2v2) =

∂

∂x3
v2

∫
S
φ2 dA =

∂

∂x3
[v2S(1 + δ̄)];

∂

∂t
(Sv3) =

∂

∂t

∫
S
φv dA =

∂

∂t
(vS);

∮
C(x1,x2)

∂v3
∂m

dx3 =
∮
C(x1,x2)

v
∂φ

∂m
dx3;

−1
ρ

∫
S

∂p

∂x3
dA = −S

ρ

∂p

∂x3
.

O terceiro termo do lado esquerdo de (8.31)∫
S(x3,t)

∂2v3
∂x2

3

dS,

onde S(x3, t) é a seção transversal da artéria para o instante t no ponto x3 do eixo da
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mesma, pode ser reescrito utilizando a regra de Leibnitz, ou seja

∂

∂z

∫ b(z)

a(z)
f(x, z) dx =

∫ b(z)

a(z)

∂f(x, z)
∂z

dx + f(b(z), z)
∂b

∂z
− f(a(z), z)

∂a

∂z
. (8.32)

Por sua vez pode-se escrever em coordenadas ciĺındricas a componente da velocidade do
sangue na direção do eixo e3

v3(x1, x2, x3, t) = ṽ3(r, θ, x3, t).

Tem-se então que

∂

∂x3

∫
S(x3,t)

v3 dS =
∂

∂x3

∫ 2π

0

∫ R(θ,x3,t)

0
ṽ3(r, θ, x3, t) r dr dθ

=
∫ 2π

0

∂

∂x3

∫ R(θ,x3,t)

0
ṽ3(r, θ, x3, t) r dr dθ.

Aplicando (8.32) tem-se:

∂

∂x3

∫
S(x3,t)

v3 dS =
∫ 2π

0
{ṽ3 r}|R(θ,x3,t)

∂R

∂x3
|R(θ,x3,t) dθ︸ ︷︷ ︸

=0 já que ṽ3|R = 0

+
∫ 2π

0

∫ R(θ,x3,t)

0

∂ṽ3(r, θ, x3, t)
∂x3

r dr dθ

=
∫
S(x3,t)

∂v3
∂x3

dS.

Logo, dado que ṽ3|R = 0, tem-se

∂

∂x3

∫
S(x3,t)

v3 dS =
∫
S(x3,t)

∂v3
∂x3

dS.

Como ṽ3|R ≡ 0 ∀x3 ⇒ ∂ṽ3
∂x3
|R = 0 pode-se aplicar um racioćınio idêntico ao anterior

para obter
∂2

∂x2
3

∫
S(x3,t)

v3 dS =
∫
S(x3,t)

∂2v3
∂x2

3

dS. (8.33)

Logo, usando (8.33) no terceiro termo do lado direito de (8.31), tem-se que

µ

ρ

∫
S
v3,33 dA =

µ

ρ

∂

∂x3

∫
S
v3dA =

µ

ρ

∂

∂x3
(Sv3).

Finalmente, recordando que v3 = v, a equação de Balanço do Momento para o problema
sob consideração é dada por
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Balanço do Momento

∂

∂t
(Sv) +

∂

∂x3
[v2S(1 + δ̄)] +

S

ρ

∂p

∂x3
= Sf̄3 + vN +

µ

ρ

∂2

∂x2
3

(Sv)

sendo N =
µ

ρ

∮
C(x3,t)

∂φ

∂m
dx3

δ̄ =
1
S

∫
S
φ2 dA− 1. (8.34)

Com isto completa-se o sistema de equações correspondente ao modelo unidimen-
sional de fluxo em vasos de grande porte do SCVH, incluindo fluxos de sáıda devido a
ramificações e/ou permeabilidade das paredes arteriais.

Tem-se então que o sistema é dado pelas equações de Balanço de Massa (Eq.
(8.21)) e Balanço de Momento (Eq. (8.34)). Logo, o sistema fica

∂S

∂t
+

∂

∂x3
Sv + ψ = 0

∂

∂t
(Sv) +

∂

∂x3
[v2S(1 + δ̄)] +

S

ρ

∂p

∂x3
= Sf̄3 + vN +

µ

ρ

∂2

∂x2
3

(Sv)

para δ =
1
S

∫
S
φ2 dA− 1

N =
µ

ρ

∮
C(x3,t)

∂φ

∂m
dx3.

Pode-se perceber que o sistema tem três incógnitas (i.e., S, v e p), mas somente
duas equações. Para completar este sistema é introduzida mais uma equação constitutiva,
relacionando a pressão com a área da seção transversal

p(x3, t) = p(S(x3, t), x3, t).

Assumindo, por exemplo, um modelo elástico que relacione a área luminal S e a pressão
p, pode-se adotar a relação constitutiva linear utilizada em [193], ou seja

p = p0 +
Eh0

R0

(√
S

S0
− 1

)
.

sendo h0, R0 e A0 a espessura, o raio e a área da seção transversal do vaso respectiva-
mente sob a ação da pressão referencial p0, completando com isso o sistema de equações
correspondentes ao modelo.
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Caṕıtulo 8. Modelagem Computacional Multidimensional do Sistema Cardiovascular Humano

Modelo 1D

Fluxo Unidimensional em Vasos de Grande Porte - Sistema de Equações

∂S

∂t
+

∂

∂x3
Sv + ψ = 0

∂

∂t
(Sv) +

∂

∂x3
[v2S(1 + δ̄)] +

S

ρ

∂p

∂x3
= Sf3 + vN +

µ

ρ

∂2

∂x2
3

(Sv̄)

p = p0 +
Eh0

R0

(√
S

S0
− 1

)

sendo N =
µ

ρ

∮
C(x3,t)

∂φ

∂m
dx3

e δ̄ =
1
S

∫
S
φ2 dA− 1. (8.35)

No caso, uma equação constitutiva visco-elástica foi utilizada para relacionar a
pressão e a áreas da seção transversal, ou seja

p = p0 +
Eh0

R0

(√
S

S0
− 1

)
+
kh0

R0

1
2
√
S0S

S,t. (8.36)

166



Caṕıtulo 9

HeMoLab - Laboratório de Modelagem em Hemodinâmica

O aumento na complexidade das intervenções cirúrgicas tem exigido um maior uso de
técnicas precisas que permitam predizer o resultado dos procedimentos médicos. O atual
grau de desenvolvimento alcançado pelas técnicas de modelagem computacional unida
ao crescimento da performance dos computadores permite o estudo, desenvolvimento e
solução de modelos computacionais capazes de avaliar a resposta do corpo humano a estes
procedimentos. A modelagem e simulação computacional, computação gráfica e realidade
virtual fornecem as ferramentas necessárias para representar, com alto grau de detalhe, os
fenômenos que acontecem dentro do organismo de um paciente de maneira não invasiva.
Levando em conta essas idéias, foi desenvolvida a ferramenta computacional HeMoLab
- Laboratório de Modelagem em Hemodinâmica, que reúne as mais novas técnicas de
modelagem do Sistema Cardiovascular Humano com o objetivo de se tornar útil na dif́ıcil
tarefa de modelar este sistema. Desenvolvimento de modelos personalizados do sistema
arterial completo, processamento de imagens médicas para obtenção de geometrias dos
pacientes, geração de modelos tridimensionais de distritos arteriais espećıficos, simula-
ção e ajuste do sistema arterial integral para reproduzir o observado em um paciente,
integração destes dados com as geometrias extráıdas das imagens do paciente são algumas
das funcionalidades mais destacáveis desta ferramenta.

No Caṕıtulo 8 foram apresentados os modelos e metodologias necessárias na mode-
lagem computacional do SCVH. O criação e desenvolvimento destes tipos de modelos é um
processo altamente complexo e requer o tratamento de informações heterogêneas. Edição
de árvores arteriais, processamento de imagens médicas e geometrias são somente algumas
das ferramentas necessárias para gerar os modelos. Até o presente momento, a geração
de modelos do SCVH era feita de maneira artesanal, um processo delicado que envolve
diferentes ferramentas e dados em diversos formatos. Neste processo resulta dif́ıcil evitar a
introdução de erros humanos assim como a sua detecção. Por este motivo surge a necessi-
dade de desenvolver ferramentas computacionais para os especialistas (sejam engenheiros,
técnicos ou médicos) reunindo os vários passos da modelagem em um único ambiente de
trabalho, padronizando as informações tratadas.

Uma das potenciais aplicações desta tecnologia é no planejamento terapêutico e
cirúrgico das mais variadas doenças cardiovasculares. Neste caso, é fundamental o uso
de modelos matemáticos que representem a dinâmica SCVH, assim como a sua simulação
computacional. Diferentes caracteŕısticas desta dinâmica são de interesse, e.g., campos
de velocidade do sangue dentro das artérias, propagação das ondas de pressão na árvore
arterial, estado de tensões nas paredes arteriais, tensões oscilatórias, etc. Os modelos
devem permitir ainda a incorporação de informações espećıficas dos pacientes. Estas
informações podem chegar de diferentes maneiras e formatos, podendo ser até incompletas
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em alguns casos (imagens médicas, propriedades mecânicas dos tecidos, leituras de pressão
ou fluxo em determinados pontos da anatomia, etc.).

Algumas das aplicações mais destacáveis desta ferramenta na medicina cardiovascu-
lar são:

• Auxiliar no treinamento e aprimoramento de técnicas cirúrgicas: permitindo a estu-
dantes aprender os procedimentos ou a cirurgiões experimentes aperfeiçoar as suas
técnicas e habilidades.

• Estudar o resultado de diferentes intervenções cirúrgicas: permitindo determinar o
melhor procedimento a ser utilizado em um determinado paciente, a melhor maneira
de realizar este procedimento e até avaliar os potenciais resultados.

• Representar fenômenos como absorção, difusão e transporte de substâncias bioqúı-
micas nos tecidos da parede arterial: reproduzindo, por exemplo, o que acontece ao
utilizar stents revestidos com fármacos.

• Indicar risco de ruptura de aneurismas e desenvolvimento de hiperplasia: diferentes
estudos indicam que fatores hemodinâmicos (tensões oscilatórias e a conseqüente
fadiga dos tecidos, altos gradientes de tensão nas paredes arteriais, regiões de re-
circulação, elevados tempos de residência das part́ıculas) estão intimamente rela-
cionados ao risco de ruptura de aneurismas assim como ao desenvolvimento de
hiperplasia. Os modelos apresentados no Caṕıtulo 8 permitem estudar este tipo
de fatores.

A abrangência e complexidade dos modelos mencionados faz com que o desenvolvi-
mento desta ferramenta seja uma tarefa complexa que requer interação de especialistas
de diferentes áreas (engenharia, medicina, computação, entre outras). Desta interação
surgira uma serie de requisitos básicos que esta ferramenta deveria atender assim como o
framework mais apropriado para desenvolvimento da ferramenta e os diferentes módulos
que a mesma deveria disponibilizar. Nas próximas seções serão apresentados em detalhe
estes aspectos.

9.1 Análise de requisitos

A criação de modelos do SCVH exige integração de diferentes funcionalidades e
dados. Pode ser de interesse analisar em detalhe a hemodinâmica (fluxo, pressão, es-
tado de tensões, etc.) em uma região do sistema arterial de um paciente. Para isto é
necessário reconstruir geometrias a partir de imagens médicas do paciente para reproduzir
o fluxo sangúıneo nos vasos daquele indiv́ıduo. Uma outra necessidade será parametrizar
uma árvore arterial padrão para conseguir aproximar com a maior precisão posśıvel o
observado em um paciente. Para isto, devem-se fornecer ferramentas para modificar as
propriedades mecânicas de uma determinada árvore, assim como adicionar ou eliminar
segmentos arteriais nas regiões que tenham maior ou menor relevância, respectivamente.
Aparecem então diferentes requerimentos a serem considerados no desenvolvimento:
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• Processamento de imagens: para poder extrair a geometria das artérias de um deter-
minado paciente é necessário fornecer ferramentas de processamento e visualização
destas imagens. Uma vez processadas as imagens, a geometria das artérias ou estru-
turas de interesse nelas presentes devem ser reconstrúıdas tridimensionalmente (e.g.,
triangulação das superf́ıcies).

• Visualização/Edição da árvore 1D: devem-se fornecer ferramentas que permitam
visualizar e editar os parâmetros da árvore arterial 1D de maneira a incluir as ca-
racteŕısticas e comportamentos espećıficos de cada paciente.

• Visualização/Edição da geometrias 3D: uma vez obtidas as geometrias (superf́ıcies) a
partir das imagens dos pacientes, as mesmas devem ser processadas/refinadas para,
a partir delas, gerar as malhas volumétricas que serão utilizadas para calcular as
aproximações numéricas das equações de fluidos/sólidos correspondentes.

• Acoplamentos entre os diferentes modelos: para fazer com que os modelos funcionem
de maneira integrada, é necessário acoplar os modelos 1D e 3D.

• Solução numérica de equações diferenciais: os modelos mencionados anteriormente
fornecem uma série de equações cujas soluções correspondem aos campos de interesse
(velocidade, pressão, etc.). As soluções destas equações podem ser aproximadas
numericamente.

• Visualização dos resultados: os resultados do cálculo numérico são gigantescos vo-
lumes de dados. Para poder interpretá-los, estes dados devem ser apresentados de
uma maneira amigável utilizando técnicas de visualização cient́ıfica.

Estes requerimentos foram separados em diferentes módulos. Na seqüencia são ana-
lisados os requerimentos de cada um deles.

9.1.1 Módulo 1: Processamento de Imagens

O processamento de imagens tem sido largamente utilizado na medicina [91, 187].
Talvez esta seja a maneira mais efetiva de utilizar dados reais em simulações computa-
cionais. O objetivo deste módulo é permitir ao usuário ler e processar imagens médicas.
Geralmente as imagens médicas são recebidas no formato padrão DICOM [26] (o mais
utilizado pelos aparelhos de aquisição hoje em dia). No entanto, algumas vezes estes
dados podem ser fornecidos em outros formatos, por exemplo como seqüencias de imagens
BMP, JPG, PNG ou em uma única imagem que contém os diferentes planos. Por este
motivo, este módulo deve permitir a leitura de diferentes formatos de imagens.

Existem diversos filtros usualmente utilizados para processar uma imagem [17, 27,
64, 75, 113]. No caso de imagens médicas, estas costumam apresentar rúıdo, o que difi-
culta o processo de identificação das diferentes estruturas. Filtros de suavização Gaussiano,
suavização anisotrópico, filtros morfológicos, dentre outros, são usualmente utilizados para
remover rúıdo e melhorar a qualidade de uma imagem degradada. Uma vez que a imagem
foi filtrada, é necessário identificar as diferentes regiões que a compõem. Este processo,
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chamado de segmentação, será utilizado neste caso para identificar artérias ou outras es-
truturas relacionadas ao sistema cardiovascular presentes nas imagens (paredes arteriais,
aneurismas, etc.). Existem na bibliografia uma variedade de métodos para segmentar
imagens, variando de acordo com a aplicação espećıfica [30, 112, 114, 121, 124, 125, 208].
Tanto os filtros de imagens quanto os métodos de segmentação, possuem parâmetros de
controle que devem ser calibrados de acordo com cada aplicação. Assim, deve-se permitir
esse ajuste de forma sistemática. Além do mais, processamento de imagens médicas é na
atualidade uma das áreas mais ativas de produção cient́ıfica. Por este motivo, devem-se
considerar mecanismos que permitam incorporar métodos novos que possam ser desen-
volvidos no futuro como, por exemplo os desenvolvidos neste trabalho (Parte I), além dos
já existentes.

Finalmente, uma vez selecionada a região de interesse dentro da imagem, a geometria
(triangulação) que a representa deve ser gerada utilizando algum método de reconstrução
tridimensional (e.g., Marching Cubes [122] e os métodos de segmentação propostos neste
trabalho, Parte II). A partir desta primeira versão da geometria do vaso (ou estrutura
segmentada), será gerada a malha de elementos finitos correspondente (Seção 9.1.3).

9.1.2 Módulo 2: Modelo 1D

A maior parte do sistema arterial é representada utilizando uma simplificação uni-
dimensional das equações de Navier-Stokes, este é chamado de Modelo 1D [61, 95] (apre-
sentados na Seção 8.1.1).

Baseada na topologia da árvore arterial proposta por Avolio [19], foi desenvolvida
uma geometria “padrão” composta de 128 segmentos arteriais que representam as maiores
artérias do corpo humano. O primeiro requerimento deste módulo é a edição deste tipo
de árvores (e outras nela baseadas) que se encontram armazenadas em arquivos de texto
formatados (o formato destes arquivos é o definido pelo SolverGP, Seção 9.3.6).

Existem nestas árvores dois tipos de elementos: segmentos e terminais Windkessel.
Cada segmento representa uma artéria, fornecendo informações de fluxo, pressão e área em
todos os pontos. Os terminais condensam em um ponto (modelo 0D, baseados no modelo
proposto em [66]) caracteŕısticas de uma região completa, permitindo simplificar a árvore
de maneira que não é necessário fornecer propriedades dos distritos simplificados, porém
os mesmos não fornecem detalhes de fluxo e pressão nas regiões condensadas.

Dois tipos de informações caracterizam este modelo:

• geométricas e

• paramétricas.

Os dados geométricos definem a topologia da árvore representada. Ao incorporar
maior quantidade de elementos nesta árvore espera-se uma maior precisão nos resultados a
ela associados. Para modificar a geometria da árvore, será necessário fornecer ferramentas
de edição que permitam agregar e eliminar elementos desta árvore, assim como modificar
os já existentes.
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Os dados paramétricos são aqueles que definem as caracteŕısticas mecânicas das
artérias, quais sejam: diâmetro da artéria1; espessura da parede arterial; percentual de
elastina, colágeno e músculo liso na parede, pressão externa no vaso, permeabilidade da
parede, curva de ejeção do coração, dentre outras. Estes parâmetros devem assumir valores
dentro de determinados intervalos, caso contrário o modelo não teria sentido f́ısico. A
verificação deste valores evitará então inconsistências (numéricas e f́ısicas) nos modelos.

9.1.3 Módulo 3: Modelo 3D

Outra funcionalidade importante é permitir a simulação do fluxo sangúıneo em de-
terminados trechos da árvore arterial permitindo analisar em detalhe as caracteŕısticas do
fluxo naquela região.

As superf́ıcies geradas a partir das imagens médicas costumam ser de má qualidade
(por ter triângulos tipo “agulhas” onde a área se aproxima de zero mas o comprimento
das arestas é maior a zero, ou muito pequenos onde todas as arestas são da mesma ordem
mas a área do elemento é próxima de zero). Por este motivo, são necessárias ferramentas2

que permitam melhorar as superf́ıcies, eliminando este tipo de caracteŕıstica indesejável.
Uma malha de boa qualidade se caracteriza por estar composta de triângulos praticamente
equiláteros (todos os seus lados são quase iguais). A precisão dos resultados (associados
aos modelos) dependerá diretamente da qualidade das malhas e do tamanho dos seus
elementos.

Também existe a necessidade de incorporar informações espećıficas dos pacientes tais
como espessura das paredes arteriais, percentual de colágeno, elastina e músculo liso que
irão influir na resposta do modelo do sistema arterial e enriquecê-los. Pode ser de interesse
também modelar o comportamento do fluido utilizando diferentes relações constitutivas
(fluido Newtoniano ou não-Newtoniano).

Todas estas informações deverão ser salvas de maneira persistente (i.e., em arquivos).
Em particular, no formato definido pelo SolverGP, o qual será utilizado para calcular as
soluções destes modelos.

9.1.4 Módulo 4: Acoplamento

Uma vez gerada a árvore 1D e a(s) geometria(s) 3D, e determinados os correspon-
dentes parâmetros, estas informações devem ser reunidas de maneira a gerar um único
modelo acoplado. Os passos seguidos são:

• identificar/selecionar os segmentos arteriais do modelo 1D que serão substitúıdos por
uma geometria 3D,

• remover estes segmentos da árvore 1D,

• associar os pontos de entrada/sáıda da geometria 3D (identificados por grupos de
elementos) com os terminais correspondentes na árvore 1D.

1O diâmetro é uma caracteŕıstica geométrica da artéria, mesmo assim este entra como um parâmetro
no modelo matemático simplificado, por este motivo é considerado um dado paramétrico.

2Filtros que operam sobre a malha modificando a posição dos pontos e a conectividade dos triângulos
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Para isto será necessário criar grupos de elementos no modelo 3D que caracterizem
os pontos de conexão entre ambos modelos. As informações correspondentes aos modelos
1D, 3D e ao acoplamento devem ser salvas no formato do SolverGP.

9.1.5 Módulo 5: Simulação Numérica

O solver numérico SolverGP é um framework pensado para atender diferentes neces-
sidades. O problema modelado é descrito utilizando uma série de arquivos (os quais contém
informação da geometria, acoplamentos, parâmetros e condições iniciais e de contorno
associadas ao problema) em um formato definido especificamente para este framework.
Nestes arquivos encontra-se a informação necessária para montar o sistema de equações
correspondente ao problema modelado.

Os parâmetros utilizados na resolução dos sistemas de equações (solver numérico
direto ou iterativo, esquema de integração temporal, etc.) de cada problema são também
definidos nestes arquivos. Logo, o problema encontra-se completamente definido em termos
dos arquivos de entrada do SolverGP. Por este motivo, a leitura/escrita destes arquivos é
um ponto fundamental no aproveitamento desta ferramenta.

9.1.6 Módulo 6: Visualização e Análise

Uma vez realizada a simulação numérica, a solução do problema modelado (e.g., cam-
pos escalares no caso da pressão, campos vetoriais no caso da velocidade e deslocamento,
etc.) é representada pelo valor (numérico) destes campos em cada ponto do domı́nio. Estas
informações representam uma quantidade enorme de dados os quais não podem ser ana-
lisados diretamente sem pós processamento. Para interpretar estes dados, são utilizadas
técnicas de visualização cient́ıfica [73, 83, 175, 176] que permitem representar a informação
de maneira compreenśıvel. Por exemplo, o campo de velocidades pode ser representado
utilizando glyphs que indiquem a direção e intensidade do campo nos diferentes pontos
do domı́nio. O deslocamento das paredes arteriais provocado pela variação da pressão no
interior dos vasos pode ser visualizado aplicando uma deformação na geometria consistente
com os deslocamentos em cada ponto. Existem inumeráveis maneiras de representar estes
dados dependendo da informação sob análise. Para isto, são necessárias estruturas de
dados (para armazená-los), filtros (para processar esta informação) e bibliotecas gráficas
especialmente desenhadas para visualização de grandes volumes de dados atendendo a boa
performance e tirando proveito da tecnologia dispońıvel (e.g., OpenGL[152]).

9.2 O framework utilizado

Nesta seção é analisado o ambiente de trabalho e ferramentas utilizadas no desen-
volvimento. Em seguida é feita uma breve revisão da arquitetura do software ParaView,
o qual foi utilizado como base para o desenvolvimento.
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9.2.1 Ambiente de trabalho

O desenvolvimento do HeMoLab está sendo feito no sistema operacional Linux, na
distribuição Ubuntu 6.06.1 LTS [191]. A linguagem de desenvolvimento é ANSI-C++ [184],
e os compiladores utilizados são c++/gcc [71](correspondentes ao GCC versão 4.0.3).

O IDE (Integrated Development Environment) escolhido é o Eclipse SDK [178]
(versão 3.1.2), com os módulos (plugins) Eclipse C/C++ Development Tooling - CDT
[189] (versão 3.0.2) para edição de arquivos c/c++ e Subclipse [185] (versão 0.9.105) para
interação com o repositório. O controle de versões é feito utilizando um repositório Sub-
version [186] (SVN - 1.3.1). Na configuração de projeto é utilizado o CMake [123] (versão
2.2 - patch 3).

Para gerenciar o projeto é utilizado o dotProject [47] (versão 2.0.1), e para gerenciar
as tarefas está sendo utilizado o Bugzilla [34] (versão 2.16.7).

9.2.2 ParaView

Para suprir os requerimentos mencionados na seção anterior, está sendo desenvolvido
um software que reúne as ferramentas mencionadas dentro de um mesmo ambiente de
trabalho. O ambiente escolhido para desenvolver as ferramentas foi o ParaView [98], o
qual será o marco destas funcionalidades.

ParaView utiliza como base a biblioteca Visualization ToolKit (VTK [99]), uma das
mais utilizadas para visualização e renderização 3D. VTK foi implementado em C++ e
usa primitivas OpenGL para a renderização. Já a interface de usuário (User Interface
- UI) do ParaView foi escrita na linguagem TCL. O ParaView foi criado pela Kitware
Inc. juntamente com os Laboratórios de Los Alamos, Sandia e Lawrence Livermore. Este
software é uma aplicação originalmente desenvolvida para visualização de dados cient́ıficos,
com interface gráfica simples e que pode ser parametrizada pelos próprios usuários. Este
software também incorpora métodos de processamento de imagens, além de proporcionar
suporte para computação distribúıda e portabilidade para vários sistemas operacionais.
Também possui a capacidade de se comunicar através de diferentes formatos de arquivos.
Dependendo da arquitetura em que as aplicações funcionam, o tamanho dos conjuntos de
dados que o ParaView suporta pode variar.

Embora o ParaView seja, em boa parte, um programa interpretado, este apresenta
o rendimento de um programa compilado, com as facilidades e extensibilidade que uma
linguagem interpretada oferece. Este software pode ser estendido por meio do uso de
arquivos XML que descrevam novos módulos, aproveitando rotinas escritas na linguagem
TCL que por sua vez utiliza bibliotecas compiladas feitas em C++.

ParaView apresenta uma arquitetura modular, baseada na idéia que o processa-
mento de dados, a renderização e o controle de interface de usuário podem funcionar em
processos separados, em diferentes computadores e até em diferentes plataformas. Talvez
o aspecto mais significativo do ParaView é a separação da interface gráfica de usuário
(Graphical User Interface - GUI) dos servidores de processamento. Para atender estas
necessidades foi necessária a criação de um Gerenciador de servidores (chamado Server
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ClienteCliente

Server
Manager
Server

Manager

Data
Server 1

Data
Server 1

Data
Server n

Data
Server n

Render
Server 1
Render
Server 1

Render
Server n
Render

Server n

. . .

. . .

Figura 9.1: Arquitetura Cliente-Servidor do ParaView.

Manager, responsável pela comunicação entre os diferentes processos) e de uma linguagem
para comunicar objetos em diferentes processos (a Linguagem Cliente-Servidor, foi espe-
cialmente criada para chamar métodos em objetos VTK de maneira remota).

As caracteŕısticas pelas quais o ParaView resultou a melhor alternativa para ser o
ambiente de desenvolvimento das funcionalidades acima descritas são resumidas a seguir:

• Aplicação Open-Source: o ParaView é uma aplicação Open Source sob a licença
GNU, implicando que qualquer pessoa ou grupo tem o direito de usar e/ou distribuir
o software do modo que este é ou introduzindo as modificações que ele ou eles bem
entendam necessárias sem pagar por direitos autorais ou patentes.

• Desenvolvido na linguagem ANSI-C++: o que o faz eficiente e robusto, além de
permitir que o mesmo seja recompilado em diferentes plataformas.

• Extensibilidade: a arquitetura do ParaView permite estender facilmente as suas
funcionalidades, permitindo agregar novas rotinas de maneira simples.

• Paralelismo: esta ferramenta foi desenvolvida de maneira a poder trabalhar em
vários processos e inclusive em vários computadores ao mesmo tempo. Esta carac-
teŕıstica torna-se muito atraente quando o volume dos dados é muito grande.

• Versatilidade: permite tratar diferentes formatos de dados (e incluir novos) de
maneira independente sem ser esta uma limitação na sua performance.

• Baseado em VTK: esta biblioteca é amplamente utilizada e conhecida, o que facilita
a sua manipulação e o desenvolvimento de novos módulos.

9.2.3 Arquitetura do ParaView
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O ParaView baseia-se em uma arquitetura Cliente-Servidor. Sua arquitetura foi
desenvolvida de forma modular, permitindo a separação do processamento de dados, a vi-
sualização e a interface de usuário em diferentes processos/computadores. Desta maneira,
não resulta dif́ıcil montar um cenário no qual o resultado de uma simulação (geometria
+ dados), processada em um supercomputador, é visualizada em um computador com
menor quantidade de processadores mas com um hardware de renderização 3D de alta
performance enquanto a interface de usuário é apresentada em um computador pessoal
simples.

Neste contexto existem quatro componentes que integram o ParaView:

• Client (CL);

• Server Manager (SM);

• Render Server (RS) e

• Data Server (DS).

Cada um destes componentes tem funções espećıficas, as mesmas são descritas a seguir.

9.2.4 Client - CL

O Cliente é responsável por passar os valores/dados, fornecidos pelo usuário, para o
Server Manager. Estes dados são lidos utilizando controles de interface (abas) comuns, e.g.,
caixas de texto, botões, etc. Também é responsabilidade do cliente manter consistentes as
informações mostradas na interface com os dados que se encontram no Server Manager.

As GUI dos módulos de leitura/escrita/filtragem são especificadas utilizando ar-
quivos XML. Existem dois tipos de arquivos XML: a) XML Cliente: especificam as abas
necessárias na GUI para controlar os leitores/escritores/filtros que serão utilizados pelo
usuário para introduzir dados (e.g., parâmetros dos filtros); b) XML Servidor: relacionam
as classes no Server Manager (proxies) com os correspondentes leitores/escritores/filtros
no servidor (objetos VTK). Utilizando estes proxies as classes de interface do cliente se
comunicam com as classes nos diferentes servidores.

Para cada aba que se deseje agregar na interface de um determinado módulo, existe
um marcador (tag) correspondente no XML. Estes controles podem ser abas simples (e.g.,
um botão, caixa de texto, etc.) ou componentes mais complexos compostos agregando
várias abas simples (e.g., um painel que contém vários campos, barras de rolagem, e
botões). Desta maneira, ao criar novos filtros, podem ser criados controles que permitam
ao usuário introduzir as informações espećıficas daquele filtro.

9.2.5 Server Manager - SM

O Server Manager (ou Gerenciador de Servidores) é o módulo responsável pela co-
municação entre o Render Server, o Data Server e o Cliente. Também é responsável por
manter uma cópia do estado dos servidores por meio do uso de propriedades. Nele existem
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referências a proxies (objetos locais) que se comunicam com os objetos VTK (criados remo-
tamente) nos servidores, fornecendo também uma interface para criação e gerenciamento
de objetos naqueles processos possivelmente em paralelo. O Server Manager possui os
seguintes componentes:

• Proxies - vtkSMProxy e suas sub-classes, fornecem uma interface local para se comu-
nicar com os objetos VTK, que residem no(s) servidor(es). As suas responsabilidades
são as seguintes: criar os objetos VTK no servidor; manter referências aos objetos
VTK no servidor usando os Ids Cliente Servidor(CSID)3; manter uma cópia do
estado dos objetos que se encontram no lado servidor;

• Propriedades - vtkSMProperty e suas sub-classes, fornecem o acesso do cliente à
interface (API - Application Programming Interface) dos objetos no lado servidor
representado pelos proxies;

• Domı́nios - vtkSMDomain e suas sub-classes, representam uma coleção/intervalo de
posśıveis valores que as propriedades podem assumir.

Os diferentes proxies são gerenciados pelo Proxy Manager (vtkSMProxyManager). O
Proxy Manager é uma classe Singleton[68] (existe uma única instância dela na memória)
responsável por manter referências aos proxies e suas correspondentes propriedades de
acordo ao especificado nos arquivos XML do servidor (os quais serão descritos em breve).
Cada proxy esta relacionado a um objeto no servidor por meio do CSID. O CSID e o objeto
no servidor são criados pelo Process Module (vtkProcessModule, também Singleton),
responsável por atribuir um CSID único no sistema a cada objeto criado através dele e de
obter a referência desse objeto dado o CSID.

A configuração do SM é armazenada em arquivos XML. Estes arquivos irão especi-
ficar com que objetos no servidor cada proxy se comunica e quais são as propriedades a
ele associadas. Desta maneira, o usuário ou o desenvolvedor tem um mecanismo dinâmico
de associar proxies (no SM) com objetos VTK (nos servidores). Enquanto os arquivos
XML do cliente especificam que controles devem aparecer na interface para permitir ao
usuário alterar os dados e parâmetros dos diferentes módulos e filtros, o XML do servidor
determina qual será o proxy responsável por tratar/enviar estes dados ao servidor e quais
serão as propriedades associadas e esse proxy.

Dentro dos arquivos XML do servidor existe um único tag XML chamado
ServerManagerConfiguration, por sua vez este contém tags do tipo ProxyGroup. Este
marcador é utilizado para agrupar proxies de acordo com a sua funcionalidade (e.g.,
leitores/escritores, filtros, widgets 3D, etc.), também define no seu atributo name o grupo
ao qual proxies definidos dentro dele pertencem, alguns exemplos podem ser “sources”,
“filters” e “3d widgets”. Um breve exemplo é apresentado na Fig. 9.2.

Um exemplo simples da chamada de um proxy via XML é o caso dos leitores,
fontes e filtros (todos estes tipos de filtros são considerados fontes de dados ou sources).

3O id cliente servidor é um valor único a ńıvel de sistema que permite identificar objetos no(s) servi-
dor(es).
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<ServerManagerConfiguration>
<ProxyGroup name="sources">

<SourceProxy name="CubeSource" class="vtkCubeSource">
[...]

</SourceProxy>
</ProxyGroup>
<ProxyGroup name="filters">

<SourceProxy name="SurfaceSmooth" class="vtkSmoothPolyDataFilter">
[...]

</SourceProxy>
</ProxyGroup>

</ServerManagerConfiguration>

Figura 9.2: Exemplo código XML com proxies em diferentes grupos.

Cada source é representado (no XML) pelo elemento SourceProxy (um sub-marcador
do ProxyGroup). O marcador SourceProxy tem os seguintes atributos: name, que é um
identificador único desse source proxy, o mesmo não pode estar repetido em outro source
proxy ; e class, que é o nome da classe source que será criada no servidor ao se criar esse
proxy. Dentro destes tags, encontram-se definidas as propriedades associadas a este proxy,
como mostrado na Fig. 9.3. Desta maneira é feita uma associação única entre um source
proxy e uma classe VTK (source) no servidor. O proxy cumpre a função de estabelecer a
comunicação entre o processo no qual o proxy se encontra e a classe correspondente em um
servidor. Este exemplo considera o caso no qual o source proxy supre as funcionalidades
necessárias para dialogar com um objeto do tipo CubeSource no servidor. De uma maneira
semelhante são associados outros tipos de proxies com outras classes VTK (e.g., filtros
mais complexos, widgets 3D, etc.).

As propriedades são utilizadas para representar a chamada a um método (e qualquer
argumento a ele associado) de um objeto VTK armazenado no CL, SM, DS ou RS. As
propriedades têm um estado interno (atributos que representam os parâmetros de entrada
do método) o qual pode ser enviado para o objeto VTK associado a ela. Geralmente, o de-
senvolvedor não cria diretamente instâncias das propriedades, elas são criadas e atribúıdas
quando o arquivo e/ou strings de configuração XML são processados pelo ParaView. Na
Fig. 9.3 é apresentado um exemplo simples de configuração de um source proxy com
propriedades. Neste exemplo também é utilizado o domı́nio, o qual especifica a faixa de
valores permitidos para esta propriedade.

9.2.6 Render Server - RS

Este módulo representa todo o processamento requerido para mostrar e renderizar
um ou vários conjuntos de dados. Toda vez que um conjunto de dados é carregado ou
gerado pelo ParaView, ele é primeiramente filtrado para gerar uma representação poligo-
nal. Posteriormente, é criada uma série de mappers (transformam coordenadas reais em
coordenadas na tela), atores, propriedades e tabela de cores (LookUpTables - LUTs) que
permitirão visualizar a representação poligonal destes dados.
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<SourceProxy name="CubeSource" class="vtkCubeSource">
<DoubleVectorProperty

name="XLength"
command="SetXLength"
number_of_elements="1"
default_values="1.0">
<DoubleRangeDomain name="range" min="0"/>

</DoubleVectorProperty>
<DoubleVectorProperty

name="YLength"
command="SetYLength"
number_of_elements="1"
default_values="1.0">
<DoubleRangeDomain name="range" min="0"/>

</DoubleVectorProperty>
</SourceProxy>

Figura 9.3: Exemplo código XML com propriedades e domı́nio.

Existe no ParaView uma API abstrata para simplificar o processo de agregar novos
algoritmos de renderização. O Render Module (representado pela classe vtkRenderModule
e a sua GUI) é o objeto de renderização de mais alto ńıvel no ParaView. O Render
Module é responsável pela criação e gerenciamento de todas as janelas de renderização,
manejo dos eventos de renderização e algoritmos de renderização em paralelo. No caso
de estudo sob consideração, os algoritmos de renderização disponibilizados pelo ParaView
serão suficientes.

9.2.7 Data Server - DS

O Data Server é o módulo do ParaView responsável por carregar ou criar conjuntos
de dados e aplicar filtros nesses dados. Os conjuntos de dados podem ser partidos para
ser manipulados em diferentes processos do DS. Caso o RS não exista, cada nó do Data
Server é capaz de renderizar os resultados da sua porção do conjunto de dados para que
uma imagem composta de todas as partes possa ser mostrada no CL (processo no qual
reside a GUI).

Este módulo contém leitores, fontes e filtros VTK. Nele são lidos e processados os
dados para finalmente criar as representações geométricas necessárias para a renderização.
Cada DS tem um pipeline VTK idêntico, e cada processo é indicado a ler a parte dos
dados que a ele corresponde manipular.

9.2.8 Linguagem Cliente-Servidor

A Linguagem Cliente-Servidor do VTK, é uma linguagem independente da plata-
forma capaz de criar, utilizar (executar métodos) e destruir objetos VTK. Mensagens cri-
adas pelo cliente são enviadas ao servidor onde são interpretadas e executadas4. Desta

4Os termos cliente e servidor neste casso são utilizados de uma maneira sutilmente diferente. Por
cliente entende-se o processo, módulo ou classe que utiliza esta linguagem para chamar um método em
um objeto VTK, o qual é chamado de servidor.
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Figura 9.4: Comunicação entre Cliente e Servidor.

maneira, o cliente e o servidor podem-se encontrar no mesmo espaço de memória, em
diferentes processos, em diferentes computadores ou até diferentes plataformas. Dentro
do ParaView, o SM faz o papel do cliente e os RS, DS e CL cumprem o de servidor.

Os programas Cliente-Servidor VTK são escritos nos Streams Cliente-Servidor, os
quais são posteriormente interpretados pelo Intérprete Cliente-Servidor5. Existe uma
instância deste interprete em cada processo do ParaView, inclúıdo o SM. O Process
Module (vtkProcessModule) no SM tem uma instância do stream no qual o programa
Cliente-Servidor será escrito. Os objetos no SM (geralmente os proxies), irão escrever
estes programas utilizando a linguagem, e posteriormente pedirão ao Process Module para
enviar o programa escrito ao servidor correspondente. Estes programas serão recebidos
pelos processos correspondentes, onde cada interprete os executa localmente (Fig. 9.1).

Instâncias do Process Module são criadas no CL e nos Servidores (SM, RS, DS)
com diversos propósitos. Elas mantém referências locais aos interpretes de streams e
provêem uma interface para chamar métodos em objetos remotos usando a linguagem
Cliente-Servidor. Podem também reunir informação dos nós servidores usando objetos
de tipo information (classe vtkPVInformation). Também provêem métodos para obter
o número de “partições” e o id de cada uma delas, assim como métodos que geram e
retornam CSIDs únicos.

9.2.8.1 Streams Cliente-Servidor

Os Streams Cliente-Servidor (classe vtkClientServerStream) são utilizados para
comunicar os diferentes processos do ParaView, por meio da linguagem Cliente-Servidor
do VTK. Cada instrução nesta linguagem é chamada de mensagem, onde cada uma delas
tem um comando, zero ou mais argumentos e um token End (Tab. 9.1). As mensagens
são armazenados em um formato binário independente de plataforma.

5Nas classes vtkClientServerStream e vtkClientServerInterpreter respectivamente.
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comando argumentos fim
mensagem 0 New string(vtkObject),id(5) End
mensagem 1 Invoke id(7),string(SetXResolution) End
mensagem 2 Delete id(5) End

Tabela 9.1: Exemplo de comandos na linguagem Cliente-Servidor do VTK
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Figura 9.5: Posśıvel configuração de deployment do ParaView.

9.2.8.2 Configuração - Deployment

O ParaView oferece a possibilidade de ser operado de diferentes maneiras de acordo
com o tamanho dos dados sendo tratados e com o hardware dispońıvel. Como mencionado,
este software permite o processamento de grandes volumes de dados em paralelo por meio
do uso de um cluster de computadores utilizando mais de um Data Server. Também
permite realizar a renderização utilizando uma tela simples, um screen array ou um CAVE
configurando o Render Server para tal fim. Dependendo do hardware dispońıvel e do uso
que se deseje dar ao software, diferentes configurações podem ser utilizadas. Em todos os
casos, o Cliente tem a função de permitir a interação com o usuário. Estes cenários são
apresentados na Fig. 9.5.

9.3 HeMoLab - Laboratório de Modelagem em Hemodinâmica

O nome HeMoLab, significa Laboratório de Modelagem em Hemodinâmica. Este
software agrupa dentro de um mesmo ambiente diferentes ferramentas que permitem criar
modelos do SCVH. Seguindo os requerimentos mencionados na Seção 9.1, estas funciona-
lidades foram implementadas como módulos do software ParaView. Na seção seguinte é
descrita a organização dos pacotes e módulos desenvolvidos.
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Figura 9.6: Módulos do HeMoLab e sua interação.

9.3.1 Pacotes e Módulos

Devido a complexidade dos requerimentos do HeMoLab foi necessário separá-los de
acordo com as necessidades de cada um deles. Assim, as funcionalidades foram separadas
de duas maneiras: por pacote e por módulo. Os pacotes seguem a mesma filosofia utilizada
pelo VTK para separar classes de acordo ao tipo de funcionalidade que eles provêem, sejam:

• Common: agrupa funcionalidades comuns, são classes de infraestrutura que con-
trolam as regras do negócio.

• Filtering: reúne filtros implementados especificamente para o HeMoLab, estes po-
dem ser aplicados em diferentes tipos de dados (superf́ıcie, volume, etc.).

• Graphics: classes utilizadas para representar geometrias complexas (árvore 1D,
malhas de superf́ıcie/volume 3D, etc.).

• GUIClient: define componentes utilizados na interface de usuário.

• Imaging: agrupa os diferentes filtros de imagens.

• IO: agrupa as classes de entrada/sáıda (leitura/escrita).

• Server Manager: reúne as classes responsáveis por comunicar os diferentes pro-
cessos (proxies).

• Widgets: classes utilizadas na interação do usuário com as estruturas de dados
através de eventos de mouse e de teclado.

Neste contexto, cada pacote oferece funcionalidade agrupadas pelo seu tipo. Es-
tas funcionalidades são utilizadas pelos distintos módulos para oferecer ferramentas mais
complexas. Os seguintes módulos foram criados dentro do HeMoLab:

• hmImageProcessing,

• hm1DModule,

• hm3DModule,
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Figura 9.7: Processo de obtenção de geometrias a partir de imagens médicas.

• hmCoupling e

• SolverGP.

Estes módulos podem trabalhar de maneira independente ou compartilhar infor-
mações segundo seja necessário. Nas seções seguintes estes módulos são estudados em
detalhe.

9.3.2 Módulo de Processamento de Imagens - hmImageProcessing

No processo de modelagem do SCVH, é de interesse reproduzir o comportamento
deste sistema sob diferentes condições. Para gerar informação que seja útil para os médicos,
os modelos devem ser ajustados para reproduzir o comportamento espećıfico de um de-
terminado paciente. Neste processo será necessário incorporar informação personalizada.
Uma importante fonte deste tipo de dados são as imagens médicas, as quais podem ser
adquiridas de diferentes fontes (MRI, CT, Ultrasom, dentre outras). Serão necessárias,
então, ferramentas que permitam trabalhar com imagens médicas de diferentes tipos e em
diferentes formatos.

O módulo hmImageProcessing tem por objetivo fornecer as ferramentas a partir
das quais, por exemplo, as geometrias das artérias serão obtidas (Fig. 9.7). Neste caso,
uma imagem médica deve ser processada [29, 37, 75, 97, 27] utilizando diferentes filtros
de melhoramento e restauração de imagens para posteriormente identificar as diferen-
tes regiões nela presentes (processo chamado de segmentação [88, 112]). As ferramentas
providas permitem:

• Leitura/escrita: leitores de imagens em diferentes formatos são incorporados per-
mitindo carregar imagens médicas em formatos padrão (e.g., DICOM). Para agregar
novos formatos, é simplesmente necessário implementar o leitor/escritor como uma
classe VTK e agregar a chamada a ele no arquivo XML correspondente a este módulo.
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Componente
(Classe)

Responsabilidade

Image Workspace
(vtkPVHMImageWorkspaceWidget)

Interface de usuário do visualizador de ima-
gens.

Image Workspace Proxy
(vtkSMHMImageWorkspaceWidgetProxy)

Comunica o CL com um widget 3D no RS.

Image Workspace Widget
(vtkHMImageWorkspaceWidget)

Permite visualizar os planos da imagem nas
direções x,y e z.

Tabela 9.2: Classes do Módulo de Processamento de Imagens

Os escritores (writers) podem ser utilizados para salvar imagens processadas (e.g.,
o usuário deseja salvar uma imagem depois de ter aplicado uma série de filtros). O
próprio VTK fornece writers de diferentes formatos, os quais foram incorporados
usando os arquivos XML.

• Filtros: as imagens podem ser processadas utilizando diferentes filtros, por exemplo:

– Suavizado Gaussiano: convolução de uma imagem com um kernel Gaussiano.
Este tipo de filtro “suaviza” a imagem e é normalmente utilizado para remoção
de rúıdo [3].

– Suavizado Anisotrópico: semelhante ao caso anterior, com a particularidade de
preservar as bordas na imagem. Este tipo de filtro é utilizado quando se deseja
eliminar rúıdo da imagem mas preservando as caracteŕısticas [64, 113, 27, 164].

– Filtro da Média e da Mediana: são normalmente utilizados para remover outros
tipos de rúıdo, como rúıdo de impulso, para o qual os outros filtros apresentam
dificuldades [79].

– Filtro Limiar ou Threshold : este filtro permite selecionar os pixels/voxels da
imagem que satisfazem uma determinada condição (i.e., que se encontram den-
tro de uma faixa de valores) [97]. Desta maneira, um valor v1 é atribúıdo aos
pixels que satisfazem esta condição e um outro valor v2 ao resto.

– Filtros de restauração RDT
: Os filtros de restauração apresentados no caṕıtulo

3 se mostraram eficientes para remover rúıdo de imagens médicas, sendo os seus
parâmetros de fácil ajuste.

• Segmentação: é de interesse também, selecionar dentro de uma imagem diferentes
objetos ou regiões (segmentar a imagem). No caso estes objetos serão as artérias,
as suas paredes, aneurismas, etc. Existem diferentes métodos que permitem realizar
este tipo de operação, alguns dos quais são geralmente aplicados em imagens médicas
[21, 24, 30]. Os mais utilizados foram contemplados no módulo de processamento de
imagens. Também foi incorporado o método de segmentação baseado na derivada
topológica SDT

-Discrete descrito no caṕıtulo 6 [110].

Diferentes pacotes foram utilizados para proporcionar estas funcionalidades, a in-
teração das classes de interface, proxies, filtros e classes VTK, são especificadas utilizando
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arquivos XML (hmImagingClient.xml e hmImagingServer.xml) seguindo o mecanismo
proposto no ParaView. Este módulo esta composto por classes dos pacotes GUIClient,
Imaging, Server Manager e Widgets utilizados da seguinte maneira:

• GUIClient: Este pacote provê as classes de interface que permitem aos usuários
modificar parâmetros e interagir com os filtros no servidor. Para visualizar os planos
da imagem, é utilizado o image workspace, o qual mantém uma referência a um
image workspace proxy que realiza a comunicação com widget 3D (image workspace
widget) responsável por mostrar o plano selecionado. O widget 3D pode-se encontrar
em um outro processo. O image workspace permite ao usuário selecionar/visualizar
um plano da imagem nas direções principais (i.e., x, y e z). Este componente da
GUI é adicionado quando se deseja visualizar o resultado de um determinado filtro.
Além do image workspace, cada filtro irá ter associada a ele uma ou mais abas que
permitam controlar os seus parâmetros.

• Imaging: Os filtros de processamento de imagens desenvolvidos especificamente
como parte deste projeto se encontram neste pacote, dentre eles: DT Restora-
tion (remoção de rúıdo por meio da derivada topológica), VoxelGrow (Segmentação
por crescimento de regiões), DT Segmentation (segmentação utilizando a derivada
topológica). Eles são implementados como filtros VTK e posteriormente adicionados
empregando arquivos XML.

• Server Manager: O image workspace utiliza um image workspace proxy para se
comunicar com a classe responsável pela visualização da imagem em 3D. Assim, este
proxy realiza a conexão entre o CL e o RS (no qual se encontra o widget 3D).

• Widgets: Para visualizar a imagem, foi desenvolvido um widget 3D espećıfico.
O image workspace widget utiliza três instâncias da classe vtkImagePlaneWidget

para mostrar cortes da imagem nas direções principais (x, y e z). O único objetivo
deste widget é a visualização da imagem (por planos) e ele não produz nenhum
tipo de processamento/filtrado nos dados. A associação deste widget a uma imagem
qualquer, e.g., a sáıda de um filtro aplicado em outra imagem, é feita no arquivo
hmImagingClient.xml ao se associar a um filtro um image workspace. Assim, a sáıda
do filtro será automaticamente visualizada usando este widget 3D. Caso o mesmo
não seja utilizado, somente a bounding box da imagem é visualizada.

Pretende-se incorporar novos filtros de processamento de imagens neste módulo.
Existe também a possibilidade de se agregar filtros de outras bibliotecas (e.g., ITK [96]).
Nesta biblioteca existem implementados alguns dos filtros de imagens e algoritmos de
segmentação mais utilizados na atualidade.

9.3.3 Módulo 1D - hm1DModule

Os modelos 1D [61, 95, 149, 193] permitem representar de maneira simplificada
o fluxo sangúıneo nas maiores artérias do corpo humano. Desta maneira, pode ser de
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Figura 9.8: Processo de edição/geração de modelos 1D.

interesse para os usuários gerar modelos espećıficos 1D para estudar a resposta do compor-
tamento do SCVH em diferentes condições (e.g., ao se modificar propriedades mecânicas
do modelo, ao se modificar a geometria da árvore, etc.). Para suprir estes requerimentos,
é necessário permitir a geração de modelos 1D personalizados assim como modificar os
já existentes. Estes modelos serão a entrada do SolverGP (solver numérico, descrito em
maior detalhe na Seção 9.3.6), o qual realizará a correspondente simulação (independente-
mente da existência de uma geometria 3D associada). Isto evidencia a existência de uma
relação direta entre o hm1DModule e o SolverGP (leitura/escrita do formato dos arquivos
do solver numérico).
O módulo hm1DModule permite ler, editar propriedades, modificar a geometria e salvar

modelos da árvore 1D no formato do SolverGP (Fig. 9.8). Esta caracteŕıstica permite a
geração de novos modelos assim como a edição dos já existentes.

Os pacotes e correspondentes componentes utilizados por este módulo são deter-
minados nos arquivos hm1DModuleClient.xml e hm1DModuleServer.xml. No arquivo
hm1DModuleClient.xml é chamado o componente da interface de usuário utilizado para
controlar a interação com as classes no servidor, e as propriedades por ele utilizadas. O
arquivo hm1DModuleServer.xml especifica as relações entre proxies e objetos VTK no
servidor assim como as propriedades associadas a estes proxies.

As diferentes componentes deste módulo encontram-se distribúıdas de acordo à fun-
cionalidade nos diferentes pacotes. Os pacotes utilizados por este módulo são Common,
Graphics, GUIClient, IO, Server Manager e Widgets.

• Common: Para representar a estrutura de dados de uma árvore 1D diferentes
componentes foram desenvolvidos. O 1D straight model, criado no DS, é responsável
por gerenciar a maneira que as árvores 1D são editadas ou criada. Nesta classe
existem implementadas as regras que controlam a criação e inserção de novos seg-
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Componente
(Classe)

Responsabilidade

1D Straight Model
(vtkHM1DStraightModel)

Armazena a estrutura de árvore e gerencia a
maneira na qual ela é criada.

Segment
(vtkHM1DSegment)

Armazena informação correspondente ao seg-
mento (incluindo seus elementos e nós).

Terminal
(vtkHM1DTerminal)

Armazena informação correspondente ao ter-
minal.

1D Straight Model Grid
(vtkHM1DStraightModelGrid)

Armazena a representação geométrica da
árvore 1D.

1D Straight Model Source
(vtkHM1DStraightModelSource)

Gera, a partir do 1D Straight Model, o grid
que o representa.

1D Straight Model Reader
(vtkHM1DStraightModelReader)

Gerencia a leitura dos arquivos de dados do
solver numérico.

1D Straight Model Writer
(vtkHM1DStraightModelWriter)

Gerencia a escrita dos arquivos de dados do
solver numérico.

Segment Proxy
(vtkSMHM1DSegmentProxy)

Comunica o CL com um segmento no DS.

Terminal Proxy
(vtkSMHM1DTerminalProxy)

Comunica o CL com um terminal no DS.

Straight Model Widget Proxy
(vtkSMHMStraightModelWidgetProxy)

Comunica o CL com um widget 3D no RS.

Segment Widget
(vtkPVHMSegmentWidget)

Oferece a interface correspondente aos
parâmetros dos segmentos.

Terminal Widget
(vtkPVHMTerminalWidget)

Oferece a interface correspondente aos
parâmetros dos terminais.

Element Widget
(vtkPVHMElementWidget)

Oferece a interface correspondente aos
parâmetros dos elementos.

Heart Widget
(vtkPVHMHeartWidget)

Oferece a interface correspondente aos
parâmetros do coração.

Straight Model Source Widget
(vtkPVStraightModelSourceWidget)

Oferece a interface correspondente aos
parâmetros da árvore 1D.

Straight Model Source 3D Widget
(vtkHM1DStraightModelWidget)

Apresenta a árvore 1D ao usuário.

XY Plot Widget
(vtkKWHMXYPlotwidget)

Visualiza as curvas dos resultados no gráfico.

Tabela 9.3: Classes do Módulo 1D

mentos arteriais e terminais na árvore. Seguindo a natureza da árvore arterial, a
mesma foi desenhada utilizando o modelo Composite [68], este permite tratar os
elementos da árvore independentemente do seu tipo (terminais ou segmentos). Os
segmentos e terminais armazenam as informações que correspondem ao modelo, i.e.,
propriedades mecânicas e geométricas da árvore e dos seus elementos e informações
próprias da malha de elementos finitos (utilizada para achar as soluções das equações
1D correspondentes).

Existem também restrições na maneira em que novos segmentos e terminais podem
ser adicionados na árvore. No caso de agregar um novo segmento, este deve ter no
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seu extremo (aquele que não se encontra conectado ao resto da árvore) um terminal6.
Este é incorporado automaticamente pelo 1D straight model. Quando são conectados
dois segmentos com diferentes diâmetros, é colocado entre eles um terminal. Neste
caso o terminal utilizado para modelar a queda de pressão que ocorre entre os dois
segmentos. No caso dos dois segmentos ter o mesmo diâmetro, o terminal não é
necessário. Estas restrições são levadas em consideração no momento de adicionar
segmentos e terminais pelo 1D straight model.

• Graphics: Para visualizar a árvore, foi necessário criar uma representação geométri-
ca dele. Esta representação é montada a partir das informações existentes no 1D
straight model, o qual armazena comprimento e posição dos segmentos e terminais
da árvore. Desta maneira a árvore arterial é percorrida para gerar as representações
dos segmentos (compostos por elementos7 e nós) e terminais. Esta representação
é armazenada pelo 1D straight model grid (extensão da classe polygonal data de
VTK), e representa os diferentes componentes da árvore (segmentos, terminais, nós
e elementos) como pontos e linhas dentro de um cell array. A estas linhas e pontos é
atribúıda uma propriedade (escalar) indicando o seu tipo. O 1D straight model source
é o responsável por gerar o 1D straight model grid a partir do 1D straight model.
Desta maneira, a dependência entre os dados e sua representação fica centralizada
nesta classe.

• GUIClient: As classes neste pacote são responsáveis por mostrar propriedades dos
componentes da árvore assim como permitir ao usuário modifica-as. Neste caso as
abas utilizadas são element widget, segment widget, heart widget, terminal widget e
straight model source widget. Quando uma árvore é aberta (ou criada), um straight
model source widget é criado no CL (esta associação é especificada no arquivo XML
do cliente, descritos na Seção 9.2.5). Este irá mostrar as propriedades corresponden-
tes (usando instâncias das abas mencionadas, i.e., element widget, segment widget,
heart widget e terminal widget) dependendo do modo de operação no qual ele se
encontre (edição ou visualização) e do componente (terminal, segmento, etc.) que
ele tenha selecionado. Estas classes são painéis compostos com labels, text boxes
e botões dentre outras abas simples que permitem editar e visualizar os valores
correspondentes aos diferentes componentes. Uma vez modificados os valores, estes
são armazenados em variáveis internas.

O heart widget permite visualizar/editar as propriedades do coração. Neste tipo de
modelo o coração é representado com um terminal especial que “injeta” no sistema
uma quantidade de sangue determinada por uma curva. Esta curva de ejeção muda
de um indiv́ıduo para outro. Assim, é permitido ao usuário ajustar esta curva de
acordo com o observado no paciente.

Quando se deseja enviar estas modificações ao servidor, a informação é passada
utilizando proxies ou propriedades. Um proxy é utilizado quando a operação é de

6Este terminal representa a resistência oferecida pelo resto do sistema depois daquele ponto.
7Por elemento entende-se elemento finito, já que as propriedades destes podem ser alteradas. Os nós

armazenam informações geométricas complementares como diâmetro do segmento naquele ponto.
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maior complexidade (e.g., se requer efetuar uma seqüencia de chamadas a métodos).
As propriedades são utilizadas quando a interação é simples.

• IO: Para poder armazenar de maneira persistente árvores criados ou poder ler
árvores já existentes, estas informações devem poder ser salvas de maneira per-
sistente (i.e., em arquivos). Diferentes formatos podem ser adotados para salvar
estas informações (XML, CSV, etc.), no entanto, em uma primeira etapa o princi-
pal objetivo é compartilhar estas informações com o SolverGP (Sec. 9.3.6). Este
software, pensado para solução de problemas discretos, permite um uso simples
de diferentes tipos de elementos finitos (i.e., diferentes modelos). Neste contexto,
a definição das malhas de elementos finitos, das suas propriedades, condições de
contorno e condições de iniciais é feita através de arquivos de texto formatados.
Para ler/escrever estes arquivos foram desenvolvidas diferentes classes no pacote IO.
O componente principal para a leitura é o 1D straight model reader (extensão do
data reader do VTK), responsável por coordenar a leitura dos diferentes arquivos
(feita por classes especificas) e gerar o correspondente 1D straight model. De forma
equivalente existe um componente responsável pela escrita (1D straight model writer,
o qual gera os arquivos do modelo com geometria, propriedades mecânicas, condições
iniciais e configuração do algoritmo de resolução). Desta maneira é feita a interação
entre o módulo 1D e o SolverGP.

• Server Manager: A comunicação entre o cliente e os diferentes servidores (RS e
DS) é feita pelo SM. Como mencionado anteriormente, no SM coexistem as classes
responsáveis por esta comunicação, os proxies. A comunicação entre o CL e o DS,
é feita pelos proxies correspondentes aos segmentos e terminais (segment proxy e
terminal proxy respectivamente) os quais permitem trocar informações entre estes
processos. Assim, estas classes são utilizadas para se comunicar com os componentes
da árvore que se encontram no 1D straight model do servidor. As informações são
enviadas pelos proxies utilizado streams. Para identificar o objeto no qual um método
deve ser chamado, é utilizado o CSID daquele objeto. Desta maneira, no cliente
somente são criados um segment proxy e um terminal proxy, os quais são “apontados”
para diferentes segmentos ou terminais usando o CSID correspondente.

Por outro lado, existe a necessidade de comunicar o CL com o RS (para identificar as
interações do usuário com o widget 3D da árvore e os seus componentes). Esta comu-
nicação é responsabilidade do straight model widget proxy, o qual envia informações
(principalmente de configuração da visualização) da árvore ao correspondente wid-
get no RS. Também, esta classe armazena referências aos segment proxies e terminal
proxies, utilizados para interagir com elementos da árvore no DS.

• Widgets: A representação visual da árvore 1D é feita utilizando um widget 3D
especial. Este widget, chamado straight model source 3D widget, é responsável por
controlar a interação com a árvore 1D (e.g., seleção de elementos da árvore como seg-
mentos, terminais, elementos e nós) assim como da configuração e gerenciamento dos
gráfico para visualização de resultados (gráficos 2D correspondentes a área, pressão,
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Figura 9.9: Processo de geração de malhas e modelos 3D.

fluxo, etc.). Para obter/retornar a informação de propriedades de um segmento,
terminal ou outro componente utilizou-se o esquema de callbacks (implementando o
esquema Observer [68]) do VTK, permitindo ao usuário selecionar qualquer compo-
nente da árvore. Quando um determinado componente (representado por um ator)
é selecionado na área de visualização, o seu CSID é identificado. Desta maneira
é posśıvel “dialogar” com todos os elementos da árvore, podendo-se obter e/ou
modificar as suas informações/propriedades. O widget 3D permite a seleção de
segmentos (inclúıdos seus nós e elementos) e terminais. Ao selecionar um segmento,
por exemplo, as suas informações são mostradas na interface permitindo visualizar
e/ou modificar o seu valor.

Este widget 3D gerencia também a visualização dos resultados do processamento
da árvore. O xy plot widget é utilizado pelo straight model source 3D widget para
mostrar as curvas correspondentes a pressão, fluxo, área, etc., permitindo selecionar
trechos do gráfico para estudar os detalhes destas curvas.

Desta maneira, o módulo hm1DModule é responsável pela criação\edição\visualiza-
ção de resultados de modelos 1D. Estes modelos são lidos\armazenados em um formato
espećıfico. Além da leitura de arquivos de dados, é feita a leitura dos resultados da
simulação, permitindo a sua visualização e análise.

9.3.4 Módulo 3D - hm3DModule

O objetivo do Módulo 3D é prover ferramentas que permitam, a partir da geometria
da artéria ou região de interesse, gerar uma malha de elementos finitos de boa qualidade
adequadamente refinada para finalmente gerar os arquivos correspondentes prontos para
a simulação (utilizando o SolverGP, Seção 9.3.6).

Neste módulo são reunidos diferentes filtros de processamento de superf́ıcie os quais
permitem processar a triangulação de uma geometria para melhorar sua qualidade. Assim,
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Componente
(Classe)

Responsabilidade

Full Model
(vtkHMFullModel)

Armazenar informações correspondentes a um modelo
completo.

Mesh
(vtkHMMesh)

Armazenar a geometria da malha (superf́ıcie ou vo-
lume).

Surface Reader
(vtkHMSurfaceReader)

Leitor de arquivos ”.sur”(pontos e conectividade).

Surface Writer
(vtkHMSurfaceWriter)

Escritor de arquivos ”.sur”(pontos e conectividade).

Volume Reader
(vtkHMVolumeReader)

Leitor de arquivos ”.vwm”(pontos e conectividade).

Volume Writer
(vtkHMVolumeWriter)

Escritor de arquivos ”.vwm”(pontos e conectividade).

Trisurf Widget
(vtkPVHM3DTrisurfFilter)

Oferece a interface correspondente dos fil-
tros/parâmetros do Trisurf.

Dela 3D Widget
(vtkPVHM3DDelaFilter)

Oferece a interface correspondente aos parâmetros do
Dela3D.

Qopt Widget
(vtkPVHM3DQoptFilter)

Oferece a interface correspondente aos parâmetros do
Qopt.

Tabela 9.4: Classes do Módulo 3D

uma vez que a região de interesse foi isolada em uma imagem médica, a superf́ıcie (trian-
gulação) que a caracteriza é constrúıda. Esta primeira triangulação da geometria costuma
ser de má qualidade e precisa de um processamento adequado. Para se obter as malhas
de elementos finitos, foram inclúıdos diferentes métodos clássicos de geração e otimização
de malhas não estruturadas (triangulares\tetraédricas). Estes algoritmos encontram-se
implementados em um software chamado Gemesis3D [197]. As funcionalidades oferecidas
por este software foram adicionadas e disponibilizadas dentro do módulo 3D. Depois de
melhorar a superf́ıcie, é gerada uma malha de volume (utilizando o algoritmo de Delau-
nay [20] para geração de malhas de volume), e posteriormente esta malha (composta de
tetraedros) é otimizada [196].

Obtidas as malhas de elementos finitos, pode ser de interesse para o usuário reali-
zar a simulação computacional somente do modelo 3D (impondo condições iniciais e de
contorno adequadas, é posśıvel realizar a simulação do modelo 3D isolado, Fig. 9.9). Isto
pode ser útil em diferentes circunstâncias, e.g., geração das condições iniciais do modelo
acoplado. Neste caso devem ser fornecidas as condições no contorno (i.e., entradas\sáıdas
da geometria). Assim, o módulo hm3DModule pode gerar os arquivos do modelo 3D
independente da árvore 1D (arquivos de entrada do SolverGP).

As classes e pacotes utilizadas para fornecer estas funcionalidades são especificadas
nos arquivos hm3DModuleClient.xml e hm3DModuleServer.xml. No arquivo do cliente são
definidas as classes de interface utilizadas para aplicar filtros VTK nos dados e controlar
seus parâmetros. O arquivo XML do servidor irá relacionar os diferentes proxies com os
filtros e classes VTK no servidor.

As funcionalidades deste módulo são implementadas utilizando classes dos pacotes
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Common, Filtering, Graphics, GUIClient, IO e Server Manager.

• Common: Neste pacote encontra-se o componente responsável por manter e ar-
mazenar informações correspondentes a um modelo 3D (ou modelo completo), cha-
mado full model. Por modelo completo entende-se que as equações correspondentes
(fluido o sólido) são consideradas completas e sem hipóteses simplificativas que re-
duzem a dimensionalidade do problema, como no caso do modelo 1D. Um exemplo
de isto são as equações de Navier-Stokes utilizadas para modelar o comportamento
de um fluido em um distrito arbitrário. Estas equações foram introduzidas na Seção
8.1.4. No caso, o full model armazena a informação da malha, grupos de elementos
e parâmetros associados ao modelo. Logo, cada grupo tem informação de quais
elementos correspondem ao grupo e dos campos escalares\vetoriais\tensoriais que
descrevem as propriedades associadas. Pode-se observar que este modelo se mantém
genérico e flex́ıvel, permitindo tanto representar a malha de elementos finitos da
parede arterial (neste caso as mesmas poderiam utilizar um modelo de membrana,
de placa ou de sólido conforme o caso) como a correspondente ao fluido (no caso,
para as equações de Navier-Stokes).

• Filtering: Como o funcionamento do Gemesis3D é baseado em um esquema de
dados e filtros aplicados nos dados, foi relativamente fácil incorporar as suas funcio-
nalidades para trabalhar em um ambiente baseado em VTK. Os filtros deste módulo
podem ser diferenciados de acordo com o tipo de malha processada, as que podem
ser de superf́ıcie (malhas triangulares) ou de volume (malhas tetraédricas).

Os filtros de superf́ıcie incluem funcionalidades que permitem otimizar a qualidade
da malha de acordo com diferentes critérios (estes filtros encontram-se no módulo
Trisurf do Gemesis 3D). Estes filtros introduzem modificações na forma e topologia
da malha, sendo eles: filtro de suavizado, divisão de triângulos obtusos, inserção
de nós (refinamento), colapsar triângulos pequenos (satisfazendo um certo critério
de tamanho), dentre outros. A aplicação sucessiva (com bom critério por parte do
usuário) destes filtros na malha irá melhorar a sua qualidade, até se obter uma malha
de superf́ıcie com qualidade suficiente.

Uma vez que a malha de superf́ıcie foi melhorada, uma malha de volume (tetraedros)
é gerada a partir dela. Para gerar esta malha volumétrica, são utilizados dos algo-
ritmos diferentes: método Delaunay [43, 198], método Frontal [161, 162] e método
de Octrees [67, 180, 207] (módulo Dela3D do Gemesis 3D). Estes métodos são am-
plamente utilizados para geração de malhas não estruturadas de elementos finitos
e se mostram eficientes na geração deste tipo de malhas. No entanto os resultados
destes métodos não necessariamente resultam em malhas de volume de boa quali-
dade. Aparece então a necessidade de otimizar estas malhas. Para isto é utilizado
um software para otimizar malhas de volume [196] (módulo Qopt do Gemesis 3D).
Estas funcionalidades são implementadas no software Gemesis 3D e foram adaptadas
utilizando o esquema Adapter [68] de maneira a prover uma interface transparente
para acessar estas funcionalidades.
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• Graphics: As classes de representação de geometria são inclúıdas neste pacote. Em
particular o componente mesh (é uma especialização do unstructured grid do VTK),
irá armazenar a malha formada por coordenadas e conectividade. Ao aplicar um
filtro nesta malha, esta será modificada gerando-se uma nova malha (processada) na
sáıda. As classes neste pacote são responsáveis por armazenar a representação da
malha (seja de superf́ıcie ou de volume).

• GUIClient: Para permitir ao usuário escolher a operação/filtro a se realizar na
geometria foram desenvolvidos 3 componentes: trisurf widget, dela 3D widget e qopt
widget. No caso do trisurf widget oferece a interface para escolher uma das dife-
rentes operações posśıveis em uma superf́ıcie (e.g., suavizado de superf́ıcie, divisão
de triângulos obtusos, inserir nós para refinar a malha, dentre outros). Cada uma
destas funções têm diferentes parâmetros, os quais são requeridos ao usuário pelo
componente. O dela 3D widget permite definir tamanho caracteŕıstico dos tetrae-
dros de acordo ao grupo. Com estas informações a malha de volume é gerada. O
qopt widget permite ver a analisar de maneira quantitativa a qualidade da malha
em valores médios (qualidade média dos elemento) e absolutos (pior elemento). O
filtro Qopt irá analisar a malha para intentar melhora-a operando por clusters de
elementos, o número máximo de elementos neste cluster é o parâmetro que controla
o algoritmo.

• IO: O software Gemesis3D tem definido um formato de arquivos para representar
superf́ıcies. Estes arquivos baseiam-se simplesmente em descrever os pontos e conec-
tividade da malha. Além disto, estes arquivos permitem definir grupos de elementos,
permitindo por exemplo, agrupar os triângulos da parede arterial e separadamente
as faces de entrada\sáıda da região estudada. Para poder utilizar geometrias já exis-
tentes e exportar geometrias para ser processadas com outras versões do Gemesis
3D, foram implementados módulos de leitura/escrita deste formato. Estes são o
surface reader/writer para leitura e escrita de superf́ıcies (arquivos “.sur”) e volume
reader/writer para leitura e escrita de volumes (arquivos “.vwm”). Além de permi-
tir ler/escrever arquivos com as geometrias, foi implementada a funcionalidade de
ler/escrever os modelos completos (incluindo condições de contorno, propriedades
mecânicas, condições iniciais e configuração do algoritmo de resolução) no formato
do SolverGP para que estes possam ser analisados (i.e., simulação).

• Server Manager: Neste caso, o source proxy já implementado no ParaView foi
suficiente para comunicar o cliente com os servidores, sendo apenas incorporadas as
propriedades necessárias para controlar os parâmetros dos filtros.

Como no caso do módulo 1D, o módulo 3D pode trabalhar de maneira indepen-
dente dos outros módulos, o que da maior versatilidade à ferramenta. Para a visualização
de resultados destas simulações são atualmente utilizados os mecanismos providos pelo
ParaView (e.g., visualização de campos escalares por meio de tabelas de cores, repre-
sentação de campos vetoriais com glyphs ou stream tubes, representação de deslocamentos
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Figura 9.10: Processo de acoplamento entre modelos 1D e 3D e a sua simula-
ção.

por meio de deformações na malha, dentre outros). Mesmo assim novos mecanismos podem
ser facilmente adicionados. O cálculo de tensões nas paredes arteriais (Wall Shear Stress -
WSS) e tensões oscilatórias (Oscillating Shear Stress Index - OSI) deverá ser incorporado
posteriormente.

9.3.5 Módulo de Acoplamento - hmCoupling

O fluxo do sangue no corpo humano é reproduzido (de maneira aproximada) uti-
lizando dois modelos com caracteŕısticas diferentes: o modelo 1D e o modelo 3D. Cada
modelo tem caracteŕısticas e informações próprias que, ao ser unidos, representam de
maneira integral o comportamento do sistema cardiovascular. Para gerar modelos per-
sonalizados acoplados 1D-3D, foi criado o módulo hmCoupling. Este tipo de modelos
acoplados, fornece informações locais da hemodinâmica (e.g., detalhe do fluxo sangúıneo
na bifurcação da carótida, estado de tensões nas paredes arteriais, etc.) consistentes com
as condições providas pelo resto do sistema arterial (fluxo, pressão, etc. que vem do
modelo 1D). Os modelos acoplados (ou multidimensionais [60, 63, 107, 193]) requerem
associar terminais do modelo 1D com grupos de elementos no modelo 3D. Para realizar
esta associação, o módulo hm3DModule permite criar grupos de elementos que serão pos-
teriormente associados a terminais no modelo 1D. Armazenar esta informação, assim como
salvá-la em forma de um modelo personalizado integrado, é responsabilidade do módulo
hmCoupling. O formato utilizado para salvar o modelo é o do SolverPG (que permite a
simulação de modelos acoplados 1D-3D).

Todas estas funcionalidades são implementadas utilizando os pacotes Common,
GUIClient, IO e Server Manager (Tabela 9.5).

• Common: A informação própria do acoplamento é armazenada utilizando o full
model to straight model coupling. Para cada acoplamento é armazenada a informação
correspondente (no caso, direção da conexão, referência ao full model e o número de
grupo, referência ao 1D straight model e o id do terminal). Esta é toda a informação
necessária para gerar a especificação do modelo acoplado.
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Componente
(Classe)

Responsabilidade

Full Model to Straight Model Coupling
(vtkHMFullModelTo1DStraightModelCoupling)

Armazenar informações cor-
respondentes a um modelo
completo.

Full Model to Straight Model Coupling Widget
(vtkPVHMFullToStraightModelCoupling)

Oferece a interface para as-
sociar grupos no modleo 3D
e terminais no modelo 1D.

Full Model to Straight Model Coupling Reader
(vtkHMFullModelTo1DStraightModelCouplingReader)

Leitor de modelos acopla-
dos.

Full Model to Straight Model Coupling Writer
(vtkHMFullModelTo1DStraightModelCouplingWriter)

Escritor de modelos acopla-
dos.

Full Model to Straight Model Coupling Proxy
(vtkSMHMCouplingProxy)

Comunica o CL e o DS.

Tabela 9.5: Classes do Módulo de Acoplamento

• GUIClient: Para associar grupos no full model e terminais no 1D straight model é
utilizado o full model to straight model coupling widget. Assim, são escolhidos o 1D
straight model e o full model. Logo, por cada acoplamento deve ser relacionado um
terminal no 1D straight model e um grupo no full model. Esta informação é enviada
ao servidor utilizando o proxy correspondente (full model to straight model coupling
proxy).

• IO: Uma vez especificado o modelo acoplado o mesmo deve ser salvo no formato do
SolverGP. Para isto foram criados dois componentes, um de leitura e um de escrita
para salvar as informações do modelo.

• Server Manager: As informações fornecidas pelo usuário são enviadas às classes
correspondentes no servidor (full model to straight model coupling, responsável por
armazenar as informações dos acoplamentos). De forma semelhante ao feito nos
outros módulos, esta responsabilidade corresponde aos proxies. O componente full
model to straight model coupling proxy irá comunicar estas informações às classes no
servidor. Uma vez que as informações estão completas o sistema permite salvar a
especificação do modelo acoplado.

Os modelos multidimensionais cobram uma grande importância devido à sua versa-
tilidade. Este tipo de formulação permite obter informação detalhada do fluxo sangúıneo
em qualquer região do corpo mantendo a consistência com o resto do sistema cardiovas-
cular.

9.3.6 Solver numérico - SolverGP

A simulação do fluxo sangúıneo é feita usando Dinâmica dos Fluidos Computacional
(Computational Fluid Dynamics - CFD [46, 74, 188]) e o Método dos Elementos Finitos
(Finite Element Method - FEM). Para achar uma aproximação numérica dos modelos do
SCVH, é utilizado um software de cálculo numérico chamado SolverGP [194]. Este software
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pode ser estendido para considerar problemas não-lineares, interação fluido estrutura,
acoplamento entre modelos 1D e 3D, dentre outras.

O SolverGP foi pensado como uma arquitetura genérica, a qual permite implementar
facilmente solvers numéricos para métodos como FEM, FDM (Finite Difference Method),
FVM (Finite Volume Method), assim como solvers numérico para outros métodos discretos
como redes elétricas e redes neurais, etc., tanto para problemas estacionários como tran-
sientes. Além disso, é posśıvel implementar qualquer método que resulte em um sistema de
equações algébricas que possa ser constrúıdo a partir de contribuições sucessivas de opera-
dores locais (matrizes elementares, i.e., em uma matriz global são somados subconjuntos
de coeficientes correspondentes a contribuição dos diferentes elementos). A versatilidade
deste aplicativo baseia-se na capacidade de um ensamblador simbólico8 e numérico que
opera com matrizes elementares de qualquer tipo com um número arbitrário de graus de
liberdade por nó, alcançando um alto grau de reutilização. A única tarefa delegada ao
usuário é a implementação das matrizes elementares e a sua estrutura de acoplamento.
Para o caso de simulação do SCVH, os elementos utilizados já existem implementados no
SolverGP.

Uma vez definidas as equações utilizadas por um determinado modelo, as mesmas
são empregadas nos elementos correspondentes da malha. Todas estas configurações são
feitas através de arquivos de texto. Os arquivos de entrada deste software estão divididos
pelos dados que eles contém, sendo estes:

• Parâmetros básicos - (Basparam.txt): Contém parâmetros básicos do solver numérico,
os mesmos encontram-se definidos por grupo de elementos. Neste arquivo existe o
chamado aos elementos correspondentes a cada grupo cada um dos quais estão es-
pecificados na biblioteca de elementos do solver numérico [194]. Também contém as
configurações do solver.

• Geometria - (Mesh.txt): Este arquivo define a geometria do problema. Contém a
malha de elementos finitos.

• Parâmetros da malha - (Param.txt): Armazena os parâmetros utilizados por cada
elemento. Estes parâmetros mudam de acordo com o modelo associado ao elemento.

• Condições iniciais - (Inifile.txt): Indica para cada nó da malha a condição inicial
associada a ele. Utilizado para problemas transientes.

• Resultados - (Dataout.txt): Arquivo de sáıda. Contém os resultados da simulação
gerados pelo SolverGP.

9.3.7 Cenários

O sistema HeMoLab foi pensado de maneira modular. Sendo assim, e dependendo
do objetivo do usuário, este poderá utilizar um ou mais módulos do sistema, sem estar

8Componente dentro do sistema que monta a partir das matrices elementares uma matriz global.

195



Caṕıtulo 9. HeMoLab - Laboratório de Modelagem em Hemodinâmica
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Figura 9.11: Cenários - três exemplos.

restrito à utilização de um único tipo de modelo. Na operação do sistema estes módulos
podem ser utilizados em 3 diferentes cenários (Fig. 9.11):

9.3.7.1 Cenário 1 - Modelo 1D

Caso o usuário deseje simplesmente estudar a resposta do sistema cardiovascular a
uma perturbação determinada (na geometria, nas propriedades mecânicas, etc.), este pode
realizar a modificação desejada e analisar o modelo9. Por exemplo, o médico deseja ajustar
o modelo a um determinado paciente. Neste caso, diversas medidas (pulso, pressão) são
feitas em diferentes pontos do corpo do paciente. Ajustando os parâmetros e propriedades
mecânicas/geométricas do modelo, o especialista procura a combinação de valores que
melhor ajusta ao observado no paciente.

Neste caso, o hm1DModule é utilizado para edição da árvore 1D. Uma vez feitas
as modificações são gerados os arquivos de entrada do SolverGP (contendo o modelo).
Assim, o SolverGP computa a solução do modelo gerando os resultados. Estes resultados
são finalmente analisados pelo hm1DModule.

9Por análise do modelo, entende-se realizar a simulação.
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9.3.7.2 Cenário 2 - Modelo 3D

Se o único interesse é estudar condições do fluxo em um distrito arterial localizado,
a mesmo pode ser analisado de maneira independente. A geometria pode ser gerada
a partir de uma imagem médica do paciente ou lida de um arquivo já existente (e.g.,
“.sur”). Isto é de interesse, por exemplo, para gerar condições iniciais para um modelo
acoplado. A geometria é processada (melhoramento de superf́ıcie, geração da malha de
volume, melhoramento da malha de volume), posteriormente são determinadas as suas
propriedades mecânicas e gerados os arquivos correspondentes ao modelo 3D (entrada do
SolverGP).

O hm3DModule é utilizado para gerar\otimizar a malha de elementos finitos e gerar
a especificação do modelo pronto para o SolverGP calcular a sua solução. Dependendo do
caso, os resultados podem ser diretamente analisados ou utilizados como condição inicial
no caso acoplado (Cenário 3).

9.3.7.3 Cenário 3 - Modelo Acoplado

Talvez o cenário mais interessante seja o que permite estudar de maneira integrada
o sistema arterial. Esta opção permite estudar o comportamento detalhado das condições
do fluxo (e.g., regiões de re-circulação, tensões de corte e tensões oscilatórias, etc.) em
um determinado distrito do SCVH consistente com as condições fornecidas pelo resto do
sistema. Neste caso, devem ser definidos os pontos nos quais os modelos de diferente
dimensionalidade estão conectados. Uma vez incorporada a informação do acoplamento,
os arquivos podem ser gerados para simular o modelo.

Este modelo pode ser utilizado com diversas finalidades, e.g., para estudar o risco
de ruptura de aneurisma. Neste caso, as imagens do paciente são analisadas para ex-
trair a geometria das artérias e do aneurisma. Esta geometria e processada utilizando o
hm3DModule para gerar uma malha de elementos finitos adequada e condições iniciais
para o campo de pressão e velocidade dentro daquele distrito. Paralelamente, utilizando o
hm1DModule a árvore 1D é ajustada para reproduzir as condições observadas no paciente.
Estas duas informações são agregadas utilizando o módulo hmCoupling e a simulação é
feita. Estes resultados irão complementar a informação da qual o especialista dispõe para
tomar suas decisões.

9.4 Comentários

A cada dia é mais importante o uso de ferramentas de predição em áreas como biolo-
gia e medicina. A modelagem e simulação computacional junto às técnicas de visualização
gráfica vem sendo crescentemente utilizadas para estes fins, já que permitem representar
com alto grau de detalhe os fenômenos qúımicos e mecânicos envolvidos. Assistência
no treinamento de médicos, predição do resultado de diferentes intervenções cirúrgicas,
simulação do transporte de fármacos e substâncias pelo fluxo sangúıneo, predição do risco
de ruptura de aneurismas, caracterização de materiais são somente algumas das potenciais
aplicações destas técnicas em medicina.
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Visando estas possibilidades foi desenvolvido o sistema HeMoLab. Esta ferramenta
foi implementada sobre o ParaView, um software de visualização cient́ıfica que utiliza
computação paralela para processar grandes volumes de informação. Completamente de-
senvolvido em ANSI-C++, este software pode ser executado em diferentes plataformas
trabalhando em paralelo.

Para modelar os fenômenos mencionados anteriormente, são utilizados modelos 1D,
modelos 3D e modelos acoplados. Foram desenvolvidos módulos diferentes que per-
mitem criar modelos personalizados de cada tipo, sejam: hm1DModule, hm3DModule,
hmCoupling. Para poder criar modelos personalizados, é necessário incorporar informações
espećıficas dos pacientes. Este tipo de informação geralmente vem no formato de imagens.
Para isto foi criado também um módulo de processamento de imagens (hmImageProcess-
ing). Desta maneira as funcionalidades ficam claramente separadas em módulos inde-
pendentes. Esta caracteŕıstica permite trabalhar separadamente com cada módulo ou de
maneira integral com vários módulos (cenários apresentados na Fig. 9.11). A utilização
deste software no ambiente médico irá fornecer informações mais precisas e muito valiosas
na hora do diagnóstico.

Para informações atualizadas sobre este sistema computacional visite o site http:

//hemolab.lncc.br ou via email com nacho@lncc.br ou feij@lncc.br.
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Apêndice Caṕıtulo 9

9.A Terminologia

Nesta seção são introduzidas as definições de alguns termos utilizados ao longo do
texto com o simples objetivo de assistir ao leitor.

Elemento: Na discretização de um domı́nio cont́ınuo, a mı́nima porção continua
(e.g., em uma triangulação um triângulo, em uma malha de volume tetraédrica um tetrae-
dro, em una malha regular de quadriláteros um quadrado, etc.)

Id Cliente Servidor (CSID): identificador único a ńıvel de sistema que permite
identificar objetos no servidor.

Malha: conjunto de figuras geométricas (triângulos, quadriláteros, tetraedros, pris-
mas, etc.) que se compõem para gerar uma geometria mais complexa. Geralmente são
especificadas como um conjunto de pontos e a conectividade entre eles.

Método dos Elementos finitos (FEM): método usado para encontrar a solução
aproximada de um problema variacional ou das equações em derivada parciais a ele asso-
ciado.

Modelo: conjunto de hipóteses sobre a estrutura ou o comportamento de um sis-
tema f́ısico pelo qual se procuram explicar ou prever, dentro de uma teoria cient́ıfica, as
propriedades do sistema.

Modelo personalizado: modelo correspondente a um individuo particular, o qual
considera as suas caracteŕısticas mecânicas e geométricas.

Nó: ponto nodal. Locais no quais os valores das incógnitas (pressão, velocidade,
deslocamento, etc.) serão aproximados.

Segmento (arterial): trecho da árvore 1D que representa uma artéria. As maiores
artérias do corpo humano são representadas usando segmentos.
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Caṕıtulo 10

Uso de Modelos na Simulação do Sistema Cardiovascular

Humano

Para mostrar a potencialidade do ambiente computacional proposto neste trabalho,
no presente Caṕıtulo são apresentados alguns resultados obtidos com o Sistema HeMoLab,
referenciando as técnicas numéricas utilizadas em cada caso e os aspectos referentes a
condições de contorno e de acoplamento. Para o modelo multidimensional da bifurcação
da artéria carótida são apresentadas também as geometrias padrão e real (proveniente de
um paciente) utilizadas.

Em particular, os modelos apresentados no Caṕıtulo 8 implementados no Sistema
HeMoLab descrito no Caṕıtulo 9 são utilizados para analisar as condições de fluxo na
bifurcação da artéria carótida sob diferentes situações. Em um primeiro estudo, é analisada
a influência de diferentes graus de estenose (gerados artificialmente) no fluxo sangúıneo.
Com isto pretende-se mostrar como o Sistema HeMoLab pode ser empregado para estudar,
por exemplo, se existe uma relação entre o grau de estenose de um indiv́ıduo e curvas de
pressão e fluxo observadas em diferentes pontos da árvore arterial. Também, foi comparada
uma geometria padrão obtida a partir de dados bibliográficos (sem estenose) com uma
geometria real para estudar como a geometria local influencia os fatores hemodinâmicos.

Uma outra aplicação do Sistema HeMoLab aqui apresentada corresponde ao estudo
de como a resposta hemodinâmica é afetada pelo comportamento do sangue. Por um lado,
é posśıvel considerar o sangue como um fluido Newtoniano para o qual se tem um modelo
mais simples, conseguindo-se uma boa aproximação dos dados obtidos experimentalmente
nas artérias mais importantes do corpo. Por outro lado, um valor não constante para a
viscosidade dinâmica pode ser utilizado para modelar o comportamento do sangue, e.g., o
modelo de Casson. Neste caso também é comparada a influência dos diferentes modelos
constitutivos no fluxo sangúıneo para duas geometrias diferentes da artéria carótida.

10.1 Metodologia

São descritas a seguir as geometrias utilizadas na árvore 1D e nas regiões 3D, assim
como os parâmetros utilizados em cada modelo.

10.1.1 Árvore unidimensional

A árvore arterial completa foi constrúıda de 128 segmentos (ver Fig. 8.1(a), e Tabelas
10.1 e 10.2). Os parâmetros geométricos e mecânicos baseiam-se nos propostos por Avolio
[19], e estão apresentadas na Tabela 10.1. Na Tabela 10.2 são apresentados as propriedades
dos terminais Windkessel (Modelo 0D) empregados na caracterização da árvore arterial.
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Nro Nome Cumprimento Raio proximal Raio distal Eh
[cm] [cm] [cm] [dy.cm−1]

1 Aorta ascendente A 1.0 1.46 1.46 741500
2 Aorta ascendente B 3.0 1.45 1.45 741500
3 Arco aórtico A 2.0 1.12 1.12 741500
4 Arco aórtico B 3.9 1.07 1.07 576200
5 Aorta torácica A 5.2 1.0 1.0 545640
6 Aorta torácica B 10.4 0.675 0.675 394000
7 Aorta abdominal A 5.3 0.61 0.61 370500
8 Aorta abdominal B e C 2.0 0.6 0.6 348000
9 Aorta abdominal D 10.6 0.58 0.58 352400
10 Aorta abdominal E 1.0 0.52 0.52 252500

11,31 Iĺıaca comum 5.8 0.37 0.37 368150
12,32 Iĺıaca externa 14.4 0.32 0.32 148700
13,33 Femoral 44.3 0.26 0.26 230900
14,34 Tibial posterior 33.1 0.25 0.25 667500

15 Sem nome 3.4 0.62 0.62 377000
16,17 Subclávia A 3.4 0.423 0.423 288700
18,19 Subclávia B 42.2 0.403 0.403 1170000
20,21 Ulnária A 6.7 0.215 0.215 679100
22,23 Ulnária B 17.1 0.203 0.203 717664

24 Carótida comum direita 20.8 0.37 0.37 264000
25 Carótida comum esquerda 19.87 0.37 0.37 264000
26 Carótida externa direita 17.7 0.177 0.177 259000
27 Carótida externa esquerda 15.48 0.21 0.21 302504

28,35 Tibial anterior 34.3 0.13 0.13 513145
29,30 Radial 23.5 0.174 0.174 682580

36 Carótida interna direita 17.7 0.177 0.177 259000
37 Carótida interna esquerda 14.59 0.2627 0.2627 378130

Tabela 10.1: Parâmetros geométricos e mecânicos.

Nro Nome R1 R2 C
dyn.seg.cm−2.ml−1 ml.cm2.dyn−1

1 Coronária 10.00×103 41.00×103 0.7900×10−5

2 Intercostal 2.78×103 11.12×103 0.1638×10−4

3 Gástrica, Hepática eEsplênica 2.54×103 10.17×103 0.2967×10−3

4 Renal(dois) 1.26×103 5.04×103 0.1235×10−3

5 Mesentérica Superior 1.92×103 7.68×103 0.1726×10−3

6 Mesentérica Inferior 16.62×103 66.46×103 0.7400×10−4

7 Iĺıaca Interna 17.04×103 68.17×103 0.6750×10−4

8 Femoral Profunda 11.60×103 46.39×103 0.5030×10−5

9 Tibial Anterior 56.15×103 224.61×103 0.4170×10−5

10 Tibial Posterior 9.54×103 38.16×103 0.3900×10−5

11 Vertebral 16.65×103 66.60×103 0.9880×10−4

12 Interóssea 211.74×103 846.96×103 0.3107×10−6

13 Ulnária 10.56×103 42.24×103 0.3520×10−5

14 Radial 10.56×103 42.24×103 0.3520×10−5

15 Carótida 6.31×103 25.55×103 0.1330×10−5

Tabela 10.2: Terminais Windkessel.

Quanto a viscosidade parietal, define-se o ângulo φ = arctg
(
ωk
E

)
, onde ω = 2π

T , sendo T o
peŕıodo do batimento card́ıaco. Este parâmetro é uma medida da magnitude relativa da
força da viscosidade parietal elástica. Como condição de contorno de entrada (inflow), foi
considerado o fluxo ejetado pelo ventŕıculo esquerdo na raiz da aorta. Na Fig. 8.1(b) é

202
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apresentada a curva utilizada neste trabalho (originalmente proposta por Stettler [183]).
Nas bifurcações, foi considerada continuidade na pressão e no fluxo [150]. O modelo 1D é
composto de 1212 nós e 1326 elementos lineares. A solução do sistema de Eqs. (8.1) foi
aproximada utilizando o Método dos Elementos Finitos (FEM), com uma formulação de
Galerkin-Least Squares nas linhas caracteŕısticas correspondendo às equações normais as-
sociadas ao sistema hiperbólico quando k = 0. Este esquema é operado com um parâmetro
de estabilização correspondente ao valor ótimo do método SUPG[94].

10.1.2 Geometrias 3D

O FEM foi utilizado para achar uma aproximação das soluções dos sistemas de
equações mencionados em domı́nios 3D. O domı́nio é composto de elementos tetraédricos
P1b-P1 com funções de forma tipo bolha para o campo de velocidades e funções lineares
para o campo da pressão [167]. A solução é estabilizada utilizando o método SUPG.
As derivadas temporais são resolvidas com um esquema de diferenças finitas tipo θ-Euler,
utilizando iterações de Picard para tratar a não linearidade do termo convectivo. A solução
do problema completo (i.e., cada passo de tempo) é dividida em três passos: no primeiro,
os graus de liberdade correspondentes aos nós bolha são eliminados por uma substituição
direta e o problema 3D é resolvido utilizando os valores de pressão obtidos do modelo 1D
na iteração anterior. No segundo passo, a solução para o modelo 1D é computada com a
taxa de fluxo obtida do modelo 3D no primeiro passo. Finalmente, são achados os graus
de liberdade correspondentes aos nós bolha para ser utilizados no passo seguinte. Este
esquema de acoplamento não requer o cálculo dos invariantes de Riemann em contraste
com o proposto em [62]. A posição dos nós da malha dentro do domı́nio é atualizada
baseada na posição dos nós na superf́ıcie (obtidos utilizando Eq. (8.5)) achando a solução
para um problema de Laplace para cada coordenada nodal.

10.1.3 Geometria 3D padrão

A geometria padrão (NCG), na qual três dos quatro casos apresentados estão basea-
dos, foi proposta por Bharadvaj et. al. [25]. Esta geometria foi escalonada para ser
consistente com o diâmetro da carótida comum no modelo 1D. Desta geometria, duas
diferentes classes de estenoses foram consideradas como apresentadas nas Figs. 10.1(a) e
10.1(b). Estes casos foram chamados SCGI e SCGII, respectivamente. Na Tabela 10.3
as dimensões de cada uma delas é especificada. Em ambos casos a diminuição da área
efetiva alcança 80% na seção SS3. A malha de elementos finitos tem 57009 nós e 323711
elementos para o caso NCG, 40373 nós e 198154 elementos para o caso SCGI e 38433 nós
e 208196 elementos para o caso SCGII.

10.1.4 Geometria 3D real

A geometria correspondente a carótida real (caso RCG) foi obtida de uma imagem
de CT. A imagem de entrada foi segmentada utilizando o método de segmentação baseado
na Derivada Topológica SDT

-Discrete [110]. A partir desta segmentação e utilizando o
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1
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(a) Geometria da estenose A
(SCGI)
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(b) Geometria da estenose B
(SCGII)
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3

(c) Geometria real (RCG)

Figura 10.1: Geometrias utilizadas.

Seção SS1 SS2 SS3 SS4 SS5 SS6 SS7
Diâmetro[cm] 0.77182 0.8214 0.8214 0.76368 0.6364 0.5254 0.5254

Seção CC1 CC2 EC1 EC2 EC3 EC4
Diâmetro[cm] 0.74 0.74 0.51356 0.42032 0.42032 0.42032

SCGI S1 S2
S[cm] 2 2.20535

SCGII R1 R2 CX1 CY1 CX2 CY2
R/CX/CY[cm] 1.00555 3.11198 -1.711571 1.785855 -3.35534 0.375378

Tabela 10.3: Dimensões das duas geometrias estenosadas.

algoritmo de Marching Cubes, a geometria 3D da parede interna da artéria carótida foi
reconstrúıda. Esta triangulação inicial foi pós-processada para obter a malha final de
superf́ıcie e, utilizando o método Delaunay [195], a malha tetraédrica de volume foi gerada.
A malha de elementos finitos resultante (94732 nós, 638128 elementos) é apresentada na
Fig. 10.1(c).

10.2 Teste 1 - Sensibilidade a geometria

Nesta seção são apresentados os resultados numéricos correspondentes a comparação
entre fluxo e pressão das diferentes geometrias padrão (Tabela 10.3). Para todos os modelos
os cálculos foram feitos utilizando um tamanho de passo no tempo de ∆t = 1.25×10−03 s,
logo o ciclo card́ıaco foi dividido em 640 passos de tempo. Posteriormente, é feita a
comparação entre a geometria padrão e a geometria real. Para correlacionar a possibilidade
de desenvolvimento de estenose com as caracteŕısticas do fluxo, o OSI (oscillating shear
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stresses index [106]) foi calculado

OSI =
1
2

1−

∣∣∣∫ T0 τdt
∣∣∣∫ T

0 |τ |dt

 (10.1)

sendo T o peŕıodo card́ıaco e τ o tensor de tensões na parede.

10.2.1 Diferentes geometrias de estenose

Na comparação entre a NCG e nas duas geometrias estenosadas SCGI e SCGII
(Fig. 10.1), são apresentadas as curvas de pressão e fluxo em diferentes pontos: na Artéria
Carótida Comum (CCA, marcada como 1©) e depois da bifurcação na Artéria Carótida
Interna (ICA, marcada como 2©) e na Artéria Carótida Externa (ECA, marcada como
3©). Pode-se apreciar que estas curvas não sofrem perturbações significativas.

10.2.2 Geometria real vs. geometria padrão

Nesta seção é comparada a NCG com a RCG (Fig. (10.2.2)). Para cada caso a
pressão e fluxo foi comparada nos mesmos pontos mencionados anteriormente. Neste caso,
não se observam diferenças na forma da curva, mas sim nos valores máximos e mı́nimos
no fluxo e pressão, sendo no caso da geometria real levemente menores.

Finalmente, a distribuição do OSI para diferentes geometrias é apresentada nas
Figuras 10.2.2 e 10.2.2. Deve-se ressaltar que fortes variações da direção do fluxo sangúıneo
estão associadas a valores do OSI próximos de 0.5.

10.3 Teste 2 - Sensibilidade ao modelo constitutivo

Novamente aqui os cálculos foram realizados utilizando um tamanho de passo no
tempo de ∆t = 1.25 × 10−03 sec, logo o ciclo card́ıaco foi dividido em 640 passos de
tempo. Nas seções seguintes, são apresentados os resultados mostrando diferenças entre
os modelos Newtoniano e de Casson. Para cada modelo, o OSI (oscillating shear stresses
index [106], apresentado na seção anterior) e o WSS (wall shear stress) são computados.
O WSS quantifica a tensão de corte média na parede arterial, e é obtido utilizando a
seguinte equação

WSS =
1
T

∫ T

0
|τw| dt. (10.2)

Estes indicadores são importantes já que diversos estudos mostram que podem indicar os
locais com potencial para desenvolver acumulação de placa de ateroma, com o conseqüente
crescimento da estenose [13, 72, 106].
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10.3.1 Geometria padrão

Na Fig. 10.6 são apresentados os vetores de velocidade na seção transversal SS2
e no plano de simetria da geometria ideal NCG (Fig. 10.1(a)). O ponto A indica a
parede arterial interna e o ponto B é o correspondente a parede externa. Em seções
transversas é posśıvel observar que a dinâmica dos vórtices ao se considerar o modelo de
Casson é diferente da que corresponde ao modelo Newtoniano. No modelo Newtoniano,
são observados quatro vórtices, dois principais e dois muito pequenos do lado da parede
interna para t = 0.3 s (Fig. 10.6(a)). Este comportamento não é observado para o modelo
de Casson onde somente dois vórtices aparecem (ver Fig. 10.6(b)). Também, pode-se
apreciar que os vórtices têm uma largura menor no caso de Casson, enquanto para o
modelo Newtoniano estes permanecem circulares. Considerando as seções longitudinais,
depois da fase sistólica, é observado que a área efetiva no seno da carótida é maior no
modelo Casson, ou de maneira equivalente, a zona de re-circulação no modelo Newtoniano
é maior. Isto também pode ser observado nos resultados para t = 0.4 s (Fig. 10.6(c) e
10.6(d)) e t = 0.5 s (Fig. 10.6(e) e 10.6(f)).

Na Fig. 10.7 são apresentados os ı́ndices OSI e WSS no seno da artéria carótida.
Para o modelo Newtoniano observa-se uma distribuição em forma de anel no OSI, como
resultado de uma maior zona de re-circulação. Pelo contrário, para o modelos de Casson
esta distribuição não é observada, aparecendo uma distribuição mais concentrada para o
OSI. Quanto ao ı́ndice WSS, para o modelo Newtoniano existem tensões mais elevadas que
tendem a permanecer na parede interna da bifurcação da carótida. Isto é uma conseqüência
direta da menor área efetiva pela qual ocorre o fluxo no caso Newtoniano comparado com
o caso Casson.

Para complementar estas informações, na Fig. 10.8 são apresentadas as mesmas
linhas de fluxo para t = 0.3 s obtidas com ambos modelos. Pode-se observar uma impor-
tante diferença entre ambos modelos, evidenciando uma maior zona de re-circulação no
caso Newtoniano.

10.3.2 Geometria real

Pela dependência existente entre a geometria e as caracteŕısticas locais do fluxo,
neste caso resulta mais dif́ıcil estabelecer uma comparação quantitativa como a realizada
no caso anterior. No entanto, é posśıvel observar algumas caracteŕısticas próprias a cada
modelo. A distribuição do OSI e WSS foram computadas (Fig. 10.9). Com relação a
dinâmica dos vórtices, a Fig. 10.10 apresenta o campo de velocidade na seção transversal.
Nesta figura pode-se observar a diferença entre o modelo Casson e Newtoniano, cuja
dinâmica é muito mais complexa no segundo caso. Logo, resultados correspondentes a
OSI e WSS (Fig. 10.9) são facilmente justificados. O ı́ndice OSI parece alcançar valores
muito pequenos no caso Casson devido a um fluxo muito melhor comportado (muito mais
laminar). Desconsiderando os valores máximos, a distribuição do WSS permanece similar.
Neste caso, o valor máximo da tensão de cisalhamento é em ambos casos localizada na
parede interior a bifurcação (Fig. 10.9(c) e 10.9(d)).
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10.4 Comentários

Neste trabalho foram utilizados modelos 1D-3D acoplados para comparar diferentes
graus de estenose na bifurcação da artéria carótida utilizando uma geometria padrão e
uma geometria obtida diretamente a partir de imagens de um paciente. Um dos objetivos
desta comparação foi quantificar a sensibilidade de fatores hemodinâmicos tais como fluxo,
pressão e OSI. Como apresentado nas Fig. 10.2.1 e 10.2.2 as curvas de fluxo e pressão
não são alteradas de maneira significativa ao se mudar o ńıvel de estenose. Por outro
lado, o fluxo depende fortemente da geometria como evidenciado pela comparação dos
OSI apresentados nas Figs. 10.2.2 e 10.2.2.

Também foi feito um estudo da sensibilidade do fluxo a diferentes leis constitutivas
utilizando os indicadores OSI e WSS. No caso Newtoniano, foram observados maiores
regiões de re-circulação, tendo como conseqüência uma diferença no ı́ndice OSI. Mesmo que
este ı́ndice não apresente grandes mudanças quantitativas, a sua distribuição no modelo
de Casson é modificada.

Por outro lado, ao se considerar geometrias reais, a utilização do modelo Casson
aparece como a escolha mais adequada. Além disso, estes resultados mostram que, mesmo
que a análise em geometrias padrão pode levar a importantes conclusões, existem diferenças
consideráveis com resultados obtidos a partir de geometrias baseadas em dados reais devido
a forte dependência geométrica dos resultados. O desenvolvimento de modelos personali-
zados é justificado quando se objetiva entender a dinâmica em um caso particular.

Considerando o tempo de cálculo, é importante ressaltar que o tempo requerido
para o modelo Casson não é maior que o correspondente ao caso Newtoniano. Logo, a
adoção do primeiro modelo parece ser a alternativa mais adequada. Com isto em mente, é
importante lembrar que no momento de regularizar o modelo Casson, um cuidado especial
deve ser tomado na escolha dos parâmetros para evitar obter soluções incorretas (como
ressaltado na Seção 8.1.5).
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Figura 10.2: Fluxo e pressão em CCA 1© , ICA 2© e ECA 3© para a geometria
padrão com diferentes estenoses (NCG, SCGI e SCGI).
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Caṕıtulo 10. Uso de Modelos na Simulação do Sistema Cardiovascular Humano

0

5

10

15

20

25

30

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

t [sec]

Q
[c

m
3
/s

e
c

]

NCG

RCG

(a) Fluxo em 1©

0,0E+00

4,0E+04

8,0E+04

1,2E+05

1,6E+05

2,0E+05

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

t [sec]

P
 [

d
y

n
/c

m
2
]

NCG

RCG

(b) Pressão em 1©

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

t [sec]

Q
 [

c
m

3
/s

e
c

]

NCG

RCG

(c) Fluxo em 2©

0,0E+00

4,0E+04

8,0E+04

1,2E+05

1,6E+05

2,0E+05

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

t [sec]

P
 [

d
y

n
/c

m
2
]

NCG

RCG

(d) Pressão em 2©

0

1

2

3

4

5

6

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

t [sec]

Q
 [

c
m

3
/s

e
c

]

NCG

RCG

(e) Fluxo em 3©

0,0E+00

4,0E+04

8,0E+04

1,2E+05

1,6E+05

2,0E+05

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

t [sec]

P
 [

d
y

n
/c

m
2
]

NCG

RCG

(f) Pressão em 3©

Figura 10.3: Fluxo e pressão em CCA 1© , ICA 2© e ECA 3© para a geometria
padrão e real (NCG e RCG).
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(a) OSI para NCG (b) OSI para NCG

(c) OSI para RCG (d) OSI para RCG

(e) OSI para SCGI (f) OSI para SCGI

Figura 10.4: OSI para a geometria real e padrão.

210
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(a) OSI para SCGII (b) OSI para SCGII

Figura 10.5: OSI para a geometria real e padrão (Cont.).

(a) t=0.3 s. Casson. (b) t=0.3 s. Newtoniano

(c) t=0.4 s. Casson. (d) t=0.4 s. Newtoniano

(e) t=0.5 s. Casson. (f) t=0.5 s. Newtoniano

Figura 10.6: Fluxo transversal e longitudinal para a NCG.
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(a) OSI modelo Casson. (b) OSI modelo Newtoniano.

(c) WSS modelo Casson. (d) WSS modelo Newtoniano.

Figura 10.7: Distribuição do OSI e WSS para NCG.

(a) Modelo Casson. (b) Modelo Newtoniano.

Figura 10.8: Linhas de fluxo para NCG em t = 0.3 s.
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(a) OSI para Casson. (b) OSI para Newtoniano.

(c) WSS para Casson. (d) WSS para Newtoniano.

Figura 10.9: Distribuição de OSI e WSS para geometria real.
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(a) Campo de velocidade transversal para mo-
delo Casson.

(b) Campo de velocidade transversal para mo-
delo Newtoniano.

(c) Norma da velocidade para modelo Casson. (d) Norma da velocidade para modelo
Newtoniano.

Figura 10.10: Fluxo na seção transversal para geometria real em t = 0.3 s.
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Conclusões e comentários finais

Este trabalho teve por objetivo estudar a restauração e segmentação de imagens e
sua aplicação na Modelagem do Sistema Cardiovascular Humano. O aumento da comple-
xidade na ciência tem motivado o intercâmbio de conhecimento e técnicas entre diferentes
disciplinas. Neste sentido a Derivada Topológica, originariamente concebida para tratar
de maneira adequada problemas de otimização de topologia e problemas inversos, foi uti-
lizada no processamento de imagens. Sendo assim, apresentam-se de maneira sucinta
as contribuições deste trabalho nas áreas de processamento de imagens e modelagem
computacional do Sistema Cardiovascular Humano. São apresentados também alguns
problemas em aberto a serem estudados no futuro.

Contribuições deste trabalho

Neste trabalho foram estudados dois problemas do processamento de imagens: seg-
mentação e restauração. O uso da derivada topológica nesta área da ciência tem mostrado
resultados promissores, abrindo espaço para uma nova maneira de abordar esta classe de
problemas.

Em restauração de imagens o objetivo é restaurar uma imagem que foi degradada
por algum fenômeno. Neste trabalho, a derivada topológica foi utilizada para resolver
este problema, sendo definida uma função custo para a qual esta derivada foi calculada.
Como discutido, a derivada topológica permite obter uma expansão assintótica da função
custo avaliada no domı́nio de definição do problema quando pequenas perturbações são
introduzidas. Assim, esta derivada foi utilizada como função indicadora dos locais nos
quais perturbações devem ser introduzidas de maneira que, na presença de difusão, a
maior quantidade de rúıdo seja removida preservando as bordas. Com base nesta idéia,
duas abordagens foram estudadas sendo uma delas cont́ınua e a outra discreta. A cont́ınua,
originariamente proposta por Belaid et al. [22] e baseada na equação de difusão de calor
estacionária, foi revisada. Neste caso, o cálculo da derivada foi apresentado em detalhe
utilizando o Topological-Shape Sensitivity Method. Para mostrar as potencialidades do
método de restauração proposto, foram apresentados alguns resultados numéricos, sendo
avaliadas também algumas posśıveis melhoras no algoritmo. Na abordagem discreta, foi
proposto um novo algoritmo de restauração de imagens baseado em uma versão discreta
da derivada topológica. Contrariamente ao caso cont́ınuo, este é baseado na equação
de difusão de calor evolutiva, apresentando também uma considerável melhora no custo
computacional respeito do algoritmo cont́ınuo. Da mesma forma, foram apresentados
alguns resultados numéricos. De acordo com estes resultados, cabe ressaltar que ambos
os métodos se mostraram muito eficientes na remoção de diferentes tipos de rúıdo, sendo
robustos e de fácil ajuste dos parâmetros. Em particular, os métodos de restauração
encontrados na literatura requerem um ajuste fino destes parâmetros dependendo do tipo
e intensidade de rúıdo. Por outro lado, os métodos baseados na derivada topológica
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se mostram superiores, aumentando consideravelmente o SNR das imagens respeito dos
resultados obtidos com os outros métodos e sem requerer de ajustes nos parâmetros. A
principal diferença dos métodos clássicos com os baseados na DT está na forma como
as bordas são detectadas. No primeiro caso, utiliza-se apenas a informação do gradiente
para determinar os locais onde existem descontinuidades na imagem. Por outro lado, os
métodos DT estudam a sensibilidade de uma função custo apropriadamente definida a
mudanças na topologia ou propriedades materiais, o que os faz muito mais robustos.

Em segmentação de imagens o objetivo é decompor uma imagem nos objetos ou
regiões que a compõem. De maneira semelhante ao caso de restauração, e partindo do
funcional de Mumford-Shah [133], foi definida uma função custo que, dada uma imagem e
um conjunto de classes a ela associada, quantifica a qualidade de uma segmentação. As-
sim, a sensibilidade desta função custo, à introdução de pequenas perturbações na imagem
segmentada, dada pela derivada topológica, foi calculada. Para este problema foi calculada
a derivada topológica cont́ınua também aplicando o Topological-Shape Sensitivity Method.
A partir da informação fornecida pela derivada topológica, foi proposto um algoritmo de
segmentação de imagens. Neste método (chamado SDT

-Continuous) a solução de uma
equação de estado é necessária para calcular a derivada topológica. Posteriormente, uma
segunda abordagem foi proposta utilizando uma simplificação da idéia anterior, mais sim-
ples na sua implementação e de menor custo computacional, a qual utiliza uma versão
discreta da derivada topológica. Neste segundo método (chamado SDT

-Discrete), não é
necessário resolver uma equação de estado, obtendo-se um algoritmo rápido e que permite
uma implementação eficiente em 3D. Além disso, para o caso em que o valor das classes
não é conhecido a priori, uma simples técnica de otimização destes valores foi proposta
mostrando excelentes resultados. Estes dois novos algoritmos de segmentação foram com-
parados com outros amplamente utilizados na literatura, mostrando-se competitivos e
robustos na maioria das situações. De fato, a robustez dos métodos propostos na pre-
sença de diferentes intensidade de rúıdo foi analisada dando excelentes resultados. Cabe
ressaltar que, em contrapartida ao seu custo computacional, o SDT

-Continuous mostra-se
extremadamente robusto, dando resultados de melhor qualidade mesmo para altos ńıveis
de rúıdo. Por outro lado com SDT

-Discrete resultados de ótima qualidade são obtidos a
um custo computacional muito menor.

Cabe destacar que tanto os métodos propostos baseados na derivada topológica
como os existentes na literatura utilizados nas comparações (tanto de restauração como
de segmentação) foram implementados computacionalmente pelo autor utilizando o soft-
ware Matlab 6.5 [190]. Os arquivos correspondentes aos métodos propostos (baseados na
derivada topológica) estão dispońıveis no site Matlab Central.

Por último, foi estudado o uso de técnicas de modelagem na simulação computacional
do Sistema Cardiovascular Humano. O objetivo deste estudo foi a integração das técnicas
de processamento de imagens propostas com os modelos utilizados na simulação computa-
cional do SCVH. Para criar este tipo de modelos, informações de diversas origem e natureza
devem ser tratadas, requerendo-se o desenvolvimento de ferramentas computacionais que
permitam operar com grandes volumes de dados. Visando estas necessidades, foi desen-
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volvido o sistema HeMoLab. Esta ferramenta foi implementada sobre o ParaView, um
software de visualização cient́ıfica que utiliza computação paralela para processar grandes
volumes de informação. Completamente desenvolvido em ANSI-C++, este software pode
ser executado em diferentes plataformas podendo até trabalhar em paralelo.

Para modelar os fenômenos mencionados anteriormente, foram utilizados modelos
multidimensionais (i.e., 0D, 1D, 3D) tratados como módulos independentes, quais sejam:
hm1DModule, hm3DModule, hmCoupling. Estes módulos podem também ser emprega-
dos de maneira conjunta permitindo o desenvolvimento de modelos do sistema arterial
completo. Para poder criar modelos personalizados, é necessário incorporar informações
espećıficas dos pacientes. Estes tipos de informações geralmente vêm em forma de imagens
médicas. Para isto foi criado também um módulo de processamento de imagens hmIm-
ageProcessing. Desta maneira funcionalidades diferentes ficam separadas em módulos
independentes. Esta caracteŕıstica permite trabalhar com cada módulo separadamente ou
de forma integrada.

Esta ferramenta computacional permite desenvolver novos procedimentos de diag-
nóstico, assim como estudar de maneira detalhada, tratar e acompanhar a evolução de
doenças associadas ao SCVH. Com o uso deste software é também posśıvel predizer o
resultado de importantes intervenções cirúrgicas como bypass coronários, implantação de
stents, coils e clips em aneurismas.

Comentários finais

Como de forma alguma os métodos propostos e as aplicações estudadas esgotam
as potencialidades do uso da derivada topológica em processamento de imagens, existem
ainda uma variedade de problemas a serem considerados desde esta perspectiva. Efetiva-
mente, várias questões do processamento de imagens podem ser abordadas desta ótica,
sendo algumas delas:

• O uso da derivada topológica no problema de reconstrução de imagens a partir
de projeções. Este é de fato um problema inverso, área na qual a derivada topológica
tem mostrado muita utilidade. Em particular, resultados preliminares [116] eviden-
ciam a potencialidade desta ferramenta no referido problema.

• O acompanhamento de objetos em seqüências de imagens (object tracking) requer
achar a função caracteŕıstica da região por ele ocupada.

• Decomposição de imagens em textura e geometria, onde uma imagem pode ser in-
terpretada como uma soma destas componentes. Neste caso, no processo de decom-
posição, a geometria pode ser identificada pela sua função caracteŕıstica.

• O problema de In-painting, onde o objetivo é recuperar partes perdidas de uma
imagem, é mais um problema desafiador para ser considerado.

Assim sendo, o uso da derivada topológica no processamento de imagens é de fato uma
promissória área de pesquisa, tanto do ponto de vista teórico quanto de aplicações.
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Por outro lado, na modelagem computacional de sistemas biológicos, como é o caso
do Sistema Cardiovascular Humano, tem muito a ser feito. Alguns destes desafios são:
desenvolvimento de novos modelos simplificados que permitam capturar com maior detalhe
o fluxo nas artérias principais do corpo; melhorar as ferramentas de refinamento de malhas
de elementos finitos; utilidades e ferramentas espećıficas para predição de ruptura de
aneurismas; simulação de implantes de stents e simulação de bypass. O uso deste tipo de
tecnologia na medicina tem pela frente uma série de metas a serem cumpridas, dentre elas:

• Especialistas devem ser treinados para o uso destes tipos de técnicas.

• Devem ser definidos protocolos para a sua utilização em paciente reais.

• Os modelos utilizados devem ser constantemente aprimorados para conseguir ajustar
com maior precisão o observado no sistema cardiovascular.

• A aplicação das técnicas vindas da mecânica e engenharia no estudo de outras áreas
da medicina e da saúde, como por exemplo traumatologia, onde técnicas de análise
estrutural podem ser de grande utilidade.

Estes fatos fazem da modelagem computacional de Sistemas Biológicos uma área muito
atraente e com inúmeras linhas de pesquisa a serem exploradas.

Como levantado no inicio deste texto, nos últimos anos as doenças cardiovascu-
lares têm-se tornado a principal causa de morte no páıs e no mundo. Estes fatos têm
motivado à comunidade cient́ıfica e médica a desenvolver novas técnicas e procedimentos
para diagnosticar, tratar e acompanhar de maneira mais eficiente a evolução deste males
nos seres humanos. Paralelamente, técnicas de modelagem e simulação computacional
permitem estudar em detalhe os fenômenos f́ısicos e qúımicos que originam e favorecem
a evolução destas doenças. Estas técnicas de modelagem em muito podem contribuir
no desenvolvimento de novas metodologias de medicina preventiva, assistência no treina-
mento de médicos, avaliação de risco de ruptura de aneurismas, simulação do transporte
de fármacos e substâncias pelo fluxo sangúıneo, simulação de diferentes tipos de inter-
venções como bypass coronários, planejamento cirúrgico e implantação de stents, coils e
clips em aneurismas entre outras. Finalmente, espera-se que a utilização desta tecnologia
no ambiente médico forneça informações precisas e valiosas aos especialistas, provocando
um impacto significativo na saúde e qualidade de vida das pessoas.
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Apêndice A

Discretização de Equações Diferenciais

Com o intuito de deixar este trabalho auto-contido, em este apêndice serão apre-
sentados algumas das aproximações em diferenças finitas e elementos finitos utilizadas na
área de restauração e segmentação de imagens. Entretanto para o leitor interessado os
seguintes livros básicos são recomendados:

• C. Hirsch, Numerical Computation of Internal and External Flows - Volume 1: Fun-
damentals of Numerical Discretization. John Wiley and Sons, Brussels, Belgium,
1989, ISBN 0471917621.

• O. C. Zienkiewicz and R. L. Taylor, Finite Element Method: Volume 1- The Basis.
Butterworth Heinemann, London, 2000, 712 pp, ISBN 0750650494.

• T. J. R. Hughes, The Finite Element Method - Linear Static and Dynamic Finite
Element Analysis. Prentice-Hall, 2000, ISBN 0486411818.

A.1 Diferenças Finitas

A aproximação por diferenças finitas é o mais antigo método utilizado para obter
soluções numéricas de equações diferenciais. A idéia deste método é bastante simples e
corresponde a estimar o valor das derivadas por meio de um quociente de duas diferenças
de acordo com a definição da derivada [90].

Para uma função u(x) a derivada no ponto x é definida como

u,x ≡
∂u

∂x
= lim

4x→0

u(x+4x)− u(x)
4x

(A.1)

Sendo 4x finito e pequeno a expressão do lado direito da equação é uma aproximação do
valor exato de u,x. A aproximação é melhorada ao se reduzir 4x, mas para todo valor
finito de 4x é introduzido um erro (chamado de erro de truncamento) o qual vai para zero
quando 4x vai para zero. A potência de 4x com a qual este erro vai para zero é chamada
de ordem da aproximação e pode ser obtida a partir da expansão em séries de Taylor de
u(x+4x) ao redor do ponto x. O conceito de aproximação por diferenças finitas se baseia
em propriedades das expansões de Taylor. Desenvolvendo u(x+4x) em séries de Taylor,
obtém-se

u(x+4x) = u(x) +4xu,x(x) +
4x2

2
u,xx(x) + . . . (A.2)

e logo, para uma ordem maior de 4x,

u(x+4x)− u(x)
4x

= u,x(x) +
4x
2
u,xx(x) + . . . (A.3)
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Esta aproximação para u,x(x) é dita de “primeira ordem” em 4x e pode se escrever como

u(x+4x)− u(x)
4x

= u,x(x) +O(4x) (A.4)

indicando que o erro de truncamento O(4x) vai para zero como a primeira potência em
4x.

Ao se considerar o espaço unidimensional, eixo x, onde a discretização foi feita de
maneira que o espaço cont́ınuo foi substitúıdo por N pontos discretos xi, i = 1 . . . N . Sem
perda de generalidade pode se considerar xi = i4x.

O seguinte esquema de aproximação por diferenças finitas pode ser definido para a
primeira derivada ux(i) ≡ ∂u

∂x(xi).

u+
,x(i) ≡ ∂u

∂x
(xi) =

ui+1 − ui

4x
+O(4x) diferença adiantada

u−,x(i) ≡ ∂u

∂x
(xi) =

ui − ui−1

4x
+O(4x) diferença atrasada (A.5)

Uma aproximação de segunda ordem é obtida a partir da diferença centrada

uc,x(i) ≡ ∂u

∂x
(xi) =

ui+1 − ui−1

24x
+O(4x2) diferença centrada

(A.6)

Um grande número de aproximações por diferenças finitas pode ser obtido para as derivadas
de funções. Utilizando estes esquemas é posśıvel aproximar derivadas no espaço e no
tempo.

A.1.1 Discretização no tempo e no espaço

Nos problemas sendo estudados, o domı́nio do espaço corresponde ao plano x − y,
logo considera-se uma malha regular de tamanho 4x×4y. No tempo é considerado um
tamanho de passo 4t.

Como exemplo considera-se a equação não-linear de calor, dada por

u,t = div(c(|∇u|)∇u) em Ω× [0, T ], (A.7)

onde o termo da divergência pode ser reescrito como

div(c(|∇u|)∇u) = tr

[
(c(|∇u|)u,x),x (c(|∇u|)u,x),y
(c(|∇u|)u,y),x (c(|∇u|)u,y),y

]
. (A.8)

Logo, a Eq. (A.7) é equivalente a

u,t = (c(|∇u|)u,x),x + (c(|∇u|)u,y),y em Ω× [0, T ] (A.9)

Aplicando o esquema de diferenças anteriormente descrito na derivada temporal na Eq.
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(A.9) tem-se

u,t =
ui,jt+1 − ui,jt

4t
(A.10)

Aplicando o mesmo esquema nas derivadas em x e em y obtém-se

u+
,x =

ui+1,j
t − ui,jt
4x

u+
,y =

ui,j+1
t − ui,jt
4y

(A.11)

A derivada atrasada (a qual utilizaremos para calcular derivadas segundas) é dada por

u−,x =
ui,jt − ui−1,j

t

4x

u−,y =
ui,jt − ui,j−1

t

4y
(A.12)

Para calcular a aproximação do termo c(|∇u|u,x),x utiliza-se uma combinação das derivadas
atrasada e adiantada, seja

(
c(|∇u|)u,x

)
,x

=
ci+1/2,j u+

,x − ci−1/2,j u−,x
4x2

=
ci+1/2,j (ui+1,j

t − ui,jt )− ci−1/2,j (ui,jt − ui−1,j
t )

4x2
,

sendo ci,j = c(|∇u(i, j)|). Operando de maneira semelhante, obtém-se c(|∇u|u,y),y

(
c(|∇u|)u,y

)
,y

=
ci,j+1/2 (ui,j+1

t − ui,jt )− ci,j−1/2 (ui,jt − ui,j−1
t )

4y2
.

Para o caso particular de imagens, consideram-se 4x e 4y como sendo o tamanho
do pixel, ou seja 4x = 4y = 1. Juntado os diferentes termos obtém-se a versão discreta
de (A.7)

ui,jt+1 − ui,jt
4t

= ci,j+1/2 (ui,j+1
t − ui,jt )− ci,j−1/2 (ui,jt − ui,j−1

t )

+ ci+1/2,j (ui+1,j
t − ui,jt )− ci−1/2,j (ui,jt − ui−1,j

t ) (A.13)

A maneira natural para achar a solução desta equação de maneira iterativa, é escrever o
valor de ui,jt+1 como uma função ui,jt , seja

ui,jt+1 = ui,jt + 4t
(
ci,j+1/2 (ui,j+1

t − ui,jt )− ci,j−1/2 (ui,jt − ui,j−1
t )

+ ci+1/2,j (ui+1,j
t − ui,jt )− ci−1/2,j (ui,jt − ui−1,j

t )
)

(A.14)

Esta expressão pode ser escrita de maneira mais simples ao se introduzir uma pe-
quena mudança na notação. Substitui-se, então, o par de ı́ndices i, j (para i = 1 . . . N ,
j = 1 . . .M) por s (para s = 1 . . . N ∗ M). Considera-se também o conjunto ns, con-
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junto de vizinhos do pixel s (denotado na notação anterior como i, j), como sendo os
pixels nas direções {north, south, east,west} do pixel s (o que na notação anterior seria
{i, j + 1; i, j − 1; i− 1, j; i+ 1, j}. Usando esta nova notação, a equação anterior pode ser
reescrita como

ust+1 = ust +4t
∑
p∈ns

c(|4̂us,pt |)4̂u
s,p
t (A.15)

sendo us a intensidade da imagem discretizada no pixel s numa malha 2D regular, t o
instante de tempo, 4t o tamanho de passo no tempo, e 4̂us,pt é dado por:

4̂us,pt = up − ust (A.16)

Este tipo de discretização permite achar a solução do sistema de equações de maneira
iterativa.

A.1.2 Análise de estabilidade

Procura-se uma condição que garanta que a solução numérica se aproxima da solução
da equação diferencial sendo discretizada. Seja então ūijt a solução exata no ponto discreto
ij da malha e uijt a solução numérica, logo pode-se considerar

uijt = ūijt − εijt , (A.17)

sendo εijt o erro no ponto ij no tempo t. Por simplicidade, é considerado o problema
evolutivo linear com coeficientes constantes (i.e., Eq. (2.19)). Como ūijt satisfaz exata-
mente o esquema, é posśıvel provar que εijt evolui no tempo na mesma forma que a solução
numérica uijt , i.e.

εijt+1 − εijt
4t

=
(εij+1
t − 2εijt + εij−1

t )
4y2

+
(εi+1j
t − 2εijt + εi−1j

t )
4x2

Ao se considerar o problema periódico, tanto a solução como o erro podem ser expressados
em série de Fourier em cada instante de tempo, obtendo-se uma soma finita de harmônicas,
dada por

εijt =
N∑

i′=−N

M∑
i′=−M

Ei
′j′

t eIii
′ π
N

+Ijj′ π
M

sendo I =
√
−1 e Ei

′j′

t a amplitude da harmônica i′j′. Pode-se considerar também

ψx =
i′π

N

ψy =
j′π

M

Tem-se então que uma única harmônica do erro é dada por Ei
′j′

t eIii
′ π
N

+Ijj′ π
M , e sua evolução

no tempo é dada pelo mesmo esquema numérico que a solução uijt . Logo, desconsiderando
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Apêndice A. Discretização de Equações Diferenciais

os ı́ndices i′j′, obtém-se:

(Et+1 − Et)
4t

e(iψx+jψy) −Et

[
eI(iψx+(j+1)ψy) − 2eI(iψx+jψy) + eI(iψx+(j−1)ψy)

4y2

− eI((i+1)ψx+jψy) − 2eI(iψx+jψy) + eI((i+1)ψx+jψy)

4x2

]
= 0

(A.18)

no caso estudado o espaço é discretizado utilizando os pixels da imagem, tem-se então que
4x = 4y = 1, logo

(Et+1 − Et)
4t

eI(iψx+jψy) −Et
[
eI(iψx+(j+1)ψy) + eI(iψx+(j−1)ψy) + eI((i+1)ψx+jψy)

+eI((i+1)ψx+jψy) − 4eI(iψx+jψy)
]

= 0 (A.19)

Para assegurar a estabilidade, deve-se garantir que o erro não cresça ao longo do tempo,
i.e. |G| = |Et+1

Et
| ≤ 1. Logo, a Eq. (A.19) pode ser reescrita como

(Et+1 − Et)eI(iψx+jψy) − Et 4t e(iψx+jψy)
[
eIψx + e−Iψx + eIψy + e−Iψy − 4

]
= 0

(A.20)

Assim, a seguinte condição deve ser satisfeita

|G| = |1 + 2 4t [cosψx + cosψy − 2]| ≤ 1 (A.21)

Operando em (A.21), obtém-se

− 1 ≤ 1 + 2 4t [cosψx + cosψy − 2] ≤ 1

−2 ≤ 2 4t [cosψx + cosψy − 2] ≤ 0

−1 ≤ 4t [cosψx + cosψy − 2] ≤ 0,

multiplicando por −1 tem-se

1 ≥ 4t [2− cosψx − cosψy] ≥ 0
1

2− cosψx − cosψy
≥ 4t ≥ 0.

Considerando que −1 ≤ cosψx ≤ 1 e −1 ≤ cosψy ≤ 1 tem-se

1
4
≥ 4t ≥ 0,

obtendo-se então a condição de estabilidade (também conhecida como condição de Courant-
Friedrichs-Levy) para o problema sob consideração.

V



Apêndice A. Discretização de Equações Diferenciais

A.2 Discretização via Elementos Finitos

Seja o seguinte problema de minimização:

Problema 4. Achar u que minimize o funcional:

F(u) =
1
2

(∫
Ω
|u0 −Ru|2dΩ + 2λ

∫
Ω
|∇u|2dΩ

)
para u ∈ U (A.22)

sendo,
U = H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω);∇u ∈ L2(Ω)}.

O mı́nimo deste problema satisfaz a seguinte condição:

δF(u; η) =
∫

Ω
(R∗Ru−R∗u0)η dΩ + 2λ

∫
Ω
∇u · ∇η dΩ ∀η ∈ V, (A.23)

sendo δF(u; η) a primeira variação do funcional F(u).
A Eq. (A.23) é a forma variacional do problema de mı́nimo associado ao funcional

(A.22). Devido à dificuldade de achar a solução exata desta equação, procura-se uma
aproximação da mesma pelo Método de Galerkin.

A.3 Método de aproximação de Galerkin

Tem-se então o seguinte problema:

Problema 5. Achar u ∈ U tal que:∫
Ω

(R∗Ru−R∗u0)η + 2λ(∇u · ∇η) dΩ = 0 ∀η ∈ U (A.24)

O primeiro passo no desenvolvimento do método é construir uma aproximação de
dimensão finita do espaço U [209]. Este conjunto de funções será chamado de Uh. O
supra-́ındice refere-se à associação de Uh a uma malha ou discretização do domı́nio Ω,
parametrizada pelo tamanho caracteŕıstico h. Pretende-se assumir que Uh é um subcon-
junto de U , seja:

Uh ⊂ U (A.25)

Utilizando então as funções uh ∈ Uh, pode-se reescrever o Problema 5 na sua forma
(fraca) aproximada, ou seja:

Problema 6. Achar uh ∈ Uh tal que:∫
Ω

(R∗Ruh −R∗u0) · vh + 2λ(∇uh · ∇vh) dΩ = 0 ∀vh ∈ Uh (A.26)

O Problema 6 é a forma de Galerkin do Problema 5.

VI
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A.3.1 Forma algébrica

A forma de Galerkin do problema leva a um sistema linear de equações algébricas
acopladas. De fato, construindo Uh a partir de todas as combinações lineares das funções
dadas por NA : Ω → R, sendo A = 1, 2, · · · , n. Isto significa que se vh ∈ Uh, existem
constantes vA, A = 1, 2, · · · , n, tal que:

vh =
n∑

A=1

vANA

= v1N1 + v2N2 + · · ·+ vnNn. (A.27)

As funções NA’s são chamadas de funções de forma. O mesmo pode ser feito com uh,
a solução do problema:

uh =
n∑

B=1

uBNB

= u1N1 + u2N2 + · · ·+ unNn. (A.28)

Ao substituir estas expressões em (A.26) e reorganizar tem-se:

n∑
B=1

n∑
A=1

(∫
Ω
R∗RNBNA + 2λ(∇NB · ∇NA) dΩ

)
uB−

n∑
A=1

(∫
Ω
R∗u0NA dΩ

)
= 0 (A.29)

já que o anterior é valido ∀ vh ∈ Uh, em particular é verdade ∀vA. Considerando:

KAB =
(∫

Ω
R∗RNBNA + 2λ(∇NB · ∇NA) dΩ

)
fA =

∫
Ω
R∗u0NA dΩ

K = [KAB]

f = [fA]

u = [uB] (A.30)

pode-se reescrever:
K u = f (A.31)

Pode-se então, neste ponto, reescrever o Problema 6 na sua forma matricial:

Problema 7. Dado K e f, achar u tal que:

K u = f (A.32)

Este problema tem sido largamente estudado, existindo diversos métodos para achar
a solução u [15]. A matriz K pode ser calculada através da contribuição de cada uma das
matrizes Ke, sendo Ke a expressão (A.29) calculada no domı́nio Ωe de um dado elemento
e. Isto será estudado com mais detalhe na Seção A.3.3.
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Figura A.2: Domı́nio do elemento quadrilátero bilinear, numeração local e
funções de forma.

A.3.2 Famı́lia de elementos

Neste caso, o MEF será utilizado para construir as funções bases do espaço de
aproximação Uh. Por este motivo, será considerada como discretização natural os pixels
presentes na imagem. Mesmo assim o super-́ındice h não será descartado para identificar
o espaço Uh. No caso, o domı́nio foi discretizado com elementos quadriláteros bilineares
como apresentado na Figura A.1. Por simplicidade, os nós da malha foram centrados nos
pixels. Desta maneira, cada grau de liberdade (uB) está associado à intensidade de um
pixel.

O domı́nio de um elemento quadrilátero é definido pela localização dos seus quatro
nós xea, para a = 1 . . . 4. Assume-se que os nós estão, a ńıvel do elemento e, ordenados
(incidência do elemento) no sentido anti-horário (Fig. A.2). Foi escolhido um sistema de
coordenadas consistente com o utilizado no contexto de processamento de imagens. Em
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uma imagem, a origem (o ponto (0, 0)) encontra-se no canto superior esquerdo da mesma,
sendo o eixo y associado a vertical e crescente para baixo (associado aos ı́ndices j dos
pixels na imagem) e o eixo x no sentido horizontal crescente para a direita (associado aos
ı́ndices i dos pixels na imagem). Tem-se então, que neste caso particular os elementos
da malha encontram-se “alinhados” com os pixels da imagem. Assim, e como todos os
elementos finitos tem as mesmas dimensões, h × h, foi adotado a ńıvel do elemento e o
sistema de coordenadas indicado na Figura A.2.

A.3.3 Funções de forma e matrizes elementares

São apresentadas a seguir as funções de forma associadas ao elemento e (Fig. A.2),
quais sejam

N e
1 (x, y) =

1
h2
xy

N e
2 (x, y) =

1
h2
x(h− y)

N e
3 (x, y) =

1
h2

(h− x)(h− y)

N e
4 (x, y) =

1
h2

(h− x)y , para (x, y) ∈ Ωe. (A.33)

Estas funções de forma satisfazem a seguinte condição:

N e
b (xa) = δab para a, b = 1 . . . 4. (A.34)

É fácil verificar que

∇N e
1 (x, y) =

1
h2

{
y

x

}

∇N e
2 (x, y) =

1
h2

{
h− y

−x

}

∇N e
3 (x, y) = − 1

h2

{
h− y

h− x

}

∇N e
4 (x, y) =

1
h2

{
−y
h− x

}
, para (x, y) ∈ Ωe. (A.35)

Da linearidade do operador integral, é posśıvel separar as integrais colocadas na
Eq. (A.30) em integrais no domı́nio em cada elemento Ωe. Para relacionar a numeração
elementar e global dos nós, considera-se a função IEN(e, a) [93] que, dado o número de
elemento e e o número de nó a = 1 . . . 4, retorna o ı́ndice do nó global A correspondente.

IX
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Define-se então a matriz elementar Ke como

Ke =


Ke

11 Ke
12 Ke

13 Ke
14

Ke
21 Ke

22 Ke
23 Ke

24

Ke
31 Ke

32 Ke
33 Ke

34

Ke
41 Ke

42 Ke
43 Ke

44

 (A.36)

cujos coeficientes Ke
ab são dados por

Ke
11 =

∫
Ωe

(
2λ∇N e

1 (x, y) · ∇N e
1 (x, y) +N e

1 (x, y)N e
1 (x, y)

)
dΩe,

Ke
12 =

∫
Ωe

(
2λ∇N e

1 (x, y) · ∇N e
2 (x, y) +N e

1 (x, y)N e
2 (x, y)

)
dΩe,

Ke
13 =

∫
Ωe

(
2λ∇N e

1 (x, y) · ∇N e
3 (x, y) +N e

1 (x, y)N e
3 (x, y)

)
dΩe,

Ke
14 =

∫
Ωe

(
2λ∇N e

1 (x, y) · ∇N e
4 (x, y) +N e

1 (x, y)N e
4 (x, y)

)
dΩe.

Como as funções N e
a são conhecidas, estas integrais podem ser calculadas explicitamente,

logo:

Ke
11 =

1
9

(h2 + 12λ),

Ke
12 =

1
18

(h2 − 6λ),

Ke
13 =

1
36

(h2 − 24λ),

Ke
14 =

1
18

(h2 − 6λ).

Da simetria do problema tem-se que:

Ke
11 = Ke

22 = Ke
33 = Ke

44,

Ke
12 = Ke

21 = Ke
34 = Ke

43 = Ke
14 = Ke

23 = Ke
32 = Ke

41 e

Ke
13 = Ke

24 = Ke
31 = Ke

42.

Da mesma forma são calculados os coeficientes do vetor f. Nos problemas estudados
foi considerado que os pixels tem tamanho unitário (i.e., h = 1 a ńıvel dos pixels1).

1Se for necessário refinar a malha de elementos finitos, h varia.
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