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obten¢ao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

ANALISE DE SENSIBILIDADE TOPOLOGICA DE SEGUNDA ORDEM
Jairo Rocha de Faria
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Orientadores: Antonio André Novotny
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Modelagem Computacional

A derivada topolégica fornece a sensibilidade de uma dada funcao custo quando uma per-
turbagao nao suave e infinitesimal (furo ou inclusdo, por exemplo) é introduzida. Classica-
mente, esta derivada vem do segundo termo da expansao expansao assintética topoldgica
considerando-se apenas perturbacoes infinitesimais. No entanto, em aplicagoes praticas, é
necessario considerar perturbacao de tamanho finito. Motivado por este fato, o presente
trabalho tem como objetivo fundamental introduzir o conceito de derivadas topologicas de
ordens superiores, o que permite considerar mais termos na expansao assintotica topolégica.
Em particular, observa-se que o topological-shape sensitivity method pode ser naturalmente
estendido para o calculo destes novos termos, resultando em uma metodologia sistematica
de andlise de sensibilidade topolégica de ordem superior. Para se apresentar essas idéias,
inicialmente essa técnica é verificada através de alguns problemas que admitem solucao e-
xata, onde se calcula explicitamente a expansao assintotica topoldgica até terceira ordem.
Posteriormente, considera-se a equagao de Laplace bidimensional, cujo dominio é topologi-
camente perturbado pela introducao de um furo com condigao de contorno de Neumann ou
de Dirichlet homogéneas, ou ainda de uma inclusao com propriedade fisica distinta do meio.

Nesse caso, sao calculadas explicitamente as derivadas topoldgicas de primeira e segunda
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ordem. Com os resultados obtidos em todos os casos, estuda-se a influéncia dos termos de
ordens superiores na expansao assintotica topoldgica, através de experimentos numéricos.
Em particular, observa-se que esses novos termos, além de permitir considerar perturbacoes
de tamanho finito, desempenham ainda um importante papel tanto como fator de correcao da
expansao assintotica topologica, quanto como dire¢ao de descida em processos de otimizacao.
Finalmente, cabe mencionar que a metodologia desenvolvida neste trabalho apresenta um

grande potencial para aplicacao na otimizacao topolégica e em algoritmos de reconstrucao.
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Computational Modelling

The topological derivative provides the sensitivity of a given shape functional with respect
to an infinitesimal non-smooth domain perturbation (insertion of hole or inclusion, for in-
stance). Classically, this derivative comes from the second term of the topological asymptotic
expansion, dealing only with infinitesimal perturbations. However, for practical applications,
we need to insert perturbations of finite sizes. Therefore, we consider other terms in the ex-
pansion, leading to the concept of higher-order topological derivatives. In particular, we
observe that the topological-shape sensitivity method can be naturally extended to calculate
these new terms, resulting in a systematic methodology to obtain higher-order topological
derivatives. In order to present these ideas, initially we apply this technique in some prob-
lems with exact solution, where the topological asymptotic expansion is obtained until third
order. Later, we calculate first as well as second order topological derivative for the total
potential energy associated to the Laplace equation in two-dimensional domain perturbed
with the insertion of a hole, considering homogeneous Neumann or Dirichlet boundary con-
ditions, or an inclusion with thermal conductivity coefficient value different from the bulk
material. With these results, we present some numerical experiments showing the influence

of the second order topological derivative in the topological asymptotic expansion, which
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has two main features: it allows us to deal with perturbations of finite sizes and provides a
better descent direction in optimization process. Finally, we observe that these features are

very important in the development of topology optimization and reconstruction algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

Dominios topologicamente perturbados surgem naturalmente na modelagem de fendmenos
dissipativos como dano, nucleacao e propagacao de trincas, bem como em problemas na
modelagem computacional, otimizacao topoldgica e em problemas inversos. Estes exemplos,
devido ao grande ntmero de aplicagoes em diversas areas com grande impacto tanto do
pontos de vista social quanto do economico, demostram a grande importancia da anélise da
influéncia na perturbacao na topologia do dominio e, consequentemente, tém sido objetos
de intensa investigagao cientifica nas ultimas décadas.

Uma maneira de abordar os problemas supracitados consiste em inferir o quanto a solucao
de uma equacao de estado associada ao problema ¢é sensivel a uma perturbacao na topologia
do dominio. Essa analise pode ser realizada observando-se a influéncia da criacao de um
pequeno furo no dominio, através de uma expansao assintotica da solucao da equacao de
estado no dominio perturbado [1, 35].

Outra alternativa, bastante geral e que apresenta varias possibilidades de aplicagoes, é
a de se obter esta sensibilidade considerando nao apenas a equacao de estado, mas uma
funcao custo que representa uma medida de desempenho do problema em estudo. Este é
o foco da andlise de sensibilidade topoldgica [15, 16, 48, 58], que apresentou um grande
desenvolvimento na ultima década, principalmente motivado por aplicagoes a problemas
de otimizagao topoldégica (uma revisdo bastante detalhada pode ser vista no trabalho de

Eschenauer & Olhoff 2001 [17], que apresenta uma vasta bibliografia sobre o tema).



Assim, a analise de sensibilidade topoldgica fornece um desenvolvimento assintético para
uma funcao custo adotada, cujo termo principal é um campo escalar, denominado derivada
topoldgica, que mede a sensibilidade da fun¢ao custo quando um furo infinitesimal é criado
em um ponto arbitrario do dominio.

A caracteristica principal deste desenvolvimento assintético, designado de expansao assintética
topoldgica, é que a derivada topolégica depende apenas das solugoes de problemas definidos
no dominio nao perturbado. Assim, a sensibilidade a mudanca da topologia, associada a
criacao de um furo em qualquer ponto do dominio, pode ser obtida através de funcoes calcu-
ladas sobre o dominio original. Este fato corrobora com o apresentado por Lomov 1992 [40],
que define expansao assintdtica como a aproximagao de um objeto desconhecido (a fungao
custo calculada em um ponto arbitrario do dominio perturbado) por objetos conhecidos (a
fungao custo definida no dominio original e a derivada topolégica).

No entanto, tendo em vista as aplicagoes praticas, sera mostrado que é importante con-
siderar furos de tamanho finito. Como, em geral, a derivada topoldgica fornece uma boa
estimativa apenas para furos infinitesimais, necessita-se considerar termos de ordens superi-
ores na expansao assintotica topoldgica para levar em conta furos finitos. Adicionalmente,
esses termos podem ainda ser utilizados para obter estimativas mais precisas do tamanho
das perturbacoes em projetos de engenharia, melhores condi¢oes de otimalidade no contexto
de otimizacao topolégica e de problemas inversos, entre outros.

Esta questao permanece em aberto até o presente trabalho.

1.1 Analise de sensibilidade topolégica

A analise de sensibilidade topolédgica estendeu os conceitos desenvolvidos nos anos 70 para
a analise de sensibilidade a mudanca de forma, na qual o objetivo é se determinar a sensi-
bilidade de um problema quando o dominio sofre perturbacoes suaves em sua fronteira, sem
que sejam permitidas mudangas em sua topologia [60]. Esta extensao foi motivada prin-
cipalmente por problemas de otimizagao, onde a definicao prévia da topologia do dominio

torna-se uma hipotese bastante restritiva.



Nos anos 80 houve um grande desenvolvimento da otimizacao topolégica que tem a parti-
cularidade de nao requerer informacoes a priori sobre a topologia do dominio e que, portanto,
fornece melhores resultados do que os obtidos pelos demais processos de otimizagao (por
exemplo, otimizagao de forma e otimizacao dimensional [15]). Originalmente, a metodologia
empregada para se obter tanto a forma quanto a topologia 6tima fazia uso de materiais
ficticios e aplicava técnicas de homogeneizacao e penalizacao [9, 10].

Ja na década seguinte, varios trabalhos como, por exemplo, Eschenauer et al. 1994 [16],
Schumacher 1996 [56], Sokolowski & Zochowski 1999 [58], Céa et al. 2000 [15] e Novotny
et al. 2003 [48], apresentaram uma maneira possivel de se obter tanto a forma quanto a

topologia 6tima através do conceito de derivada topoldgica.

Observacao 1.1 Cumpre ressaltar que no livro de Kozlov et al. 1999 [35] apresenta-se,
ainda que de forma independente e com outra nomeclatura, o cdalculo da derivada topologica
da funcdo custo energia associada ao problema de Laplace em um dominio bidimensional,

onde ¢ criado um furo circular com condi¢cao de Neumann homogénea em sua fronteira.

No entanto, embora a andlise de sensibilidade topoldgica tenha surgido pela necessi-
dade de se estender a andlise de sensibilidade a mudanca de forma para problemas que ad-
mitem varia¢oes na topologia, a impossibilidade de se estabelecer um homeomorfismo entre os
dominios original e topologicamente modificado representou uma dificuldade para a aplicacao
direta dos resultados desta tltima area de pesquisa no calculo da derivada topoldgica. Nesse
sentido, no trabalho de Novotny et al. 2003 [48] foi introduzida uma definigdo alternativa
de derivada topolégica que, embora equivalente a original dada por Sokolowski & Zochowski
1999 [58] e generalizada por Céa et al. 2000 [15], conduziu a uma nova metodologia para o
seu calculo, denominada topological-shape sensitivity method. Além do mais, através dessa
nova abordagem foi possivel estabelecer a relacao entre as duas dreas de pesquisa, o que
permitiu a utilizagao de técnicas classicas, ja bem postas na literatura desde o trabalho de

Murat & Simon 1976 [43], para o célculo da derivada topoldgica.

Observacao 1.2 No sentido estrito da palavra, andlise de sensibilidade topoldgica se aplica

a problemas que sao perturbados com a criacdao de furos no interior do dominio, modificando
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assim sua topologia inicial. Para a inclusao de outro material no dominio, foi introduzido no
trabalho de Novotny 2003 [47] o termo andlise de sensibilidade configuracional. No entanto,
como formalmente esses conceitos coincidem, nao se fard distingao entre eles nesse trabalho,
ficando clara em cada contexto. Doravante, serd utilizada a expressao andlise de sensibilidade
topolégica, ja amplamente difundida na literatura, tanto para furos quanto para inclusoes,

ou ainda para qualquer tipo de perturbacao nao suave.

A anélise de sensibilidade topoldgica é, portanto, entendida neste trabalho como a anélise
de sensibilidade com respeito a criacao de uma pequena perturbacao nao suave no pro-
blema em estudo. Esta sensibilidade resulta em uma funcao escalar denominada derivada
topoldgica, que tem sido usada como direcao de descida na resolucao de diversas classes de
problemas. De fato, consoante previamente mencionado, a otimizacao topoldgica motivou
o desenvolvimento da andlise de sensibilidade topoldgica, a qual demonstrou-se com grande
potencial em muitas outras aplicagoes. No que segue, apresentam-se em ordem cronolégica
alguns dos principais trabalhos publicados na érea, destacando-se as respectivas aplicacoes

da derivada topoldgica.

e Sokolowski & Zochowski 1999 [58]. O conceito de derivada topoldgica ¢ formalmente
definido pela primeira vez. Em particular, no referido trabalho a derivada topolégica é
calculada para funcionais arbitrarios e apresentam-se exemplos para equacoes elipticas
em calor e elasticidade plana, considerando-se em cada caso a condicao de contorno de
Neumann homogénea na fronteira do furo. Neste trabalho se conclui que a derivada
topoldgica é uma ferramenta que pode ser aplicada em problemas de otimizagao de

estruturas mecanicas.

e Sokolowski & Zochowski 1999 [59]. A derivada topoldgica é calculada para uma fungao
custo associada a um problema de Laplace tridimensional. Observou-se a potenciali-
dade da aplicagao dos resultados obtidos na otimizacao em problemas difusivos ou de
transferéncia de calor, bem como para solucoes numéricas de problemas inversos de

identificacao de inclusoes.



e Céa et al. 2000 [15]. O conceito de derivada topoldgica foi generalizado para dominios
perturbados por furos com condi¢ao de contorno de Dirichlet prescrita em sua fronteira.
Observa-se que a derivada topolégica fornece uma justificativa matematica para um
algoritmo de otimizacao que fora introduzido por Jan Céa, ja em 1973, e sao obtidas
algumas condicoes de otimalidade usando-se simultaneamente os gradientes cléssico e
topoldgico. Finalmente, apresentam-se alguns exemplos de aplicacoes em Mecanica e

Eletromagnetismo.

e Garreau et al. 2001 [24]. Propde uma técnica para o calculo da derivada topoldgica,
denominada domain truncation method, a qual é aplicada ao problema de elasticidade,
com funcionais gerais e furos de forma arbitraria onde sao impostas condi¢oes de con-

torno de Neumann ou de Dirichlet homogéneas em sua fronteira.

e Guillaume & Sid Idris 2002 [29]. Fornece uma extensao do domain truncation method
para furos de forma arbitraria, considerando-se diversas funcoes custo associadas ao
problema de Poisson com condi¢des de Neumann e Dirichlet homogéneas na fronteira
do furo. Entretanto, a metodologia supracitada tem como principal inconveniente a
introducao de um parametro artificial R, que permanece na expressao geral de sensi-

bilidade topolégica (vide, por exemplo, Amstutz 2003 [2]).

e Novotny et al. 2003 [48]. Neste trabalho, é proposta uma definigdo alternativa para
a derivada topoldgica que permite o estabelecimento da relagao entre os conceitos de
analise de sensibilidade topolédgica e andlise de sensibilidade a mudanga de forma. Este
resultado tem como consequéncia direta o desenvolvimento de uma nova metodologia,
denominda topological-shape sensitivity method, para o célculo da derivada topoldgica
através dos métodos classicos da analise de sensibilidade a mudanca de forma. Os

resultados obtidos sao utilizados na otimizacao de diversos componentes mecanicos.

e Feijéo et al. 2003 [22]. Fornece uma andlise comparativa entre o topological-shape sensi-
tivity method e o domain truncation method, mostrando que, embora ambas metodolo-

gias sejam equivalentes, a primeira resulta mais simples e, até entao, mais geral.



e Lewinski & Sokolowski 2003 [39]. Apresenta uma visao geral do problema de variagao
da energia elastica devido ao surgimento de pequenas cavidades nos sélidos elasticos,
obtendo com a derivada topoldgica os mesmos resultados fornecidos por Mazja et al.
1991 [41] e por Nemat-Nasser & Hori 1993 [46], para furo eliptico no R? e cavidade

esférica do R3.

e Samet et al. 2003 [55]. Considera a equagao de Helmholtz com condi¢do de contorno

de Dirichlet homogénea na fronteira do furo.

e Sokolowski 2003 [57]. Apresenta novas condi¢oes de otimalidade para uma classe de

problemas em otimizacao de forma.

e Novotny 2003 [47]. E a primeira tese de doutorado defendida na drea. Desenvolve o
topological-shape sensitivity method e realiza a sensibilidade topolédgica em diversos pro-
blemas de engenharia: conducao estacionaria de calor em soélidos rigidos considerando
condicoes de contorno de Neumann, Robin e Dirichlet na fronteira do furo; elastici-
dade linear em estado plano de tensoes e deformacoes; flexao elastica linear de placas
de Kirchhoff; tor¢ao de barras sujeitas a fluéncia estacionaria (problema p-Poisson) e,
finalmente, no problema de Poisson em um dominio perturbado por uma inclusao com

propriedades distintas do meio.

e Amstutz 2003 [2]. Nesta tese de doutorado sao fornecidas férmulas de desenvolvimento
assintotico topoldgico para varios problemas de interesse. Em particular, aplica-se os
resultados obtidos na localizacao de trincas considerando o problema de Laplace 2D;
no problema de Helmholtz 2D com condigao de Dirichlet em um furo circular, condicao
de Neumann em um furo de forma arbitraria ou uma trinca e insercao de inclusoes;
estuda a sensibilidade para problemas nao-lineares com condicao de Dirichlet e furo
de forma arbitraria. Finalmente considera a andlise de sensibilidade topoldgica para o

problema de Navier-Stokes.

e Nazarov & Sokolowski 2003 [44]. Utilizam os métodos mached e compound na con-

strugao das expansoes assintoticas de funcionais de volume e superficie.
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Nazarov & Sokolowski 2004 [45]. Calcula a expansao assintética da solugao e do fun-
cional energia correspondente ao problema de Poisson para uma perturbacao associada

a formacao de um ligamento.

Feijéo 2004 [20]. A derivada topoldgica foi calculada para o problema de Helmholtz
em um meio infinito, sendo o resultado empregado na resolucao do problema inverso

do espalhamento.

Feijéo et al. 2004 [21]. Calcula a derivada topoldgica da energia potencial total no prob-

lema de elasticidade 2D através da aplicacao do topological-shape sensitivity method.

Guillaume & Sid Idris 2004 [30]. Aplica a andlise de sensibilidade para a equagao
de Stokes considerando funcionais custos gerais e furos de forma arbitraria. Também

ilustram o uso da derivada topolégica em problemas de otimizacao.

Burger et al. 2004 [13]. Utiliza a informagao dada pela derivada topolégica para se
obter um parametro de determinacao das curvas iniciais para a técnica de level-sets.
Observa-se mediante a andlise de alguns testes numéricos que a aplicacao da derivada
topoldgica permite a solugao de problemas mais gerais do que os tratados pela técnica

de level-set padrao.

Labanowski 2004 [36]. Nessa dissertacao de Mestrado ¢ realizada uma anélise compar-
ativa entre os métodos de otimizagao topoldgica SIMP (Solid Isotropic Microstructure
with Penalization), ESO (Evolutionary Structural Optimization) e TSA (Topological

Sensitivity Analysis).

Amstutz 2005 [5]. E o primeiro resultado em anélise de sensibilidade topolégica para
um caso nao-linear, onde se calcula a derivada topoldgica para equagoes de Navier-
Stokes no caso estacionario e fluido incompressivel e uma condigao de nao deslizamento

no contorno de um obstaculo de forma arbitraria.

Amstutz et al. 2005 [3]. As técnicas de gradiente topolégico sao aplicadas para a

identificacao de trincas em um domino bidimensional, considerando a equacao de estado



de Laplace e o critério de Khon-Vogelius como funcao custo (Khon & Vogelius 1987

[34])-

Sokolowski & Zochowski 2005 [61]. Aplica a andlise de sensibilidade topolégica em

problemas de contato.

Sokolowski & Zochowski 2005 [62]. Calcula a derivada topoldgica para uma classe de

funcionais de forma para problemas de obstaculo.

Novotny et al. 2005 [49]. O topological-shape sensitivity method é aplicado para o
calculo da derivada topoldgica no problema flexao de placas eldsticas utilizando o

modelo cinematico de Kirchhoff.

Masmoudi et al. 2005 [42]. Estuda a sensibilidade topoldgica para a equagao de
Maxwell tridimensional quando o dominio é perturbado com a introdugao de um pe-
queno objeto dielétrico ou metalico e aplicam os resultados obtidos no problema inverso

de identificacao de propriedades eletromagnéticas.

Guinzani 2006 [28]. Nessa dissertagdo de Mestrado, o problema inverso da condutivi-
dade é tratado sob a oOtica da andlise de sensibilidade topoldgica e desenvolve-se um

método iterativo de reconstrugao.

Guzina & Bonnet 2006 [26] e Bonnet 2006 [11] a derivada topoldgica foi calculada no
problema de acustica respectivamente no dominio da frequéncia e do tempo, permitindo

sua aplicacao no problema inverso do espalhamento.

Amstutz & Andra 2006 [4]. A questao da aplicagao da derivada topoldgica no método
de level-set é retomada neste trabalho. E desenvolvido um novo algoritmo onde se
propoe uma generalizagao do conceito da derivada topoldgica e uma nova equacao de
evolucao que evita o uso de parametros arbitrarios para se construir as correcoes nas

iteracoes sucessivas.

Amstutz 2006 [6]. Fornece o célculo da derivada topoldgica para uma classe de pro-

blemas nao-linares. Em particular, trata da equacao de Navier-Stokes e da versao
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nao-linear da equacao de Helmholtz.

e Auroux et al. 2006 [7]. Calcula a expansao assintética topolégica para um problema

associado a restauracao e classificagao de imagens.

e Larrabide 2007 [38]. Nesta tese de doutorado estuda-se a restauragao e segmentagao
de imagens médicas e sua aplicagao na modelagem do sistema cardiovascular humano,
utilizando a derivada topoldgica para este fim. Em particular, define-se uma versao
discreta da derivada topoldgica que possibilita um menor custo computacional que os

algoritmos baseados na defini¢ao cléssica.

e Belaid et al. 2007 [8]. Aplica o gradiente topolégico para os problemas de restauracao

de imagens e de detecao de borda.

e Giusti et al. 2007 [25]. Propoem um método de otimizac¢ao topoldgica associada a
criacao de uma inclusao no problema de elasticidade linear bidimensional em que se
destaca a possibilidade de se por e retirar material simultaneamente em cada passo do

algoritmo.

e Guzina & Chikichev 2007 [27]. Fornece uma extensao do conceito de derivada topolégica
e indica possibilidades de aplicacoes em diagndsticos médicos, sobretudo na identi-

ficacao de cancer de mama.

e Novotny et al. 2007 [50]. Apresenta o célculo da derivada topolégica no problema de
elasticidade linear tridimensional, que possibilita a otimizacao topoldgica de estruturas

tridimensionais.

e Rocha de Faria et al. 2007 [52]. Resultados preliminares do presente trabalho sao

publicados.

Cabe mencionar ainda que o topological-shape sensitivity method, em particular, nao
apresenta qualquer limitagao quanto a funcao custo e restri¢oes, condicao de contorno nos
furos ou mesmo ao fenomeno em estudo, o que permitiu aplicar a derivada topolégica em

diversos problemas, dentre os quais destacam-se:
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e Processamento de Imagens. No trabalho de Larrabide 2007 [38] foram propos-
tos novos métodos de Restauracao e Segmentacao de Imagens utilizando derivada
topoldgica. Durante o processo de aquisicao da imagem, a qualidade pode ser afe-
tada por diferentes fatores, tais como, lentes fora de foco, movimento do paciente,
falta de sensibilidade dos dispositivos, limitagoes nos tempos de exposicao dos pa-
cientes, o proprio processo pelo qual a imagem é formada. Neste caso, o objetivo é
melhorar a qualidade da imagem removendo o ruido introduzido por uma ou mais das
degradacgoes ora mencionadas. Na fig. 1.1 é mostrado um exemplo de aplicagao da

derivada topolédgica no contexto de Restauracao de Imagens.

(a) imagem com ruido (b) imagem pds-processada

Figura 1.1: restauracao de imagens.

No caso de Segmentacao de Imagens, objetiva-se dividir uma imagem nos objetos
que a compoem. Em particular, na segmentagao de imagens médicas, necessita-se
identificar as diferentes estruturas anatomicas internas do corpo humano. Na fig. 1.2 é
mostrado um exemplo de aplicagao da derivada topoldgica no contexto de segmentacao

de imagens médicas.
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Figura 1.2: segmentacao de imagens.

e Otimizagao topolédgica. No trabalho de Novotny et al. 2007 [50] foi apresentado o
calculo da derivada topolégica no problema de elasticidade linear tridimensional. Com
esse resultado, foi possivel realizar a otimizagao topoldgica de estruturas tridimensio-

nais. Na fig. 1.3 é mostrado um exemplo de aplicacao do método desenvolvido.

|
-

v

(a) configuragdo inicial (b) configuragéo otimizada

Figura 1.3: otimizagao topolégica de uma estrutura tridimensional.

Além do mais, utilizando a derivada topoldgica associada a criacao de inclusoes em um
problema de elasticidade linear bidimensional, foi proposto um algoritmo de otimizacao
topoldgica capaz de por e retirar material simultaneamente. Essa caracteristica permite

obter varios minimos locais e, em alguns casos particulares, o minimo global. Na fig.
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1.4 é mostrado um exemplo de aplicagao do método desenvolvido no trabalho de Giusti

et al. 2007 [25].

|

E!‘LE !!LE I3
a a

(a) configuragao inicial

Q\ /2

(b) configuracdo otimizada

Figura 1.4: otimizagao topolégica de uma estrutura bidimensional.

e Problema inverso. Baseado na sensibilidade topolédgica associada ao critério de Khon
& Vogelius 1987 [34], no trabalho de Guinzani 2006 [28] foi proposto um algoritmo
iterativo capaz de identificar tanto a forma quanto a topologia de um conjunto de
inclusoes a partir de medidas de temperatura obtidas na fronteira do corpo em estudo.

Na fig. 1.5 é mostrado um exemplo de aplicacao do método desenvolvido.

) inclusdo a ser identificada ) resultado apds 70 iteragoes

Figura 1.5: problema inverso da condutividade.
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No entanto, em todos os exemplos de aplicagoes do topological-shape sensitivity method
ora apresentados, a sensibilidade topoldgica, associada a perturbacoes infinitesimais, foi uti-
lizada para guiar algoritmos de descida onde sao efetivamente introduzidas perturbagoes
de tamanho finito ao longo do processo iterativo. Com efeito, em situagoes praticas geral-
mente necessita-se considerar a sensibilidade topoldgica associada a pertubagoes de tamanho
finito. Assim sendo, como mencionado anteriormente, uma maneira de levar em conta per-
turbacoes de tamanho finito é considerar termos de ordens superiores na expansao assintotica

topoldgica, que é o principal objeto de estudo do presente trabalho.

1.2 Objetivos

Neste trabalho, portanto, sao considerados termos de ordens superiores na expansao assintotica
topoldgica. Em particular, o proximo termo é definido como a derivada topoldgica de segunda
ordem e evidencia-se, através de alguns exemplos, a influéncia deste termo para perturbacoes
de tamanho finito.

Nesse sentido, além das possiblilidades de aplicagoes, um fato notavel acerca do topological-
shape sensitivity method € o de permitir sua generalizacao, de forma bastante natural, para o
calculo de derivadas topolégicas de ordem superiores, bastando para isso realizar uma anélise
assintotica das solugoes das equagoes de estado e adjunta na vizinhanca da perturbacao. As-

sim sendo, este trabalho tem como objetivos principais:

e Apresentar as defini¢oes de derivadas topolégicas de ordens superiores, sobretudo da
derivada topologica de segunda ordem, e estudar a influéncia destes termos na analise

de sensibilidade topoldgica para perturbacoes de tamanho finito;

e Estender a metodologia desenvolvida no topological-shape sensitivity method para o

calculo de derivadas de ordens superiores.
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1.3 Apresentacao

Este trabalho esta organizado da maneira que se segue:

O capitulo 1 trata da presente introducgao.

No capitulo 2 define-se formalmente o conceito de derivada topoldgica de ordem superior
e demonstra-se que o topological-shape sensitivity method é uma metodologia bastante geral
e que pode ser aplicada naturalmente para o calculo destas derivadas. Em seguida, calculam-
se as derivadas topologicas de primeira, segunda e terceira ordem em alguns problemas que
apresentam solucao exata e observa-se a influéncia destes termos na analise.

O capitulo 3 trata das andlises de sensibilidades topoldgicas de primeira e segunda ordens
para a energia potencial total associada ao problema de Laplace bidimensional, considerando-
se trés tipos de perturbagoes circulares: furo com condigao de contorno Neumann homogénea,
furo com condicao de contorno Dirichlet homogeénea e inclusao de coeficiente de condutivi-
dade térmica distinta do meio. Demontra-se, através de experimentos numéricos, que a
derivada de segunda ordem constitui um importante fator na analise, tanto do ponto de
vista qualitativo, quanto do ponto de vista quantitativo.

Finalmente, o capitulo 4 é destindo as conclusoes do trabalho.
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Capitulo 2

Analise de sensibilidade topolégica de

ordem superior

Para apresentar a idéia basica da analise de sensibilidade topoldgica, considera-se um dominio
aberto e limitado 2 C R™, n < 3 com fronteira suave 02 e um funcional custo 1 (Q2) = Jq (u),
onde u denota a solugao de uma equagao de estado definida em €2. Seja, ainda, H, = X+cH
um furo com centro em um ponto arbitrario X € € e tamanho ¢ = su7£) |x — x]|, onde
o conjunto ‘H (com 0 € H) descreve a forma do furo. Entdo, para nezg 2,3 o dominio
topologicamente perturbado é dado por Q. = Q\H.. Para o caso da perturbacdo dada por
uma inclusao Z,, com uma propriedade material distinta do meio, considera-se H, com mesma
geometria (forma, tamanho, posigdo e orientacao) de Z. e a nova configuracao perturbada
dada por Q. = (2\H.) UZ.. Cabe mencionar que este ultimo caso permite a extensao para
problemas unidimensionais. Nos dois casos acima, a fronteira do dominio perturbado €2, é
dada por 02, = 00 U OH,, como apresentado esquematicamente na fig. 2.1. Com esses

elementos, tem-se que a expansao assintética topolégica de uma dada func¢ao custo ¥(2) é

escrita como

V() = Y(Q)+ file)DrY + f2(e) D3 + .. + fu(e)Ditp + R(fn(e))
= Q)+ > fi(e) Dt + R(fule)) | (2.1)

i=1
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onde f;(e) sdo fungdes mondtonas positivas, tais que

. B . file) . .
llir(l)fi(e) =0, l% f]l(é?) =0, Vi,j,l €{1,...,n}, comj>1, (2.2)
. R(fale)) _
e, ainda,
HDiszHB(Q) #0, Vie{l,..,n} . (2.4)

Definicao 2.1 Neste trabalho, a expressao

n

V() = () + ) file) Dyt (2.5)

=1

serd denominada aprorimacao assintotica topoldgica de ordem n.
Se a eq. 2.1 é dividida por f;(e) e considera-se o limite quando € — 0, tem-se

Definicao 2.2 A derivada topologica de j — ésima ordem de v é dada por

D = lim—— (wma) @) -y ﬁ(e)Dw) . (2.

i=1

Em particular, para j = 1, obtém-se
Definicao 2.3 A derivada topoldgica de v € dada por

P(§2) — $(©)

Dy = lim (2.7)

que € a defini¢ao classica dada no trabalho de Garreau et al. 2001 [24].
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o012 0f). = 0) UOH.

¥ () ¥ (£)

Figura 2.1: conceito de Derivada Topoldgica em sua versao original.

Assim, com o objetivo de se obter estimativas mais precisas e melhores condicoes do oti-
malidade do que as fornecidas apenas pela derivada topoldgica de primeira ordem, definem-se
as derivadas topologicas de ordens superiores que, em contrapartida, exigem uma maior re-

gularidade da solucao do problema em estudo.

2.1 Topological-shape sensitivity method

Como ora apresentado, as defini¢oes das derivadas topologicas de primeira e demais ordens
podem ser sumarizadas por expressoes simples. Nao obstante, deve-se notar das definicoes
2.6 e 2.7 que a funcao custo é calculada em dominios que nao possuem a mesma topologia
e, portanto, nao é possivel construir um homeomorfismo entre os dominios original €2 e
modificado €2..

Este fato representa uma dificuldade técnica para a utilizacao das ferramentas classicas
da mecanica do continuo na obtencao da derivada topoldgica, que em geral necessitam da
existéncia de um difeomorfismo entre as configuragoes material e espacial.

No entanto, no trabalho de Novotny 2003 [47], foi estabelecida a relagao entre a analise de
sensibilidade a mudanca de forma e a andlise de sensibilidade topolédgica, que resultou num
novo método para o calculo da derivada topoldgica, denominado topological-shape sensitivity
method.

Nesta secao, sera mostrado que esta metodologia pode ser naturalmente estendida para

o calculo de derivadas de ordens superiores. De fato, serd dada uma definicao alternativa
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a qual demonstrar-se-a4 equivalente a defini¢ao original 2.6, mas que ird permitir aplicar o
topological-shape sensitivity method para o seu calculo.

A idéia central do topological-shape sensitivity method é superar o problema da falta de
homeomorfismo entre os dominios €2 e €., partindo-se inicialmente de um dominio com um
pequeno furo de tamanho ¢ e estudar a sensibilidade a mudanca de forma ao se realizar uma
expansao uniforme no furo, i.e., perturbar o furo de tamanho € para um furo de tamanho e+9
obtendo-se os dominios (2. e {2.,s com mesma topologia, e entao tomar o limite € — 0, como
esquematicamente mostrado na fig. 2.2. Esta idéia baseia-se na intuicao de que expandir
um furo de tamanho ¢, quando € — 0, nada mais é do que crid-lo. Analogamente, a mesma

analise pode ser realizada para inclusoes ou outros tipos de perturbagoes nao-suaves.

1/) (Qa) ?ﬂ (Qa—i—és)

Figura 2.2: conceito de Derivada Topoldgica em sua versao modificada.

Deste modo, obtém-se a seguinte definicao para a derivada topoldgica

Definicao 2.4 A derivada topoldgica € definida por

% 11 . ¢(QE+6)_w(Qe)
Dis =ty {25 28)

se o limite duplo acima existir.

Como previamente mencionado, a definicdo acima possibilita aplicacao das técnicas e
resultados desenvolvidos para andlise de sensibilidade a mudanga de forma. O principal re-
sultado obtido no referido trabalho de Novotny 2003 [47] é o estabelecimento da equivaléncia

entre as duas defini¢oes 2.8 e 2.7, dada através do seguinte teorema:
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Teorema 2.5 Seja fi(e) uma funcao reqularizadora escolhida de modo que o limite (2.8)
exista. Entao, as definicoes dadas pelas equagoes 2.7 e 2.8 sao equivalentes, podendo ainda

serem escritas como

1 d
2 (%) (29)

onde a derivada da func¢ao custo com respeito ao parametro € pode ser vista como a andlise

Dy = D = 1

de sensibilidade a mudanca de forma classica.

Prova. Novotny 2003 [47]. =
Seguindo-se a mesma idéia apresentada no teorema 2.5, observa-se que o topological-shape
sensitivity method pode ser naturalmente estendido para o célculo de derivadas topolégicas

de ordens superiores. De fato, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.6 Seja fi(c) uma funcao escolhida de modo que o limite (2.6) exista, entao a

deriwada topologica de ordem j é dada por

D = lim f,} | ( Zf; szw> (2.10)

Prova. Derivando-se ambos os lados da expansao assintética dada pela eq. 2.1, em relacao
ao parametro ¢, obtém-se

d - ;

() =) fi(e) D+ R (fu(e)) fi(e) - (2.11)

i=1

Entao, reagrupando-se os termos da seguinte maneira

Dt = i (d%w(ﬁs)—Zf{(e)DW)
- 45 D4 - R 1,00 (212)
= g+1 J

e tomando-se o limite ¢ — 0, tem-se resultado desejado. m
Em geral, a fungao custo ¥(2) := Jq(u) pode depender explicita e/ou implicitamente do

dominio €2. Esta tultima dependéncia vem da solucao de um problema variacional associado
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a € encontre u € U(Q2), tal que
a(un)=1(n) YneV(Q), (2.13)

onde U(2) e V() sdo, respectivamente, o conjunto de fungdes admissiveis e o espago de
variagoes admissiveis definidos em €, a (-, ) : U xV — R é uma forma bilineare { () : V — R
¢ um funcional linear, que sao definidos de acordo com o problema em anélise.

Do mesmo modo, a equacao do estado escrita na configuracao original {2 deve também
ser satisfeita na configuracao perturbada €).. Conseqiientemente, tem-se o seguinte problema

variacional associado ao dominio €2.: encontre u. € U.(£2.), tal que

a: (uzm) =1-(n) Ve V.(Qe), (2.14)

onde a. (+,+) : U x V. — R, I.(*) : V. — R, sendo, respectivamente, U.(2.) e V() o
conjunto de funcgoes e variacoes admissiveis definidos em €2., que também serao definidos de
acordo com o problema em analise, a condi¢cao de contorno na perturbagao e a ordem da
expansao assintotica topoldgica a ser considerada.

A derivada a mudanga de forma da funcdo custo ¥(€).) := Ja.(u.) em relagdo ao

parametro € é dada pelo seguinte problema com restri¢ao

d
Calcular : —Jo_(u.)
de , (2.15)

Sujeito a : «a. (usa 7]) = 15(77) v n e VE(QE)

que neste trabalho sera abordado através do método direto.
Em geral, esta derivada pode ser escrita como uma integral definida sobre a fronteira do
dominio,

d

_jﬂe (us) = / 2511 -vdS ; (216>
de 990,

onde n é o campo de vetores normais, exteriores a fronteira, e o tensor ¥. é uma funcao

da solugdo da equagao de estado e, de maneira mais geral, da equacdo adjunta [19, 33].
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Em particular, no caso em que a funcao custo Jn. é o potencial da equagao de estado, o
tensor 3. coincide com o tensor momento-energia de Eshelby [18]. Como consequéncia, o
tensor X. desempenha um papel central no topological-shape sensitivity method, devendo,

portanto, ser claramente identificado de acordo com cada problema considerado.

Observacao 2.7 E importante destacar que o resultado acima, dado pela eq. 2.16 e que
fornece a sensibilidade a mudanga de forma através de uma integral na fronteira, €, de fato,
bastante geral (Taroco et al. 2006 [54]). Assim sendo, este resultado constitui mais uma
vantagem do topological-shape sensitivity method, que resulta numa expressao local para o
calculo da derivada topolégica e que permite seu calculo numérico, sobretudo em problemas

mais complexos.

Como neste trabalho serao considerados apenas perturbagoes unidimensionais ou bidi-
mensionais na forma de disco (ou parte de um disco), a velocidade & mudanga de forma
v (vide Zolézio 1981 [63]), para uma expansao uniforme da perturbacao, é dada sobre a

fronteira 0€), como,

v = —n sobre OH,
(2.17)

v=0 sobre 02

Assim, apenas a parte da fronteira 0€). associada a dH. é submetida a uma mudanca de
forma e a derivada da funcao custo, dada pela eq. 2.16, resulta em uma integral definida
sobre a fronteira da perturbacao 0H.. Portanto, considerando o teorema 2.5, a derivada

topoldgica de primeira ordem pode ser escrita como

1
D = —lim
™= I

/ ¥.n-ndS . (2.18)
M.

Analogamente, do teorema 2.6, a derivada topolégica de ordem j resulta em

j . 1 — / A

Portanto, para calcular o limite € — 0, se faz necessaria uma analise assintética do com-

portamento da solugao das equacoes de estado e adjunta, em uma vizinhanca da perturbacao.
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Observacao 2.8 As eq. 2.1 e 2.16 fornecem uma metodologia alternativa para o cdlculo
das derivadas topologicas. De fato, considerando-se a andlise de sensibilidade a mudanca de

forma do funcional Jq_(u.) sobre a eq. 2.1 e levando-se em conta a eq. 2.16, resulta

d

d—gjﬂs(ug) = — /(m6 ¥.n-ndS

= D HEDR+ R (fal)file) (2.20)

Este resultado permite inferir que a andlise de sensibilidade a mudanca de forma fornece a
sensibilidade (de todas as ordens) a mudanga de topologia, fato ja evidenciado pelo topological-

shape sensitivity method para a andlise de primeira ordem.

2.2 Exemplos com solucao exata

Nesta secao sao considerados dois exemplos que apresentam solucao exata. O primeiro,
apresentado no trabalho de Hassine et al. 2004 [32], trata de uma equagao de reacao-difusao
unidimensional onde o dominio é perturbado com uma inclusao de coeficiente de reacao
distinto do meio. O segundo exemplo considera o problema de uma membrana bidimensional
onde a mudanca de forma provoca singularidades na fronteira. Nos dois casos o topological-
shape sensitivity method é empregado para o calculo das derivadas topolégicas de primeira,
segunda e terceira ordens. Finalmente realiza-se uma andlise da influéncia destes termos na

expansao assintotica topoldgica.

2.2.1 Primeiro exemplo: um problema de reacao-difusao unidi-

mensional

Seja o problema de reagao-difusao modelado pelo seguinte problema variacional: encontre

ueld(Q), 2=(0,1), tal que
/0 (U (2)v (z) + c(x)u(z)v(z))de =v (1), YoeVv(Q) , (2.21)
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onde U () =V (Q)={ne H (Q), n(0) =0}, u(zr) pode ser interpretada como a tempe-
ratura em cada ponto de e ¢ (x) como o coeficiente de reagao do meio. E imediato observar
que se ¢ (x) = 0, a unica solugao do problema acima é dada pela restrigao da identidade em
(0,1).

Considere-se o dominio Q. = (Q\H.) UZ,, onde H. = (2,% +¢) e Z. é uma inclusao
que apresenta a mesma geometria (posi¢ao e tamanho) do intervalo H. e pode ser observada
como uma mudanca na propriedade do material, de tal modo que o coeficiente de reacao

¢. (z) no dominio perturbado, seja dado por

1, sex el
e (z) = : (2.22)

0, caso contrario

Tem-se, portanto, que o problema 2.21 redefinido na configuracao perturbada €2, é dado por:

encontre u. € U (€.) tal que
/0 (ul (z) v (z) + e (2) ue (x) v (2))dz = v (1), Yo eV (Q) . (2.23)

Verifica-se que o problema acima tem a seguinte solugao exata,

:isinh;l»coshs’ se & (07‘%]
ue () = Leoh@-a) s o) se re(iite) - (2.24)

(A Z coshe4sinhe .
X ($ + 6) + Zsinh e+coshe”’? s T € [[L’ +é&, 1)

Neste exemplo, deseja-se obter a sensibilidade da temperatura na extremidade x = 1, quando

o dominio é perturbado com a inclusao Z.. Portanto, a funcao custo adotada é dada por

¢ (Qe) = Ue (1) : (2'25)

Uma vez definido o problema, pode-se calcular as derivadas topolégicas, bem como obter a

expansao assintética topoldgica. De fato,
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e Derivada topoldgica de primeira ordem. Adotando-se fi(¢) = ¢ e aplicando-se o

teorema 2.5, obtém-se

(2.26)

d © cosh inh
DT¢:hn(1){d_ {1—(%%—5)—1—:“:08 € +sin 5}}:_#’
e— &

Zsinh e + coshe

que corrobora com o resultado encontrado no trabalho de Hassine et al. 2004 [32].

e Derivada topoldgica de segunda ordem. Aplicando a versao do topological-shape
sensitivity method para a derivada topoldgica de segunda ordem, ou seja, fazendo j = 2

na eq. 2.10, e escolhendo fy(c) = €%, tem-se

1 d Zcoshe +sinhe
D2y =lim —<{ — |1 — (2 28 =33 — 7. 2.27
ry =l { { (x—i_g)—i_isinhe—l—coshs} —i—x} v (2.27)

e Derivada topoldgica de terceira ordem. Analogamente ao caso anterior, considerando-

se j=3e f3(e) = %, observa-se que

1(d ¢ cosh e + sinh
Dy = 1im—{—{1—(@+g)+“°s crsmne +932—25(g:~3—93)}

e—0¢e2 | de Zsinhe + coshe
= @t 4?1, (2:28)

e Expansao assintética topoldogica. Com os resultados obtidos, tem-se a seguinte

expansao assintotica topoldgica

83

u (1) = u(1)—ed®+&* (2° —:@)—E (' =42 +1)+0 (¢*), V2 € (0,1) ee <1-7 .

(2.29)

Observacao 2.9 Em particular, como se conhece a solug¢ao exata para a funcdao custo no
dominio perturbado e esta € dada por uma funcao suave, pode-se realizar uma expansao em

série de poténcias de €, ou seja

ue (1) =u(l) —ei? + 2 (% — i) = = (a* — 42>+ 1) + O (), Ve (0,1) , (230)
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o que permite a verificacao dos cdlculos anteriores.

Com o objetivo de se estudar a influéncia das derivadas topolégicas de segunda e ter-
ceira ordem na expansao assintotica topoldgica, serao considerados duas analises distintas

associadas a esse exemplo.

e Primeira analise. Inicialmente, fixa-se £ = 0.5 e calcula-se a funcao custo para
e € {0,0.01,0.02,...,0.4} , em seguida, confronta-se os resultados obtidos considerando-

se apenas a aproximacao assintotica topologica de primeira ordem

ue (1) ~u (1) —ed? | (2.31)

e a aproximacao assintética topolédgica de segunda ordem

u (1) mu(l) —ed? +* (2° - 2) . (2.32)

O grafico apresentado na fig. 2.3 demonstra que o termo associado a derivada topoldgica
de segunda ordem desempenha um importante papel na estimativa da funcao custo
quando se considera inclusoes de tamanho finito e, neste caso, é suficiente para a

analise quantitativa.
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Figura 2.3: estimativa de 1(€).) considerando os termos de primeira e segunda ordem na
expansao assintotica topoldgica.

e Segunda analise. Neste caso, considera-se fixo o tamanho da inclusao e analisa-
se qual deve ser a localizacao do ponto Z para se obter o minimo da funcao custo.
Considerando-se apenas a aproximagao assintotica topolédgica de primeira ordem (eq.
2.31) é imediato observar que quanto mais proximo & estiver de 1, menor serd o valor

da funcao custo. De fato, a eq. 2.31, atinge seu minimo quando

(2.33)

=
I

—_
|

)

Analisando-se o sinal da derivada da aproximagao assintética topoldgica de segunda

ordem (eq. 2.32), em relagao ao parametro &, tem-se que

du. (1 1
ull) V5>Oer€3—(1—\/3€2+1,1—|—\/352+1>. (2.34)

dz €
Em particular, para e < 1 a funcdo custo é decrescente no intervalo (0, 1) e portanto
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obtém-se o mesmo resultado qualitativo dado pela aproximacgao de primeira ordem.
Finalmente, considerando-se a aproximacao assintotica topoldgica de terceira ordem,
dada por

3
ue (1) ~u (1) — ed? + €2 (3 — &) — % (&' — 432 +1) | (2.35)

observa-se que a funcao auxiliar,

) 3e23% — 2ei — &2 — 435 (2 —2) m LW se 0 <t i <1
f (x7 6) - )
—1, caso contrario
é negativa para quaisquer valores tais que Z + ¢ € (0,1), isto é, para todos os valores

compativeis com o problema em estudo. Assim sendo, u. (1) é decrescente e a anédlise

qualitativa concide com a proposta através da aproximagao de primeira ordem.

Neste exemplo, em particular, observa-se que a derivada topoldgica de segunda ordem é
um importante fator de correcao na analise quando se considera perturbacoes de tamanho
finito e que as condicoes de otimalidade dadas pela derivada de primeira ordem sao sufi-

cientes.

2.2.2 Segundo exemplo: problema de uma membrana bidimen-

sional

Neste exemplo sera considerada uma membrana circular bidimensional, presa numa moldura
rigida no plano xy, submetida a um carregamento uniformemente distribuido b e cuja fron-

teira 0S) é perturbada com um rasgo semi-circular, como mostrado na fig. 2.4.

27



Figura 2.4: membrana perturbada.

Observagao 2.10 Prandtl 1903 [51], propés uma analogia entre este problema e o da tor¢ao

de uma barra reqular prismdtica. De fato, as equagoes associadas as deformagoes da mem-

brana sao as mesmas para as tensoes de cisalhamento de uma barra sujeita a momentos

torsores.

Seja u a deformacao da membrana na diregao do eixo z. A equacao de Euler-Lagrange

do problema nao perturbado ¢é dada por

—Au = b em Q
u = 0 sobre 0f2

a qual apresenta como solucao exata

2
u(r,0) = —b% (1 — 26“;089) )

Por outro lado, a equacao associada ao problema perturbado é dada por:

—Au, = b em Q.

u. = 0 sobre 0f).

cuja solucao exata é

2
UE(T,Q):_Z (r* — &%) (1— acos&) .

r
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Neste exemplo, sera adotada como funcao custo a energia potencial total, que é dada no
dominio original por

_ (1 2 1
w(Q)—/QZHVuH qv /QbudV, (2.40)

e no dominio perturbado €1, por

1
@z)(Qg):/ §||Vu€||2dV—/ budV . (2.41)
Qe Qe

Neste caso particular, pode-se calcular o valor da funcao custo diretamente da definicao
dadas pelas eq. 2.40 e 2.41, através da utilizagao das respectivas solugoes exatas eq. 2.37,
2.39, obtendo-se

() = —116@4192 : (2.42)

para a configuragao original {2 e

b? 2 2 €2 4 2.2 _4 €
P(Qe) = ~6l ae (2a + Te ) 4 — 2 +4 (2& —4ae” —¢ ) arccos (%> , (2.43)

para a configuracao perturbada §2..
A sensibilidade a mudanca de forma da funcao energia é dada, portanto, por uma simples

derivada ordinaria em relagao ao parametro £, ou seja:

d eb? £2 5 o £
d—gl/) Q) = - (3%\/4 -5 -2 (2a® + £7) arccos (%) : (2.44)

2
£
e Derivada topolégica de primeira ordem. Adotando-se fi(e) = % na eq. 2.9,

o topological-shape sensitivity method fornece o seguinte resultado para a derivada

topoldgica de primeira ordem

1| eb? [ &2 5 o 5
Dy = lli%ﬂ'_g [—? <3a5 4 — o 2 (2@ +¢ ) arccos <%>>]

- (2.45)
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e Derivada topolégica de segunda ordem. Considerando-se j = 2, fa(e) = % e eq.

2.44, na eq. 2.10, obtém-se

1 b? / 2 2p2
D%w = li_r)r(l)? [—% <3a€ 4 — % -2 (2@2 + 52) arccos (%)) —ﬂeaT]

= —ab’ (2.46)
. . . : . mel
e Derivada topoldgica de terceira ordem. Considerando-se j = 3, fs3(¢) = - ©

eq. 2.44, na eq. 2.10, obtém-se

D3y = li—{%w_gi% [—% (3@5\ [4 — % — 2 (2a” + £7) arccos (2%)) —msaT + 62ab2]

b2
_ v 2.47
5 (2.47)

¢ Expansao assintotica topoldgica. Dos resultados acima, a expansao assintética
topoldgica é dada pela seguinte expressao
ma*h?  we?a?ht &3 et b?

_ R ) ez 5
V(Q.) = TRRETE g + 8+O(5). (2.48)

Observagao 2.11 Convém ressaltar que o problema acima apresenta deriwvada topoldogica
ainda que a perturbacdo mantenha sua topologia inicial. Assim, este exemplo mostra que
a andlise da sensibilidade topologica pode ser aplicada em certos problemas cuja mudanca
de forma provoca singularidades na fronteira. Qutrossim, em conformidade com o anterior,
neste exemplo com solucdo exata os cdlculos obtidos podem ser verificados através de um

simples desenvolvimento em poténcias de € do valor da func¢do custo (€.).

Neste caso, devido a simetria do problema, realiza-se apenas a andalise quantitativa da
influéncia das derivadas topoldgicas de ordens superiores (segunda e terceira) na expansao

assintotica topologica. Fixando-se, por exemplo, a = 1 e b = 1, considera-se
e Aproximacao assintética topologica de primeira e de segunda ordem. Inicial-
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mente, comparam-se os resultados obtidos adotando-se as aproximacgoes de primeira

™ TE
D)~ ——+—, 2.49
YO~ -+ (249
e de segunda ordem
n  we? &l
Q) ——+ — — — | 2.
Y~ S (250)

para € € {0,0.01,0.02,...,0.4}. Do grafico apresentado na fig. 2.5, observa-se que a
derivada topoldgica de primeira ordem é, de fato, uma boa aproximagao para pequenas
perturbagoes e a medida que o tamanho da perturbacao aumenta, a derivada topologica

de segunda ordem torna-se um importante fator de correcao na estimativa da energia

dissipada.
008 —
— U(Q)
i ﬁifg
U ] [ —ﬁ‘.‘ .9
™ Tl g% _ﬁ"
N TR
012
0.16 —
020 ] | | | | |
00 01 02 03 04 = 05

Figura 2.5: aproximacoes assintoticas topologicas de até segunda ordem.

e Aproximagao assintética topoldgica de terceira ordem. Para se obter uma

estimativa mais precisa da funcao custo, para maiores valores de ¢, deve-se levar em
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conta mais um termo na expansao. Assim, considere-se

+ (2.51)

Observa-se do grafico apresentado na fig. 2.6 que a estimativa torna-se bastante precisa,

mesmo para valores muito grandes do tamanho da perturbacao.

02— | .

(G .

Figura 2.6: aproximagcoes assintoticas topologicas de até terceira ordem.

2.3 Comentarios adicionais

Neste capitulo, foi apresentada a extensao do topological-shape sensitivity method para o

calculo de termos de ordens mais elevadas na expansao assintotica topologica. Em particular,

0 j-ésimo termo foi denominado derivada topoldgica de ordem j, a menos do produto por

uma funcao f; (¢) que satisfaz as condigoes dadas pela equacao 2.2. O resultado do teorema

2.6 fornece de modo bastante natural a extensao supracitada, o que é uma caracteristica

essencial do método, permitindo o calculo sisteméatico de derivadas topoldgicas de ordens
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superiores. Para ilustrar essa caracteristica, os resultados obtidos foram aplicados em dois
exemplos com solugao exata.

Inicialmente, considerou-se um problema de reacao-difusao unidimensional e uma per-
turbacao dada por uma inclusao que provocou uma condicao de salto no coeficiente de reacao
do meio. Neste exemplo a derivada topoldgica de segunda ordem foi suficiente para corrigir a
discrepancia entre o valor calculado e o valor aproximado pela expansao assintotica quando
se tomou valores do tamanho da inclusao consideravelmente grandes. A informacao quali-
tativa dada pela derivada topoldgica de primeira ordem foi suficiente e os termos de ordens
superiores nao agregaram informacoes neste sentido.

No segundo exemplo foi estudada uma membrana bidimensional, uniformemente car-
regada, cuja perturbagao considerada foi uma mudanca de forma que causou singularidades
na sua fronteira. Neste caso, se o erro aceitavel for de até 5%, por exemplo, a derivada
topoldgica de primeira ordem é suficiente para ¢ < 0.30, a derivada topoldgica de segunda
ordem permite trabalhar com projetos onde € < 0.51, e finalmente, a derivada topolégica de

terceira ordem pode ser aplicada para perturbagoes com ¢ < 0.84.

33



Capitulo 3

Aplicacao no problema de Laplace

No presente capitulo o topological-shape sensitivity method é aplicado sistematicamente no
calculo das derivadas topoldgicas de primeira e segunda ordem para a energia potencial to-
tal associada ao problema de Laplace. Considera-se o dominio topologicamente perturbado
por furos circulares com condigoes de contorno de Neumann ou de Dirichlet homogéneas
ou ainda por inclusoes circulares de um material com coeficiente de condutividade térmica
distinta do meio. A partir dos resultados obtidos para cada tipo de perturbacao, estuda-se
a influéncia da derivada topoldgica de segunda ordem na expansao assintética topoldgica
através de experimentos numéricos. Dois fatos principais sao evidenciados nas analises: a
derivada topologica de segunda ordem permite uma melhor aproximagao da fungao custo
para perturbacoes de tamanho finito e uma melhor direcao de descida em processos de
otimizacao. Estes resultados sao essenciais no contexto da otimizagao topoldgica e de pro-
blemas inversos, por exemplo. Cabe ressaltar que o presente capitulo é uma versao estendida

de dois trabalhos, quais sejam:

e Second Order Topologial Sensitivity Analysis, publicado no International Journal of
Solids and Structures (Rocha de Faria et al. 2007 [52]). Neste trabalho foi estudada a
sensibilidade topoldgica de primeira e seguda ordem para perturbacoes dadas por furo

com condi¢ao de contorno de Neumann ou de Dirichlet homogéneas.

e First and Second Order Topological Derivative for Inclusions (Rocha de Faria et al.
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2007 [53]), aceito para publicar na Inverse Problems in Science and Engineering. Neste
caso, foi analisada a sensibilidade de um problema perturbado por uma inclusao que

provocou uma descontinuidade no coeficiente de condutividade térmica do meio.

3.1 Formulacao do problema

Inicialmente, é apresentada a formulacao do problema através do uso de métodos e principios
variacionais. A escolha da formulacao variacional deve-se ao fato de que este procedimento
¢ a maneira mais natural e rigorosa de se obter as leis que governam o comportamento dos
meios continuos, além de induzir diretamente o método de solucao aproximada e de permitir
representar em uma tunica expressao integral todos os elementos de interesse ao problema
em estudo tais como as equacoes de equilibrio, as relagoes constitutivas, as condicoes de
contorno, as condicoes iniciais e de descontinuidade, entre outros. Finalmente, observa-se
que as formas locais, geralmente expressas como equagoes diferenciais parciais, podem ser

obtidas diretamente a partir da formulacao variacional [37].

3.1.1 Dominio original

Seja o corpo ocupando uma regiao limitada e regular €2 do espaco euclideano R", n < 3 de
fronteira Q2 =T'p UTn, [ pNI'y = @, onde I'p e I'y sdo fronteiras de Dirichlet e Neumann
e que tém prescritos os dados ¢ e @, respectivamente.

A variavel primal para o problema considerado é a temperatura, representada por u € U,
onde U é o conjunto de todos os campos escalares suficientemente regulares! de temperaturas
possiveis que podem ser definidas sobre ).

O conjunto de todos os campos de temperatura admissiveis, Kin, C U, é caracterizado
por

Kin, = {uel; ulp, =¢}, (3.1)

LA regularidade serd definida a posteriori, conforme o problema em anélise.
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consequentemente, tem-se o seguinte espaco das variacoes admissiveis de temperatura
Var, = {n €U, N, = 0} . (3.2)

O conjunto de todos os gradientes térmicos (suficientemente regulares) serd denotado por
W. Em particular, define-se o operador G = V (-) : Y — W que a cada u faz corresponder
o gradiente térmico g = Gu € W.

O espago nulo do operador GG, denotado por N (G) e formado por todas as agdes térmicas
rigidas, é dado por

N(G)={uel; Gu=0, Vxe€ Q} . (3.3)

Admite-se que as agoes térmicas externas que atuam sobre o corpo denotado por §2 possam
ser representadas por funcionais lineares e continuos ¢t : 4 — R, isto é, por elementos do

espaco dual de U, representado por U’. Fazem-se necessarias as seguintes defini¢oes:

Definigao 3.1 A poténcia térmica externa (PTE) é dada pelo valor do funcional t em R,
tal que
t(u) = (t,u) = PTE . (3.4)

Definigao 3.2 As acdes térmicas internas sao os funcionais lineares e continuos definidos
sobre o conjunto de temperaturas U e de gradientes térmicos YW. O walor que este funcional

toma em (u,g) € U x W, € definido como a poténcia térmica interna (PTI).

Para se obter uma representacao para poténcia térmica interna, admitem-se verdadeiras

as hipdteses:

1. A PTI admite a seguinte representacao integral
PTI:—/(pu+q-g)dV; (3.5)
Q

2. A PTI é nula para qualquer acao térmica rigida. Em particular,

PTI:—/(pu+q-g)dV:O, Vu e N (G) (3.6)
0
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donde
PTIz—/pudeO, VueN(Q) o p=0. (3.7)
Q

Tem-se que

PTI = —/ q-gdV . (3.8)
Q

Assim, as acoes térmicas internas sao elementos do espaco dual de W, denotado por
W'. Como consequéncia do teorema de representacao de Riez, estes funcionais podem
ser colocados em correspondéncia com o campo vetorial q, sendo o valor deste funcional

em g = Gu dado por

PTI=—(q,8) = —/Qq-ng : (3.9)

onde (-, -) é a forma bilinear tal que (-,-) : W' x W ~— R. Finalmente, tem-se a seguinte

definicao

Definicao 3.3 O operador de equilibrio térmico G* : W' +— U" ¢é definido por

(q,Gu) = (G"qu), Yuel. (3.10)

Com estes elementos, enuncia-se o seguinte teorema:

Teorema 3.4 Principio da poténcia térmica virtual (PPTV): Um corpo Q sob uma a¢ao

térmica externa t encontra-se em equilibrio se

PTE ={t;n) =0, VneVar,NN(G) , (3.11)

PTI+ PTE =—(q,8(n))+ (tm) =0 VneVar, . (3.12)

Assim, segue-se do PPTV que

(tm) = (a,Gn) = — / q-VndV, vneVar, . (3.13)
Q
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Se q e 7 sao campos suficientemente regulares, observa-se que a identidade vetorial (ver, por

exemplo, Gurtin 1981 [31])

div (qn) = div (q) n + q-Vn , (3.14)

aplicada na eq. 3.13, fornece

(t,n) = —/Qdiv (an) dV+/Qdiv (q)ndV . (3.15)

A aplicacao do teorema da divergéncia a primeira integral, observando-se que 77|FD = 0,

resulta

(t,n) = _/r (q-n)ndS + /de'v (q)ndV (3.16)

que é um resultado fundamental, pois permite caracterizar os tipos de carregamentos térmicos
compativeis com o modelo, que sao dados por densidades de energias calorificas por unidade

de superficie, denotada por g, e por unidade de volume, denotada por b, donde

(tn) = —/ qndS+/b77dV : (3.17)
Ty 0

Neste trabalho sera considerado o problema sem fonte de calor; assim b = 0. Observa-se
que o modelo formulado ¢é totalmente geral e independente da equagao constitutiva que
relaciona q e u. Em particular, para o caso de um sélido termicamente isotrépico segue-se,

da termodinamica do continuo, a equagao constitutiva dada pela lei de Fourier
q=—kVu. (3.18)

Assim, considerando esse caso particular no PPTV (eq. 3.13 e 3.17) segue-se que a formulagao
variacional do problema associado ao dominio original €2 é dada por: encontre u € Kin,, tal
que

/ kENVu - VndV = —/ qndS, Vn e Var, . (3.19)
Q

'n
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A funcao custo adotada é a energia potencial total associada ao problema considerado, que
¢ dada por

1

W) = T () = §/Q/<;ku2dv+/r quds . (3.20)

3.1.2 Dominio perturbado

O dominio perturbado serd identificado com a regido 2. C R, de fronteira Q. = I'p_ U T .,
I'p. NT'y. = @, onde I'p_ e I'y. sao fronteiras de Dirichlet e Neumann que tém prescritos
os dados ¢ e ¢°, respectivamente. Para cada tipo de perturbacao analisada neste trabalho,
pode-se sistematizar a notagao como se segue:

No caso da perturbagao ser dada por um furo H. = %+eH, tem-se que Q. = Q\H.

e consequentemente 02, = I'p UI'y UOH,.. Em particular, para as condi¢des de contorno

consideradas na fronteira do furo, tem-se

e Condicao de contorno de Neumann homogénea na fronteira do furo:

Ty, =y UOH.

) (3.21)
I'p.=Tp
assim,
=9, (3.22)
e neste caso, o fluxo de calor prescrito é dado por
q, sobre I'
F = A (3.23)
0, sobre OH,
e Condicao de contorno de Dirichlet homogénea na fronteira do furo:
I'p. =TpUJIH.
, (3.24)

I'y. =Ty

€
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donde

TG =q, (3.25)
e a temperatura prescrita é dada por,
®, sobre I
o = v (3.26)
0, sobre OH.

Para o caso de uma inclusao Z. com coeficiente de condutividade térmica distinta do

meio, admite-se também o caso unidimensional n € {1,2}, Q. = (Q\H.) UZ. e tem-se

e Condicao de salto da derivada normal na fronteira da inclusao:
I'p.=0Tp, I'n. =Ty, (3.27)

e, portanto,

=0, F=q. (3.28)

A condicgao de salto associada a derivada normal da temperatura, neste tltimo caso, pode
ser obtida diretamente de sua formulacao variacional e é consequéncia da descontinuidade do
coeficiente de condutividade térmica ks (x), definida através da equagao a seguir. De fato,
neste trabalho, ks sera considerado constante para o caso de furo e constante por partes para

o caso de inclusao, o que também é sistematizado para 6 € R*, por

k, em Q\H.
ks (x) = . (3.29)
ok, em 7,
Assim, de modo totalmente andlogo a secao anterior, o principio das poténcias térmicas

virtuais implica que a formulagao variacional do problema associado ao dominio perturbado

Q). ¢é dada por: encontre u. € Kin,_, tal que

/ ksVu. - Vn.dV = —/ an.ds, Vn.e Var,_, (3.30)
£ 1—‘N

£
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onde, denotando-se por U, o conjunto de todos os campos escalares suficientemente regulares
de temperaturas possiveis que podem ser definidas sobre ()., o conjunto de todos os campos

de temperatura admissiveis é definido por
o ‘ .
Kin,_ = {uE €Usulp, =9 } , (3.31)
e o espaco das variagoes admissiveis €, entao,

VCLTUE - {775 € U; ns’FDE = 0} . (332)

A funcao custo na configuragao perturbada é dada por

1

$(0:) = To, (u0) = 5 / ks | Vuc|*dv+ / Tu.ds . (3.33)
Qe FNE

3.1.3 Existéncia e unicidade das solugoes

Nesta secao serao demonstradas a existéncia e unicidade da solucao fraca do problema 3.30,
quando os dados iniciais ¢° e ¢ sao regulares. O mesmo resultado pode ser obtido, por
simples analogia, para o problema 3.19.

Considere

ae (Ue,me) = / ksVu. - VndV | (3.34)

£

L () = — /P #n.ds . (3.35)

Assim, a formulagao fraca (eq. 3.30) pode ser reescrita como: encontre u. € Kin,_, tal que

CLE <u€7 7]5) = lE (775) I vn& € VCLTUE . (336>
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Fazendo-se u. = ¢* + &, com & € Var,_, tem-se

ac (p° +&,n.) = 1= (ne)

Ae (f&a 775) - ls (775) — Q¢ (9057 775) ) Vﬁs € Varua ; (337>

o que resulta em um novo problema variacional, equivalente ao dado pela eq. 3.36 e escrito

como: encontre & € Var,_, tal que

ac (&, me) = Ze (n:), Vn. € Var,,, (3.38)

onde [ (ne) =1 (ne) — az (¢°,m.) -
Considere-se a semi-norma Hifl(ﬂs) = o V-] dV, a qual demonstra-se equivalente &
H~H§{1(QE) . Observa-se que a forma bilinear a. (-, -) : Var,, x Var,, — R satisfaz as condigoes

de Lax-Milgran (Brézis 1983 [12]), isto é,

i) a.(-,-) é continua, pois

|ae (usu 775>| -

[ e O] <l oy« (339)

onde aplicou-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz e C' = max ks,

€

ii) a. (-,-) é coerciva, desde que

ae (7757 775) = /Q kévna : vnadv >c |77£|?'—11(Qs) ) (340)

e onde ¢ = n?zin ks.

€

Observa-se ainda, que a aplicacao linear

N € Var,, — L (n.) , (3.41)
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é continua. De fato, segue-se que

/ qme
I'n,

5

< (Yl ooy + Idiv (R0l aqry) + C 16 ey ) el

(160l + C16 i) < €Il - (3.42)

le (12) + C %[ g 1Ml s

IA

Assim, do teorema de Lax-Milgran, segue-se que existe uma unica solucao & € Var,, do
problema 3.38 e consequentemente, demonstra-se a existéncia e unicidade para o problema

3.36.

3.2 Calculo da derivada topoldgica

Para o calculo das derivadas topoldgicas de primeira e segunda ordem, serd aplicado o
topological-shape sensitivity method apresentado no capitulo 2. Nesta metodologia, exige-se
que o problema variacional definido na configuracao de referéncia €2, e dado pela eq. 3.30

seja também satisfeito para toda configuracao perturbada €2, definida por
Q ={x, eR":x, =x(x7) x€Q.eTERT} | (3.43)
de tal forma que x| _, =xe Q;| _, = Q. e sendo x (x,7) um difeomorfismo, dado por

X:anR+ — Q.

X, — x+7Vv (%), (3.44)

onde v (x) é um campo de velocidades suficientemente regular em 2. que representa a a¢ao
de mudanca de forma, o qual, levando-se em conta o topological-shape sensitivity method,
estd associado a uma expansao uniforme da perturbagao. Além do mais, como neste trabalho

considera-se furo circular ou inclusao em forma de disco, tem-se que v (x) assume os seguintes
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valores sobre 0€).

—n sobre OH.
v (x) = . (3.45)
0 sobre 092

O problema variacional na configuracao €2, é dado de forma abstrata por: encontrar

ur € Kin,_, tal que

ar (ur, 1) =1l (n;)  Vn, € Var,,, (3.46)
onde
ar (Ur,my) = / ksVu, - Vn dV | (3.47)
L (777) = _/ qn-ds, (3.48)
'y,

e a funcao custo é expressa por

1
Q) = o (us) = 5/ ks ||VuT||2dV+/ qudS
QT l—‘N
1
- éa’r (uT7 UT) - lT (UT) . (349>

Cabe mencionar que, para o campo de velocidade definido pela eq. 3.45 em particular,

tem-se

= o (u)| = 2T () = () (3.50)

dr 7=0

A derivada de Jq._ (u,) em relacdo ao parametro 7 é dada pelo seguinte problema:

d
calcular —Jq, (u,
g 7o (1) : (3.51)

sujeito & a, (ur,n,) =L (n,) Vn, € Var,, et >0

que neste trabalho serd calculada aplicando-se o método direto, isto é; através do calculo

direto das derivadas da funcao custo, restricoes e equacao de estado em relacao ao parametro
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7. Assim, tem-se que

d
— Uy . 3.52
dTu ( )

d 0 0 . .
Ejﬂr (uT) = Ejﬂ-r (UT) + <auTjQT (U’T) :UT> ,onde i, =

No entanto, observa-se que u, € Var,, . Logo, a derivada da func¢ao custo Jq, (u,), dada

pela eq. 3.49, em relacao a w, na direcao ., resulta em

<£T‘79T (uT),uT> - <£T (%aT(uT,uT)—zT(uT)),uT>
= (Ur,ty) = Iy (0r) = 0, (3.53)

onde usou-se o fato de que u, é solucao do problema variacional 3.46. Assim,

d 10

0
_jQT (u‘r) = EJQT (uT) = §Ea‘r (uT7uT) -

5
— 2l (ur) (3.54)

or

e como consequéncia deste caso particular, ocorre que a sensibilidade da funcao custo é
obtida calculando-se apenas a derivada parcial (para u, fixo) de a, (u,,u,) e de I, (u,) em
relagao ao parametro 7.

Para o célculo da derivada da forma bilinear a, (u,,u,), em 7 = 0, considere-se o teorema

do transporte de Reynolds [31] aplicado a equagao eq. 3.47,

0

5 + ksVu. - Vudivv | dS2. . (3.55)
-

T7=0

ar (UT7 UT)

0
=0 \/g;g |: ’ 87— ( UT UT)

Observando-se que

0

— (Vu, - Vu,) = -2 (VV)T Vu, - Vu,

or 7=0

= —2Vv: (Vu.@Vu.) , (3.56)
obtém-se
0
570 (ur, ur) = / ks [(Vue - Vu) I — 2 (Vu. @ Vu,)] - VvdV . (3.57)
=0 e
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Analogamente, pode-se calcular a derivada do funcional linear I, (u,), em 7 = 0, da seguinte

maneira

0
EZT (U7->

= —/ G u-divgn vdS (3.58)
.

=0
onde divgn, v € o divergente superficial do campo de velocidade.

Assim, se I'y. = 'y, 0 que ocorre quando a perturbagao é uma inclusao (eq. 3.27) ou
um furo com condic¢do de contorno de Dirichlet (eq. 3.24), a derivada do funcional linear,
dado pela eq. 3.58, é nula devido ao campo de velocidade adotado. Caso contrario, quando
OH. N I'y. = OH., o que se verifica apenas no caso da perturbacao dada por um furo com
condicao de contorno Neumann homogéna (eq. 3.21), a derivada do funcional linear se anula
como consequéncia do fluxo de calor prescrito sobre OH. (eq. 3.23). Logo, para cada tipo

de perturbacao considerada neste trabalho, tem-se que

0

EZT (ur) =0. (3.59)

Portanto, substituindo as eq. 3.57 e 3.59 na eq. 3.54, obtém-se

d d 1
—_— == -— Q pu— —_ . I _ 2 .
deQT (ur) » dgz/J( c) 5 /6 ks [(Vue - Vuy,) (Vu. @ Vu,)] - VvdV
= / .- VvdV , (3.60)

€

onde X, é o tensor momento energia de Eshelby, que sera evidenciado para cada tipo de

perturbacao em anélise.

3.2.1 Perturbacao com furo . = Q\H,

Neste caso, tem-se que a sensibilidade a mudanca de forma é dada por

d !
) = L / E[(Vi. - Vo) T — 2 (Vu. ® V)] - VvdV
dg 2 Q\Hig

= / 3. - VvdV | (3.61)
QE
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onde X, é dado por
1
e =gk IVue|?T -k (Vu. @ V) . (3.62)

Da proposigao A.1 (vide apéndice A), o tensor de Eshelby dado pela eq. 3.62 tem divergéncia
nula. Sejam T um tensor de segunda ordem e w um vetor. Entao, considerando-se a

identidade tensorial (vide, por exemplo, Gurtin 1981 [31])
div (T"w) = div(T)-w+ T Vw, (3.63)
o resultado da proposicao A.1 e ainda levando-se em conta que 3. é simétrico, obtém-se

d
Ly(0.) = / S, . VvdV

€

_ / div (S.v) dV (3.64)

€

Aplicando-se o teorema da divergéncia e considerando-se o campo de velocidades definido
pela eq. 3.45 e que n é o campo de vetores normais exteriores, a equacao 3.64 resulta em

uma integral de linha na fronteira do furo OH,, ou seja,

d
d_gw(Qe) = — /aHS ¥.n-ndS . (3.65)

O gradiente de u. (Vu,.) definido sobre a fronteira OH. pode ser decomposto em suas com-

ponentes normal e tangencial, isto é

8u5 8“5
on (S Vug -t _W y (366)

Vu, -n=

onde t representa o campo de vetores unitarios tangentes a fronteira OH.. Assim, con-

siderando a eq. 3.62 na eq. 3.65, observa-se que

%qp(ga) - _%/% k [(8825)2 - (%1:)2] ds . (3.67)
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Além disso, substituindo a eq. 3.67 nas eq. 2.18 e eq. 2.19, com j = 2; obtém-se, respecti-

vamente, os seguintes resultados

1. 1 ou, 2 ou, 2
Do =i /amk[(at) (%) ]ds’ (305

o1 1 ou\>  [Ou\’
D%I”“l%ﬁ(s){i/wf[(at) (%)

Finalmente, para se calcular as expressoes finais para Dyt e D21, é necesséario conhecer o

s + f () DT¢} . (3.69)

comportamento da solucao u. na vizinhanca do furo. Portanto, de uma andlise assintética
da solucao u., cuja justificativa é dada através do apéndice B, pode-se identificar as funcoes
fi(e) e fa(e) dependendo de cada tipo de condi¢do de contorno sobre OH., e finalmente

calcular o limite ¢ — 0 nas eq. 3.68 e 3.69. De fato:

e Condicao de contorno de Neumann homogénea na fronteira do furo. Neste

caso, é vélida a seguinte expansao assintdtica para u. (vide apéndice B)

we (X) = w(x)+ ”;—QHQW ) - (x—%) +ﬁvvu () (x=%) - (x—%)
o (x) + H}:—QWVE () - (x=%) + 0. (%) (3.70)

onde u (x) é solugao do problema associado ao dominio original (ndo perturbado) 2,
v (x) € tal que |v:| gy < Ce?, com C independente de £. Além do mais, a funcao

u (x) é solugao do seguinte problema variacional: encontre u € V), tal que

/Vﬂ-Vn—i—/ @7]20 Ynew, (3.71)
0 T'n 871

onde o conjunto das fungoes admissiveis V e o espaco das variagoes admissiveis W sao

definidos, respectivamente, como
V={uecH(Q): ﬂ]FD =—g} e W={necH(Q): 77|FD =0} (3.72)
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e a funcado g(x) é dada por

N X —X
g(x) = Vu (x) - — . (3.73)
Ix —X]|
Outrossim, da eq. 3.68, tem-se
Dyt = — lim — 1/ k(2% as (3.74)
= f1(2)2 Jom, ot . .

Logo, considerando-se a eq. 3.70 na eq. 3.74 pode-se observar que f (g) = we? satisfaz
as condigoes exigidas pelo teorema 2.5. Tomando-se o limite € — 0, obtém-se a derivada

topoldgica de primeira ordem, dada por

Dy = —k||Vu X)) Vx € Q, com fi(e) = me?. (3.75)

Observagao 3.5 Demonstra-se (vide o trabalho de Novotny 2003 [47]) que o resultado
dado pela eq. 3.75 pode ser continuamente estendido até a fronteira com condi¢ao de

Neumann homogénea. Assim, tem-se que

Drp = —k|[Vu(X)|? V€, com  fi(e) = =me?, (3.76)

De modo inteiramente analogo, a eq. 3.69 ¢ dada, neste caso, por

2 1 1 ou.\ > )
Dry ==l 7 {5 /am ' ( ot ) dS + fi () DT@D} . (3.77)

Entao, levando-se em conta as equacgoes 3.70 e 3.75 na equagcao anterior e identificando-
se fy (€) = me* de modo a satisfazer as hipéteses do teorema 2.6, o limite € — 0 fornece

a seguinte expressao para a derivada topologica de segunda ordem
D = _Zk IVVu ()| — 5157’ VVu (X)) — kVu (X) -V (X)
1 ~ ~ o ~
= 5[6 det VVu (X) — kVu (X) - Vi (X) VX €Q, com fy(e) = me*, (3.78)

49



onde a tltima igualdade é consequéncia de que u (x) é harmoénica em €.

Observacao 3.6 Em dominios suficientemente grandes, a influéncia do termo u (x)
pode ser desprezada como consequéncia do decaimento a zero no infinito das condigoes
de contorno prescritas sobre 0S). De fato, tais condicoes de contorno estao associadas

0
a restrigao de g ou de 99 sobre a fronteira exterior.

on

Condicao de contorno de Dirichlet homogénea na fronteira do furo. Neste
caso, a expansao assintética para wu,, restrita a uma bola B, R >> ¢, com H. C Br C

2, é dada por (vide apéndice B).
e (X)| g, = u(x) +ve (%) + w (x/e) + 1 (x) (3.79)
sendo v, (x), dada pela seguinte funcao

“(®) [1_M] , Vx € Bp\H.

0. (x) = log(/€) o (3.80)
0, Vx € Q\BR
w (x/€) dada por

2

w(x/e) = ——Vu(R) - (x—X) , (3.81)
[[x—x]|

e ainda, . (x) satisfazendo a estimativa

e g1 g,y < O (3.82)

onde C' é uma constante independente de €. De acordo com a eq. 3.68, tem-se que

Dy = lim — 1/ k(2% s (3.83)
! =0 f(e) 2 oM. on . .

Considerando-se a expansao dada pela eq. 3.79, juntamente com a eq. 3.81, naeq. 3.83,
T

pode-se identificar f; () = W

de modo a satisfazer as condicoes do teorema
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2.5 e, entao, passar o limite ¢ — 0 que fornece o seguinte resultado para a derivada

topoldgica de primeira ordem

Dry=ki®(X) VRe€Q, com fi(e) = o (7;% oh (3.84)
Considerando-se a eq. 3.69, tem-se que
D34 = lim ! 1/ i (2 2dS—f’(g)D (0 (3.85)
0 f(e) ) 2 o on ! 4 ' '

Assim, levando-se em conta as eq. 3.79 e 3.84 na eq. 3.85 e identificando-se f, (¢) = me?
como previsto no teorema 2.6, o célculo do limite ¢ — 0 implica na seguinte expressao

para a derivada topolédgica de segunda ordem
Diy =k||VuX)||° VReQ, com fole) =me?. (3.86)

De modo analogo ao caso anterior, observa-se que a estimativa dada pela eq. 3.82,

Ou  Ow\ du. ,,
/emak<8_n+6_n> andS—o(s), (3.87)

/aHE g (%%)st =o(e) (3.88)

além disso, por ortogonalidade

ou Ow)\ Ov
k| —+ — =dS = )
/éwg (0n+8n) 7 S=0, (3.89)

e, portanto, estes trés ultimos termos nao contribuem para a derivada topolédgica de

implica que

segunda ordem.

Observacao 3.7 O resultado dado pela eq. 3.84 ndao pode ser continuamente estendido

para a fronteira. De fato, no trabalho de Novotny 2003 [47] foi demonstrado que
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a deriwada topologica de primeira ordem calculada na fronteira para a condigcao de

Dirichlet homogénea € dada por
~ ~ 1
Drp =k|Vu(X)|]°  VYRed, com  file) = 5#52 : (3.90)

Observa-se ainda que, embora a deriwada topologica de sequnda ordem seja dada ex-
plicitamente como func¢ao de u, o parametro R, introduzido na derivada topoldgica de
primeira ordem, depende de cada ponto X considerado. Observa-se da literatura que este
problema €, em geral, contornado tomando-se a aproximagao 1/log(R/c) ~ —1/loge
(Guillaume et al. 2002 [29]), o que pode tornar imprecisa a erpansao assintdtica
topolégica. Esta questdo serd abordada novamente face aos resultados dos experimentos

numericos.

3.2.2 Perturbacao com inclusao (), = (Q\E) UZ.

Para o caso de uma inclusao, observando-se as eq. 3.29 e 3.60, segue-se que

d 1
—(Q) = —/ kE[(Vue - Vu) I — 2 (Vu.@Vu,)] - VvdV
de 2 Q\H.

1
s / 5k (Ve - Vi) T — 2 (V@ V)] - VvdV

€

- / zg-dev+/2;-dev, (3.91)
Q\He

€

e o tensor momento energia de Eshelby 3. é dado, neste caso, por

k _
3¢ = 5 IVue|?T =k (Vue ® Vi) em Q\H.

3. = (3.92)

i = %"" |Vuee | T = 6k (Vi © Vi) em I,

Em particular, da proposicao A.2 (ver o apéndice A), o tensor de Eshelby dado por eq.

3.92 tem divergencia nula sobre a matriz Q\E e sobre a inclusao Z.. Procedendo de modo

52



inteiramente analogo as segoes anteriores, obtém-se

d
U@ = / 3. - VvdV

€

= / div (v) dV + / div (Ziv)dV , (3.93)
Q\He

£

donde, como consequéncia do teorema da divergéncia, segue-se que

d .
£¢(QE) = — /{mi (Z¢—3)n-ndS . (3.94)

Considerando-se o sistema ortonormal (t,n) sobre 0H. e a condi¢do de continuidade da

solucao u. sobre a fronteira da inclusao, tem-se

oul  Oul dut  Oul
ot ot ¢ on _5671 ’ (3.95)

e __ Z' _ . . . ~ .
onde uf = uc|g\5 € ul = u| . Substituindo as condigdes acima na eq. 3.94, e levando-se

em conta a eq. 2.18, segue-se que

11 ou\
DW:‘?i%ﬂ(a)i/;mf“_é)Kat) *

e para j = 2 a eq. 2.19 fornece

o, .11 Ou\> 1 [0ug)?
DTw“ili*éﬁ(e)i{/%k“_‘;) [(at) <5 (%)

Novamente, faz-se necessario uma analise assintética da solugao wu. para, a posteriori, se

1 [ ouc\”
Ly s om

ds + f! (a)DTw}. (3.97)

identificar as funcoes fi(e) e fo(e) e finalmente calcular o limite ¢ — 0 nas eq. 3.96 e 3.97,

obtendo-se as expressoes para as derivadas topoldgicas de primeira e segunda ordem. No
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presente caso, vale a seguinte expansdo assintotica (vide apéndice B)

€ (x) (x) + e 1_5vu@)(x ) + e* 1_5vvu@j@;§)(x %)
u- (x = u(lx i — . — — . —
8 =P 1+9 2[x—=x['1+3
_ et 1—-6__ R
+ €2u (X) + vau (X) : (X—X) + v, (X) 5 (398)

onde u (x) é solugdo do problema associado ao dominio original £, v. (x) é tal que [ve| g1 () <

Ce?, com C independente de . Da mesma maneira, a fungao @ (x) é solucao do seguinte

problema variacional: encontre u € V, tal que

- 0
/Vu-Vn+/ =0 Wpew, (3.99)
9 'y 877/
onde o conjunto V e o espaco W sao definidos, respectivamente, como
V={ueH Q) :ul.,, =—g} ¢ W={neH(Q): |, =0} (3.100)

e a fungao g(x) é dada por

1-9 X — X
= — . 3.101
146 Ix — %> (3.101)

Assim, levando-se em conta a expansao dada pela eq. 3.98 na eq. 3.96 e, ainda, observando-
se as hipdteses do teorema 2.5, pode-se reconhecer fi(g) = me? e obter a seguinte expressao

para a derivada topolégica de primeira ordem
1-— 5 ~\ (12 ~ 2
Dryp = —km |Vu (%) vx e, com file) = me” . (3.102)

Analogamente, considerando-se a eq. 3.97 e o teorema 2.6, indentifica-se f, (¢) = wet. O

limite ¢ — 0 fornece, entao, a seguinte expressao para a derivada topoldgica de segunda
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ordem

1—90 (/1 . . R R
D3a)p = kl——i-(S (5 det VVu (X) — Vu (X) - Vu (X)) VX e, com foe) =met,

(3.103)
onde a fun¢ao auxiliar @ (x) , a exemplo do problema com condigao de contorno de Neumann
homogénea no furo, depende tanto explicita quanto implicitamente do ponto X e da fronteira

exterior 2. De fato, u (x) é solu¢ao do problema variacional 3.99.

Observacao 3.8 No caso limite em que o coeficiente de condutividade térmica tende a zero,
obtém-se o resultado para perturbacao dada por furo com condi¢ao de Neumann homogénea.

De fato, calculando-se o limite 6 — 0 nas eq. 3.102 e 3.103, tem-se

Drp = —k|Vu®)|, (3.104)

1 - o o
Diap = §kdetVVu(x)—k;Vu(x)~Vu(x), (3.105)

que coincidem com os resultados dados pelas eq. 3.75 e 3.78.

3.3 Resumo dos resultados

Nesta secao ¢ apresentado um resumo dos resultados obtidos. Em particular tem-se as
expressoes das derivadas topoldgicas de primeira e segunda ordem para a energia potencial
total associada a um problema de Laplace bidimensional, considerando o dominio perturbado
por furos com condigoes de contorno de Neumann ou Dirichlet homogéneas ou por inclusoes.

Estes resultados sao dados respectivamente, por:

e Condicao de contorno de Neumann na fronteira do furo

$(Q) = ¥(Q) — ek | Vu ()

+ me'k (% det VVu (X) — Vu (X) - Vu (i)) +o(g') . (3.106)
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e Condicao de contorno de Dirichlet na fronteira do furo

D) = p(Q) + mmﬁ (R) + 72k | Vu (R)]* + o0 (%) . (3.107)

e Condicao de salto da derivada normal na fronteira da inclusao

1-90 ~
U = v(Q) - re 5 [Vu @)

+ 7r54k:1—;g (% det VVu (X) — Vu (X) - Vu (ﬁ)) +0(') . (3.108)

Cabe esclarecer que a derivada topoldgica de segunda ordem, para os casos de condic¢ao
de contorno de Neumann homogénea na fronteira do furo e de salto da derivada normal na
fronteira da inclusao, é composta de uma parcela que depende explicitamente do ponto X,
correspondente ao gradiente de segunda ordem da solugao u (X) , e de outra (de mesma ordem
de €) que depende tanto explicita quanto implicitamente do ponto X e ainda da influéncia
da fronteira exterior 0f2. Essas tultimas dependéncias vém das condi¢oes de contorno do

problema para o termo remanescente . (x), como pode ser observado no apéndice B.

3.4 Experimentos Numéricos

O principal objetivo dos experimentos numéricos apresentados nesta secao é estudar a in-
fluéncia da derivada topoldgica de segunda ordem na analise, tanto do ponto de vista quali-
tativo quanto de ponto de vista quantitativo.

Levando-se em consideracao que nos casos de furo com condi¢ao de contorno de Neumann
homogénea (eq. 3.106) e inclusdo (eq. 3.108) o célculo da fungao u (x) torna-se proibitivo,
j4 que se faz necessario resolver um problema variacional associado a cada ponto X € €, este
termo sera desprezado na analise de cada um desses casos, o que permite estudar apenas a
influéncia do termo associado a det VVu(X). De modo andlogo, no caso da perturbagao dada
por um furo com condigao de Dirichlet homogénea (eq. 3.107), a influéncia do parametro

R, que depende de cada ponto X, serd desconsiderada levando-se em conta a aproximacao
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1/log (R/e) ~ —1/loge. As consequéncias destas aproximagoes serao discutidas na sec¢do

3.5.

Anadlise qualitativa: do ponto de vista qualitativo (e observando-se que o caso de furo com
condigao de contorno de Neumann homogénea encerra o caso de inclusdo como caso limite)
consideram-se as aproximacoes de primeira e segunda ordem para perturbagoes dadas por
furos, obtendo-se:

Condicao de contorno de Neumann homogénea

e aproximacao assintética topolégica de primeira ordem
U(Qe) = 9(Q) — 7’k [Vu )] - (3.109)

e aproximacao assintética topolégica de segunda ordem
D) ~ (Q) — 72k [Vu ®)| + %m% det VVu () . (3.110)

Condicao de contorno de Dirichlet homogénea
e aproximacao assintética topolégica de primeira ordem
V() =Y(Q) — —ku* (X) . (3.111)

e aproximacao assintética topolégica de segunda ordem

T

V() ~ () ku? (X) + 7k || Vu (X)||” (3.112)

loge
Assim, para cada caso em analise, as aproximagoes de primeira e segunda ordem serao
confrontadas para varios valores de € considerando-se, inicialmente um domino €2 e posteri-
ormente (de modo anélogo a segunda itera¢ao em um algoritmo de passo fixo), um dominio

Q. a ser perturbado novamente com um furo de raio €. A comparacao dos resultados dar-se-4
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plotando-se o lado direito das equagoes acima (a menos do fator constante 1(€2)), que s@o

explicitos, desde que foram desconsiderados os termos implicitos nesta analise.

Anailise quantitativa: para a analise quantitativa, fixa-se um ponto x* do dominio {2
onde, para cada perturbacao considerada, computam-se os termos das aproximacoes assintoticas
topoldgicas de primeira e segunda ordem para diferentes valores de €. Entao, criam-se efeti-
vamente as perturbagoes com centro no ponto x* e computam-se os valores da funcao custo
¥ (€.) para cada e considerado. Finalmente, comparam-se os resultados numéricos obtidos
entre o valor da funcao custo computado no dominio 2., ora considerando a aproximacao

assintotica topoldgica de primeira ordem

() = Q) + file) Dry) (3.113)

ora considerando a aproximacao assintotica topoldgica de segunda ordem

P(Qe) = Y(Q) + fi(e) Dry + fo(e) D7) (3.114)

e com este procedimento, analisa-se a influéncia da derivada topoldgica de segunda ordem na
estimativa da funcao custo associada ao dominio com uma perturbacao de tamanho finito.
Observa-se que, ainda que nesse exemplo particular bastaria calcular u (x*) para a obtengao
da derivada topoldgica de segunda ordem nos casos de condicao de contorno de Neumann
homogénea e inclusao, o mesmo nao foi efetuado para nao comprometer a comparacao entre
as analises qualitativa e quantitativa.

Finalmente, para cada uma destas andlises as solugoes u e u., respectivamente associadas
aos dominios () e §2., sd@o aproximadas utilizando-se o elemento finito padrao triangular de
trés nés. Em particular, para todos os casos as malhas foram construidas mantendo-se o
mesmo numero dos elementos ne = 120 ao longo da fronteira do furo para qualquer valor

de seu raio €. Como foi utilizado um gerador automatico de malhas, foi adotado o seguinte
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tamanho para os elementos em todas as malhas

he ~ — ||x* — x]|. 3.115
= | x| (3115)

3.4.1 Exemplo 1

Considera-se o dominio original Q = (0,1) x (0,1) e o dominio perturbado Q. = Q\H., onde
a bola H. tem centro em x* = (0.5,0.5) e raio e, tal que € € {0.01,0.02,0.04,0.08}. Neste
exemplo, considera-se o corpo submetido a uma temperatura v = 0 sobre I'p, e I'p, e a

um fluxo de calor ¢; = 1 sobre I'y, e g2 = 2 sobre I'y,, onde a = 0.2 (ver fig. 3.1). Além

disso, as demais partes da fronteira dadas por 0Q\(I'p, UT'p, UT'N, UT'y,) permanecem

perfeitamente isoladas.

1—~ -
D, LL k er

Figura 3.1: exemplo 1.

Condigao de contorno de Neumann na fronteira do furo

Analise qualitativa: considerando-se a condicao de contorno de Neumann homogénea
na fronteira do furo, as aproximacoes assintoticas topoldgicas de primeira e de segunda
ordem, dadas respectivamente pelas expressoes (eq. 3.109 e eq.3.110), obtidas para o dominio
original §2 e para o dominio perturbado €2, s@o mostradas nas fig. 3.2 e 3.3, respectivamente
e para cada valor de ¢ € {0.01,0.02,0.04,0.08}. Observa-se que o termo de correcao de
segunda ordem nao produz mudancgas significativas nos resultados, ao menos do ponto de

vista qualitativo.
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Figura 3.2: expansao assintética topoldgica no dominio original €.
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Figura 3.3: expansao assintotica topoldgica no dominio perturbado €2..

Analise quantitativa: da analise da fig. 3.4,que apresenta o comportamento da expansao
assintética topologica como uma funcao de €, para a criacao do furo com centro no ponto x*

infere-se que o termo de corregao de segunda ordem fornece um importante fator de correcao
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para a expansao. De fato, quando os furos finitos sao introduzidos, o que é uma exigéncia

importante em aplicagoes, pode-se usar esta informacgao para se estimar, por exemplo:

e o tamanho dos furos, de acordo com a energia a ser dissipada;

e a energia, quando se cria furos de tamanho finito.

-0.2105 —
v
-0.2106 —

-0.2107 —

-0.2108 —|

@7(95)
-0.2109 — o U(Q)+ fi(s)Dr
x - 0(Q) + fi(z) Dy + fale) D

0.00 0.02 0.04 006 = 0.08

Figura 3.4: estimativa de ¥ (£2.) considerando-se os termos de corregao de primeira e segunda

ordem da expansao assintética topoldgica.

Observagao 3.9 Considerando-se uma variagao maior de e € {0.08,0.16,0.24,0.32} observa-
se da fig. 3.5 que a estimativa torna-se ruim apenas para furos muito grandes, mesmo

desprezando-se 0s termos nao explicitos.
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-0.21 —

-0.22 —

-0.23 —

-0.24 —

025 — w(0)
, x - (Q) + f1(e)Drve + fa(e) D3

0.08 0.16 0.24 € 0.32

Figura 3.5: estimativa de ¥(£2.) considerando a aproximacao assintética topoldgica de se-
gunda ordem para ¢ € {0.08,0.16,0.24, 0.32}.

Condigao de contorno de Dirichlet na fronteira do furo

Analise qualitativa: o comportamento qualitativo das aproximagoes assintéticas topoldgicas
de primeira (eq. 3.111)e segunda ordem (eq. 3.112), sdo apresentada nas fig. 3.6 e
3.7 para os dominios original () e perturbado ()., respectivamente e para cada valor de
e € {0.01,0.02,0.04, 0.08}.

Da analise destas figuras, observa-se que o termo de correcao de segunda ordem, neste
caso, produz mudangas significativas nos resultados, principalmente apés se ter efetivamente

criado furos (esta andlise serd novamente realizada no préximo exemplo).
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Figura 3.6: expansao assintética topoldgica no dominio original €.
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() f1(0.08)Dry (h) f1(0.08) D7) + f2(0.08) D34)
Figura 3.7: expansao assintética topoldgica no dominio perturbado §2..
Analise quantitativa: o grafico apresentado na fig. 3.8, que foi obtido computando-se a

funcao custo e as aproximacgoes assintéticas topolégicas de primeira e segunda ordem em x*,

mostra uma discrepancia entre os valores obtidos para cada . De fato, esta discrepancia esté
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associada a inclusdo de um problema de escala dada pela aproximagcao adotada 1/ log (R/e) ~
—1/loge. Entretanto, o grafico sugere que a estimativa, ainda que imprecisa, fornece uma
boa direcao de descida, o que pode vir a ser aplicada em problemas de otimizacao.

-0.08 —

v =
0.10 -

-0.12 —
| n

-0.14 —

-0.16 —

018

4 — %)

020 @ (@) + f1(s)Dr¢

7 Cx w(9Q) + f1(2) D + fal=) D3

0.22 = | | I
0.00 0.02 0.04 006 £ 008

Figura 3.8: estimativa de 9 (€).) considerando-se os termos de primeira e segunda ordem na
expansao assintética topoldgica.

Da comparagao entre as fig. 3.4 e 3.8 observa-se que o estimativa no exemplo da condigao
de contorno de Neumann é melhor do que a estimativa para a condi¢cao de contorno de
Dirichlet. De fato, uma perturbacao no dominio dada pela criagao de um furo com condigao

de contorno de Dirichlet em sua fronteira é bastante severa como pode ser visto na fig. 3.9.

(a) sem furo (b) Neumann sobre 0B, (c) Dirichlet sobre 9B,

Figura 3.9: solucoes u e u. para € = 0.01.
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Observacao 3.10 Intuitivamente, observando-se que o modelo estudado, neste exemplo,
pode ser também aplicado para se descrever o deslocamento de uma membrana submetida a
um carregamento uniforme (vide capitulo 2), a perturba¢ao dada pela cria¢ao de um furo com
condicao de contorno de Dirichlet homogénea € entao vista como um deslocamento da regido
perturbada até o plano da membrana (sem carregamento), o que pode provocar gradientes

muito altos na vizinhanca da perturbacao.

Condigao de salto na derivada normal ao furo (inclusao)

Neste caso, o corpo de coeficiente de condutividade térmica constante k£ e representado
por  é perturbado com a introdugao de uma inclusao Z., com centro em x* = (0.5,0.5),
coeficiente de condutividade térmica 0k e raio ¢; originando o dominio perturbado €. =
(Q\E) U Z.. Em particular, sdo adotados k = 1, § € {1/16,1/8,1/4,1/2,2,4,8,16} e
e € {0.01,0.02,0.04,0.08,0.16}.

Analise quantitativa: para cada valor de ¢ calcula-se a expansao assintética topoldgica
associada ao dominio {2 em x*, considerando-se todos os valores de €. Entao, para se calcular
o valor da fun¢ao custo (€2, ), insere-se efetivamente a inclusao. Finalmente, comparam-se as

aproximacoes assintoticas topoldgicas de primeira e segunda ordem dadas, respectivamente,

por
~ . 2 1-9¢ ~\ 112
9(0) ~ @) — k2 [Tu @) (3.116)
(§]
W) ~ () — 7o (VU ®))? + ekt =0 det VYU () (3.117)
N e 2" TS ) :

através das fig. 3.10-3.13 para diferentes valores de 9, onde a legenda usada para identificar

as curvas € sumarizada na fig. 3.14.
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-0.21035 —
-0.21040 —

-0.21045 —

-0.21050 —
<

-0.21055 —

-0.21060 —

-0.21065 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.02 0.04 006 £ 008

Figura 3.10: estimativa de 1(€2.) para § =1/2 e § = 2.

-0.21020 —
v
-0.21030 —

-0.21040 —

-0.21060 —

-0.21070 —

-0.21080 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.02 0.04 006 = 008

Figura 3.11: estimativa de 1(€).) para § =1/4 e § = 4.
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-0.21020 —
-0.21030 —

-0.21040 —

-0.21050 -,

-0.21060 —

-0.21070 —

-0.21080 —

-0.21090 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.02 0.04 006 = 008

Figura 3.12: estimativa de 1(€).) para § =1/8 e § = 8.

-0.21010 —
v
-0.21020 —

-0.21030 —

-0.21040 —

-0.21050 —,

-0.21060 —

-0.21070 —

-0.21080 —

-0.21090 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.02 0.04 006 = 008

Figura 3.13: estimativa de ¢(€2.) para d = 1/16 e § = 16.
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g > 1 0o < 1

— () —— ()
& V() + file)Dry O () + fi(e)Dry
® (V) + fi(e)Dryy + fole) Diap O Q)+ fi(e) Dy + fole) D2y

Figura 3.14: legenda dos graficos das fig. 3.10-3.13

De acordo com a observacao 3.8, o caso limite § — 0 fornece a expansao assintotica
topoldgica para condigao de contorno de Neumann homogénea na perturbacao, o que é cor-
roborado pela fig. 3.15 que compara o comportamento da aproximacao assintética topolédgica
de segunda ordem quando ¢ decresce para zero. Como consequéncia, a andlise qualitativa
torna-se irrelevante neste caso.

-0.2105 —
4
’I:I:'I; |

-0.2106 —

-0.2107 —

-0.2108 —

-0.2109 —

0.00 0.02 0.04 0.06 = 0.8

Figura 3.15: comportamento da expansao assintética topoldgica de segunda ordem quando
0 decresce para zero.

Dos resultados apresentados, observa-se que a estimativa obtida considerando-se a derivada
topologica de segunda ordem permanece precisa para valores grandes do tamanho da in-
clusao, permitindo-se trabalhar com perturbacoes de tamanho finito. Este fato é muito
importante para otimizagao topoldgica e para o desenvolvimento de algoritmos de recons-

trucao; onde, em geral, necessita-se estimar o tamanho da perturbacao.
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3.4.2 Exemplo 2

O objetivo deste exemplo ¢é analisar as mudangas no comportamento qualitativo introduzidas
pelo termo de correcao de segunda ordem quando o dominio é perturbado com a criacao de
um furo com condicao de contorno de Dirichlet homogénea, principalmente apds efetivamente
se ter criado furos.

O problema considerado pode ser observado na fig. 3.16, onde se tem um corpo submetido
a uma temperatura v = 0 em ['p e a um fluxo de calor dado por uma funcao linear por
partes em 'y com ¢; = 1 e g = 2. Serd considerada a condi¢ao de contorno de Dirichlet
homogénea na fronteira dos furos e devido a simetria periédica do problema, somente uma
parte, denotada por €2, é considerada.

Neste caso, os furos podem ser interpretados como canais de resfriamento em um trocador
de calor. Entao, ¢ estimada a variagdo da energia quando os canais de resfriamento (furos
de raio €) s@o centradas no ponto x* e na préxima etapa, em qualquer ponto sobre a linha

horizontal definida por a = 0.5, o que pode ser visto como uma restricao do problema.

Figura 3.16: exemplo 2.

Os efeitos dos termos de primeira e segunda ordem nas aproximacoes assintoticas topologicas
sao respectivamente apresentados nas fig. 3.17 e 3.18 para os dominios original e perturbado,
considerando € € {0.01,0.02,0.04,0.08}. Dessas figuras, observa-se que o termo de corregao
de segunda ordem desempenha um papel importante na andlise. De fato, para ¢ = 0.04 e
e = 0.08, enquanto o termo de corregao de primeira ordem ( f;(¢) D) sugere a cria¢ao de um

novo furo, este juntamente com termo de corregao de segunda ordem ( f; () Dyt + fo(e) D3))
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sugere a expansao do canal de resfriamento.
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1
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(a) f1(0.01)Dryp

(b) f1(0.01) D79 + f2(0.01) D34
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(8) f1(0.08) D7y

(h) £1(0.08) Db + f2(0.08) D)

Figura 3.17: expansao assintotica topoldgica no dominio original 2.

72



Max. :
lode
Min. :
Hode

§.108708E-001
1 3295
0.000000E+000
: 1

Palette:

|

Max.:
Hode
Min.:
Hode

CWEOWREEFNNNWWWDS BB 0

.000000E-001
.687500E-001
.375000E-001
.062500E-001
.750000E-001
.437500E-001
.125000E-001
.812500E-001
.500000E-001
.187500E-001
.875000E-001
.262500E-001
.250000E-001
.375000E-002
.250000E-002
.125000E-002
.000000E+000

(a) f1(0.01) D7y

§.705087E-001

3295
0.000000E+000
@1

Palette:

.000000E-001
.687500E-001
.375000E-001
.062500E-001
.750000E-001
.437500E-001
.125000E-001
.812500E-001
.500000E-001
.187500E-001
.875000E-001
.562500E-001
.250000E-001
.375000E-002
.250000E-002
.125000E-002
.000000E+000

CWEWEEENNNWWWE &0

(¢) f1(0.02) Dy

Max.: 1.020760E+000

3295
Min.: 0.000000E+000

lode: 1
Palette:

5.000000E-001
4.687500E-001
4.375000E-001
4.062500E-001
3.750000E-001
3.437500E-001
3.125000E-001
2.812500E-001
2.500000E-001
2.187500E-001
1.875000E-001
1.562500E-001
1

9

6

3

0

.250000E-001
.375000E-002
.250000E-002
.125000E-002
.000000E+000

Max. :
ode

3285

Min.: 0.000000E+000

llode: 1
Palette:

é .000000E-001

375000E-001
062500E-001
750000E-001
437500E-001
125000E-001
812500E-001
500000E-001
187500E-001
875000E-001
562500E-001
250000E-001
375000E-002
250000E-002
125000E-002
000000E+000

CLWAOREENNNWWW.E B E O

8.058783E-001

(e) f1(0.04)Dre

(g) f1(0.08)Drvp

Max.: 9.120501E-001
Node: 3295

Min.: 0.000000E+000
Node: 11057

Palette:

.000000E-001
.687500E-001
.375000E-001
.062500E-001
.750000E-001
.437500E-001
.125000E-001
.812500E-001
.500000E-001
.187500E-001
.875000E-001
.562500E-001
.250000E-001
.375000E-002
.250000E-002
.125000E-002
.000000E+000

CWOORRE NN WWWE E W U

9.752294E-001
3295
0.000000E+000
Node: 8437

Palette:

.000000E-001
.687500E-001
.375000E-001
.062500E-001
.750000E-001
.437500E-001
.125000E-001
.812500E-001
.500000E-001
.187500E-001
.875000E-001
.562500E-001
.250000E-001
.375000E-002
.250000E-002
.125000E-002
.000000E+000

CWOORRFENNNWW W W 0

T PRI o SRR - S
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Figura 3.18: expansao assintotica topoldgica no dominio perturbado (..

687500E-001
Finalmente, é importante mencionar que, formalmente, as derivadas topoldgicas calcu-
ladas neste trabalho sao validas somente para pontos interiores do dominio. Assim, de acordo

com a observacao 3.7, foi calculada a derivada topolégica da primeira ordem definida para
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pontos interiores (VX € ) e pontos da fronteira (VX € 0H.) para ¢ = 0.08. A superposi¢ao
dos termos associados a correcao de primeira ordem é apresentada na fig. 3.19, cujo resul-
tado estd de acordo com o precedente, sugerindo que os canais de resfriamento devem ser

expandidos (vide em detalhe para ¢ = 0.04 na fig. 3.20).

Max.: 1.027039E+000
Node: 3295

Min.: 0.000000E+000
Node:

Palette:

000000E-001
687500E-001
375000E-001
062500E-001
750000E-001
437500E-001
125000E-001
812500E-001
500000E-001
187500E-001
875000E-001
562500E-001
250000E-001
375000E-002
250000E-002
125000E-002
000000E+000
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Figura 3.19: superposigao dos termos f1(0.08) D71 para X € Q e X € 0B..

Max.: 1.039664E+000
Node: 3295

Min.: 0.000000E+000
Node: 5866

Palette:

000000E-001
687500E-001
375000E-001
062500E-001

750000E-001
437500E-001
125000E-001 TITITITITTITITITIAIT T T m e m s s T s
812500E-001

500000E-001
187500E-001
875000E-001
562500E-001
250000E-001
375000E-002

250000E-002
06000052000 u
000000E+000

Figura 3.20: detalhe do termo f1(0.04)Drtp + f5(0.04)D34) na aproximacao assintdtica
topoldgica no dominio perturbado €2..

CWALE NN WW W B 0

3.5 Comentarios adicionais

Neste trabalho, foi aplicado o topological-shape sensitivity method para o calculo das derivadas
topolodgicas de primeira e segunda ordem. Em particular, considerou-se a equacao de Laplace
associada a um dominio bidimensional e a energia potencial total como fun¢ao custo, analisando-
se as condigoes de contorno homogéneas de Neumann ou de Dirichlet na fronteira do furo ou
ainda a condicao de salto da derivada normal na fronteira da inclusao. Finalmente, foram
apresentadas algumas experiéncias numéricas que evidenciaram a influéncia da derivada
topoldgica da segunda ordem na expansao assintética topologica. Destes resultados, observou-

se que o termo de correcao de segunda ordem desempenha um papel importante na anéalise,
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permitindo uma melhor estimativa para o tamanho dos furos e também uma melhor direcao
de descida, do que a fornecida apenas pelo termo de correcao dado pela derivada topoldgica
de primeira ordem. Convém ressaltar a importancia dos resultados obtidos, nao obstante as
aproximacoes adotadas.

As consequéncias das aproximagoes supracitadas podem ser evidenciadas através dos
seguintes problemas de Laplace definidos sobre o dominio €2, = Q\H,, bidimensional, onde
QO={xeR:|x|[|<a aeR} H.={xeR*: x| <e,c€R} come <aek =1 De
modo analogo aos exemplos apresentados na secao 3.4, a funcao custo adotada é a energia

potencial total.

Exemplo 3.11 Considere-se o dominio 2 submetido a um fluzo de calor § = — (cosf + cos 260) .

A formulacdao do problema original é dada pela sequinte equagao de Fuler-Lagrange:

Au = 0 em €2
) (3.118)
% = cosf + cos20 sobre Of)
e a funcao custo € dada por
1
P(Q) = Ja (u):—/ \|vu|\2dv+/ quds . (3.119)
2 Q 15)9)

O problema dado pela eq. 3.118, apresenta solucdo exata que, em coordenadas polares e a

menos de uma constante aditiva arbitrdaria, ¢ dada pela sequinte funcao:

2
u(r,0) = rcosf + ;— cos 26 , (3.120)

a
a qual aplicada na eq. 3.119, fornece

Y (Q) = —~ma? . (3.121)

O problema no dominio perturbado Q. = Q\H., onde ¢ prescrita a condicdo de contorno de
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Neumann homogénea sobre a fronteira do furo OH., tem a sequinte formulag¢dao:

Au, = 0 em €.
%1: = 0 sobre OH. (3.122)
%ﬁn = cosf +cos20 sobre 0Of)

e, neste caso, a funcdo custo € dada por

1
() = Ta. (us) = = ||Vu€||2dV+/ quedsS . (3.123)
2 Ja. B

De modo andlogo ao problema definido sobre o dominio original, na configura¢ao perturbada
(eq. 3.122) também se tem a solugdo exata, a menos de uma constante aditiva arbitrdria,

dada pela funcao

2 /.2 2 3 /.4 4
us(r,0) = @ (r e ) cosf + — (i) cos 26 , (3.124)

a? — g2 2r2 \ gt — &4

que considerada na eq. 3.123, apresenta como resultado

a’? (a®>+&®> la*+ &
Q) =—1— — 12
¥ (82) "9 (a2—62 2a4—€4> (8:125)
Ezxpandindo-se a eq.3.125 em poténcias de €, obtém-se
P (Q) = —§7Ta2 — e® — 7r€4i +o0 (e (3.126)
‘ 4 2a2 ' '

Levando-se em conta a influéncia do termo associado au (X) na expansao assintotica topoldgica,

tem-se

Y (Q) ~ Q) —7e?|Vu X)) + ne? (% det VVu (X) — Vu (X) - Vu (ﬁ))

3 1 1
= —ZWGQ—W€2—7T€4 (2_612—’_;) ; (3127)

que corrobora com a expansdo em poténcias de € da fungao custo, onde u(x) € a solugdo da
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eq. 3.71, que neste caso particular é dada por

u(r,0) = —%r cos = Vu(X) - Vu(X) = —% . (3.128)

Por outro lado, desconsiderando-se a influéncia do termo associado a u(x), obtém-se

A~ 1 ~~
V() ~ P(Q) -7 ||[Vu (X)|]” + 57%:4 det VVu (X)
1
2 2 4
=y —met - et (3.129)

Em particular, para a = 1, tem-se que a aprozimacgao topologica de primeira ordem ¢ dada
por

V() ~ —=7 — 7e? | (3.130)
a de seqgunda ordem, desprezando-se o termo associado a U (x), por

3 1
() =~ 17 me? — §7T€4 , (3.131)

e, finalmente, considerando-se o termo associado a u (x), obtém-se

3 3
¥ () = T me? — §m4 : (3.132)

Estes resultados sao confrontados no grafico da fig. 3.21, de onde se observa que a apro-
rimagao associada apenas aos gradientes de mais altas ordens de u (eq. 3.131) fornece
uma estimativa melhor para a funcao custo do que a aprorimacgao assintotica topologica de
primeira ordem (eq. 3.130), quando se considera furos de tamanho finito, resultado que cor-
robora com os obtidos pelos experimentos numéricos (vide se¢ao 3.4). Observa-se ainda, que
a aprozimagao levando-se em conta o termo associado a u (eq.3.132), embora com um custo
computacional que torna proibitivo sua obteng¢ao em casos mais gerais (VX €2), desempenha
um importante papel como fator de correcao a medida que se considera maiores valores de

g. Assim sendo, é natural utilizar a derivada topolégica de primeira ordem na escolha dos
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pontos do dominio onde deve-se introduzir as perturbacoes e, em sequida, efetuar o cdlculo

da derivada topologica de sequnda ordem apenas para esses pontos em particular.

-2.0 —/

-6.0
\ \ \ \ \ T

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 & 0.7

Figura 3.21: aproximagcoes assintdticas topolégicas no dominio perturbado €2..

Exemplo 3.12 Neste caso, seja o dominio 2 submetido a uma temperatura prescrita u =
A + cos B sobre sua fronteira 0S2. A formulacdo do problema original é dada em sua forma

forte pelo sequinte problema de valor de contorno:

Au = 0 em €
, (3.133)
u = A-+cosf sobre OS2
que apresenta solucao exata em coordenadas polares, dada por
u(r,0) = A+ " cosh . (3.134)
a

A funcao custo, neste caso, € definida

W(Q) = T () = %/QHVuHQdV, (3.135)
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e pode ser diretamente calculada através da eq. 3.134, o que resulta
i
P(Q) = 5 (3.136)

A formulacdo no dominio perturbado Q. = Q\H., onde ¢ prescrita a condicdo de contorno

de Dirichlet homogénea sobre a fronteira do furo OH., € dada pelo problema

Au., = 0 em .
u. = A-+cosf sobre 00 (3.137)
u. = 0 sobre OH,.

que apresenta a sequinte solucao exata

2

log(r/e) ar?—¢?
=A - ) 1
ue(r,0) log(a/2) + R — cos 6 (3.138)

A funcao custo, na configuragao perturbada, € dada por

V() = Fo. (0) = 5 [ IVul®av., (3.139)

que considerada juntamente com a eq. 3.138, fornece o sequinte resultado:

™ 7 a? + &2
Q)= ——A"+ ———— 14
¥ () log(a/e) + 2a% —¢2’ (3.140)
donde, seque-se que

Drp = A =" 141

Tw 9 com fl (5) log(a/e) ) (3 )

1
Diap = — com fa(e) = me?. (3.142)

Fazendo-se a =1 e A =1, obtém-se as aproximacoes assintoticas topolégicas de primeira e
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de sequnda ordem, dadas respectivamente pelas sequintes equacoes:

(e

¥ () %g - : (3.143)

log e

¥ () %g - é + e (3.144)

Finalmente, os resultados sao apresentados no grdfico da fig. 3.22. Neste caso particular,
onde foi adotado a = 1, a derivada topoldgica de sequnda ordem constituiu um fator impor-
tante de correcao. No entanto, em casos mais gerais, pode ser observado que a escolha de
um valor arbitrdrio para R (eq. 3.84) pode influenciar no peso da derivada topoldgica de
primeira ordem na expansao assintotica topoldgica, sugerindo que este parametro deva ser
ajustado a posteriori e para cada ponto do dominio.

14

¥ (Q)

2
L L L L L B

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 & 0.7

Figura 3.22: aproximagoes assintéticas topolégicas no dominio perturbado €2..
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Capitulo 4

Conclusoes

O presente estudo teve como objetivos principais a introdugao do conceito de derivadas
topoldgicas de ordens superiores e o desenvolvimento de uma metodologia sistematica para
o seu calculo baseda no topological-shape sensitivity method. A motivacao deu-se, princi-
palmente, pela necessidade da aplicagao correta dos conceitos da analise de sensibilidade
topoldgica em dominios com perturbagoes nao suaves de tamanho finito; que é uma questao
fundamental em aplicagoes praticas, cuja diversidade e importancia tém sido evidenciadas
nas diversas publicacoes apresentadas nesta area de pesquisa. Apresentam-se, neste capitulo,
as contribuicoes do presente trabalho para a modelagem computacional e apontam-se alguns

possiveis desenvolvimentos futuros.

4.1 Contribuicoes deste trabalho

Neste trabalho foi definido o conceito de derivada topoldgica de ordem superior e apresentada
uma metodologia para o seu célculo, através de uma extensao natural do topological-shape
sensitivity method [47]. Assim sendo, foi demonstrado o teorema 2.6 que possilibilitou a
aplicagao das técnicas classicas da analise de sensibilidade a mudanca de forma na obtencao
de derivadas topoldgicas de ordens superiores. Obteve-se, ainda, o correspondente de um dos
principais resultados da metodologia mencionada: a andlise de sensibilidade topoldgica de

ordem superior resulta em uma integral definida sobre a fronteira da perturbacao, o que além
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de possibilitar o calculo numérico das derivadas topologicas em problemas mais complexos,
permite também o calculo de termos com influéncias nao locais na expansao.

No capitulo 2 a metodologia proposta foi verificada no calculo das derivadas topoldgicas
de primeira, segunda e terceira ordem em alguns problemas com solucao exata. Inicialmente,
estudou-se a sensibilidade de um problema de reagao-difusao em um dominio unidimensional
perturbado por uma inclusao que provocara um salto no coeficiente de reagao. Posterior-
mente, a andlise foi feita para o problema de uma membrana bidimensional perturbada
com uma mudanca de forma que causara singularidades na fronteira. Os resultados obtidos
demonstraram que, de fato, as derivadas topoldgicas de ordens superiores desempenham um
papel que ganha cada vez mais importancia na andalise, a medida que se considera maiores
tamanhos para a perturbacao.

No capitulo 3 considerou-se a equacao do Laplace associada a um dominio bidimensional
e a energia potencial total como fun¢ao custo. Em seguida, estudou-se as sensibilidades
topoldgicas de primeira e segunda ordem considerando o dominio perturbado por um furo
circular com condigoes de contorno homogéneas de Neumann ou de Dirichlet, ou, ainda,
por uma inclusao circular de outro material com propriedades fisicas distintas do meio,
de onde se obtém, como condicao natural, o salto da derivada normal sobre a fronteira da
perturbacao. Como foi observado, o problema de furo com condi¢ao de Neumann homogénea
é o caso limite em que o coeficiente de condutividade térmica da inclusao tende a zero.
Além do mais, nestes dois ultimos casos a derivada topolégica de segunda ordem é dada
por dois termos: um deles dependente apenas do gradiente de segunda ordem da solucao
da equacgao de estado associada ao dominio nao perturbado e que, a exemplo da derivada
topoldgica de primeira ordem, pode ser determinado a priori para quaisquer pontos do
dominio; o outro, dependente implicitamente do ponto onde a perturbacao é criada e da
influéncia da fronteira do dominio, o que torna proibitivo seu calculo para todos os pontos
do dominio, devido ao alto custo computacional, mas que pode ser computado a posteriori em
determinado ponto (indicado pela andlise de sensibilidade de primeira ordem, por exemplo),

através da solucao de um simples problema auxiliar. Para a perturbacao dada por furo com

82



condicao de Dirichlet homogénea, perturbacao muito mais severa do que as consideradas
anteriormente, a derivada topolégica de primeira ordem ja é dependente de um parametro R
que varia de acordo com o ponto onde a perturbacao € introduzida que, na literatura, tem sido
contornado cosiderando-se 1/log (R/e) =~ —1/loge; no entanto, esta aproximagao introduz
uma desproporcionalidade entre os termos da expansao assintética topoldgica. Finalmente,
foram apresentadas algumas experiéncias numéricas que evidenciaram a influéncia (do termo
explicito, nos casos de Neumman e inclusao) da derivada topolégica da segunda ordem na
expansao assintética topoldgica. Convém ressaltar a importancia dos resultados obtidos, nao
obstante as aproximacgoes adotadas. De fato, verifica-se que o termo de correcao de segunda
ordem desempenha um papel importante na anélise, permitindo uma melhor estimativa para
o tamanho dos furos e também uma melhor direcao de descida, do que as fornecidas apenas

pelo termo de correcao dado pela derivada topoldgica de primeira ordem.

4.2 Problemas em aberto

Visando-se, sobretudo, explorar em aplicagoes praticas as informacoes associadas aos termos
de ordens superiores da expansao assintotica topoldgica conjuntamente com o de primeira

ordem. Em particular, elencam-se como alguns possiveis novos desenvolvimentos:

e obter a andlise topoldgica de segunda ordem nos problemas abordados para per-

turbagoes de forma arbitraria e em dimensoes superiores;

e comparar as condic¢oes de otimalidade dadas apenas pela derivada topoldgica de primeira

ordem com as obtidas pelas derivadas topologicas de ordens superiores;

e calcular a expansao assintética topologica de segunda ordem para problemas parabdlicos
e hiperbdlicos e em problemas mais complexos considerando fungoes custo e restrigoes

mais gerais;

e aplicar a metodologia em tela para problemas inversos de identificacao através de
medidas obtidas na fronteira, observando-se que a derivada topoldgica de segunda

ordem é mais sensivel e este tipo de informacao;
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e Estudar a influéncia do termo de segunda ordem em problemas de elasticidade linear
em estado plano de tensoes e deformagoes, elasticidade linear de placas de Kirchhoff e
ao problema p-Poisson, onde devido a aplicagao do topologial-shape sensitivity method

ja se tem determinado o tensor de Eshelby generalizado;

e analisar a influéncia dos termos de mais alta ordem da expansao assintética topologica
nos parametros de determinagao das curvas iniciais para a técnica de level sets, com
a finalidade de se obter algoritmos mais eficientes do que os apresentados no trabalho

de Amstutz & André 2006 [4], por exemplo;

e observar a sensibilidade topoldgica de ordem superior no contexto de restauracao e

segmentacao de imagens.
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Apeéendice A

Calculo da Divergéncia do Tensor de

Eshelby

As presentes demonstracoes podem ser obtidas diretamente através do calculo de div3,,
desde que se tenha a suficiente regularidade de u.. Assim sendo, com a finalidade de relaxar
estas exigéncias de regularidade, neste apéndice a demonstragao serd dada variacionalmente
através da aplicacao das duas formas do teorema do transporte de Reynolds e utilizando-se

a relagao entre as derivadas material e espacial,

!/

U, = Ue — Vv, (A.1)

que podem ser encontrados em Gurtin 1981 [31], por exemplo.

Proposicao A.1 O tensor de Eshelby dado pela eq. 3.62 tem divergéncia nula.
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Prova. Aplicando-se a primeira forma do teorema do transporte de Reynolds, obtém-se

d 1
—TJo.(u) = = | ||Vu|? divvdVs — / VvIVu, - Vu.dV.
de 2 Jo.

€

1
= 5/ ||VU6||21.VVdVg—/ (Vu. @ Vu,) - VvdVs
Qe Qe

1
= / (5 |V |* T — (vue®vu€)> - VvdV.
Qe
= / X, - VvdV.
= / div (EETV) dV, — / divX, - vdV, ,
Qe

Qe

o teorema da divergéncia implica em

ijgs(ug) = / EsTV-ndSa—/ divX. - vdV.
de 00, .

= / Y.n-vdS, — divX, - vdV . (A.2)
09 Qe
Pela segunda forma do teorema do transporte de Reynolds:

d 1
—Jao.(u:) = | Vu- Vu’edVE—l——/ |Vue | v - ndS. +/ qu.dS: .
de Q. 2 Joa. Ty

Utilizando (A.1), obtém-se

d
—Ja.(u:) = /vug-vued%+/ qu.dS.
de Q. 'y
1
w5 [ IVeltvenas.— [ ViV (Tuevar.
09, .

Segue-se de (3.30) que
Vu, - Vi.dV; +/ qu.dS, =0,

Qe 'y
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assim,

d 1
—Ja.(us) = —/ HVUEHQV-ndSE—/ Ve - V (Vuev) dVe
d€ 2 0. .

1

= —/ ||Vu€||2v-nd5’6—/ div (Vu, @ Vu.) v)dV.
2 Qe Qe

+ /(VuE-V)AuEdVE,

€

como Au. = 0, aplicando-se o teorema da divergéncia

d 1

9 o () = -/ ||VuEH2n'vdS€—/ (Vu. ® Vu.) v) ndV.
de 2 Joq. 0.

1
= / (5 |V ||* T — (VuE®Vu€)> n-vdV.

£

= / ¥Y.n-vdS. . (A.3)
00
De (A.2) e (A.3), segue-se imediatamente que
/ divy, -vdV. =0 Vv, (A.4)

assim, tem-se que divd, =0. m

Proposicao A.2 O tensor de Eshelby dado por eq. 3.92 tem divergéncia nula sobre a matriz

O\H. e sobre a inclusdo Z..

Prova. Segue-se como corolério da proposicao acima. m
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Apendice B

Analise Assintotica

No presente apéndice sao apresentados os desenvolvimentos assintoticos das solugoes u. dos
problemas associados aos dominios topologicamente perturbados, considerando-se cada tipo
de perturbacao estudada neste capitulo: furos ou inclusoes, ambos em forma de disco e onde
adota-se £ = 1. Convém relembrar que uma das mais importantes consequéncias do topo-
logical shape-sensitivity method é que para o célculo das derivadas topolégicas basta obter a
estimativa da solucao u. na fronteira da perturbacao. Neste capitulo, este fato fica eviden-
ciado pelas expressoes dadas pelas eq. 3.68, 3.69, 3.96 e 3.97. As analises sao consideradas
observando-se as formas fortes dos problemas em cada configuracao. Em particular, o pro-
blema associado ao dominio original Q (eq. 3.19) tem a seguinte formulacao: encontre u, tal

que

Au = 0 em €

u = ¢ sobre I'p - (B.1)
—% = q sobre I'y
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B.1 Condicao de contorno de Neumann homogénea na
fronteira do furo

Neste caso, a equagao de Euler-Lagrange associada ao problema 3.30 é dada por: encontre

ug, tal que
( Au, = 0 em €,
u. = ¢ sobre I'p | (B.2)
—% = ¢ sobre I'y
\ % = 0 sobre OH,

e a diferenga entre u. (x) e u(x) pode ser aproximada pela soma entre a solugdo de um
problema exterior, cuja solucao apresenta decaimento a zero no infinito e pela solugao de
um problema remanescente que corrige as discrepancias introduzidas. Propoe-se, portanto,

a seguinte expansao assintotica:
us (x) = u (x) +w(x/e) + 6 (x) . (B.3)
Expandindo u (x) em série de Taylor em torno do ponto X tem-se
u(x) =u(X) + Vu(X) - (x—X) + %VVu (X) (x—X) - (x—X) 4+ D*u (€) (x—%)° |

onde £ € [x,X] é um ponto intermedidrio entre x e X. Assim, fazendo uma mudanga de
varidvel y = x/e e lembrando que (x—X) = —en, a fun¢ao w (y) é solugdo do problema

exterior dado por: encontre w, tal que

Aw = 0, em  R>\H;
w — 0, quando |ly|| — oo (B.4)
g_: = —eVu(X)-n+e*VVu(X)n-n  sobre 0H,
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que pode ser calculada explicitamente utilizando o método da separacao de varidveis, o que

resulta em:

g2 gt

Vu (X) - (x—X) + MVVU (X) (x—X) - (x—X) . (B.5)

w(x/e) =

T =2
=

Além do mais, o termo remanescente u. (x) ¢é utilizado para corrigir a discrepancia intro-
duzida pelo problema exterior w (x/¢) e pelo termo de terceira ordem da expansao em série

de Taylor da solucdo u (x). Sendo assim u. (x) é solugao do seguinte problema: encontre e,

tal que
(
Au. = 0 em ()
u: = —w sobre I'p
_ (B.6)
% = = (?3_1;: sobre PN
{ %ie = D%y (¢) (n)’ sobre M.

Utilizando o mesmo procedimento, pode-se entao propor a seguinte expansao assintotica

Ue (x) = U (x) + w (x/e) + ve (x) (B.7)

onde w (x/¢) é solugao de um novo problema exterior, ou seja: encontre w, tal que

Aw = 0 em RA\H;

w — 0 quando |ly|| — oo (B.8)

90 = —&%Vu(X)-n  sobre OH,
que também tem solucao explicita, ou seja

gt ~ ~
w(x/e) = ———=Vu(X) - (x—X) . (B.9)
[x—X]|
Introduzindo a notacao,
1 1

g(x) = Vu(X) - (x—X) e h(x)=

x—]”



entao

w(x/e) =g (x) +e*h(x) . (B.11)

Assim, a funcdo u (x) satisfaz o seguinte problema de valor no contorno: encontre w, tal que

Au = 0 em Q
u = —g sobre I'p (B.12)
— % = % sobre I'y

e 0 termo remanescente v, (x) satisfaz: encontre v., tal que

.

Ave = 0 em €
ve = —w—¢'h sobre T'p
~ , (B.13)
% = —3—2‘2 - 543—2 sobre I'y
L % = & (DSU €3] (n)3 — D*u(¢) (H)Q) sobre OH,

onde ¢ € [x,X]| é um ponto intermedidrio entre x e X. Admitindo que u (x) é suficientemente
regular e levando em conta a linearidade do operador Laplaceano, obtém-se (Kozlov et al.
1999 [35])

Vel g,y < Ce? | (B.14)

com C' independente de €. Finalmente, tem-se a seguinte expansao assintotica

u. (x) = u (x) +w (x/e) + % (x) + w (x/e) + v. (x) . (B.15)

B.2 Condicao de contorno de Dirichlet homogénea na
fronteira do furo

A técnica adotada na secao anterior nao pode ser aplicada neste caso, pois a solucao do
problema exterior com condi¢ao de contorno de Dirichlet nao satisfaz, necessariamente, a

condicao de decaimento a zero no infinito. Para contornar essa dificuldade, a equagao de
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Euler-Lagrange associada ao problema na configuragao perturbada, neste caso, é dada por:

encontre u,, tal que

Au. = 0 em €,

Ue = sobre T’
i P (B.16)
_ Oue

o q sobre I'y

u. = 0 sobre OH.

\

que terd sua solugao restringida a uma bola Bg de raio R >> ¢ tal que H. C Bgr C .

Propoe-se, assim, a seguinte expansao sobre o dominio Br\H. :

Ue (X)| g, = u (%) +v: (%) +w(x/e) + @ (x) , (B.17)

onde v, (x) é dada pela fungao

v (x) = u () |1 - 10%1’{(;/‘!)/ 20 (B.18)
cuja extensdo sobre Q.\ Br, satisfazendo condicdo de contorno de Dirichlet homogénea sobre
082, é nula como consequéncia do principio do maximo. A funcdo w (x/e) é solucdo do
problema exterior que corrige a aproximacao de segunda ordem da condicao de contorno
sobre a fronteira do furo, dada por uma condicao de Neumann e apresentando, portanto,
decaimento a zero no infinito. Assim, de modo inteiramente analogo a secao anterior, pode-se

enunciar o seguinte problema exterior: encontre w, tal que

Aw = 0 em  RAH;
w — 0 quando ||y|| — oo (B.19)
v = —eVu(X)-n sobre M,
e consequentemente,
w (x) = g—iQVu (%) - (x-%) . (B.20)
[x—x]|
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Portanto, pode-se escrever

w0 =)~ u @) [ bR R R0 (B2

Para que a fungao u. (x) corrija a discrepancia provocada pelos termos prévios da expansao

tem-se: encontre u., tal que

(

A, = 0 em
U = —w sobre I'p
~ (B.22)
Pl _dw sobre T'y
u. = —D*u(§) ()’ sobre OH.

\

Além do mais, admitindo que u (x) é suficiente regular e levando em conta a linearidade do

operador Laplaceano, obtém-se (Kozlov et al. 1999 [35])
i) < O (B.23)

com C' independente de ¢.

B.3 Condicao de salto da derivada normal na fronteira

da inclusao

Para o caso de uma perturbacao dada por uma inclusao que causa uma descontinuidade
no coeficiente de condutividade térmica (eq. 3.29), a formulagao variacional fornece como

condicao natural um salto da derivada normal na fronteira da inclusao, como se observa na
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formulacao forte para a solucao do problema perturbado, ou seja: encontre u,., tal que

Au,
uE

_ Oue
on

€
Out

\ on

_ pou

on

onde uf (x) e ul (x) sdo, respectivamente, as

Levando-se em conta este resultado e que de

0 em €
sobre T
v v (B.24)
g sobre I'y
0 sobre OZ.

restrigoes da solucao na matriz e na inclusao.

modo andlogo ao caso estudado na secao B.1,

a solugdo w (x/¢) do problema exterior associado a uf (x) apresenta decaimento a zero no

infinito, propoe-se a seguinte expansao assintotica

ue (x) = u (x) + w(x/e) + . (x) , (B.25)
onde w (y), com y = x/e, é solugao do problema dado por: encontre w, tal que
( Aw® = 0 em R2\1_'1
Aw' = 0 em I,
w continua sobre 0T, , (B.26)
w — 0 quando ||y|| — oo
\ Qut _ (5%—‘:; = (0—1)(eVu(X) - n+e*VVu(X)n-n) sobre 09I,

que, de fato, tem sua existéncia e unicidade demonstrada em Folland 1976 [23]. Em parti-

cular, obtém-se:

“(x/e) = L-0 e u(X) - (x—X L u(X) (x—X) - (x—X
v /e = s () R+ S V) () () ) (520
w' (x/e) = 1—12 (Vu (X) - (x—X) + %VVU (X) (x—X) - (x—ﬁ)) . (B.28)
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Finalmente, o termo remanescente 4. (x) deve ser solu¢do do seguinte problema: encontre

g, tal que
.
Au. = 0 em ()
U: = —w sobre I'p
_ , (B.29)
% = —?)—;” sobre I'y
| %59 = (- 1)Du(€) (m)® sobre OT.

onde ¢ é um ponto intermedidrio entre x e X. Utilizando o mesmo procedimento, pode-se

entao propor a seguinte expansao assintotica

U (x) = &%t (x) + 0 (x/e) + v- (%) , (B.30)

onde w (x/¢) é solugao do seguinte problema exterior: encontre w, tal que

Aw® = 0 em RA\Z;
Awt = 0 em I,
3 w continua sobre 07y ; (B.31)
w — 0 quando ||y|| — oo
| & — 59 = S(§—-1)Vi(X)-n sobre 9T,

que também tem solucao explicita, ou seja

@ (x/e) = i—lgn;—ﬁwva(g)-(x—ﬁ), (B.32)
@ (x/e) — %Vﬁ(i)-(x—i). (B.33)

Introduzindo a notacao,

l-0 1 X X ) 1 u(X) (x—X) - (x—X
909 = {5 TV ) ) e = ((57) T VI ) %) <(B 3>4)
entao
w® (x/e) = g (x) +*h (x) . (B.35)
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Assim, a fungdo u (x) satisfaz o seguinte problema de valor no contorno: encontre w, tal que

Au = 0 em Q
u = —g sobre I'p (B.36)
— % = % sobre I'y

e 0 termo remanescente v, (x) satisfaz: encontre v., tal que

Av. = 0 em  €)
v, = —w—¢cth sobre I'p

< i , (B.37)
% _ _g_: — 54% sobre I'y

| 55— 0% = 61 (D) )’ - DW(Q) (m)*) sobre IZ.

onde ¢ € [x,X] é um ponto intermedidrio entre x e X. Procedendo de modo inteiramente

andlogo as sec¢oes anteriores, observa-se que (Kozlov et al. 1999 [35])
el < CE (1.35)
com C independente de €. Finalmente, tem-se a seguinte expansao assintotica

ue (X) = u (x) +w (x/e) + U (x) + w (x/¢) + v. (x) . (B.39)
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