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DE COMPUTAÇÃO CIENTÍFICA COMO PARTE DOS REQUISITOS NECES-
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minha profunda gratidão e agradeço a Deus por tê-las colocado em meu caminho.
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nasceu para ser pesquisador.

Ao professor Raúl Feijóo pelo seu contagiante exemplo de vida, de postura e de dedicação
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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessários para a

obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

ANÁLISE DE SENSIBILIDADE TOPOLÓGICA DE SEGUNDA ORDEM

Jairo Rocha de Faria

Outubro/2007

Orientadores: Antonio André Novotny

Raúl Antonino Feijóo

Edgardo Omar Taroco

Claudio Padra

Modelagem Computacional

A derivada topológica fornece a sensibilidade de uma dada função custo quando uma per-

turbação não suave e infinitesimal (furo ou inclusão, por exemplo) é introduzida. Classica-

mente, esta derivada vem do segundo termo da expansão expansão assintótica topológica

considerando-se apenas perturbações infinitesimais. No entanto, em aplicações práticas, é

necessário considerar perturbação de tamanho finito. Motivado por este fato, o presente

trabalho tem como objetivo fundamental introduzir o conceito de derivadas topológicas de

ordens superiores, o que permite considerar mais termos na expansão assintótica topológica.

Em particular, observa-se que o topological-shape sensitivity method pode ser naturalmente

estendido para o cálculo destes novos termos, resultando em uma metodologia sistemática

de análise de sensibilidade topológica de ordem superior. Para se apresentar essas idéias,

inicialmente essa técnica é verificada através de alguns problemas que admitem solução e-

xata, onde se calcula explicitamente a expansão assintótica topológica até terceira ordem.

Posteriormente, considera-se a equação de Laplace bidimensional, cujo domı́nio é topologi-

camente perturbado pela introdução de um furo com condição de contorno de Neumann ou

de Dirichlet homogêneas, ou ainda de uma inclusão com propriedade f́ısica distinta do meio.

Nesse caso, são calculadas explicitamente as derivadas topológicas de primeira e segunda
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ordem. Com os resultados obtidos em todos os casos, estuda-se a influência dos termos de

ordens superiores na expansão assintótica topológica, através de experimentos numéricos.

Em particular, observa-se que esses novos termos, além de permitir considerar perturbações

de tamanho finito, desempenham ainda um importante papel tanto como fator de correção da

expansão assintótica topológica, quanto como direção de descida em processos de otimização.

Finalmente, cabe mencionar que a metodologia desenvolvida neste trabalho apresenta um

grande potencial para aplicação na otimização topológica e em algoritmos de reconstrução.
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Computational Modelling

The topological derivative provides the sensitivity of a given shape functional with respect

to an infinitesimal non-smooth domain perturbation (insertion of hole or inclusion, for in-

stance). Classically, this derivative comes from the second term of the topological asymptotic

expansion, dealing only with infinitesimal perturbations. However, for practical applications,

we need to insert perturbations of finite sizes. Therefore, we consider other terms in the ex-

pansion, leading to the concept of higher-order topological derivatives. In particular, we

observe that the topological-shape sensitivity method can be naturally extended to calculate

these new terms, resulting in a systematic methodology to obtain higher-order topological

derivatives. In order to present these ideas, initially we apply this technique in some prob-

lems with exact solution, where the topological asymptotic expansion is obtained until third

order. Later, we calculate first as well as second order topological derivative for the total

potential energy associated to the Laplace equation in two-dimensional domain perturbed

with the insertion of a hole, considering homogeneous Neumann or Dirichlet boundary con-

ditions, or an inclusion with thermal conductivity coefficient value different from the bulk

material. With these results, we present some numerical experiments showing the influence

of the second order topological derivative in the topological asymptotic expansion, which
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has two main features: it allows us to deal with perturbations of finite sizes and provides a

better descent direction in optimization process. Finally, we observe that these features are

very important in the development of topology optimization and reconstruction algorithms.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Domı́nios topologicamente perturbados surgem naturalmente na modelagem de fenômenos

dissipativos como dano, nucleação e propagação de trincas, bem como em problemas na

modelagem computacional, otimização topológica e em problemas inversos. Estes exemplos,

devido ao grande número de aplicações em diversas áreas com grande impacto tanto do

pontos de vista social quanto do econômico, demostram a grande importância da análise da

influência na perturbação na topologia do domı́nio e, consequentemente, têm sido objetos

de intensa investigação cient́ıfica nas últimas décadas.

Uma maneira de abordar os problemas supracitados consiste em inferir o quanto a solução

de uma equação de estado associada ao problema é senśıvel à uma perturbação na topologia

do domı́nio. Essa análise pode ser realizada observando-se a influência da criação de um

pequeno furo no domı́nio, através de uma expansão assintótica da solução da equação de

estado no domı́nio perturbado [1, 35].

Outra alternativa, bastante geral e que apresenta várias possibilidades de aplicações, é

a de se obter esta sensibilidade considerando não apenas a equação de estado, mas uma

função custo que representa uma medida de desempenho do problema em estudo. Este é

o foco da análise de sensibilidade topológica [15, 16, 48, 58], que apresentou um grande

desenvolvimento na última década, principalmente motivado por aplicações à problemas

de otimização topológica (uma revisão bastante detalhada pode ser vista no trabalho de

Eschenauer & Olhoff 2001 [17], que apresenta uma vasta bibliografia sobre o tema).
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Assim, a análise de sensibilidade topológica fornece um desenvolvimento assintótico para

uma função custo adotada, cujo termo principal é um campo escalar, denominado derivada

topológica, que mede a sensibilidade da função custo quando um furo infinitesimal é criado

em um ponto arbitrário do domı́nio.

A caracteŕıstica principal deste desenvolvimento assintótico, designado de expansão assintótica

topológica, é que a derivada topológica depende apenas das soluções de problemas definidos

no domı́nio não perturbado. Assim, a sensibilidade à mudança da topologia, associada à

criação de um furo em qualquer ponto do domı́nio, pode ser obtida através de funções calcu-

ladas sobre o domı́nio original. Este fato corrobora com o apresentado por Lomov 1992 [40],

que define expansão assintótica como a aproximação de um objeto desconhecido (a função

custo calculada em um ponto arbitrário do domı́nio perturbado) por objetos conhecidos (a

função custo definida no domı́nio original e a derivada topológica).

No entanto, tendo em vista as aplicações práticas, será mostrado que é importante con-

siderar furos de tamanho finito. Como, em geral, a derivada topológica fornece uma boa

estimativa apenas para furos infinitesimais, necessita-se considerar termos de ordens superi-

ores na expansão assintótica topológica para levar em conta furos finitos. Adicionalmente,

esses termos podem ainda ser utilizados para obter estimativas mais precisas do tamanho

das perturbações em projetos de engenharia, melhores condições de otimalidade no contexto

de otimização topológica e de problemas inversos, entre outros.

Esta questão permanece em aberto até o presente trabalho.

1.1 Análise de sensibilidade topológica

A análise de sensibilidade topológica estendeu os conceitos desenvolvidos nos anos 70 para

a análise de sensibilidade à mudança de forma, na qual o objetivo é se determinar a sensi-

bilidade de um problema quando o domı́nio sofre perturbações suaves em sua fronteira, sem

que sejam permitidas mudanças em sua topologia [60]. Esta extensão foi motivada prin-

cipalmente por problemas de otimização, onde a definição prévia da topologia do domı́nio

torna-se uma hipótese bastante restritiva.
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Nos anos 80 houve um grande desenvolvimento da otimização topológica que tem a parti-

cularidade de não requerer informações a priori sobre a topologia do domı́nio e que, portanto,

fornece melhores resultados do que os obtidos pelos demais processos de otimização (por

exemplo, otimização de forma e otimização dimensional [15]). Originalmente, a metodologia

empregada para se obter tanto a forma quanto a topologia ótima fazia uso de materiais

fict́ıcios e aplicava técnicas de homogeneização e penalização [9, 10].

Já na década seguinte, vários trabalhos como, por exemplo, Eschenauer et al. 1994 [16],

Schumacher 1996 [56], Sokolowski & Zochowski 1999 [58], Céa et al. 2000 [15] e Novotny

et al. 2003 [48], apresentaram uma maneira posśıvel de se obter tanto a forma quanto a

topologia ótima através do conceito de derivada topológica.

Observação 1.1 Cumpre ressaltar que no livro de Kozlov et al. 1999 [35] apresenta-se,

ainda que de forma independente e com outra nomeclatura, o cálculo da derivada topológica

da função custo energia associada ao problema de Laplace em um domı́nio bidimensional,

onde é criado um furo circular com condição de Neumann homogênea em sua fronteira.

No entanto, embora a análise de sensibilidade topológica tenha surgido pela necessi-

dade de se estender a análise de sensibilidade à mudança de forma para problemas que ad-

mitem variações na topologia, a impossibilidade de se estabelecer um homeomorfismo entre os

domı́nios original e topologicamente modificado representou uma dificuldade para a aplicação

direta dos resultados desta última área de pesquisa no cálculo da derivada topológica. Nesse

sentido, no trabalho de Novotny et al. 2003 [48] foi introduzida uma definição alternativa

de derivada topológica que, embora equivalente à original dada por Sokolowski & Zochowski

1999 [58] e generalizada por Céa et al. 2000 [15], conduziu a uma nova metodologia para o

seu cálculo, denominada topological-shape sensitivity method. Além do mais, através dessa

nova abordagem foi posśıvel estabelecer a relação entre as duas áreas de pesquisa, o que

permitiu a utilização de técnicas clássicas, já bem postas na literatura desde o trabalho de

Murat & Simon 1976 [43], para o cálculo da derivada topológica.

Observação 1.2 No sentido estrito da palavra, análise de sensibilidade topológica se aplica

a problemas que são perturbados com a criação de furos no interior do domı́nio, modificando
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assim sua topologia inicial. Para a inclusão de outro material no domı́nio, foi introduzido no

trabalho de Novotny 2003 [47] o termo análise de sensibilidade configuracional. No entanto,

como formalmente esses conceitos coincidem, não se fará distinção entre eles nesse trabalho,

ficando clara em cada contexto. Doravante, será utilizada a expressão análise de sensibilidade

topológica, já amplamente difundida na literatura, tanto para furos quanto para inclusões,

ou ainda para qualquer tipo de perturbação não suave.

A análise de sensibilidade topológica é, portanto, entendida neste trabalho como a análise

de sensibilidade com respeito a criação de uma pequena perturbação não suave no pro-

blema em estudo. Esta sensibilidade resulta em uma função escalar denominada derivada

topológica, que tem sido usada como direção de descida na resolução de diversas classes de

problemas. De fato, consoante previamente mencionado, a otimização topológica motivou

o desenvolvimento da análise de sensibilidade topológica, a qual demonstrou-se com grande

potencial em muitas outras aplicações. No que segue, apresentam-se em ordem cronológica

alguns dos principais trabalhos publicados na área, destacando-se as respectivas aplicações

da derivada topológica.

• Sokolowski & Zochowski 1999 [58]. O conceito de derivada topológica é formalmente

definido pela primeira vez. Em particular, no referido trabalho a derivada topológica é

calculada para funcionais arbitrários e apresentam-se exemplos para equações eĺıpticas

em calor e elasticidade plana, considerando-se em cada caso a condição de contorno de

Neumann homogênea na fronteira do furo. Neste trabalho se conclui que a derivada

topológica é uma ferramenta que pode ser aplicada em problemas de otimização de

estruturas mecânicas.

• Sokolowski & Zochowski 1999 [59]. A derivada topológica é calculada para uma função

custo associada a um problema de Laplace tridimensional. Observou-se a potenciali-

dade da aplicação dos resultados obtidos na otimização em problemas difusivos ou de

transferência de calor, bem como para soluções numéricas de problemas inversos de

identificação de inclusões.
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• Céa et al. 2000 [15]. O conceito de derivada topológica foi generalizado para domı́nios

perturbados por furos com condição de contorno de Dirichlet prescrita em sua fronteira.

Observa-se que a derivada topológica fornece uma justificativa matemática para um

algoritmo de otimização que fora introduzido por Jan Céa, já em 1973, e são obtidas

algumas condições de otimalidade usando-se simultaneamente os gradientes clássico e

topológico. Finalmente, apresentam-se alguns exemplos de aplicações em Mecânica e

Eletromagnetismo.

• Garreau et al. 2001 [24]. Propõe uma técnica para o cálculo da derivada topológica,

denominada domain truncation method, a qual é aplicada ao problema de elasticidade,

com funcionais gerais e furos de forma arbitrária onde são impostas condições de con-

torno de Neumann ou de Dirichlet homogêneas em sua fronteira.

• Guillaume & Sid Idris 2002 [29]. Fornece uma extensão do domain truncation method

para furos de forma arbitrária, considerando-se diversas funções custo associadas ao

problema de Poisson com condições de Neumann e Dirichlet homogêneas na fronteira

do furo. Entretanto, a metodologia supracitada tem como principal inconveniente a

introdução de um parâmetro artificial R, que permanece na expressão geral de sensi-

bilidade topológica (vide, por exemplo, Amstutz 2003 [2]).

• Novotny et al. 2003 [48]. Neste trabalho, é proposta uma definição alternativa para

a derivada topológica que permite o estabelecimento da relação entre os conceitos de

análise de sensibilidade topológica e análise de sensibilidade à mudança de forma. Este

resultado tem como consequência direta o desenvolvimento de uma nova metodologia,

denominda topological-shape sensitivity method, para o cálculo da derivada topológica

através dos métodos clássicos da análise de sensibilidade à mudança de forma. Os

resultados obtidos são utilizados na otimização de diversos componentes mecânicos.

• Feijóo et al. 2003 [22]. Fornece uma análise comparativa entre o topological-shape sensi-

tivity method e o domain truncation method, mostrando que, embora ambas metodolo-

gias sejam equivalentes, a primeira resulta mais simples e, até então, mais geral.
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• Lewinski & Sokolowski 2003 [39]. Apresenta uma visão geral do problema de variação

da energia elástica devido ao surgimento de pequenas cavidades nos sólidos elásticos,

obtendo com a derivada topológica os mesmos resultados fornecidos por Mazja et al.

1991 [41] e por Nemat-Nasser & Hori 1993 [46], para furo eĺıptico no R2 e cavidade

esférica do R3.

• Samet et al. 2003 [55]. Considera a equação de Helmholtz com condição de contorno

de Dirichlet homogênea na fronteira do furo.

• Sokolowski 2003 [57]. Apresenta novas condições de otimalidade para uma classe de

problemas em otimização de forma.

• Novotny 2003 [47]. É a primeira tese de doutorado defendida na área. Desenvolve o

topological-shape sensitivity method e realiza a sensibilidade topológica em diversos pro-

blemas de engenharia: condução estacionária de calor em sólidos ŕıgidos considerando

condições de contorno de Neumann, Robin e Dirichlet na fronteira do furo; elastici-

dade linear em estado plano de tensões e deformações; flexão elástica linear de placas

de Kirchhoff; torção de barras sujeitas à fluência estacionária (problema p-Poisson) e,

finalmente, no problema de Poisson em um domı́nio perturbado por uma inclusão com

propriedades distintas do meio.

• Amstutz 2003 [2]. Nesta tese de doutorado são fornecidas fórmulas de desenvolvimento

assintótico topológico para vários problemas de interesse. Em particular, aplica-se os

resultados obtidos na localização de trincas considerando o problema de Laplace 2D;

no problema de Helmholtz 2D com condição de Dirichlet em um furo circular, condição

de Neumann em um furo de forma arbitrária ou uma trinca e inserção de inclusões;

estuda a sensibilidade para problemas não-lineares com condição de Dirichlet e furo

de forma arbitrária. Finalmente considera a análise de sensibilidade topológica para o

problema de Navier-Stokes.

• Nazarov & Sokolowski 2003 [44]. Utilizam os métodos mached e compound na con-

strução das expansões assintóticas de funcionais de volume e superf́ıcie.
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• Nazarov & Sokolowski 2004 [45]. Calcula a expansão assintótica da solução e do fun-

cional energia correspondente ao problema de Poisson para uma perturbação associada

a formação de um ligamento.

• Feijóo 2004 [20]. A derivada topológica foi calculada para o problema de Helmholtz

em um meio infinito, sendo o resultado empregado na resolução do problema inverso

do espalhamento.

• Feijóo et al. 2004 [21]. Calcula a derivada topológica da energia potencial total no prob-

lema de elasticidade 2D através da aplicação do topological-shape sensitivity method.

• Guillaume & Sid Idris 2004 [30]. Aplica a análise de sensibilidade para a equação

de Stokes considerando funcionais custos gerais e furos de forma arbitrária. Também

ilustram o uso da derivada topológica em problemas de otimização.

• Burger et al. 2004 [13]. Utiliza a informação dada pela derivada topológica para se

obter um parâmetro de determinação das curvas iniciais para a técnica de level-sets.

Observa-se mediante a análise de alguns testes numéricos que a aplicação da derivada

topológica permite a solução de problemas mais gerais do que os tratados pela técnica

de level-set padrão.

• Labanowski 2004 [36]. Nessa dissertação de Mestrado é realizada uma análise compar-

ativa entre os métodos de otimização topológica SIMP (Solid Isotropic Microstructure

with Penalization), ESO (Evolutionary Structural Optimization) e TSA (Topological

Sensitivity Analysis).

• Amstutz 2005 [5]. É o primeiro resultado em análise de sensibilidade topológica para

um caso não-linear, onde se calcula a derivada topológica para equações de Navier-

Stokes no caso estacionário e flúıdo incompresśıvel e uma condição de não deslizamento

no contorno de um obstáculo de forma arbitrária.

• Amstutz et al. 2005 [3]. As técnicas de gradiente topológico são aplicadas para a

identificação de trincas em um domı́no bidimensional, considerando a equação de estado
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de Laplace e o critério de Khon-Vogelius como funcão custo (Khon & Vogelius 1987

[34]).

• Sokolowski & Zochowski 2005 [61]. Aplica a análise de sensibilidade topológica em

problemas de contato.

• Sokolowski & Zochowski 2005 [62]. Calcula a derivada topológica para uma classe de

funcionais de forma para problemas de obstáculo.

• Novotny et al. 2005 [49]. O topological-shape sensitivity method é aplicado para o

cálculo da derivada topológica no problema flexão de placas elásticas utilizando o

modelo cinemático de Kirchhoff.

• Masmoudi et al. 2005 [42]. Estuda a sensibilidade topológica para a equação de

Maxwell tridimensional quando o domı́nio é perturbado com a introdução de um pe-

queno objeto dielétrico ou metálico e aplicam os resultados obtidos no problema inverso

de identificação de propriedades eletromagnéticas.

• Guinzani 2006 [28]. Nessa dissertação de Mestrado, o problema inverso da condutivi-

dade é tratado sob a ótica da análise de sensibilidade topológica e desenvolve-se um

método iterativo de reconstrução.

• Guzina & Bonnet 2006 [26] e Bonnet 2006 [11] a derivada topológica foi calculada no

problema de acústica respectivamente no domı́nio da frequência e do tempo, permitindo

sua aplicação no problema inverso do espalhamento.

• Amstutz & Andrä 2006 [4]. A questão da aplicação da derivada topológica no método

de level-set é retomada neste trabalho. É desenvolvido um novo algoritmo onde se

propõe uma generalização do conceito da derivada topológica e uma nova equação de

evolução que evita o uso de parâmetros arbitrários para se construir as correções nas

iterações sucessivas.

• Amstutz 2006 [6]. Fornece o cálculo da derivada topológica para uma classe de pro-

blemas não-linares. Em particular, trata da equação de Navier-Stokes e da versão
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não-linear da equação de Helmholtz.

• Auroux et al. 2006 [7]. Calcula a expansão assintótica topológica para um problema

associado à restauração e classificação de imagens.

• Larrabide 2007 [38]. Nesta tese de doutorado estuda-se a restauração e segmentação

de imagens médicas e sua aplicação na modelagem do sistema cardiovascular humano,

utilizando a derivada topológica para este fim. Em particular, define-se uma versão

discreta da derivada topológica que possibilita um menor custo computacional que os

algoritmos baseados na definição clássica.

• Belaid et al. 2007 [8]. Aplica o gradiente topológico para os problemas de restauração

de imagens e de deteção de borda.

• Giusti et al. 2007 [25]. Propõem um método de otimização topológica associada a

criação de uma inclusão no problema de elasticidade linear bidimensional em que se

destaca a possibilidade de se pôr e retirar material simultaneamente em cada passo do

algoritmo.

• Guzina & Chikichev 2007 [27]. Fornece uma extensão do conceito de derivada topológica

e indica possibilidades de aplicações em diagnósticos médicos, sobretudo na identi-

ficação de câncer de mama.

• Novotny et al. 2007 [50]. Apresenta o cálculo da derivada topológica no problema de

elasticidade linear tridimensional, que possibilita a otimização topológica de estruturas

tridimensionais.

• Rocha de Faria et al. 2007 [52]. Resultados preliminares do presente trabalho são

publicados.

Cabe mencionar ainda que o topological-shape sensitivity method, em particular, não

apresenta qualquer limitação quanto à função custo e restrições, condição de contorno nos

furos ou mesmo ao fenômeno em estudo, o que permitiu aplicar a derivada topológica em

diversos problemas, dentre os quais destacam-se:
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• Processamento de Imagens. No trabalho de Larrabide 2007 [38] foram propos-

tos novos métodos de Restauração e Segmentação de Imagens utilizando derivada

topológica. Durante o processo de aquisição da imagem, a qualidade pode ser afe-

tada por diferentes fatores, tais como, lentes fora de foco, movimento do paciente,

falta de sensibilidade dos dispositivos, limitações nos tempos de exposição dos pa-

cientes, o próprio processo pelo qual a imagem é formada. Neste caso, o objetivo é

melhorar a qualidade da imagem removendo o rúıdo introduzido por uma ou mais das

degradações ora mencionadas. Na fig. 1.1 é mostrado um exemplo de aplicação da

derivada topológica no contexto de Restauração de Imagens.

(a) imagem com rúıdo (b) imagem pós-processada

Figura 1.1: restauração de imagens.

No caso de Segmentação de Imagens, objetiva-se dividir uma imagem nos objetos

que a compõem. Em particular, na segmentação de imagens médicas, necessita-se

identificar as diferentes estruturas anatômicas internas do corpo humano. Na fig. 1.2 é

mostrado um exemplo de aplicação da derivada topológica no contexto de segmentação

de imagens médicas.
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Figura 1.2: segmentação de imagens.

• Otimização topológica. No trabalho de Novotny et al. 2007 [50] foi apresentado o

cálculo da derivada topológica no problema de elasticidade linear tridimensional. Com

esse resultado, foi posśıvel realizar a otimização topológica de estruturas tridimensio-

nais. Na fig. 1.3 é mostrado um exemplo de aplicação do método desenvolvido.

q

a

(a) configuração inicial (b) configuração otimizada

Figura 1.3: otimização topológica de uma estrutura tridimensional.

Além do mais, utilizando a derivada topológica associada a criação de inclusões em um

problema de elasticidade linear bidimensional, foi proposto um algoritmo de otimização

topológica capaz de por e retirar material simultaneamente. Essa caracteŕıstica permite

obter vários mı́nimos locais e, em alguns casos particulares, o mı́nimo global. Na fig.
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1.4 é mostrado um exemplo de aplicação do método desenvolvido no trabalho de Giusti

et al. 2007 [25].

q

a a

W

c

b

(a) configuração inicial

(b) configuração otimizada

Figura 1.4: otimização topológica de uma estrutura bidimensional.

• Problema inverso. Baseado na sensibilidade topológica associada ao critério de Khon

& Vogelius 1987 [34], no trabalho de Guinzani 2006 [28] foi proposto um algoritmo

iterativo capaz de identificar tanto a forma quanto a topologia de um conjunto de

inclusões a partir de medidas de temperatura obtidas na fronteira do corpo em estudo.

Na fig. 1.5 é mostrado um exemplo de aplicação do método desenvolvido.

(a) inclusão a ser identificada (b) resultado após 70 iterações

Figura 1.5: problema inverso da condutividade.
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No entanto, em todos os exemplos de aplicações do topological-shape sensitivity method

ora apresentados, a sensibilidade topológica, associada a perturbações infinitesimais, foi uti-

lizada para guiar algoritmos de descida onde são efetivamente introduzidas perturbações

de tamanho finito ao longo do processo iterativo. Com efeito, em situações práticas geral-

mente necessita-se considerar a sensibilidade topológica associada a pertubações de tamanho

finito. Assim sendo, como mencionado anteriormente, uma maneira de levar em conta per-

turbações de tamanho finito é considerar termos de ordens superiores na expansão assintótica

topológica, que é o principal objeto de estudo do presente trabalho.

1.2 Objetivos

Neste trabalho, portanto, são considerados termos de ordens superiores na expansão assintótica

topológica. Em particular, o próximo termo é definido como a derivada topológica de segunda

ordem e evidencia-se, através de alguns exemplos, a influência deste termo para perturbações

de tamanho finito.

Nesse sentido, além das possiblilidades de aplicações, um fato notável acerca do topological-

shape sensitivity method é o de permitir sua generalização, de forma bastante natural, para o

cálculo de derivadas topológicas de ordem superiores, bastando para isso realizar uma análise

assintótica das soluções das equações de estado e adjunta na vizinhança da perturbação. As-

sim sendo, este trabalho tem como objetivos principais:

• Apresentar as definições de derivadas topológicas de ordens superiores, sobretudo da

derivada topológica de segunda ordem, e estudar a influência destes termos na análise

de sensibilidade topológica para perturbações de tamanho finito;

• Estender a metodologia desenvolvida no topological-shape sensitivity method para o

cálculo de derivadas de ordens superiores.
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1.3 Apresentação

Este trabalho está organizado da maneira que se segue:

O caṕıtulo 1 trata da presente introdução.

No caṕıtulo 2 define-se formalmente o conceito de derivada topológica de ordem superior

e demonstra-se que o topological-shape sensitivity method é uma metodologia bastante geral

e que pode ser aplicada naturalmente para o cálculo destas derivadas. Em seguida, calculam-

se as derivadas topológicas de primeira, segunda e terceira ordem em alguns problemas que

apresentam solução exata e observa-se a influência destes termos na análise.

O caṕıtulo 3 trata das análises de sensibilidades topológicas de primeira e segunda ordens

para a energia potencial total associada ao problema de Laplace bidimensional, considerando-

se três tipos de perturbações circulares: furo com condição de contorno Neumann homogênea,

furo com condição de contorno Dirichlet homogênea e inclusão de coeficiente de condutivi-

dade térmica distinta do meio. Demontra-se, através de experimentos numéricos, que a

derivada de segunda ordem constitui um importante fator na análise, tanto do ponto de

vista qualitativo, quanto do ponto de vista quantitativo.

Finalmente, o caṕıtulo 4 é destindo às conclusões do trabalho.
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Caṕıtulo 2

Análise de sensibilidade topológica de

ordem superior

Para apresentar a idéia básica da análise de sensibilidade topológica, considera-se um domı́nio

aberto e limitado Ω ⊂ Rn, n ≤ 3 com fronteira suave ∂Ω e um funcional custo ψ (Ω) = JΩ (u) ,

onde u denota a solução de uma equação de estado definida em Ω. Seja, ainda, Hε = x̂+εH
um furo com centro em um ponto arbitrário x̂ ∈ Ω e tamanho ε = sup

x∈Hε

‖x̂− x‖ , onde

o conjunto H (com 0 ∈ H) descreve a forma do furo. Então, para n = 2, 3 o domı́nio

topologicamente perturbado é dado por Ωε = Ω\Hε. Para o caso da perturbação dada por

uma inclusão Iε, com uma propriedade material distinta do meio, considera-seHε com mesma

geometria (forma, tamanho, posição e orientação) de Iε e a nova configuração perturbada

dada por Ωε = (Ω\Hε) ∪ Iε. Cabe mencionar que este último caso permite a extensão para

problemas unidimensionais. Nos dois casos acima, a fronteira do domı́nio perturbado Ωε é

dada por ∂Ωε = ∂Ω ∪ ∂Hε, como apresentado esquematicamente na fig. 2.1. Com esses

elementos, tem-se que a expansão assintótica topológica de uma dada função custo ψ(Ω) é

escrita como

ψ(Ωε) = ψ(Ω) + f1(ε)D
1
T ψ + f2(ε)D

2
T ψ + ... + fn(ε)Dn

T ψ +R(fn(ε))

= ψ(Ω) +
n∑

i=1

fi(ε)D
i
T ψ +R(fn(ε)) , (2.1)
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onde fi(ε) são funções monótonas positivas, tais que

lim
ε→0

fi(ε) = 0, lim
ε→0

fj(ε)

fl(ε)
= 0, ∀i, j, l ∈ {1, ..., n} , com j > l , (2.2)

lim
ε→0

R(fn(ε))

fn(ε)
= 0 , (2.3)

e, ainda,
∥∥Di

T ψ
∥∥

L2(Ω)
6= 0, ∀i ∈ {1, ..., n} . (2.4)

Definição 2.1 Neste trabalho, a expressão

ψ(Ωε) ≈ ψ(Ω) +
n∑

i=1

fi(ε)D
i
T ψ , (2.5)

será denominada aproximação assintótica topológica de ordem n.

Se a eq. 2.1 é dividida por fj(ε) e considera-se o limite quando ε → 0, tem-se

Definição 2.2 A derivada topológica de j − ésima ordem de ψ é dada por

Dj
T ψ = lim

ε→0

1

fj(ε)

(
ψ(Ωε)− ψ(Ω)−

j−1∑
i=1

fi(ε)D
i
T ψ

)
. (2.6)

Em particular, para j = 1, obtém-se

Definição 2.3 A derivada topológica de ψ é dada por

DT ψ = lim
ε→0

ψ(Ωε)− ψ(Ω)

f1(ε)
, (2.7)

que é a definição clássica dada no trabalho de Garreau et al. 2001 [24].
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Figura 2.1: conceito de Derivada Topológica em sua versão original.

Assim, com o objetivo de se obter estimativas mais precisas e melhores condições do oti-

malidade do que as fornecidas apenas pela derivada topológica de primeira ordem, definem-se

as derivadas topológicas de ordens superiores que, em contrapartida, exigem uma maior re-

gularidade da solução do problema em estudo.

2.1 Topological-shape sensitivity method

Como ora apresentado, as definições das derivadas topológicas de primeira e demais ordens

podem ser sumarizadas por expressões simples. Não obstante, deve-se notar das definições

2.6 e 2.7 que a função custo é calculada em domı́nios que não possuem a mesma topologia

e, portanto, não é posśıvel construir um homeomorfismo entre os domı́nios original Ω e

modificado Ωε.

Este fato representa uma dificuldade técnica para a utilização das ferramentas clássicas

da mecânica do cont́ınuo na obtenção da derivada topológica, que em geral necessitam da

existência de um difeomorfismo entre as configurações material e espacial.

No entanto, no trabalho de Novotny 2003 [47], foi estabelecida a relação entre a análise de

sensibilidade à mudança de forma e a análise de sensibilidade topológica, que resultou num

novo método para o cálculo da derivada topológica, denominado topological-shape sensitivity

method.

Nesta seção, será mostrado que esta metodologia pode ser naturalmente estendida para

o cálculo de derivadas de ordens superiores. De fato, será dada uma definição alternativa
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a qual demonstrar-se-á equivalente à definição original 2.6, mas que irá permitir aplicar o

topological-shape sensitivity method para o seu cálculo.

A idéia central do topological-shape sensitivity method é superar o problema da falta de

homeomorfismo entre os domı́nios Ω e Ωε, partindo-se inicialmente de um domı́nio com um

pequeno furo de tamanho ε e estudar a sensibilidade à mudança de forma ao se realizar uma

expansão uniforme no furo, i.e., perturbar o furo de tamanho ε para um furo de tamanho ε+δ

obtendo-se os domı́nios Ωε e Ωε+δ com mesma topologia, e então tomar o limite ε → 0, como

esquematicamente mostrado na fig. 2.2. Esta idéia baseia-se na intuição de que expandir

um furo de tamanho ε, quando ε → 0, nada mais é do que criá-lo. Analogamente, a mesma

análise pode ser realizada para inclusões ou outros tipos de perturbações não-suaves.

Figura 2.2: conceito de Derivada Topológica em sua versão modificada.

Deste modo, obtém-se a seguinte definição para a derivada topológica

Definição 2.4 A derivada topológica é definida por

D∗
T ψ := lim

ε→0

{
lim
δ→0

ψ(Ωε+δ)− ψ(Ωε)

f1(ε + δ)− f1(ε)

}
, (2.8)

se o limite duplo acima existir.

Como previamente mencionado, a definição acima possibilita aplicação das técnicas e

resultados desenvolvidos para análise de sensibilidade a mudança de forma. O principal re-

sultado obtido no referido trabalho de Novotny 2003 [47] é o estabelecimento da equivalência

entre as duas definições 2.8 e 2.7, dada através do seguinte teorema:
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Teorema 2.5 Seja f1(ε) uma função regularizadora escolhida de modo que o limite (2.8)

exista. Então, as definições dadas pelas equações 2.7 e 2.8 são equivalentes, podendo ainda

serem escritas como

DT ψ = D∗
T ψ = lim

ε→0

1

f ′1 (ε)

d

dε
ψ (Ωε) , (2.9)

onde a derivada da função custo com respeito ao parâmetro ε pode ser vista como a análise

de sensibilidade à mudança de forma clássica.

Prova. Novotny 2003 [47].

Seguindo-se a mesma idéia apresentada no teorema 2.5, observa-se que o topological-shape

sensitivity method pode ser naturalmente estendido para o cálculo de derivadas topológicas

de ordens superiores. De fato, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.6 Seja fj(ε) uma função escolhida de modo que o limite (2.6) exista, então a

derivada topológica de ordem j é dada por

Dj
T ψ = lim

ε→0

1

f ′j(ε)

(
d

dε
ψ (Ωε)−

j−1∑
i=1

f ′i(ε)D
i
T ψ

)
. (2.10)

Prova. Derivando-se ambos os lados da expansão assintótica dada pela eq. 2.1, em relação

ao parâmetro ε, obtém-se

d

dε
ψ(Ωε) =

n∑
i=1

f ′i(ε)D
i
T ψ +R′(fn(ε))f ′n(ε) . (2.11)

Então, reagrupando-se os termos da seguinte maneira

Dj
T ψ =

1

f ′j(ε)

(
d

dε
ψ(Ωε)−

j−1∑
i=1

f ′i(ε)D
i
T ψ

)

−
n∑

i=j+1

f ′i(ε)
f ′j(ε)

Di
T ψ − f ′n(ε)

f ′j(ε)
R′(fn(ε)) , (2.12)

e tomando-se o limite ε → 0, tem-se resultado desejado.

Em geral, a função custo ψ(Ω) := JΩ(u) pode depender expĺıcita e/ou implicitamente do

domı́nio Ω. Esta última dependência vem da solução de um problema variacional associado
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a Ω: encontre u ∈ U(Ω), tal que

a (u,η) = l (η) ∀η ∈ V(Ω) , (2.13)

onde U(Ω) e V(Ω) são, respectivamente, o conjunto de funções admisśıveis e o espaço de

variações admisśıveis definidos em Ω, a (·, ·) : U×V → R é uma forma bilinear e l (·) : V → R

é um funcional linear, que são definidos de acordo com o problema em análise.

Do mesmo modo, a equação do estado escrita na configuração original Ω deve também

ser satisfeita na configuração perturbada Ωε. Conseqüentemente, tem-se o seguinte problema

variacional associado ao domı́nio Ωε: encontre uε ∈ Uε(Ωε), tal que

aε (uε,η) = lε (η) ∀η ∈ Vε(Ωε) , (2.14)

onde aε (·, ·) : Uε × Vε → R, lε (·) : Vε → R, sendo, respectivamente, Uε(Ωε) e Vε(Ωε) o

conjunto de funções e variações admisśıveis definidos em Ωε, que também serão definidos de

acordo com o problema em análise, a condição de contorno na perturbação e a ordem da

expansão assintótica topológica a ser considerada.

A derivada à mudança de forma da função custo ψ(Ωε) := JΩε(uε) em relação ao

parâmetro ε é dada pelo seguinte problema com restrição





Calcular :
d

dε
JΩε(uε)

Sujeito a : aε (uε, η) = lε(η) ∀ η ∈ Vε(Ωε)
, (2.15)

que neste trabalho será abordado através do método direto.

Em geral, esta derivada pode ser escrita como uma integral definida sobre a fronteira do

domı́nio,

d

dε
JΩε(uε) =

∫

∂Ωε

Σεn · vdS , (2.16)

onde n é o campo de vetores normais, exteriores à fronteira, e o tensor Σε é uma função

da solução da equação de estado e, de maneira mais geral, da equação adjunta [19, 33].
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Em particular, no caso em que a função custo JΩε é o potencial da equação de estado, o

tensor Σε coincide com o tensor momento-energia de Eshelby [18]. Como consequência, o

tensor Σε desempenha um papel central no topological-shape sensitivity method, devendo,

portanto, ser claramente identificado de acordo com cada problema considerado.

Observação 2.7 É importante destacar que o resultado acima, dado pela eq. 2.16 e que

fornece a sensibilidade à mudança de forma através de uma integral na fronteira, é, de fato,

bastante geral (Taroco et al. 2006 [54]). Assim sendo, este resultado constitui mais uma

vantagem do topological-shape sensitivity method, que resulta numa expressão local para o

cálculo da derivada topológica e que permite seu cálculo numérico, sobretudo em problemas

mais complexos.

Como neste trabalho serão considerados apenas perturbações unidimensionais ou bidi-

mensionais na forma de disco (ou parte de um disco), a velocidade à mudança de forma

v (vide Zolézio 1981 [63]), para uma expansão uniforme da perturbação, é dada sobre a

fronteira ∂Ωε como, 



v = −n sobre ∂Hε

v = 0 sobre ∂Ω
. (2.17)

Assim, apenas a parte da fronteira ∂Ωε associada à ∂Hε é submetida a uma mudança de

forma e a derivada da função custo, dada pela eq. 2.16, resulta em uma integral definida

sobre a fronteira da perturbação ∂Hε. Portanto, considerando o teorema 2.5, a derivada

topológica de primeira ordem pode ser escrita como

DT ψ = −lim
ε→0

1

f ′1(ε)

∫

∂Hε

Σεn · ndS . (2.18)

Analogamente, do teorema 2.6, a derivada topológica de ordem j resulta em

Dj
T ψ = −lim

ε→0

1

f ′j(ε)

(∫

∂Hε

Σεn · ndS +

j−1∑
i=1

f ′i(ε)D
i
T ψ

)
. (2.19)

Portanto, para calcular o limite ε → 0, se faz necessária uma análise assintótica do com-

portamento da solução das equações de estado e adjunta, em uma vizinhança da perturbação.
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Observação 2.8 As eq. 2.1 e 2.16 fornecem uma metodologia alternativa para o cálculo

das derivadas topológicas. De fato, considerando-se a análise de sensibilidade à mudança de

forma do funcional JΩε(uε) sobre a eq. 2.1 e levando-se em conta a eq. 2.16, resulta

d

dε
JΩε(uε) = −

∫

∂Hε

Σεn · ndS

=
n∑

i=1

f ′i(ε)D
i
T ψ +R′(fn(ε))f ′n(ε) . (2.20)

Este resultado permite inferir que a análise de sensibilidade à mudança de forma fornece a

sensibilidade (de todas as ordens) à mudança de topologia, fato já evidenciado pelo topological-

shape sensitivity method para a análise de primeira ordem.

2.2 Exemplos com solução exata

Nesta seção são considerados dois exemplos que apresentam solução exata. O primeiro,

apresentado no trabalho de Hassine et al. 2004 [32], trata de uma equação de reação-difusão

unidimensional onde o domı́nio é perturbado com uma inclusão de coeficiente de reação

distinto do meio. O segundo exemplo considera o problema de uma membrana bidimensional

onde a mudança de forma provoca singularidades na fronteira. Nos dois casos o topological-

shape sensitivity method é empregado para o cálculo das derivadas topológicas de primeira,

segunda e terceira ordens. Finalmente realiza-se uma análise da influência destes termos na

expansão assintótica topológica.

2.2.1 Primeiro exemplo: um problema de reação-difusão unidi-

mensional

Seja o problema de reação-difusão modelado pelo seguinte problema variacional: encontre

u ∈ U (Ω) , Ω = (0, 1) , tal que

∫ 1

0

(u′ (x) v′ (x) + c (x) u (x) v (x))dx = v (1) , ∀v ∈ V (Ω) , (2.21)
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onde U (Ω) = V (Ω) = {η ∈ H1 (Ω) , η (0) = 0} , u (x) pode ser interpretada como a tempe-

ratura em cada ponto de Ω e c (x) como o coeficiente de reação do meio. É imediato observar

que se c (x) ≡ 0, a única solução do problema acima é dada pela restrição da identidade em

(0, 1) .

Considere-se o domı́nio Ωε = (Ω\Hε) ∪ Iε, onde Hε = (x̂, x̂ + ε) e Iε é uma inclusão

que apresenta a mesma geometria (posição e tamanho) do intervalo Hε e pode ser observada

como uma mudança na propriedade do material, de tal modo que o coeficiente de reação

cε (x) no domı́nio perturbado, seja dado por

cε (x) =





1, se x ∈ Iε

0, caso contrário
. (2.22)

Tem-se, portanto, que o problema 2.21 redefinido na configuração perturbada Ωε é dado por:

encontre uε ∈ U (Ωε) tal que

∫ 1

0

(u′ε (x) v′ (x) + cε (x) uε (x) v (x))dx = v (1) , ∀v ∈ V (Ωε) . (2.23)

Verifica-se que o problema acima tem a seguinte solução exata,

uε (x) =





x
x̂ sinh ε+cosh ε

, se x ∈ (0, x̂]

x̂ cosh(x̂−x)−sinh(x̂−x)
x̂ sinh ε+cosh ε

se x ∈ (x̂, x̂ + ε)

x− (x̂ + ε) + x̂ cosh ε+sinh ε
x̂ sinh ε+cosh ε

, se x ∈ [x̂ + ε, 1)

. (2.24)

Neste exemplo, deseja-se obter a sensibilidade da temperatura na extremidade x = 1, quando

o domı́nio é perturbado com a inclusão Iε. Portanto, a função custo adotada é dada por

ψ (Ωε) = uε (1) . (2.25)

Uma vez definido o problema, pode-se calcular as derivadas topológicas, bem como obter a

expansão assintótica topológica. De fato,
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• Derivada topológica de primeira ordem. Adotando-se f1(ε) = ε e aplicando-se o

teorema 2.5, obtém-se

DT ψ = lim
ε→0

{
d

dε

[
1− (x̂ + ε) +

x̂ cosh ε + sinh ε

x̂ sinh ε + cosh ε

]}
= −x̂2, (2.26)

que corrobora com o resultado encontrado no trabalho de Hassine et al. 2004 [32].

• Derivada topológica de segunda ordem. Aplicando a versão do topological-shape

sensitivity method para a derivada topológica de segunda ordem, ou seja, fazendo j = 2

na eq. 2.10, e escolhendo f2(ε) = ε2, tem-se

D2
T ψ = lim

ε→0

1

2ε

{
d

dε

[
1− (x̂ + ε) +

x̂ cosh ε + sinh ε

x̂ sinh ε + cosh ε

]
+ x̂2

}
= x̂3 − x̂. (2.27)

• Derivada topológica de terceira ordem. Analogamente ao caso anterior, considerando-

se j = 3 e f3(ε) = ε3

3
, observa-se que

D3
T ψ = lim

ε→0

1

ε2

{
d

dε

[
1− (x̂ + ε) +

x̂ cosh ε + sinh ε

x̂ sinh ε + cosh ε

]
+ x̂2 − 2ε

(
x̂3 − x̂

)}

= −x̂4 + 4x̂2 − 1 , (2.28)

• Expansão assintótica topológica. Com os resultados obtidos, tem-se a seguinte

expansão assintótica topológica

uε (1) = u (1)−εx̂2+ε2
(
x̂3 − x̂

)− ε3

3

(
x̂4 − 4x̂2 + 1

)
+O (

ε4
)
, ∀x̂ ∈ (0, 1) e ε < 1−x̂ .

(2.29)

Observação 2.9 Em particular, como se conhece a solução exata para a função custo no

domı́nio perturbado e esta é dada por uma função suave, pode-se realizar uma expansão em

série de potências de ε, ou seja

uε (1) = u (1)− εx̂2 + ε2
(
x̂3 − x̂

)− ε3

3

(
x̂4 − 4x̂2 + 1

)
+O (

ε4
)
, ∀x̂ ∈ (0, 1) , (2.30)
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o que permite a verificação dos cálculos anteriores.

Com o objetivo de se estudar a influência das derivadas topológicas de segunda e ter-

ceira ordem na expansão assintótica topológica, serão considerados duas análises distintas

associadas a esse exemplo.

• Primeira análise. Inicialmente, fixa-se x̂ = 0.5 e calcula-se a função custo para

ε ∈ {0, 0.01, 0.02, ..., 0.4} , em seguida, confronta-se os resultados obtidos considerando-

se apenas a aproximação assintótica topológica de primeira ordem

uε (1) ≈ u (1)− εx̂2 , (2.31)

e a aproximação assintótica topológica de segunda ordem

uε (1) ≈ u (1)− εx̂2 + ε2
(
x̂3 − x̂

)
. (2.32)

O gráfico apresentado na fig. 2.3 demonstra que o termo associado a derivada topológica

de segunda ordem desempenha um importante papel na estimativa da função custo

quando se considera inclusões de tamanho finito e, neste caso, é suficiente para a

análise quantitativa.
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Figura 2.3: estimativa de ψ(Ωε) considerando os termos de primeira e segunda ordem na
expansão assintótica topológica.

• Segunda análise. Neste caso, considera-se fixo o tamanho da inclusão e analisa-

se qual deve ser a localização do ponto x̂ para se obter o mı́nimo da função custo.

Considerando-se apenas a aproximação assintótica topológica de primeira ordem (eq.

2.31) é imediato observar que quanto mais próximo x̂ estiver de 1, menor será o valor

da função custo. De fato, a eq. 2.31, atinge seu mı́nimo quando

x̂ = 1− ε . (2.33)

Analisando-se o sinal da derivada da aproximação assintótica topológica de segunda

ordem (eq. 2.32), em relação ao parâmetro x̂, tem-se que

duε (1)

dx̂
< 0, ∀ε > 0 e ∀x̂ ∈ 1

3ε

(
1−

√
3ε2 + 1, 1 +

√
3ε2 + 1

)
. (2.34)

Em particular, para ε < 1 a função custo é decrescente no intervalo (0, 1) e portanto
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obtém-se o mesmo resultado qualitativo dado pela aproximação de primeira ordem.

Finalmente, considerando-se a aproximação assintótica topológica de terceira ordem,

dada por

uε (1) ≈ u (1)− εx̂2 + ε2
(
x̂3 − x̂

)− ε3

3

(
x̂4 − 4x̂2 + 1

)
, (2.35)

observa-se que a função auxiliar,

f (x̂, ε) =





3ε2x̂2 − 2εx̂− ε2 − 4x̂ ε3

3
(x̂2 − 2) ≈ duε(1)

dx̂
, se 0 < ε + x̂ < 1

−1, caso contrário
,

é negativa para quaisquer valores tais que x̂ + ε ∈ (0, 1) , isto é, para todos os valores

compat́ıveis com o problema em estudo. Assim sendo, uε (1) é decrescente e a análise

qualitativa concide com a proposta através da aproximação de primeira ordem.

Neste exemplo, em particular, observa-se que a derivada topológica de segunda ordem é

um importante fator de correção na análise quando se considera perturbações de tamanho

finito e que as condições de otimalidade dadas pela derivada de primeira ordem são sufi-

cientes.

2.2.2 Segundo exemplo: problema de uma membrana bidimen-

sional

Neste exemplo será considerada uma membrana circular bidimensional, presa numa moldura

ŕıgida no plano xy, submetida a um carregamento uniformemente distribúıdo b e cuja fron-

teira ∂Ω é perturbada com um rasgo semi-circular, como mostrado na fig. 2.4.
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Figura 2.4: membrana perturbada.

Observação 2.10 Prandtl 1903 [51], propôs uma analogia entre este problema e o da torção

de uma barra regular prismática. De fato, as equações associadas às deformações da mem-

brana são as mesmas para as tensões de cisalhamento de uma barra sujeita a momentos

torsores.

Seja u a deformação da membrana na direção do eixo z. A equação de Euler-Lagrange

do problema não perturbado é dada por




−∆u = b em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
, (2.36)

a qual apresenta como solução exata

u (r, θ) = −br2

4

(
1− 2a cos θ

r

)
. (2.37)

Por outro lado, a equação associada ao problema perturbado é dada por:




−∆uε = b em Ωε

uε = 0 sobre ∂Ωε

, (2.38)

cuja solução exata é

uε (r, θ) = − b

4

(
r2 − ε2

) (
1− 2a cos θ

r

)
. (2.39)
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Neste exemplo, será adotada como função custo a energia potencial total, que é dada no

domı́nio original por

ψ (Ω) =

∫

Ω

1

2
‖∇u‖2 dV −

∫

Ω

budV , (2.40)

e no domı́nio perturbado Ωε por

ψ (Ωε) =

∫

Ωε

1

2
‖∇uε‖2 dV −

∫

Ωε

buεdV . (2.41)

Neste caso particular, pode-se calcular o valor da função custo diretamente da definição

dadas pelas eq. 2.40 e 2.41, através da utilização das respectivas soluções exatas eq. 2.37,

2.39, obtendo-se

ψ(Ω) = − π

16
a4b2 , (2.42)

para a configuração original Ω e

ψ(Ωε) = − b2

64

(
aε

(
2a2 + 7ε2

) √
4− ε2

a2
+ 4

(
2a4 − 4a2ε2 − ε4

)
arccos

( ε

2a

))
, (2.43)

para a configuração perturbada Ωε.

A sensibilidade à mudança de forma da função energia é dada, portanto, por uma simples

derivada ordinária em relação ao parâmetro ε, ou seja:

d

dε
ψ (Ωε) = −εb2

8

(
3aε

√
4− ε2

a2
− 2

(
2a2 + ε2

)
arccos

( ε

2a

))
. (2.44)

• Derivada topológica de primeira ordem. Adotando-se f1(ε) =
πε2

2
na eq. 2.9,

o topological-shape sensitivity method fornece o seguinte resultado para a derivada

topológica de primeira ordem

DT ψ = lim
ε→0

1

πε

[
−εb2

8

(
3aε

√
4− ε2

a2
− 2

(
2a2 + ε2

)
arccos

( ε

2a

))]

=
a2b2

4
. (2.45)
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• Derivada topológica de segunda ordem. Considerando-se j = 2, f2(ε) =
ε3

3
e eq.

2.44, na eq. 2.10, obtém-se

D2
T ψ = lim

ε→0

1

ε2

[
−εb2

8

(
3aε

√
4− ε2

a2
− 2

(
2a2 + ε2

)
arccos

( ε

2a

))
−πε

a2b2

4

]

= −ab2 . (2.46)

• Derivada topológica de terceira ordem. Considerando-se j = 3, f3(ε) =
πε4

4
e

eq. 2.44, na eq. 2.10, obtém-se

D3
T ψ = lim

ε→0

1

πε3

[
−εb2

8

(
3aε

√
4− ε2

a2
− 2

(
2a2 + ε2

)
arccos

( ε

2a

))
−πε

a2b2

4
+ ε2ab2

]

=
b2

8
. (2.47)

• Expansão assintótica topológica. Dos resultados acima, a expansão assintótica

topológica é dada pela seguinte expressão

ψ(Ωε) = −πa4b2

16
+

πε2

2

a2b2

4
− ε3

3
ab2 +

πε4

4

b2

8
+O (

ε5
)

. (2.48)

Observação 2.11 Convém ressaltar que o problema acima apresenta derivada topológica

ainda que a perturbação mantenha sua topologia inicial. Assim, este exemplo mostra que

a análise da sensibilidade topológica pode ser aplicada em certos problemas cuja mudança

de forma provoca singularidades na fronteira. Outrossim, em conformidade com o anterior,

neste exemplo com solução exata os cálculos obtidos podem ser verificados através de um

simples desenvolvimento em potências de ε do valor da função custo ψ(Ωε).

Neste caso, devido à simetria do problema, realiza-se apenas a análise quantitativa da

influência das derivadas topológicas de ordens superiores (segunda e terceira) na expansão

assintótica topológica. Fixando-se, por exemplo, a = 1 e b = 1, considera-se

• Aproximação assintótica topológica de primeira e de segunda ordem. Inicial-
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mente, comparam-se os resultados obtidos adotando-se as aproximações de primeira

ψ(Ωε) ≈ − π

16
+

πε2

8
, (2.49)

e de segunda ordem

ψ(Ωε) ≈ − π

16
+

πε2

8
− ε3

3
, (2.50)

para ε ∈ {0, 0.01, 0.02, ..., 0.4}. Do gráfico apresentado na fig. 2.5, observa-se que a

derivada topológica de primeira ordem é, de fato, uma boa aproximação para pequenas

perturbações e à medida que o tamanho da perturbação aumenta, a derivada topológica

de segunda ordem torna-se um importante fator de correção na estimativa da energia

dissipada.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-0.20

-0.16

-0.12

-0.08

Figura 2.5: aproximações assintóticas topológicas de até segunda ordem.

• Aproximação assintótica topológica de terceira ordem. Para se obter uma

estimativa mais precisa da função custo, para maiores valores de ε, deve-se levar em
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conta mais um termo na expansão. Assim, considere-se

ψ(Ωε) ≈ − π

16
+

πε2

8
− ε3

3
+

πε4

32
. (2.51)

Observa-se do gráfico apresentado na fig. 2.6 que a estimativa torna-se bastante precisa,

mesmo para valores muito grandes do tamanho da perturbação.

0.4 0.6 0.8 1.0

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

Figura 2.6: aproximações assintóticas topológicas de até terceira ordem.

2.3 Comentários adicionais

Neste caṕıtulo, foi apresentada a extensão do topological-shape sensitivity method para o

cálculo de termos de ordens mais elevadas na expansão assintótica topológica. Em particular,

o j-ésimo termo foi denominado derivada topológica de ordem j, a menos do produto por

uma função fj (ε) que satisfaz as condições dadas pela equação 2.2. O resultado do teorema

2.6 fornece de modo bastante natural a extensão supracitada, o que é uma caracteŕıstica

essencial do método, permitindo o cálculo sistemático de derivadas topológicas de ordens
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superiores. Para ilustrar essa caracteŕıstica, os resultados obtidos foram aplicados em dois

exemplos com solução exata.

Inicialmente, considerou-se um problema de reação-difusão unidimensional e uma per-

turbação dada por uma inclusão que provocou uma condição de salto no coeficiente de reação

do meio. Neste exemplo a derivada topológica de segunda ordem foi suficiente para corrigir a

discrepância entre o valor calculado e o valor aproximado pela expansão assintótica quando

se tomou valores do tamanho da inclusão consideravelmente grandes. A informação quali-

tativa dada pela derivada topológica de primeira ordem foi suficiente e os termos de ordens

superiores não agregaram informações neste sentido.

No segundo exemplo foi estudada uma membrana bidimensional, uniformemente car-

regada, cuja perturbação considerada foi uma mudança de forma que causou singularidades

na sua fronteira. Neste caso, se o erro aceitável for de até 5%, por exemplo, a derivada

topológica de primeira ordem é suficiente para ε < 0.30, a derivada topológica de segunda

ordem permite trabalhar com projetos onde ε < 0.51, e finalmente, a derivada topológica de

terceira ordem pode ser aplicada para perturbações com ε < 0.84.
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Caṕıtulo 3

Aplicação no problema de Laplace

No presente caṕıtulo o topological-shape sensitivity method é aplicado sistematicamente no

cálculo das derivadas topológicas de primeira e segunda ordem para a energia potencial to-

tal associada ao problema de Laplace. Considera-se o domı́nio topologicamente perturbado

por furos circulares com condições de contorno de Neumann ou de Dirichlet homogêneas

ou ainda por inclusões circulares de um material com coeficiente de condutividade térmica

distinta do meio. A partir dos resultados obtidos para cada tipo de perturbação, estuda-se

a influência da derivada topológica de segunda ordem na expansão assintótica topológica

através de experimentos numéricos. Dois fatos principais são evidenciados nas análises: a

derivada topológica de segunda ordem permite uma melhor aproximação da função custo

para perturbações de tamanho finito e uma melhor direção de descida em processos de

otimização. Estes resultados são essenciais no contexto da otimização topológica e de pro-

blemas inversos, por exemplo. Cabe ressaltar que o presente caṕıtulo é uma versão estendida

de dois trabalhos, quais sejam:

• Second Order Topologial Sensitivity Analysis, publicado no International Journal of

Solids and Structures (Rocha de Faria et al. 2007 [52]). Neste trabalho foi estudada a

sensibilidade topológica de primeira e seguda ordem para perturbações dadas por furo

com condição de contorno de Neumann ou de Dirichlet homogêneas.

• First and Second Order Topological Derivative for Inclusions (Rocha de Faria et al.
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2007 [53]), aceito para publicar na Inverse Problems in Science and Engineering. Neste

caso, foi analisada a sensibilidade de um problema perturbado por uma inclusão que

provocou uma descontinuidade no coeficiente de condutividade térmica do meio.

3.1 Formulação do problema

Inicialmente, é apresentada a formulação do problema através do uso de métodos e prinćıpios

variacionais. A escolha da formulação variacional deve-se ao fato de que este procedimento

é a maneira mais natural e rigorosa de se obter as leis que governam o comportamento dos

meios cont́ınuos, além de induzir diretamente o método de solução aproximada e de permitir

representar em uma única expressão integral todos os elementos de interesse ao problema

em estudo tais como as equações de equiĺıbrio, as relações constitutivas, as condições de

contorno, as condições iniciais e de descontinuidade, entre outros. Finalmente, observa-se

que as formas locais, geralmente expressas como equações diferenciais parciais, podem ser

obtidas diretamente a partir da formulação variacional [37].

3.1.1 Domı́nio original

Seja o corpo ocupando uma região limitada e regular Ω do espaço euclideano Rn, n < 3 de

fronteira ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ΓN = ∅, onde ΓD e ΓN são fronteiras de Dirichlet e Neumann

e que têm prescritos os dados ϕ e q̄, respectivamente.

A variável primal para o problema considerado é a temperatura, representada por u ∈ U ,

onde U é o conjunto de todos os campos escalares suficientemente regulares1 de temperaturas

posśıveis que podem ser definidas sobre Ω.

O conjunto de todos os campos de temperatura admisśıveis, Kinu ⊂ U , é caracterizado

por

Kinu =
{
u ∈ U ; u|ΓD

= ϕ
}

, (3.1)

1A regularidade será definida a posteriori, conforme o problema em análise.
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consequentemente, tem-se o seguinte espaço das variações admissivéıs de temperatura

V aru =
{
η ∈ U ; η|ΓD

= 0
}

. (3.2)

O conjunto de todos os gradientes térmicos (suficientemente regulares) será denotado por

W . Em particular, define-se o operador G ≡ ∇ (·) : U → W que a cada u faz corresponder

o gradiente térmico g = Gu ∈ W .

O espaço nulo do operador G, denotado por N (G) e formado por todas as ações térmicas

ŕıgidas, é dado por

N (G) = {u ∈ U ; Gu = 0, ∀x ∈ Ω} . (3.3)

Admite-se que as ações térmicas externas que atuam sobre o corpo denotado por Ω possam

ser representadas por funcionais lineares e cont́ınuos t : U → R, isto é, por elementos do

espaço dual de U , representado por U ′. Fazem-se necessárias as seguintes definições:

Definição 3.1 A potência térmica externa (PTE) é dada pelo valor do funcional t em R,

tal que

t (u) = 〈t, u〉 = PTE . (3.4)

Definição 3.2 As ações térmicas internas são os funcionais lineares e cont́ınuos definidos

sobre o conjunto de temperaturas U e de gradientes térmicos W. O valor que este funcional

toma em (u,g) ∈ U ×W, é definido como a potência térmica interna (PTI).

Para se obter uma representação para potência térmica interna, admitem-se verdadeiras

as hipóteses:

1. A PTI admite a seguinte representação integral

PTI = −
∫

Ω

(pu + q · g) dV ; (3.5)

2. A PTI é nula para qualquer ação térmica ŕıgida. Em particular,

PTI = −
∫

Ω

(pu + q · g) dV = 0, ∀u ∈ N (G) , (3.6)
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donde

PTI = −
∫

Ω

pudV = 0, ∀u ∈ N (G) ⇔ p ≡ 0 . (3.7)

Tem-se que

PTI = −
∫

Ω

q · gdV . (3.8)

Assim, as ações térmicas internas são elementos do espaço dual de W , denotado por

W ′. Como consequência do teorema de representação de Riez, estes funcionais podem

ser colocados em correspondência com o campo vetorial q, sendo o valor deste funcional

em g = Gu dado por

PTI = − (q,g) = −
∫

Ω

q · gdV , (3.9)

onde (·, ·) é a forma bilinear tal que (·, ·) : W ′×W 7→ R. Finalmente, tem-se a seguinte

definição

Definição 3.3 O operador de equiĺıbrio térmico G∗ : W ′ 7→ U ′ é definido por

(q, Gu) = 〈G∗q,u〉 , ∀u ∈ U . (3.10)

Com estes elementos, enuncia-se o seguinte teorema:

Teorema 3.4 Prinćıpio da potência térmica virtual (PPTV): Um corpo Ω sob uma ação

térmica externa t encontra-se em equiĺıbrio se

PTE = 〈t,η〉 = 0, ∀η ∈ V aru ∩N (G) , (3.11)

e

PTI + PTE = − (q,g (η)) + 〈t,η〉 = 0 ∀η ∈ V aru . (3.12)

Assim, segue-se do PPTV que

〈t,η〉 = (q, Gη) = −
∫

Ω

q·∇ηdV, ∀η ∈ V aru . (3.13)
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Se q e η são campos suficientemente regulares, observa-se que a identidade vetorial (ver, por

exemplo, Gurtin 1981 [31])

div (qη) = div (q) η + q·∇η , (3.14)

aplicada na eq. 3.13, fornece

〈t,η〉 = −
∫

Ω

div (qη) dV +

∫

Ω

div (q) ηdV . (3.15)

A aplicação do teorema da divergência à primeira integral, observando-se que η|ΓD
= 0,

resulta

〈t,η〉 = −
∫

ΓN

(q · n) ηdS +

∫

Ω

div (q) ηdV , (3.16)

que é um resultado fundamental, pois permite caracterizar os tipos de carregamentos térmicos

compat́ıveis com o modelo, que são dados por densidades de energias caloŕıficas por unidade

de superf́ıcie, denotada por q̄, e por unidade de volume, denotada por b, donde

〈t,η〉 = −
∫

ΓN

q̄ηdS +

∫

Ω

bηdV . (3.17)

Neste trabalho será considerado o problema sem fonte de calor; assim b ≡ 0. Observa-se

que o modelo formulado é totalmente geral e independente da equação constitutiva que

relaciona q e u. Em particular, para o caso de um sólido termicamente isotrópico segue-se,

da termodinâmica do cont́ınuo, a equação constitutiva dada pela lei de Fourier

q = −k∇u . (3.18)

Assim, considerando esse caso particular no PPTV (eq. 3.13 e 3.17) segue-se que a formulação

variacional do problema associado ao domı́nio original Ω é dada por: encontre u ∈ Kinu, tal

que ∫

Ω

k∇u · ∇ηdV = −
∫

ΓN

q̄ηdS, ∀η ∈ V aru . (3.19)
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A função custo adotada é a energia potencial total associada ao problema considerado, que

é dada por

ψ(Ω) = JΩ (u) =
1

2

∫

Ω

k ‖∇u‖2 dV +

∫

ΓN

q̄udS . (3.20)

3.1.2 Domı́nio perturbado

O domı́nio perturbado será identificado com a região Ωε ⊂ Rn, de fronteira ∂Ωε = ΓDε ∪ ΓNε ,

ΓDε ∩ ΓNε = ∅, onde ΓDε e ΓNε são fronteiras de Dirichlet e Neumann que têm prescritos

os dados ϕε e q̄ε, respectivamente. Para cada tipo de perturbação analisada neste trabalho,

pode-se sistematizar a notação como se segue:

No caso da perturbação ser dada por um furo Hε = x̂+εH, tem-se que Ωε = Ω\Hε

e consequentemente ∂Ωε = ΓD ∪ ΓN ∪ ∂Hε. Em particular, para as condições de contorno

consideradas na fronteira do furo, tem-se

• Condição de contorno de Neumann homogênea na fronteira do furo:





ΓNε = ΓN ∪ ∂Hε

ΓDε = ΓD

, (3.21)

assim,

ϕε ≡ ϕ , (3.22)

e neste caso, o fluxo de calor prescrito é dado por

q̄ε =





q̄, sobre ΓN

0, sobre ∂Hε

. (3.23)

• Condição de contorno de Dirichlet homogênea na fronteira do furo:





ΓDε = ΓD ∪ ∂Hε

ΓNε = ΓN

, (3.24)
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donde

q̄ε ≡ q̄ , (3.25)

e a temperatura prescrita é dada por,

ϕε =





ϕ, sobre ΓD

0, sobre ∂Hε

. (3.26)

Para o caso de uma inclusão Iε com coeficiente de condutividade térmica distinta do

meio, admite-se também o caso unidimensional n ∈ {1, 2} , Ωε =
(
Ω\Hε

) ∪ Iε e tem-se

• Condição de salto da derivada normal na fronteira da inclusão:

ΓDε = ΓD, ΓNε = ΓN , (3.27)

e, portanto,

ϕε ≡ ϕ, q̄ε ≡ q̄ . (3.28)

A condição de salto associada à derivada normal da temperatura, neste último caso, pode

ser obtida diretamente de sua formulação variacional e é consequência da descontinuidade do

coeficiente de condutividade térmica kδ (x), definida através da equação a seguir. De fato,

neste trabalho, kδ será considerado constante para o caso de furo e constante por partes para

o caso de inclusão, o que também é sistematizado para δ ∈ R+, por

kδ (x) =





k, em Ω\Hε

δk, em Iε

. (3.29)

Assim, de modo totalmente análogo à seção anterior, o prinćıpio das potências térmicas

virtuais implica que a formulação variacional do problema associado ao domı́nio perturbado

Ωε é dada por: encontre uε ∈ Kinuε , tal que

∫

Ωε

kδ∇uε · ∇ηεdV = −
∫

ΓNε

q̄εηεdS, ∀ηε ∈ V aruε , (3.30)

40



onde, denotando-se por Uε o conjunto de todos os campos escalares suficientemente regulares

de temperaturas posśıveis que podem ser definidas sobre Ωε, o conjunto de todos os campos

de temperatura admisśıveis é definido por

Kinuε =
{

uε ∈ Uε; u|ΓDε
= ϕε

}
, (3.31)

e o espaço das variações admisśıveis é, então,

V aruε =
{

ηε ∈ Uε; ηε|ΓDε
= 0

}
. (3.32)

A função custo na configuração perturbada é dada por

ψ(Ωε) = JΩε (uε) =
1

2

∫

Ωε

kδ ‖∇uε‖2 dV +

∫

ΓNε

q̄εuεdS . (3.33)

3.1.3 Existência e unicidade das soluções

Nesta seção serão demonstradas a existência e unicidade da solução fraca do problema 3.30,

quando os dados iniciais ϕε e q̄ε são regulares. O mesmo resultado pode ser obtido, por

simples analogia, para o problema 3.19.

Considere

aε (uε, ηε) =

∫

Ωε

kδ∇uε · ∇ηεdV , (3.34)

e

lε (ηε) = −
∫

ΓNε

q̄εηεdS . (3.35)

Assim, a formulação fraca (eq. 3.30) pode ser reescrita como: encontre uε ∈ Kinuε , tal que

aε (uε, ηε) = lε (ηε) , ∀ηε ∈ V aruε . (3.36)
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Fazendo-se uε = ϕε + ξε, com ξε ∈ V aruε , tem-se

aε (ϕε + ξε, ηε) = lε (ηε)

aε (ξε, ηε) = lε (ηε)− aε (ϕε, ηε) , ∀ηε ∈ V aruε , (3.37)

o que resulta em um novo problema variacional, equivalente ao dado pela eq. 3.36 e escrito

como: encontre ξε ∈ V aruε , tal que

aε (ξε, ηε) = l̂ε (ηε) , ∀ηε ∈ V aruε , (3.38)

onde l̂ε (ηε) = lε (ηε)− aε (ϕε, ηε) .

Considere-se a semi-norma |·|2H1(Ωε)
=

∫
Ωε
‖∇·‖2 dV, a qual demonstra-se equivalente à

‖·‖2
H1(Ωε)

. Observa-se que a forma bilinear aε (·, ·) : V aruε ×V aruε → R satisfaz as condições

de Lax-Milgran (Brézis 1983 [12]), isto é,

i) aε (·, ·) é cont́ınua, pois

|aε (uε, ηε)| =
∣∣∣∣
∫

Ωε

kδ∇uε · ∇ηεdV

∣∣∣∣ ≤ C |uε|H1(Ωε)
|ηε|H1(Ωε)

, (3.39)

onde aplicou-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz e C = max
Ωε

kδ,

ii) aε (·, ·) é coerciva, desde que

aε (ηε, ηε) =

∫

Ωε

kδ∇ηε · ∇ηεdV ≥ c |ηε|2H1(Ωε)
, (3.40)

e onde c = min
Ωε

kδ.

Observa-se ainda, que a aplicação linear

ηε ∈ V aruε 7−→ l̂ε (ηε) , (3.41)
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é cont́ınua. De fato, segue-se que

∣∣∣l̂ε (ηε)
∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∫

ΓNε

q̄εηε

∣∣∣∣∣ + C |ϕε|H1(Ωε)
|ηε|H1(Ωε)

≤
(
‖k∇uε‖L2(ΓNε ) + ‖div (k∇uε)‖L2(ΓNε ) + C̃ |ϕε|H1(Ωε)

)
‖ηε‖H1(Ωε)

≤
(
‖k∇uε‖L2(ΓNε ) + C̃ |ϕε|H1(Ωε)

)
≤ C ‖ηε‖H1(Ωε)

. (3.42)

Assim, do teorema de Lax-Milgran, segue-se que existe uma única solução ξε ∈ V aruε do

problema 3.38 e consequentemente, demonstra-se a existência e unicidade para o problema

3.36.

3.2 Cálculo da derivada topológica

Para o cálculo das derivadas topológicas de primeira e segunda ordem, será aplicado o

topological-shape sensitivity method apresentado no caṕıtulo 2. Nesta metodologia, exige-se

que o problema variacional definido na configuração de referência Ωε e dado pela eq. 3.30

seja também satisfeito para toda configuração perturbada Ωτ , definida por

Ωτ :=
{
xτ ∈ Rn : xτ = χ (x,τ) x ∈ Ωε e τ ∈ R+

}
, (3.43)

de tal forma que xτ |τ=0 = x e Ωτ |τ=0 = Ωε e sendo χ (x,τ) um difeomorfismo, dado por

χ : Ωε × R+ → Ωτ

xτ 7→ x + τv (x) , (3.44)

onde v (x) é um campo de velocidades suficientemente regular em Ωε que representa a ação

de mudança de forma, o qual, levando-se em conta o topological-shape sensitivity method,

está associado a uma expansão uniforme da perturbação. Além do mais, como neste trabalho

considera-se furo circular ou inclusão em forma de disco, tem-se que v (x) assume os seguintes
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valores sobre ∂Ωε

v (x) =




−n sobre ∂Hε

0 sobre ∂Ω
. (3.45)

O problema variacional na configuração Ωτ é dado de forma abstrata por: encontrar

uτ ∈ Kinuτ , tal que

aτ (uτ , ητ ) = lτ (ητ ) ∀ητ ∈ V aruτ , (3.46)

onde

aτ (uτ , ητ ) =

∫

Ωτ

kδ∇uτ · ∇ητdV , (3.47)

lτ (ητ ) = −
∫

ΓNτ

q̄εητdS , (3.48)

e a função custo é expressa por

ψ(Ωτ ) = JΩτ (uτ ) =
1

2

∫

Ωτ

kδ ‖∇uτ‖2 dV +

∫

ΓN

q̄uτdS

=
1

2
aτ (uτ , uτ )− lτ (uτ ) . (3.49)

Cabe mencionar que, para o campo de velocidade definido pela eq. 3.45 em particular,

tem-se

d

dτ
JΩτ (uτ )

∣∣∣∣
τ=0

=
d

dε
JΩε (uε) =

d

dε
ψ(Ωε) (3.50)

A derivada de JΩτ (uτ ) em relação ao parâmetro τ é dada pelo seguinte problema:





calcular
d

dτ
JΩτ (uτ )

sujeito à aτ (uτ , ητ ) = lτ (ητ ) ∀ητ ∈ V aruτ e τ ≥ 0
, (3.51)

que neste trabalho será calculada aplicando-se o método direto, isto é; através do cálculo

direto das derivadas da função custo, restrições e equação de estado em relação ao parâmetro
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τ. Assim, tem-se que

d

dτ
JΩτ (uτ ) =

∂

∂τ
JΩτ (uτ ) +

〈
∂

∂uτ

JΩτ (uτ ) , u̇τ

〉
, onde u̇τ =

d

dτ
uτ . (3.52)

No entanto, observa-se que u̇τ ∈ V aruτ . Logo, a derivada da função custo JΩτ (uτ ) , dada

pela eq. 3.49, em relação a uτ na direção u̇τ , resulta em

〈
∂

∂uτ

JΩτ (uτ ) , u̇τ

〉
=

〈
∂

∂uτ

(
1

2
aτ (uτ , uτ )− lτ (uτ )

)
, u̇τ

〉

= aτ (uτ , u̇τ )− lτ (u̇τ ) = 0 , (3.53)

onde usou-se o fato de que uτ é solução do problema variacional 3.46. Assim,

d

dτ
JΩτ (uτ ) =

∂

∂τ
JΩτ (uτ ) =

1

2

∂

∂τ
aτ (uτ , uτ )− ∂

∂τ
lτ (uτ ) , (3.54)

e como consequência deste caso particular, ocorre que a sensibilidade da função custo é

obtida calculando-se apenas a derivada parcial (para uτ fixo) de aτ (uτ , uτ ) e de lτ (uτ ) em

relação ao parâmetro τ.

Para o cálculo da derivada da forma bilinear aτ (uτ , uτ ) , em τ = 0, considere-se o teorema

do transporte de Reynolds [31] aplicado à equação eq. 3.47,

∂

∂τ
aτ (uτ , uτ )

∣∣∣∣
τ=0

=

∫

Ωε

[
kδ

∂

∂τ
(∇uτ · ∇uτ )

∣∣∣∣
τ=0

+ kδ∇uε · ∇uεdivv

]
dΩε . (3.55)

Observando-se que

∂

∂τ
(∇uτ · ∇uτ )

∣∣∣∣
τ=0

= −2 (∇v)T ∇uε · ∇uε

= −2∇v · (∇uε⊗∇uε) , (3.56)

obtém-se

∂

∂τ
aτ (uτ , uτ )

∣∣∣∣
τ=0

=

∫

Ωε

kδ [(∇uε · ∇uε) I− 2 (∇uε ⊗∇uε)] · ∇vdV . (3.57)
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Analogamente, pode-se calcular a derivada do funcional linear lτ (uτ ) , em τ = 0, da seguinte

maneira

∂

∂τ
lτ (uτ )

∣∣∣∣
τ=0

= −
∫

ΓNε

q̄εuεdiv∂ΩεvdS , (3.58)

onde div∂Ωεv é o divergente superficial do campo de velocidade.

Assim, se ΓNε = ΓN , o que ocorre quando a perturbação é uma inclusão (eq. 3.27) ou

um furo com condição de contorno de Dirichlet (eq. 3.24), a derivada do funcional linear,

dado pela eq. 3.58, é nula devido ao campo de velocidade adotado. Caso contrário, quando

∂Hε ∩ ΓNε = ∂Hε, o que se verifica apenas no caso da perturbação dada por um furo com

condição de contorno Neumann homogêna (eq. 3.21), a derivada do funcional linear se anula

como consequência do fluxo de calor prescrito sobre ∂Hε (eq. 3.23). Logo, para cada tipo

de perturbação considerada neste trabalho, tem-se que

∂

∂τ
lτ (uτ )

∣∣∣∣
τ=0

= 0 . (3.59)

Portanto, substituindo as eq. 3.57 e 3.59 na eq. 3.54, obtém-se

d

dτ
JΩτ (uτ )

∣∣∣∣
τ=0

=
d

dε
ψ(Ωε) =

1

2

∫

Ωε

kδ [(∇uε · ∇uε) I− 2 (∇uε ⊗∇uε)] · ∇vdV

=

∫

Ωε

Σε · ∇vdV , (3.60)

onde Σε é o tensor momento energia de Eshelby, que será evidenciado para cada tipo de

perturbação em análise.

3.2.1 Perturbação com furo Ωε = Ω\Hε

Neste caso, tem-se que a sensibilidade à mudança de forma é dada por

d

dε
ψ(Ωε) =

1

2

∫

Ω\Hε

k [(∇uε · ∇uε) I− 2 (∇uε ⊗∇uε)] · ∇vdV

=

∫

Ωε

Σε · ∇vdV , (3.61)
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onde Σε é dado por

Σε =
1

2
k ‖∇uε‖2 I− k (∇uε ⊗∇uε) . (3.62)

Da proposição A.1 (vide apêndice A), o tensor de Eshelby dado pela eq. 3.62 tem divergência

nula. Sejam T um tensor de segunda ordem e w um vetor. Então, considerando-se a

identidade tensorial (vide, por exemplo, Gurtin 1981 [31])

div
(
TTw

)
= div (T) ·w + T · ∇w , (3.63)

o resultado da proposição A.1 e ainda levando-se em conta que Σε é simétrico, obtém-se

d

dε
ψ(Ωε) =

∫

Ωε

Σε · ∇vdV

=

∫

Ωε

div (Σεv) dV . (3.64)

Aplicando-se o teorema da divergência e considerando-se o campo de velocidades definido

pela eq. 3.45 e que n é o campo de vetores normais exteriores, a equação 3.64 resulta em

uma integral de linha na fronteira do furo ∂Hε, ou seja,

d

dε
ψ(Ωε) = −

∫

∂Hε

Σεn · ndS . (3.65)

O gradiente de uε (∇uε) definido sobre a fronteira ∂Hε pode ser decomposto em suas com-

ponentes normal e tangencial, isto é

∇uε · n =
∂uε

∂n
e ∇uε · t =

∂uε

∂t
, (3.66)

onde t representa o campo de vetores unitários tangentes à fronteira ∂Hε. Assim, con-

siderando a eq. 3.62 na eq. 3.65, observa-se que

d

dε
ψ(Ωε) = −1

2

∫

∂Hε

k

[(
∂uε

∂t

)2

−
(

∂uε

∂n

)2
]

dS . (3.67)
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Além disso, substituindo a eq. 3.67 nas eq. 2.18 e eq. 2.19, com j = 2; obtém-se, respecti-

vamente, os seguintes resultados

DT ψ = −1

2
lim
ε→0

1

f ′1 (ε)

∫

∂Hε

k

[(
∂uε

∂t

)2

−
(

∂uε

∂n

)2
]

dS , (3.68)

e

D2
T ψ = − lim

ε→0

1

f ′2 (ε)

{
1

2

∫

∂Hε

k

[(
∂uε

∂t

)2

−
(

∂uε

∂n

)2
]

dS + f ′1 (ε) DT ψ

}
. (3.69)

Finalmente, para se calcular as expressões finais para DT ψ e D2
T ψ, é necessário conhecer o

comportamento da solução uε na vizinhança do furo. Portanto, de uma análise assintótica

da solução uε, cuja justificativa é dada através do apêndice B, pode-se identificar as funções

f1(ε) e f2(ε) dependendo de cada tipo de condição de contorno sobre ∂Hε, e finalmente

calcular o limite ε → 0 nas eq. 3.68 e 3.69. De fato:

• Condição de contorno de Neumann homogênea na fronteira do furo. Neste

caso, é válida a seguinte expansão assintótica para uε (vide apêndice B)

uε (x) = u (x) +
ε2

‖x−x̂‖2∇u (x̂) · (x−x̂) +
ε4

2 ‖x−x̂‖4∇∇u (x̂) (x−x̂) · (x−x̂)

+ ε2ũ (x) +
ε4

‖x−x̂‖2∇ũ (x̂) · (x−x̂) + vε (x) , (3.70)

onde u (x) é solução do problema associado ao domı́nio original (não perturbado) Ω,

vε (x) é tal que |vε|H1(Ωε)
≤ Cε3, com C independente de ε. Além do mais, a função

ũ (x) é solução do seguinte problema variacional: encontre ũ ∈ V , tal que

∫

Ω

∇ũ · ∇η+

∫

ΓN

∂g

∂n
η = 0 ∀η ∈ W , (3.71)

onde o conjunto das funções admisśıveis V e o espaço das variações admisśıveis W são

definidos, respectivamente, como

V = {ũ ∈ H1(Ω) : ũ|ΓD
= −g} e W = {η ∈ H1(Ω) : η|ΓD

= 0} (3.72)
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e a função g(x) é dada por

g(x) = ∇u (x̂) · x− x̂

‖x− x̂‖2 . (3.73)

Outrossim, da eq. 3.68, tem-se

DT ψ = − lim
ε→0

1

f ′1 (ε)

1

2

∫

∂Hε

k

(
∂uε

∂t

)2

dS . (3.74)

Logo, considerando-se a eq. 3.70 na eq. 3.74 pode-se observar que f1 (ε) = πε2 satisfaz

as condições exigidas pelo teorema 2.5. Tomando-se o limite ε → 0, obtém-se a derivada

topológica de primeira ordem, dada por

DT ψ = −k ‖∇u (x̂)‖2 ∀x̂ ∈ Ω , com f1(ε) = πε2 . (3.75)

Observação 3.5 Demonstra-se (vide o trabalho de Novotny 2003 [47]) que o resultado

dado pela eq. 3.75 pode ser continuamente estendido até a fronteira com condição de

Neumann homogênea. Assim, tem-se que

DT ψ = −k ‖∇u (x̂)‖2 ∀x̂ ∈ ∂Ω , com f1(ε) =
1

2
πε2 . (3.76)

De modo inteiramente análogo, a eq. 3.69 é dada, neste caso, por

D2
T ψ = − lim

ε→0

1

f ′2 (ε)

{
1

2

∫

∂Hε

k

(
∂uε

∂t

)2

dS + f ′1 (ε) DT ψ

}
. (3.77)

Então, levando-se em conta as equações 3.70 e 3.75 na equação anterior e identificando-

se f2 (ε) = πε4 de modo a satisfazer as hipóteses do teorema 2.6, o limite ε → 0 fornece

a seguinte expressão para a derivada topológica de segunda ordem

D2
T ψ = −1

4
k

(
‖∇∇u (x̂)‖2 − 1

2
tr2∇∇u (x̂)

)
− k∇u (x̂) · ∇ (x̂)

=
1

2
k det∇∇u (x̂)− k∇u (x̂) · ∇ũ (x̂) ∀x̂ ∈ Ω , com f2(ε) = πε4 , (3.78)
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onde a última igualdade é consequência de que u (x) é harmônica em Ω.

Observação 3.6 Em domı́nios suficientemente grandes, a influência do termo ũ (x)

pode ser desprezada como consequência do decaimento a zero no infinito das condições

de contorno prescritas sobre ∂Ω. De fato, tais condições de contorno estão associadas

à restrição de g ou de
∂g

∂n
sobre a fronteira exterior.

• Condição de contorno de Dirichlet homogênea na fronteira do furo. Neste

caso, a expansão assintótica para uε, restrita a uma bola BR, R >> ε, com Hε ⊂ BR ⊂
Ω, é dada por (vide apêndice B).

uε (x)|BR
= u (x) + vε (x) + w (x/ε) + ũε (x) , (3.79)

sendo vε (x) , dada pela seguinte função

vε (x) =





u (x̂)
[
1− log(‖x−bx‖/ε)

log(R/ε)

]
, ∀x ∈ BR\Hε

0 , ∀x ∈ Ω\BR

, (3.80)

w (x/ε) dada por

w (x/ε) =
ε2

‖x−x̂‖2∇u (x̂) · (x−x̂) , (3.81)

e ainda, ũε (x) satisfazendo a estimativa

|ũε|H1(Ωε)
≤ Cε2 , (3.82)

onde C é uma constante independente de ε. De acordo com a eq. 3.68, tem-se que

DT ψ = lim
ε→0

1

f ′1 (ε)

1

2

∫

∂Hε

k

(
∂uε

∂n

)2

dS . (3.83)

Considerando-se a expansão dada pela eq. 3.79, juntamente com a eq. 3.81, na eq. 3.83,

pode-se identificar f1 (ε) =
π

log (R/ε)
de modo a satisfazer as condições do teorema
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2.5 e, então, passar o limite ε → 0 que fornece o seguinte resultado para a derivada

topológica de primeira ordem

DT ψ = ku2 (x̂) ∀x̂ ∈ Ω , com f1 (ε) =
π

log (R/ε)
. (3.84)

Considerando-se a eq. 3.69, tem-se que

D2
T ψ = lim

ε→0

1

f ′2 (ε)

{
1

2

∫

∂Hε

k

(
∂uε

∂n

)2

dS − f ′1 (ε) DT ψ

}
. (3.85)

Assim, levando-se em conta as eq. 3.79 e 3.84 na eq. 3.85 e identificando-se f2 (ε) = πε2

como previsto no teorema 2.6, o cálculo do limite ε → 0 implica na seguinte expressão

para a derivada topológica de segunda ordem

D2
T ψ = k ‖∇u (x̂)‖2 ∀x̂ ∈ Ω , com f2(ε) = πε2 . (3.86)

De modo análogo ao caso anterior, observa-se que a estimativa dada pela eq. 3.82,

implica que ∫

∂Hε

k

(
∂u

∂n
+

∂w

∂n

)
∂ũε

∂n
dS = o

(
ε2

)
, (3.87)

e ∫

∂Hε

k

(
∂ũε

∂n

)2

dS = o
(
ε4

)
; (3.88)

além disso, por ortogonalidade

∫

∂Hε

k

(
∂u

∂n
+

∂w

∂n

)
∂vε

∂n
dS = 0 , (3.89)

e, portanto, estes três últimos termos não contribuem para a derivada topológica de

segunda ordem.

Observação 3.7 O resultado dado pela eq. 3.84 não pode ser continuamente estendido

para a fronteira. De fato, no trabalho de Novotny 2003 [47] foi demonstrado que
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a derivada topológica de primeira ordem calculada na fronteira para a condição de

Dirichlet homogênea é dada por

DT ψ = k ‖∇u (x̂)‖2 ∀x̂ ∈ ∂Ω , com f1(ε) =
1

2
πε2 . (3.90)

Observa-se ainda que, embora a derivada topológica de segunda ordem seja dada ex-

plicitamente como função de u, o parâmetro R, introduzido na derivada topológica de

primeira ordem, depende de cada ponto x̂ considerado. Observa-se da literatura que este

problema é, em geral, contornado tomando-se a aproximação 1/ log (R/ε) ≈ −1/ log ε

(Guillaume et al. 2002 [29]), o que pode tornar imprecisa a expansão assintótica

topológica. Esta questão será abordada novamente face aos resultados dos experimentos

numéricos.

3.2.2 Perturbação com inclusão Ωε =
(
Ω\Hε

) ∪ Iε

Para o caso de uma inclusão, observando-se as eq. 3.29 e 3.60, segue-se que

d

dε
ψ(Ωε) =

1

2

∫

Ω\Hε

k [(∇uε · ∇uε) I− 2 (∇uε⊗∇uε)] · ∇vdV

+
1

2

∫

Iε

δk [(∇uε · ∇uε) I− 2 (∇uε⊗∇uε)] · ∇vdV

=

∫

Ω\Hε

Σe
ε · ∇vdV +

∫

Iε

Σi
ε · ∇vdV , (3.91)

e o tensor momento energia de Eshelby Σε é dado, neste caso, por

Σε =





Σe
ε =

k

2
‖∇uε‖2 I− k (∇uε ⊗∇uε) em Ω\Hε

Σi
ε =

δk

2
‖∇uε‖2 I− δk (∇uε ⊗∇uε) em Iε

. (3.92)

Em particular, da proposição A.2 (ver o apêndice A), o tensor de Eshelby dado por eq.

3.92 tem divergência nula sobre a matriz Ω\Hε e sobre a inclusão Iε. Procedendo de modo
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inteiramente análogo às seções anteriores, obtém-se

d

dε
ψ(Ωε) =

∫

Ωε

Σε · ∇vdV

=

∫

Ω\Hε

div (Σe
εv) dV +

∫

Iε

div
(
Σi

εv
)
dV , (3.93)

donde, como consequência do teorema da divergência, segue-se que

d

dε
ψ(Ωε) = −

∫

∂Hε

(
Σe

ε −Σi
ε

)
n · ndS . (3.94)

Considerando-se o sistema ortonormal (t,n) sobre ∂Hε e a condição de continuidade da

solução uε sobre a fronteira da inclusão, tem-se

∂ue
ε

∂t
=

∂ui
ε

∂t
e

∂ue
ε

∂n
= δ

∂ui
ε

∂n
, (3.95)

onde ue
ε = uε|Ω\Hε

e ui
ε = uε|Iε

. Substituindo as condições acima na eq. 3.94, e levando-se

em conta a eq. 2.18, segue-se que

DT ψ = − lim
ε→0

1

f ′1 (ε)

1

2

∫

∂Hε

k (1− δ)

[(
∂uε

∂t

)2

+
1

δ

(
∂ue

ε

∂n

)2
]

dS , (3.96)

e para j = 2 a eq. 2.19 fornece

D2
T ψ = − lim

ε→0

1

f ′2 (ε)

1

2

{∫

∂Hε

k (1− δ)

[(
∂uε

∂t

)2

+
1

δ

(
∂ue

ε

∂n

)2
]

dS + f ′1 (ε) DT ψ

}
. (3.97)

Novamente, faz-se necessário uma análise assintótica da solução uε para, a posteriori, se

identificar as funções f1(ε) e f2(ε) e finalmente calcular o limite ε → 0 nas eq. 3.96 e 3.97,

obtendo-se as expressões para as derivadas topológicas de primeira e segunda ordem. No
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presente caso, vale a seguinte expansão assintótica (vide apêndice B)

ue
ε (x) = u (x) +

ε2

‖x−x̂‖2

1− δ

1 + δ
∇u (x̂) · (x−x̂) +

ε4

2 ‖x−x̂‖4

1− δ

1 + δ
∇∇u (x̂) (x−x̂) · (x−x̂)

+ ε2ũ (x) +
ε4

‖x−x̂‖2

1− δ

1 + δ
∇ũ (x̂) · (x−x̂) + vε (x) , (3.98)

onde u (x) é solução do problema associado ao domı́nio original Ω, vε (x) é tal que |vε|H1(Ωε)
≤

Cε3, com C independente de ε. Da mesma maneira, a função ũ (x) é solução do seguinte

problema variacional: encontre ũ ∈ V , tal que

∫

Ω

∇ũ · ∇η+

∫

ΓN

∂g

∂n
η = 0 ∀η ∈ W , (3.99)

onde o conjunto V e o espaço W são definidos, respectivamente, como

V = {ũ ∈ H1(Ω) : ũ|ΓD
= −g} e W = {η ∈ H1(Ω) : η|ΓD

= 0} (3.100)

e a função g(x) é dada por

g(x) =
1− δ

1 + δ
∇u (x̂) · x− x̂

‖x− x̂‖2 . (3.101)

Assim, levando-se em conta a expansão dada pela eq. 3.98 na eq. 3.96 e, ainda, observando-

se as hipóteses do teorema 2.5, pode-se reconhecer f1(ε) = πε2 e obter a seguinte expressão

para a derivada topológica de primeira ordem

DT ψ = −k
1− δ

1 + δ
‖∇u (x̂)‖2 ∀x̂ ∈ Ω , com f1(ε) = πε2 . (3.102)

Analogamente, considerando-se a eq. 3.97 e o teorema 2.6, indentifica-se f2 (ε) = πε4. O

limite ε → 0 fornece, então, a seguinte expressão para a derivada topológica de segunda
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ordem

D2
T ψ = k

1− δ

1 + δ

(
1

2
det∇∇u (x̂)−∇u (x̂) · ∇ũ (x̂)

)
∀x̂ ∈ Ω , com f2(ε) = πε4 ,

(3.103)

onde a função auxiliar ũ (x) , a exemplo do problema com condição de contorno de Neumann

homogênea no furo, depende tanto expĺıcita quanto implicitamente do ponto x̂ e da fronteira

exterior ∂Ω. De fato, ũ (x) é solução do problema variacional 3.99.

Observação 3.8 No caso limite em que o coeficiente de condutividade térmica tende a zero,

obtém-se o resultado para perturbação dada por furo com condição de Neumann homogênea.

De fato, calculando-se o limite δ → 0 nas eq. 3.102 e 3.103, tem-se

DT ψ = −k ‖∇u (x̂)‖2 , (3.104)

D2
T ψ =

1

2
k det∇∇u (x̂)− k∇u (x̂) · ∇ũ (x̂) , (3.105)

que coincidem com os resultados dados pelas eq. 3.75 e 3.78.

3.3 Resumo dos resultados

Nesta seção é apresentado um resumo dos resultados obtidos. Em particular tem-se as

expressões das derivadas topológicas de primeira e segunda ordem para a energia potencial

total associada a um problema de Laplace bidimensional, considerando o domı́nio perturbado

por furos com condições de contorno de Neumann ou Dirichlet homogêneas ou por inclusões.

Estes resultados são dados respectivamente, por:

• Condição de contorno de Neumann na fronteira do furo

ψ(Ωε) = ψ(Ω)− πε2k ‖∇u (x̂)‖2

+ πε4k

(
1

2
det∇∇u (x̂)−∇u (x̂) · ∇ũ (x̂)

)
+ o

(
ε4

)
. (3.106)
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• Condição de contorno de Dirichlet na fronteira do furo

ψ(Ωε) = ψ(Ω) +
π

log (R/ε)
ku2 (x̂) + πε2k ‖∇u (x̂)‖2 + o

(
ε3

)
. (3.107)

• Condição de salto da derivada normal na fronteira da inclusão

ψ(Ωε) = ψ(Ω)− πε2k
1− δ

1 + δ
‖∇u (x̂)‖2

+ πε4k
1− δ

1 + δ

(
1

2
det∇∇u (x̂)−∇u (x̂) · ∇ũ (x̂)

)
+ o

(
ε4

)
. (3.108)

Cabe esclarecer que a derivada topológica de segunda ordem, para os casos de condição

de contorno de Neumann homogênea na fronteira do furo e de salto da derivada normal na

fronteira da inclusão, é composta de uma parcela que depende explicitamente do ponto x̂,

correspondente ao gradiente de segunda ordem da solução u (x̂) , e de outra (de mesma ordem

de ε) que depende tanto expĺıcita quanto implicitamente do ponto x̂ e ainda da influência

da fronteira exterior ∂Ω. Essas últimas dependências vêm das condições de contorno do

problema para o termo remanescente ũε (x), como pode ser observado no apêndice B.

3.4 Experimentos Numéricos

O principal objetivo dos experimentos numéricos apresentados nesta seção é estudar a in-

fluência da derivada topológica de segunda ordem na análise, tanto do ponto de vista quali-

tativo quanto de ponto de vista quantitativo.

Levando-se em consideração que nos casos de furo com condição de contorno de Neumann

homogênea (eq. 3.106) e inclusão (eq. 3.108) o cálculo da função ũ (x) torna-se proibitivo,

já que se faz necessário resolver um problema variacional associado a cada ponto x̂ ∈ Ω, este

termo será desprezado na análise de cada um desses casos, o que permite estudar apenas a

influência do termo associado a det∇∇u(x̂). De modo análogo, no caso da perturbação dada

por um furo com condição de Dirichlet homogênea (eq. 3.107), a influência do parâmetro

R, que depende de cada ponto x̂, será desconsiderada levando-se em conta a aproximação
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1/ log (R/ε) ≈ −1/ log ε. As consequências destas aproximações serão discutidas na seção

3.5.

Análise qualitativa: do ponto de vista qualitativo (e observando-se que o caso de furo com

condição de contorno de Neumann homogênea encerra o caso de inclusão como caso limite)

consideram-se as aproximações de primeira e segunda ordem para perturbações dadas por

furos, obtendo-se:

Condição de contorno de Neumann homogênea

• aproximação assintótica topológica de primeira ordem

ψ(Ωε) ≈ ψ(Ω)− πε2k ‖∇u (x̂)‖ . (3.109)

• aproximação assintótica topológica de segunda ordem

ψ(Ωε) ≈ ψ(Ω)− πε2k ‖∇u (x̂)‖2 +
1

2
πε4k det∇∇u (x̂) . (3.110)

Condição de contorno de Dirichlet homogênea

• aproximação assintótica topológica de primeira ordem

ψ(Ωε) ≈ ψ(Ω)− π

log ε
ku2 (x̂) . (3.111)

• aproximação assintótica topológica de segunda ordem

ψ(Ωε) ≈ ψ(Ω)− π

log ε
ku2 (x̂) + πε2k ‖∇u (x̂)‖2 . (3.112)

Assim, para cada caso em análise, as aproximações de primeira e segunda ordem serão

confrontadas para vários valores de ε considerando-se, inicialmente um domı́no Ω e posteri-

ormente (de modo análogo à segunda iteração em um algoritmo de passo fixo), um domı́nio

Ωε a ser perturbado novamente com um furo de raio ε. A comparação dos resultados dar-se-á
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plotando-se o lado direito das equações acima (a menos do fator constante ψ(Ω)), que são

expĺıcitos, desde que foram desconsiderados os termos impĺıcitos nesta análise.

Análise quantitativa: para a análise quantitativa, fixa-se um ponto x∗ do domı́nio Ω

onde, para cada perturbação considerada, computam-se os termos das aproximações assintóticas

topológicas de primeira e segunda ordem para diferentes valores de ε. Então, criam-se efeti-

vamente as perturbações com centro no ponto x∗ e computam-se os valores da função custo

ψ(Ωε) para cada ε considerado. Finalmente, comparam-se os resultados numéricos obtidos

entre o valor da função custo computado no domı́nio Ωε, ora considerando a aproximação

assintótica topológica de primeira ordem

ψ(Ωε) ≈ ψ(Ω) + f1(ε)DT ψ , (3.113)

ora considerando a aproximação assintótica topológica de segunda ordem

ψ(Ωε) ≈ ψ(Ω) + f1(ε)DT ψ + f2(ε)D
2
T ψ , (3.114)

e com este procedimento, analisa-se a influência da derivada topológica de segunda ordem na

estimativa da função custo associada ao domı́nio com uma perturbação de tamanho finito.

Observa-se que, ainda que nesse exemplo particular bastaria calcular ũ (x∗) para a obtenção

da derivada topológica de segunda ordem nos casos de condição de contorno de Neumann

homogênea e inclusão, o mesmo não foi efetuado para não comprometer a comparação entre

as análises qualitativa e quantitativa.

Finalmente, para cada uma destas análises as soluções u e uε, respectivamente associadas

aos domı́nios Ω e Ωε, são aproximadas utilizando-se o elemento finito padrão triangular de

três nós. Em particular, para todos os casos as malhas foram constrúıdas mantendo-se o

mesmo número dos elementos ne = 120 ao longo da fronteira do furo para qualquer valor

de seu raio ε. Como foi utilizado um gerador automático de malhas, foi adotado o seguinte
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tamanho para os elementos em todas as malhas

he ≈ 2π

ne
‖x∗ − x‖ . (3.115)

3.4.1 Exemplo 1

Considera-se o domı́nio original Ω = (0, 1)× (0, 1) e o domı́nio perturbado Ωε = Ω\Hε, onde

a bola Hε tem centro em x∗ = (0.5, 0.5) e raio ε, tal que ε ∈ {0.01, 0.02, 0.04, 0.08}. Neste

exemplo, considera-se o corpo submetido à uma temperatura u = 0 sobre ΓD1 e ΓD2 e à

um fluxo de calor q1 = 1 sobre ΓN1 e q2 = 2 sobre ΓN2 , onde a = 0.2 (ver fig. 3.1). Além

disso, as demais partes da fronteira dadas por ∂Ω\(ΓD1 ∪ ΓD2 ∪ ΓN1 ∪ ΓN2) permanecem

perfeitamente isoladas.

W

a
a

a
a

G
D

2

G
D

1

G
N

2

G
N

1

x*

Figura 3.1: exemplo 1.

Condição de contorno de Neumann na fronteira do furo

Análise qualitativa: considerando-se a condição de contorno de Neumann homogênea

na fronteira do furo, as aproximações assintóticas topológicas de primeira e de segunda

ordem, dadas respectivamente pelas expressões (eq. 3.109 e eq.3.110), obtidas para o domı́nio

original Ω e para o domı́nio perturbado Ωε são mostradas nas fig. 3.2 e 3.3, respectivamente

e para cada valor de ε ∈ {0.01, 0.02, 0.04, 0.08}. Observa-se que o termo de correção de

segunda ordem não produz mudanças significativas nos resultados, ao menos do ponto de

vista qualitativo.

59



(a) f1(0.01)DT ψ (b) f1(0.01)DT ψ + f2(0.01)D2
T ψ

(c) f1(0.02)DT ψ (d) f1(0.02)DT ψ + f2(0.02)D2
T ψ

(e) f1(0.04)DT ψ (f) f1(0.04)DT ψ + f2(0.04)D2
T ψ

(g) f1(0.08)DT ψ (h) f1(0.08)DT ψ + f2(0.08)D2
T ψ

Figura 3.2: expansão assintótica topológica no domı́nio original Ω.
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(a) f1(0.01)DT ψ (b) f1(0.01)DT ψ + f2(0.01)D2
T ψ

(c) f1(0.02)DT ψ (d) f1(0.02)DT ψ + f2(0.02)D2
T ψ

(e) f1(0.04)DT ψ (f) f1(0.04)DT ψ + f2(0.04)D2
T ψ

(g) f1(0.08)DT ψ (h) f1(0.08)DT ψ + f2(0.08)D2
T ψ

Figura 3.3: expansão assintótica topológica no domı́nio perturbado Ωε.

Análise quantitativa: da análise da fig. 3.4,que apresenta o comportamento da expansão

assintótica topológica como uma função de ε, para a criação do furo com centro no ponto x∗,

infere-se que o termo de correção de segunda ordem fornece um importante fator de correção
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para a expansão. De fato, quando os furos finitos são introduzidos, o que é uma exigência

importante em aplicações, pode-se usar esta informação para se estimar, por exemplo:

• o tamanho dos furos, de acordo com a energia a ser dissipada;

• a energia, quando se cria furos de tamanho finito.

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

-0.2110

-0.2109

-0.2108

-0.2107

-0.2106

-0.2105

Figura 3.4: estimativa de ψ(Ωε) considerando-se os termos de correção de primeira e segunda
ordem da expansão assintótica topológica.

Observação 3.9 Considerando-se uma variação maior de ε ∈ {0.08, 0.16, 0.24, 0.32} observa-

se da fig. 3.5 que a estimativa torna-se ruim apenas para furos muito grandes, mesmo

desprezando-se os termos não expĺıcitos.
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0.08 0.16 0.24 0.32

-0.26

-0.25

-0.24

-0.23
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-0.21

Figura 3.5: estimativa de ψ(Ωε) considerando a aproximação assintótica topológica de se-
gunda ordem para ε ∈ {0.08, 0.16, 0.24, 0.32}.

Condição de contorno de Dirichlet na fronteira do furo

Análise qualitativa: o comportamento qualitativo das aproximações assintóticas topológicas

de primeira (eq. 3.111)e segunda ordem (eq. 3.112), são apresentada nas fig. 3.6 e

3.7 para os domı́nios original Ω e perturbado Ωε, respectivamente e para cada valor de

ε ∈ {0.01, 0.02, 0.04, 0.08}.
Da análise destas figuras, observa-se que o termo de correção de segunda ordem, neste

caso, produz mudanças significativas nos resultados, principalmente após se ter efetivamente

criado furos (esta análise será novamente realizada no próximo exemplo).
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(a) f1(0.01)DT ψ (b) f1(0.01)DT ψ + f2(0.01)D2
T ψ

(c) f1(0.02)DT ψ (d) f1(0.02)DT ψ + f2(0.02)D2
T ψ

(e) f1(0.04)DT ψ (f) f1(0.04)DT ψ + f2(0.04)D2
T ψ

(g) f1(0.08)DT ψ (h) f1(0.08)DT ψ + f2(0.08)D2
T ψ

Figura 3.6: expansão assintótica topológica no domı́nio original Ω.
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(a) f1(0.01)DT ψ (b) f1(0.01)DT ψ + f2(0.01)D2
T ψ

(c) f1(0.02)DT ψ (d) f1(0.02)DT ψ + f2(0.02)D2
T ψ

(e) f1(0.04)DT ψ (f) f1(0.04)DT ψ + f2(0.04)D2
T ψ

(g) f1(0.08)DT ψ (h) f1(0.08)DT ψ + f2(0.08)D2
T ψ

Figura 3.7: expansão assintótica topológica no domı́nio perturbado Ωε.

Análise quantitativa: o gráfico apresentado na fig. 3.8, que foi obtido computando-se a

função custo e as aproximações assintóticas topológicas de primeira e segunda ordem em x∗,

mostra uma discrepância entre os valores obtidos para cada ε. De fato, esta discrepância está
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associada à inclusão de um problema de escala dada pela aproximação adotada 1/ log (R/ε) ≈
−1/ log ε. Entretanto, o gráfico sugere que a estimativa, ainda que imprecisa, fornece uma

boa direção de descida, o que pode vir a ser aplicada em problemas de otimização.

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

-0.22

-0.20

-0.18

-0.16

-0.14

-0.12

-0.10

-0.08

Figura 3.8: estimativa de ψ (Ωε) considerando-se os termos de primeira e segunda ordem na
expansão assintótica topológica.

Da comparação entre as fig. 3.4 e 3.8 observa-se que o estimativa no exemplo da condição

de contorno de Neumann é melhor do que a estimativa para a condição de contorno de

Dirichlet. De fato, uma perturbação no domı́nio dada pela criação de um furo com condição

de contorno de Dirichlet em sua fronteira é bastante severa como pode ser visto na fig. 3.9.

(a) sem furo (b) Neumann sobre ∂Bε (c) Dirichlet sobre ∂Bε

Figura 3.9: soluções u e uε para ε = 0.01.
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Observação 3.10 Intuitivamente, observando-se que o modelo estudado, neste exemplo,

pode ser também aplicado para se descrever o deslocamento de uma membrana submetida a

um carregamento uniforme (vide caṕıtulo 2), a perturbação dada pela criação de um furo com

condição de contorno de Dirichlet homogênea é então vista como um deslocamento da região

perturbada até o plano da membrana (sem carregamento), o que pode provocar gradientes

muito altos na vizinhança da perturbação.

Condição de salto na derivada normal ao furo (inclusão)

Neste caso, o corpo de coeficiente de condutividade térmica constante k e representado

por Ω é perturbado com a introdução de uma inclusão Iε, com centro em x∗ = (0.5, 0.5),

coeficiente de condutividade térmica δk e raio ε; originando o domı́nio perturbado Ωε =
(
Ω\Hε

) ∪ Iε. Em particular, são adotados k = 1, δ ∈ {1/16, 1/8, 1/4, 1/2, 2, 4, 8, 16} e

ε ∈ {0.01, 0.02, 0.04, 0.08, 0.16}.

Análise quantitativa: para cada valor de δ calcula-se a expansão assintótica topológica

associada ao domı́nio Ω em x∗, considerando-se todos os valores de ε. Então, para se calcular

o valor da função custo ψ(Ωε), insere-se efetivamente a inclusão. Finalmente, comparam-se as

aproximações assintóticas topológicas de primeira e segunda ordem dadas, respectivamente,

por

ψ(Ωε) ≈ ψ(Ω)− πε2k
1− δ

1 + δ
‖∇u (x̂)‖2 , (3.116)

e

ψ(Ωε) ≈ ψ(Ω)− πε2k
1− δ

1 + δ
‖∇u (x̂)‖2 +

1

2
πε4k

1− δ

1 + δ
det∇∇u (x̂) , (3.117)

através das fig. 3.10-3.13 para diferentes valores de δ, onde a legenda usada para identificar

as curvas é sumarizada na fig. 3.14.
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Figura 3.10: estimativa de ψ(Ωε) para δ = 1/2 e δ = 2.
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Figura 3.11: estimativa de ψ(Ωε) para δ = 1/4 e δ = 4.
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Figura 3.12: estimativa de ψ(Ωε) para δ = 1/8 e δ = 8.
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Figura 3.13: estimativa de ψ(Ωε) para δ = 1/16 e δ = 16.
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.

Figura 3.14: legenda dos gráficos das fig. 3.10-3.13

De acordo com a observação 3.8, o caso limite δ → 0 fornece a expansão assintótica

topológica para condição de contorno de Neumann homogênea na perturbação, o que é cor-

roborado pela fig. 3.15 que compara o comportamento da aproximação assintótica topológica

de segunda ordem quando δ decresce para zero. Como consequência, a análise qualitativa

torna-se irrelevante neste caso.

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

-0.2110

-0.2109

-0.2108

-0.2107

-0.2106

-0.2105

Figura 3.15: comportamento da expansão assintótica topológica de segunda ordem quando
δ decresce para zero.

Dos resultados apresentados, observa-se que a estimativa obtida considerando-se a derivada

topológica de segunda ordem permanece precisa para valores grandes do tamanho da in-

clusão, permitindo-se trabalhar com perturbações de tamanho finito. Este fato é muito

importante para otimização topológica e para o desenvolvimento de algoritmos de recons-

trução; onde, em geral, necessita-se estimar o tamanho da perturbação.
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3.4.2 Exemplo 2

O objetivo deste exemplo é analisar as mudanças no comportamento qualitativo introduzidas

pelo termo de correção de segunda ordem quando o domı́nio é perturbado com a criação de

um furo com condição de contorno de Dirichlet homogênea, principalmente após efetivamente

se ter criado furos.

O problema considerado pode ser observado na fig. 3.16, onde se tem um corpo submetido

a uma temperatura u = 0 em ΓD e à um fluxo de calor dado por uma função linear por

partes em ΓN com q1 = 1 e q2 = 2. Será considerada a condição de contorno de Dirichlet

homogênea na fronteira dos furos e devido à simetria periódica do problema, somente uma

parte, denotada por Ω, é considerada.

Neste caso, os furos podem ser interpretados como canais de resfriamento em um trocador

de calor. Então, é estimada a variação da energia quando os canais de resfriamento (furos

de raio ε) são centradas no ponto x∗ e na próxima etapa, em qualquer ponto sobre a linha

horizontal definida por a = 0.5, o que pode ser visto como uma restrição do problema.

GN

W

GD

. . .. . .

q
2q

1

x*

a

Figura 3.16: exemplo 2.

Os efeitos dos termos de primeira e segunda ordem nas aproximações assintóticas topológicas

são respectivamente apresentados nas fig. 3.17 e 3.18 para os domı́nios original e perturbado,

considerando ε ∈ {0.01, 0.02, 0.04, 0.08}. Dessas figuras, observa-se que o termo de correção

de segunda ordem desempenha um papel importante na análise. De fato, para ε = 0.04 e

ε = 0.08, enquanto o termo de correção de primeira ordem (f1(ε)DT ψ) sugere a criação de um

novo furo, este juntamente com termo de correção de segunda ordem (f1(ε)DT ψ+f2(ε)D
2
T ψ)
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sugere a expansão do canal de resfriamento.

(a) f1(0.01)DT ψ (b) f1(0.01)DT ψ + f2(0.01)D2
T ψ

(c) f1(0.02)DT ψ (d) f1(0.02)DT ψ + f2(0.02)D2
T ψ

(e) f1(0.04)DT ψ (f) f1(0.04)DT ψ + f2(0.04)D2
T ψ

(g) f1(0.08)DT ψ (h) f1(0.08)DT ψ + f2(0.08)D2
T ψ

Figura 3.17: expansão assintótica topológica no domı́nio original Ω.

72



(a) f1(0.01)DT ψ (b) f1(0.01)DT ψ + f2(0.01)D2
T ψ

(c) f1(0.02)DT ψ (d) f1(0.02)DT ψ + f2(0.02)D2
T ψ

(e) f1(0.04)DT ψ (f) f1(0.04)DT ψ + f2(0.04)D2
T ψ

(g) f1(0.08)DT ψ (h) f1(0.08)DT ψ + f2(0.08)D2
T ψ

Figura 3.18: expansão assintótica topológica no domı́nio perturbado Ωε.

Finalmente, é importante mencionar que, formalmente, as derivadas topológicas calcu-

ladas neste trabalho são válidas somente para pontos interiores do domı́nio. Assim, de acordo

com a observação 3.7, foi calculada a derivada topológica da primeira ordem definida para
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pontos interiores (∀x̂ ∈ Ω) e pontos da fronteira (∀x̂ ∈ ∂Hε) para ε = 0.08. A superposição

dos termos associados a correção de primeira ordem é apresentada na fig. 3.19, cujo resul-

tado está de acordo com o precedente, sugerindo que os canais de resfriamento devem ser

expandidos (vide em detalhe para ε = 0.04 na fig. 3.20).

Figura 3.19: superposição dos termos f1(0.08)DT ψ para x̂ ∈ Ω e x̂ ∈ ∂Bε.

Figura 3.20: detalhe do termo f1(0.04)DT ψ + f2(0.04)D2
T ψ na aproximação assintótica

topológica no domı́nio perturbado Ωε.

3.5 Comentários adicionais

Neste trabalho, foi aplicado o topological-shape sensitivity method para o cálculo das derivadas

topológicas de primeira e segunda ordem. Em particular, considerou-se a equação de Laplace

associada a um domı́nio bidimensional e a energia potencial total como função custo, analisando-

se as condições de contorno homogêneas de Neumann ou de Dirichlet na fronteira do furo ou

ainda a condição de salto da derivada normal na fronteira da inclusão. Finalmente, foram

apresentadas algumas experiências numéricas que evidenciaram a influência da derivada

topológica da segunda ordem na expansão assintótica topológica. Destes resultados, observou-

se que o termo de correção de segunda ordem desempenha um papel importante na análise,
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permitindo uma melhor estimativa para o tamanho dos furos e também uma melhor direção

de descida, do que a fornecida apenas pelo termo de correção dado pela derivada topológica

de primeira ordem. Convém ressaltar a importância dos resultados obtidos, não obstante as

aproximações adotadas.

As consequências das aproximações supracitadas podem ser evidenciadas através dos

seguintes problemas de Laplace definidos sobre o domı́nio Ωε = Ω\Hε, bidimensional, onde

Ω = {x ∈ R2 : ‖x‖ < a, a ∈ R}, Hε = {x ∈ R2 : ‖x‖ < ε, ε ∈ R} com ε < a e k = 1. De

modo análogo aos exemplos apresentados na seção 3.4, a função custo adotada é a energia

potencial total.

Exemplo 3.11 Considere-se o domı́nio Ω submetido a um fluxo de calor q̄ = − (cos θ + cos 2θ) .

A formulação do problema original é dada pela seguinte equação de Euler-Lagrange:





∆u = 0 em Ω

∂u
∂n

= cos θ + cos 2θ sobre ∂Ω
, (3.118)

e a função custo é dada por

ψ(Ω) = JΩ (u) =
1

2

∫

Ω

‖∇u‖2 dV +

∫

∂Ω

q̄udS . (3.119)

O problema dado pela eq. 3.118, apresenta solução exata que, em coordenadas polares e a

menos de uma constante aditiva arbitrária, é dada pela seguinte função:

u(r, θ) = r cos θ +
r2

2a
cos 2θ , (3.120)

a qual aplicada na eq. 3.119, fornece

ψ (Ω) = −3

4
πa2 . (3.121)

O problema no domı́nio perturbado Ωε = Ω\Hε, onde é prescrita a condição de contorno de
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Neumann homogênea sobre a fronteira do furo ∂Hε, tem a seguinte formulação:





∆uε = 0 em Ωε

∂uε

∂n
= 0 sobre ∂Hε

∂uε

∂n
= cos θ + cos 2θ sobre ∂Ω

, (3.122)

e, neste caso, a função custo é dada por

ψ(Ωε) = JΩε (uε) =
1

2

∫

Ωε

‖∇uε‖2 dV +

∫

∂Ω

q̄uεdS . (3.123)

De modo análogo ao problema definido sobre o domı́nio original, na configuração perturbada

(eq. 3.122) também se tem a solução exata, a menos de uma constante aditiva arbitrária,

dada pela função

uε(r, θ) =
a2

r

(
r2 + ε2

a2 − ε2

)
cos θ +

a3

2r2

(
r4 + ε4

a4 − ε4

)
cos 2θ , (3.124)

que considerada na eq. 3.123, apresenta como resultado

ψ (Ωε) = −π
a2

2

(
a2 + ε2

a2 − ε2
+

1

2

a4 + ε4

a4 − ε4

)
. (3.125)

Expandindo-se a eq.3.125 em potências de ε, obtém-se

ψ (Ωε) = −3

4
πa2 − πε2 − πε4 3

2a2
+ o

(
ε4

)
. (3.126)

Levando-se em conta a influência do termo associado a ũ (x) na expansão assintótica topológica,

tem-se

ψ (Ωε) ≈ ψ(Ω)− πε2 ‖∇u (x̂)‖2 + πε4

(
1

2
det∇∇u (x̂)−∇u (x̂) · ∇ũ (x̂)

)

= −3

4
πa2 − πε2 − πε4

(
1

2a2
+

1

a2

)
, (3.127)

que corrobora com a expansão em potências de ε da função custo, onde ũ(x) é a solução da
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eq. 3.71, que neste caso particular é dada por

ũ(r, θ) = − 1

a2
r cos θ ⇒ ∇u (x̂) · ∇ũ (x̂) = − 1

a2
. (3.128)

Por outro lado, desconsiderando-se a influência do termo associado a ũ (x) , obtém-se

ψ (Ωε) ≈ ψ(Ω)− πε2 ‖∇u (x̂)‖2 +
1

2
πε4 det∇∇u (x̂)

= −3

4
πa2 − πε2 − 1

2a2
πε4 . (3.129)

Em particular, para a = 1, tem-se que a aproximação topológica de primeira ordem é dada

por

ψ (Ωε) ≈ −3

4
π − πε2 , (3.130)

a de segunda ordem, desprezando-se o termo associado a ũ (x), por

ψ (Ωε) ≈ −3

4
π − πε2 − 1

2
πε4 , (3.131)

e, finalmente, considerando-se o termo associado a ũ (x), obtém-se

ψ (Ωε) ≈ −3

4
π − πε2 − 3

2
πε4 . (3.132)

Estes resultados são confrontados no gráfico da fig. 3.21, de onde se observa que a apro-

ximação associada apenas aos gradientes de mais altas ordens de u (eq. 3.131) fornece

uma estimativa melhor para a função custo do que a aproximação assintótica topológica de

primeira ordem (eq. 3.130), quando se considera furos de tamanho finito, resultado que cor-

robora com os obtidos pelos experimentos numéricos (vide seção 3.4). Observa-se ainda, que

a aproximação levando-se em conta o termo associado a ũ (eq.3.132), embora com um custo

computacional que torna proibitivo sua obtenção em casos mais gerais (∀x̂ ∈Ω), desempenha

um importante papel como fator de correção à medida que se considera maiores valores de

ε. Assim sendo, é natural utilizar a derivada topológica de primeira ordem na escolha dos
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pontos do domı́nio onde deve-se introduzir as perturbações e, em seguida, efetuar o cálculo

da derivada topológica de segunda ordem apenas para esses pontos em particular.

0.0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0.6 0 .7

-6 .0

-5 .0

-4 .0

-3 .0

-2 .0

Figura 3.21: aproximações assintóticas topológicas no domı́nio perturbado Ωε.

Exemplo 3.12 Neste caso, seja o domı́nio Ω submetido à uma temperatura prescrita u =

A + cos θ sobre sua fronteira ∂Ω. A formulação do problema original é dada em sua forma

forte pelo seguinte problema de valor de contorno:





∆u = 0 em Ω

u = A + cos θ sobre ∂Ω
, (3.133)

que apresenta solução exata em coordenadas polares, dada por

u(r, θ) = A +
r

a
cos θ . (3.134)

A função custo, neste caso, é definida

ψ(Ω) = JΩ (u) =
1

2

∫

Ω

‖∇u‖2 dV , (3.135)
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e pode ser diretamente calculada através da eq. 3.134, o que resulta

ψ(Ω) =
π

2
. (3.136)

A formulação no domı́nio perturbado Ωε = Ω\Hε, onde é prescrita a condição de contorno

de Dirichlet homogênea sobre a fronteira do furo ∂Hε, é dada pelo problema





∆uε = 0 em Ωε

uε = A + cos θ sobre ∂Ω

uε = 0 sobre ∂Hε

, (3.137)

que apresenta a seguinte solução exata

uε(r, θ) = A
log(r/ε)

log(a/ε)
+

a

r

r2 − ε2

a2 − ε2
cos θ . (3.138)

A função custo, na configuração perturbada, é dada por

ψ(Ωε) = JΩε (uε) =
1

2

∫

Ωε

‖∇uε‖2 dV , (3.139)

que considerada juntamente com a eq. 3.138, fornece o seguinte resultado:

ψ (Ωε) =
π

log(a/ε)
A2 +

π

2

a2 + ε2

a2 − ε2
, (3.140)

donde, segue-se que

DT ψ = A2, com f1(ε) =
π

log(a/ε)
, (3.141)

D2
T ψ =

1

a2
, com f2(ε) = πε2 . (3.142)

Fazendo-se a = 1 e A = 1, obtém-se as aproximações assintóticas topológicas de primeira e
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de segunda ordem, dadas respectivamente pelas seguintes equações:

ψ (Ωε) ≈π

2
− π

log ε
, (3.143)

ψ (Ωε) ≈π

2
− π

log ε
+ πε2 . (3.144)

Finalmente, os resultados são apresentados no gráfico da fig. 3.22. Neste caso particular,

onde foi adotado a = 1, a derivada topológica de segunda ordem constituiu um fator impor-

tante de correção. No entanto, em casos mais gerais, pode ser observado que a escolha de

um valor arbitrário para R (eq. 3.84) pode influenciar no peso da derivada topológica de

primeira ordem na expansão assintótica topológica, sugerindo que este parâmetro deva ser

ajustado a posteriori e para cada ponto do domı́nio.
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Figura 3.22: aproximações assintóticas topológicas no domı́nio perturbado Ωε.

80



Caṕıtulo 4

Conclusões

O presente estudo teve como objetivos principais a introdução do conceito de derivadas

topológicas de ordens superiores e o desenvolvimento de uma metodologia sistemática para

o seu cálculo baseda no topological-shape sensitivity method. A motivação deu-se, princi-

palmente, pela necessidade da aplicação correta dos conceitos da análise de sensibilidade

topológica em domı́nios com perturbações não suaves de tamanho finito; que é uma questão

fundamental em aplicações práticas, cuja diversidade e importância têm sido evidenciadas

nas diversas publicações apresentadas nesta área de pesquisa. Apresentam-se, neste caṕıtulo,

as contribuições do presente trabalho para a modelagem computacional e apontam-se alguns

posśıveis desenvolvimentos futuros.

4.1 Contribuições deste trabalho

Neste trabalho foi definido o conceito de derivada topológica de ordem superior e apresentada

uma metodologia para o seu cálculo, através de uma extensão natural do topological-shape

sensitivity method [47]. Assim sendo, foi demonstrado o teorema 2.6 que possilibilitou a

aplicação das técnicas clássicas da análise de sensibilidade à mudança de forma na obtenção

de derivadas topológicas de ordens superiores. Obteve-se, ainda, o correspondente de um dos

principais resultados da metodologia mencionada: a análise de sensibilidade topológica de

ordem superior resulta em uma integral definida sobre a fronteira da perturbação, o que além
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de possibilitar o cálculo numérico das derivadas topológicas em problemas mais complexos,

permite também o cálculo de termos com influências não locais na expansão.

No caṕıtulo 2 a metodologia proposta foi verificada no cálculo das derivadas topológicas

de primeira, segunda e terceira ordem em alguns problemas com solução exata. Inicialmente,

estudou-se a sensibilidade de um problema de reação-difusão em um domı́nio unidimensional

perturbado por uma inclusão que provocara um salto no coeficiente de reação. Posterior-

mente, a análise foi feita para o problema de uma membrana bidimensional perturbada

com uma mudança de forma que causara singularidades na fronteira. Os resultados obtidos

demonstraram que, de fato, as derivadas topológicas de ordens superiores desempenham um

papel que ganha cada vez mais importância na análise, à medida que se considera maiores

tamanhos para a perturbação.

No caṕıtulo 3 considerou-se a equação do Laplace associada a um domı́nio bidimensional

e a energia potencial total como função custo. Em seguida, estudou-se as sensibilidades

topológicas de primeira e segunda ordem considerando o domı́nio perturbado por um furo

circular com condições de contorno homogêneas de Neumann ou de Dirichlet, ou, ainda,

por uma inclusão circular de outro material com propriedades f́ısicas distintas do meio,

de onde se obtém, como condição natural, o salto da derivada normal sobre a fronteira da

perturbação. Como foi observado, o problema de furo com condição de Neumann homogênea

é o caso limite em que o coeficiente de condutividade térmica da inclusão tende a zero.

Além do mais, nestes dois últimos casos a derivada topológica de segunda ordem é dada

por dois termos: um deles dependente apenas do gradiente de segunda ordem da solução

da equação de estado associada ao domı́nio não perturbado e que, a exemplo da derivada

topológica de primeira ordem, pode ser determinado a priori para quaisquer pontos do

domı́nio; o outro, dependente implicitamente do ponto onde a perturbação é criada e da

influência da fronteira do domı́nio, o que torna proibitivo seu cálculo para todos os pontos

do domı́nio, devido ao alto custo computacional, mas que pode ser computado a posteriori em

determinado ponto (indicado pela análise de sensibilidade de primeira ordem, por exemplo),

através da solução de um simples problema auxiliar. Para a perturbação dada por furo com
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condição de Dirichlet homogênea, perturbação muito mais severa do que as consideradas

anteriormente, a derivada topológica de primeira ordem já é dependente de um parâmetro R

que varia de acordo com o ponto onde a perturbação é introduzida que, na literatura, tem sido

contornado cosiderando-se 1/ log (R/ε) ≈ −1/ log ε; no entanto, esta aproximação introduz

uma desproporcionalidade entre os termos da expansão assintótica topológica. Finalmente,

foram apresentadas algumas experiências numéricas que evidenciaram a influência (do termo

expĺıcito, nos casos de Neumman e inclusão) da derivada topológica da segunda ordem na

expansão assintótica topológica. Convém ressaltar a importância dos resultados obtidos, não

obstante as aproximações adotadas. De fato, verifica-se que o termo de correção de segunda

ordem desempenha um papel importante na análise, permitindo uma melhor estimativa para

o tamanho dos furos e também uma melhor direção de descida, do que as fornecidas apenas

pelo termo de correção dado pela derivada topológica de primeira ordem.

4.2 Problemas em aberto

Visando-se, sobretudo, explorar em aplicações práticas as informações associadas aos termos

de ordens superiores da expansão assintótica topológica conjuntamente com o de primeira

ordem. Em particular, elencam-se como alguns posśıveis novos desenvolvimentos:

• obter a análise topológica de segunda ordem nos problemas abordados para per-

turbações de forma arbitrária e em dimensões superiores;

• comparar as condições de otimalidade dadas apenas pela derivada topológica de primeira

ordem com as obtidas pelas derivadas topológicas de ordens superiores;

• calcular a expansão assintótica topológica de segunda ordem para problemas parabólicos

e hiperbólicos e em problemas mais complexos considerando funções custo e restrições

mais gerais;

• aplicar a metodologia em tela para problemas inversos de identificação através de

medidas obtidas na fronteira, observando-se que a derivada topológica de segunda

ordem é mais senśıvel e este tipo de informação;
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• Estudar a influência do termo de segunda ordem em problemas de elasticidade linear

em estado plano de tensões e deformações, elasticidade linear de placas de Kirchhoff e

ao problema p-Poisson, onde devido à aplicação do topologial-shape sensitivity method

já se tem determinado o tensor de Eshelby generalizado;

• analisar a influência dos termos de mais alta ordem da expansão assintótica topológica

nos parâmetros de determinação das curvas iniciais para a técnica de level sets, com

a finalidade de se obter algoritmos mais eficientes do que os apresentados no trabalho

de Amstutz & Andrä 2006 [4], por exemplo;

• observar a sensibilidade topológica de ordem superior no contexto de restauração e

segmentação de imagens.
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Apêndice A

Cálculo da Divergência do Tensor de

Eshelby

As presentes demonstrações podem ser obtidas diretamente através do cálculo de divΣε,

desde que se tenha a suficiente regularidade de uε. Assim sendo, com a finalidade de relaxar

estas exigências de regularidade, neste apêndice a demonstração será dada variacionalmente

através da aplicação das duas formas do teorema do transporte de Reynolds e utilizando-se

a relação entre as derivadas material e espacial,

u′ε = u̇ε −∇uε·v , (A.1)

que podem ser encontrados em Gurtin 1981 [31], por exemplo.

Proposição A.1 O tensor de Eshelby dado pela eq. 3.62 tem divergência nula.
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Prova. Aplicando-se a primeira forma do teorema do transporte de Reynolds, obtém-se

d

dε
JΩε(uε) =

1

2

∫

Ωε

‖∇uε‖2 divvdVε −
∫

Ωε

∇vT∇uε · ∇uεdVε

=
1

2

∫

Ωε

‖∇uε‖2 I · ∇vdVε −
∫

Ωε

(∇uε ⊗∇uε) · ∇vdVε

=

∫

Ωε

(
1

2
‖∇uε‖2 I− (∇uε ⊗∇uε)

)
· ∇vdVε

=

∫

Ωε

Σε · ∇vdVε

=

∫

Ωε

div
(
ΣT

ε v
)
dVε −

∫

Ωε

divΣε · vdVε ,

o teorema da divergência implica em

d

dε
JΩε(uε) =

∫

∂Ωε

ΣT
ε v · ndSε −

∫

Ωε

divΣε · vdVε

=

∫

∂Ωε

Σεn · vdSε −
∫

Ωε

divΣε · vdVε . (A.2)

Pela segunda forma do teorema do transporte de Reynolds:

d

dε
JΩε(uε) =

∫

Ωε

∇uε · ∇u′εdVε+
1

2

∫

∂Ωε

‖∇uε‖2 v · ndSε +

∫

ΓN

qu̇εdSε .

Utilizando (A.1), obtém-se

d

dε
JΩε(uε) =

∫

Ωε

∇uε · ∇u̇εdVε +

∫

ΓN

qu̇εdSε

+
1

2

∫

∂Ωε

‖∇uε‖2 v · ndSε −
∫

Ωε

∇uε · ∇ (∇uε·v) dVε .

Segue-se de (3.30) que ∫

Ωε

∇uε · ∇u̇εdVε +

∫

ΓN

qu̇εdSε = 0 ,
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assim,

d

dε
JΩε(uε) =

1

2

∫

∂Ωε

‖∇uε‖2 v · ndSε −
∫

Ωε

∇uε · ∇ (∇uε·v) dVε

=
1

2

∫

∂Ωε

‖∇uε‖2 v · ndSε −
∫

Ωε

div ((∇uε ⊗∇uε)v) dVε

+

∫

Ωε

(∇uε·v) ∆uεdVε ,

como ∆uε = 0, aplicando-se o teorema da divergência

d

dε
JΩε(uε) =

1

2

∫

∂Ωε

‖∇uε‖2 n · vdSε −
∫

∂Ωε

((∇uε ⊗∇uε)v) ·ndVε

=

∫

∂Ωε

(
1

2
‖∇uε‖2 I− (∇uε ⊗∇uε)

)
n · vdVε

=

∫

∂Ωε

Σεn · vdSε . (A.3)

De (A.2) e (A.3), segue-se imediatamente que

∫

Ωε

divΣε · vdVε = 0 ∀v , (A.4)

assim, tem-se que divΣε = 0.

Proposição A.2 O tensor de Eshelby dado por eq. 3.92 tem divergência nula sobre a matriz

Ω\Hε e sobre a inclusão Iε.

Prova. Segue-se como corolário da proposição acima.
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Apêndice B

Análise Assintótica

No presente apêndice são apresentados os desenvolvimentos assintóticos das soluções uε dos

problemas associados aos domı́nios topologicamente perturbados, considerando-se cada tipo

de perturbação estudada neste caṕıtulo: furos ou inclusões, ambos em forma de disco e onde

adota-se k = 1. Convém relembrar que uma das mais importantes consequências do topo-

logical shape-sensitivity method é que para o cálculo das derivadas topológicas basta obter a

estimativa da solução uε na fronteira da perturbação. Neste caṕıtulo, este fato fica eviden-

ciado pelas expressões dadas pelas eq. 3.68, 3.69, 3.96 e 3.97. As análises são consideradas

observando-se as formas fortes dos problemas em cada configuração. Em particular, o pro-

blema associado ao domı́nio original Ω (eq. 3.19) tem a seguinte formulação: encontre u, tal

que 



∆u = 0 em Ω

u = ϕ sobre ΓD

−∂u
∂n

= q̄ sobre ΓN

. (B.1)
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B.1 Condição de contorno de Neumann homogênea na

fronteira do furo

Neste caso, a equação de Euler-Lagrange associada ao problema 3.30 é dada por: encontre

uε, tal que 



∆uε = 0 em Ωε

uε = ϕ sobre ΓD

−∂uε

∂n
= q̄ sobre ΓN

∂uε

∂n
= 0 sobre ∂Hε

, (B.2)

e a diferença entre uε (x) e u (x) pode ser aproximada pela soma entre a solução de um

problema exterior, cuja solução apresenta decaimento a zero no infinito e pela solução de

um problema remanescente que corrige as discrepâncias introduzidas. Propõe-se, portanto,

a seguinte expansão assintótica:

uε (x) = u (x) + w (x/ε) + ũε (x) . (B.3)

Expandindo u (x) em série de Taylor em torno do ponto x̂ tem-se

u (x) = u (x̂) +∇u (x̂) · (x−x̂) +
1

2
∇∇u (x̂) (x−x̂) · (x−x̂) + D3u (ξ) (x−x̂)3 ,

onde ξ ∈ [x,x̂] é um ponto intermediário entre x e x̂. Assim, fazendo uma mudança de

variável y = x/ε e lembrando que (x−x̂) = −εn, a função w (y) é solução do problema

exterior dado por: encontre w, tal que





∆w = 0, em R2\H1

w → 0, quando ‖y‖ → ∞
∂w
∂n

= −ε∇u (x̂) · n + ε2∇∇u (x̂)n · n sobre ∂H1

, (B.4)
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que pode ser calculada explicitamente utilizando o método da separação de variáveis, o que

resulta em:

w (x/ε) =
ε2

‖x−x̂‖2∇u (x̂) · (x−x̂) +
ε4

2 ‖x−x̂‖4∇∇u (x̂) (x−x̂) · (x−x̂) . (B.5)

Além do mais, o termo remanescente ũε (x) é utilizado para corrigir a discrepância intro-

duzida pelo problema exterior w (x/ε) e pelo termo de terceira ordem da expansão em série

de Taylor da solução u (x). Sendo assim ũε (x) é solução do seguinte problema: encontre ũε,

tal que 



∆ũε = 0 em Ωε

ũε = −w sobre ΓD

∂euε

∂n
= −∂w

∂n
sobre ΓN

∂euε

∂n
= ε3D3u (ξ) (n)3 sobre ∂Hε

. (B.6)

Utilizando o mesmo procedimento, pode-se então propor a seguinte expansão assintótica

ũε (x) = ε2ũ (x) + w̃ (x/ε) + vε (x) , (B.7)

onde w̃ (x/ε) é solução de um novo problema exterior, ou seja: encontre w̃, tal que





∆w̃ = 0 em R2\H1

w̃ → 0 quando ‖y‖ → ∞
∂ ew
∂n

= −ε3∇ũ (x̂) · n sobre ∂H1

, (B.8)

que também tem solução expĺıcita, ou seja

w̃ (x/ε) =
ε4

‖x−x̂‖2∇ũ (x̂) · (x−x̂) . (B.9)

Introduzindo a notação,

g (x) =
1

‖x−x̂‖2∇u (x̂) · (x−x̂) e h (x) =
1

2 ‖x−x̂‖4∇∇u (x̂) (x−x̂) · (x−x̂) , (B.10)
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então

w (x/ε) = ε2g (x) + ε4h (x) . (B.11)

Assim, a função ũ (x) satisfaz o seguinte problema de valor no contorno: encontre ũ, tal que





∆ũ = 0 em Ω

ũ = −g sobre ΓD

−∂eu
∂n

= ∂g
∂n

sobre ΓN

(B.12)

e o termo remanescente vε (x) satisfaz: encontre vε, tal que





∆vε = 0 em Ωε

vε = −w̃ − ε4h sobre ΓD

∂vε

∂n
= −∂ ew

∂n
− ε4 ∂h

∂n
sobre ΓN

∂vε

∂n
= ε3

(
D3u (ξ) (n)3 −D2ũ (ζ) (n)2) sobre ∂Hε

, (B.13)

onde ζ ∈ [x,x̂] é um ponto intermediário entre x e x̂. Admitindo que u (x) é suficientemente

regular e levando em conta a linearidade do operador Laplaceano, obtém-se (Kozlov et al.

1999 [35])

|vε|H1(Ωε)
≤ Cε3 , (B.14)

com C independente de ε. Finalmente, tem-se a seguinte expansão assintótica

uε (x) = u (x) + w (x/ε) + ε2ũ (x) + w̃ (x/ε) + vε (x) . (B.15)

B.2 Condição de contorno de Dirichlet homogênea na

fronteira do furo

A técnica adotada na seção anterior não pode ser aplicada neste caso, pois a solução do

problema exterior com condição de contorno de Dirichlet não satisfaz, necessariamente, a

condição de decaimento a zero no infinito. Para contornar essa dificuldade, a equação de
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Euler-Lagrange associada ao problema na configuração perturbada, neste caso, é dada por:

encontre uε, tal que 



∆uε = 0 em Ωε

uε = ϕ sobre ΓD

−∂uε

∂n
= q̄ sobre ΓN

uε = 0 sobre ∂Hε

, (B.16)

que terá sua solução restringida à uma bola BR de raio R >> ε tal que Hε ⊂ BR ⊂ Ω.

Propõe-se, assim, a seguinte expansão sobre o domı́nio BR\Hε :

uε (x)|BR
= u (x) + vε (x) + w (x/ε) + ũε (x) , (B.17)

onde vε (x) é dada pela função

vε (x) = u (x̂)

[
1− log (‖x−x̂‖ /ε)

log (R/ε)

]
, (B.18)

cuja extensão sobre Ωε\BR, satisfazendo condição de contorno de Dirichlet homogênea sobre

∂Ω, é nula como consequência do prinćıpio do máximo. A função w (x/ε) é solução do

problema exterior que corrige a aproximação de segunda ordem da condição de contorno

sobre a fronteira do furo, dada por uma condição de Neumann e apresentando, portanto,

decaimento a zero no infinito. Assim, de modo inteiramente análogo à seção anterior, pode-se

enunciar o seguinte problema exterior: encontre w, tal que





∆w = 0 em R2\H1

w → 0 quando ‖y‖ → ∞
∂w
∂n

= −ε∇u (x̂) · n sobre ∂H1

, (B.19)

e consequentemente,

w (x) =
ε2

‖x−x̂‖2∇u (x̂) · (x−x̂) . (B.20)
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Portanto, pode-se escrever

uε (x) = u (x)− u (x̂)

[
log (‖x−x̂‖ /ε)

log (R/ε)
− 1

]
+

ε2

‖x−x̂‖2∇u (x̂) · (x−x̂) + ũε (x) . (B.21)

Para que a função ũε (x) corrija a discrepância provocada pelos termos prévios da expansão

tem-se: encontre ũε, tal que





∆ũε = 0 em Ωε

ũε = −w sobre ΓD

∂euε

∂n
= −∂w

∂n
sobre ΓN

ũε = −ε2D2u (ξ) (n)2 sobre ∂Hε

. (B.22)

Além do mais, admitindo que u (x) é suficiente regular e levando em conta a linearidade do

operador Laplaceano, obtém-se (Kozlov et al. 1999 [35])

|ũε|H1(Ωε)
≤ Cε2 , (B.23)

com C independente de ε.

B.3 Condição de salto da derivada normal na fronteira

da inclusão

Para o caso de uma perturbação dada por uma inclusão que causa uma descontinuidade

no coeficiente de condutividade térmica (eq. 3.29), a formulação variacional fornece como

condição natural um salto da derivada normal na fronteira da inclusão, como se observa na
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formulação forte para a solução do problema perturbado, ou seja: encontre uε, tal que





∆uε = 0 em Ωε

uε = ϕ sobre ΓD

−∂uε

∂n
= q̄ sobre ΓN

∂ue
ε

∂n
− δ ∂ui

ε

∂n
= 0 sobre ∂Iε

, (B.24)

onde ue
ε (x) e ui

ε (x) são, respectivamente, as restrições da solução na matriz e na inclusão.

Levando-se em conta este resultado e que de modo análogo ao caso estudado na seção B.1,

a solução w (x/ε) do problema exterior associado a ue
ε (x) apresenta decaimento a zero no

infinito, propõe-se a seguinte expansão assintótica

uε (x) = u (x) + w (x/ε) + ũε (x) , (B.25)

onde w (y), com y = x/ε, é solução do problema dado por: encontre w, tal que





∆we = 0 em R2\I1

∆wi = 0 em I1

w cont́ınua sobre ∂I1

w → 0 quando ‖y‖ → ∞
∂we

∂n
− δ ∂wi

∂n
= (δ − 1) (ε∇u (x̂) · n + ε2∇∇u (x̂)n · n) sobre ∂I1

, (B.26)

que, de fato, tem sua existência e unicidade demonstrada em Folland 1976 [23]. Em parti-

cular, obtém-se:

we (x/ε) =
1− δ

1 + δ

(
ε2

‖x−x̂‖2∇u (x̂) · (x−x̂) +
ε4

2 ‖x−x̂‖4∇∇u (x̂) (x−x̂) · (x−x̂)

)
,(B.27)

wi (x/ε) =
1− δ

1 + δ

(
∇u (x̂) · (x−x̂) +

1

2
∇∇u (x̂) (x−x̂) · (x−x̂)

)
. (B.28)
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Finalmente, o termo remanescente ũε (x) deve ser solução do seguinte problema: encontre

ũε, tal que 



∆ũε = 0 em Ωε

ũε = −w sobre ΓD

∂euε

∂n
= −∂w

∂n
sobre ΓN

∂eue
ε

∂n
− δ ∂eui

ε

∂n
= ε3(δ − 1)D3u (ξ) (n)3 sobre ∂Iε

, (B.29)

onde ζ é um ponto intermediário entre x e x̂. Utilizando o mesmo procedimento, pode-se

então propor a seguinte expansão assintótica

ũε (x) = ε2ũ (x) + w̃ (x/ε) + vε (x) , (B.30)

onde w̃ (x/ε) é solução do seguinte problema exterior: encontre w̃, tal que





∆w̃e = 0 em R2\I1

∆w̃i = 0 em I1

w̃ cont́ınua sobre ∂I1

w̃ → 0 quando ‖y‖ → ∞
∂ ewe

∂n
− δ ∂ ewi

∂n
= ε3(δ − 1)∇ũ (x̂) · n sobre ∂I1

, (B.31)

que também tem solução expĺıcita, ou seja

w̃e (x/ε) =
1− δ

1 + δ

ε4

‖x−x̂‖2∇ũ (x̂) · (x−x̂) , (B.32)

w̃i (x/ε) =
1− δ

1 + δ
∇ũ (x̂) · (x−x̂) . (B.33)

Introduzindo a notação,

g (x) =
1− δ

1 + δ

1

‖x−x̂‖2∇u (x̂) · (x−x̂) e h (x) =
1

2

(
1− δ

1 + δ

)
1

‖x−x̂‖4∇∇u (x̂) (x−x̂) · (x−x̂) ,

(B.34)

então

we (x/ε) = ε2g (x) + ε4h (x) . (B.35)
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Assim, a função ũ (x) satisfaz o seguinte problema de valor no contorno: encontre ũ, tal que





∆ũ = 0 em Ω

ũ = −g sobre ΓD

−∂eu
∂n

= ∂g
∂n

sobre ΓN

(B.36)

e o termo remanescente vε (x) satisfaz: encontre vε, tal que





∆vε = 0 em Ωε

vε = −w̃ − ε4h sobre ΓD

∂vε

∂n
= −∂ ew

∂n
− ε4 ∂h

∂n
sobre ΓN

∂eve
ε

∂n
− δ ∂evi

ε

∂n
= ε3(δ − 1)

(
D3u (ξ) (n)3 −D2ũ (ζ) (n)2) sobre ∂Iε

, (B.37)

onde ζ ∈ [x,x̂] é um ponto intermediário entre x e x̂. Procedendo de modo inteiramente

análogo às seções anteriores, observa-se que (Kozlov et al. 1999 [35])

|vε|H1(Ωε)
≤ Cε3 , (B.38)

com C independente de ε. Finalmente, tem-se a seguinte expansão assintótica

uε (x) = u (x) + w (x/ε) + ε2ũ (x) + w̃ (x/ε) + vε (x) . (B.39)
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de Mathématiques Pures et Appliquées. 85(4):540–557, 2006.

[7] D. Auroux, M. Masmoudi & L. Belaid. Image restoration and classification by topologi-

cal asymptotic expansion. Variational Formulations in Mechanics: Theory and Appli-

cations - CIMNE, Barcelona, Spain 2006.

[8] L.J. Belaid, M. Jaoua, M. Masmoudi & L. Siala. Application of the topological gradient

to image restoration and edge detection. A ser publicado no Engineering Analysis with

Boundary Element Journal, 2007.

97



[9] M. P. Bendsøe. Optimal shape design as a material distribution problem. Structure

Optimization. 1:193–202, 1989.

[10] M. P. Bendsøe & N. Kikuchi. Generating optimal topologies in structural design using

an homogenization method. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering.

71:197–224, 1988.

[11] M. Bonnet. Topological sensitivity for 3D elastodynamic and acoustic inverse scattering

in the time domain. Comp. Meth. in Appl. Mech. Engng. 195:5239–5254, 2006.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
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Baixar livros de Matemática
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Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
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Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
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