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FORMULAÇÕES CONVEXAS PARA PROBLEMAS DE CONTROLE 

2H − ROBUSTO RELATIVO A PERTURBAÇÕES NÃO-PARAMÉTRICAS 

 

Emerson Souza Freire 

 

Dezembro / 2006 

 

Orientador: Gilberto Oliveira Correa 

 

Modelagem Computacional 

 

Neste trabalho são estudados problemas de controle correspondentes à análise de 

desempenho e síntese de controladores para bom desempenho no sentido da norma 2H  

de sistemas sujeitos a perturbações não-paramétricas e limitadas na norma H∞ . 

Inicialmente é considerado o problema de análise de desempenho de um dado 

controlador que assegure a estabilidade de um sistema sujeito a estas perturbações. O 

índice de desempenho utilizado é o chamado “pior-caso” 2H . Dada a dificuldade de 

resolução do correspondente problema não-convexo 2 /H H∞ , são formulados 

problemas de otimização convexa em espaços de funções cujas soluções são limitantes 

superiores para o “pior-caso” 2H . A seguir, mostra-se que quando as variáveis de 

decisão são confinadas a subespaços de dimensão finita, estes problemas podem ser 

formulados em termos de problemas de otimização linear em espaços euclidianos com 

restrições definidas por desigualdades matriciais lineares (LMI’s). Com base nos 
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limitantes obtidos, podem ser formulados procedimentos de síntese de controladores, 

que consistem essencialmente em procedimentos do tipo “D-K iteration” para 

problemas de minimização com respeito a multiplicadores e controladores robustamente 

estabilizantes. Utilizando a parametrização de Youla destes controladores, mostra-se 

que, para um dado conjunto de multiplicadores, quando o parâmetro de Youla é 

confinado a um subespaço de dimensão finita, as formulações para síntese também são 

equivalentes a problemas de otimização linear em espaços euclidianos, com restrições 

definidas por LMI’s. Em ambos os casos (análise e síntese) são sugeridos heurísticas 

para a modificação iterativa dos subespaços aos quais as variáveis de decisão serão 

confinadas. A mesma metodologia utilizada para os problemas de controle robusto aqui 

considerados, pode ser aplicada a problemas de filtragem robusta. Neste caso, devido ao 

fato de se tratar de sistemas em malha aberta, não há necessidade de procedimentos do 

tipo “D-K iteration”.  
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Abstract of the Thesis presented to MCT/LNCC as a partial fulfllment of the 

requirements for the degree of Doctor os Science (D. Sc.) 

 

CONVEX FORMULARIZATIONS FOR ROBUST 2H  CONTROL PROBLEMS 
RELATIVE TO NON-PARAMETRIC PERTURBATIONS 

 

Emerson Souza Freire 

 

Dezembro / 2006 

 

Adivisor : Gilberto Oliveira Correa 

 

Computational Modeling 

 

In this work, performance analysis and control synthesis for good 2H − performance are 

studied for systems subject to non-parametric perturbations which satisfy a prescribed 

H∞ − norm bound. First, the performance analysis problem is considered for a given 

controller that ensures robust stability in presence of such perturbations.. The 

performance index used is the so-called “worst-case 2H ” index. Due to  the  the 

character of the correspondent non-convex 2 /H H∞  problem, convex optimization 

problems  in function spaces are formulated  whose solutions are upper bounds on the 

worst-case 2H  index. Next, it is shown that when the decision variables are confined to 

finite dimensional subspaces, these problems can be formulated in terms of linear 

optimization problems in euclidean spaces with constraints defined by linear matrix 

inequalities (LMI’s). On the basis of the upper bounds obtained, procedures for 

controller synthesis can be formulated, which consist of a D-K iteration procedure for 
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minimization problems with respect to multipliers and robust satabilizing controllers. 

Using the Youla parametrization of these controllers, for a given set of multipliers it is 

shown that when the Youla parameter is confined to finite dimensional subspace, the 

synthesis formulations are equivalent to linear optimization problems in euclidean 

spaces with constraints defined by LMIs. In both the cases (analysis and synthesis) 

heuristics to iterative modify the confining subspaces are suggested. An approach 

analogous to the one robust problems was applied to robust filtering problems leading to 

similar results. It is worth noting that in this case, due to the fact that only open-loop 

systems are involved, the correspondent synthesis procedures do not require D-K 

itearation.. 
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Capítulo 1 

 

 

Introdução 

 

 

 Os sistemas de controle por realimentação têm por motivação principal 

assegurar padrões satisfatórios de funcionamento face a várias circunstancias adversas, 

referidas genericamente como “incertezas”, tais como a ação de sinais externos de 

distúrbio sobre o sistema em questão e a variação das características dinâmicas do 

mesmo. Ademais, embora o projeto de tais sistemas de controle faça uso de modelos 

matemáticos dos sistemas a serem controlados, estes modelos são sempre descrições 

imprecisas do sistema em questão. 

 Assim sendo, uma ampla gama de conceitos, formulações e técnicas relevantes 

para o projeto de sistemas de controle por realimentação tem sido desenvolvidas sob a 

denominação genérica de controle robusto ( Doyle et al, 1992; Zhou et al, 1996; 

Dullerud, 2000). 
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 Um dos elementos fundamentais desta teoria é o tratamento dos possíveis efeitos 

das imprecisões nos modelos utilizados. Uma forma de representação destes erros de 

modelagem (no contexto de sistemas de controle por realimentação) que passou a ser 

amplamente utilizada a partir da década de 80 (Doyle,1982) é a chamada perturbação 

em realimentação (“feedback perturbation”) sobre um modelo nominal. As vantagens de 

tal forma de representação vem do fato de que a perturbação em realimentação pode ser 

vista como uma generalização de outras formas de perturbação (como perturbação 

aditiva, perturbação multiplicativa e perturbação em fatores coprimos de funções de 

transferência), e também permitir lidar com sistemas sujeitos a distintas (e simultâneas) 

formas de perturbação (Zhou et al, 1996).  

 Em uma outra vertente, centrada em modelos paramétricos, os erros de 

modelagem têm sido caracterizados por meio de regiões de incerteza associadas aos 

parâmetros em questão.( ver por exemplo, Feron et al 1996; Gahinet et al 1996 e suas 

referências). 

Por outro lado, em várias situações, o desempenho relativo à atenuação de sinais 

de perturbação de um sistema em malha fechada é o principal aspecto a ser considerado 

no projeto de um sistema de controle. Freqüentemente, no âmbito de sistemas lineares 

invariantes no tempo (sistemas LTI), este aspecto pode ser  adequadamente quantificado 

por meio da norma 2H  ponderada de uma função de transferência(de modo que melhor 

desempenho corresponda a menores normas), dando origem a problemas de controle 

ótimo quadrático como os tratados por Youla & Bongiorno (1985) e Doyle et al (1989) 

(ver também Dullerud & Paganini, 2000; Saberi et al 1995 e suas referências). 

Devido aos possíveis erros de modelagem, é natural adicionar ao objetivo de 

atenuar sinais de distúrbio o de assegurar a estabilidade do sistema de controle em 

malha fechada face a perturbações na função de transferência nominal (estabilidade 
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robusta). Os problemas de estabilidade robusta deram origem a uma ampla literatura 

sobre os problemas de controle H∞  ( ver Francis ,1987; Zhou & Khargonekar, 1987; 

Doyle et al,1989 e suas referências). 

 A necessidade de determinar controladores que assegurem boas performance 

2H  de um sistema em malha fechada, ao mesmo tempo em que se tenha um pré-

especificado nível de robustez da estabilidade, motiva o estudo dos (assim chamados) 

problemas de controle misto 2 /H H∞ .  Esse tipo de problema foi primeiramente 

estudado por Bernstein & Haddad (1989), onde foi considerado o caso em que o sinal de 

entrada correspondente a performance 2H  é o mesmo correspondente a restrição H∞ , e 

o custo 2H  é substituído por um limitante superior definido a partir de restrição H∞  . A 

solução para este tipo particular de problema é conhecida e pode ser caracterizada por 

condições de otimalidade na forma de equações de Riccati acopladas (Bernstein & 

Haddad,1989; Doyle et al, 1989; Nikoukhah & Delebecque, 1992; Zhou et al, 1994). 

Este problema também pode ser formulado como um problema de otimização convexa 

conforme demonstrado por Khargonekar & Rotea (1991). 

Um passo adicional, no sentido de assegurar bom desempenho 2H  em presença 

de perturbações , é o de considerar como índice de desempenho de sistemas sujeitos a 

perturbações o chamado “pior-caso” (isto é, maior) das normas 2H  ponderadas das 

funções de transferências correspondentes a um conjunto de perturbações. Quando as 

perturbações em questão são caracterizadas  por funções de transferência com limitação 

na norma H∞  , determinar o “pior-caso” 2H  de sistemas sujeitos a perturbações com 

um dado controlador estabilizante envolve solucionar um problema de otimização não-

convexo 2 /H H∞ . Como tais problemas são de difícil resolução, surge a motivação para 
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se formular problemas de resolução mais simples, cujas soluções sejam limitantes 

superiores do “pior-caso” 2H  . 

 De fato, a substituição do critério de desempenho “pior-caso” 2H  por limitantes 

superiores de obtenção mais simples é uma característica comum aos trabalhos de 

Stoorvogel (1993), Toivonen & Pensar (1995), Feron (1997), Paganini (1999), Paganini 

& Feron (2000), nos quais são também consideradas perturbações em realimentação. 

 Stoorvogel (1993) e Paganini & Feron (2000) consideram perturbações em 

realimentação (não-estruturadas na primeira e estruturadas na segunda referência) que 

consistem de operadores limitados (no sentido da norma induzida 2L ) cujas normas não 

excedem um valor máximo. Note-se que os operadores de perturbação podem ser não – 

lineares e / ou variantes no tempo. Limitantes superiores do “pior-caso” 2H  são então 

obtidos através de dois passos conceituais: i) primeiramente troca-se o operador de 

perturbação por sinais de perturbação, sobre os quais se impõem restrições que são 

conseqüências lógicas das limitações em norma impostas originalmente aos operadores 

de perturbação; ii) em seguida, uma técnica de relaxação lagrangeana é aplicada, de 

maneira que a maximização do índice de performance sobre o novo conjunto de 

variáveis é trocado pela minimização (com respeito aos multiplicadores) do funcional 

dual lagrangeano, obtendo-se dessa forma um problema convexo. 

Toivonen & Pensar (1995) consideram perturbações em realimentação, não- 

estruturadas, caracterizadas por funções de transferência limitadas na norma H∞  e 

Feron (1997) considera perturbações lineares  invariantes no tempo e passivas (ao invés 

de limitados em norma). Em ambas as referências, limitantes superiores do “pior-caso” 

2H  são obtidos através de dois passos muito similares aos encontrados em Stoorvogel 

(1993) e Paganini & Feron (2000). 



 5

Como alternativa à relaxação lagrangeana citada acima, Paganini (1999) 

considera perturbações estruturadas caracterizadas por funções de transferência 

limitadas na norma ,H∞  e utilizando técnicas correspondentes à chamada “S-

Procedure”, é obtido um limitante superior do “pior-caso” 2H  que consiste na 

minimização de um funcional linear sujeito à uma família infinita de restrições definidas 

por desigualdades matriciais lineares (LMI.), uma para cada freqüência. 

Cabe também observar que problemas relativos a performance 2H  face a 

incerteza paramétrica têm recebido ampla atenção na literatura especializada ( ver Fan 

et al, 1991; Young, 1993; How, 1993; Banjerdpongchai & How, 1998; e suas 

referências).  

Neste trabalho, considera-se o modelo de perturbações em realimentação, com as 

perturbações (estruturadas) caracterizadas por funções de transferência estáveis, cujas 

normas H∞  não ultrapassem um valor pré-especificado, e são consideradas três 

diferentes formulações de problemas convexos cujos valores ótimos definem limitantes 

superiores para o “pior-caso” 2H : a primeira baseada nos dois passos encontrados em 

Stoorvogel (1993), Paganini & Feron (2000), Toivonen & Pensar (1995) e Feron 

(1997), a segunda baseada em “S-Procedure” e a terceira baseada em operações 

elementares de tranformações lineares fracionárias (LFT). Essas formulações são 

descritas em linhas gerais a seguir: 

 

(I) Inicialmente, faz-se uma mudança de variável para eliminar a não-

linearidade das funções de transferência do sistema em malha fechada 

com relação à variável de perturbação. Em seguida, o conjunto 

factível do problema original é trocado por um outro que o contém 

(como subconjunto) e que corresponde a uma restrição mais tratável. 
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Finalmente, uma técnica de relaxação lagrangeana é aplicada, no 

sentido de trocar a maximização da norma ponderada 2H  pela 

minimização (com respeito aos multiplicadores) do funcional dual 

lagrangeano correspondente. 

 

(II) Após a linearização e mudança de conjunto factível descritos em (I), 

como alternativa à relaxação lagrangeana para obtenção de limitantes 

superiores para o “pior-caso” 2H  de um dado controlador 

estabilizante, é usada a técnica chamada “S- Procedure” (Boyd et al 

1994). 

 

(III) A terceira formulação (aplicável somente à perturbações não-

estruturadas) consiste em usar uma transformação linear fracionária  

para definir uma mudança de variável linearizante que já resulte em 

uma restrição afim na nova variável de perturbação (o que não ocorre 

na mudança de variável feita em (I)). 

 

A maneira como a formulação (I) é apresentada nesta tese está diretamente 

relacionada com a dedução feita em Correa & Sales (2005) para perturbações não-

estruturadas nos fatores coprimos normalizados e Toivonen & Pensar (1995) para 

perturbações não-estruturadas em realimentação. Neste trabalho, a formulação (I) é feita 

para perturbações estruturadas no contexto de perturbações em realimentação. O 

resultado obtido é equivalente ao obtido por Paganini & Feron (2000) no contexto de 

sinais de perturbação. 
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A formulação (II) utiliza a “S-Procedure” para perturbações caracterizadas por 

funções de transferências o que leva a um limitante superior análogo ao obtido por 

Paganini (1999) e Paganini & Feron (2000). 

Na formulação (III), a não-linearidade do problema de avaliação de desempenho 

é eliminada com base em uma outra mudança de variável e um resultado sobre LFT’s 

que dão origem a um limitante potencialmente menos conservador. 

Uma característica comum aos limitantes gerados pelas formulações (I), (II) e 

(III) é que a determinação desses limitantes envolve otimização em espaços de funções. 

A dificuldade de se lidar com tais espaços em toda a sua generalidade tem gerado na 

literatura diferentes versões do problema de otimização nos quais os multiplicadores são 

confinados a subespaços de dimensão finita pré-especificados. 

Com relação à formulação (I), em que a otimização  consiste na minimização do 

funcional dual com relação aos multiplicadores de Lagrange, Feron (1997) (para 

perturbações passivas) e Correa & Sales (2005) (para perturbações em fatores coprimos 

normalizados) consideram classes de multiplicadores linearmente  parametrizados, cuja 

grande motivação vem do fato de que minimizar o funcional dual com relação a tais 

multiplicadores é equivalente a encontrar o valor ótimo de um problema de otimização 

no espaço euclidiano com restrição LMI. Stoorvogel (1993) considera o caso mais 

simples, chamado de “multiplicadores constantes”, que consiste em tomar o ínfimo do 

funcional dual sobre o conjunto de números reais positivos. Tal abordagem permite um 

procedimento mais simples para o correspondente problema de síntese de controlador. 

Em uma vertente distinta, considerando, em espaços de dimensão finita, subconjuntos 

de multiplicadores que não são subespaços, Toivonen & Pensar (1995) consideram 

classes de multiplicadores definidos por equações de estado de uma dada ordem e 
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sugerem que o funcional dual deve ser minimizado com respeito aos parâmetros das 

realizações correspondentes (o que envolve problemas não-convexos). 

Neste trabalho, mostra-se que  a equivalência entre a minimização do funcional 

dual lagrangeano sobre uma classe de  multiplicadores lineares e um problema de 

otimização linear no espaço euclidiano com restrição LMI, se estende naturalmente para 

o caso de perturbações estruturadas e limitadas na norma H∞ . 

Surge, então, a questão relacionada à escolha do subespaço de dimensão finita 

pré-especificada, ou equivalentemente a escolha da “dinâmica fixa” que determina a 

classe linear de multiplicadores a ser considerada.  

Em Correa & Sales (2005) (onde são consideradas perturbações não-

estruturadas) busca-se explorar a classe de multiplicadores racionais em sua 

generalidade através de métodos iterativos, operando em espaços de funções. Para este 

fim, é apresentada uma caracterização de direções descendentes factíveis (com respeito 

ao funcional dual lagrangeano) no espaço de funções reais racionais e não negativas, a 

partir de um dado multiplicador (não-ótimo). Dessa forma, multiplicadores dinâmicos 

são iterativamente gerados, de maneira a se obter uma seqüência decrescente de 

limitantes superiores para “pior-caso” 2H , que consiste na aplicação do funcional dual 

em cada um dos multiplicadores assim gerados. Em cada passo desse processo, a 

dinâmica corrente pode então ser usada para determinar uma classe linear de 

multiplicadores sobre a qual pode se minimizar globalmente o funcional dual.  

Quando perturbações estruturadas são consideradas, a caracterização de direções 

descendentes para o funcional dual pode ser feita de forma análoga ao caso não-

estruturado. As questões relativas à caracterização de direções factíveis são, contudo, 

mais intricadas. Assim sendo, uma heurística para escolha iterativa de classes lineares 

(apresentada na seção 3.4 do capitulo 3) baseada em direções descendentes 
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aproximadamente alinhadas com o “gradiente” do funcional dual, tomadas a partir de 

pontos interiores do conjunto factível, surge como alternativa à escolha arbitrária das 

classes lineares. 

Com relação à formulação (II), Paganini (1999) e Paganini & Feron (2000) 

discutem os aspectos computacionais para se lidar com as infinitas restrições LMI´s e 

sugere duas versões para o problema, de resolução mais  simples, quais sejam: 

 

(a) Usar uma grade de freqüências; 

 

(b) Restringir as variáveis de decisão a subespaços de dimensão finita    

     pré-especificados.          

   

Como observado em Paganini (1999) e m Paganini & Feron (2000) os 

problemas de otimização correspondentes a (a) e (b) podem ser  resolvidos por 

eficientes métodos de LMI descritos em Boyd et al (1994). Em particular, o 

procedimento descrito em (b) reduz a restrição do problema equivalente a uma única 

LMI. Isso é mostrado com detalhes neste trabalho. 

Com relação ao funcional dual da relaxação lagrangeana da formulação (III), 

também são consideradas classes lineares de multiplicadores, com a diferença de que os 

multiplicadores desta formulação são funções matriciais. 

 Dadas as dificuldades existentes na avaliação do “pior-caso” 2H , a síntese de 

controladores com vistas ao bom desempenho 2H -robusto deve ser feita com base em 

limitantes superiores para aquele índice de desempenho, de modo que, a cada limitante 

corresponde, de fato, um procedimento de síntese. 
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 Essa idéia está presente nos trabalhos de Storvogel (1993) (utilizando o primeiro 

limitante com multiplicadores constantes) e Yang  et al (2000) (utilizando 

multiplicadores de Popov), onde procedimentos de síntese são propostos com base nos 

limitantes superiores do “pior-caso” 2H  para sistemas sujeitos a perturbações não-

paramétricas. Neste trabalho, de maneira semelhante a estas referências, a cada limitante 

do índice de desempenho “pior-caso” 2H  deduzido com base em problemas de 

otimização convexa corresponde um procedimento de síntese. 

 Considerando inicialmente, o limitante superior do “pior-caso” 2H  dado pela 

formulação (I), isto é, por meio da minimização do funcional dual, note-se que  a síntese 

de controladores neste caso, baseia-se na minimização conjunta do funcional dual sobre 

os controladores e os multiplicadores considerados. 

Ainda que se faça uso da parametrização de Youla para controladores estabili-

zantes (Nett, 1986) a fim de tornar as funções de transferência do sistema em malha 

fechada afins na variável de decisão (parâmetro de Youla), o funcional dual lagrangeano 

contém produtos de termos afins no parâmetro de Youla e no multiplicador, o que torna 

muito difícil a minimização conjunta em questão. Entretanto, o funcional dual é 

convexo em cada uma destas “variáveis de decisão” quando a outra é mantida constante, 

o que sugere a utilização de procedimentos do tipo “D-K iteration” nos quais em cada 

passo tenta-se, alternadamente, minimizar o funcional dual em relação a uma das 

variáveis de decisão enquanto a outra é mantida inalterada. 

Analogamente ao caso dos multiplicadores, será mostrado que quando o 

parâmetro de Youla é confinado a um espaço de dimensão finita pré-especificado, a 

minimização do funcional dual sobre o mesmo para um dado multiplicador é 

equivalente a um problema de otimização linear no espaço euclidiano com restrição 

LMI. 
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 Observações similares aplicam-se à síntese de controladores com base no 

limitante obtido por meio da formulação (II). 

 No caso da formulação (III) a melhoria potencial na qualidade dos limitantes 

correspondentes é obtida à custa de uma dependência mais intrincada entre o funcional 

lagrangeano e o parâmetro de Youla que tornam as observações acima referentes à  

síntese inaplicáveis a este caso. 

 Questões de robustez também são relevantes em problemas de filtragem pelo 

mesmo motivo expostos para Controle Robusto, qual seja, a existência de incertezas na 

formulação de modelos matemáticos para descrição de um sistema físico. 

Com relação a erros de modelagem caracterizados por incertezas paramétricas, 

existe uma ampla literatura dedica ao estudo do assim chamado problema de filtragem 

2H −  robusto. Aproximações por equações diferenciais de Riccati foram propostas para 

sistemas lineares sujeitos a erros limitados em norma nos parâmetros das equações de 

estado em Peterson & McFarlane (1991), Peterson & McFarlane (1994), Bolzern et 

al(1994) e Shaked & Souza (1995), enquanto incertezas politópicas foram tratadas 

recentemente em Souza & Trofino (2000) e Geromel (1999) com metodologias 

baseadas em LMI. Um método baseado em funções de Lyapunov é apresentado em 

Karina et al (2005) para parâmetros pertencentes um pré-especificado domínio poliedral 

convexo limitado. 

No domínio da frequência, uma forma natural de levar em conta os erros de 

modelagem é considerar incertezas nas densidades espectrais do sinal e do ruído, as 

quais podem ser quaisquer elementos pertencentes a uma classe pré-especificada. 

 Para problemas de estimação escalar, encontram-se definidas em Kassam & 

Poor (1985) uma variedade de classes convexas de densidades espectrais para as quais o 

problema de filtragem robusta é resolvido através da maximização de um funcional 
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côncavo definido sobre essas classes, e da determinação do filtro de Wiener 

correspondente ao par (sinal e ruído) de espectros maximizantes (mais detalhes também 

podem ser encontrados em Poor ,1984). 

 Para problemas de estimação de sinais vetoriais, Chen & Kassam (1983) e 

Darragh & Looze (1984) consideram classes especiais de densidades espectrais de 

modo a tornar possível estabelecer uma equivalência entre o caso vetorial e o escalar. 

Finalmente, uma descrição estocástica de incertezas é considerada em Ohrn et al 

(1995), onde os erros de modelagem são parametrizados por polinômios, cujos 

coeficientes são variáveis aleatórias com covariâncias conhecidas. 

Neste trabalho, será examinado o caso em que a caracterização de incertezas 

(não-paramétricas) no sinal e ruído de um sistema é feita considerando-se conjuntos de 

fatores espectrais para as densidades espectrais envolvidas. Usando-se relaxação 

lagrangeana, é possível chegar a formulações para o problema de análise de 

desempenho robusto de um dado filtro e síntese de filtro para bom desempenho 

análogas às formulações apresentadas nesta tese para Controle Robusto. 

Serão apresentados a seguir, de maneira informal, os temas específicos 

analisados nos próximos capítulos, destacando-se nas correspondentes seções, as 

proposições e resultados (identificados individualmente) que constituem as 

contribuições da Tese. 

No capítulo 2 é introduzido o modelo de perturbações em realimentação. São 

definidas as classes de perturbações a serem consideradas, isto é, perturbações 

estruturadas em realimentação caracterizadas por funções de transferências limitadas na 

norma H∞ , e é feita a caracterização formal do “pior-caso” 2H  de um dado sistema 

sujeito a tais perturbações com um dado controlador estabilizante. A seguir, são 

deduzidos limitantes superiores para o “pior-caso” 2H  a partir das formulações (I), (II) 
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e (III) descritas nesta introdução, as quais são tratadas respectivamente nas seções (2.4), 

(2.5) e (2.6) do capítulo 2. Como foi mencionado anteriormente, o limitante obtido com 

a formulação (I) é equivalente ao obtido por Paganini & Feron (2000) no contexto de 

sinais de perturbação. Esse fato também é mostrado no capitulo 2, seção 2.7. Destaca-se 

na seção 2.6 a apresentação de um novo limitante para “pior-caso” 2H  de um dado 

controlador, cuja dedução baseia-se em operações elementares de LFT ainda não 

exploradas para fins de análise de performance robusta. 

No capitulo 3, com relação à formulação (I) mostra-se a equivalência entre a 

minimização do funcional dual lagrangeano com relação a multiplicadores pertencentes 

a classes lineares e um problema de otimização linear no espaço euclidiano com 

restrição LMI para o caso de perturbações estruturadas(seção 3.3, Proposição 3.3.2). A 

caracterização de direções descendentes baseada para o funcional dual é apresentada 

como base para a escolha heurística de tais classes lineares(seção 3.4). Com relação à 

formulação (II), mostra-se como a família de restrições LMI’s obtida pode ser reduzida 

a uma única LMI a partir do confinamento das variáveis de decisão em subespaços de 

dimensão finita. (seção 3.5, Proposição 3.5.3). Por outro lado, a caracterização de 

direções descendentes baseada unicamente no “gradiente” do funcional de custo 

correspondente mostra-se insuficiente para a escolha desses subespaços, de modo que 

direções descendentes e factíveis serão caracterizadas com base em heurísticas obtidas 

ao se substituir (localmente) as condições LMI por condições quadráticas suficientes 

associadas com o (assim chamado) Elipsóide de Dynkin (Nemirovski & Gahinet, 1997). 

Esse desenvolvimento encontra-se na seção 3.7. A estratégia de usar classes lineares de 

multiplicadores também é adotada para os multiplicadores matriciais, correspondentes 

ao problema de otimização dado pela formulação (III), e o procedimento para resolver o 

correspondente problema truncado torna-se formalmente análogo ao procedimento para 
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resolver o problema truncado da formulação (I), no que diz respeito a mostrar a 

equivalência com um problema de otimização no espaço euclidiano sujeito a uma 

restrição LMI e utilização de heurísticas para a escolha dessas com base em direções 

descendentes para o funcional de custo, caracterizadas pelo “gradiente” do mesmo.  

No capítulo 4, o problema de síntese de controlador para minimizar o “pior 

caso” 2H  é considerado. O primeiro procedimento de síntese proposto é baseado no 

primeiro limitante deduzido no capítulo 2 por meio de relaxação lagrangeana. Para 

facilitar o entendimento das principais idéias envolvidas no correspondente problema de 

síntese, considera-se inicialmente o caso de perturbações não-estruturadas e entrada 

escalar. Demonstra-se então, que quando o parâmetro de Youla dos controladores 

robustamente estabilizantes é confinado a um subespaço de dimensão finita 

préespecificado, a minimização do funcional dual sobre o mesmo (para um dado 

multiplicador) é equivalente a um problema de otimização linear no espaço euclidiano 

com restrição LMI (seção 4.2, Proposição 4.2.4). A questão de como determinar o 

subespaço ao qual será confinado o parâmetro de Youla dos controladores robustamente 

estabilizantes é analisada (seção 4.3, Proposição 4.3.1 e Corolário 4.3.2). Em seguida, 

o procedimento de síntese baseado no limitante deduzido por meio de relaxação 

lagrangeana é generalizado para o caso de perturbações estruturadas e entrada 

multivariável (desenvolvimento da seção 4.4). Também é proposto um procedimento 

de síntese baseado no limitante obtido por meio da “S-Procedure” (para um dado 

multiplicador) e também mostra-se a equivalência entre o problema truncado (variáveis 

de decisão confinadas a subespaços de dimensão finita) e um problema de otimização 

linear no espaço euclidiano com restrição LMI (seção 4.5, Proposição 4.5.2). No 

capítulo 5 são considerados problemas de filtragem robusta em que as classes de 

incertezas são caracterizadas por conjuntos de fatores espectrais das densidades 
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espectrais de potência do sinal e do ruído. Os conjuntos considerados são “bolas” 2H  

−ponderadas e “bolas” H∞   − ponderadas. Mostra-se então, que é possível chegar a 

formulações análogas às obtidas para controle robusto, sem a necessidade de se utilizar 

procedimentos do tipo “D-K iteration” na resolução dos problemas de síntese de filtros 

robustos (seção 5.3, Proposição 5.3.3 e seção 5.4, Proposição 5.4.3). 

No capítulo 6 são apresentados alguns exemplos numéricos, utilizando as rotinas 

de Matlab para resolução de problemas de otimização com restrições definidas por LMI 

(Gahinet et al, 1995) que ilustram os procedimentos descritos neste trabalho para 

obtenção de limitantes superiores para o índice de desempenho “pior-caso” 2H  . 

Finalmente são apresentadas considerações finais nas quais, da mesma forma 

que nesta introdução, são destacados (em negrito) os principais resultados obtidos neste 

trabalho. 

Para facilitar a leitura, cada capítulo possui uma introdução e conclusão nas 

quais são destacadas algumas referências da literatura e como a pesquisa desenvolvida 

se insere no contexto das mesmas. 

Por fim, em alguns capítulos encontra-se um apêndice próprio contendo 

demonstrações e deduções deslocadas do corpo central do capítulo para facilitar a 

leitura. 
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Capítulo 2 

 

 

 Análise de desempenho 2H -robusto 

 

 

2.1-Introdução 

 

 O objetivo deste capítulo é estudar o problema de análise de desempenho de um 

dado controlador que assegure a estabilidade de um sistema sujeito a perturbações 

lineares invariantes no tempo (“perturbações LTI” para simplificar). 

 Os objetivos de performance são expressos na norma 2H  de uma função de 

transferência em malha fechada. Para ser mais específico, é considerado o seguinte 

problema: para uma classe de sistemas de controle estáveis ( )( ),P C∆ , onde ( )P ∆  é o 

sistema perturbado, qual é o “pior-caso” (isto é, maior ) das normas 2H  das funções de 

transferências em malha fechada de um sinal de entrada para um sinal de saída? 
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 Com algumas variações este é essencialmente o problema estudado por 

Stoorvogel (1993), Toivonen & Pensar (1995), Feron (1997) e Paganini & Feron 

(2000). 

 Devido a dificuldades de se determinar precisamente o “pior-caso” 2H , os 

autores acima citados derivaram limitantes superiores com base em problemas de 

otimização convexa em espaços de funções. 

 Neste capitulo são formulados 3 problemas de otimização convexa em espaços 

de funções cujas soluções são limitantes superiores do índice de desempenho para o 

“pior-caso” 2H . Os dois primeiros são fortemente relacionados com as derivações feitas 

em Toivonen & Pensar (1995), Paganini & Feron (2000), e Correa & Sales (2005). O 

terceiro é baseado em um resultado relativo a LFT’s,  ainda não explorado para fins de 

análise de performance de sistemas perturbados. 

 O capítulo 2 está organizado da seguinte forma : 

 Na seção 2.2 é caracterizada a classe de perturbações consideradas. 

 Na seção 2.3 são apresentadas condições suficientes para se assegurar a 

estabilidade de um sistema de controle na presença de tais  perturbações. 

 Na seção 2.4 formula-se o primeiro problema de otimização convexa cuja 

solução é um limitante superior para o “pior-caso” 2H  através de um procedimento que 

consiste em 3 passos básicos: mudança da variável de perturbação, aumento da classe de 

perturbações consideradas e relaxação lagrangeana. 

 Na seção 2.5, como alternativa à relaxação lagrangeana usada na seção 2.4, usa-

se um procedimento baseado na técnica “S-procedure” para formular o segundo 

problema de otimização convexa cuja solução é limitante superior do índice de 

desempenho “pior-caso” 2H . 
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 Na seção 2.6 faz-se uso de um  resultado sobre LFT’s  para definir uma mudança 

de variável linearizante que já resulte em uma restrição afim na nova variável de 

perturbação. 

 Na seção 2.7 é apresentada a dedução  baseada em uma abordagem de “sinais de 

perturbação”, do limitante obtido por Paganini &Feron (2000). Esta abordagem  

consiste, basicamente,  em substituir a variável de perturbação por classes de sinais com 

restrições correspondentes às características da variável de perturbação original.  

 Conclusões do capítulo são apresentadas na seção 2.8. 

 

 

2.2-Modelagem de incertezas 

 

Nesta seção serão apresentadas algumas formas de representar incertezas relativas à 

modelagem de um sistema a ser controlado. Basicamente, quando se pretende 

considerar erros de modelagem, define-se um conjunto de modelos, ao invés de um 

único, para representar um mesmo sistema físico. 

Nesse sentido, como é usual em análises no domínio da frequência, considera-se 

uma função de transferência fixa, chamada planta nominal ou modelo nominal, e o erro 

(ou perturbação) é considerado também como uma função de transferência, tomada de 

um conjunto de funções, o qual é conhecido como conjunto de perturbações 

admissíveis. Também é natural considerar que os erros de modelagem têm magnitudes 

cujas limitações superiores são conhecidas (ou estimadas). 
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Denotando por P a função de transferência da planta nominal, e 

( ){ }:D M RH γ∞ ∞
= ∆ ∈ ∆ ≤  o conjunto das perturbações admissíveis, um modelo 

perturbado ( )P ∆  será uma combinação da planta nominal P com uma perturbação 

D∆ ∈ . Possíveis formas de combinação são destacadas em (i)-(iii). Tal abordagem é 

utilizada, por exemplo, em McFarlane & Glover (1991) e Zhou et al (1996).  

 

(i)    Perturbação Aditiva: ( )P P∆ = + ∆    ,  D∆ ∈ . 

 

(ii)    Perturbação Multiplicativa : ( ) ( )P I P∆ = + ∆ , D∆ ∈  

 

(iii) Perturbação nos Fatores Coprimos : 

                           ( ) ( )( ) 1
P N N D D

−
∆ = + ∆ + ∆    ,     [ ],  ,D N D∆ ∈ ∆ = ∆ ∆ , 

e ( ),N D  denota uma fatoração coprima normalizada a direita da planta nominal P 

(Vidyasagar (1985), McFarlane & Glover (1991)). As funções de transferências 

perturbadas correspondentes a cada um dos tipos de perturbação (i)-(iii) podem ser 

representados pelos diagramas de blocos das figuras (2.1)-(2.3) 

 

  

                                     

                                                                               

                                                                                                            

                                                                                                      

 

                                                   Figura 2.1- Perturbação Aditiva           

∆
 

P  

( )P ∆  
 

+ 

+ 
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                                             Figura 2.2- Perturbação Multiplicativa 

 

 

 

                                              

                              

              

                                                                                                               

                                                                                      

                                               Figura 2.3- Perturbação nos Fatores Coprimos  

                                              

 

 É importante observar que esses três tipos de perturbações podem ser vistos 

como casos particulares de uma representação mais geral (McFarlane & Glover(1990), 

Zhou et al (1996)), qual seja a de perturbação em realimentação (“feedback 

perturbation”). 

 De fato, considerando o sistema descrito pela   figura 2.4: 
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( )P ∆  
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( )P ∆  
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−
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                                     w                                                     z  

                                         Figura 2.4-Perturbação em Realimentação.    

 

 

com 11 12

21 22
a

P P
P

P P

 
=  

 
, que é denominada planta generalizada, a função de transferência 

de w  a z é dada pela transformação linear fracionária superior (ver Doyle et al (1991)): 

 

(2.2.1)                      ( ) ( ) 1

22 21 11 12,U aF P P P I P P
−

∆ + ∆ − ∆@  ,           D∆ ∈ . 

 

e portanto, com escolhas adequadas das partições de aP  (que incluem a planta nominal 

P) é possível representar um modelo perturbado ( )P ∆ , obtido com qualquer uma das 

três formas de perturbação apresentadas anteriormente. 

       As plantas generalizadas associadas com esses três tipos de perturbação são dadas 

por: 

 

• 
11 12

21 22

0
a

P P I
P

P P I P
   

= =   
  

,  para perturbação aditiva. 

 

  aP
 

 

  ∆  
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• 11 12

21 22

0
a

P P P
P

P P I P

   
= =   

  
, para perturbação multiplicativa. 

 

• 
1 1

11 12

21 22

0
a

P P D D
P

P P I P P

− − − 
= =    −   

, para perturbação nos fatores coprimos.  

 

 Usando o caso de perturbação multiplicativa como um exemplo, verifica-se 

facilmente que ( ) ( ),U aP F P∆ = ∆ . De fato, usando a planta generalizada associada a 

esta perturbação, tem-se que: 

 

          ( ) ( ) ( )1 1

22 21 11 12 11,U aF P P P I P P P I I P P
− −

∆ = + ∆ − ∆ = + ∆ − ∆  ( ).P P P= + ∆ = ∆  

 

           Note-se que para cada representação de incerteza, ( ), 0 .U aF P P=  

 

Assim, dada a possibilidade de capturar através da configuração apresentada na 

figura 2.4 vários tipos de perturbações, o modelo de perturbação em realimentação tem 

sido amplamente adotado por autores como Doyle (1982), Stoorvogel (1993), Feron 

(1997) e Paganini (1999), entre outros, e também será adotado no decorrer deste 

trabalho.  

Convém notar também que até agora, nenhuma restrição além da limitação na 

norma foi imposta sobre as perturbações admissíveis ∆ , que nesse são caso chamadas 

de Perturbações não-estruturadas. 

Entretanto, existem razões importantes para impor uma estrutura adicional ao 

conjunto das perturbações admissíveis D, quando se tem então, as chamadas 

Perturbações estruturadas. Uma destas razões é ilustrada no seguinte exemplo: 
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                   2q                    2p                                     1q                         1p  

                                       

   

    

                                         

                                          Figura 2.5. Sistemas Perturbados em Série. 

 

A figura 2.5 mostra a composição em série de dois sistemas sujeitos a 

perturbações em realimentação. Nesse caso, é fácil verificar que a conexão entre os dois 

sistemas é equivalente a um sistema da forma da figura 2.4, para uma apropriada 

escolha de P (em função de N e H) e   

 

                                          1 1 1

2 2 2

0
;  ;  ,

0

q p
u y

q p∆ ∆

∆     
= = ∆ =     ∆     

 

 

e portanto, pode-se concluir que o conjunto de perturbações D, para composição em 

série de sistemas sujeitos a perturbações em realimentação terá por construção uma 

estrutura de blocos em diagonal. 

Para determinar tal P, particione 11 12

21 22

N N
N

N N

 
=  

 
 e 11 12

21 22

H H
H

H H

 
=  

 
, de modo que 

 

                                          
11 12 21 12 22

11 12

21 22 21 22 22

0

H H N H N

P N N

H H N H N

 
 =  
  

 

 

2∆  

N  
 

1∆  

∆
H
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Outra motivação para se considerar perturbações estruturadas é a possibilidade 

de representar incertezas paramétricas, isto é, incertezas nas equações de estado, via 

perturbação em realimentação com perturbações estruturadas (Doyle et al (1991)). 

Assim, devido aos exemplos acima, será definida a seguir  uma classe geral de 

perturbações estruturadas a ser considerada. Esta definição pode ser encontrada em 

Zhou et al (1996). 

 

( ) ( ){ }11 1,..., , ,..., : ,
sr s r F i jS diag I I s RH M RHδ δ δ∆ ∞ ∞ = ∆ = ∆ ∆ ∈ ∆ ∈   

 

com iδ γ
∞

≤ , i γ
∞

∆ ≤ . 

 

Note-se na definição acima, que os blocos j∆  não são necessariamente 

quadrados. Porém, tal hipótese é usualmente considerado para efeitos de simplificação 

(veja por exemplo Doyle,1982, e Zhou et al,1996, pg 278) , de modo que neste trabalho, 

os blocos j∆  da definição de S∆  serão considerados quadrados. Esta sub-classe de S∆  

será definida explicitamente na próxima seção. 
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2.3-Estabilidade robusta e índice de desempenho 

de sistemas perturbados. 

 

 

Nesta seção é discutida a estabilização robusta de um sistema sujeito à 

perturbações em realimentação. Neste sentido considere o sistema da figura 2.4 com um 

controlador C em realimentação, o qual é descrito em diagrama de bloco na figura 2.6 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                           Figura 2.6-Controle de Sistema Perturbado.   

 

Em correspondência com a figura 2.4, 
w

w
u

 
=  

 
 e 

z
z

y
 

=  
 

 , e as partições podem 

ser escritas da seguinte forma 

 

   
 
         

 aP   

∆

w z 

   C u y 

 
 

y∆u∆
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w u

a z zw zu

y yw yu

P P P

P P P P

P P P

∆∆ ∆ ∆

∆

∆

 
 

=  
  

, onde 11P P∆∆= , [ ]12 w uP P P∆ ∆= , 21
z

y

P
P

P
∆

∆

 
=  

 
 e 22

zw zu

yw yu

P P
P

P P

 
=  

 
  

 

e o sistema da figura 2.6 é formalmente descrito pelas equações: 

 

 (2.3.1)                            ,  ,  
w u

z zw zu

y yw yu

y P P P u

z P P P w u y u Cy

y P P P u

∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

∆

    
    = = ∆ =    
        

. 

 

Definição 2.3.1: Um controlador C  estabiliza robustamente o sistema da figura 2.6 se : 

 

(i) O sistema ( aP ,C) é externamente estável (estabilidade nominal). 

(ii)  O sistema ( ), ,aP C∆  é externamente estável para toda perturbação 

admissível S∆∆ ∈ . 

 

O conceito de estabilidade externa de um sistema de controle dos itens (i) e (ii) será 

explicitado a  seguir. Para isso, considere os diagramas  de estabilidade externa de 

( aP ,C) e ( ), ,aP C∆  respectivamente: 

                                                 u∆                               y∆  

                                                                                    

               

                                    r                                                                  v                                                                           

                                                                                       

                                                      Figura 2.7-Estabilidade externa nominal 

 

 aP

  C 

u y 

+ + 

w z 
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                                            Figura 2.8-Estabilidade externa de sistema perturbado 

 

Denotando-se por ( ),aF P C  a matriz de transferência do sistema de controle da 

figura 2.7, que determina os valores das variáveis dependentes ,  ,   e y z y∆ u a partir das 

variáveis exógenas , ,  e u w r∆ v, isto é  

 

[ ] ( )[ ],
T T

ay z y u F P C u w v r∆ ∆=  

 

 o sistema ( aP ,C) é dito externamente estável quando a qualquer quádrupla de funções 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,u w v r∆ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  limitadas em )0,∞ , correspondam ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,y z y u∆ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

também limitadas em )0,∞ . 

    C 

u y 

+ + 

    aP  

    ∆ 

w z 

y∆u∆

r v 
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Observação: Note-se que por um abuso de linguagem, está sendo usada a mesma 

notação para sinais no domínio do tempo e para suas respectivas transformadas de 

Laplace no domínio da freqüência. 

 

Neste contexto, tem-se que uma condição necessária e suficiente para que se 

tenha estabilidade externa do sistema de controle  ( ),aP C , é que ( ) ( ),aF P C M RH∞∈  

(Vidyasagar ,1985). 

Analogamente, para um dado S∆∆ ∈ , denotando-se por ( ), ,aF P C∆  a matriz de 

transferência do sistema ( ), ,aP C∆ , isto é: 

 

[ ] ( ) [ ], ,
T T

az y u F P C w v r= ∆  

 

então ( ), ,aP C∆  é externamente estável se e somente se ( ) ( ), ,aF P C M RH∞∆ ∈ . 

 

Note-se agora que, ( ) ( ),aF P C M RH∞∈  se e somente se todos os seus 

elementos também pertencem a ( )M RH∞ . Observe que a expressão de ( ),aF P C  é 

dada por 

 

(2.3.2)                             ( ),

w v r

z zw zv zr
a

y yw yv yr

u uw uv ur

M M M M

M M M M
F P C

M M M M

M M M M

∆∆ ∆ ∆ ∆

∆

∆

∆

 
 
 =
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onde 

 

(2.3.3)                                        ( ) [ ]1

v r u

zv zr zu
yu

yv yr yu

uv ur

M M P

M M P
I CP C I

M M P

M M I

∆ ∆ ∆

−

   
   
   = −
   
   
    

 

 

e  

 

(2.3.4)                               ( ) 1

0 0

w w u

z zw z zw zu
yu y yw

y yw y yw yu

u uw

M M P P P

M M P P P
I CP C P P

M M P P P

M M I

∆∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆

−∆ ∆
∆

∆ ∆

∆

     
     
       = + −       
     
      

             

 

                             

 

Tendo em vista a expressão de ( ),aF P C  em função de aP  e C, uma condição suficiente 

para a estabilidade robusta de um sistema no sentido da definição 2.3.1 é dada a seguir 

 

Proposição 2.3.2: Um Controlador C estabiliza robustamente o sistema da figura 2.6 

sobre a classe ( ) ( ){ }11 1,..., , ,..., : ,
sr s r F i jS diag I I s RH M RHδ δ δ∆ ∞ ∞ = ∆ = ∆ ∆ ∈ ∆ ∈  , 

com iδ γ
∞

≤ , i γ
∞

∆ ≤ , se ( aP ,C) é estável ( ) ( )( ),aF P C M RH∞∈ , e 
1

M
γ∆∆ ∞

<   ∇    

                     

Demonstração: Inicialmente,escreve-se o seguinte sistema de equações referentes ao 

diagrama da figura 2.8, para um dado S∆∆ ∈ : 
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(2.3.5)   

( )

 ,   

 

   ,     

w u

z zw zu

y yw yu

y P u P w P u u y

z P u P w P u

y P u P w P u u r C y v

∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

 = + + = ∆


= + +
 = + + = + +

 

 

A partir das equações do sistema (2.3.5) é possível escrever : 

 

(2.3.6) ( ){ } ( ){ }1 1

zw z w zv z vz M M I M M w M M I M M v
− −

∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆= + − ∆ ∆ + + − ∆ ∆  

                  + ( ){ }1

zr z rM M I M M r
−

∆ ∆∆ ∆+ − ∆ ∆   

 

(2.3.7) ( ){ } ( ){ }1 1

yw y w yv y vy M M I M M w M M I M M v
− −

∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆= + − ∆ ∆ + + − ∆ ∆  

                   + ( ){ }1

yr y rM M I M M r
−

∆ ∆∆ ∆+ − ∆ ∆  

 

(2.3.8) ( ){ } ( ){ }1 1

uw u w uv u vu M M I M M w M M I M M v
− −

∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆= + − ∆ ∆ + + − ∆ ∆  

                    + ( ){ }1

ur u rM M I M M r
−

∆ ∆∆ ∆+ − ∆ ∆  

 

Segue-se então, que os elementos da matriz ( ), ,aF P C∆  do sistema da figura 2.8 

são as funções de transferência contidas na equações (2.3.6), (2.3.7) e (2.3.8). Assim, 

( ), ,aF P C∆  é escrito em função dos termos de ( ),aF P C  de acordo com essas 

equações. A hipótese de que ( ) ( ),aF P C M RH∞∈  garante que todos os elementos de 

( ), ,aF P C∆ , com exceção do termo ( ) 1
I M

−

∆∆− ∆ , são elementos de ( )M RH∞ . Por 

outro lado, a condição 
1

M
γ∆∆ ∞

<  implica que ( ) 1
I M

−

∆∆− ∆  é elemento de ( )M RH∞  
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para todo ( )M RH∞∆ ∈  tal que γ
∞

∆ ≤ , (Teorema do Pequeno Ganho, Zhou et 

al,1996, pg 218), em particular para S∆∆ ∈ . 

Portanto ( ) ( ), ,aF P C M RH∞∆ ∈  o que implica que o sistema ( ), ,aP C∆ é estável 

para todo S∆∆ ∈                                                                                                               W  

 

Observação: No decorrer deste trabalho, sempre que se mencionar um sistema 

perturbado com controlador estabilizante, será admitido que as condições da Proposição 

2.3.2 são satisfeitas. 

              Assim, para a finalidade de análise de desempenho de um sistema perturbado 

com controlador estabilizante, referente a aplicação w za , considera-se a seguinte 

configuração abaixo 

 

                                                                     

                                                 u∆                                      y∆  

 

                                    w                                      z   

                   Figura 2.9- Análise de desempenho para controlador estabilizante  

onde  

 

 (2.3.9)    
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

u yu y w u yu yww

z zw
z zu yu y zw zu yu yw

P P I CP CP P P I CP CPM M
M

M M P P I CP CP P P I CP CP

− −

∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆∆ ∆

− −
∆

∆ ∆

 + − + −   = =     + − + −  

 

 

 Para ser mais concreto, sejam 2
wnw RH∈ e 2

znz RH∈ . A aplicação w za é dada por: 

 

  M  
 

  ∆  
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(2.3.10)                          ( ) ( ) 1

zw zw z wz F w M M I M M w
−

∆ ∆∆ ∆
 = ∆ = + ∆ − ∆  . 

 

 Note-se pela demonstração da Proposição 2.3.2 que ( ) z wn n
zwF RH ×

∞∆ ∈  para todo 

S∆∆ ∈ . Isso permitirá definir o seguinte critério de desempenho 2H , cuja motivação 

será discutida a seguir 

 

 

(2.3.11)                                           ( ) ( ) 2

2zw wJ F φ∆ = ∆  

 

onde 2
w wn n

w RHφ ×∈  é fator espectral da densidade espectral ~
w w wφ φΓ =  do sinal de 

entrada w. 

A motivação para o uso do critério 2H  definido acima baseia-se em alguns 

conceitos elementares da Teoria de Processos Estocásticos os quais são brevemente 

apresentados de maneira geral. Mais detalhes podem ser encontrados por exemplo em 

Brown & Hwank (1997). 

 Admita que o sinal de entrada ( )w t do sistema da figura 2.9 seja um processo 

estocástico estacionário , de densidade espectral conhecida wΓ . Sabe-se que o valor 

esperado da energia deste sinal (isto é, ( ){ }2

2
E w t ) é dada por : 

 

( ){ } ( )2

2

1
2 wE w t Tr j dω ω
π

∞

−∞

= Γ∫ , 

 

e como ( )zwz F w= ∆ , tem-se que a densidade espectral do sinal z  é dada por : 
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( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( )  z zw w zwj F j j F jω ω ω ω ω∗
Γ = ∆ Γ ∆ ∀ ∈ R , 

e portanto: 

 

( ){ } ( )2

2

1
2 zE z t Tr j dω ω
π

∞

−∞

= Γ∫ ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }( )1
2 zw w zwTr F j j F j dω ω ω ω
π

∞
∗

−∞

= ∆ Γ ∆∫ . 

 

Tomando-se uma fatoração espectral de wΓ , isto é, ( ) ( ) ( )w w wj j jω φ ω φ ω∗
Γ =   

(Francis,(1987)) a última expressão da igualdade acima é exatamente igual a 

( ) 2

2zw wF φ∆ . Portanto, o critério definido em (2.3.11) é a energia esperada da resposta 

do sistema (perturbado) estabilizado quando o sinal de entrada é um processo 

estocástico estacionário de densidade espectral conhecida. 

 Assim sendo, tomando w como um sinal estocástico de perturbação, a próxima 

definição é basicamente a formulação do problema de análise de desempenho 2H -

Robusto. 

 

Definição 2.3.3: O “pior-caso” de desempenho 2H  de um sistema perturbado, com 

controlador estabilizante  C , denotado por η , é o valor ótimo do problema 

 

( ){ }sup :J S∆∆ ∆ ∈  

onde ( )J ∆  é o funcional definido em (2.3.11) e S∆  é a classe de perturbações 

considerada. 
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Dada a dificuldade do problema de maximização não-linear 2H / H∞   

correspondente ao problema de análise de desempenho 2H -Robusto, vários autores têm 

recorrido  a limitantes superiores para a medida de desempenho dada pela definição 

2.3.3 (ver Stoorvogel, 1993, Toivonen & Pensar, 1995, Feron ,1997, e Paganini ,1999, 

por exemplo). Seguindo a linha de Toivonen & Pensar (1995), o primeiro passo para 

obtenção de tais limitantes  é mudar a variável de perturbação ∆  através de uma 

transformação linear fracionária sobre ela. Isto será visto com detalhes na próxima 

seção. 

 

 

 

2.4-Limitante superior baseado em relaxação 

lagrangeana. 

 

 

 Nesta seção é deduzido um limitante superior para o “pior-caso” 2H  através de 

um procedimento que consiste em 3 passos básicos: mudança de variável, aumento da 

classe de perturbações consideradas e relaxação lagrangeana. Para efeito de 

simplificação, será considerada uma sub-classe específica da classe de perturbações 

estruturadas S∆  definida na seção 2.2. Define-se então 

 

( ){ }1: ,..., ,  e  1,...,i ir rp p
l i iS RH diag RH i lγ××

∆ ∞ ∞ ∞
∆ ∈ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∈ ∆ ≤ ∀ =@ . 

 



 35

 Inicialmente, define-se uma nova variável de perturbação, através de uma 

mudança de variável, de modo a tornar a função zwF  (definida em (2.3.10)) linear com 

relação a esta nova variável, isto é, considera-se a mudança de variável  dada pela 

seguinte transformação linear fracionária: 

 

 

(2.4.1)                                   ( ) 1

w wT I M M φ−
∆∆ ∆= ∆ − ∆  ; S∆∆ ∈ , 

  

 e reescreve-se o funcional custo 2H  , definido em (2.2.11), associado ao sistema 

perturbado com controlador estabilizante como 

 

(2.4.2)            ( ) [ ] 2

2FJ T A T=    ,  F z zw wA T M T M φ∆  = +  ,   wp nT RH ×
∞∈          

        

 Note-se que a despeito da linearização no custo, o conjunto factível da nova 

variável de perturbação é definido por uma relação complexa (expressão (2.4.1)). 

Assim, uma nova simplificação é obtida trocando o conjunto de valores T  

correspondentes a S∆∆ ∈  por um conjunto que o contenha (como subconjunto) e que 

corresponda a uma restrição mais tratável. Neste sentido, levando em conta a estrutura 

de blocos de S∆∆ ∈ , escreve-se a relação ( ) 1

w wT I M M φ
−

∆∆ ∆= ∆ − ∆ , ou 

equivalentemente, ( )w wT M M Tφ∆ ∆∆= ∆ + , da seguinte forma : 
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(2.4.3)                            ( )
1

1

0 0

0 0

0

0 0

w w

l
l

T

T M M T

T

φ∆ ∆∆

∆ 
   
   = = +   
     ∆  

L
O OM M O O
L

, 

e portanto: 

 

(2.4.4)                                ( ){ }i i i w wT R M M Tφ∆ ∆∆= ∆ +  , para i=1,2,...,l, 

          

onde 0 0
ii rR I =  L L  é uma matriz seletora de linhas com a identidade no i-ésimo 

bloco correspondente. Note-se também que i iT RT=  para 1,...,i l= . 

 A partir de (2.4.4) pode-se escrever para 2
w wn n

w RHφ ×∈ , 1 ww nφ φ φ =  MLM , as 

seguintes desigualdades válidas para todo T correspondente a S∆∆ ∈ , como 

conseqüência de das relações entre as normas  e 
F ∞

: 

 

(2.4.5)                 { } ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22
i k i w k i kF F

RTe j R M j R M j T j eω γ φ ω ω ω∆ ∆∆≤ + ,  

 

,ω∀ ∈¡  1,...,i l= ; 1,..., wk n= ; onde ke  é o k-ésimo vetor da base canônica de wn¡ , e 

( ) ( )k w kj j eφ ω φ ω@ . 

 

E agora, definindo para 2
pT RH∈  os funcionais : 

 

[ ]( ) { }( ) ( ) ( ) ( )2 22
0
k
i i i w k iF F

c T j RT j R M j R M j T jω ω γ φ ω ω ω∆ ∆∆= − + , 
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1,...,i l= ; 1,..., wk n= , 

 

 obtém-se um limitante superior do “pior-caso” 2H , denotado por η , que é o valor 

ótimo do problema 

 

  
2

2

2
max p nw FT RH

A T×∈
    sujeito a ( )0 0k

i kc Te jω  ≤  ω∀ ∈¡ , 1,...,i l= ; 1,..., wk n= . 

k  é o índice das colunas de 1 ww nφ φ φ =  MLM , i é o índice dos blocos de perturbação. 

 

Como  

2
2

2
1 2

wn

F Fk k
k

A T A Te
=

   =   ∑  

 

onde, para 2
pT RH∈ , [ ]Fk z zw kA T M T M φ∆ +@ , tem-se que 

1

wn

k
k

η η
=

= ∑ , onde kη  é o valor 

ótimo do seguinte problema de otimização  

 

[ ]
2

2

2
max p FkT RH

A T
∈  sujeito a [ ]( )0 0k

ic T jω ≤ ω∀ ∈¡ , 1,...,i l= , 1,..., wk n= . 

 

 Em outras palavras, um limitante superior do “pior-caso” 2H  η ,é dado pela 

soma dos wn  valores ótimos de problemas de otimização do seguinte tipo 

 

Problema a: [ ]
2

2

2
max p FT RH

A T
∈

, sujeito a [ ]( )0 0 ic T jω ω≤ ∀ ∈ ¡ , 1,...,i l= , 

onde 
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[ ] 2

2F z zw kA T M T M φ∆= + , 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
0i i i w k iF F

c T j R T j R M j j R M j T jω ω γ ω φ ω ω ω∆ ∆∆= − +  , i=1,..,l,   

 

                    

  A despeito da linearização do critério de otimização e da  simplificação obtida 

por trocar o conjunto dos valores T  correspondentes a S∆∆ ∈  pelo conjunto factível do 

Problema a, este ainda é de difícil solução por tratar-se de um problema de 

maximização de função convexa envolvendo infinitas restrições. Devido a esta 

dificuldade, irá se recorrer a limitantes superiores de aη (valor ótimo do Problema a), 

obtidos por relaxação lagrangeana do Problema a . 

 O “pior-caso” η  será então limitado pela soma de valores ótimos de problemas 

de otimização convexa correspondentes a relaxação lagrangeana aplicada a problemas 

da forma do Problema a. 

Para aplicar relaxação lagrangeana ao Problema a, considere o seguinte 

conjunto de multiplicadores de Lagrange: 

 

(2.4.6)            ( ) ( ){ }~
1,..., :  ;  ;  0 , 1,...,h l i i i iS h h h h RL h h h j i lω ω∞= = ∈ = ≥ ∀ ∈ =R . 

 

 O Funcional Lagrangeano relativo ao Problema a, é definido por: 

 

( ) [ ] ( )2

2
1

, ,
l

a F i i
i

L T h A T c T h
=

 
= −  

 
∑ , onde ( ) ( ) ( ) [ ]( )1

0, 2i i i ic T h h j c T j dπ ω ω ω
+∞

−

−∞
∫@ . 

 

 Para todo hh S∈ , se T  pertence ao conjunto factível do Problema a, então  
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( ) [ ] 2

2
,a FL T h A T≥  

o que implica em  

 

      ( ) ( ){ }2sup , : p
aL h L T h T RH∗ ∈@ [ ] [ ]( ){ }2

02
sup : 0 , 1,...,F iA T c T j i lω ω≥ ≤ ∀ ∈ =¡  

 

 ou seja, ( ) aL h η∗ ≥ , onde ( )L h∗  é o funcional dual lagrangeano referente ao Problema 

a. Como a desigualdade acima vale para todo hh S∈ , um limitante superior de aη  é 

então dado pelo valor ótimo hη  do seguinte problema:  

 

Problema L1: ( ){ }inf : hL h h S∗ ∈   

 

                                   

A dificuldade de se lidar com a classe hS  em toda a sua generalidade, como definida 

em (2.4.6) tem gerado na literatura diferentes abordagens para determinar uma 

conveniente subclasse, entre as quais destacam-se as seguintes , as duas primeiras para o 

caso de perturbações não-estruturadas, a terceira para o caso de perturbações 

estruturadas: 

 

(i) Stoorvogel (1993): Com o objetivo de facilitar o correspondente problema de 

síntese, considerou o caso mais simples, chamado de “multiplicadores 

constantes”, que  consiste em  tomar o ínfimo sobre o conjunto dos números 

reais positivos : ( ){ }inf :Lση σ σ∗ +∈@ ¡ . 
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(ii) Toivonen & Pensar (1995): Consideram classes de multiplicadores definidos 

por equações de estado de uma dada ordem prescrita, e sugerem que ( )L h∗  

deve ser minimizado com respeito aos parâmetros correspondentes. 

 

(iii) Feron (1997): Classe de multiplicadores linearmente parametrizados com 

estrutura bloco-diagonal, para perturbações passivas (ao invés de limitações 

na norma). 

 

(iv)  Classes mais gerais de multiplicadores linearmente parametrizados,  quais 

sejam  

( ) ( ){ 1~ : ,  ,  para , :n
h G GS h g g g RH g s C sI A B D C D

−

∞= + ∈ = − + ∈ ∈@ ¡ R
( ) ( ) }~,  0g j g jω ω ω∀ ∈ + ≥¡ , ,  fixos,n n n

G GA B×∈ ∈¡ ¡  

são considerados em Correa & Sales (2005) ( para perturbações não-

estruturadas e limitadas em norma onde são também propostos métodos de 

busca iterativa para a classe hS . 

           

 Uma motivação para considerar classes lineares, é que obter o valor ótimo 

correspondente do Problema L1 é equivalente a encontrar o valor ótimo de um 

problema de otimização linear no espaço euclidiano com restrição LMI. Isso foi 

mostrado para o caso de perturbações não-estruturadas em Correa & Sales (2005). As 

mesmas técnicas serão usadas no capítulo 3 para se obter um resultado semelhante para 

o caso de perturbações estruturadas. A motivação deste trabalho é o fato de que os 

limitantes obtidos sem levar em conta a estrutura em blocos diagonal das perturbações 

estruturadas podem ser por demais conservadores para estes. 
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 Na próxima seção, como alternativa à relaxação lagrangeana, será usado um 

procedimento baseado na técnica  chamada “S-Procedure” (Boyd et al ,1994, pg 25) em 

conjunto com Problema a para deduzir um outro limitante superior para o “pior-caso” 

2H  de desempenho de um dado controlador, de forma análoga àquela utilizada por 

Paganini & Feron (2000) no contexto de sinais de perturbação (ao invés de funções de 

transfererência de perturbação como no caso da derivação aqui apresentada). 

 

 

2.5-Limitante superior baseado em  

“S-Procedure”. 

 

 

 Nesta seção é deduzido um limitante superior para o “pior-caso” 2H  através de 

um procedimento baseado na técnica “S-procedure”. 

 Recorde-se que na seção anterior foi mostrado que a soma dos wn  valores ótimos 

de problemas de maximização sujeitos a infinitas restrições quadráticas é um limitante 

superior para o “pior-caso”. 

 Tais problemas de maximização são da forma do Problema a que é dado por  

 

Problema a: [ ]
2

2

2
max p FT RH

A T
∈

, sujeito a [ ]( )0 0 ic T jω ω≤ ∀ ∈ ¡ , 1,...,i l= , 

onde 

[ ] 2

2F z zw kA T M T M φ∆= + , z pn n
zM RH ×
∆ ∞∈ , z wn n

zwM RH ×
∞∈ , 2

wn
k RHφ ∈ , 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
0i i i w k iF F

c T j R T j R M j j R M j T jω ω γ ω φ ω ω ω∆ ∆∆= − +  , i=1,..,l,   
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0 0
ii rR I =  L L  é uma matriz seletora de linhas. 

 

 Neste ponto a formulação desta seção se diferencia da seção anterior. Como 

alternativa à relaxação lagrangeana aplicada ao Problema a na seção 2.4, analisa-se sob 

que condições existe w wn nY RL ×
∞∈ , ~Y Y=  tal que, ω∀ ∈R  tem-se  

 

 

(2.5.1)                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
 ,zw k z k kF F

M j j M j T j j Y j jω φ ω ω ω φ ω ω φ ω∆+ ≤  

 

para todo 2
pT RH∈  tal que [ ]( )0 0 ,ic T jω ω≤ ∀ ∈ R  1,...,i l= .(Isto é, para todo 

elemento pertencente ao conjunto factível do Problema a). 

 Para tal Y , integrando em ambos os lados de (2.5.1) tem-se que  

 

(2.5.2)                                        
2

2
,zw k z k kM M T Yφ φ φ∆+ ≤                                                                              

                                   

 para todo 2
pT RH∈  tal que [ ]( )0 0 ,ic T jω ω≤ ∀ ∈ R  1,...,i l=  

 

o que implica diretamente em  

 

(2.5.3)                                             ,a k kYη φ φ≤  
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onde aη  é o valor ótimo do Problema a. Como o lado direito de (2.5.3) vale para 

qualquer Y  com as características mencionadas acima, um limitante superior mais 

preciso é dado pelo valor ótimo do seguinte problema : 

 

Problema k:                                       inf ,
YY S k kYφ φ∈ ,  

 

onde YS  denota o conjunto das matrizes de funções Y  com as características desejadas. 

Assim, para tais Y  satisfazendo (2.5.1), conclui-se que o valor ótimo do Problema a  

limitado superiormente pelo valor ótimo do Problema k. Consequentemente, o índice  

“pior-caso” 2H  será limitado pela soma de  wn  valores ótimos de problemas como o 

Problema k. 

 Para deduzir sob que condições (2.5.1) é satisfeita, consideram-se as seguintes 

formas quadráticas definidas sobre 
( )
( )k

T j

j

ω
φ ω

 
 
 

, ω ∈ R : 

 

(2.5.4)            
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
, zw k z F

k k F

T j T j
P j M j j M j T j

j j

ω ω
ω ω φ ω ω ω

φ ω φ ω ∆

   
+   

   
@           

 

 

(2.5.5)                      
( )
( ) ( ) ( )

( ) [ ]( )0, , 1,..., .i i
k k F

T j T j
Q j c T j i l

j j

ω ω
ω ω

φ ω φ ω
   

=   
   

@  

 

Note-se agora que o lado direito de (2.5.4) pode ser escrito como  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
,z zw z zw

k k F

T j T j
M j M j M j M j

j j

ω ω
ω ω ω ω

φ ω φ ω∆ ∆

   
         

   
, 

 

de maneira que  

 

(2.5.6)                               ( ) ( )
( ) ( ) ( )

~

~
z

z zw

zw

M j
P j M j M j

M j

ω
ω ω ω

ω
∆

∆

 
=     

 
 

 

Note-se também que cada [ ]( )0 , 1,..., ,ic T j i lω =  pode ser escrito como: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2, ,i i i w i wF

k k F

T j T j
RT j RT j R M j M j R M j M j

j j

ω ω
ω ω γ ω ω ω ω

φ ω φ ω∆∆ ∆ ∆∆ ∆

   
−          

   
 

Portanto: 

 

(2.5.7) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

~
2

~

0
, 1,..., .

0 0

T
Ti i

i i i w

w

M jR R
Q j R R M j M j i l

M j

ω
ω γ ω ω

ω
∆∆

∆∆ ∆
∆

  
= − =     

   
 

 

  

Note-se que em cada freqüência as matrizes ( )P jω e ( )Q jω  são matrizes hermitianas. 

Considere então o seguinte lema (“S-Procedure”):  

 

Lema 2.5.1: Sejam 0 ,...,
w

m m
nT T ×∈ £ matrizes hermitianas. Se existem , 0i iτ τ∈ ≥¡  para 

1,...,i l= , tal que 0
1

0
l

i i
i

T Tτ
=

− ≤∑ , então 
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                          0 0TTς ς ≤  para todo mς ∈ £ tal que 0 1,..., ,T
iT i lς ς ≤ ∀ =  

 

onde ς  é o conjugado de  ς .                                                                                         ∇  

                                                                                                                                          

Obs: Se m mP ×∈£  é uma matriz hermitiana, então T Pς ς ∈¡ para todo mς ∈ £ .  

 

Demonstração: Sejam 0 ,...,
w

m m
nT T ×∈ £ e iτ ∈¡ , 0, 1,...,i i lτ ≥ = , como definidos no 

enunciado Lema 2.5.1. Multiplicando 0
1

l

i i
i

T Tτ
=

−∑  a esquerda e a direita respectivamente 

por Tς  e  ς ,onde mς ∈ £ , tem-se que  

 

                                                   0
1

0
l

T T
i i

i

T Tς ς ς τ ς
=

 
− ≤ 

 
∑  

ou equivalentemente  

 

                                                      0
1

l
T T

i i
i

T Tς ς τ ς ς
=

 
≤  

 
∑  

 

Se mς ∈ £ é tal que 0 para 1,...,T
iT i lς ς ≤ = , segue do fato de que 1 0,..., 0lτ τ≥ ≥  

que  

                                                             
1

0
l

T
i i

i

Tτ ς ς
=

 
≤ 

 
∑  

e portanto  0 0TTς ς ≤ .                                                                                                  W  

 

 



 46

 Invocando então o Lema 2.5.1, tem-se que uma condição suficiente para se ter para 

todo ω ∈ R  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
 ,zw k z k kF F

M j j M j T j j Y j jω φ ω ω ω φ ω ω φ ω∆+ ≤  

 

para todo 
( )
( )k

T j

j

ω
φ ω

 
 
 

 tal que 
( )
( ) ( ) ( )

( )
, 0 ,i

k k F

T j T j
Q j

j j

ω ω
ω ω

φ ω φ ω
   

≤ ∀ ∈   
   

¡ 1,...,i l∀ = , 

ou equivalentemente, definindo ( ) ( )
0 0

0aY j
Y j

ω
ω

 
=  

 
, 

 

 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
, 0a

k k F

T j T j
P j Y j

j j

ω ω
ω ω

φ ω φ ω
   

− ≤   
   

 

 

para todo 
( )
( )k

T j

j

ω
φ ω

 
 
 

 tal que  
( )
( ) ( ) ( )

( )
, 0 ,i

k k F

T j T j
Q j

j j

ω ω
ω ω

φ ω φ ω
   

≤ ∀ ∈   
   

¡ 1,...,i l∀ = , 

 

é que, para todoω ∈ ¡  existam ( ) ( ), 0  1,...,i ij j i lλ ω λ ω∈ ≥ ∀ =¡ , tal que  

 

(2.5.8)                               ( ) ( ) ( ) ( )
1

 .
l

a i i
i

P j Y j j Q jω ω λ ω ω ω
=

− ≤ ∀ ∈∑ ¡  

 

 Note que : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2
~

1
1

1

0

0

0
  ,

0

l
Tl

i i i
ia i i

i

l
T

i i i
i

j R R
P j Y j j Q j M j M j

I

j R R

Y j

γ λ ω
ω ω λ ω ω ω ω

λ ω

ω

=
=

=

 
 − − =  
  

 
 −  
  

∑∑

∑
 

onde w

z zw

M M
M

M M
∆∆ ∆

∆

 
=  

 
. 

 

Assim, definindo ( ) ( ) ( ) ( ){ }11
1

,...,
l

l
T

i i i r l r
i

j j R R diag j I j Iω λ ω λ ω λ ω
=

Λ = =∑ , tem-se que 

(2.5.8) é equivalente a existir ( ) ( ),  0 1,..., ,i ij j i lλ ω λ ω∈ ≥ =¡  tal que  

 

 

(2.5.9)                   ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
~ 00

0 
00

jj
M j M j

Y jI

ωγ ω
ω ω ω

ω
Λ  Λ

− ≤ ∀ ∈  
   

¡  

 

 Mostrou-se então, que o Problema k (cuja solução é um limitante superior do 

valor ótimo do Problema a) é um problema de otimização convexa sujeito a uma 

famílias infinita de restrições LMI, uma para cada freqüência. Segue-se que o índice 

“pior-caso” 2H  é limitado pela soma de valores ótimos de problemas deste tipo. Esse é 

o conteúdo da Proposição a seguir, cuja demonstração foi feita durante o 

desenvolvimento desta seção. 
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Proposição 2.5.2: Para um sistema robustamente estabilizado sobre a classe de 

perturbações S∆ , tem-se que  

1

wn

k
k

Jη
=

≤ ∑  

 

onde para 1,..., wk n= , kJ  é o valor ótimo do seguinte problema 

 

,min ,
YY S S k kYφ φ

Λ∈ Λ∈  

 

sujeito a  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
~ 00

0,
00

jj
M j M j

Y jI

ωγ ω
ω ω ω

ω
Λ  Λ

− ≤ ∀ ∈  
   

¡  

onde   

 

{ } ( ){ }1

~
1 ,..., : 1,..., ,  , = , 0 

lr l r i i i iS diag I I i l RL jλ λ λ λ λ λ ω ωΛ ∞= Λ = ∀ = ∈ ≥ ∀ ∈ ¡  

       { }~:w wn n
YS Y RL Y Y×

∞= ∈ = , 2
wn

k RHφ ∈ .                                                            ∇  

 

 No capítulo 3 será mostrado  que o confinamento das variáveis de decisão Λ e 

Y em subespaços de dimensão finita (pré-especificada) de ( )M RL∞  converte o 

problema de achar cada kJ  dado pela Proposição 2.5.2, em um problema de otimização 

sujeito a uma restrição LMI (e não mais a uma família de LMI`s parametrizada pela 

frequência). 
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2.6-Limitante superior baseado em resultado de 

LFT 

 

 

 Esta seção tem por objetivo mostrar que, quando perturbações não-estruturadas 

são consideradas, é possível obter uma mudança de variável  linearizante para o índice 

de desempenho que, diferentemente da que foi feita na seção 2.4, resulte diretamente em 

uma restrição afim na nova variável de perturbação, o que leva a um limitante 

potencialmente menos conservador. 

 Recorde-se então que o “pior-caso” 2H  de um sistema robustamente estável 

sobre uma classe de perturbações não-estruturadas é definido  como o valor ótimo do 

problema  

 

( ){ }1sup :zw w z w wM M I M M Dφ φ−
∆ ∆∆ ∆

∞
+ ∆ − ∆ ∆ ∈  

 

onde ( ){ }:D M RH γ∞ ∞
= ∆ ∈ ∆ ≤ . 

 

Por simplificação, as perturbações serão consideradas quadradas de dimensão 

igual a p. O resultado que será enunciado a seguir permitirá escrever uma restrição afim 

na variável ( ) 1
T I M

−

∆∆= ∆ − ∆ , o que eliminará a não-linearidade do problema de 
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avaliação de desempenho sem a necessidade de ampliar a classe de perturbações 

considerada, como foi feito na seção 2.4 . 

Teorema 2.6.1(Green & Limebeer (1995), pg 153): Sejam ( )11 12

21 22

P P
P M RL

P P ∞

 
= ∈ 

 
 

e ( )K M RL∞∈  tais que ( ) ( )( ) ( )22 210,  Det I P K P jω− ∞ ∞ ≠ tem posto coluna 

cheio para todo ω ∈ ¡ . Considere  a L.F.T definida por  

 

( ) ( ) 1

11 12 22 21,lF P K P P K I P K P
−

= + −  

 

Se ~
2

1
P P I

γ
= , então: 

                                         K γ
∞

≤  se e somente se  ( ) 1
,lF P K

γ∞
≤ .              ∇  

 

 

Assim, achando 
11 12

21

P P
P

P M ∆∆

 
=  

 
 nas condições do Teorema 2.6.1 e escrevendo  

 

( ) 11 12 21
ˆ,lF P P P TP∆ = + , onde ( ) 1

T I M
−

∆∆= ∆ − ∆ , tem-se que 

  

γ
∞

∆ ≤  se e somente se  11 12 21

1
P P TP

γ∞
+ ≤ ,  e o problema de determinar o “pior- 

caso” 2H  é equivalente ao seguinte problema: 
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Problema b: 
2

2
max [ ]p p FT RH

A T×
∞∈   sujeito a ( ) 1

bA T
γ∞

≤  

onde 

 

F zw w z w wA T M M TMφ φ∆ ∆  = +  ;  ( ) 11 12 21bA T P P TP= + . 

 

Para determinar 11 12,  P P  e 21 P  satisfazendo as condições do Teorema 2.6.1, usam-se as 

seguintes equações , obtidas a partir da igualdade ~
2

1
P P I

γ
= : 

 

(2.6.1) 

~ ~
11 11 21 21 2

~ ~
11 12 21

~ ~
12 11 21

~ ~
12 12 2

1

0

0

1

P P P P I

P P P M

P P M P

P P M M I

γ

γ

∆∆

∆∆

∆∆ ∆∆

 + =




+ =

 + =


 + =


 

                                                                                                              

       

Usa-se também, o fato de que a condição 1M γ −
∆∆ ∞

< , é equivalente a 

( )( )2 ~ 0I M M jγ ω∆∆ ∆∆− >  para todo ω ∈ ¡ . 11 12,  P P  e 21 P  são então definidos por : 

 

~ ~
12 12 2

1
P P

γ
Φ Φ@ , onde p pRH ×

∞Φ ∈   é tal que ~ 2 ~I M Mγ ∆∆ ∆∆Φ Φ = − ; 
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( ) 1~ ~
11 12 21P P M P

−

∆∆−@ ; 

 

1
21P −Ψ@ , onde p pRH ×

∞Ψ ∈ é tal que ( )( ){ }~~ 2  1  1 ~
12 12I M P P Mγ − −

∆∆ ∆∆Ψ Ψ = + . 

 

Note-se que os termos 12P  e 21P  são fatores espectrais de funções bipróprias, e portanto 

inversíveis em ( )M RH∞  , o que permite a mudança de variável  12 21T P TP= , feita em 

um dos termos da restrição do Problema b para efeito de simplificação. Segue-se que 

Problema b é equivalente ao seguinte problema 

 

Problema c: 
2

2
max p p

a b
F F FT RH
T×

∞∈
Θ Θ + Ξ   ,   sujeito a 

1
c T

γ∞Ξ + ≤  

onde 

 1
12

a
F zM P−

∆Θ = ;   1
21

b
F w wP M φ−

∆Θ =   ; F zw wM φΞ = ;   11c PΞ = . 

 

 O terceiro problema de otimização convexa (cuja solução é um limitante 

superior do “pior-caso” 2H ) é então formulado a partir de relaxação lagrangeana 

aplicada ao Problema c. Para isto, será a usada  a seguinte relação de normas (Zhou et 

al,1996)) : 

 

( )1 2 2
sup

W B M RH
G WG∈  ∞  

= , para todo ( )G M RL∞∈ , 

 

onde ( ) ( ){ }2

1 2 2 2
: 1B M RH W M RH W= ∈ =   . 
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 Assim, para todo 1 2 ,p pW B RH × ∈    se T  pertence ao conjunto factível do 

Problema c, tem-se que 

 

  ( ) 2

22

1
cW T

γ
Ξ + ≤  para todo 1 2

p pW B RH × ∈     

 

ou equivalentemente , ( ) 2 2

2 22

1
cW T W

γ
Ξ + ≤  para todo 2

p pW RH ×∈ . 

 

A seguir, considerando um 2
p pW RH ×∈  fixo (mas arbitrário) esta última 

desigualdade pode ser escrita como : 

 

 ( ) ( ) 2

1
, , 0c cW T W T W W

γ
Ξ + Ξ + − ≤  

⇔  

( ) ( )1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 02

1
, , 0c cg g W T g g W T g g W g g W

γ
− − − −Ξ + Ξ + − ≤  

⇔  

( )0 0, 0cg g c Tθ ≤  

 

onde ( )~1 1 ~
0 0g g W Wθ − −= , ( ) ( ) ( )~

2

1
c c cc T T T I

γ
Ξ + Ξ + −@  e ( ) 1

0 1g s
−

= + . 

 

O Lagrangeano referente ao Problema c é então definido por: 

 

( ) ( )2

0 02
, ,a b

c F F F cL T T g c T gθ θ= Θ Θ + Ξ −  
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onde θ  denota um elemento de p pRL ×
∞ , positivo semidefinido no eixo- jω . Segue-se que 

um limitante superior do “pior-caso” 2H  é então obtido através da minimização, com 

respeito aos multiplicadores , do funcional dual Lagrangeano (quando este for finito), 

isto é: 

 

( ){ }inf :L Sθθ θ∗ ∈ , 

 

onde  

( ) ( ){ }sup , : p p
cL L T T RHθ θ ×

∗ ∞= ∈ ; ( ){ }~: 0  ;  p pS RL jθ θ θ ω ω θ θ×
∞= ∈ ≥ ∀ ∈ =¡ . 

 

Aspectos referentes ao confinamento destes multiplicadores matriciais a subespaços de 

dimensão finita serão discutidos no capítulo 3. 

 

 

2.7 – Obtenção de limitantes superiores por meio 

de sinais de perturbação  

 

 

A título de completude, nesta seção será mostrado a obtenção de limitantes 

superiores para o “pior-caso” 2H  através de “sinais de perturbação” como feito em 

Paganini & Feron (2000). A idéia básica consiste em caracterizar uma classe de sinais 
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por meio de restrições que são conseqüências lógicas das limitações em norma impostas 

originalmente às perturbações caracterizadas por funções de transferências. 

Será demonstrado que o limitante assim obtido coincide com aquele deduzido na 

seção 2.4, dado pela soma de wn  problemas do tipo do Problema a. 

  Considere inicialmente um sistema robustamente estabilizado sobre a classe  S∆ , 

que foi definida anteriormente como 

 

( ){ }1: ,..., ,  e  =1,...,i ir rp p
l i iS RH diag RH i lγ××

∆ ∞ ∞ ∞
∆ ∈ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∈ ∆ ≤ ∀@  

 

 e o índice de desempenho “pior-caso” 2H , que foi definido por  

 

( ){ }2

2
sup :zw wF Sη φ ∆= ∆ ∆ ∈  

 

onde ( ) ( ) 1

zw zw z wF M M I M M
−

∆ ∆∆ ∆∆ = + ∆ − ∆ , ~
w w wφ φ = Γ  é a densidade espectral de 

2
wnw RH∈ . Escrevendo 1 ww nφ φ φ =  MLM , tem-se que ( ) ( )2 2

2 2
1

wn

zw w zw k
k

F Fφ φ
=

∆ = ∆∑ . 

Note-se agora que  

 

(2.7.1)                                      ( ) k
zw k zw k zF M M uφ φ ∆ ∆∆ = +    

 

para ku∆  tal que ( ) ( )1k k k
w k w ku I M M u M u Mφ φ−

∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆= ∆ − ∆ ⇔ = ∆ + , com S∆∆ ∈ , ( k 

é o índice das colunas wφ ). 
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Assim, definindo ( ) 2

2k zw k zu M M uφ ∆ℑ +@ , segue de (2.7.1) que o “pior-caso” η  pode 

ser escrito como :  

 

( ) ( )1

1

sup : ,...,
w

w

n
nk u

k
k

u u u Sη ∆ ∆ ∆ ∆
=

 
= ℑ ∈ 

 
∑  

 

 onde 

   

( ) ( ){ }1
2 ,..., :   tal que  =1,..., :  w wn p nu k k

w w kS u u RH S k n u M u M φ×
∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆∈ ∃ ∆ ∈ ∀ = ∆ +@  

 

 Neste ponto, inicia-se a utilização do princípio  básico mencionado no início 

desta seção, que consiste em caracterizar a classe dos ku∆  que correspondem a S∆∆ ∈ , 

ou pelo menos, uma classe maior que a contenha. Para isto, note que na definição de uS∆   

as igualdades ( )k k
w ku M u M φ∆ ∆∆ ∆ ∆= ∆ + , 1,..., wk n= , são satisfeitas pelo mesmo S∆∆ ∈ . 

Tal condição será enfraquecida . Neste sentido, considere as classes para 1,..., wk n= : 

 

 

(2.7.2)            ( ){ }2 : existe  tal que u p
k w kS u RH S u M u M φ∆ ∆∆ ∆∈ ∆ ∈ = ∆ +@ . 

 

 

Note-se que a definição das classes acima permite um ∆ para cada { }1,..., ,wk n∈  de 

modo que 1 2 ...
w

u u u k
nS S S S∆ ⊂ × × , e portanto 
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( ){ }( )
1

sup :
wn

u
k k k k

k

u u Sη
=

≤ ℑ ∈∑ . 

 

 

Por outro lado, segue de (2.7.2) que para todo ,u
ku S∈  tem-se  

 

( )i i i w kR u R M u M φ∆∆ ∆= ∆ + , 1,...,i l= , 

 

 

onde iR  é a matriz seletora de linha , de modo que para todo ,u
ku S∈ 1,...,i l= , tem-se 

que  

 

 

(2.7.3)        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 22 2 .i i w kF F
R u j R M j u j M j jω γ ω ω ω φ ω ω∆∆ ∆≤ + ∀ ∈¡  

 

 

De (2.7.3), segue-se que se ,u
ku S∈ então u

ku S∈
(

 onde : 

 

( ) [ ]( ){ }2 0: 1,..., ,  0 ku p
k iS u RH i l c u jω ω∈ ∀ = ≤ ∀ ∈

( @ ¡  

 

e     

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 22 2
0

k
i i i w kF F

c u j R u j R M j u j M j jω ω γ ω ω ω φ ω∆∆ ∆− +@ . 
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Ou seja, u u
k kS S⊂

(
, o que implica  

 

 

 (2.7.4)                                   ( ){ }
1

sup :
wn

u
k k k k

k

u u Sη
=

≤ ℑ ∈∑
(( (

 

 

 

e o limitante à direita da desigualdade (2.7.4) é o mesmo limitante η  obtido na seção 

2.4 que consiste na resolução de wn  problemas do tipo do Problema a. 

 Esta abordagem por meio de sinais permite considerar classes mais gerais de 

perturbação. Seguindo a abordagem de Paganini (1999) e Paganini & Feron (2000) por 

exemplo, pode-se considerar que os blocos i∆ que aparecem na definição da classe S∆  

são operadores limitados na norma induzida de 2L (ao invés de funções de 

transferências), podendo ser não-lineares e/ou variantes no tempo. 

 Nesse caso, o operador ( ) ( ) 1

zw zw z wF M M I M M
−

∆ ∆∆ ∆∆ = + ∆ − ∆  não é linear 

invariante no tempo (LTI para simplificar) e surge a necessidade de se definir um 

conveniente critério de performance que coincida com o critério 2H  para o caso LTI 

definido anteriormente na seção 2.4. Extensões desse tipo podem ser encontradas em 

Paganini (1999) e Paganini & Feron (2000). 

 Considere-se então a seguinte classe de perturbações: 

 

( ) ( ){ }2 1: ,..., e  1,...,O p
c l iS B L diag i lγ∆ ∆ ∈ ∆ = ∆ ∆ ∆ ≤ ∀ =@  
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onde ( )2
p

cB L denota os operadores definidos em 2
pL (possivelmente não-lineares) 

limitados na norma induzida 

 Uma extensão do critério 2H  de performance para o caso LTI pode ser dada por: 

 

( ) ( ) 2

2
1

wn

zw k
k

J F φ
=

∆ = ∆∑  

 

onde { }1 ,...,
wnφ φ é uma base de um subespaço de dimensão finita de 2

pRH . Definindo-se 

então as classes   

 

( ) ( ){ }2 : existe  tal que u O p O
k w kS u RH S u M u M φ∆ ∆∆ ∆∈ ∆ ∈ = ∆ +@  

 

e denotando por Oη  o “pior-caso” de desempenho 2H  para um sistema sujeito a 

perturbações da classe ,OS∆  prova-se de maneira análoga à feita nessa seção para 

perturbações LTI que  

 

( ){ }2

2
1

sup :
wn

u O
O zw k z k k k

k

M M u u Sη φ ∆
=

≤ + ∈∑  

 

 Também para todo ( ) ,u O

k ku S∈  tem-se que 

 

 

( )i i i w kR u R M u M φ∆∆ ∆= ∆ + 1,...,i l∀ =  
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porém, diferentemente do que ocorre no caso de perturbações definidas por funções de 

transferência, a igualdade acima não ocorre em toda freqüência ω ∈ ¡ , e segue-se que  

  

(2.7.5)                          { } 22 2

2 2
 1,...,i i w kR u R M u M i lγ φ∆∆ ∆≤ + ∀ = . 

 

Nesse caso, definem-se os seguintes funcionais para 2
pu RH∈ : 

 

( ) [ ] { } 22 2
0 2 2

k
i i i w kn u R u R M u Mγ φ∆∆ ∆− +@

 

 

e segue-se que  

 

( ){ }( )2

2
1

sup :
wn

u O
O zw k z k k k

k

M M u u Sη φ ∆
=

≤ + ∈∑
(( (

 

 

onde, para 1,..., :wk n=  

 

( ) ( ) [ ]{ }2 0: 0 1,...,u O kp
k iS u RH n u i l∈ ≤ ∀ =

( @ . 

 

 Pode-se então aplicar o método de relaxação lagrangeana em cada k problema : 

 

( ){ }2

2
sup : u O

zw k z kM M u u Sφ ∆+ ∈
(
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Nesse caso, consideram-se os chamados “multiplicadores constantes”, isto é, 

números reais positivos, ao invés de funções. 

Convém observar que a definição da classe OS∆  não menciona a causalidade dos 

operadores de perturbação. Se a hipótese de causalidade é considerada, pode-se escrever 

para todo [ )0,T ∈ ∞ : 

 

(2.7.6)                                       ( ) ( )( ),i i i kT T
R u R uξ φ= ∆  

 

onde, para qualquer função ( )f t definida em [ )0,∞ , Tf denota a função  

( ) ( ) [ ]
[ ]

, 0,
0, 0,T

f t t T
f t

t T

 ∀ ∈=  ∀ ∈
 

e ( ) ( ), ku tξ φ  é a inversa da transformada de Laplace  aplicada em { } ( )w kM u M sφ∆∆ ∆+ . 

De (2.7.6) segue-se que as restrições que definem as classes de sinais de 

perturbação a serem consideradas podem ser dadas por  

 

 

( ) ( ) ( )2 22

0 0

,
T T

i i kE E
R u t dt R u t dtγ ξ φ≤∫ ∫ , [ )0,T ∈ ∞ . 

 

 

onde 
E

denota a norma euclidiana, e por um abuso de linguagem usam-se as mesmas 

notações para sinais no domínio da frequência e domínio do tempo. 
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2.8 – Conclusões 

 

 

Neste capítulo foi discutido a avaliação do desempenho “pior-caso” 2H  para um 

controlador que assegure a estabilidade de sistemas sujeitos a perturbações em 

realimentação. 

Dadas as dificuldades de se computar este índice, foram apresentados 3 

problemas de otimização convexa em espaços de funções , cujas soluções são limitantes 

superiores para o “pior-caso” 2H . 

A formulação do 1º limitante feita na seção 2.4 segue passos idênticos à dedução 

feita em Correa & Sales (2005) para perturbações não-estruturadas nos fatores coprimos 

do modelo nominal. Aqui, esse procedimento é estendido para perturbações estruturadas 

em realimentação, e conforme discutido na seção 2.7, é análogo ao limitante deduzido 

em Paganini & Feron (2000) por meio de sinais de perturbação. 

Com relação à formulação da seção 2.5, embora o limitante resultante (que 

envolve a minimização de funcional convexo sujeito a infinitas restrições LM.I`s) tenha 

sido deduzido primeiramente em Paganini & Feron (2000), a dedução apresentada nesta 

seção é ligeiramente diferente da apresentada na referência acima. De fato, aqui 

“separa-se” o problema original em tantos quantos forem os canais de entrada do sinal 

de perturbação considerado. Isto não é feito em Paganini & Feron (2000), o que leva a 

conjectura de que o limitante dado pela Proposição 2.5.2 seja potencialmente menos 

conservador. 
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Finalmente, foi apresentado na seção 2.6, um limitante para o “pior-caso” 2H , 

cuja dedução baseia-se em operações elementares de LFT, ainda não exploradas para 

fins de análise de performance robusta. A grande motivação deste procedimento é 

definir uma mudança de variável que já resulte em uma restrição afim na nova variável 

de perturbação. 



 63

 

 

 

 

Capítulo 3 

 

 

Parametrizações lineares 

 

3.1-Introdução 

 

 

Os limitantes superiores para o “pior-caso” 2H  deduzidos no capítulo 2 são 

definidos com base em problemas de otimização sobre espaços de funções. Neste 

capítulo, mostra-se que quando as variáveis de decisão são confinadas a subespaços de 

dimensão finita (pré-especificados), obtém-se problemas para os quais existem 

eficientes métodos numéricos de resolução, embora, ao confinamento das variáveis de 

decisão a subespaços corresponda limitantes mais conservadores para o “pior-caso” 2H . 

Em particular, no caso do limitante definido por meio de relaxação lagrangeana na 

seção 2.4, no qual o problema de otimização em questão se trata da minimização de um 

funcional dual com relação aos multiplicadores de Lagrange, elementos desta 

abordagem estão presentes nos trabalhos de Stoorvogel (1993) e Feron (1997). 
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Stoorvogel (1993) considerou o caso mais simples em que os multiplicadores são 

confinados ao conjunto dos números reais. Feron (1997), considerando perturbações 

passivas ao invés de limitadas em norma, se restringe ao caso de multiplicadores 

caracterizados por funções de transferências com polos em –1. Aqui, por outro lado 

serão considerados, para o caso de perturbações estruturadas limitadas em norma, 

multiplicadores dinâmicos (não-constante) com funções de transferência com qualquer 

conjunto de pólos em +£ . 

O capítulo 3 está organizado da seguinte forma :  

Na seção 3.2 caracteriza-se o funcional dual (definido na seção 2.4) para 

multiplicadores fixos por meio de um problema de otimização linear com restrição LMI. 

Na seção 3.3 define-se uma classe de multiplicadores linearmente 

parametrizados e utilizando a caracterização da seção 3.2, mostra-se que o problema de 

otmização do funcional dual sobre esta classe é equivalente a um problema de 

otimização linear com restrições dadas por LMI`s (o resultado principal é expresso pela 

Proposição 3.3.2). 

Uma forma heurística para a escolha das classes lineares é examinada na seção 

3.4, com base em uma caracterização de direções descendentes para o funcional dual a 

partir de multiplicadores dados. 

Na seção 3.5, um procedimento análogo de definição de classes lineares e de 

otimização de funcional custo sobre estas classes é aplicado ao problema formulado na 

seção 2.5 por meio de “S-procedure” e cujo valor ótimo define um limitante superior 

para o “pior-caso” 2H  (Proposição 2.5.2). Segue-se aqui também (e de forma mais 

simples que o caso anterior) que o problema truncado correspondente é equivalente a 

um problema de otimização linear sujeito a uma restrição LMI. Na seção 3.6, é 

mostrado que as classes lineares definidas na seção 3.5 de fato possuem elementos que 
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satisfazem as restrições do problema original. Na seção 3.7 é examinada a questão da 

escolha de modificar iterativamente as classes lineares definidas na seção 3.5. 

Na seção 3.8 considera-se a estratégia de confinar variáveis de decisão a 

subespaços de dimensão finita pré-especificados para o problema de otimização 

convexa formulado na seção 2.6, e verifica-se que a versão deste limitante para as 

classes lineares de mulitplicadores (no caso, multiplicadores matriciais) é formalmente 

análoga ao do primeiro limitante dado pela seção 2.4(ver Proposição 3.8.1 e 

comentários correspondentes). 

Conclusões do capítulo são apresentadas na seção 3.9. 

 

 

 

  

3.2-Funcional dual e LMI 

 

 

 Nesta seção é dada uma caracterização do funcional dual (quando este é finito) 

para multiplicadores fixos, como um valor ótimo de um problema de otimização com 

custo linear e restrição LMI. 

 Inicialmente, no sentido de simplificar a exposição que se segue, será 

considerado o caso de perturbações estruturadas com dois blocos, ou seja, considera-se 

a seguinte classe 

 

( ){ }2 1 2: , : ,   1, 2i ir rp p
i iS RH diag RH iγ××

∆ ∞ ∞ ∞
∆ ∈ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∈ ∆ ≤ ∀ =@  
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e conseqüentemente, a seguinte classe de multiplicadores: 

 

( ) ( ){ }
1 2

~
1 2, : ,  ,  0 ,  1,2h h h i i i iS S h h h h RL h h h j iω ω∞= = = ∈ = ≥ ∀ ∈ =¡  

 

 Recorde-se agora, que o funcional lagrangeano associado ao Problema a da 

seção 2.4 (para o caso de perturbações com dois blocos) é escrito explicitamente como  

 

( ) ( ) ( ) ( ) { } ( )
2

2 22 1 2
1 2 2

1

, , 2a z zw k i i i w k iF F
i

L T h h M T M h j R T j R M R M T j dφ π ω ω γ φ ω ω
+∞

−
∆ ∆ ∆∆

= −∞

  = + − − −   
∑ ∫

 

Por outro lado, uma simples manipulação permite mostrar que o funcional lagrangeano 

pode ser escrito como: 

 

(3.2.1)     ( ) { }
1 2 1 2

2
2 2

1 2 2
1

, , , 2 , ,T
a h h h h zw k i i i w k w k

i

L T h h T T T M h R R M Mφ γ φ φ∆ ∆
=

= − Γ + Ξ + + ∑  

 

onde  
1 2

p p
h h RL ×

∞Γ ∈  e 
1 2 2

P
h h RLΞ ∈  são definidos por  

 

( )
1 2

2
~

1

i
h h i z z

i

h M Mγ ∆ ∆
=

Γ = Γ −∑ ,     ( ) 2 ~i T T
i i i iR R M R R Mγ γ ∆∆ ∆∆Γ = − ,  

1 2

2
2 ~ ~

1

T
h h i i i w k z zw k

i

h M R R M M Mγ φ φ∆∆ ∆ ∆
=

Ξ = − −∑ , 

 

O funcional Lagrangeano é então, relacionado com o funcional custo de um problema 

de horizonte infinito LQR, através da seguinte proposição: 
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Proposição 3.2.1: Sejam 
1 2

p p
h hE RH ×

∞∈  tal que 
1 2 1 2 1 2

~
h h h h h hE EΓ = + , ( ), , ,γ γ γ γA B C D  e 

( ), ,ξ ξ ξA B C  realizações de 
1 2h hE  e ( )1 2h h +

Ξ  respectivamente, com ( ),A Bγ γ  e ( ),A Bξ ξ  

controláveis, Aγ  e Aξ  Hurwitz. Defina                                                          

 

0

0 0 0ˆ ˆˆ ˆ,  ,  ,  ,  
0 0

xu T
uuT

xu uu

A SB
A B X S S D D

A B S S
γ γ

γ γ
ξ ξ

      
= +      

      
@ @ @ @ , T

xuS C Cγ ξ  @ , 

 

Então, para todo 2∈ py RH  e [ )( )2 0 ,∈ ∞
p

u L  tal que y é a transformada de Laplace de 

u , tem-se que: 

 

( ) ( ) ( )
( )1 2 1 2 0

ˆ, 2 , ,T T

h h h h

x t
y y y x t u t S dt

u t

∞     Γ + Ξ =       
∫  

  

onde ( )⋅x satisfaz  ( ) 0
ˆ0x X= , ( ) ( ) ( )ˆ ˆx t Ax t Bu t= +& ,                                                    ∇  

Demonstração: (Apêndice 3-A)  

 

Segue-se da Proposição 3.2.1 e da expressão do funcional Lagrangeano em (3.2.1) que o 

funcional dual pode ser escrito como 

 

(3.2.2) ( ) { }
1 2 1 2

2
1 2 2 2
, inf , 2 , : p

h h h h zw kL h h T T T T RH M φ∗ = − Γ + Ξ ∈ +  

                             
2

2

1

,T
i i i w k w k

i

h R R M Mγ φ φ∆ ∆
=

+∑  



 68

                        ( ) )( ){ } 2
2 2

2 2
1

inf : 0, ,
p T

zw k i i i w k w k
i

J u u L M h R R M Mφ γ φ φ∆ ∆
=

= − ∈ ∞ + + ∑  

 

onde ( ) ( ) ( ) ( )
( )0

ˆT T x t
J u x t u t S dt

u t

∞     =       
∫  é o funcional custo L.Q.R definido na 

Proposição 3.2.1. 

 Assim, mostrou-se que determinar o funcional dual para multiplicadores fixos 

envolve resolver um problema de horizonte infinito LQR. A equivalência da solução 

deste problema com a solução de um problema de otimização linear com restrição LMI. 

é determinada pelo Lema 3.2.2 que será enunciado a seguir, e que é análogo a um 

conhecido resultado da literatura devido a Willens (1971) (veja também Boyd et al, 

1994, pg 151). 

 

 

Lema 3.2.2: Sejam n nA ×∈ R , mB ∈ R , 0
nx ∈ R  e ( ) ( )n m n mxx xu

ux uu

S S
S

S S
+ × + 

= ∈ 
 

R  tais que  

A  é Hurwitz, TS S= , e 0uuS > . Para )( )2 0,
m

u L∈ ∞  defina  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

, ,T T x tx x
J u S x t u t S dt

u tu u

∞     
 = =            

∫  

 

onde ( ) ( ) ( ) ,x t Ax t Bu t= +&  0,t ≥  ( ) 00x x= . 

 

Seja ( ) T
z z z zQ P A P PA PR P Q= + + + , onde  

1
z uu uxA A BS S−= − , 1 T

z uuR BS B−= − , 1 T
z xx xu uu xuQ S S S S−= − . 
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Se ( ) )( ){ }2inf : 0,
m

J J u u L∗ ∈ ∞ >−∞@ , ( ),z zA R é estabilizável e z z
z T

z z

A R
H

Q A

 
=  − − 

 

não tem autovalores no eixo imaginário, então 

 

( ){ }0 0max : , 0T TJ x Px P P Q P∗ = ≥@  

 

ou equivalentemente , J∗  é o valor ótimo do problema  

 

                             ( )0 0max  sujeito a 0T

T
T xx xu

T TP P
xu uu

A P PA S PB S
x Px

B P S S=

 + + +
≥ 

+ 
             ∇  

Demonstração:(Apêndice 3-A) 

 

 

 Uma condição suficiente para que ( )1 2,L h h∗  seja finito para um par ( )1 2,h h  é 

que ( )
1 2

 h h j Iω ε ωΓ ≥ ∀ ∈ R , 0ε > (Correa & Sales 2005). Se esta condição for imposta 

ao par ( )1 2,h h , segue-se que J∗ < −∞ . Ademais, as matrizes ˆ ˆ,  A B  e Ŝ  definidos na 

Proposição 3.2.1 satisfazem as condições do Lema 3.2.2 (uma demonstração desse fato 

encontra-se no Apêndice 3-A). Assim, aplicando o Lema 3.2.2 na expresão (3.2.2), 

segue-se que para um par ( )1 2,h h  tal que 0ε∃ >  para o qual ( )
1 2

 h h j Iω ε ωΓ ≥ ∀ ∈ R , 

( )1 2,L h h∗  é escrito como  

 

(3.2.3)                      ( )
1 2

2
2 2

1 2 2
1

, ,T
h h zw k i i i w k w k

i

L h h M h R R M Mµ φ γ φ φ∗ ∆ ∆
=

= − + + ∑  
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onde 
1 2h hµ  é o valor ótimo do problema 

 

(3.2.4)                            ( )0 0
ˆ ˆmax T

T

P P
X PX

=
  sujeito a 

ˆ ˆ ˆ
0,

ˆ

                    

T
xu

T T
xu uu

A P PA PB S

B P S S

 + +
≥ 

+  
 

 

 0
ˆ ˆ ˆ, , , , e ,xu uuA B S S X  como definidos na Proposição 3.2.1. 

 Convém observar que 
1 2h hµ−  é o valor ótimo do problema   

 

( )0 0

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆmin  sujeito a 0

ˆT

T
xuT

P P T T T
xu

A P PA PB S
X PX

B P S D Dγ γ
=

 + +
− ≥ 

+ +  
 

 

ou equivalentemente (trocando –P por P), 
1 2h hµ− é o valor ótimo do problema 

 

 

0 0

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆmin  sujeito a 0ˆT

T
xuT

P P T T T
xu

A P PA PB S
X PX

B P S D Dγ γ
=

 + −
  ≤

 − − +   
 

 

 Na próxima seção será definida uma classe de multiplicadores sobre a qual será 

feita a minimização de ( )1 2,L h h∗  com base na caracterização dada acima. 
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3.3-Classes lineares de multiplicadores. 

 

 

Inicialmente, uma classe linear de multiplicadores é definida por 

 

(3.3.1)
( ) ( ){

( ) ( ) }
( )

1 2 1 2

1~

~

 

;

: , ,  , :

: 0 , ,  sao fixos;

,  controláveis e Hurwitz.

i

i i i

i i i

h h h h

nT
h i i i i i g i i g g gi i

n n n
i i i i

i i i

S S S

S h g g g RH g s c sI A B d c d

g j g j A B

A B A

ω ω ω

−

∞

×

 = ×

 = + ∈ = − + ∈ ∈

∀ ∈ + ≥ ∈ ∈



@ ¡ ¡
%¡ ¡ ¡

             

    

 Por outro lado, conforme mencionado na seção anterior, uma condição suficiente 

para que ( )1 2,L h h∗  seja finito é que exista 0ε > tal que ( )j Iω εΓ ≥  para todo ω ∈ R . 

 Portanto, para um dado 0ε > , definindo-se a seguinte sub-classe de 
1 2h hS  

 

( ) ( ) ( ){ }
1 2 1 2 1 21 2, :  h h h h h hS S h h j Iε ω ε ωΓ ≥ ∀ ∈@ ∩ R  

 

tem-se que ( )1 2,L h h∗  é finito para todo par ( ) ( )
1 21 2, h hh h S ε∈ e a minimização do 

funcional dual é feita sobre esta classe, isto é, será determinado  

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1 2 1 21 2 1 2inf , : ,h h h hL h h h h Sη ε ε∗

∗ ∈@  

 

Aqui surge a questão de saber se ( )
1 2h hS ε ≠ ∅ . De fato, note primeiramente que 

os multiplicadores constantes pertencem a 
1 2h hS  ( basta tomar 

1 2
0, g gc c= =

1 2g gd d=  
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0 0/2,  h h ∗
+= ∈R ). Portanto, ( )

1 20 0, h hh h S∈ . Nesse caso, tem-se que  

 

( ) ( )
1 2

2
2 ~ ~ 2 ~ ~

0 0
1

T T
h h i i i i z z z z

i

h R R M R R M M M h I M M M Mγ γ∆∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆∆ ∆ ∆
=

Γ = − − = − −∑  

 

Da condição de estabilidade robusta 1M γ −
∆∆ ∞

<  segue-se que  

 

( ) ( )2 ~ 0 I M M jγ ω ω∆∆ ∆∆− > ∀ ∈R , 

 

e portanto, dado 0ε >  é fácil impor uma condição sobre 0h para que ( )
1 2h h j Iω εΓ ≥ . 

Essa condição é dada por ( ) 1~ ~ 1
0 z zh I M Mλ φ ε φ

− −
∞ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆

  ≥ +   
, onde ~φ φ∆∆ ∆∆  é fatoração 

espectral de 2 ~I M Mγ ∆∆ ∆∆− . Para tal 0h , ( ) ( )
1 20 0, h hh h S ε∈ , e assim conclue-se que para 

qualquer 0ε > , ( )
1 2h hS ε ≠ ∅ . 

 

 A utilização da classe ( )
1 2h hS ε  tem uma grande motivação computacional. Mais 

especificamente, será mostrado que determinar ( )
1 2h hη ε∗  envolve essencialmente 

resolver um problema de otimização linear com restrição LMI. Para demonstrar tal fato 

a idéia central é usar a caracterização de ( )1 2,L h h∗  como valor ótimo de um problema 

de otimização linear com restrição LMI vista na seção anterior, e escrever o funcional 

custo e a restrição LMI em função dos parâmetros “livres” de ( )
1 2h hS ε , quais sejam, 

( )
1 1
,g gc d  e ( )

2 2
,g gc d . 
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 Neste sentido, a Proposição 3.3.1 que será enunciada a seguir apresenta 

realizações ( , , ,A B Cγ γ γ )Dγ  e ( ), ,ξ ξ ξA B C  de 
1 2h hE  e { }1 2h h +

Ξ  respectivamente, nas 

quais os parâmetros “livres” ( )
1 1
,g gc d  e ( )

2 2
,g gc d  de ( )

1 2h hS ε  aparecem de forma afim 

apenas em ,Cγ ,Dγ e .Cξ  Convém recordar que estas são, respectivamente, realizações 

da parte estável de 
1 2h hΓ  e da projeção estável de 

1 2h hΞ , onde 

 

( )
1 2

2
~

1

i
h h i z z

i

h M Mγ ∆ ∆
=

Γ = Γ −∑ ,     ( ) 2 ~i T T
i i i iR R M R R Mγ γ ∆∆ ∆∆Γ = − ,  

1 2

2
2 ~ ~

1

T
h h i i i w k z zw k

i

h M R R M M Mγ φ φ∆∆ ∆ ∆
=

Ξ = − −∑ . 

 

 A demonstração completa da Proposição 3.3.1 encontra-se no apêndice 3-B, e a 

idéia central da demonstração é usar a parametrização linear dada pela expressão (3.3.1) 

para escrever ( )
1 2h hE M RH∞∈  tal que 

1 2 1 2 1 2

~
h h h h h hE EΓ = +  e { }1 2h h +

Ξ  como  

 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 21 2, , , ,h h g g g g E g g FE L c c d d Y L d d EΓ Γ= + − ,  

 

{ } ( ) { }1 2 1 2 1 2

~, , ,h h g g g g z zw kL c c d d Y M Mξ φΞ ∆ ++
Ξ = − , 

 

onde ( ) ( ) ( )1 2,   e L L LΓ Γ Ξ⋅ ⋅ ⋅  são funções lineares de ( )
1 2 1 2
, , ,g g g gc c d d , e as matrizes  de 

funções EY , Yξ  e FE  não dependem destes parâmetros livres, e são dadas por  
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( ) ( ){ } ( ){ }
( ) ( ){ } ( ){ }

( )

( )

1 1 1

2 2 2

~1 1 1~

~2 2 2~

1

2

ˆ

ˆ

g g g

g g g
E

Y E Y E Y E

Y E Y E Y EY

E

E

γ γ γ

γ γ γ

γ

γ

++

++

  + +  
 
  + +=   
 
 
 
  

, 

 

{ } { }
{ } { }

{ }
{ }

1 1

2 2

~ ~ ~
1 1 1 1

~ ~ ~
2 2 2 2

~
1 1

~
2 2

T T
g w k g w k

T T
g w k g w k

T
w k

T
w k

Y M R R M Y M R R M

Y M R R M Y M R R M
Y

M R R M

M R R M

ξ

φ φ

φ φ

φ

φ

∆∆ ∆ ∆∆ ∆+ +

∆∆ ∆ ∆∆ ∆+ +

∆∆ ∆ +

∆∆ ∆ +

 +
 
 +
 =
 
 
 
  

, 

 

 

p p
FE RH ×

∞∈  é tal que  ~  ~
z z F FM M E E∆ ∆ = + , 

 

Para i=1,2: 

 

( ) ( )~ e 
i ig gY s Y s , são definidas por 

 

( ) ( ) ( )1
,

ig p i p iY s sI I A I B
−

 = − ⊗ ⊗   

( ) ( ) ( )1
~
ig p i p iY s sI I A I B

−
 = − + ⊗ ⊗  , 

 

( )
2

ˆ i p pE RHγ
×∈  é tal que  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )~
2 ~ ˆ ˆi i i iT T

i i i i E ER R M R R M E D E Dγ γ γ γγ ∆∆ ∆∆− = + + + , 
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com ( )i p p
ED γ

×∈ ¡ , ( ) ( ) ( )ˆi i i
EE E Dγ γ γ= + . 

 

 

Com a notação acima, enuncia-se a Proposição 3.3.1: 

 

Proposição 3.3.1: Sejam ( ), ,YE YE YEA B C , ( ), , ,EF EF EF EFA B C D , ( ), ,Y Y YA B Cξ ξ ξ  e 

( ), ,ξ ξ ξz z zA B C  as realizações mínimas de EY , FE , Yξ  e { }~
z zw kM M φ∆ +

 respectivamente. 

Então, realizações ( ), , ,γ γ γ γA B C D  e ( ), ,ξ ξ ξA B C  de 
1 2h hE  e { }1 2h h +

Ξ , com Aγ  e Aξ  

Hurwitz são dadas por  

 

 

0
,  

0
YE YE

EF EF

A B
A B

A Bγ γ

   
= =   −   

, 

( ) ( )1 2 1 2

0
2 2

0
YET T

P g p g g p g p EF

C
C I c I c d I d I C

Iγ
  = ⊗ ⊗     

M M M M , 

( )
2

1
j

i
g E EF

i

D d D Dγ γ
=

= −∑ ,   

20
,

0
Y Y

z z

A B
A B

A B
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

γ − 
   −    

@ @ , 

( ) ( )1 2 1 2

0
2 2

0
YT T

p g p g g p g p z

C
C I c I c d I d I C

I
ξ

ξ ξ
  = ⊗ ⊗    

M M M M .                                            ∇  

Demonstração: (Apêndice 3-B) 
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Comentário: Note que os parâmetros livres ( ),
i ig gc d da classe linear considerada não 

só aparecem de forma afim nas realizações de 
1 2h hE  e { }1 2h h +

Ξ , mas encontram-se 

alocados exclusivamente nos termos Cγ , Dγ ,Cξ . Dessa forma, ao se minimizar 

( )1 2,L h h∗ , sobre a classe ( )
1 2h hS ε  (ou seja, minimizar o funcional dual com relação aos 

parâmetros ( ,
i ig gc d ) ) usando a caracterização dada pelas expressões (3.2.3) e (3.2.4) da 

seção anterior, tanto o funcional custo e a desigualdade matricial de (3.2.4) serão afins 

em todas as variáveis de decisão. 

 

 A seguir, é apresentada a Proposição que estabelece a equivalência entre 

determinar ( )
1 2h hη ε∗  ( o valor ótimo da minimização do funcional dual sobre ( )

1 2h hS ε ) e 

um problema de otimização linear com restrição LMI. Antes, para simplificar a notação, 

denote por ℑ  a coleção de parâmetros livres de ( )
1 2h hS ε , isto é, ( )

1 2 1 2
, , ,g g g gc c d dℑ = . 

Pode-se então, apresentar a seguinte proposição 

 

Proposição 3.3.2: Considere ( ), , ,γ γ γ γA B C D  e ( ), ,ξ ξ ξA B C  como definidos na 

Proposição 3.3.1 e defina  

 

0

0 0ˆ ˆ ˆ,  ,  ,
0 0

A B
A B X

A B
γ γ

ξ ξ

    
=    

    
@ @  T

xuS C Cγ ξ =    

 

Se ( ),A Bγ γ  e ( ),A Bξ ξ  são controláveis, então para um dado 0ε >  tem-se que  
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( ) ( ){ ( )
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2inf , : , , , , , , e T T T T

h h g g g gP c c d d P P P P P P P Pη ε∗ = Ψ ℑ ℑ = = = = =
( (

 são tais 

que ( ) ( ) ( )
1 11 2 1 10, 0, 0,  , 0,  , 0,  , , 0,g gP P P Q P Q P Q P c dε> > > ℑ ≤ ℑ ≤ ≤

( (
e  

( ) }2 22 2 , , 0 g gQ P c d ≤  

onde  

 

( ) ( ){ }
2 2

2 22 2
0 0 2 2

1 1

ˆ ˆ, 2 2

                  

i p i i

T T T
g i w k n g g zw k

i i

P X PX d R M tr I c M C Mγ φ γ φ∆ Φ
= =

 Ψ ℑ = + + ⊗ + 
 

∑ ∑  

 

( )
( )

( ) ( ) ( )1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ
,

ˆ , ,

                    

T
xu

T T T
xu g g g g

A P PA PB S
Q P

B P S D d d D d dγ γ

 + − ℑ
 ℑ =

  − ℑ − +  
 

( )
( )

( ) ( ) ( )1 2 1 2

,
, ,

                    

T T

T T
g g g g

A P PA PB C
Q P

B P C D d d D d d I

γ γ γ γ

ε
γ γ γ γ ε

 + − ℑ
 ℑ =

 − ℑ − + +   

( ( (
( (

 

( ) 1

1 1

1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1

, ,
2

                    

T
g

g g T T
g g

A P P A P B c
Q P c d

B P c d

 + −
=  − −    

( ) 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

1 2

, ,
2

                    

T
g

g g T T
g g

A P P A P B c
Q P c d

B P c d

 + −
=  − −    

 

Para 1,2i = ; 
igM  é dado por   

 

( ) ( )
i i

T T
p i g g i p i iI A M M A I B BΦ Φ ⊗ + = − ⊗   
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onde  ( ), ,i i iA B CΦ Φ Φ é uma realização de ( ){ }~ T
w k i i w kM R R Mφ φ∆ ∆

+
, e ( ),i iA B  são os 

termos fixos da parametrização linear definida em (3.3.1).                                            ∇  

 

Demonstração: (Apêncice 3-B) 

 

Comentário: Como mencionado anteriormente, note que o funcional custo e todas as 

desigualdades matriciais da Proposição 3.3.2 são afins em todas as variáveis de decisão. 

O funcional custo ( ),PΨ ℑ  e a LMI ( ), 0Q P ℑ ≤  são deduzidos a partir da 

caracterização de ( )1 2,L h h∗  dada no final da seção 3.2. Por outro lado, a LMI 

( ), 0Q Pε ℑ ≤
(

 é equivalente a condição ( )
1 2

 h h j Iω ε ωΓ ≥ ∀ ∈ R , e as LMI`s 

( ), , 0, 1,2,
i ii i g gQ P c d i≤ =  são equivalentes à condição ( ) ( )~ 0i ig j g jω ω+ ≥ , .ω∀ ∈ R  

Essa três últimas desigualdades são deduzidas usando o Lema Positivo Real (Boyd et al 

(1994), pg 35), a apartir das hipóteses de que ( ),A Bγ γ  e ( ),i iA B  são controláveis e Aγ  

e iA  são Hurwitz, onde para ( )1,2: 
i i

T
i g i i gi g c sI A B d= = − + . 

Finalmente, se Aγ  e Bγ  definidos na Proposição 3.3.1 são tais que ( ),A Bγ γ  não 

é controlável, então é possível obter uma outra realização de 
1 2h hE  que seja controlável e 

na qual os parâmetros livres da classe ( )
1 2h hS ε  aparecem de forma afim e 

exclusivamente nos termos “C e D” destas realizações. De fato, se ( ),A Bγ γ  não é 

controlável, então existe 0T  para o qual para o qual se pode tomar uma transformação 

de similaridade dada por 
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1 11 12
0 0

220

A A
A T A T

A

γ γ

γ γ γ

−  
= =  

 
, 1

0 0

B
B T B

γ

γ γ

 
= =  

 
, ( ) ( ) 1

0C C Tγ γ
−ℑ = ℑ , 

 

tal que ( )11 1,A Bγ γ é controlável de modo que  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

111
0 11 1

ˆ
h hE C T sI A B D C sI A B Dγ γ

γ γ γ γ γ γ

−−−= ℑ − + ℑ = ℑ − + ℑ
 

 

onde ( )Ĉγ ℑ  é a versão truncada de ( ) ( ) 1
0C C Tγ γ
−ℑ = ℑ  correspondente ao par 

( )11 1,A Bγ γ , isto é ( ) ( ) 1
0

ˆ
0

I
C C T µ

γ γ
−  

ℑ = ℑ  
 

, onde µ é a dimensão de 11Aγ . Uma 

observação idêntica pode ser feita com relação Aξ e Bξ  como definidos na Proposição 

3.3.1.  

 

Cometário: A proposição 3.3.2 é análoga ao principal resultado em Feron (1997), em 

que o índice de performance “pior-caso” 2H  é considerado com relação a perturbações 

caracterizadas por funções de transferências passivas, ao invés de limitadas em normas. 

Em ambos os casos, o limitante superior correspondente a um dado multiplicador é 

obtido como o valor máximo com respeito a uma variável de perturbação de um 

funcional quadrático nessa variável, e linear com relação ao multiplicador. A dedução 

apresentada em Feron (1997) baseia-se em trocar o operador de perturbação 

inicialmente considerado por sinais de perturbação sobre os quais se impõem restrições 

que são consequência lógicas das características do operador de perturbação. Aqui, 

mantém-se a variável de perturbação caracterizada como função de transferência, na 

dedução do limitante. Em termos de classes lineares de multiplicadores, o principal 
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resultado em Feron (1997) é deduzido apenas para multiplicadores cujas partes estáveis 

tem todos os pólos em –1, ao passo que o resultado acima se aplica a qualquer função 

em RH∞ . 

 Para encerrar esta seção, convém observar que ao se considerar a utilização da 

Proposição 3.3.2 para se obter limitantes superiores do “pior-caso” 2H  de um dado 

controlador, surge naturalmente , a questão da escolha dos termos iA , iB que definem a 

classe linear de multiplicadores a ser utilizada. Assim sendo, no sentido de buscar 

maneiras heurísticas de se fazer essas escolhas, como alternativa à  escolha arbitrária de 

tal classe, serão examinadas na próxima seção direções descendentes para o funcional 

dual, no espaço de multiplicadores. 

 

 

3.4 – Direções descendentes para o fucional dual  

 

 

Nesta seção são caracterizadas as direções descendentes para ( )1 2,L h h∗ a partir 

de um par (não-ótimo) ( )1 2,h h , dentro do espaço de todas as funções reais racionais 

positvas no eixo- jω . As realizações do novo par de multiplicadores obtidos ao se andar 

ao longo de direções aproximadamente alinhadas com o “gradiente” do funcional dual  

constituem uma escolha natural para a determinação da classe linear ( )
1 2h hS ε definida na 

seção anterior, no sentido de que a dinâmica fixa da classe estaria  relacionada com o 

problema original de minimização do funcional dual sobre o conjunto dos 

multiplicadores. 
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A caracterização de direções descendentes para ( )1 2,L h h∗ é feita a partir de 

( )1 2 2, pT h h RH∗ ∈  tal que ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2, , , ,aL h h L T h h h h∗ ∗= , isto é  

 

( ) ( )
2

1 2 1 2, arg max , ,p aT RH
T h h L T h h∗ ∈

=  

 

Convém recordar a definição do Lagrangeano dado na seção 2.4 por  

 

( ) ( )
2

2
1 2 2

1

, , ,a z zw k i i
i

L T h h M T M c T hφ∆
=

= + −∑  

onde  

( ) ( ) ( ) [ ] ( )1

0, 2i i i ic T h h j c T j dπ ω ω ω
∞

−

−∞

= ∫ , 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
0i i i w k iF F

c T j R T j R M j j R M j T jω ω γ ω φ ω ω ω∆ ∆∆= − + . 

 

Será provado então, que uma direção descendente para ( )1 2,L h h∗  a partir de 

( )1 2,h h  é dada por ( )1 2,h h∆ ∆  tal que ( )
2

1

, 0i i
i

c T h
=

>∑ , de modo que uma direção 

descendente pode ser dada por  

 

( ) ( ) ( ) ( )
~1 1

0 0 0 1 2
ˆ , , , 1,2i ih j g g c T h h j iω ω ω− −

∗∆ ∀ ∈ =  @ ¡ . 

 

Para obter ( )1 2,T h h∗  tal que ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2, , , , ,aL h h L T h h h h∗ ∗=  será usada a 

expressão do funcional Lagrangeano dada na seção anterior por  
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( ) { } ( )
1 2 1 21 2 1 2, , , 2 , 0, ,a h h h h aL T h h T T T L h h= − Γ + Ξ +  

 

1 2 1 2 1 2

~,  ,p p
h h h h h hRL ×

∞Γ ∈ Γ = Γ  
1 2 2 ,p

h h RLΞ ∈  de modo que uma condição necessária e 

suficiente para que ( )1 2,L h h∗  seja finito é que ( ) ( )
1 2

0h h jλ ω∞ Γ > , onde 

( )( ) ( ){ }1 2 1 2
inf :h h h hj jλ ω λ ω ω∞  Γ Γ ∈ @ ¡ . Tendo em vista esse fato, define-se o 

seguinte conjunto 

 

( ) ( ) ( ){ }1 21 2, : 0P P h hS h h S S jλ ωΓ ∞∈ × Γ >@  

 

onde 

          ( ){ }~: , e ,  0PS h RL h h h jω ω∞= ∈ = ∀ ∈ ≥¡ . 

 

Note-se que se ( )1 2,h h SΓ∈ , então  0ε∃ >  para o qual ( )
1 2

 h h j Iω ε ωΓ ≥ ∀ ∈ R . A 

proposição a seguir apresenta uma expressão para ( )1 2,T h h∗  e ( )1 2,L h h∗  

 

Proposição 3.4.1: Se ( )1 2,h h SΓ∈ , então 

 

( ) ( )( ) ( ){ } ( )
1 2 1 2

2
1~

1 2 1 2 1 2 1 2
2

, , , , 0, ,a h h h h aL h h L T h h h h L h hφ
−

∗ ∗
+

= = Ξ + , 

 

onde ( ) ( )
2

1 2 1 2, arg max , ,p aT RH
T h h L T h h∗ ∈

=  é dado por 
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( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2

11 ~
1 2, ,h h h h h hT h h φ φ

−−
∗

+
= − Ξ  

1 2h hφ é um fator espectral de 
1 2 1 2 1 2

~
h h h h h hφ φΓ =              ∇  

 

Demonstração : Considere-se inicialmente a expressão do funcional dual dada por 

 

( ) ( ) { }1 2 1 21 2 1 2 2, 0, , inf , 2 , : p
a h h h hL h h L h h T T T T RH∗ = − Γ + Ξ ∈  

 

e para resolver  { }1 2 1 22
inf , 2 ,p h h h hT RH

T T T
∈

Γ + Ξ , considera-se a condição de 

otimalidade: 

 

2
pT RH∀∆ ∈ , 

1 2 1 2
, 0h h h hT T∗Γ + Ξ ∆ =  

 

ou equivalentemente  

 

(3.4.1)                                               { }1 2 1 2
0h h h hT∗ +

Γ + Ξ =  

 

Uma vez que  ( )1 2,h h SΓ∈ , tem-se que ( )
1 2

0h h jωΓ >  ω∀ ∈¡ . Logo é possível tomar 

uma fatoração espectral de 
1 2h hΓ , isto é, 

1 2 1 2 1 2

~
h h h h h hφ φΓ = , e a expressão (3.4.1) é 

equivalente a  

 

{ }1 2 1 2 1 2

~ 0h h h h h hTφ φ ∗ +
+ Ξ =  ⇔ ( ){ }1 2 1 2 1 2

1~ 0h h h h h hTφ φ
−

∗
+

+ Ξ = ⇔ ( ){ }1 2 1 2 1 2

1~ 0h h h h h hTφ φ
−

∗
+

+ Ξ =  

 

⇔ ( ){ }1 2 1 2 1 2

11 ~
h h h h h hT φ φ

−−
∗

+
= − Ξ . 
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Por outro lado, escrevendo ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2, , , ,aL h h L T h h h h∗ ∗= , tem-se que  

 

(3.4.2) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2, 0, , , , , , ,a h h h h h hL h h L h h T h h T h h T h h∗ ∗ ∗ ∗+

= − Γ + Ξ − Ξ . 

 

Usando a condição de otimalidade T∗  em (3.4.2), e o fato de que 
1 2 1 2 1 2

~
h h h h h hφ φΓ =  , tem-se 

que  

 

                        ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2

2
1~

1 2 1 2
2

, 0, ,a h h h hL h h L h h φ
−

∗
+

= + Ξ                                           W        

 

Para ( )1 2,h h SΓ∈ , a próxima proposição examina o comportamento de 

( )1 2,L h h∗  ao se mover ao longo de direções ( ){ }1 1 2 2, ; 0h h h hα α α+ ∆ + ∆ ≥ .Uma 

conseqüência desta proposição será a caracterização de direções descendentes já 

mencionadas  anteriormente nesta seção. 

 

Proposição 3.4.2: Sejam( )1 2,h h SΓ∈ , 1h RL∞∆ ∈  e 2h RL∞∆ ∈  tais que ~
1 1h h∆ = ∆ e 

~
2 2h h∆ = ∆ , 

1 2 2h hε
ε

Γ Γ −@  onde 0ε > é tal que ( )
1 2

 h h j Iω ε ωΓ ≥ ∀ ∈ R , e 0εα >   tal que 

( ) ( )( )1 2
1 2 2

h hε γ γ
εα λ∞ ∆ Γ + ∆ Γ ≤ . Então, [ ]0, εα α∀ ∈ ,  tem-se que  

 

     ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2
1

, , , , , ,i i
i

c T h h h L h h L h h h h f h hα α α α∗ ∗ ∗
=

 
∆ ≥ − + ∆ + ∆ ≥ ∆ ∆ 

 
∑  

        

   onde 
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( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 2

22 ~2 1
1 2 1 2 1 2

21

, , , ,i i
i

f h h c T h h h h hεα α α φ −
∗ ∆ ∆

+=

 
∆ ∆ ∆ − ∆ Ξ + ∆ Ξ 

 
∑@ , 

 

  ( ) ( ) 2 ~
1 2,

i

i
w kT h h M Mγ γ φ∆ ∗ ∆∆ ∆Ξ = Γ + ,  εφ é fator espectral de ~ .ε ε εφ φΓ =                   ∇  

Demonstração: (Apêndice 3-C) 

 

Uma conseqüência imediata da Proposição 3.4.2 é uma condição de otimalidade de 

( ),L∗ ⋅ ⋅ em SΓ . 

 

Corolário 3.4.3: Se ( )01 1 2,c T h h∗    e ( )02 1 2,c T h h∗   são identicamente nulos, então  

( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2, inf , : ,L h h L h h h h S∗ ∗ Γ= ∈
( ( ( (

. 

 

Demonstração: Se  ( )01 1 2, 0c T h h∗ ≡   e ( )02 1 2, 0c T h h∗ ≡   então  

( )( )
2

1 2
1

, , 0i i
i

c T h h h∗
=

∆ =∑  para quaisquer 1h RL∞∆ ∈  e 2h RL∞∆ ∈  

Logo, para todo ( )1 2,h h SΓ∈
( (

tem-se que  

( )( )
2

1 2
1

0 , ,i i i
i

c T h h h h∗
=

= −∑
(

( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 1 2 2 2, ,L h h L h h h h h h∗ ∗≥ − + − + −
( (

,ou seja 

( ) ( )1 2 1 2, ,L h h L h h∗ ∗≥
( (

para todo ( )1 2,h h SΓ∈
( (

 

 

( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2, inf , : ,L h h L h h h h S∗ ∗ Γ⇒ = ∈
( ( ( (

                                                                   W  
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Também segue diretamente da Proposição 3.4.2 que quaisquer 1 2,h h∆ ∆  tais que 

( )( )
2

1 2
1

, , 0i i
i

c T h h h∗
=

∆ >∑ , determinam uma direção de descida para ( ),L∗ ⋅ ⋅  ( )1 2,h h , ou 

 equivalentemente, para ( ) ( )~
ˆ ˆ

i ii i g i gh g d g d∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ , tem-se que ( )ˆ,
ig id g∆ ∆ , 

1,2,i =  determinam uma direção descendente ( )1 2,h h∆ ∆  se e somente se  

 

( )( ) ( ){ }
2 2 2

1 2 0 1 2
1 1 1

ˆ, , 2 2 , , 0
ii i g i oi i

i i i

c T h h h d c c T h h g∗ ∗ +
= = =

∆ = ∆ + ∆ >  ∑ ∑ ∑  

 

onde ( ) ( ) ( )1

0 0 1 22 ,i ic c T h h j dπ ω ω
∞−

∗−∞
=   ∫ . 

 

 As direções descendentes carcaterizadas acima sugerem uma maneira heurística 

de escolher iterativamente classes lineares de multiplicadores sobre as  quais se pode 

computar de maneira eficiente os limitantes para o “pior-caso” 2H .  

Neste sentido, note que, independentemente do tamanho do passo tomado ao  

longo da direção ( )ˆ,
ig id g∆ ∆ acima, “a parte dinâmica estável” ( )ˆ ˆi ig g+ ∆ do novo 

multiplicador ( )ˆ
i ih hα∗+ ∆  assim obtido, terá uma realização ( ), , ,

i i i i

T
g g g gA b c d  em 

função das realizações ( ), , ,
i i i i

T
g g g gA b c d e ( ), , ,

i i i i

T
g g g gA b c d∆ ∆ ∆ ∆  das partes dinâmica 

estáveis de ˆig  e ˆig∆ , isto é: 

 

0

0
i

i

i

g

g
g

A
A

A∆

 
=  

 
, i

i

i

g

g
g

b
b

b∆

 
=  

 
,  
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 Assim sendo, uma nova classe linear de multiplicadores pode ser obtido a partir 

de um dado par ( )1 2,h h  e da direção descendente ( )1 2,h h∆ ∆ da seguinte forma  

 

( ) ( ){
( ) ( ) }

1 2 1 2

1~

~

:  1,2,

: ,  ,  , :

: 0

i

i i i

h h h h

nT
h i i i i i g g i i i

i i

S S S i

S g g g RH g s c sI A b d c d

g j g jω ω ω

−

∞

 = × ∀ =

 + ∈ = − + ∈ ∈

∀ ∈ + ≥

@ ¡ ¡

¡

 

 

igA , 
igb  como definidos acima. 

 Desta forma, pode-se conceber um procedimento iterativo no qual em um passo 

resolve-se o problema LMI para uma dada classe utilizando um algorítimo de pontos 

interiores, e a partir do resultado, usa-se a heurística acima para gerar uma nova classe 

linear de multiplicadores. 

 Alternativamente, no sentido de limitar, em cada passo, o crescimento da ordem 

dos multiplicadores,  a fim de evitar um aumento no custo computacional da resolução 

do problema LMI dado pela Proposição 3.3.2, pode-se buscar em uma classe de 

multiplicadores de ordem pré-especificada e pequena (por exemplo, de ordem 2) a 

direção “mais alinhada” com o gradiente do funcional custo e utiliza-la para gerar uma 

nova classe, no lugar de ( )1 2,h h∆ ∆  definidos anteriormente. 

 Neste sentido, escrevendo novamente ( ) ( )~
ˆ ˆ

i ii i g i gh g d g d∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ , onde 

2ˆig RH∆ ∈ , tem-se que  

 

( )( ) ( ){ }1 2 0 1 2 0ˆ, , 2 , , 2
ii i i i g ic T h h h c T h h g d c∗ ∗ +

∆ = ∆ + ∆    
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de modo que a parte “dinâmica”  ˆig∆  de uma direção ih∆ com as características 

mencionadas anteriormente pode ser obtida por meio de problemas de otimização 

auxiliares do tipo  

 

Problema A1:                ( )2ˆ ˆ,  2 ˆmax ,
cg RH g M f g∆ ∈ ∆ ∈ ∆  sujeito a 

2
ˆ 1g∆ ≤ . 

 

nos quais f é dada por ( ){ }0 1 2,if c T h h∗ +
=    .  Escrevendo-se 

  

( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2ˆ,  T T
f f f g g gf s c sI A b RH g s c sI A b RH

− −

∆ ∆ ∆= − ∈ ∆ = − ∈  

 

tem-se que  

 

0ˆ, T
g gf g c M c∆ ∆∆ = , onde 0M é solução da equação  

 

0 0
T T

g f g fA M M A b b∆ ∆+ = − , 

 

2

2
ˆ ˆ ˆ, T

g g gg g g c M c∆ ∆∆ = ∆ ∆ = , onde gM  é solução da equação  

 

T T
g g g g g gA M M A b b∆ ∆ ∆ ∆+ = − , 

 

2 2
gA ×

∆ ∈R , 2 2
gM ×∈ R , ,  2f fn n

f fA n
×∈ ≥R . 
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O Problema A1 pode então ser reescrito como   

 

0, ,
max T

g g g

T
g gA b c

c M c
∆ ∆ ∆ ∆ ∆  sujeito a 1T

g g gc M c∆ ∆ ≤   e  gA é Hurwitz 

onde  

 ( )C.1                                         0 0
T T

g f g fA M M A b b∆ ∆+ = −  

( )C.2                                         T T
g g g g g gA M M A b b∆ ∆ ∆ ∆+ = −  

 

Adicionando a condição de ( ),g gA b∆ ∆  ser controlável, tem-se que gM  é não-singular, e 

escrevendo 1/2 1 / 2
g g gM M M= , tem-se que 1/2 1 / 2T T

g g g g g g gc M c c M M c∆ ∆ ∆ ∆= = T
g gc c∆ ∆ , onde 

1 / 2
g g gc M c∆ ∆=  (isto é, 1 / 2

g g gc M c−
∆ ∆= ). Desta forma, o Problema A1 pode ser escrito 

como  

1 / 2
0, ,

max T
g g g

T
g g fA b c

c M M c
∆ ∆ ∆

−
∆ ∆  

 

 sujeito a 
2

2
1,gc∆ ≤ ( ) ( )C.1 , C.2 ,  gA∆ é Hurwitz e ( ),g gA b∆ ∆  e controlável. 

 

Como resultado, pode ser visto que para um dado par ( ),g gA b∆ ∆ , o valor ótimo gc∆  é 

dado por  

1 / 2
0 1 / 2

0 2

1
g g f

g f

c M M c
M M c

−
∆ ∗ −

  =  
  

 

 

e neste caso, o valor ótimo do custo funcional  é dado por 1 / 2
0 2g fM M c− . 
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Assim, o problema acima pode escrito como  

 

( )
1

0,
max

g g

T T
g g fA b

c M M c
∆ ∆

−
∆  sujeito a ( ) ( )C.1 , C.2 , gA∆ é Hurwitz e ( ),g gA b∆ ∆  e controlável. 

 

Finalmente, utilizando-se a forma canônica controlável, isto é, escrevendo  

 

2

1

0

1gA
α
α∆

− 
=  − 

, 
1

0gb∆

 
=  

 
, 1 20, 0α α> > , 

 

pode-se escrever o problema em função da forma qudrática  

 

( ) ( ) ( ) ( )1

1 2 0 1 2 1 2 0 1 2, , , ,
TT

f gc M M Mα α α α α α α α−
ℑ @ . 

 

Como alternativa para a resolução do problema escrito em função dos parâmetros 

1 2 e α α , qual seja,  

 

Problema A2:                                ( )
1 20, 0 1 2max ,α α α α> > ℑ  

 

pode-se utilizar  um procedimento rudimentar de  avaliar ( )1 2,α αℑ  em uma grade para 

uma dada região do espaço 2R , e escolher o par ( )1 2,α α∗ ∗  que maximixa ( )1 2,α αℑ , 

para então, a partir da dinâmica 2

1

0

1gA
α
α

∗
∆

∗

− 
=  − 

, 
1

0gb∆

 
=  

 
, para gerar uma nova 

classe de multiplicadores linearmente parametrizados. 
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3.5 – Classes lineares para determinação de kJ  

 

 

 Esta seção está diretamente relacionada com a seção 2.5 e tem por objetivo 

mostrar que o confinamento das variáveis de decisão do problema correspondente ao 

limitante dado pela seção 2.5, que consiste em um problema de otimização linear 

restrito a uma família de LMI`s, a um subespaço de dimensão finita torna o problema 

truncado sujeito a uma única restrição LMI (ao invés de uma família parametrizada pela 

freqüência). 

 Na seção 2.5, utilizou-se um argumento baseado em “S-Procedure” para mostrar 

que um limitante superior do “pior-caso” 2H  de um dado controlador pode ser obtido a 

partir da soma dos wn  valores ótimos (denotados por kJ , 1,..., wk n= ) de problemas do 

seguinte tipo: 

 

                         ( ) ( ) ( ) ( )1

, min 2 ,
YY S S k k F

j Y j j dπ φ ω ω φ ω ω
Λ

∞
−

∈ Λ∈
−∞
∫   

 

sujeito a  

(3.5.1)                  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
~ 00

0 
00

jj
M j M j

Y jI

ωγ ω
ω ω ω

ω
Λ  Λ

− ≤ ∀ ∈  
   

¡  

onde   
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{ } ( ){ }1

~
1 ,..., : 1,..., ,  ,  ,  0 

lr l r i i i iS diag I I i l RL jλ λ λ λ λ λ ω ωΛ ∞Λ = ∀ = ∈ = ≥ ∀ ∈@ ¡ , 

    { }~:w wn n
YS Y RL Y Y×

∞∈ =@ ,  

   2
wn

k RHφ ∈ .                     

 

 Novamente, em conformidade com as seções anteriores deste capítulo, será 

considerada a classe de perturbações estruturadas com dois blocos para efeitos de 

simplificação, ou seja , considera-se a classe 

 

( ){ }2 1 2: , : ,   1, 2i ir rp p
i iS RH diag RH iγ××

∆ ∞ ∞ ∞
= ∆ ∈ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∈ ∆ ≤ ∀ = , 

 

e a correspondente classe de multiplicadores é dada por  

 

{ } ( ){ }1 2

~
1 2, : 1,2, , = , 0 r r i i i iS diag I I i RL jλ λ λ λ λ λ ω ωΛ ∞= Λ = ∀ = ∈ ≥ ∀ ∈ ¡  

 

 A seguir, denote por “ [ ]( ), 0 F Y jω ωΛ ≤ ∀ ∈ R ”, a família de LMI`s em 

(3.5.1), e considere os seguintes subespaços de YS  e SΛ : 

 

( ) ( ){ }1~: , , ,  w Y w wn n n n
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YS Y S Y X X X s C sI A B D C D

− × ×= ∈ = + = − + ∈ ∈R R  

com , Y wY Y n nn n
Y YA B ××∈ ∈R R fixos, ( ),Y YA B  controlável e YA Hurwitz; 

 

( ) ( ){ }1~: , , , , 1,2 i

i i i i i i i i i

nT
iS S x x x s c sI A b d c d iλ λ λ λ λ λ λ λ λλ

−

Λ Λ= Λ ∈ = + = − + ∈ ∈ =R R  
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com ,i i i

i i

n n nA bλ λ
×∈ ∈R R fixos, ( ),

i i
A bλ λ  controlável e 

i
Aλ Hurwitz, i=1,2. 

 

 E o problema de otimização correspondente a esses subespaços é dado por 

determinar kJ , o valor ótimo do problema 

 

inf ,
Y

k kY S Yφ φ∈  sujeito a SΛΛ∈  e [ ]( ), 0 F Y jω ωΛ ≤ ∀ ∈ R . 

 

Para mostrar então, que o problema de determinar kJ  é um problema de otimização no 

espaço euclidiano, sujeito a uma restrição LMI, são necessários os Lemas 3.5.1 e 3.5.2 

apresentados a seguir  

 

Lema 3.5.1: Para todo YY S∈ , tem-se que ,k kYφ φ  é uma função linear de ( ),Y YC D , 

os parâmetros livres da classe YY S∈                                                                              ∇  

 

Demonstração: Inicialmente,  note que para todo YY S∈ , tem-se que  

 

( )~, , 2 ,k k k Y Y k k Y kY X X Xφ φ φ φ φ φ= + =  

 

Essa última igualdade pode ser escrita como  

 

0 0, 2 ,k k k YY g P g Xφ φ =  
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onde ( ) ( )~1 1
0 0k k kP g gφ φ− −@ . A seguir, escrevendo ( ) ( ) 1

,Y Y Y Y YX s C sI A B D
−

= − + tem-

se que  

 

( ) ( ), 2 2   C D
k k k Y k Y YY R C R D Y Sφ φ = + ∀ ∈  

 

onde  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }121

02C
k Y k Y Y YR C Tr P j g j C j A B dπ ω ω ω ω

∞
−− ∗

−∞

= −  ∫ ;

( ) ( ) ( ) ( ){ }21

02D
k Y k YR D Tr g j P j D dπ ω ω ω

∞
− ∗

−∞

=   ∫  

 

e portanto ,k kYφ φ  é função linear de ( ),Y YC D .                                                      W  

 

 

Lema 3.5.2: Sejam ,  YY S SΛ∈ Λ∈  e [ ] ( ) ( ),H Y s M RH∞Λ ∈  tal que  

[ ],F Y Λ = [ ],H Y Λ + [ ]~ ,H Y Λ . 

Então uma realização ( ), , ,H H H HA B C D de [ ],H Y Λ  pode ser obtida de maneira que HC  

e HD  são funções afins de ( ),Y YC D  e ( ),
i i

c dλ λ , ( ),H HA B  controlável, HA  Hurtwitz e 

( ),H HA B  não dependem dos parâmetros livres das classes YS , SΛ                               ∇             

 

 

Demonstração: (Apêndice 3-D) 
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Denotando por ( )
1 2 1 2

, , , , ,Y YC D c c d dλ λ λ λℑ = , a coleção de parâmetros livres das classes 

 e  YS SΛ ,segue-se do Lema 3.3.2 e do Lema Positivo Real (Boyd et al (1994), pg 35) 

que  

 

[ ]( ), 0  F Y jω ωΛ ≤ ∀ ∈R , , YY S SΛ∈ Λ ∈ , 

⇔   

(3.5.2)                 ,  0TP P P∃ = >  tal que 
( )

( ) ( ) ( )
0

T T
H H H H

T T
H H H H

A P PA PB C

B P C D D

 + + ℑ
≤ 

+ ℑ ℑ + ℑ 
 

 

 Finalmente, tem-se que a positividade dos multiplicadores pertencentes a classe 

SΛ  é também escrita como condições LMI, novamente através do Lema Positivo Real. 

Segue-se que determinar kJ  é equivalente a resolver um problema de otimização no 

espaço eucldiano, com função custo linear nos parâmetros livres da classe YS , sujeito a 

finitas restrições LMI’s envolvendo os parâmetros livres de  e  YS SΛ , isto é, 

( )
1 2 1 2

, , , , ,Y YC D c c d dλ λ λ λℑ = . Mais explicitamente, tem-se a seguinte proposição, 

demonstrada no desenvolvimento desta seção 

 

Proposição 3.5.3 :Seja kJ , o valor ótimo do problema 

 

min ,
Y

k kY S Yφ φ∈  sujeito a SΛΛ∈  e [ ]( ), 0 F Y jω ωΛ ≤ ∀ ∈ R . 

 

onde [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
~ 00

, ,
00

jj
F Y j M j M j

Y jI

ωγ ω
ω ω ω ω

ω
Λ  Λ

Λ = − ∈  
   

R  
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( ) ( ){ }1~: , , ,  w Y w wn n n n
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YS Y S Y X X X s C sI A B D C D

− × ×= ∈ = + = − + ∈ ∈R R  

com , Y wY Y n nn n
Y YA B ××∈ ∈R R fixos, ( ),Y YA B  controlável e YA Hurwitz; 

 

( ) ( ){ }1~: , , , , 1,2 i

i i i i i i i i i

nT
iS S x x x s c sI A b d c d iλ λ λ λ λ λ λ λ λλ

−

Λ Λ= Λ ∈ = + = − + ∈ ∈ =R R  

com ,i i i

i i

n n nA bλ λ
×∈ ∈R R fixos, ( ),

i i
A bλ λ  controlável e 

i
Aλ Hurwitz, i=1,2,  e YS SΛ  

como definidos na seção 2.5. Então kJ  é valor ótimo do problema 

 

                                                ( ) ( ),min 2 2C D
P k Y k YR C R Dℑ +  

sujeito a  

 

( )
( ) ( ) ( )

 0 e 0,
T T
H H H HT

T T
H H H H

A P PA PB C
P P

B P C D D

 + + ℑ
= > ≤ 

+ ℑ ℑ + ℑ 
 

 0 e 0, 1,2.
2

i i i i

i i i

T
i iT

i i T T
i

A R RA R b c
R R i

b R c d
λ λ λ λ

λ λ λ

 + −
= > ≤ ∀ = − −  

 

onde  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }121

02C
k Y k Y Y YR C Tr P j g j C j A B dπ ω ω ω ω

∞
−− ∗

−∞

= −  ∫ ;

( ) ( ) ( ) ( ){ }21

02D
k Y k YR D Tr g j P j D dπ ω ω ω

∞
− ∗

−∞

=   ∫ , 

( ) ( )~1 1
0 0k k kP g gφ φ− −@                                                                                                        ∇  
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 Nesse ponto, convém examinar se o conjunto factível do problema original, 

(determinar kJ ) é não-vazio quando as variáveis de decisão são confinadas às classes 

lineares definidas anteriormente. Esse é o assunto da próxima seção. 

 

 

3.6-Existência de soluções factíveis na classes  

 YS  e ΛS  para o cálculo de kJ  

 

 Inicialmente será considerada a versão matricial do problema, ao invés de se 

considerar funções matriciais. Sejam então  

 

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ
w

z zw

M M
M

M M

∆∆ ∆

∆

 
=  

  
, ˆ p pM ×

∆∆ ∈£ , ˆ z wn n
zwM ×∈ £ , e para ˆ p p×Λ∈ £ , ˆ w wn nY ×∈£ , ˆ ˆ ∗Λ = Λ , 

ˆ ˆY Y ∗= , e defina  

( )
2ˆ ˆ0 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,

ˆ 00
A Y M M

IY

γ∗
   Λ Λ

Λ = −   
    

, z zn nI ×∈¡ . 

 

 A versão matricial do conjunto factível do problema correspondente a 

determinar kJ  (Problema k coforme definido na seção 2.5) é ( ) ( ){ }ˆ ˆ ˆ ˆ, : , 0Y A YΛ Λ ≥ . A 

proposição a seguir mostra que esse conjunto é não vazio. 
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Proposição 3.6.1: Suponha que ˆ 1Mγ ∆∆ < , e sejam 2 ˆ ˆˆ ˆI M Mγ φ φ∗ ∗
∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆− =  onde φ̂∆∆  é 

não-singular, ( ) 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
a w z wM M M M Mγ∗ ∗

∆∆ ∆ ∆ ∆Λ = Λ + , ( ) 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
b w w zw zwM M M M Mγ∗ ∗

∆ ∆Λ = Λ + , e 

( ) 1
1

max
ˆ ˆˆ ˆ

z zM Mσ λ φ φ
−

∗ ∗ −
∆∆ ∆ ∆ ∆∆

 >   
. Então, 0α∀ >  tal que  

                                          ( ) ( ) ( )
21

2
max

ˆ ˆ ˆ
a bM I M Iσα φ σ λ σ

−
∗  > +   

 

 

onde  

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
z zI M M M Mσ σφ φ σ γ∗ ∗ ∗

∆∆ ∆∆ ∆ ∆= − − , 

 σ̂φ  não-singular, tem-se que ( )2ˆ , 0. A I Iα σ ≥                                                                 ∇  

                                                                                                                                        

Demonstração: Primeiramente, note que ( )ˆ ˆ ˆ, 0A Y Λ ≥  pode ser escrito como  

 

( )
( )

( ) ( )

2 ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 0
ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0

az z

a b

MM MM M

A Y

Y M M

γ
∗∗
∆ ∆∆∆ ∆∆

∗

 Λ Λ − Λ     Λ = −      Λ Λ   

 

 

( )ˆ ˆ
aM Λ  e ( )ˆ ˆ

bM Λ  como definidos no enunciado, de modo que, para 2Ŷ Iα=  e 

ˆ IσΛ = , tem-se que  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

ˆˆ ˆ ˆ ˆ 00
ˆ ,

ˆ ˆ0

az z

a b

M II M M M M

A I I

M I M II

σσ γ
α σ

σ σα

∗ ∗
∆∆ ∆∆ ∆ ∆

∗

  − −
  

= −   
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Da condição ˆ 1Mγ ∆∆ < , segue que 2 ˆ ˆ 0I M Mγ ∗
∆∆ ∆∆− > .  

Assim, para  ( ) 1 1
max

ˆ ˆˆ ˆ
z zM Mσ λ φ φ

−∗ ∗ −
∆∆ ∆ ∆ ∆∆

 >   
, onde 2 ˆ ˆˆ ˆI M Mγ φ φ∗ ∗

∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆− = , tem-se que  

( )2 ˆ ˆ ˆ ˆ 0,z zI M M M Mσ γ ∗ ∗
∆∆ ∆∆ ∆ ∆− − >  

de modo que, escrevendo  

( )2 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
z zI M M M M σ σσ γ φ φ∗ ∗ ∗

∆∆ ∆∆ ∆ ∆− − =  

 

tem-se que  ( )2ˆ ,A I Iα σ  é escrito como 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1

2

11

ˆˆˆ ˆ ˆ000 0 0ˆ ,
ˆ ˆ0 0 00

a

a b

M I
A I I I

I I IM I M II

σσ σ σ
σφφ φ φα σ

α α ασ σα

−
∗∗ −

∗ −−

           = −        
            

 

 

Tendo em vista que se φ  é não-singular, então 0 0M Mφ φ∗≥ ⇔ ≥ , segue dessa última 

expressão que  

( )2ˆ , 0A I Iα σ ≥  

⇔  

( ) ( )
( ) ( )

1
1

11

ˆˆ ˆ00 0
0

ˆ ˆ 00

a

a b

M I
I

IM I M II

σ σ
σφ φ

ασ σα

−
∗ −

∗ −−

        − ≥   
         

 

⇔  

( ) ( )

( ) ( )

1
1

1 1 2

ˆ ˆ0

0

ˆˆ ˆ

a

a b

M I

I

M I M I

σ

σ

φ σ α

α σ φ α σ

−
∗ −

∗− − −

  
    − ≥ 

  
    

 

⇔  
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1 2
1 2,m mv v∀ ∈ ∀ ∈£ £ : 

 

( ) ( )

( )

1
1

2 2 1 1
1 22 2

2 2
1 1

ˆ ˆ0

,

ˆˆ 0

a

a

M I
v v

v v
v v

M I

σ

σ

φ σ α

α σ φ

−
∗ −

∗− −

 
     + −        
  

 

( )2
2 2

ˆ, 0bv M I vα σ−− ≥ . 

 

Portanto, demonstrou-se que  

 

 

 

⇔   

1 2
1 2,m mv v∀ ∈ ∀ ∈£ £ : 

( ) ( ) ( ){ }12 2 1 2
1 2 1 2 2 22 2

ˆ ˆ ˆ2Re , , 0a bv v v M I v v M I vσα φ σ α σ
−

− ∗ −+ − + ≥  

 

Tendo em vista que Re , ,
F F

u v u v u v≤ ≤ , que 
2 2

Mv M v≤ , e que como 

( ) ( )ˆ ˆ 0b bM I M Iσ σ ∗
= ≥  tem-se que ( ) ( )max

ˆ ˆ
b bM I M Iλ σ σ  =  , segue-se que uma 

condição suficiente para esta última desigualdade é dada por 

 

          ( ) ( ) ( ){ }12 2 21 2
1 2 1 2 2 max2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ2 0a bv v v v M I v M Iσα φ σ α λ σ
−

− ∗ −  + − + ≥   

 

ou equivalentemente (fazendo o completamento de quadrados): 

 

( )2ˆ , 0A I Iα σ ≥
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2 2
v + ( ) ( ){ }2

1
1

1 22 2
ˆ ˆ

av v M Iσα φ σ
−

− ∗− ( ) ( )
212 1

2 2
ˆ ˆ

av M Iσα φ σ
−

− ∗−  

( )2 2
2 max2

ˆ 0bv M Iα λ σ−  + ≥   

⇔  

(3.6.1) ( ) ( ){ }211
1 22 2

ˆ
av v M Iσα φ σ

−− ∗− + { ( ) ( )
212 2

2 2
ˆ1 av M Iσα φ σ

−− ∗−  

              ( ) }2
max

ˆ 0bM Iα λ σ−  − ≥  . 

 

Assim, se ( ) ( ) ( )
212

max
ˆ ˆ

a bM I M Iσα φ σ λ σ
−∗  > +   

, tem-se que (3.6.1) de fato ocorre  

o que implica em ( )2ˆ , 0A I Iα ≥                                                                                       W  

 

 Retornado ao conjunto factível do Problema k , isto é  

 

( ) ( ) ( ){ }, : , 0 YY S S A Y jω ωΛΛ ∈ × Λ ≥ ∀ ∈ R  

 

onde ( )
2

~0 0
,

0 0
A Y M M

Y I

γΛ  Λ 
Λ = −   

   
, 

w

z zw

M M
M

M M
∆∆ ∆

∆

 
=  

 
, p pM RH ×

∆∆ ∞∈ , z wn n
zwM RH ×

∞∈ , 

 

a Proposição 3.6.1 é facilmente extendida para o caso dependente da freqüência, 

observando-se que para um dado controlador estabilizante, tem-se que 1Mγ ∆∆ ∞
< , o 

que implica que  

( ) ( )2 ~ 0 I M j M jγ ω ω ω∆∆ ∆∆− > ∀ ∈ R , 
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e portanto , é possível tomar uma fatoração espectral  

 

2 ~ ~I M Mγ φ φ∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆− =  

 

 com 1,p p p pRH RHφ φ× − ×
∆∆ ∞ ∆∆ ∞∈ ∈ . Segue-se que por um argumento análogo ao feito para 

caso matricial que se  

 

( ) ( ) ( )
212 ~

a bM I M Iσα φ σ λ σ
−

∞
∞

 
> +    

 
, 

 

onde ( ) 1~ ~ 1
z zM Mσ λ φ φ

− −
∞ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆

 >   
, e ( )~ 2 ~ ~

z zI M M M Mσ σφ φ σ γ ∆∆ ∆∆ ∆ ∆= − − , tem-se que 

( )( )2 , 0 A I I jα ω ω≥ ∀ ∈ R , onde ( )aM Iσ  e ( )bM Iσ  são as funções matriciais 

correspondentes a ( )ˆ
aM Iσ  , ( )ˆ

bM Iσ , isto é, ( ) ~ 2 ~
a w z wM I M M M Mσ σ γ∆∆ ∆ ∆ ∆= +  e 

( ) ~ 2 ~
b w w zw zwM I M M M Mσ σ γ∆ ∆= + .  

Finalmente, pode-se concluir que para quaisquer classes lineares YS  e SΛ , o 

conjunto factível correspondente do Problema k, é não-vazio. Isto se segue do fato de 

que todas as classes tem um “termo livre constante” e portanto 2
YI Sα ∈  e I SΛ∈ . Essas 

idéias estão sumarizadas na seguinte Proposição (cuja demonstração é análoga à 

anterior) e Corolário apresentados a seguir : 
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Proposição 3.6.2: Sejam ;w

z zw

M M
M

M M
∆∆ ∆

∆

 
=  

 
,p pM RH ×

∆∆ ∞∈ ,z wn n
zwM RH ×

∞∈  e para 

,  w wn np pRL Y RL ××
∞ ∞Λ ∈ ∈ , ~ ~,Y YΛ = Λ = , defina  

 

( )
2

~0 0
,

0 0
A Y M M

Y I

γΛ  Λ 
Λ = −   

   
. 

 

Suponha que 1Mγ ∆∆ ∞
<  e sejam  

2 ~ ~I M Mγ φ φ∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆− =  com p pRHφ ×
∆∆ ∞∈ , 1 p pRHφ − ×

∆∆ ∞∈ , 

( ) ~ 2 ~
a w z wM M M M Mγ∆∆ ∆ ∆ ∆Λ = Λ + ,  

( ) ~ 2 ~
b w w zw zwM M M M Mγ∆ ∆Λ = Λ + , 

e 

( ) 1~ ~ 1
z zM Mσ λ φ φ

− −
∞ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆

 >   
.  

Então, 0α∀ >  tal que  

                                          ( ) ( ) ( )
212 ~

a bM I M Iσα φ σ λ σ
−

∞

 
> +    

 
 

 

onde ( )~ ~ ~
z zI M M M Mσ σφ φ σ γ ∆∆ ∆∆ ∆ ∆= − − , tem-se que ( )2 , 0. A I Iα σ ≥                         ∇                     

 

Corolário 3.6.3:  Para quaisquer classes lineares YS  e SΛ  definidas na seção 3.3, existe 

uma solução factível do Problema k.                                                                           ∇  

 

 Na próxima seção será examinada a questão da determinação das classes 

lineares. 
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3.7-Construção iterativa de classes lineares para 

o cálculo de  kJ  

 

  

Analogamente ao que foi feito na seção 3.4, apresenta-se nesta seção uma 

maneira heurística de modificar iterativamente as classes lineares sobre as quais serão 

calculados limitantes do “pior-caso” 2H . De fato, para um dado ponto interior ( ),Y Λ  

do Problema k, procura-se um direção factível e descendente ( ),Y∆ ∆Λ  para o 

funcional  de custo do Problema k ( kF  para simplificar).  Desse modo, a “parte 

dinâmica estável” do novo par ( ),Y Y+ ∆ Λ+∆Λ   é obtida a partir das realizações das 

“partes dinâmicas estáveis” de ,Y ,Y∆  e Λ ∆Λ . Assim, escrevendo   

 

~ ,Y YY X X= +  ( ) 1

Y Y Y Y YX C s A B D
−

= − + , 

~ ,Y YY X X∆ = ∆ + ∆  ( ) 1

Y Y Y Y YX C s A B D
−

∆ ∆ ∆ ∆∆ = − +  

uma nova classe linear YS  pode ser obtida a partir de Y  e Y∆  da seguinte forma: 

 

( ) ( ){ }1~: ,  ,  ,  w Y w wn n n n
Y Y Y Y Y Y YS Y S Y X X X s C sI A B D C D

− × ×= ∈ = + = − + ∈ ∈R R  

 

onde 
0

0
Y

Y
Y

A
A

A∆

 
=  

 
, Y

Y
Y

B
B

B∆

 
=  

 
. 
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O procedimento é o mesmo para  e Λ ∆Λ . 

 

Tendo em vista a heurística acima, será estudado a seguir, uma maneira de 

determinar uma direção factível e descendente ( ),Y∆ ∆Λ . Assim como na  seção 3.4, a 

idéia é utilizar direções descendentes aproximadamente alinhadas com o “gradiente” do  

funcional de custo para gerar a “dinâmica” que define as classes lineares. De fato, tendo 

em vista que  

 

( ) ( )~1 1 ~
0 0 0 0, , ,k k k k kF Y Y g g g g Yφ φ φ φ− − Λ =   

@  

 

uma direção descendente para kF  é dada por qualquer par ( ),Y∆ ∆Λ  tal que  

( )~1 1 ~
0 0 k kY g g φ φ− −∆ @ . 

 Entretanto, observe que kF  não depende de Λ , de maneira que buscar tais 

direções para o funcional de  custo do Problema k, baseado unicamente no “gradiente” 

não fornece qualquer sugestão sobre como as “dinâmicas” de Λ podem ser modificadas. 

 Assim, direções descendentes e factíveis, aproximadamente alinhadas com o 

gradiente serão caracterizadas substituindo-se (localmente) as condições LMI por 

condições quadráticas suficientes associadas com o (assim chamado) Elipsóide de 

Dynkin (Nemirovski  &  Gahinet,1997). 

 Da mesma forma que na seção anterior será inicialmente considerado o caso 

matricial, isto é, será considerado o problema  

 

ˆ ˆˆmin ,
F

Yφ φ  sujeito ( )ˆ ˆ ˆ, 0A Y Λ ≥  
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onde ˆ ˆY Y ∗= , { }1 21 2
ˆ ˆ ˆˆ , ,  0 ,  1,2.r r idiag I I iλ λ λΛ = ≥ =  

 Inicialmnete, será apresentada uma proposição que fornece condições 

quadráticas suficientes para que se tenha perturbações factíveis em um ponto interior do 

conjunto factível do Problema k, ou equivalentemente, caracteriza um conjunto de 

direções factíveis originando-se em um ponto interior do conjunto factível. 

 

Proposição 3.7.1 Sejam ˆ p p×Λ∈ £ , ˆ w wn nY ×∈£ , ˆ ˆ ∗Λ = Λ , ˆ ˆY Y ∗= , tais que ( )ˆ ˆ, 0A Y Λ > , 

ˆ 0Λ > , e tome as fatorações ( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ, a aA Y φ φ∗Λ = , ˆ ˆˆ φ φ∗
Λ ΛΛ = , com ˆ

aφ  não-singular e φ̂Λ  não-

singular. Para ( )ˆ ˆ ˆ,YE E EΛ= , ˆ ˆ
Y YE E∗= , { }

1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ,r rE diag e I e Iλ λΛ = defina  

 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,YA E A Y E E A YΛ∆ = + Λ + − Λ   

e 

( ) ( )
( )

( )
2

1
1

1 1

ˆ ˆ ˆ0 ˆ0 0ˆ
ˆˆ 0ˆ 00

a a
D

F

A E
C E

E

φ φ

φφ

−
∗ −

− −
∗

ΛΛΛ

     ∆              

@ . 

 

Se ( )ˆ ˆ ˆ,YE E EΛ=  é tal que ( )ˆ , D DC E δ≤  onde ( )0,1Dδ ∈ , então 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ, 0 YA Y E EΛ+ Λ + > e ˆ ˆ 0EΛΛ + >                                                                                ∇  

 

Demonstração: Inicialmente, note que ( )ˆ
DC E  pode ser escrito como 
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( ) ( ) ( ) ( )
2 21 11 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

D a a
F F

C E A E Eφ φ φ φ
− −− −∗ ∗

Λ Λ Λ= ∆ + . 

 

Portanto se ( )ˆ ˆ ˆ,YE E EΛ=  é tal que ( )ˆ  D DC E δ≤ , então 

 

( ) ( )
21 1ˆ ˆ ˆˆ

a a D
F

A Eφ φ δ
− −∗ ∆ ≤  

 

e segue que  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 / 2
min

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 1a a a a D
F

A E A Eλ φ φ φ φ δ
− −− −∗ ∗ ∆ ≤ ∆ ≤ <  

 

 

o que implica que ( ) ( )1 1ˆ ˆ ˆˆ 0 a aI A Eφ φ
− −∗ + ∆ >  

. Assim sendo 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 , ,  a a a a YI A E A Y A E A Y E Eφ φ φ φ

−
∗ ∗ −

Λ
 < + ∆ = Λ + ∆ = + Λ +  

 

 

Note agora que “ ( )ˆ  D DC E δ≤ ” implica que  

 

( )
21 1ˆ ˆˆ

D
F

Eφ φ δ
− −∗

Λ Λ Λ ≤  

 

e por um argumento análogo ao anterior mostra-se que ˆ ˆ 0EΛΛ + >                               W  
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 Com base na Proposição 3.7.1, poder-se-ia tentar obter direções descendentes e 

factíveis resolvendo o problema  

 

ˆ ˆˆmin , YEφ φ  sujeito ( )ˆ
D DC E δ≤  

 

Contudo, uma simplificação adicional é possível , explorando-se o fato do custo acima 

depender apenas de ˆ
YE . A proposição a seguir caracteriza um subconjunto de direções 

factíveis daquele apresentado na Proposição 3.7.1 que permitirá determinar 

separadamente ˆ
YE  e ÊΛ . A proposição baseia-se no fato de que para ( )ˆ ˆ ˆ,YE E EΛ= o 

funcional ( )ˆ
DC E  defindo na Proposição 3.7.1, pode ser escrito como  

 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ,D DY Y D YC E C E C E EΛ Λ= +  

 

 onde ( )ˆ
DY YC E  e ( )ˆ ˆ,D YC E EΛ Λ  são explicitados no Apêndice 3-E. Da expressão acima 

segue-se a seguinte proposição: 

 

 

Proposição 3.7.2: Para cada ˆ
YE  seja 0ÊΛ  tal que ( )0ˆ ˆ, 0D YC E EΛ Λ < . Se ˆ

YE  é tal que 

( )ˆ  DY Y DC E δ≤ , então ( ) ( )ˆ ˆ
D DY Y DC E C E δ≤ ≤ , e segue que  

( )0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 0 YA Y E EΛ+ Λ + >  e ( )0ˆ ˆ 0 EΛΛ + >                                                                          ∇  
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 Com base na Proposição 3.7.2 pode-se obter uma direção factível e descendente 

( )ˆ ˆ ˆ,YE E E∗ ∗ Λ∗=  da seguinte forma:  

 

Primeiramente, ache  

 

ˆ ˆˆ ˆarg min ,Y YE Eφ φ∗ =  sujeito a ( )ˆ  DY Y DC E δ≤  

 

A seguir, defina ÊΛ∗  tal que ( )ˆ ˆ, 0D YC E EΛ ∗ Λ∗ < . 

De fato, é possível caracterizar explicitamente ˆ
YE ∗  e ÊΛ∗  desejados (para mais detalhes 

veja Apêndice 3-E) 

 

A extensão para o caso dependente da freqüência é obtido essencialmente, pelo 

resultado acima obtido em cada freqüência. Assim, recordando o problema original: 

 

min ,k kYφ φ  sujeito a ( ) ( ), 0 .A Y jω ωΛ ≥ ∀ ∈R  

 

onde ~Y Y= , { }
1 21 2,r rI Iλ λΛ = , ( )1,2: 0 ii jλ ω ω∀ = ≥ ∀ ∈R , ~

i iλ λ= , 

 

tem-se que para um dado ponto interior ( ),Y Λ , isto é ( ) ( ), 0 A Y jω ωΛ > ∀ ∈R  e  

( ) ( ) 0 jω ωΛ > ∀ ∈R , obtém-se uma direção factível e descendente(com relação ao 

funcional custo), da seguinte forma: 

 

Primeiramente, defina ( )YE jω∗ , ω∀ ∈R , por  
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( ) ( ) ( ) ( )arg min ,Y k Y kE j j E j jω φ ω ω φ ω∗ =  sujeito a ( )( )  DY Y DC E jω δ ω≤ ∀ ∈ R  

 

A seguir, defina EΛ∗  tal que ( ) ( ), 0 D YC E E jω ωΛ ∗ Λ∗ < ∀ ∈ R . 

 

Da mesma forma que no caso matricial, ( )YE jω∗  e ( )E jωΛ∗  são explicitados no 

Apêndice 3-E. 

 

 

 

3.8-Parametrização linear para o limitante obtido 

por meio de LFT 

 

 

 Nesta seção será usado o procedimento de confinar variáveis de decisão a 

subespaços de dimensão finita para o problema de otimização correspondente ao 

limitante superior do “pior-caso” 2H  obtido na seção 2.6. Recorde que esse limitante é 

o valor ótimo do problema  

 

( )min S L
θθ θ∈ ∗  

 

onde  
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( ){ }~: 0  ,  p pS RL jθ θ θ ω ω θ θ×
∞= ∈ ≥ ∀ ∈ =¡ ; 

( ) ( ){ }sup , : p p
cL L T T RHθ θ ×

∗ ∞= ∈ ; 

( ) ( )2

0 02
, ,a b

c F F F cL T T g c T gθ θ= Θ Θ + Ξ − ; 

( ) ( ) ( )~

2

1
c c cc T T T I

γ
Ξ + Ξ + −@ , ( ) 1

0 1g s
−

= + ; 

a p p
F RH ×

∞Θ ∈ , 2
b p p
F RH ×Θ ∈ , 2

p p
F RH ×Ξ ∈ , p p

c RH ×
∞Ξ ∈  são definidos por  

 

1
12

a
F zM P−

∆Θ = ;   1
21

b
F w wP M φ−

∆Θ =   ; F zw wM φΞ = ;   11c PΞ = , 

 

11P , 12P  e 21P  definidos de forma a saitsfazer as condições do Teorema 2.6.1 enunciado 

na na seção 2.6. 

 

 Resultados análogos aos da seção 3.2 e seção 3. 3 são obtidos, no sentido de 

caracterizar o funcional ( )L θ∗ , para um multiplicador fixo, como valor ótimo de um 

problema de otimização linear com restrição LMI, e em seguida, usar essa 

caracterização para mostrar que a minimização de ( )L θ∗  sobre uma classe 

parametrizada de multiplicadores é equivalente a um problema de otimização com 

funcional custo afim nos parâmetros livres da classe, e restrição definida por LMI 

envolvendo esses parâmetros livres. 

Para caracterizar ( )L θ∗  como descrito acima, será mostrado que o funcional  

lagrangeano pode ser relacionado com o funcional de custo de um problema de 
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horizonte infinito LQR. Para isto, assim como na seção 3.2, o funcional lagrangeano é 

escrito na forma 

 

( ) { } ( ), , 2 , 0,c cL T T T T Lθ θ= − Γ + Ξ +  

com ~Γ = Γ , ( )2M RHΞ ∈ . 

 

Neste sentido note que ( )0 0,cg c T g θ  pode ser escrito como  

 

(3.8.1) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0 02

1
, , 2 , , ,c c c c pg c T g g T g T g g T g g g I gθ θ θ θ θ

γ
= + Ξ + Ξ Ξ − . 

 

A seguir, utiliza-se o produto de Kronecker no termo 
2

2

a b
F F FTΘ Θ + Ξ , de modo que  

 

( )
22

2 2

Ta b a b
F F F F F FT TΘ Θ + Ξ = Θ ⊗ Θ + Ξ  

 

onde para  

                    
11 1

1

q

l lq

a a

A

a a

 
 

=  
  

L
M

L
 e 

11 1

1

s

m ms

b b

B

b b

 
 =  
  

L
M

L
, 

 

 

11 1 1

T

q l lqA a a a a =  L L L   e 
11 1

1

q

l lq

a B a B

A B

a B a B

 
 ⊗ =  
  

L
M

L
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Denotando ( ) 2 2Ta b p p
F FA RH ×

Θ ∞= Θ ⊗ Θ ∈ , 
2

2
p

FB RHΘ = Ξ ∈ , escreve-se  

 

2 2

22

a b
F F FT A T BΘ ΘΘ Θ + Ξ = +  

ou mais explicitamente  

 

(3.8.2) ( ) ( )~ ~2 21 1 ~ 1 ~
0 0 0 0 0 0 22

, 2 ,a b
F F FT g g A A g T g T g A B g T B− − −

Θ Θ Θ Θ ΘΘ Θ + Ξ = + + . 

 

Substituindo (3.8.1) e (3.8.2) na expressão de ( ),cL T θ , tem-se que  

 

(3.8.3) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 2

0 0 0 2
, , 2 ,cL T g T g T g T Bθ θθ Θ= − Γ + Ξ + 0 02

1
,pg I g θ

γ
+  

0 0,c cg g θ− Ξ Ξ  

 

onde  

 

( ) ( )~1 1 ~
0 0pI g g A Aθ θ − −

Θ ΘΓ = ⊗ − ,  ( )~1 ~
0 0cg g A Bθ θ −

Θ ΘΞ = − Ξ − . 

 

Denotando 
2

0 2 ,pT g T RH= ∈  pode-se escrever 

 

( ) ( ){ }2

2sup , : p
cL L T T RHθ θ∗ = ∈  

 

 A seguir, será enunciada uma proposição que caracteriza ( )L θ∗  como valor 

ótimo de um problema de otimização linear sujeito a uma restrição LMI. A 
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demonstração é omitida, uma vez que é formalmente análoga ao desenvolvimento da 

seção 3.2 

 

Proposição 3.8.1: Seja Sθθ ∈  tal que existe 0ε >  para o qual ( )  j Iθ ω ε ωΓ ≥ ∀ ∈R . 

Então 

 

( ) 2
0 0 0 022

1
, ,p c cL B g I g g gθθ µ θ θ

γ∗ Θ= − + + − Ξ Ξ  

onde θµ é o valor ótimo do problema  

 

0 0max T

T

P P
X PX

=
 sujeito a  0

T
xu

T T
xu uu

A P PA PB S

B P S S

 + +
≥ 

+ 
 

 

onde  

e , , , ,xu uuA B E S S  e 0X  só dependem de θ  e são dadas por  

 

0

00 ˆ, , ,
0 0

T
uu

A B
A B X S D D

BA
γ γ

γ γ
ξξ

    
+    

    
@ @ @ @ , T

xuS C Cγ ξ  @ , 

 

( ), , ,A B C Dγ γ γ γ  é uma realização da parte estável de ( ) ( )~1 1 ~
0 0pI g g A Aθ θ − −

Θ ΘΓ = ⊗ − , 

( ), ,A B Cξ ξ ξ  é uma realização de { } ( ) ( ){ }~1 ~
0 0cg g A Bθ θ −

Θ Θ+
+

Ξ = − Ξ − , com ( ),A Bγ γ e 

( ),A Bξ ξ  controláveis , Aγ  e Aξ  Hurwitz                                                                        ∇  
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Comentário: Os termos θΓ , θΞ  e 
2

0 0 0 022

1
, ,p c cB g I g g gθ θ

γΘ

 
+ − Ξ Ξ 

 
 

encontrados na Proposição 3.8.1 correspondem respectivamente aos termos 
1 2h hΓ , 

1 2h hΞ  

e 
2

2 2
2

1

,T
zw k i i i w k w k

i

M h R R M Mφ γ φ φ∆ ∆
=

 
+ 

 
∑  definidos na seção 3.2 

 

 A seguir, define-se a classe linearmente parametrizada de multiplicadores 

matriciais sobre o qual é feita a minimização de ( )L θ∗ . Considere inicialmente  

 

( ) ( ){ 1~: , : : ,    p np pS S G G G RH G s C sI A B D C θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θθ θ

− ××
∞∈ = + ∈ = − + ∈@ R

}         p pDθ
×∈R , ( ),A Bθ θ  controlável, Aθ  Hurwitz, Bθ  com posto máximo. 

 

Para um dado 0ε > , define-se  

 

( ) ( ){ }: 0 S S j Iθ θ θε θ ω ε ωΓ − ≥ ∀ ∈@ ∩ R  

 

 Segue que para todo ( )Sθθ ε∈ , ( )L θ∗  tem a caracterização dada pela 

Proposição 3.8.1. 

 Note que até agora, o desenvolvimento da seção 3.8 tem sido formalmente 

análogo ao da seção 3.2 e seção 3.3. A questão que surge naturalmente neste ponto, é se 

os parâmetros livres da classe ( )Sθθ ε∈  aparecem exclusivamente e de forma afim nos 

termos Cγ , Dγ  e Cξ  das realizações definidas na Proposição 3.8.1 e nos termos de 

( )0,cL θ . A resposta é afirmativa (Veja Apêndice 3-F), de modo que, de maneira similar 

ao desenvolvimento da seção 3.3, mostra-se que a minimização de ( )L θ∗  sobre ( )Sθ ε  
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consiste em um problema de otimização linear no espaço euclidiano com restrição LMI. 

Além disso, as heurísticas usadas na seção 3.4 para escolha dos termos que definem a 

classe linear a ser considerada também podem ser usadas neste contexto. Mais 

explicitamente, pode-se mostrar que θ∆  é uma direção descendente para ( )L∗ ⋅  em um 

dado θ  se e somente se ( )( )0 0, 0cg c T gθ θ∗ ∆ > , onde ( )argmax ,cT L T θ∗ = , e usar a 

caracterização de direções descendentes, aproximadamente alinhadas com o “gradiente”  

do funcional dual para sugerir dinâmicas para a classe Sθ . De fato, 

escrevendo ( ) ( )~ˆ ˆG D G Dθ θ θ θθ∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆  tem-se que ( )ˆ,D Gθ θ∆ ∆  definem uma 

direção descendente θ∆  se e somente se  

 

( )( ){ } ( )( ){ }( )1 2
0 0 0

ˆ2 , 0c cg c T g G Tr D g c T j dθ θθ π θ ω ω
∞

−
∗ ∗+

−∞

∆ + ∆ >∫  

 

3.9-Conclusões 

 

 

 Neste capítulo, as variáveis de decisão dos problemas de otimização em espaços 

de funções (correspondentes a obtenção de limitantes superiores para o índice de 

desempenho “pior-caso” 2H ) formulados no capítulo 2 foram confinados a subespaços 

de dimensão finita pré-especificados e foi mostrada a equivalência entre os problemas 

truncados correspondentes e problemas de otimização linear em espaços euclidiano com 

restrições definidas por LMI’s, para os quais existem eficientes métodos de resolução 

numérica. 
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 Em adição aos problemas originais formulados nas seções 2.4 e 2.5, são 

apresentadas heurísticas para escolha dos subespaços, baseado em análise no domínio 

da freqüência e caracterização de direções factíveis e descendentes,aproximadamente 

alinhadas com o gradiente do funcional de custo destes problemas (seção 3.4 e seção 

3.7). 

 Finalmente, embora o procedimento da seção 3.8 seja formalmente análogo ao 

desenvolvimento contido nas seções 3.2, 3.3 e 3.4 no que diz respeito a caracterização 

de um funcional dual como problema de otimização linear com restrição LMI, 

confinamento dos multiplicadores a subespaços de dimensão finita e utilização de 

heurísticas semelhantes para escolha dos subespaços, convém recordar que o problema 

original formulado na seção 2.6 foi obtido a partir de resultados gerais de LFT, ainda 

não usados para o propósito de análise de desempenho de sistemas perturbados. 

 

 

Apêndice 3-A:Demonstrações da seção 3.2 

 

 

Demonstração da Proposição 3.2.1:  Note inicialmente que  

 

ˆ xuT T T T

T
xu uu

S ux
x u S x u

S x S uu

  
   =       +   

 

 

⇔  
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ˆ 2T T T T T T T T
xu xu uu xu uu

x
x u S x S u u S x u S u x S u u S u

u
   = + + = +  
 

 

 

Como resultado: 

 

( )
0

ˆ  2 , ,T T T
xu uu

x
x u S t dt S z y S y y

u

∞   
  = +   

  
∫  

 

onde z é a transformada de Laplace de ( )x ⋅  que é dada por ˆ ˆ0
ˆ ˆ

A A
z H X H By= + , onde 

( ) ( ) 1

ˆ
ˆ

A
H s sI A

−
= −  ou equivalentemente  

 

( ) ( )ˆ ˆ0
0

ˆ ˆ ˆ 2 , 2 ,T T T T
xu xuA A

x
x u S t dt S H X y S H B D y y

u γ

∞   
  = + +   

  
∫  

 

Note agora que  

 

( ) ( ) ( ) 1

1ˆ 0

0
ˆT

xu A
S H s X C C C sI A B

sI A B
γ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

−

−

 
 =   = −  −  

 

 

e  

 

( ) ( ) ( )
1

1

ˆ
ˆ

0

T
xu A

sI A B
S H s B C C C sI A Bγ γ

γ ξ γ γ γ

−
− −

 =   = −   
 

 

de modo que ( ) { }1 2ˆ 0
ˆT

xu h hA
S H s X

+
= Ξ  e 

1 2ˆ
ˆT

xu h hA
S H B D Eγ+ = , e portanto  
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( ) { }1 2 1 2

0

ˆ  2 , 2 ,T T
h h h h

x
x u S t dt E y y y

u

∞

+

  
  = + Ξ   

  
∫  

 

Note-se agora que  

 

( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

~2 , , , , ,h h h h h h h h h h h hE y y E y y y E y E E y y y y= + = + = Γ , e  

 

{ }1 2 1 2 2, , p
h h h hy y y RH

+
Ξ = Ξ ∀ ∈ , e portanto 

 

( )
1 2 1 2

0

ˆ  , 2 ,T T
h h h h

x
x u S t dt y y y

u

∞   
  = Γ + Ξ   

  
∫ . 

 

 

Demonstração do Lema 3.2.2: A demonstração do Lema do 3.2.2 envolve as seguintes 

proposições intermediárias : 

 

Proposição I.1: Se ( ),z zA R  é estabilizável e zH  não tem autovalores no eixo 

imaginário então existe TP P=  tal que ( ) 0Q P >                                                          ∇  

 

Demonstração: Sob as hipóteses acima segue-se do Corolário 7.2.1, pg 92 (Francis, 

1987) que existe 0 0
TP P=  tal que ( )0 0Q P =  e ( )0z zA R P+ é Hurwitz. Para 0P P P= + ∆ , 

com TP P∆ = ∆ , tem-se que  
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( ) 0 0 0 0 0 0
T T
z z z z z z z z zQ P A P A P P A PA P R P PR P P R P PR P Q= + ∆ + + ∆ + + ∆ + ∆ + ∆ ∆ +  

⇔  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
T
z z z z zQ P Q P A P R P P A R P PR P= + + ∆ + ∆ + + ∆ ∆  

 

Como ( )0 0Q P = , segue que  

 

( ) ( ) ( )0 0
T
z z z z zQ P A P R P P A R P PR P= + ∆ + ∆ + + ∆ ∆  

 

Como ( )0z zA R P+  é Hurwitz, existe ( ) 0
T

P P∆ = ∆ >  tal que  

 

( ) ( )0 0 0
T

z z z zA R P P P A R P+ ∆ + ∆ + <  

 

e portanto  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0T

z z z zQ A R P P P A R P= + −∆ + −∆ + >
(

 

 

Seja ( )P Pα α∆ = − ∆
(

 e observe que  

 

( )( ) ( )2
0 z zQ P P Q PR P Q PR Pα α α α α+ ∆ = + ∆ ∆ = + ∆ ∆

( ((
 

 

Assim sendo, para 0α >  tal que 1/2 1 / 2
max 1zQ PR PQα λ − − ∆ ∆ < 

( (
, ou ( )min Qλ ≥

(
 

( )max zPR Pα λ ∆ ∆ , tem-se que ( )( )0 0Q P P α+ ∆ >
(

                                                   W  
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Proposição I.2: Se ( ),z zA R  e zH  satisfazem as hipóteses da Proposição I.1,  então 

existe TP P∗ ∗=  tal que ( ) 0Q P∗ = , ( )z zA R P∗+  é Hurwitz e ( )TP P∀ =  tal que 

( ) 0Q P ≥ , tem-se que P P∗ ≥ .                                                                                        ∇  

 

Demonstração: Segue diretamente da Proposição I.1 e do Teorema 13.11, (i),(iv), 

pg. 343 (Zhou et al (1996))                                                                                     W  

 

Proposição I.3: Se existe TP P∗ ∗=  tal que ( ) 0Q P∗ =  e ( )z zA R P∗+  é Hurwitz então  

 

(i) “Se J∗  é finito”, ( )J J u∗ ∗= , 

 onde ( ) ( )u t F x t∗ ∗ ∗= , ( )x t∗  satisfaz ( ) ( ) ( ) , 0,x t A BF x t t∗ ∗ ∗= + ∀ ≥&  ( ) 00x x∗ =  e 

( )1 T
uu uxF S S B P−

∗ ∗= − + . 

 

(ii) 0 0
TJ x P x∗ ∗=                                                                                                        ∇  

 

A demonstração do Lema 3.2.2 é concluída da seguinte forma:  

 

Segue-se da Proposição I.2 que P∀  tal que ( ) 0,Q P ≥  0 0 0 0
T Tx P x x Px∗ ≥ , e portanto, 

como TP P∗ ∗=  e ( ) 0Q P∗ = , segue-se da Proposição I.3 que  

 

(1)                                    ( ){ }0 0 0 0max : , 0T T TJ x P x x Px P P Q P∗ ∗= = = ≥  

 

Finalmente, como  
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( ) ( ) ( )1 1 1 1TT T T
uu ux uu ux uu xx xu uu xuQ P A P BS S P PA P BS S PBS B P S S S S− − − −= − + − − + − , isto é  

 

( ) ( ) ( )1T T T
xx xu uu xuQ P A P PA S S PB S S B P−= + + − + + , e 0uuS > , segue fórmula do 

complemento de Schur que 

 

 

( ) 0 0
T

xx xu
T T

xu uu

S A P PA PB S
Q P

B P S S

 + + +
≥ ⇔ ≥ 

+ 
 

 

e portanto, segue-se de (1) que J∗  é o valor ótimo do Problema  

 

0 0max Tx P x∗  sujeito a 0
T

xx xu
T T

xu uu

S A P PA PB S

B P S S

 + + +
≥ 

+ 
                                     W  

 

Demonstração da Proposição I.3: (i): Seja u u v∗= +  e  note que ( ) ( ) ( )vx t x t x t∗= + , 

onde  

( ) ( ) ( )v vx t Ax t Bv t= +& , ( )0 0vx = . Assim sendo,  

 

( ) , 2 , ,v v vx x x x x x
J u S S S

u u u v v v
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

           
= + +           

          
 

 

⇔  
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( ) , 2 , ,v v vI I I x x x
J u x S x x S S

F F F v v v∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

           
= + +           

          
 

 

Note que se J∗  é finito então [ )2 0,v L∀ ∈ ∞ , tem-se que , 0v vx x
S

v v

   
≥   

   
. Portanto, 

como vx

v
 
 
 

 é linear em v, ( )J u J∗ ∗=  se e somente se  

 

(2)                                       [ )2 0, ,  , 0vI x
v L x S

F v∗
∗

   
∀ ∈ ∞ =   

  
. 

 

Será demonstrado a seguir que (2) é de fato satisfeita. Neste sentido note que (pelo 

Teorema de Parseval): 

 

0 ˆ, ,v AI Ix G B
x S G x S v

F Fv I∗ ∗
∗ ∗

      
=      

      
 

 

onde ( ) ( ) 1
,G s sI A BF

−

∗ ∗= − +    ( ) ( ) 1

AG s sI A
−

= −  e v̂  denota a transformada de 

Fourier de v̂ , e portanto, 

 

~
0 ˆ, ,v T

A

I Ix
x S B G I S G x v

F Fv∗ ∗
∗ ∗

    
 =      

    
 

 

⇔  
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( ) ( )( )~
0 ˆ, ,v T

A xx xu

I x
x S B G S S F M F G x v

F v∗ ∗ ∗ ∗
∗

   
= + +   

  
, onde ( ) ux uuM F S S F∗ ∗+@  

 

⇔  

 

( ) ( )( ){ }~
0 ˆ, ,v T

A xx xu

I x
x S B G S S F M F G x v

F v∗ ∗ ∗ ∗ +
∗

   
= + +   

  
 

 

pois 2H  e 2H −  são ortogonais (Francis (1987)). Por outro lado, como  

 

( ) ( )( ){ } ( ){ } ( )~ ~
0 0 0

T T
A xx xu A xx x uB G S S F M F G x B G S S F G x M F G x∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗++

+ + = + +  

 

e pelo Lema 1, Correa & Sales (1997): 

 

( ){ } ( )~
0 0

T T
A xx xu aB G S S F G x B M G s x∗ ∗ ∗+

+ = , 

 

onde aM  é a única solução da equação ( ) ( )T
a a xx xuM A BF A M S S F∗ ∗+ + = − + , segue-

se que  

 

( ) 0 ˆ, ,v T
a

I x
x S B M M F G x v

F v∗ ∗ ∗
∗

   
= +   

  
. 

 

Assim sendo, como ( ) { }1 1 T
ux uu ux uu uu ux uuM F S S F S S S S S B P− −

∗ ∗ ∗= + = + − − , isto é,  

( ) TM F B P∗ ∗= − , segue-se que  
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( ) 0 ˆ, ,v T
a

I x
x S B M P G x v

F v∗ ∗ ∗
∗

   
= −   

  
. 

 

A demonstração de (2) é concluída verificando-se que aM P∗= . De fato, aM  é a única 

solução de  

 

( )T
a a a xx xuM A A M M BF S S F∗ ∗+ + = − +  

⇔   

( ) ( )1 1 1 1T T T
a a a uu ux a uu xx xu uu ux xu uuM A A M M BS S M BS B P S S S S S S B P− − − −

∗ ∗+ + − + − = − + +  

⇔  

( )1 1 1TT T T
a z z a uu ux a a uu xu uu zM A A M BS S M M BS B P S S B P Q− − −

∗ ∗+ + − = −  

 

⇔  

( )1 1 0T T T
a z z a xu uu a a uu zM A A M S S B M P M BS B P Q− −

∗ ∗+ + − − + =  

 

e esta última equação é satisfeita para aM P∗=                                                           

 

(ii) Segue-se de (2) que  

 

( ) ,
I I

J u x S x
F F∗ ∗ ∗

∗ ∗

   
=    

   
, ou equivalentemente  
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( ) ( ) ( )0 00
exp exp

TT T I
J u x A BF t I F S A BF t x dt

F

∞

∗ ∗ ∗ ∗
∗

    = + +        
∫ , 

 

e portanto, ( ) 0 0
T

xJ u x G x∗ = , onde xG  é a única solução da equação  

 

(3)                                ( )T
A BF∗+ xG + xG ( ) T I

A BF I F S
F∗ ∗

∗

 
 + = −   

 
                     

 

A demonstração é concluída verificando que xG P∗= . De fato note que  

 

xx xuT T T T
xx xu ux uu

ux uu

S S FI
I F S I F S S F F S F S F

S S FF
∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗∗

+  
   = = + + +      +   

 

 

ou equivalentemente 

 

1 1 1 1T T T
xx xu uu ux xu uu ux uu ux uu ux

I
I F S S S S S S S B P S S S PBS S

F
− − − −

∗ ∗ ∗
∗

 
  = − − − −  

 
 

1 1 1 1 1 1 1 1T T T T
ux uu uu uu ux ux uu uu uu uu uu uu ux uu uu uuS S S S S S S S S B P PBS S S S PBS S S B P− − − − − − − −

∗ ∗ ∗ ∗+ + + + , 

 

ou seja 

 

1 1T T
xx xu uu ux uu z z

I
I F S S S S S PBS B P Q P R P

F
− −

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

 
  = − + = −  

 
 

 

e como  



 127

 

1 1 T
uu xu uuA BF A BS S BS B P− −

∗ ∗+ = − −  

 

segue-se que (3) pode ser reescrita como  

 

1 1T T T
z x uu x x z x uu z zA G PBS B G G A G BS B P Q P R P− −

∗ ∗ ∗ ∗− + − = − +  

 

ou equivalentemente  

 

( ) 0T
z x x z z x x z zA G G A P R G P G R P Q∗ ∗ ∗+ + − + + =  

 

a qual é satisfeita para xG P∗=                                                                                        W  

 

 

Comentário do Lema 3.2.2: 

 

Será mostrado que ( ),z zA R  é estabilizável e zH  não tem autovalores no eixo 

imaginário, onde 

 1ˆ ˆ
z uu uxA A BS S−= − , 1ˆ ˆ T

z uuR BS B−= − , 1 T
z xx xu uu xuQ S S S S−= − , e z z

z T
z z

A R
H

Q A

 
=  − − 

; 

ˆ ˆˆ,   e xx xu

ux uu

S S
A B S

S S

 
=  

 
 como definidos na Proposição 3.2.1, isto é  

 

0 0ˆ ˆˆ,  ,  ,  
0 0

xu T
uuT

xu uu

A SB
A B S S D D

A S S
γ γ

γ γ
ξ

    
= = = = +    

    
, T

xuS C Cγ ξ =    
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Considere inicalmente  

 

1 10ˆ ˆ
0 0z uu ux uu ux

A B
A A BS S S S

A
γ γ

ξ

− −   
= − = −   

  
 

 

de modo que  

1 1 1

0 0

uu ux uu ux uu uxz

z

A B S S B S S B S SA

A

A A

γ ξ ξγ
γ γ γ γ

ξ ξ

− − −   − − −
   

= =   
   
   

 

 

onde 1
z uu uxA A B S Sγ γ

γ γ
−= − , ux ux uxS S Sγ ξ =  M , e  

 

1 1ˆ ˆ 0
0

T T
z uu uu

B
R BS B S Bγ

γ
− −   = − = −    

 
 

 

de modo que 
1 0 0

0 0 0 0

T
uu z

z

B S B R
R

γ
γ γ

−   −
= =   

   
. 

 

Por definição, ( ),z zA R  é estabilizável se e somente se existe X   tal que ( )z zA R X+  é 

Hurwitz, e note que  

 

( )z zA R X+ é Hurwitz 
11 12

0 0

z z

z

R X R X

A

γ γ 
 ⇔ +  
  

 é Hurwitz. 
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Como Aξ  é Hurwitz e 

1

0

uu uxz

z

B S SA

A

A

ξγ
γ

ξ

− −
 

=  
 
 

, segue que  

 

 

( )z zA R X+ é Hurwitz se e somente se ( )11z zA R Xγ γ+  é Hurwitz 

 

Portanto, ( ),z zA R  é estabilizável se e somente se ( ),z zA Rγ γ  é estabilizável, ou seja 

se e somente se ( )1 1, T
uu ux uuA B S S B S Bγ

γ γ γ γ
− −−  é estabilizável, o que de fato ocorre pois  

( )1 1, T
uu ux uuA B S S B S Bγ

γ γ γ γ
− −−  é controlável uma vez que ( ),A Bγ γ  é controlável uuS  é 

positva definida. 

 

 

 

Considere agora o hamiltoniano zH  e note que  

 

( )
( )

11 12

21 22

1

1

0

0 0 0

0

z uu ux z

T
z

z z z

T T T
z z ux uu

A B S S R

A
H

Q Q A

Q Q S S B A

γ ξ γ
γ

ξ

γ

ξ
γ ξ

−

−

 −
 
 

=  
− − − 

 
− − −  

 

 

e portanto, permutando o 1º e 2º bloco de linhas e colunas, isto é, definindo  
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0 0
0 0

ˆ 0 0

0 0
z z

I I

H I H I

I I

   
   
   
   =
   
   
      

 

 

segue-se que  

 

( )
( )

12 11

22 21

1

1

0 0 0

0
ˆ

0

uu ux z z

T
z

z z z

T T T
z z ux uu

A

B S S A R
H

Q Q A

Q Q S S B A

ξ
ξ γ γ

γ

γ

ξ
γ ξ

−

−

 
 − 

=  − − − 
 

− − −  

 

 

e portanto, zH  tem autovalores no eixo imaginário se e somente se ˆ
zH  tem autovalores 

no eixo imaginário o que por sua vez ocorre, se e somente se 
( )11

z z

Tz

z z

A R
H

Q A

γ γ

γ

γ

 
 =
 − − 

 

 

tem autovalores no eixo imaginário. Como ( )
11

1T T
zQ C D D Cγ γ γ γ

−
= − + , 

( ) 1T
zA A B D D Cγ

γ γ γ γ γ

−
= − +  e zRγ = ( ) 1T TB D D Bγ γ γ γ

−
− + , segue-se que zH γ  é o 

hamiltoniano que define uma fatoração espectral de 
1 2h hΓ  (Francis (1987), pg 93) e 

portanto, como “ ( )
1 2

 h h j Iω ε ωΓ ≥ ∀ ∈ R ” e ( ),A Bγ γ  é controlável, zH γ  não tem 

autovalores no eixo imaginário (Francis,(1987),pg 95).                                                W  
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Apêndice 3-B: Demonstrações da seção 3.3 

 

 

Demonstração da Proposição 3.3.1:  

 

Seja  

( ){ }1 2 1 2 1 2

2
2 ~ ~ ~T T

h h i i i i i z z h h h h
i

h R R M R R M M M E Eγ ∆∆ ∆∆ ∆ ∆
=

Γ = − − = +∑ , 

 

se ( ) ( )
1 21 2, h hh h S ε∈ , então para i=1,2, tem-se que  

 

~
i i ih g g= + : ( ) 1

i i

T
i g i i gg c sI A B d

−
= − + . 

 

Tomando-se então p p
FE RH ×

∞∈  tal que ~ ~
z z F FM M E E∆ ∆ = +  e ( )i p pE RHγ

×
∞∈ tal que 

 

( ) ( ) ~
2 ~ , 1,2;i iT T

i i i iR R M R R M E E iγ γγ ∆∆ ∆∆
 − = + =  ,  

 

pode-se escrever 

 

( ) ( ) ( )( )1 2

2 ~
~ ~

1

i i
h h i i F F

i

g g E E E Eγ γ
=

 Γ = + + − − ∑  
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ou  equivalentemente 

 

(4)                    ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1 2

2 ~~
~ ~

1

i i i i
h h i i i i F F

i

g E g E g E g E E Eγ γ γ γ
=

   Γ = + + + − −   ∑ . 

 

Como ˆ
ii i gg g d= +  onde ( ) 1

ˆ
i

T
i g i ig c sI A B

−
= − , tem se que 

 

(5)         ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ( )~ ~ ~ ~ ~
ˆ ˆ ˆ

i i

i i i i i

i i g i i gg E g d E g E g E d Eγ γ γ γ γ
+ −

         = + = + +           

 

E segue de (1) e (2) que 
1 2h hE  é escrito como  

 

(6)                      ( ) ( ){ } ( ){ } ( )
1 2

2 ~
~

1

ˆ ˆ
i

i i i i
h h i i i g F

i

E g E g E g E d E Eγ γ γ γ
++=

  = + + + −   
∑ . 

 

Agora, observando-se que para , ,  e n m n m p qx y A Q× ×∈ ∈ ∈ ∈¡ ¡ ¡R  tem-se 

 

( ) ( )( ) ( )T T
p p px Ay Q I x I A I y Q= ⊗ ⊗ ⊗  

  

pode-se escrever  

 

(7)                 ( ) ( )ˆ
i i

T
i p p g gg s I I c Y s = ⊗  onde ( ) ( ) ( )1

,
ig p i p iY s sI I A I B

−
 = − ⊗ ⊗   

 

e 

 



 133

(8)                ( ) ( )~ ~ˆˆ
i i

T
i p g gg s I c Y s = ⊗   onde ( ) ( ) ( )1

~ˆ
ig p i p iY s sI I A I B

−
 = − + ⊗ ⊗  . 

 

Substituindo (7) e (8) em (6), tem-se que  

 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }1 2

2 2 ~
~

1 1

ˆ2
i i i i i

i i i iT
h h g F p g g g g

i i

E d E E I c Y E Y E Y Eγ γ γ γ
++= =

  = − + ⊗ + +   
∑ ∑  

 

ou equivalentemente (escrevendo ( ) ( ) ( )  ˆi i i
EE E Dγ γ γ= + ) 

 

(9)                       ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2

2

1

2 2 2
i

iT T
h h P g p g g p g p E g E F

i

E I c I c d I d I Y d D Eγ
=

 = ⊗ ⊗ + −  ∑M M M                                                                   

 

onde 

( ) ( ){ } ( ){ }
( ) ( ){ } ( ){ }

( )

( )

1 1 1

2 2 2

~1 1 1~

~2 2 2~

1

2

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

g g g

g g g
E

Y E Y E Y E

Y E Y E Y EY

E

E

γ γ γ

γ γ γ

γ

γ

++

++

  + +  
 
  + +  
 
 
 
  

@ . 

 

Assim, a partir da expressão (9), uma realização ( ), , ,A B C Dγ γ γ γ de 
1 2h hE , pode ser 

obtida das realizações ( ), ,YE YE YEA B C  de EY  e ( , ,EF EFA B ),EF EFC D  de FE  da seguinte 

forma: 
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(10) 

( )

( ) ( )
1 2 1 2

2

1

0
  ,   ,  

0

0
2 2

0

i

iYE YE
g E EF

iEF EF

YET T
P g p g g p g p EF

A B
A B D d D D

A B

C
C I c I c d I d I C

I

γ γ γ γ

γ

=

    
= = = −    −    


   = ⊗ ⊗     

∑

M M M M
 

 

 

Com relação a { }1 2h h +
Ξ , note que para ( ) ( )

1 21 2, h hh h S ε∈ ,  tem-se que  

 

{ } { }1 2

2
2 ~ ~

1

T
h h i i i w k z zw k

i

h M R R M M Mγ φ φ∆∆ ∆ ∆ ++
= +

 
Ξ = − − 

 
∑  

 

⇔  

 

{ } ( ) { }1 2

2
2 ~ ~ ~

1

T
h h i i i i w k z zw k

i

g g M R R M M Mγ φ φ∆∆ ∆ ∆ ++
= +

 
Ξ = − + − 

 
∑  

 

⇔   

 

{ }1 2

2 2 2
2 ~ 2 ~ 2 ~ ~

1 1 1

ˆ ˆ2
i

T T T
h h g i i w k i i i w k i i i w k

i i i

d M R R M g M R R M g M R R Mγ φ γ φ γ φ∆∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆∆ ∆+
= = =+ + +

     
Ξ = − − −     

     
∑ ∑ ∑

 

 

 { }~
z zw kM M φ∆ +

−  

⇔  

 

{ } ( ) { }{ }1 2

2 2
2 ~ 2 ~

1 1

2
i i i

T T T
h h g i i w k p g g i i w k

i i

d M R R M I c Y M R R Mγ φ γ φ∆∆ ∆ ∆∆ ∆+ +
= =+

 
Ξ = − − ⊗ 

 
∑ ∑  
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                  ( ){ } { }
2

2 ~ ~ ~

1

ˆ
i i

T T
p g g i i w k z zw k

i

I c Y M R R M M Mγ φ φ∆∆ ∆ ∆ ++
=

− ⊗ −∑  

 

⇔  

 

{ } ( ) ( ) { }1 2 1 2 1 2

2 ~2 2T T
h h p g p g g p g p z zw kI c I c d I d I Y M Mξγ φ∆ ++

 Ξ = − ⊗ ⊗ − M M M  

 

onde: 

 

{ } { }
{ } { }

{ }
{ }

1 1

2 2

~ ~ ~
1 1 1 1

~ ~ ~
2 2 2 2

~
1 1

~
2 2

ˆ

ˆ

T T
g w k g w k

T T
g w k g w k

T
w k

T
w k

Y M R R M Y M R R M

Y M R R M Y M R R M
Y

M R R M

M R R M

ξ

φ φ

φ φ

φ

φ

∆∆ ∆ ∆∆ ∆+ +

∆∆ ∆ ∆∆ ∆+ +

∆∆ ∆ +

∆∆ ∆ +

 +
 
 + =  
 
 
  

   

 

De modo que uma realização ( ), ,A B Cξ ξ ξ  de { }1 2h h +
Ξ pode ser obtida das realizações 

( ), ,Y Y YA B Cξ ξ ξ  de Yξ  e ( ), ,Z Z ZA B Cξ ξ ξ  de { }~
z zw kM M φ∆ +

, da seguinte forma: 

 

(11)

( ) ( )1 2 1 2

20
,

0

0
2 2

0

Y Y

z z

YT T
p g p g g p g p z

A B
A B

A B

C
C I c I c d I d I C

I

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ

ξ
ξ ξ

γ  − 
= =    −     


   = ⊗ ⊗      

M M M M
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As realizações (10) e (11) são as realizações descritas no enunciado da Proposição 3.3.1. 

Para completar a demonstração, observe que como foram tomadas realizações mínimas 

de funções de transferências estáveis, Aγ  será Hurwitz por construção                      W  

 

Demonstração da Proposição 3.3.2:  

 

Seja ( ) ( )
1 21 2, h hh h S ε∈  e portanto, ( )1 2,L h h∗ é finito. Se ( ),A Bγ γ  e ( ),A Bξ ξ  são 

controláveis, como e Aγ  e Aξ  são Hurwitz e Bγ  tem posto máximo, segue da 

Proposição 3.1.2 que 

 

                                ( )
1 2

2
2 2

1 2 2
1

, ,T
h h zw k i i i w k w k

i

L h h M h R R M Mµ φ γ φ φ∗ ∆ ∆
=

= − + + ∑  

 

onde 
1 2h hµ é o valor ótimo do problema 

 

                         ( )0 0

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆmax  sujeito a 0

ˆT

T
xuT

P P T T T
xu

A P PA PB S
X PX

B P S D Dγ γ
=

 + +
≥ 

+ +  
. 

 

Note então, que 
1 2h hµ−  é o valor ótimo do problema   

 

( )0 0

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆmin  sujeito a 0

ˆT

T
xuT

P P T T T
xu

A P PA PB S
X PX

B P S D Dγ γ
=

 + +
− ≥ 

+ +  
 

 

ou equivalentemente (trocando –P por P), 
1 2h hµ− é o valor ótimo do problema 
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(12)                   0 0

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆmin  sujeito a 0ˆT

T
xuT

P P T T T
xu

A P PA PB S
X PX

B P S D Dγ γ
=

 + −
  ≤

 − − +   
 

 

 

E pela Proposição 3.3.1, os parâmetros livres ( )
1 1
,g gc d  e ( )

2 2
,g gc d  de ( )

1 2h hS ε  

aparecem linearmente e exclusivamente nos termos ,   e C D Cγ γ ξ , e conseqüentemente 

em T
xuS C Cγ ξ =   . Portanto, a restrição em (12) é de fato uma LMI, e provou-se que 

para ( ) ( )
1 21 2, h hh h S ε∈ , tem-se que  

 

(13) ( ) ( )
2

22
1 2 0 0 2

1

ˆ ˆ, min , : ,  , 0T T T
i i i w k w k zw k

i

L h h X PX h R R M M M P P Q Pγ φ φ φ∗ ∆ ∆
=

 = + + = ℑ ≤ 
 

∑  

 

onde ( ),Q P ℑ  é a matriz definida em (12), e conforme observado, ( )xuS ⋅ e ( )Dγ ⋅ são 

funções lineares de ( )
1 2 1 2
, , ,g g g gc c d dℑ =  e ( )

1 2
,g gd d  respectivamente. 

 

Segue-se de (13) que  

 

(14) ( ) ( )
1 2

2
22

0 0 2
1

ˆ ˆinf , : ,  , 0;T T T
h h i i i w k w k zw k

i

X PX h R R M M M P P Q Pη ε γ φ φ φ∗
∆ ∆

=


= + + = ℑ ≤


∑   

                        ( ) ( )}
1 21 2, h hh h S ε∈   
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A seguir, é mostrado que a condição “ ( ) ( )
1 21 2, h hh h S ε∈ ” é equivalente a restrições 

definidas por L.M.I`s. Para isto, recorde que se ( ) ( )
1 21 2, h hh h S ε∈ , então  

 

(15)                           0ε∃ >  para o qual ( )
1 2

0 h h j Iω ε ωΓ − ≥ ∀ ∈R , 

 

e 

 

(16)          para 1,2,i =  tem-se que ( ) ( ) ( )~ 0 i i ih j g j g jω ω ω ω= + ≥ ∀ ∈ R . 

 

Como ( )
i ii g i i gg c sI A B d= − + , com ( ),i iA B  controlável e iA  Hurwitz, e recorde que 

por hipótese, ( ),A Bγ γ  é controlável e Aγ é Hurwitz, segue diretamente do Lema 

Positivo Real (Boyd et al (1994)) que (15) e (16) são equivalentes a  

 

 

(17)         
( )

( ) ( ) ( )1 2 1 2

 ,  0 : 0
ˆ , ,

T T

T

T T
g g g g

A P PA PB C
P P P

B P C D d d D d d I

γ γ γ γ

γ γ γ ε

 + − ℑ
 ∃ = > ≤

 − ℑ − + +   

( ( (
( ( (  

e 

 

(18)                   ,  0 : 0
2

i

i i

T T
i i i i i i gT

i i i T

i i g g

A P P A PB c
P P P

B P c d

 + −
∃ = > ≤ 

− −  
; i = 1, 2. 
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Ou seja, a condição “ ( ) ( )
1 21 2, h hh h S ε∈ ” é equivalente a (17) e (18). Substituindo em 

(14), tem-se que  

 

 

(19) ( )
1 2

2
22

0 0 2
1

ˆ ˆinf , : , , =  T T T T T
h h i i i w k w k zw k i i

i

X PX h R R M M M P P P P P Pη ε γ φ φ φ∗
∆ ∆

=

= + + = =


∑
( (

 

são tais que ( ) ( ) ( ) }0, 0, 0; , 0, , 0,  , , 0; =1,2
i ii i i g gP P P Q P Q P Q P c d iε> > > ℑ ≤ ℑ ≤ ≤

( (
 

 

onde ( ),Q Pε ℑ
(

 e ( )  , ,
i ii i g gQ P c d  são as matrizes definidas em (14) e (15). 

 

Para completar a demonstração, resta escrever os termos 2 ,T
i i w k w kh R RM Mγ φ φ∆ ∆  da 

função custo, em função de ( ),
i ig gc d . Para isto, note que 

 

( )~ ~, , , ,T T T T
i i w k w k i i i i w k w k i i i w k w k i i i w k w kh R RM M g g R R M M g R R M M g R R M Mφ φ φ φ φ φ φ φ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= + = +

 

⇔  

 

, , , 2 ,T T T T
i i w k w k i i i w k w k w k i i i w k i i i w k w kh R RM M g R R M M M g R R M g R R M Mφ φ φ φ φ φ φ φ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= + =

 

⇔  

 

ˆ, 2 , 2 ,
i

T T T
i i w k w k g i i w k w k i i i w k w kh R RM M d R R M M g R R M Mφ φ φ φ φ φ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= +  

 

⇔  
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(20)       ( ){ }2 ~2 2 2
2

ˆ, ,
i

T T
i i w k w k g i w k i p w k i i w kh R RM M d R M g I M R R Mγ φ φ γ φ γ φ φ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

+
= +   

                                       

Agora, introduzindo uma realização ( ), ,
i i i

A B CΦ Φ Φ de ( ){ }~ T
w k i i w kM R R Mφ φ∆ ∆

+
, e 

observando que ˆi pg I  tem uma realização dada por ( ), ,
i

T
p i p i p gI A I B I c    ⊗ ⊗ ⊗      , é 

bem conhecido que  

 

(21)                          ( ){ } ( ){ }~ˆ ,
i i i

T T T
i p w k i i w k P g gg I M R R M tr I c M Cφ φ∆ ∆ Φ

+
= ⊗  

 

 

onde , para 1,2i = ; 
igM  é dado por  

 

( ) ( )
i i i i

T T
p i g g p iI A M M A I B BΦ Φ ⊗ + = − ⊗  . 

 

A demonstração é concluída substituindo-se (20) e (21) em (19)                              W  
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Apêndice 3-C: Demonstrações da seção 3.4 

 

 

Demonstração da Proposição 3.4.2 

 

Para ( )1 2,h h SΓ∈ , 1h RL∞∆ ∈ e 2h RL∞∆ ∈  tais que ~
1 1h h∆ = ∆ e ~

2 2h h∆ = ∆  

, [ ]0, εα α∈ ,defina ( )1 1 1h h hα α+ ∆@  e ( )2 2 2h h hα α= + ∆ . Note-se então que 

 

                                                 ( ) ( )( )1 2,h h Sα α Γ∈  

 

De fato, ( ) ( )
( ) ( )( )1 21 2

1 2
1 2h hh h h hγ γα α αΓ = Γ + ∆ Γ + ∆ Γ , e segue-se que 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 21 2

0
2h hh h j j Iα α

ε
λ ω λ ω∞ ∞Γ ≥ Γ − > . 

 

Note-se agora que  

 

 

(22)                      ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

1 2 1 2 1 2
1

, , , , , ,a a i i
i

L T h h L T h h c T h h hα α α ∗
=

 
= − ∆ 

 
∑ . 

 

Por outro lado, escrevendo ( )1 2,T T h h T∗= + ∆  , tem-se que  
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(23)                         ( ) ( )( )
1 21 2 1 2 1 2, , , , , ,a a h hL T h h L T h h h h T T∗= − Γ ∆ ∆ . 

 

 

Substituindo (23) em (22) obtém-se que 

 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2
1

, , , , , , , ,a a h h i i
i

L T h h L T h h h h T T c T h h hα α α∗ ∗
=

 
= − Γ ∆ ∆ + ∆ 

 
∑  

 

Da expressão acima, tem-se que  

 

(24)                  ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 2, , inf : p
TL h h L h h J T T RHα α∗ ∗ ∆= − ∆ ∆ ∈         

                                        

onde 

 

                                   ( ) ( )( )
1 2

2

1 2
1

, , ,T h h i i
i

J T T T c T h h hα∆ ∗
=

∆ Γ ∆ ∆ + ∆∑@ . 

 

Note-se agora que  

 

( ) ( ) 2 2, , 2 , ,i
i i i i w k i w k w kc T h h T T h M M T hM Mγ γ φ γ φ φ∆ ∆∆ ∆ ∆∆ = ∆ Γ + ∆ − ∆  

 

 e portanto  

 

( )( ) ( )( ) ( )
1 2 1 2, , , , ,i

i i i i ic T h h T h c T h h h h T Tγ∗ ∗+ ∆ ∆ = ∆ + ∆ Γ ∆ ∆  
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                                         ( ) ( ) 2 ~
1 22 , ,i

i i w kh T h h h M M Tγ γ φ∗ ∆∆ ∆+ ∆ Γ + ∆ ∆ . 

 

Usando essa expressão em ( )TJ T∆ ∆ , pode-se escrever   

 

( ){ } ( )( ) ( ){ }
2

2 1 2 2
1

inf : , , inf :p p
T i i

i

J T T RH c T h h h J T T RHα∆ ∗ ∆
=

∆ ∆ ∈ = ∆ + ∆ ∆ ∈∑
(

 

 

onde  

 

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2

1 2
1 2 1 2, 2 ,h hJ T h h T T h h Tγ γα α∆ ∆ ∆

 ∆ Γ + ∆ Γ + ∆ Γ ∆ ∆ + ∆ Ξ + ∆ Ξ ∆
 

( @ . 

com ( ) ( ) 2 ~
1 2,

i

i
w kT h h M Mγ γ φ∆ ∗ ∆∆ ∆Ξ = Γ + . 

 

Portanto, de (24), tem-se que  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

1 2 1 2 1 2
1

, , , ,i i
i

L h h L h h c T h h hα α α∗ ∗ ∗
=

− = ∆∑ ( ){ }2inf : pJ T T RH∆+ ∆ ∆ ∈
(

 

 

   

Usando a igualdade acima e o fato de que ( ){ }2inf : 0pJ T T RH∆ ∆ ∆ ∈ ≤
(

, tem-se que 

                                                              

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

1 2 1 2 1 2
1

, , , ,i i
i

L h h L h h c T h h hα α α∗ ∗ ∗
=

− ≤ ∆∑ . 
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Para obter o limite inferior de ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, ,L h h L h hα α∗ ∗− ,observe que [ ]0, εα α∀ ∈ ,  

tem-se a seguinte desigualdade: 

 

( ) ( )( )1 2 1 2

1 2
1 2 , ,

2h h h hh h Y Y I Y Yγ γ
εα α  Γ + ∆ Γ + ∆ Γ ≥ Γ − 

 
 , 2

pY RH∀ ∈  

 

de modo que  

 

   ( ){ } ( )( ){ 1 2 1 22 1 2inf : inf / 2 , 2 ,p
h hJ T T RH I T T h h Tε α∆ ∆ ∆∆ ∆ ∈ ≥ Γ − ∆ ∆ + ∆ Ξ + ∆ Ξ ∆

(
 

                                                      }2: pT RH∆ ∈    

 

E o ínfimo do lado direito da expressão acima é dado por  

 

( ){ }1 2

2
~2 1

1 2
2

h hεα φ −
∆ ∆

+
 − ∆ Ξ + ∆ Ξ  . 

 

Substituindo em  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

1 2 1 2 1 2
1

, , , ,i i
i

L h h L h h c T h h hα α α∗ ∗ ∗
=

− = ∆∑ ( ){ }2inf : pJ T T RH∆+ ∆ ∆ ∈
(

 

obtém-se  

 

                                 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , ,L h h L h h f h hα α α∗ ∗− ≥ ∆ ∆                              W  
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Apêndice 3-D: Demonstrações da seção 3.5 

 

Demonstração do Lema 3.5.2: 

 

 

Para obter uma realização de [ ],H Y Λ , YY S∈ , SΛΛ∈ , escreve-se  

 

[ ]
2 2

2 2
~

1 1

0 0
,

0 0

T T
i i i i i i

i i

R R R R
F Y M M

I Y

γ λ γ λ
= =

   
   Λ = −   
      

∑ ∑   

ou equivalentemente  

[ ] 1

2

2
~ ~ 2 ~

1 2

0 0
0 00

,
00 0

0 0

r
r

I
F Y M M M I M M M

I

γ
λ λ γ

 
    Λ = + +          

L
M M

L
 

 

               
1

2

1

2

0

0

r

r

I

I

Y

λ
λ

 
 −  
  

L
M M

L
 

 

 

Segue-se que a parte estável de [ ],F Y Λ , isto é [ ],H Y Λ , é a soma das partes estáveis 

de  

 

~
1 1 1 1F M Mλ= , onde ( )1

1 / 2

1

0

0 0

rI
M M

γ 
 
  

@ , 
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~
2 2 2 2F M Mλ= , onde ( )2

1 / 2

2

0 0

0 0

rM I Mγ

 
 
 
 
  

L
@ M M

L
, 

 

~
3 3 3F M M= , onde 3 1 / 2

0 0

0
M M

I
 
 
 

@ , e  

 

1

2

1

4 2

0

0

r

r

I

F I

Y

λ
λ

− 
 = − 
 − 

L
M M

L
. 

 

Denotando por 1H , 2H , 3H  e 4H  as respectivas partes estáveis de 1F , 2F , 3F  e 4F , 

segue-se que  

 

1 1

1 24

0

0

r

r

Y

x I

H x I

X

λ

λ

− 
 = − 
 − 

L
M M

L
 

 

e uma realização ( )
4 4 4 4
, , ,H H H HA B C D  de 4H  é dada por  

 

(25)

{ }
{ }

( ) { }
( ) { }

4 1 1 2 2

4 1 1 2 2

4 1 1 2 2

4 1 1 2 2

,..., , ,..., , ,

,..., , ,..., , ,

,..., , ,..., , ,

,..., , ,..., , .

H Y

H Y

H Y

H Y

A diag A A A A A

B diag b b b b B

C diag c c c c C

D diag d d d d D

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

 =

 =


ℑ = −


ℑ = −
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Por construção, ( )
4 4
,H HA B  é controlável e 

4HA é Hurwitz. 

 

Com relação a 1F , 2F , 3F , tome ( )1G M RH∞∈ , ( )2G M RH∞∈  e ( )3G M RH∞∈  tais 

que ~ ~
1 1 1 1M M G G= + , ~ ~

2 2 2 2M M G G= +  e ~ ~
3 3 3 3M M G G= +  (lembre-se que para um 

dado controlador, 1M , 2M  e 3M  são conhecidos). Assim, 1F , 2F , 3F  podem ser 

escritos como  

 

( )( )
1 1

~ ~
1 1 1F x x G Gλ λ= + + , ( )( )

2 2

~ ~
2 2 2F x x G Gλ λ= + + e ~

3 3 3F G G= +  

 

Como se pode observar, 3F  não possui termos envolvendo os parâmetros livres das 

classes de lineares, de modo que uma realização ( )3 3 3 3
, , ,H H H HA B C D de 3H  é a 

realização de 3G , e tal realização pode ser tomada como sendo uma realização mínima. 

 Com relação a 1F , escrevendo ( )1 1 1 1

1
ˆ ˆ,  

i i i

Tx x d x c sI A bλ λ λ λ λ λ λ

−
= + = − , tem-se que 

1H  (a parte estável de 1F ) é escrito como  

 

{ } { }1 1 1 1

~ ~
1 1 1 1 1ˆ ˆ ˆ 2H x G x G x G d Gλ λ λ λ+ +

= + + + . 

 

Analogamente, escreve-se 2H  (a parte estável de 2F ) como  

 

{ } { }2 2 2 2

~ ~
2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ 2H x G x G x G d Gλ λ λ λ+ +

= + + +  

 

Por outro lado, se Gn  é a dimensão de 1G  e 2G , tem-se para 1,2i = , que  
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( ) ( )ˆ
i G G i i

T
n nx s I I c Y sλ λ λ = ⊗  , onde ( ) ( ) ( )1

i G i G in nY s I sI A I bλ λ λ

− ⊗ − ⊗  
@  

e  

( ) ( )~ ~ˆ
i G G i i

T
n nx s I I c Y sλ λ λ = ⊗  , onde ( ) ( ) ( )1~

i G i G in nY s I sI A I bλ λ λ

− − ⊗ + ⊗  
@ ,  

 

de modo que  

 

{ } { }{ }~ ~2 , i=1,2,
i G i i i i

T
i i n i i iH d G I c Y G Y G Y Gλ λ λ λ λ+ +

 = + ⊗ + +   

 

ou equivalentemente, escrevendo ˆ
ii i GG G D= +  

 

2 2
G i i G i i i

T
i n n G GH I c d I Y d Dλ λ λ = ⊗ + M  

 

onde  

 

{ } { }~ ~

ˆ
i i i

i

i i i

G

i

Y G Y G Y G
Y

G

λ λ λ+ +
 + +
 =
  

 

 

Assim, tomado ( ), ,
i i iYG YG YGA B C  realizações mínimas de ,

iGY 1,2i = , tem-se que as  

realizações ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1
, , , ,H H H HA B C c d D dλ λ λ e ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2

, , , ,H H H HA B C c d D dλ λ λ  

de 1H  e 2H  são dadas por 
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(26)
( )

( )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

,  ,  , 2 ,

2

G G

T
H YG H YG H n n YG

H G

A A B B C c d I c d I C

D d d D

λ λ λ λ

λ λ

  = = = ⊗  


=

M
,  

 

 

(27)
( )

( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

,  ,  , 2 ,

2

G G

T
H YG H YG H n n YG

H G

A A B B C c d I c d I C

D d d D

λ λ λ λ

λ λ

  = = = ⊗  


=

M
 

 

 Finalmente, uma realização ( ), , ,H H H HA B C D de [ ] ( ),H Y M RH∞Λ ∈  tal que  

[ ] [ ] [ ]~
, , ,H Y H Y F YΛ + Λ = Λ  é obtida a partir das realizações de 1H , 2H , 3H  e 4H  

da seguinte forma: 

 

{ }1 2 3 4
, , ,H H H H HA diag A A A A= , 

1

2

3

4

H

H

H
H

H

B

B
B

B

B

 
 
 =
 
 
  

, 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 2 2 2 3 4

, ,H H H H HC C c d C c d C Cλ λ λ λ
 ℑ = ℑ M M M  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 4H H H H HD D d D d D Dλ λℑ = + + + ℑ  

 

Para encerrrar a demonstração do Lema 3.5.2, note que HA  é Hurwitz e ( )HC ℑ  e 

( )HD ℑ são funções afins de ( )
1 2 1 2
, , , , ,Y Yc c d d C Dλ λ λ λℑ = , e sem perda de generalidade, 

pode-se supor ( ),H HA B  controlável                                                                               W  
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Apêndice 3-E:Direções descendentes para o 

limitante baseado em “S-Procedure” 

 

 

Note inicialmente que ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,YA E A Y E E A YΛ∆ = + Λ + − Λ  pode ser escrito como 

 

 

( ) ( ) [ ]
2ˆ ˆ0 00ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0

ˆ 0 00
a Y

Y

E E
A E M M T E E I

IE

γΛ ∗ Λ
Λ

     
∆ = − = +     

     
 

onde  

 

( )
2 2

1

ˆ ˆ0 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
0 0 0 0 i i ia a a

i

E E
T E M M e T Tλ

γ∗ ∗Λ Λ
Λ

=

   
− =   

   
∑@ ,  

 

20 0ˆ ˆ ˆ ˆ
0 0 0 0i i

T T
i i i i

a a

R R R R
T T M M

γ∗ ∗   
= −   

   
 

 

Observa-se então, que ( )ˆ
DC E  definido por  

 

                ( ) ( )
( )

( )
2

1
1

1 1

ˆ ˆ ˆ0 ˆ0 0ˆ
ˆˆ 0ˆ 00

a a
D

F

A E
C E

E

φ φ

φφ

−
∗ −

− −
∗

ΛΛΛ

     ∆              

@  

 

ou equivalentemente  
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                     ( ) ( ) ( ) ( )
2 21 11 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

D a a
F F

C E A E Eφ φ φ φ
− −− −∗ ∗

Λ Λ Λ= ∆ +  

 pode ser escrito como  

( ) 2ˆ ˆ ˆ ˆ
D Y Y Y F

C E T E T∗= ( ) ( )1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 ,Y Y Y a a a
F

T E T T Eφ φ
− −∗ ∗

Λ+ + ( ) ( )
21 21 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ

a a a FF

T E Eφ φ
− −∗ −

Λ Λ+ Λ , 

 

onde [ ] 1ˆˆ 0Y aT I φ −= . 

 

De modo que definindo ( )ˆ
DY YC E  por 

 

( ) 2ˆ ˆ ˆ ˆ
DY Y Y Y Y F

C E T E T∗@  

 

 e ( )ˆ ˆ,D YC E EΛ Λ  por  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 21 11 1 2 2

1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 ,
iD Y Y Y Y a a a a a a i i

F F i

C E E T E T T E T E e rλφ φ φ φ λ
− −− −∗ ∗ ∗ −

Λ Λ Λ Λ
=

+ + ∑@ , 

 

ou equivalentemente 

 

( ) ( )
22 2 2

2 2

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, 2
i i i i iD Y i Y i i

i i iF

C E E e E e T T e rλ λ φ φ λχ λ∗ −
Λ Λ

= = =

= + +∑ ∑ ∑  

 

onde ( ) ( ){ }1
1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i ii Y a â Y Y Y â aE tr T T E T Tχ φ φ
−

− ∗ ∗ ∗@  e 1ˆˆ ˆ
i ia aT Tφ φ −@ , 
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tem-se que ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ,D DY Y D YC E C E C E EΛ Λ= + . 

 

Para achar ˆ ˆˆ arg min , YY
E Eφ φ∗ =  sujeito a 

2ˆ ˆ ˆ
Y Y Y DF

T E T δ∗ ≤ , define-se o funcional 

lagrangeano por  

 

( ) { }2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,Y Y Y Y Y DF
L E E T E Tσ φ φ σ δ∗= + −  

 

Se ˆ
YE  ponto de mínimo de ( )ˆ ,YL E σ , da condição de otimalidade, tem-se que  

 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, 2 , 0 Y TY Y TY Y Y YE E E E Eφ φ σ ∗∆ + Γ Γ ∆ = ∀∆ = ∆  

⇔  

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, 2 , 0 Y TY Y TY Y Y YE E E E Eφφ σ∗ ∗∆ + Γ Γ ∆ = ∀∆ = ∆  

⇔  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ2 0 TY Y TYEφφ σ∗ + Γ Γ =  

⇔  

( ) 1 11 ˆ ˆˆ ˆ ˆ
2Y TY TYE σ φφ
σ

− ∗ −= − Γ Γ . 

 

A seguir, voltando ao problema restrito , tem-se que  

 

( )
2ˆ ˆ ˆ

Y Y Y DF
T E Tσ δ∗ =  
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⇔  

( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ,TY Y TY Y DE Eσ σ δΓ Γ =  

⇔  

2
1 11 ˆ ˆ ˆ ˆ,

2 TY TY Dφφ φφ δ
σ

∗ − ∗ −  Γ Γ = 
 

 

⇔  

1 ˆ ˆˆ

2

TY
F

D

φφ
σ

δ

− ∗Γ
= . 

 

Ou seja, mostrou-se que  

 

1 11 ˆ ˆˆ ˆ ˆ
2Y TY TYE φφ
σ

− ∗ −
∗ = − Γ Γ ,  

 

onde ˆ ˆˆ
TY Y YT T ∗Γ = , e 

1 ˆˆ

2

TY
F

D

φφ
σ

δ

− ∗Γ
=  . 

 

Para definir ÊΛ∗  tal que ( )ˆ ˆ, 0D YC E EΛ ∗ Λ∗ < , escreve-se { }
1 1 2 2

0 0ˆ ˆ ˆ,r rE diag e I e Iλ λΛ∗ = , com 

( )0
0

ˆˆ
i i Ye Eλ α χ ∗= − , onde  

 

( )

( ) ( )

22

1
0 22 2 2

2

1 1

ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ
i i

i Y
i

i Y i i Y i
i iF

E

E T T E rφ φ

χ
α

χ λ χ

∗
=

∗ −
∗ ∗

= =

≤

+

∑

∑ ∑
. 
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No caso dependente da freqüência, não se pode usar a função definida por  

 

 

( )
( ) ( ) ( )1 ~

, 
2

TY k k
F

D

j j j
j

ω φ ω φ ω
σ ω ω

δ

−
Γ  

= ∀ ∈ R , 

 

pois nesse caso 

 

( ) 1 ~ 11ˆ
2Y TY TYE σ φφ
σ

− −= − Γ Γ  não pertence a ( )M RL∞ ,  já que σ não é racional. 

 

 Entretanto, note que ω∀ ∈R  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1~ ~ ~

TY k k Y k k Y
F F

j j j T j j j T jω φ ω φ ω ω φ ω φ ω ω
−− −

 Γ =          

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
211 1~ ~

Y k k Y Y k
F F

T j j j T j T j jω φ ω φ ω ω ω φ ω
−− −

 ≤ =         

( ) ( ) ( ) ( ){ }11 ~ ~
Y k k YTr T j j j T jω φ ω φ ω ω

−−
 =      , 

 

de modo que, definindo a seguinte função: 

 

                        ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }11 ~ ~

   
2

Y k k Y

s

D

Tr T j j j T j
j

ω φ ω φ ω ω
σ ω ω

δ

−−

= ∀ ∈R  
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tem-se que ( ) ( )( ) ( )
2~  Y Y s Y DF

T j E j T jω σ ω ω δ ω≤ ∀ ∈R . Assim é possível definir uma 

direção descendente e factível para Y por  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ~ 11
 

2Y TY k k TY
s

E j j j j j
j

ω ω φ ω φ ω ω ω
σ ω

− −
∗ = − Γ Γ ∀ ∈R  

 

onde ~
TY Y YT TΓ = , e sσ é tal que  

 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }11 ~ ~

  ,
2

Y k k Y

s

D

Tr T j j j T j
j

ω φ ω φ ω ω
ω σ ω

δ

−−

∀ ∈ =R . 

 

Conseqüentemente, a direção descendente e factível em Λ é definida por  

 

( ) ( ) ( ){ }
1 1 2 2

0 0,r rE j diag e j I e j Iλ λω ω ωΛ∗ = , com ( ) ( )( )0
0i i Ye j E jλ ω α χ ω∗= − , onde 

ω∀ ∈R  

 

( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2 2

1
0 22 2 22~

1 1

2

i i

i Y
i

i Y i i Y i
i iF

E j

E j T j T j j E j rφ φ

χ ω
α

χ ω ω ω λ ω χ ω

∗
=

∗ ∗
= =

  
≤

 +  

∑

∑ ∑
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Apêndice 3-F: Demonstrações da seção 3.8 

 

 

 Será mostrado que os parâmetros livres da classe ( )Sθ ε  definida na seção 3.8 

aparecem exclusivamente e de forma afim no termos Cγ , Dγ  e Cξ  da Proposição 3.8.1 

 Assim, seja 
2 2p pE RHθ
×

∞∈  tal que ~E Eθ θ θΓ = + . Segue-se que uma realização de 

Eθ  será dada em função das realizações das partes estáveis de pIθ ⊗  e 

( )~1 1
0 0g A g A− −

Θ Θ− . Uma vez que AΘ  não depende de ( )Sθθ ε∈ mas apenas de dados 

conhecidos do problema , tome ( ), , ,E E E EA B C DΘ Θ Θ Θ  uma realização mínima da parte 

estável de ( )~1 1
0 0g A g A− −

Θ Θ  com EBΘ  de posto máximo. Por outro lado, se ( )Sθθ ε∈ , 

tem-se que a parte estável de pIθ ⊗  é pG Iθ ⊗ , onde ( ) ( ) 1
G s C sI A B Dθ θ θ θ θ

−
= − + , de 

modo que uma realização ( ), , ,A B C Dγ γ γ γ  de Eθ  é dada por  

 

(28)
( )

( ) ( )

0
,  ,  ,

0
pp

p E

EE

p E

B IA I
A B C C C I C

BA

D D D I D

θθ
γ γ γ θ θ

γ θ θ

Θ
ΘΘ

Θ

    ⊗⊗
 = = = ⊗      −  

 = ⊗ −

M
 

 

Segue de (28) que os parâmetros livres da classe ( )Sθ ε  aparecem exclusivamente e de 

forma afim nos termos Cγ  e Dγ , e por construção Aγ  é Hurwitz. Finalmente, se Aγ  e 

Bγ  definidos em (28) são tais que ( ),A Bγ γ  não é controlável, é sempre possível, através 
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de uma transformação de similaridade, encontrar uma realização controlável de Eθ , de 

maneira que Cθ  e Dθ  aparecem linearmente nessa nova realização.  

Com relação a  

 

{ } ( ){ } ( ){ }~1 ~
0 0cg g A Bθ θ −

Θ Θ+ + +

 Ξ = − Ξ +  
, 

 

tem-se que ( )~1 ~
0g A B−

Θ Θ  não depende ( )Sθθ ε∈ , mas apenas dos dados originais do 

problema. Assim sendo, denote por ( ), ,A B Cξ ξ ξΘ Θ Θ  uma realização mínima de 

( ){ }~1 ~
0g A B−

Θ Θ
+

, e note que  

 

( ){ }0 cg θ
+

Ξ = ( ){ }0 cg θ
+

Ξ  = { }ˆ
cθ

+
Ξ  = { } { } { }~ˆ ˆ ˆ ˆ

c c cG D Gθ θ θ
+ ++

 Ξ + Ξ + Ξ
 

 

 

onde 0
ˆ

c cgΞ = Ξ  

 

Como { }ˆ ˆˆ ˆ
c cG Gθ θ

+
Ξ = Ξ , tomando ( )ˆ ˆ ˆ, ,

c c c
A B C

Ξ Ξ Ξ
uma realização mínima de ˆ

cΞ , tem-se 

que uma realização de { }ˆ ˆ
cGθ

+
Ξ  é dada por [ ]ˆ

ˆˆ

0
, , 0

0
c

cc

A B C
C

BA
θ θ

θ
Ξ

ΞΞ

    
        

M , e 

( )ˆ ˆ ˆ, ,
c c c

A B D CθΞ Ξ Ξ
 é uma realização de { }ˆ ˆ

c cD Dθ θ+
Ξ = Ξ . 

Para achar uma realização de { }~ ˆ
cGθ +

Ξ , será usado o seguinte Lema: 
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Lema (Correa & Sales 1998) Seja ~ ~
3 2 1 ,G G G G=  onde ( ) ,lG M RH∞∈  ( )2 2 ,G M RH∈  

( ) ( ) 1
,l l l lG s C sI A D

−
= − +  2 0D = , lA  estável.  

Então  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 1
3 2 3 3 2 1 1 2 1
T T T TG s D C B M sI A M C B D

−

+
= + − +  

onde  

1 1
1 1 2 1 2 1 ,T TM A A M B B+ = −  2 2

3 2 3 3 3 2
T TM A A M C C+ = −                                                          ∇  

                                                                                

 

Aplicando o Lema a ~ ˆ
cGθ Ξ , em que 3G Gθ = , 2

ˆ
c GΞ =  e 1I G= , tem-se que uma 

realização de { }~ ˆ
cGθ +

Ξ  é dada por ( )ˆ ˆ ˆ, , Sc c c
A B D C B Mθ θΞ Ξ Ξ

+ , onde SM  é dada pela 

equação de Silvestre ˆ ˆ
T T

S Sc cM A A M C Cθ θΞ Ξ+ = − . Note que a obtenção de uma realização 

de { }~ ˆ
cGθ +

Ξ  implicou no aparecimento de uma nova variável ,SM  que é função linear 

do parâmetro Cθ . Assim, uma realização ( )( ) , , ,c c cA B C C Dξ ξ ξ θ θ  de  

 

( ){ }0 cg θ
+

Ξ ={ }ˆ ˆ
cGθ

+
Ξ +{ }ˆ

cDθ +
Ξ +{ }~ ˆ

cGθ +
Ξ  

 

 

é dada por  
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ˆ
ˆ ˆ

ˆ

, ,
0

c
c c c

c

A B C
A diag A A

A
θ θ

ξ
Ξ

Ξ Ξ
Ξ

   =   
   

, 
ˆ

ˆ

ˆ

0

c
c

c

c

B
B

B

B

ξ
Ξ

Ξ

Ξ

 
 
 =
 
 
  

, 

( )( ) ( )ˆ ˆ, , 0c S Sc c
C C D M C C D C D C B M Cξ θ θ θ θ θ θ θ θΞ Ξ

 = + M M M , 

 

e uma realização ( )( )( ), , , , SA B C C D M Cξ ξ ξ θ θ θ  de  

 

{ }θ +
Ξ = ( ){ }0 cg θ

+
− Ξ ( ){ }~1 ~

0g A B−
Θ Θ

+
−  

 

é dada por  

 

(29)

( )( ) ( )( )

0
,  ,

0

, , , ,

c p c

S c S p

A I B
A B

A B

C C D M C C C D M C I C

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ

ξ θ θ θ ξ θ θ θ ξ

Θ Θ

Θ

 ⊗   
= =    

   


  = − ⊗  


M
 

 

 Pelo desenvolvimento anterior , os parâmetros livres da classe ( )Sθ ε  de fato 

aparecem de linearmente em Cξ , por construção Aξ é Hurwitz, e a mesma observação 

feita para ( ),A Bγ γ  é válida para ( ),A Bξ ξ  se Aξ  e Bξ  definidos em (29) são tais que 

( ),A Bξ ξ  não é controlável. 

 Finalmente, será verificado que Cθ  e Dθ  aparecem de forma afim em  
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( ) 2
0 0 0 022

1
0, , ,c p c cL B g I g g gθ θ θ

γΘ= + − Ξ Ξ  

 

Primeiramente, relembre que BΘ  não depende ( )Sθθ ε∈ . Com relação a  

0 02

1
,pg I g θ

γ
, note que  

 

~
0 0 0 0 0 0 0, , 2 ,p p pg I g g I g G g G g I g Gθ θ θθ = + =  

⇔   

~
0 0 0 0 0 0

ˆ, 2 , 2 ,p p p pg I g D g I g I g g I Gθ θθ = + , onde ( ) ( ) 1
Ĝ s C sI A Bθ θ θ

−
= − , de 

modo que  

 

(30)                                   2
0 0 02 2 2

1 2
,p

p
g I g g Dθθ

γ γ
= + ( )0 02tr C M Cθ  

 

onde 0M  é a solução de 0 0 0 0
T TA M M A B Bθ θ+ = − , ( )0 0 0, ,A B C é uma realização de 

{ }~
0 0 pg g I

+
 

 

Com relação a 0 0,c cg g θΞ Ξ , note que  

 

( )~ ~
0 0 0 0, ,c c c cg g g g G Gθ θθΞ Ξ = Ξ Ξ +  

⇔   

2~ ~
0 0 0 0 0 2

ˆ, 2 , 2c c c c cg g g g G g Dθ θθΞ Ξ = Ξ Ξ + Ξ  
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De modo que  

 

(31)                           ( )2

0 0 0 1 12
, 2 2c c cg g g D tr C M Cθ θθΞ Ξ = Ξ +  

 

onde 1M  é a solução de 1 1 1 1
T TA M M A B Bθ θ+ = − , ( )1 1 1, ,A B C é uma realização de 

{ }~ ~
0 0 c cg g

+
Ξ Ξ . A demonstração é concluída substituindo (30) e (31) em ( )0,cL θ         W 
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Capítulo 4 

 

 

Síntese de controladores 

 

4.1-Introdução 

 

 

Neste capítulo, será examinado o problema de síntese de controladores para bom 

desempenho 2H -robusto.  

Em Stoorvogel (1993) e Yang et al (2000), procedimentos de síntese são 

propostos com base nos limitantes superiores do “pior-caso” 2H  para um dado 

controlador estabilizante. Em Stoorvogel (1993) são consideradas perturbações não-

estruturadas caracterizadas por funções de transferências limitadas em norma, e um 

limitante superior do “pior-caso” 2H  para um dado controlador estabilizante é obtido 

através de relaxação lagrangeana, em que a minimização do funcional dual é feita com 

relação a multiplicadores confinados ao conjunto dos números reais positivos. Nesse 
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caso, para cada multiplicador constante, Stoorvogel consegue reduzir o correspondente 

problema subótimo de síntese, a um problema convexo de dimensão finita. 

Em Yang et al (2000), são consideradas perturbações estruturadas caracterizadas 

por funções de transferências passivas ao invés de limitadas em norma. O limitante 

superior para o “pior-caso” é obtido de forma análoga à relaxação lagrangeana. Nesse 

caso, a minimização do funcional dual é feita com relação aos (assim chamados) 

multiplicadores de Popov. É então proposto um procedimento do tipo “D-K iteration” 

no qual em um passo minimiza-se o funcional de custo com relação ao multiplicadores 

de Popov para um dado controlador estabilizante, e em outro passo minimiza-se o 

funcional de custo sobre um conjunto de controladores estabilizantes de ordem fixa, 

para multiplicadores de Popov fixos. 

Neste trabalho, de maneira semelhante às referências citadas acima, a cada 

limitante do índice de desempenho “pior-caso” 2H  deduzido anteriormente com base 

em problemas de otimização convexa, corresponde um procedimento de síntese, a 

exceção do limitante deduzido na seção 2.6. Nesse caso, a melhoria potencial da 

qualidade do limitante é obtida à custa de uma dependência mais intrincada entre o 

funcional custo do problema e o controlador, o que torna o problema de síntese para este 

índice mais difícil. 

O capítulo 4 está organizado da seguinte forma: 

Na seção 4.2 considera-se o problema de síntese de controladores com base no 

limitante definido na seção 2.4 por meio de relaxação lagrangeana. Para facilitar o 

entendimento das principais idéias envolvidas no correspondente problema de síntese, 

considera-se inicialmente o caso de perturbações não-estruturadas e entrada escalar. 

Analogamente ao que foi feito no capítulo 3, mostra-se que quando o parâmetro de 

Youla dos controladores robustamente estabilizantes é confinado a um subespaço de 
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dimensão finita pré-especificado, a minimização do funcional dual sobre o mesmo (para 

um dado multiplicador) é equivalente a um problema de otimização linear no espaço 

euclidiano com restrição LMI (O principal resultado é expresso pela Proposição 4.2.4). 

Na seção 4.3 são caracterizadas direções descendentes para o funcional dual a 

partir de um dado ( )K M RH∞∈ , com o objetivo de sugerir uma heurística para 

modificação iterativa do subespaço ao qual é confinado o parâmetro de Youla dos 

controladores robustamente estabilizantes. 

Na seção 4.4 generaliza-se o procedimento da seção 4.2 para o caso de 

perturbações estruturadas e entrada multivariável (Proposição 4.4.1). Ao final, é 

esboçado  um esquema para um procedimento do tipo “D-K iteration” baseado no 

limitante do índice “pior-caso” deduzido na seção 2.4. 

Na seção 4.5 considera-se o problema de síntese de controladores com base no 

limitante definido na seção 2.5 por meio de “S-Procedure”. 

Conclusões do capítulo são apresentadas na seção 4.6. 

 

 

 

4.2-Síntese baseada no limitante dado por 

relaxação lagrangeana: caso particular 

 

 

Nesta seção  considera-se o problema de síntese de controladores com base no 

limitante definido na seção 2.4 por meio de relaxação lagrangeana, qual seja, minimizar 

este limitante sobre o conjunto dos controladores robustamente estabilizantes para um 
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sistema perturbado. O objetivo principal desta seção é análise do problema de 

minimizar o funcional dual, para um multiplicador fixo, em relação ao parâmetro de 

Youla, quando o mesmo é confinado a subespaço de dimensão finita. Este problema, em 

conjunto com os resultados da seção 3.2 e 3.3, leva a um problema de otimização linear 

em espaços euclidiano, com restrições definidas por LMI’s. 

Como mencionado anteriormente, no sentido de facilitar o entendimento das 

principais idéias envolvidas, será considerado inicialmente  o caso de perturbações não-

estruturadas e entrada escalar. Assim, considere a configuração da figura 2.6, com a 

classe de perturbações  dada por { }:p mD RH γ×
∞ ∞

= ∆ ∈ ∆ ≤  e o sinal de entrada w é 

caracterizado pela densidade espectral de potência. 

Assim como na seção 3.2, o funcional dual será caracterizado por meio do valor 

ótimo de um problema de LQR de horizonte infinito. Antes, para facilitar a leitura, 

serão recordados de maneira sucinta os principais pontos do desenvolvimento da seção 

2.4, em que se deduziu um limitante superior para o índice “pior-caso” 2H  por meio de 

relaxação lagrangena..  

Inicialmente, recorde-se que se as condições de estabilidade robusta são 

satisfeitas, isto é, ( ),aP C  estável e ( ) 1/M C γ∆∆ ∞
< , onde  

 

( ) ( ) 1

u yu yM C P P I CP CP
−

∆∆ ∆∆ ∆ ∆= + − , 

 

C é o controlador, segue-se, conforme o desenvolvimento da seção 2.4, que um 

limitante para o “pior-caso” 2H  é dado pelo valor ótimo do problema  
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( ) ( )
2

2

2
max p zw w zT RH

M C M C Tφ ∆∈
+  

sujeito a 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 0 ,w wF F
T j M C j j M C j T jω γ ω φ ω ω ω ω∆ ∆∆− + ≤ ∀ ∈R  

 

onde 2w RHφ ∈  é o fator espectral da densidade de potência do sinal w, e ( )zM C∆ , 

( )zwM C  e ( )wM C∆  também são funções do controlador dadas por 

 

 ( ) ( ) 1

z z zu yu yM C P P I CP CP
−

∆ ∆ ∆= + − ; 

( ) ( ) 1

zw zw zu yu ywM C P P I CP CP
−

= + − ; 

( ) ( ) 1

w w u yu ywM C P P I CP CP
−

∆ ∆ ∆= + − . 

 

O correspondente funcional lagrangeano é então definido por  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )2 1

02
, , 2 ,a zw w zL T h C M C M C T h j c T C j dφ π ω ω ω

∞
−

∆
−∞

= + − ∫  

onde 

 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
0 , w wF F

c T C j T j M C j j M C j T jω ω γ ω φ ω ω ω∆ ∆∆= − + ; 

( )~:  ,  0 h RL h h h jω ω∞∈ = ≥ ∀ ∈ R . 
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 Note-se que a dependência do funcional lagrangeano com relação ao controlador 

C não foi explicitada anteriormente. Isso se deve ao fato de que os capítulos anteriores 

tratavam de análise de desempenho para um controlador fixo. 

 Seguindo o procedimento de relaxação lagrangeana, tal qual foi feito na seção 

2.4, obtém-se que o “pior-caso” 2H  é limitado superiormente da seguinte forma  

 

( ),L h Cη ∗≤  

 

onde ( ) ( ){ }2, sup , , : p
aL h C L T h C T RH∗ = ∈  é o funcional dual .  

Neste contexto, um procedimento para a síntese de controladores seria 

considerar a minimização conjunta do funcional dual sobre os controladores e 

multiplicadores considerados. Neste sentido é conveniente fazer uso da parametrização 

de Youla para controladores estabilizantes (Nett (1986)) a fim de tornar as funções de 

transferência do sistema em malha fechada afins no parâmetro de Youla (que será 

denotado por K). De fato, assim procedendo, observa-se que para um dado par ( ),h T  o 

funcional lagrangeano ( ), ,aL T h K  é convexo em K, já que ( )M K∆∆ , ( )zM K∆ , 

( )zwM K  e ( )wM K∆  são funções afins de K e ( ), ,aL T h K  é dado pela soma de 

funcionais quadráticos positivos em K e um termo constante. Como conseqüência, para 

um multiplicador fixo, o funcional dual também é convexo em K. Analogamente, para 

um dado K, o funcional dual é convexo em h. Entretanto, o funcional dual não é 

convexo com relação a ( ), ,h K  pois contém produtos de termos afins no parâmetro de 

Youla e no multiplicador. 
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Esta situação motiva à utilização de procedimentos do tipo “D-K iteration” nos 

quais em cada passo tenta-se, alternadamente, minimizar o funcional dual em relação a 

uma das variáveis de decisão enquanto que a outra é mantida inalterada. 

Como no capítulo 3 foi feita a minimização do funcional dual com respeito aos 

multiplicadores para um dado controlador, será examinada aqui a minimização de 

( ),aL h K∗  com relação ao parâmetro de Youla para  ah RL∞∈  fixo tal que ~
a ah h=  e 

( ){ }inf : 0
aa hh jω ω ε∈ ≥ >R . Mais especificamente, será examinado o caso em que o 

parâmetro de Youla é confinado a um subespaço de dimensão finita pré-especificado.  

Antes disso, como mencionado anteriormente, o funcional dual será 

caracterizado por meio do valor ótimo de um problema LQR de horizonte infinito. 

Porém, para simplificar a derivação em questão (isto é, para evitar o aparecimento de 

equações de Silvester com alguns termos quadráticos  envolvendo K, devido a presença 

de projeções) este passo será feito de maneira diferente da que foi feita na seção 3.2. 

Neste sentido, escreve-se ( ), ,a aL T h K  como  

 

(4.2.1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2 2 2
, ,

a a aa a z zw w h h w w hL T h K M K T M K T M K M K Tφ φ γ φ φ φ∆ ∆ ∆∆= + − + +  

 

onde ~

a ah h ahφ φ =  é uma fatoração espectral de ah . Segue-se que  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22

22 2
, ,

a a aa a h h w w h z zw wL T h K T M K M K T M K T M Kφ γ φ φ φ φ∆ ∆∆ ∆− = − + − +

 

⇔  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 0 1 0, , ,a aL T h K K T K J K T K− = Θ + Θ Θ + Θ  
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onde   

 

( ) ( )
( )

1

a

a

h

h

z

I

K M K

M K

φ
γφ ∆∆

∆

 
 Θ = − 
  

, ( ) ( )
( )

0

0

ah w w

zw w

K M K

M K

γφ φ
φ

∆

 
 Θ = − 
  

, 

0 0

0 0

0 0

I

J I

I

 
 = − 
 − 

. 

 

De modo que ( ) ( ){ }2, inf , , : p
a a aL h K L T h K T RH∗ = − − ∈  pode ser escrito como: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }1 0 1 0 2, inf , : p
aL h K K T K J K T K T RH∗ = − Θ + Θ Θ + Θ ∈  

 

ou equivalentemente (denotando 
ahT Tφ=

(
): 

 

(4.2.2)        ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }1 0 1 0 2, inf , : p
aL h K K T K J K T K T RH∗ = − Θ + Θ Θ + Θ ∈

( ( (
  

 

onde 

 

( )
( )

1

1

,

I

K

H K

 
 Θ =  
  

L ( )
( )

0

0

0

,K

H K

 
 Θ =  
  

L ( )
( )

( )1 1
az h

M K
H K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆

− 
=  

 
,  

( ) ( )
( )0 .ah w w

zw w

M K
H K

M K

γφ φ
φ

∆− 
=  

 
 

 

Segue-se que ( ),aL h K∗  é finito se e somente se  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }1 0 1 0 2inf , : pK T K J K T K T RHΘ + Θ Θ + Θ ∈
( ( (

é finito. 

 

Por outro lado, note que 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )~ ~
1 0 1 0 1 1 1 0, , 2 ,K T K J K T K K J K T T K J K TΘ + Θ Θ + Θ = Θ Θ + Θ Θ

( ( ( ( (

( ) ( )0 0,K J K+ Θ Θ , 

 

de modo que ( ),aL h K∗  é finito se ( ) ( ){ } ( )~
1 1  K J K j Iω ε ωΘ Θ > ∀ ∈ R , para algum 

0ε > , e uma condição suficiente para isto é que ( )1 1H K
∞

< , ou seja, 

( )
( ) 1 1

az h

M K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆ ∞

 
< 

 
. 

 

Observação: Note-se que ( ) ( )~
1 1K J KΘ Θ  corresponde (a menos de 1

ah− ) à matriz 
1 2h hΓ  

definida na seção 3.2, para o caso de perturbações não-estruturadas pois  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

~~ ~ ~ 1
1 1

1
a

a

z h

z h

I

K J K I M K M K M K

M K

γ φ γ
φ

−
∆∆ ∆ ∆∆

−
∆

 
  Θ Θ = − −   
  

M M  

                           ( ) ( )( ) ( ) ( )2 ~ 1 ~ 1

aa z z a hI M K M K h M K M K hγ − −
∆∆ ∆∆ ∆ ∆= − − = Γ  

 

Note também que ( ) ( ) ( )1   
a a aa h h hh j I j Iω ε ω ω εε ω− Γ ≥ ∀ ∈ ⇒ Γ ≥ ∀ ∈R R . 
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 Será apresentada a seguir, a Proposição 4.2.1 que relaciona a forma quadrática 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 0 1 0,K T K J K T KΘ + Θ Θ + Θ
( (

 com o funcional custo de um problema 

de horizonte finito LQR, cuja demonstração se encontra no Apêndice 4-A 

 

Proposição 4.2.1: Considere o funcional quadrático definido em 2
pRH  por  

 

                                         ( ) ( ) ( )1 0 1 0,Y Y J Yϕ = Θ + Θ Θ + Θ  

onde  

1

1

I

H

 
 Θ =  
  

L , 0

0

0

H

 
 Θ =  
  

L ,
0

0

I
J

I
 

=  − 
, 

( )1H M RH∞∈  é tal que 1 1H
∞

< e ( )0 2H M RH∈ . Sejam ( )1 1 1 1
, , ,H H H HA B C D  e 

( )0 0 0
, ,H H HA B C  realizações de 1H  e 0H  respectivamente, com ( )

1 1
,H HA B  e ( )0 0

,H HA B  

controláveis, 
1HA  e 

0HA  Hurwitz. Defina  

 

1

0

0ˆ
0
H

H

A
A

A

 
=  

 
, 1ˆ

0
HB

B
 

=  
 

 , 
0

0

0
ˆ

H

x
B

 
=  

 
 ; 

1 0

ˆ
H HC C C =  M , xx xu

ux uu

S S
S

S S

 
=  

 
, com  

ˆ ˆ ,T
xxS C C= −  

1

ˆ ,T
xu HS C D= −  

1

ˆ ,T
ux HS D C= −

1 1

T
uu H HS I D D= − .  

 

Então, )( )2 0,
p

u L∀ ∈ ∞  tal que ( )Y s  é a transformada de Laplace de ( )u t , tem-se que  

     

                                          ( ) ( ) ( ) ( )
( )0

T T x t
Y x t u t S dt

u t
ϕ

∞  
 =   

 
∫  
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onde ( )x ⋅ satisfaz ( ) ( ) ( )ˆ ˆx t Ax t Bu t= +& , 0,t ≥  ( ) 0ˆ0x x= , Â  é Hurwitz, TS S= , 

0uuS > , ( ),z zA R  é estabilizável e z z
z T

z z

A R
H

Q A

 
=  − − 

 não tem autovalores no eixo 

imaginário, onde 1ˆ ˆ
z uu uxA A BS S−= − , 1ˆ ˆ T

z uuR BS B−= − , 1
z xx xu uu uxQ S S S S−= − .                     ∇  

 

Assim, considerando a expressão de ( ),aL h K∗  dada pela expressão (4.2.1), a 

proposição apresentada a seguir, que é a caracterização do funcional dual por meio do 

valor ótimo de um problema LQR de horizonte infinito, de uma maneira diferente da 

seção 3.2 (isto é, sem utilizar projeções), é uma conseqüência imediata da Proposição 

4.2.1 e do Lema 3.2.2 do capítulo 3. 

 

 

Proposição 4.2.2: Se 
( )

( ) 1 1
az h

M K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆ ∞

 
< 

 
, então ( ),aL h K∗  é o valor ótimo do 

problema  

 

0 0ˆ ˆmax T

T

P P
x Px

=
−  sujeito a 1

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
0

ˆˆ

T T T
H

T T T
H H H

A P PA C C PB C D

B P D C I D D

 + − −
≥ 

− −  
 

 

onde 1

0

0ˆ
0
H

H

A
A

A

 
=  

 
, 1ˆ

0
HB

B
 

=  
 

 , 
0

0

0
ˆ

H

x
B

 
=  

 
 ; 

1 0

ˆ
H HC C C =  M , 

 

( )
1 1 1 1
, , ,H H H HA B C D  e ( )0 0 0

, ,H H HA B C  são realizações de  
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( )
( )

( )1 1
az h

M K
H K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆

− 
=  

 
 e ( ) ( )

( )0
ah w w

zw w

M K
H K

M K

γφ φ
φ

∆− 
=  

 
 respectivamente, 

com ( )
1 1
,H HA B  e ( )0 0

,H HA B  controláveis, 
1HA  e 

0HA  Hurwitz.                  ∇  

                                          

Observe que ( ),aL h K∗  pode ser escrito como valor ótimo do problema  

 

0 0ˆ ˆmin T

T

P P
x Px

=
−   sujeito a 1

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
0

ˆˆ

T T T
H

T T T
H H H

A P PA C C PB C D

B P D C I D D

 + − −
≥ 

− −  
 

 

ou equivalentemente ( denotando P P= −  ): 

 

( ) ( ){ }0 0ˆ ˆ, min : , , 0T T
aL h K x Px P P Q P K∗ = = ≤ ,  

 

onde ( ) ( )
1

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
, ˆˆ

T T T
H

T T T
H H H

A P PA C C PB C D
Q P K

B P D C I D D

 + + +
 =

+ − −  
. 

 

 Note que ( ),Q P K  possui termos quadráticos no parâmetro de Youla, quais 

sejam, ˆ ˆ ,TC C  
1

ˆ ,T
HC D

1

ˆT
HD C  e 

1 1

T
H HD D . Entretanto, utilizando a fórmula do 

Complemento de Schur, é possível escrever ( ), 0Q P K ≤  em uma forma equivalente 

sem termos quadráticos no parâmetro de Youla. Neste sentido, escreve-se ( )Q P  como  

 

( ) ( )
1

1

0

ˆ
ˆ,

T

HT
H

C
Q P K Q P C D

D

 
 = +      

, 
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onde ( )0

ˆ ˆ ˆ

ˆ

T

T

A P PA PB
Q P

B P I

 +
=  

−  
, e segue do Complemento de Schur que  

 

( )
( )

1

1

0

ˆ

, 0 0
ˆ

T

T
H

H

C
Q P

DQ P K

C D I

  
  
  ≤ ⇔ ≤ 
 
  −   

. 

 

Assim, para um dado multiplicador e um fixo parâmetro de Youla, obtém-se uma 

caracterização do funcional dual como valor ótimo de um problema de otimização com 

restrição LMI, sem termos quadráticos no parâmetro de Youla. Esse é o conteúdo da 

próxima proposição. 

 

Proposição 4.2.3: Considere a configuração da  figura 2.6 com a classe de sistemas 

perturbados dada por ( ) ( ),U aP F P∆ = ∆ , { }:p mD RH γ×
∞ ∞

∆ ∈ = ∆ ∈ ∆ ≤ e 2w RH∈ . 

Suponha que ( ),aP C  estável e ( ) 1/M K γ∆∆ ∞
< , onde K  é o parâmetro de Youla de 

um controlador tal que o sistema ( ),aP C  seja estável. Seja  ah RL∞∈  fixo tal que 

~
a ah h=  e ( ){ }inf : 0

aa hh jω ω ε∈ ≥ >R .  Se 
( )

( ) 1 1
az h

M K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆ ∞

 
< 

 
 então 

 

( ) ( ){ }0 0ˆ ˆ, min : , 0T T
a aL h K x Px P P Q P∗ = = ≤  
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onde ( )
( )

1

1

0

ˆ

,

ˆ

T

T
H

a

H

C

Q P D
Q P K

C D I

  
  
   

=  
 
   −   

, ( )0

ˆ ˆ ˆ

ˆ

T

T

A P PA PB
Q P

B P I

 +
=  

−  
, 

 

1

0

0ˆ ,
0
H

H

A
A

A

 
=  

 
1ˆ ,

0
HB

B
 

=  
 

 
0

0

0
ˆ ,

H

x
B

 
=  

 
 

1 0

ˆ ,H HC C C =  M  

 

( )1 1 1 1
, , ,H H H HA B C D  e ( )0 0 0

, ,H H HA B C  são realizações de  

 

( )
( )

( )1 1
az h

M K
H K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆

− 
=  

 
 e ( ) ( )

( )0
ah w w

zw w

M K
H K

M K

γφ φ
φ

∆− 
=  

 
 respectivamente com 

( )1 1
,H HA B  e ( )0 0

,H HA B  controláveis, 
1HA  e 

0HA  Hurwitz                                              ∇  

 

A partir deste ponto será considerado o problema de síntese para um 

multiplicador fixo, isto é  

 

( )min ,
KK S aL h K∈ ∗  

 

onde KS  denota o conjunto dos parâmetros de Youla K, correspondente a estabilização 

do sistema ( ),aP C  com as restrições adicionais de ( ) 1/M K γ∆∆ ∞
< (condição de 

estabilidade robusta) e 
( )

( ) 1 1
z hR

M K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆ ∞

 
< 

 
(condição para que o funcional dual seja 

finito).  
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 As expressões de ( )M K∆∆ , ( )wM K∆ , ( )zM K∆  e ( )zwM K  em função do 

parâmetro K são então dadas por  

 

(4.2.3)                        
( ) ( )
( ) ( )

0 1 2 0 1 2

0 1 2 0 1 2

,

,
w w w w

z z z z zw zw zw zw

M K T T KT M K T T KT

M K T T KT M K T T KT

∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

 = + = +


= + = +
   

 

 

onde , 0,1,2;jT jαβ =  { } , zα ∈ ∆  e { },wβ ∈ ∆  pertencem a ( )M RH∞  e dependem 

somente dos termos de aP . A derivação das fórmulas  acima se encontra no apêndice  

4-B. 

 Como mencionado anteriormente, o parâmetro de Youla será confinado a um 

subespaço de dimensão pré-especificado. Assim, introduzindo uma coleção finita 

{ }: 1,..,jK j n=  de funções u yn n

jK RH
×

∞∈  linearmente independentes, define-se o 

seguinte subespaço de u yn nRH ×
∞  

  

1

:  para 1,...,  

        

n

K j j j
j

S K K j nα α α
=

 
= = ∈ = 

 
∑ R

 

Analogamente ao que foi feito no capítulo 3 para o caso de multiplicadores 

confinados a subespaços de dimensão finita, será mostrado que o problema truncado 

( )min ,
K

aK S L h K∗∈  é equivalente a um problema de otimização linear no espaço 

euclidiano com restrição LMI. 

 Tendo em vista a Proposição 4.2.3, é suficiente mostrar que é possível tomar 

realizações ( )
1 1 1 1
, , ,H H H HA B C D  e ( )0 0 0

, ,H H HA B C de ( )1H K  e ( )0H K  tais que 
1HA , 
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1HB , 
0HA  e 

0HB , não dependem dos “coeficientes livres” de KS , 
1HC  ,

1HD  e 
0HC  são 

funções afins desses coeficientes, e ainda , as restrições ( ) 1/M K γ∆∆ ∞
<  e 

( )
( ) 1 1

az h

M K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆ ∞

 
< 

 
 são escritas como LMI´s. De fato, note que para KK S∈  

 

( )
( )

( )

0 1 2
0

1 1 11 0 1 1 2 1
1 1a a a

n n
j j

j j
j iz h z h z j z h

M K T T K T
H K H H

M K T T K T

γ γ γ
α α

φ φ φ
∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆

− − −
= =∆ ∆ ∆ ∆

   −  − −
= = + = +    

        
∑ ∑ , 

 

de modo que ( )1H K  tem uma realização ( ) ( )( )
1 1 1 1
, , ,H H H HA B C Dα α , [ ]1 ,...,

T

nα α α=  

dada por  

 

(4.2.4)
{ } ( )

( )

1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

1 1 1 1

0

1
0 1 0 1

1

0 1
1

, ,..., , ,

...

H

Hn n
H H H H H H H H n H

n
H

n
H H H n H

B

B
A diag A A A B C C C C

B

D D D D

α α α

α α α

  
  
    = = =        
 = + + +

LM  

 

 

onde ( )
1 1 1 1

0 0 0 0, , ,H H H HA B C D  é uma realização de 
0

0
1 0 1

az h

T
H

T

γ
φ

∆∆
−

∆

 −
=  

  
, com ( )

1 1

0 0,H HA B  

controlável e 
1

0
HA  Hurwitz, e para 1,..., ,j n=  ( )

1 1 1 1
, , ,j j j j

H H H HA B C D  é uma realização de 

1 2

1 1 2 1 ,
a

jj

z j z h

T K T
H

T K T

γ
φ

∆∆ ∆∆
−

∆ ∆

 −
=  

  
com ( )

1 1
,j j

H HA B  controlável e 
1

j
HA  Hurwitz. Analogamente, para 

KK S∈  tem-se que  
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( ) ( )
( )

1 20
0

0 0 01 20
1 1

a aa

n n
h w w h w j w w jh w w

j j
j jzw w zw j zw wzw w

M K T K TT
H K H H

M K T K TT

γφ φ γφ φγφ φ α α
φ φφ

∆ ∆ ∆∆

= =

 −  − −
= = + = +    

     
∑ ∑ , 

 

de modo que ( )0H K  tem uma realização ( )( )0 0 0
, ,H H HA B C α  dada por 

 

{ } ( )
0

0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0

0

1
0 1 0 1

1(4.2.5) , ,..., , ,

H

Hn n
H H H H H H H H n H

n
H

B

B
A diag A A A B C C C C

B

α α α

  
  
    = = =        

LM

 

 

com ( )0 0

0 0,H HA B  controlável  e 
0

0
HA  Hurwitz, e para cada 1,..., ,j n= ( )0 0 0

, ,j j j
H H HA B C  é 

uma realização de 
1 2

0 1 2
ah w j w wj

zw j zw w

T K T
H

T K T

γφ φ
φ

∆ ∆ −
=  

  
 com ( )0 0

,j j
H HA B  controlável e 

0

j
HA  Hurwitz. 

 

Portanto, mostrou-se que ( )1H K  e ( )0H K  definidos na Proposição 4.2.3 

possuem realizações ( ) ( )( )
1 1 1 1
, , ,H H H HA B C Dα α  e ( )( )0 0 0

, ,H H HA B C α  nas quais 

( )
1

,HC α  ( )
1HD α  e ( )

0HC α  são funções afins de [ ]1 ,..., ,
T

nα α α=  
1
,HA  

1
,HB  

0HA  e 

0HB  não dependem de ,α  e 
1HA  e 

0HA  são Hurwitz. 

Assuma que as realizações definidas em (4.2.4) e (4.2.5) para KK Sα ∈  são tais 

que ( )
1 1
,H HA B  e ( )0 0

,H HA B  são controláveis. Então vale a proposição 4.2.3, e segue-se 

do chamado “bounded-real lemma” (Boyd et al. 1994, pg 34)  que 
( )

( ) 1 1
az h

M K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆ ∞

 
< 
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(ou equivalente ( )1 1H K
∞

< ) se e somente se existe TQ Q= , tal que 0Q >  e 

( ), 0aR Q α <  onde  

 

( )

( )
( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

,

TT
H H H H

TT
H H

a

H H

A Q QA QB C

B Q I DR Q

C D I

α

αα

α α

 +
 
 −
 
 
 − 

M
M@

L L L L
M

 

 

e note que 
( )

( ) 1 1
az h

M K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆ ∞

 
< 

 
 implica em ( ) 1/M K γ∆∆ ∞

< . Pode-se então enunciar 

a Proposição que mostra que o problema de síntese truncado, qual seja, 

( )inf ,
K

aK S L h K∗∈ , é equivalente a um problema de otimização linear no espaço 

euclidiano com restrição LMI, cuja demonstração decorre do desenvolvimento anterior. 

 

Proposição 4.2.4: Se as realizações ( ) ( )( )1 1 1 1
, , ,H H H HA B C Dα α  e ( )( )0 0 0

, ,H H HA B C α  

são tais que ( )
1 1
,H HA B  e ( )0 0

,H HA B  são controláveis, então ( ){ }inf , :a KL h K K S∗ ∈  é o 

valor ótimo do Problema  

 

0 0, ,
ˆ ˆmin T T n

T

P P Q Q
x Px

α= = ∈R  sujeito a ( ), 0aQ P α ≤ , 0Q >  e ( ), 0aR Q α <  

 

 onde  
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( )

( )
( )

( ) ( )

1

1

ˆ ˆ ˆˆ

ˆ
,

ˆ

TT

TT
H

a

H

A P PA PB C

B P I D
Q P

C D I

α

αα

α α

 +
 
 −

=  
 
 − 

M
M

L L L L
M

 

 

( )

( )
( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

,

TT
H H H H

TT
H H

a

H H

A Q QA QB C

B Q I DR Q

C D I

α

αα

α α

 +
 
 −=  
 
 − 

M
M

L L L L
M

, 

 

1

0

0ˆ
0
H

H

A
A

A

 
=  

 
, 1ˆ

0
HB

B
 

=  
 

 , 
0

0

0
ˆ

H

x
B

 
=  

 
 ; ( ) ( ) ( )

1 0

ˆ
H HC C Cα α α =  M  

 

( )
1HC α  , ( )

1HD α  e ( )
0HC α  são funções afins de [ ]1 ,...,

T

nα α α= , 
1HA , 

1HB , 
0HA  e 

0HB  

não dependem de α , e 
1HA  e 

0HA  são Hurwitz.                                                             ∇  

 

Comentário: Se as realizações dadas por (4.2.5) e (4.2.6) são tais que ( )1 1
,H HA B  e 

( )0 0
,H HA B não são controláveis, é sempre possível através de uma transformação de 

similaridade seguida de um truncamento, obter realizações controláveis de 1H  e  de 0H  

de maneira que os “termos C e D” destas realizações sejam afins nos  “parâmetros 

livres” da classe KS , conforme observado no capítulo 3, seção 3.3.                                                                                                                

 

 Na próxima seção, com o objetivo de buscar maneiras heurísticas de modificar 

iterativamente o subespaço de dimensão finita ao qual será confinado o parâmetro de 
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Youla, será examinado o problema de caracterizar direções descendentes para o 

funcional dual, para multiplicadores fixos, no espaço das matrizes de funções em RH∞ .  

 

 

4.3-Direções descendentes para o funcional dual 

relativas ao problema de síntese de controlador 

 

 Nesta seção, serão caracterizadas as direções descendentes para o funcional a 

partir de um parâmetro de Youla K fixo dual ( )L K∗ , escrito na seção anterior para o 

caso de sistemas com sinal de entrada escalar e sujeito a perturbações não-estruturadas. 

Note que a dependência do funcional dual com relação ao multiplicador não foi 

explicitada pois, em conformidade com seção anterior, está sendo considerado o 

problema de síntese de controlador  para multiplicador fixo. 

 A idéia é a mesma utilizada no capítulo 3, seção 3.4, ou seja, uma direção 

descendente para ( )L K∗  a partir de um ponto interior K , aproximadamente alinhada 

com o “gradiente” do funcional dual,  é uma escolha natural para ser acrescentada a 

base do subespaço KS  definido na seção anterior. Assim procedendo, o refinamento da 

base do subespaço ao qual será confinado o parâmetro de Youla estará relacionado com 

o problema original de minimização do funcional dual sobre o conjunto dos parâmetros 

de Youla correspondentes à estabilização do sistema de controle ( ),aP C  da figura 2.6. 

 Considere a expressão do funcional dual dada em (4.2.2) da seção anterior por  
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( ) ( ){ }2inf ; : pL K Q T K T RH∗ Θ= − ∈  

onde  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 0 1 0; ,Q T K K T K J K T KΘ = Θ + Θ Θ + Θ  

 

J é uma matriz simétrica e ( )1 KΘ  e ( )0 KΘ  são funções afins do parâmetro de Youla 

K,  ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 e K M RH K M RH∞Θ ∈ Θ ∈  como definidos na seção anterior.  

 Uma função ( )K M RH∞∆ ∈  será uma direção descendente para o funcional 

dual ( )L K∗  se e somente se existe 0 0α >  tal que  

 

( ) ( ) 0L K K L Kα∗ ∗+ ∆ − <  para todo ]( 00,α α∈  

 

 O ponto de partida para caracterizar tais direções é obter fórmulas de 

perturbações em K, para ( );Q T KΘ . Neste sentido, é conveniente escrever ( )1 KΘ  e 

( )0 KΘ  como ( ) ( )1 1 1K L K CΘ ΘΘ = +  e ( ) ( )0 0 0K L K CΘ ΘΘ = + , onde ( )1L KΘ e 

( )0L KΘ  são lineares em K, e 1CΘ  e 0CΘ  são constantes. Com esta notação, tem-se que  

 

( ) ( ) ( )1 1 1K K K L KΘΘ + ∆ = Θ + ∆  , 

 ( ) ( ) ( )0 0 0K K K L KΘΘ + ∆ = Θ + ∆ , 

 

de modo que ( );Q T K KΘ + ∆  pode ser escrito como 
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(4.3.1)         ( ) ( ) ( ) ( )1 2; , 2 ; , ;Q T K K Q T K T K J T KΘ Θ+ ∆ = + ℑ ℑ ∆            

                   ( ) ( )2 2; , ;T K J T K+ ℑ ∆ ℑ ∆  

 

onde  

 

(4.3.2)             ( ) ( ) ( )1 1 0;T K K T Kℑ = Θ + Θ  e ( ) ( ) ( )2 1 0;T K L K T L KΘ Θℑ ∆ ∆ + ∆@ . 

 

Agora, se K é tal 
( )

( ) 1 1
az h

M K

M K

γ
φ

∆∆
−

∆ ∞

 
< 

 
 (o que implica  0ε∃ >  tal que 

( ) ( ){ } ( )~
1 1  K J K j Iω ε ωΘ Θ ≥ ∀ ∈R  e conseqüentemente ( )L K∗  é finito) pode-se 

escrever 2
pT RH∈  como  

 

( )T T K T∗= + ∆ , 

 

onde 2
pT RH∆ ∈  e ( ) ( )argmin ;T K Q T K∗ Θ= . Utilizando este fato e as expressões 

(4.3.1) e (4.3.2), uma fórmula de perturbação em K  para ( );Q T KΘ  pode então ser 

escrita em função de ( )  e T K T∗ ∆  da seguinte forma (ver Apêndice 4-C): 

 

 

(4.3.3) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 1; ; ;aQ T K K Q T K K Q T L K L T KΘ Θ ∗+ ∆ = + ∆ + ∆ + ∆ ∆ +  

           ( )2 ;L T K∆ ∆ ( ) ( ) ( ) ( )1 2; ; ;aQ T K Q K LQ T K Q T K+ ∆ ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆  

 

onde   
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( )0Q T∆ é quadrático em T∆ ; 

( )aL K∆  é linear em K∆ ; 

( )1 ;L T K∆ ∆  e ( )2 ;L T K∆ ∆  são lineares em ambos os argumentos; 

( )1 ;Q T K∆ ∆  e ( )2 ;Q T K∆ ∆  são quadráticos em ambos os argumentos; 

( )aQ K∆  é quadrático em K∆ ; 

( );LQ T K∆ ∆  é linear em T∆  e quadrático em K∆ . 

 

Os termos da expressão (4.3.3) são  explicitados a seguir: 

 

(4.3.4)

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

0 1 1

1 2

1 1 1

2 1 2

1 1 1

2 1 1

2 2

2 1

,

2 ; , ;

; 2 ; ,

; 2 , ;

; 2 ,

; ,

; , ;

; 2 ; ,

a

a

Q T K T J K T

L K T K K J T K K

L T K T K K JL K T

L T K K T J T K K

Q T K K T JL K T

Q T K L K T JL K T

Q K T K K J T K K

LQ T K T K K JL K T

∗ ∗

∗ Θ

∗

Θ

Θ Θ

∗ ∗

∗ Θ

 ∆ = Θ ∆ Θ ∆

 ∆ = ℑ ℑ ∆

 ∆ ∆ = ℑ ∆ ∆

 ∆ ∆ = Θ ∆ ℑ ∆


∆ ∆ = Θ ∆ ∆ ∆


∆ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∆


∆ = ℑ ∆ ℑ ∆

∆ ∆ = ℑ ∆ ∆ ∆



 

 

          

A derivação da formula de perturbação dada por (4.3.3), e os correspondentes 

termos explicitados em (4.3.4), envolve unicamente a substituição de T  por 

( )T K T∗ + ∆  na expressão (4.3.1) e utilização das propriedades do produto interno em 

( )2M RH (Ver Apêndice 4-C) 
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A partir da fórmula de perturbação dada pela expressão (4.3.3), será 

demonstrada a seguinte proposição, da qual se deriva uma condição suficiente para que  

se tenha uma direção descendente para ( )L K∗  

 

Proposição 4.3.1:Seja ( )K M RH∞∆ ∈  e 0α >   Então 

 

 

                                             
( ) ( ) ( )0

lim a

L K K L K
L K

α

α
α

+
∗ ∗

→

+ ∆ −
= − ∆                        ∇          

                                                                                                                                                           

Demonstração: (Apêndice 4-C)                                                                                      W 

 

E segue diretamente da Proposição 4.3.1 o seguinte Corolário: 

 

Corolário 4.3.2: Se ( )K M RH∞∆ ∈  é tal que ( ) 0aL K∆ > , então K∆  é direção 

descendente   par ( )L K∗                                                                                                  ∇   

 

Assim, para apresentar uma direção descendente para ( ) ,L K∗  aproximadamente 

alinhada com o gradiente do funcional dual, deve-se obter ( )K M RH∞∆ ∈  tal que  

 

( ) ( )( ) ( )( )1 22 ; , ; 0aL K T K K J T K K∗ ∗∆ = ℑ ℑ ∆ >  

⇔  

( )( ) ( )( )1 2; , ; 0T K K J T K K∗ ∗ℑ ℑ ∆ >  

⇔  
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( )( ){ }0 0, , 0g K g X T K K∗ +
∆ > , 

onde ( )( ){ }0 ,g X T K K∗  é explicitado no Apêndice 4-C.  

 

  Assim, para modificar o subespaço  

1

:  para 1,...,  

        

n

K j j j
j

S K K j nα α α
=

 
= = ∈ = 

 
∑ R

 

ao qual será confinado o parâmetro de Youla, basta acrescentar K∆  obtido à família 

{ }: 1,..,jK j n=  de funções ( )jK M RH∞∈  linearmente independentes . 

Na próxima seção, será examinado o problema de síntese com base no limitante 

deduzido por relaxação lagrangeana, para o caso de perturbações estruturadas e entrada 

multivariável. 

 

 

4.4-Síntese baseado no limitante dado por 

relaxação lagrangeana: caso geral 

 

 

 Nesta seção, o procedimento da seção 4.2 é generalizado para o caso  

perturbações estruturadas e entrada multivariável. Em linhas gerais, esse procedimento é 

descrito da seguinte forma: para um fixo multiplicado e fixo parâmetro de Youla, o 

funcional dual, é caracterizado por meio de valores ótimos de problemas LQR de 

horizonte infinito, que por sua vez são soluções  de  problemas de otimização linear com 
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restrições definidas por LMI’s . Confinando-se o parâmetro de Youla a um subespaço 

de dimensão finita de ( ) ,M RH∞  e utilizando a caracterização do funcional dual 

descrita acima, mostra-se que a minimização do funcional dual sobre esse subespaço é 

equivalente a resolução de problemas de otimização em espaços euclidianos com 

restrições definidas por LMI’s. 

 Antes porém, assim como  foi feito na seção 4.2, serão revistos rapidamente os 

principais pontos da dedução do limitante superior do índice “pior-caso” 2H  por meio 

de relaxação lagrangena. 

Assim, considere a configuração da figura 2.6, com a classe de perturbações 

dada por  

 

( ){ }1: ,..., ,  e  1,...,i ir rp p
l i iS RH diag RH i lγ××

∆ ∞ ∞ ∞
= ∆ ∈ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∈ ∆ ≤ ∀ =  

 

e 2
wnw RH∈ . Conforme foi visto na seção 2.4, um limitante superior para o índice de 

desempenho “pior-caso” 2H  é dado pela soma dos wn  valores ótimos de problemas do 

tipo  

 

Problema a:                                ( ) ( )
2

2

2
max p z zw kT RH

M K T M K φ∆∈
+ ,  

 

sujeito a      [ ]( )0 , 0 k
ic T K jω ω≤ ∀ ∈ R , 1,...,i l= , 

 

onde 

[ ]( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
0 ,k

i i i w k iF F
c T K j R T j R M K j j R M K j T jω ω γ ω φ ω ω ω∆ ∆∆= − +  
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k  é o índice das colunas de 1 ww nφ φ φ =  MLM , 2
w wn n

w RHφ ×∈  é o fator espectral da 

densidade de potência espectral do sinal de perturbação w; 

i é o índice dos blocos de perturbação; 

kφ  é a k-ésima coluna de wφ ; 

0 0
ii rR I =  L L  é uma matriz seletora de linhas; 

K é o parâmetro de Youla dos controladores  estabilizantes do sistema de controle 

( ),aP C  da figura 2.6. 

 O funcional lagrangeano ( ), ,ak kL T h K , ( )1 ,...,k k lkh h h=  correspondente a cada k 

problema do tipo Problema a é então definido por  

 

( ) ( ) ( ) ( )2

2
1

, , , ,
l

k
ak z zw k i ik

i

L T h K M K T M K c T h Kφ∆
=

 
= + −  

 
∑  

onde ( ) ( ) ( ) [ ]( )1

0, , 2 ,k k
i ik ik ic T h K h j c T K j dπ ω ω ω

∞
−

−∞

= ∫ ; 

 

para i=1,...,l, os multiplicadores (uma para cada bloco de perturbação) são tais que 

ih RL∞∈ , ~
i ih h=  e ( ) 0ih jω ≥  ω∀ ∈R . 

 

 O índice  “pior-caso” 2H  é então limitado superiormente por 

 

( )
1

,
wn

k
k

L h K∗
=

∑  

 

onde ( ) ( ){ }2, sup , , : p
k k ak kL h K L T h K T RH∗ = ∈ , 1,..., wk n= ; ( )}1 ,...,k k lkh h h= . 
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Um procedimento de síntese baseado no limitante acima, para multiplicador fixo, é 

então dado por  

 

(4.4.1)                                        ( )
1

min ,
w

K

n

K S k ak
k

L h K∈ ∗
=

∑  

 

onde KS  denota o conjunto dos parâmetros de Youla K, correspondente a estabilização 

do sistema de controle ( ),aP C  da figura 2.6 com a condição de que ( ) 1/M K γ∆∆ ∞
<  

(estabilidade robusta), e ( )1 ,...,ak a k alkh h h=  fixo tal que 1,...,i l∀ = : ~
aik aikh h= , e 

( ){ }inf : 0aik hikh jω ω ε∈ ≥ >R . 

 Seguindo o procedimento feito na seção 4.2, para examinar o problema de 

síntese dado pela expressão (4.4.1), cada k funcional dual é caracterizado por meio do  

valor ótimo de um problema de horizonte infinito LQR., de uma maneira distinta da 

seção 3.2, isto é, sem a utilização de projeções. Para este fim, escreve-se cada 

( ), ,ak akL T h K  como  

 

( ) ( ) ( ) 2

2
1

, , ,
l

a a
ak ak z zw k ik i ik i

i

L T h K M K T M K RT R Tφ φ φ∆
=

= + −∑  

                       ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2

1

,
l

a a
ik i w k ik i w k

i

R M K M K T R M K M K Tγ φ φ φ φ∆ ∆∆ ∆ ∆∆
=

+ + +∑  

 

onde para i=1,...,l, a
ikφ  é fator espectral de ( )~a a

aik ik ikh φ φ= .  Segue-se que  
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( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2

2
, , ,

a a
k k

ak ak z zw k

a a
lk l lk l

R R

L T h K M K T M K T T

R R

φ φ
φ

φ φ
∆

   
   = + −    
      

M M  

                 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1

2 ,

a a
k k

w k w k

a a
lk l lk l

R R

M K M K T M K M K T

R R

φ φ
γ φ φ

φ φ
∆ ∆∆ ∆ ∆∆

   
   + + +   
      

M M  

⇔  

( ) ( ) ( ) 2

2
, , ,ak ak z zw k RkL T h K M K T M K T Tφ∆= + − Γ  

                    ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 ,Rk w k w kM K M K T M K M K Tγ φ φ∆ ∆∆ ∆ ∆∆+ Γ + +  

 

onde ( )~

1

l
a T a

Rk i i i i
i

R Rφ φ
=

Γ = ∑ . Assim, tomando-se uma fatoração espectral ~
Rk Rk Rkφ φΓ = , 

pode-se escrever  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 22 2

2 22
, ,ak Rk Rk w k z zw kL T h K T M K M K T M K T M Kφ γ φ φ φ∆ ∆∆ ∆− = − + − +

 

⇔  

( ) ( ) ( )0 0, , ,ak a Rk k Rk kL T h K T J T− = Θ + Θ Θ + Θ , 

onde  

 

( )
( )

Rk

Rk Rk

z

I

M K

M K

φ
γφ ∆∆

∆

 
 Θ = − 
  

, ( )
( )

0

0

k Rk w k

zw k

M K

M K

γφ φ
φ

∆

 
 Θ = − 
  

, 

0 0

0 0

0 0

I

J I

I

 
 = − 
 − 

. 

 

Denotando RkT Tφ=
(

 , tem-se que  
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( ) ( ) ( ){ }0 0 2, inf , : p
k a Rk k Rk kL h K T J T T RH∗ = − Θ + Θ Θ + Θ ∈

( ( (
 

 

onde  

 

Rk

Rk

I

H

 
 Θ =  
  

L , 

0

0

k

kH

 
 Θ =  
  

L ,
( )

( )

1

1
Rk Rk

Rk

z Rk

M K
H

M K

γφ φ
φ

−
∆∆

−
∆

 −
 
 

@ , 
( )

( )0
Rk w k

k
zw k

M K
H

M K

γφ φ
φ

∆− 
 
 

@ . 

 

 

A proposição a seguir, é essencialmente a Proposição 4.2.3 aplicada a cada ( ),k akL h K∗ , 

k=1,..., wn , para o caso de perturbações estruturadas. 

 

Proposição 4.4.1: Considere a configuração da figura 2.6 com a classe de sistemas 

perturbados dada por ( ) ( ),U aP F P∆ = ∆ , S∆∆ ∈   onde  

( ){ }1: ,..., ,  e  1,...,i ir rp p
l i iS RH diag RH i lγ××

∆ ∞ ∞ ∞
∆ ∈ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∈ ∆ ≤ ∀ =@ , 

e 2
wnw RH∈ . Suponha que ( ),aP C  é estável e ( ) 1/M K γ∆∆ ∞

< , onde K  é o parâmetro 

de Youla de um  controlador tal que ( ),aP C  é estável. Se 
( )

( )

1

1 1Rk Rk

z Rk

M K

M K

γφ φ
φ

−
∆∆

−
∆ ∞

 
< 

 
 

então, para todo 1,..., wk n= , tem-se que  

 

( ) ( ){ }ˆ ˆ, min : , , 0T T
k ak k k k k k k kL h K x P x P P Q P K∗ = = ≤  

onde  
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( )

ˆ ˆ ˆˆ

ˆ

ˆ

R

R

T T T
Rk k k Rk k Rk Rk

T T
Rk k H

k k

Rk H

A P P A P B C

B P I D
Q P

C D I

 +
 

− 
=  

 
 − 

M
M

L L L L
M

, 

 

0

0ˆ
0

Rk

k

H

Rk
H

A
A

A

 
=  

 
, ˆ

0
RkH

R

B
B

 
=  

 
 , 

0

0
ˆ

k

k
H

x
B

 
=  

 
 ; 

0

ˆ
Rk kRk H HC C C =  M , 

 

( ), , ,
Rk Rk Rk RkH H H HA B C D  e ( )0 0 0

, ,
k k kH H HA B C  são realizações de  

 

( )
( )

1

1
Rk Rk

Rk

z Rk

M K
H

M K

γφ φ
φ

−
∆∆

−
∆

 −
=  

 
 

e 

  
( )

( )0
Rk w k

k
zw k

M K
H

M K

γφ φ
φ

∆− 
=  

 
, com ( ),

Rk RkH HA B  e ( )0 0
,

k kH HA B  controláveis, 
RkHA  e 

0kHA  

Hurwitz.                                                                                                                          ∇  

 

 Agora, retornando ao problema ( )
1

min , ,
w

K

n

K S k ak
k

L h K∈ ∗
=
∑  ( )1 ,...,ak a k alkh h h=  fixo,  

será mostrado que quando o parâmetro de Youla é confinado a um subespaço de 

dimensão finita, a solução do correspondente problema truncado é dada por meio de 

valores ótimos de problemas de otimização em espaços euclidianos com restrições 

definidas por meio de LMI’s. Assim, considera-se novamente a coleção finita 

{ }: 1,..,jK j n=  de funções u yn n

jK RH
×

∞∈  linearmente independentes, e o seguinte 

subespaço de u yn nRH ×
∞ dado por  
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1

:  para 1,...,  

        

n

K j j j
j

S K K j nα α α
=

 
= = ∈ = 

 
∑ R

 

 

De maneira similar ao que foi feito na seção 4.2, para todo KK S∈ é possível obter uma 

realização ( ) ( )( ), , ,
Rk Rk Rk RkH H H HA B C Dα α  de ( )RkH K  tal que ( ) ( ) e 

R RH HC Dα α  são 

funções afins de [ ]1...
T

nα α α= , ( ),
Rk RkH HA B  é controlável e não depende de α , e 

RkHA  é 

Hurwitz. Da mesma forma, para cada 1,..., wk n= , é possível obter uma realização 

( )( )0 0 0
, ,

k k kH H HA B C α  de ( )0 kH K  tal que ( ) ( )
0 0

 e 
k kH HC Dα α  são funções afins de α , 

( )0 0
,

k kH HA B  é controlável e não depende α , e 
0kHA  é Hurwitz. 

Assim, a condição 
( )

( )

1

1 1Rk Rk

z Rk

M K

M K

γφ φ
φ

−
∆∆

−
∆ ∞

 
< 

 
, (ou equivalente ( ) 1RkH K

∞
< ) 

que é a condição de cada ( ),k akL h K∗  ser finito é escrita como uma LMI., devido ao 

“Bounded-real lemma”, de modo que  
( )

( )

1

1 1Rk Rk

z Rk

M K

M K

γφ φ
φ

−
∆∆

−
∆ ∞

 
< 

 
 se e somente se existe 

T
k kQ Q= , tal que 0kQ >  e ( ), 0k kR Q α <  onde  

 

( )

( )
( )

( ) ( )

,

Rk Rk Rk Rk

Rk Rk

Rk Rk

TT
H k k H k H H

TT
H k H

k k

H H

A Q Q A Q B C

B Q I DR Q

C D I

α

αα

α α

 +
 
 −=  
 
 − 

M
M

L L L L
M
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Adicionalmente, para todo KK S∈  a condição de estabilidade robusta que é dada 

( ) 1/M K γ∆∆ ∞
<  é equivalente a existir TS S= , tal que 0S >  e ( ), 0R S α∆∆ <  onde 

 

                       ( )

( )
( )

( ) ( )

2

,

TT

TT

A S SA SB C

B S I D
R S

C D I

α

γ αα

α α

∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆

−
∆∆ ∆∆

∆∆

∆∆ ∆∆

 +
 
 −=  
 
 − 

M
M

L L L L
M

 

 

( ) ( )( ), , ,A B C Dα α∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆  é uma realização de ( )M K∆∆  tal que ( ) ( ) e C Dα α∆∆ ∆∆  

são funções afins de [ ]1...
T

nα α α= , ( ),A B∆∆ ∆∆  é controlável e não depende de α  , e 

A∆∆  é Hurwitz. 

 

Comentário: Note que na seção 4.2, para o caso mais simples de perturbação não-

estruturada, a condição do funcional ser finito implica diretamente na condição de 

estabilidade robusta. 

 

 

 Finalmente desde que 

 

( ) ( ){ }( )
1 1

ˆ ˆ, min : , , 0
w wn n

T T
k ak k k k k k k k

k k

L h K x P x P P Q P K∗
= =

= = ≤∑ ∑  

                         ( )
1

ˆ ˆmin : , , 0, 1,...,
wn

T T
k k k k k k k w

k

x P x P P Q P K k n
=

 
= = ≤ = 

 
∑   
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tem-se que, quando o parâmetro de Youla é confinado ao subespaço KS ,  o problema de 

síntese de controlador baseado no limitante dado pela seção 2.4, para o caso de 

perturbações estruturadas e entrada multivariável, é reformulado como  

 

, , 1,.., , ,
1

ˆ ˆmin
w

n T T T
k k w k k

n
T
k k kP P k n Q Q S S

k

x P x
α∈ = = = =

=
∑R  

 

 sujeito a ( ), 0 para 1,...,k k wQ P k nα ≤ = , 0, 0,kQ S> >  ( ), 0k kR Q α < , ( ), 0R S α∆∆ < . 

 

Observação : Um método similar ao feito na seção 4.3 pode ser aplicado para 

caracterizar direções descendentes para ( )
1

,
wn

k ak
k

L h K∗
=

∑ , com objetivo de sugerir 

heurísticas para alterar a base do subespaço ao qual será confinado o parâmetro de 

Youla. 

 A seguir, será apresentado o esboço de um esquema  para um procedimento do 

tipo “D-K iteraration” baseado no limitante superior do “pior-caso” 2H  deduzido na 

seção 2.4 por meio de relaxação lagrangeana, levando em conta os resultados referentes 

ao confinamento de multiplicador e parâmetro de Youla a subespaços de dimensão 

finita deduzidos nas seções 3.3 e 4.4 (ou 4.2) respectivamente. 

 

Esquema para procedimento “D-K iteration” : 

 

 

• Determinada uma classe linear inicial de multiplicadores 0
hS  definida conforme 

a expressão (3.3.1) da seção 3.3, e um subespaço inicial 0
KS  conforme definido 
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na seção 4.2, minimizar alternadamente o funcional dual lagrangeano sobre 0
hS  e 

0
KS  utilizando os resultados das  seções 3.3 e 4.2  (ou 4.4) respectivamente. 

 

• Quando o decréscimo do funcional dual torna-se menor que uma tolerância pré-

especificada, alterar as classes ou parar. 

 

• Para alterar a classe 0
hS , utilizar o último par ( ),h K  obtido nas iterações 

anteriores e proceder conforme sugerido na seção 3.4. 

 

• Para alterar o subespaço 0
KS , utilizar o último par ( ),h K  multiplicador obtido 

nas iterações anteriores e proceder conforme sugerido na seção 4.3. 

 

 

 

Inicialização: 

 

• Para escolher um subespaço inicial 0
KS  pode-se tomar o subespaço { },ms qnK K , 

onde msK  é o parâmetro de Youla do controlador que maximiza a margem de 

estabilidade do sistema da figura 2.6 e qnK  minimiza o custo quadrático 

nominal, isto é, msK  minimiza ( )M K∆∆ ∞
 e qnK  minimiza ( ) 2

2zw wM K φ . 

 

• Para escolher um subespaço inicial 0
hS  pode-se tomar msK K= , começar com 

multiplicadores constantes e seguir ampliando a classe conforme sugerido na 
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seção 3.4, até que o decréscimo do valor do funcional com respeito aos 

multiplicadores se torne “muito pequeno” ou quando a ordem da dinâmica dos 

multiplicadores atingir um limite pré-especificado. 

 

 

4.5-Síntese baseada no limitante dado por  

“S-Procedure” 

 

 

 Nesta seção considera-se o problema de síntese de controlador para bom 

desempenho 2H − robusto com base no limitante para o índice “pior-caso” 2H  deduzido 

na seção 2.5 por meio da “S-Procedure”. 

 Considere então, a configuração da figura 2.6 com a classe de perturbações dada 

por ( ){ }1: ,..., ,  e  1,...,i ir rp p
l i iS RH diag RH i lγ××

∆ ∞ ∞ ∞
= ∆ ∈ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∈ ∆ ≤ ∀ = e 

entrada multivariável, isto é, 2
wnw RH∈ . Mostrou-se na seção 2.5 que um limitante 

superior para o “pior-caso” 2H  de um dado controlador estabilizante é dado por pela 

soma dos wn  valores ótimos (denotados por kJ , 1,..., wk n= ) de problemas do seguinte 

tipo  

 

,min ,
YY S S k kYφ φ

Λ∈ Λ∈  sujeito a ( ) ( ), 0 A Y jω ωΛ ≥ ∀ ∈ R  

onde  
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( ) ( ) ( ) ( )1
, 2 ,k k k k F
Y j Y j j dφ φ π φ ω ω φ ω ω

∞
−

−∞

= ∫ , 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

~0 0
, ,

0 0
A Y K j M K M K j

Y I

γω ω
 Λ  Λ  Λ = −   
     

, 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

w

z zw

M K M K
M K

M K M K
∆∆ ∆

∆

 
=  

 
, 

 

{ } ( ){ }1

~
1 ,..., : 1,..., ,  ,  ,  0 

lr l r i i i iS diag I I i l RL jλ λ λ λ λ λ ω ωΛ ∞= Λ = ∀ = ∈ = ≥ ∀ ∈ ¡ ,

{ }~:w wn n
YS Y RL Y Y×

∞= ∈ = , 

 

kφ  é k-ésima coluna de 1 ww nφ φ φ =  MLM , 2
w wn n

w RHφ ×∈  é o fator espectral da densidade 

de potência espectral do sinal de perturbação w, e K é o parâmetro de Youla dos 

controladores que estabilizam o sistema de controle ( ),aP C  da figura 2.6 com a 

restrição adicional de estabilidade robusta. 

 Note-se então que  

 

[ ]( ) }
1 1

min , : ,  e , , 0 , 1,...,
w wn n

k k k k k Y k k k w
k k

J Y Y S S A Y K j k nφ φ ω ωΛ
= =


= ∈ Λ ∈ Λ ≥ ∀ ∈ =


∑ ∑ R  

de modo que um  procedimento de síntese de controlador para bom desempenho 

2H − robusto baseado no limitante do “pior-caso” 2H definido na seção 2.5 é dado por  
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(4.5.1)                   
[ ]( )

,   ,  , 1,..,
1

inf ,

sujeito a , , 0 , 1,...,

w

K k Y k w

n

K S Y S S k n k k k
k

k k w

Y

A Y K j k n

φ φ

ω ω

Λ∈ ∈ Λ ∈ =
=




 Λ ≥ ∀ ∈ =

∑
R

 

 

 Como no caso do limitante do “pior-caso” 2H  deduzido por meio de relaxação 

lagrangeana, propõe-se um procedimento do tipo “D-K iteration” para a síntese. Como 

no capítulo 3, seção 3.5, foi examinado a resolução de cada Problema k com relação as 

variáveis “Y e Λ ” para um dado controlador estabilizante, será examinada nesta seção o 

problema definido por (4.5.1)  com relação ao parâmetro de Youla K e as 

variáveis 1Y ,...,
wnY , para 1Λ  ,..., 

wnΛ  elementos fixos de SΛ  tais que para 1,..., wk n= : 

( ){ }inf :k kj Iλ ω ω ε∞  Λ ∈ ≥  R . 

 Nesse contexto, de maneira similar a seção 3.5, será mostrado que quando as 

variáveis de decisão são confinadas a subespaços de dimensão finita pré-especificados, 

o correspondente problema truncado é equivalente a um problema de otimização linear 

sujeito a um número finito de restrições LMI,  ao invés de uma família parametrizada 

pela freqüência. 

 Tendo em vista esse objetivo, note-se primeiramente que para  cada 1,..., wk n= , 

tem-se pela fórmula de complemento de Schur que  

 

( ) ( ), , 0 , , 0 k k a k kA Y K j A Y K jω ω ω ω   Λ ≥ ∀ ∈ ⇔ Λ ≥ ∀ ∈   R R  

onde  
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

~ ~

~ ~

2 1

0

0
, ,

0

0

k z

k w zw

a k k

w k

z zw

M K M K

Y M K M K
A Y K j j

M K M K

M K M K I

ω ω

γ

∆∆ ∆

∆

− −
∆∆ ∆

∆

 Λ        
         Λ   
 

Λ 
 
 

@  

 

Considera-se agora, a coleção finita { }: 1,..,jK j n=  de funções u yn n

jK RH
×

∞∈  

linearmente independentes, e o seguinte subespaço de u yn nRH ×
∞ dado por  

  

1

:  para 1,...,  

        

n

K j j j
j

S K K j nα α α
=

 
= = ∈ = 

 
∑ R

 

 e o seguinte subespaço de YS  (como na seção 3.5) dado por  

 

( ) ( ){ }1~: , , ,  w Y w wn n n n
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YS Y S Y X X X s C sI A B D C D

− × ×= ∈ = + = − + ∈ ∈R R  

com , Y wY Y n nn n
Y YA B ××∈ ∈R R fixos, ( ),Y YA B  controlável e YA Hurwitz. 

 

Tem-se então, para todo KK S∈  e 1Y ,...,
wnY  elementos de YS , que cada 

( ), ,a k kA Y K jω Λ  , 1,..., wk n= , pode ser escrito como  
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( )
( )

( )
( )

~~ ~
1 0

1

2 1
1 0

1

0

0        

, ,

0

0

k

n

Yk Yk j j
j

a k k n

j j k
j

X X M K M

A Y K j j

M K M

I

α
ω ω

α γ

=

− −

=

 Λ
 
  + +  

 Λ =   
 + Λ 
 
  

∑

∑

 

onde ( )
1 2 1 2

1 1 2 1 2
j w j w

j
z j z zw j zw

T K T T K T
M K

T K T T K T
∆∆ ∆∆ ∆ ∆

∆ ∆

 
=  

  
, 

0 0

0 0 0
w

z zw

T T
M

T T
∆∆ ∆

∆

 
=  

 
. 

 

 A seguir, para 1,..., wk n= , denote por kEΛ  a parte estável de kΛ , 1
kE−

Λ  a parte 

estável de 1
k
−Λ . Para k YY S∈ , seja ( ), ,a k kE Y K M RH∞ Λ ∈   tal que  

 

( ) ( ), , , ,a k k a k kA Y K j E Y K jω ω   Λ = Λ    ( )~ , ,a k kE Y K jω + Λ   

onde  

 

( ) ( ) ( )2 1
1 0

1

0 0 0

0 0 0

, ,
  0

1
0

2

k

Yk

n
a k k

j j k
j

E

X

E Y K j j
M K M E

I

ω ω
α γ

Λ

− −
Λ

=

 
 
 
 
  Λ =   +
 
 
 
  

∑
 

 

Com a notação acima, tem-se o seguinte lema 
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Lema 4.5.1: Para todo KK S∈  e k YY S∈  é possível obter uma realização 

( ) ( )( ), , , , , , ,Ek Ek Ek Yk Yk Ek Yk YkA B C C D D C Dα α  de , ,a k kE Y K Λ   tal que 1,..., wk n∀ = , 

( ), ,Ek Yk YkC C Dα  e ( ), ,Ek Yk YkD C Dα  são funções afins de [ ]1...
T

nα α α=  e de ( ),Yk YkC D , 

os parâmetros livres da classe YS , ( ), ,Ek EkA B  é controlável e não depende de α  e 

( ),Yk YkC D , e EkA  é Hurwitz.                                                                                            ∇  

 

Demonstração:(Apêndice 4-D). 

 

Segue-se do Lema 4.5.1 e do Lema Positivo Real (Boyd et al,1994, pg 35) que 

1,..., wk n∀ = : 

 

( ), , 0 , ,  a k k K k YA Y K j K S Y Sω ω Λ ≥ ∀ ∈ ∈ ∈  R  

⇔  

( )
( ) ( ) ( )

, ,
 tal que 0

, , , , , ,

T T
Ek k k Ek k Ek Ek Yk YkT

k k T T
Ek k Ek Yk Yk Ek Yk Yk Ek Yk Yk

A P P A P B C C D
P P

B P C C D D C D D C D

α
α α α

 + −
∃ = ≤ 

− − − 
 

 

onde a desigualdade matricial acima é afim nas variáveis ,   e k kP α β .  

Finalmente, note que se k YY S∈ , tem-se 1,..., wk n∀ =  que  

 

( )~
0 0, , 2 , 2 ,k k k k Yk Yk k k Yk k k YkY X X X g P g Xφ φ φ φ φ φ= + = =  

 

onde ( ) ( )~1 1
0 0k k kP g gφ φ− −@ . A seguir, escrevendo ( ) ( ) 1

Yk Yk Y Y YkX s C sI A B D
−

= − + , 

tem-se para todo k YY S∈ que  
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( ) ( ), 2 2C D
k k k k Y k YY R C R Dφ φ = +  

 

onde 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }121

02C
k Y k Y Y YR C Tr P j g j C j A B dπ ω ω ω ω

∞
−− ∗

−∞

= −  ∫ ;

( ) ( ) ( ) ( ){ }21

02D
k Y k YR D Tr g j P j D dπ ω ω ω

∞
− ∗

−∞

=   ∫ . 

 

Será apresentada a seguir a proposição que mostra a equivalência do problema 

de síntese (truncado) definido nesta seção e um problema de otimização linear sujeito a 

um número finito de restrições LMI cuja demonstração decorre do desenvolvimento 

anterior. 

 

Proposição 4.5.2: Sejam 1Λ  ,..., 
wnΛ  elementos fixos de SΛ  tais que para 1,..., wk n= : 

( ){ }inf :k kj Iλ ω ω ε∞  Λ ∈ ≥  R . Então 

 

,   , 1,...,
1

min ,
w

K k Y w

n

k k kK S Y S k n
k

Yφ φ∈ ∈ =
=

∑  sujeito a ( ), , 0 , 1,...,k k wA Y K j k nω ω Λ ≥ ∀ ∈ =  R  

 

é equivalente a  

 

( ) ( ), , , , 1,...,
1

min 2 2
w

n n n nn Tw Y w w
Y Y k k w

n
C D
k Y k YC D P P k n

k

R C R D
α × ×∈ ∈ ∈ = =

=

+∑R R R  
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sujeito a  

( )
( ) ( ) ( )

, ,
 0, 1,...,

, , , , , ,

T T
Ek k k Ek k Ek Ek Yk Yk

wT T
Ek k Ek Yk Yk Ek Yk Yk Ek Yk Yk

A P P A P B C C D
k n

B P C C D D C D D C D

α
α α α

 + −
≤ ∀ = 

− − − 
 

                    

onde 1,..., wk n∀ = , 1,..., wk n∀ = , ( ), ,Ek Yk YkC C Dα  e ( ), ,Ek Yk YkD C Dα  são funções afins 

de [ ]1...
T

nα α α=  e de ( ),Yk YkC D , os parâmetros livres da classe YS , ( ), ,Ek EkA B  é 

controlável e não depende de α  e ( ),Yk YkC D , e EkA  é Hurwitz e                                  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }121

02C
k Y k Y Y YR C Tr P j g j C j A B dπ ω ω ω ω

∞
−− ∗

−∞

= −  ∫ ;

( ) ( ) ( ) ( ){ }21

02D
k Y k YR D Tr g j P j D dπ ω ω ω

∞
− ∗

−∞

=   ∫ , ( ) ( )~1 1
0 0k k kP g gφ φ− −@ .               ∇  

                                                                            

  Convém observar, que para cada ,k k kYφ φ , é possível obter uma caracterização 

de direções descendentes e factíveis, a partir de um ponto interior ( ),kY K , 

aproximadamente alinhadas com o “gradiente”, utilizando a mesma metodologia usada 

na seção 3.7, baseada em Elipsóide de Dynkin (Nemirovski & Gahinet  ,1997). Dessa 

forma, pode-se usar a mesma heurística sugerida nesta seção para mudança iterativa dos 

subespaços aos quais serão confinadas as variáveis de decisão. 

Um esquema para um procedimento “D-K iteration” similar ao descrito na seção 

anterior pode ser feito levando em conta os resultados desta seção, e das seções 3.4 e 

3.6. Nesse caso, em um passo resolve-se o problema truncado definido na seção 3.5 com 

relação as variáveis ( ),k kY Λ  para um parâmetro de Youla fixo, e em outro passo 
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resolve-se o correspondente problema truncado definido por (4.5.1) com relação às 

variáveis ( ),kY K  para 1 ,.., kΛ Λ  fixos.  

 

 

4.6-Conclusões  

 

 

 Nesta capítulo, foram propostos procedimentos de síntese de controladores para 

bom desempenho 2H − robusto de sistemas perturbados com base nos limitantes 

superiores do índice “pior-caso” 2H  de um dado controlador deduzidos nas seções 2.5 e 

2.6, utilizando a parametrização de Youla dos controladores que estabilizam o sistema 

nominal. 

 No caso do limitante deduzido na seção 2.4 por meio de relaxação lagrangeana, 

o funcional dual é convexo no parâmetro de Youla para fixos multiplicadores. No caso 

do limitante deduzido na seção 2.5 por meio da “S-Procedure”, que consiste no valor 

ótimo de um problema de minimização de um funcional linear (que não depende do 

controlador) sujeito a uma família de restrições LMI’s parametrizada pela freqüência, as 

desigualdades matriciais tornam-se afins no parâmetro de Youla. 

 Em ambos os casos, mostra-se que quando o parâmetro de Youla é confinado a 

um subespaço de dimensão finita pré-especificado, os correspondentes problemas 

truncados são equivalentes a problemas de otimização linear no espaço euclidiano com 

restrições (finitas) definidas por LMI’s. 
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 Em particular, com relação a síntese baseada no limitante do “pior-caso” dado 

por relaxação lagrangeana, foi apresentado um procedimento para escolher elementos 

da base do subespaço ao qual será confinado o parâmetro de Youla. 

 Finalmente, é apresentado o esboço de um procedimento “D-K iteration” 

baseado no limitante do “pior-caso” 2H  deduzido por meio de relaxação lagrangeana, 

que pode ser aplicado também ao limitante deduzido por meio da “S-Procedure”. 

 

 

Apêndice 4-A: Demonstração da Proposição 4.2.1 

 

 

1ª Parte : Inicialmente note que  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

,T T x t x x
J u x t u t S dt S

u t u u

∞      
 = =           

∫  

 

pode ser escrito como  

 

( ) ,
u u

J u S
x x

   
=    

   
, onde uu ux

xu xx

S S
S

S S

 
=  

 
, e segue pelo Teorema de Parseval que  

 

( )
ˆ ˆ0 0ˆ ˆ

0 0
,ˆ ˆˆ ˆ

A AA A

I I
J u Y S Y

H x H xH B H B

        
= + +       
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onde ( )Y s  denota a transformada de Laplace de ( ) )( )2 0,
p

u t L∈ ∞ , e 

( ) ( ) 1

ˆ
ˆ

A
H s sI A

−
= − . Logo, escrevendo  

 

                            ( )
ˆ ˆ0 0ˆ ˆ

0 0
,ˆ ˆˆ ˆ

A AA A

I I
Y Y S Y

H x H xH B H B

        
ℑ = + +       

           
 

 

será mostrado que ( ) ( ) 2 pY Y Y RHϕℑ = ∀ ∈ . Neste sentido, escreva  

 

( )
0 01 1

0 00
,

0

I II
Y Y Y

H HH HI
ϕ

          = + +        −          
 

 

ou equivalentemente  

(1)                                ( ) 2 2 2

1 1 0 02 2 2
2 ,Y Y H Y H Y H Hϕ = − − −  

 

Por outro lado,  

 

( )
ˆ ˆ0 0ˆ ˆ

0 0
,ˆ ˆˆ ˆ

uu ux

xu xxA AA A

I IS S
Y Y Y

H x H xS SH B H B

          
ℑ = + +        

            
 

 

⇔  

 

( )
ˆ 0ˆ ˆ ˆ

0
, 2 ,ˆ ˆ ˆ ˆ

uu ux uu ux

xu xx xu xx AA A A

I I IS S S S
Y Y Y Y

H xS S S SH B H B H B

          
ℑ = +          
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ˆ ˆ0 0

0 0
,

ˆ ˆ
uu ux

xu xxA A

S S

H x H xS S

    
+     

    
 

 

Da parte quadrática de ( )Yℑ  tem-se que  

 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ, , ,ˆ ˆ
uu ux

uu ux xu xxA A A
xu xxA A

I IS S
Y Y Y S S H B Y H BY S S H B Y

S SH B H B

    
= + + +    

       
 

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ, 2 , ,uu xu xxA A A

Y S Y H BY S Y H BY S H BY= + +   (já que T
ux xuS S= ). 

 

Recorde-se agora, as definições dos termos que aparecem nos produtos internos acima, 

isto é, 

ˆ ˆ ,T
xxS C C= −  

1

ˆ ,T
xu HS C D= −  

1

ˆ ,T
ux HS D C= −

1 1

T
uu H HS I D D= − , 

( )
( )

1

0

1

ˆ 1

0

0

H

A

H

sI A
H

sI A

−

−

 −
 =
 −  

, 1ˆ
0
HB

B
 

=  
 

 , 
0

0

0
ˆ

H

x
B

 
=  

 
 ; 

1 0

ˆ
H HC C C =  M , 

 

( )
1 1 1

1

ˆ
ˆ ˆ

H H HA
CH B C sI A B

−
= − , ( )0 0 0

1

ˆ 0 0
ˆ ˆ H H HA

CH x C sI A B H
−

= − = ,
1ˆ 1

ˆ ˆ
HA

CH B D H+ = . 

 

Tem-se então que  

 

1 1 1

2
ˆ2

ˆ ˆ

ˆˆ, , 2 ,ˆ ˆ
uu ux T

H H HA
xu xxA A

I IS S
Y Y Y D Y D Y H BY C D Y

S SH B H B

    
= − −    

       
 

ˆ ˆ
ˆ ˆˆ ˆ, T

A A
H BY C CH BY−  

 



 209

⇔  

 

( )1 1 1 1 1 1

12

2
ˆ ˆ

, , 2 ,ˆ ˆ
uu ux

H H H H H H
xu xxA A

I IS S
Y Y Y D Y D Y C sI A B Y D Y

S SH B H B

−    
= − − −    

       
 

( ) ( )1 1 1 1 1 1

1 1
,H H H H H HC sI A B Y C sI A B Y

− −
− − −  

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1

1 12

2
,H H H H H H H HY C sI A B D Y C sI A B D Y

− −   = − − + − +      
, 

 

ou seja  

 

(2)                              
2 2

12 2
ˆ ˆ

,ˆ ˆ
uu ux

xu xxA A

I IS S
Y Y Y H Y

S SH B H B

    
= −    

       
. 

 

Com relação a parte linear de de ( )Yℑ , tem-se que  

 

{ }1 ˆ ˆ ˆ0 0
ˆ 0ˆ

0 ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ2 , 2 , ,ˆ ˆ
uu ux T T

H A A A
xu xx AA

I S S
Y Y D CH x H BY C CH x

H xS SH B

    
= − +    

      
 

( ){ }1 1 1 1

1

0 02 , ,H H H HD Y H C sI A B Y H
−

= − + − . 

 

De modo que  

 

(3)                                     1 0
ˆ 0ˆ

0
2 , 2 ,ˆ ˆ

uu ux

xu xx AA

I S S
Y H Y H

H xS SH B

    
= −    

      
. 
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Finalmente, com relação a parte constante de ( )Yℑ , note que  

ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 0 0
ˆ ˆ0 0

0 0 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
ˆ ˆ

uu ux
xxA A A A

xu xxA A

S S
H x S H x CH x CH x

H x H xS S

    
= = −    

    
, 

 

portanto 

 

(4)                                    2
0 2

ˆ ˆ0 0

0 0
,

ˆ ˆ
uu ux

xu xxA A

S S
H

H x H xS S

    
= −    

    
. 

 

Substituindo (2),(3) e (4) em ( )Yℑ , e comparando com (1), tem-se que  

 

( ) ( )2 2 2

1 1 0 02 2 2
2 ,Y Y H Y H Y H H Yϕℑ = − − − = . 

 

2ª Parte: Para completar a demonstração da Proposição 4.2.1, deve-se mostrar que 

( ),z zA R  é estabilizável e zH  não tem autovalores no eixo imaginário. Do Apêndice 3.A 

(comentário do Lema 3.2.2) tem-se que ( ),z zA R  é estabilizável se e somente se 

( )1 1,z zA R  é estabilizável, onde  

 

( )
1 1 1 1 1 1

11 T T
z H H H H H HA A B I D D D C

−
= + −  e ( )

1 1 1 1

11 T T
z H H H HR B I D D B

−
= − −  

 

ou seja, se e somente se  
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( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
,T T T T

H H H H H H H H H HA B I D D D C B I D D B
− −

+ − −  é estabilizável, o que de fato 

se verifica pois ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
,T T T T

H H H H H H H H H HA B I D D D C B I D D B
− −

+ − −  é controlável 

uma vez que ( )
1 1
,H HA B  é controlável e ( )

1 1

1T
H HI D D

−
−  é positiva definida. 

Para demonstrar que zH  não tem autovalores no eixo imaginário, novamente do 

Apêndice 3.A, mostra-se que isto é equivalente a 
( )11

1 1

1

1

z z

Tz

z z

A R
H

Q A

 
 =
 − − 

 não ter 

autovalores no eixo imaginário, onde 

     

                             ( )
11 1 1 1 1 1 1 1 1

1T T T T
z H H H H H H H HQ C C C D I D D D C

−
− = + − .  

 

Note agora que  

 

( ) ( )

( ) ( )( )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1

1 1

T T T T
H H H H H H H H H H

Tz
T T T T T T
H H H H H H H H H H H H H H

A B I D D D C B I D D B
H

C C C D I D D D C A B I D D D C

− −

− −

 + − − −
 

=  
+ − − + − 

 

 

 

é o Hamiltoniano de uma realização de ~
1 1I H H− , e segue da hipótese de que 1 1H

∞
<  

que ( ) ( )~
1 1 0 I H H jω ω− > ∀ ∈R , e portanto 1

zH  não tem autovalores no eixo 

imaginário (Francis, (1987) pg 95) .    
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Apêndice 4-B: Parametrização de Youla para 

controladores estabilizantes. 

 

Para deduzir as expressões de ( )M K∆∆ , ( )wM K∆ , ( )zM K∆  e ( )zwM K  em 

função do parâmetro de Youla K  correspondente à estabilização do sistema  de controle 

( ),aP C  da figura 2.6, considere a configuração de estabilidade nominal dada por  

 

 

                                                  

 

 

 

 

 

                                                                                                                           

ou equivalentemente, denotando  

 

u
d

w
∆ 

=  
 

,
y

z
z
∆ 

=  
 

, e   
w u

zuzd
a z zw zu

yuyd
y yw yu

P P P
P P

P P P P
P P

P P P

∆∆ ∆ ∆

∆

∆

 
  

= =   
   

, tem-se o seguinte diagrama 

da figura 4.1: 

 

 

 

 aP  

    C 

u y 

+ + 

u∆  

w z 

  y∆  

r v 
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Figura 4.1-Configuração de estabilidade nominal. 

 

A partir deste último diagrama, tem-se que  

 

( ){ }1

zu yuzd yd zdz P P I CP CP d F d
−

= + − = . 

 

Por outro lado, comparando a expressão acima com a definição de  

 

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

u yu y w u yu yww

z zw
z zu yu y zw zu yu yw

P P I CP CP P P I CP CPM M
M

M M P P I CP CP P P I CP CP

− −

∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆∆ ∆

− −
∆

∆ ∆

 + − + −   = =     + − + −  

 

 

conclue-se que zdF M= . 

 

Sejam então ( ) ( ) ( ),r rN D M RH M RHαβ αβ ∞ ∞∈ ×  e ( ) ( ) ( ),l lN D M RH M RHαβ αβ ∞ ∞∈ × , 

 aP  

  C 

u y 

+ + 

d   z  

r v 
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{ } { }, , , ,z y d uα β∈ ∈  as fatorações coprimas a direita e a esquerda respectivamente 

dos blocos de zuzd

yuyd

P P
P

P P

 
=  

 
, isto é ( ) ( ) ( ) ( )1 1r r l lP N D D Nαβ αβ αβ αβ αβ

− −
= = . Utilizando-

se a parametrização de Youla para todos os controladores estabilizantes de aP  (Correa 

,1992), tem-se que o conjunto de funções de transferências de d  para z , zdF , é 

parametrizado por ( )K M RH∞∈  da seguinte forma  

 

(5)                                                     u yzdF H N KN= +  

 

onde   

 

(6)                                              0
r

zu yuzd ydH P P D X P= − , 

 

( )0 0,X Y é uma solução particular de r r
yu yuXN YD I+ = ; 

 

(7)                                      r
u zu uN N M=  e l

y y ydN M D=  

onde ( )uM M RH∞∈ e ( )yM M RH∞∈ são dados pelas condições necessárias de 

estabilizabilidade de P, quais sejam  

 

(8)                                    r r
yu zu uD D M=  e l l

yu y ydD M D= . 

 

Finalmente, ( )K M RH∞∈  é tal que ( )~
0yuKN Y + ∞   é não-singular. 
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 Para fazer a exata correspondência entre os termos de M e zdF ,  particiona-se 

zdF  em quatro blocos da seguinte forma: 

 

111 12
1 2

221 22

u
y yzd

u

NH H
F K N N

NH H

   
 = +     

  
 =  11 1 1 12 1 2

21 2 1 22 2 2

u y u y

u y u y

H N KN H N KN

H N KNN H N KN

 + +
 + + 

, 

 

de modo que  

 

( ) ( )
( ) ( )

11 1 1 12 1 2

21 2 1 22 2 2

u y u yw

u y u yz zw

H N KN H N KNM K M K

H N KNN H N KNM K M K
∆∆ ∆

∆

 + + 
=    + +   

 

 

e assim, comparando esta última igualdade com as fórmulas da expressão (4.2.3) da 

seção 4.2, conclue-se que   

 

0
11T H∆∆ = ; 0

12wT H∆ = ; 0
21zT H∆ = ; 0

22zwT H= ; 1 1
1w uT T N∆∆ ∆= = ;  2 2

1z yT T N∆∆ ∆= = ; 

1 1
2z zw uT T N∆ = = ; 2 2

2w zw yT T N∆ = = . 

 

 

Apêndice 4-C: Demonstrações da seção 4.3 

 

 

1ºParte: Dedução de fórmula de perturbação em K para ( )ÈQ T,K : 

 

Recorde-se da seção 4.2 e 4.3 que 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 0 1 0; ,Q T K K T K J K T KΘ = Θ + Θ Θ + Θ , onde  

( ) ( )
( )

0 1 2
1

1 0 1 1 2 1

a a az h z h z z h

I I

K M K T T KT

M K T T KT

γ γ γ
φ φ φ

∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆
− − −

∆ ∆ ∆ ∆

   
   

Θ = − = − −   
   +   

, 

( ) ( )
( )

0 1 2
0

0 1 2

0 0

a a ah w w h w h w w w

zw w zw w zw z w

K M K T T KT

M K T T KT

γφ φ γφ γφ φ
φ φ φ

∆ ∆ ∆ ∆

∆

   
   Θ = − = − −   
   +  

, 

0 0

0 0

0 0

I

J I

I

 
 = − 
 − 

, 

 

Assim, escrevendo ( ) ( )1 1 1K L K CΘ ΘΘ = +  e ( ) ( )0 0 0K L K CΘ ΘΘ = + , onde ( )1L KΘ e 

( )0L KΘ  são lineares em K, e 1CΘ  e 0CΘ  são constantes, tem-se que  

 

( ) ( ) ( )1 1 1K K K L KΘΘ + ∆ = Θ + ∆  , 

 ( ) ( ) ( )0 0 0K K K L KΘΘ + ∆ = Θ + ∆  

 

de modo que ( );Q T K KΘ + ∆  pode ser escrito como 

 

(9)                 ( ) ( ) ( ) ( )1 2; ; 2 ; , ;Q T K K Q T K T K J T KΘ Θ+ ∆ = + ℑ ℑ ∆  

                     ( ) ( )2 2; , ;T K J T K+ ℑ ∆ ℑ ∆  

 

onde  
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( ) ( ) ( )1 1 0;T K K T Kℑ = Θ + Θ  e ( ) ( ) ( )2 1 0;T K L K T L KΘ Θℑ ∆ = ∆ +  

 

Por outro lado, escrevendo para 2
pT RH∈ , ( )T T K T∗= + ∆ , com 2

pT RH∆ ∈  e 

( ) ( )argmin ;T K Q T K∗ Θ= , os três termos do lado direito de (9) serão escritos em 

função de ( )T K∗  e T∆  

 

Com relação ao primeiro termo do lado direito de (9), note que  

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1; ; ; 2 ,Q T K Q T K T K Q T K K K T K K J K TΘ Θ ∗ Θ ∗ ∗= + ∆ = + Θ + Θ Θ ∆

( ) ( )1 1,K T J K T+ Θ ∆ Θ ∆ ; 

Da condição de otimalidade, segue-se que  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 12 , 0K T K K J K T∗Θ + Θ Θ ∆ =  

 

de modo que  

 

(10)                                 ( ) ( )( ) ( )0; ;Q T K Q T K K Q TΘ Θ ∗= + ∆  

 

onde  

 

( ) ( ) ( )0 1 1,Q T K T J K T∆ Θ ∆ Θ ∆@  

 

Com relação ao segundo termo do lado direito de (9), tem-se que  
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 22 ; , ; 2 ; , ;T K J T K T K T K J T K T K∗ ∗ℑ ℑ ∆ = ℑ + ∆ ℑ + ∆ ∆  

⇔  

(11) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 12 ; , ; ; ; ;aT K J T K L K L T K L T K Q T Kℑ ℑ ∆ = ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆  

 

onde  

 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 1 1

2 1 2

1 1 1

2 ; , ;

; 2 ; ,

; 2 , ;

; 2 ,

aL K T K K J T K K

L T K T K K JL K T

L T K K T J T K K

Q T K K T JL K T

∗ ∗

∗ Θ

∗

Θ

 ∆ = ℑ ℑ ∆

 ∆ ∆ = ℑ ∆ ∆


∆ ∆ = Θ ∆ ℑ ∆


∆ ∆ = Θ ∆ ∆ ∆

 

 

Finalmente, com relação ao último termo do lado direito de (9), tem-se que  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2; , ; ; , ;T K J T K T K T K J T K T K∗ ∗ℑ ∆ ℑ ∆ = ℑ + ∆ ∆ ℑ + ∆ ∆  

⇔  

(12)      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2; , ; ; ;a aT K J T K Q K LQ T K Q T Kℑ ∆ ℑ ∆ = ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆  

 

onde  

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 1

2 1 1

; , ;

; 2 ; ,

; ,

aQ K T K K J T K K

LQ T K T K K JL K T

Q T K L K T JL K T

∗ ∗

∗ Θ

Θ Θ

 ∆ = ℑ ∆ ℑ ∆

 ∆ ∆ = ℑ ∆ ∆ ∆


∆ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∆

 

 

Substituindo (10), (11) e (12) em (9), tem-se que  
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 1; ; ;aQ T K K Q T K K Q T L K L T KΘ Θ ∗+ ∆ = + ∆ + ∆ + ∆ ∆ +  

  ( )2 ;L T K∆ ∆ ( ) ( ) ( ) ( )1 2; ; ;aQ T K Q K LQ T K Q T K+ ∆ ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆  

 

Conforme apresentado na seção 4.3. 

 

2ª  Parte: Demonstração da Proposição 4.3.1 

   

Inicialmente, recorde-se que 

 

( ) ( ){ }2inf ; : pL K Q T K T RH∗ Θ= − ∈  

 

Assim, tomando 0α > , tem-se que  

 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }2 2inf ; : inf ; :p pL K K L K Q T K K T RH Q T K T RHα α∗ ∗ Θ Θ+ ∆ − = − + ∆ ∈ + ∈  

Escrevendo ( )T T K T∗= + ∆ , tem-se que  

(13) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )2inf ; : p
a aL K K L K T K T RH Q K L Kα α α α∗ ∗+ ∆ − = − Ψ ∆ ∆ ∆ ∈ − ∆ − ∆  

 

onde  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 1 2; ; ; ; ;T K Q T Q T K Q T K L T K L T Kα α α α αΨ ∆ ∆ = ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆  

( ) ( )3 ; ;L T K LQ T Kα α+ ∆ ∆ + ∆ ∆ , 

 

Agora, note-se que a parte quadrática de ( );T KαΨ ∆ ∆  em T∆  pode ser escrita como 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0 0; ; ,Q T Q T K Q T K M K T M K Tα α∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ = ∆ ∆  

( ) ( )1 2,M K T M K Tα α+ ∆ ∆ ∆ ∆  

      

onde ( ) ( )0M K M RH∞∈  é fator espectral de ( ) ( ) ( ) ( )~ ~
1 1 0 0K J K M K M KΘ Θ = , e 

( )1M Kα∆  e ( )2M Kα∆  são dadas por  

 

( ) ( )
( )
1

1
1

2 K
M K

L K
α

αΘ

 Θ
∆ =  ∆ 

 , ( ) ( )
( )

1
2

1

JL K
M K

JL K

α
α

α
Θ

Θ

∆ 
∆ =  ∆ 

. 

 

Analogamente, tem-se que a parte linear de ( );T KαΨ ∆ ∆  em T∆  pode ser escrita como 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2; ; ; 2 ,L T K L T K LQ T K K Tα α α α∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ = Ξ ∆ ∆ , 

 

onde ( ) ( )2K M RLαΞ ∆ ∈  é dado por  

 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

~
1 1

~
1 2

~
1 2

;

;

;

L K J T K K

K K J T K K

L K J T K K

α

α α

α α

Θ ∗

∗

Θ ∗

 ∆ ℑ
 

Ξ ∆ = Θ ℑ ∆ 
 ∆ ℑ ∆  

 

 

Desse modo, escreve-se ( );T KαΨ ∆ ∆  como 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 2; , , 2 ,T K M K T M K T M K T M K T K Tα α α αΨ ∆ ∆ = ∆ ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆ + Ξ ∆ ∆
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Segue-se então que  

 

( ) ( ) ( )0 0; ,T K M K T M K TαΨ ∆ ∆ ≥ ∆ ∆ ( ) ( ) 2

1 2 2
M K M K Tα α

∞ ∞
− ∆ ∆ ∆  

( )2 ,K Tα+ Ξ ∆ ∆ . 

 

A seguir,  tome 0 0α >   tal que ]( 00,α α∀ ∈  tenha-se  

 

( ) ( )
( ) ( )( )~

0 0

1 2 2

M K M K
M K M K

λ
α α ∞

∞ ∞

 
 ∆ ∆ ≤
 
 

 

 

segue-se ]( 00,α α∀ ∈  que   

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )~
0 0~

0 0; , ,
2

M K M K
T K M K M K T T T T

λ
α ∞

 
 Ψ ∆ ∆ ≥ ∆ ∆ − ∆ ∆
 
 

 

( )2 ,K Tα+ Ξ ∆ ∆ . 

 

Como  

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
~
0 0~ ~

0 0 0 0

1
2 2

M K M K
M K M K I M K M K

λ∞
 
 − ≥
 
 

, 

 

segue-se ]( 00,α α∀ ∈  que  

 



 222

( ){ } ( ) ( ) ( )
~
0 0

2 2inf ; : inf , 2 , :
2

p pM K M K
T K T RH T T K T T RHα α

   Ψ ∆ ∆ ∆ ∈ ≥ ∆ ∆ + Ξ ∆ ∆ ∆ ∈  
   

 

e o valor ótimo do lado direito desta última desigualdade é dado por 

( ) ( ){ }0

2
~1

2
M Kφ α−

+
− Ξ ∆ , onde 

0

1
Mφ −  é fator espectral de 

 

( ) ( )
1~

0 0

2

M K M K
−

 
= 

 
( )0 0

~1 1
M Mφ φ− − . 

 

 ou seja, mostrou-se que para 0 0α >  apropriado, tem-se que  

 

( ){ } ( ) ( ){ }0

2
~1

2
2

inf ; : p
MT K T RH Kα φ α−

+
Ψ ∆ ∆ ∆ ∈ ≥ − Ξ ∆  

  

]( 00,α α∀ ∈ , e portanto 

 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }0

2
~1

2
2

inf ; : p
a a MT K T RH Q K L K Kα α α φ α−

+
− Ψ ∆ ∆ ∆ ∈ − ∆ − ∆ ≤ Ξ ∆  

( ) ( )a aQ K L Kα α− ∆ − ∆ ]( 00,α α∀ ∈  

 

Usando esta última desigualdade em (13), tem-se que  

 

(14) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
0

2
~1

2
M a aL K K L K K Q K L Kα φ α α α−

∗ ∗
+

+ ∆ − ≤ Ξ ∆ − ∆ − ∆  ]( 00,α α∀ ∈  

ou equivalentemente 
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(15)  
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

0

2
~1

2
M a a

L K K L K
K Q K L K

α
α φ α

α
∗ ∗ −

+

+ ∆ −
≤ Ξ ∆ − ∆ − ∆ ]( 00,α α∀ ∈  

 

(pois ( )aL ⋅ é linear e ( )aQ ⋅  é quadrático) 

 

Por outro lado, considerando novamente a expressão 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 2; , , 2 ,T K M K T M K T M K T M K T K Tα α α αΨ ∆ ∆ = ∆ ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆ + Ξ ∆ ∆

 

tem-se que  

 

( ) ( )1 2, ,aM K T M K T T Tα α λ∆ ∆ ∆ ∆ ≤ ∆ ∆  

onde  

( ) ( ) [ ]{ }~
2 1 0sup : 0,a M K M Kλ λ α α α∞  ∆ ∆ ∈ @  

 

de modo que  

 

(16) ( ) ( ) ( ) ( )0 0; , , 2 ,aT K M K T M K T T T K Tα λ αΨ ∆ ∆ ≤ ∆ ∆ + ∆ ∆ + Ξ ∆ ∆  

]( 00,α α∀ ∈  

 

De (15) e (13) obtém-se que  

 

(17)          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0,a aL K K L K Q K L K M K T M K Tα α α∗ ∗+ ∆ − ≥ − ∆ − ∆ − ∆ ∆  
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                  ( ), 2 ,a T T K Tλ α− ∆ ∆ − Ξ ∆ ∆   ]( 00,α α∀ ∈  

 

ou equivalentemente  

 

(18)        
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,a a

L K K L K
Q K L K K T

α
α α

α
∗ ∗+ ∆ −

≥ − ∆ − ∆ − Ξ ∆ ∆  

]( 00,α α∀ ∈  

 

Das desigualdades (18) e (15) tem-se que  

 

( ) ( ) ( )0
lim a

L K K L K
L K

α

α
α

+
∗ ∗

→

+ ∆ −
= − ∆                                                                   W  

 

3ª  Parte : Apresentação das direções descendentes 

                     

 

Foi visto na seção 4.3, que para apresentar uma direção descendente para ( )L K∗ , deve-

se obter ( )K M RH∞∆ ∈  tal que  

 

( ) ( )( ) ( )( )1 22 ; , ; 0aL K T K K J T K K∗ ∗∆ = ℑ ℑ ∆ >  

⇔  

( )( ) ( )( )1 2; , ; 0T K K J T K K∗ ∗ℑ ℑ ∆ >  

⇔  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0, 0K T K K JL K T K JL K∗ Θ ∗ ΘΘ + Θ ∆ + ∆ >  
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onde ( )1LΘ ⋅  e ( )0LΘ ⋅  são as partes lineares de ( )1Θ ⋅  e ( )Θ ⋅  definidos na seção 4.2. 

Como  

 

( ) ( )
( )

0 1 2
1

1 0 1 1 2 1

a a az h z h z z h

I I

K M K T T KT

M K T T KT

γ γ γ
φ φ φ

∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆
− − −

∆ ∆ ∆ ∆

   
   

Θ ∆ = − ∆ = − − ∆   
   ∆ + ∆   

, e 

 

( ) ( )
( )

0 1 2
0

0 1 2

0 0

a a ah w w h w h w w w

zw w zw w zw z w

K M K T T KT

M K T T KT

γφ φ γφ γφ φ
φ φ φ

∆ ∆ ∆ ∆

∆

   
   Θ ∆ = − ∆ = − − ∆   
   ∆ + ∆  

, 

 

tem-se que  

( ) 1 2
1

1 2 1

0

az z h

L K T K T

T K T

γ

φ

Θ ∆∆ ∆∆

−
∆ ∆

 
 
    ∆ = − ∆    
   ∆    

 e ( ) 1 2
0

1 2

0

ah w w w

zw z w

L K T K T

T K T

γφ φ

φ

Θ ∆ ∆

∆

 
 
    ∆ = − ∆    
    ∆    

 

 

e como 

0 0

0 0

0 0

I

J I

I

 
 = − 
 − 

, tem-se que  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0,K T K K JL K T K JL K∗ Θ ∗ ΘΘ + Θ ∆ + ∆ = 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( )

1 2 1 2

1
1 2 1 1 2

0

,
a a

a
a

h w w h w w w

z h zw w
z z h zw z w

T K

M K T K M K T K T T K T K T

M K T K M K
T K T T K T K T

γ γφ φ γ γφ φ
φ φ φ φ

∗

∆∆ ∗ ∆ ∆∆ ∆∆ ∗ ∆ ∆
−

−∆ ∗
∆ ∆ ∗ ∆

 
   
         − − ∆ + ∆ =         
 +          − ∆ + ∆         

 



 226

 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }1 2 1 2,
a ah w w h w w wM K T K M K T K T T K T K Tγ γφ φ γ γφ φ∆∆ ∗ ∆ ∆∆ ∆∆ ∗ ∆ ∆      − + ∆ + ∆      

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }1 1 2 1 1 2,
a az h zw w z z h zw zw wM K T K M K T K T T K T K Tφ φ φ φ− −

∆ ∗ ∆ ∆ ∗      − + ∆ + ∆ =        

= ( )( )0 0, ,g X T K K g K∗− ∆ , onde  

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
~ ~ ~1 1 1 2

0 0,
ah w wX T K K g g T M K T K M K T T Kγ γ γφ φ− −

∗ ∆∆ ∆∆ ∗ ∆ ∆∆ ∗
   = +   

 

                         ( ) ( ) ( ){ }~ ~1 1

a ah w h w w w wT M K T K M K Tγφ γ γφ φ φ∆ ∆∆ ∗ ∆ ∆   + +     

                         ( ) ( ) ( ){ } ( )
~~1 1 2 1

a az z h zw w z hT M K T K M K T T Kφ φ φ− −
∆ ∆ ∗ ∆ ∗  + +     

                         ( ) ( ) ( ){ }~ ~1 1 2

azw z h zw w zw wT M K T K M K Tφ φ φ−
∆ ∗

   + +    
 

  

Assim, K∆  é direção descendente para ( )L K∗  se e somente se 

( )( ){ }0 0, , 0g X T K K g K∗ +
− ∆ >  e para isto, basta tomar ( )( )0 ,K g X T K K∗∆ = − . 

 

Apêndice 4-D: Demonstração do Lema 4.5.1. 

 

 

Inicialmente escreva 1 2 3, ,a k kE Y K E E E Λ = + +  , onde  

 



 227

2 1
1

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

1
0 0 0

2

k

k

E

E E

I

γ

Λ

− −
Λ

 
 
 

=  
 
 
  

, ( ) 1

2

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Yk Y Y YkC sI A B D
E

−

 
 

− + =  
 
  

 e  

 

 

( )3
1 0

1

0 0

0
m

j j
j

E
M K Mα

=

 
 =  +
  
∑ . 

 

Note que 1E  não depende de ( ) e ,Yk YkC Dα . Assim, denote por ( )
1 1 1 1
, , ,E E E EA B C D  uma 

realização mínima de 1E .  

A seguir, note que uma realização ( ) ( )( )
2 2 2 2
, , ,E E E Yk E YkA B C C D D , de 2E  é dada 

por  

 

 

2

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Y
E

A
A

 
 
 =
 
 
 

, 
2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

E
Y

B
B

 
 
 =
 
 
 

, ( )
2

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Yk
E Yk

C
C C

 
 
 =
 
 
 

 

 

( )
2

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Yk
E Yk

D
D D

 
 
 =
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Finalmente, com relação a 3E , tem-se que uma realização ( ) ( )( ), , ,M M M MA B C Dα α  de 

( )1 0
1

m

j j
j

M K Mα
=

+∑  é dada por  

( ) ( ){ }1 11 ,...,M M M nA diag A K A K= , 

( )

( )

1

1

0

1M

M
M n

M

B K

B
B K

B

 
 
 =  
 
  

M
, 

( ) ( ) ( )1 1 01 1M M n M n MC C K C K Cα α α =  MLM M ,  

( ) ( ) ( )
1 1 01 1 ...M M n M n MD D K D K Dα α α= + + + . 

 

onde, para 1,..., ,j n= ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
, , ,M j M j M j M jA K B K C K D K  denota uma realização 

mínima de ( )1 jM K  e ( )0 0 0 0
, , ,M M M MA B C D  denota uma realização mínima de 0M . Note 

que ( ) ( ) e M MC Dα α  são da fato funções afins de [ ]1...
T

nα α α= . 

 Assim, uma realização ( ) ( )( )3 3 3 3
, , ,E E E EA B C Dα α  de 3E  é dada por  

 

3

0 0

0E
M

A
A

 
=  

 
,  

3

0

0 0
M

E

B
B

 
=  

 
, ( )3

0 0

0E
M

C
C α

 
=  

 
 e ( )3

0 0

0E
M

D
D α

 
=  

 
 

 

de modo que uma realização ( ) ( )( ), , , , , , ,Ek Ek Ek Yk Yk Ek Yk YkA B C C D D C Dα α  de 

( ), ,a k kE Y KΛ  com EkA  Hurwitz e ( ) ( ), ,  e , ,Ek Yk Yk Ek Yk YkC C D D C Dα α  são funções 

afins de nα ∈ R  e ( ),Yk YkC D  é dada por  
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{ }1 2 3
, ,Ek E E EA diag A A A= , 

1

2

3

E

Ek E

E

B

B B

B

 
 

=  
  

, ( ) ( )
1 2 3Ek E E Yk EC C C C C α =  M M  

( ) ( ) ( )
1 2 3

,Ek k E E Yk ED D D D Dα β α= + + . 

 

A demonstração se encerra observando-se que se EkA  e EkB  definidos acima são tais 

que ( ),Ek EkA B  não é controlável, é sempre possível através de uma transformação de 

similaridade seguido de truncamento,  obter  

 

( ) ( )( ), , , , , , ,Ek Ek Ek Yk Yk Ek Yk YkA B C C D D C Dα α  

 com  

 

11 12

220Ek

A A
A

A

 
=  

 
, 1

0Ek

B
B

 
=  

 
, ( ) ( ) 1

0, , , ,Ek Yk Yk Ek Yk YkC C D C C D Tα α −= ,  

 

tal que  

 

( )11 1,A B  é controlável e  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

11 1, , , , , ,a k k Ek Yk Yk Ek Yk YkE Y K s C C D sI A B D C Dα α
−

Λ = − +                          W 
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CAPÍTULO 5 

 

 

Filtragem robusta 

 

5.1-Introdução 

 

 Neste capítulo, é examinado o problema de análise de desempenho robusto e 

síntese em sistemas em malha aberta, referentes a problemas de estimação de sinais. O 

objetivo principal é considerar incertezas não-paramétricas nas densidades espectrais do 

sinal e do ruído e mostrar que as mesmas técnicas utilizadas neste trabalho para 

Controle Robusto se aplicam  aos problemas de análise de desempenho robusto de um 

dado filtro e de síntese de filtro para bom desempenho. 

 Para problemas de estimação escalar (isto é, quando o sinal e ruído assumem 

valores reais) encontram-se definidas em Kassam & Poor (1985) algumas classes 

convexas de densidades espectrais para as quais o problema de filtragem robusta é 

resolvido através da maximização de um funcional côncavo definido sobre essas 
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classes, e da determinação do filtro de Wiener correspondente ao par de espectros 

maximizantes (mais detalhes também podem ser encontrados em Poor, 1984). 

 Para problemas de estimação de sinais vetoriais, Chen & Kassam (1984) e 

Darragh  & Looze (1984) consideram classes específicas de modo a tornar possível  

estabelecer uma equivalência entre o caso vetorial e o escalar. 

 Em uma outra vertente, uma descrição estocástica de incertezas é considerada 

em Sternad et al (1995), onde os erros de modelagem são parametrizados por 

polinômios cujos coeficientes são variáveis aleatórias com média nula e covariâncias 

conhecidas. 

 Neste trabalho, será considerado o problema de filtragem robusta quadrática 

robusta para incertezas caracterizadas por conjuntos de fatores espectrais das densidades 

espectrais de potência do sinal e do ruído de medida. 

O capítulo 5 está organizado da seguinte forma: 

 Na seção 5.2 apresenta-se uma formulação para o problema de filtragem robusta. 

Na seção 5.3, consideram-se classes de incertezas para os fatores espectrais das 

densidades espectrais de potência do sinal e do ruído caracterizadas por “bolas” 

2H − ponderadas, e é estudado o problema de análise de desempenho robusto de um 

dado filtro e síntese de filtro para bom desempenho com relação as classes de incertezas 

consideradas (o principal resultado é expresso pela Proposição 5.3.3). 

 Na seção 5.4, consideram-se classes de incertezas para os fatores espectrais das 

densidades espectrais de potência do sinal e do ruído caracterizadas por “bolas” 

H∞ − ponderadas, e, novamente, são estudados os problemas correspondentes de análise 

de desempenho e síntese de filtros robustos (o principal resultado é expresso pela 

Proposição 5.4.3). 

 Conclusões do capítulo são apresentadas na seção 5.5.  
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5.2-Formulação do problema  

 

 

 Considere o sistema da figura 5.1 no s(t) é o sinal (m-dimensional) original, n(t) 

e ( )d t  é uma versão linearmente filtrada de s(t). O problema de filtragem aqui estudado 

corresponde ao objetivo de obter uma estimativa ( )d̂ t  de ( )d t  por meio de um H  

linear, invariante no tempo e estável. 

 

 

 

      

 

                                                           

Figura 5.1-Modelo para problema de estimação 
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No que se segue, será assumido que s(t) e n(t) são processos m-dimensionais 

estocásticos não-correlacionados, de média zero e estacionários em sentido amplo, e o 

sistema F é linear, estável e invariante no tempo.  

 Por um leve abuso de linguagem, serão  denotados por F e H tanto os sistemas 

como as correspondentes funções de transferência desses sistemas, m mF RH ×
∞∈  e 

m mH RH ×
∞∈ . 

 Nessas condições, denotando por ( ) ( ) ( )ˆe t d t d t= −  o erro da estimativa, o 

critério de performance do filtro H para um dado par de densidades espectrais   e s nΓ Γ  

será dado por 

 

(5.2.1)         ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
2

T

sE e t e t tr F H j j F H j dπ ω ω ω ω
+∞

− ∗

−∞

= − Γ −∫  

                                     ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
2 ntr H j j H j dπ ω ω ω ω

+∞
− ∗

−∞

+ Γ∫  

onde { }E ⋅ é a esperança matemática, ( )F jω  e ( )H jω  denotam os valores em cada 

frequência das respectivas funções de transferência dos sistemas envolvidos no modelo 

da figura 5.1, e ( )s jωΓ  e ( )n jωΓ  são respectivamente as densidades espectrais do 

sinal e do ruído. Note que, :ω∀ ∈R: ( ) ( ) 0s sj jω ω∗Γ = Γ >  e ( ) ( ) 0n nj jω ω∗Γ = Γ > , e 

que ( ) ( ){ } ( ) ( )1
2

T

sE s t s t Tr j dπ ω ω
∞

−

−∞

= Γ∫  e ( ) ( ){ } ( ) ( )1
2

T

nE n t n t Tr j dπ ω ω
∞

−

−∞

= Γ∫ . 

No que se segue, será assumida a hipótese de que 2
m m

s RL ×Γ ∈  e 2
m m

n RL ×Γ ∈ . 

 O critério de performance dado pela expressão (5.2.1) é conhecido como média 

quadrática do erro, e será denotado aqui por ( ) ( ) ( ){ }, ,
T

s nH E e t e tη Γ Γ = . Quando se 

assume que sΓ  e nΓ  são elementos de classes de incertezas SΓ  e NΓ  dadas e que H 
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deverá ser buscado em uma dada classe m m
HS RH ×

∞∈ , os problemas de análise de 

desempenho robusto e síntese para desempenho robusto são respectivamente 

formulados por  

 

(5.2.2) calcular  ( ) ( ){ }sup , , : ,wc s n s nH H S Nη η Γ Γ= Γ Γ Γ ∈ Γ ∈ ; 

 

e 

 

(5.2.3)                                               ( )min
HH S wc Hη∈  

 

 Na próxima seção, será feita a caracterização de incertezas por “bolas” 2H -

ponderadas definidas para os fatores espectrais das densidades de potência espectral do 

sinal s(t) e do ruído n(t). 

 

 

5.3-Incertezas definidas por “bolas” H 2 -

ponderadas 

 

 

Como foi mencionado anteriormente, o objetivo principal deste capítulo é 

aplicar ao problema de filtragem robusta as técnicas e resultados utilizados para os 

correspondentes problemas de análise de desempenho de controlador e síntese de 

controlador para bom desempenho. 
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Neste sentido, para se obter um limitante superior para o “pior-caso” de 

desempenho 2H − robusto de um dado filtro H, isto é ( )wc Hη , faz-se relaxação 

lagrangeana (assim como na seção 2.4) obtendo-se assim, um limitante superior com 

base  em um problema de otimização convexa, qual seja, a minimização do funcional 

dual com relação aos multiplicadores. No caso de incertezas definidas por “bolas” 2H -

ponderadas, os multiplicadores em questão são caracterizados por números reais 

positivos (multiplicadores constantes), de modo que a minimização do funcional dual 

sobre o conjunto de multiplicadores considerados já consiste em um problema de 

otimização em espaços de dimensão finita. 

Sendo assim, ao se caracterizar o funcional dual por meio do valor ótimo de um 

problema LQR, e conseqüentemente (satisfeitas as devidas condições) como o valor 

ótimo de um problema de otimização linear com restrição LMI, a minimização do 

funcional dual sobre o conjunto de multiplicadores considerados recai diretamente em 

um problema de otimização em espaço euclidiano com restrição LMI. 

Diferentemente do que ocorre na relaxação lagrangeana aplicada à problemas de 

controle robusto, aqui o funcional dual é convexo com relação aos multiplicadores e 

filtro simultaneamente, de modo que o procedimento de síntese de filtro para bom 

desempenho 2H − robusto em presença de incertezas caracterizadas por “bolas” 2H -

ponderadas pode ser resolvido por meio de um problema de um problema de otimização 

de um funcional linear com restrição LMI correspondente a minimização do funcional 

dual sobre o conjunto dos multiplicadores e sobre o conjunto dos filtros considerados 

simultaneamente. 

Antes de definir explicitamente as classes de incertezas sobre os fatores  

espectrais das densidades espectrais de potências, note-se que, escrevendo ~
s s sφ φΓ =  e 

~
n n nφ φΓ = , o critério definido em (5.2.1) pode ser escrito em função de sφ  e nφ  como: 
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(5.3.1)                   ( ) ( ) ( ), , , ,s n s s n nH F H F H H Hη φ φ φ φ φ φ= − − +  

 

A seguir, são definidas as classes de incertezas espectrais através de “bolas”  

2H − ponderadas da seguinte forma: 

 

{ }0

22 2
2 2

: ;
s

m m
s s s s s s sS RH Wφ φ φ φ φ φ δ×= ∈ = + ∆ ∆ ≤   

e  

{ }0

22 2
2 2

: ;
n

m m
n n n n n s nS RH Wφ φ φ φ φ φ δ×= ∈ = + ∆ ∆ ≤ , 

 

onde 
0s

φ  e 
0nφ  são fixos (modelos nominais)  e m m

sW RH ×
∞∈  e m m

nW RH ×
∞∈  tais que 

1 m m
sW RH− ×

∞∈  e 1 m m
nW RH− ×

∞∈  são os fatores de ponderação. 

Considerando-se então sφ  e nφ  elementos de 2
s

Sφ  e 2
n

Sφ , a expressão (5.3.1) pode 

então ser escrita como  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
, , , ,s n s s s s n n n nH F H F H H Hη φ φ φ φ φ φ φ φ φ φ∆ ∆ = − + ∆ − + ∆ + + ∆ + ∆

⇔  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, , , 2 ,s n s s s sH F H F H F H F Hη φ φ φ φ φ φ∆ ∆ = − ∆ − ∆ + − − ∆ +  

0
, 2 ,n n n nH H H Hφ φ φ φ∆ ∆ + ∆ + ( )

0 0

2 2

2 2n sH F Hφ φ+ −  

⇔   

( ) ( ) ( )~ ~, , , ,s n s s n nH F H F H H Hη φ φ φ φ φ φ∆ ∆ = − − ∆ ∆ + ∆ ∆ +   

( ) ( ){ }0 0

~ ~2 , ,s s n nF H F H H Hφ φ φ φ− − ∆ + ∆ + ( )
0

2

2sF H φ− +
0

2

2nHφ , 
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onde, por um ligeiro abuso de notação continua-se a usar o símbolo η  para expressar a 

média do erro quadrático em função de ( ),s nφ φ∆ ∆ . 

 A seguir, denote as classes de perturbações consideradas por  

 

{ }22 2
2 2

:
s

m m
s s s sS RH Wφ φ φ δ×

∆ = ∆ ∈ ∆ ≤  e  

{ }22 2
2 2

:
n

m m
n n n nS RH Wφ φ φ δ×

∆ = ∆ ∈ ∆ ≤  

 

 Segue-se que o índice “pior-caso” de desempenho 2 obustoH r− para um dado 

filtro H, com relação as classes S φ∆  e N φ∆  é dado por  

 

( ) ( ){ }2 2sup , , : ,
s nwc s n s nH H S Sφ φη η φ φ φ φ∆ ∆= ∆ ∆ ∆ ∈ ∆ ∈ . 

 

 A partir desse ponto, será usado um procedimento baseado em relaxação 

lagrangeana, similar ao usado na seção 2.4 para deduzir  um limitante superior para o 

índice “pior-caso” 2H  de um dado controlador estabilizante. Neste sentido, note-se que 

para todo 2
ss S φφ ∆∆ ∈ e 2

nn S φφ ∆∆ ∈ , tem-se as seguintes desigualdades : 

 

2 2

2 2

, , 0,

, , 0,

s s s s s s s s s s

n n n n n n n n n n

W W W W

W W W W

φ φ δ φ φ δ

φ φ δ φ φ δ

∆ ∆ ≤ ⇔ ∆ ∆ − ≤

∆ ∆ ≤ ⇔ ∆ ∆ − ≤
 

 

e o funcional Lagrangeano é definido por  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
, , , , ,s n s n s s s sL H F H F Hφ φ λ λ φ φ φ φ∆ ∆ = − + ∆ − + ∆  

( ) ( )0 0

2 2, , ,n n n n s s s s s n n n n n s s n nH H W W W Wφ φ φ φ λ φ φ λ φ φ λ δ λ δ+ + ∆ + ∆ − ∆ ∆ − ∆ ∆ + +  

⇔                                           

- ( ) ( ) ( ){ }0

22

2 2
, , , ,s n s n s s s s sL H W F Hφ φ λ λ λ φ φ φ∆ ∆ = ∆ − − + ∆  

+ ( ){ }0

22
2 2

2 2n n n n n s s n nW Hλ φ φ φ λ δ λ δ∆ − + ∆ − −  

⇔  

( ) ( ){ } ( ){ }1 0 1 0 1 0 1 0, , , , , ,s n s n s s s s s s n n n n n nL H J Jφ φ λ λ φ φ φ φ− ∆ ∆ = Θ ∆ + Θ Θ ∆ + Θ + Θ ∆ + Θ Θ ∆ + Θ
2 2

s s n nλ δ λ δ− − ,  

 

onde  

 

( )
1 s s
s

W I

F H

λ 
Θ =  

−  
; ( )

0

0
0

s
sF H φ

 
Θ =  − 

; 1 n n
n

W I

H

λ 
Θ =  

 
;

0

0
0

n
nHφ

 
Θ =  

 
;

0

0

I
J

I
 

=  − 
, 

 

ou equivalentemente (definindo 2
m m

s s sT W RHφ ×= ∆ ∈  , 2
m m

n n nT W RHφ ×= ∆ ∈ ): 

 

(5.3.2)           ( ) ( )1 0 1 0, , , , ,s n s n s s s s s sL H T J Tφ φ λ λ− ∆ ∆ = Θ + Θ Θ + Θ  

                        ( )1 0 1 0 2 2,n n n n n n s s n nT J T λ δ λ δ+ Θ + Θ Θ + Θ − −  

        
 

onde  

( )
1

1
s

s

s

I

F H W

λ
−

 
Θ =  

−  
, ( )

0

0
0

s
sF H φ

 
Θ =  − 

, 1

1
n

n

n

I

HW

λ
−

 
Θ =  

 
, 

0

0
0

n
nHφ

 
Θ =  

 
, 
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Note agora,   que 1 0
s s sTΘ + Θ  e 1 0

n s nTΘ + Θ  da expressão (5.3.2) podem ser escritos como 

 

( )1 0 1 00
0

s
s s s s s s

I
T T

I

λ 
Θ + Θ = Θ + Θ 

 

(
 e  ( )1 0 1 00

0
n

n n n n n n

I
T T

I

λ 
Θ + Θ = Θ + Θ 

 

(
, 

 

onde  

 

( )
1

1s
s

I

F H W −

 
Θ =  − 

(
 ; 1

1n
n

I

HW −

 
Θ =  

 

(
 

 

 

Assim, a expressão (5.3.2) pode ser escrita como  

 

(5.3.3)    ( ) ( )1 0 1 0, , , , ,s n s n s s s s s s sL H T J Tφ φ λ λ− ∆ ∆ = Θ + Θ Θ + Θ
( ( (

 

               ( )1 0 1 0,n n n n n n nT J T+ Θ + Θ Θ + Θ
( ( (

2 2
s s n nλ δ λ δ− − , 

 

onde  

 

0

0
s

s

I
J

I

λ 
=  − 

(
 ; 

0

0
n

n

I
J

I

λ 
=  − 

(
. 

 

 

Como as variáveis sT  e nT  são matrizes de funções, para utilizar os resultados da seção 

4.2 que relacionam um funcional lagrangeano com um funcional de custo de um 
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problema LQR,  a expressão (5.3.3) dever ser “separada” em tantos quanto forem as 

colunas de  sT  e nT , de modo que se tenha a seguinte expressão: 

 

(5.3.4)     ( ) ( )1 0 1 0

1

, , , , ,
m

s n s n s s i s i s s s i s i
i

L H T e e J T e eφ φ λ λ
=

− ∆ ∆ = Θ + Θ Θ + Θ∑
( ( (

 

                 + ( )1 0 1 0 2 2

1

,
m

n n i n i n n n i n i s s n n
i

T e e J T e e λ δ λ δ
=

Θ + Θ Θ + Θ − −∑
( ( (

; 

 

onde ie  pertence a base canônica de mR  para 1,...,i m=  . 

 

 Segue da expressão (5.3.4) , que o funcional dual pode ser escrito como  

  

(5.3.5)                         ( ) 2 2

1 1

, ,
m m

s n
s n i i s s n n

i i

L H λ λ µ µ λ δ λ δ∗
= =

   
= − − + +   

   
∑ ∑  

 

onde, para  1,...,i m= , cada s
iµ  e n

iµ são dados por  

 

( ){ }1 0 1 0
2inf , :s m

i s s i s s s iT e J T e T RHµ = Θ + Θ Θ + Θ ∈
( ( (

 

 

( ){ }1 0 1 0
2inf , :n m

i n n i n n n iT e J T e T RHµ = Θ + Θ Θ + Θ ∈
( ( (

 

 

A seguir, assim como nos capítulos 3 e 4, mostra-se que determinar o funcional 

dual ( ), ,s nL H λ λ∗  para multiplicadores e filtros fixos, envolve essencialmente resolver 

problemas de otimização linear com restrições definidas por LMI’s, uma vez que para 
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cada 1,...,i m= , s
iµ  e n

iµ podem caracterizados por meio de valores ótimos de 

problemas de horizonte infinito LQR, os quais, com as devidas condições de existência,  

são as soluções dos problemas de otimização acima citados. Por sua vez, conforme visto 

na seção 4.2, as condições para que cada s
iµ  e n

iµ  sejam finitos são dadas por 

( ) 1
s sF H W λ−

∞
− <  e 1

n nHW λ−

∞
< . A partir desta caracterização do funcional 

dual, pode-se tanto considerar um problema de análise mantendo o filtro H fixo e 

fazendo a minimização de ( ), ,s nL H λ λ∗  com relação aos multiplicadores , como 

considerar um procedimento de síntese baseado na minimização de ( ), ,s nL H λ λ∗  sobre 

com relação aos multiplicadores e filtro simultaneamente.  

A seguir, a Proposição 5.3.1 que associa a cada funcional quadrático 

( )1 0 1 0,s s i s s s iT e J T eΘ + Θ Θ + Θ
( ( (

 em 2
mRH  , um  funcional de custo de um problema 

L.Q.R. Um resultado similar vale para cada ( )1 0 1 0,n n i n n n iT e J T eΘ + Θ Θ + Θ
( ( (

. 

 

Proposição 5.3.1: Considere o funcional quadrático definido em 2
mRH  por  

 

                                         ( ) ( )1 0 1 0,s s i s s s iY Y e J Y eϕ = Θ + Θ Θ + Θ
( ( (

 

onde  

( )
1

1s
s

I

F H W −

 
Θ =  − 

(
, ( )

0

0
0

s
sF H φ

 
Θ =  − 

,
0

0
s

s

I
J

I

λ 
=  − 

(
, 

ie  pertence a base canônica de mR . Admita que ( ) 1
s sF H W λ−

∞
− <   e sejam 

( )
1 1 1 1
, , ,s s s sA B C D  e ( )

0 0 0
, ,s s sA B C  realizações  de ( ) 1

sF H W −−  e ( )
0s

F H φ−  

respectivamente, com ( )
1 1
,s sA B  e ( )

0 0
,s sA B   controláveis, e 

1s
A  e 

0sA  Hurwitz. Defina  
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1

2

0

0
s

s
s

A
A

A

 
=  

 
, 1

0
s

s

B
B

 
=  

 
 , 

0

0

0
s

s

x
B

 
=  

 
 , 

1 0s s sC C C =  M , xx xu

ux uu

S S
S

S S

 
=  

 
, com  

 

,T

xx s sS C C= −  
1
,T

xu s sS C D= −  
1

,T
ux s sS D C= −

1 1

T
uu s s sS I D Dλ= − .  

 

Então, )( )2 0,
m

u L∀ ∈ ∞  tal que ( )Y s  é a transformada de Laplace de ( )u t , tem-se que  

     

                                          ( ) ( ) ( ) ( )
( )0

T T x t
Y x t u t S dt

u t
ϕ

∞  
 =   

 
∫  

 

onde ( )x ⋅ satisfaz ( ) ( ) ( )s sx t A x t B u t= +& , 0,t ≥  ( )
0

0 s ix x e= , sA  é Hurwitz, TS S= , 

0uuS >  , ( ),z zA R  é estabilizável e z z
z T

z z

A R
H

Q A

 
=  − − 

 não tem autovalores no eixo 

imaginário, onde 1
z s s uu uxA A B S S−= − , 1 T

z s uu sR B S B−= − , 1
z xx xu uu uxQ S S S S−= − .                 ∇  

 

Demonstração : A demonstração é idêntica a demonstração da Proposição 4.2.1, 

utilizando-se a correspondência entre o funcional quadrático 2H  e o funcional de custo 

LQR da mesma forma que na Proposição 4.2.1.                                                           W 

 

 Como mencionado anteriormente, um resultado análogo pode ser enunciado para 

cada ( )1 0 1 0,n n i n n n iT e J T eΘ + Θ Θ + Θ
( ( (

, trocando a condição ( ) 1
s sF H W λ−

∞
− <  por 

1
n nHW λ−

∞
< , e utilizando correspondências similares entre o funcional quadrático 

2H  e o funcional de custo LQR. 
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Utilizando o Lema 3.2.2 da seção 3.2, sob as hipóteses da Proposição 5.3 tem-se 

que cada s
iµ (analogamente cada n

iµ ) pode ser escrito por meio do valor ótimo de um 

problema de otimização linear com restrição L.M.I, qual seja: 

 

0 0
max T

is si i

T T
i s s s iP P

e x P x e
=

 sujeito a 1

1 1 1

0i i i

i

T T T
s s s s s s s s s s

T T T
s s s s s s s

A P P A C C P B C D

B P D C I D Dλ

 + − −
≥ 

− −  
. 

 

Da mesma forma que na seção 4.2, utilizando-se uma mudança de variável, mostra-se 

que s
iµ−  é dado pelo valor ótimo de um problema de minimização convexa, e utiliza-se 

a fórmula do Complemento de Schur para escrever  a desigualdade matricial acima em 

uma forma equivalente, sem termos quadráticos no filtro (que são dados por T
s sC C , 

1

T
s sC D ,

1

T
s sD C  e 

1 1

T
s sD D ). Todas esses passos serão omitidos pois são os mesmos 

realizados na seção 4.2, e o resultado é a Proposição 5.3.2., que caractacteriza o 

funcional dual para fixos multiplicadores e filtro, como problemas de otimização linear 

com restrições definidas por LMI’s: 

 

 

Proposição 5.3.2 Se ( ) 1
s sF H W λ−

∞
− <  e 1

n nHW λ−

∞
< , então  

 

( ) 2 2

1 1

, ,
m m

s n
s n i i s s n n

i i

L H λ λ µ µ λ δ λ δ∗ ∗ ∗
= =

   
= + + +   

   
∑ ∑  

 

onde, para  1,...,i m= , s
iµ ∗  é o valor ótimo do problema  
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0 0
min T

is si i

T T
i s s s iP P

e x P x e
=

 sujeito a 1

1

0

i i i

i

T T
s s s s s s s

T T
s s s s

s s

A P P A P B C

B P I D

C D I

λ
 +
 

−  ≤ 
 

−  

M
M

L L L L
M

 

onde  

1

0

0

0
s

s
s

A
A

A

 
=  

 
; 1

0
s

s

B
B

 
=  

 
 ; 

0

0

0
s

s

x
B

 
=  

 
 ; 

1 0s s sC C C =  M ; 

( )
1 1 1 1
, , ,s s s sA B C D  e ( )

0 0 0
, ,s s sA B C  são realizações  de ( ) 1

sF H W −−  e ( )
0s

F H φ−  

respectivamente, com ( )
1 1
,s sA B  e ( )

0 0
,s sA B   controláveis, e 

1s
A  e 

0sA  Hurwitz; 

 

e para  1,...,i m= , n
iµ ∗  é o valor ótimo do problema 

 

0 0
min T

in ni i

T T
i n n n iP P

e x P x e
=

 sujeito a 1

1

0

i i i

i

T T
n n n n n n n

T T
n n n n

n n

A P P A P B C

B P I D

C D I

λ
 +
 

−  ≤ 
 

−  

M
M

L L L L
M

 

onde  

1

0

0

0
n

n
n

A
A

A

 
=  

 
; 1

0
n

n

B
B

 
=  

 
 ; 

0

0

0
n

n

x
B

 
=  

 
 ; 

1 0n n nC C C =  M ; 

( )
1 1 1 1
, , ,n n n nA B C D  e ( )

0 0 0
, ,n n nA B C  são realizações  de 1

nHW −  e 
0nHφ  respectivamente, 

com ( )
1 1
,n nA B  e ( )

0 0
,n nA B   controláveis, e 

1nA  e 
0nA  Hurwitz.                                     ∇   

 

Comentário: Como mencionado anteriormente, pode-se considerar um problema de 

análise de desempenho ao se fixar o filtro H e minimizar o funcional dual com relação 

aos multiplicadores, utilizando a caracterização dada pela Proposição 5.3.2. 
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 Considere agora, o procedimento de síntese baseado na minimização do 

funcional dual sobre o conjunto dos multiplicadores e sobre o conjunto dos filtros 

simultaneamente, ou seja, considere o problema: 

 

Problema s:  ( ), ,min , ,
s nH s nL Hλ λ λ λ∗  sujeito a ( ) 1 1;s s n nF H W HWλ λ− −

∞ ∞
− < < . 

 

 Novamente, será usado o procedimento de confinar variáveis de decisão a 

subespaços de dimensão finita. Como mencionado anteriormente, uma conseqüência de 

se considerar incertezas quadráticas, é que os multiplicadores já pertencem ao espaço 

euclidiano. Portanto, apenas a variável correspondente ao filtro será confinada a um 

subespaço de dimensão finita. Diferentemente do que foi feito para síntese de 

controladores, será utilizada uma classe linearmente parametrizada, qual seja  

 

( ) ( ){ }1
: ; ,  

        

Hm nm m m m
H H H H H H HS H RH H s C sI A B D C D

− ×× ×
∞= ∈ = − + ∈ ∈R R

 

onde H Hn n
HA ×∈R  e Hn m

HB ×∈R  são tais que ( ),H HA B  é controlável e HA  é Hurwitz. 

 

A partir de realizações mínimas ( ), , ,F F F FA B C D , ( ), , ,
s s s sW W W WA B C D

( (( (
 e 

( ), , ,
n n n nW W W WA B C D

( (( (
 de F , 1

sW −  e 1
nW −  respectivamente, é possível obter realizações de         

( ) 1
sF H W −−  e 1

nHW −  , denotadas por  

 

 

( ) ( )( )
1 1 1 1
, , , , ,s s s H H s H HA B C C D D C D  realização de ( ) 1

sF H W −− ; 
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(
1 1
, ,n nA B ( ) ( ))

1 1
, , ,n H H n H HC C D D C D  realização de 1

nHW − ; 

 

tais que 
1s

A  e 
1nA  são Hurwitz, ( )

1 1
,s sA B  e ( )

1 1
,n nA B  não dependem de  e H HC D , 

( ) ( )
1 1

, , ,s H H s H HC C D D C D , ( )
1

,n H HC C D  e ( )
1

,n H HD C D  são funções afins de 

 e H HC D . Essas realizações são dadas por: 

 

(5.3.6) 

( )

1 1

1 1

0

0 ; ;

0

, ;

s

s

s

ss

s s s

F F F W
W

H Hs s H W

WW

s H H F H F W H s F W H W

A B B D
C

A BA B B D

BA

C C D C C D C D D D D D D

       
       −= = −       
    

  
  = − = − 

(( (
((

( ( (M M

 

 

(5.3.7) 

( )

1 1

1 1

; ;
0

, ;

nn

nn

n n

H WH H W
n n

WW

n H H H H W n H W

B DA B C
A B

BA

C C D C D C D D D

    
= =          

  = =  

( (
( (

( (M
 

 

Admita que as realizações dadas por (5.3.6) e (5.3.7) são tais que ( )
1 1
,s sA B  e 

( )
1 1
,n nA B  são controláveis . Então, devido ao “bounded real-lemma” (Boyd et al 1994) 

tem-se que  

 

( ) 1
s sF H W λ−

∞
− <  se e somente se existe T

s sX X=  tal que 0sX > e 

( ), , 0s s H HQ X C D < , onde  
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(5.3.8)        ( )

( )
( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

,

,, ,

, ,

TT
s s s s s s s H H

TT
s s s s H H

s s H H

s H H s H H

A X X A X B C C D

B X I D C DQ X C D

C C D D C D I

λ

 +
 
 −=  
 
 − 

M
M

L L L L
M

 

 

analogamente, 

 

1
n nHW λ−

∞
<  se e somente se existe T

n nX X=  tal que 0nX > e ( ), , 0n n H HQ X C D < , 

onde  

 

(5.3.9)     ( )

( )
( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

,

,, ,

, ,

TT
n n n n n n n H H

TT
n n n n H H

n n H H

n H H n H H

A X X A X B C C D

B X I D C DQ X C D

C C D D C D I

λ

 +
 
 −=  
 
 − 

M
M

L L L L
M

 

 

Comentário: Se as realizações dadas por (5.3.6) e (5.3.7) são tais que ( )1 1
,s sA B  e 

( )
1 1
,n nA B não são controláveis, é sempre possível por meio de uma transformação de 

similaridade seguida de um truncamento, obter realizações controláveis de ( ) 1
sF H W −−   

e  de 1
nHW −  de maneira que os “termos C e D” destas realizações sejam afins nos  

“parâmetros livres” da classe HS , conforme observado no capítulo 3, seção 3.3. 

 

Finalmente, a partir de realizações mínimas ( ), ,s s sA B Cφ φ φ  e ( ), ,n n nA B Cφ φ φ  dos 

modelos nominais 
0s

φ e 
0nφ , é possível obter uma realização ( )( )

0 0 0
, , ,s s s H HA B C C D de 

( )
0s

F H φ−  e uma realização ( )( )
0 0 0
, , ,n n n H HA B C C D  de 

0nHφ  tais que 
0sA  e 

0nA  são 
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Hurwitz, ( )0 0
,s sA B  e ( )0 0

,n nA B  não dependem de  e H HC D , ( )
0

,s H HC C D  e 

( )
0

,n H HC C D  são funções afins de  e H HC D .  Essas realizações são dadas por: 

 

(5.3.10) 

( )

0 0

0

0

0 ; ;

0

, ;

F F F s
s

H Hs s H s

ss

s H H F H F s H

A B B D
C

A BA B B D

BA

C C D C C D C D

φ
φ

ι

φφ

φ

       
       −= = −       
      
  = −  M M

 

 

e  

 

(5.3.11)

( )

0 0

0

; ;
0

,

H nH H n
n n

nn

n H H H H n

B DA B C
A B

BA

C C D C D C

φφ

φφ

φ

    
= =    

   
  =   M

 

 

 

Assumindo que as realizações dadas por (5.3.10) e (5.3.11) são tais que  ( )0 0
,s sA B  e 

( )0 0
,n nA B  são controláveis (pois caso contrário, um comentário análogo ao feito para as 

realizações (5.3.6) e (5.3.7) se aplica) segue-se que, ao se considerar a classe HS ,  o 

Problema s pode ser reformulado em termos de um problema de otimização linear em 

espaços euclidiano com restrições definidas por LMI’s. Esse resultado da Proposição a 

seguir, cuja demonstração decorre do desenvolvimento anterior. 
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Proposição 5.3.3: Seja 

( ) ( ){ }1
: ; ,  

        

Hm nm m m m
H H H H H H HS H RH H s C sI A B D C D

− ×× ×
∞= ∈ = − + ∈ ∈R R

 

então  

( ) ( )2, ,
min , ,

H s n
s nH S

L H
λ λ

λ λ∗∈ ∈R  sujeito a ( ) 1 1;s s n nF H W HWλ λ− −

∞ ∞
− < <  

 

é equivalente a  

1 1, , ,..., , ,..., , , , ,min
s n s s n n s n H Hm m

X X P P P P C Dλ λ 0 0 0 0

2 2

1 1
i i

m m
T T T T
i s s s i i n n n i s s n n

i i

e x P x e e x P x e λ δ λ δ
= =

+ + +∑ ∑  

sujeito a  

 

0, 0s nλ λ> > , 0T
s sX X= > , 0T

n nX X= > , ( ), , 0s s H HQ X C D < , ( ), , 0n n H HQ X C D < , 

onde ( ), ,s s H HQ X C D  e ( ), ,n n H HQ X C D  são matrizes definidas em (5.3.12) e (5.3.13), 

e 1,..., : ,
i i i i

T T
s s n ni m P P P P∀ = = =  e  

 

( )
( )

( ) ( )

1

1

,

,
0

, ,

i i i

i

T T
s s s s s s s H H

T T
s s s s H H

s H H s H H

A P P A P B C C D

B P I D C D

C C D D C D I

λ
 +
 

−  ≤ 
 

−  

M
M

L L L L
M

; 

 

( )
( )

( ) ( )

1

1

,

,
0

, ,

i i i

i

T T
n n n n n n n H H

T T
n n n n H H

n H H n H H

A P P A P B C C D

B P I D C D

C C D D C D I

λ
 +
 

−  ≤ 
 

−  

M
M

L L L L
M

; 

 

onde  
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1

0

0

0
s

s
s

A
A

A

 
=  

 
; 1

0
s

s

B
B

 
=  

 
 ; 

0

0

0
s

s

x
B

 
=  

 
 ; ( ) ( ) ( )

1 0
, , ,s H H s H H s H HC C D C C D C C D =  M  

 

1

0

0

0
n

n
n

A
A

A

 
=  

 
; 1

0
n

n

B
B

 
=  

 
 ;

0

0

0
n

n

x
B

 
=  

 
; 

( ) ( ) ( )
1 0

, , ,n H H n H H n H HC C D C C D C C D =  M                                                                   ∇  

 

 

Na próxima seção serão formulados os problemas de análise de desempenho 

robusto de um dado filtro, e síntese de filtro para bom desempenho, relativo a incertezas 

nos fatores espectrais caracterizadas por “bolas” H∞ . 

 

 

5.4-Incertezas definidas por “bolas”  

H∞ −ponderadas  

 

 Nesta seção, são consideradas classes de incertezas para os fatores espectrais das 

densidades espectrais de potência do sinal e do ruído caracterizadas por “bolas” 

H∞ − ponderadas. Diferentemente da seção anterior, os multiplicadores considerados ao 

se aplicar relaxação lagrangeana são caracterizados por funções de transferência. 

 Mesmo assim, ainda é possível tirar vantagem do fato do funcional lagrangeano 

não conter termos com produtos entre os multiplicadores e o filtro, de modo a evitar o 

procedimento “D-K iteration” utilizado em Controle Robusto. 
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 Inicialmente, são definidas as classes de incerteza espectrais através de bolas 

“bolas” H∞ − ponderadas. da seguinte forma  

 

( ) ( ){ }0

2

2 : ; ,
s

m m
s s s s s s sF

S RH W j jφ φ φ φ φ φ ω µ ω ω∞ ×= ∈ = + ∆ ∆ ≤ ∀ ∈R   

( ) ( ){ }0

2

2 : ; ,
n

m m
n n n n n n nF

S RH W j jφ φ φ φ φ φ ω µ ω ω∞ ×= ∈ = + ∆ ∆ ≤ ∀ ∈ R , 

e as correspondentes classes de perturbações dadas por   

( ) ( ){ }2
:

s

m m
s s s sF

S RH W j jφ φ φ ω µ ω ω∞ ×
∆ ∞= ∆ ∈ ∆ ≤ ∀ ∈ R   

( ) ( ){ }2
:

n

m m
n n n nF

S RH W j jφ φ φ ω µ ω ω∞ ×
∆ ∞= ∆ ∈ ∆ ≤ ∀ ∈ R

 

onde ~
s s s RLµ µµ φ φ ∞= ∈  , ~

n n n RLµ µµ φ φ ∞= ∈  são tais que ( ) 0 s jµ ω >  ω∀ ∈ R e  

( ) e 0 n jµ ω >  ω∀ ∈ R , 2s RHµφ ∈ , 2n RHµφ ∈  e m m
sW RH ×

∞∈  , tais que 1 m m
sW RH− ×

∞∈  

, 1 m m
nW RH− ×

∞∈  são os fatores de ponderação. 

 A seguir, note-se que para todo 
ss S φφ ∞

∆∆ ∈ e 
nn S φφ ∞

∆∆ ∈ , tem-se que  

 

, ,

, ,

s s s s s s s s

n n n n n n n n

h W W h

h W W h

µ µ

µ µ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

∆ ∆ ≤

∆ ∆ ≤
 

onde sh RL∞∈  , nh RL∞∈  tais que ( ) 0sh jω >  ω∀ ∈ R  e ( ) 0nh jω > ω∀ ∈R..  

 

O funcional Lagrangeano é então definido por  

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0
, , , , ,s n s n s s s sL H h h F H F Hφ φ φ φ φ φ∆ ∆ = − + ∆ − + ∆ +

( ) ( )0 0
, , , ,n n n n s s s s s n n n n n s s sH H hW W h W W h µ µφ φ φ φ φ φ φ φ φ φ+ ∆ + ∆ − ∆ ∆ − ∆ ∆ +  

,n n nh µ µφ φ+ . 



 252

 Para simplificar a notação, considere a seguinte mudança de variável 

 

,  s s s n n nW X W Xφ φ∆ = ∆ =  

  

Assim como na seção 5.3, para usar os resultados dos capítulos anteriores de 

modo a expressar o funcional dual por meio de um valor ótimo de um problema LQR, o 

funcional Lagrangeano acima deve ser “separado” em tantos quantos forem os canais de 

entrada dos sinais (que, por hipótese, são m-dimensionais). Neste sentido, note que o 

funcional Lagrangeano pode se reescrito como 

 

(5.4.1) ( ) 1 0 1 0

1 1

, , , , , ,
m m

s n s n s s i s i s s i s i s s i s i
i i

L H X X h h h X e X e X e e X e e
= =

 
= − + Θ + Θ Θ + Θ 

 
∑ ∑  

1 0 1 0

1 1

, , ,
m m

n n i n i n n i n i n n i n i s s s
i i

h X e X e X e e X e e h µ µφ φ
= =

 
− + Θ + Θ Θ + Θ + 

 
∑ ∑  

,n n nh µ µφ φ+  

 

onde ( ) ( )
0 0

1 1 0 1 1 0,  ,  ,  s s s s n n n nF H W F H HW Hφ φ− −Θ = − Θ = − Θ = Θ =  e  ie  pertence a base 

canônica de mR  para 1,...,i m= . Esta última expressão do Lagrangeano será usada para 

expressar o funcional dual , para filtro e multiplicadores fixos, definido por  

 

(5.4.2)       ( ) ( ) ( ){ }, , sup , , , , : , m m
s n s n s n s nL H h h L H X X h h X X RH RH∗ ∞ ∞= ∈ ×  

 

por meio de problemas de otimização em espaços euclidianos com restrição LMI. Isto é 

feito relacionando cada termo ,s s i s ih X e X e , ,n n i n ih X e X e  do funcional Lagrangeano 
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com um funcional de custo de um problema LQR conforme feito na seção 3.2 (através 

de projeções) e relacionando os termos  

 

1 0 1 0,s s i s i s s i s iX e e X e eΘ + Θ Θ + Θ ; 1 0 1 0,n n i n i n n i n iX e e X e eΘ + Θ Θ + Θ  

 

conforme feito na seção 4.2 (sem projeções).  

Por simplicidade, considere as representações gerais destes termos, através dos 

seguintes funcionais definidos em 2
mRH . 

 

( )1 ,Z hZ Zϕ = , onde 2 ,mZ RH∈ h RL∞∈  tais que ( ) 0h jω >  ω∀ ∈ R ; 

 

( )2 1 0 1 0,Z Z Zϕ = Θ + Θ Θ + Θ , onde 1
m mRH ×
∞Θ ∈  e 0 2

mRHΘ ∈ . 

 

Em conformidade com o desenvolvimento da seção 3.2, a associação de ( )1 Zϕ  com um 

funcional de custo de um problema LQR. pode ser feita diretamente da seguinte forma 

 

Proposição 5.4.1: Seja he RH∞∈  tal que ~
h hh e e= + , e ( ) 1T

h eh eh eh ehe c sI A b d
−

= − +  com  

( ),h hA b  controlável e hA  Hurwitz. Defina eha m ehA I A= ⊗ , eha m ehB I b= ⊗ , 

T
eha m ehC I c= ⊗ , e  

0

2

T
h eha

eha eh m

C
S

C d I

 
=  
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Então, para todo 2
mZ RH∈  e [ )( )2 0, ,

m
u L m∈  tal que Z  é a transformada de Laplace de 

u tem-se que  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )1

0

T T hh
h

x t
Z x t u t S dt

u t
ϕ

∞   =     
∫  

 

onde ( )hx ⋅  satisfaz ( )0 0hx =  e ( ) ( ) ( )h eha h ehax t A x t B u t= +&                                          ∇                                        

Demonstração: É essencialmente a mesma da Proposição 3.2.1 da seção 3.2 do 

capítulo 3.                                                                                                                       W  

 Agora, a associação de ( )2 1 0 1 0,Z Z Zϕ = Θ + Θ Θ + Θ  com um funcional de 

custo de um problema LQR é feita mediante a seguinte proposição: 

 

Proposição 5.4.2 Seja o funcional quadrático definido em 2
mRH  por  

 

( )2 1 0 1 0,Z Z Zϕ = Θ + Θ Θ + Θ  

 

onde  1
m mRH ×
∞Θ ∈  e 0 2

mRHΘ ∈ . Sejam ( )1 1 1 1, , ,A B C D  e ( )0 0 0, ,A B C  realizações de 1Θ  

e 0Θ  respectivamente com ( )1 1,A B  e ( )0 0,A B  controláveis e 1 0,A A  Hurwitz. Defina 

 

1

0

0

0H

A
A

A

 
=  

 
, 1

0H

B
B

 
=  

 
, 

0
0

0
Hx

B

 
=  

 
 e 

1 1 1 0 1 1

0 1 0 0 0 1

1 1 1 0 1 1

T T T

T T T
H

T T T

C C C C C D

C C C C C D
S

D C D C D D

 
 
 =  
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Então, para todo 2
mZ RH∈  e [ )( )2 0, ,

m
u L m∈  tal que Z  é a transformada de Laplace de 

u tem-se que  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2

0

T T HH
H

x t
Z x t u t S dt

u t
ϕ

∞   =     
∫  

 

onde ( )Hx ⋅  satisfaz ( )
0

0H Hx x=  e ( ) ( ) ( )H H H Hx t A x t B u t= +&                                      ∇  

 

Demonstração: Embora a Proposição 5.4.2 esteja ligeiramente diferente da Proposição 

4.2.1,  a demonstração de ambas segue os mesmo passos, isto é, usa-se o Teorema de 

Parseval para escrever ( ) ( ) ( )
( )0

T T HH
H

x t
x t u t S dt

u t

∞        
∫  como um funcional no domínio 

da freqüência, e a partir das correspondências definidas no enunciado da Proposição, 

verifica-se que este funcional é igual a ( )2 Zϕ .                                                             W  

 

A partir das Proposições 5.4.1 e  5.4.2  tem-se que 1 0 1 0, ,hZ Z Z Z− Θ + Θ Θ + Θ  pode 

ser relacionado com um funcional de custo LQR da seguinte forma  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
1 0 1 0

0

, ,
h

T T ha Ha
h H H

x t

hZ Z Z Z x t x t u t S S x t dt

u t

∞  
  − Θ + Θ Θ + Θ = −   
  

∫  

 

onde 
0 0
0 0 0

0 2

T
eha

ha

eha eh m

C

S

C d I

 
 =  
  

 e 

0 0 0

0
    

0

Ha

H
S

S

 
 
 =
 
 
  

. 
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Satisfeita a condição de finitude, qual seja ( )( )~
1 1 0hI jω ω− Θ Θ > ∀ ∈ R , tem-se de 

maneira semelhante a seção 3.2 e 4.2 que  o valor ótimo de  

 

2
1 0 1 0min , ,mZ RH

hZ Z Z Z
∈

− Θ + Θ Θ + Θ  

 

ou equivalentemente 

[ )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
2 0,

0

min m

h
T T ha Ha

h H Hu L

x t

x t x t u t S S x t dt

u t

∞

∈ ∞

 
   −   
  

∫  

  

é dado pelo valor ótimo do problema  

 

 

0 0max T

T

P P
x Px

=
 sujeito a 

1 1 1 0 1 1

0 1 0 0 0 1

1 1 1 0 1 1

0

2

T T T

T T TT
h

T T T T
h h m

C C C C C D

PB C C C C C C DA P PA

B P C d I D C D C D D

  
  

++    − ≥  
  

+      

 

 

 

ou equivalentemente (utilizando a fórmula de Complemento de Schur conforme a seção 

4.2) 
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0 0max T

T

P P
x Px

=
 sujeito a 

( )

[ ]

1

0

1

1 0 1

0

, ,      
0

0      

T

T
h h h

T

C

Q P C d C

D

C C D I

  
  
  
  

≤  
   

 
 
  

 

 

onde ( ), ,

2

T
h

h h h

T
h h m

PB CA P PA
Q P C d

B P C d I

 
 ++ =
 
 

+  

, 

 

0

0
eha

H

A
A

A

 
=  

 
, eha

H

B
B

B

 
=  

 
, 

0

0

0

H

x
x

 
=  

 
, 

 

( ), , ,eha eha eha e hA B C d  como definido na Proposição 5.4.1; 

 ( ), , , ,H H H HA B C D ( )1 1 1 1, , , ,A B C D  ( )0 0 0, ,A B C  e 
0Hx como definidos na Proposição 

5.4.2. 

 

 Aplicando todo o desenvolvimento feito para 1 0 1 0, ,hZ Z Z Z− Θ + Θ Θ + Θ  a 

cada  

 

1 0 1 0, ,s s i s i s s i s i s s i s ih X e X e X e e X e e− Θ + Θ Θ + Θ  

1 0 1 0, ,s n i n i n n i n i n n i n ih X e X e X e e X e e− Θ + Θ Θ + Θ , 
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existentes na expressão do funcional Lagrangeano dada pela expressão (5.4.1), e usando 

novamente uma mudança de variável(tal qual foi feito na  seção 4.2) para se ter o 

funcional dual expresso pelo valor ótimo de um problema de minimização convexa, 

tem-se a Proposição 5.4.2 que é a caracterização de ( ), ,s nL H h h∗ , para fixos 

multiplicadores e filtro, por meio de problema de otimização em espaços euclidianos 

com restrições definidas por LMI’s. 

 

Proposição 5.4.2 Se ( )( )( )
~1 1 0s s sh I jω− Θ Θ >  e ( )( )( )

~1 1
n n nh I jω ω− Θ Θ > ∀ ∈ R , tem-

se que ( ), ,s nL H h h∗  é o valor ótimo do problema  

 

0 0 0 01,..., : ,
1 1

min , ,T T
i is s n ni i i i

m m
T T T T
i s s s i i n n n i s s s n n ni m P P P P

i i

e x P x e e x P x e h hµ µ µ µφ φ φ φ
∀ = = =

= =

 
+ + + 

 
∑ ∑  

sujeito a 

 

(5.4.3)                               
( )

1

0

1

1 0 1

0

, ,      
0

0      

s i s s

T
s

T
sh s eha h
T
s

s s s

C

CQ P C d

D

C C D I

  
  
  
  
   ≤

   
 
 
     

 

 

(5.4.4)                              
( )

1

0

1

1 0 1

0

, ,      
0

0      

n i n n

T
n

T
nh n eha h
T
s

n n s

C

CQ P C d

D

C C D I

  
  
  
  
   ≤
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para todo 1,..., ,i m=  onde  

( ), ,

2

i si i

s i s s

i s s

T
s s ehas s s s

h s eha h

T
s s eha h m

P B CA P P A
Q P C d

B P C d I

 
 

+ +
=  

 
 +  

,

( ), ,

2

i ni i

n i n n

i n n

T T
n n ehan n n n

h n eha h

T
n n eha h m

P B CA P P A
Q P C d

B P C d I

 
 
 ++

=  
 
 +  

, 

 

1

0

0 0
0 0

0 0

seha

s s

s

A

A A

A

 
 =  
  

, 
1

0

seha

s s

B

B B

 
 =  
  

, 
0

0

0
0s

s

x

B

 
 =  
  

,  

 

1

0

0 0
0 0

0 0

nha

n n

n

A

A A

A

 
 =  
  

, 
1

0

neha

n n

B

B B
 
 =  
  

, 
0

0

0
0n

n

x

B

 
 =  
  

, 

 

( )
1 1 1 1
, , ,s s s sA B C D  e ( )

0 0 0
, ,s s sA B C  são realizações  de ( )1 1

s sF H W −Θ = −  e 

( )
0

0
s sF H φΘ = −  respectivamente, com ( )

1 1
,s sA B  e ( )

0 0
,s sA B  controláveis, e 

1s
A  e 

0sA  

Hurwitz;  

( )
1 1 1 1
, , ,n n n nA B C D  e ( )

0 0 0
, ,n n nA B C  são realizações  de 1 1

n nHW −Θ =  e 
0

0
n nHφΘ =  

respectivamente, com ( )
1 1
,n nA B  e ( )

0 0
,n nA B   controláveis, e 

1nA  e 
0nA  Hurwitz;  
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s seha m ehA I A= ⊗ , 
s seha m ehB I b= ⊗ , 

s s

T
eha m ehC I c= ⊗ , e 

n neha m ehA I A= ⊗ , 
n neha m ehB I b= ⊗ , 

n n

T
eha m ehC I c= ⊗ , onde para 

she RH∞∈ tal que ~

s ss h hh e e= +  e 
nhe RH∞∈  tal que 

~

n nn h hh e e= +  tem-se que ( ) 1

s s s s s

T
h eh eh eh ehe c sI A b d

−
= − +  com ( ),

s seh ehA b  controlável e 

sehA  Hurwitz, e ( ) 1

n n n n n

T
h eh eh eh ehe c sI A b d

−
= − +  com ( ),

n neh ehA b  controlável e 
nehA  

Hurwitz                                                                                                                            ∇        

 

 Assim, a partir da caracterização  de ( ), ,s nL H h h∗  dada pela Proposição 5.4.2, 

pode-se conceber um procedimento de síntese baseado na minimização de ( ), ,s nL H h h∗  

com relação a multiplicadores e filtros simultaneamente, confinados a classes 

linearmente parametrizadas. 

 Considere novamente a classe linearmente parametrizada de filtros, usada na 

seção anterior definida por 

 

( ) ( ){ }1
: ; ,  

        

Hm nm m m m
H H H H H H HS H RH H s C sI A B D C D

− ×× ×
∞= ∈ = − + ∈ ∈R R

 

onde H Hn n
HA ×∈R  e Hn m

HB ×∈R  são tais que ( ),H HA B  é controlável e HA  é Hurwitz. 

  

Já foi visto na seção anterior que realizações ( )
1 1 1 1
, , ,s s s sA B C D  de  

( )1 1
s sF H W −Θ = − , e ( )

0 0 0
, ,s s sA B C  de ( )

0

0
s sF H φΘ = −  podem ser obtidas de modo que 

1s
A  e 

0sA  são Hurwitz, ( )
1 1
,s sA B  e ( )0 0

,s sA B  não dependem de  e H HC D , 

( ) ( )
1 1

, , ,s H H s H HC C D D C D , e ( )
0

,s H HC C D  são funções afins de  e H HC D , e ainda com 
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( )
1 1
,n nA B  e ( )

0 0
,n nA B  controláveis. O mesmo se aplica para realizações 

( )
1 1 1 1
, , ,n n n nA B C D  de 1 1

n nHW −Θ =  e ( )
0 0 0
, ,n n nA B C  de 

0

0
n nHφΘ = .  

A seguir, considere as seguintes classes de multiplicadores linearmente 

parametrizadas 

 

( ) ( ){
( ) ( ) }

1~

~

: , ,  , :

         : 0 ,

s

s s s s s s s s s s

nT
h s h h h h eh eh eh eh eh eh

s s

S h e e e RH e s c sI A b d c d

eh j eh jω ω ω

−

∞= = + ∈ = − + ∈ ∈

∀ ∈ + ≥

R R
R

 

( ),  sao fixos; ,  controlável e Hurwitz.s s s

s s s s s

n n n
eh eh eh eh ehA b A b A×∈ ∈ %R R   

  

( ) ( ){
( ) ( ) }

1~

~

: , ,  , :

         : 0 ,

n

n n n n n n n n n n n

nT
h n h h h h eh eh eh eh eh eh

n n

S h e e e RH e s c sI A b d c d

eh j eh jω ω ω

−

∞= = + ∈ = − + ∈ ∈

∀ ∈ + ≥

R R
R

 

( ),  sao fixos; ,  controlável e  Hurwitz.n n n

n s n n n

n n n
eh eh eh eh ehA b A b A×∈ ∈ %R R   

 

É imediato verificar que as desigualdades (5.4.3) e (5.4.4) da Proposição 5.4.2 

são de fato afins nos parâmetros “livres’ das classes de multiplicadores 
shS  e 

nhS  e nos 

parâmetros livres da classe de filtros HS . 

Finalmente, note que a condição de finitude ( )( )( )
~1 1 0 s s sh I jω ω− Θ Θ > ∀ ∈ R , 

pode ser escrita (usando a fórmula de complemento de Schur) como: 

 

( ) ( )
~1

1
0 s s

s

h I
j

I
ω ω

 Θ
  > ∀ ∈
 Θ 

R  

⇔  



 262

( )
( )

( )

~1

1

0
0 1 1

02 2

s s s

s

eh I eh I
j j

I I
ω ω ω

   Θ
   + > ∀ ∈  Θ     

R  

 

Defina 1

0

1
2

s

s

s

eh I
E

I

 
 
 Θ
 

@ . Para 
ss hh S∈  e HH S∈ , pode-se obter uma realização 

( ), , ,
s s s sE E E EA B C D  de modo que 

sEA  seja Hurwitz, ( ),
s sE EA B  não depende dos 

parâmetros livres das classes 
shS  e HS , e 

sEC , 
sED  são funções afins de ,H HC D , 

sehc e 

sehd . Essa realização é dada por 

 

1

0

0
s

s

eh
E

s

I A
A

A

 ⊗
=  

  
, 

1

0
0

s

s

eh
E

s

I b
B

B

 ⊗
=  

  
,  

( ) ( )
1

0
, ,

0 ,
s

s s

eh

E eh H H
s H H

I c
C c C D

C C D

⊗ 
=  

 
, ( ) ( )

1

0
, , 1

,
2

s

s s

eh

E eh H H

s H H

d I
D d C D

D C D I

 
 =
 
 

 

 

Admita que ( ),
s sE EA B  é controlável (isso possível devido ao mesmo argumento de 

transformação de similaridade seguido de truncamento usado na seção anterior), então 

pelo lema positivo real, tem-se que  

 

( ) ( )~ 0 s sE j E jω ω ω+ > ∀ ∈R  se e somente se existe T
es esP P=  tal que 0esP >  e 

 

(5.4.5)           
( )

( ) ( ) ( )
, ,

0
, , , , , ,

s s s s s

s s s s s s s

T T
E es es E es E E eh H H

T T
E es E eh H H E eh H H E eh H H

A P P A P B C c C D

B P C c C D D d C D D d C D

 + −
  <
 − − − 
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O mesmo  desenvolvimento  pode ser feito para a condição de finitude dada por 

( )( )( )
~1 1

n n nh I jω ω− Θ Θ > ∀ ∈ R , quando 
nn hh S∈  e HH S∈ , de modo que esta 

condição é equivalente existir T
en enP P=  tal que 0enP >  e  

 

(5.4.6)           
( )

( ) ( ) ( )
, ,

0
, , , , , ,

n n n n n

n n n n n n n

T T
E en en E en E E eh H H

T T
E en E eh H H E eh H H E eh H H

A P P A P B C c C D

B P C c C D D d C D D d C D

 + −
  <
 − − − 

 

 

onde 
nEA  seja Hurwitz, ( ),

n nE EA B  é controlável e não depende dos parâmetros livres 

das classes 
nhS  e HS ,  ( ), ,

n nE eh H HC c C D  e ( ), ,
n nE eh H HD d C D  são funções afins de 

,H HC D , 
nehc e 

nehd . 

 

 Finalmente, verifica-se facilmente que os termos , , ,s s s n n nh hµ µ µ µφ φ φ φ  são 

escritos como funções lineares dos parâmetros 
sehc , 

sehd , 
nehc e 

nehd . Para isto, note que  

 se 
ss hh S∈ , tem-se que  

 

( ) 2~

2
, , 2 , 2 2

s s s s s

T
s s s h h s s h s s eh s eh sh e e e c R dµ µ µ µ µ µ µ µφ φ φ φ φ φ φ= + = = +  

onde ( ) ( ) ( ) ( )
11

2
s ss s eh eh sR j j A b j dµ µ µπ φ ω ω φ ω ω

∞ −− ∗

−∞
= −∫  

 

Analogamente, se 
nn hh S∈ , então: 

 

( ) 2~

2
, , 2 , 2 2

n n n n n

T
n n n h h n n h n n eh n eh nh e e e c R dµ µ µ µ µ µ µ µφ φ φ φ φ φ φ= + = = +  
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onde ( ) ( ) ( ) ( )
11

2
n nn n eh eh nR j j A b j dµ µ µπ φ ω ω φ ω ω

∞ −− ∗

−∞
= −∫  

 

Portanto, segue-se da Proposição 5.4.2 e de todo o desenvolvimento posterior a 

ela, que quando são consideradas as classes linearmente parametrizadas 
shS , 

nhS  e HS ,  

o procedimento de síntese baseado na minimização de ( ), ,s nL H h h∗  com relação a 

multiplicadores e filtros simultaneamente, pode ser reformulado como um problema de 

otimização no espaço euclidiano, com restrições definidas por LMI. Esse é o resultado 

da próxima proposição: 

 

Proposição 5.4.3: Sejam 

( ) ( ){ }1
: ; ,  ;

        

Hm nm m m m
H H H H H H HS H RH H s C sI A B D C D

− ×× ×
∞= ∈ = − + ∈ ∈R R

 

( ) ( ){
( ) ( ) }

1~

~

: , ,  , :

         : 0 ,

s

s s s s s s s s s s

nT
h s h h h h eh eh eh eh eh eh

s s

S h e e e RH e s c sI A b d c d

eh j eh jω ω ω

−

∞= = + ∈ = − + ∈ ∈

∀ ∈ + ≥

R R
R

 

( ),  sao fixos; ,  controlável e Hurwitz.s s s

s s s s s

n n n
eh eh eh eh ehA b A b A×∈ ∈ %R R    

( ) ( ){
( ) ( ) }

1~

~

: , ,  , :

         : 0 ,

n

n n n n n n n n n n n

nT
h n h h h h eh eh eh eh eh eh

n n

S h e e e RH e s c sI A b d c d

eh j eh jω ω ω

−

∞= = + ∈ = − + ∈ ∈

∀ ∈ + ≥

R R
R

 

( ),  sao fixos; ,  controlável e  Hurwitz.n n n

n s n n n

n n n
eh eh eh eh ehA b A b A×∈ ∈ %R R   

Então,  

( ), ,min , ,
H s h n hs n

s nH S h S h S L H h h∗∈ ∈ ∈  

é equivalente a 
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0 0 0 01 1, , ,.., , ,..., , , , , , ,
1 1

min
es en s s n n H H eh eh eh eh i im m s s n n

m m
T T T T

P P P P P P C D c d c d i s s s i i n n n i
i i

e x P x e e x P x e
= =

 
+ 

 
∑ ∑ +

2
s

T
eh sc Rµ +

2 2

2 2
2 2 2

s n n

T
eh s eh n eh nd c R dµ µ µφ φ+ + . 

 

sujeito a 1,..., : ,
i i i i

T T
s s n ni m P P P P∀ = = = e  

( ), , , , 0
i s ss H H s eh ehR C D P c d ≤ , ( ), , , ,

i s ss H H s eh ehR C D P c d  é dada pela expressão (5.4.3); 

( ), , , , 0
i n nn H H n eh ehR C D P c d ≤ , ( ), , , ,

i n nn H H n eh ehR C D P c d  é dada pela expressão (5.4.4); 

0T
es esP P= > , 0T

en enP P= >  e  

( ), , , , 0
s ss H H es eh ehL C D P c d < , ( ), , , ,

s ss H H es eh ehL C D P c d  é dada pela expressão (5.4.5); 

( ), , , , 0
n nn H H en eh ehL C D P c d < , ( ), , , ,

n nn H H en eh ehL C D P c d  é dada pela expressão (5.4.6).∇  

 

 

5.5-Conclusões 

 

 Neste capítulo, foram considerados problemas de filtragem robusta em que as 

classes de incertezas são caracterizadas por conjuntos de fatores espectrais das 

densidades espectrais de potência do sinal e do ruído. 

 O objetivo principal foi aplicar a esses problemas, as mesmas técnicas utilizadas 

para os problemas de controle robusto estudas anteriormente. Mais especificamente, 

foram utilizadas as técnicas de relaxação lagrangeana e confinamento de variáveis de 

decisão a subespaços de dimensão finita. 
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 Neste contexto, o funcional lagrangeano não possui termos com produtos entre 

multiplicadores e filtros, e conseqüentemente, um procedimento de síntese de filtro 

pode ser resolvido por meio de um problema de um problema de otimização de um 

funcional linear com restrição LMI correspondente a minimização do funcional dual 

sobre o conjunto dos multiplicadores e sobre o conjunto dos filtros considerados 

simultaneamente. Por fim, convém observar que heurísticas semelhantes às utilizadas 

em Controle para escolha de classes lineares podem ser aplicadas aqui. 

 

. 
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Capítulo 6 

 

 

Experimentos numéricos. 

 

 

6.1-Introdução 

 

 

  Neste capítulo são apresentados alguns exemplos numéricos, utilizando 

as rotinas do “LMI Control Toolbox” do Matlab para resolução de problemas de 

otimização com restrições definidas por LMI que ilustram os procedimentos descritos 

neste trabalho para obtenção de limitantes superiores para o índice de desempenho 

“pior-caso” 2H  de um dado modelo a ser controlado e um dado controlador 

robustamente estabilizante. Os problemas de otimização correspondentes às deduções 

por relaxação lagrangeana (seção 2.4), “S-Procedure” (seção 2.5) e operações de LFT 

(seção 2.6), com os correspondentes confinamentos das variáveis de decisão em 

subespaços de dimensão finita, serão citados como 1º índice, 2º índice e 3º índice 
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respectivamente. Por simplicidade, nestes experimentos será considerado o caso de 

perturbação não-estruturada. 

 Os limitantes obtidos serão comparados com um limitante superior 

potencialmente mais conservador do “pior-caso” 2H , obtido através de desigualdades 

de normas. Assim, recordando a definição do “pior-caso” 2H  dada no capítulo 2, seção 

2.3, por  

 

( ){ }21

2
sup :zw w y w wM M I M Mη φ φ γ−

∆ ∆∆ ∆ ∞
= + ∆ − ∆ ∆ ≤  

tem- se que  

                       ( ){ }21

22
1yw w y w wM M M Mη φ γ γ φ

−

∆ ∆∆ ∆∞∞
≤ + −  

 

No decorrer deste capítulo o limitante conservador deduzido acima será denotado por  

 

( ){ }21

22
1g yw w y w wL M M M Mφ γ γ φ

−

∆ ∆∆ ∆∞∞
= + −  

 

 O modelo nominal considerado inicialmente é o exemplo “benchmark” para 

controle robusto sugerido por Wie & Berstein (1992), dado por ( ) ( )2 21/ 2P s s s= + . 

Inicialmente, são consideradas perturbações nos fatores coprimos normalizados a direita 

de ( )P s , e a seguir, utiliza-se a correspondente configuração de perturbação em 

realimentação dada no capítulo 2, seção 2.2. Para tal exemplo, serão apresentados os 

limitantes superiores obtidos por meio de relaxação lagrangeana (seção 2.4) e por meio 

da “S-Procedure” (seção 2.5). Para o limitante superior obtido por operações de LFT na 
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seção 2.6, será considerado um outro exemplo em que são consideradas perturbações 

aditivas, e que será descrito posteriormente. 

 O capítulo 6 está organizado da seguinte forma: 

 Na seção 6.2, é descrito o modelo de perturbações nos fatores coprimos para o 

exemplo “benchmark” sugerido por Wie & Berstein (1992), em seguida determina-se a 

planta generalizada correspondente ao modelo de perturbação em realimentação, 

conforme apresentado na seção 2.2. Para um controlador fixo robustamente estabilizante 

é apresentada então a primeira sequência de experimentos, com objetivo de ilustrar o 

papel da dinâmica na melhoria dos limitantes, bem como o comportamento do 1º índice  

e 2º índice com relação a diferentes classes de perturbação, diferentes fatores 

espectrais dos ruídos, bem como a diferentes localizações de ruídos (ruído de entrada e 

ruído de saída). 

 Na seção 6.3, também no contexto de perturbações nos fatores coprimos 

(representada no modelo de perturbação em realimentação) para o modelo 

“benchmark”, apresenta-se a segunda seqüência de experimentos com o objetivo de 

ilustrar o comportamento de diferentes controladores com relação ao 1º e 2º índice para 

uma classe de perturbações. 

 Na seção 6.4, é usado um modelo de perturbações aditivas (representado no 

modelo de perturbação em realimentação), e apresenta-se a terceira sequência de 

experimentos, com objetivo de comparar o comportamento do 1º índice e 3º índice tanto 

no caso constante, bem como a utilização de dinâmicas para determinação de classes 

lineares. 

 Na seção 6.5, também no contexto de perturbações aditivas, compara-se o 

comportamento de diferentes controladores com relação aos três índices, para uma 

mesma classe de perturbações, tal qual é feito na seção 6.3. 
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 Conclusões são apresentadas na seção 6.6.  

 

 

6.2-Comparação de limitantes para o modelo 

“benchmark” com diferentes classes dinâmicas 

de multiplicadores 

 

 Os experimentos desta seção, são referentes ao desempenho de um dado 

controlador que assegure a estabilidade de sistemas perturbados. Assim, considere a 

configuração de blocos da figura 6.1: 

 

  

 

 

 

 

                   Figura 6.1-Sistemas perturbados com controlador estabilizante 

                                           

 

onde ( )P ∆ , em conformidade com a seção 2.2,figura 2.4, é dado por 

 

( )P ∆   

   C 
         

u y 

+ 
r 
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                                                Figura 6.2-Perturbação em realimentação 

                                                  

onde aP  é a planta generalizada (que inclue o modelo nominal). Note que, em 

comparação com a figura 2.4 da seção 2.2 do capítulo 2, tem-se que w u=  e z y= .  

Considere inicialmente, o sistema massa-mola representado na Figura 6.3, 

composto de dois blocos interligados por duas molas. 

 

 

Figura 6.3-Diagrama do sistema massa-mola 

 

A entrada do sistema é a força F aplicada ao bloco de massa M1 e a saída 

é a posição Y2 do bloco de massa M2. Os demais parâmetros e variáveis do 

  aP
 

  ∆  
 

y∆
u∆

y u 



 272

problema são M1, Y1, K1 e K2, que representam, respectivamente, a massa do 

bloco tracionado, a posição do bloco de massa M1 e as constantes elásticas das 

molas. Considerou-se que o efeito do atrito é desprezível, M1 = M2 = 1, e ainda 

que K1 + K2 = 1. Para tal sistema, a função de transferência é dada  por 

( ) ( )2 21/ 2P s s s= +  (Wie & Berstein,1992). Este modelo foi proposto como 

“benchmark” para comparação de técnicas  de controle robusto devido à grande 

sensibilidade das funções de transferências em malha fechada obtidas com o 

mesmo  face a perturbação da função de transferência nominal. Aqui, não serão 

feitas tais comparações e este modelo é utilizado apenas como um modelo 

escolhido de forma não-aleatória para ilustrar a a obtenção de limitantes 

superiores para o “pior-caso” 2H .  

Agora, recorde-se da seção 2.2 que, se ( ) ( ) ( )1P s N s D s−= , onde ( )N s  

e  são os fatores coprimos normalizados, tem-se que a planta generalizada 

correspondente a perturbação ( ) ( )( ) 1
P N N D D

−
∆ = + ∆ + ∆  é dada por  

 

(6.2.1)                               
1 1

11 12

21 22

0
a

P P D D
P

P P I P P

− − − 
= =    −   

. 

 

 Uma vez obtida aP , considere o sistema de controle da figura 6.4 
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                r                             

                                +  

                                                   y  

 

                                 Figura 6.4-Sistema em malha fechada com ruído de entrada. 

Conforme foi feito na seção 2.3, a função de transferência do sistema ( ),aP C  é 

denotada por ( )
( ) ( )
( ) ( )

r

y yr

M s M s
M s

M s M s
∆∆ ∆

∆

 
=  

 
. 

  

Ainda em conformidade com a seção 2.3, quando o sistema de controle ( ),aP C  

é estável, para a finalidade de análise de desempenho de ( ),aP C  na presença de 

perturbações em realimentação, referente a aplicaçãor ya , considera-se a 

configuração da figura 6.5 

 

                                                  u∆                                     y∆  

  

  

 

                                      r                                  y  

                                      Figura 6.5-Sistema  Perturbado estável 

 

 aP   

u∆ y∆

   C 

u y 

  M  
 

  ∆  
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O controlador utilizado para primeira seqüência de experimentos será o controlador de 

margem ótima, isto é, o  controlador tal que 
( ) max

1
M C

γ
∆∆ ∞

= , obtido diretamente 

através das rotinas de programação do  “Matlab” (neste caso max 0,27γ = ). Assim, 

conforme foi visto na seção 2.3, para tal controlador a função 

( ) ( ) 1

yr yr y rF M M I M M r
−

∆ ∆∆ ∆
 ∆ = + ∆ − ∆   (correspondente a aplicação r ya  da 

configuração da figura 6.4) pertence a ( )M RH∞  para qualquer perturbação ∆ tal que 

maxγ
∞

∆ < . 

Como foi dito anteriormente, a primeira seqüência de experimentos tem o 

objetivo de ilustrar o papel da dinâmica na melhoria dos limitantes dados pelos índices 

deduzidos por relaxação lagrangeana e “S-Procedure”. 

No caso do 1º índice (obtido por relaxação lagrangeana) os limitantes são 

obtidos com a resolução do problema LMI dado pela Proposição 3.3.2 da seção 3.3, 

inicialmente para o caso de multiplicadores constantes, e em seguida para classes 

lineares de multiplicadores determinadas por dinâmicas de segunda e quarta ordem 

respectivamente. 

No caso do 2º índice (obtido por meio da S-procedure) os limitantes são obtidos 

com a resolução do problema LMI dado pela Proposição 3.5.3 da seção 3.5, 

inicialmente para variáveis Λ  e Y caracterizadas por números reais (caso constante) e 

em seguida para classes lineares de Λ  e Y determinadas por dinâmicas de segunda e 

quarta ordem respectivamente. 

Em ambos os caso, todas as matrizes das LMI’s envolvidas são obtidas com 

sucessivas operações envolvendo as realizações de ,  ,   e  yr y rM M M M∆ ∆∆ ∆ , que são 

obtidas a partir de uma realização da planta generalizada aP , a qual por sua vez é obtida 
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a partir das realizações de fatores coprimos normalizados do modelo nominal 

( ) ( )2 21/ 2P s s s= + . Mais especificamente, são obtidas realizações ( ), ,N N NA B C  de 

( )N s , e ( ), , ,D D D DA B C D
( (( (

 de ( )1D s−  (ver Apêndice 6-A para mais detalhes) a partir 

das quais uma realização da planta generalizada aP  é dada por  

 

0D
a

N D N

A
A

B C A

 
=  

 

(
( , 

0

0
D D

a

N D N D

B B
B

B D B D

 −
=  − 

( (
( ( , 

0

0
D

a

N

C
C

C

 
=  

 

(
, 

0

0 0
D D

a

D D
D

I

 −
=  

 

( (
. 

 

Uma vez obtidas as realizações da planta generalizada aP , uma  realização de  

( )
( ) ( )
( ) ( )

r

y yr

M s M s
M s

M s M s
∆∆ ∆

∆

 
=  

 
 

 

é obtida a partir das equações de estado do sistema de controle ( ),aP C  da figura 

6.3.(Mais detalhes podem ser visto no Apêndice 6-B) 

Os limitantes obtidos por meio do 1º índice, correspondentes a multiplicadores 

constantes e classes com dinâmicas de segunda e quarta ordem serão denotados 

respectivamente  por ( )iL h∗ , i=1,2,3. Os limitantes obtidos por meio do 2º índice, 

correspondentes ao “caso constante” (variáveis de decisão caracterizadas por números 

reais) e classes lineares de dinâmicas de segunda e quarta ordem serão denotados por 

wiJ , i=1,2,3. 
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Os três primeiros experimentos correspondem a uma mesma classe de 

perturbações, apresentando variação apenas de fatores espectrais do ruído de entrada, 

enquanto o quarto experimento corresponde a uma classe diferente de perturbação.  

Para cada um destes experimentos,  são apresentados em tabela: 

 

• O desempenho nominal 
2

2yr rM φ . 

• O limitante gL . 

• Os limitantes ( )iL h∗ , wiJ , i=1,2,3. 

• Um limitante inferior dado por ( ) ( )
2

2F yr r y FL M C M C Tφ ∆+@ , onde 2
2FT RH∈  

é tal que ( )0 0 Fc T jω ω≤ ∀ ∈   R . 

 

Serão apresentados também, as dinâmicas utilizadas e os correspondentes pontos ótimos 

de cada experimento. A seguir, os experimentos: 

 

Experimento 1: Aqui são permitidas perturbações que não ultrapassem 85% da 

margem ótima do sistema ( ),aP C , isto é max0.85 0.22γ γ= ≅ . 

Fator espectral do ruído de entrada :
2

r
r

r

φφ
φ

= , onde 
1

1r
s

φ =
+

. 

Neste experimento, (assim como nos subsequentes) foram determinados limitantes 

utilizando-se diferentes classes de multiplicadores, que foram denotados por ( )1L h∗ , 

( )2L h∗  e ( )3L h∗  para o 1º índice, e 1wJ , 2wJ  e 3wJ  para o 2º índice Para i=1, foi 

resolvido o problema correspondente a multiplicadores constantes (variáveis de decisão 
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caracterizadas por números reais) e para i=2,3 foram usadas classes lineares de 

multiplicadores determinadas por dinâmicas de segunda e quarta ordem. 

 

 

Tabela1-Resultados do Experimento 1 

2

2yr rM φ      gL  ( )1L h∗  ( )2L h∗  ( )3L h∗  1wJ  2wJ  3wJ  FL  

6.5928 342.5771 179.4956 145.53.55 141.8264 686.4559 37.2606 30.5822 22.2770 

                                             

Comentário: Note-se que o limitante gL  obtido por meio de propriedades elementares 

de norma é de fato extremamente grosseiro ( 342.5771gL = ). Observe-se também que a 

inclusão de dinâmica para determinação de classes lineares pode, de fato, dar origem a 

limitantes menos conservadores. Em particular, o 2º índice apresenta uma grande 

melhora entre o caso constante (que é pior que o caso constante do 1º índice) e o caso 

dinâmico de 2ª  ordem (que chega a ser melhor que o caso dinâmico de 4ª  ordem). Ainda 

com relação ao 2º índice, note-se que o limitante 3wJ , correspondente ao caso dinâmico 

de 4ª , é o que mais se aproxima do limitante inferior FL . 

 

 Os valores das normas envolvidas na determinação de gL  são dadas por  

 

( ) ( ) ( ){ }2
2.5677 3.8057 1.4452 2.9292 342.5771gL = + = . 
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Com relação ao 1º índice, caso constante, a restrição para que o problema L.M.I. tenha 

solução finita (de acordo com discursão de existência feita  de soluções factíveis feita na 

seção 3.3) é dada por 
21

1 53.5751yh M φ −
∆ ∆∆ ∞

> = . 

 

Dinâmicas utilizadas e  respectivos pontos ótimos: 

 

1º índice (Relaxação lagrangeana): 

 

( )1 78.2424 caso constante ;h =  

Caso dinâmico de ordem 2: 

( )
2 2

1~
2 2 2 2,  ,  onde:

opt opt

T
g g g gh g g g c sI A b d

−
= + = − +  

2 2

0 1.5 1
,  

1 2.5 0g gA b
−   

= =   −   
, é a dinâmica utilizada; 

 

[ ]629.4 1135.8 , 328.0342
opt

T
gopt gc d= − =  são os valores ótimos obtidos. 

 

Observação: Para determinar a dinâmica ( )
2 2
,g gA b , primeiro obteve-se ( )0 1c T h∗   , e 

em seguida utilizou-se a heurística da seção 3.4  que consiste em utilizar direções 

descendentes em 1h , aproximadamente alinhadas com o gradiente do funcional dual , as 

quais foram obtidas partir da avaliação do funcional  

 

( ) ( ) ( ) ( )1

1 2 0 1 2 1 2 0 1 2, , , ,
TT

f gc M M Mα α α α α α α α−
ℑ @  
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 (descrito no final da seção 3.4) em uma grade de 2R  dada por 

{ } { }1.0,1.5,2.0,...,11 0.5,1.0,...,10.5R = × . Foi verificado computacionalmente que 

1 2.5α ∗ =  e 2 1.5α ∗ =   são os pontos que maximizam ( )1 2,α αℑ  em R . 

 

Caso dinâmico de ordem 4: 

( )
3 3 3

1~
3 3 3 3,  ,  onde:

opt

T
g g g gh g g g c sI A b d

−
= + = − +  

  

 

3 3

0 1.5 0 0 1

1 2.5 0 0 0
,  

0 0 0 2 1

0 0 1 6.5 0

g gA b

−   
   −   = =
   −
   −   

   

é a dinâmica utilizada; 

 

[ ]711.9 1366.8 1252.6 7647.7 ,  551.0663
opt optg gc d= − − =  são os valores ótimos 

obtidos. 

Observação: Novamente, para determinar a dinâmica ( )3 3
,g gA b , utiliza-se a heurística 

da seção 3.4, que consiste em usar direções descendentes para o funcional dual, 

caracterizadas a partir de ( )0 2c T h∗   . Adicionalmente, avalia-se o funcional ( )1 2,α αℑ  

(que como foi visto na seção 3.4, é equivalente a avaliar ( ){ }0 2 ˆ,c T h g∗ +
   , onde 

2ĝ RH∈  tem ordem prescrita igual a 2) na mesma região R descrita. anteriormente 

obtendo-se 1 6.5α ∗ =  e 2 2α ∗ = . A dinâmica final (de quarta ordem) utilizada foi dada 

por  
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2

3

0

0
g

g
aux

A
A

A

 
=  

 
, 

3

1

0

1

0

gb

 
 
 =
 
 
 

, 

onde 
0 2

1 6.5auxA
− 

=  − 
. 

 

Convém observar neste ponto, que o termo que origina o limitante inferior FL , 

isto é, 2
2FT RH∈  tal que ( )0 0 Fc T jω ω≤ ∀ ∈   R  , foi obtido a partir de ( )3T h∗ , isto é, 

( )3FT kT h∗= , onde ( )0,1k ∈  foi sendo diminuído até que ( )0 0 Fc T jω ω≤ ∀ ∈   R . É 

possível obter FT  desta forma pois ( )0 0 0 c jω ω≤ ∀ ∈   R , (isto é, 0 pertence ao 

conjunto factível). 

 

 

2º índice (S-Procedure): 

 

686.4559optY = , 116.4788optλ = (caso constante) 

 

Observação: Para obter uma dinâmica para a classe linear YS , a qual é confinada a 

variável de decisão Y , utiliza-se a heurística da seção 3.7 baseada em Elipsóide de 

Dynkin, com a simplificação obtida no caso monovariável (para mais detalhes, veja 

apêndice 6-C)  

 

Caso dinâmico de ordem 2: 
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0 1.5 1
, ,

1 2.5 0
A bλ λ

−   
= =   −   

0 2.5 1
, ,

1 1.5 0Y YA b
−   

= =   −   
são as dinâmicas utilizadas; 

 

[ ]49.1149 85.7693 ,  24.8370T
opt optc dλ λ= − = ,  

[ ]48.1533 33.8607 , 1.3258.T
Yopt Yoptc d= − =  

são os pontos ótimos obtidos. 

 

Caso dinâmico de ordem 4: 

 

0 1.5 0 0 1

1 2.5 0 0 0
, ,

0 0 0 2 1

0 0 1 6.5 0

A bλ λ

−   
   −   = =
   −
   −   

0 2.5 0 0 1

1 1.5 0 0 0
, ,

0 0 0 3 1

0 0 1 1.5 0

Y YA b

−   
   −   = =
   −
   −   

 

 

são as dinâmica utilizadas. 

 

[ ]-68.0570  127.9314   36.1371 -229.9394 ,  25.6716,T
opt optc dλ λ= =  

[ ] -254.7556  -51.4062  245.5028  169.6292 , 10.5163T
Yopt Yoptc d= = , 

são os valores ótimos obtidos. 

 

 

 Todos os procedimentos nos experimentos subsequentes com relação à obtenção 

de dinâmicas e limitante inferior são os mesmos descritos no Experimento 1. 
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Experimento 2: Neste experimento a classe de perturbações é a mesma que a do 

experimento 1, com variação no fator espectral do ruído de entrada, isto é:   

 

max0.85 0.22γ γ= ≅  

Fator espectral do ruído de entrada :
2

r
r

r

φφ
φ

= , onde 
1
0.7r

s
φ =

+
. 

 

                                         Tabela2-Resultados do Experimento 2 

2

2yr rM φ      gL  ( )1L h∗  ( )2L h∗  ( )3L h∗  1wJ  2wJ  3wJ  FL  

7.8504 397.8084 237.5954 202.0943 191.1395 686.4559 42.9056 31.5904 21.4521 

 

Comentário: Os mesmos comentários do experimento 1 se aplicam aqui. 

Adicionalmente, note-se que os limitantes correspondentes ao 1º índice estão bem mais 

conservadores que os limitantes correspondentes ao 2º índice (a exceção do caso 

constante do 2º índice que é sempre muito conservador). 

 

Os valores das normas envolvidas na determinação de gL  são dadas por  

 

( ) ( ) ( ){ }2
2.8019 3.8057 1.4452 3.1169 397.8084gL = + = . 

 

Com relação ao 1º índice, caso constante, a restrição para que o problema L.M.I. tenha 

solução finita é mesma que a do Experimento 1. 

 

Dinâmicas utilizadas e  respectivos pontos ótimos: 
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1º índice (Relaxação lagrangeana): 

 

( )1 83.0929 caso constante ;h =  

 

Caso dinâmico de ordem 2: 

 

( )
2 2

1~
2 2 2 2,  ,  onde:

opt opt

T
g g g gh g g g c sI A b d

−
= + = − +  

 

 

2 2

0 2 1
,  

1 1.5 0g gA b
−   

= =   −   
, é a dinâmica utilizada; 

[ ]
2

111.9952 154.8716, 201.5272T
gopt gc d= − − =  são os valores ótimos obtidos. 

 

Caso dinâmico de ordem 4: 

 

( )
3 3 3

1~
3 3 3 3,  ,  onde:

opt

T
g g g gh g g g c sI A b d

−
= + = − +  

  

 

3 3

0 2 0 0 1

1 1.5 0 0 0
,  

0 0 0 2 1

0 0 1 9.5 0

g gA b

−   
   −   = =
   −
   −   

   

é a dinâmica utilizada; 

 

[ ]223.8 179.1 303.3 2768, 343.6961
opt optg gc d= − − − =  são os valores ótimos 

obtidos. 
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2º índice (S-Procedure): 

 

686.4559optY = , 116.4788optλ = (caso constante) 

 

Caso dinâmico de ordem 2: 

 

0 2 1
, ,

1 1.5 0
A bλ λ

−   
= =   −   

0 2.5 1
, ,

1 1.5 0Y YA b
−   

= =   −   
são as dinâmicas utilizadas; 

 

[ ]14.2520 21.1527 ,  22.2055T
opt optc dλ λ= − − = ,  

[ ]68.5481 68.6980 , 1.1291,T
Yopt Yoptc d= − =  

são os pontos ótimos obtidos. 

 

Caso dinâmico de ordem 4: 

 

0 2 0 0 1

1 1.5 0 0 0
, ,

0 0 0 2 1

0 0 1 9.5 0

A bλ λ

−   
   −   = =
   −
   −   

0 2.5 0 0 1

1 1.5 0 0 0
, ,

0 0 0 2.5 1

0 0 1 1.5 0

Y YA b

−   
   −   = =
   −
   −   

 

são as dinâmica utilizadas. 

 

[ ]-4.5  -4.6   -184.6 1713.4 , 25.8524,T
opt optc dλ λ= =  

[ ] 66.2285  -58.3557  -50.6619  129.1367 ,  2.9932T
Yopt Yoptc d= =  

são os pontos ótimos obtidos. 
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Experimento 3:  Neste experimento a classe de perturbações é a mesma que a do 

experimento 1, com variação no fator espectral do ruído de entrada, isto é:   

 

max0.85 0.22γ γ= ≅  

Espectro do ruído de entrada :
2

r
r

r

φφ
φ

= , onde 
1

5r
s

φ =
+

. 

 

Tabela3-Resultados do Experimento 3 

2

2yr rM φ      gL  ( )1L h∗  ( )2L h∗  ( )3L h∗  1wJ  2wJ  3wJ  FL  

1.9116 131.1869 35.5874 34.5171  33.1 686.4559 15.9548 12.6794 4.3908 

 

Comentário: Os mesmos comentários do experimento 1 se aplicam aqui. 

Adicionalmente, note-se que os limitantes correspondentes ao 1º índice estão mais 

próximos dos limitantes do 2º índice (a exceção do caso constante do 2º índice que é 

sempre muito conservador). 

 

Os valores das normas envolvidas na determinação de gL  são dadas por  

 

( ) ( )( ){ }2
1.3826 3.8057 1.4452 1.8311  131.1869gL = + = . 

 

Com relação ao 1º índice, caso constante, a restrição para que o problema L.M.I. tenha 

solução finita é mesma que a do Experimento 1. 
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Dinâmicas utilizadas e  respectivos pontos ótimos: 

 

1º índice (Relaxação lagrangeana): 

 

( )1 61.7385 caso constante ;h =  

 

Caso dinâmico de ordem 2: 

( )
2 2

1~
2 2 2 2,  ,  onde:

opt opt

T
g g g gh g g g c sI A b d

−
= + = − +  

 

 

2 2

0 2 1
,  

1 3 0g gA b
−   

= =   −   
, é a dinâmica utilizada; 

[ ]62.7526 132.1698, 201.56.4222
opt

T
gopt gc d= − − =  são os valores ótimos obtidos. 

 

Caso dinâmico de ordem 4: 

 

( )
3 3

1~
3 3 3 3,  ,  onde:

opt opt

T
g g g gh g g g c sI A b d

−
= + = − +  

  

3 3

0 2 0 0 1

1 3 0 0 0
,  

0 0 0 2.5 1

0 0 1 4.5 0

g gA b

−   
   −   = =
   −
   −   

   

é a dinâmica utilizada; 

 

[ ]465.2 1013.8 770.1 2963.8 , 20.0321
opt optg gc d= − − =  são os valores ótimos 

obtidos. 
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2º índice (S-Procedure): 

 

686.4559optY = , 116.4788optλ = (caso constante) 

 

Caso dinâmico de ordem 2: 

 

0 2 1
, ,

1 3 0
A bλ λ

−   
= =   −   

0 2.5 1
, ,

1 1.5 0Y YA b
−   

= =   −   
são as dinâmicas utilizadas; 

 

[ ]60.4010 141.7101, 22.3691T
opt optc dλ λ= − = ,  

[ ]33.7664 5.6851, 1.5441,T
Yopt Yoptc d= =  

são os pontos ótimos obtidos. 

 

Caso dinâmico de ordem 4: 

 

0 2 0 0 1

1 3 0 0 0
, ,

0 0 0 2.5 1

0 0 1 4.5 0

A bλ λ

−   
   −   = =
   −
   −   

0 2.5 0 0 1

1 1.5 0 0 0
, ,

0 0 0 3 1

0 0 1 1.5 0

Y YA b

−   
   −   = =
   −
   −   

 

são as dinâmica utilizadas; 

 

[ ]50.3939 -59.7277 -174.9735 612.1221, 24.3821,T
opt optc dλ λ= =  

[ ] 87.4593  -49.5651  -63.0944  57.4303 ,  1.4481T
Yopt Yoptc d= =  

são os pontos ótimos obtidos. 



 288

Experimento 4:  Neste experimento, a classe de perturbações considerada é diferente 

dos experimentos anteriores. 

max0.65 0.17γ γ= ≅  

Fator espectral do ruído de entrada :
2

r
r

r

φφ
φ

= , onde 
1

1r
s

φ =
+

. 

 

Tabela4-Resultados do Experimento 4 

2

2yr rM φ      gL  ( )1L h∗  ( )2L h∗  ( )3L h∗  1wJ  2wJ  3wJ  FL  

6.5928 63.2087 43.379 40.0547  39.1863 117.7824 25.8612 18.6708 15.3485 

 

Comentário: Os mesmos comentários do experimento 1 se aplicam aqui. 

Adicionalmente, observa-se que foi o experimento em que 3wJ  esteve mais próximo do 

limitante inferior. 

 

Os valores das normas envolvidas na determinação de gL  são dadas por  

 

( ) ( ) ( ){ }2
2.5677 3.8057 0.4829 2.9292  63.2087gL = + = . 

 

Com relação ao 1º índice, caso constante, a restrição para que o problema L.M.I. tenha 

solução finita é dada por 
21

1 25.0580yh M φ −
∆ ∆∆ ∞

> =  

 

Dinâmicas utilizadas e  respectivos pontos ótimos: 

 

1º índice (Relaxação lagrangeana): 
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( )1 45.5254 caso constante ;h =  

 

Caso dinâmico de ordem 2: 

( )
2 2

1~
2 2 2 2,  ,  onde:

opt opt

T
g g g gh g g g c sI A b d

−
= + = − +  

 

 

2 2

0 3 1
,  

1 1.5 0g gA b
−   

= =   −   
, é a dinâmica utilizada; 

[ ]36.9760 136.1619 ,  86.2092
opt

T
gopt gc d= − − =  são os valores ótimos obtidos. 

 

Caso dinâmico de ordem 4: 

 

( )
3 3

1~
3 3 3 3,  ,  onde:

opt opt

T
g g g gh g g g c sI A b d

−
= + = − +  

  

3 3

0 3 0 0 1

1 1.5 0 0 0
,  

0 0 0 1 1

0 0 1 9 0

g gA b

−   
   −   = =
   −
   −   

   

é a dinâmica utilizada; 

 

[ ]45.3 192.7 171.4 1518.6 ,  128.5871
opt optg gc d= − − − =   

são os valores ótimos obtidos. 

 

2º índice (S-Procedure): 

 

117.7824optY = , 63.3012optλ = (caso constante) 
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Caso dinâmico de ordem 2: 

 

0 3 1
, ,

1 1.5 0
A bλ λ

−   
= =   −   

0 2.5 1
, ,

1 1.5 0Y YA b
−   

= =   −   
são as dinâmicas utilizadas; 

 

 

[ ]10.4887 54.6498, 25.2774T
opt optc dλ λ= − − = ,  

[ ]29.4919 12.9755 , 0.7797,T
Yopt Yoptc d= − =  

são os pontos ótimos obtidos. 

 

Caso dinâmico de ordem 4: 

 

0 3 0 0 1

1 1.5 0 0 0
, ,

0 0 0 1 1

0 0 1 9 0

A bλ λ

−   
   −   = =
   −
   −   

0 2.5 0 0 1

1 1.5 0 0 0
, ,

0 0 0 3 1

0 0 1 1.5 0

Y YA b

−   
   −   = =
   −
   −   

 

são as dinâmica utilizadas; 

 

[ ]-5.8273 -50.2795 -46.2737 410.3915 ,  25.8789,T
opt optc dλ λ= =  

[ ] 87.4593  -49.5651  -63.0944  57.4303 ,  1.4481T
Yopt Yoptc d= =  

são os pontos ótimos obtidos. 

 

 Para alternar a localização do ruído, considere agora os sistema de controle da 

figura 6.6 
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                                                                                                           +                                                                                                                              

                          

 

Experimento 5:  Neste experimento, considerou-se a mesma classe de perturbações 

do experimento 1, isto é 

 

max0.85 0.22γ γ= ≅  

Fator espectral do ruído de medida :
2

r
r

r

φφ
φ

= , onde 
1

1r
s

φ =
+

. 

 

Os resultados do Experimento 5 se encontram na Tabela 5 

 

Tabela5-Resultados do Experimento 5 

2

2yr rM φ      gL  ( )1L h∗  ( )2L h∗  1wJ  2wJ  FL  

1.3916 218.9664 81.8941 73.3114 189.4319 14.4783 3.3309 

 

Comentário: Os mesmos comentários do experimento 1 se aplicam aqui.  

 

 aP   
         

u∆ y∆

 

   C 

u y 

 r 

           Figura 6.6–Sistema em malha fechada com ruído de medida 
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Os valores das normas envolvidas na determinação de gL  são dadas por  

 

( ) ( ) ( ){ }2
1.180 3.925 1.4452 2.4007  218.9664gL = + = . 

 

Com relação ao primeiro índice, caso constante, a restrição para que o problema LMI 

tenha solução finita é dada por 
21

1 60.2176yh M φ −
∆ ∆∆ ∞

> =  

 

Dinâmicas utilizadas e  respectivos pontos ótimos: 

 

1º índice (Relaxação lagrangeana): 

( )1 81.8941 caso constante ;h =  

 

Caso dinâmico de ordem 2: 

( )
2 2

1~
2 2 2 2,  ,  onde:

opt opt

T
g g g gh g g g c sI A b d

−
= + = − +  

 

2 2

0 1 1
,  

1 4.5 0g gA b
−   

= =   −   
, é a dinâmica utilizada; 

[ ]149.997 616.0514 , 47.3321
opt

T
gopt gc d= − =  são os valores ótimos obtidos. 

 

2º índice (S-Procedure): 

 

189.4319optY = , 75.6599optλ =  (caso constante) 

 

Caso dinâmico de ordem 2: 



 293

 

0 1 1
, ,

1 4.5 0
A bλ λ

−   
= =   −   

0 2 1
, ,

1 1.5 0Y YA b
−   

= =   −   
são as dinâmicas utilizadas; 

 

[ ]28.4630 95.2941 ,  11.7699T
opt optc dλ λ= − = ,  

[ ]33.5028 137.9397 , 14.3662,T
Yopt Yoptc d= − =  

são os pontos ótimos obtidos. 

  

 Na próxima seção, serão apresentados experimentos numéricos que ilustram o 

comportamento de diferentes controladores com relação ao 1º e 2º índices. 

 

 

6.3-Avaliação de diferentes controladores para o 

modelo “benchmark”. 

 

 Considere novamente, perturbações nos fatores coprimos para o modelo 

“benchmark” sugerido por Wie & Berstein (1992), a planta generalizada aP  e o sistema 

de controle da figura 6.1, com ruído de entrada, conforme foi feito na seção anterior. 

Será feita a avaliação, por meio dos dois primeiro índices (relaxação lagrangena e “S-

Procedure”) de diferentes controladores robustamente estabilizantes para uma mesma 

classe de perturbações. Foram considerados controladores obtidos a partir da 

combinação linear convexa entre os parâmetros de Youla dos controladores de margem 

ótima e desempenho nominal ótimo do modelo “benchmark” (As realização desses 

controladores são obtidas imediatamente por rotinas computacionais do “Matlab” ). 
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Assim, denotando os parâmetros de Youla destes controladores respectivamente por 

moK  e qoK , os controladores avaliados serão da forma  

 

( ) ( ) [ ], 0,1mo qo moK K K Kα α α= + − ∈ . 

 

 Note que para 0α = , tem-se o controlador de margem ótima, e a medida que α  

cresce, “caminha-se em direção” ao controlador de desempenho nominal ótimo. Os 

detalhes de como são obtidas as realizações de um controlador nesta classe escrito nesta  

encontram no Apêndice 6-D 

 A classe de perturbações considerada será { }2 1 :S RH γ×
∆ ∞ ∞

= ∆ ∈ ∆ < , onde 

max0.25 0.07γ γ= ≅ . 

 Assim, para cada α  com o qual se obtém o controlador ( )K α  será apresentado 

na tabela 6 

 

• A margem de estabilidade de cada controlador, isto é 
( )( )

1
e

M K
µ

α∆∆ ∞

=  

• O desempenho nominal 
2

2yr rM φ . 

• O limitante gL . 

• Os limitantes ( )iL h∗ , wiJ , i=1,2, com dinâmicas de primeira e segunda ordem 

respectivamente. 

 

Observação: Neste caso, para que ( )K α  defina um controlador robustamente 

estabilizante, o valor de eµ  correspondente deve ser maior que 0.07. 
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Experimento 6:   

Espectro do ruído de entrada :
2

r
r

r

φφ
φ

= , onde 
1

1r
s

φ =
+

. 

 

Tabela6-Resultados do Experimento 6 

α
 eµ

 
2

2yr rM φ      gL  ( )1L h∗  ( )2L h∗  1wJ  2wJ  

0.2 0.0754 4.8732 110.7342 8.0194 7.9824 17.4966 9.8828 

0.15 0.0924 5.2188 23.8455 8.7369 8.6935 19.2156 10.7160 

0.10 0.1187 5.5807 15.9186 9.4901 9.401 21.0991 11.5851 

0.05 0.1645 5.90 13.501 10.310 10.2081 23.1683 12.5406 

0 0.27 6.5928 13.2427 11.587 11.5870 25.5020 13.6082 

 

Observação: Foi verificado que para 0.2α > , o controlador obtido não estabiliza o 

sistema de controle ( ),aP C  para a classe de perturbações considerada. 

  

Como o aspecto a ser ilustrado era o desempenho de diferentes controladores por 

meio do 1º e do 2º índices, para cada controlador determinado por α  e para cada índice, 

foram usadas as mesmas classes lineares, quais sejam, a do experiimento 1. Pelo mesmo 

motivo citado acima, não foram apresentados valores de um limitante inferior FL . 

 Pode-se observar que o desempenho dos controladores vai piorando a medida 

que o desempenho nominal correspondente piora. Observa-se também, que o segundo 

índice mostrou-se sempre pior que o primeiro. Recorde-se que na seção anterior, em que 

se avaliou o desempenho do controlador de margem ótima para perturbações de 

magnitude igual a 85% da margem ótima, o caso de dinâmico de ordem 2 do segundo 
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índice mostrava-se consideravelmente melhor do que os caso dinâmicos de segunda e 

quarta ordem do primeiro índice. 

 Outro ponto a ser observado, é que à exceção de gL , todos os outros índices 

mostram o controlador em 0.2α =  como o melhor dentre os considerados (veja em 

negrito), o que informalmente significa  que predomina o desempenho nominal em 

relação a margem de estabilidade. 

Na próxima seção, serão apresentados experimentos numéricos que comparam 

diretamente o 1º índice e o 3º índice. 

 

 

6.4-Comparação entre o 1º e 3º índice. 

 

 Nesta seção, considera-se uma planta a nominal estável ( )P s RH∞∈ , e o 

conjunto de modelos perturbados dado por perturbações aditivas ponderadas, isto é 

 

( ) , : P P RH W γ∞ ∞
∆ = + ∆ ∆ ∈ ∆ ≤  

 

onde W RH∞∈  tal que 1W RH−
∞∈  é o fator de ponderação. Escrevendo E W ∆@  ou 

equivalentemente WE∆ =  onde 1W W −= , tem-se que  

 

                                      ( ) , : P P WE E RH E γ∞ ∞
∆ = + ∈ ≤  
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 A planta generalizada correspondente a representação dessas perturbações no 

modelo de perturbação em realimentação é dada por  

 

( ) ( ) ( )
0 1

aP s
W s P s

 
=  

 
. 

 

Escrevendo ( ) ( ) 1

P P PP s C sI A B
−

= −  ( )( )2P s RH∈  e ( ) ( ) 1

W W W WW s C sI A B D
−

= − + , 

segue-se que  

 

( )
( )

( )

1

1

00 1 0 0 0

0 00

W W
a

W W P PP

sI A B
P s

D C C BsI A

−

−

 −     
 = +     
 −       

. 

 

ou seja, uma realização ( ), , ,a a a aA B C D   de aP  é dada por  

 

(6.4.1)                
0W

a
P

A
A

A

 
=  

 
, 

0

0
W

a
P

B
B

B

 
=  

 
, 

0 0
a

W P

C
C C

 
=  

 
, 

0 1

0a
W

D
D

 
=  

 
. 

 

O fator de ponderação usado é ( ) 1
2

s
W s

s

+
=

+
, de modo que uma realização 

( ), , ,W W W WA B C D  de ( )W s  é dada por  

 

(6.4.2)                                2WA = − , 1WB = , 1WC = − , 1WD = . 

 

 A seguir,  usa-se o fato de que sendo ( )P s  estável, monovariável, estritamente 

próprio, com uma realização dada por  
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(6.4.3)          1 2

1 0PA
α α− − 

=  
 

, 
1

0PB
 

=  
 

, [ ]1 2PC β β= , 1 20, 0α α> > ,  

 

tem-se que uma família de controladores estabilizantes é caracterizada pela seguinte 

família de realizações   

 

(6.4.4)

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1
, ,

01 0

.

q q
C C

C q q

A B

C

α β α β

α α β α α β

  − + − +  
= =         

  = − − − −  

   

 

na qual para um dado modelo nominal (isto é , dados 1 2 1 2, , ,α α β β ), 1 2,q qα α  são os 

parâmetros livres da família de controladores. 

                                               

Para obter a realização acima, foi usada a parametrização de controladores 

estabilizantes dada por ( ) 1
C I QP Q

−
= − , Q  estável (Vidyasagar,1980). Os detalhes 

dessa dedução podem ser encontrados no Apêndice 6-D. 

Antes de prosseguir com a descrição do experimento, convém observar que para 

o caso monovariável, a relaxação lagrangeana do Problema c, que corresponde a 

dedução do 3º índice feita na seção 2.6, torna-se mais simples. Recorde-se que o 

Problema c  é dado por  

 

Problema c: 
2

2
sup a b

T RH F F FT
∞∈ Θ Θ + Ξ   ,   sujeito a 

1
c T

γ∞Ξ + ≤ . 

onde 
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1
12

a
F yM P−

∆Θ = ;   1
21

b
F r rP M φ−

∆Θ =   ; F yr rM φΞ = ;   11c PΞ = , 

11P , 12P  e 21P  definidos de forma a saitsfazer as condições do Teorema 2.6.1 enunciado 

na seção 2.6. 

 

 No caso monovariável, Problema c pode ser escrito como  

 

                 
2

2
max ,T RH F FT

∞∈ Θ + Ξ   sujeito a 
1

c T
γ∞Ξ + ≤ , a b

F F FΘ = Θ Θ  

 

e de maneira similar a feita na seção 2.6, o funcional lagrangeano correspondente ao 

problema de otImização restrito é dado por : 

 

( ) { } ( ) ( )2 2 2
0 0 0 02

, , 2 , 1/ , 1/ ,H F FL T H HT T T g g H g gγ γ= − + Ξ + Ξ + + Γ
( ( ( ( (

 

, ,c c F c cH− Ξ Ξ − Γ Ξ Ξ
( ( ( ( (

,  

 

onde  

H RL∞∈ , ~H H=  e ( ) 0 H jω ω> ∀ ∈ R , 

 0T g T=
( ( )H c F c FHΞ = Ξ + Γ Ξ − Ξ

( ( ( (
, ~ ~ 1

0,  ,  F F F F F F F F g−Ξ = Θ Ξ Γ = Θ Θ Θ = Θ
( ( ( (( (

, 0c c gΞ = Ξ
(

, 

( ) 1

0 1g s
−

= + . 

 

 Assim, a existência de uma solução finita para ( ) ( ){ }2sup , :L H L T H T RH∗ = ∈
( (

 

é garantida por pela condição ( ) 0 H jω ω> ∀ ∈ R . Para converter o problema de achar 
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( )L H∗  em um dado H em um problema de otimização com restrição definida por LMI, 

como é feita na Proposição 3.8.1 da seção 3.8, é necessário obter realizações de  

HE  e { }H +
Ξ
(

 nas condições da Proposição 3.8.1, onde HE RH∞∈  é tal que 

~
H HH E E= +  . Utilizando uma classe linearmente parametrizada definida por  

 

( ){ }1~ ,  :H H H H H H HS H E E E RH E C sI A B D
−

∞= = + ∈ = − +  

 

onde ( ),A B  é a dinâmica que define a classe,  e  H HC D  são os parâmetros livres da 

classe, o resto do procedimento é análogo ao da seção 3.3, no sentido de que minimizar  

( )L H∗ sobre  HS  é equivalente a um problema de otimização linear no espaço 

euclidiano com restrição LMI. 

Prosseguindo com a descrição dos experimentos, leva-se em conta (6.4.3) e 

(6.4.4) para escolher uma planta nominal estável ( )P s  e um controlador estabilizante 

( )C s . Assim, tem-se que  

 

(6.4.5)                         
1 2

1 0PA
− − 

=  
 

, 
1

0PB
 

=  
 

, [ ]1 1PC =  

 

é a planta nominal considerada, e  

 

(6.4.6)                              
2 3

1 0CA
− − 

=  
 

, 
1

0CB
 

=  
 

, [ ]1 1CC = − − , 
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é o controlador estabilizante utilizado. Substituindo (6.4.5) e (6.4.2) em (6.4.1) para 

obter a realização da planta generalizada aP , e considerando o sistema de controle 

( ),aP C , com o controlador C determinado pela realização (6.4.6),  com ruído de entrada 

conforme a figura 6.3, e o correspondente sistema em malha fechada  

 

( )
( ) ( )
( ) ( )

r

y zr

M s M s
M s

M s M s
∆∆ ∆

∆

 
=  

 
 

 

verifica-se que o que este sistema de controle ( ),aP C  tem margem de estabilidade igual 

a  2.08eµ = . A magnitude das classes de perturbações consideradas nessa seção será 

0.85 1.77eMγ = ≅  e o espectro do ruído de entrada será :
2

r
r

r

φφ
φ

= , onde 
1

1r
s

φ =
+

. Os 

limitantes correspondentes ao 1º índice serão novamente denotados por ( )iL h∗ , i=1,2, 

sendo ( )1L h∗  o resultado obtido para o caso constante, e ( )2L h∗  o resultado para classes 

lineares com dinâmica de ordem 2, obtida a com o mesmo procedimento descrito no 

Experimento 1 da seção 6.2. Analogamente, os limitantes correspondentes ao 3º ínidce 

serão denotados por ( )iL H∗ , i=1,2.  

 

A seguir, o experimento 7: 

 

Experimento 7:   

0.85 1.77eγ µ= ≅  

Espectro do ruído de entrada :
2

r
r

r

φφ
φ

= , onde 
1
0.6r

s
φ =

+
. 
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                                     Tabela 7-Resultado do Experimento 7 

2

2yr rM φ      gL  ( )1L h∗  ( )2L h∗  ( )1L H∗  ( )2L H∗  

0.2922 116.67 10.5060 6.0456 7.9745 4.2789 

 

 

Dinâmica utilizada para o 1º índice : 
0 1.5

1 1.5
A

− 
=  − 

, 
1

0
b

 
=  

 
 

 

Dinâmica utilizada para o 3º índice : 
0 7.5

1 1.5
A

− 
=  − 

, 
1

0
b

 
=  

 
 

 

Comentário: Observa-se então, que os limitantes do 3º índice são menos 

conservadores do que os do 1º índice, tanto  no caso constante, quanto no caso 

dinâmico de segunda ordem. Mais especificamente, tem-se que ( )1L h∗  é 

aproximadamente 30% maior que ( )1L H∗ , e ( )2L h∗  é aproximadamente 40% maior 

que ( )2 .L H∗  

 

 Na próxima seção, de maneira similar a que foi feita na seção 6.3, será avaliado 

o comportamento de diferentes controladores mediante os três índices apresentados 

neste trabalho de tese. 
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6.5-Desempenho de controladores em presença de 

perturbações aditivas estáveis. 

 

 

 Considere novamente a planta generalizada aP  relativa à perturbações aditivas 

para a planta nominal estável descrita na seção anterior, e o sistema de controle ( ),aP C , 

com ruído de entrada como na figura 6.3, onde C é o controlador estabilizante com uma 

realização dada por (6.4.6). Como foi dito anteriormente, a margem de estabilidade 

desse sistema de controle é 2.08eµ = . Denotando por mK  o parâmetro de Youla deste 

controlador, e qoK  o parâmetro de Youla do controlador que determina o desempenho 

nominal ótimo do sistema de controle ( ),aP C , serão considerados diferentes 

controladores obtidos a partir da combinação linear convexa   

 

( ) ( ) [ ], 0,1m qo moK K K Kα α α= + − ∈  

 

Será feita então, a  avaliação por meio dos três índices apresentados neste trabalho de 

tese, de controladores ( ) [ ], 0,1K α α ∈ , para uma mesma classe de perturbações. A 

classe de perturbações considerada será { }2 1 :S RH γ×
∆ ∞ ∞

= ∆ ∈ ∆ < , onde 0.50γ = . 
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Para esse experimento foi considerado apenas o caso constante de cada índice. Para 

cada α  com o qual se obtém o controlador ( )K α  serão apresentados de forma tabulada  

 

• A margem de estabilidade de cada controlador, isto é 
( )( )

1
e

M K
µ

α∆∆ ∞

= . 

• O desempenho nominal 
2

2yr rM φ . 

• O limitante gL . 

• Os limitantes ( )optL h∗ , wJ ,  e ( )optL H∗  correspondentes ao caso constante do 1º, 

2º e 3º índices respectivamente.  

 

Observação: Neste caso, para que ( )K α  defina um controlador robustamente 

estabilizante, o valor de eµ  correspondente deve ser maior que 0.50 

 

Experimento 8:   

Espectro do ruído de entrada :
2

r
r

r

φφ
φ

= , onde 
1

1r
s

φ =
+

. 

 

Tabela 8-Resultados do experimento 8 

α
 eµ

 
2

2yr rM φ   
gL  21M φ −

∆∆ ∆∆ ∞  ( )optL h∗
 

opth  
w optJ Y=  

optλ  ( )optL H∗
 

optH  

0.15 0.5612   0.2418 28.34    7.5098   1.6215 7.54  63.2557 14.7337  1.3838 0.2680 

0.125 0.6593  0.2522 6.9821    3.4585    0.92 3.47  12.7599  6.6140  0.7575 0.0997 

0.10 0.7964  0.2631 3.5218    2.2596   0.7425 2.2649   5.1493  4.2079    0.6642 0.0741 

0.075 1.0034  0.2742 2.2219   1.6892   0.6856 1.7156   2.7156  3.0614   0.6514 0.0687 

0.05 1.3513  0.2856 1.6391   1.3584   0.6839 1.4915   1.7836  2.1848   0.6453 0.0670 
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Observação: Foi verificado que para 0.15α > , o controlador obtido não estabiliza o 

sistema de controle ( ),aP C  para a classe de perturbações considerada. 

 

 Pode-se observar, que todos os limitantes (incluindo o limitante mais 

conservador gL ) , vão melhorando a medida que a margem de estabilidade aumenta, e 

portanto, todos os índices mostram o controlador em 0.05α =  como o melhor entre os 

considerados, o que, informalmente significa que predomina o efeito da margem de 

estabilidade em relação ao desempenho nominal. 

 

6.6-Conclusões 

 

Neste capítulo, foram apresentados experimentos numéricos correspondentes a 

obtenção de limitantes superiores para o índice de desempenho “pior-caso” 2H . 

 Utilizando-se o Matlab, foram feitas simulações para os três índices deduzidos 

neste trabalho nas seções 2.4, 2.5 e 2.6, utilizando-se as correspondentes 

parametrizações lineares descritas nas seções 3.3, 3.5 e 3.8 respectivamente. 

Adicionalmente, em alguns experimentos, foram utilizadas as heurísticas descritas nas 

seções 3.4 e 3.7, para escolha das dinâmicas que determinam as classes linearmente 

parametrizadas. 

 Os pontos ilustrados nestes experimentos foram 

 

• O papel da dinâmica na melhoria dos limitantes (seção 6.2). 
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• Desempenho de diferentes controladores mediante os índices deduzidos neste 

trabalho para uma mesma classe de perturbações ( seções 6.3 e 6.5). 

• Comparação entre o 1º e 3º índice, na qual este último deu origem a limitantes  

menos conservadores que o primeiro. (seção 6.4).  

 

Os experimentos da seção 6.2 foram feitos com um fixo controlador, qual seja, o 

de margem ótima para o modelo “benchmark” sugerido por Wie & Berstein (1992),    

em presença de perturbações nos fatores coprimos (representadas no modelo de 

perturbação em realimentação) cujas magnitudes não ultrapassem 85% da margem 

ótima de estabilidade. Observa-se então, que aumentar a ordem das dinâmicas que 

determinam as classes lineares as quais serão confinadas as variáveis de decisão de cada 

problema de otimização correspondente a determinado índice, de fato, dá origem a 

limitantes substancialmente menos conservadores. Em particular, a melhoria do caso 

dinâmico em relação ao caso constante do 2º índice é consideravelmente superior à 

melhoria ocorrida no 1º índice. 

Na seção 6.3, foram feitos experimentos para diferentes controladores e uma 

mesma classe de perturbações, para a mesma planta nominal usada na seção 6.2 em  

presença de perturbações nos fatores coprimos, e observou-se que tanto o 1º quanto o 2º 

índice de desempenho indicam o controlador com o melhor  desempenho nominal  

como o melhor controlador entre os considerados, tendo predominado, neste caso, o 

desempenho nominal em relação a margem de estabilidade. Ainda neste exemplo, (com 

0.07γ = ) verificou-se que os limitantes fornecidos pelo 2º índice mostraram-se mais 

conservadores que os do 1º índice tanto no caso constante, como utilizando classes 

lineares determinas por dinâmicas de segunda e quarta ordem. Recorde-se que na seção 

6.2 (onde se permitiu perturbações de magnitudes maiores) o 2º índice com classe linear 
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determinada por dinâmica de segunda apresenta melhor limitante do que todos os outros 

limitantes do 1º índice. 

Nas seções 6.4 e 6.5, foi considerada uma planta nominal estável e perturbações 

aditivas ponderadas. Na seção 6.4, foi comparado o desempenho de um mesmo 

controlador por meio do 1º e 3º índice. Nesse caso, observou-se que o 3º índice deu 

origem a limitantes menos conservadores. 

 Na seção 6.5, de maneira análoga à feita na seção 6.3, foram considerados 

diferentes controladores para avaliação de desempenho por meio do 1º, 2º e 3º índice. 

Neste caso, todos os índices apontam o controlador que determina a maior margem de 

estabilidade como o melhor controlador dentre os considerados. 

 

 

Apêndice 6-A: Realizações de fatores coprimos 

normalizados 

 

 

Uma fatoração coprima normalizada de ( )P s  é determinada a partir de uma 

coprima não-normalizada. Neste sentido, escreve-se  

 

( ) ( )
4 22

D

s s
D s

q s
+

= , ( ) ( )
1

D

N s
q s

= , ( ) ( )( ) ( )( )1 2 1.5 2.5Dq s s s s s= + + + + . 

 

Note-se que ( ) 4 3 27 17.75 19.25 7.5Dq s s s s s= + + + + , de modo que , sendo  
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

4 2ˆ ˆ 2
1D D D

D D D

p s p s q s s s
D s

q s q s q s

+ +
= + = = , 

 

( ) ( )4 2 3 2ˆ 2 7 15.75 19.25 7.5D Dp s s s q s s s s= + − = − − − − , 

 

uma realização de ( ) ( ) 1

D D D DD s C sI A B D
−

= − +  utilizando a forma canônica de 

controle  é dada por 

 

-7 -17.75 -19.25 -7.5

1 0 0 0
 =

0 1 0 0

0 0 1 0

DA

 
 
 
 
 
 

, 

1

0
 =

0

0

DB

 
 
 
 
 
 

, [ ]7 15.75 19.25 7.5DC = − − − − , 

1.DD =  

 

Analogamente, uma realização de ( )N s , utilizando a forma canônica de controle  é 

dada por  

( ) ( ) [ ]1
,  0 0 0 1N D D NN s C sI A B C

−
= − =  

 

 Uma fatoração coprima normalizada de ( )P s  é então obtida a partir de 

fatoração “inner-outer” de 
( )
( )

N s

D s

 
 
 

 (Francis, 1987,pg 94). Isto é, se  

 

( )
( ) ( ) ( )i o

N s
G s G s

D s

 
= 
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onde ( )iG s  é “inner” e ( )oG s  é “outer”, define-se ( ) ( ) ( )1
0N s N s G s−=  e 

( ) ( ) ( )1
0D s D s G s−= ( ) ( ) ( )1

0D s D s G s−= , e é imediato verificar que  

 

( ) ( ) ( ) ( )~ ~N s N s D s D s I+ = , 

 

isto é, ( ) ( ) e N s D s  são  fatores coprimos normalizados. 

A seguir, é  obtida uma realização ( ), ,N N NA B C  de ( )N s , qual seja 

 -0.1914   -0.1114   -1.3276    0.4108

    0.1093   -0.4064   -0.3732   -0.7570
   =

    0.5035    1.7723    1.0569   -0.7496

    0.4346    2.2937    1.9226   -1.8339

NA

 
 
 
 
 
 

, 

 0.3084

 0.1884
  = 

-0.5793

-1.5918

NB

 
 
 
 
 
 

, 

[ ] -0.5345    0.1464    0.1038   -0.1240NC =  , 

 

e uma realização ( ), , ,D D D DA B C D
( (( (

 de ( )1D s− , qual seja, 

  -0.1807    0.0442   -0.9569    0.0300

    0.1158   -0.3114   -0.1468   -0.9896
  = 

    0.4834    1.4799    0.3607   -0.0344

    0.3797    1.4903    0.0097    0.1313

DA

 
 
 
 
 
 

(
, 

-0.3084

-0.1884
  = 

 0.5793

 1.5918

DB

 
 
 
 
 
 

(
,  

[ ] -0.0345   -0.5047   -1.2017    1.2346DC =
(

 , DD
(

=1, 
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Apêndice 6-B: Realizações de um sistema em 

malha fechada 

 

 Considere o sistema de controle ( ),aP C  da figura 6.3 da seção 6.2, e uma 

equação de estado correspondente a aP  dada por  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ):

a u

a u

z z

x t A x t B u t B u t

P y t C x t D u t D u t

z C x t D u t

∆ ∆

∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆

∆ ∆

= + +


= + +
 = +

&
 

 

onde 
0

0
D

N D

B
B

B D
∆

 −
=  

− 

(
( , D

u

N D

B
B

B D

 
=  

 

(
( , 0DC C∆  =  

(
, 0z NC C=    , 

0 DD D∆∆  = − 
(

, u DD D∆ =
(

, [ ]0zD I∆ = . 

 

Analogamente, considere uma equação de estado correspondente ao controlador 

C  dada por  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

: C C C C

C C C

x t A x t B y t
C

u t C x t D y t

= +


= +

&

 

O sistema de controle ( ),aP C  pode ser descrito pela equação de estado 
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( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

, :
M M

C C

a

M M
C

x t x t u t
A B

x t x t r t
P C

y t x t u t
C D

y t x t r t

∆

∆ ∆

     
= +     

     

      = +     
     

&
&

 

 

onde  

a u C y u C

M
C y C

A B D C B C
A

B C A

+ 
=  

 
, 

0
u C y u

M
C y

B B D D B
B

B D
∆ ∆

∆

+ 
=  

 
, 

0
u C y u C

M
y

C D D C D C
C

C
∆ ∆ ∆+ 

=  
 

, 
0

u C y u

M
y

D D D D D
D

D
∆∆ ∆ ∆ ∆

∆

+ 
=  

 
. 

 

e portanto,  

 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1r

M M M M
y yr

M s M s
M s C sI A B D

M s M s
−∆∆ ∆

∆

 
= = − + 

 
. 

 

Apêndice 6-C: Escolha de dinâmicas para os 

experimentos relativos ao limitante obtido por 

meio de “S-Procedure” 

 

Pelo Apêndice 3-E, referente a seção 3.7, tem-se que, para um ponto interior 

( ),Y Λ  do conjunto factível do problema de otimização correspondente à dedução do 

limitante por “S-Procedure”, uma pertubação factível em Y é dada por  
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( ) ( ) { }( )1 ~ 11
,  ,

2Y TY r r TY
s

E j j
j

ω φ φ ω ω
σ ω

− −
∗ = − Γ Γ ∈R  

 

onde  

 

                                       ( ) ( ) ( ){ }~1 ~ 1 ,  ,s Y r r Yj Tr T T jσ ω φ φ ω ω− − = ∈  
R  

[ ]~ ~, 0TY Y Y Y aT T T I φΓ = = , ( ) ~, a aA Y φ φΛ = . 

 

No caso monovariável, isto é, TY RL∞Γ ∈ , pode-se escrever 1 ~
s TY r rσ φ φ−= Γ , e 

conseqüentemente tem-se que 11
2Y TYE −

∗ = − Γ . Note-se então que  

 

 

[ ] ( ) [ ] ( ) ( ){ }~ 1 11 1

33

0 0
0 0 , ,TY a aI I A Y A Y

I I
φ φ − −− −    

Γ = = Λ = Λ   
   

, 

 

de modo que 
1
2YE ∗ = − ( ){ }

1
1

33
,A Y

−
− Λ  

. Assim, para obter uma dinâmica ( ),Y YA b  

que determine uma classe linear YS  para a variável Y , basta obter uma realização para 

a parte estável de ( ){ }
1

1

33
,A Y

−
− Λ  

. Adicionalmente, pode-se impor uma restrição à 

ordem de ( ),Y YA b  utilizando-se das mesmas idéias do final da seção 3.4. Com relação à 

variável Λ  , para evitar o crescimento da ordem das dinâmicas que determinam as 

classes SΛ , foi utilizada a mesma dinâmica obtida para o 1º índice. 
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Apêndice 6-D: Controladores correspondentes a 

combinação linear convexa de parâmetros de 

Youla 

 

 Considere a combinação linear convexa apresentada na seção 6.3, qual seja  

 

(1)                                           ( ) ( ) [ ]2 1 2 , 0,1K K K Kα α α= + − ∈ , 

 

onde 1K  e 2K , são, respectivamente os parâmetros de Youla do controlador de 

desempenho nominal ótimo e de margem ótima e do controlador para o modelo 

“benchmark” sugerido por Wie & Berstein (1992) dado por ( ) ( )2 21/ 2P s s s= + .  

Denotando por ( )1C s  e ( )2C s  as funções de transferência dos controladores de 

desempenho nominal ótimo e de margem ótima respectivamente, será obtida uma 

expressão equivalente a (1), isto é, uma família monoparamétrica de controladores 

estabilizantes ( )C α , [ ]0,1α ∈ , tais que ( ) 20C C= (controlador de margem ótima) e  

( ) 11C C= (controlador de desempenho nominal ótimo), em termos de fatorações 

coprimas. O ponto de partida para isto, é usar a própria parametrização de Youla de  

( )1C s  e ( )2C s  (Vidyasagar, 1980) dada por  
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( ) ( )1

0 0i i P i PC K N Y K D X
−

= + −% %  

 

onde ( ) 1 1
P P P PD N N D P

− −= =% % , ( ) ( )2 21/ 2P s s s= + , ( )0 0,X Y  é uma solução particular 

de P PXN YD I+ = , 1K  e 2K  são, respectivamente, os parâmetros de Youla do 

controlador de desempenho nominal ótimo e de margem ótima. Assim, definindo 

( )0
i
C i PN K D X= −%  e ( )0

i
C i PD K N Y= +% , tem-se que ( ) 11 i

C C iD N C
−− =  é uma fatoração 

coprima de iC , i=1,2. Pode-se pensar então, então uma fatoração coprima de cada 

( )C α , a partir de cada ( )K α  dado pela expressão (1). Neste sentido, define-se  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 0 01 1C P P PN K D X K D K D X Xα α α α α α= − = + − − + −% % % ,  

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 0 01 1C P P PD K N Y K N K N Y Yα α α α α α= − = + − − + −% % % , 

 

ou equivalentemente: 

 

( ) ( )1 21C C CN N Nα α α= + −  , ( ) ( )1 21C C CD D Dα α α= + −  

 

de modo que uma expressão equivalente a (1) em termo de fatorações coprimas é dada 

por  

 

(2)                ( ) ( )( ) ( )( ) [ ]11 2 1 21 1 , 0,1C C C CC D D N Nα α α α α α
−

= + − + − ∈  . 
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onde ( ) 1i i
C C iD N C

−
= . É preciso garantir que o controlador ( )C α  dado por (2) seja de 

fato estabilizante para  o modelo P  . Para isto, considere a seguinte Proposição auxiliar  

 

Proposição A-6 : Se ( ) 11 i
i C cC D N

−−=  são controladores estabilizantes para 1
P PP N D−= , 

onde ( ),P PN D  é fatoração coprima de P , e para i=1,2, ( ) 1i i
C CD N

−
 são fatorações 

coprimas de iC  tais que i i
C P C PD D N N− =I, então o controlador definido por  

 

( ) ( )( ) ( )( )11 2 1 21 1C C C CC D D N Nα α α α α
−

= + − + −  

 

é um controlador estabilizante para 1
p pP N D−=                                                         ∇  

 

Demonstração:  Serão usados os seguintes fatos cujas demonstrações podem ser  

encontradas Correa (1992): 

 

Fato 1: Se ( ),P C  é estável, então para qualquer par de fatorações coprimas 

( ) 1

C CC D N
−

= % % , 1
P PP N D−= , ( ),C CN D% %  tem-se que 

 

( ) ( ) ( ){ }1:C P C PD D N N U RH M RH M RH−
∞ ∞ ∞− ∈ Γ∈ Γ ∈% % @ . 

 

Fato2: Se existe uma par de fatorações coprimas ( ) 1

C CC D N
−

= % % , 1
P PP N D−= , para o 

qual ( )C P C PD D N N U RH∞− ∈% % , tem-se que ( ),P C  é estável. 
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 Assim escrevendo ( ) 1 2(1 )C C CN N Nα α α= + − , ( ) 1 2(1 )C C CD D Dα α α= + − , pelo Fato 2, 

basta verificar que ( ) ( ) ( )C P C PD D N N U RHα α ∞− ∈ , para provar que ( )( ),P C α  é 

estável. Note-se então, que ( ) ( )C P C PD D N Nα α− , pode ser escrito como  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 21C P C P C P C P C P C PD D N N D D N N D D N Nα α α α− = − + − −
 

 

Da hipótese de que i i
C P C PD D N N− =I, segue-se que 

 

( ) ( ) ( )1C P C PD D N N I I I Uα α α α− = + − = ∈
 

 

 e portanto ( )( ),P C α  é estável, o que conclui a demonstração                                   W  

 

Assim, se( ) 1i i
C C iD N C

−
=  são fatorações coprimas quaisquer de iC , i=1,2, tem-se pelo 

Fato 1 que ( )i i
C P C P iD D N N U U RH∞− = ∈ . Definindo então  

 

(3)                                            1 1,   i i i i
C i C C i CN U N D U D− −= = , 

 

tem-se que ( ),i i
C CN D  é uma fatoração coprima de iC  tal que i i

C P C PD D N N− =I. Segue 

da Proposição A-6 que  

 

(4)                             ( ) ( )( ) ( )( )11 2 1 21 1C C C CC D D N Nα α α α α
−

= + − + −
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é um controlador estabilizante para P.  

A seguir, será mostrado como um controlador ( )C α , escrito na forma (4) pode 

ser escrito apenas em função de seus termos polinomiais (não necessariamente 

coprimos) e conseqüentemente, em função de suas realizações. 

 Usando o fato de que o modelo  é monovariável,  isto é P

P

n
P

d
= , pode-se 

escrever  

(5)                                            P
P

FP

n
N

d
=  e P

P

FP

d
D

d
=  

 

 para algum polinômio FPd  tal que  e P FPn d  são coprimos e  e P FPd d  também são 

coprimos. O mesmo pode ser feito para os controladores ( )1C s  e ( )2C s , isto é, pode-se 

obter expressões para  fatorações coprimas de  ( ),i i
C cN D  de iC  a partir de 

i
c

i i
c

n
C

d
= , com 

uma simplificação adicional de que os controladores de desempenho nominal ótimo e de 

margem ótima para ( ) ( )2 21/ 2P s s s= + , encontrados com as rotinas de Matlab, são 

estáveis, de modo que uma fatoração coprima de cada iC é dada por  

 

(6)                                                 e  
i

i ic
C Ci

c

n
N D I

d
= = ,   

 

com  e i i
c cn d   primos entre si. Utilizando o Fato 1 e as expressões (5) e (6), tem-se que  

 

( )i i
C P C P iD D N N U U RH∞− = ∈  

⇔  
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i i i
c c P c PP P

i i i
FP c FP c FP

n d d n nd n
U

d d d d d

−
= − =  

⇔  

1
i
c FP

i i i
c P c P

d d
U

d d n n
− =

−
. 

 

Definindo então: 

 

(7)                               1 ,
i i i

i i c FP c FP c
C i C i i i i

c P c P c ce

d d n d n
N U N

d d n n d ξ
−= = =

−
 

 

(8)                               1 1 ,
i i

i i c FP FP c
C i C i i i i

c P c P ce

d d d d
D U D U

d d n n ξ
− −= = = =

−  

 

onde i i i
ce c P c Pd d n nξ = − , segue-se que ( ),i i

C CN D  definidos por (7) e (8) são fatorações 

coprimas de iC  tais que i i
C P C PD D N N− =I. Segue da Proposição A-6 que todo ( )C α  

dado por  

 

                              ( ) ( )( ) ( )( )11 2 1 21 1C C C CC D D N Nα α α α α
−

= + − + −  

 

com ( ),i i
C CN D  definidos por (7) e (8), é um controlador estabilizante para P.  

Denotando ( ) ( )( )1 21C C CN N Nα α α= + −  e ( ) ( )( )1 21C C CD D Dα α α= + − ,  segue-se de 

(7) e (8)  que  
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( ) ( ) ( )1 2 2 11 2

1 2 1 2

1
1 FP c ce FP c ceFP c FP c

C
ce ce ce ce

d n d nd n d n
N

α ξ α ξ
α α α

ξ ξ ξ ξ
+ −

= + − = , 

( ) ( ) ( )1 2 2 11 2

1 2 1 2

1
1 FP c ce FP c ceFP c FP c

C
ce ce ce ce

d d d dd d d d
D

α ξ α ξ
α α α

ξ ξ ξ ξ
+ −

= + − = , 

 

de modo que  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1 2 2 1
1

1 2 2 1

1

1
FP c ce FP c ce

C C
FP c ce FP c ce

d n d n
C D N

d d d d

α ξ α ξ
α α α

α ξ α ξ
− + −

= =
+ −

 

 

ou seja, a família monoparamétrica de controladores  estabilizantes ( )C α , tais que tais 

que ( ) 20C C= (controlador de margem ótima) e  ( ) 11C C= (controlador de desempenho 

nominal ótimo), é dada apenas em função dos  polinômios de P e iC  pela expressão  

 

                    ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1 2 2 1
1

1 2 2 1

1

1
c ce c ce

C C
c ce c ce

n n
C D N

d d

α ξ α ξ
α α α

α ξ α ξ
− + −

= =
+ −

 

 

onde i i i
ce c P c Pd d n nξ = − , P

P

n
P

d
=  e 

i
c

i i
c

n
C

d
= . 

 

Observação: Os controladores ( )1C s  e ( )2C s (desempenho nominal ótimo e margem 

ótima) obtidos para ( ) ( )2 21/ 2P s s s= +  com uso das rotinas de Matlab, são dados por  

 

( )1 4 3 2178.1089 257.139 383.9761 434.8411 141.4214cn s s s s s= − − − − − , 

( )1 5 4 3 29.0824 42.7454 127.9544 258.5543 166.4155cd s s s s s s= + + + + + , 
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( )2 3 2144.28 9.6139 274.4237 68.3392cn s s s s= − − − − , 

 

( )2 4 3 241.4495 109.4988 219.6122 254.2971cd s s s s s= + + + + . 

 

 

Apêndice 6-E: Uma classe de controladores 

estabilizantes obtida por meio de 

“parametrização Q” 

 

 

 Considere o modelo P estável, monovariável, estritamente próprio, carcterizado 

na seção 6.4 pela seguinte realização  

 

(9)                   1 2

1 0PA
α α− − 

=  
 

, 
1

0PB
 

=  
 

, [ ]1 2PC β β= , 1 20, 0α α> > ,  

 

 Para se obter uma família de controladores estabilizantes para o modelo acima, 

considera-se inicialmente, a seguinte parametrização (Vidyasagar, 1980): 

 

( ) 1
,  C I QP Q Q RH

−

∞= + ∈  
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Escrevendo 
n

P
d

=  e q

q

n
Q

d
= ,  qd  Huwitz, e substituindo na expressão acima, tem-se 

que 

 

 
1 1

1 q q q q q

q q q q

n n dd nn nn
C

d d d d d d

− −
   +

= + =         
 

⇔  

q q q

q q q q q

d d n dn
C

dd nn d dd nn

 
= = 

+ +  
. 

 

Considerando o caso especial qn d= , tem-se que  

 

(10)                                        
q q q

dd d
C

dd nn d n
= =

+ +
 

 

Por outro lado, escrevendo 

 

( )
1 2

2
q q qd s s sα α= + + , 

1 2
0, 0q qα α> > , 

( ) 1 2 ,n s sβ β= +  

 ( ) 2
1 2d s s sα α= + + , 

 

e substituindo em (10) obtém-se que  

 

(11)                                                1
c

n
C

d
= +

(
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onde  

 

( ) ( ) ( )
1 21 1 2 2q qn s sα α β α α β= − − + − −( , ( ) ( )

1 2

2
1 2c q qd s sα β α β= + + + + . 

 

Assim, tem-se que a família de controladores estabilizantes do modelo P caracterizado 

pela realização (9), tem uma família de realizações na forma canônica  controlável dada 

por                          

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1
, ,

01 0

.

q q
C C

C q q

A B

C

α β α β

α α β α α β

  − + − +  
= =         

  = − − − −  
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Considerações finais 

 

 

 Neste trabalho, foram estudados problemas de controle de sistemas lineares LTI 

envolvendo índices de desempenho 2H  e perturbações não-paramétricas. Inicialmente, 

no capítulo 2, considerou-se a avaliação de desempenho de um dado controlador que 

assegure a estabilidade de um sistema sujeito a perturbações não-paramétricas em 

realimentação e limitadas em norma. Dada a dificuldade de resolução  do 

correspondente problema 2 /H H∞ , foram deduzidos – no contexto de perturbações 

estruturadas caracterizadas por funções de transferência limitadas em norma – dois 

limitantes superiores para o índice de desempenho “pior-caso” 2H  análogos aos obtidos 

por Stoorvogel (1992), Toivonen & Pensar (1995) Paganini (1999), Feron (1997), 

Paganini & Feron (2000). O primeiro limitante (seção 2.4) foi obtido por meio de uma 

técnica de relaxação lagrangeana e o segundo problema (seção 2.5) por meio da técnica 

conhecida como “S-Procedure”. Adicionalmente, um terceiro limitante, distinto 

daqueles previamente conhecidos, foi obtido com base em propriedades elementares de 

LFT’s (seção 2.6). 

 Como estes limitantes superiores são definidos por meio de problemas de 

otimização em espaços de funções, foram consideradas versões truncadas dos mesmos, 

nas quais as variáveis de decisão (multiplicadores) são confinadas a subespaços de 

dimensão finita pré-especificados, de forma análoga ao que foi feito em Feron (1997) 

para o caso de perturbações passivas, e sugerido por Boyd et al (1994) em um contexto 

mais geral. 
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Mostrou-se então, que os correspondentes problemas truncados são equivalentes 

a problemas de minimização de funcionais lineares definidos em espaços euclidianos 

com restrições definidas por LMI’s (Proposição 3.3.2 e Proposição 3.5.2). No sentido 

de evitar escolhas inteiramente arbitrárias para os subespaços considerados, foi possível 

utilizar o “gradiente” dos funcionais definidos em espaços de funções para a 

especificação iterativa destes subespaços (seção 3.4, seção 3.7 e seção 3.8). 

 No Capítulo 4, com base nos limitantes superiores para o índice “pior-caso” 2H  

(a exceção do limitante deduzido na seção 2.6) são propostos procedimentos de síntese 

de controladores para bom desempenho 2H -robusto, quais sejam, minimizar estes 

limitantes sobre conjuntos de controladores robustamente estabilizantes. 

 A existência de termos envolvendo produtos entre o parâmetro de Youla dos 

controladores e os multiplicadores correspondentes a cada limitante, sugere a utilização 

de procedimentos do tipo “D-K iteration” nos quais, em cada passo, tenta-se 

alternadamente resolver os problemas formulados com relação a determinadas variáveis, 

enquanto outras são mantidas fixas. 

 Assim como no Capítulo 3, mostrou-se que quando o parâmetro de Youla é 

confinado a subespaços de dimensão finita (e as demais variáveis têm seus valores 

fixados) os correspondentes problemas truncados podem ser formulados em termos de 

problemas de otimização linear em espaços euclidianos com restrições definidas por 

LMI’s (Proposição 4.2.4 e sua generalização na seção 4.4, e Proposição 4.5.2). 

 No caso da síntese baseada no limitante deduzido por meio de relaxação 

lagrangeana,  pode-se também utilizar a caracterização de direções descendentes para o 

funcional de custo por meio do “gradiente” do mesmo, no sentido de evitar escolhas 

arbitrárias para o subespaço ao qual será confinado o parâmetro de Youla. 
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 No Capítulo 5, foram considerados problemas de filtragem robusta relativos a 

perturbações não-paramétricas nos fatores espectrais das densidades espectrais de 

potência dos sinais. As mesmas técnicas utilizadas para os problemas relativos a 

controle robusto, mais especificamente, relaxação lagrangeana e confinamento de 

variáveis de decisão a subespaços de dimensão finita são aplicáveis aos problemas de 

filtragem considerados. Diferentemente do que ocorre nos problemas relativos a 

controle robusto, os problemas aqui formulados não possuem termos envolvendo 

produtos entre multiplicadores e filtros, de modo que a síntese de um filtro pode ser 

realizada por meio de um problema de otimização conjunta sobre filtros e 

multiplicadores sem necessidade de procedimentos do tipo “D-K iteration”. De fato, 

quando tanto as funções de transferência quanto os multiplicadores são confinados a 

subespaços de dimensão finita pré-especificados, os problemas de síntese de filtros em 

questão são equivalentes à problemas de minimização de funcionais lineares sob 

restrições dadas por LMI’s com respeito às variáveis correspondentes aos filtros e 

multiplicadores em conjunto (Proposição 5.3.3 e Proposição 5.4.3).   

Por fim, são apresentados alguns exemplos numéricos, utilizando as rotinas de 

Matlab para resolução de problemas de otimização com restrições definidas por LMI’s 

que ilustram os procedimentos descritos neste trabalho para obtenção de limitantes 

superiores para o índice de desempenho “pior-caso” 2H . 

Como sugestão de trabalhos futuros, seria natural analisar versões dos problemas 

de análise e síntese aqui tratados nas quais seriam consideradas classes de ordem fixa de 

multiplicadores e controladores/parâmetros de Youla (ao invés das classes lineares aqui 

utilizadas). Neste sentido, poder-se-ia estudar os correspondentes problemas de 

otimização com restrições dadas por desigualdades matriciais bilineares (BMI’s) 

tentando explorar o caráter específico das mesmas na sua possível conversão em 
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restrição LMI’s (como no caso do chamado problema misto 2 /H H∞ , (Scherer, 1995)) 

ou na utilização de métodos iterativos para o tratamento de BMI’s como sugeridos por 

Mesbashi  et al (2000). 

Com relação a um tópico mais específico, no contexto de “D-K iteration” para 

síntese com base no 1º limitante haveria também interesse em se analisar o problema de 

minimização do funcional dual (para um dado multiplicador) sobre todos os 

controladores estabilizantes – já que um dos principais resultados de Stoorvogel (1993) 

converte este problema (para o caso de multiplicadores constantes e perturbações não-

estruturadas) em uma seqüência de problemas mistos 2 /H H∞  para os quais é possível 

obter (por meio de programação convexa) soluções aproximadas de ordem igual à 

ordem da planta generalizada (Kargonekar & Rotea, 1991). 
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