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Modelagem Computaciona

Neste trabalho sfo estudados problemas de controle correspondentes a andise de
desempenho e sintese de controladores para bom desempenho no sentido da norma H,
de Ssemas sujeitos a perturbagbes néo-paramétricas e limitades na norma H, .
Inicidmente € condderado o problema de andise de desempenho de um dado
controlador que assegure a estabilidade de um sstema sujeito a estas perturbagbes. O
indice de desempenho utilizado € o chamado “pior-caso” H,. Dada a dificuldade de
resolugdo do correspondente problema n&o-convexo H,/H,, sio formulados
problemas de otimizagdo convexa em espacos de fungdes cujas solugdes sdo limitantes
superiores para 0 “pior-caso” H,. A seguir, mosrase que quando as variavels de
decisio sfo confinadas a subespagos de dimenséo finita, estes problemas podem ser
formulados em termos de problemas de otimizacdo linear em espacos euclidianos com

restricdes definidas por desguadades matricias lineares (LMI's). Com base nos



limitantes obtidos, podem ser formulados procedimentos de sintese de controladores,
gue conssem esencidmente em  procedimentos do tipo “D-K iteration” para
problemas de minimizacdo com respeito a multiplicadores e controladores robustamente
edabilizantes. Utilizando a parametrizacdo de Youla destes controladores, mostra-se
gue, para um dado conjunto de multiplicadores, quando o parametro de Youla é
confinado a um subespaco de dimensdo finita, as formulagbes para sintese também sfo
equivaentes a problemas de otimizacdo liner em espagos eudlidianos, com restrigoes
definidas por LMI's. Em ambos os casos (andise e sintese) sfo sugeridos heuristicas
para a modificacdo iterativa dos subespacos aos quais as variaveis de decisio serdo
confinadas. A mesma metodologia utilizada para os problemas de controle robusto agui
considerados, pode ser aplicada a problemas de filtragem robusta. Neste caso, devido ao
fato de se tratar de sstemas em maha aberta, ndo h& necessidade de procedimentos do

tipo “D-K iteration”.
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Computationd Modding

In this work, performance analyss and control synthess for good H, - performance are
sudied for systems subject to non-parametric perturbations which satisfy a prescribed
H, - norm bound. Firs, the performance andyss problem is consdered for a given
controller that ensures robust dSability in presence of such perturbations. The
performance index used is the so-cdled “worst-case H,” index. Due to the the
character of the correspondent non-convex H,/H, problem, convex optimization
problems in function spaces are formulated whose solutions are upper bounds on the
wordst-case H, index. Next, it is shown that when the decison varigbles are confined to
finite dimendond subspaces, these problems can be formulated in terms of linear
optimization problems in euclidean spaces with condraints defined by linear matrix
inequalities (LMI's). On the bass of the upper bounds obtained, procedures for

controller synthesis can be formulated, which condst of a D-K iteration procedure for

Vi



minimization problems with respect to multipliers and robust satabilizing controllers.
Usng the Youla parametrization of these controllers, for a given set of multipliers it is
shown that when the Youla parameter is confined to finite dimensona subspace, the
gynthess formulations ae equivdent to linear optimization problems in  eudidean
spaces with condraints defined by LMIs. In both the cases (anayss and synthess)
heurigics to iterative modify the confining subspaces are suggested. An  gpproach
andogous to the one robust problems was gpplied to robust filtering problems leading to
dmilar results. It is worth noting that in this case, due to the fact that only openloop
systems are involved, the correspondent synthesis procedures do not require D-K

itearation..
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NOTACAO

R, ={f:C® C:f érea-raciona e propria} .

-1

i ¥ U
RH, =i f1 R : f éanditicaelimitadaem Re(s)>0e (2p) " ¢ f( Jw)|2dw<¥g.
) ¥

. ={f1 R,: f éanditicaelimitadaem Re(s)> 0} .
RL, ={f1 R : f élimitadaemjR } .

-1

¥ .
i
RL, = :fl R,: f élimitadaem R e (2p)~ ¢f ( jw)|2dw<¥g.
i -¥
M ('S) denota.o conjunto de matrizes com elementosem S,

TrA e ||Al|, denotam respectivamente o trago e anormade Frobeniusde AT C™®.

(M) el (M) denotam respectivamente 0 mé&imo e minmo autovaores de uma
meatriz hermitiana,

diag(A,..., A,) denota uma matriz em bloco diagond onde A é o i-éimo bloco
diagond.

|G|, denotaanorma L, de GT M(RL,).

Il =(2p) " ¢, Tr{G"(w)G(iw)} dw onde GT M(RL,).

F (s)=F (-5 onde FT M(RL,).

(F.G)=(20)" ¢, Tr{F (iw)G(w)}dw, onde FT RLy'*,G RLy ",

{%}, denotaa projecio ortogonal de L, (jR) sobre H,.

AA B denota o produto de Kronecker de A e B.
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Capitulo 1

| ntroducao

Os ddemas de controle por redimentacdo tém por motivacdo principd
asegurar padrdes satidfatorios de funcionamento face a varias circunstancias adversss,
referidas genericamente como “incertezas’, tas como a acdo de Snais externos de
distirbio sobre 0 sstema em questéo e a variacdo das caracterigticas dindmicas do
mesmo. Ademais, embora 0 projeto de tais Sstemas de controle faga uso de modelos
mateméaticos dos sistemas a serem controlados, estes modelos sGo sempre descrices
imprecisas do sistema em questéo.

Assim sendo, uma ampla gama de conceitos, formulagBes e técnicas relevantes
para 0 projeto de sstemas de controle por redimentacéo tem sido desenvolvidas sob a

denominagcdo genérica de controle robusto ( Doyle et d, 1992; Zhou et d, 1996;

Dullerud, 2000).



Um dos dementos fundamentais desta teoria é o tratamento dos possivels efeitos
das imprecisdes nos modelos utilizados. Uma forma de representacdo destes erros de
modelagem (no contexto de sitemas de controle por redimentacdo) que passou a ser
amplamente utilizada a partir da década de 80 (Doyle,1982) é a chamada perturbacéo
em redimentacdo (“feedback perturbation”) sobre um modelo nomind. As vantagens de
tal forma de representacéo vem do fato de que a perturbacdo em redimentacdo pode ser
visa como uma generdizacdo de outras formas de perturbacdo (como perturbacdo
aditiva, perturbacdo multiplicativa e perturbacdo em fatores coprimos de funcbes de
transferéncia), e também permitir lidar com sSstemas sujeitos a didtintas (e Smulténess)
formas de perturbagéo (Zhou et a, 1996).

Em uma outra vertente, centrada em modelos paramétricos, os erros de
modelagem tém Sdo caracterizados por meio de regifes de incerteza associadas aos
parémetros em questdo.( ver por exemplo, Feron et & 1996; Gahinet et d 1996 e suas
referéncias).

Por outro lado, em vérias Stuages, o desempenho relativo a aenuacdo de sinais
de perturbacdo de um sstema em maha fechada é o principa aspecto a ser consderado
no projeto de um sistema de controle. Freglientemente, no ambito de Sstemas lineares
invariantes no tempo (sstemas LTI), este agpecto pode ser  adequadamente quantificado

por meio da norma H, ponderada de uma fungéo de transferéncia(de modo que melhor

desempenho corresponda a menores normas), dando origem a problemas de controle
6timo quadrético como os tratados por Youla & Bongiorno (1985) e Doyle et d (1989)
(ver também Dullerud & Paganini, 2000; Saberi et d 1995 e suas referéncias).

Devido aos possiveis erros de modelagem, € natural adicionar a0 objetivo de
atenuar snais de distirbio o de assegurar a edtabilidade do sstema de controle em

maha fechada face a perturbagbes na funcdo de trandferéncia nomind (estabilidade



robusta). Os problemas de estabilidade robusta deram origem a uma ampla literatura
sobre os problemas de controle H, ( ver Francis ,1987; Zhou & Khargonekar, 1987;
Doyle et a,1989 e suas referéncias).

A necessdade de determinar controladores que assegurem boas performance
H, de um ssema em maha fechada, a0 mesmo tempo em que se tenha um pré
especificado nivel de robustez da estabilidade, motiva 0 estudo dos (assm chamados)
problemas de controle miso H,/H, Esse tipo de problema fo primeramente
estudado por Bernstein & Haddad (1989), onde foi considerado o caso em que 0 sna de
entrada correspondente a performance H, é 0 mesmo correspondente a restricdo H,, , e
ocusto H, é subgtituido por um limitante superior definido a partir de restricdo H, . A
solucdo para este tipo particular de problema € conhecida e pode ser caracterizada por
condigdes de otimdidade na forma de egquagbes de Riccati acoplades (Bernstein &
Haddad,1989; Doyle et a, 1989; Nikoukhah & Delebecque, 1992; Zhou et a, 1994).
Este problema também pode ser formulado como um problema de otimizagdo convexa
conforme demonstrado por Khargonekar & Rotea (1991).

Um passo adiciona, no sentido de assegurar bom desempenho H, em presenca
de perturbacbes, € o de considerar como indice de desempenho de sSistemas sujeitos a
perturbagdes o chamado “pior-caso” (isto é maior) das normas H, ponderadas das
fungbes de transferéncias correspondentes a um conjunto de perturbagdes. Quando as
perturbacBes em questdo sfo caracterizadas por funcdes de transferéncia com limitagdo
nanorma H, , determinar o “pior-caso” H, de sSstemas sujeitos a perturbagdes com
um dado controlador estabilizante envolve solucionar um problema de otimizagdo ndo-

convexo H,/H, . Como tais problemas sfo de dificil resolu¢o, surge a motivagdo para



s formular problemas de resolucdo mais dmples, cujas solugbes sgam limitantes
superiores do “pior-caso” H, .

De fato, a substituicio do critério de desempenho “pior-caso” H, por limitantes
superiores de obtencdo mais smples € uma caracteristica comum aos trabahos de
Stoorvogd (1993), Toivonen & Pensar (1995), Feron (1997), Paganini (1999), Paganini
& Feron (2000), nos quais sfo também consideradas perturbactes em reaimentacéo.

Stoorvogel (1993) e Paganini & Feron (2000) consideram perturbacbes em
redimentacdo (ndo-estruturadas na primeira e edtrutwradas na segunda referéncia) que

consstem de operadores limitados (no sentido da norma induzida L,) cujas normas néo

excedem um vaor maximo. Note-se que os operadores de perturbacéo podem ser ndo —
lineares e / ou variantes no tempo. Limitantes superiores do “pior-caso” H, Sdo entdo
obtidos através de dois passos concetuas. i) primeiramente trocase o operador de
perturbacdo por snais de perturbacdo, sobre os quais se impdem restricbes que s&o
consequéncias logicas das limitagbes em norma impodas origindmente aos operadores
de perturbacdo; ii) em seguida, uma técnica de relaxacdo lagrangeana é agplicada, de
maneira que a maximizacdo do indice de peformance sobre o novo conjunto de
vaidveis € trocado pea minimizacdo (com repeito aos multiplicadores) do funciond
dud lagrangeano, obtendo- se dessa forma um problema convexo.

Toivonen & Pensar (1995) consderam perturbagbes em redimentacdo, néo-
edtruturadas, caracterizadas por fungdes de transferéncia limitades na norma H, e
Feron (1997) considera perturbacfes lineares invariantes no tempo e passivas (a0 invés
de limitados em norma). Em ambas as referéncias, limitantes superiores do “pior-caso”
H, sdo obtidos através de dois passos muito Smilares aos encontrados em Stoorvogel

(1993) e Paganini & Feron (2000).



Como dternativa a reaxacdo lagrangeana citada acima, Peganini  (1999)
consdera perturbagbes estruturadas caracterizadas por fungbes de transferénca

limtades na norma H,, e utlizando técnicas correspondentes a chamada “S

Procedure’, é obtido um limitante superior do “pior-caso” H, que consste na
minimizacdo de um funciond linear sujeito a uma familia infinita de restrigbes definidas
por desigualdades matriciais lineares (LMI.), uma para cada frequéncia

Cabe também observar que problemas reativos a performance H, face a
incerteza paramérica tém recebido ampla atencdo na literatura especidizada ( ver Fan
et a, 1991, Young, 1993; How, 1993; Banjerdpongchai & How, 1998; e suas
referéncias).

Neste trabalho, consdera-se 0 modelo de perturbactes em realimentacdo, com as
perturbacbes (estruturadas) caracterizadas por fungdes de trandferéncia edtavels, cujas
normas H, né ultrgpassem um vaor pré-especificado, e sdo condderadas trés
diferentes formulagbes de problemas convexos cujos vaores otimos definem limitantes
superiores para 0 “pior-caso” H,: a primeira baseada nos dois passos encontrados em
Stoorvogel  (1993), Paganini & Feron (2000), Toivonen & Pensar (1995) e Feron
(1997), a segunda baseada em “S-Procedure’ e a terceira baseada em operagOes
edementares de tranformacbes lineares fraciondrias (LFT). Essas formulagBes sdo

descritas em linhas gerais a seguir:

() Inicidmente, faz-se uma mudanca de variave para diminar a néo-
linearidede das fungbes de transferéncia do sstema em maha fechada
com rdacdo a vaidvd de petubacdo. Em seguida, o conjunto
factivd do problema origind é trocado por um outro que o contém

(como subconjunto) e que corresponde a uma restricdo mais tratavel.



Findmente, uma técnica de relaxacd lagrangeana € aplicada, no
sentido de trocar a maximizagdo da norma ponderada H, pela
minimizagdo (com respeito aos multiplicadores) do funciond dud

lagrangeano correspondente.

(n Apés a linearizagdo e mudanga de conjunto factivel descritos em (1),
como dternativa a relaxacdo lagrangeana para obtencdo de limitantes
superiores para 0 “pior-cas0” H, de um dado controlador
edabilizante, é usada a técnica chamada “S- Procedure’ (Boyd et a

1994).

(1 A teceara formulacdo (eplichvel somente a perturbagbes ndo-
edruturadas) condste em usar uma transformac@o linear fraciondria
para definir uma mudanca de variave linearizante que ja resulte em
uma restricdo afim na nova variavel de perturbacéo (0 que nd ocorre

namudanca de variavel feitaem (1)).

A manera como a formulacdo (I) € apresentada nesta tese esta diretamente
relacionada com a deducdo feita em Correa & Sales (2005) para perturbacbes néo-
edtruturadas nos fatores coprimos normdizados e Toivonen & Pensar (1995) para
perturbacbes ndo-edtruturadas em redimentacéo. Neste trabalho, a formulacéo (1) € feita
para perturbacOes estruturadas no contexto de perturbacbes em redimentacdo. O

resultado obtido € equivalente ao obtido por Paganini & Feron (2000) no contexto de

snais de perturbaco.



A formulacdo (1) utiliza a “S-Procedure’” para perturbactes caracterizadas por
fungdes de trandferéncias 0 que leva a um limitante superior andogo ao obtido por
Paganini (1999) e Paganini & Feron (2000).

Na formulacdo (I11), a ndo-linearidade do problema de avaliacdo de desempenho
€ diminada com base em uma outra mudanca de variavel e um resultado sobre LFT's
gue déo origem a um limitante potencia mente menos conservador.

Uma caracterigtica comum aos limitantes gerados pelas formulagbes (1), (1) e
(1) é que a determinacdo desses limitantes envolve otimizacdo em espacos de fungdes.
A dificuldade de se lidar com tais espagos em toda a sua generdidade tem gerado na
literatura diferentes versdes do problema de otimizacdo nos quais os multiplicadores séo
confinados a subespacos de dimenséo finita pré-especificados.

Com rdacéo aformulacdo (1), em que a otimizagdo consiste na minimizacdo do
funciond dud com rdacdo aos multiplicadores de Lagrange, Feron (1997) (para
perturbacOes passivas) e Correa & Sales (2005) (para perturbagtes em fatores coprimos
normaizados) consderam classes de multiplicadores linearmente  parametrizados, cuja
grande motivacdo vem do fao de que minimizar o funciond dua com reagdo a tas
multiplicadores € equivdente a encontrar o vaor 6timo de um problema de otimizacdo
no espaco euclidiano com restricdo LMI. Stoorvogel (1993) conddera 0 caso mas
smples, chamado de “multiplicadores congtantes’, que consste em tomar o infimo do
funciond dud sobre o conjunto de nimeros reais postivos. Ta abordagem permite um
procedimento mais smples para o correspondente problema de sintese de controlador.
Em uma vertente distinta, consderando, em egpacos de dimensdo finita, subconjuntos
de multiplicadores que ndo sio subespagos, Toivonen & Pensar (1995) consderam

classes de multiplicadores definidos por equacOes de estado de uma dada ordem e



sugerem que o funciona dua deve ser minimizado com respeito aos parametros das
reglizagdes correspondentes (0 que envolve problemas ndo-convexos).

Neste trabalho, mostraase que a eguivdéncia entre a minimizacdo do funciond
dud lagrangeano sobre uma classe de multiplicadores lineares e um problema de
otimizacdo linear no espaco euclidiano com restricdo LMI, se estende naturamente para
0 caso de perturbagOes estruturadas e limitadas nanorma H, .

Surge, entéo, a questdo relacionada a escolha do subespaco de dimenséo finita
pré-especificada, ou equivaentemente a escolha da “din@mica fixa® que determina a
classe linear de multiplicadores a ser considerada

Em Correa & Sdes (2005) (onde sd0 consderadas perturbacbes nédo-
edruturadas) buscase explorar a classe de multiplicadores racionas em sua
generalidade através de méodos iterativos, operando em espacos de fungbes. Para este
fim, é goresentada uma caracterizacdo de diregBes descendentes factiveis (com respeito
a0 funciond dud lagrangeano) no espago de fungbes reais racionas e ndo negdivas, a
patir de um dado multiplicador (ndo-6timo). Dessa forma, multiplicadores dindmicos
S0 iterativamente gerados, de maneira a se obter uma seqiéncia decrescente de
limitantes superiores para “pior-caso” H,, que consste na aplicacdo do funciond dud
em cada um dos multiplicadores assm gerados. Em cada passo desse processo, a
dindmica corrente pode entdo s usada para determinar uma classe linear de
multiplicadores sobre aqua pode se minimizar globamente o funciond dud.

Quando perturbacbes estruturadas sG0 consideradas, a caracterizacdo de diregdes
descendentes para o funciond dud pode ser feita de forma andoga a0 caso ndo-
edtruturado. As questdes relativas a caracterizacdo de diregbes factiveis sdo, contudo,
mais intricadas. Assm sendo, uma heurigtica para escolha iterativa de classes lineares

(apresentada na segd0 34 do capitulo 3) baseada em diregOes descendentes



gproximadamente dinhadas com o “gradiente’ do funciona dud, tomadas a partir de
pontos interiores do conjunto factivel, surge como dternativa & escolha arbitr&ia das
classes lineares.

Com relacdo a formulagdo (I1), Paganini (1999) e Paganini & Feron (2000)
discutemn os aspectos computacionais para se lidar com as infinitas restrigbes LMI's e

sugere duas versdes para o problema, de resolucéo mais smples, quais sgam:

(a) Usar uma grade de frequiéncias,

(b) Restringir as varidveis de decisfo a subespacos de dimensdo finita

pré-especificados.

Como observado em Paganini (1999) e m Paganini & Feron (2000) os
problemas de otimizacdo correspondentes a (@) e (b) podem ser  resolvidos por
eficientes métodos de LMI descritos em Boyd e d (1994). Em paticular, o
procedimento descrito em (b) reduz a redtricdo do problema equivaente a uma Unica
LMI. 1ss0 € mostrado com detal hes neste trabal ho.

Com relacdo ao funciond dud da relaxacdo lagrangeana da formulacdo (I11),
também sfo consideradas classes lineares de multiplicadores, com a diferenca de que os
multiplicadores desta formulacéo sdo fungbes matricias.

Dadas as dificuldades existentes na avdiacdo do “pior-caso” H,, a sintese de

controladores com vistas ao bom desempenho H,-robusto deve ser feita com base em

limitantes superiores para aquele indice de desempenho, de modo que, a cada limitante

corresponde, de fato, um procedimento de sintese.



Essa idéa esta presente nos trabahos de Storvogd (1993) (utilizando o primeiro
limitante com multiplicadores condantes) e Yang g d (2000) (utilizando
multiplicadores de Popov), onde procedimentos de sintese sGo propostos com base nos
limitantes superiores do “pior-caso” H, para sSstemas sujeitos a perturbacdes néo-
paramétricas. Neste trabalho, de maneira semehante a edtas referéncias, a cada limitante
do indice de desempenho “pior-caso” H, deduzido com base em problemas de
otimizacdo convexa corresponde um procedimento de sintese.

Congderando inicidmente, o limitante superior do “pior-caso” H, dado pela
formulacdo (1), isto € por meio da minimizacdo do funciond dud, note-se que a sintese
de controladores neste caso, baseia-se na minimizagdo conjunta do funciond dud sobre
0s controladores e os multiplicadores considerados.

Ainda que se faca uso da parametrizacdo de Youla para controladores estabili-
zantes (Nett, 1986) a fim de tornar as fungdes de transferéncia do sstema em maha
fechada afins na varidvel de decisfo (parametro de Yould), o funciond dud lagrangeano
contém produtos de termos afins no parametro de Youla e no multiplicador, o que torna

7z

muito difidl a minimizagdo conjunta em questd. Entretanto, o funciond dud €
convexo em cada uma destas “variaveis de decisdo” quando a outra € mantida constante,
0 que sugere a utilizacdo de procedimentos do tipo “D-K iteration” nos quais em cada
passo tenta-se, aternadamente, minimizar o funciond dud em rdacd a uma das
variavels de decisdo enquanto a outra é mantida indterada.

Andogamente a0 caso dos multiplicadores, serd mostrado que quando o
pardmetro de Youla é confinado a um espago de dimenséo finita pré-especificado, a
minimizacd do funciond dud sobre o mesmo paa um dado multiplicador €

equivdente a um problema de otimizagdo linear no espago euclidiano com restricéo

LMI.
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Observagbes smilares aplicamtse a sintese de controladores com base no
limitante obtido por meio da formulacdo (11).

No caso da formulacdo (I11) a mehoria potencid na qudidade dos limitantes
correspondentes € obtida a custa de uma dependéncia mais intrincada entre o funciona
lagrangeano e o pardmetro de Youla que tornam as observagbes acima referentes a
sintese ingplicavels a este caso.

QuestBes de robugtez também sfo relevantes em problemas de filtragem pelo
mesmo motivo expostos para Controle Robusto, qua sga, a exigéncia de incertezas na
formulacdo de modelos matemédticos para descricdo de um sistema fisico.

Com relacdo a erros de modelagem caracterizados por incertezas paramétricas,
existe uma ampla literatura dedica a0 estudo do assm chamado problema de filtragem
H, - robusto. AproximagOes por equagdes diferenciais de Riccati foram propostas para
sstemas lineares sujeitos a erros limitados em norma nos parametros das equactes de
estado em Peterson & McFarlane (1991), Peterson & McFarlane (1994), Bolzern et
a(1994) e Shaked & Souza (1995), enquanto incertezas politopicas foram tratadas
recentemente em Souza & Trofino (2000) e Gerome (1999) com metodologias
bascadas em LMI. Um méodo baseado em funces de Lyapunov € apresentado em
Karina et d (2005) para parametros pertencentes um pré-especificado dominio poliedrd
convexo limitado.

No dominio da frequéncia, uma forma natural de levar em conta os erros de
modelagem é consderar incertezas nas densidades espectrais do sind e do ruido, as
guais podem ser quaisguer el ementos pertencentes a uma classe pré-especificada

Para problemas de estimacdo escdar, encontram-se definides em Kassam &
Poor (1985) uma variedade de classes convexas de densidades espectrais para as quais 0

problema de filtragem robuga é resolvido aravés da maximizagdo de um funciond
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concavo definido sobre classes, e da determinacdo do filtro de Wiener
correspondente a0 par (Snd e ruido) de espectros maximizantes (mais detalhes também
podem ser encontrados em Poor ,1984).

Para problemas de estimacdo de snas vetorias, Chen & Kassam (1983) e
Darragh & Looze (1984) consderam classes especiais de densdades espectrais de
modo atornar possivel estabel ecer uma equivaéncia entre o caso vetoria e o ecalar.

Finalmente, uma descricdo estocagtica de incertezas € considerada en Ohrn et d
(1995), onde os eros de modeagem sd0 parametrizados por polindmios, cujos
coeficientes sdo varidvei's deatorias com covariancias conhecidas.

Neste trabaho, serd examinado 0 caso em que a caracterizacdo de incertezas
(n&o-paramétricas) no snd e ruido de um sstema é feita consderando-se conjuntos de
fatores espectrais para as densdades espectrais envolvidas. Usando-se relaxacdo
lagrangeana, € possivd chegar a formulagbes para o problema de andlise de
desempenho robusto de um dado filtro e sintese de filtro para bom desempenho
andogas & formul agdes apresentadas nesta tese para Controle Robusto.

Serdo gpresentados a seguir, de manera informa, os temas especificos
andisados nos proximos capitulos, destacando-se nas correspondentes  segOes, as
proposicies e resultados (identificados individuamente) que condituem as
contribuigbes da Tese.

No capitulo 2 é introduzido o modelo de perturbagtes em redimentacdo. Séo
definidas as classes de perturbacbes a serem consderadas, ito €, perturbacOes
edruturadas em redimentacdo caracterizadas por fungdes de trandferéncias limitadas na
norma H, , e é feita a caracterizacdo forma do “pior-caso” H, de um dado sstema

uyjeito a tas peturbagbes com um dado controlador estabilizante. A seguir, séo

deduzidos limitantes superiores para 0 “pior-caso” H, a partir das formulagdes (1), (I1)
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e (I11) descritas nesta introduc@o, as quais sfo tratadas respectivamente nas secles (2.4),
(2.5) e (2.6) do capitulo 2. Como foi mencionado anteriormente, o limitante obtido com
a formulacdo (1) é equivalente ao obtido por Paganini & Feron (2000) no contexto de
sinais de perturbacdo. Esse fato também é mostrado no capitulo 2, secdo 2.7. Destaca-se
na se¢do 2.6 a apresentacdo de um novo limitante para “pior-caso” H, de um dado
controlador, cuja deducdo baseia-se em operagOes dementares de LFT anda néo
exploradas para fins de andise de performance robusta.

No capitulo 3, com relacdo a formulacdo (I) mostrase a equivaéncia entre a
minimizacdo do funciond dud lagrangeano com rdacd a multiplicadores pertencentes
a classes lineares e um problema de otimizacdo liner no espago euclidiano com
restricdo LMI para o caso de perturbagOes estruturadas(secao 3.3, Proposicéo 3.3.2). A
caracterizacdo de diregdes descendentes baseada para o funcional dua é apresentada
como base para a escolha heurigica de tais classes lineare(segdo 3.4). Com relacdo a
formulacdo (I1), mostra-se como a familia de restrigdes LMI’s obtida pode ser reduzida
a uma unica LMI a partir do confinamento das variavels de decisio em subespacos de
dimensdo finita (segdo 3.5, Proposicdo 3.5.3). Por outro lado, a caracterizacéo de
diregbes descendentes baseada unicamente no “gradiente’” do funciond de custo
correspondente mostra-se insuficiente para a escolha desses subespacos, de modo que
direcOes descendentes e factiveis seréo caracterizadas com base em heuristicas obtidas
a0 £ subdituir (locamente) as condicdes LMI por condicbes quadréticas suficientes
associadas com o (assm chamado) Elipsdide de Dynkin (Nemirovski & Gahinet, 1997).
Esse desenvolvimento encontra-se na secdo 3.7. A edratégia de usar classes lineares de
multiplicadores também € adotada para os multiplicadores matricials, correspondentes
a0 problema de otimizacdo dado pda formulacdo (I11), e o procedimento para resolver o

correspondente problema truncado torna-se formamente andogo ao procedimento para
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resolver o problema truncado da formulacéo (I), no que diz respeito a mostrar a
equivaléncia com um problema de otimizagdo no egpaco eudidiano sujeto a uma
restricdo LMI e utilizacdo de heurigticas para a escolha dessas com base em direces
descendentes para o funciond de custo, caracterizadas pelo “gradiente” do mesmo.

No cepitulo 4, o problema de sintese de controlador para minimizar o “pior
caso” H, é consderado. O primeiro procedimento de sintese proposto é baseado no
primeiro limitante deduzido no capitulo 2 por meio de relaxacd lagrangeana. Para
facilitar o entendimento das principais idéias envolvidas no correspondente problema de
sintese, considera-se inicidmente o caso de perturbagbes ndo-estruturadas e entrada
ecalar. Demongrase entdo, que quando o parametro de Youla dos controladores
robustamente edtabilizantes € confinado a um subespago de dimensdo finita
préespecificado, a minimizacdo do funciond dua sobre o mesmo (para um dado
multiplicador) é equivdente a um problema de otimizacdo liner no espago euclidiano
com restricdo LMI (secdo 4.2, Proposicao 4.2.4). A questdo de como determinar o
subespaco a0 qua sera confinado o parametro de Youla dos controladores robustamente
edtabilizantes é andisada Gecdo 4.3, Proposicdo 4.3.1 e Corolério 4.3.2). Em sequida,
0 procedimento de sintese baseado no limitante deduzido por meio de relaxacdo
lagrangeana é generdizado para 0 caso de perturbagbes estruturadas e entrada
multivaridvd (desenvolvimento da secéo 4.4). Também € proposto um procedimento
de sintese basecado no limitante obtido por meio da “S-Procedure’” (para um dado
multiplicador) e também mostrase a equivaéncia entre o problema truncado (variaveis
de decisdo confinadas a subespacos de dimensdo finita) e um problema de otimizacdo
liner no espagco eudidiano com restricdo LMI (secéo 4.5, Proposicdo 4.5.2). No
capitulo 5 sAo condderados problemas de filtragem robusta em que as classes de

incertezas sd0 caracterizadas por conjuntos de fatores espectrais das densidades
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espectrais de poténcia do sina edo ruido. Os conjuntos consderados sé0 “bolas’ H,
- ponderadas e “bolas’ H, - ponderadas. Mostrase entéo, que é possivel chegar a

formulagbes andlogas & obtidas para controle robusto, sem a necessidade de s utilizar
procedimentos do tipo “D-K iteration” na resolucdo dos problemas de sintese de filtros
robustos (se¢éo 5.3, Proposi¢éo 5.3.3 e se¢do 5.4, Proposicdo 5.4.3).

No capitulo 6 sfo gpresentados aguns exemplos numéricos, utilizando as rotinas
de Matlab para resolucéo de problemas de otimizacdo com restricbes definidas por LMI
(Gahinegt et d, 1995) que ilustram os procedimentos descritos neste trabaho para
obtencdo de limitantes superiores para o indice de desempenho “pior-caso” H, .

Findmente sfo agpresentadas consideracfes finais nas quais, da mesma forma
gue nesta introducdo, sfo destacados (em negrito) os principais resultados obtidos neste
trabal ho.

Para facilitar a leitura, cada cepitulo possui uma introducdo e concluséo nas
quais sfo destacadas dgumas referéncias da literatura e como a pesquisa desenvolvida
Se insere no contexto das mesmeas.

Por fim, em dguns capitulos encontraase um agpéndice préprio contendo
demonstracBes e deducBes dedocadas do corpo centrad do capitulo para facilitar a

latura
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Capitulo 2

Analise de desempenho H ,-robusto

2.1-Introducao

O objetivo deste capitulo é estudar o problema de andise de desempenho de um
dado controlador que assegure a edtabilidade de um Sstema sujeito a perturbagtes
lineares invariantes no tempo (“perturbagbes LTI” parasmplificar).

Os objetivos de performance sdo expressos na norma H, de uma fungdo de
transferéncia em maha fechada Para ser mas especifico, € condderado o seguinte
problema: para uma classe de sistemas de controle estaveis (P(D),C), onde P(D) éo
sistema perturbado, qual € o “pior-caso” (isto € maior ) das normas H, das fungBes de

transferéncias em maha fechada de um sinal de entrada paraum sind de saida?
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Com dgumas variaghes este é essencidmente o problema estudado por
Stoorvogel (1993), Toivonen & Pensar (1995), Feron (1997) e Paganini & Feron
(2000).

Devido a dificuldades de se determinar precisamerte o “pior-caso” H,, 0s
autores acima citados derivaram limitantes superiores com base em problemas de
otimizac80 convexa em espagos de fungoes.

Neste capitulo sdo formulados 3 problemas de otimizacdo convexa em espacos
de funcbes cujas solugbes sdo limitantes superiores do indice de desempenho para o
“pior-caso” H,. Os dois primeiros sio fortemente relacionados com as derivagoes feitas
em Toivonen & Pensar (1995), Paganini & Feron (2000), e Correa & Sdes (2005). O
terceiro € baseado em um resultado relativo a LFT’s, ainda néo explorado para fins de
andise de performance de sistemas perturbados.

O capitulo 2 esta organizado da seguinte forma:

Na secdo 2.2 é caracterizada a classe de perturbactes consideradas.

Na secéo 2.3 sdo agpresentadas condigbes suficientes para se assegurar a
estabilidade de um sistema de controle na presenca de tais perturbacOes.

Na secdo 24 formula-se 0 primeiro problema de otimizagdo convexa cuja
olugéo € um limitante superior para o0 “pior-caso” H, através de um procedimento que
consiste em 3 passos béasicos: mudanga da variavel de perturbacdo, aumento da classe de
perturbagdes cons deradas e relaxacéo lagrangeana.

Na secdo 2.5, como dternativa a relaxagcdo lagrangeana usada na secéo 2.4, usa
se um procedimento baseado na técnica “S-procedure’ para formular o segundo
problema de otimizacdo convexa cuja solucdo é limitante superior do indice de

desempenho “pior-caso” H, .
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Na secdo 2.6 faz-se uso de um resultado sobre LFT's para definir uma mudanca
de vaidvd linearizante que ja resulte em uma redricdo aim na nova vaiave de
perturbacéo.

Na secéo 2.7 € apresentada a deducdo baseada em uma abordagem de “sinais de
perturbacéo”, do limitante obtido por Paganini &Feron (2000). Esta abordagem
consste, badcamente, em subdtituir a varidvel de perturbacdo por classes de sinais com
restrigBes correspondentes &s caracteristicas da variavel de perturbacdo original.

Conclusdes do capitulo sfo apresentadas na segdo 2.8.

2.2-Modelagem de incertezas

Nesta secéo seréo apresentadas algumas formas de representar incertezas relativas a
modelagem de um Sslema a ser controlado. Basicamente, quando se pretende
considerar erros de modelagem, define-se um conjunto de modeos, ao invés de um
Unico, pararepresentar um mesmo sistema fisico.

Nesse sentido, como € usud em andises no dominio da frequéncia, considera-se
uma funcdo de tranderéncia fixa, chamada planta nomind ou moddo nomind, e o erro
(ou perturbacéo) é condderado também como uma funcéo de transferéncia, tomada de
um conjunto de fungbes, o qua € conhecido como conjunto de perturbactes
admissivels. Tanbém é naturd consderar que os eros de moddagem tém magnitudes

cujas limitagbes superiores so conhecidas (ou estimadas).
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Denotando por P a funcdo de tranderéncia da planta nomind, e
D:{DT M (RH, ) :|D||, £g} 0 conjunto das perturbagdes admissiveis, um modeo
perturbado P(D) sra uma combinacdo da planta nomind P com uma perturbacéo

DI D. Possiveis formas de combinaco sfo destacadas em (i)-(iii). Td abordegem é

utilizada, por exemplo, em McFarlane & Glover (1991) e Zhou et d (1996).

(i) Perturbagdo Aditiva:P(D)=P+D , DI D.

(if) Perturbagdio Multiplicativa: P(D)=(1 +D)P, DI D

(iii) Perturbacdo nos Fatores Coprimos:
P(D)=(N+DN)(D+DD)" , DI D, D=[DN,DD],
e (N,D) denota uma fatoragio coprima normalizada a direita da planta nomina P

(Vidyasagar (1985), McFarlane & Glover (1991)). As fungdes de transferéncias
perturbadas correspondentes a cada um dos tipos de perturbacdo (i)-(iii) podem ser

representados pelos diagramas de blocos das figuras (2.1)-(2.3)

— D ~— P(D)

Figura2.1- Perturbacdo Aditiva
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Figura 2.2- Perturbagdo Multiplicativa

DD |«— — DN

—{_» D" » DN

+

O

Figura 2.3- Perturbago nos Fatores Coprimos

E importante observar que esses trés tipos de perturbagBes podem ser vistos

como casos particulares de uma representagdo mais gera (McFarlane & Glover(1990),

Zhou et d (1996)), qua sga a de perturbacdo em redimentacdo (“feedback

perturbation”).

De fato, condgderando o sstema descrito pea figura 2.4
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Figura 2.4-Perturbacdo em Realimentag&o.

éR, R,u . , _ ) o
— gpl ' PIZQ, que € denominada planta generalizada, a funcéo de transferéncia
€21 M2l

de W a Z é dada pelatransformacdo linear fracionéria superior (ver Doyle et d (1991)):
A = l ~
22.1) F, (P..D)2P,+RD(I- P.D) R, , DI D.

e portanto, com escolhas adequadas das particdes de P, (que induem a planta nomind

P) é possivel representar um modelo perturbado P(D), obtido com qualquer uma das

trés formas de perturbacdo apresentadas anteriormente.
As plantas generalizadas associadas com esses trés tipos de perturbacéo sfo dadas

por:

2Py

ara perturbacéo aditiva

eighe
B-U U
e ey g

=
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R, PR,0_ €0 Py o
P=¢g 4= &, paraperturbacio multiplicativa
e Pui @l Pu
P éP, P,u é . -D' D'u Crbecs - _
- é q— é 0, para perturbacdo nos fatores coprimos.
" el PzzH gl -P P

Usando o0 caso de perturbacdo multiplicativa como um exemplo, verificase
facilmente que P(D)=F, (P, D). De fao, usando a planta generdizada associada a

esta perturbacéo, tem-se que:

F, (P,D)=PR,+RD(I - R,D) 'R, =P+ID(l - R,D) P =P+DP=P(D).

Note-se que para cada representago de incerteza, F, (P,,0) = P.

Assm, dada a posshilidade de capturar através da configuracdo apresentada na

figura 2.4 vérios tipos de perturbagBes, 0 modelo de perturbacdo em redimentacdo tem

sdo amplamente adotado por autores como Doyle (1982), Stoorvogel (1993), Feron
(1997) e Paganini (1999), entre outros, e também serd adotado no decorrer deste
trabal ho.

Convém notar também que aé agora, nenhuma restricdo dém da limitacdo na

norma foi imposta sobre as perturbaces admissiveis D, que nesse sdo caso chamadas

de Perturbacgdes ndo-estruturadas.
Entretanto, existem razdes importantes para impor uma estrutura adiciond ao
conjunto das perturbagbes admissiveis D, quando se tem entdo, as chamadas

Pertur bagdes estr utur adas. Uma destas razfes € ilustrada no seguinte exemplo:
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4 D2 Q2 G D]_ L

L/ N — H

Figura2.5. Sistemas Perturbados em Série.

A figura 25 mosra a composicio em <iie de dois Sstemas sujeitos a
perturbactes em redimentacdo. Nesse caso, € fécil verificar que a conexéo entre os dois
sgemas é equivdente a um ssema da forma da figura 2.4, para uma gpropriada

escolhadeP (emfuncdodeN e H) e

L.&u  _épy o @ o
_e ] _e ] _e ]
° é%g ° épZH é0 DZH

e portanto, pode-se concluir que o conjunto de perturbagdes D, para composicdo em
s¥ie de dgstemas sujeitos a perturbacbes em redimentacdo terd por construcdo uma

edtrutura de blocos em diagond.

. - éN, N,u éH H,U
Paradeterminar tal P, particione N=¢g " *geH =g ™  *¢ demodo que
éN21 szu éHzl H22U

§H11 H12N21 H12N22l‘;|
-e u
P e 0 N11 N12 U
€H21 H22N21 H22szé
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Outra motivacdo para se consderar perturbacfes estruturadas é a possibilidade
de representar incertezas paramétricas, IS0 €, incertezas nas equacles de estado, via
perturbacdo em realimentacéo com perturbactes estruturadas (Doyle et a (1991)).

Assm, devido aos exemplos acima, sera definida a seguir  uma clase gerd de
perturbactes estruturadas a ser consderada. Esta definicdo pode ser encontrada em

Zhou et d (1996).

S, ={D=diaggl!,....d,l, Dy....D f:d (s)] RH,.D;T M(RH, )}

com d |, £.D), €9

Note-se na definicio acima, que os blocos D; nda sio necessariamente

quadrados. Porém, ta hipdtese € usudmente considerado para efeitos de smplificacéo
(vga por exemplo Doyle, 1982, e Zhou et a,1996, pg 278) , de modo que neste traba ho,

os blocosD,; da definicdo de S, serdo considerados quadrados. Esta sub-classe de S,

sera definida explicitamente na proxima secéo.
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2.3-Estabilidade robusta e indice de desempenho

de sistemas perturbados.

Nesta secdo é discutida a edtabilizacdo robusta de um sSsema sujeto a
perturbacBes em redimentacdo. Neste sentido considere 0 Sstema da figura 2.4 com um

controlador C em redlimentacéo, o qua € descrito em diagrama de bloco nafigura 2.6

U D Yo
<—

>
W N Pa 4 >
—>

u C<y

Figura 2.6-Controle de Sistema Perturbado.

ol . __ewa  _ ézu -
Em correspondéncia com a figura 2.4, W=éuL’J ez= éy(" , € as particOes podem
eva eyu

Ser escritas da seguinte forma
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: u

goo o Pl P, 0 éP, P,u
PR=&» Pun Pa u,onde B =Fp, B, :[PDW ] P,=é eb,=¢é a

A P P ePyDu &Pw  Pug

g Puw B H

e o0 ssgemadafigura 2.6 é formamente descrito pelas equagles:

€Ypu éPDD Poy P ueJDU
é_u_¢ Ue G _

(2.3.1) éza—epzD P., BUUe 0 u, =Dy,,u=0Cy.
@yg 8PyD wa YUngH

Definicdo 2.3.1: Um controlador C estabiliza robustamente o Sstema dafigura2.6 se:

() O sgema( P,,C) é externamente estavel (estabilidade nomind).
(i) O sgema (P,D,C) é extenamente estavel para toda perturbacdo

admissived DT S,.

O conceito de estabilidade externa de um sstema de controle dos itens (i) e (ii) sera

explicitado a seguir. Para isso, consdere os diagramas de estabilidade externa de

(P,,C) e (P,,D,C) respectivamente:

Up P Yo

3 C G

Figura 2.7-Estabilidade externa nominal
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C

Figura 2.8-Estabilidade externa de sistema perturbado

Denotando-se por F(P,,C) a matriz de transferéncia do sistema de controle da
figura 2.7, que determina os valores das variavels dependentes y,, z, y e u a partir das

varidvels exogenas U, , W, r e v, isto €

[Vo z y u] =F(P.C)luy, w v r]'

0 ssema (P,,C) é dito externamente estavel quando a qualquer quadrupla de fungdes
(up (4, w6 v(¥.r(3) limiteces em  0,¥), correspondam  (y, (¥, 2(3.y (3 u(})

também limitadas em g)¥)
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Observacdo: Note-se que por um abuso de linguagem, esta sendo usada a mesma
notacdo para snais no dominio do tempo e para suas respectivas transformadas de

Laplace no dominio da freqiiéncia

Neste contexto, temse que uma condicdo necessaria e suficiente para que se

tenha estebilidade externa do sistema de controle (P,,C), é que F(P,,C)T M(RH,)

(Vidyasagar ,1985).
Andogamente, para um dado DI S, denotando-se por F (P,,D,C) amatriz de
transferénciado sstema (R,,D,C) , isto &
[z y u =F(P,DC)[w v r

ent3o (P,,D,C) éexternamente estéavel seesomentese F(P,,D,C)T M(RH, ).

Note-se agora que, F(P,,C)T M(RH,) se e somente se todos os seus

dementos também pertencem a M (RH, ). Observe que a expressdo de F(P,,C) é

dada por
éMDD MDN MDV MDrl;I
e u
M, M, M, M,/
(2.32) F(R.C)=€ * u
eMyp My, My, MU
8MUD Muw I\/Iuv I\/lura
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onde

(2.3.3)

(2.3.4)

DD

zD

%X'D %> CD>§CD> %

a%m %> ('D>§('D> %

Dv MDrg
. Mg
w MYTS
w Myl
MDWC,] éPDD
M. 4 &Po
'V'ng gPyD
MO &

o

®D: D> D D> (D>

v
u
P - -1
“U(1-cp,) [c 1]
P U
yu
u
la
F)letJ él:>Dul:I
p Y & U 0
»0+€ 201 -Ccp,) CgR,
P.u eR,u
u e, u
Og el a

Fwl

Tendo em vista a expressio de F (P,,C) em fungdo de P, e C, uma condigdo suficiente

para a estabilidade robusta de um sistera no sentido da definicéo 2.3.1 € dada a seguir

Proposicdo 2.3.2. Um Controlador C edtabiliza robusamente o sstema da figura 2.6

sobre a dasse §,={D=diaggd,,...d,l,,D;.....D; f:d (s)T RH,,D;T M(RH, )},

com |d |, £9.|D]|, £9,se(P,.C) éestével (F(P,,C)T M(RH,))

oM, <3 W

Demonstragdo: Inicidmenteescreve-se 0 seguinte sstema de equacOes referentes ao

diagrama dafigura 2.8, paraum dado DI S, :
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}. Yo =Rty + R, W+ P u, u, =Dy,
(235) |, Z= PZDuD + PZWW+ quu
%y=PyDUD+PwW+PyuU , u=r+C(y+v)

A partir das equactes do sstema (2.3.5) € possivel escrever :

(236) z={ M, +M (1 - DMyp) * DM, Jw+{ M, + M, (1- DMg,) " DM, v

+H{M, +M 5 (1- DMy,) DM }r

(237) y={M,,+ M5 (1- DMy, ) DM fw+{M,, +M , (1- DM, ) " DM, }v

+H{ M, +M o (1~ M) DM | r

(238) u={M,,+ M, (1- DMy, ) " DM Jw+{M,, +M,; (1 - DMy,) “DM,, }v

M, +M ; (I - DMy, ) “DM, |

Segue-se entdo, que os elementos da matriz F (P,,D,C) do sistema da figura 2.8
S0 as fungdes de transferéncia contidas na equagdes (2.3.6), (2.3.7) e (2.3.8). Assm,

F(R,D,C) é exrito em fungio dos termos de F(PR,,C) de acordo com essas
equacdes. A hipdtese de que F(P,,C)T M(RH,) garante que todos os elementos de

F(R,D,C), com excegio do termo (1 - DM,) ", sio dementos de M (RH, ). Por

outro lado, a condigo M ), 2L implicaque (1 - DM,,) " é demento de M (RH,)
g
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para todo DI M (RH,) ta que |D|, £g, (Teorema do Pegueno Ganho, Zhou et
al,1996, pg 218), em particular para D1 S, .
PortantoF (P,,D,C)T M (RH, ) o que implica que o sitema (P,,D,C) é estével

paratodoDi S, n

Observacdo: No decorrer deste trabalho, sempre que se mencionar um sSstema
perturbado com controlador estabilizante, sera admitido que as condigdes da Proposicéo
2.3.2 so satisfeitas.

Asam, para a finadidade de andise de desempenho de um sistema perturbado
com controlador estabilizante, referente a aplicagdowi— z, condderase a seguinte

configuracéo abaixo

D<—

Up Yo
-~ M
W z
—» = 5

Figura 2.9- Andlise de desempenho para controlador estabilizante

onde
° t -1 N
(239) M _éMDD MDN@—EPDD+PD’ (I i CPVU) CPyD PDN+PDJ (I - CI:)yu) CwaH
e e U=z _ _ i
M é 1 . ;
o H éPZD+PZU(I i CPV“) CP}/D Pzw+ qu(l - CF)yu) Cwag

Paraser mais concreto, sgam wi RH*e zI RHJ:. A aplicagio w— zé dada por:
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(2.3.10) z=F,,(D)w=&M,, +M,D(I - My,D) "My, Hw.
Note-se pela demonstraggo da Proposico 2.3.2 que F,, (D)1 RH* ™ paratodo
DI S . Isso permitird definir o seguinte critério de desempenho H,, cuja motivagio

sera discutida a seguir

2.3.11) 3(D)=||F.. (D)f [}

onde f T RH)*™ ¢ fator espectra da densidede espectrd G, =f f, do snd de
entrada w.

A motivagdo para 0 uso do critério H, definido acima basda-se em dguns
conceitos elementares da Teoria de Processos Estocagticos 0s quais sfo brevemente

apresentados de maneira gera. Mais detalhes podem ser encontrados por exemplo em

Brown & Hwank (1997).

Admita que o snd de entrada W(t) do ssema da figura 2.9 sga um proceso

estocastico estacionario , de densidade espectral conhecida G,. Sabe-se que o vaor

esperado da energia deste sindl (isto 6, E{ ||w(t)||z} ) é dada por :

¥

OTrG, (jw)dw,
-¥

e[l =

ecomo z=F,, (D) w, tem-se que a densidade espectral dosina z é dada por :
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€ portanto:
={ 200} = 2 577G, () dw =L 57 { ., (O] (1), () (D)} )

Tomando-se uma fatoragio espectrd de G,, ito & G, (jw)=f,(jw)f,(iw)
(Francis,(1987)) a Ultima expressfo da iguddade acima é exaamente igud a
|F...(D)f W||2 Portanto, o critério definido em (2.3.11) é a energia esperada da resposta
do sgema (perturbado) estabilizado quando o snd de entrada € um processo

estocastico estacionario de densidade espectral conhecida

Assim sendo, tomando w como um sind estocagtico de perturbagdo, a proxima
definicdo € bascamente a formulagdo do problema de andise de desempenho H,-

Robusto.

Definicdo 2.3.3: O “pior-caso” de desempenho H, de um sistema perturbado, com

controlador etabilizante C , denotado por h, € o vaor 6timo do problema

sup{J(D): DT S}
onde J(D) é o funciond definido em (2311) e S, é a classe de perturbacBes

consderada.
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Dada a dificuldade do problema de maximizagdo néo-liner H,/H,

correspondente ao problema de andise de desempenho H,-Robusto, vérios autores tém

recorrido  a limitantes superiores para a medida de desempenho dada pela definicdo
2.3.3 (ver Stoorvogel, 1993, Toivonen & Pensar, 1995, Feron ,1997, e Paganini ,1999,
por exemplo). Seguindo a linha de Toivonen & Pensar (1995), 0 primeiro passo para
obtencdo de tais limitantes ¢é mudar a variavel de perturbacdo D aravés de uma

transformagdo linear fracion&ia sobre éa Is0 serd vito com detahes na proxima

~

Seco.

2.4-Limitante superior baseado em relaxacéo

lagr angeana.

Nesta segé0 € deduzido um limitante superior para o “pior-caso” H, através de
um procedimento que consiste em 3 passos bésicos: mudanca de variavel, aumento da
classe de perturbagbes consderadas e relaxacdo lagrangeana. Para efeito de
amplificacdo, sera condderada uma sub-classe especifica da classe de perturbactes

edtruturadas S, definidanasecéo 2.2. Define-se entéo

5 é{DT RH?:D=diag(D,,...,D,),D;T RH; "e|D], £g "i :1,...,|}_
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Inicddmente, define-se uma nova vaiavel de perturbacdo, aravés de uma
mudanca de variavel, de modo a tornar a funcdo F,, (definida em (2.3.10)) linear com

rdlacdo a esta nova vaiave, ido € conddera-se a mudanca de varidve dada pela

seguinte transformac@o linear fracionaria

(2.4.1) T=D(1- MyD) ‘M, f,:Di §,

e reescreve-se 0 funciond cuso H, , definido em (2.2.11), associado a0 sistema

perturbado com controlador estabilizante como

(24.2) IT)=|A[T],  AETE=Mor +M,f,, TT RHS™

Note-se que a despeito da linearizacd no custo, o conjunto factivel da nova

vaiave de perturbacdo € definido por uma relacdo complexa (expresséo (2.4.1)).
Assm, uma nova smplificacdo € obtida trocando o conjunto de vaores T

correspondentes a DI §, por um conjunto que o contenha (como subconjunto) e que

corresponda a uma restricdo mais tratavel. Neste sentido, levando em conta a estrutura

de blocos de DI S, eswreve-se a reagio T:D(I-I\/IDDD)'lMDNfW, ou

equivalentemerte, T = D(M ,f ,, +M 5T ), daseguinte forma:
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I
IS

o

o
c

iy

_ Sl g, 0! _
(2.4.3) T:‘?Llfgs . O‘d(l\/lmfwMDDT),
98 & . o of
e portanto:
(2.4.4) T=D{R(Myf,+MT)} ,parai=1,2....,
onde R=g0---I -0 € uma mdriz seletora de linhas com a identidade no i-ésmo

bloco correspondente. Note-se também que 'T, = R'T parai =1,...,1 .
A partir de (2.4.4) pode-se escrever para f 1 RHM ™, fo=gf, g as
seguintes  desigualdades vdidas para  todo 'ITcorreﬁpondente a DI §, como

consegiiéncia de dasrelagBes entreasnormas | | e ||,

245 {RTe} (W) £0°|RMof  (iw) +RM g, (jw) (T (iw))e ]

"wi R, i=1,..1; k=1,..,n,; onde g €& o k-éimo vetor da base canénicade R"™ , e

E agora, definindopara T1 RH.” osfuncionais:

& [T](w) = {RT (i)l - 0% [RMauf (i) + RM o ()T (iw)];
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i1=1,.,1; k=1,..,n,,

obtém-se um limitante superior do “pior-caso” H,, denotado por i, que é o vaor

6timo do problema

2 — ~ - n ~ .
, sjetoac, Mg f(jw)£0" wi R, i=1..,1; k=1,..n,.

RSN Y-

k éoindicedascolunasdef, =g ,:---:f | g, i €oindice dos blocos de perturbacao.

Como

|5 e =4 |5 e

~ — L\
onde, para T1T RH?, A [T|2 M T+M,f,, temseque =3 N, , onde h, éovaor

k=1

6timo do seguinte problema de otimizacdo

max_ . | [T, sistoacs [T](w)£0" wi R i=1,..1, k=1...n,.

T RHS

Em outras palavras, um limitante superior do “pior-caso” H, h,é dado pela

somados n,, vaores 6timos de problemas de otimizaggo do seguinte tipo

A [T1||§ ,sujgitoac, [T](jw)£0" wl R,i=1,.,1,

Problemaa: max_; -

onde
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|A [TIE =Ml +ML.f

G [T](iw) =[RT (iw)]; - 6°[RMo. (i)t (iw) + RMoo ()T (W), i=2...J

A despeito da linearizacdo do critério de otimizacdo e da smplificacdo obtida
por trocar o conjunto dos valores T correspondentes a DI §, pelo conjunto factivel do
Problema a, ese anda € de dificl solugdo por tratar-se de um problema de
maximizacdo de funcdo convexa envolvendo infinitas redricdes. Devido a eda
dificuldede, ira se recorrer a limitantes superiores de h, (valor 6timo do Problema a),
obtidos por relaxacéo lagrangeana do Problemaaa.

O “pior-caso” h serd entéo limitado pela soma de vaores 6timos de problemas

de otimizacdo convexa correspondentes a relaxacdo lagrangeana aplicada a problemas

daformado Problemaa

Para aplicar rdaxacdo lagrangeana a0 Problema a, conddere o0 seguinte

conjunto de multiplicadores de Lagrange:
(2.4.6) S, ={h=(h...h): hT RL; i =h; h(jw)2 0" wi Ri=1..1}.

O Funciond Lagrangeano relativo ao Problema a, € definido por:

N

)= | Il Ao

+¥

G (T, h)[\; yondec (T,h)2(2p)" h(iw)e, [T](jw)dw.

-¥

Paratodo h1 S, se T pertence ao conjunto factivel do Problema a, entfo
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L (Th)2 A [T]E

o queimplicaem

L (h) 2 sup{L, (T.h):TT RHZ} = sup{[A [T [T](iw) £0"wT Rii=1....1

ousdga, L (h)3h,, onde L. (h) éo funciond dud lagrangeano referente ao Problema
a. Como a desigualdade acima vae para todo hi1 S, um limitante superior de h, é

entdo dado pelo valor étimoh,, do seguinte problema:

Problema L 1: inf{L (h): hi S]}

A dificuldade de s lidar com a claseS, em toda a sua generdidade, como definida
em (246) tem geado na literatura diferentes abordagens para determinar  uma
conveniente subclasse, entre as quais destacam-se as seguintes , as duas primeiras para o
caso de perturbacbes ndo-estruturadas, a terceira para 0 caso de perturbacOes

edtruturadas.

() Stoorvogel (1993): Com o objetivo de facilitar o correspondente problema de
sintese, condderou 0 caso mais dmples, chamado de “multiplicadores

constantes’, que condste em tomar o infimo sobre o conjunto dos nimeros

resispostivos: i, 2inf{L (s ):s T R,}.
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(i) Toivonen & Pensar (1995): Consderam classes de multiplicadores definidos
por equacdes de estado de uma dada ordem prescrita, e sugerem que L. (h)

deve ser minimizado com respeito aos parametros correspondentes.

(i)  Feron (1997): Classe de multiplicadores linearmente parametrizados com
estrutura bloco-diagona, para perturbages passivas (a0 invés de limitages

nanorma).

(iv)  Classes mais gerais de multiplicadores linearmente parametrizados, quais
sgam
s2{h=g+g :gl RH,, g(s)=C(s - A)"'B,+D, paraCl R",D1 R:
"wi R, g(jw)+g (jw)? O},A;T R"", B, T R" fixos,
sd0 considerados em Correa & Sales (2005) ( para perturbagdes néo-
edtruturadas e limitadas em norma onde sdo também propostos métodos de

busca iterativaparaaclasse S, .

Uma motivacdo para consderar classes lineares, € que obter o vador o6timo
correspondente do Problema L1 é equivdente a encontrar o vaor 6timo de um
problema de otimizacdo linear no espaco euclidiano com redricdo LMI. Isso foi
mostrado para o caso de perturbaces ndo-estruturadas em Correa & Sdes (2005). As
mesmas técnicas serdo usadas no capitulo 3 para se obter um resultado semehante para
0 caso de perturbacbes estruturadas. A motivacdo deste trabalho é o fato de que os
limitantes obtidos sem levar em conta a estrutura em blocos diagond das perturbagtes

estruturadas podem ser por demais conservadores para estes.
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Na proxima secdo, como dternativa a relaxacdo lagrangeana, serd usado um
procedimento baseado na técnica chamada “S-Procedure” (Boyd et a ,1994, pg 25) em

conjunto com Problema a para deduzir um outro limitante superior para o “pior-caso”
H, de desempenho de um dado controlador, de forma andoga aguela utilizada por
Paganini & Feron (2000) no contexto de sinais de perturbacdo (ao invés de fungdes de

transfereréncia de perturbacdo como no caso da derivagdo agui apresentada).

2.5-Limitante superior baseado em

“S-Procedure’.

Nesta se¢80 € deduzido um limitante superior para o “pior-caso” H, através de
um procedimento baseado natécnica“ S-procedure’.

Recorde-se que na segdo anterior foi mostrado que a soma dos n,, valores Gtimos
de problemas de maximizacdo sujeitos a infinitas restrigdes quadréticas € um limitante
superior para o “pior-caso”.

Tais problemas de maximizacdo sdo daformado Problema a que € dado por

Problemaa: max._; Ry

A [T]"z ,sujgtoac, [T](jw)£0" wl R,i=1,.,1,
onde

A [T]E =MoT +M, . Mo RHE ™, M

w

L RHE™ f T RHM,

G [T](w) =[RT ()] - 0 [RMo (i) T (iw) + RMoo (i) T (w)] +i=L...,
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R = g) Iri OH é umameatriz sdetorade linhas.

Neste ponto a formulagdo desta secéo se diferencia da segdo anterior. Como

dternativa a rdlaxacéo lagrangeana aplicada a0 Problema a na secéo 2.4, andisa-se sob

que condicBesexite YT RL* ™, Y™ =Y tad que, " wi R temse

(25.1) M., (i)t (W) +M o ()T ()] £¢F (iw).Y (iw)f, (iw)),

para todo TT RH} td que c,[T](jw)£0" wl R, i=1..l.(Is0 & para todo

elemento pertencente ao conjunto factivel do Problema a).

Paratad Y , integrando em ambos os lados de (2.5.1) tem-se que

(252) IM L +MTIE £(F,YF,)

paratodo T1 RH/ ta que ¢, [T](jw)£0" wl R, i=1,..,1

0 queimplicadiretamente em

(2.5.3) h, £{f,,Yf,)
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onde h, é o vaor ¢timo do Problema a Como o lado direito de (2.5.3) vade para

quaquer 'Y com as caracterigicas mencionadas acima, um limitante superior mais

preciso € dado pelo valor 6timo do seguinte problema

Problemak: infys (f oY),

vi'sy {
onde S, denota o conjunto das matrizes de fungdes Y com as caracteristicas desgjadas.
Assm, para tais Y satisfazendo (2.5.1), conclui-se que o vaor 6timo do Problema a
limitado superiormente pelo vaor étimo do Problema k. Consequentemente, o indice
“pior-caso” H, sera limitado pela soma de n,, vaores Gtimos de problemas como o
Problemak.

Para deduzir sob que condigbes (2.5.1) é satisfeita, consideramse as seguintes

, . ST(jw)u -
formasquadra’tlcasdeflnldassobreg (w H,Wl R:
a

gk(jw)

(254) <§k((jjvvvv))§,P(jw)gi((mgkéIIMM(jw)fk(jw)+MzD(jw)T(Jw)||i
(255) <§T((JJVVVV))§Q(JW)§T((JJVVVV))§> 2 ¢, [T](iw), i=1,...1.

Note-se agora que o lado direito de (2.5.4) pode ser escrito como
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de maneiraque

(256) p(jw) = oUWy (w) M, (w)g
Mo (iw)g™ * "

Note-se também que cada ¢, [T](jw), i =1,...,1, pode ser escrito como:

<RT(Jw),RT(iw)>F-92<RéMDD(Jw) (W) §T((’ ))UR@M (iw) Mm(Jw)ang((ijVVV@

Portanto:

>

8

-0
o

2

(257)Q(]W)= Ej ;UR REMp (W) My, (iw)g i =1,....1.

D:(D
o
o
C)CI\C/
«
('D:('D) N
="2
g i U i

Note-se que em cada freqgiiéncia as matrizes P(jw)e Q(jw) sio matrizes hermitianas.

Congdere entéo o seguinte lema (* S-Procedure’):

Lema25.1: Sgam T,,...,T, T C" "marizeshermitianes Seexisem t, T R t, 3 0 para

|
i=1,..,1,tdqueT,- §t,T £0, entdo

i=1



V'TVEO paratodo VI C™td que V'TVED " i=1,..,1,
onde V €0 conjugado de V. N
Obs: Se PT C™™ éumamatriz hermitiana, entfio V' PVI R paratodo Vi C™.

Demonstragdo: Sgam T,,...T, T C""et,T R ,t,20,i=1,.,I, como definidos no
: - 9 _ :
enunciado Lema 2.5.1. Multiplicando T,- gt T a esquerda e a direita respectivamente
i=1

por V' e v,onde Vi C™, tem-seque

VTV- V' oF %) 2T OV£ 0

ou equivdentemente
VITVE ga t VTTV

SeVi C"étd que V'TVEO parai =1,...,| , seguedo fato dequet, 2 0,...t, 2 0

que
8at vTVe £o

eportanto V' TVEO. O
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Invocando entédo o Lema 2.5.1, temse que uma condicdo suficiente para se ter para

todowl R

[M s (1) () + Mo ()T ()] £ F (i)Y (w)F i (iw)),

&T(jw)u <eT(J wid . éT(jW)U> O
paratodo ta que ) ',Qi wla .ota) EO" wl R,"i=1,.,1,
g (w)d & (iw)g ( )gk(JW)g i
€0 0 u
ou equivaentemerte, definindo Y, (jW = a O
D Y(iw)g
éT (jw)u 6T (jw) u>
A jw w)la . £0
<§k(JW)H( ( ) ( ))gk(JW)H .
&T(jw) i <éT(j )‘ e u> P
paratodo g . ‘td que , jWA 3) £0" wl R,"i=1,.,I,
d (W) d g (w)a

éque, paratodow! R edstam |, (jw)T R, (jw)3 0" i=1,.,l,td que
. . 9 . . -
(2.5.8) P(iw)-Y,(iw)Eal,(iw)Q(iw) " wl R.

i=1

Note que:
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’2<'>|'. R ol

e
|
P(iw)- Y, (w)- &1, (1w)Q (iw) =M~ (w)§ ™
i=1 é 0 |g
z | >
A1, (W)RR 0 §
@il K
g O Y (w)g
ondeM:gvIDD Mou U

Assim, definindo L (jw)=§ I, (jw)R'R =diag{l, (jw)I,,...1, (jw)1,}, tem-se que

i=1

(25.8) éequivdenteaexidtir |, (jw)T R, I, (jw)3 0i =1,...|, ta que

_o&fL(jw) oo oo E(jw) O u_ .
(2.5.9) M™(jw)a M (jw)- é . £0" wl R
() MWy ()

Mostrou-se entdo, que o Problema k (cuja solucdo é um limitante superior do
vador 6timo do Problema a) € um problema de otimizacdo convexa sujeto a uma
familias infinita de restricdes LMI, uma para cada freqiéncia. Segue-se que o indice
“pior-caso” H, é limitado pela soma de vaores 6timos de problemas deste tipo. Esse é

0 conteldo da Proposicdo a seguir, cuja demongracdo foi feta durante o

desenvolvimento desta secéo.
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Proposicdo 25.2. Para um Sdema robustamente edtabilizado sobre a classe de

perturbagdes S, , tem-se que
hed J,

k=1

ondeparak =1,...,n,,, J, €0 vaor ¢timo do seguinte problema

minYTSv,LT $ <f k!Yf k>

jetoa
- &fL(jw) oa oo o & (jw) O uU_ oo
M A M (jw)- & 1£0" wi R
g o g UM g o v(jwo ™
onde
§ ={L =diag{l I, ol 1} i =1L 1T RL LT (W) 2 07 wi R
S ={YT REy™:Y =Y}, f, T RH}". N

No capitulo 3 serda mostrado que 0 confinamento das variavels de decisfo L e
Y em subespagos de dimensio finita (pré-especificada) de M (RL,) converte o
problema de achar cada J, dado pela Proposi¢éo 2.5.2, em um problema de otimizagéo

jeito a uma restricido LMI (e ndo mais a uma familia de LMI's parametrizada pela

frequéncia).
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2.6-Limitante superior baseado em resultado de

LFT

Esta secdo tem por objetivo mostrar que, quando perturbagdes ndo-estruturadas
S80 condderadas, € possivel obter uma mudanca de variavel  linearizante para o indice
de desempenho que, diferentemente da que foi feita na secio 2.4, resulte diretamente em
uma redricdo afim na nova vaidve de perturbacdo, o que leva a um limitante
potencia mente menos conservador.

Recorde-se entdo que o “pior-caso” H, de um sSstema robustamente estavel
sobre uma classe de perturbacfes ndo-estruturadas € definido como o vaor étimo do

problema

sup{HMme+ M.D(1 - MoD) " Mg f,| DI D}

onde D={Di M (RH,):|D|, £} .

Por smplificagéo, as perturbagbes seréo condderadas quadradas de dimensio

igud a p. O resultado que sera enunciado a seguir permitira escrever uma restricdo afim

na vaiavd T =D(I-M,D)’', o que diminara a néo-linearidade do problema de
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avadiacdo de desempenho sem a necessdade de ampliar a classe de perturbagbes

consderada, como foi feito nasecéo 2.4 .

. _ eh, R0
Teorema 2.6.1(Green & Limebeer (1995), pg 153): Sgam P = & P gl M (RL,)
(S 22U

e K1 M(RL,) tas que Det(l - P22(¥)K(¥))1 0, P, (jw) tem posto coluna

cheio paratodo wi R . Considere aL.F.T definida por

F(P,K) =P, +P,K (1 - PLK) 'Ry

- 1
Se P P:?| , entéo:

1
.

pral

K|, £9 seesomentese |F (P.K )|, £

. éh, P, U -
Assm, achando P = a (4 nas condigOes do Teorema 2.6.1 e escrevendo
P M

F(P,D)=R, + R,TR,,onde T = D(I - MpD) ", tem-seque

||D||¥ £0 s e somente se ||Pll + F{Z'FPZ1||¥ £51 , €0 problema de determinar o0 “pior-

caso” H, éequivdente ao seguinte problema:
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Problemab:  MaX .0

AT sieoal[A, (7)), £

onde
A: @TH = Mzwf w + MZDTM Dwa ; 'Kb (-r) = Pll + PJ_Z-TPZl '

Para determinar B, P, e B, satisfazendo as condi¢des do Teorema 2.6.1, usam-se as

- 1
seguintes equacdes, obtidas a partir daigualdade P P :g_2| ;

1

| . -
T PiPit By ==

|

i

T - -

]Ij PR +PiMy, =0
(2.6.1) :
iRt MP, =0
i
! 1
% P,R,+M M ==

2

g

12712

Usxse também, o fao de que a condicBo M|, <g™*, € equivdente a

(I - gzM[;DMDD)(jW)>O paratodowl R . B,, P, e P, S0 ent?o definidos por :

g 1_. R :
PlzPlzég—zF F,onde FT RH{ " étdqueFF =1-g°MypMy;
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Note-se que ostermos B, e B, sfo fatores espectrais de funcgBes biproprias, e portanto
inversiveis en M (RH, ) , o que permite a mudanca de variavd T =R,TR,, feitaem

um dos termos da restricdo do Problema b para efeito de smplificacdo. Segue-se que

Problema b é equivdente ao seguinte problema

QTQ +xF||z . sjetoalX, +T|, Eé

Problemac: max_, RHY P

onde
Q:=M_RB} Qr=PM_f, X, =M_f ;. X =P,.

O terceiro problema de otimizacdo convexa (cuja solucdo € um limitante
superior do “pior-caso” H,) é entdo formulado a partir de relaxacdo lagrangeana
aplicada ao Problema ¢ Para isto, serd a usada a seguinte relacdo de normas (Zhou et
al,1996)) :

|G|, =su WG], paratodo GI M (RL,),

pWT B @M (RH2) g

onde B, gV (RH, )g={W1 M (RH,):W[; =1
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Assm, para todo W1 BlgRHzp'pE], se T petence a0 conjunto factivel do

Problema c, tem-se que

[w (X +T)||2 £gi2 paratodo W1 B, §RH/ Py

ou equivaentemente,, W (X, +T)||z £g—12||W||§ paratodo Wi RHPP.

A seguir, consderando um W1 RHPP fixo (mas arbitr&io) esta Cltima

desigualdade pode ser escrita como :

L wWw)£0

<W(XC +T) W(X, +T)>- ;

U

- giz<go gol\N, Y 901W> £0

(90 G W (X +T), 90 W(X, +T))
!
(981, 9,¢. (T)) £0

onde q = g(‘)l(g(;lyW‘W,cC (T)2(X +T)(X +T) - gizl eg,=(s+1) .

O Lagrangeano referente ao Problema ¢ € entéo definido por:

L(T.a) =|QTQ: + X[, - (9c (T). 99 )

53



onde g denota um demento de RLY °, postivo semidefinido no eixo- jw . Segue-se que
um limitante superior do “pior-caso” H, € entdo obtido aravés da minimizagéo, com
respeito aos multiplicadores , do funciond dud Lagrangeano (quando este for finito),

isto &

inf{L (a):aT S},

onde

L(q):wp{Lc(T,q):TT Rpr}; S :{qT R P:q(jw)3 0" wi R; q:qN}.

Aspectos referentes a0 confinamento destes multiplicadores matriciais a subespagos de

dimensdo finita seréo discutidos no capitulo 3.

2.7 — Obtencéo delimitantes superiorespor meio

de sinaisde perturbacao

A titulo de completude, nesta secd0 serd mostrado a obtencdo de limitantes
superiores para 0 “pior-caso” H, araveés de “sSnais de perturbacdo” como feito em

Paganini & Feron (2000). A idéia basica condste em caracterizar uma clase de sinais
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por meio de restricbes que sdo consequiéncias logicas das limitagbes em norma impostas
origindmente & perturbagdes caracterizadas por fungdes de transferéncias.

Sera demongtrado que o limitante assm obtido coincide com agquele deduzido na

secé0 2.4, dado pelasomade n,, problemas do tipo do Problema a.

Considere inicidmente um sistema robustamente estabilizado sobre a dasse S,

que fol definida anteriormente como
S 2{Dl RH{ *:D=diag(D,....D,).D,T RH; " e|D|, £g "i=1,...1}
e o indice de desempenho “pior-caso” H,, quefoi definido por
h =sup{|F.,(D)t,[}: DT §

onde F,,(D)=M,,+ M D(I- My D) M,,, ff,=G, é a densidade espectra de
wl RH}v. Escrevendo f, = ¢, i---f | j, tem-seque ||FM(D)fW||z:én””FM(D)fk"z.
k=1

Note-se agora que

(2.7.1) F(D)f =M, f + M ous

para uf ta que uf =D(1- M D) "M,f, U Lg:D(MDDu§+MDka),com DI §,(k

éoindicedascolunasf ).
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Asim, definindo A, (u) 2[|M,f  +M .U, segue de (2.7.1) que o “pior-caso’ h pode

Ser escrito como

onde
S é{(uéugN )T RHS™:$DI S, ta que' k=1,...,n, :uf = D(MDDu§+ MDka)}

Neste ponto, inicia-se a utilizacdo do principio basco mencionado no inicio

desta secf0, que consiste em caracterizar a classe dos uf que correspondem a DI §,

ou pelo menos, uma classe maior que a contenha. Para isto, note que na definicdo de S
as igualdades uf = D(MDDug + MDka), k=1,.,n,, s sdisfetas pedo mesmo DI §,.

Td condicdo serd enfraquecida . Neste sentido, considere as classespara k =1,...,n,,

(2.7.2) S é{uT RH} : existe DI § tal queu=D(My,u+ Mp,f k)} :

Note-se que a definicio das classes acima permite um Dpara cada kT {1,..,n,}, de

modoque §1 §'° S,..” S, , eportanto
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hed (sup{Ak (u):u,d SK“})

k=1

Por outro lado, segue de (2.7.2) que paratodo ul S, tem-se

Ru=D,R (Mypu+ My f, ), i=1,.1,

onde R é a matriz sdetora de linha , de modo que paratodo ul S',i=1,..,I, temse

que

273)  |Ru(w)|f £02|R{ Moo (iw)u(w)+Mo, (w)f, (W)} " wi R.

De (2.7.3), segue-sequese ul S, entdo ul S onde:

Sfé{ui RHP:"i=1,..], & u](jw)£0" wi R}

e

2

' u] (iw) 2|Ru(iw)]; - 92[R{Moo (iw)u(iw) +Mo, (iw)f, (iw)}] -

F
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Ousga S'1 §',oqueimplica

A
—

{supAk CHRA

Qos

(2.7.9) hE

iy
o

e o limitante a direita da desguadade (2.7.4) € o mesmo limitante A obtido na secéo
2.4 que consiste naresolugéo de n,, problemas do tipo do Problema a

Esta abordagem por meio de sSnas permite consderar classes mas geras de
perturbacdo. Seguindo a abordagem de Paganini (1999) e Paganini & Feron (2000) por
exemplo, pode-se considerar que os blocos D, que gparecem na definicio da classe S
S0 operadores limitados na norma induzida de L,(a0 invés de fungbes de
transferéncias), podendo ser ndo-lineares e/ou variantes no tempo.

Nesse caso, o operador F, (D)=M,,+ MD(I- MD) M, néo é linear
invariante no tempo (LTI para smplificar) e surge a necessdade de se definir um
conveniente critério de performance que coincida com o critério H, para o caso LTI

definido anteriormente na secd0 2.4. Extensdes desse tipo podem ser encontradas em
Paganini (1999) e Paganini & Feron (2000).

Congdere-se entdo a seguinte classe de perturbactes:

5o 2{Di B,(L;): D=diag(D;,...D,)e |D||£g i =1....1}
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onde B, (Lg )denota 0s operadores definidos em L) (possvelmente ndo-lineares)

limitados na norma induzida

Umaextensdo do critério H, de performance para o caso LTI pode ser dada por:
3(0) =4 |Fu (D)1

onde {f,,...,f, } & uma base de um subespago de dimensio finita de RH, . Definindo-se

entéo as classes
50 é{ui RHJ: existe DI S tal que u=D(My,u+ MDka)}

e denotando por h, o “pior-caso” de desempenho H, para um Sstema sujeto a
perturbacbes da classe §§3 , prova-se de manera andoga a feita nessa secéo para

perturbacbes LTI que
g T U
he £ ;a_lsup{"M Fot MZDuk||§ | Sk(o)}

Também paratodo U, 1 S/, tem-se que

Ru=D,R (Mgu+ My f, ) "i=1..,1
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porém, diferentemente do que ocorre no caso de perturbactes definidas por fungdes de

transferéncia, aigual dade acima n&o ocorre em toda fregiiénciaw R , e segue-se que
(275) |Rul; £9%[R{ Moo+ Mo f J} " =11,

Nesse caso, definem-se 0s seguintes funcionaispara ul RH:

! [u] 2[Rl - 0% [R { Moot + Mo f ]

e segue-se que
g” — — 17 &u
h,£a (sup{”MMf F MzDuk||§ 101 SK(O)})

onde, para k =1,...,n,:

Pode-se ent&o aplicar o méodo de relaxacdo lagrangeana em cada K problema:

sup{||MZWf MUl rul é;‘(o)}
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Nesse caso, consderamrse 0s chamados “multiplicadores congtantes’, isto €,
nUMmeros reai's positivos, ao invés de funcdes.

Convém observar que a definicdo da cdlasse S ndo menciona a causalidade dos
operadores de perturbacdo. Se a hipotese de causdidade € considerada, pode-se escrever

paratodo TT [0,%):
(276) (Ru), =(DRx(ut,)),

onde, para qualquer fungo f (t) definidaem [0,¥), f, denota.afuncio

W] o for]

ex(uf,)(t) éainversadatransformadade Laplace aplicadaem { M ou+M_f}(s).

De (2.7.6) segue-se que as redricdes que definem as classes de snais de

perturbacéo a serem consideradas podem ser dadas por

dRu(t)f dte g grx (., ) (OF ot T [0¥).

onde | ||. denota a norma euclidiana, e por um abuso de linguagem usam-se as mesmas

notagBes para sinais no dominio da frequéncia e dominio do tempo.
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2.8 — Conclusdes

Neste capitulo foi discutido a avaiagdo do desempenho “pior-caso” H, paraum
controlador que assegure a edtabilidade de Sstemas sujeitos a perturbagbes em
reslimentagéo.

Dadas as dificuldades de s computar este indice, foram apresentados 3
problemas de otimizacdo convexa em espacos de fungdes , cujas solugdes so limitantes
superiores para o “pior-caso” H,.

A formulagéo do 1° limitante feita na secéo 2.4 segue passos idénticos a deducdo
feita em Correa & Sdes (2005) para perturbacOes ndo-estruturadas nos fatores coprimos
do modelo nomind. Aqui, esse procedimento € estendido para perturbacdes estruturadas
em redimentagdo, e conforme discutido na segdo 2.7, € andogo ao limitante deduzido
em Paganini & Feron (2000) por meio de sinais de perturbacéo.

Com relacdo a formulagdo da secdo 2.5, embora o limitante resultante (que
envolve a minimizacdo de funciond convexo sujeito a infinitas restricdes LM.I'S) tenha
sdo deduzido primeiramente em Paganini & Feron (2000), a deducéo apresentada nesta
*cdo € ligaramente diferente da apresentada na referéncia acima. De fato, agui
“separa-se” 0 problema origind em tantos quantos forem os canais de entrada do sind
de perturbacdo considerado. Isto ndo é feito em Paganini & Feron (2000), o que leva a
conjectura de que o limitante dado pela Proposicdo 252 sga potencidmente menos

conservador.
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Fndmente, foi gpresentado na segdo 2.6, um limitante para o “pior-caso” H,,
cuja deducdo basdia-se em operagbes elementares de LFT, ainda ndo exploradas para
fins de andise de peformance robusta A grande motivacdo deste procedimento é
definir uma mudanca de variave que ja resulte em uma restricdo aim na nova variave

de perturbacéo.
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Capitulo 3

Parametrizacoes lineares

3.1-Introducéo

Os limitantes superiores para 0 “pior-caso” H, deduzidos no cepitulo 2 sfo
definidos com base em problemas de otimizacdo sobre espagos de fungBes. Neste
capitulo, mostra-se que quando as variavels de deciso sdo confinadas a subespacos de
dimensdo finita (pré-especificados), obtémse problemas para 0s quais existem
eficientes méodos numéricos de resolucéo, embora, ao confinamento das variavels de
decisdo a subespacos corresponda limitantes mais conservadores para 0 “pior-caso” H,.
Em particular, no caso do limitante definido por meio de relaxagcdo lagrangeana na
Seca0 2.4, no qua o problema de otimizagdo em questéo se trata da minimizagc&o de um
funcdond duad com rdacdo aos multiplicadores de Lagrange, €ementos desta

abordagem estdo presentes nos trabahos de Stoorvogd (1993) e Feron (1997).
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Stoorvogd  (1993) condderou 0 caso mais Smples em que os multiplicadores sfo
confinados a0 conjunto dos numeros reais. Feron (1997), considerando perturbactes
passvas a0 invés de limitadas em norma, se redringe a0 caso de multiplicadores
caracterizados por fungdes de transferéncias com polos em —1. Aqui, por outro lado
seréo considerados, para 0 caso de perturbagOes edtruturadas limitadas em norma,
multiplicadores dindmicos (néo-congtante) com fungbes de transferéncia com qualquer
conjunto de pdlosem C, .

O capitulo 3 esta organizado da seguinte forma.:

Na secdo 3.2 caracteriza-se o funciond dud (definido na secdo 24) paa
multiplicadores fixas por meio de um problema de otimizaco linear com restricéo LMI.

Na s 33 define-se uma cdasse de multiplicadores linearmente
parametrizados e utilizando a caracterizacdo da secéo 3.2, mostra-se que o problema de
otmizacdo do funciona dud sobre esta classe é equivdente a um problema de
otimizacéo linear com restricbes dadas por LMI's (o resultado principad é expresso pela
Proposicéo 3.3.2).

Uma forma heurigtica para a escolha das classes lineares € examinada na segéo
3.4, com base em uma caracterizacdo de direcBes descendentes para o funciona dua a
partir de multiplicadores dados.

Na secdo 3.5, um procedimento andogo de definicdo de classes lineares e de
otimizacdo de funciond custo sobre edtas classes € aplicado ao problema formulado na
secdo 2.5 por meio de “S-procedure’ e cujo vador étimo define um limitante superior
para 0 “pior-caso” H, (Proposicdo 2.5.2). Segue-se aqui também (e de forma mais
smples que o caso anterior) que o problema truncado correspondente € equivaente a
um problema de otimizacdo linear sujeito a uma restricdo LMI. Na secéo 3.6, €

mostrado que as classes lineares definidas na secdo 3.5 de fato possuem elementos que
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satisfazem as restricbes do problema origind. Na secdo 3.7 é examinada a questéo da
escolha de modificar iterativamente as classes lineares definidas na segéo 3.5.

Na secéo 3.8 consderase a edratégia de confinar varidveis de decisito a
subespacos de dimensdo finita pré-especificados para o0 problema de otimizacdo
convexa formulado na secdo 2.6, e veificase que a versio deste limitante para as
cases lineares de mulitplicadores (no caso, multiplicadores matriciais) € formamente
andoga ao do primero limitante dado pela secdo 2.4(ver Proposicdo 381 e
comentarios correspondentes).

Conclusdes do capitulo sdo apresentadas na secéo 3.9.

3.2-Funcional dual e LM

Nesta s2¢é0 é dada uma caracterizacdo do funciond dua (quando este é finito)
para multiplicadores fixos, como um vaor étimo de um problema de otimizacdo com
custo linear erestricdo LMI.

Inicidmente, no sentido de smplificar a exposcdo que S segue, sa
consderado o caso de perturbactes estruturadas com dois blocos, ou sga, considera-se

aseguinte classe
S, 2{D1 RHJ®:D=diag(D,,D,):D,1 RH} ",|D[,£9" i=12]
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e conseguentemente, a seguinte classe de multiplicadores:
§ =Sy, ={n=(n.h):hT Ry, W =h, 0 (jw)2 0" wi R, i=12}

Recorde-se agora, que o funciond lagrangeano associado ao Problema a da

secao 2.4 (para o caso de perturbagdes com dois blocos) € escrito explicitamente como

LT RR) =M T+ M, - 18 (20)7 0N (i) GRT (W) - 7 RMaf, - RMo,T) (jw) ey
| -¥

i=1

Por outro lado, uma smples manipulacdo permite mostrar que o funciona lagrangeano

pode ser escrito como:
2

(321 L (T.hh)=-{(Gn T.T)+ 2%y T} +[Muf o+ 8 9°(NR RMosf . Mof )
i=1

onde G,, 1 RLY®eX,, I RL; sio definidos por

2 . i -~
Gnm:ahidg')'MQJMzD, GE]):RTR_QZMDDRTRMDD’
i<

& ~ ~
Xnp, =- A PhMHRRMpf i - MM, fy

i=1

O funciond Lagrangeano é entéo, reacionado com o funciona custo de um problema

de horizonte infinito LQR, através da seguinte proposi ¢ao:
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Proposicio 3.2.1: Sjam E,, T RH}® td que G, =E,, +E,,. (A.B,,C,.D,) e

(A.B,.C,) redizagdes de E,, e (X,, ). respectivamente, com (A, B,) e (A.B)

controlaveis, A, e A Hurwitz. Defina

AAé'% Ou"AéBl:I" éOl‘JAAeO Sl:l A T A
A:é uB:ég’,X =A O,S:" XU"SJU:D+D,SIU:, Cx‘!
§0 AQ 800 " B &Su Sl T &

Entéo, paratodo yi RHJ e ul (L,[0.¥))" td que yé a transformada de Laplace de

u, tem-se que

(G )+ 2 )= G L) u(SE1 N
f éu(t)g
onde x(satisfez x(0) = X,. x{t) = Ax(t) +Bu(t) ;

Demonstracao: (Apéndice 3-A)

Segue-se da Proposicdo 3.2.1 e da expressdo do funciona Lagrangeano em (3.2.1) que o
funciona dud pode ser escrito como
(322 L (h,hy) =-inf{(Gy T.T)+ 2(Xe T): TT RHEF} +|Mf |

+8 0 (NR'RM o .M of )

i=1
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=- inf[J(u):uT (I_2 gi),¥))p}+||M2Wfk||§+éz‘gz<hRTRMDwfk,MDka>

onde J(u)z(‘sggx(t)T u(t)TgégL((:)lf‘:'Jdt é o fundiond custo L.QR definido na
1 & )%
Proposicdo 3.2.1.

Assm, mostrorse que determinar o funciond dud para multiplicadores fixos
envolve resolver um problema de horizonte infinito LQR. A equivdéncia da solugéo
deste problema com a solugdo de um problema de otimizac&o linear com restricéo LMI.
€ determinada pelo Lema 3.2.2 que serd enunciado a seguir, € que é andogo a um

conhecido resultado da literatura devido a Willens (1971) (vga também Boyd & 4,

1994, pg 151).
A ~ . ~ ~ éS S \A n+m) (n+m .
Lema3.22: Sgam Al R"", Bl R", x,] R"e S=g * S*“gl R™™ (™" tais que
6 ux UUO

A éHumitz, S=S', e §, >0. Paraul (L,g0.¥))" defina

onde x(t) = Ax(t) +Bu(t), t3 0, x(0) =x,.

Sea Q(P)= A P+ PA, +PRP+Q,, onde

A =A- BS,S,, R =-Bg,/B", Q,=S,- §,8,S..
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A - -~ ’ m , s é )
Se J*:mf{J(u):ul (L2g0,¥)) }>-¥ (A, R)é edabilizavel e HZ:éAz RZTE
EQ -Auq
n&o tem autovaores no eixo imaginério, entéo
J. 2max{x Px,: P=PT,Q(P)* 0}

ou equivdentemente, J, € o vaor 6timo do problema

max ,_; (%P )su'eitoaéATPJr PAT S, PB+qu@30 N
i BIRIERRE mrRes, s,

Demonstracao: (Apéndice 3-A)

Uma condigdo suficiente para que L.(h,,h,) sda finito para um par (h,h,) €
que G, (jw)3 el " wi R,e>0(Correa & Saes 2005). Se esta condicdo for imposta
ao par (h,h), ssgue-se que J. <-¥ . Ademds as marizes A B e S definidos na

Proposicdo 3.2.1 satisfazem as ondigdes do Lema 3.2.2 (uma demonstracdo desse fato

encontrase no Apéndice 3-A). Assm, aplicando o Lema 3.2.2 na expresio (3.2.2),

~

segue-se que para um par (h,h,) td que $e>0 paraoqua G, (jw)3 el " wi R,

L. (h,,h,) éescrito como

(32.3) L (hy,hy) =-my, +[MF [+ 8 97 (RRTRMof oMo )
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onde m,, €o vaor 6timo do problema

€AP+PA PB+S,U

ST ~ .. e. ul:lg 01
(3.2.4) maxP:PT(Xo PXo) etoa g5Tp + g ST

A B,S,, S, e X, como definidosnaProposicio 3.2.1.

Convém observar que - m,, €0 vaor Gtimo do problema

_ .~y . eAP+PA PB+S,U
min__ - (X0 PXO) sujeito a e . . T us
- gB P+S, Dg +Dg H

ou equivaentemente (trocando —P por P), - m,, €0 vaor 6timo do problema

.. . . €AP+PA PB-S, U
X, PX, sujeitoa €. UEQD

min__
P=P éBTP' SIu - ng +D; Hg

Na préxima secéo sera definida uma classe de multiplicadores sobre a qua sera

feitaaminimizaggo de L. (h,,h,) com base na caracterizagfo dada acima.
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3.3-Classes linear es de multiplicador es.

Iniciamente, uma classe linear de mulltiplicadores € definida por

n=5 S
é{hi:gi+g[:giT RH, g, (s)=c (sl - A

i
i

| )

i"wl R:g(jw)+g (jw)? 0}, AT R*™ BT R" sofixos;
i

f

"ol ;cm

(331!

(A.B) controlaveiseA Hurwitz.

Por outro lado, conforme mencionado na segdo anterior, uma condicéo suficiente

paraque L. (h,,h,) sgafinito équeexisa e >0td que G(jw) 2 el paratodowl R.

Portanto, paraum dado e >0, definindo-se a seguinte sub-classe de Sm

S, (€)2 8, N{(h.h):G,, (w)2 el "wi R}

temrse que L.(h,h,) € finito para todo par (h,h)T S, (e)e a minimizagido do

funciond dual éfeita sobre esta classe, ito €, sera determinado

hy,, (€) 2int{L. (h,h): (h.h)T S, (e))

Aqui surge a questdo de saber se §nlh2 (e) 1 /. De fato, note primeiramente que

0s multiplicadores constantes pertencem a §m (bastatomar ¢, =c, =0, d, =d

92
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=h,/2, hyT R’,). Portanto, (hy,hy)T S, . Nesse caso, tem-se que

Gy, = é h(R'R - 9° MR RMg )- MM, =y (1- °MpMp) - MM,

Da condicao de estabilidade robusta |[M 5|, <g™* segue-se que
(1-9°MxpMy ) (jw)>0" wi R,

e portanto, dado e >0 é fécil impor uma condigdo ®bre h,para que Gnlhz(jw)3 el .
Essa condigo é dada por h,? I, gf o) gl MM if ,;;g, onde f of ., éfatoracso

espectral de | - g°M ;M. Paratd h,, (h.hy)T S, (). e assim condue-se que para

quauer e>0, §,, (e)* A&.

A utilizago da classe S, (e) tem uma grande motivaggo computaciondl. Mais
especificamente, serd mostrado que determinar hy, (e) envolve essencidmente
resolver um problema de otimizacéo linear com restricdo LMI. Para demongrar ta fato
a idéia central é usar a caracterizagZo de L. (h,,h,) como valor 6timo de um problema
de otimizacdo linear com restricdo LMI vista na segdo anterior, e escrever o funciona

custo e a restricido LMI em fungo dos parametros “livres’ de S, (e), quais sgjam,

(cgl,dgl) e (cgz,dgz).
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Neste sentido, a Proposicdo 3.3.1 que serd enunciada a seguir apresenta
redlizagOes (Ab,Bg,Cg,Dg) e (AX,BX,CX) de E,, e {Xhlhz}+ respectivamente, nas
quais os parametros “livres’ (cgl,dgl) e (ng’dgz) de S,, (€) aparecem de forma afim
gpenas em C,, D ,e C . Convém recordar que estas sdo, respectivamente, realizagOes

daparte estavel de G, e daprojegdo estavel de X,,,, , onde

g i i -
thzzéhidgl)'M;DMzD’ G(g):RTR'gzMDDRTRMDD’

i=1

2
Xup, == & PNMpRRMof - MM, f -
i=1

A demondtracdo completa da Proposicdo 3.3.1 encontra-se no apéndice 3B, e a
idéia central da demonstracdo é usar a parametrizacdo linear dada pela expresséo (3.3.1)
paraescrever E,, T M (RH,) td que G, =E,, +E,, e{X,,} como

Eyp, = La(Cy 0 Cor Uy dg ) Ye +Leo (dg dy, ) - Er

{Xun}, =Lc( G 6ty )Y - {MEMLE L]

onde L (¥, Le, (¥ L, (3 o fungles lineares de (c,,c,,d,.d, ), e as matrizes de

fungdes Y, , Y, e E. ndo dependem destes parametros livres, e sdo dadas por
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o & v, g | (e |
é A 1
v, = ey, gy ) +{ve) ¢
¢ () i
g 2(2) g

g{YQIM;DRIRlM of o}, H Y, MpRIRM,, f )
Y MoRRMof } +H{VEMGRRM o f

+

e e i

Ve
+

e (M3RRMf,).
g {MGDRzTRzM Dwfk}+

ocoooc

E.T RH/® étdque M M =E +E~,
Parai=1,2:

Y, (s) eY, (s), s definidas por

i

EVT RHP étd que

R'R - 0°MaR'RMy, = (E!" +DY)) + (& +DY )
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com DT R”P?, EV =gl +D{).

Com anotacdo acima, enuncia-se a Proposicéo 3.3.1:

Proposigo 331 Sgfam (Ac,Be.Ce). (As Br GeDg). (AcB,.Cy) e
(AZX,BZX,CZX) as redlizagbes minimas de Y., E., Y, e {M;DMMka respectivamente.

Entéo, redizagdes (A, B,,C,,D,) e (A.B,.C,) de E,, e {X,,} .com A e A

Hurwitz sdo dadas por

i Y . N oWV
C,=§l,Ac}) (IpAcgz):ngle:ngzlp:CEFHgO 0
S 4 Do
D, =§ d, DY - D,
i=1
AeA(X OU Aé-gZB(XU
A=é0 wB =é g U
e AZXU e Px 0
T oW ¢y c
CX—ngAC;):(IpAc;Z):nglIp:ZdQZIP:CmHg0 4 N

Demonstracao: (Apéndice 3-B)
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Comentério: Note que os parémetros livres (cg dg )da clase linear consderada n&o

SO goarecem de forma afim nas redizagbes de E,, e {Xm}+, mas encontram-se
docados exclusvamente nos termos C,, D,,C,. Dessa forma, a0 se minimizer
L. (h,,h,), sobre aclasse S, (€) (ou sgja, minimizar o funcional dua com relago aos
parametros (c, ,d, ) ) usando a caracterizagdo dada pelas expressies (3.2.3) e (3.2.4) da

Secdo anterior, tanto o funcional custo e a desgualdade matricia de (3.2.4) seréo &fins

em todas as variavei's de decisao.

A seguir, é agpresentada a Proposicdo que estabelece a equivadéncia entre
determinar h,, (e) ( o valor dtimo da minimizaggo do funciond dud sobre S, (e)) e
um problema de otimizaggo linear com redtricdo LMI. Antes, para smplificar a notagéo,
denote por A a colegdp de parametros livres de S, (e), isto &, A:(cgl c dgl,dgz).

] 921

Pode-se entéo, gpresentar a seguinte proposi¢éo

Proposicdo 3.3.2: Considere (,%,BQ,CQ,DQ) e (AX,BX,CX) como definidos na

Proposicéo 3.3.1 e defina

~ éAt Ou ~,.éBu ~ éou
A Y i a Sy U - R N
A=g a6 B=e_o X, =&, G qu_g:g CXH
éo Akl] 80y éBXCI

Se (Ab, Bg) e (AU BX) sa0 controlaveis, entdo paraum dado e >0 tem-se que
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h,,, () =inf{Y (P.A):A=(c, .c, .d; d; ),P=P" ,P=P,k P=FeR=F sotds
que P>0,R>0,R, >0, Q(P,A)£0, Q(P,A)£0, Q(R.c,.d, )E0,e

QZ(Pz,cgz,dgz)EO}

onde

Y (PA)=XPX,+ 2% o, IRMof f +207{ & r{ (1, AT )M, T}y ML

& AP+PA PB- S, (A) u
Q( P,A):g,\_r T (& Z T w
SB P- qu(A) ) ng(d91’d92)+Dg (dgl’dgz)HH

T FV) FV)B CT A l:l

Qe(FV)’A) =€ Ab AJ | ) l;I

] _
Q. (P, 0, )= e ey TP G
2 2 éBle'Cg _2dg2 9]

Parai=1,2; M édado por

(1, AA)M, +M AL =- €1, AB 4B,
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onde (A.,Be;,Ce:)éumaredizagio de {(MDWfk)~ R'RM, f k}+,e (RE) s30 0s

termos fixos da parametrizacéo linear definidaem (3.3.1). N
Demonstracao: (Apéncice 3-B)

Comentério: Como mencionado anteriormente, note que o funcionad custo e todas as

desigualdades matriciais da Proposicéo 3.3.2 sdo afins em todas as varidveis de decisdo.

O funciond cuso Y (P,A) e a LMI Q(P,A)£0 s deduzidos a patir da
caracterizagio de L.(h,h,) dada no find da secdo 3.2. Por outro lado, a LMI
Qe(l5,A)£O é eguivdete a condicgo G, (jw)3el"wli R, e a LMI's

Qi(F;,cg,dg)EO, i=1,2, 0 equivaentes acondigito g, (jw)+g (jw)2 0,"wl R.
Essa trés Ultimas desigualdades séo deduzidas usando o Lema Postivo Red (Boyd et d

(1994), pg 35), a apartir das hipdteses de que (AJ, Bg) e (RE) o controlaveise A

e A sfo Hurwitz, onde para i =1,2: g, = (sl- A)B,+ d, .
Findmente, s A, e B, definidos na Proposicdo 3.3.1 sdo tais que (A;, Bg) nao
é controlavel, entdo e possivel obter uma outra redizagéo de E,, que sgja controlavel e

na qud os padmetros livres da classe S, (e) aparecem de forma afim e

exclusvamente nos termos “C e D” destas redizagbes. De fato, se (Ag,Bg) néo é

controlavel, entéo existe T, para 0 qual para o qual se pode tomar uma transformacéo

de smilaridade dada por
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— L 6A° AU éB’u — , . o
A-TAT =88 Rh B e -E3 4 6 () -c, (AT
e 2 U

ta que ( A’,B? ) é controlavel de modo que

onde ég (A) é a versio truncada de C,(A)=C, (A)T," correspondente ao par

g

(A.B). 10 & €,(A)=C, (AT gr

- A i ! i\
. o SOH, onde mé a dimensio de A’. Uma

observacdo idéntica pode ser feita com relacdo A e B, como definidos na Proposicéo

3.3.1.

Cometario: A proposicdo 3.3.2 é andoga ao principa resultado em Feron (1997), em
gue o indice de performance “pior-caso” H, € considerado com relagéo a perturbagtes
caracterizadas por funcles de trandferéncias passvas, ao invés de limitadas em normas.
Em ambos os casos, o limitante superior correspondente a um dado multiplicador é
obtido como o vaor mé&imo com respeito a uma vaiave de perturbacdo de um
funcional quadrético nessa variavel, e linear com relacdo ao multiplicador. A deducéo
apresentada em Feron (1997) baseia-se em trocar 0 operador de perturbacéo
inicidmente considerado por snais de perturbacdo sobre os quais se impdem restrigdes
gue sB0 consequéncia lOgicas das caracteristicas do operador de perturbacdo. Aqui,
mantémse a varidvel de perturbacdo caracterizada como fun¢do de transferéncia, na

deducdo do limitante. Em termos de classes lineares de multiplicadores, o principa
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resultado em Feron (1997) € deduzido apenas para multiplicadores cujas partes estaveis

tem todos os pdlos em —1, a0 passo que o resultado acima se aplica a qualquer fungéo
em RH, .

Para encerrar esta secdo, corvém observar que ao se consderar a utilizacdo da
Proposicéo 3.3.2 para se obter limitantes superiores do “pior-caso” H, de um dado
controlador, surge naturdmente , a questdo da escolha dos termos A, B que definem a

clase linear de multiplicadores a ser utilizada Assm sendo, no sentido de buscar
maneiras heuristicas de se fazer escolhas, como dternaiva & escolha arbitréria de
ta clase, seréo examinadas na proxima secdo diregbes descendentes para o funciona

dud, no espaco de multiplicadores.

3.4 — Direc0es descendentes para o fucional dual

Nesta secio sf0 caracterizadas as diregdes descendentes para L. (h,,h,) a partir
de um par (ndo-6timo) (h,h,), dentro do espago de todas as funges reais racionais
podsitvas no exo- jw . As redizagbes do novo par de multiplicadores obtidos ao se andar
a0 longo de diregbes gproximadamente alinhadas com o “gradiente’ do funciond dud
congtituem uma escolha natural para a determinagdo da classe linear S, (e) definida na

secdo anterior, no sentido de que a dindmica fixa da classe edtaria relacionada com o
problema origind de minimizacdo do funcond dua sobre o conjunto dos

multiplicadores.
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A caracterizagio de diregdes descendentes para L. (h,,h,)é feita a partir de

T.(h,h,)T RH? td que L. (h,,h) =L, (T.(h,,h),h.h, ) isto &
T. (h,hy) =arg max, ... L.(T.h, 1)

Convém recordar a definicdo do Lagrangeano dado na se¢éo 2.4 por

L (T R) =MT +M.fJE- & o (T )

onde

¥

¢ (T.h)=(2)" oh (iw)co [T( iv) dw,

-¥

G [T](iw) =[RT ()], - *[RMo (iw)f i (iw) + RMoo ()T (iw)];

Serd provado entfo, que uma diregdo descendente para L. (h,,h,) a partir de
2

(h.h,) é dada por (Dh,Dh,) td que § ¢ (T .h)>0, de modo que uma diregio
i=1

descendente pode ser dada por
DA (iw) 2 g% (05") o & (hohy)f(iw)." wi Rji=1,2.

Para obter T.(h,h,) td que L(h,h)=L,(T.(h,h),h,h) serd usada a

expressao do funciona Lagrangeano dada na secéo anterior por
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L(T.hh) =-{(G,,T.T)+2(X,, . T)} +L,(0h.h)

G, RYP G, =G, X,,1 R, de modo que uma condicido necessiia e
sficiente paa que L (h,h,) sda finto é que I_¥(Ghlh2)(jw)>0, onde
I_¥(Gm)(jw)éinf{l_é@,lhz(jw)g:wi ]R}. Tendo em vista ese fao, define-se o

Seguinte conjunto

s 2{(nh)T1 S 8:L(6,,)(w) >0}

onde

S ={hl R, :h"=he"wi R, h(jw)20}.

Note-se que se (h,h)T S;, entdo $e>0 paa o qud G, (jw)3 el "wl R. A

proposico a seguir presenta umaexpressio para T. (h,,h,) e L. (h,,h,)

Proposicio 34.1: Se (h, h,)T S;, entdo

+L(0hh),

L (nh) =L (T h) o) = () "X},

ondeT. (h,,h,) =arg max_ .., L,(T,h,h,) édado por
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T. (hy,h,) = -f ;;b{(f ;hhz)'lthz} , £, @Um fator espectral de G, =f . f . N
Demonstracao : Considere-se inicidmente aexpressio do funciona dual dada por
L (h.h) =L, (00,0 ) - inf{(G,, T.T)+2(X,,.T):TT RH!}

e paa reolver infﬁRHzp{<thzT,T>+ 2<an2 T>} consderase a condicdo de

otimalidade:

"DT1 RHY, (G,,T. +X,, DT)=0
ou equivaentemente
(34.1) {G,T. +X,,} =0

Umavez que (h,h)T S, temseque G, (jw)>0 "wi R. Logo € possivel tomar
uma fatoracdo espectra de G, , isto & G, =f,.f, , € a expressio (3.4.1) €

equivdente a

{fonfup T+ X0} =0 U {f T+ (f gpz)'lxm}fou fhthT*+{(f r;ﬂk)'lxhlhz}fo

U T =-f ri&rz{(f ﬁhz)_lxmhz]+'
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Por outro lado, escrevendo L. (h,,h,) =L, (T. (h,,h ) ,h,h, ) , temrse que

(342) L(h,h)=L,(0,h,h)- <{ Gy, T (N h) + X, ) T (hl,hz)>- (Koo T (21,

Usando a condicéo de otimdidade T. em (3.4.2), eo fato de que G, =f . f, ,temse

que

2

O

ROWSER(TE (N

2

Para (h,h,)T S,, a préxima proposicio examina o comportamento de

L. (h,h,) a se mover a longo de diregdes {(h+aDh,h, +abh,);a 3 0} .Uma

consequéncia desta proposicdo serd a caracterizacdo de direcbes descendentes ja
mencionadas anteriormente nesta segao.

Proposicdo 3.4.2: Sgam(h,h,)T S,, Dhi R, e Dh1 RL, tas que Dh =Dhe
Dh; =Dh,, G, £G,, - % onde e >0étd queG,,, (jw)2 el "wi R,ea, >0 td que

ae

I, (ohe +onGy)

E% Entéo, "al [0a,], temseque

N
aj
1

5 Qow

q(t(hl,m),Dh)§3 L (hy.h)- L (h +aDh,h, +aDh,)* f(a,Dh.Dh)

onde
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X, =G (h, h)+g*MH M, f, , f, éfator espectral de G, =f f .

Demonstracdo: (Apéndice 3-C)

Uma consequéncia imediata da Proposicdo 3.4.2 € uma condicdo de otimdidade de

L (3 em S,.

Corolario 34.3: Se ¢, gI. (h,,h,) g e c,, £T. (h, h, )y sfo identicamente nulos, entéo

L (h,,hy) ={inf L (n,R,): (R.B)T s}

Demonstracéo: Se ¢, £. (h,,h,) g° Oe c,, €T (h.,h,)g° Oentéo

éiq (T. (h,,h,),Dh ) =0 paraquaisquer DhT RL, e Dh,T RL,

i=1

Logo, paratodo (ﬁl ﬁz)T S.tem-se que

(T (1,0). A - ) L) L (e (8-R).h +(h - ) cussa

i=1

0=

L (n,h,) 2 L. (h,h, ) paratodo (R, R, )T S,
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Também segue diretamente da Proposicéo 34.2 que quaisquer Dh,Dh, tais que

éz ¢ (T. (h,,h,),Dh ) >0, determinam uma direo de descidapara L. (> (h,h,), ou

i=1
eqivalentemente, para Dh =(Dg, +Dd, ) +(Dg +Dd, ), temse que (Dd,,Dg),

i =1,2, determinam umadireio descendente (Dh,, Dh,) se e somente se

& (T (n,h.).0n )= 24 DA, T, +28 ({c, & (hh)§, 08 )>0

i=1 i=1

onde T, :(2p)_l(i Co €T (h,hy ) B iw) dw .

As direches descendentes carcaterizadas acima sugerem uma maneira heuristica
de escolher iterativamente classes lineares de multiplicadores sobre as  quais se pode
computar de maneira eficiente os limitantes para o “pior-caso” H,.

Neste sentido, note que, independentemente do tamanho do passo tomado ao
longo da direcio (Ddgi,Dgi)acima, “a pate dindmica egavel” (g, +D§,)do novo

multiplicador (h +a*Dﬁ) asim obtido, terd uma redizaggo (A,,B,, Ty, d,) em

funcio des redizagbes (A,,b,,cy, d )e (Ay. by, Coy 0y, ) das partes dindmica

estaveisde g, e DG, , isto &

~ _eA, Ou _gbgu
-€ U M — u
eO A39i0 G
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Assm sendo, uma nova classe linear de multiplicadores pode ser obtido a partir

de um dado par (h, h,) e dadiregso descendente ( Dh,, Dh, ) da.seguinte forma

}:Slhzzshlsb =12,

,lgné{gi+g-;gi RH,, g (s)=¢ (8- A,) B, +d,, ¢ TR, d T R
:

" wi R:G (jw)+g (jw)3 0}

A, , b, como definidos acima

Desta forma, pode-se conceber um procedimento iterativo no qua em um passo
resolve-se 0 problema LMI para uma dada classe utilizando um dgoritimo de pontos
interiores, e a partir do resultado, usa-se a heurigtica acima para gerar uma nova classe
linear de multiplicadores.

Alternativamente, no sentido de limitar, em cada passo, 0 crescimento da ordem
dos multiplicadores, a fim de evitar um aumento no custo computaciond da resolucéo
do problema LMI dado pela Proposicdo 3.3.2, pode-se buscar em uma classe de
multiplicadores de ordem pré-especificada e pequena (por exemplo, de ordem 2) a

direco “mais dinhadd’ com o gradiente do funciond cudto e utiliza-la para gerar uma

nova classe, no lugar de (Dh,,Dh,) definidos anteriormente.
Neste sentido, escrevendo novamente Dh =(Dg, +Dd, ) +(Dg, +Dd, ), onde

DG, 1 RH,, temseque

6 (T. (hh,).0n ) =2({c, & (h.h)§ . .08, )+ 20,5,
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de modo que a parte “dindmica’ Dg, de uma direcdo Dhcom as caracteristicas
mencionadas anteriormente pode ser obtida por meio de problemas de otimizagdo

auxiliares do tipo

Problema Al MEX (i i, ogi w2 (f,Dg) sietoa D, £1.

nos quais f é dada por f :{COi g"l'*(fll,ly)k‘%+. Escrevendo-se

1

f(s)=cj (s - A )b, T RH,, D§(s)=ck (sl - A,) by T RH,

tem-se que

(f,Dg) = cyM Gy, , ONde M, € solugio da equagdo

ADQMO-I_MOAfr :_ngb:’

|Dg|}; =(Dg, D§) =cL,M, ¢, , onde M, & solugio da equagéo

AbgMg-'-Mg'AtT)g:'ngbET)g'

A T R, M T R*?, AT R™™, n 32,
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O Problema A1 pode ent&o ser reescrito como

MaX by, < C;QMOCDJ wjdtoac—l;gMg Cy £1 e A éHuwitz

onde
(C.1) AgM, + MoAT =- b, b]
(C'Z) AbgMg-l-MgA;g :'ngb;g

Adicionando acondicéo de (Abg,bog) ser controlavel, temse que M € ndo-singular, e

— 1/2p\p1/2 U — AT 1/2 1/2 =T =
escrevendo M, =M "M/, temse que ¢, MG, =c M, "M, "¢, =C, Ty, ONde

Gy =M%, (isto € ¢y, =M "*C,,). Desta forma, o Problema Al pode ser escrito
como
— -1
max, . o CouM o, "M

SLJjeitoa"CDg”zEl (C.1),(C.2), Ay éHuwitze (A,.hy,) econtrolave.

Como resultado, pode ser visto que para um dado par (Pbg,bDgl ) o vaor dimo C,, €

dado por
_ } 1 f
C_Dg* =M glle oCs | 7 y
f Mg M,c; , b

e neste caso, o vaor 6timo do custo funciona é dado por || MM ¢, ||2 :

89



Assm, o problema acima pode escrito como

max .M, M. 'c, sujeitoa (C.1),(C.2), AbgéHurwitze(Abg,qjg) e controlavel.

Pog by

Finamente, utilizando-se a forma candnica controlavel, isto é, escrevendo

:g _ZE by, = gg,a >0,a,>0,
1

pode-se escrever o problema em fungéo da forma qudrética
Ala,a,)2cM,(a,,a,) Mg(al,az)’lMO(al,az).

Como dternativa para a resolucdo do problema escrito em funcdo dos parametros

a, ea,,qua sga,

Problema A2: max A(a,,a,)

a;>0,a,>0

pode-se utilizar um procedimento rudimentar de avdiar A(al,az) em uma grade para

uma dada regido do espaco R?, e escolher o par (a..,a,. ) que maximixa A(a,,a,),

: . € -a,u 510
para entéo, a patir da dinamica A, =g g, Do 2913 para gerar uma nova
&l -aug 0y

classe de multiplicadores linearmente parametrizados.
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3.5 — Classes linear es para determinacdo de J,

Esta secdo estd diretamente relacionada com a secdo 2.5 e tem por objetivo
mostrar que o0 confinamento das variaveis de decisio do problema correspondente ao
limitante dado pela secéo 25, que condste em um problema de otimizacdo linear
restrito a uma familia de LMI's, a um subespaco de dimenséo finita torna o problema
truncado sujeito a uma Unica restricdo LMI (a0 invés de uma familia parametrizada pea
frequéncia).

Na se¢do 2.5, utilizou-se um argumento baseado em “S-Procedure” para mostrar

gue um limitante superior do “pior-caso” H, de um dado controlador pode ser obtido a

partir da soma dos n,, valores 6timos (denotados por J,, k=1,...,n,) de problemas do

seguinte tipo:
.1¥
mmvisy,LTsL(aJ) dfk(JW)’Y(JW)fk(JW»FdW
-y
jetoa
_ooaéPL(jw) ou . €L(jw) O o
(35.1 M~ (jw)a M (jw)- a i £0" wl R
g0 Mg o vt
onde
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§ 2{L =diag{l, 1.l 1} i =10, LT RL, 17 =11 (jw)2 0" wil R},
S 2{YT Ry =V},

f 1 RHM,

Novamente, em conformidade com as segbes anteriores deste capitulo, sera
consderada a classe de perturbagdes estruturadas com dois blocos para efeitos de

samplificacdo, ou sga, consdera-se aclasse

S, ={DI RH}?:D=diag(D,,D,):D,1 RH, ".[D], £9" i=13},
e a correspondente classe de multiplicadores é dada por

s ={L =diag{l, 11,1, }:"i=1.2,1,1 Ry, 7=l 0 ()2 0" wi R}

A seguir, denote por “F[Y,L](jw)£0" wi R”, a famiia de LMI's em

(3.5.1), e considere 0s seguintes subespagosde S, e § :

com A T R™™ B T R™ “fixos, (R I§Y) controlavel e A, Hunwitz;
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com A TR" ™ b T R"fixos (3} 1) ) controlével e A Hurwitz, i=1,2.

E o problema de otimizacdo correspondente a esses subespacos € dado por

determinar J, , o valor étimo do problema
inf,;s (fi.Yf,) sidtoalT § e F[Y,L](jw)£0" wl R.

Para mostrar ent&o, que o problema de determinar  J, é um problema de otimizag&o ro
espaco euclidiano, sujeito a uma restricdo LMI, sdo necessarios os Lemas 3.5.1 e 35.2

apresentados a seguir

Lema 35.1: Paratodo YT S, temse que (f,,Yf,) éuma funcdo linesr de (C,,D,),

os parAmetrosliviesdadase YT S, N

Demonstrac&o: Iniciamente, note que paratodo Y1 S, , tem-se que

(F o YE )= <f o (X X )f k>: 2(F o X )
Essa Ultima igual dade pode ser escrita como

<f o YT k> =2<90F|)<'goxv>
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onde Pké(gjfky(gg)]fk). A seguir, escrevendo X, (S) =CY(S| - R)ll?; +D, ,tem

e que
¥t =2R(C,) +2R0 (D)) " YT §,

onde

Rf(cy)=(2p)'1§Tr{Pk(Jw)*ggo(jw)gzq(jw- A)'B/aw;

R (0,)=(2) " G|, ()i 7 () .} ow

e portanto (f ,,Yf ) éfuncdolinear de (C,, D, ). O

Lema352: Sgam Y1 S, LT § e HJ[Y,L](s)] M(RH,) td que
F[Y,L]=H[Y,L]+ H[Y,L].

Ent3o uma redizagido (A, By, C,,,D,,)de H[Y,L] pode ser obtida de maneira que C,,

e D, o fungdes dfins de (C,,D,) e (c,d, ), (A, B,) controlave, A, Hurwitz e

~

(A,,B,) ndo dependem dos parametroslivres dasclasses S, , § N

Demonstracao: (Apéndice 3-D)
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Denotando por A:(CY, D, ¢.6,, ql,qz) , a colecdo de parametros livres das classes
S, e S ,sague-se do Lema 3.3.2 e do Lema Positivo Real (Boyd et a (1994), pg 35)

que

FIY,L](w)£0" wi R, YT S,,LT §,
g

AT T
(352 $P=P",P>0td queg 'TA“P-'-PA“, PBH’+CH (A)
B P+C, (A) D, (A)+D](A)

u
gE O
a

Findmente, temse que a podtividade dos multiplicadores pertencentes a classe

S é também escrita como condigdes LMI, novamente através do Lema Positivo Redl.
Segue-s2 que determinar J, é equivdente a resolver um problema de otimizagdo no
espaco eucldiano, com fungio custo linear nos parametros livres da dasse S, sujeito a
finitas restricdes LMI's envolvendo os pa@metros livies de S e §, isto §

A:(CY,DY, <,:1,q2,q1,q2). Mais explicitamente, temse a seguinte pProposiGao,

demonstrada no desenvolvimento desta secéo

Proposicio 3.5.3:Sgja J, , o vdor 6timo do problema

min,, ¢ (f,,Yf,) sieitoalLT § e F[Y,L]|(jw)£0" wi R.

2L ( éL (] 0 -
onde F[Y,l.](jw):lvr(jw)gg L (iw) OHM(jW)-é (iw) oWl R
é O a & 0 Y(iw)g
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com AT R™™ B T R"™ “fixos, (R@Y) controlavel e A, Huwitz;

— \-1—

3‘ :{LT ! :Ii:X'i +X‘~i')qi(s):C;ri(SI- A.) bi +d|i'qii Rni’dni R,i=12

com A TR"™b TR"fixs (A.f) cotroavd e A Huwitz, i=12, S, e§

como definidos na secéo 2.5. Entdo J, évaor 6timo do problema

min, 4 2R’ (C, ) +2R’ (D, )
jetoa
A Ca
PT:P>oegTA*P+PA“, PB“,+CHT(A), GEO
B, P+C, (A) Dy (A) +D, (A)O
RT=R>062AER+RK“ Rai'c'igw "i=12.
eh/R-c  -2d g
onde

< (0)=()" orr{R () g (Wi C (- A) B an;

¥

R (D) =(20) " o7 { g, (iw)f R (w) Dyfaw,

-¥

R2(g:%,) (gf) N
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Nesse ponto, convém examinar s 0 conjunto factived do problema origind,
(determinar J,) é ndo-vazio quando as variaves de decisfo S0 confinadas & classes

lineares definidas anteriormente. Esse € 0 assunto da préxima segéo.

3.6-Existéncia de solucobes factiveis na classes

S, e S, paraocélculode J,

Inicidmente sera condderada a versio matricid do problema, a0 invés de s

consderar fungbes matriciais. Sgam entéo

r g\’/\IDD M u r T i 71 2 "

M=é., G, Mg T Ccre, C*"v,epaa LI C*?, YI C¥™, L=L",
éMZD M CI

Y =Y , ededfina

A vesio maricid do conjunto factivel do problema correspondente a
determinar J, (Problema k coforme definido na se¢éo 2.5) é {(\? I: \? |: q A

proposi¢cao a seguir mostra que esse conjunto € ndo vazio.
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Proposicéo 3.6.1: Suponha que Hg Mo

<l,esgam | -g MDDM fDDfDD ondefDD

ndo-singular, Ma(t):M;DgZLMD“M;DMDW, Mb([):M;NgZI:M +M.M_ ., e

zw zw !

s>l 9 )M M, 1“ .Ent3o, " a >0 td que
max DD zD

1 6N, (SI)HE

onde
fAs*fAs =S (I - gM;DMw)_ M;:»Mza’

A

f. ndo-sngular, temsequeA(azl S I)3 0. N

S

Demonstracio: Primeiramente, note que A(\?,I:) 3 0 pode ser escrito como

NN, 0 gMMM(L)g
AV.L)=e g B
o0 gn(e) (O

I\7Ia(|:) e I\7Ib(|:) como definidos no enunciado, de modo que, para Y =a’l e

L =s1,temseque

( gMDDM ) M;DMZD 0

A(azl .S I)

@XD> @ D fPr

RO D> D 0
Q
»
—
<
"
—
(@]
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Da condiigio Hgl\?lDD <1, segueque | - g2M M, >0.

~

. A " -1 ok i~ () R a e
Assim,paa s >| mang DD) MM ,‘Déa, onde | - g°M M, =f [ f oo, temrseque

S (I - QZM;DMDD)- M;DMZD >0,
de modo que, escrevendo
S (I - gZM;DMDD)- MM o =f of

S S

temse que A(a ’l,s ) € ecrito como

) ol e\l de o M (s 1)ig 1 Gl s
Aansr)=: oo ) ogg o Meigr o oy
¢0 algy § o a-tiggM.(s1) M,(sl)ge0 a |0bé0 alg

Tendo em vista que se f € ndo-singular, entdo M 3 0U f "Mf 3 0, Ssegue dessa Ultima

expressao que

Ala®,s1)2 0

U

L >\ ¢ o M (s 1)Ug -1 )
[B DR SR L AP
fo&o al|Hgl\/Ia(sI) M,(s1)ge0 al%
U

PS oo (f:) W, (s1)a ¥
i-€ Ld(o
P8 ) §

P& M, (sI) f.7 a“*M,(sl) th

U

99



n T m n T m .
v, C™" v, I C™:

7 A V-1 A N

évug 0 (fs) M,(s1)a lHévu

2 2 eviu A Ox 1

o i
@M, (s1) ! 0 d

- <v2,a'2l\7lb(s I)v2>3 0.
Portanto, demonstrou-se que

A(azl,s I)3 0

U

n N m n n m .
v, C™ " v, | C™:

Il 1) - {2Re(a () Wi (s 1)1, )+ (a4 (s1)v. ) = 0

Tendo em visa que |Re(u,v)|£[(u,v)|E|ul. |v|.. aue [Mv],£[M][M,. e que como
M, (s1)=M,(s1) 20 temse que |, M,(s I)gzul\ﬁb(s I)H SEgue-se gue uma

condicdo suficiente para esta Ultima desigual dade € dada por

+||v2||za‘zl .. gMb(s I )t} 30

PR N
Pl 1l - {2l bl o (7)o 1)

ou equivaentemente (fazendo o completamento de quadrados):
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A

() s} - (s

el #{Jul, - el

+||v2||za'2l . gMb(s I )H3 0

U

2

b e pela-afe:) )

a'l(f;)-ll\ﬁa(sl)

@63) {Jul - Jul,

A

-7l M, (s I)E}3 0.

maxe

) A
+] gM o(s )Hg tem-se que (3.6.1) de fato ocorre

(f:) "M, (s1)

i i
Assim, sea’>|
|

oqueimplicaem A(a’l,1)2 0 O
Retornado ao conjunto factivel do Problemak , iso é
{(y,.L)T s, s :A(Y,L)(iw)2 0" wi R}

_&’L ou

u
onde A(Y,L)=ga - é aM
(Y.L &€ Y &0 g
éM M. U - . - )
M=g " Mgl RHI P, M, T RH)E ™
éMzD Mzwa

a Proposicdo 3.6.1 é facilmente extendida para o caso dependente da freqiéncia,
observando-se que para um dado controlador estabilizante, temrse que |[gM |, <1, 0
queimplicaque

|- 9°M o (IW)Mg(jw)>0" wi R,
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e portanto , é possivel tomar uma fatoragéo espectral

| - gzMI;DM[D =f I;Df DD

com f T RH " f 1T RH?P. Segue-se que por um argumento andogo ao feito @ra

caso matricid que se

onde s >1, gf gD)'lMZ‘DMsz Déb‘ e f.f, =s (I - gZME;DMDD)- M_M,,, temse que

Al@®1,1)(jw)2 0"wi R, onde M,(s1) e M,(sl) o as fungdes matriciais

A ~

correspondentes a M, (s1) ,M,(s1), isto & M,(s1)=s My@*M,,+M,_ M, e
M, (s 1) =s Myg°M,, + M M,,,.

Findmente, pode-se concluir que para quaisquer classes lineres S, e §, o
conjunto factivel correspondente do Problema k, é ndo-vazio. 1sto se segue do fato de
que todas as classes tem um “termo livre condante’ e portanto a’l1 S, e IT § . Essas

idéias etd0 sumarizadas na seguinte Proposicdo (cuja demonstracdo € andoga a

anterior) e Corolario apresentados a seguir :
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f:'MDD Mle;I.

M T RHP?, M_T RH)X™, e paa
e J ’ ZW H
éMzD MZ\NH P ! !

Proposicdo 3.6.22 Sgam M =

LT REEP, YT RL¥™, L=L",Y=Y",ddfina

éL Ou __é&°L ou
A(Y,L)z_é_ G- e aM .
&0 Yy 60 1§

Suponha que [lgM |, <1 esgjam
| - g°M My, =f o f oo comf T RHY P, f 1T RH) P,

M, (L) = Mg LM, + MM

Dw ?

zw zw !

M, (L)=M_9°’LM,, +M_M
e

— 4 _\-1 _ Y
S >I¥ngD) MzDMszDSa-
Entdo, " a >0 ta que

2
a2 St

! (fS) '™, (s1)

A

@M, (s1) By

==

ondef f . =s (I - gM,;DMDD)- M;DMZD,temsequeA(azl S I)3 0. N

Corolério 3.6.3: Paaquaisquer classes lineres S, e §  definidas na segio 3.3, existe

uma solucéo factivel do Problema k. N

Na proxima secdo sera examinada a questdo da determinacéo das classes

lineares.
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3.7-Construcao iterativa de classes lineares para

océalculode J,

Andlogamente a0 que foi feito na segdo 34, apresentase nesta secdo uma

maneira heurigica de modificar iteraivamente as classes lineares sobre as quais seréo

calculados limitantes do “pior-caso” H,. De fato, para um dado ponto interior (Y,L )
do Problema k, procurase um diregido factivel e descendente (DY,DL) para o
funciond de custo do Problema k (F, para smplificar). Desse modo, a “parte
dindmica estavel” do novo par (Y+DY,L+DL) é obtida a partir das realizagdes das

“partes dindmicas estéveis’ de Y, DY, L eDL . Assm, escrevendo

_ -1
Y =X, + Xy, XY:CY(S' A() B, +D,,
DY = DX; +DX,, DX, =Cy, (s- Ay) ‘B, +Dy

umanovadasselinear S, pode ser obtidaa partir de Y e DY daseguinte forma

3:{\77 S, :Y=X,+X;, X,(s)=C(s - &) "B, +D, CI R¥™,Di RW'M}
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O procedimento éomesmo para L eDL .

Tendo em visa a heurigica acima, sera estudado a seguir, uma manera de
determinar uma diregZo factivel e descendente (DY,DL ). Assim como na segdo 34, a
idéa é utilizar diregbes descendentes gproximadamente dinhadas com o “gradiente’ do
funciond de custo para gerar a “dinamica’ que define as classes lineares. De fato, tendo

emvigaque
FY.L)2(f,.Yf,) =<90 el 90Y>

uma diregio descendente para F, € dada por quaquer par (DY,DL) td que

Dy 2 g(;l(gél)~fka-
Entretanto, observe que F, ndo depende de L, de maneira que buscar tas

direcOes para o funciona de custo do Problema k, baseado unicamente no “gradiente”’
nao fornece quaquer sugestéo sobre como as “dindmicas’ de L podem ser modificadas.

Assm, direcbes descendentes e factiveis, aproximadamente ainhadas com o
gradiente serédo caracterizadas subgtituindo-se  (locamente) as condigbes LMI  por
condigbes quadréticas suficientes associadas com 0 (assm chamado) Elipsdide de
Dynkin (Nemirovski & Gahinet,1997).

Da mesma forma que na seGdo anterior sera inicidmente consderado o caso
matricia, isto é, sera consderado o problema

min<f Yi >F sijeto A(Y,()2 0
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onde Y =V", [ =diag{l'1,.I;1,}, 20, i=12

Inicidmnete, sera agpresentada uma  proposicio que fornece  condigOes
quadréticas suficientes para que se tenha perturbagles factiveis em um ponto interior do
conjunto factivel do Problema k, ou equivdentemente, caracteriza um conjunto de

diregBes factivels originando-se em um ponto interior do conjunto factivel.

Proposigio 3.7.1 Sgam L1 C”?, Y1 Cv™, L=L", Y=Y, tasque A(Y.L)>o0,

L >0, e tome as fatoracdes A(\?,E):fA;an, L =ff_,com f, ndo-snguar e f, ndo-

singular. Paa E=(E,.E, ), E, =&, E_=diag{8I,.8 1} defina

e
a1 O~/ - o 2
afgefis) S o o
g0 (fi)ge o E®O g
Se é:(EY,EL) é td que CD(E)EdD, onde d,i (0,1), entdo
A(\?+I§Y,LA+I§L)>O el +E >0 N

Demonstragéo: Inicidmente, note que C, (E) pode ser escrito como
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2 2

(f)Ef .

[=

- A A A

+
F

Portanto se é:(EY,EL) étd que CD(E)£dD , entéo

2

£d,

F

) "oA(E)r.”

e segue que

£dl?<1

E

Lo 1) OA(E)F () DA(E)F.

0 queimplicaque gl +(fA;)-lD&(I§)an'lg>O . Assm sendo

0<f; § +f2) DA(E)f. "4, = A(V.L )+ DA(E)= A(Y+E, L +E,)

Note agoraque” C, (E) £d, " implicaque

2

£d,

F

(i) ef?

e por um argumento andogo a0 anterior mostra-seque L + E, >0
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Com base na Proposicéo 3.7.1, poder-se-ia tentar obter direcGes descendentes e

factivels resolvendo o problema
min<f‘, éYf“> sjeto C, (E) £,

Contudo, uma smplificacdo adiciond é possivel , explorando-se o fato do custo acima
depender apenas de I%Y A proposicdo a seguir caracteriza um subconjunto de direcdes

factiveils dagude apresentado na  Proposicdo  3.7.1 que permitirA  determinar

A

Separadamente EY e E . A proposicdo basdia-se no fato de que para E :(EY,EL)O

funciond C, (E) defindo na Proposi¢éo 3.7.1, pode ser escrito como

o (E)=Go (B) +Cur (€12

onde CDY(EY) e C,, (EY EL) sao explicitados no Apéndice 3 E. Da expresséo acima

Segue- se a seguinte proposi ¢2o:

Proposicdo 3.7.2: Paracada E, sga E° td que CDL(EWES)<O. Se E, étd que

CDY(EY) £d, ,entdo CD(E)E Coy (EY)EdD , € Sseguie que
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Com base na Proposicdo 3.7.2 pode-se obter uma direcdo factivel e descendente

A

E = ( E..E. ) da seguinte forma:
Primeiramente, ache

EY* =arg min<fA, EYfA> sujeitoaCDY(éY) £d,

~

A sequir, defina E, , tdl que C,, (EY EL*) <0.

De fao, é possivd caracterizar explicitamente EY e EL* desgjados (para mais detahes

vgaApéndice 3-E)

A extensdo para 0 caso dependente da frequéncia é obtido essenciamente, pelo

resultado acima obtido em cada freqiiéncia. Assm, recordando o problema original:
min(f,, Yf,) sugtoa A(Y,L)(jw)3 0" wi R.

ondeY =Y, L={l,I 1.}, "i=12:1 (jw)20"wi R, I =I,,

1" 20,

tem-se que paraum dado ponto interior (Y,L ), istoé A(Y,L)(jw)>0"wi R e
(L)(jw)>0" wl R, obtém-se uma diregio factivel e descendente(com relagio ao

funciond custo), da seguinte forma:

Primeiramente, defina E,. (jw), " wi R, por
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E,. (jw)=argmin(f, (jw),E, (jw)f, (iw)) sujeitoa Cyy (E, (jw))£d, " wi R

A seguir, defina E, . tdl que Cy, (E,.,E.)(jw)<0" wi R.

Da mesma forma que no caso matricid, E,. (jw) e E..(jw) sio explicitados no

Apéndice 3-E.

3.8-Parametrizacéo linear parao limitanteobtido

por meiodeLFT

Nesta secdo sera usado o procedimento de confinar variaveis de decisio a
subespacos de dimensdo finita para o problema de otimizagcdo correspondente ao
limitante superior do “pior-caso” H, obtido na segdo 2.6. Recorde que esse limitante €

o vaor étimo do problema

min; s L. (q)

onde
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S ={al REP:q(w)2 0" wi R, q=q7};
L(q):wp{Lc(T,q):TT RH/J p};

L (T.0) =[ QT+ X - (9c. (T), 09 );

C

G (T)E(X A+T)(X +T) -gizl , 9o :(s+1)'l;

Q2T RHS ™, Q2T RHS P, X, T RH/?, X_.T RH{ * sfo definidos por

Qf =MyR;; QF =PMpf, i X =M, f; X =R

Dw w

B,, B, e B, definidos de forma a saitsfazer as condigbes do Teorema 2.6.1 enunciado

na na secao 2.6.

Resultados andogos aos da secdo 3.2 e secdo 3. 3 sdo obtidos, no sentido de
caracterizar o fundond L. (q), para um multiplicador fixo, como velor étimo de um
problema de otimizagdo liner com redricdo LMI, e em seguida, usar essa
caracterizagido para mosdrar que a minimizagio de L.(q) sobre uma dlasse

parametrizada de multiplicadores é equivdente a um problema de otimizacdo com
funciond custo afim nos parametros livres da classe, e redtricdo definida por LMI

envolvendo parametros livres.
Para caracterizar L. (q) como descrito acima, sera mostrado que o funciona

lagrangeano pode ser reacionado com o funcional de custo de um problema de
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horizonte infinito LQR. Para isto, assm como na secéo 3.2, o funciond lagrangeano é

ecrito naforma

L. (T.a)=-{(GT, T)+2(X,T)} +L.(0.q)

com G=G*, XT M(RH,).

Neste sentido note que (g,c, ( T), g, ) pode ser escrito como

(38.1) (9o (T),960) =(9cdT . GoT ) +2(g X, 9oT ) +(FoXc, 9s8X.)- 5 (ol 5 9d)

©N|H

A sequir, utiliza-se o produto de Kronecker no termo QT QP + X, ||2 , de modo que

2

GA(Q) T+X.

QTR+ X[ 7

onde para
éail : alql;I ébll blsliJ
A_‘? lﬁ'eB:? u
“¢ 0 ="e G
Sal a'QH gjml bmsH
éallB aquU
_ T .. _é . U
A_gqquaﬂa_qa e AA B_é : i
ga.8 - aBy
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Denotando A, =Q; A (Qﬁ)TT RHY ™, B, =X, 1 RH}, escreve-se

QTR+ X[, =|AT + By

ou mas explicitamente

(3.82)

QT+ X ) =((05) AeAGOT. 00T ) +2((95") AiBo. 0T )+ B[
Substituindo (3.8.1) e (3.8.2) naexpressdo de L (T,q), tem-se que

(383) L. (T.a) =-{(G (aT). (7)) +2(X,. (5T} +[B|f +g%<gol,,, 04

- {9X,, 90X,

onde
G, =(aA1,)- (") 9'AcA, . X, =-a@X.- (;') AB,.
Denotando T = g,T T RH ", pode-se escrever

L(a)=sup{L, (T.q):TT RH}')

A seguir, sera enunciada uma proposicio que caracteriza L. (g) como valor

Otimo de um problema de otimizacdo linear sujeito a uma redricio LMI. A
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demondracdo € omitida, uma vez que é formamente andoga a0 desenvolvimento da

secdo 3.2

Proposicdio 38.1: Seja qi § tad que existe e>0 paraoqua G,(jw)3 el "wi R.

Entéo

L(a)=-m +|B|: +g (9ol 081 ) - (9oXe GAX.)

onde m €0 vaor dtimo do problema

éA'P+PA PB+S,
max ,_ X PX jetoa SE

+S, S,

C>C C
o

onde

e ABES,S, e X, sOdependemde q e sdo dadas por

B’SJué[_)g-'-DT ST Ag:g Cxa’
a
(&,Eg (o g) é uma realizag3o da parte estéavel de G, (qA I p)- (gg)l)— 9o AA, |

(R.5.C.) ¢ una reizo o ), ={- g, (0x) - (6] A8} . com (A.8)e

(A.B,) controlaveis, A e A Hurwitz N
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Coment&rio: Os temos G,, X, e ||| ol 5 <go 0 0ol ) - <gOXC,gquC>§
encontrados na Proposicao 3.8.1 correspondem respectivamente aos termos G\, , X,

e ML+ & 0° (VR M Mo ) definidosnassso 32
i=1

A seguir, defineese a cdasse linermente parametrizada de multiplicadores

matricials sobre o qual éfeitaaminimizagio de L. (q) . Considere inicidmente

§2{aT §:0=G,+G.G,1 RH7*:G(s)=G,(3- A) ' +D:GTR"™,
D,T R”?}, (A.B,) controlavel, A Hurwitz, B, com posto méximo.

Paraum dado e >0, define-se

S (e)25,n{q:G,(iw)- el 2 0" wi R}
Segue que para todo qi §(e), L (q) tem a caracterizacidp dada pela

Proposicéo 3.8.1.

Note que aé agora, 0 desenvolvimento da segdo 3.8 tem sdo formamente

analogo ao da secdo 3.2 e secdo 3.3. A questéo que surge naturalmente neste ponto, é se

0s parametros livres da classe ql 51 (e) gparecem exclusvamente e de forma afim nos
temos C,, D, e C, das redizagdes definidas na Proposico 3.8.1 e nos termos de
L.(0,q). A resposta ¢ afirmativa (Vejia Apéndice 3F), de modo que, de maneira similar

a0 desenvolvimento da segio 3.3, mostra-se que a minimizagdo de L. (q) sobre § (e)
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consste em um problema de otimizacéo linear no espaco euclidiano com restricdo LMI.
Além disso, as heurigticas usadas na se¢do 3.4 para escolha dos termos que definem a

classe liner a ser condderada também podem ser usadas neste contexto. Mais
explicitamente, pode-se mostrar que Dg é uma direcdo descendente para L. (>§ em um
dado q se e somente se <gocc (T.(a)) ,gODq>> 0, onde T. =argmax L, (T,q), eusar a

caracterizacdo de diregOes descendentes, gproximadamente ainhadas com o “gradiente”

do funciond dud paa sugerir dindmicas paa a cdasse §ﬁ De fato,
escrevendqu:(Déq+DDq)~+(Déq+DDq) temse que (DDq,Déq) definem uma

direcéo descendente Dg se e somente se

¥

2<{ 0oC. (T* (g ))} K gODéq > +p 1-9Tr { DD, g¢c, (T* (g ))} (jw)dw>0

3.9-Conclusdes

Neste capitulo, as varidvels de decisdo dos problemas de otimizacdo em espagos
de funcbes (correspondentes a obtencdo de limitantes superiores para o indice de
desempenho “pior-caso” H,) formulados no capitulo 2 foram confinados a subespagos
de dimensio finita pré-especificados e foi mostrada a equivaéncia entre os problemas
truncados correspondentes e problemas de dimizacdo linear em espagos euclidiano com

restricbes definidas por LMI's, para os quais exisem eficientes méodos de resolucdo

numérica
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Em adicdo aos problemas originais formulados nas secbes 24 e 25, S0
gpresentadas heuristicas para escolha dos subespagos, baseado em andlise no dominio
da fregléncia e caracterizacdo de direcOes factiveis e descendentes,gproximadamente
alinhadas com o gradiente do funciona de custo destes problemas (secéo 3.4 e se¢éo
3.7).

Findmente, embora o procedimento da secéo 3.8 sga formamente andogo ao
desenvolvimento contido nas segbes 3.2, 3.3 e 3.4 no que diz respeito a caracterizacdo
de um funciond dud como problema de otimizacdo liner com redtricdo LMI,
confinamento dos multiplicadores a subespacos de dimensdo finita e utilizacdo de
heuristicas semelhantes para escolha dos subespacos, convém recordar que 0 problema
origind formulado na secdo 2.6 foi obtido a partir de resultados gerais de LFT, ainda

n&o usados para o propdsito de andlise de desempenho de sistemas perturbados.

Apéndice 3-A:Demonstracdes da secao 3.2

Demonstracao da Proposicdo 3.2.1: Note inicidmente que

2, T T\"éxl‘;'_rT T\é qu L:J
& U HSe 08 U Hes, .o ,U
el equX uH
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c

A=X'S u+u' S x+u'§ u=2x'S u+u' S u

Y
o

& U

Como resultado:

onde z € a transformada de Laplace de x(>§ gue é dada por z= HA)QO + HAEAiy, onde

A\-1
HA(S):(Sl - A) ou equivaentemente

¥\‘|, T - eXul <

ggx u' Hsgu%(t) dt=2 SIUHA)’iO’y>+2<(SIUHAé+Dg)y’ Y>

Note agora que
T ¢ \é 0 u -1
S H;:(s) X, = C Hé U=C, |9l -
A% =85 Gy yig dmG(9-A) B
e

SH, (8=, G ) Bizg(s-4)8

g 0 o

de modo que S[H; (s) X, :{Xhlhz}+ e SLH;B+D, = E,, , eportanto
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N

§gXT ; HS%J%@) dt=2(E,,, v v)+2({ X} . ¥)
Note-se agora gue
2By ) = (B Y)# (% EunY) =(([Enn + B ) 1Y) =(Gunv.v) e
(X}, ¥) = (X y)" yT RHE, e portanto

NS T o exud

u HSSJ%(") dt :<ery’ y>+ 2<Xmu ,y>.

Demonstracdo do Lema 3.2.2; A demonstracéo do Lema do 3.2.2 envolve as seguintes

proposicoes intermedi&rias :

Proposicido 1.1: Se (A,R) é edabilizavd e H, ndo tem autovaores no eixo

~

imagindrio entdo exise P = P td que Q(P) >0 N
Demonstracdo: Sob as hipdteses acima segue-se do Corol&io 7.2.1, pg 92 (Francis,

1987) que existe P, =P} td que Q(P)=0 e (A +R,P)éHurwitz. Para P =P, +DP,

com DP =DP" , tem-se que
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Q(P)=APR +ALP +RA +DPA + RRP, +DPR,P, + RRDP+DPRDP+Q,
0
Q(P):Q(R))+(AZT + Fg)RZ)DP+ DP(A +R,R,)+DPRDP
Como Q(PR,) =0, segue que
Q(P)=(Al +RR,)DP+DP(A +RR)+DPRDP
Como (A +R,P,) éHurwitz, existe DP= (BP)T >0 ta que

(A +RpP) DP+DP(A +RR) <0

e portanto

Q=(A,+RR) (-DP)+(-DP)(A+RP,)>0
Seja DP(a ) = -aDP eobserve que

Q(R,+BP(a)) =aQ+a’TPREP =a (Q +abPREP)

| g':)'”zf)PszPQ'”zE‘ <1,0ul,,(Q)3

Assm sendo, paraa >0 td que a

a|lmax(_DPRZ_D3)|,temseque Q(R +DP(a))>0 O
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Proposicdo 1.2: Se (A,R,) e H, sdtisfazem as hipdteses da Proposico 1.1, entdo

eise P=P" td que Q(R)=0, (A +RP) €é Huwiz e "P(=P") td que

Q(P)2 0,temseque P 3 P. N

Demonstracao: Segue diretamente da Proposicéo |.1 e do Teorema 13.11, (i),(iv),

pg. 343 (Zhou et d (1996)) O

Proposicio |.3: Seexiste P =P' td que Q(R) =0 e (A +R,P) éHurwitz entéo

(i) “Se J. éfinito”, J. =J(u.),
onde u.(t)=Fx(t), x(t) stifaz % (t)=(A+BF.)x(t),"t30, x(0)=x, e

F=-S.(S,+BR).

(i) J. =X Px, N

A demonstracéo do Lema 3.2.2 € concluida da seguinte forma:

Segue-se da Proposicio 1.2 que " P tal que Q(P)3 0, xPx 3 % Px , e portanto,

como P =P’ e Q(R) =0, segue-se da Proposi¢éo 1.3 que

@ J. =% Px, =max{x; Px,: P =P ,Q(P)* 0}

Findmente, como
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Q(P)=ATP- (BS)S,) P+PA- P(BSS,)- PBSBTP+S, - 5,55 is0¢
Q(P):ATP+PA+SXX‘(§u+PB)§f(SIu+BTP), e S§,>0, sgue formula do

complemento de Schur que

Q(P)2 00 €S, + AP+PA PB+S U,
é a
& B'P+S, S

e portanto, segue-se de (1) que J. éo vaor 6timo do Problema

€S, +A'P+PA PB+S U,
max x; Px, sujeitoa

U
é B P+Sx Sju G

Demonstrag&o da Proposicdo 1.3: (i): Sda u=u +v e noteque x(t)=x (t)+x,(t),
onde

X, (t) = Ax, (t)+Bv(t), x,(0)=0. Assim sendo,

<@gu Socul <e>guse>gu> <>g Se)gj
N R A MO o
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e ~ - éx,u _exu
Note que se J. é finito entéo " vl L2[0,¥), tem-se que <éx’g, Sé&8>3 0. Portanto,
eva ev

X, U, .
como ngu élinearemyv, J(u*) =J, sfesomente e
eviu

Py X Pxd X

R élu éx. u
2) " Vi L2[0,¥), <é uxk,Séx’u>=O.
eru evi

Serd demondtrado a seguir que (2) é de fato satisfeita. Neste sentido note que (pelo

Teorema de Parseval):

onde G.(s)=gs - (A+BE)y . G.(s)=(s-A)" e U denota a transformada de

Fourier de v, e portanto,

élu éex,u . - éelu R
<éF Qx,Sé Q>:<8E’>TGA IHS_é_F gG)g,v>
e~a  éevu &F. §
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<;3x~ SeX“H> ((B'G: (S, +S.F)+M (F))Gx,0),onde M(F) 2§, +S,F

(6 b sEip)=((e'ei(s. +s.p)+m (R))ax) g

pois H, e H, sdo ortogonais (Francis (1987)). Por outro lado, como

{(BTG;(SXX +quF*) +M (F* ))G*XO}+ :{BTG;(S« -'-quF*)G*XO}+ + M (F*)G*XO
epeloLemal, Correa& Sales(1997):

{BTG;(SXX +quF*)G*Xo}+ = BTMaG* (S)XO'

onde M, é a Unica solugdo da equaggdo M, (A+BF.)+A'M,=- (S, +S,F), ssgue-

e que

élu _éx . .
5 (%, Sa B'M, +M (F)Gx,V).
(i hog -t mimians

Assmsendo,como M (E) =8, +§,F =S, +$u{ SJS, - QJBTR},istoé,

M(F)=-B'R, segue-se que
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elu  eXU\ _jori, .
<gF*HX”ng9_<B (M, - R)Gx,9).

A demonstracdo de (2) é concluida verificando-se que M, =P.. De fato, M, é a Unica

solucdo de

M,A+A™M,+M_BF =- (S, +S,F)

U

M,A+A'M, +M, (- BS/S,)+M,(- BSB"R)=-S,+S,5.5,+S.S;B"P
U

MaAZ+AZrMa+(BS;U1S1X)T Ma- MaBSL-ulBTR :qu ulBTR _ QZ

U

MaAZ+AIMa+SXUS;UlBT (Ma- P*)- MaBS:I:BTP* +QZ :O
e esta Ultima equacdo é satifeitapara M, = P.

(i) Segue-se de (2) que

élu _ela :
J(u*)=< g%, S 'x>,ouequwdentemente
u
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J(u ):Q expgA+BF tug = HSe uexpg(A+BF )t ,
eportanto, J (u.) = x;G,x,, onde G, € aUnica solucio da equagio
© (A+BF.) G,+G, (A+BF.)=- 8 F'§S

A demonstracéo é concluida verificando que G, = P. . De fato note que

o 6l S.F.
§ Fgse i=g FEer mTlss 4S F+FS, +FS,F
éF*O e"SJ +SJUFU

ou equivaentemente

5 TaoEl U -1 AT T 1 -1
8' F HSEF*§:S<X- S(USJUSJX- S5<uSuu - SJXSJUSJX - RBSILISJX

+5.,5.5,5.5, +S.5.5,5.B P + PBS.'S, §.'S,, + PBS.'S, §'B'P,
ou sga
8 FgSS U=S.- S.SIS,+PBSB'R=Q,- PRP
&k
e como
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A+BF. = A- BS,'S, - BS,/B'P

Segue-se que (3) pode ser reescrita como

AG,- PBSB'G +G A -GBS B'P=-Q+PRP

ou equivaentemente

A'G +GA +RBR(G,- P)+GRP +Q,=0

aqud éestisfeitapara G, = P, O

Comentariodo Lema 3.2.2:

Sera mostrado que (A, R,) é edtdbilizave e H, ndo tem autovaores no eixo

imaginério, onde
- P ¢A RO
Az:A- BSJulSw(’ Rz =- BSJulBT' Qz :Sxx- %USUISTU'eHz:é TL,J’
€Q -Aq
N U . - L
A BeS:éz“ zjuacomo definidos na Proposicdo 3.2.1, isto €
6 ul

~ eA Ou . éBu . é0 S.u : T oo < .
S A A I L
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Conddere inicamente

de modo que
Ab QSJU T QSJUSJU epg -BS;usju
é ua_eé a
Aze 0=¢ (
g 0 A 80 A
onde AY =A, - BS,!S), S, = 6 IS,
Bu_, . .
R =-BSB' = gsuj 8] O

éBS.B O0u é&° ou
demodoque R, =g ° 79 (FSRZ G-
s 0 Og &0 Op

D

Por definigio, (A, R,) é estabilizavel se e somente se existe X ta que (A +RX) €

Hurwitz, e note que

(A +RX)éHuwitz U A, +

i
X
=
2
X
S
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ér -B S S0

g uu™ux

Como A éHurwitze A = a 3 Segue que
0 A H

MDD (D> (D

(A, +R,X) éHurwitz se e somente se (Af + Rgxn) é Hurwitz

Portanto, (A, R,) éestabilizavel se e somente se (ASRE) é etabilizavel, ou sga
se e somente se (A_, - BQSJ‘:S‘;’X,BQS(;B;) é etabilizével, 0 que de fato ocorre pois
(A_} - B,S, S\, B,S.B; ) é controlavel umavez que (Ab’ Bg) écontrolavel §,, é

positva definida

Considere agora o hamiltoniano H, e note que

€A -BS,S, R 0u
g0 A 0 0 ¢
Tea. o (M) oy
§Q. -Q. (s)SHE -Ag

e portanto, permutando o 1° e 2° bloco de linhas e colunas, isto &, definindo
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é u € u
e 0 1 qu el 1 4
R e u SO SO u
H,=€1 0 UH el 0 U
(S u e u
¢ 0 lue O o
g H & H
segue-se que
& A 0 0 0w
€ - u
R e BgSJleS:(X A§g l% 0 u
H,=é T 7
s Q  Q  (-~) 0 4
é \T a
8 -Q, -Q, (S) siB -Ag

e portanto, H, tem autovalores no eixo imaginario se e somente 2 I—A|Z tem autovalores

é A R U
NO EX0 iMagin&rio O gque por suavez ocorre, seesomentese HY =€ !

G
g T
S-an (-AE)H
ten  auttovdores no exo imagindio. Como QZﬂ:-Cg(DgT+Dg)'1CJ,
Ag:Ag-Bg(DgT+Dg)'1C e @:-BQ(DJ+DQ)'1B;, sgue-se que H?! é o

9

hamiltoniano que define uma fatoragdo espectra de G, (Francis (1987), pg 93) e
portanto, como “G,, (jw)3 el "wi R” e (AJ,BQ) é controlavd, H? néo tem

autovalores no eixo imaginario (Francis,(1987),pg 95). O
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Apéndice 3-B: Demonstracdes da secéo 3.3

Demonstracgao da Proposicao 3.3.1:

Sga

Qow

Gy, =A{N(R'R- g™M R RMo )} - MM, = E,, +Epp,

se (h,h)T S, (e), entdo parai=1,2, tem-se que

h=g +g7: g =ci(sl-A) B+d,.

Tomando-seentdo E. 1 RH, ® td que MM, = E, +E; e E''T RH "td que

R'R-9g°MR RMy, = B/ +€ENY i =12,

pode-se escrever
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ou eguivaentemente

2 i 7 i~ - i Z i N B
“) Gmm:a[giEéngi eeEg()H +0; Eg()+(gigzg()a) }- E:- E;.
=1

Como g, =g, +d, onde §, =c; (sl - A)"lEi,temseque

2 N
©) By, =2

Agora, observando-se que para xI R", yl R™ Al R"™ eQl R”? tem-se

(xAay)Q=(1,AxT)(1,AA)(1,Ay)Q

pode-se escrever
(n gi (S) l p :glpACQTi EIYgi (S) OndeYQi (S): gg B ( IDA 'K\)Hl(l pA E)l
e
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® 698, Ad Y (5) onde V()= g +(1,AR)§ (1, A8)

Subdtituindo (7) e (8) em (6), tem-se que

_$ (i S (1 &k T\ly ) () 5] U
E%—a_12dgEg ; EF+a(IpACg)%YgEg +{Y98Eg H]++{ “E! }%

i=1

ou equivalentemente (escrevendo E!) =E!) +DL )

2
s TNl ks , g i
9 E,, =1 Aq){(1,Ach)i2d,1,:2d I, 0Y, +§ 2d, DY) - E;
i=1

ey g0 Y 5-z@] U
éYglEg +[Y91 gzg H] +{ 91E9 }+ u
é * a
&y (2 @y o-=(2] U
ondeYEéngzEg +[Ygz &5 H]++{ 05 }+u
¢ 2 (1) u
e = a
e 2(2 U
5 (2) §

Assm, a partir da expressio (9), uma redizacdo (Ag,Bg,Cg,Dg)de E,, . pode ser

obtida das redizagdes (Ag, Be,C) de Y. e (As By, Cer, Dy ) de E. daseguinte

forma
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! A Ou éB¢ U 1 i

A6 AU B=6 o 0Dy=adDg-De
(10)% e A & B=r i=

T . \éCYE Ou

1G= qi-Ac)(1,Ad )i2dy 1,2, 1, Crligo i

Comrelaggoa{ X, } , notequepara (h,h)T §,, (e), tem-seque

{Xmmz}+ =" ,\i\ézgthl;DRTRiMDwf kz'{M;DMJk}+

i=1

U
(X} = ;éf\ng(g. +g7 )M DDRTRMDJKE MM,
U

138 ~ 0 1é ,a.,- i
{Xﬁhz}Jr:_%a zgzdgiMDDRTRMDWf kg -,:,\agzgiMDDRTRMDWf kg -

i=1 i=1

———
I Q.)Om

iy

Ay u
9°8 MpR'RM,, f kg

(MM,

u

{Xhlhz}f-‘iémngiMsDRTRMWfk' 9251(1pAc;){{YgM;DRTRMDWka}
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2

-0°4 (1, Ac, {YaMuR RMof o} - (MM f

i=1

{Xin), =-07 41, Ach)i(1,Ac )i2d 1, i2d 1 BY, - (MM f L}
onde:

YMOR RM, S} +H{GMoRRM,f ]} U
4 Yo MooRRMof J +H{Y MooRRMof ]
: {MuRRMof,}

e

u
u
e {MI;DR;RZM Dwfk}+ E

De modo que uma redizacéo (A&,BX,CX) de {Xhlhz}+pode ser obtida das redizagbes

(A,.B,.Cy) deY, e (A,.B,,.C,.) de{MZ‘DMmka,daseguinteforma
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As redlizagtes (10) e (11) sfo as redlizaches descritas no enunciado da Proposicéo 3.3.1.
Para completar a demonstragdo, observe que como foram tomadas redizagcbes minimas

de funcOes de transferéncias estavels, A, sera Hurwitz por construgéo O

Demonstracao da Proposicdo 3.3.2:

Sga (h.h)T S, (e) e portanto, L. (h,h,)é finito. Se (A.B,) e (A.B) sio
controlaveis, como e A e A s Huwitz e B, tem posto maximo, segue da

Proposicao 3.1.2 que
2
L (hy, 1) =-my, +[MLf [+ & 9°(ARTRMof Mo f )
i=1
onde m,,, €ovaor 6timo do problema

s~y . EAP+PA PB+S U
max ,_.r (X0 PXO) sujeitoa €. . LU
) éB P+SXU Dg +D9 é

Note entdo, que - m,,, €o valor timo do problema

_ <+ s\ .. EAP+PA PB+S,U
min__ - (X0 PXO) sujeitoa € . LU
g8'P+S, D, +D,q

g

ou equivaentemente (trocando —P por P), - m,, €0 vaor 6timo do problema
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éATP+PA  PB-S, U
X PX sujeitoa €., U£0

12 min
(12) @BTP ST -ng+D;E|é

p=p'

E pela Proposicido 3.3.1, os pardmetros livres (cgl,dgl) e (cgz,dgz) de S, (e)
gparecem linearmente e exclusvamente nos termos C;, D, e C,, e conseqlentemente

em S = €C, C, g Portanto, a restricdo em (12) € de fato uma LMI, e provou-se que

para (h,h)T S, (), temrseque

(3L (h,h)= m|n|XTPXO+ag <hRTRM f.,M f>+||M fb:P=F, Q(P,A)£o§
onde Q(P,A) é a matriz definida em (12), e conforme observado, S,, (% e D, (¥ sdo

funcdes lineares de A = (c c,..d, d) (dgl,dgz)r&qoe(:tivaﬂerne.

G 79!
Segue-se de (13) que

~

+8 02 (NRR Mo f Mo f )+ M f J2:P =P, Q(P.A) £0

i=1

(14) h;, (e)=inf i XIPX,

(hh)T 5, ()}
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A seguir, € mostrado que a condiggo “(h,h,)T S, (e)” é equivalente a restrigdes

definidas por L.M.I's. Paraisto, recorde que se (h, h,)T S, (e) , entdo

(15) $e>0 paaoqua G, (jw)-el® 0" wi R,

(16) parai=12, temseque h(jw)=g (jw) +g (jw)3 0" wi R.

Como g, =c, (sl- R)Bﬁdg, com (RE) controlavel e A Hurwitz, e recorde que

por hipotese, (Ab,Bg) é controlavel e A e Hurwitz, segue diretamente do Lema

Positivo Red (Boyd et d (1994)) que (15) e (16) sfo equivaentes a

_ € A’ P+PA PB, - C, (A) G
17 $P=F,P>0:€."_ . T .. UEO
SB P- Cg (A) B ng (dgl’dgz) +Dg (dgl’dgz)H-l_eIH
e
€A'R+RA RB-c U
(18) $P=P,P>0:8 __ A R SUE0;i=1, 2
éBI FI)'Cg. '2d9 H
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Ou sga, a condicgo “(h,h,)T S, (e)” é equivdente a (17) e (18). Substituindo em

(14), temse que

(19)h;,, (e) =inf .l XIPX, +§ 9 <hRTRiMDWf Mo, f k>+||MMf Jo:P=P,P=P", R=F
|

i=1

Sotdsque P>0, P >0, R>0; Q(P,A)£0,Q,(P.A)£0, Q(P.c,,d,)£0; i=1,2}
onde Q,(P,A) e Q(P,c,.d, ) sfoasmatrizes definidss em (14) e (15).

Para completar a demonstrag3o, resta escrever os termos g <h R'RM,f ,M,_f k> da

funcdo custo, em funco de (cq d, ) . Paraisto, note que

<hiRiTRMDWf k!MDka> :<(9i +gi~)RiTRiMDwf o Mpuf k> :<giRiTRiMDwfk’MDwf k> +<gi~RiTRiMDWf ks Mpuf k>

<hRTRMDwf o Mpf k>:<gi R RMpf . Mp,f k>+<MDV\r o G RRM,f k>:2<giR-irRiMDv\Ik’MDv\r k>

(NRTRMof Mo ) =20, (RTRMof, Mo f )+ 2(GRRMof , Mo )
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(20 g*(NRRMof . Mo f ) =0%d, [RMof [ +9% (31 (Mo ) RRMaf ] )
Agora, introduzindo uma redizacio (&i,BFi,CFi)de {(Mm)‘k)~ RTRMW)‘I(}+, e

observando que !, tem uma resizagdo dada por (é';)A'E\EI’ép ABpg Ag l‘,’l) é

bem conhecido que

(21) (810 (Mo ) RRMo1 ) ) =tr{(1, Act )M, ]

onde, parai=1,2; M, édado por

(1, AR)M, +M A =- g1, AB)YBT .

A demonstracéo é concluida subgtituindo-se (20) e (21) em (19) O
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Apéndice 3-C:. Demonstractes da secao 3.4

Demonstracgao da Proposicao 3.4.2

Para (h,h,)T S,,DhT R, eDh,T RL, taisque Dh™ = Dhe Dh; = Dh,

,al [0a,] déinah,(a)=h +aDh e h,(a)=h, +aDh,. Note-se entdo que
(R(a).h(a)) s,

Defato, Gy, j5a) = G, +2 (Dhl G’ +Dh,G? ) , € segue-se que

I—¥(GFl(a)E(a))(J""’)3 Ly (Gy, ) (iw)- %I >0,

Note-se agora que

22 L(TR(@).R()=L(T.hh)-alAa (T (1) o0y

Por outro lado, escrevendo T =T. (h,h,) + DT , temrse que
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(23) L (T,h,h) =L, (T (h,h),h,h)- (G, DT,DT).

Subdtituindo (23) em (22) obtém-se que

L(T.R@).m (@)=L (T. () hhy)- %(GWDT, or)+a & (T*(hl,hz),Dh)g

Da expresséo acima, tem-se que
(24) L. (R(a).h(a))=L(h,h)-inf{J, (DT):DTT RH}
onde

35 (DT) 2(G,, DT, Dr>+aa°12 ¢ (T. (h,h,),Dh).

i=1
Note-se agora que
¢ (T,Dh) :<DhGg)T,T>+ZgZ<DhMm)‘ oM T)- g2 (DM o f (Mo f,)

e portanto

¢ (T. (hy,h,)+DT,Dh ) = 6 (T. (h,,h,) , DR ) +(nG'DT, DT )
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+2<DhGg)'I1 (h,h,) +Dhg*M M . f , ,DT> .

Usando essaexpressdo em J,,; (DT ), pode-se escrever

inf{J,; (DT):DTT RH}} :aé2 ¢ (T (hy,h,),Dh ) +inf{ 3o (DT):DT1T RH?}

i=1

onde

J,(DT) 2 <g€em +a (Dh @) +DhG]? )T, DT>+ 2a (DhX,, +Dh,X, ,DT).

com X, =G, (h, h) +9°M Mo, f,

Portanto, de (24), tem-se que

L (hh)- L (R(a) R(a)) =ad 6 (T. (), D) +inf{ 3, (DT):DTT RH S}

Usando aigualdade acimae o fato de que inf{jD(DT) :DT1 RH;’} £ 0, temseque

L (hh)- L (R(a)f(a)) £ad (T (n.h).On).

i=1
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Paracbter o limiteinferior de L. (h,,h,)- L. (R(a),h,(a)).observeque " a [04a,],

tem- se a seguinte desigua dade:

(G, vabn @ +aDnG?)v.Y)> <§"Gnhz . %l 9YY> YT RHS

2

de modo que

int{J, (DT):0T1 R} inf{((

E o infimo do lado direito da expressdo acima € dado por

2
_a2

(&6 (onx, +onx., )}

+l2
Substituindo em

2

L (hh)- L (R(a) R(a)) =ad 6 (T. (), D) +inf{ 3, (DT):DTT RH}

i=1

obtém-se

L (h.h)- L(R(a) R(a))* f(a Dh,Dh,) O
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Apéndice 3-D: Demonstracoes da secao 3.5

Demonstracdo do Lema 3.5.2:

Paraobter umaredizaggode H[Y,L], YT S,, LT S, escreve-se

ezoleR ol ézoleTR ol
Flv.L]=m-9 2 iy @al, G
€ u e u
g O g & O YQ
ou equivaentemente
é0 Ou
~ I 0':' ~". .z ~@ 0\
é1Ir1 Ol]
S8y
e’ 2’z U
go Y§

Segue-se que a parte estavel de F[Y,L], isto € H[Y,L], é a soma das partes estéveis

de

(l )1/2 U
F =1,M]M , onde M, £ &N-Al ~OM
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F,=I,M;M,, onde M

, 0 <
30 g
é- ! 1| . 0 l;'
_e -0
F4 bl é - I 2 Il_2 . L,j
g o0 “YH

Denotando por H,, H,, H, e H, asrespectivas partes estaveisde F, F,, F, e F,,

segue-Sse que
é-)(lllrl 0 u
e - u
H4:§ )ﬂllrz : G
g 0 _XYH

e umaredizacéo (Aw By, Cu, DHA) de H, édada por

1A, =diag{A, ... A,

t . =diag{q,....h, 5 52,_},
(25) i Cu, ( )—-dlag{cI

TD (A)=-diag{d,, ..
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Por construgéo, (Au’ BH4) écontrolavel e A, € Hurwitz.

Comrdagioa F, F,, F,,tome G1 M(RH,), G, T M(RH,) e G,T M(RH,) tais
que M, M, =G, +G;/, M,;M,=G,+G, e M;M, =G, +G; (lembre-se que para um
dado controlador, M,, M, e M, s conhecidos). Assm, F, F,, F, podem ser

escritos como

F=(x, +x)(G+G ). R =(x,+x)(G,+G;)e F, =G, +G;

Como se pode observar, F, ndo possui termos envolvendo os parémetros livres das
dlasses de lineares, de modo que uma redizaggo (A,,,B,,C,,D, )de H, € a
realizacéo de G,, etd redizacdo pode ser tomada como sendo umaredizacdo minima

Com relagio a F, escrevendo x, =X +d , % =¢ (sl - A )'1Ei , temr-se que

H, (aparte estavel de F,) é escrito como

H,=%,G,+{%,G]} +{X.G}, +2d,G.

Anaogamente, escreve-se H, (aparte estavel de F,) como

H,=%.,G,+{% G} +{%G} +2d G,

Por outro lado, se n, éadimensiode G, e G,, temseparai =1,2, que
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R, (5)1,, =g, AdiY (5) once Y, (s) 2§, A

Hi AR

X ()1, =l AcEY (), onde Y (s)2- §, A(s +A)

de modo que

Hi :2d|iGi +g|nG AC|T| H{YMG' +{Y|iGi~}+ +{Y||~G"}+}’ =12,

ou equivalentemente, escrevendo G, = é.l +Dg

H =@, Ac i2d I HY; +2d Dy

onde
Y, = g{'iGi +{Y'iG‘:}+ +{Y'i~Gi}+8
& G H

Assim, tomado (A, By, Cyg ) redlizagbes minimasde Y, , i =1,2, tem-seque as

redlizagbes( A, .B,,..C,, (,.d.).D,, (d,)) (A, B4.C4 (c,.0),). Dy ()

de H, e H, sdo dadas por
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(26)][’ A_Il :AVGL’ a’ﬁ :BYGl’ CH1 (Cll’dli) :glr‘c AC|T1£2d|1I”GHCYGl’
%DHl(dll)zzdllDel ’

(27)% A“z :A(GZ’ BHz :BYGz’ CHz (C|2,d|2)zgl%ACLEZdlzl%HCYGZ,
# Dy, (d,) =2d,,D,
Findmente, umaredizagio (A,,B,,,C,,D,)de H[Y,L]T M(RH,) td que
H[Y,L]+H[Y,L] =F[Y,L] é obtida a partir das redizagdes de H,, H,, H, e H,

da seguinte forma:

fiy

w) (‘D\
> P

A, =diag{A, . A, A, A} B, =5

&

D
o coc\o\nonoNno/

P

C.(A) =&, (c,.d,)iCy (c,.d,)iCy, iC, (A)Y

D, (A)=D, (d)+D, (d )+D, +D, (A)

Para encerrrar a demonstraggdo do Lema 35.2, note que A, é Huwitz e C,(A) e
D, (A)sdo fungBes dfins de A:(ql, c,.d .d, ,Cy, DY) , € sem perda de generaidade,

pode-se supor (A,, B, ) controlave O

149



Apéndice 3-E:Direcbes descendentes para o

limitante baseado em “ S-Procedur e”

RPN - 0U ..&2%E OU-~ - ¢0
DA(E):e ANV Y =Ta(EL)+eﬂEY[0 1]
60 Eg &0 0
onde
-\, 6E O - &PE U & -
LE)2ey g-Me & aM=8eTT,
eo OU eO Ou i=1

% Ugrf e
(e UEE o o
go ()go EHO T

-

ou equivdentemente
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2

pode ser escrito como
E)=Fe ] o(Ret () nle ) fr e ) el
onde T, =[0 1]f;%
De modo que definindo C,,, (E, ) por
Cor (B )2[TEL]
e C,, (E,.E ) por
Co(B8)22(TER() TE)) o) (e +&1 e

ou equivaentemente

.
o oA
+al *&r
i=L

=

A . 2 . 2 . an
Co (BB )28 6,0(8)+]A 6T,

one ¢, (&) £l LTER (1) 11) e, &7
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tem-se que CD(E): C;DY(EY)+CDL (I:IY EL)

Para achar E, =arg min<fA,EYfA> Ljeito a ||‘I:;EAY'I'AY||i £d,, define-se o funciond
lagrangeano por
TET,

L(Ey,s):<fA,I§YfA>+s{ ZF-dD}

Se EY ponto de minimo de L(EY,S ) , da condicao de otimdidade, tem-se que

<fA, DEYfA>+ 25 <éTY|§YéW,DéY>=o " DE, =DE|

U

(ff",DE,)+2s (GE,Gy,DE, ) =0" DE, = DE,

U

" +236.EG6, =0

U

£ (s)=- GG,

A seguir, voltando ao problemarestrito , tem-se que
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U
(GVE, (5)Gy . (s))=d,
U

2l 8 /rr 11
8gr+zj<ff Giff'GY) =d,

U

Ou sga, mostrou-se que

= 1 A
L =-—Gff ,
£, = GiT 6

Gift” i
2//d,

onde G, =T,T, ,es =

Para definir EL* ta que CDL(EW,EL*)<O, ecreve-se EL* :diag{eollrl’élozl rz}’ com

éoi :-aoci(éw),onde

2 . 2
28 ¢ (&)
a0£ ) i=1 > " )
§o(e)in] +di ()
i= F
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No caso dependente da freqiiéncia, néo se pode usar a fungdo definida por

e twyg i wriw)]
S(JW)— ZJ(E C"wl R,

[poi S Nesse caso

A

E (s)=- ZSiGnl(er,# ndo pertencea M (RL, ), jaque s ndo éraciond.

Entretanto, noteque " wi R

.-

€T, (iw)a f o (w)f  (jw) &y (iw)g

les- (w)a "t (w)r < (w)]_=

E

2
F

& (W)HF i (w)

el ()t (] (g (]

F

=Te{ g (w)g ()t () g (g}
de modo que, definindo a seguinte funcao:

. (jw)_Tr{(TY(Jw))' fk(izvj()jljuw)(w(iw))‘} .
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tem-se que [T, (jw)E, (s, (jw))T, (jW)”'Z: £d, “wl R. Asim é possivel definir uma
direcéo descendente e factivel paraY por
1

€. ()= 5y & (W ()1 () () "wl

onde G, =T, T, ,es .étd que

To{ (7 ) 1, () () ()]
2d, |

Consequientemente, a diregdo descendente e factivel em L € definida por

EL*(jW):diag{qol(jw)Irl,qoz(jw)lrz}, com € (jw)=-a.c,(E.(jw)), onde

"wil R

2 ¢ (B ())§

a, £

2
2 2

+a ('i(J'W))ZSCi(EY*(jW))E] r

E i=1

& o (& ()T ()T, (10
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Apéndice 3-F: Demonstracdes da secao 3.8

Sera nostrado que os pardmetros livres da classe § (e) definida na secéo 3.8
aparecem exclusivamente e de formaafim no termos C,, D, e C, daProposicéo 3.8.1

Assim, ga EqT RH;’Z' " td que G, =, + E, . Segue-se que uma redizacéo de
E, sra dada em funcdo das redizagbes das pates estaveis de g A I, e
- (gc',lﬁb)~ 9,'A,- Uma vez que A, ndo depende de gl S (e)mas apenas de dados
conhecidos do problema , tome (A, By, Coe Do) UMa redizagdo minima da parte
estével de (g(;lAb)~gg)1Ab com B, de posto maximo. Por outro lado, e gl §, (e),
tem-se que a parte estavel de g A1, ¢ G, A1, onde G, () =G, (sl - E&)lE‘Tq +D, , de

modo que uma redlizagio (R,ﬁg,c,ﬁg) de E, édada por

g

1 éAAI oOu — Al U = "

s A =a P ,B =a" P, C )=gC Al _:C
(28)¥'% g 0 A)EH g g_BQE 8 g( cl) g:q p QEH

1 = ..

) g(Dq)z(Dqup) Doe

Segue de (28) que os pardmetros livres da classe S (€) aparecem exclusivamente e de

forma afim nos temos C, e D,, e por construgdo A, é Hurwitz. Findmente, se A, e

B, definidos em (28) sho tai's que ('Kb , §g) ndo é controlavel, é sempre possive, através
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de uma transformagéo de similaridade, encontrar uma redlizagdo controlavel de E, , de
maneiraque G, e D, aparecem linearmente nessa nova redizageo.

Comrelacéo a
= go @) +{(e]) A8

tem-se que (g(;l)~ A;B, ndo depende qi § (e), mas apenas dos dados originais do

problema. Assm sendo, denote por (Abx, BQX,CQX) uma redizacd minima de

{(g(')l)~ ASBQ}+ , € note que

onde X, = g X,

Como {éqf(c} :éq)A(c, tomando (A&c,BXC,C;(C)uma redlizagdo minima de X, tem-se

C
+

Aﬂ[c s, e

A 3
que uma redizacdo de {quc} € dada por géﬁ
’ é 2

C>C c
('D-CD> CD

B,C,,
A
(A By.D,C;,) éumaredizaggo de{D,X,} = DX,.

Para achar umaredizacdo de {Gq‘ )A(C} L sera usado o seguinte Lema:
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Lema (Correa& Sales 1998) Sga G =G;G,G;, onde G 1 M(RH, ), G,T M (RH,),
G(s)=G(s-A) +D, D,=0, A edéve.

Entéo

(G),(s)=(Djc, +BiMZ) (sl - A)*(MicC] +B,D)

onde

pral

M{A +AM; =-BB, MJA +AM; =-CC,

Aplicendo o Lema a G;)A(C, em que G, =G, )A(ch2 e | =G, temse que uma
redizacéo de {Gq‘f(c}+ é dada por (A, .B,.D,C, +B M), onde Mg é dada pela
equacéo e Sivestre M A _+ ZJMS =- C;C)A(C. Note que a obtencdo de uma redlizacéo
de {Gq‘)A(C} implicou no gparecimento de uma nova variaved Mg, que é fungéo linear

+

do parémetro C, . Assm, uma realizagio (AX,B(X,C(X (G .0 )) de

€ dada por
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éeou

Y 2 A =) Ll é l:l

'[e BqC;< u P éB;(Cl:I

)At _dlaglé Cu; ¢! AC,’ BC)( :A sy
160 A, § 0 e

680

Co (C D, M (C ))zécq EOEDqC>‘<cEDqC>‘<c+I§CII\/|S(CC|)E1'

q’q’

eumaredizato (A, B,, C,(C,.D,. M4 (G, ))) de

{X}.=- {g(ax.)}, - {(9@#)~ ASBQ}+

€ dada por
i eAAl, 00 - éB. U
iA=é Bo=ey 0
P8 0 A e
(29)i
1€ (60 Mo(C,) =+ 62 (G, Dy M(G,)) A1, Cor
i
|

Pelo desenvolvimento anterior , os pardmetros livres da dasse S (e) de fato
gparecem de linearmente em C,, por construgdo A é Hurwitz, e a mesma observagio
feita para (Kb,Eg) é véida paa (RE) se A e B definidos em (29) sfo tais que
(REX) n&o é controlavel.

Findmente, sera verificado que G, e D, gparecem deformaafim em

159



2 1
LC (O’q): "BQ”z +g_2<gol p’ gﬂ>_ <goxc’g0qxc>

Primeiramente, relembre que B, ndo depende q1 § (e). Comrelagio a

giz<golp,goq>, note que

(9615:969) = (9ol 5,955, +95G; )= 2(ul ;. 95G, )

U

-1

<golp,goq>:2Dq<golp,golp>+2<gggolp,éq>, onde é(s):Cq(sl-A‘) B,, de

modo que
1 2
(30) g—2<gol p,goq>=g—f||go||§ D, +2tr (CM C,)

onde M, é a solugdo de AM,+M,A =- BB, (A.B,C,)¢é uma redizacio de

{g5001,}.

Com relago a (g X.., g,aX, ), note que
(90X 060%) =(9X:X., 8o (G, +G;))

U

(90X 90X, ) =2(05 9% X..G, ) + 290X, D,
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De modo que

(31) <goxc'goqxc> = 2||goxc||2 Dq + 2tr (C 1M qu )

onde M, é a solugio de AM,+M,A =-BB’, (A,B,C)é uma redizacio de

{ g(;gox;)(c}+ . A demonstrago é concluida substituindo (30) e (31) em L, (0,q) O
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Capitulo 4

Sintese de controlador es

4.1-1ntroducéo

Neste capitulo, sera examinado o problema de sintese de controladores para bom
desempenho H, -robusto.

Em Stoorvoge (1993) e Yang e d (2000), procedimentos de sintese s&o
propostos com base nos limitantes superiores do “pior-caso” H, para um dado
controlador estabilizante. Em Stoorvogel (1993) sdo consderadas perturbacbes néo-

edruturadas caracterizadas por fungbes de transferéncias limitadas em norma, € um
limitante superior do “pior-caso” H, para um dado controlador estabilizante é obtido

aravés de rdlaxacdo lagrangeana, em que a minimizacdo do funciond dud € feta com

relacdo a multiplicadores confinados a0 conjunto dos ndmeros reais positivos. Nesse
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caso, para cada multiplicador constante, Stoorvogel consegue reduzir o correspondente
problema subGtimo de sintese, a um problema convexo de dimensdo finita

Em Yang et d (2000), sGo consideradas perturbagdes estruturadas caracterizadas
por fungBes de transferéncias passvas ao inves de limitadas em norma O limitante
Superior para 0 “pior-caso” € obtido de forma andoga a rdaxacéo lagrangeana. Nesse
can, a minimizacdo do funciona duad é feta com rdacdo aos (assm chamados)
multiplicadores de Popov. E entdo proposto um procedimento do tipo “D-K iteration”
no qud em um passo minimiza-se o funciond de custo com relacd ao multiplicadores
de Popov paa um dado controlador estabilizante, e em outro passo minimiza-se o
funciona de custo sobre um conjunto de controladores estabilizantes de ordem fixa,
para multiplicadores de Popov fixos.

Negte trabadho, de maneira semehante & referéncias citadas acima, a cada

limitante do indice de desempenho “pior-caso” H, deduzido anteriormente com base

em problemas de otimizacdo convexa, corresponde um procedimento de sintese, a
excecdo do limitante deduzido na secdo 2.6. Nesse caso, a mehoria potencia da
qualidade do limitante € obtida a custa de uma dependéncia mais intrincada entre o
funciona custo do problema e o controlador, 0 que torna o problema de sintese para este
indice mas dificil.

O capitulo 4 esta organizado da seguinte forma:

Na secéo 4.2 considera-se 0 problema de sintese de controladores com base no
limitante definido na secdo 24 por melo de relaxacdo lagrangeana Para fecilitar o
entendimento das principais idéias envolvidas no correspondente problema de sintese,
consderase inicidmente 0 caso de perturbagbes ndo-estruturadas e entrada escaar.
Andogamente a0 que foi feito no capitulo 3, mostrase que quando o parametro de

Youla dos controladores robustamente estabilizantes é confinado a um subespaco de
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dimensdo finita pré-especificado, a minimizacdo do funciond dua sobre 0 mesmo (para
um dado multiplicador) € equivalente a um problema de otimizagdo linear no epago
euclidiano com restricdo LMI (O principa resultado é expresso pea Proposicao 4.2.4).

Na secéo 4.3 sfo caracterizadas diregdes descendentes para o funciona dua a

patir de um dado KT M (RH, ), com o objetivo de sugerir uma heuristica para

modificacdo iterativa do subespaco a0 qual € confinado o parémetro de Youla dos
controladores robustamente estabilizantes.

Na secéo 4.4 generdiza-se o procedimento da secdo 4.2 para 0 caso de
perturbacOes edtruturadas e entrada multivariavel (Proposicdo 4.4.1). Ao find, é
esbocado  um esguema para um procedimento do tipo “D-K iteration” baseado no
limitante do indice “pior-caso” deduzido na secéo 2.4.

Na secdo 4.5 considera-se 0 problema de sintese de controladores com base no
limitante definido na secéo 2.5 por meio de “ S-Procedure’.

Conclusdes do capitulo sdo apresentadas na secéo 4.6.

4.2-Sintese baseada no limitante dado por

relaxacao lagrangeana: caso particular

Nesta secd0 considera-se o problema de sintese de controladores com base no
limitante definido na secéo 2.4 por melo de rdaxacdo lagrangeana, qua sga, minimizar

ede limitante sobre 0 conjunto dos controladores robustamente estabilizantes para um
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ssema perturbado. O objetivo principa desta secdo € andise do problema de
minimizar o funciond dud, para um multiplicador fixo, em rdacdo a0 paametro de
Youla, quando 0 mesmo € confinado a subespaco de dimensdo finita. Este problema, em
conjunto com os resultados da segéo 3.2 e 3.3, leva a um problema de otimizaggo linear
em espacos euclidiano, com restrigOes definidas por LMI's.

Como mencionado anteriormente, no sentido de fecilitar o entendimento das
principais idéias envolvidas, serd condderado inicidmente o caso de perturbactes néo-
edruturadas e entrada escdar. Assm, conddere a configuracdo da figura 2.6, com a

classe de perturbagdes dada por D :{DT RH/™:|D|, £ g} e 0 snd de entrada w é

caracterizado pela densidade espectra de poténcia.

Assm como na secdo 3.2, o funciona dua sera caracterizado por meio do vdor
otimo de um problema de LQR de horizonte infinito. Antes, para facilitar a letura,
srdo recordados de maneira sucinta os principais pontos do desenvolvimento da segéo
2.4, em que s= deduziu um limitante superior para o indice “pior-caso” H, por meio de
relaxacdo lagrangena.

Inicidmente, recorde-se que se as condices de estabilidade robusta sdo

stisfeites, is0 & (P,,C) estével e |M, (C)|, <1/g, onde

MDD(C)= FI)3D+PDJ(I - CPyu)-lcF;D'

C é o controlador, segue-se, conforme O desenvolvimento da secdo 24, que um

limitante para o “pior-caso” H, é dado pelo valor 6timo do problema
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2

Mmax TI RHY

M, (C)f, +M,(C)T|

2

etoa
[T (W[} - 02|Mo, (C)( )F , ( iw) + Mo (C) ()T ()]} £0" wi R,

onde f,T RH, é o fator espectral da densidade de poténcia do sind w, e M, (C)

M., (C) e Mg, (C) também sdo fungbes do controlador dadas por

M, (C)= Ry+P,(I- CR,) CR,;

z yD

M,,(Q) =R, +P,(I-CR,)CR,;

yw

M,,(C)=R,+P, (I - CP,)"CR

E

O correspondente funciond lagrangeano é entéo definido por

L,(T.h.C) =[M,,(C)f, +M,, (C)T|. - ()" (W) [T.Cl( ju) do

-¥

onde

&[T Cl(iw) =[T ()] - 9*[Mo, (C) (iw)f., (iw) + Moo (C) (w)T (W)}

hi RL,: h =h, h(jw)3 0" wl R.
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Note-se que a dependéncia do funciond lagrangeano com relagdo ao controlador
C néo foi explicitada anteriormente. 1ss0 se deve ao fao de que os capitulos anteriores
tratavam de andlise de desempenho para um controlador fixo.

Seguindo o procedimento de relaxacéo lagrangeana, ta qud foi feito na secéo

2.4, obtém-se que 0 “pior-caso” H, élimitado superiormente da seguinte forma

h£L (h,C)

onde L. (h,C) =sup{L, (T,h,C): TT RH} éofunciond dud .

Neste contexto, um procedimento para a sintese de controladores seria
consderar a minimizagdo conjunta do funciond dud sobre os controladores e
multiplicadores consderados. Neste sentido € conveniente fazer uso da parametrizacdo
de Youla para controladores estabilizantes (Nett (1986)) a fim de tornar as funcdes de

tranderéncia do sstema em mdha fechada afins no pardmetro de Youla (que seréa

denotado por K). De fato, assm procedendo, observa-se que para um dado par (h,T) 0
funciond lagrangeano L, (T,h,K) é convexo em K, ja que My (K), M (K),

M,.(K) e Mp,(K) sio fungdes dfins de K e L,(T,h,K) & dado pela soma de

funcionais quadrdticos positivos em K e um termo constante. Como conseqliéncia, para
um multiplicador fixo, o funciond dud também é convexo em K. Andogamente, para

um dado K, o funciond duad € convexo em h. Entretanto, o funciond dud néo é
convexo com relacéo a (h, K), pois contém produtos de termos afins no parametro de

Y oula e no multiplicador.
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Eda Stuacdo motiva a utilizacdo de procedimentos do tipo “ D-K iteration” nos
quais em cada passo tenta-se, dternadamente, minimizar o funciona dud em relacéo a
uma das varidveis de decisfo enquanto gque a outra é mantida inaterada.

Como no capitulo 3 foi feta a minimizacdo do funciond dua com respeito aos
multiplicadores para um dado controlador, ser4 examinada agui a minimizacdo de
L. (h,,K) com relaggo ao parémetro de Youla para h,1 R, fixotd que h,=h; e
inf{ha(jw):WT R} e, >0. Mas especificamente, serd examinado o caso em que o
parametro de Y oula € confinado a um subespaco de dimensao finita pré-especificado.

Antes disso, como mencionado anteriormente, o funciond dud sera
caracterizado por meo do vdor 6timo de um problema LQR de horizonte infinito.
Porém, para smplificar a derivacd em questéo (isto €, para evitar 0 aparecimento de
equacles de Silvester com dguns termos quadréticos envolvendo K, devido a presenca

de projecies) este passo sera feito de maneira diferente da que foi feitana secéo 3.2.

Neste sentido, escreve-se L, (T, h, K) como

(42 L, (T 1K) =Moo (K) T+ Moy (K)TJE - [T, #07  Mou (K)o 1, Moo ()T

ondef f, =h, éumafatoracéo espectra de h, . Segue-se que

L (TR =T 07 Mo (K)F M (KT - M ()T M, (K

L (TR K) =((Q(K) T+ Qu(K)) I (Qu(K) T+Qu (K)))
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onde

e f,l U é 0 u ¢ 0 0Ou
Q(K)= & o Moo (K)o Qu(K) =& o WMo, (K)F g, 3= -1 04
& My(K) H g8 M,(K)f, § & 0 -1§

De modo que L. (h,,K) =- inf{- L, (T.h,K):TI RHZP} pode ser escrito como:

L (h, K) == inf{{(Qu(K) T+Q,(K)), 3 (Qu(K)T +Qy(K))): TT RHZ}

ou equivalentemente (denotando T =f . T ):

(422) L (nK)=- int{((QUK)T+Qy(K)) I(Q (K) T+Qu(K))):TT RHZ]

onde
e | u e 0 u

— A { A e-gM_,(K)u

QK)=E - Gauk)=f - (=g =y
sHl(K)H SHO(K)H e ha U
é&d My, (K)f,u

Ho(K)=g ~ ™ ™ 7

(07 " (<)r,

Segue-seque L. (h,,K ) éfinito se e somente se
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inf {<(Q1(K)T+QO(K)),J (Q (K)T"+Q0(K))> T RHZP} éfinito.

Por outro lado, note que

P~
/o)
Z

_|
+
O
o
Z
o
Ol
Z
_|
+
O
Z
~~——"
1

<Q;(K)JQ1(K)T T>+2<Q1( )JQO(K),T>

de modo que L. (h,,K) éfinito se {Q;(K)JQ,(K)}(jw)>el" wi R, para dgum

e>0, e uma condigho sficiente para ito é que |H,(K)| <1, ou sga,

<1l

égMDD(K)g

&M (K)F 26l

Observaggo: Note-se que Q; (K)JQ,(K) corresponde (a menos de h;') amatriz G,

definida na secdo 3.2, para o caso de perturbaces ndo- estruturadas pois

é | u
Qi (K)IQ,(K) = § iMoo (K)i- M o (K) () H&-gMoo (K) g
&M o (K)f 24
e = h. U

Note também que h;'G, (jw)3 el "wiRbP Gha(jw)3(eem)l "wi R.
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Serd apresentada a seguir, a Proposicdo 4.2.1 que relaciona a forma quadrética
<((_31(K)T+QO(K)),J(Q(K)T‘+QO(K))> com o funciond custo de um problema

de horizonte finito LQR, cuja demonstracéo se encontrano Apéndice 4-A

Proposicéo 4.2.1: Considere o funciona quadrético definidoem RH.” por

i (v)=((Qr+Q,).3(QY+Q))

onde
él u é0 i .
o=-8.0gc6 0,;.¢ 0d
16 0 é u _g) |H
eH.q gH,H

H,T M(RH,) € td que |H|, <leH,T M(RH,). S§am (A, B, .C,.,D,) e

(A%,BHO,CHO) redizagbes de H, e H, respectivamente, com (AHl,BHl) e (AHO’EMO)

controlaveis, A, e A, Huwitz. Defina

~ éA, Ou . eB,o . €00 . . €3, S.u
A=e ' L . B=g g %=e, 0 C=&, Cyl S=¢ ", com
g0 A.g EO0Q B 0 EniCot &S Sl

S.=-C'C, §,=-C'D,,, §,=-D,C, S, =!-D},D,.

Entdo, " ul (L2 é0,¥))p tal que Y (s) éatransformadade Laplace de u(t), tem-se que

i (Y)= Z@BXT () (t)Hsgjg;Hdt
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A N A

onde x(Jstisfaz x(t)=Ax(t)+Bu(t), t20, x(0)=%,, A é Huwitz, S=S',

S.>0, (A,R) é edabilizave e H, = AZ RZTU ndo tem autovalores no exo
&Q -Alf
imagindio, onde A, = A- BS'S,, R =-BS'8", Q, =S, - S, S.'S, . N

Assim, consderando a expressio de L.(h,,K) dada pela expressio (4.2.1), a
proposicéo apresentada a seguir, que € a caracterizacdo do funciona dud por meio do
vaor otimo de um problema LQR de horizonte infinito, de uma manera diferente da
cdo 3.2 (isto € sem utilizar projegdes), € uma conseqiéncia imediata da Proposicéo

4.2.1 edo Lema3.2.2 do capitulo 3.

Proposicdo 4.2.2: Se <1, entéo L.(h,,K) é o vdor ¢timo do

égMDD(K)g

&M (K)F L

problema

éA'P+PA- C'C PB- Cc'D, U
- max,_; % PX, sujgtoa & . "G 0
& B'P- Dch |- DD, §

,o u
U
BHoCI §H1 0

(A,.B.,Cy.Dy) € (A, By, Cy,) S0 redlizagtes de
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& f Mo, (K)f

N Wl i
MZW(K)f . a respectivamente,

u

e

com (A, .B, ) e (’AHO’E%) controléveis, A, e A, Huwitz.
Observe que L. (h,,K ) pode ser escrito como valor 6timo do problema

“A'P+PA- C'C PB- C'D, U,
"4

. AT A .. A
min___.- X, PX, suetoaé . . 0
Sk ¢ B'P-D/C I-D\D, §

ou equivaentemente ( denotando P =- P ):

L (h,.K)=min{ZP%,: P=P",Q(P.K)£ 0},

éA'P+PA+C'C PB+C'D, U

de Q(P.K)=¢ - . |
QP K= Groire - (1-0Lon |0

D> (D!

Note que Q(P,K) possi termos quadréticos no pardmetro de Youla, quais
sgam, C'C, C'D,,DJC e D,D,. Entretanto, utilizando a férmula do
Complemento de Schur, é possivel escrever Q(P,K)£0 em uma forma eguivaente

sem termos quadréticos no parametro de Y oula. Neste sentido, escreve-se Q( P) como

4

Q(P,K)=Q,(P)+

A

»—\I —
[N e=Y e
[ploN
>
O
I

TS
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>
>

éA'P+ PA PBU
onde QO(P):é R U, e segue do Complemento de Schur que
&8 BP -1
é écT W
L€ Q(P) e, w
Q(P.K)£0U & €+, BOE 0.
é, . a

O
I
o

1
' m

Assim, paa um dado multiplicador e um fixo parédmetro de Youla, obtémse uma
caracterizacdo do funciona dua como vdor 6timo de um problema de otimizacdo com

restricdo LMI, sem termos quadréticos no parametro de Youla. Esse € o contelido da

proxima proposi ¢ao.

Proposicdo 4.2.3: Considere a configuracdo da figura 2.6 com a clase de ssemas

perturbados dada por P(D)=F, (P,,D), DI D={Di RH/™:|D|, £g}e wi RH,.
Suponha que (P,,C) estével e [M (K )|, <1/g, onde K & o parametro de Youla de

um controlador tal que o sitema (P,,C) sda estavel. Sda h1 R, fixo td que

h,=h; einf{h(jw):wi R} e, >0. Se ggMDD(K)g <1 entfo

¥

M o (K)f

L (h,.K)=min{ P%,: P=P".Q, (P)£ 0}

174



¢ 6"
é é . LA
e Q(P) | gPi, g éATP+PA PBU
onde Q,(P,K) =@ u, Q(P)=@ . a,
é a 8 BP -1§
8s4 . a
e Dull -1 og
~ éA, Ou . eB,o . é00 .
A=a * GB=a ‘g X% =&, o C= Cy Hs
o A T80l ©TE, b CTERCH

h, .
M N ( K )f . repectivamente com

u
au e Hy(K) =
a

D: D> ('P\
(e ey e

2

(A, Bx,) (A, By, ) controldveis, A, e A, Huwitz

A patir deste ponto sera condderado o problema de sintese para um

multiplicador fixo, isto é

a’

ming s, L (h,.K)
onde S, denota o conjunto dos parametros de Youla K, correspondente a estabilizacdo
do ssgema (P,C) com as redrigdes adicionas de ||MDD(K)||¥ <1/g (condicdo de

estabilidade robusta) e <1(condicdo para que o funciond dua sga

égMDD(K)t%i

SMZD(K)th:zLA v

finito).

175



As expressies de M,(K), Mg, (K), M,(K) e M, (K) em fungdo do

parametro K sdo entdo dadas por

w29 Moo (K) = T+ ToKTi, Mo, (K) = T2, + T, KT
- M (K) =TS +TAKTZ, M, (K) = TS +TAKT

onde T,,j=012 al{DZ e bi{Dw petencem a M(RH,) e dependem
somente dostermos de P, . A derivagdo das férmulas acima se encontra no apéndice
4-B.

Como mencionado anteriormente, 0 parametro de Youla sera confinado a um

subespaco de dimensdo pré-especificado. Assm, introduzindo uma colecdo finita

{Ki:j=1..n} de fungbes KT RH}"™ lineamente independentes define-se o

seguinte subespago de RH," ™

i g ) i
S =iK.=aa,K;:a,1 R paaj :1,...,ng
[}

j=1

Andogamente a0 que foi feito no cepitulo 3 para 0 caso de multiplicadores

confinados a subespagos de dimensdo finita, serd mostrado que o problema truncado
min, s L (h,,K) é equivdente a um problema de otimizagdo liner no espago

euclidiano com restricéo LMI.

Tendo em vida a Proposicéo 4.2.3, € suficiente mostrar que é possivel tomar

redlizages (A, ,B,,,C,y.Dy) € (A, By, Cy)de H (K) e Ho(K) tis que A,
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B,. A, e B, , ndo dependem dos “coeficientes livres’ de S, C, ,D, e C, s

fungdes afins desses coeficientes, e anda , as restrigdes ||MDD(K)||¥ <llg e

<1 sAo escritas como LMI’s. De fato, note que para K1 S,

é-gM U e~gT°‘ g &gl K Tau
Hi(K)=e (DD)(f )1“ Crop 10" A8, Bri g pap 10 raa

j 'zD i=1

de modo que H, (K) tem umaredizagio (A, B, .C, (a).D, (a)). a =[a,....a,]

dada por
' éBC 1)
' @B{@
oyl A =IO AL AL ALY B =ELC, () =60, aCl, - aCl
2. i 4
8B

T U
onde (A}.B].C.DS) é uma redizagio de H°—“ng3u, com (AS,BY)
' n 0

controlével e A, Hurwitz, e para j =1,...,n, (ALl,B,Ll,CLI,D,Ll) é uma redizacio de

& gTLKTou

com (A, B! ) controlavd e A' Hurwitz. Andogament a
' SEDKJTZJM (48] M oo

KT S tenseque
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& o My, (K)f, U0 éo Tf U & &qf ToKT2f,U 3
HO(K):é I\;Ila le(f) 0=é hEDW ataa; e Thi}%VTIZfDW =H8+aa,H5,
e ZW( )W a é TZWfW 0 i= e w ) ozw' w j=1

de modo que H,(K) temumaredizagio (A, ,B,, ,C, (a)) dadapor

! €8y, U

! SRt 4
(4'2'5)_%_A"0:diag{A'?o’A'l'o""’A:o}’Bleg ';'OH’CHO(a):gCE'O alC:'O anC:oH

| A "

! é U

% éBHog

com (A?'o’Bgo) COﬂtrOléVd e Ago HunNitZ’ epara cada j=l,...,n, (ALU’BIJ;I(,’CILO) é

. o &g, TEKT2f U o 4 _
umaredizagiode H! = & g_l_“; }?T]zfm "3 com (Ajw Jo) controlavel e A, Hurwitz.
é )

w' N Tzaw' w

Portanto, mostrorse que H,(K) e H,(K) definidos na Proposigo 4.2.3
possuem redizagdes (A, B, .C, (a).D, (a)) e (A, By, Cy (a)) nes quas
C,(a), D, (a) e C, (a) sio fungdes dins de a =l[a,,...a,] . A,, B, A, €
B,, ndodependemdea, e A, e A, s Huwitz.

Assuma que as redizagbes definidas em (4.2.4) e(4.2.5) para K, 1 S sho tais

que (A,.B,) e (A, By,) o controléveis. EntZo vale a proposigfo 423, e segue-se

do chamado “bounded-red lemma’ (Boyd et d. 1994, pg 34) que <1

égMDD(K)g
o 10

e'\/lzD(K)fha
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(ou equivaente ||H1(K)||¥ <1) s e somente ¢ exite Q=Q", td que Q>0 e

R, (Qa)<0 onde

SALQ+QA, QB,  C,(a)l
R(Qa)2§ B0 L Dyfa)y
e - g
SCHl(a) DHl(a) I H

e note que |a

Mo (K)o gl <1 implica em Mo, (K )|, <1/g . Pode-se entz enunciar

égMDD(K)%

a Proposcdo que mostra que o problema de sintese truncado, qua sga,
ianigKL*(ha,K), € equivdente a um problema de otimizagdo linear no espago

euclidiano com restricdo LMI, cuja demonstracéo decorre do desenvolvimento anterior.

Proposicio 4.2.4: Se as redizaces (A41,BH1,CH1(a),DH1(a)) e (AHO,BHO,CHO(a))
sfo taisque (A, B, ) e (A,.By,) sfo controlavels, entéo inf{L.(h,.K):KT S} éo

valor 6timo do Problema

MiN, i o7 wn X% PX Sligitoa Q,(P,a)£0, Q>0e R (Qa)<0

onde

179



7

CNP+PA PB 1 C(a) U
e B'P - D, (a) d
Q.(Pa)=¢ s@)
: . S
§ Cla) Dy(a) 1a

gAzl Q+ QA‘h QBH1 CH1 (a )T g
A . T ~
R(a)=§ Q1 Dula)g
8 CH1 (a) DHl(a) - | H
. éA, Ou . @By . 600 .
A=a * 5 B=a ‘g, % =6, u;C(a)=6C,(a):C, (a
SO A“OH 80 ld XO gBHoH ( ) 8CH1( ) Ho( )H

C.(a) D, (a) e C, (a) siofungdesdinsde a =[a,,...a,] , A, B, A, € B,

ndo dependemde a , e A, e A, s Hurwitz. N

Comentério: Se as realizacBes dadas por (4.2.5) e (4.2.6) si0 tais que (A41,BH1) e
(&O,BHO)nm sd0 controlavels, € sempre possivel através de uma transformacéo de

smilaridade seguida de um truncamento, obter reslizagdes controlaveis de H, e de H,
de maneira que os “teemos C e D” dedas redizagbes sgam afins nos  “parametros

livres’ daclasse S, , conforme observado no capitulo 3, segdo 3.3

Na proxima secéo, com o objetivo de buscar maneiras heuristicas de modificar

iterativamente 0 subespago de dimensdo finita a0 qua serd confinado o paréametro de

180



Youla, sra examinado o problema de caracterizar direcOes descendentes para o

funciona dual, para multiplicadores fixos, no espaco das matrizes de fungdesem RH,, .

4.3-DirecgOes descendentes para o funcional dual

relativas ao problema de sintese de controlador

Nesta secéo, serdo caracterizadas as diregbes descendentes para o funciona a
partir de um parametro de Youla K fixo dud L. (K) escrito na secéo anterior para o

caso de sstemas com sina de entrada escadar e sujeito a perturbacBes ndo-estruturadas.
Note que a dependéncia do funciona dua com reacdo ao multiplicador ndo foi
explicitada pois, em conformidade com secdo anterior, eta sendo considerado o
problema de sintese de controlador para multiplicador fixo.

A idéa é a mesma utilizada no capitulo 3, secdo 34, ou sga uma direcdo
descendente para L. (K) a partir de um ponto interior K, aproximadamerte ainhada
com o “gradiente’ do funciond dua, € uma escolha naturd para ser acrescentada a
base do subespago S, definido na segdo anterior. Assm procedendo, o refinamento da

base do subespaco ao qual sera confinado o pardmetro de Youla estara relacionado com

0 problema origind de minimizacdo do funcional dud sobre o conjunto dos paréametros
de Y oula correspondentes aestabilizacdo do sistema de controle (Pa ,C) dafigura2.6.

Considere a expressdo do funciona dual dada em (4.2.2) da secdo anterior por
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L (K)=- inf{QQ(T;K):TT RHZ”}
onde

Qq (TiK) =((Qu(K)T +Qy(K)). I (Qu(K) T+Qy (K)))

J é uma mariz smétrica e Q, (K) e Q,(K) sio fungdes afins do parametro de Youla
K, Q,(K)T M(RH,) eQ,(K)T M(RH,) como definidos na secfo anterior.
Uma funggdo DKT M (RH,) serd uma diregio descendente para o funciond

dud L. (K) seesomenteseexiste a, >0 ta que

L (K+aDK)- L.(K) <0 paratodoal (0,a,]

O ponto de partida para caracterizar tais direches € obter férmulas de

perturbagdes em K, para Q,(T;K). Neste sentido, é conveniente escrever Q, (K) e
Qo(K) como Q,(K)=Ly(K)+Cy € Qy(K)=Ly(K)+Cq, onde L, (K)e

Loo (K) stolinearesemK, e C,, e C,, S0 constantes. Com esta notagdo, tem-se que

Q,(K+DK)=Q,(K)+ Ly, (DK) ,

Qy (K+DK) =Qp (K)+ Loy (PK),

de modo que Q, (T; K +DK) pode ser escrito como
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(431)  Q(TK+DK)=Qu(T,K)+2(A (T;K),JA,(T;DK))

+(A,(T;DK),JA,(T;DK))

onde

(4.3.2) A (T;K)=Q,(K)T+Q,(K) e A, (T;DK )2 Ly (DK) T +Lg, (DK).

Agora, ;¢ Ké td <1 (0o que implica $e>0 td que

¥

egM (K @
eIVIZD -lA

(K)fs.

{Q{(K)J(_gl(K)}(ij el "wi R e consegientemente L. (K) é finito) pode-se

e

escrever TT RH como

T =T.(K)+DT,

onde DTT RH? e T.(K)=argminQ,(T;K). Utilizando este fato e as expressies
(431) e (432), uma formula de perturbagdo em K para Q,(T;K) pode entdo ser

escritaem fungBo de T, (K ) e DT daseguinte forma (ver Apéndice 4-C):

(433)Q, (T; K +DK ) =Q, (T. (K); K )+ Q (DT)+L, (DK ) +L, (DT; DK) +

L (DTS 0K) +Q,(DT: DK )+ Q, (0K )} +LQ(DT: DK) +Q, (BT: K )

onde
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Q, (DT) équadréticoem DT ;

L, (DK) élinear em DK ;

L,(DT;DK) e L, (DT; DK ) sfo lineares em ambos 0s argumentos;
Q(DT; DK) e Q,(DT;DK) s3o quadréticos em ambos os argumentos;
Q, (DK) équadréticoem DK ;

LQ(DT;DK) élinesr em DT e quadrético em DK .

Ostermos da expressao (4.3.3) sdo explicitados a seguir:

: Q,(DT) =(Q,(K)DT,JQ,(K)DT)

iL,(DK)= 2<A1(T*(K); K).JA,(T. (K);DK)>

fiﬁ L, (DT; IX) = 2(A, (T. ( K); K), dLg, (DK ) DT )
(4-3.4)? L,(DT; X) :2<?1(K)DT JA,(T.(K);DK))

i Q(DT; IX) =2(Q,(K) DT, JL, (DK)DT)

: Q,(DT; IX) =(Lq, (DK ) DT, JL, (DK) DT )

E:;Qa(DK): A, (T.(K); DX),JA, (T. (K); DK))

-'fLQ(DT; X) =2(A, (T.(K);DK),dLq (DK ) DT

A derivagdo da formula de perturbagcéo dada por (4.3.3), e os correspondentes

termos explicitados em (4.34), envolve unicamente a subdituicdo de T  por
T.(K)+DT na expressio (4.3.1) e utilizagdo das propriedades do produto interno em

M (RH,) (Ver Apéndice 4-C)
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A patir da formula de perturbacdo dada pela expressio (4.3.3), sera

demonstrada a seguinte proposicéo, da qua se deriva uma condicdo suficiente para que

se tenha uma diregdo descendente para L. (K)

Proposicdio 4.3.1:SgaDKT M (RH, ) ea >0 Entdo

im L (K+aDK)- L(K)

a® 0"
a

- L,(DK) N

Demonstracgao: (Apéndice 4-C) O

E segue diretamente da Proposi¢céo 4.3.1 o seguinte Corol&io:

Corolario 432 SeDKT M (RH,) é td que L,(DK)>0, entdo DK ¢é direcdo

descendente par L. (K) N

Assm, para gpresentar uma diregBo descendente para L. (K), aproximadamente

dinhada.com o gradiente do funciona dudl, deve-se obter DKT M (RH, ) ta que
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<90DK,{90X('IZ (K), K)}+> >0,

onde { 9o X(T.(K), K)} é explicitado no Apéndice 4-C.

Assm, para modificar o subespaco

i n - u
S =iK.=aa,K;:a,l R paaj :1,...,ng
[

j=1

a0 qual sara confinado o pardmetro de Youla, basta acrescentar DK obtido a familia
{K,:j=1,..n} defungBes KT M (RH, ) linearmente independentes .
Na proxima secéo, sera examinado o problema de sintese com base no limitante

deduzido por relaxacéo lagrangeana, para o caso de perturbacOes estruturadas e entrada

multivariavd.

4.4-Sintese baseado no limitante dado por

relaxacéo lagrangeana: caso geral

Nesta se¢do, 0 procedimento da secdo 4.2 é generdizado para 0 caso
perturbacOes estruturadas e entrada multivariavel. Em linhas gerais, esse procedimento é
decrito da seguinte forma para um fixo multiplicado e fixo pardmetro de Youla o
funciond duad, € caracterizado por melo de vdores 6étimos de problemas LQR de

horizonte infinito, que por sua vez s solugdes de problemas de otimizacdo linear com
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restricdes definidas por LMI's . Confinando-se o parametro de Youla a um subespaco
de dimensio finita de M(RH,), e utilizando a caracterizagio do funciond dud
descrita acima, mostra-se que a minimizagdo do funcional duad sobre esse subespaco é
equivdente a resolucdo de problemas de otimizacd em espagos euclidianos com
restri¢oes definidas por LMI’s.

Antes porém, assm como foi feito na secéo 4.2, serdo revistos rapidamente os
principais pontos da deducdo do limitante superior do indice “pior-caso” H, por meio
de relaxacdo lagrangena.

Assm, consdere a configuracdo da figura 2.6, com a classe de perturbacOes

dada por
S, ={Di RH}?:D=diag(D,....D,),D,T RH; " e|D[, £9"i=1...]

e wl RHJ*. Conforme foi vito na secdo 2.4, um limitante superior para o indice de
desempenho “pior-caso” H, é dado pela soma dos n,, valores 6timos de problemas do
tipo

Problema a: max

TIRHY

MZD(K)T+MM(K)fk||2,

syetoa ¢ [T,K](jw)£0" wl R,i=1,..,1,

onde

¢ [T.K](iw) =[RT ()]} - 0 [RMo, (K)(iw)f (i) + RM e (K) (iw) T jw)]:
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k € o indice das colunas de f, =g ,:f, §, f,, T RHM™ ¢é o fator espectra da

densidade de poténcia espectral do sind de perturbacéo w;
i € 0 indice dos blocos de perturbacéo;
f, éak-esmacolunadef ,;
R=g0-I ---0f €umamélriz seletorade linhas
K é o parametro de Youla dos controladores edtabilizantes do sistema de controle
(P,,C) dafigura2.
O funciond lagrangeano L, (T,h,K), h, =(h,....h,) correspondente a cada k
problema do tipo Problema a é entéo definido por
- 0

Ly (T, K) =M o (K) T + MM(K)fk"z-ia & (T,hk,K)%

i=1

¥

onde ¢! (T,h, . K) :(Zp)-l_g)hik (iwks [T:K]( jw) dw ;

para i=1,...|I, os multiplicadores (uma para cada bloco de perturbacéo) sdo tais que

hT1RL,h=heh(jw)20"wlR.

Oindice “pior-caso” H, éentdo limitado superiormente por

L. (hK)

Qo>

1

=
I
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Um procedimento de sintese baseado no limitante acima, para multiplicador fixo, €

entdo dado por
(4.4.1) mings & L (hy K)
k=1

onde S, denota o conjunto dos parametros de Youla K, correspondente a estabilizacdo

do sistema de controle (P,,C) dafigura 2.6 com acondigéo de que ||M oo (K )||¥ <1/g

(estebilidade robusta), e h, =(hy,....hy) fixo td que "i=1..1: h; =h,, e
inf{h,, (jw):wl R} 2 e, >0.

Seguindo o procedimento feito na secéo 4.2, para examinar 0 problema de
sintese dado pela expressdo (4.4.1), cada k funciona dud € caracterizado por meio do
vaor étimo de um problema de horizonte infinito LQR., de uma mandra diginta da

secdo 3.2, ido é sem a utilizagdo de projeches. Para este fim, escreve-se cada

L (T, hy, K) como

L (T K) =Moo (K) T+ M,,, (K)E [ - & (F2RTf 2RT)

i=1

+98 (TAR (Mo, (K) T, + Moo (K)T) iR (Mo, (K)f, + Mgy (K)T))

onde parai=1,...l, f  éfator espectral de h,, =(f ) f 2. Segue-seque
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€L RU &LRU
L (Tohao K) = Mo (K) T+ M, (K)E[0- (8 ¢ gTg © gl
§iRH &iRY
¢iRU & RU
+07( & ¢ (Mo (K)F + Mo (K)T).g & (Mo (K)fy + Moo (K)T)
grRH §riRY

L (T hao K) =Moo (K) T+ M, (K)E - (GWT.T)

+0% (G (Mg, (K + Moo (K) T), (Mg, (K)F  + Mg (K) T))

onde G, =q (f f‘)~ R'Rf *. Assim, tomando-se uma fatoragéo espectrd G, =f f .

i=1

pode-se escrever

Lo (T K) = Q1 - 02 (Mo (K)f Moo (K)T)[ - Moo (K)T+ M, (K1

2

L (TP K) = ((QuT + Q0+ 3(QueT + Qo)

onde

Denotando T =f ., T , tem-seque
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Ly (h K) = inf {{(QuT +Qui). 9 (QuT +Qu)): TT RH)

onde

Proposicdo 4.4.1: Consdere a configuragdo da figura 2.6 com a classe de sstemas

perturbados dadapor P(D) =F, (P,,D), DI § onde
S, £{Dl RH®:D=diag(D,....D),D,1 RH; " e D[, £g " i=1..1},
e wi RH;". Suponhaque (P,,C) éestivel e [My, (K[|, <1/g, onde K &o parametro

&f p Moo (K )f el

de Youla de um controlador tal que (B,,C) é estavel. Se |@ L
& Mo(K)fa g

entdo, paratodo k =1,...,n,,, tem-se que

Ly (hy K)=min{ K R%: R =R",Q (R.K) £0}

onde
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ANT T T

? kFI)<+FI)<AR‘k R(B?k klil

¢ ST T u

_é BiR - D/, 0
QA(P)=e o
¢ . u

g8 Cw D -1

& of Mo (K)f it
H :é Rk DD : Rk 7
™ e ZD(K)fH(l 3
e
_ & aMo, (K)f iU v
HOK_S I\F;|zw(D;2)fk H,COm (A'F«’BHF«) € (A*ok’BHok) controlavers, A*Rk € A'Ok

Agora, retornando ao problema min,; s éw L. (hye . K), Ny = (N ) fixo,
k=1

sera modtrado que quando o pardmetro de Youla é confinado a um subespaco de
dimensio finita, a solugdo do correspondente problema truncado € dada por meio de
vaores étimos de problemas de otimizacdo em espagos euclidianos com restrigBes

definidas por meio de LMI's. Asim, condderase novamente a colecdo finita

{Kj:jzl,..,n} de fungBes K,1 RH,""™ linermente independentes e o seguinte

subespago de RH,* ™ dado por
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i n -
S =iK.=aa,K;:a,1 Rpaaj=1,., ng
[}

j=1

De maneira similar ao que foi feito na secio 4.2, paratodo K1 S, é possivel obter uma
redizagfo (A, ,B, .Cy, (2), Dy, (a)) de Hy(K) td que C, (a) eD, (a) sfo
fungdes dfins de a =[a,..a,] , (A, By, ) écontrolavel eno dependede a , e A, é
Hurwitz. Da mesma forma, para cada k=1,..,n,, € possivd obter uma redizacdo
(AHOK’BHOK'CHW (a)) de Hy (K) td que C, (a) eD,, (a) sfo funces dins de a,

(A, By, ) écontrolavel enéo dependea , e A, €Huwitz.

@kaMDD(K)f I-Qi\

& Mo (KT

Assm, a condicdo <1, (ou equivdente ||HRk(K)||¥ <1)

que é a condigdo de cada L., (h,,K) ser finito é escrita como uma LMI., devido ao

“Bounded-real lemma’, de modo que <1 s e somente s« exige

Q. =Q/,td que Q >0 e R (Q,a) <0 onde

gAJWQanAm QB,, cHRk(a)Tg
R(Qa)=g H=Q 1 DLy
e ' u
8 CHR((a) DHRk(a) I H
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Adiciondmente, para todo KT S a condigdo de estabilidade robusta que é dada

Moo (K[, <V/g éequivdenteaexisir S=S', tal que S>0 e R,,(S,a) <0 onde

7

g TDS'FSD\:)D $DD CDD (a) 3
= B T
RDD(S’a):g Bgs 'gzl DDD(a) g
8 Co(@) Du(2) -1

(A B, Cop(a ), Do (@) € uma redizagio de M, (K) tal que Cyy(a) eDyp(a)
20 fungdes dfins de a =[a,..a,]', (Ay,By) € controldvel e ndo depende de a , e

A, €Hunwitz.

Comentério: Note que na se¢do 4.2, para 0 cas0 mas smples de perturbacdo néo-
edruturada, a condicdo do funciond ser finito implica diretamente na condicdo de

edtabilidade robusta.

Findmente desde que
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tem-se que, quando o parametro de Youla é confinado a0 subespago S, o problemade

sintese de controlador baseado no limitante dado pela secdo 2.4, para o caso de

perturbagtes estruturadas e entrada multivariavel, é reformulado como

min é“” X P X
al R",R =P/ k=1,.,n,,Q,Q}.S=S" X R X
k=

LN

sjetoa Q (R,a)£0paak =1,..,n,, Q >0, S>0, R(Q.a)<0,R,(Sa)<0.

Observacdo : Um méodo smilar a0 feito na secdo 4.3 pode ser aplicado para

Ny
caracterizar direcbes descendentes para L., (. K), com objeivo de sugerir
k=1

heuristicas para dterar a base do subespaco a0 qua serd confinado o parametro de
Youla

A seguir, serd apresentado o0 esbogo de um esquema para um procedimento do
tipo “D-K iteraration” baseado no limitante superior do “pior-caso” H, deduzido na
Secdo 2.4 por meio de relaxacdo lagrangeana, levando em conta os resultados referentes
a0 confinamento de multiplicador e pardmetro de Youla a subespacos de dimenséo

finita deduzidos nas segdes 3.3 e 4.4 (ou 4.2) respectivamente.

Esquema para procedimento “ D-K iteration” :

Determinada uma dasse linear inicid de multiplicadores S definida conforme

a expressio (3.3.1) da segdo 3.3, e um subespago inicid S conforme definido
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na secio 4.2, minimizar dternadamente o funciona dua lagrangeano sobre S e

S utilizando os resultados das segbes 3.3 e 4.2 (ou 4.4) respectivamente.

Quando o decréscimo do funciond dua torna-se menor que uma tolerancia pré-

epecificada, aterar as classes ou parar.

Para dterar a classe S, utilizar o Utimo par (h,K) obtido nas iteragOes

anteriores e proceder conforme sugerido na segéo 3.4.

Para dterar o subespagco ¢, utilizar o Gitimo par (h, K) multiplicador obtido

nas iteragdes anteriores e proceder conforme sugerido na secéo 4.3.

Inicializacao:

Para escolher um subespago inicid S pode-se tomar o subespago {KmS,an},
onde K, . € o padmetro de Youla do controlador que maximiza a margem de

edabilidede do sstema da figura 26 e K, minimiza o custo quedrdico

nominal, iso &, K,,, minimiza [M, (K] e K, minmiza|M., (K)f | .

Para escolher um subespago inicid S pode-se tomar K =K, comegar com

ms ?

multiplicadores congtantes e seguir ampliando a classe conforme sugerido na
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secd0 34, aé que o decréscimo do vaor do funciond com respeito aos
multiplicadores se torne “muito pequeno” ou quando a ordem da dindmica dos

multiplicadores atingir um limite pré-especificado.

4.5-Sintese baseada no limitante dado por

“S-Procedure”

Nesta secdo consdera-se o0 problema de sintese de controlador para bom
desempenho H, - robusto com base no limitante para o indice “pior-caso” H, deduzido

na secao 2.5 por meio da“S-Procedure”.

Congdere entdo, a configuracéo da figura 2.6 com a classe de perturbactes dada
por §,={DI RH/?:D=diag(D,....D).D,T RH; " e|D|, £g"i=1..1}e
entrada multivaridvel, iso ¢ wl RH}. Mostrou-se na segio 25 que um limitante

superior para 0 “pior-caso” H, de um dado controlador estabilizante é dado por pela

somados n, valores ¢timos (denotados por J,, k=1,...,n,) de problemas do seguinte

tipo

ming s i (f o YF ) siieitoa A(Y,L)(jw)2 0" wi R

onde
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¥

(FeYf)=()" off  (iw).Y (iw)f (iw)) dw,

- s O\ ~'2 N
ALK () =t & oo M(K) & %M (K)y(w)
&0 vi g0 Ig b
&M (K) Mg, (K)u
M(K)=a
=8 (k) (k)
={L =diag{l ..l 1} " =00 1T RL, 17 =100 ()2 0m wi B

S
S ={YT Ry ™Y =V},

f, € k-ésmacolunade f, =¢,:-f g, f T RHM™ éo fator espectral da densidade
de poténcia espectra do sind de perturbacdo w, e K é o pardmetro de Youla dos
controladores que estabilizan o sitema de controle (P,,C) da figura 26 com a

restricdo adiciona de estabilidade robusta.

Note-se entdo que

Q' Q'
k=

&3, =minf & (f Y)Y S, L0 S eAlY,L, K](jw)? 0" wi Rk=1,..n}
|

1 k=1
de modo que um procedimento de sintese de controlador para bom desempenho

H., - robusto baseado no limitante do “pior-caso” H,definido na secéo 2.5 é dado por
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o'
KIS, XT §,Ld S, k=,..n, a <f k1ka k>
k=1

Sinf

—— —

(45.0) !
lsyjeitoaAlY,, L, K]|(jw)3 0" wi R,k=1,.,n,

Como no caso do limitante do “pior-caso” H, deduzido por meio de relaxacdo
lagrangeana, propde-se um procedimento do tipo “D-K iteration” para a sintese. Como
no capitulo 3, secdo 3.5, foi examinado a resolucéo de cada Problema k com relacdo as
varidveis “Ye L ” para um dado controlador estabilizante, ser4 examinada resta secéo o
problema definido por (451 com reacd a0 parametro de Youla K e as
vaiaesy,,..,Y, , para L, e Enw elementos fixos de § tais que para k=1,...,n,:
inf {1, g (jw)g:wi R} 2 el

Nesse contexto, de maneira similar a se¢do 3.5, sera mostrado que quando as
vaiaves de decisdo sdo confinadas a subespacos de dimensdo finita pré-especificados,
0 correspondente problema truncado é equivaente a um problema de otimizacéo linear

jeito a um nimero finito de restricdes LMI, a0 invés de uma familia parametrizada

pelafreqiéncia
Tendo em vista esse objetivo, note-se primeiramente que para cada k=1,...,n,,,

tem-se pela férmula de complemento de Schur que

AgY.L Ky(w)3* 0"wTRU AgY,L, Ky w)30"wiR

onde
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é u

: G

s O K (Ko &v..(K)a g

N .oy A€ Dw w u, .
AL Kh(iw) = 8 al W)

e — u

Moo (K) Mo, (K) gLy 0

8MZD(K) MZW(K) 0 I H

Considera-se agora, a colecio finita {Kj:jzl,..,n} de fungBes K1 RH,"

lineermente independentes, e o seguinte subespago de RH,* ™ dado por

— 1 p R a
S =iK,=aa,K;:a,1 R paaj :1,...,ng
]

=1

e 0 seguinte subespaco de S, (como na segéo 3.5) dado por

com AT R™™ B T R"™ “fixos (R I§Y) controlavel e A, Hurwitz.

Temse entdo, para todo K1 § e Y,,..,Y, dementos de S, que cada

A gY. L. Kg(w),k=1,..,n,, pode ser escrito como
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é L\ 0 v

é . a

: ) 8 . -

_ g 0 Xy + Xy a_-langl(KJ)H M, 3
AgGLoKg(w)=e i i
ga a;M,(K;)+M, gLy o

e @

& 0 g

_SToK T o KTo0 o €Ty T

g-l-z]bKjTZZEJ th/K]TZ\i E’ o STZ(IJD TZSV H .

A seguir, para k=1,...,n,,, denote por E, aparteestével de L,, E/; aparte

estavel de L' ParaY, 1 S, , sga E, gY,,L . Kgl M (RH,) ta que

A €T, K ) = E, %, T, Ki( W) +E; g7 C, K w)

onde

é E,, 0 0 0w
é a
g X, i 0 0y
€ U

E, £% L. K§(iw) =24 — - lJ( jw)
gqa]Ml(Kj)+M0 g?E; O
e L U
e u
e o =Y
g 2 d

Com a notacdo acima, tem-se 0 seguinte lema
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Lema 451 Paa todo KIS e Y 1S ¢é possivd obter uma redizacio

(Au.BecCa (8 ,Cr Dy ) Dy (@ ,Ce Dy )) de E, gY,, L, K tel que " k=1,...,n

Ce(2,Cy, Dy ) € Dy (a,Cy, Dy, ) siofungBesdinsde a =[a,..a,]" ede (Cy,Dy),
os parametros livres da classe S,, (Au.Bg,) € controlével e ndo depende de a e

(Ca:Dy) s € Ay éHurwitz. N
Demonstracao: (Apéndice 4-D).

Segue-se do Lema 451 e do Lema Podstivo Red (Boyd et a,1994, pg 35) que

"k=1,.,n,:

w*

AgY.L.Ky(iw)3 0" wl R KI g, YT §
U

$|:,’< - R(T tal que g AEKR(-'-PkA—l R(BEk- C:;k (a’CYk’DYk) u

hE O
éB-ngPk - CEk (a’CYk' DYk) - DEk (a’CYk' DYk)- DEk (a’CYk’ Dw)g

onde a desguddade matricid acima éafim nasvaiaveis R, a eb, .

Findmente, notequese Y, 1 S, , temrse " k =1,...,n,, que

)= (o (Xt Xa)F )= 2(F 0 Xuf ) =2(0oPs 80X i)

onde R(é(gg,lfky(gg,lfk). A seguir, escrevendo XYk(s):CW(sI- R)'lE+DW,

tem-se paratodo Y, T S, que
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<f o Y k> :2R<C (CY) +2R<D (DY)

o R(w) g (W c, (w- A) 8 fdw;

-¥

R(0,)=(2)" gr{ s, ()i R () D Jaw,

Serd gpresentada a seguir a proposicao que mostra a equivaéncia do problema
de sintese (truncado) definido nesta secdo e um problema de otimizac@o linear sujeito a
um ndmero finito de restrigdes LMI cuja demonstracdo decorre do desenvolvimento

anterior.

Proposicio 4.5.2: S§am L, ..., Enw elementos fixos de § taisque para k =1,...,n,,:

inf{l_¥ g, (jw)gwi ]R} 3 el .Entdo

MiNg s o 5 o a (oY) siistoa AGY, T, Kg(iw)3 0" wi R, k=1,..n,
k=1

eequivdentea
' 2 2R°(C,)+ 2R (D
mmaTR”,cYTR“N'"Y,DYT R™ W p =R k=1,.n, ka_-l I:§<( ) I:§<( Y)
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jetoa

A;kPk+PkA\Ek PkBEk' C.lE-k(a’CYk’DYk) l‘:|£0 "k=1
T - U , =1..,n,
Pk - Cex (a’CYk' ka) - Dgy (a’CYk' ka)' D (a’CYk’ Dw)ﬂ

%(‘D) D~

onde" k=1,...,n,, "k=1,..,n,,Cq(a,C4, Dy) € Dg(a,Cy, Dy) so0 funcdes dfins

de a =[a,.a,] e de (C,.,D,), os pardmetros livres da dasse S,, (Au.Be) é

controlével endo dependede a e (C,, D, ), € A, éHuwitze

Fef(cy)=(2p)'1_§Tr{Pk(Jw)*égo(Jw)@ch(jw- A)'Baw;
RkD(Dv):(ZP)_léTr{égo(JW)QZPk(J'W)*DY}dw, R (gt ) (g6ts)- N

-¥

Convém observar, que para cada {f ,,Y,f ), € possivel obter uma caracterizagio

de diregBes descendentes e factiveis, a patir de um ponto interior (Y,,K),
goroximadamente alinhadas com o “gradiente’, utilizando a mesma metodologia usada
na secdo 3.7, baseada em Elipsdide de Dynkin (Nemirovski & Gahinet ,1997). Dessa
forma, pode-se usar a mesma heuristica sugerida nesta secéo para mudanca iterativa dos
subespagos aos quas serdo confinadas as variavels de decisdo.

Um esquema para um procedimento “D-K iteration” smilar a0 descrito na segéo
anterior pode ser feito levando em conta os resultados desta secdo, e das secbes 3.4 e

3.6. Nesse caso, em um passo resolve-se 0 problema truncado definido na segéo 3.5 com

relacio as varidveis (Y,,L,) para um pardmetro de Youla fixo, e em outro passo
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reolve-se 0 correspondente problema truncado definido por (4.5.1) com relacéo &

vaiaves (Y, ,K) paraL,,..,L, fixos

4.6-Conclusoes

Nesta capitulo, foram propostos procedimentos de sintese de controladores para

bom desempenho H, - robusto de sSstemas perturbados com base nos limitantes

superiores do indice “pior-caso” H, de um dado controlador deduzidos nas segles 2.5 e
2.6, utilizando a parametrizacdo de Youla dos controladores que estabilizam o sstema
nomind.

No caso do limitante deduzido na se¢do 2.4 por meio de relaxacéo lagrangeana,
o funcional dud é convexo no parametro de Youla para fixos multiplicadores. No caso
do limitante deduzido na secdo 2.5 por melo da “S-Procedure’, que consiste no vaor
6timo de um problema de minimizacdo de um funciond linear (que ndo depende do
controlador) sujeito a uma familia de restricdes LMI’'s parametrizada pela freqiéncia, as
desigud dades matriciais tornam-se afins no pardmetro de Y oula.

Em ambos os casos, mostra-se que quando o parametro de Youla é confinado a
um subespaco de dimensio finita pré-especificado, os correspondentes problemas
truncados sdo equivalentes a problemas de otimizacdo linear no espaco euclidiano com

restrigdes (finitas) definidas por LMI's.
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Em particular, com relacéo a sintese baseada no limitante do “pior-caso” dado
por relaxacéo lagrangeana, foi apresentado um procedimento para escolher eementos
da base do subespaco ao qual sera confinado o paréametro de Y oula.

Findmente, € agpresentado o eshogo de um procedimento “D-K iteration”
baseado no limitante do “pior-caso” H, deduzido por meio de relaxacdo lagrangeana,

que pode ser gplicado também ao limitante deduzido por meio da“S-Procedure”.

Apéndice4-A: Demonstracéao da Proposicao 4.2.1

12 Parte: Inicidmente note que

Y CBx(t)u,  Jéxu _éxu
J(u)=cgx (1) u (t)ESa ‘¢t =(a ¢ Se n
(u) gﬁ (t) (t)8 gu(t)ﬂdj <e”H e”H>

pode ser escrito como

éaiu —éuu S[, Su
J(u)=(a& 1 Sa 9 onde S = u,eseguepeloTeoremadeParsevd que
(1) <eX0 &y &S, S«
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onde Y(s) denota a trandformada de Laplace de u(t)] (L @O¥))

A\-

1
HA(s)=(sI - A) . Logo, escrevendo

. él i, é00é Oujéla, &0
1 (Y)=(e,qY*te, ¢é 18 uYe
( ) <éHlG éHo g 8) -l HT Hou}g

ou equivaentemente

1) i (Y) =V~ THYE - 2(H, Yo Ho) - [Hl,

Por outro lado,

" el 0 ¢é0 ueés, S,ufe! u ¢é 0 f

AlY)=( é ~UY+é . 0,8 uu ux o A Y +a v
) <5HABE gHi%0' €S, Satij éH:Bg gHAxog.lY)>
0

) é |l u é u é | é 0 U
A(Y)=(e - YeSJ Shue gUY )+2(e - YeSJ S”ﬂe l’J
eHx Bg &S, S.lgH;Byg eH;Bg ‘€S, S.ueHs%
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S S48 (s oo Bl

oo
> (D>
x
o>
[(@ eYer
=
D!
wo
CC -
b S

=(Y,Q,Y)+ 2<H BY, Y>+<HAI§Y,S(XHAI§Y> (aque S, =S,,).

Recorde-se agora, as definicbes dos termos que aparecem nos produtos nternos acima,

iso &,

s.=-C'C, §,=-C'D,, §,=-D,C, S, =!-D},D,,
do-AJ" 0o Y. e . 04

Hi=g -10’828018’%22&3’C:§H1 Ho !
g 0 (9-A)g °

CH,B=C, (s - A,) "By, CH% =C, (s - A,) "By, =H,,CH;B+D, =H,
Tem-se entdo que

e l U eSJU ijué I U > T

& ~aY.a 18, 0Y)= D,Y.D,Y)- 2(H,BY,C D, Y
i s e aneneay

208



u -1
éé > M- (D.Y.D.Y)- 2<CH1(S| - A) B41Y,DH1Y>

(%(‘D) ([ON

e e C'

A

-<CHl(s|-AH) B.Y.C, (3-A,) BHY>

= M- (&6 (s~ A) "B, +D B (3 A) B, + D, ).

ousga

u
sl

D> D~
i&

OO C

e u é
(2) é Al;IY’gSJU SJX
éHABg equ SS(x
Com relagio aparte linear dede A(Y) , temrse que

!

- 2{<DH1Y,HO>+<CH1(S' - Am)_lBHlY’HO>}'

0

u SJX
SuueH %

u

4 =-2{ (¥, D} CH %, )+ (H 8V, CCH %,

A

I U
ay,
¢!

oo

(%CD) D~

D \
i
CC\ c/
(D D> (D~

De modo que

3) 2<

» (D> (D~
x
0>
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Findmente, com relagdo a parte constante de A(Y ), note que

portanto

60 U6, S0 0 o )

4 & ) =-|HF-

@ O G et R
Substituindo (2),(3) e (4) em A(Y), e comparando com (1), tem+se que
A(Y)=VIL - THYL - 2(H, Y Ho )= [HG [ =i (Y).

22 Parte: Para completar a demonstracéo da Proposicdo 4.2.1, deve-se mostrar que

(A,R,) éeddbilizavel e H, ndo tem autovalores no eixo imaginaio. Do Apéndice 3A
(comentério do Lema 322) temse que (A,R,) é etailizavel se e somente se

(AL R!) éestabilizavel, onde

1

A’ZL = A-il +BH1(| B DLlDHl)_lDLICHl e Ri. =" BHl(l B DLlDHl)_ B;l

0U Sga, Se e somente se
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(AHI+ B (1 - DDy ) *DL.C B - DLPHl)"lB,Il) ¢ estabilizavel, 0 que de fato
. . -1 -1
severlflcap0|s(A|1+ B, (I - Di D) DiCy.By( - DiDy) Bﬂl) é controlavel

umavezque(A“l,BHl) é controlavel e (I - DngHl)'1 é positiva definida.
Para demonstrar que H, ndo tem autovalores no exo imaginério, novamente do

¢eA R
Apéndice 3A, mostrase que isto é equivdente a H;=¢&
A

g-QZn ) ( 1)T

u
U ndo ter
H

autovaores no eixo imaginario, onde
-1
-Qzu :CL1CH1+CL1DH1 (I ) DLlDHl) D;1CH1'
Note agora que

A, +B, (I - DID,,) DLC,, -B, (1 -DiD,) B, U

-1 -1 Tu
¢ n.Cy +CL D, (1- DL,D, ) DLC, - (A4l+BH1(I - D},D,,) DI,chl) d

H; =

D> D> D~
g

é 0 Hamiltoniano de uma redlizagio de | - H; H,, e segue da hipdtese de que |H,|, <1
que (I - H[Hl)(jw) >0"wl R, e portanto H! ndo tem autovalores no eixo

imaginario (Francis, (1987) pg 95) .
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Apéndice 4-B: Parametrizacdo de Youla para

controlador es estabilizantes.

Para deduzir as expressdes de M, (K), Mg, (K), M(K) e M,,(K) em
funcdo do parémetro de Youla K correspondente aestabilizacdo do sstema de controle

(P,,C) dafigura2.6, considere a configuragao de estabilidade nominal dada por

Up Yo
—> —>

w z
— B

ou equivaentemente, denotando

P, P, P,U .
g -&bu __ & _e” Y Jtu_éRy R e
=g WwZ=g (n® R=gPo Pi Pug=é, | U temrseo seglinte diagrama
eW ezl 2 1 &Pa Pug
EPVD wa I:>yuH
dafigura4.l:

212



Figura4.1-Configurag&o de estabilidade nominal.

A partir deste Ultimo diagrama, tem-se que
-1 — —_
z:{Pﬂ +B, (1-cP,) CPya,} d=F.d.
Por outro lado, comparando a expressao acima com a definicéo de

é & tep U
My Mo, SPo+Pu(l-CR,) CPo Ry +Ry(l-CR,) CR,Y

+p,(1-cp,)*cr, B, +R,(1-CR,) CR, U

concdue-seque F; =M .

Sgamentzo (NJ,.D}, )T M (RH, )" M (RH,) e (N.,,D}, )i M (RH,) M (RH,),
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al {z,y}, bl {(T , u}, as fatoraghbes coprimas a direita e a esquerda respectivamente

P. P . -
dos blocos de P = zpy: Pj:g,istoé R, =(N )(D%,) = (D ) (N, ) - Utilizando-

Se a parametrizacdo de Youla para todos os controladores estabilizantes de P, (Correa

,1992), tem-se que o conjunto de fungdes de transferéncias de d para z, F

zd !

é

parametrizado por KT M (RH, ) daseguinte forma

(5) Fz =H+NKN,
onde
(6) H=Pg- RD, X Py,

(X5.Y, ) é umasolugao particular de XN, +YD}, =1 ;

) N, =NLM, e N,=M D!,
onde M,T M(RH,)e M,T M(RH,)sso dados pelas condigdes necessérias de

estabilizabilidade de P, quais sgam

®) D[, =Dy M, e D!, =MD

y “yd®

Finamente, KT M (RH, ) étal que gKNy, +Y, j(¥ ) €ndo-singular.
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Para fazer a exata correspondéncia entre os termos de M e F,;, paticiona-se

F,; em quatro blocos da seguinte forma:

éH,, H,u éN é H. +N_ KN H,+N_ KN, U
Fid :_é_—ll i lAJ"'é uluK 8Ny1 NyZH = a_ 11 u y1 L ul yzu’
eHzl H22U eNuz éH21+Nu2KNNy1 H22+NLQ KNyzu

de modo que

e assim, comparando edta Ultima iguadade com as formulas da expressdo (4.2.3) da

secéo 4.2, conclue-se que

TD(IJD = H_ll; TD(\)N = l__|12; TZ?) = |__|21; Tsz = l__|22;TI::)LD = -I-IZ:)LW = Nul; TD2D :TZZD = Nyl;

Apéndice 4-C: Demonstracoes da secao 4.3

1°Parte: Dedugdo de formula de perturbagio em K para Q. (T,K):

Recorde-se da secdo 4.2 e 4.3 que
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QQ(T;K):<(Q(K)T+QO(K)),J(QI(K)T+Q0(K))>,onde
e | ue ' u
Q.(K) = & gMoo (K) 1= &-9TS - gTEKTS 4,
Mo (K)TH &l o, + ToKTaf Y
e 0 u e 0 u
Qo(K):g'gfhaMDw(K)wa:g'qhaTgw'gfhaTéwKTgﬂfwg’
& M, (K)f, H & T, +TAKTH, §
d 0 0y
_é f
J_g I 0y
0 0 -l

Assm, escrevendo Q,(K) =Ly, (K)+Cy € Qu(K)=Ly(K)+Cq, onde Ly (K)e

Lyo (K) siolinearesem K, e C, e C,, S0 constantes, tem-se que

Q,(K+DK)=Q,(K)+ Ly, (DK) ,

Qo (K+DK) =Q, (K)+ Loy (OK)

de modo que Q, (T; K +DK) pode ser escrito como

9) Qo (T K +DK) =Qq (T; K) +2(A, (T;K), JA, (T; X))

+(A,(T;DK),JA,(T;DK))

onde
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A (T;K)=Q,(K)T+Q,(K) eA,(T;DK) = Ly (DK) T+ Lo (K)

Por outro lado, escrevendo para T1 RHP, T=T.(K)+DT, com DTT RH; e
T. (K) =argminQ, (T;K), os trés termos do lado direito de (9) serfo escritos em

funggode T. (K) e DT

Com relacdo ao primeiro termo do lado direito de (9), note que

Qq (T3 K) = Qq (T (K) +DT; K) = Qq (T (K): K) +2(Qy (K) T (K) +Qy (K), IQ, (K) DT)
+(Q,(K)DT,JQ,(K)DT);

Da condicdo de otimaidade, segue-se que

2(Q,(K) T(K)+Q,(K),JQ,(K)DT)=0

de modo que

(10) Q (T;K) =Q, (T (K); K) + Q(DT)

onde

Q,(DT) 2(Q,(K)DT,JQ,(K)DT)

Com relacdo ao segundo termo do lado direito de (9), tem-se que
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2(A,(T;K),JA, (T;DK)) =2(A, (T.(K) +DT;K ), JA (T. (K) +DT; DK))
U

(11) 2(A, (T;K),JA,(T;DK))=L, (DK ) +L,(DT; IX) +L,(DT; DK ) +Q, (T ; X )

onde

Finamente, com relacdo ao ultimo termo do lado direito de (9), tem-se que

(A, (T;DK),JA,(T;DK)) <A2(T (K)+DT; DK ), JA, (T. (K) +DT; DK)>
U

(12)  (A(T;DK),JA,(T;DK))=Q, (DK) +LQ(DT; DK) +Q,(DT; DK)

onde

1Q,(DK) =(Ax (T (K); DK ). 94, (T (K): DK))
|LQ (DT; IX) = 2(A, (T.(K );DK ), L (DK ) OT)
TQZ(DT [K) =(Ly, (DK ) DT, JLy, (DK) DT)

Substituindo (10), (11) e (12) em (9), tem-se que
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Q (T K +DK) =Q (T. (K); K )+ Q(DT)+ L, (DK) +L, (DT; DK) +

L, (DT; DK ) +Q, (DT; DK )+ Q, (DK )+ LQ(DT; DK) +Q, (DT; DK)

Conforme apresentado na segdo 4.3.

28 Parte: Demonstacdo da Proposicdo 4.3.1

Iniciamente, recorde-se que

L (K) =-inf{Qy(T:K):TT RH/}

Assm, tomando a > 0, tem-se que

L (K +aDK)- L (K)=-inf{Q,(T;K+aDK): TT RH}} +inf {Q,(T;K): TT RH}
Escrevendo T =T. (K ) +DT , tem-se que

(13)L.(K+aDK)- L (K)=-inf{Y (DT;aDK):DTT RH}- Q (aDK)- L, (aDK)

onde

Y (DT;aDK )=Q, (DT )+ Q (D T;aDK)+ Q (D TaDK) +L,( DTaDK) +L (DTaDK)

+L,(DT;aDK )+ LQ(DT;aDK ),

Agora, note-se que a parte quadréticade Y ( DT;aDK) em DT pode ser escrita como
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Q,(DT)+ Q(DT:aDK)+ Q (D T;:aDK) =(M, (K)DT,M, ( K)DT)

+(M, (aDK) DT, M, (aDK ) DT)

onde M,(K)T M(RH,) é fator espectra de Q;(K)JQ,(K)=M, (K)M,(K), e

M, (aDK) e M, (aDK) s3o dadas por

Ml(aDK):E 2Q(K )§ M (aDK)—gjt’:g ;E

Anaogamente, tem-se que aparte linear de Y (DT;aDK ) em DT pode ser escritacomo
L, (DT;aDK ) +L, (DT;aDK ) + LQ(DT;aDK) =2(X (aDK), DT ) ,

onde X(aDK )T M (RL,) édado por

X(aDK )

A_OIA_

11
M@ D> D> (D> (D~

AH:
U
~
ey
> 2
==~

Desse modo, escreve-se Y (DT;aDK ) como

Y (DT;aDK) = (M, (K)DT,M, (K)DT)+(M, (aDK) DT, M, (aDK )DT )+ 2(X (aDK ), DT)
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Segue-se entdo que

Y (DT;alK)3 <|v|0( K) DT,MO(K)DT> - |M, (aDK )|, [M, (aDK)||, [DT|;

+2(X(aDK),DT).
A seguir, tomea, >0 td que" al (0,a,] tenha-se

[, (2o ), M. (), EgJ(M;(?MO(K))

Q- O

ssgue-se " al (0,a,] que

Como

ssgue-se " a1 (0,a,] que
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Y

inf{Y (DT;aDK):DTT RH}} 2 inf?<§ﬂw5(K)M°(K)gDT,Dr>+ 2(X (aDK),DT): DTT RH

T\e 2 2

e o vdor Otimo do lado direito desta Ultima desguaddade é dado

2

,onde f . éfator espectral de

. H{(f h',llo)~X(aDK)}

+112

-1

gM;(K)Mo(K)ﬁ

+ =(f,{,|i)~fh',|(l).
a

ou sgja, mostrou-se que para a,, > 0 apropriado, tem-se que

2

inf{Y (DT;aDK):DTT RH}} 2 - H{(f ) X(aDK)]

+i2

"al (0a,], eportanto

2

- inf{Y (DT;aDK):DTT RH}}- Q (aDK)- La(aDK)EH{(f &,,f))NX(aDK)}

2

-Q,(aDK)- L,(aDK) " al (O,ao]

Usando esta Ultima desigualdade em (13), tem-se que

2

(14) L (K +aDK)- L (K) £H{(f A‘At)~x(aDK)}

+2

ou equivaentemente
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2

K +aDK)- L. (K)

s =

£a H{(f ) X(DK)]+

-aQ,(DK)- L,(DK) " al (0a,]

2

(pois L, (¥ élinear e Q, (¥ € quadrético)

Por outro lado, considerando novamente a expresséo

Y (DT;aDK) =(M,(K)DT,M,( K)DT)+(M, (aDK)DT, M, (aDK )DT )+ 2(X (aDK),DT)

tem-se que
(M,(aDK)DT,M, (aDK)DT) £ (I",DT,DT)

onde

I, ésup{l_¥ &M, (aDK )M, (DK )g:al [O,ao]}
de modo que
(16) Y (DT;aDK ) £ (M, (K)DT,M, ( K)DT)+(I",DT, DT )+2(X (aDK),DT)
"al (0a,]
De (15) e (13) obtém-se que

(17) L (K +aDK)- L.(K) 3 -Q, (aDK)- L, (alK) - (M, (K)DT,M, ( K)DT)
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-(I,DT,DT)- 2(X(aDK),DT) "al (0a,]

ou equivaentemente

L (K+aDK)- L. (K)

(18) 3 -aQ,(DK)- L,(DK)- 2a(X(DK),DT)

"al (0a,]
Das desiguadades (18) e (15) tem-se que

lim L. (K +aDK)- L*(K):-La(DK) O

a® 0"
a

3 Pare: Apresentacdo das dir egdes descendentes

Foi visto na se¢do 4.3, que para apresentar uma direcdo descendente para L. (K) , deve-

seobter DKT M (RH, ) ta que

(Q(K) T(K)+Qy(K), JLoy (DK) T (K) +JLgo (DK ))> 0
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onde Ly, (3 e Lyo(¥ s as partes lineares de Q, (%) e Q(X definidos na segdo 4.2,

Como
¢ 1 u¢ | 0
é u é u
Ql(DK):é_ gMDD(m)U:é_gTD?D- gTolDDKTDZD a-€
glvl »(DK)f M grfo o+ TpDKT o ;;g
é 0 u é 0 u
_é u_e 0 1 2. U
QO(DK)‘é’gmeDW(DK)fwu‘é of v, Tou- ghaTWDKTDwau’
tem-se que
e o o

G
LQl(D<): gé'gTDlDHDK éTDZDl‘flhJ e LQO(DK): 8 gfmTéNEIDK gr;JwHH

ST DK &T.of 1, Bl &L HOK &cf Wl

DD (Dm$> D> (D~

g 0 0y
ecomo J :gO -1 0 H,tem—seque
@0 0 -y

(Q,(K) T(K)+Qq(K), g, (DK) T (K) + g, (DK ))=

¢ T (K) 0
e Ua: N . N N NS
& IMoo (K) T (K) - of , Mow (K)T.. 1 g80Too DK &0 T (K)ii+ & 1 Tow HOK €Tl
& Mo (K)TLT (K) M (K)o H & (e ok gras o7 () i+ 672 oK 725 ).
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- ({oMoo () T(K )+ghaMDW( )1} {@Tabk T (K& T 60K g1
(M ()1 (k) L (K1, ok gz ()i €70k g ) -

- <gox('|: (K), K),gODK>, onde

X(T(K),K)=9:"(05") T {9Moo (K) T (K) +df o Moy (K)F} ET T (K)g
+ 6 Tof {OMoo (K) T(K) +f Mo, (K) .} €Taf
+EToH {Mao (K)F LT (K)+ Mo, (K)F L} 6T T (K)g

G {Mao (KT (K)+ M, (K} T2t
Asim, DK é diregio descendente para L (K) s e somente <

- <{gOX(T*(K), K)}+,g0DK> >0 eparaisto, bastatomar DK = - gOX('E (K),K).

Apéndice 4-D: Demonstracédo do Lema 4.5.1.

Inicidmente escreva E, gY,,L,, Kg=E, +E, + E,, onde
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&, 0. 0 00 € 0 0 ou
e u A Y
0 0 O o U é N1 a
e a &0 0 d - +D,, 0
Elzéo 0 g-ZELt Ol:lq E2:é CYk( ) BY Yk He
e 1 U & 0 0 Oy
€o o o =U A ]
5 -G &€ 0 0 Ol
é 0 Ou
Eszeg‘ — l:J
€aaM, (K )+m, = ol
gi=1 e

Note que E, n&o depende de a e (C,,D, ). Assim, denote por (AE1 B, Ce., Dq) uma
redlizacdo minima.de E, .

A seguir, note que uma rediza;éo(AEz, B, Ce, (Cu)> DEZ(DYK)), de E, é dada

jpor
€© 0 0 O €© 0 0 Oy 0 0 0 Oy
& x U & U & U
W DOA O D oo o Dc 00
> @ 0 0 0 = & 0 B o0 =*™ & 0 0 00
® 0 0 of ® 0 0 of 0 o0 0 of
€0 0 0 Oy
0 o D, oY
D. (D, )=¢€ wou
Ez(Yk)goooog
0 o0 0 o
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Findmente, com relagfo a E,, tem-se que uma redizagio (A, ,B,,C, (a),D, (a)) de
g — .
.aale(Kj)+M0 € dada por

=1

¢B,, (K,)u

e . u

A, =diag K.) o A (K, BM:‘? _u
(A (K)o A (R ) 6, (R,):

& Bu, d

onde, para j=1,.,n, (AMI(K].),BMl(KJ.),CMl(K].),DMl(Rj)) denota uma redlizagio
minmade M,(K;) e (Av, > Bu, Cu, Dy,) denota uma reslizago minima de M, . Note
que C, (a) eD,, (a) siodafao fungiesefinsde a =[a,..a,] .

Assim, umaredlizacio (AEQ,BES,CES (@)D, (a)) de E, édadapor

p €0 00 L B, 0 O 00 . 60 O
’ gAw OH’ © & og " SO CM(a)g = gDM(a) OS

de modo que uma redizagio (A.Bg.Cqy(a,Cy.Dy).Dg (@,Cy.Dy)) de

E,(Y.[,.K) com A, Huwitz e C,(a,C,.D,)eDy(a,C,.D,) S fungles

dinsdeal R" e (C,,D, ) édadapor
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eB, U
Ay =diag{ A, A, A}, Bu = B, iy Ce =6C iCe (Cu)iCe, (2 )
&B.. 4

De (@,b,) =D, + D, (D, )+ Dg ().

A demondtragdo se encerra observando-se que se A, e B, definidos acima séo tas

que (A, Bg) ndo é controldvel, é sempre possivel através de uma transformagio de

smilaridade seguido de truncamento, obter

(Azk’gEk’C_:Ek (a’CYk1 ka)’ Dex (a ’CYk1DYk))

com
_ A, — éB
Ay :gp(;l éﬁE’ By = e 13 CEk(a’CYk’DYk):CEk(a’CYk’DYk)TO-l’
80 Axi é0q
ta que
(Elﬁl) é controlavel e
Ea(Yk1Ek1K)(S) =Cq (a1CYK’DYk)(S| } 'E‘u)-lgl"' De, (a’CYk’ ka) O
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CAPITULO5

Filtragem robusta

5.1-Introducao

Neste capitulo, € examinado o problema de andise de desempenho robusto e
sintese em sistemas em maha aberta, referentes a problemas de estimacéo de snais. O
objetivo principa € condderar incertezas ndo-paramétricas nas densidades espectrais do
snd e do ruido e mostrar que as mesmas técnicas Uutilizadas neste trabalho para
Controle Robusto se aplicam aos problemas de andlise de desempenho robusto de um
dado filtro e de sintese de filtro para bom desempenho.

Para problemas de etimacéo escdar (isto € quando o snd e ruido assumem
vaores reas) encontramse definides em Kassam & Poor (1985) adgumas classes
convexas de densidades espectrais para as quais 0 problema de filtragem robusta é

reolvido aravés da maximizacdo de um funciona concavo definido sobre
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classes, e da determinacdo do filtro de Wiener correspondente a0 par de espectros
maximizantes (mai's deta hes também podem ser encontrados em Poor, 1984).

Para problemas de estimacd de sinais vetoriais, Chen & Kassam (1984) e
Daragh & Looze (1984) consideram classes especificas de modo a tornar possivel
estabel ecer uma equivaénciaentre o caso vetorid e o escaar.

Em uma outra vertente, uma descricdo estocagtica de incertezas € considerada
em Sternad e d (1995), onde os eros de modelagem s&o parametrizados por
polindmios cujos codficientes sGo variavels deatdrias com média nula e covariancias
conhecidas.

Neste trabalho, sera considerado o problema de filtragem robusta quadrética
robusta para incertezas caracterizadas por conjuntos de fatores espectrais das densidades
espectrais de poténcia do sind e do ruido de medida.

O capitulo 5 esta organizado da seguinte forma:

Na secéo 5.2 apresenta-se uma formulagéo para o problema de filtragem robusta
Na secéo 5.3, consideram-se classes de incertezas para os fatores espectrais das
densidades espectrais de poténcia do sna e do ruido caracterizadas por “bolas’
H, - ponderadas, e é estudado o problema de andlise de desempenho robusto de um
dado filtro e sintese de filtro para bom desempenho com relacdo as classes de incertezas
consideradas (0 principd resultado é expresso pela Proposicéo 5.3.3).

Na secéo 5.4, consideram-se classes de incertezas para os fatores espectrais das
densidades espectrais de poténcia do snd e do ruido caracterizadas por “bolas’
H, - ponderadas, e, novamente, sdo estudados os problemas correspondentes de andise
de desempenho e sintese de filtros robustos (o0 principa resultado € expresso pela
Proposicéo 5.4.3).

Conclusdes do capitulo sdo apresentadas na secéo 5.5.
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5.2-Formulacao do problema

Congdere o sstema da figura 5.1 no S(t) € o sinal (Mm-dimensond) origind, n(t)

ed (t) € uma versio linearmente filtrada de s(t). O problema de filtragem agqui estudado

corresponde a0 objetivo de obter uma estimativa d (t) de d(t) por meio de um H

linear, invariante no tempo e estavel.

it

d( 1) v
b "O—

e(r)

Figura5.1-Model o para problema de estimagéo
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NO que se segue, sera assumido que S(t) e n(t) sdo processos m-dimensonas
estocagticos ndo-correlacionados, de média zero e estacion&rios em sentido amplo, e o
sgemaF élinear, etdve einvariante no tempo.

Por um leve abuso de linguagem, ser80 denotados por F e H tanto os Sstemas
como as correspondentes fungdes de transferéncia desses siemas,F1 RH)'™ e
HT RH ™.

Nessas condigdes, denotando por e(t)=d(t)- a(t) 0 ero da egimaiva, 0
critério de performance do filtro H para um dado par de densidades espectrais G, e G,

seré dado por

+¥
. *

621)  Efe(t) e(t) =(20)" gr{(F- H)(iw)G,(w)(F - H)(jw)}dw

()" ge{ ()G, () ()} aw

onde E{}é a esperanca matemdtica, F(jw) e H(jw) denotam os valores em cada
frequéncia das respectivas fungdes de transferéncia dos sstemas envolvidos no modelo

da figura 5.1, e G,(jw) e G,(jw) s3o respectivamente as densidades espectrais do

sind e do ruido. Note que, " w1 R: G,(jw) =G,(jw)>0e G, (jw) =G, (jw)>0,e

¥ ¥

que E{s(t)’ s(t)}:(zp)'l_gwes( jw)aw e E{n(t) n(t) :(Zp)'l_g‘)Tan( W) dw .

No que se segue, serd assumidaa hipétesedeque G,1 RL) " e G, 1 RL)' ™.

O critério de performance dado pela expresséo (5.2.1) € conhecido como média
quadrética do erro, e serd denotado agui por h (H,G,,G,)= E{e(t)T e(t)} . Quando se

assume que G, e G, sio eementos de classes de incertezas S, e N, dadas e que H
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devera ser buscado em uma dada cdasse S, T RH'™, os problemas de andlise de

desempenho robusto e sdSintese para desempenho robusto sfo  respectivamente

formulados por

(5.22) caeular h,.(H)=supfh (H,G,,G,):GT S.GT Ng};

(5.2.3) min s h,.(H)

Na proxima segéo, sera feita a caracterizagdo de incertezas por “bolas’ H,-
ponderadas definidas para os fatores espectrais das densidades de poténcia espectral do

snd s(t) e do ruido n(t).

5.3-Incertezas definidas por “bolas” H,-

ponder adas

Como foi mencionado anteriormente, 0 objetivo principd deste capitulo é
aplicar a0 problema de filtragem robusta as técnicas e resultados utilizados para 0s
correspondentes  problemas de andise de desempenho de controlador e sintese de

controlador para bom desempenho.
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Neste sentido, para se obter um limitante superior para 0 “pior-caso” de
desempenho  H, - robusto de um dado filtro H, isto é h, (H), fazse relaxagio

lagrangeana (assm como na secéo 2.4) obtendo-se assm, um limitante superior com
base em um problema de otimizagdo convexa, qua sga a minimizacdo do funciond
dua com relacéo aos multiplicadores. No caso de incertezas definidas por “bolas” H,-
ponderadas, os multiplicadores em questéo sd0 caracterizados por nUmeros reas
positivos (multiplicadores congtantes), de modo que a minimizacdo do funciond dud
sobre o conjunto de multiplicadores considerados ja consste em um problema de
otimizacdo em espagos de dimensdo finita

Sendo assim, a0 s caracterizar o funciond dud por meio do vaor étimo de um
problema LQR, e consequentemente (satisfeitas as devidas condigbes) como o vaor
6timo de um problema de otimizacdo linear com restricdo LMI, a minimizacédo do
funcional dua sobre o conjunto de multiplicadores considerados reca diretamente em
um problema de otimizago em espaco euclidiano com restricéo LMI.

Diferentemente do que ocorre na relaxacdo lagrangeana aplicada a problemas de
controle robusto, agui o funciond dua é convexo com reacdo aos multiplicadores e
filtro smultaneamente, de modo que o procedimento de sintese de filtro para bom
desempenho H, - robusto em presenca de incertezas caracterizadas por “bolas’ H,-
ponderadas pode ser resolvido por meio de um problema de um problema de otimizacéo
de um funciond linear com restricdo LMI correspondente a minimizacdo do funciond
dua sobre o conjunto dos multiplicadores e sobre 0 conjunto dos filtros considerados
Smultaneamente.

Antes de definir explicitamente as classes de incetezas sobre os fatores

espectrais das densidades espectrais de poténcias, note-se que, escrevendo G, =f f_ e

G, =f f,ocritério definido em (5.2.1) pode ser escrito emfungdo de f . e f | como:

n'n’
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(5.3.1) h(H.f.f,)={(F- H)f,(F- H)f ) +(Hf ,Hf )

A seguir, sBo definidas as classes de incertezas espectrais araves de “bolas’

H., - ponderadas da seguinte forma:

g :{fST RH; ™:f , =f_ +Df ;[WDX | £d§}
e

S ={r, 1 RAZ ™ =10t ot [ £

onde f_ e f,_ i fixos (modelos nominas) e W, T RH;™™ e W,T RH,"" tas que
W 'T RHI™™ e W 'T RHJ™™ sdo os fatores de ponderagio.

Considerando-seentéo f, e f | dementosde § e §° , a expresséo (5.3.1) pode

entdo ser escrita como

h(H,DfS,Dfn):<(F- H)(f, +Df ). (F - H)(fSO+DfS)>+<H(fn0+Dfn),H(an+Dfn)>
u

h(H,Df, OF ) =((F - H)Df ,(F - H)Df )+2{(F - H)f_,(F - H)Df )+
(HDf,, HDf y+2(Hf, HOF, ) +[Hf [ +|(F- H)f [
U

D (H.08,.D1,) ={(F- H)" (F - H)D1, D0 < (HHDL,00,)

2{<(F- HY (F- H)fSO,DfS>+<H~Hf%,Dfn>}+||(F- H)F L+ [HE
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onde, por um ligeiro abuso de notacdo continua-se a usar 0 Simbolo h para expressar a
média do erro quadrético em funggo de (Df ,,OF ) .

A sequiir, denote as classes de perturbacdes cons deradas por

52, ={of .1 Ry ™ :Jwot | £d7 e

s, ={or, 1 R W [ £

Segue-se que o indice “pior-caso” de desempenho H, - robustopara um dado

filtroH, com relacdo asclasses S, e N, édado por
h,.(H)=sup{h(H,Df,Df ):Df T S% ,Df T2}

A partir desse ponto, sera usado um procedimento baseado em relaxacdo
lagrangeana, smilar ao usado na secéo 2.4 para deduzir um limitante superior para 0

indice “pior-caso” H, de um dado controlador estabilizante. Neste sentido, note-se que

paratodo Df [T S} e Df T S , tem-seas seguintes desigualdades :

(WDFf ,WDf ) £d2 O (WDf ,W,Df )-dZ£0,
(WDf ,WDFf })£d: O (WDf , ,WDFf )-d2£0,

e o funciond Lagrangeano € definido por
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L(H,DFf,Df I .1 n)=<(F- H)(f, +Df.).(F- H)(fSO+DfS)>
+<H(fm +Df, ) H(f, +D‘n)>- | (WDX, WDF )~ |, (WD, ,WDf )+ dZ+I d?
U

]

-L(H,DFf,Df 1 1) [H

HF H)(f,, +Df )

+[\WWannH§-HH(wun)uj}-lsd;-.nd;

U

SL(H,DE,DF ) ={(Qipf, +Q2,a (Qiot, +Q2)) +{ (@it , + QP 3 (@i, +Q9) )}
-1 d2-1.d2,

onde

efiwiu _, €0 u & 0y

Q1_§ s''s .Q_A lZI.Ql_,\ J -
TEF-H)E T AR AL e R g G @

ou equivaentemente (definindo T, =W.Df T RH,'™ , T. =WDf T RH)'™):

(53.2) -L(H,Df,,Df 1 ,1,) = (T, +Q2, 3(QIT, + Q7))

HQT+Q,I(QT+Q0))- 1 d2- 1,07

onde
. e fa u_, é 0 efitu , €0u
Q:=é * 0,Q.=é G =6V " 4,Q,=6,. u
gr-Hw g~ dF-H)f T sHwg T @G
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Note agora, que Q'T.+Q° e QT+ Q? daexpressio (5.3.2) podem ser escritos como

- efil ol . &fi 1 ol -
QiTs+Q2=¢‘/E G(QT+Q) e QT +Q=ev ' G(QiT, +Q7).
e u e u

onde

Assm, aexpresséo (5.3.2) pode ser escrita como

(533) -L(H,Df,Df ,I,1,)=(Q:T+Q% (T, +Q2))

HQT+Q, 3, (AT +Q)) -1 dZ-1 a2,

onde

5 _dJ 0u o gl 0y
o 1" Eo -1y

Como as vaidveis T, e T, sdo matrizes de fungles, para utilizar os resultados da seio

42 que rdacionam um funciond lagrangeeno com um funciona de custo de um
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problema LQR, a expresséo (5.3.3) dever ser “separada’ em tantos quanto forem as

colunasde T, e T, de modo que se tenha a seguinte express3o:

(534) - L(H.Df,.Df 1 ,1,)= 3 (QTe+Q%, J,(QTe +Ql))
i=1
+8 (QTe +Qe. 3, (QTe+ Q) 1.2 -1 ,d2;

i=1

onde e pertence abase canbnicade R™ parai=1,..,m.

Segue da expresséo (5.3.4) , que o funciond dua pode ser escrito como
i18& 018 0 ) )
(5.3.5) L(H,I,l.)=-1anmy-iamy+! d2+ d:
1S 1Ey
onde, para i =1,..., m, cada n7 e nj sdo dados por
=inf {(QT+ Q. J,(QT+Q)):TT RH}

nf =int{{ QT +Qg.J, (QT+Qg)): TT RH)

A seguir, assm como nos capitulos 3 e 4, mostra-se que determinar o funciond

dud L (H,I

1l g

|,,) para multiplicadores e filtros fixos, envolve essencidmente resolver

problemas de otimizacdo linear com restricdes definidas por LMI's, uma vez que para
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cada i=1,..,m, n¥ e nfpodem caracterizados por meio de vaores Otimos de

problemas de horizonte infinito LQR, os quais, com as devidas condi¢bes de existéncia,

S0 as solucdes dos problemas de otimizacdo acima citados. Por sua vez, conforme visto

na secdo 4.2, as condicbes para que cada ni e ni sgam finitos sBo dadas por
[(F - H)w;?
¥

dua, pode-se tanto condderar um problema de andise mantendo o filtro H fixo e

fazendo a minimizagio de L. (H,l,,l,) com reagd aos multiplicadores , como
considerar um procedimento de sintese baseado na minimizagdo de L.(H,l I ) sobre

com relacéo aos multiplicadores e filtro smultaneamente.

A sguir, a Proposicdo 531 que asocia a cada funciona quadrético

<Q§T +Q2%L(Q§T+Q§e)> em RH]' , um funciond de cuso de um problema

L.Q.R. Um resultado similar vale para cada <Q§]T +Qe,J. (QﬁT +Ql )> :
Proposi¢éo 5.3.1: Consdere o funciond quadrético definido em RH," por

i (¥)=(Q+Ql, J,(QY+Q%))
onde

I l;' 0 é 0 l',j gls ~
{F - H)Ws'lg’Q QF-H) & T80

Q!
I
DD -

1

e pertence a base canbnica de R™. Admita que || F - H

. € sgam

(A.B,.C.D) e (A.B.C) redizaghes de (F-H)W' e (F-H)f,

respectivamente, com (A%,le) e (Ago BSO) controlaveis, e A, e A Huwitz. Defina
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éA, Ou éB; U é0uy s €S, S.U
A=e 0 B.=a& 2, %X =6, G,C.= :C. H, S=¢ {» COm
e0 Ay oll" ™ éB. &G &Sy Sui

- T - - — T
S.=-C'C, S,=-C/D,, S, = S.=I.-DD,.

513’

EntZo, " ul (L2 €0, ¥ ))m ta que Y (s) éatransformadade Laplace de u(t), temse que

_ T éx(t)u
j (Y)-g@x (t) u (t)HSgu(t)Hdt

onde x(Xsdisfaz x(t)=Ax(t)+Bu(t), t30, x(0)=x.g, A €éHuwitzz, S=S',

S.>0 , (A,R) é esadlizve e H, AZ RZTU ndo tem autovalores no eixo
&Q -Al
imaginrio, onde A =A - BS.'S,, R, =-BS!B.", Q =S, - S,S.'S, . N

Demonstracdo : A demonstracdo € idéntica a demonstracdo da Proposicdo 4.2.1,
utilizando-se a correspondéncia entre o funciona quadrético H, e o funciond de custo

L QR da mesma forma que na Proposicéo 4.2.1. O

Como mencionado anteriormente, um resultado andogo pode ser enunciado para

S

a <QﬁT +Q,J, (Q:T +Q2q)> trocando a condiggo |(F- H)W,®

n?

H, eo funciond de custo LQR.
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Utilizando o Lema 3.2.2 da se¢do 3.2, sob as hipoteses da Proposicéo 5.3 temse

que cada n7 (andogamente cada ni') pode ser escrito por meio do vaor 6timo de um

problema de otimizacdo linear com restricdo L.M.I, qud sga

> +PA-C/C, PB-C/DU
rnaXP.:P.T elTXSo .&oe SJJGtheAg SiAgT s s Sis T’f‘ Sll;|3 0.
5=y g BSF;'DSlCS |S|-D51DSlg

_‘

Da mesma forma que na secéo 4.2, utilizando-se uma mudanca de variave, mostra-se
que - n¥ é dado pelo vaor 6timo de um problema de minimizagdo convexa, e utiliza-se

a formula do Complemento de Schur para escrever a desigualdade matricia acima em

uma forma eguivalente, sem termos quadréticos no filtro (que sdo dados por C!C,
. . . ~ . S
C.D,,D,C, e D D). Todas esses passos serdo omitidos pois sdo 0S mesmos

redizados na secéo 4.2, e o resultado € a Proposicdo 5.3.2., que caractacteriza o
funciond dua para fixos multiplicadores e filtro, como problemas de otimizacdo linear

com restrigdes definidas por LMI's:

Proposuga053ZSe||F H)w;* <J— , </l entdo
L(H,Is,ln)::g niiu+‘:§m_ nj:”+| d2+1 d2
Ti=1 % 1i=1 [v)

onde, para i =1,...m, ni éovalor étimo do problema
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7

éAR +RA RB : ClU
é . u
~ B'P -1d 1 Dlg
: T T ‘S e S '§ sU
mmF’fPqu)goei)goe su;etoaé .. ..UEO
é u
8 G Dy g
onde
éA, Ou éB. u éou o
=a G;Bszésl 1X30:é U’Cs: -C :
60 Ajg g0 4 &8, 0 &l

(A.B.C..D) e (A.B,.C) s redizaghes de (F-H)W" e (F-H)f

TTST TR TS

respectivamente, com (A%,le) e (AO, BSO) controlaveis, e A, e A Huwitz,

epara i =1,..,m, nj éovdor 6timo do problema

eA PR +R A PRB : CU
S BP ) ¢ DY
min, o €%,k % ¢ sistoag " " e
g C. D, -|g
onde
A0 , .

~

com (Ahl,Bnl) e (Ab,Bno) controlaveis, e A, e A Hurwitz N

Comentério: Como mencionedo anteriormente, pode-se considerar um problema de
andise de desempenho ao < fixar o filtro H e minimizar o funciond dud com redacéo

aos multiplicadores, utilizando a caracterizacéo dada pela Proposicéo 5.3.2.
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Conddere agora, 0 procedimento de sintese baseado na minimizacdo do
funciond duad sobre o conjunto dos multiplicadores e sobre o conjunto dos filtros

smultaneamente, ou sgja, consdere o problema:

Problemas min,, , L (H,ll,) sujeitoa"(F - H)WY|,

< IS;

HW*

<,/I )
y n

Novamente, sera usado o procedimento de confinar varidveis de decisio a
subespacos de dimensdo finita Como mencionado anteriormente, uma consequéncia de
se condderar incertezas quadréticas, € que os multiplicadores j4 pertencem a0 espaco
euclidiano. Portanto, apenas a varidvel correspondente ao filtro sera confinada a um
subespago de dimensdo finita Diferentemente do que foi feito para sintese de

controladores, sera utilizada uma classe linearmente parametrizada, qua sga

S :{HT RHI'™:H(s)=G, (s - A,) B, +D,;C, T R"™,D,T Rm'm]

onde A, 1 R™™ e B,1 R™ " Sotasque (A,, B, ) écontrolavel e A, éHurwitz.

A patir de redizagdes minimas (A, B, C, D;), (ANE\NCN 5ws) e
(A,VBNCW Dwn) de F, W' e W:* respectivamente, é possivel obter redlizagdes de
(F- H)W," e HW* , denotadas por

(A.B.G (G .D,).D, (G .D,)) realizacgode (F - H)W":
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(A,.B,.C,(Gi.Dy).D, (Gy.Dy)) redizagiode HW;*;

tas que A e A, sO Hunwitz, (A%,le) e (AhuBnl) nd dependem de C, eD,,,

c,(C,.D,).D, (G .Dy), C,(Cy.D,) e D,(G,.Dy) s fungdes dfins de

C, eD,, . Essasredlizaghes sfo dadas por:

o
n
(mé {

(o8]
T

(

[ ==Y g\-C\ c/
o
o
1]
DM D> D> (D~

i
-I-
|
(536) [ &
|
|
i

Admita que as redizagbes dadas por (5.3.6) e (5.3.7) sdo tais que (A%,le) e

(A,.B,) s controlaveis . Entéo, devido a “bounded rea-lemma’ (Boyd et & 1994)

tem-se que

[(F- H)w;*

H — T
¥<J|_ £ e omente se exite X, =X, td que X, >0e

S

Q. (X,, G, D,) <0, onde
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i

X+ XA X B, : ¢, (G,.D,)
G,

(538) Q(X.C,.D,)=% BX Dy

D> D> D> D> D> (D
ceonononono

Csl(CH’DH) DSL(Q-HDH) 3 -
andogamente,

|Hw;*

, <I, seesomenteseexite X, =X td que X, >0e Q,(X,,C,,D,)<0,

onde

gATlxn * XnAh X” 311 Cn1 (CH ! DH ) 8
A T _ : T ~
(5.3.9) Qn(xn,cH,DH)zg X, N : Dnl(CH,DH)ld
&C,(G..D,) D,(G,.Dy) 1y

Comentério: Se as redizagdes dadas por (5.3.6) e (5.3.7) s¥0 tais que (A%,le) e
(Aql, Bnl) néo sfo controlavels, é sempre possivel por meio de uma transformacéo de
similaridade seguida de um truncamento, obter redlizagdes controlaveis de (F - H)W,™*

e de HW'*' de maneira que os “termos C e D” destas redizagdes sgiam afins nos

“pardmetros livres” daclasse S, , conforme observado no capitulo 3, secio 3.3.

Findmente, a partir de redlizagbes minimas (AS,BfS,CfS) e (An,an,qn) dos
modelos nominais f e f, . é possivel obter uma redizacdo (A B, G (G,.D,))de

(F- H)f, euma redizacio (AO,QO,QO(Q ,D, )) de Hf tasque A e A s
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Hurwitz, (A ,B ) e (A,B,) néo dependem de C,eD,, C,(C,.D,) e

C, (G, D, ) sofuncBesdinsde C, eD,,. Essas realizagdes s dadas por:

! @A 00 éB.u.u €B.D, U
iA =20 AlY &8 B, =5 B.D,0
(5.3.10) | X u ~ 2
: & o A Y & B, H
:1C,(C,.D,)=€C.iC,iD.C, - D,
e

H Df nl;‘l_
91
u

|, LA B
’ B,

(5.3.11)} g0 A, g "
iC, (G, .D,) =€, 1D, C,

>

Assumindo que as redlizagBes dadas por (5.3.10) e (5.3.11) %o tais que (AO, BSO) e
(Aho,Bno) S80 controlavels (pois caso contrario, um comentario andogo ao feito para as

redizacOes (5.3.6) e (5.3.7) se aplica) segue-se que, a0 se condderar aclasse S, 0
Problema s pode ser reformulado em termos de um problema de otimizacéo linear em
espacos euclidiano com restrigdes definidas por LMI’'s. Esse resultado da Proposicéo a

seguir, cuja demonstracéo decorre do desenvolvimento anterior.
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Proposi¢o 5.3.3: Sgja

S :{HT RHQ{mZH(S):CH(Q -A_‘)‘la +D,;C, 1T R"™ D,1 ]Rm'm]

entdo

e L(H.1) sujeitoa||(|:_ H)w*

<1“ :
y s

HW*

<l
v n

M s, (1,

éequivadentea

5 m
. o] T T Py - , ,
My by Py oo A 8GR X8 A R, X 6 +1 . d2+1 d]
i=1

i=1

jetoa

|s>01|n>0’ X;— :Xs>0’ Xr-:— :Xn>0’ QS(XS’CH’DH)<O’ Qn(xn’CH’DH)<O’
onde Q,(X,, G, D) e Q,(X,,G,,D,) s matrizes definidas em (5.3.12) e (5.3.13),

"= .pT — T
e"i=1..m:P, =P, ,P =P e

gARIRA - RE c(G..0,)Y

: u

e BR - DI (G, D )i
$ LaEY
: a
&C.(C,.Dy) D, (G,.Dy) | g
QATF?\"'R\AN R\Bn C:(CH DH)l;l
e u
¢ PR Bk DA (G Da)g
¢ : v
e

b0 ooy L

onde
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eA Ou éB, U e0u . , X
a=e’§ Al Bﬁejﬁ:veﬁB 0:C.(Ci.Dy) =€, (G, D, )T, (C.Du )Y
e u evu € u
éA, Ou éB, u é0u
A=é B.=& 0%, =8, U
0 ALPTE0E T T
C,(Ci.Dy) =&, (Gi,Dy)C,, (Cu.Dy)H N

Na proxima secéo seréo formulados os problemas de andlise de desempenho
robusto de um dado filtro, e sintese de filtro para bom desempenho, relativo a incertezas

nos fatores espectrais caracterizadas por “bolas’ H, .

5.4-Incertezas definidas por “bolas’

H, - ponderadas

Nesta secd0, s80 consideradas classes de incertezas para os fatores espectrais das
densidades espectrais de poténcia do snd e do ruido caracterizadas por “bolas’
H, - ponderadas. Diferentemente da segéo anterior, os multiplicadores considerados ao
se gplicar relaxacéo lagrangeana sdo caracterizados por fungdes de transferéncia.

Mesmo assim, ainda é possivel tirar vantagem do fato do funciond lagrangeano
ndo conter termos com produtos entre os multiplicadores e o filtro, de modo a evitar o

procedimento “D-K iteration” utilizado em Controle Robusto.
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Inicidmente, sBo definidas as classes de incerteza espectrais aravés de bolas

“pbolas” H,, - ponderadas. da seguinte forma

g ={fsi RHZ™:f, =f , +DF ;WX (W)} £m (jw)," wi R}

s :{fnT RHZ”"m;fn:frb+Dfn;[V\ADfn(jW)||i £m(jw)," wi ]R},

e as correspondentes classes de perturbagdes dadas por

S, :{Df JRHS™: |WSDf o jW)"i £m(jw)" wi ]R}

s :{DfnT RAT ™, (iw)[f £m,(w)" wi R}

onde m =f f T RL, ,m=f_f_ T RL siotasque m(jw)>0 "wi R e
em(jw)>0 "wl R ,f _TRH,, f T RH,eW]T RH"™ ,taisque W,'T RHJ'"

, W,'T RH"™ s os fatores de ponderagio.

A seguir, note-se que paratodo Df [T S e Df T & , temrseque

<hsWst s’Wst s> £ <hJ ns’f rm>
(hw,Df  W,Df VE(hF f )

n mn?’ m

onde h,T RL, , h,T R, tasque h,(jw)>0"wl R eh (jw)>0"wl R.

O funciona Lagrangeano é entéo definido por

L(H,Dfs,Dfn,hS,hn):<(F- H)(f,, +Df,).(F - H)(fSO+DfS)>+

<H (F, +DF,) H(F, +Of )> (hW,DF W, )~ (hW,Df  W,DF )+ (hf . f )
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Para amplificar a notacdo, consdere a seguinte mudanca de variave

WSuS :XS’ Wnu n :Xn
Assm como na secéo 5.3, para usar os resultados dos capitulos anteriores de
modo a expressar 0 funciona dud por meio de um vaor 6timo de um problema LQR, o
funcional Lagrangeano acima deve ser “separado’ em tantos quantos forem os canais de
entrada dos sinais (que, por hipdtese, sfo m-dimensionais). Neste sentido, note que o

funciond Lagrangeano pode se reescrito como

Qos

(5.4.1)L(H,X,,X,.h,h)

(X2 X8)+ & (X6 +Qle, Qg + ey

N
!
1
| i=1

'u\

m

(hX,8. X&) +a (QiX.e +Q%, QX8 +Qﬂe)§+<fgf rorf s

i=1

1
———
"Qog

Il
[y

onde Q, =(F- H)W,", Q;=(F- H)f _, Q,=HW,", Q) =Hf e e pertenceabase
canbnicade R™ para i =1,..., m. Esta Ultima expressio do Lagrangeano sera usada para

expressar o funciona dua , parafiltro e multiplicadores fixos, definido por

(542)  L(H,h,h)=sup{L(H XX h,h):(X,.X)T RH}" RH]}

por meio de problemas de otimizagdo em espacos euclidianos com restricdo LMI. Isto €

feito relacionando cada temo (h.X.& X &), (h,X,6,X,&) do funciond Lagrangeano
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com um funciona de custo de um problema LQR conforme feito na segdo 3.2 (através

de projecdes) e relacionando os termos
(X +Q%,QiX.6 + Q% ); (QiX,6 +Q%6, Qi X.& + Q)
conforme feito na se¢do 4.2 (sem projecoes).
Por smplicidade, consdere as representacOes gerais destes termos, através dos
saguintes funcionais definidosem RH.".
i .(2)=(hz,z),onde ZT RHJ, h1 RL, tasque h(jw)>0"wl R ;

i 2(2)={Q,z+Q,,QZ+Q,),onde Q,T RH;"" e Q,T RH,".

Em conformidade com o desenvolvimento da seg¢do 3.2, a associacdo de | l(Z) com um

funciona de custo de um problema LQR. pode ser feita diretamente da seguinte forma

Proposigio 5.4.1: Sgjae,1 RH, tdqueh=¢ +€/,e e =c] (8 - A,) b, +d,, com
(Ab,) controdvd e A Huwitz Deina A, =1,AA,, B,.=1,Ah,,

— A ~T
Ceha - ImACeh’ €
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Entfo, paratodo Z1 RH} e ul (LZ[O, m))m, td que Z é atransformada de Laplace de

u tem-se que
j.(2) :Eg'.xh (1) u(t) ds gxh (t)gdt
0 u éu(t)o
onde (3 stz %, (0) =0 € 5 (t) = A, (1) + Bl 5

Demonstragdo: E essencidmente a mesma da Proposicio 3.2.1 da seciio 3.2 do
capitulo 3. O
Agora, a associagdo de j ,(Z)=(Q,Z+Q,,QZ+Q,) com um funciond de

custo de um problema LQR é feita mediante a seguinte propos ¢&o:

Proposicéo 5.4.2 Sgao funciond quadrético definidoem RH," por

j Z(Z) :<Q12+Q0'Q12+Q0>

onde Q,1 RH;"™e Q,1 RH,".Sdam (A,B,C,D,) e (A, B,,C,) redizagies de Q,

e Q, respectivamentecom (A,B)) e (A, B,) controldveise A, A/ Huwitz. Defina

&C/C, C/C, C/Du

. N D o~ LA e u
80 AQ 8o & ¢ ;

e u
éDlT Cl D1TC0 D1T Dlél
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Entfo, paratodo Z1 RH} e ul (LZ[O, m))m, td que Z é atransformada de Laplace de

u tem-se que
j 2(Z):(‘gxH (1) u(t) ULBH SXJ( )Edt
0 e u
onde X, (3 sdisfaz x, (0) =x, € %, (t) = A;x, (t) +B,u(t) N

Demonstracdo: Embora a Proposicéo 5.4.2 estga ligeiramente diferente da Proposicéo

4.2.1, a demonstracdo de ambas segue 0S MesMo pPassos, IS0 €, usa-Se 0 Teorema de

¥ 7 N
Perseval para escrever (X, ()" u(t) " g);”(it)gdt como um funciona no dominio
0 é a

da freqiéncia, e a partir das correspondéncias definidas no enunciado da Proposi¢éo,

verifica-se que este funciona éigud aj ,(Z). O

A partir das ProposicBes 5.4.1 e 5.4.2 temseque (hZ,Z)- (Q,Z +Q,,Q,Z+Q,) pode

ser relacionado com um funciona de custo LQR da seguinte forma

—_—
~—+
~—

o Y e enly enld

<hZ,Z>-<Q12+Q0,Q12+Q0>:ég(t)T X, ()" u(t)y(s™-s"™)

0

—
—+

DXD> (D (D> D~
c 2 X
N—

S

—

—~
~—

€0 0 Oou

€0 0 CU e

ha_e U Ha_'\ l:l
onde S*=50 O 0 zes -go o
gceha 0 Zdehlml‘:I e l;l

e u @ a
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Sdaisfeita a condigdo de finitude, qua sga (hl - Q;Ql)(jw)>0' wl R, temse de

maneira semelhante a se¢éo 3.2 e 4.2 que o valor étimo de

minzi RHJ <hZ’ Z> B <le +Q0'le +Q0>

ou equivdentemente
PN (18
: A U1 oha Ha
mm(uT L[o¥)" gg(h (t) X4 (t) u (t)H(S -5 )@xH (t)@dt
gu(t) d

€ dado pelo vaor 6étimo do problema

6 u éCJC, C'C, CD,u

éATP+PA PB+_(J &cc cc cpd
max ,__r X5 PX, sjeitoa € C:hl'J_(§ o1 oo Mol g
B e

1.1
(¥

u
é _ u
6B'P+C, 2d.1.. G

@ D> (D

a
DlT C1 DlTCO D1T Dlé

ou equivaentemente (utilizando a formula de Complemento de Schur conforme a se¢éo

4.2)
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¢ &0 i

€ é Tl.,Jl,J

é B e

é P,C,.d éc; w

max ,_.: X, PX, sujeitoa & Qh( G “) 8D°ng£0

€ 14l

e u

a

o ¢, G D, I g
e u
- EATP+PA  PB+C,j
ondth(P,Ch,dh)ze hg,
é T ~ l;l
gB P+C, 2dl, g

éA,. Ou éB,,u é0
A:éoh a :é h Q,XO é
é Al éB. 0 &,

(Apas Buas s 0o ) COMO definido na Proposicao 5.4.1;

(As.B;.Cy.Dy), (A.B.C,D,), (A.B,,C,) e X, como definidos na Proposicéo

54.2.

Aplicando todo o desenvolvimento feito para (hZ,Z)- (Q,Z +Q,,Q.Z+Q,) a

cada

<hsxse| X SQ>- <Q15XSQ +Q2€I iQiXsel + Q(;Q>

<thne|’XnQ>_ <Q1an +Qge|’Q%1Xnei +Q(r)1€|>’
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exigentes na expressio do funcional Lagrangeano dada pela expresséo (5.4.1), e usando
novamente uma mudanca de varidvel(ta qud foi feto na secdo 4.2) para e ter o

funciona dua expresso peo vdor 6timo de um problema de minimizacdo convexa,
tevrse a Proposicio 54.2 que é a caracterizagid de L.(H,h,h,), paa fixos

multiplicadores e filtro, por melo de problema de otimizacdo em egpacos euclidianos

com restrigdes definidas por LMI's.

Proposicio 5.4.2 Se (hsl - (le)~le)(jw) >0e (hnl : (Qﬁ)~an)(jw) >"wi R, tem

seque L.(H, h, h,) éovaor dtimo do problema

g ian{ &P %8 +§1n1eT>€oF%i &oe§+<hsf rorf ) F(NF of )

jetoa

P Cyp.dy ) &c! ad

(5.4.3)

> (D> D> (D> D> (D> D> (D> D~
©
—_
“w
£
2

@)
£
O
&
O
W
(@
OO\ C

eOuu
é~r ud
EC’;lUU
Q. (P Ca,d eC uu
m( ® ) TUUEO

5.4.4
(5.4.4) B

> (D> (D> D> (D> D> (D> D> (D

O
=
O
S
O
7
[@x
OO
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paratodo i =1,...,m, onde

ey i

F)si Bs + Cehas l;'
u,

OO

2d, 1,

ey ey end

P,B, +Cg, U

é
éT
AP, +P.A
th(Ps'Cehas’drg):(? T
e
&8P +C,,
é
e
eA'P +P A
Qm(RwCehan’dm):§ R
e
anTF)n-'-Cehan
ép\ahas 0 ou éBehasu Qol;l
_é U _é U _é_
Ag—éo Al OU’BS_éBSLU’XSo_(:EOl;I’
g0 0 A} e0H &8, H
:Awm 0 ou (?Behanu §OU
_é U _é U _é_u
A1—§.0 Ah OU’Bn_éBnlwxno_éol;I’
g0 0 Af  E0d @Y

(A%,B%,C%,Dsl) e (&O,BSO,CSO) S0 redizacOes

o\ O\ O

2d

de Q.=(F-H)W' e

Q. =(F- H)f, respectivamente, com (AS’BSL) e (&O,BSO) controlaveis, e A e A

Hurwitz;

(A,.B,.C.D,) e (A.B,.C,) o redizagies de Q.=HW' e Q°=Hf,

respectivamente, com (Ahl,Bnl) e (Aano) controlaveis, e A, e A Hurwitz,
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=1 AA,, B, =l Ab,, Cy =l Ac, . e A, =1, AA,, B, =1 Ab,,
Cyo =lnAcl , onde paa e 1 RH,td que h,=¢ +e e g1 RH, td que

h,=€, +e, temse que g =cf (sl - Aﬂ)'lbe*g +d,, com (A, b, ) conroave e

-1

A, Huwitz, e e =c} (s- A, ) by +d, m (A, .b, ) conrolavd e A,

Hurwitz N

Assim, a partir da caracterizagido de L.(H, h,h,) dada pela Proposicéo 5.4.2,

pode-se conceber um procedimento de sintese baseado na minimizagéo de L. ( H, h, m)
com reagdo a multiplicadores e filtros Smultaneamente, confinedos a classes

linearmente parametrizadas.

Congdere novamente a classe linearmente parametrizada de filtros, usada na

Secdo anterior definida por

S, :{HT RHY ™ :H(s) :CH(SI - A)'la +D,;C, T R™™ D, 1 Rm'm]
onde A, T R*™ eB, T R* " s@otaisque(R,EH) écontrolavel e A, éHurwitz,
Ja foi vido na se¢do anterior que redizages (A%l'Bsqul’Dsl) de
Q.=(F-H)W, (Ag, . )de Q:=(F- H)f podem ser obtidas de modo que

A e A so Huwitz, (A .B) e (A,,B,) néo dependem de C, eD,,

C, (G,.Dy).D, (G .Dy ), e C_(GC,.Dy) so fungdes &fins de C,, eD,,, e aindacom
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(Phl,Bnl) e (Aho’Bno) controlaveis. O mesmo s aplica paa redizagdes

(A, B, C,D,) deQ =HW,* e(A,.B,.C,) de Q) =Hf .

A seguir, conddere as  seguintes classes de  multiplicadores  linearmente

parametrizadas

S, ={hs=e&+e;g:e%f H"w‘i(s):C;g(Sl - ,%h) b, +dy . G, T R™,d, 1 R:
"wi R:eh,(jw)+en; (jw)2 0},

A, T R™" b, T R® shofixos;( A, b, ) controlavel e A, Hurwitz.

-1 —

:{m: 6 +¢ 161 RH,,q (9=c (3-A,) By, +ds, ¢, 1 B™d, T R:
"wl R:eh, (jw)+eh (jw)s3 O},

;U)I

A, T R™™ b, T R™ sofixos(A, by, ) controlavel e A, Hurwitz.

E imediato verificar que as desigualdades (5.4.3) e (5.4.4) da Proposicio 5.4.2

S0 de fato afins nos parametros “livres das classes de multiplicadores i e i e nos
parametros livres da classe defiltros S, .
Findmente, note que a condi¢do de finitude (hsl - (le)~le)(jw) >0" wi R,

pode ser escrita (usando a férmula de complemento de Schur) como:
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3
o
c
g\
2

)~l:I

A TR a, . .o
ng llg(jw)+§o 1 l:J(Jw)>0 wi R
e’ a 3 H
éehl Oy
Defina Eséng 1IH. Para h1 S e HI S, podese obter uma resizagéo
e 20

(A..B.G,.D.) de modo que A, sga Huwitz, (A ,B.) néo depende dos

parametros livres das classes § e S,,e C., D sofungbesdinsde C,,D,, c, e

d, - Essarealizacéo € dada por

él A A ou é Ab, Ou
AESZQ O’%hS g’ BEs:e Bberg Ol;l’
6 A e B 0O
. d, | Oy
é Ac,, 0 0 € e,
C.lc,.C.D.)=¢ D.(d, C.,D.|]=¢ 1 U
0P 0" ¢ (g0, P00 PG (0, Lit

Admita que (AES,BES) é controlavel (isso possivel devido ab mesmo argumento de

transformacdo de sSmilaridade seguido de truncamento usado na secéo anterior), entéo

pelo lema positivo red, tem-se que

E.(jw)+E;(jw)>0" wi R seesomenteseexiste P, =P, tdque P,>0 e

A P +P.A R.B: - CI (c,, Cu.Dy) 3<0
[ P.-C¢ (s, Cu:Dy) -Dg (dy C Dy )- DL (du, Cu Dy )8

S

> (D> (D

(5.4.5)

ot
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O mesmo desenvolvimento pode s feito para a condicdo de finitude dada por
(hnl - (Qﬁ)"an)(jw)>" wi R, quando h,1S e HIS,, de modo que esta

condicéo é equivdente existir P, =P] td que P, >0 e

Pen BEn - an (Cehn ’CH ’DH ) 8
<0

e A
é n
gBl;Pen - CEn Ce+1n7C1—| ’DH) - DEn (dehn’CH ’ DH )' D,; (dehn’(:H ’DH )8

onde A, sda Hurwitz, (AEn BEH) é controlavel e ndo depende dos parametros livres

desclasses S, e §,, C.(cy,Cu.Dy) e D (ds Cy.Dy) S0 fungdes dfins de

Cy.Dy, Ccp e dy .

Findmente, veificase facilmente que os termos <hsfns,fns>,<hnfm,fm> SZ'0)

escritos como fungdes lineares dos parametros ¢, , d, , ¢, € d,, . Paraisto, note que

sehl S, , temseque
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11—

onde Ry, =(20) " ), F (W) (- Ay, ) By f o (W) i

Portanto, segue-se da Proposicdo 5.4.2 e de todo o desenvolvimento posterior a

ela, que quando sdo consideradas as classes linearmente parametrizadas §n , 51 esS,,

o procedimento de sintese baseado na minimizagio de L.(H, h,h,) com relagio a

multiplicadores e filtros smultaneamente, pode ser reformulado como um problema de
otimizacdo no espago euclidiano, com restrigBes definidas por LMI. Esse é o resultado

da proxima propos ¢ao:

Proposicao 5.4.3: Sggam

5, :{HT RH{'™:H(s) =G, (s - A, ) B +D,;C, T R"™ D, T Rm'm} ;

S ={Q=%+e@1%7 RH,.6 (5) =Gl (S - An) Duy +day » G T R™, 0, T R:
"wi R:eh(jw)+eh; (jw)?3 O},

A.1TR™™ b, 1 R" saofixos,(A, b
Ay, ky A,

., ) controlavel e A, Hurwitz.

minma,hsi‘s%,hniah L (H,h.h)

éequivdentea
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min

&
g0
&-U
3:/TU
)J'U
S
2
»
&
£
o
g
—_——
Qos

g x P xe+ ém e x. P, moe§+
i=1

1l
=

265, R+ 20y, [f [} +26%, R+ 20, [F ol

sjdtoa” i =1,.,m:P, =P,,P/ =P, e

R (Gy.Dy P Co 0 ) £0, R (G, Dy P,y .0y, ) €dedapelaexpressio (5.4.3);
R(G DR €. )£0, R (G DR Cy 0y, ) édadapelaexpressio (5.4.4);
P.=P.>0,P =P, ,>0¢e

Ly (Ci/Dys P sCar, A, ) <O, Ly (G, Dy, Pog o, ey, ) € dleda pefa expresso (5.4.5);

L (G Dy P G Oy ) <0, Ly (G, 0Dy, P Gy, 1Oy, ) € dadapela expressio (5.4.6).N

5.5-Conclusdes

Neste capitulo, foram considerados problemas de filtragem robusta em que as
classes de incetezas sd0 caracterizadas por conjuntos de fatores espectrais das
densidades espectrais de poténciado sind e do ruido.

O objetivo principa foi aplicar a esses problemas, as mesmas técnicas utilizadas
para os problemas de controle robusto estudas anteriormente. Mais especificamente,

foram utilizades as técnicas de relaxacdo lagrangeana e confinamento de vaiéveis de

decisio a subespacos de dimensdo finita
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Neste contexto, o funcional lagrangeano ndo possui termos com produtos entre
multiplicadores e filtros, e conseqlientemente, um procedimento de sintese de filtro
pode ser resolvido por meio de um problema de um problema de otimizacdo de um
funciond linear com redricdo LMI  correspondente a minimizacdo do funciond dud
sobre 0 conjunto dos multiplicadores e sobre o conjunto dos filtros consderados
amultaneamente. Por fim, convém obsarvar que heurigticas semehantes & utilizadas

em Controle para escolha de classes lineares podem ser aplicadas agui.
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Capitulo 6

Experimentos numéricos.

6.1-Introducao

Neste cepitulo sfo gpresentados dguns exemplos numéricos, utilizando
as rotinas do “LMI Control Toolbox” do Matlab para resolucdo de problemas de
otimizacdo com redtrigdes definidas por LMI que ilustram os procedimentos descritos
neste trabaho para obtencdo de limitantes superiores para o indice de desempenho
“pior-caso” H, de um dado modelo a ser controlado e um dado controlador
robustamente estabilizante. Os problemas de otimizacdo correspondentes & dedugdes
por relaxacdo lagrangeana (secéo 2.4), “S-Procedure” (secéo 2.5) e operagdes de LFT
(sec@0 2.6), com os correspondentes confinamentos das variaveis de decisdo em

subespacos de dimensdo finita, serdo citados como 1° indice, 2° indice e 3° indice
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respectivamente. Por simplicidade, nestes experimentos serd considerado o caso de
perturbacdo ndo-estruturada.

Os limitantes obtidos ser@ comparados com um  limitante  superior
potencidmente mais conservador do “pior-caso” H,, obtido aravés de desiguadades
de normas. Assm, recordando a defini¢cdo do “pior-caso” H, dada no capitulo 2, secéo
2.3, por

2
J 1ol £

h :sup[HMZWfW+MyDD(I - MyD) "My f

tem- se que

_ 2
(M, M o], 0 (1 Moo], ) Mot L)

No decorrer deste capitulo o limitante conservador deduzido acima seré denotado por

) 2
Lo ={IMut], 4Moo], 0 (2- Moo], 8) Mo

O moddo nominad considerado inicidmente € o exemplo “benchmak” para
controle robusto sugerido por Wie & Berstein (1992), dado por P(s)=1/ 32(32 +2).
Inicidmente, G0 consderadas perturbagtes nos fatores coprimos normdizados a direlta
de P(s), e a sguir, utliza-se a correspondente configuracdo de perturbacdo em
redimentacd0 dada no capitulo 2, secdo 2.2. Para td exemplo, serdo apresentados os
limitantes superiores obtidos por meio de relaxacdo lagrangeana (secéo 2.4) e por meio

da “S-Procedure’ (secdo 2.5). Para o limitante superior obtido por operagbes de LFT na
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Secd0 2.6, serd considerado um outro exemplo em que sGo consderadas perturbactes
aditivas, e que sera descrito posteriormente.

O capitulo 6 esta organizado da seguinte forma:

Na secdo 6.2, € descrito o modelo de perturbagdes nos fatores coprimos para o
exemplo “benchmark” sugerido por Wie & Bergtein (1992), em seguida determina-se a
planta generalizada correspondente a0 modelo de perturbacd em redimentacéo,
conforme gpresentado na se¢do 2.2. Para um controlador fixo robustamente estabilizante
€ apresentada entdo a primeira sequéncia de experimentos, com objetivo de ilustrar o
papel da dindmica na melhoria dos limitantes, bem como o comportamento do 1° indice
e 2° indice com rdacdo a diferentes classes de perturbacdo, diferentes fatores
espectrais dos ruidos, bem como a diferentes localiza¢Oes de ruidos (ruido de entrada e
ruido de saida).

Na secdo 6.3, também no contexto de perturbagbes nos fatores coprimos
(representada no modelo de  perturbacd em redimentacdo) para 0 modeo
“benchmark”, apresenta-se a segunda seqiéncia de experimentos com o objetivo de
ilustrar 0 comportamento de diferentes controladores com relacdo ao 1° e 2° indice para
uma classe de perturbagdes.

Na secéo 6.4, € usado um modelo de perturbacBes aditivas (representado no
modeo de perturbacdo em redimentacdn), e apresenta-se a terceira sequéncia de
experimentos, com objetivo de comparar 0 comportamento do 1° indice e 3° indice tanto
no caso congtante, bem como a utilizacdo de dindmicas para determinacdo de classes
lineares.

Na secdo 6.5, também no contexto de perturbagbes aditivas, comparase o
comportamento de diferentes controladores com relacdo aos trés indices, para uma

mesma classe de perturbactes, td qua é feito na secéo 6.3.
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Conclusdes sdo apresentadas na secao 6.6.

6.2-Comparacéo de limitantes para o modelo
“benchmark” com diferentes classes dinamicas

de multiplicadores

Os experimentos desta secdo, sfo referentes a0 desempenho de um dado
controlador que assegure a edtabilidade de sstemas perturbados. Assm, considere a

configuracéo de blocos dafigura 6.1:

> P(D) >

r @ C

Figura 6.1-Sistemas perturbados com controlador estabilizante

onde P (D), em conformidade com a secdo 2.2,figura 2.4, € dado por
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e

- > a y >

Figura 6.2-Perturbacéo em realimentacdo

onde P, é a planta generdizada (que inclue o moddo nomind). Note que, em

comparacdo com afigura 2.4 dase¢do 2.2 do capitulo 2, temrseque W=u e Z=Yy.

Congdere inicidmente, o ssema massamola representado na Figura 6.3,

composto de dois blocos interligados por duas molas.

Figura 6.3-Diagrama do sistema massamola

A entrada do sistema é a forca F aplicada ao bloco de massa M; e a saida

€ a posicdo Y, do bloco de massa M,. Os demais parametros e variaveis do
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(6.2.1)

problema so M1, Y1, Ki e Kj, que representam, respectivamente, a massa do
bloco tracionado, a posicdo do bloco de massa M; e as congtantes elagticas das
molas. Considerou-se que o efeito do atrito € desprezivel, M1 = Mp = 1, e ainda
que K; + Ky, = 1. Para td sisema, a funcdo de trandferéncia é dada por
P(s)=1/ sz(sz+2) (Wie & Berstein,1992). Este modelo foi proposto como
“benchmark” para comparacdo de #cnicas de controle robusto devido agrande
sendbilidade das fungbes de transferéncias em maha fechada obtidas com o
mesmo face a perturbacéo da fungéo de transferéncia nomind. Aqui, réo serdo
feltas tais comparagbes e este modelo € utilizado apenas como um modeo

ecolhido de forma ndo-deatéria para ilustrar a a obtencdo de limitantes

superiores parao “pior-caso” H,.

Agora, recorde-se da segd0 2.2 que, se P(s)=N(s)D*(s), onde N(s)
e s os fatores coprimos normaizados, temse que a planta generdizada

correspondente a perturbagéo P (D) = ( N+ DN )( D+ DD)'1 é dada por

Umavez obtida P,, considere o sstema de controle dafigura 6.4
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C<

Figura 6.4-Sistema em malha fechada com ruido de entrada.

<

Conforme foi feito na secdo 2.3, a fungdo de transferéncia do sitema (R,,C) é

denotada por M (s) = gM o () I\I\j o 8
yr

éM yD (S)

C)C.\ C

Ainda em conformidade com a segfo 2.3, quando o sistema de controle (P,,C)
é etéve, paa a findidade de andise de desempenho de (P,,C) na presenca de

perturbacbes em redimentacdo, referente a gplicacdor >y, condderase a

configuracdo dafigura 6.5

D
M

Figura 6.5-Sistema Perturbado estével
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O controlador utilizado para primeira seqiiéncia de experimentos sera o controlador de

margem Otima, io € o controlador td que =0, Obtido diretamente

1
[Mes (C)],

aravés das rotinas de programacdo do “Matlab” (neste caso g, =0,27). Assm,

~

conforme foi vito na sgd 23, paa td controlador a funcdo

Fyr(D):gMy,+MyDD(I - MDDD)'lMDrgr (correspondente a aplicacd ri—>y da

configuracdo da figura 6.4) pertence a M (RH¥) para qualquer perturbacdo Dtd que

[Pl <9na-

Como foi dito anteriormente, a primeira seqiéncia de experimentos tem o
objetivo de ilustrar 0 papd da dindmica na mdhoria dos limitantes dados peos indices
deduzidos por relaxacéo lagrangeana e “ S-Procedure’.

No caso do 1° indice (obtido por relaxacdo lagrangeana) os limitantes sdo
obtidos com a resolucéo do problema LMI dado pela Proposicdo 3.3.2 da secéo 3.3,
inicidmente para 0 caso de multiplicadores condantes, e em seguida para classes
lineares de multiplicadores determinadas por dindmicas de segunda e quarta ordem
respectivamente.

No caso do 2° indice (obtido por meio da Sprocedure) os limitantes sdo obtidos
com a resolugdo do problema LMI dado pela Proposicdéo 353 da secéo 3.5,
inicidmente para variaveis L e Y caracterizadas por nimeros reais (caso constante) e
em seguida para classes lineares de L e Y determinadas por dindmicas de segunda e
guarta ordem respectivamente.

Em ambos os caso, todas as matrizes das LMI’s envolvidas s obtidas com

sucessivas operagOes envolvendo as redizagbes de M, M, M, e M, que s

obtidas a partir de uma redlizacéo da planta generdizada P,, a qua por sua vez é obtida
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a patir das redizaches de faores coprimos normaizados do modelo nomind

P(s)=1/52(52+2). Mais especificamente, s obtides redizages (Ay,By,Cy) de
N(s), e (,55 BB,C-D,DB) de D*(s) (ver Apéndice 6A para mais detahes) apartir

das quais uma redlizacéo da planta generdizada P, é dada por

a=g b= B Bic .G 00
eB:Cs A &0 -ByDs BgDsg 60 Cgq
€@ -D- D-U

D,=a P Py
al 0 0

_(s) My (9o
OG0 (5) w6

€ obtida a partir das equacOes de estado do sistema de controle (Pa,C) da figura

6.3.(Mais detahes podem ser visto no Apéndice 6-B)

Os limitantes obtidos por meio do 1° indice, correspondentes a multiplicadores

congtantes e classes com dindmicas de segunda e quarta ordem seré denotados
respectivamente  por L.(h), i=1,23. Os limitantes obtidos por meio do 2° indice,

correspondentes ao “caso constante” (variavels de decisdo caracterizadas por nimeros

reais) e classes lineares de dinamicas de segunda e quarta ordem seréo denotados por

J,,i=1,2,3.
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Os trés primeros experimentos correspondem a uma mesma clase de
perturbacles, apresentando variacdo apenas de fatores espectrais do ruido de entrada,
enquanto o quarto experimento corresponde a uma classe diferente de perturbacéo.

Para cada um destes experimentos, sdo gpresentados em tabela:

2

O desempenho nomind || M

yrf r 2 "
Olimitante L .
Oslimitantes L. (), J,;,i=1,2,3.

Um limitante inferior dado por L. 2 ||Myr (C)f, + MyD(C)TF”z, onde T.1 RH?

étal que c, g, (jw)gE 0" wi R.

Serdo apresentados também, as dindmicas utilizadas e os correspondentes pontos 6timos

de cada experimento. A seguir, oS experimentos.

Experimento 1. Aqui sio permitidas perturbagbes que nZo ultrapassem 85% da

margem Gtima do sstema (P,,C) , isto é g =0.85g,,,, @0.22.

Fator espectra do ruido de entrada:f , = o ,ondef =—.
It.l. s+1

Neste experimento, (assm como nos subsequentes) foram determinados limitantes

utilizando-se diferentes classes de muiltiplicadores, que foram denotados por L. (h),

e J,, para o 2° indice Para i=1, foi

w2

L. (h,) e L (h) parao 1° indice, e J,,, J

resolvido o problema correspondente a multiplicadores constantes (varidveis de decisfo

276



caracterizadas por nuimeros reais) e para i=2,3 foram usadas classes lineares de

multiplicadores determinadas por dindmicas de segunda e quarta ordem.

Tabelal- Resultados do Experimento 1

|||v| f

yroorife

2

L.(h)

L (k)

L. (hy)

‘JV\LI.

J

w2

w3

6.5928

3425771

179.4956

145.53.55

141.8264

686.4559

37.2606

30.5822

22.2770

Comentario: Note-se que o limitante L, obtido por meio de propriedades €lementares

de norma € de fato extremamente grosseiro (L, =342.5771). Observe-se também que a

inclusio de dindmica para determinacdo de classes lineares pode, de fato, dar origem a

limitantes menos conservadores. Em particular, o 2° indice agpresenta uma grande

melhora entre 0 caso constante (que € pior que o0 caso constante do 1° indice) e o caso

dindmico de 22 ordem (que clega a ser melhor que o caso dinamico de 4% ordem). Ainda

com relacdo ao 2° indice, note-se que o limitante J,,, correspondente ao caso dindmico

de 4?2 , é o que mais = goroximado limitante inferior L .

Os vaores das normas envolvidas na determinacéo de L, sdo dadas por

L, ={2.5677+(3.8057) (1.4452) (2.9292)} " =342.5771.
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Com relacdo ao 1° indice, caso constante, a restricdo para que o problema L.M.I. tenha

solugéo finita (de acordo com discursio de exigténcia feita de solugdes factives feita na

secéo 3.3) édadapor b, >|M,f ;3| =53.5751.

Dinamicas utilizadas e respectivos pontos 6timos:

1° indice (Relaxagdo lagrangeana):

h, =78.2424 (caso constante) ;

Caso dindmico de ordem 2:

h,=g +g. g =c, (3-A,)7b,, +d, . onde

Yopt

150 el

A =8 IOy €U dnamicaulizads
2 _ W ~o u
& -25Y U

Coopt =[-629.4 11358, d, =328.0342 so osvalores 6timos obtidos.

Observacéo: Para determinar a dinamica (Agz,bgz), primeiro obteve-se ¢, gl. (h)g, e

em sguida utilizorse a heuristica da secdo 3.4 que condste em utilizar direcbes
descendentes em h,, aproximadamente dinhadas com o gradiente do funciond dud , as

quais foram obtidas partir da avaiacéo do funciond

Aa,a,)2cM,(a,,a,)" M, (a,,a,) M,(a,,a,)

1
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(descrito no find da s¢do 34) em uma grade de R? dada por

R={1.0,15.20,.,11"{0510,.,105 . Foi veificcdo computaciondmente que

a, =25 ea, =15 i ospontosquemaximizam A(a,,a,) em R.

Caso dindmico de ordem 4:

h =g +g , g =Cl (sl - Agg)_lbgB +d,_, onde:

Yopt

-15

© -150 00 el
1 -25 0 oY U
=€ u —€éu . -
A, @ 0 0 -2« b, T a1y €adinamicautilizad;
© 0 1 -657 @y

c,, =[-711.9 13668 -1252.6 7647.7), d, =551.0663 s os vaores Ctimos

obtidos.

Observacdo: Novamente, para determinar a dindmica (A;z,b%), utiliza-se a heuristica
da secéo 34, que consste em usar direges descendentes para o funciona dud,
caracterizadas a partir de ¢, . (h,)g. Adiciondmente, avaia-seo funciond A(a,.a,)

(que como foi visto na segdo 34, € equivdente a avdiar <{CO g‘l'*(hz)g}+ ,Q>, onde

g1 RH, tem ordem prescrita igud a 2) na mesma regido R descrita anteriormente
obtendo-se a,. =6.5 e a, =2. A dinamica find (de quarta ordem) utilizada foi dada

por
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_ép, ou &
A LW )
&0g
onde = _20

Convém observar neste ponto, que o termo que origina o limitante inferior L.,
ito § T. 1 RH td que ¢, gl (jw)§E 0" wi R , foi obtido a partir de T. (h,) , isto &,
T. =KkT.(h,), onde ki (0,1) foi sendo diminuido aé que c, gl (jw)gE0" wi R. E
possivel obter T. desta forma pois ¢, g0(jw)gE0" wi R, (isto é O pertence a0

conjunto factivel).

2° indice (S Procedure):

Y,, =686.4559, | |, =116.4788(caso constante)

Observacdo: Para obter uma dindmica para a dlasse liner S,, a qua é confinada a
vaidve de decisio Y, utiliza-se a heurigtica da secdo 3.7 baseada em Elipsdide de
Dynkin, com a samplificacdo obtida no caso monovariavd (para mais detdhes, vga

apéndice 6-C)

Caso dindmico de ordem 2:
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€ -150 € -250 élLu
A= SL -25uh 8)”"% SL 15u,a 8)u,saozasdlnamlcasutlllzadas;

O o =[-49.1149 85.7693), d, ,, = 24.8370,

Clox =[48.1533 - 33.8607], d,,, =1.3258.

S30 0s pontos Gtimos obtidos.

Caso dindmico de ordem 4:

O -150 0§ &y O -250 0§ &l
& X & a &0
pog 280 0y, Dy, g 180 0y, Ry
@ 0 0 -20" &d @ 0 0 -30 ' &
© 0 1 -655 Do © o0 1 -155 &g

sA0 as dindmica utilizadas.

o =[-68.0570 127.9314 36.1371-229.9394], d, , = 25.6716,

Clo =[ -254.7556 -51.4062 245.5028 169.6292|, d,, =10.5163,

s30 os valores 6timos obtidos.

Todos os procedimentos nos experimentos subsequentes com relacdo a obtencdo

de dindmicas e limitante inferior s80 0s mesmos descritos no Experimento 1.
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Experimento 2: Neste experimento a classe de perturbacBes é a mesma que a do

experimento 1, com variacao no fator espectral do ruido de entrada, isto &

g =0.85g,, @0.22

f 1
If .1,

Fator espectral do ruido de entrada f | =

Tabela2- Resultados do Experimento 2

|||v| f

yror

TG L) (L) [Lh) [Ba [P [Pe |G

2

7.8504 397.8084 | 237.5954 | 202.0943| 191.1395 | 686.4559 | 42.9056| 31.5904 | 21.4521

Comentario: Os mesmos coment&ios do expeimento 1 se aplicam  agui.
Adicionamente, note-se que os limitantes correspondentes ao 1° indice et bem mais
conservadores que os limitantes correspondentes ao 2° indice (a excecdo do caso

constante do 2° indice que é sempre muito conservador).

Os vaores das normas envolvidas na determinagdo de L, sdo dadas por

L, ={2.8019+(3.8057) (1.4452) (3.1169)}" = 397.8084.

Com relacdo ao 1° indice, caso constante, a restricdo para que o problema L.M.I. tenha

solucdo finita € mesma que a do Experimento 1.

Dinamicas utilizadas e respectivos pontos 6timos:
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1° indice (Relaxacéo lagrangeana):

h, =83.0929 (caso constante);

Caso dindmico de ordem 2:

~ -1
h,=g +g, g, :C;Dpt(SJ - Agz) b,, +d,_, onde:
0 -2 1
A =8 2Uh =€ sadnamicauilizada
& -15( a

Coope =[-111.9952 - 154.8716] d,, 201.5272 s30 os valores Gtimos obtidos.

gopt

Caso dindmico de ordem 4:

h =g +g , g =Cl (sl - Agg)_lbga +d,_, onde:

Yopt

€O -2 0 Ou elu

% -125 0 o Y U

- € u -éu A .
A\ga‘é) 0 0 -24¢ bgs_élu é adinamica utilizada;

8 u & U

@ 0 1 -95§ Dy

c,, =[-2238 -179.1 -3033 2768] d, B843.6961 s os vdores Ctimos

obtidos.
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2° indice (S Procedure):

Y, =686.4559, |  =116.4788(caso constante)

opt

Caso dindmico de ordem 2:

é) '2U é) '25U elu
81 15uh 8)”"% & 15u’b« 8)”,330asdlnanlcasut|l|zadas;

C o =[- 142520 - 21.1527], d,, = 22.2055,

Clox =[68.5481 -68.6980], d.,,, =1.1291,

S30 0s pontos 6timos obtidos.

Caso dindmico de ordem 4:
@O -2 0 0q éLu 0 -25 0 0y élu
& G & & U &.u

pog T80 0y, Dy, g 180 0y, 2y
© 0 0 -20" ad & 0 0 -2500" @&

u u € u e.u

© 0 1 -955 Py & 0 1 -157 &y

s20 as dinamica utilizadas.

Cl o =|-45 -4.6 -184.617134], d, ,, =25.8524,

Chon =| 66.2285 -58.3557 -50.6619 129.1367], d,,, = 2.9932

S30 0s pontos 6timos obtidos.
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Experimento 3. Neste experimento a classe de perturbagbes € a mesma que a do

experimento 1, com variagao no fator espectra do ruido de entrada, isto &

g =0.85g,, @0.22

Espectro do ruido de entrada :f | = f ,ondef = i.
.. s+5

Tabela3- Resultados do Experimento 3

Ml L (L) L)L) [de [de |L

19116 131.1869 | 35.5874 | 34.5171| 33.1 |686.4559 | 15.9548| 12.6794| 4.3908

Comentario: Os mesmos comentaios do experimento 1 se gplicam  agui.
Adiciondmente, note-se que os limitantes correspondentes a0 1° indice estdo mais
proximos dos limitantes do 2° indice (a excecdo do caso constante do 2° indice que é

sempre muito conservador).

Os vaores das normas envolvidas na determinaco de L, sdo dadas por

L, ={1.3826 +(3.8057) (1.4452)(1.8311)} " = 131.1869.

Com relacéo ao 1° indice, caso constante, a restricdo para que o problema L.M.I. tenha

solucdo finita € mesma que ado Experimento 1.
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Dinamicas utilizadas e respectivos pontos 6timos:

1° indice (Relaxacéo lagrangeana):

h, =61.7385 (caso constante);

Caso dindmico de ordem 2:

h,=g +g, g = (s -A,) b, +d, , onde

ggpt 2
0 -2 510 o
A, = €0 3 b, = 5 ﬂ éadinamica utilizada;
& -3y Dy

c’ :[-62.7526 - 132.1698] dgom =201.56.4222 s30 os vaores étimos obtidos.

gopt

Caso dindmico de ordem 4:

h,=g, +g,, G :c;om(sl - Ab3)'lbg3+dgom, onde:

1
N

&

=
1
B R L Py

oo\ onoNncr

é adinamica utilizada;

A N o o

1

w
R o O O
o1 o1

(o] ey anj any any end

&

1
W BROB
o o

c,, =[-465.2 10138 770.1 -2963.8], d, =20.0321 sio os vaores Ctimos

obtidos.
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2° indice (S Procedure):

Y, =686.4559, |  =116.4788(caso constante)

opt

Caso dindmico de ordem 2:
@ -2 éLu & -250 élu o .
A=a »wh =a0 A = a w0, = a7, S90 asdindmicas utilizadas;
g -3 &y " & -154 " &y

C o =[-60.4010 1417101} d,,, =22.3691,

Clox =[33.7664 5.6851] d,,, 4.5441,

S30 0s pontos Gtimos obtidos.

Caso dindmico de ordem 4:

@ -20 0y &g & -250 0y 6l
& G &u @ 0 &0
gt 30 04, :éqpﬁg 150 0 u,ngu,
© 0 0-250" éau @ 0 0 -30° e
© 0 1 -455 @§ & 0 1 -155  &p

S0 as dindmica utilizadss;

Cl o =[50.3939 -59.7277 -174.9735 612.1221] d,,, =24.3821,

Clon =| 87.4593 -49.5651 -63.0944 57.4303, d,,, =1.4481

S30 0s pontos 6timos obtidos.
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Experimento 4. Neste experimento, a classe de perturbactes considerada € diferente
dos experimentos anteriores.
g =0.65g, ., @0.17

fi 1

Fator espectra do ruido de entrada:f , = I
ri2

Tabelad- Resultados do Experimento 4

MAE] & (LM Te®) L) [ e [P |G

6.5928 63.2087 | 43.379 |40.0547| 39.1863| 117.7824 | 25.8612| 18.6708 | 15.3485

Comentario: Os mesmos comentaios do experimento 1 se gplicam  aqui.
Adiciondmente, observa-se que foi 0 experimento em que J,, esteve mais proximo do

limitanteinferior.

Os vaores das normas envolvidas na determinacéo de L, sdo dadas por

L, ={2.5677 +(3.8057)(0.4829) (2.9292)}* = 63.2087 .

Com relacdo a0 1° indice, caso constante, a restricdo para que o problema L.M.I. tenha

solugéo finita é dadapor h, > M .f o3[ =25.0580

Dinamicas utilizadas e respectivos pontos 6timos:

1° indice (Relaxacéo lagrangeana):
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h, =45.5254 (caso constante);

Caso dindmico de ordem 2:

h,=g +g. g =c,_(3-A,)b,, +d, . onde

Yopt
. -3¢ A1
A =8 30y €N o dnamicautiizads
2 _ W ~o u
gl - 15y 0

Chopt =[-36.9760 - 136.1619], d, =86.2092 sdo os valores Gtimos obtidos.

gopt

Caso dindmico de ordem 4:

h=g+3, 9 =c;op‘(sl - AJS)_lbgﬁdgom, onde:
é élu
C ou
=€ ' =€ N
A, = & 0 0 - 13’ by, = élg éadinamica utilizada;
- - X
& &
c,, =[-453 -1927 -171.4 15186] d, =1285871
s30 os valores Gtimos obtidos.

2° indice (S Procedure):

Y, =117.7824, | ., =63.3012(caso constante)

opt
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Caso dindmico de ordem 2:

O -3 € -250 éLu
:%L SEQ g)u,A( SL 53,@ g)ﬂ,saoasdmamlcasutlllzadas;

C o =[-10.4887 -54.6498] d, ,, =25.2774,

| opt

Clow =[29.4919 - 12.9755], d,, =0.7797,

S80 0s pontos Gtimos obtidos.

Caso dindmico de ordem 4:

€@ -3 0 0y élu 0 -25 0 0 élu
< G : G &
pogh 180 qu _gou A:gl 150 0 @,m:g)@,
@ 0 0 -1 "é @ 0 0 -30 " éu
© o 1 -of S)H & 0 1 -155  &p

S0 as dindmica utilizadss,

o =[-5:8273 -50.2795 -46.2737 410.3915], d, ,, = 25.8789,

Clo =| 87.4593 -49.5651 -63.0944 57.4303, d,, =1.4481

S30 0s pontos 6timos obtidos.

Para dternar a locdizago do ruido, considere agora os sistema de controle da

figura6.6
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C

Figura 6.6-Si stema em mal ha fechada com ruido de medida

Experimento 5. Neste experimento, considerou-se a mesma classe de perturbagdes

do experimento 1, isto €

g =0.85g,, @0.22

‘ -

Fator espectral do ruido de medida:f , =

+
[ —

||f I s

Os resultados do Experimento 5 se encontram na Tabela 5

Tabelab-Resultados do Experimento 5

L LM em [ e |&

1.3916 218.9664 | 81.8941 | 73.3114| 189.4319 | 14.4783 | 3.3309

Comentario: Os mesmos comentarios do experimento 1 se gplicam agqui.
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Os vaores das normas envolvidas na determinacéo de L, sdo dadas por

L, ={1.180+(3.925) (1.4452) (2.4007)}* = 218.9664.

Com relacéo ao primeiro indice, caso constante, a restricdo para que o problema LMI

tenha solugo finitaé dedapor h, >|M f 53 ||i =60.2176

Dinamicas utilizadas e respectivos pontos 6timos:

1° indice (Relaxacéo lagrangeana):

h, =81.8941 ( caso constante);

Caso dindmico de ordem 2:

h,=g +g. g =c,_(3-A,)’b,, +d, . onde

Yopt

é0 -1y élu T
=z b, =a , €adindmicautilizada;
A AP R :

Coopt =[149.997 - 616.0514], d, =47.3321 0 os valores 6timos obtidos.

2° indice (S Procedure):
Y, =189.4319, | ., =75.6599 (caso constante)

Caso dindmico de ordem 2:
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u @O -2u élu
2 -a , S0 as dindmicas utilizadas,;
SRR BT

>
I
PP

C>C\ c

Cl o =[- 284630 95.2941], d, ., =11.7699,

| opt
Clow = |- 33.5028 137.9397], d,,,, =14.3662,

S80 0s pontos Gtimos obtidos.

Na préxima secdo, serdo gpresentados experimentos numéricos que ilustram o

comportamento de diferentes controladores com relacdo ao 1° e 2° indices.

6.3-Avaliacéo de diferentes controladores para o

modelo “ benchmark”

Consdere novamente, perturbacbes nos fatores coprimos para 0 modeo

“benchmark” sugerido por Wie & Berstein (1992), a planta generalizada P, e o sisema

de controle da figura 6.1, com ruido de entrada, conforme foi feito na secdo anterior.
Serd feita a avaiacdo, por meio dos dois primeiro indices (relaxacdo lagrangena e “S
Procedure’) de diferentes controladores robustamente estabilizantes para uma mesma
classe de perturbagbes. Foram considerados controladores obtidos a partir da
combinagéo linear convexa entre os parametros de Youla dos controladores de margem
otima e desempenho nomind 6timo do modelo “benchmark” (As redizagdo desses

controladores sdo obtidas imediatamente por rotinas computacionais do “Matlab” ).
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Assm, denotando os parametros de Youla destes controladores respectivamente por

K., € K, 0scontroladores avaliados seréo da forma

qo’

K(a)= Kp+a (K- Ky). al [0.].

Note que para a =0, tem-se 0 controlador de margem 6tima, e a medida que a

cresce, “caminha-se em direcdo” ao controlador de desempenho nomina 6timo. Os
detalhes de como s&o obtidas as redizagbes de um controlador nesta classe escrito nesta

encontram no Apéndice 6-D
A clase de perturbagBes considerada serd S, :{DT RHfl:”D"¥ <g}, onde
g =0.25_. @0.07.

Assim, paracada a com o qua se obtém o controlador K (a) serd apresentado

natabela6

1

MDD(K (a))||¥

A margem de estabilidade de cada controlador, isto é m = "

2

O desempenho nomind || M

f -
yrr2

Olimitante L, .
Os limitantes L. (h), J

i=1,2, com dindmicas de primera e segunda ordem

wi !

respectivamente.

Observagdo: Neste caso, paa que K(a) defina um controlador robustamente

estabilizante, o vaor de m correspondente deve ser maior que 0.07.

294



Experimento 6:

Espectro do ruido de entrada :f , = f ,ondef =

IF.1, s+1

B

Tabelab-Resultados do Experimento 6

S TV R N N RO | E P

0.2 |0.0754|4.8732 |110.7342|8.0194 | 7.9824 | 17.4966| 9.8828

0.15] 0.0924 | 5.2188 23.8455 [8.7369 |8.6935 |19.2156 | 10.7160

0.10{ 0.1187 | 5.5807 159186 [9.4901 [9.401 |21.0991|11.5851

0.05(0.1645|5.90 13501 |10.310 |10.2081 | 23.1683| 12.5406

0 (027 |6.5928 13.2427 |11.587 | 11.5870 | 25.5020 | 13.6082

Observacao: Foi verificado que para a > 0.2, o controlador obtido ndo edtabiliza o

sistemade controle (P,,C) paraaclasse de perturbagdes considerada

Como o aspecto a ser ilustrado era o desempenho de diferentes controladores por
meio do 1° e do 2° indices, para cada controlador determinado por a e para cada indice,
foram usadas as mesmas classes lineares, quais sgam, a do experiimento 1. Po mesmo
motivo citado acima, néo foram apresentados vaores de um limitante inferior L .

Pode-se observar que o desempenho dos controladores vai piorando a medida
gue o desempenho nomina correspondente piora. Observa-se também, que o segundo
indice mostrou-se sempre pior que o primeiro. Recorde-se que na secéo anterior, em que
se avdiou 0 desempenho do controlador de margem Otima para perturbactes de

megnitude igual a 85% da margem Gtima, 0 caso de dindmico de ordem 2 do segundo
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indice mograva-se consderavedmente melhor do que os caso dinamicos de segunda e
quarta ordem do primeiro indice.

Outro ponto a ser observado, € que a excegdo de L, todos os outros indices

mostram o controlador em a =0.2 como o melhor dentre os consderados (vga em

negrito), o que informamente sgnifica que predomina o dessmpenho nominal em
relacdo a margem de estabilidade.
Na proxima secdo, serdo apresentados experimentos numericos que comparam

diretamente 0 1° indice e o 3° indice.

6.4-Comparacéo entre o 1° e 3° indice.

Nesta secdo, consderase uma planta a nomind esavd P(s)T RH,, e o

conjunto de model os perturbados dado por perturbactes aditivas ponderadas, isto €

P(D)=P+D, DI RH,: |WD| £g

onde Wi RH, ta que W'l RH, é o fator de ponderagio. Escrevendo E=WD ou

equivaentemente D =WE onde W =W !, tem-se que

P(D)=P+WE, ET RH,: |E|, £9
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A planta generalizada correspondente a representacdo dessas perturbagbes no

modelo de perturbacéo em realimentacdo € dada por

Escrevendo P(s)=C, (sl - A.) "B, (P(s)T RH,) e W(s)=C,, (s - A,)'B, +D,

Segue-se que
60 1 60 ou§s-A)" 0 Usp, Ou
an(s) —é gté L:@ 1,€ Q-
éDy 0o & Cegg O (- A)'gEO Bea

ou sga umaredizagdo (A, B,,C,, D,) de P, édada por

éA, Ou éB, Ou é0 O0u e0 1u
(6.4.2) A=g @ B.=é 0 Cazi‘&w e D.=é G
é Al é0 Bug Co il &by 0g
O faor de ponderacdo usado é W(s)z%, de modo que uma redizacio
S
(A, By, Gy, D,) de W(s) édadapor
(6.4.2) A, =-2, B, =1,C, =-1, D, =1.

A seguir, usase o fato de que sendo P(s) estavel, monovaridvel, estritamente

préprio, com uma redlizacéo dada por
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ga, -a,u élu
(643 A =g’ OZQ,Bp=gOg,cpz[bl b,],a,>0,a,>0,
e u u

temse que uma familia de controladores edtabilizantes € caracterizada pela seguinte

familia de redizagbes

7

I _€(ag+h,) -(a,+b,)u _ &l
S T
(6.4.4)}[_ 6 1 0 g &

~

%Cc :g(al' Ay - bl) (az- gy, - bZ)H'

na qua para um dado modelo nomind (isto € , dados a,,a,, b,,b,), a,,a,, s os

parametros livres da familia de controladores.

Para obter a redizacdo acima, foi usada a parametrizacd de controladores
estabilizantes dada por C=(1 - QP)'lQ, Q estéve (Vidyasagar,1980). Os detalhes
dessa deducéo podem ser encontrados no Apéndice 6-D.

Antes de prosseguir com a descricdo do experimento, convém observar que para
0 cas0 monovariavel, a relaxacdo lagrangeana do Problema c, que corresponde a

deducdo do 3 indice feita na secdo 2.6, tana-se mais Ssmples. Recorde-se que 0

Problemac € dado por

QTR +X[ , sidtoallX, +T], £é.

Problemac:  SUPqigy, |

onde
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Qi =M, Py QR =PMyf, ; Xe =M, f;

B,, B, e B, definidos de forma a saitsfazer as condigbes do Teorema 2.6.1 enunciado

na secéo 2.6.

No caso monovariavel, Problema c pode ser escrito como
1
MaX1 py, ”QFT +XF||§ , sujeitoa”Xc +T||¥ EE’ Q= QGQ;

e de mandra dmilar a feta na secdo 2.6, o funciond lagrangeano correspondente ao

problema de otlmizacao restrito é dado por :

,_

=N

=
1

AT T+ 2(T X X +(1707) (960, 6 H )+ (1/02) (96, 8,G )

onde

HT R, H =H eH(jw)>0"wi R,

T=9g,T X, =HX +(GX X ),XF:Q;XF,éF:Q;QF,QF:QFg(-)l’)v(c:xcgo,

Assm, a exigéncia de uma soluggo finita para L. (H) = sup{ ( H) Ti RH}

€ garantida por pela condicdo H ( jw) >0" wl R. Para converter o problema de achar
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L.(H) em um dado H em um problema de otimizagdo com restriggo definida por LMI,
como é feita na Proposi¢ao 3.8.1 da secéo 3.8, é necessario obter realizagtes de

E, e {)v(H}+ nas condigdes da Proposicio 3.8.1, onde E,T RH, ¢ tad que

H =E, + E, . Utilizando uma dasse linearmente parametrizada definida por
S ={H=E +E &1 RH,:E =G, (3- A 'B+D,]

onde (R I§) é a dindmica que define a dasse, C, e D,, sio os parametros livres da
classe, 0 resto do procedimento € andogo ao da secdo 3.3, no sentido de que minimizar
L.(H)sobre S, é equivdente a um problema de otimizagio liner no espago
euclidiano com restricéo LMI.

Prosseguindo com a descricdo dos experimentos, leva-se em conta (6.4.3) e

(64.4) para escolher uma planta nomina estével P(s) e um controlador estabilizante

C(s). Assim, temrse que

1 -2
(6.4.5) A = 2'1 OH,BP gow C.=[1 1

éaplantanomina consderada, e

_(:32 - 30 _ ]
(6.4.6) A:-gl Ou,B 8)“’ =[-1 -1,
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€ 0 controlador edtabilizante utilizado. Substituindo (6.4.5) e (6.4.2) em (6.4.1) para
obter a redlizagdo da planta generdizada P,, e consderando o sistema de controle
(F;,C) , com o controlador C determinado pela redizacéo (6.4.6), com ruido de entrada

conforme afigura 6.3, e o correspondente sstema em malha fechada

verificase que o que este sistema de controle (P,,C) tem margem de estabilidade igual

a m=2.08. A magnitude das classes de perturbacOes consideradas nessa segéo sera

g =0.85M_ @L.77 e o espectro do ruido de entrada serd :f , = f—f, ondef, = i. Os

If [, s+1
limitantes correspondentes a0 1° indice serfo novamerte denotados por L. (h), i=1,2,

sendo L. (h) o resultado obtido para o caso constante, e L. (h,) o resultado para classes

lineares com dindmica de ordem 2, obtida a com 0 mesmo procedimento descrito no

Experimento 1 da secéo 6.2. Andogamente, os limitantes correspondentes ao 3° inidce

serdo denotados por L. (H, ), i=1,2.
A seguir, 0 experimento 7:

Experimento 7:

g =0.85m @.77

1

Espectro do ruido de entrada :f , = I ,ondef, =———.
s+0.6

r
],
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Tabela 7-Resultado do Experimento 7

|| M, f,

IEECIEDIEE

0.2922 116.67 | 10.5060 | 6.0456 |7.9745

Ve - 1. AS 7 AY
Dindmica utilizadaparao 1° indice: A:go Stj bzglg
& -181 B

7 - 7. \ 7 A
Dirémicautlizadaparao ® indice: A=§ Y =&
g -5 By

Comentario: Observa-se entdo, que os limitantes do 3°

conservadores do que os do 1° indice, tanto no caso constante, quanto no caso

dindmico de segunda ordem. Mas especificamente,

aproximadamente 30% maior que L.(H,), e L. (h,) é aproximadamente 40% maior

que L. (H,).

Na proxima secdo, de maneira Smilar a que foi feita na secdo 6.3, serd avdiado

o comportamento de diferentes controladores mediante os trés indices apresentados

neste trabaho de tese.
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6.5-Desempenho de controladoresem presenca de

perturbacdes aditivas estaveis.

Congdere novamente a planta generalizada P, relativa a perturbacbes aditivas

para a planta nominad estvel descrita na secdo anterior, e 0 sistema de controle (F;l,C) ,

com ruido de entrada como na figura 6.3, onde C € o controlador estabilizante com uma
redizacéo dada por (6.4.6). Como foi dito anteriormente, a margem de estabilidade

desse sistema de controle € m =2.08. Denotando por K, o par&metro de Youla deste

controlador, e K, o parametro de Youla do controlador que determina o desempenho

nomind 6timo do sSstema de controle (P,,C), ser@o considerados diferentes

controladores obtidos a partir da combinaggo linear convexa
K(a)=K,+a (K- K] al [0,]]

Serd feita entéo, a avaiacdo por meio dos trés indices apresentados neste trabalho de

tese, de controladores K(a), al [0,1], para uma mesma classe de perturbages. A

classe de perturbagbes considerada serd S, :{DT RH/ *:||D], <g}, onde g =0.50.
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Para esse experimento foi considerado apenas 0 caso congtante de cada indice. Para

cadaa com o qual se obtém o controlador K (a ) serdo apresentados de forma tabulada

1

Moo (K ()],

A margem de estabilidade de cada controlador, isto é m =

O desempenho nomind || M

yr r
Olimitante L, .
Os limitantes L(hom), NI eL(Hom) correspondentes ao caso constante do 1°,

2° e 3° indices respectivamente.

Observacdo: Neste caso, para que K(a) defina um controlador  robustamente

estabilizante, o valor de m correspondente deve ser maior que 0.50

Experimento 8:

Espectro do ruido de entrada :f | =

‘ -

+
H-

||f I s

Tabela 8-Resultados do experimento 8

am IMAL LS  IMaf el | S ) | R | =Y T L (Ho) | Hen
015 (05612 | 02418 (2834 7.5098 16215 | 754 63.2557 | 14.7337 | 1.3838 | 0.2680
0125 06593 | 02522 (69821 | 34585 092 |347 127599 | 6.6140 | 0.7575 | 0.0997
010 (07964 | 02631 (35218 | 225% 0.7425 | 22649 | 5.1493 | 42079 | 06642 |0.0741
0.075(1.0034 | 02742 (22219 | 1.6892 0.6856 | 1.7156 | 27156 | 3.0614 | 06514 | 0.0687
0.05 [1.3513| 02856 ([1.6391| 1.3584 0.6839( 14915 | 1.7836 | 21848 | 0.6453 | 0.0670
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Observacao: Foi verificado que para a > 0.15, o controlador obtido ndo estabiliza o

sistemade controle (P,,C) paraaclasse de perturbagdes considerada

Pode-s=2 observar, que todos os limitantes (incluindo o limitante mais

conservador L) , véo melhorando a medida que a margem de estabilidade aumenta, e
portanto, todos & indices mostram o controlador em a =0.05 como o melhor entre os

condderados, o que, informamente sgnifica que predomina o efeito da margem de

estabilidade em relacéo ao desempenho nominal.

6.6-Conclusdes

Neste capitulo, foram apresentados experimentos numéricos correspondentes a
obtenc&o de limitantes superiores para o indice de desempenho “pior-caso” H,.

Utilizando-se o Matlab, foram feitas smulagbes para os trés indices deduzidos
neste trabdho nas secbes 24, 25 e 26, utlizando-se as correspondentes
parametrizacOes lineares descritas nas segbes 3.3, 35 e 3.8 respectivamente.
Adiciondmente, em adguns experimentos, foram utilizadas as heuridicas descritas nas
seches 3.4 e 3.7, para escolha das dindmicas que determinam as classes linearmente
parametrizadas.

Os pontos ilustrados nestes experimentos foram

O papd da dindmica na melhoria dos limitantes (se¢éo 6.2).
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Desempenho de diferentes controladores mediante os indices deduzidos neste
trabalho para uma mesma classe de perturbagtes ( secdes 6.3 € 6.5).
Comparagéo entre 0 1° e 3° indice, na qua este Ultimo deu origem a limitantes

menos conservadores que o primeiro. (secéo 6.4).

Os experimentos da se¢@o 6.2 foram feitos com um fixo controlador, qual sga, o
de margem Gtima para o0 modeo “benchmark” sugerido por Wie & Bergein (1992),
em presenca de perturbagbes nos fatores coprimos (representadas no modelo de
perturbacd em redimentacdo) cujas magnitudes ndo ultrgpassem 85% da margem
Otima de edabilidade. Observa-se entéo, que aumentar a ordem das dindmicas que
determinam as classes lineares as quais serdo confinadas as varidveis de deciso de cada
problema de otimizacdo correspondente a determinado indice, de fato, da origem a
limitantes substancidmente menos conservadores. Em paticular, a melhoria do caso
dindmico em relacdo ao caso condante do 2° indice € consderavelmente superior a
melhoria ocorrida no 1° indice.

Na se¢do 6.3, foram feitos experimentos para diferentes controladores e uma
mesma classe de perturbagbes, para a mesma planta nomind usada na secéo 6.2 em
presenca de perturbagtes nos fatores coprimos, e observou-se que tanto o 1° quanto o 2°
indice de desempenho indican o controlador com o mehor  desempenho nomind
como o melhor controlador entre os considerados, tendo predominado, neste caso, O
desempenho nomina em rdacd a margem de edtabilidade. Ainda neste exemplo, (com
g =0.07) veificorse que os limitantes fornecidos pedo 2° indice modraramse mais
conservadores que os do 1° indice tanto no caso congtante, como utilizando classes
lineares determinas por dindmicas de segunda e quarta ordem. Recorde-se que na secéo

6.2 (onde se permitiu perturbactes de magnitudes maiores) o 2° indice com classe linear
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determinada por dinamica de segunda apresenta melhor limitante do que todos os outros
limitantes do 1° indice.

Nas secles 6.4 e 6.5, foi consderada uma planta nomina estavel e perturbactes
aditivas ponderadas. Na se¢do 6.4, foi comparado o desempenho de um mesmo
controlador por meio do 1° e 3° indice. Nesse caso, observouse que o 3° indice deu
origem a limitantes menos conservadores.

Na se¢éo 6.5, de mandra andoga a feita na segd 6.3, foram considerados
diferentes controladores para avaliacdo de desempenho por meio do 1°, 2° e 3° indice.
Neste caso, todos os indices gpontam o controlador que determina a maior margem de

estabilidade como o melhor controlador dentre os considerados.

Apéndice 6-A: RealizacGes de fator es coprimos

nor malizados

Uma fatoracdo coprima normaizada de P(s) € determinada a patir de uma

coprimanéo-normalizada. Neste sentido, escreve-se

, N(s) = Ao (s) =(s+1)(s+2)(s+15)(s+2.5).

o (s)

Note-se que qj, (s) =s* +7s’ +17.755° +19.25s+ 7.5, de modo que , sendo
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A

P, (s)=s*+2s’-q,(s) =- 75’ - 15.75¢" - 19.25s- 7.5,

uma redizagio de D(s)=C, (sl - A,) ‘B, +D, Utlizando a forma candnica de

controle é dada por

&7 -17.75 -19.25 -7.5) ély

A}_Sl 0 0 03 BD—‘;»‘B C,=[-7 -1575 -19.25 -75]
e0 1 o od " e ° ' ' e
80 0 1 0§ &g

D, =1.

Andogamente, uma redizagido de N(s), utilizando a forma candnica de controle é

dada por

N(s)=Cy(si- A,) "B, Cy=[0 0 0 1]

Uma fatorago coprima normdizada de P(s) é entdo obtida a patir de

: eN(s)u . .
fetoracdo “inner-outer” de a ( )ﬂ (Francis, 1987,pg 94). Ist0 é, se

&P (s)§
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onde G (s) € “ime” e G,(s) é “oute”, definese N(s)=N(s)G;*(s) e

D(s)=D(s)G;"(s) D(s) =D(s)G;'(s), eéimediato verificar que

isto & N(s) eD(s) sho fatores coprimos normalizados,

A segir, é obtidaumareaizagfo ( Ay,By,Cr) de N(s), qud sga

6-0.1914 -0.1114 -1.3276 0.4108 U ¢0.3084(
N _% 01003 -04064 03732 -0.7570%  _ S0.1884]
e 05035 1.7723 1.0569 -0.7496u° ™  &057930’
€ 04346 22937 19226 -1.8339 &1.5018¢

Cqy =[-0.5345 0.1464 0.1038 -0.1240] ,

e umaredizacio (AD B,.C.. DD) de D*(s), qua sga

6 -0.1807 0.0442 -0.9569 0.0300 { &0.3084¢
~ € 01158 -03114 -0.1468 -098%6Y _  S0.1884Y
A=¢ U B;=¢ u,

€ 04834 14799 03607 -0.03440° °  &05793(

& 03797 14903 00097 0.1313§ §1.5018

Cs =[-0.0345 -0.5047 -1.2017 1.2346] , D5=1,
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Apéndice 6-B: Realizacbes de um sistema em

malha fechada

Conddere o sistema de controle (P,,C) da figura 6.3 da segio 6.2, e uma

equacao de estado correspondente a P, dada por

(1) = AX() B, 1)+ B ()
P Yo (t) = Cox(t) + Doy (t) + Dy (t)
%z:CZx(t)+DZDuD(t)
onde B,=& 2 4, B,=8. 0 G,Co=gCs OF. C.=g0 Cuf
& -BgDsq &B:Ds 0

Anadogamente, consdere uma equacdo de estado correspondente ao controlador

C dada por

3% (1) = A (t) +Bey(t)

O sistemade controle (P,,C) pode ser descrito pela equagio de estado
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1éx(t) U é x(t)u éu, (t)u
.'Zé?-(ttfpvé (t)wBMe”D(t)q
(P c:)%exc )@ & (t)a ar(t)a
T ex()u o e ()0
By g Mexa “&r(t)g
onde
AM:gAﬁBJDcCy Buccg BM:gBDJfBJDchD BUH
& B, A 0, & BDp 00,
C :g,CD+DDuDCCy DDuccg D :gDDD-'-DDuDCDyD DDug
M eV .
é C 0 g é Dyo 0@
€ portanto,

Apéndice 6-C: Escolha de dinamicas para os
experimentos relativos ao limitante obtido por

meio de“ S-Procedure”

Pdo Apéndice 3-E, referente a se¢do 3.7, tem-se que, para um ponto interior
(Y,L) do conjunto factivel do problema de otimizacdo correspondente & deducdo do

limitante por “ S-Procedure”, uma pertubacao factivel em Y € dada por
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onde

s (jw) =Tr{gTY'Jf f ~(TY‘l)_l:J(jw)}, wi R,

Gy, =TT, T,=[0 1]f., A(Y,L)=fT,.

No caso monovariave, iso é G, 1 RL,, podese escrever s =Gli f-, e

rr?

. 1 ~
conseqlientemente tem-se que E,, = - > G_ . Note-se entdo que

eO‘

) e0u u {A(Y'L)-l}ss,

Gy =[0 1]f;H(f. [oqAYL

1

de modo que E,. =- % gA(Y,L)' }338 Assm, para obter uma dindmica (A ,b,)

que determine uma classe linear S, para a varidvel Y, basta obter uma redizaco para

a pate estéve de gA(Y,L)' }333 Adicionamente, pode-se impor uma restricdo a

ordem de (A, ,b,) utilizando-se das mesmeas idéias do final da segdo 3.4. Com relagio a
vaidvd L , para evitar 0 crescimento da ordem das dindmicas que determinam as

classes S |, foi utilizadaa mesma dindmica obtida para o 1° indice.
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Apéndice 6-D: Controladores correspondentes a
combinacao linear convexa de parametros de

Youla

Consdere a combinacéo linear convexa apresentada na secéo 6.3, qua sga
1) K(a)=K,+a(K,- K,), al [0,1],

onde K, e K,, s, respectivamente os parametros de Youla do controlador de
desempenho nomind 6timo e de margem Gtima e do controlador para 0 moddo

“benchmark” sugerido por Wie & Berstein (1992) dado por P(s) =1/s” (sz + 2) :

Denotando por C,(s) e C,(s) as fungdes de transferéncia dos controladores de

desempenho nomind 6timo e de margem Gtima respectivamente, serd obtida uma

expressio  equivdente a (1), isto € uma familia monoparamétrica de controladores
egabilizantes C(a), al [0,1], tas que C(0)=C,(controlador de margem Gtima) e
C(1) =C, (controlador de desempenho nomina Gtimo), em termos de fatoragdes
coprimas. O ponto de partida para isto, é usar a propria parametrizacdo de Youla de

C.(s) e C,(s) (Vidyasagar, 1980) dada por
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onde (f)P)'lNP =N,D,'=P, P(s):1/52(52+2), (X,,Y,) é uma solucio particular
de XN,+YD,=1,K e K, s, respectivamente, os parametros de Youla do
controlador de desempenho nomina 6&timo e de margem Otima Asim, definindo
N. :(Ki D, - XO) e DL :(KiNP +YO), tem-se que (D'cl)'lN‘C =C ¢é uma fatoragio

coprima de C., i=1,2. Pode-se pensar entéo, entdo uma fatoragdo coprima de cada

C(a), apartir decada K (a ) dado pelaexpresséo (1). Neste sentido, define-se

N () =K(a)D; - X, =aK,D, +(1- a) K,D; - (a X, +(1-a) X, ),

D.(a)=K(a)N,- Y, =aK,N, +(1- a)K,N,- (a¥, +(1- )Y, ),
ou equivaentemente:
N (a) =aN: +(L-a) NZ , D, (a) =aD; +(L- a) D;

de modo que uma expressdo equivalente a (1) em termo de fatoragbes coprimas € dada

jpor

) C(a)=(aDi+(1-a)DZ) (aNL+(1-a)NZ), al[0,] .
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onde (D'c )'lN,iC =C,. E preciso garantir que o controlador C(a) dado por (2) sgja de

fato estabilizante para 0 modelo P . Paraisto, consdere a seguinte Proposicéo auxiliar

Proposicdo A6: Se C :(5(':1)'1 N. sfo controladores estabilizantes para P =N, D;*,
onde (N,,D,) é fatoragio coprima de P , e para i=1,2, (IZ_)iC)"lN‘C sfo fatoracOes

coprimas de C, tasque DD, - N.N, =, entdo o controlador definido por

C(a)=(aD:+(1-a)DZ) (aN:+(1-a)NZ)

é um controlador estabilizante para P = N_ D, N

Demonstracdo: Serdo usados 0s seguintes fatos cujas demonstrages podem ser

encontradas Correa (1992):

Fato 1. Se (P,C) é estavel, entdo para quaquer par de fatoragBes coprimas

C=(Bc) Ne, P=N,D;', (N¢,D.) tem-seque

Fato2: Se existe uma par de fatoragbes coprimas C =(I5¢)'1 NC, P=N,D.*, parao

qua DD, - NN, T U (RH, ), temseque (P,C) éetével.
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Assm escrevendo N, (a) =aN; +(1- a)NZ, D.(a)=aD; +(1- a)DZ, pelo Fato 2,

basta verificar que D, (a)D,- Nc(a)N,T U(RH,), para provar que (P,C(a)) é

estével. Note-se entdo, que D, (a ) D, - N (a) N, , pode ser escrito como
D.(a)D,- N¢(a)N, =a (DD, - NiN,)+(1- a)(D2D, - N2N,)
Dahipétese de que DD, - NN, =I, segue-se que
D.(a)D,- N.(a)N, =al +(1-a)l =1 TU

e portanto ( P,.C(a )) é estével, 0 que conclui a demonstracio O

Assm, se( D{:)'lNiC =C, sdo fatoragbes coprimas quaisquer de C,, i=1,2, tem-se pelo

Fato 1 que DD, - N¢N, =U T U (RH, ). Definindo entéo

©)) N¢ =U;*N¢, DL =U;'D, ,

tem-se que (N‘C,E_)‘C) é uma fatoragio coprima de C, td que D.D, - N:N, =I. Segue

da Proposicéo A-6 que

(4) C(a):(a5é+(1-a)[_)é)'l(aN(l:+(1-a)N§)
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€ um controlador estabilizante para P.

A seguir, sera mostrado como um  control ador C(a) , ecrito na forma (4) pode

s exrito goenas em funcdo de seus termos polinomials (N80  necessariamente
coprimos) e consequientemente, em funcéo de suas redlizagles.

Usando o fao de que o moddo € monovaidved, iso éP:Z—P, pode-se

P

escrever

n d

) N.=—FP e D. =~

" dFP i dFP

para dgum polindmio d., tad que n, ed., s coprimos e d, ed., também so

coprimos. O mesmo pode ser feito para os controladores C, (s) e C, (s), isto & pode-se

=

obter expressdes para fatoragBes coprimas de (N(':D(':) de C, apatirde C = 4+ oom

o —

uma smplificagdo adicional de que os controladores de desempenho nomind étimo e de

margem ¢tima para P(s) =1/ 52(32 +2), encontrados com as rotinas de Matlab, sho

estévels, de modo que uma fatoragao coprima de cada C, € dada por

6) N, ="t eDl =1,

com n. ed. primosentres. Utilizando o Fato 1 e as expressdes (5) e (6), tem-se que

DD, - NeN, =U;T U(RH, )

U
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U, = do i. n
dFP dc dFP

U

U-_l = dichP'

" dld, - nin
Definindo ent&o:
(7
®

d.d, - nin, d

U;'DL =U; =

d;dp B ncInP

onde x., =d.d, - nin,, segue-se que (N‘C,Ij‘c) definidos por (7) e (8) sfo fatoracdes

coprimas de C, tais que D.D, - NN, =I. Segue da Proposi¢do A6 que todo C(a)

dado por

C(a)=(aD:+(1-a)DZ) (aN:+(1-a)NZ)

com (Ng,lj‘c) definidos por (7) e (8), é um controlador estabilizante para P.

segue-se de

Denotando N, (a)=(a Nt +(1- a)N2) e D(a)=(aD:+(1-a)D7),

(7) e(8) que



1 2 2 . 24,1
dx n (1_ a) d;Pch - adFPncl:Xce 'l;((lj;(za)dFPncXce

! 2 2 - 2,1
D. (a) -a dlec+(1_ a) dFPzdc — adFPdéXce-'-(ll 2a)dFPdCXCe |

Xce XCE XO€>(OE

de modo que

4 adnxs +(1- a)denixg,
Cla)=(Dc @) Ne(a) =5 +§1- angszxl
FP FP

c’ce c’'ce

ou sga, a familia monoparamétrica de controladores estabilizantes C(a) , tas que tais

que C(0) =C, (controlador de margem ¢tima) e C(1) = C, (controlador de desempenho

nomina 6timo), é dada gpenas em funcéo dos polindmiosde P e C, pela expressio

-1 _ani)(cze+(1- a)nlfxole
) Ne(a) CadXxZ+(1-a)dX;

ce

@)
&Y
I
)
(@]
o

ondex' =d'd, - nin, P="¢
dp

[~

eC=—.
d

c P!

o —

Observagdo: Os controladores C,(s) e C,('s)(desempenho nomind Gtimo e margem

6tima) obtidos para P(s) =1/s* (s2 + 2) com uso das rotinas de Matlab, so dados por

n; (s) =- 178.1089s" - 257.139s’ - 383.9761s” - 434.8411s- 141.4214,

d; (s) =s°+9.0824s" + 42.7454s° +127.9544s° + 258.5543s + 166.4155,
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nZ(s) = - 144.28s° - 9.6139%" - 274.4237s- 68.3392,

C

dZ(s) =s* +41.4495s° +109.4988s°+ 219.6122s+ 254.2971.

Apéndice 6-E: Uma classe de controladores
estabilizantes obtida por meio de

“parametrizacao Q”

Conddere o0 modelo P estédvel, monovariavel, estritamente proprio, carcterizado

na secdo 6.4 pela seguinte redizacdo

éa; -a,u élu
©) A=g oZQ’BF’ZgofJ’CP:[bl b,]. a,>0,a,>0,
e u u

Para se obter uma familia de controladores estabilizantes para 0 modelo acima,

consdera-seinicidmente, a seguinte parametrizagao (Vidyasagar, 1980):

C=(1+QP)'Q, QI RH,
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n
Escrevendo P :g e Q=-—1, d, Huwitz, e subdtituindo na expressio acima, temr-se

dq
que
.1 , -1
C:%Hiﬂ% i:gddq"'nnqg Ny
§ ddyd, g dd g d,
U

Considerando o caso especid n, =d , tem-se que

dd d

(20 C= =
ddq +1nn, dq +n

Por outro lado, escrevendo

2
dq(s) =S +aChS+aCI2’ aq1 >O,aq2 >0,

n(s)=bs+b,,

d(s)=s*+as+a,,

e substituindo em (10) obtém-se que
(11) C=—+1
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onde

n(s) :(al- a, - bl)s+(a2- a, - bz), d, :sz+(aql +bl)s+ (aq2+ bz).

Assm, temse que a familia de controladores estabilizantes do modelo P caracterizado

pela redizacéo (9), tem uma familia de realizacbes na forma canbnica controlavel dada

L _&(an+h) -(a,+b,)u  _eww
A R

~

por

—l " ——— —
@]
O
I
D
Q
iy
Q
o
=3
o
iy
~—
—
Q
N
1
Q
o
N
(o
N
~—
e
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ConsideracOesfinais

Neste trabaho, foram estudados problemas de controle de sstemas lineares LTI
envolvendo indices de desempenho H, e perturbagcBes ndo-paraméricas. Iniciamente,
no capitulo 2, consderou-se a avaiacdo de desempenho de um dado controlador que
asegure a edtabilidade de um sstema sujeito a perturbagbes néo-paramétricas em
reslimentacdo e limitadas em norma Dada a dificuldade de resolugéo do
correspondente  problema H,/H, , foram deduzidos — no contexto de perturbacdes
edruturadas caracterizadas por fungbes de trandferéncia limitadas em norma — dois
limitantes superiores para o indice de desempenho “pior-caso” H, andogos aos obtidos
por Stoorvogel (1992), Toivonen & Pensar (1995) Paganini (1999), Feron (1997),
Paganini & Feron (2000). O primeiro limitante (segéo 2.4) fol obtido por meio de uma
técnica de rdaxacéo lagrangeana e o segundo problema (secdo 2.5) por meio da técnica
conhecida como “S-Procedure’. Adiciondmente, um tercaro limitante, distinto
dagueles previamente conhecidos, foi obtido com base em propriedades dementares de
LFT’s (seco 2.6).

Como estes limitantes superiores sio definidos por melo de problemas de
otimizacdo em espacos de funcbes, foram consderadas versdes truncadas dos mesmos,
nes quais as vaiaveis de decisito (multiplicadores) sBo confinadas a subespacos de
dimensdo finita pré-especificados, de forma andoga a0 que foi feito em Feron (1997)
para 0 caso de perturbacOes passivas, e sugerido por Boyd et d (1994) em um contexto

masged.
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Mostrou-se entdo, que os correspondentes problemas truncados sdo equivaentes
a problemas de minimizagdo de funcionas lineares definidos em espagos euclidianos
com restricBes definidas por LMI's Proposicao 3.3.2 e Proposicao 3.5.2). No sentido
de evitar escolhas inteiramente arbitrarias para os subespacos considerados, foi possivel
utilizar o “gradiente’ dos funcionais definidos em egpagos de fungbes para a
especificacdo iterativa destes subespagos (secéo 3.4, secdo 3.7 e secdo 3.8).

No Capitulo 4, com base nos limitantes superiores para o indice “pior-caso” H,
(a excecdo do limitante deduzido na secéo 2.6) sGo propostos procedimentos de sintese
de controladores para bom desempenho H,-robusto, quais sgam, minimizar eses
limitantes sobre conjuntos de controladores robustamente estabilizantes.

A exigéncia de termos envolvendo produtos entre o parametro de Youla dos
controladores e os multiplicadores correspondentes a cada limitante, sugere a utilizacéo
de procedimentos do tipo “D-K iteration” nos quais, em cada paso, tentase
dternadamente resolver os problemas formulados com relacdo a determinadas variaves,
enquanto outras séo mantidas fixas.

Assm como no Capitulo 3, mostrou-se que quando o parametro de Youla €
confinado a subespagos de dimensdo finita (e as demas variaveis tém seus vaores
fixados) os correspondentes problemas truncados podem ser formulados em termos de
problemas de otimizacdo linear em espagos euclidianos com restricbes definidas por
LMI’s (Proposicao 4.2.4 e suagenerdizacdo nasecao 4.4, e Proposicao 4.5.2).

No caso da sintese baseada no limitante deduzido por meio de relaxacéo
lagrangeana, pode-se também utilizar a caracterizacdo de diregBes descendentes para o
funcional de custo por meio do “gradiente’ do mesmo, no sentido de evitar escolhas

arbitrérias para 0 subespaco ao qua sera confinado o parametro de Y oula.
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No Capitulo 5, foram consderados problemas de filtragem robudta relaivos a
perturbagBes ndo-paraméricas nos fatores espectrais das densdades espectrais de
poténcia dos snais. As mesmas técnicas Uutilizadas para os problemas relativos a
controle robusto, mais especificamente, relaxacd lagrangeana e confinamento de
varidveis de decisito a subespacos de dimensdo finita sdo gplicveis aos problemas de
filtragem condderados. Diferentemente do que ocorre nos problemas relativos a
controle robusto, os problemas agui formulados n& possuem termos envolvendo
produtos entre multiplicadores e filtros, de modo que a sintese de um filtro pode ser
redizada por meo de um problema de otimizacdo conjunta sobre filtros e
multiplicadores sem necessdade de procedimentos do tipo “D-K iteration”. De fato,
guando tanto as funcbes de transferéncia quanto os multiplicadores sdo confinados a
subespacos de dimenso finita pré-especificados, os problemas de sintese de filtros em
questdo S0 equivadentes a problemas de minimizacdo de funcionais lineares sob
restricbes dadas por LMI's com respeito & variaveis correspondentes aos filtros e
multiplicadores em conjunto (Proposi¢éo 5.3.3 e Proposicdo 5.4.3).

Por fim, sSo gpresentados aguns exemplos numéricos, utilizando as rotinas de
Matlab para resolucéo de problemas de otimizagdo com restrigbes definidas por LMI's
gue ilustram os procedimentos descritos neste trabalho para obtencdo de limitantes
superiores para o indice de desempenho “pior-caso” H,.

Como sugestdo de trabalhos futuros, seria natural analisar \ersbes dos problemas
de andlise e sintese aqui tratados nas quais seriam consideradas classes de ordem fixa de
multiplicadores e controladores/parametros de Youla (a0 invés das classes lineares aqui
utilizadas). Neste sentido, poder-se-ia estudar o0s correspondentes problemas de
otimizacdo com resriches dadas por desguadades matriciais bilineares (BMI'S)

tentando explorar o carder especifico das mesmas na sua possivel conversio em
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restricdo LMI’s (como no caso do chamado problema misto H,/H, , (Scherer, 1995))
ou na utilizacdo de méodos iterativos para o tratamento de BMI’'s como sugeridos por
Mesbashi et a (2000).

Com relacéo a um tépico mais especifico, no contexto de “D-K iteration” para
sintese com base no 1° limitante haveria Bmbém interesse em se andisar o problema de
minimizacdo do funciona dua (para um dado multiplicador) sobre todos os
controladores estabilizantes — ja que um dos principais resultados de Stoorvogel (1993)
converte este problema (para 0 caso de multiplicadores constantes e perturbacdes néo-
estruturadas) em uma seqiiéncia de problemas mistos H,/H, para os quas é possive
obter (por meio de programagdo convexa) solugbes gproximadas de ordem igud a

ordem da planta generalizada (Kargonekar & Rotea, 1991).
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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