Resumo

Neste trabalho estudamos o Modelo de Covariancia com Erro nas Variaveis, onde
os erros tém distribuicao elipitca, sob uma pespectiva Bayesiana. Para tanto usamos
uma informagao a priori do tipo ndo informativa, proposta por Jeffrey (1961), e fazemos
inferéncias sobre os parametros do modelo em estudo. Mostramos que, para qualquer
modelo de covariancia eliptico com erro nas variaveis combinado com a prior: do tipo
nao informativa, conduz as mesmas analises da posterior: correspondente ao modelo

de covariancia normal com erro nas variaveis.
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Abstract

In this work the Model of Covariance with error in their variables will be studied,
where these errors have elliptical distributions, under a Bayesian perspective. In order
to accomplish this we will use “a priori” information of the not informative type, as
proposed for Jeffrey(1961), and we will make inferences on the parameters of the studied
model. It will be showed that for any model of covariance with elliptical error in their
variables, combined with “a priori” information of the not informative type, the results
will lead to the same analyses obtained through the posteriori analyses that correspond

to the normal model of covariance with errors in their variables.
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Introducao

E conhecido que a modelagem estatistica, sob a suposicao de erros normais, pode
ser infuenciada por observacoes aberrantes. Deste modo, usaremos modelos baseados
em distribuicoes com caudas mais pesadas do que a normal com o intuito de obter
estimativas robustas contra observagoes aberrantes.

Nesse trabalho consideramos o modelo de covariancia com erros seguindo uma
distribuicao eliptica, com o objetivo de mostrar que qualquer modelo de covariancia
com erro eliptico combinado com uma informagao a priori do tipo nao informativa para
parametros de escala (ou parte deles), conduzem a exatamente as mesmas analises a
posteriort que o correspondente modelo de covariancia com erro normal. Neste sentido,
as inferéncias obtidas sob normalidade sao completamente robustas com respeito a mu-
danca na especificagao do processo de amostragem dentro da classe geral das densidade
elipticas.

Este trabalho esta organizado em trés capitulos, resumidos como segue.

No capitulo 1 apresentamos um resumo sobre inferéncia Bayesiana, seus principios
e a sua versao para estimagao de parametros, fazendo uso da priori nao informativa de
Jeffrey, baseada na informagao de Fisher. Neste capitulo ainda é feito um breve estudo
sobre modelos elipticos.

No capitulo 2 é considerado um experimento planejado com k tratamentos, onde
0 i- ésimo tratamento é repetido em n; unidades experimentais com i = 1,2,.... k,
sendo que as variaveis explicativas z;; sao medidas com erros para j = 1,2,...,n; ¢

1 =1,2,...,k. Um modelo estatistico adotado neste situacao é:

Yij =7 + Biwiyy + €5,



com

Xz'j = Iij + uij

onde Yj; é a observacao relativa a variavel resposta obtida na j-ésima unidade experi-
mental que recebeu o tratamento ¢, e;; ¢ o erro correspondente na medigao de Y;; e u;;
¢ o erro cometido na medigao de z;;. Como o objetivo, em geral, ¢ obtermos inferéncias
sobre os parametros, serd usada a suposi¢ao de independénica dos erros e;;, u;; e da
variavel nao observada x;; 7 = 1,2,...,n; e4 = 1,2, ..., k. Também sera feito um resumo
deste modelo tanto no enfoque classico quanto no enfoque Bayesiano. Com a suposicao
de que os erros tém distribuigao eliptica é obtida a funcao de verossimilhanca sob uma
pespectiva Bayesiana.

No capitulo 3 obtemos estimadores dos parametros do modelo, sob uma pespec-
tiva Bayesiana. Em principio consideramos que a verossimilhanca correspondente a
uma distribuicao eliptica e a distribuicao de x é arbitraria sendo que x é independente
de 8. Depois, consideramos que tanto a verossimilhanga quanto a distribui¢do de |6
sao elipticas nao necessariamente da mesma classe e por fim sera considerado o modelo

completamente eliptico.



Capitulo 1

Fundamentacao Teoérica

Neste capitulo é feita uma introducao a Inferéncia Bayesiana, salientando-se os
seguintes itens: Teorema de Bayes; Funcao de Verossimilhanga; Distribuicao a priori, e
também é apresentado o tipo de informacao a priori que sera adotado neste trabalho.
Além disso, é feito um breve estudo sobre distribui¢oes elipticas. Maiores detalhes

sobre as informagoes desse capitulo s@o encontradas nas referéncias [4],[8], e [10].

1.1 Inferéncia Bayesiana

A Inferéncia Bayesiana baseia-se no conhecimento da distribuicao a posteriori
dos parametros. Nessa analise, a distribuicao a priori que representa o estado atual
de conhecimento sobre os paramentros antes de serem analisados os resultados experi-
mentais, constitui-se em um novo elemento em relacao a anélise classica. A escolha da
distribuicao a priori é subjetiva, entretanto dados experimentais podem ser utilizados
nessa etapa.

A origem da Inferéncia Bayesiana ocorreu com o langamento da obra An FEssay
Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances, a titulo postumo, de autoria
do Reverendo Thomas Bayes. Esta obra foi publicada em 1763, por Richard Price, e

apresenta o teorema denominado Teorema de Bayes [4].



1.1.1 Teorema de Bayes

Considere uma quantidade de interesse desconhecida nao observével # com valores
possiveis em um conjunto © e seja H a informagao de que dispomos sobre . Essa in-
formagao pode ser sumarizada probabilisticamente por p(d| H). Se H for informativa o
bastante para nosso propoésito, a descricao de nossa incerteza a respeito de 6 esta com-
pleta. Caso contrario, a informacao inicial pode ser aumentada através da observacao
de uma quantidade aleatoria X, que esteja relacionada com 6. Apo6s observar o valor
de X a nossa quantidade de informagao aumenta, agora temos H* = H N {X =z}, e
a informacao sobre # pode ser sumarizada em p(6| z, H). O problema é como passar
de p(0| H) para p(0| z, H).

Denotando-se por p(x| 0, H) e p(6| H) as densidades de (X |6, H) e (0| H), respec-
tivamente, temos

p(0,x,H)

p(@‘]?,H) = p(x H)

p(z|6, H)p(0, H)
p(x| H)p(H)

p(x|0, H)p(0| H)p(H)
p(z| H)p(H)

p(z|6, H)p(6| H)
p(z| H) ’

onde
plal H) = / plix. 6] H)do,
0

como p(z| H) nao depende de 6, temos
p(0]x, H) o< p(x| 6, H)p(0] H).

O resultado acima é conhecido como Teorema de Bayes, que fornece a atualizacao
de probabilidade sobre 6, partindo de p(0]| H) e chegando a p(6| z, H).

As informacoes a priori representam o estado atual de conhecimento sobre @,
antes de serem analisados os resultados experimentais, e permitem a atualizacao da

distribuicao de probabilidade a posteriori. por causa da subjetividade de H, precisamos
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produzir uma anélise neutra, para isso, usaremos informacgoes a priori do tipo nao
informativa.

A dependéncia em H, por ser comum a todos os termos, pode ser removida para
facilitar a notacao, mas nao deve ser esquecida, podemos entao escrever o resultado

acima da seguinte maneira

p(0] ) o< p(x|O)p(9), (1.1)

que ¢é a forma usual do Teorema de Bayes encontrada na literatura.
A fungao que associa a cada # € © a probabilidade de p(x|#), chamamos de

fungao de verossimilhanga de #, denotada por L(#; x), ou seja,

L(-;z) : ®©—R
0 — L(0; ) = p(x|0)

Pode-se observar na expressao (1.1) que a verossimilhanca conecta a probabilidade
a priori a probabilidade a posteriori, usando para isso informagoes da amostra.

E importante observar que os termos probabilidade e verossimilhanca tém con-
ceitos diferentes. Na verossimilhanca, fixa-se a amostra e varia-se o parametro , procu-
rando encontrar o parametro mais verossimel ou plausivel com os dados observados,
assim, quanto maior for o valor da verossimilhanga maiores sao as chances atribuidas
pelo particular vetor de 6 considerado ao evento fixado. Por outro lado, no célculo
de uma probabilidade utiliza-se de uma distribuicao com parametro # conhecido e

calcula-se a probabilidade de se observar um determinado valor.

1.1.2 Priori do tipo nao informativas

Existem situacgoes em que o conhecimento sobre determinado fenémeno é vago
ou inexistente. Nesses casos, a distribuicao a priori é dita nao informativa.
Para prioris nao informativas, supuseram-se inicialmente distribui¢oes uniformes

como representantes de situagoes onde nao se dispoe de informacao inicial, ou seja,
p(0) x constante,

fato que implica em nao favorecer qualquer valor particular de . Gamerman e Migon

(1993) apresentam algumas dificuldades inerentes a esta escolha, a saber:
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(i) p(f) é impropria, ou seja, a integral sobre todos os possiveis valores de # nao

converge;

(ii) se ¢ = ¢(f) é uma transformacgao biunivoca de 6, e se 6 tem distribuigao uniforme,

entao pelo teorema de transformagoes de varidveis, a densidade de ¢ é dada por:

pl) = (800D | 5| = |

do| ™ [do|

Assim, o raciocinio que conduz a especificagao de que p(#) ¢ uma constante, deve-
ria levar também a p(¢) a uma constante, o que nao é verdade. O ideal seria estabelecer
uma regra que fosse invariante e que p(¢) nao fosse impropria. Como na realidade, o
interesse principal estda na distribuicao a posteriori, e como esta é em geral, propria,
mesmo quando a priori nao é, a eventual impropriedade das distribuigoes a priori nao
¢ importante (Gamerman e Migon, 1993). Por isso vamos trabalhar com priori nao in-
formativas proposta por Jeffreys (1961) que é invariante, mas eventualmente impropria.

Antes de apresenta-la vamos definir a medida de informacao de Fisher.

Definicao 1.1 Considere a observacao X com funcao densidade de probabilidade
p(z|0). A medida de informagao esperada de Fisher, sobre 0, através de X, € definida

por

1(6) = Exp {_M} |

00?
Se @ for um vetor, entao define-se a matriz de informacao esperada de Fisher, sobre

0, através de X, 1(0), com elementos 1,;(0), dados por

1,,(8) = Exio {_W}

0,00,

A informacao assim definida, é como uma espécie de valor médio da curvatura
da verossimilhancga. Quanto maior a curvatura, mais precisa é a informacao contida na

verossimilhanca e portanto maior a informagao de Fisher.

Definicao 1.2 Considere a observacao X, com func¢ao densidade de probabilidade

p(x]0). A priori nao informativa de Jeffreys tem densidade dada por

N[

p(0) x [1(0)]2, 0 € 0O.
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No caso multivariado temos

D=

p(0) o |det I(6)]
O lema que iremos mostrar, ¢ uma forma alternativa do calculo da informacao
de Fisher.
Lema 1.1 Sob condigoes de reqularidade tem-se:

16) = B | (5 "))2] |

No caso multivariado tem-se:

1(6) = Exio Klnpgw)) <znp<a§|9))/}

Prova. (caso univariado) sabemos que

/p@Wﬁhzl, (12)
o que 1mplica que

[ 2o

a0
Mas
o), [ 1 op(le)
[P0 = [ s a0
_ /aln%(exw}p(x]@)dx

deriwando novamente em relacao a 0 e trocando os sinais de deriva¢ao e intregra¢ao

(condigao de regularidade), temos;

/amp (216) Op (x]6) dm+/wp (2]6)dz =0

00 00 06?
assim
2
/ {%@“"8)} p(2]8) dz — 1(6) = 0
logo
2
/ {—al”%g”'e)} p(]0) dz = 1(6)

ou seja,

() ] - 10 (13)
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Lema 1.2 Seja X = (X, Xy, ..., X)) uma colegio de varidveis aleatorias indepen-
dentes com distribuicao p (x;]0) i = 1,2,...,n. Sejam I e I; as medidas de informag¢ao

de Fisher obtidas através de X e X;, respectivamente. Entao

=2 L)

ou seja, a informacao total de observagoes independentes € a soma das informagoes
individuais.
Prova. De fato,

p(a) =[] plul6).

assim

Inp (x| 0) Zlnp (z;]6),

dat

Plnp (2 0) = Plnp (x,]6)
B Ui

i=1
e calculando o valor esperado, temos

n n

O?lnp (X 0) " 9Pnp (X4| 0 O?lnp (X;] )
I:E{—T}:E >y - T] ZE[ e ]_ZL(Q).

i=1 =1

1.1.2.1 Obtencao da Priori do tipo nao informativas proposta por Jeffrey

Definicao 1.3 Uma varidvel aleatoria X tem modelo de escala se existe uma fung¢ao

f e uma quantidade o > 0 tal que a distribuicao de X dado o satisfaz
1 T
xlo)=—f(—]).
plalo) = ~f(2)
Neste caso, o € chamado de pardmetro de escala.

Exemplo 1 Considere uma varidvel X com distribuicao normal com média 6 con-
hecida,

p(z] o) = wlz?exp [_71 (“” - 9)1 | (1.4)
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Se X tem modelo de escala, entao a priori nao informativa é dada por

plo) o™,
De fato,
az%gw) _ 35”[2# _ a% [—lna-i—lnf (g)]
1 z f'(x/o0)
- [1 * EW] |

1
I(O’) = —2Ex‘g
o

(i)

Considerando a transformacao de u = x /o, tem-se

1
:ﬁE

e portanto

Definicao 1.4 Uma varidvel aleatoria X tem modelo de locagdo se existe uma fungao

f e uma quantidade 0 tal que a distribuicao de X dado 0 satisfaz

p(z|0) = f (z — )
Neste caso, 0 € chamado de pardmetro de locacgao.

Exemplo 2 considere uma varidvel X com distribuicao mnormal com varidncia con-

p(e] 6) = ———eap [‘71 ( - 9)] | (15)

hecida,

Vo2

que € uma funcao de x — 0.
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Se X tem modelo de locagao, entéo p(f) o constante.

De fato,

Ologp(x|)  Olog [1f (x—0)] {f/(l" - 9)]
00 00 ’

onde f' = %. Assim,

Fazendo u = = — 6, tem-se

)

¢ |(-55)

que independe de 6. Logo I(0)  constante e portanto p(6) o constante

Para um vetor n-dimensional, o resultado é analago, pois [;;(§) o constante

Vi=1,2,...,nej=12 ..n. Entdo I(0) x constante e portanto p(0) x constante.

No caso multivariado, Bernardo (1979) propoe uma pequena modificagdo no pro-
cedimento de Jeffreys (1961), ao sugerir um procedimento em dois estagios, dividindo
o vetor n- dimensional em duas componentes: 6 contendo o parametro de interesse e ¢
o parametro de disttrbio. A principio obtém-se uma distribui¢ao a priori p(¢|6), essa
priori € usada para eliminar o parametro ¢ e fornecer uma verossimilhanga marginal

p(z|0). Essa verossimilhanga ¢ utilizada na obtencao da priori p(#). E por fim, a priori

p(¢,0) = p(¢|0)p(0).

Definicao 1.5 Uma varidvel aleatoria X tem modelo de locagao-escala se existem uma

fungao f, uma quantidade 0 e o > 0 tais que a distribuicao de X dado 0 e o satisfaz

p(el0.0)= 1 f (“9).

g

Neste caso, 0 € chamado de pardmetro de locaciao e o € chamado de pardmetro de

escala.
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Exemplo 3 considere uma varidvel X com distribuicao normal com média e varidncia

desconhecida

(@], o) = \/012_%6:@ [‘71 (x . 9)1 , (1.6)

que satisfaz p(z|0, o) = L f (2=2).

[

Se X tem modelo de locagao-escala, podemos determinar a priori para (6, o)
segundo o procedimento de Bernardo (1979), sendo # nosso parametro de interesse e
o o parametro de distirbio. Primeiro vamos obter a priori de (0| #), se 6 é conhecido,

o modelo ¢ de escala e a priori é p(c|6) oc 0~!. Agora vamos obter a distribui¢ao de

X|6.

p(a]0) = / plx, 0| 0)do = / pl] 0,0)p (06) do

[ g

1 1
x /Up(x\a,e);da:/af(a:—e);da

onde podemos ver que a dependéncia em X e 6 é da forma f(z—6). Portanto o modelo
é de locagao e a priori para 6 é da forma p(f) o constante. Sendo assim,

b0, ) = p (ol O)p(0) ox —.

As fundamentacoes basicas da aplicacao do modelo normal na analise estatis-
tica de dados continuos sao as suas propriedades juntamente com o fato de que a
normalidade pode ser justificada pelo teorema central do limite. Assim, a maior
parte da inferéncia estatistica classica, para variaveis continuas, tem sido desenvolvida
considerando-se esse modelo. Contudo, existem situacoes em que a aplicacao do mod-
elo é inapropriada, como por exemplo, quando os dados provém de uma distribuicao
com caudas muito pesadas, ou quando alguns dados estao muito afastados dos demais,
chamados de observacoes aberrantes, ou outliers. Por isso, é importante o desenvolvi-
mento de estudos sobre a vulnerabilidade das inferéncias classicas, baseado no modelo
normal com respeito as observagoes aberrantes (outliers) e em particular, a detengao
e tratamento desses pontos. Existem alguns modelos alternativos ao modelo normal,
que também sao baseados em distribuicoes simétricas, que permitem a reducao da in-

fluéncia dos outliers sobre as estimativas de maxima verossimilhanga. Uma classe que
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oferece varias alternativas nesse sentido, ¢ a classe das distribuigoes elipticas, as quais

preservam grande parte das propriedadeds do modelo normal.

1.2 Modelo Eliptico

O estudo, tanto tedrico, quanto aplicado, das distribui¢oes elipticas, comegou
a desenvolver-se com um interesse crescente desde a década de 70. No aspecto mais
teorico, os autores em geral tém concentrado seus esforgos em pesquisar as propriedades
desta classe geral, que tem sido provado por diferentes autores que a maioria das
propriedades da distribuigao normal também ¢é valida para a classe geral de distribuicoes
elipticas.

A definicao de uma distribuigao eliptica pode ser feita de diversas maneiras. Uma
delas é considerar a existéncia de uma fungao densidade (com respeito & medida de

Lebesgue em R™), dada a seguir

Definicao 1.6 Um vetor aleatorio X1y € dito ter distribui¢do (com simetria) eliptica
(n—variada) com vetor de locagdo p € R™ e matriz dispersao (definida positiva) X, xn),

se sua fun¢ao densidade for da forma:

fx(@) = [S]72 fon [(—p) S (@—p)], zeR, (1.7)

para alguma fungao fu) : R — [0, 400), tal que

+o00
/0 T f(n)(x )dx = 2(71_)”/2' (1.8)

E denotamos por, X ~ Ef,(p, ), ou X ~ El,(p, %, fn)), quando for necessério
indicar a dependéncia de f(,) na representacao paramétrtica.
Isto nao significa que X tenha uma particular distribuicao eliptica, apenas indica

que sua distribuicao pertence a classe de distribuicao eliptica.

Defini¢ao 1.7 Seja X um vetor aleatorio (n x 1). Dizemos que X tem distribuicao
esférica se para toda matriz H de ordem (n x n) ortogonal, tem-se que X e HX tém a

mesma distribuicao.

As distribuicoes esféricas sao caracterizadas por sua invaridncia com respeito

a transformacoes ortogonais. As distribui¢oes elipticas podem ser geradas mediante
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transformacoes lineares de locacao e escala das distribuicoes esféricas. Assim, se X ~
El,(p, %), podemos definir X = CY + p onde Y1) é um vetor aleatério com
distribuigao esférica n-variada , C uma matriz (n X n) tal que posto(C) = n, onde
CC' = X. Dai temos

Y=C'(X-p)

(ii) Var(Y) =1,, pois,
Var(Y) = E[(Y -0)(Y —0)]
— BOT (X - @)X ]
= CTE[X-p)(X-p))C"

= Cc'z=c?
= c'ccc”
=1, (1.9)

A funcao densidade de Y é da forma

ry(y) = f(y'y) (1.10)

com y € R" para alguma fungao f, com f(u) >0eu > 0.

E a fungao caracteristica de Y é da forma
oy(t) = E(*Y)=g(t't) (1.11)

Se X ~ El,(u,X) entdo X pode ser dada pela transformacao linear X = p+ AY
onde Y (n,x1) € um vetor aleatério com distribuicao esférica m-variada com funcao
caractefstica ¢(t't), t € R", A uma matriz (n x m) tal que p(A) =me AA' =X e

H(nx1)- Entao a fungao caracteristica de X ¢ dada por:
dx(t) = ePHp(t'St), t € R™. (1.12)

De fato:
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ox(t) = B ()

- E(e +AY>
¢ rneen

= gAY

= " oy(A't)

= HG((A)(A)

= P H(t'AA'Y)

= PRH(t'SE), t € R™, (1.13)

para alguma funcao ¢, (¢(u) € R, tal que u > 0).
Supondo a existéncia de fun¢ao densidade, exemplos de distribuicoes elipticas sao

encontrados no Muirhead (1946).

Exemplo 4 Seja X ~ N,(pu,>), a distribui¢ao normal n-variada. X tem densidade
dada por:

Fxla) = (20 27 eap |~ (@ ) S (@ )

Neste caso

Exemplo 5 Seja X ~ t,(p,3,v), a distribui¢cao T' n-variada com v graus de liberdade
(v > 0),e parametro de locagao p e de disper¢ao ¥.. X tem densidade dada por:

_ n+w
2

)

foB
e

) L e e )

Neste caso

n4+uv

)n|2|‘1/2 [1+ ] T w0

r (s

fn(u
e
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Exemplo 6 Seja X ~ NC,(u,3,€,0), a distribuicao normal n-variada "e-contaminada”.
X tem densidade dada por:

P(a) = (1= )2r) S eap |~ = ) 5= )

n _ 1
+e(2m)7% |03 exp [——
20

(- ) S o u)]

como>0e0<e<1. Neste caso fo(u) = (2m) 2 {(1—€)e 2 +e0 2e—a}, u>0

Proposicao 1.8 Seja X ~ El,(pn,X). Sen € R™ e A uma matriz (m X n), entdo

Y=n+A X~EFEl,(n+Ap, AXA') (1.14)
Prova.

o) = E <eit’(n+Au)> _E (eit’nJrit’Au)

_ E <€it’n ez’t’A,u) _Jitn g <€it’A,u>

= oy (t) = €T G (4 50), 8 = 1 A

— TG AR Gy S — T AR (g A A'Y)

= A B AT A'E).

(1.15)

Portanto

Y ~ El,(n+Au; ASA') (1.16)

O uso da classe geral de distribuicoes elipticas na analise dos modelos com erros
nas variaveis foi incorporado por Arellano-Valle (1994) desde uma pespectiva classica
e em 1997 por Silval9|, em sua tese de doutorado, que verificou que para modelos de
regressao com erro nas variaveis sob uma pespectiva bayesiana, as inferéncias feitas
sobre os parametros desses modelos, considerando que os erros tenham distribuicos
elipticas, sao equivalentes as inferéncias feitas quando os erros tém distribuicao normal.

Sera objeto de estudo das préoximas segoes, um modelo de covaridncia com erros
nas variaveis, sob uma pespectiva bayesiana (definido no préximo capitulo), e sera
verificado que as inferéncias feitas sobre os parametros deste modelo, quando os erros
tém distribuicoes elipticas coincidem com as inferéncias feitas quando os erros tém

distribuicao normal.



Capitulo 2

Modelo de Covariancia com Erros

Elipticos

Neste capitulo apresentamos a definicao do modelo de covariancia, por meio de
uma equagao que relaciona duas variaveis, considerando-se que essas variaveis sao medi-
das com erros, em particular, sob uma distribuicao eliptica. Também sao apresentados
os enfoques Cléssico e o Bayesiano para obtencao das inferéncias dos pametros do mod-
elo mencionado. Por fim serd encontrado a funcao de verossimilhanca desse modelo,

sob uma pespectiva Bayesiana.

2.1 Modelo de Covariancia

Considere um experimento planejado com k tratamentos, onde o ¢ - ésimo trata-
mento é repetido em n; unidades experimentais, com ¢ = 1,2,...,k. Um modelo

estatistico adequado a este experimento é
Yij = Ti + Bits,
comj=1,2,....n;ei=1,2,...,k, onde

e y,; = observacao relativa a variavel resposta obtida na j — sima unidade experi-

mental que recebeu o tratamento ¢, j =1,2,...,n; e 1 =1,2,... k.

e 7; = efeito médio do tratamento 7, com 1 =1,2,...,k.
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e [3; = coeficiente angular da regressao covariante dentro do tratamento 7, com 7 =

1,2,... k.

e 1;; = observagao relativa a covariivel obtida na j—ésima unidade experimental

que recebeu o tratamento i, 7 =1,2,...,n;, e 1 =1,2,... k.

Este modelo é chamado de Modelo de Covariancia, que é uma técnica de
bastante interesse, ele combina os aspectos da analise de variancia e da anélise de

regressao, aumentando assim a precisao em experimentos aleatorios.

2.2 Modelo de Covarancia com Erros nas Variaveis

Apesar dos constantes avancos tecnoldgicos terem tornado cada vez mais precisos
os procedimentos de mensuracao, as variaveis sempre apresentam erros. Sendo assim,

nem y;; € nem ;; sao observados diretamente, ou seja os valores observados sao:

Y;‘j =T; + /611}1] + eij (21)
Xij = Ti5 + ugj, (2.2)
comj=1,...,n,et=1,2,... k.
e ¢;; ¢ erro experimental associado a y;;, com j=1,2,...,n, e i =1,2,... k.
e u;; ¢ erro cometido na medicao de z;;, com j=1,2,...,n;, e 1 =1,2,... k.

Fazendo as seguintes suposigoes:
i) e;;]0 ~ (0, 0.e) € sao independentes;
ii) ;| @ ~ (0,04,) e sdo independentes;
iii) @] @ ~ (s, 02z) € 580 independentes;

iv) para cada j = 1,2,...,n; e para cada i = 1,2,... k, as variaveis e;;, u;; € ;; sao

nao correlacionadas,



23

onde @' = (7', 3, 0ce, o) Tepresenta o vetor dos parametros envolvidos no modelo, com
T =(1,79,...,7) e B = (01, Ba, ..., ). Estamos convencionando por y|@ ~ (a, b) e
b > 0 para indicar que y tem uma distribui¢ao nao especificada com média a e variancia
b, condicionada no vetor de parametros 6. O modelo (2.1) e (2.2) com as suposigoes
t — tv é chamado de Modelo de Covaridncia com Erro nas Variaveis.

Para reduzir o niimero de parametros envolvidos no modelo, vamos supor que a

Oe

razao da variancia A\, = 2= seja conhecida.
uuw

As inferéncias no modelo de covaridncia com erro nas variaveis podem ser obtidas

sob dois enfoques: o Classico e o Bayesiano.

2.2.1 Modelos de Covariancia com Erro nas Variaveis Sob o

Enfoque Classico

No enfoque cléssico, dependendo da suposigao (iii), sobre os valores nao obser-

vados z;; , os seguintes casos podem ser destinguidos:

2.1.1.1 Modelo Funcional
O modelo funcional é definido por:
Yij = 7i+ Biwij + e
Xij = Ty + g
para j=1,...,n;,ei=1,2,..., k, com as suposicoes:
i) €510 ~ (0,0c)
i) u;;| @ ~ (0, 04)

iii) z;;| @ como constantes (ndo-aleatorias), de modo que sao tratados como parametros

desconhecidos (denominados incidentais) e que devem ser estimados.

Sendo assim, o numero de pardmetros aumenta com o nimero de observacoes.
Para estimar os parametros, varios métodos foram propostos na metodologia frequen-
tista, entre eles, temos o Método da Méaxima Verossimilhanca.

Defini¢ao 2.1 O Estimador de Mdzima Verossimilhan¢a (E.M.V.) de @ é o valor de

0 € © que maximiza a funcao de verossimilhanca. A notagao usual para E.M.V. de 6
0.
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Observacao 1 Para obter o E.M.V. basta resolver a equa¢ao

Olog L (0, x)

06 =0

onde L (0,x) é a fungao de verossimilhanga.

A patologia da fungao de verossimilhanga é estudada por Solari (1969), onde se
mostra que o ponto critico da fungao de verossimilhanca é, na verdade, um ponto de
sela, e que, somente com suposicoes adicionais feitas sobre os parametros do modelo,

a estimacao por verossimilhanga sera possivel.

2.1.1.2 Modelo Estrutural

O modelo estrutural é definido por:
Yij = 7i+Bizij + e
Xij = Xij+ U
para j=1,...,n;,ei=1,2,..., k, com as suposicoes:
i) €;;]0 ~ (0, 0c) € sao independentes
ii) ;| @ ~ (0,04,) e sdo independentes
iii) z;;| @ sdo variaveis aleatorias com z;;| @ ~ (uy, 04,), ndo correlacionadas.

Neste caso também nao é possivel estimar os parametros, aqui temos um modelo
nao identificivel, no sentido de que dois valores diferentes do vetor de parametros po-

dem dar origem a uma mesma amostra.

Sendo assim, para estimar os parametros, sob o enfoque classico, é necessario
diminuir o namero de parametros, adicionando algumas suposi¢oes sobre os mesmos.
Informagoes mais detalhadas, tanto para o caso funcional como para o caso estrutural,
podem ser encontradas em Zellner (1971), Fuller (1987), Bolfarine (1992), Arellano-
Valle (1994) e outros.
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2.2.2 Modelos de Covariancia com Erro nas Variaveis Sob o

Enfoque Bayesiano

Suponha que o vetor tri-dimensional definido por W’ = (Y, X', z) onde Y’ =
(Y1, ooy Yings ooy Yids oo, Yiny )y X = (Xa1, oy Xingy ooy Xiay ooy Xy, ) € X = (211, o0y Ty
ciety Thly ooy Thny )5 € subdividido como W' = (Z'x’), onde Z' = (Y',X') é o vetor bi-
dimensional que corresponde & parte observada e o x é o vetor n-dimensional que
corresponde a parte nao observada. Considera-se a fungao densidade de probabilidade

condicional de W' = (Z/,x’) dado 6 por
f(Z,x]0) = t(Z]0,x)h(x]8), (2.3)

ver (Zellner, 1971, p.130), onde ¢ (Z| 0,x) ¢ a densidade condicional de Z dados os
vetores 0 e x e h (x| 0) é a densidade condicional de x dado o vetor 6, onde 8 denota

o vetor de parametros estruturais do modelo.

Assim, podemos observar que no enfoque Bayesiano, os casos, funcional e estru-
tural podem ser unificados. Além disso, evita impor condi¢oes de identificabilidade,
pois as informagoes necessarias para identificar os parametros sao introduzidas por
meio de uma fungdo densidade de probabilidade a priori (ver Zellner, 1971, cap. V).
Sendo assim, serd feita a estimacao dos parametros do modelo em estudo, sob uma pe-

spectiva Bayesiana, devido as vatangens que ela possui, em relagao ao enfoque Classico.

2.3 Verossimilhanca Eliptica

Com o objetivo de dar uma formulagao geral a funcao de verossimilhanga, con-

sideramos a fungao densidade de probabilidade de (Z',x’), dado 8, por:
f(Z,x]6) = £(Z]6,x)h(x|0) . (2.4)

Observando que, se denotarmos a matriz identidade de ordem n;, com i =

1,2,...,k, por I,, e definirmos a matriz
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ﬁlInl O 0
B — 0 ﬁ?lng 0
0 0 B 1,
e a matriz
i,, O 0
. 0 i, 0
0 0 - i

onde i,; representa o vetor n; dimensional dado por i,, = (1,1,...,1),i=1,2,....k e

k
n = Z n;, podemos escrever
i=1
Y =1,7+ Bx+e¢, (2.5)
onde

i) Y é o vetor das variaveis respostas;
ii) x é vetor das observagoes, relativo ao vetor das covariaveis do experimento;

iii) € é o vetor dos erros cometidos na medigao das variaveis.

Se |0 ~ E(,(0,%,.), pela proposigao (1.8) temos
(Y] 0, x) ~ El, (1,0 + Bx, Xce).
Da mesma forma, temos que, se u ~ E/,(0,%,,), entao
(X]0,x) ~ El,(x, %),

ja que X =x+ u.
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Como (Y] 0, x) e (X] 0,x) tém distribuigoes elipticas, segue que (Z| 6, x) também
tem distribuigao eliptica, onde Z’' = (Y', X’), ou seja,
0Z16,%) =[S o [(Z— ) 57 Z — )] 26)
onde o vetor de média p é dado por

E(Y|0,x) 1,7+ Bx
pw=FE(Z|0,x)= = : (2.7)
E(X]|0,x) X
e matriz de covariancia Y é dado por

Cov(Y|0,x) Cov(Y,X|0,x) Oeelp 0
Y =Cov(Z]|6,x) = = , (2.8)
Cov(X,Y|0,x) Cov(X]|8,x) 0 owly

poispara j=1,2,...n; ,1=1,2,....keVI#1iouV m##j, temos

o Var(Y;;|0,x) =Var (e;|0,x) = 0

Cov (Yij, Yim| 0,x) = Cov (e, €1,|0, %) = 0;

Var (X;;]0,x) = Var (u;;|0,%x) = oyy;

Cov (Xij, Xim| 0,x) = Cov (us, wim|0,x) = 0;

Cov (X5, YIm|0,x) = Cov (uj, epm|0,X) = 0;

Cov (X;;,Yij] 0,x) = Cov (u;;,€;;]0,x) = 0.

Observando que (Z — p)’Y"YZ — p) é igual a

/

Y 1,7+ Bx InaL 0 Y 1,7+ Bx
X X 0 Inﬁ X X
1 / 1 !/
= —(Y-1,—Bx)(Y -1, — Bx) + —(X —x) (X —x)
0—66 O_UU
11 / /
= (Y —-1,7 — Bx) (Y — 1,7 — Bx) + A.(X — x)"(X — x)]
O-’lL'lL e
1

= —A(T,8, A\, x/Z) (2.9)

uu
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onde A\, = Z= e
uuw

1
A(T,8, e, X|Z) = x (Y — 1,7 — Bx)(Y — 1,7 — Bx) + \(X — x)'(X — x)] .
(2.10)
Calculando o determinate de X temos
Oeely 0
=ool . (2.11)
0 Ouuln,

Aplicando (2.9) e (2.11) em (2.6), temos que a densidade condicional de Z dado os

vetores @ e x é dado por

1

O_’U,’LL

U(Z] 0, x) = (aeeauu)_%f@n) [ (1,8, Ae, X| Z)} ) (2.12)

Portanto

f(Z,%|0) = (0ectun) "2 fran) {LA(T, B, A, x| Z)] h(x|0). (2.13)

uu



Capitulo 3

Inferéncia Sob os Parametros

Considerando um modelo de covariancia com erro nas varidveis, onde esses er-
ros tém distribuigoes elipticas, sob uma pespectiva Bayesiana, com a priori do tipo
nao informativa, proposta por Jeffrey, sera feita a estimacao dos parametros de trés
maneiras: primeiro a verossimilhanca eliptica e a distribui¢ao de x é arbitraria sendo
que x é independente de 8. Segundo, tanto a verossimilhanca quanto a distribuicao de
x| 0 sdo elipticas, ndo necessariamente da mesma classe, e, por fim, sera considerado o

modelo completamente eliptico.

3.1 Distribuicao a Priori arbitraria para x

Seja 0’ = (7', 8, 0ce, Ouu), serd mostrado que, se ((Z|0, x) é como em (2.6), x
independente de 6, isto é, h(x|0) = 7 (x), com 7 (x) sendo qualquer priori para x
(completamente especificada) e sob informagao a priori para @ = (7,3, 0c, 0yy) do
tipo nao-informativa nos parametros de escala (0, 04y ), @ inferéncia posteriori sobre
(1,8, Ae, x) coincidem com aquelas obtidas sob normalidade. O principal resultado
neste sentido ¢ dado no seguinte teorema.

Teorema 3.1 Supondo que (Z] 60, x) tem densidade dada por (2.6), e T independe de

0, isto é, h(x| 0) = 7w (x) e x tem densidade arbitrdaria w(x) e @ = (T, B, Oee, Ouu) tem

densidade a priori da forma

1

0—66 Uuu

(T, ) (3.1)

7(0) = (T, B, e, Oun) X
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onde (T, 3) € qualquer densidade a priori para (T,3). Entao, tem-se que (1,3, A, x)

tem distribuicao a posteriort dada por
H(TwBa )\6,.’1:| Z) X )\:% [(Y— 1nT—BZB)/(Y— lnT—B.’IJ)—|—

Ae(X = 2)/(X — z)] " m()7 (T, B)

com Y, X e x definidos na se¢io (2.1) e \e = Z== € conhecido.

Prova. Sabendo que
(6,2 Z2) o ((Z]0, z)h(x|0)x(0),

com as hipdteses do teorema, usando (2.12) para representar (2.6), temos

n+2 1

(0,2 Z) o< (0ccOuu)” 2 fiom J—A(T,B,)\e,w|Z) m(x)7 (T, 3).

uu

Considerando a transformagao

(7-7 /87 Oee, Uuu) B— (Ta ﬁa >\ea Uuu)

e calculando o determinante da matriz Jacobiana

br 95 Bow dom| |10 0 0
B9 dre G| 0L 0 01
B G e G| 00 0 1

obtemos

(3.3)

(3.4)

H(T,,@, )‘eao-mux’ Z) X (Aeagu)_%ﬂf@n) |:O_LA(T7/87 >‘e7$|Z):| W(m)W(TuB)O-uu

uu

1

= AT fy | AT B3 w(an(r. ).

uu
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Para calcular a posteriori de (T, 3, Ae, ), basta integrar a posteriori de (T, 8, Ae, Oyu, T)

com relacao a oy, ou seja,

(r, 8, \, 2| Z) o / A E ot {LA(T,ﬂ,/\e,adZ)] ()7 (T, B)do .

Ouu Ouu

= AT [ o | AT BN o1 2)| drr(al(r ).
Resolvendo a integral
/g o [ULWA(T, B\, w\zﬂ 00, (3.5)
considere
v? = LA(T,,@,/\e, x| Z).

uu

Aplicando a regra da cadeia

1
2udv = A(T, B, A, x| Z)do .
o2

uU

Assim

A Ae,

—2A(T,B, A\, 7| Z)

L3

Aoy, =

Substituindo (3.6) e (3.7) na integral (3.5), obtemos
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fooo [A<T7 /67 )\67 ‘,1"| Z)]_(n+1) UQ(n+1)f(2n) [WU2A(T> Ba )\ea $| Z)

L3

222D gy — 2 [A(T, B, N, 2l 2)] " [ 0P fiam) (7)o

=—2 [A(Taﬁa >\67 ZE| Z)]_n d (7) :

Assim, para qualquer fungao fion (-) que verifica (1.8)

n+2

(7,8, ;x| Z) < A 2 A(T,8, A\, x| Z) "n(7,B)7m(x)

nt2 ]
= A ? )\—(Y— 1,7 — Bx)(Y— 1,7 — Bx)+

Ae(X = 2)/(X — )] " w(7, B)m(2)

n—2

= X? (Y- 1,7 — Bx)(Y— 1,7 — Bx)+

Ae(X — ) (X —2)] " n(T,B)n(x)

Esse resultado coincide com o teorema 3.1 apresentado na referéncia [8|. Desta
forma, tanto a distribui¢ao a posteriori para (7,3, A.) como a densidade preditiva para
x, podem ser obtidas (sem perda de generalidade) sob a suposi¢do que os dados tém

densidade normal multivariada, isto é, colocando em (1.8) f(2n) (u) = (27)72 exp (—%).

Podemos obter os seguintes resultados, cuja demonstracao dos mesmos estao na

referéncia [§].

Lema 3.1 Sob a verossimilhanca de (Z', ') como dado em (2.13), o estimador de

mdzrima verossimilhancga para o vetor x, denotado por x, € dado por

&= (B' B+ \I,7) ' [B' (Y- 1,7) + A\ X]
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Corolario 3.1 Sob as hipdteses do teorema (3.1), com a suposi¢io de que 7(x) o

constante, e fazendo
7= (ANyAx) " A Y

vs? = (Y= Ax) (BB+\IL,) " (Y= Axh) (3.8)

tem-se que (1,03, \e) tem densidade a posteriori dado por:

3

I (Taﬁa /\e| Z) X )\e_l 'USQ + (77 - ﬁ)/ AX, (B/B + )\eIn)_l AX (77 - ’f’)
IB'B+ A, %7 (r,B)

onden = (1,8 e

10 ...0 Xy 0 ... 0
10 ...0 X O
0 ... 0 X, O ... 0
01 ...0 0 Xy ... 0
01 ...0 0 Xo ... 0
Ax = | . o ) . (3.9)
01 ...0 0 Xy, ... O
0 ... 1 0 0 ... Xu
1 0 0 ... X
(00 ... 1 0 0 oo Xink |

Corolario 3.2 sob as hipdteses de Teorema