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RESUMO

O trabalho desenvolvido nesta tese propde a aplicacdo do método da expansdo em
fungdes hierarquicas elaborado por Zienkiewics e Morgan (1983), para a solucdo das
equacOes de conservacdo da massa (continuidade), conservagdo da quantidade de
movimento (Navier-Stokes) e conservacao da energia, para fluidos compressiveis em duas
dimensGes e em alta velocidade. Esse método consiste no emprego do método de elementos
finitos utilizando a formulacdo Petrov-Galerkin, conhecido como SUPG (“Streamline
Upwind Petrov-Galerkin®), desenvolvido por Brooks e Hughes (1982), aplicado em
conjunto com uma expansdo das variaveis em funcdes hierarquicas. A fim de testar e
validar o método numérico proposto, assim como o programa computacional elaborado,
foram simulados alguns casos conhecidos da literatura. Os casos estudados foram os
seguintes: teste de Continuidade; teste de convergéncia e estabilidade; problema do degrau
de temperatura e problema do choque obliquo, onde o objetivo desse Ultimo caso era,
basicamente, verificar a captura da onda de choque pelo método numérico desenvolvido.
Atraves dos casos estudados e em fungdo dos resultados obtidos nas simulagdes realizadas,
conclui-se que o objetivo desse trabalho foi alcancado de maneira satisfatoria, pois os
resultados obtidos com o meétodo desenvolvido nesse trabalho foram qualitativamente e

guantitativamente bons, quando comparados com os resultados teoricos.



ABSTRACT

The Thesis develops a new application for the Hierarchical Function Expansion
Method, proposed by Zienkiewics and Morgan (1983), for the solution of the Navier-
Stokes equations for compressible fluids in two dimensions and in high velocity. This
method is based on the finite elements method using the Petrov-Galerkin formulation,
know as, SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) developed by Brooks and Hughes
(1982), and applied in conjunction with the expansion of the variables into hierarchical
functions. To test and validate the numerical method proposed as well as the computational
program developed some cases whose theoretical solution are known simulated. These
cases are the following: continuity test; stability and convergence test; temperature step
problem; and several oblique shocks. The objective of the last cases is basically to verify
the capture of the shock wave by the method developed. The results obtained in the
simulations of the cases performed with the proposed method were good both qualitatively
and quantitatively when compared with the teorethical solutions. This allows us to

conclude that the objective of this Thesis was satisfactorily reached.
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NOMENCLATURA
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1- INTRODUCAO

A solucdo de problemas complexos das areas de mecanica dos fluidos e
transferéncia de calor através do uso de técnicas numéricas, conhecida como
“Computational Fluid Dynamics (CFD)”, €, hoje, uma realidade, gracas ao
desenvolvimento de computadores de alta velocidade de processamento e de grande
capacidade de armazenamento de dados. Em funcdo desse avango computacional, o
desenvolvimento de algoritmos para a solucdo de problemas, referentes as mais diversas
areas, tem-se tornado um fato e recebido muita atencdo pelos analistas numéricos, Maliska
(1995). Como exemplo, pode ser citado a solugdo de um escoamento turbulento sobre um
aerofolio, que usando computadores de grande porte na década de 60 consumiria anos de
processamento a um custo de milhdes de dolares. A solugdo do mesmo problema, nos dias
de hoje, utilizando computadores atuais, consumiria apenas alguns minutos de CPU a um

custo de centenas de ddlares.

O trabalho, aqui desenvolvido, propbe a aplicacdo do método da expansdo em
funcBes hierarquicas, elaborado por Zienkiewics e Morgan (1983), para a solucdo das
equacdes de Navier-Stokes para fluidos compressiveis em duas dimensdes em alta
velocidade. Esse método consiste no emprego do método de elementos finitos utilizando a
formulacdo Petrov-Galerkin em conjunto com uma expansdo das variaveis em funcdes
hierarquicas. A utilizacdo de funcbes de expansao hierarquicas permite alterar o grau do
polinbmio de ajuste das varidveis, como ocorre no método de elementos finitos
convencional. Além disso, 0 método numérico proposto tem a grande vantagem de poder
adaptar o grau do polindbmio até o valor necessario ou desejado, ao inves de usar malhas

extremamente refinadas.

De um modo geral o método classico dos residuos ponderados (Galerkin) € utilizado
para obter as equacOes e os coeficientes das funcdes de expansdo. No entanto, observa-se
que em problemas de transporte convectivo-difusivo, com convec¢do predominante, o

método de Galerkin € falho. Assim, normalmente, € utilizada a formulagdo
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Petrov-Galerkin, onde as fungdes peso sdo diferentes das funcgdes de expanséo, o que difere

da adotada na formulacdo Galerkin.

A formulacdo Petrov-Galerkin consiste no método conhecido como SUPG
(“Streamline Upwind Petrov-Galerkin®), desenvolvido por Brooks e Hughes (1982).
Nesse método as funcbes peso sdo construidas adicionando-se as funcbes peso da
formulagdo de Galerkin uma perturbacdo que atua somente na direcdo do escoamento.
Segundo Zienkiewicz et al. (1976), este método apresenta estabilidade e precisdo nos

resultados.

Baseado na revisdo bibliogréfica realizada, evidencia-se a originalidade do método
numérico desenvolvido neste trabalho para a solucdo das equacdes de Navier-Stokes em
duas dimensdes, para fluidos compressiveis em alta velocidade, com captura da onda de
choque. No entanto, deve-se ressaltar que o precursor do emprego deste método foi Cabral
(1996), que utilizou, com sucesso, 0 método das funcbes de expansdo hierarquicas para
resolver a equacao de difusdo de néutrons em dois grupos de energia, em duas dimensoes.
Posteriormente o método também foi utilizado por Sabundjian e Cabral (1999) na solucédo
das equacOes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis em duas dimensfes, com

escoamento em regime laminar.

O método da expansdo em funcdes hierarquicas foi elaborado por Zienkiewiscz e
Morgan (1983), sendo que a sua grande vantagem esta em poder alterar o grau da expansao
sem a necessidade de reiniciar o problema. As funcdes de expansdo sdo formadas por
polinbmios de Legendre, os quais sdo ajustados nos elementos retangulares, de forma a
definir funcdes de canto, de lado e de area. A razdo principal de serem utilizados, neste
trabalho, os polinémios de Legendre como base das funcdes de expansdo, ao invés de
funcBes ortogonais do tipo seno, cosseno ou exponencial, é porque um ndmero menor de
funcdes é exigido quando se usa polindmios. Isso ocorre, pois um polindmio é mais
complexo do que as outras funcbes e, comparativamente, tem uma maior capacidade de
ajuste. Observa-se que, quanto menor for o numero de funcgdes utilizadas (necessarias),

mais simples se torna 0 método numérico.
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1.1 - Objetivo do trabalho

O objetivo deste trabalho é desenvolver um método numeérico, baseado no método
dos elementos finitos, que utiliza a formulacdo Petrov-Galerkin (“Streamline Upwind
Petrov-Galerkin” - SUPG ) para a solucdo das equacgdes de Navier-Stokes em duas
dimensdes, para fluidos compressiveis em alta velocidade. Nesse método, como proposto
por Zienkiewics e Morgan (1983), a expansdo das varidveis é realizada por funces

hierarquicas.
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2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

Os metodos numeéricos existentes na literatura mais utilizados para o tratamento das
equacOes de Navier-Stokes, na solucdo dos mais diversos tipos de problemas de engenharia,
sdo 0 metodo das diferencas finitas (MDF), o método dos volumes finitos (MVF) e o

meétodo dos elementos finitos (MEF).

Da literatura, sabe-se que o método dos elementos finitos foi, durante muito tempo,
preterido em relacdo ao método de diferencas finitas, quando o problema analisado era da
area de mecénica dos fluidos. A razdo dessa pouca utilizacdo foi o insucesso das primeiras
experiéncias de aplicacdo desse método a essa classe de problemas.

Embora o MEF fosse uma boa ferramenta para o tratamento de geometrias
complexas, ndo possuia a habilidade necessaria para o tratamento dos termos convectivos
presentes nas equacgdes de movimento. Por esse motivo, durante muito tempo, o0 método de
diferencas finitas foi utilizado para o tratamento de problemas da mecénica dos fluidos em
geometrias simples, quando se iniciou o aprimoramento do método dos volumes finitos
(MVF), no qual as equacdes aproximadas sdo obtidas através do balanco das grandezas em
questdo (massa, quantidade de movimento, energia, etc.), nos volumes elementares ou
volumes finitos. Esse método, por sua vez, era utilizado para a solucdo de problemas de
fluidos, que envolviam geometrias mais complexas. Tanto o MDF como o MVF sdo

equivalentes para uma série de problemas, levando muitas pessoas a confundi-los.

O MDF, foi durante muitos anos, utilizado na solucdo de problemas de fluidos , mas
ndo se tinha habilidade no tratamento de geometrias complexas, e teve todo o seu
desenvolvimento baseado em coordenadas ortogonais, como a cartesiana, a cilindrica e a
esférica. Segundo Maliska (1995), muitas pessoas ainda vinculam o MDF com malhas
cartesianas, de forma equivocada, uma vez que esse método pode ser aplicado a qualquer

tipo de malha, mesmo as nédo estruturadas, usualmente utilizadas em elementos finitos.
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O MEF classico empregava funcdes peso do tipo Galerkin, que equivale ao uso das
diferencas centrais no método das diferencas finitas, para resolver os problemas de
escoamento de fluidos. No entanto, observou-se que o método de Galerkin é adequado
apenas para problemas puramente difusivos.

Um dos primeiros pesquisadores a aplicar esse método para solucdo de escoamento
foi Zienkiewiscz et al. (1976), com a publicacdo de um trabalho que aplicava o método de
Galerkin, onde as funcOes de expansdo e peso utilizadas eram funcgdes lineares e
quadraticas. Na ocasido, 0 sucesso desse metodo, deve-se ao fato do problema resolvido ser
essencialmente difusivo. Contudo, quando esse método era utilizado para resolver
problemas com convecgdo predominante, eram observados dois problemas bésicos. O
primeiro é o surgimento de divergéncias na solu¢cdo numeérica, provocadas pela utilizacéo
de um método de solucdo numeérica inadequado para este tipo de problema. O segundo é a
obtencdo de solucdes nédo realistas, isto €, solucBes que apresentavam muitas oscilacbes
numeéricas, devido ao fato de que um esquema similar ao de diferencas centrais ndo possuli
habilidade para dissipar as perturbacfes inerentes ao processo de solugdo, segundo
Zienkiewicz et al. (1976).

Para resolver problemas convectivos, passou-se a empregar as func¢des peso do tipo
Petrov-Galerkin. Este tratamento possibilitou um grande avango na aplicacdo do MEF,
permitindo a solucéo de problemas de dindmica de fluidos, com a minimizacéo dos efeitos
de difusdo numérica. Nesse método, conhecido como SUPG (“Streamline Upwind Petrov-
Galerkin™), as fungdes peso que sdo descontinuas, sdo construidas adicionando-se as
funcdes peso da formulacdo de Galerkin uma perturbacdo que atua somente na dire¢do do

escoamento.

Hughes (1987) apresenta um breve historico do surgimento do método SUPG. O
nome Petrov provém da referéncia fornecida por Mikhlin (1964), embora o crédito desta
técnica ndo se deva a Petrov, enquanto que o nome Galerkin é empregado adequadamente

pelo fato de o método SUPG estar baseado na formulacao classica de Galerkin.
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O primeiro trabalho publicado sobre esse assunto foi realizado por Hughes e
Brooks (1979), onde o metodo SUPG foi aplicado as equacOes de Navier-Stokes para
fluidos incompressiveis. Posteriormente, 0s mesmos autores publicaram outros trabalhos
sobre esse método, Brooks e Hughes (1980) e Brooks (1981). Observou-se, na ocasiao,
que nos trabalhos de Dendy (1974), Wahlbin (1974), Raymond e Garter (1976), Baker
(1979) e Argyris et al. (1984), o tratamento dos termos convectivos ou eram desprezados
ou tratados de forma incorreta. Esse problema foi completamente resolvido por Hughes e
Brooks (1982). A partir desse trabalho surgiram outros como o de Johnson et al (1984),
Johson (1982), Naver (1982), Johson e Szepessy (1985), Johson (1986), Johson e
Saranen (1986), Johson e Szepessy (1986 a), Johson e Szepessy (1986 b), os quais
desenvolveram uma analise matematica extensa do método SUPG. Nesses trabalhos essa
metodologia também foi estendida para problemas transitérios e para fluidos
incompressiveis. Adicionalmente, Hughes (1987) aplicou 0 método SUPG para a solucao

das equacdes de Navier-Stokes para fluidos compressiveis em duas dimensoes.

Atualmente, observa-se que os métodos dos volumes finitos e dos elementos finitos
resolvem problemas altamente convectivos em geometrias complexas, mostrando que
existem semelhancas entre eles. Do ponto de vista matematico, esses trés métodos
numéricos (MDF, MVF e MEF) podem ser derivados do método dos residuos ponderados,
empregando-se diferentes funcfes peso. No caso do MDF, a fungdo peso utilizada é a
funcdo delta no ponto considerado. Para 0 MVF, a funcéo peso empregada é uma constante
igual a 1 no volume elementar e igual a zero em todos os outros volumes elementares. No

caso do MEF (Petrov-Galerkin) sdo utilizadas funcfes peso descontinuas.

Embora os métodos numéricos mencionados sejam todos derivados do mesmo
principio e diferirem apenas na funcdo peso escolhida, na pratica o que se tem sdo
diferentes graus de experiéncia dos usuarios, com os diversos métodos na solucdo de

variados tipos de problemas.
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Na medida em que nesta tese € utilizada a formulacédo Petrov-Galerkin, é realizada
uma revisdo detalhada dessa classe de método. A partir da década de 80, 0 método SUPG
comecou a ser largamente empregado para a solugéo dos mais diversos tipos de problemas
de dindmica de fluidos e problemas convectivos-difusivos. Algumas das aplicacdes nessa

area podem ser vistas nos trabalhos a seguir.

Peraire et al (1986) elaboraram um procedimento para malhas irregulares com o
objetivo de melhorarem a solugdo de problemas em regime permanente das equacdes de
Euler em 2 dimensdes. A técnica é implementada utilizando-se um algoritmo de solugédo
baseado no método dos elementos finitos, com elementos triangulares e aproximacao

temporal.

Tezduyar et al (1988) empregaram o método SUPG na solucdo das equacdes de
Navier-Stokes em fluidos incompressiveis. Nesse trabalho, a técnica utilizada para
solucionar o problema do acoplamento pressdo-velocidade foi resolver as equagdes da
quantidade de movimento em termos de corrente e de vorticidade. Nesse caso, 0 nimero de
funcbes € reduzido de trés para dois e o campo de velocidade do fluido é calculado
indiretamente a partir da integracdo do campo de vorticidade. Embora essa técnica seja
atraente, ela se aplica apenas para problemas bi-dimensionais. Além disso, 0s autores
observaram que 0 uso dessa técnica tornava a convergéncia lenta e 0 processo iterativo

bastante instavel.

Brueckner e Heinrich (1991) aplicaram o método de Petrov-Galerkin para a
solugdo das equagOes de Navier-Stokes de escoamentos compressiveis. A solugdo numérica
das equagOes que governam o movimento de escoamento compressivel, em alta velocidade,
possui varias dificuldades que provém principalmente da escala de dimensédo associada as
ondas de choque e as camadas limites viscosas. Além disso, os algoritmos numéricos
invariavelmente exibem instabilidades em regibes de grandes mudancas nas variaveis.
Portanto, os algoritmos classicos devem ser modificados para manter a estabilidade e obter

solugdes fisicamente plausiveis. Nesse contexto, nos métodos de diferencas finitas e
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elementos finitos, essas modificagdes sdo conhecidas como método de captura de choque e

sdo essencialmente de trés tipos:

e métodos de viscosidade artificial representados pelos métodos de Von Neumann
e Richtmeyer (1950), Lapidus (1967) e Zienkiewicz et al (1985) e pelos
métodos de Petrov-Galerkin desenvolvidos por Hughes e Tezduyar (1984);

e métodos de Transporte de Fluxo Corrigido (FCT) desenvolvidos por Boris e
Book (1973) e Zalezak (1979); e

e método de Godunov (1959).

Cada um desses métodos tem vantagens e desvantagens segundo Woodward e
Colella (1984). O método de Godunov requer uma inversdo de Riemann e ndo é adequado
para calculos multi-dimensionais. Métodos baseados no FCT sdo dificeis de serem usados
no espaco bi-dimensional. Os métodos de viscosidade artificial introduzem parametros sem
criterio de escolha, no entanto, esses métodos sdo mais simples de serem usados em
elementos finitos. O algoritmo de maior sucesso atualmente é baseado nas idéias de Donea
(1984) e Zienkiewicz (1985) sob o nome de Taylor-Galerkin, combinado com malha néo
estruturada. Porém, esse método requer a introducdo de uma viscosidade artificial que ainda

nao tem sido totalmente resolvida.

Baumann et al (1992) desenvolveram uma técnica para acelerar a convergéncia
para solucbes estacionarias quando a formulagdo SUPG é usada. Nesse trabalho €
apresentada uma formulacdo capaz de tratar o dominio de solucdo com geometrias
complexas e usar condi¢Bes de contorno fisicas apropriadas, juntamente com uma taxa de
convergéncia apropriada para a solugdo estacionaria. Essa técnica possui as seguintes
caracteristicas: formulagéo tipo SUPG com um operador de captura de choque, refinamento
adaptivo da malha, integracdo explicita com um passo de tempo local e expansédo de Taylor

truncada, usada na formulacéo residual ponderada.
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Aliabadi e Tezduyar (1993) apresentaram uma formulacdo tempo-espaco aplicavel
em dominios deformaveis no tempo para simulacdo de escoamentos compressiveis
viscosos. A técnica empregada é o método SUPG modificado. A formulacdo de elementos
finitos das equacOes de conservacgdo é escrita sobre o dominio espaco-tempo do problema e,
portanto, a deformacdo do dominio espacial com respeito ao tempo € levada em
consideracdo automaticamente. A frequéncia de “remeshing” € minimizada para diminuir
os erros envolvidos. E demonstrado também que a combinagdo do método SUPG com a
aproximagéo espago-tempo tem capacidade de manipular problemas de escoamento

compressiveis complexos, incluindo aqueles com movimento de superficies.

Almeida e Galedo (1994) desenvolveram uma formulagdo que utiliza o0 método dos
elementos finitos com funcéo peso tipo Petrov-Galerkin combinada com um refinamento
adaptivo de malha. Essa formulacdo tem sido apropriada para resolver problemas que
apresentam ondas de choque e camadas limites, por permitir um alto refinamento na malha

nestas regides do escoamento, onde as variaveis variam fortemente.

Nigro et al (1994) apresentaram um trabalho que descreve um algoritmo para
modelar escoamento de liquido em um recipiente com gas, com especial atencdo para a
determinacdo do campo de velocidades. A discretizacdo é baseada no método SUPG. O
conceito do SUPG é usado para estabilizar ndo somente os termos de adveccdo mas
também o operador sbnico cuja estrutura complexa é responsavel pela condicdo de
incompressibilidade. Um termo de estabilizacdo proporcional ao Laplaciano da pressdo na
equacdo da continuidade e outro idéntico a viscosidade do meio sdo gerados de forma a

manter a consisténcia das equacdes.

Chittur e Venkatasubban (1995) apresentaram uma nova formulacdo para o ALE
“Arbitrary Lagrangian Eulerian Equations” descrevendo um escoamento de fluido
compressivel em termos de um sistema de malhas em movimento. Uma importante
consequéncia dessa formulacdo € a eliminacdo dos termos envolvendo a dilatacdo da rede.
Esse tipo de aproximacdo tem levado ao desenvolvimento de métodos computacionais

robustos para o tratamento da mecanica dos fluidos multi-corpo.
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Barsoum e Alexandrou (1995) apresentaram uma aproximacdo estavel para
resolver escoamentos com conveccdo dominante na presenca de efeitos de
compressibilidade. Essa aproximacao emprega as func6es peso tipo Petrov-Galerkin para as
equacBes que governam o movimento e é utilizada com sucesso em problemas de
escoamento com alto numero de Péclet. A estabilidade dos algoritmos limitam a capacidade
de modelar problemas com conveccdo dominante, onde o numero de Péclet é alto. Os
métodos de diferengas finitas tratam esse problema com “upstream differencing” para os
termos convectivos e aproximacao por diferenca central para os termos difusivos. Observa-
se que, até recentemente, antes do advento da formulacdo Petrov-Galerkin, os métodos de
elementos finitos ndo eram habeis para modelar escoamentos com alto nimero de Péclet.
Nesse trabalho aplica-se 0 método dos elementos finitos utilizando fungdes de expansao
lineares, que é semelhante a diferenca central no espaco e a diferenca para a frente no

tempo, no método das diferencas finitas.

Aliabadi e Tezduyar (1995) apresentaram uma formulagcdo de elementos finitos
baseada em varidveis de conservacgdo utilizando o método SUPG. O célculo é baseado em
um método semi-implicito sobre uma malha ndo estruturada. Os problemas de escoamento
com contorno fixo sdo resolvidos com uma formulacdo semidiscreta e os problemas de
escoamento com contorno moével sdo resolvidos com uma formulacdo estabilizada no
espaco e tempo, com dominio espacial deformavel. A formulacdo semidiscreta considera
um dominio espacial fixo dividido em sub-dominios. As funcdes de expanséo utilizadas séo

polinbmios de primeira ordem.

Sampaio e Moreira (1995) apresentaram um programa para a simulacdo de
escoamento compressivel e quase incompressivel, em duas dimensdes. A aproximacao
espacial é feita utilizando o metodo dos elementos finitos e fungdes de peso Petrov-
Galerkin. Essa formulacdo introduz termos estabilizadores da pressdo que permitem a
simulacdo de escoamentos a baixos ndmeros de Mach sem necessidade de um modelo

incompressivel.
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Storti et al (1996) elaboraram uma nova formulacdo SUPG para a solucdo das
equacOes de Navier-Stokes para fluidos compressiveis e proximo do incompressivel. Esse
método satisfaz sistemas do tipo advectivo-difusivo unidimensional e sistemas
multidimensionais com advecc¢do predominante. A formulagdo numérica é baseada no
método dos residuos ponderados aplicando Petrov-Galerkin, onde se permite testar varias
funcBes ndo necessariamente continuas. Esse método introduz uma dissipacdo numérica,
que é necessaria para estabilizar a solucdo em caso de problemas de adveccdo

predominante.

Nigro et al (1998) estudaram o desempenho de um programa computacional 3-D,
desenvolvido em elementos finitos, cujo objetivo era mostrar a capacidade do programa em
lidar com grandes faixas de problema, isto €, escoamento compressivel e préximo do
incompressivel que utiliza as equac@es de Euler ou de Navier-Stokes. O programa utiliza as
hipdteses do fluido Newtoniano e escoamento laminar. No inicio os métodos baseados no
operador “splitting” e “perturbation” eram preferidos, porém, com o uso dos algoritmos que
marcham no tempo, as matrizes de massa de pré-condicionamento (PMM) tornaram-se
mais populares. Com esse tipo de esquema de relaxacdo foi possivel acelerar a

convergéncia para solucGes do estado estacionario e obter bons resultados.

Sabundjian e Cabral (1999) aplicaram o método da expansdao em funcGes
hierarquicas na solucdo das equacGes de Navier-Stokes em duas dimensdes, para fluidos
incompressiveis em regime laminar. Nesse trabalho utilizou-se, pela primeira vez, esse
método de elementos finitos com a formulacdo de Petrov-Galerkin, em conjunto com a
expansdo das varidveis em fungdes hierarquicas nas equacOes de Navier-Stokes. O
tratamento dos diversos termos das equacdes de conservacao foi feito de forma distinta, ou
seja, para 0s termos convectivos das equacdes de Navier-Stokes foram utilizados a
formulacdo Petrov-Galerkin, enquanto que para os termos temporais, viscosos e difusivos
foram empregados a formulagdo de Galerkin. Os resultados obtidos nesse trabalho
mostraram que o método de expansao em funcdes hierarquicas foi aplicado com sucesso na
solugédo de problemas em mecanica dos fluidos, quando envolve fluidos incompressiveis

em regime laminar.
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Xikui et al (2000) utilizaram a formulacdo de Galerkin para o método dos
elementos finitos com um algoritmo implicito para a solucdo das equacGes de difusdo-
convecgdo, multidimensional, dependente do tempo. O método é formulado com base na
combinacdo de precisdo com o procedimento de integragdo numérica implicita. O
procedimento de integracéo preciso, com um algoritmo 2, é tomado como ferramenta para
determinar a derivada material (Lagrangiana) da funcdo convectiva. Os resultados mostram

um bom desempenho do método em estabilidade e precisdo dos resultados obtidos.

Wong et al (2001) apresentaram o algoritmo SUPG para a equacdo de Euler em
escoamentos compressiveis para baixos numeros de Mach. As equacdes de Euler séo
escritas em termos das variaveis de entropia, que resultam em matrizes Jacobianas
simétricas. Tem-se que, para baixos numeros de Mach, o método SUPG com escolhas
padrdes para a estabilizacdo das matrizes falha em prover estabilizacdo adequada. Isso
resulta em uma degradacdo da precisdo da solucdo. Portanto, esse trabalho, propde uma
matriz de estabilizacdo na qual incorpora argumentos adimensionais e exibe
comportamento apropriado para baixos numeros de Mach. A matriz de estabilizacdo é feita
com um conjunto de variaveis que convergem para numeros de Mach que tendem a zero. O
algoritmo resultante é capaz de calcular com precisdo escoamentos com nimero de Mach
da ordem de 10,

Willis et al (2004) apresentaram o método do elemento de contorno de Galerkin
(BEM) para a solucdo das equacges integrais em trés dimensfes. O método incorpora nés
baseado em fungdes de formato linear, de uma ou duas camadas sobre elementos
triangulares planos. A solucdo do método € acelerada usando um algoritmo pré-corretor de
transformada de Fourier (pFFT). O método é aplicado a problemas de escoamento ao redor
de esferas e de asas de avido. Os resultados obtidos foram comparados com as solucdes

analiticas e com resultados 2-D da literatura, mostrando-se bastante precisos.
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Akin e Tezduyar (2004) apresentaram, para elementos lineares e de ordem
superior, varias maneiras de calcular o limite advectivo do parametro de estabilizacdo
usado na formulacdo SUPG para problemas de escoamento. Nesse estudo foram
comparados diversas formulagdes, sendo que a formulacdo elemento matriz resultou no
menor valor do pardmetro de estabilizacdo e que o valor do parametro diminui com o

aumento do grau do polinémio.

Ghorbany e Soheili (2004) estudaram os métodos de movimento sem malha, que
formam a nova geragdo dos métodos numéricos para as equacOes diferenciais parciais
dependentes do tempo, aplicados a regides de choque ou de alto gradiente. Esses métodos
estdo acoplados ao método dos elementos finitos e suas coordenadas sdo as incdgnitas
dependentes do tempo. Um termo adicional de energia é adicionado ao método para
previnir altas velocidades, colapsamentos de nds e de concentracdo de nos em regides de

choque.

Okusanya et al (2004) descreveram um método multimalha para a solucdo de
discretizacdes em elementos finitos das equacdes de Euler e Navier Stokes, sobre malhas
generalizadas ndo estruturadas. Os termos viscosos sdo discretizados de maneira
consistente sobre malhas pouco refinadas usando a formulacdo de Galerkin. A diminuicéo
da estabilidade dos operadores ndo viscosos, devido a combinacdo dos operadores de alta
ordem com malhas pouco refinadas, € compensada por um esquema de relaxagao implicito.

A taxa de convergéncia mostra-se boa e ndo ¢ afetada pelo tamanho da célula.

Zungjun e Gecheng (2005) utilizaram pela primeira vez um esquema de diferencas
para frente, de baixa difusdo, para calcular escoamentos 3-D de sistemas de propulséo. O
esquema chamado de E-CUSP contém a energia total no vetor convectivo e é totalmente
consistente com as direcdes caracteristicas. Nesse trabalho, simulou-se bocais transénicos
de secGes circulares e retas, e dutos com ondas de choque. O esquema mostrou-se bastante
eficiente para célculos 3-D.
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Tejada-Martinez e Jansen (2005) investigaram os papéis das modelagens fisicas e
numéricas em escala submalha. As escalas submalhas foram representadas por um modelo
fisico de simulagdo conhecido pelo nome de “Smagorinsky”, ou simplesmente por modelo
dindmico, e por um modelo numérico conhecido por SUPG. Estudou-se a interagdo entre 0s
modelos fisicos e numéricos analisando-se a dissipacdo de energia associada a eles.
Baseado nesse estudo, sugeriu-se uma modificacdo no modelo fisico para descontar a
dissipacdo numérica do método. O modelo fisico modificado mostrou-se muito preciso para

escoamentos turbulentos em canais.
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3 - EQUACOES DE CONSERVACAO

As equacdes que governam a dindmica dos fluidos sdo as equacfes de conservacao
da massa (continuidade), de conservacdo da quantidade de movimento (equacbes de
Navier-Stokes) e de conservagédo da energia. Essas equacdes representam matematicamente
os trés principios fisicos fundamentais que sdo, respectivamente, o principio de
conservagao da massa, a segunda lei de Newton e a lei de conservagdo da energia, nos quais
toda a dindmica dos fluidos esta fundamentada. Esse conjunto de equacbes encontra-se

descrito neste capitulo.
3.1 - Equacao de conservacdo da massa (continuidade)

A equacdo de conservacdo da massa, escrita para um sistema cartesiano de

coordenadas em trés dimensoes, segundo Bejan (1984), é dada por:

op , alpu) , alpv), alpw) _, (3-1)
o ox oy

onde p é a massa especifica do fluido, t é o tempo, u, v e w séo as velocidades nas direcdes

X, Y € z, respectivamente.

3.2 - Equacao de conservacado da quantidade de movimento

A partir da 22 lei de Newton, pode-se escrever as equagles de conservagdo da
quantidade de movimento para cada uma das trés direcOes do sistema cartesiano de
coordenadas. Para tanto, utiliza-se a Figura 3.1, na qual se observam as forgas que agem
sobre um volume elementar de fluido em cada uma das direcGes. Essas forcas sdo as

seguintes:
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a) forcas de campo: forcas gravitacionais e eletromagnéticas (forgcas que agem por
distancia); e
b) forcas superficiais: forcas que agem na superficie do volume elementar, forgas

normais ou tangenciais.

h S
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r_ dxdy < ( +—é§a‘deydz
e ot
f xx
pdydz ——> '___ 5 [rﬂ +—ax dt}dydz
Ad c X
T dydz — -
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dxdz B
Fe : (sz + O dz]dxaj)
a z

dx

Figura 3.1 — Elemento de fluido em movimento.

A forma genérica das equacdes de conservacdo da quantidade de movimento,

segundo Anderson et al. (1984), para cada uma das trés direcoes é dada por:

oU oF oG oH
— + + — +
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A equacdo (3-2) é conhecida como sendo a forma conservativa das equacdes do

movimento, onde U, F, G, H e J sdo representados pelos seguintes vetores:

pu
U=|pv|; (3-3)
PV
2
PUT+P - Ty
F=|pwu - 7y ; (3-4)
PVU - Ty,
PUV = Tyy
G= p\/2+p-z'yy ; (3-5)
PW - 7,
PUW = Ty
=| W - 7y ; (3-6)
e+ p - Tz
€
Ay
J=|pfy | (3-7)
o P

onde p € a pressdo, fy, fy e f;, sdo as forcas de campo, 7, 7y, Tyz s Tyxs Tyy s Tyz 1 T Tay € Ty

sdo as tensdes de cisalhamento, em cada um dos planos.
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Assume-se que o segundo coeficiente de viscosidade média () € igual a —% da

viscosidade dindmica (). Portanto, as tensOes de cisalhamento que aparecem nas equagdes

(3-4), (3-5) e (3-6) sdo representadas por:

Tyy = E,u 28_u_ o ; (3-8)
3 OXx oy oz
2 oV ou  ow
Tyy =5 H ~ T AT (3-9)
3 oy Ox oz
2 ow ou ov
= — 2—- —- — 3-10
Tz 3 H [ o7 ox 8y] ( )
ou ov
Tyy = U (ng &J = Tyxs (3-11)
ow ou
Txz =H (&4‘ Ej = T (3-12)
N oW
Ty, = U [EJF Ej = Ty (3-13)

Nota-se que devido a continuidade do meio demonstra-se que as tensdes de
cisalhamento sdo iguais no caso em que os indices sdo iguais, ou seja, %y = Tyx, Tz = Tx €

Ty = Tyy.

A viscosidade dinamica neste trabalho é considerada constante. Além disso, na
medida em que a massa especifica do fluido compressivel é baixa, ndo se-considera nesse

trabalho as forcas de campo, portanto, o termo fonte representado pelo vetor J é nulo.
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A partir da equacéo (3-2), considerando-se as hipdteses assumidas, e lembrando que
o fluido é compressivel, obtém-se as equacdes de conservacdo da quantidade de movimento

para cada uma das direcOes X, y e z, respectivamente:

opu , olpw) , olow) olow) __dp 4 0% o S

a o ox oy oz ox 3%al Har M
2 2 2
o, o(pwu) +5(P'VV)+5(PVW) _.op ﬂﬂ 4 0V ,uﬂ -(3-15)
ot O oy oz oy x? 37 oy? 72
e
2 2 2
6PW+ o(owu) n 6(IOWV)jLa(pWW) _. @+ 6_W+’U6_W +ﬂ’u6_w_ (3-16)
ot OX oy 0z 0z ox2 2 3" 572
Define-se a variavel velocidade méssica em cada uma das direcdes X, y € z, como
sendo:
Gy=pu; (3-17)
Gy =pV; (3-18)
e
GZ :pW' (3'19)

Substituindo-se as equacdes (3-17), (3-18) e (3-19) nas equacdes (3-14), (3-15) e (3-
16), respectivamente, a fim de simplifica-las e obter as novas equacdes de conservacdo da

guantidade de movimento:

2 2 2
aG, +a(GXu) +a(csxv) +a(caxw) _ o, iﬂﬁ u +#a u +ﬂa U\ 3.20)
ot X oy oz ox 3" ox? oy? oz°




37

oG, olGu) olG,y) alGw) e v 4 o o
+ + + = — o pu— +u—5 ;(3-21)
ot X oy oz oy 237 gy? 2
(§]
oG, aGu) aG,y) aGw) ap  ’w w4 d*w (3-22)
a o ox oy a o Ml 2 T3ty

3.3 - Equacao de conservacao da energia

Aplicando-se o 1° principio da termodinamica, em um volume elementar de fluido,
obtém-se a equacdo de conservacgdo da energia para um sistema de coordenadas cartesianas

em trés dimensdes que, segundo Anderson et al. (1984), é dada por:

olpe) | dpeu) | Apev) alowe) _ Q  \uor pdivV + ¢, (3-23)
ot

ot OX oy 0z

onde e € a energia interna especifica, K € a condutividade térmica (que neste trabalho é

assumida como sendo constante), T é a temperatura, Q é a geracdo de energia interna por

unidade de volume e ¢ ¢é a funcdo de dissipacao, que é definida pela seguinte expresséao:

(au)z (6\/}2 (awjz (6v auj2 [aw av)2
p=ul2l—| +2/—| +2/—| +|—+—| +|—+—| +
OX oy 0z oX oy oy oz

2
(2.2 g(a_“ﬂﬂﬂ. @29

Para 0 caso de gases perfeitos, pode-se reescrever a equacao (3-23) em termos da

energia interna por unidade de volume, E, ou seja:
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ot OX oy 0z OX oy

(awjz o o) awavz(au awjzzauavaw
+2| —| | —+— | H|—F+— | +|—F— | = —F+—+— ]|,
0z ox oy oy oz 0z oOx 3(ox oy oz

(3-25)

- 2 2
L 8(Eu)+ 8(Ev)+ o(Ew) :%+ KV2T — pdivV + ,u{ Z(a—uj +2(ﬂj +

onde assume-se que ndo ha geracao de energia interna, ou seja, Q € igual a zero e E € dado

por
E=pe. (3-26)

O célculo da temperatura € feito a partir da definicdo de calor especifico a volume

constante para gases perfeitos, que é dada por:

®l e, , (3-27)
aTl,

onde c, é o calor especifico a volume constante. Assumindo ¢, constante e integrando a

equacdo (3-27), obtém-se a seguinte expressao:
e-eqg=¢c, (T-Tp). (3-28)

Assumindo-se que o estado “0” é um estado de referéncia, no qual a energia é igual

a zero, a equacao anterior é reescrita da seguinte forma:
e=c,T. (3-29)

Colocando a temperatura em termos da energia interna por unidade de volume,

obtém-se a seguinte equacao:
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E=pc,T. (3-30)

3.4 - Equacao de estado

Assumindo que o fluido compressivel é um gas perfeito, a sua equacao de estado €

dada pela equacao universal dos gases perfeitos, ou seja:

p=pRT, (3-31)

onde R é a constante do gas.
3.5 - Equagdes em duas dimensoes

O desenvolvimento matematico do método de expansdo em fungBes hierarquicas,
proposto neste trabalho, envolve as equagOes de conservacdo da massa, as equagdes de
conservacdo da quantidade de movimento, as equacgdes de conservacdo da energia e as
equacOes da velocidade massica em duas dimensdes, além da equacdo de estado e da

equacao da energia interna.

A partir da equacdo (3-1) obtém-se a equacdo de conservacdo da massa em duas

dimensGes, que é dada por:

9P o oy (3-32)
ot ox 0z

As equac0es de conservacdo da quantidade de movimento originam-se das equagoes
(3-20) e (3-22), que para as coordenadas cartesianas x e z sdo, respectivamente:

2 2
0y BN Bw 4 % o (3:33)
ot OX oz OX 37 ox2 022
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2 2
oG, . oG, u . oG,W _ op . #a_w +£#a_w_ (3.30)
ot OX Ford oz ox 2 3" a2

As equacbes da velocidade massica para as coordenadas cartesianas x e z S&o,

respectivamente:
Gy=pu; (3-35)
G,=pw. (3-36)

Reduzindo-se a equacédo (3-25) de trés para duas dimens@es, obtém-se a equacdo de
conservacao da energia nas diregdes x e z, que € dada por:

OE OEu  OEW o U ow u ow)?
— +— +—=kV T —p| —+— |+ —+— | +
ot OX 0z ox oz 0z OX

2 2
+2u [8_uj +(@j +8_u@ _2_y[8_u+@j (3-37)
OX 0z OX 0z 3\ox oz

As outras equacdes, equacdo de estado e equacdo da energia interna, ndo se alteram

ao se passar de trés para duas dimensdes.
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4 - DESENVOLVIMENTO TEORICO

O método numérico proposto, neste trabalho, consiste em uma aplicacdo do método
da expansdo em func¢des hierarquicas, para a solu¢do de problemas de escoamento em duas
dimensdes, de fluidos compressiveis em alta velocidade. No desenvolvimento deste
trabalho sao utilizadas as equagdes da continuidade, de conservagdo da quantidade de
movimento, da velocidade méssica, de estado, de conservacao da energia ¢ da temperatura,
conforme o desenvolvimento realizado no capitulo anterior e cujas equagdes em duas

dimensdes sdo mostradas resumidamente a seguir.

Equagdo da continuidade:

9 opu Opw 0 . (4-1)
ot Oox 0z

Equacgdes de conservagdo da quantidade de movimento:

oG, N oG .u N oG,w _ op 4 8%u 0%u

= + —p— + u—; 4-2
o ox 2 o 3N M2 (+2)
e
2 2
oG, +6qu+ oG, w :_8_p N ﬂ&w +iﬂ8w. (4-3)
ot ox oz 0z o2 37 522
Equagdes das velocidades massicas:
Ge=pu; (4-4)
e

G,=pw. (4-5)
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Equagao de estado:

p-pRT=0. (4-6)

Equagdo de conservacao da energia:

2
8_E +aﬂ + aEw:kva_p(a_“a_w]W(a_“a_w} +
ot ox 0z 0

2 2
+2u [a—uJ +(6—Wj +6—u@ —2—ﬂ(a—u+%j (4-7)
ox Oz ox Oz 3\ox oz

Equacao da temperatura:
E=pc,T. (4-8)

Neste trabalho ¢ utilizada a formulacao de Petrov-Galerkin consistente na solugao
das equagoes de Navier-Stokes, sendo que as fungdes de expansdo utilizadas sdo baseadas
em polinomios de Legendre, ajustadas nos elementos retangulares de uma forma

conveniente.

A seguir sdo apresentados todos os passos do desenvolvimento matematico aplicado
ao conjunto de equagdes de conservagdo e de estado, equagdes (4-1) a (4-8), para resolver
problemas que envolvam fluidos compressiveis em alta velocidade em duas dimensdes. O
primeiro passo ¢ integrar e pesar esse conjunto de equacdes em cada elemento. A funcao
peso utilizada em todos os termos das equagdes de conservacdo, de estado e algébricas,
segue a formulacdo Petrov-Galerkin, conhecida como formulagdo Petrov-Galerkin
consistente. A partir dessa manipulagdo matematica, obtém-se, entdo, um conjunto de

equagdes cuja solucao apresenta o campo de velocidades, pressao e temperatura do fluido.
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Observa-se que os termos convectivos das equagdes de conservacao sao idénticos, a

menos das varidveis envolvidas, isto facilita a solu¢do numérica das equacdes.
4.1 - Discretizacdo do dominio de solucéo
Como mencionado anteriormente, este trabalho utiliza malhas cartesianas

estruturadas para a discretizagdo do dominio da solugdo. A Figura 4.1 apresenta um

esquema de uma malha retangular estruturada, da forma como ¢ utilizada nesta tese.

(i-1j+1) (ij+1) (i+1,j+1)

Xi-1,Zj+1 @ XiZji] ® Xi+1,Zj+1 @

(i-1,j) Elemento (i,j) (i+1,))
X2 ® X,z ® Xit1,Z ® Az

(i-1,j-1) (ij-1) (i+1,j-1)

XinZjs ® X;,Zj.] ® Xi+1,Zj-1 ®

z
Ax,j
0 x

Figura 4.1 — Esquema da malha retangular utilizada.

Na malha da Figura 4.1, Ax;; é o espagamento na dire¢do x do elemento i,j, Az;; € o
espacamento na direcdo z do elemento i,j e as coordenadas x;; € z;; representam o ponto

central do elemento i,;.

Para facilitar a solucdo das equacdes de conservagdo e, posteriormente, permitir o

uso de geometrias irregulares, sem grandes modificacdes nas equacdes, ¢ utilizado um



44

outro sistema de coordenadas. Nesse novo sistema, as coordenadas sdo as variaveis & e 7,
cuja correspondéncia com as coordenadas do sistema cartesiano x e z, de cada elemento, ¢

dada por:

=2 ; (4-9)

Az (4-10)
Observa-se que tanto £ como 7 variam de —1 a 1 dentro do elemento 7,j. Nota-se que
as coordenadas & e 77 sdo coordenadas locais de cada elemento.

As derivadas das coordenadas £ e 7 em fungdo das coordenadas cartesianas x ¢ z

sdo obtidas pela derivacdo das equacdes (4-9) e (4-10), respectivamente, obtendo-se o

seguinte:
% _ L; (4-11)
ox Ax,;

e
on_ 2 (4-12)
0z Az

As variaveis p, u, w, Gy, G-, E, p e T sdo descritas por uma série de fungdes dentro

de cada um dos elementos i,j do dominio de discretizagdo, como se segue:
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M M M M
p=>p.N,; u=>u N ; w=>wN,; G =>G,N,;
m=I m=I m=1 m=1 (4_ 1 3)
M M M M
G,=>G,,N,; p=>p,N,; E=DE N;e T=>TN,.
m=1 m=1 m=1 m=1

onde M ¢ o numero total de fungdes utilizadas na expansdo em série das variaveis, N, € a
m-ésima funcao de expansao para 0 elemento ij e
ol b Wi Gh G

oGl JEY pi eT,’ sdo, respectivamente, os coeficientes das

variaveis p,u,w, G, , G,, E, p e T, correspondentes a m-ésima fun¢do de expansdo para o

elemento i,/ da malha. Ressalta-se que, dependendo do grau da expansao ou do niimero de
funcdes de expansdo utilizadas nas séries, pode-se ajustar a precisdo desejada para a

solucdao. Uma descricao das fungdes de expansao ¢ fornecida no item 4.3.

4.2 - Desenvolvimento matematico das equacgdes de conservagdo para um

elemento

As equacdes utilizadas para calcular o escoamento desejado sdo obtidas pela
integracdo ponderada das equagdes (4-1) a (4-8), como ¢ apresentado no desenvolvimento

que se segue.

Pesando-se e integrando-se a equacdo da conservagdo de massa no elemento ij,

equacdo (4-1), obtém-se a seguinte expressao:

[ 2, P gy +[p, P gy +[p, OPY ay =0 param=1,...M, (4-14)
o ot o X o 0z

onde V ¢é o volume do elemento ij, P,

¢ a m-ésima fungdo peso associada a m-€ésima
fungdo de expansdo no elemento i,j. Observa-se que essa equagao representa um sistema de
M equagdes para o elemento i,j. Sendo que a m-ésima equagdo corresponde ao m-&simo

coeficiente da expansdo da correspondente varidvel ou da m-ésima funcio de expansio.
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Aproxima-se a derivada temporal, presente na equagao anterior, por uma diferenca

para trds e obtém-se a seguinte equacao:

M
ij PPy +ijaﬂdV +.[Pm opw dV=0 ,param=1,.,M, (4-15)

At 7 ox 7 0z

—-At 1 It . .
onde p"* é a massa especifica calculada no instante de tempo anterior, ¢ — Af . Observa-se

que ndo ¢ utilizado nenhum simbolo para denotar as variaveis no instante z. A fungdo peso
P,, segue a formulagdo de Petrov-Galerkin sendo dada, segundo Hughes e Brooks (1982),

por:

. A ON A ON
2 7 ox 2 7 oz

onde u; ; ¢ a velocidade média no elemento i,/, na direcdo x, ¢ w, ; ¢ a velocidade média

i,j Lj

no elemento i,j na direcao z.

De forma andloga, pesando-se e integrando-se as equag¢des de quantidade de
movimento (4-2) e (4-3) para as direcdes x € z, respectivamente, no elemento 7,; de volume

V, obtém-se, respectivamente, o seguinte conjunto de equagdes para u € w no elemento i,j:

oG ..
G [ 5
op 4 8u 2 ,param = 1,...,M (4-17)
jP de+jP - dV+IP ﬂaz dv
€
w
.[ jP dV +J.P 8(;; dV =

,param = 1,...M. (4-18)
= -jP apdV—l—J.P,u dV+jP 4#a_de
0z o2 3" 822
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Nas equagdes da quantidade de movimento, equagdes (4-17) e (4-18), aproxima-se
também a derivada temporal, por uma diferenga para trds, obtendo-se, respectivamente, as

seguintes expressoes para as velocidades nas diregdes x e z,:

G Gt —At w
j Tx T gpg j Gy jP 0Gx " gy =
8x 0z
5 ,param = 1,....M, (4-19)
jp apdmjp fua—dmjp ua—dV
ox ox? ow?
_Gi4 u w
ij—GZ i av + [ p, 95 dV+ij 0G=" 1y =
” At ” ox 0z
.param=1,....M, (4-20)
= -jpma—pquLij G WdV+_[ 4pa—de
v 0z v ox? "3 32

_ —A ~ . , . . . ~
onde G ¢ G sdo as velocidades méssicas, respectivamente, nas diregdes x e z,

calculadas no instante de tempo anterior. Novamente ndo ¢ utilizado nenhum simbolo para

denotar as variaveis no instante t.

Pesando-se e integrando-se as equagdes da velocidade massica, nas dire¢des x e z,

equacgdes (4-4) e (4-5), respectivamente, no elemento 7, j de volume V, tem-se o seguinte:

IPm G, dV—IPmpudV=0,param= 1,..M (4-21)
v

[ PG, dV = pupowdV =0, param=1,..M. (4-22)
4

Integrando-se e pesando-se a equagdo de estado, equacdo (4-6), no elemento i, j de

volume V, obtém-se a seguinte expressao:
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[Pwpdv - pupRTaV =0, param=1....M. (4-23)

Integrando-se e pesando-se a equagdo de conservagdo da energia, dada pela equagdo

(4-7), no elemento i, j de volume V, obtém-se a seguinte expressao:

OF
jP dV jP axudV jP

OEw

Oz

dV =

=[P, | = Ou aw]dV jP KV*Tadv +
o ox 0Oz

2
()2 2 oA
” Oox ox Oz 1574 "3 Oox 1574

param=1,..,.M. (4-24)

Analogamente as equagdes anteriores, aproxima-se a derivada temporal, presente na

equacgao (4-24), por uma diferenga para tras e obtém-se a seguinte equacao:

_pt-At
ij E-L 7 iy jP OB jP Ew v -
At 8x 0z

=-jpmp(a—“ + @)dm [P, kVTdV +
’ ox 0z V

2
+jP 2u (a”‘J 8_u8_w+[8wj dv - jP 2 (a”‘}(@j dav,
ox ox 0Oz oz 3 ox 0z
param=1,...,.M, (4-25)

onde E74 éa energia calculada no instante de tempo anterior ¢ — A¢ .

Finalmente, integrando-se e pesando-se a equacdo da temperatura, dada pela

equacdo (4-8), no elemento i, j de volume ¥, obtém-se a seguinte equacao:
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[ PwEdV —[ pype,TdV =0, param=1...M. (4-26)

Observa-se, novamente, que cada uma das equacdes (4-15), (4-19), (4-20), (4-21),
(4-22), (4-23), (4-25) e (4-26) representam um sistema de M equacgdes para o elemento i, ;.

A partir dessas equagdes, obtidas pela integragdo das equacdes (4-1) a (4-8) nos
elementos da malha, aplica-se 0 método de expansdo em fungdes hierdrquicas para a

obtencao das varidveis desejadas.
4.2.1 - Equacéao da continuidade

Para obtencdo da expressao utilizada no calculo da massa especifica (p), abrem-se

as integrais da equagdo (4-15), para as dire¢des x e z, chegando-se ao seguinte:

'”P dxdz+IjP 'Oudxdz +JJP dexdz—O,

para m=1,..., M. (4-27)

Nota-se que na equagdo (4-27) assume-se a largura unitdria para o dominio na

dire¢do y.

A fim de facilitar o célculo das integrais e, futuramente, o uso de geometrias
irregulares faz-se a mudanga do sistema de coordenadas x e z, para £en por meio das
equacdes (4-9), (4-10), (4-11) e (4-12). Além disso, introduzindo-se a expansdo das

variaveis p, G, e G,, dados por (4-13), obtém-se a seguinte expressao:
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M 11 M
i.j ) AxijAzij Azi,; il ! ON, Ny
IS T jl jlpmzvndfdm P JL T =g den+

Axuz l]J‘ J‘ aNndeead %épz—mj‘llj‘llpm]vndédn

para m=1,..., M, (4-28)

onde os indices i,j, nas fungdes de expansdo e peso, foram suprimidos para nao

sobrecarregar a notagao.

Dividindo a equagio (4-28) por ——" ¢ colocando-a na forma matricial

tem-se:
A"Jﬁ"’f = [;i’f, (4-29)

onde a matriz 4" é a matriz de expansdo da variavel p no elemento i, j, p" é o vetor dos
coeficientes da massa especifica p no elemento i, j e b" é o vetor resultante para a massa
especifica no elemento i, j. Nota-se que a dimensdo da matriz 4" é (M x M) e a dimensio

dos vetores 5% e b" & (Mx1). O elemento (m,n) da matriz 4% ¢ dado por:

.. 1
A;ﬁ{n:At Zukﬂmnk zwkj/mnk’ (4-30)
,J k=1 9] k=1

e o m-¢ésimo componente do vetor resultante, para o elemento i, j, ¢ dado por:

. M .
b ==Y plhNal, (4-31)
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rametr i ] ] bJ a fini r integrai fungo
Os par@metros /. ém,n,k € Yk S30 definidos po egrais das fungdes peso e

expansao, da seguinte forma:

Npdé&dn+

ahn= Elﬁlf’m N,d&dn = ﬁlﬁle N+ dédn Ait . J‘il'ﬁl aévfm
Lj

s 1 ¢l O
+ 7w ﬁf Ny Non nydedn ; (4-32)
Azij~ on

11 1

1
i ON, N ON,N
i~ | L2 b dn = [ [ 22
—-1-1 é —-1-1 f

11 11
Laid A HaNmaN”degdmw”J a1 ”aN’”aN”N"dédn;
Axi;j—l—l aéf aé: AZI,J 15 87’] 85

e (4-33)

11 11
ON, Nk ONuNk
Vi = [ P S dgdn = [ [Ny =2 = dddn +
-1-1 -1-1

11 11
Axig Yoy O o Azig Sy o o

(4-34)

Observa-se que pP,, ¢ a fungdo peso dada pela equacdo (4-16). Nota-se que os

parametros a;/, estdo associados com o termo temporal e os pardmetros A"/ p ©

h —m,n,

L )
;/’;1/}1 ;> COM 0s termos convectivos.
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4.2.2 - Equacéao da quantidade de movimento na direcdo x

Para o célculo da componente G, da velocidade massica, aplica-se inicialmente o

Teorema de Green na equagao (4-19), obtendo-se o seguinte:

G’ A oG oG
jp T gy + (B, S av + [P, xde=-ija—pdV+
ox oz ox
V |4
oP,, ou oP,, ou

+oulfp, s - ——dV P,

H j; 6x J. :| {j; Oz
param=1,...,.M, (4-35)

onde S ¢ a area externa do dominio da solugdo. Observa-se que os termos que envolvem
integrais de superficie somente aparecem para os elementos localizados nas regides de

contorno da malha.

Abrindo as integrais da equagdo anterior, para as diregdes x € z, tem-se a seguinte

equacao:

dxdz =

2 %M S o e + “p

Xz

=-J.J.Pm2—idxdz+§u{[(Pm Z—ZJ dz ”aia—”d dz]
Yz Z x=Lx

wMPmZ_Zl . J oP, 8u }

param=1,..., M, (4-36)

onde Lx e Lz representam simbolicamente os respectivos extremos x € z do dominio da

solucao.
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Fazendo-se a mudanga do sistema de coordenadas x e z para as variaveis locais & e
n, de acordo, respectivamente, com as equacoes (4-9), (4-10), (4-11) e (4-12) e
introduzindo-se a expansdo para as variaveis p, u, w, Gy, e p dadas por (4-13), obtém-se a

seguinte equagao:

an {Ax,,dz,,j‘lj-lp Nd§d77+ ,jz J"J' aN’%defd N

Axij A ¢t ON,N _ Axij Az G
+ 2’;wkjlijma—nkd§dn}—TTJ; "j j P N,dédn -

=1
Azi; ¥ 0 Mo 4 Azl !
n=l1 .y

5 n=1 Axi,j -1 ¢
18P ON, A 1| ] = | o OPw AN
ij I(PmaN”) df—j_l ; m n
ag o Azij| o on ), on on
param=1,...,M. (4-37)

Observa-se novamente que os termos de integral de superficie somente aparecem

nos elementos localizados nas regides de contorno do dominio da solugdo. Dividindo a

equacdo (4-37) por —=2—"/ ¢ colocando-a na forma matricial tem-se:

AYGY =Y (4-38)

onde a matriz 4" ¢ a matriz de expansio dada pela equacdo (4-30), é;f ¢ o vetor dos

coeficientes da velocidade massica G, para o elemento , j ¢ b,/ é o vetor resultante para a

velocidade maéssica para o m-ésimo componente do vetor resultante, para o elemento i, j,

que ¢ dado por:
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M
b)ic’jz lzGt At l] . an l] n
Atnl Yij n=1
(4-39)

S 164 (cis e 2 (i, pir, )
+Zu szn_Dxmn 2 men_Dzmn
n=1 3AX1] AZi,j

Os parametros C'/, C'/, D'/, D! e Q" sdo definidos por integrais das

fungdes peso e expansao, da seguinte forma:

dn— fcejp ON,
&=l

dn =

E=—1

j dn = fcdjp ON,
o¢

-1

CZZ,n _ j‘(Pmaajgn

-1

&=l

1 1
- . At ONmON
=fcd[J.Nm aN”dnH?” A1 jaévmaév”d wh " nd;y -
-1 xl] -1 ‘f f AZi,j -1 811 8&5 ol
1 1 1
. At «ONmON
_fce[J'Nma(;vn ey At J'éévm aévndn+Wl’j " ndiy
-1 é: Ax,‘,j -1 é: é: AZi,j 1 611 85 fe
(4-40)
T [ (0
W—f P, Nn dé = fes[ p,ONol - dg— fei[ p,ONo| g =
=1 -1 877 y=l 1 811 =1
1 1 1
- .. At cONmON
fCS{J‘NmaNndf+L_ll’j At J-aNmaNndf+Wl’j J- m ndé B
S om Axij Sy O O Azjj—1 On  On
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1 1

1
ON. .
~ feil [Ny S de i 41 72 dé
-1 1 dvij Sy O O Azij-1 On O
(4-41)
apmaNn aNmaNn
an_J‘J‘ & of —II ——d&dn+
2 12
ey At ”6 ]\gnﬁévndgd - At aa]gmﬁévndgd”
Axl] —1-1 85 é AZI'J'_I_I ;7 é: é
(4-42)
11
3 OPnON, ONyuONy
P ” on 611 oy detn=]] on oy o
Lyt At % NnaNndSZd —ij Al ”a NmaNndéd
Axl] 11866 on AZI] ~1-1
(4-43)
11
T 8Nn Nu
Qiiln= _Jl_lpm dédn = J JNm S dsdn+
ey At jjaNm6N”d§d i At J-J-éNmaNn dédn
Axij oy % OC zij o o %
(4-44)

Observa-se que os pardmetros «,;,’/, estdo associados com o termo temporal; os

com os termos convectivos; os pardmetros D >/ e D_%/ | com os

A Lj
parametros £, Xm,n Zm,n >

m,n>

termos difusivos; os pardmetros C,/ , com as condi¢des de contorno nas faces x do

elemento; e a matriz CZ;;] , » com as condigdes de contorno nas faces z do elemento.
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Os termos fed, fce, fcs e fci, que aparecem nos parametros de contorno C’)}jm . €

cLJ, . »sdo denominados fatores de contorno e sdo definidos como se segue:

fed: € igual a 1, se a face direita do elemento i, j estiver no contorno do dominio da

solucdo e igual a zero, se ndo estiver;

fce: € igual a 1, se a face esquerda do elemento i, j estiver no contorno do dominio da

solucdo e igual a zero, se ndo estiver;

fes: € igual a 1, se a face superior do elemento i, j estiver no contorno do dominio da

solucdo e igual a zero, se ndo estiver;

fci: € igual a 1, se a face inferior do elemento i, j estiver no contorno do dominio da

solu¢do e igual a zero, se ndo estiver;

4.2.3 - Equacéao da quantidade de movimento na direcéo z

Para o célculo da componente w da velocidade massica, aplica-se, inicialmente, o

Teorema de Green na equagao (4-20), obtendo-se a seguinte equacao:

G. -G 0G.u oGw p
lpm j V+ij = dV_-.V[PmaZdV+
+- u[jSP —ds- jap'" W } [§P M as - j%g—;”dr/
Vv
param=1,....M, (4-45)

onde S ¢ a area externa do elemento 7, j.
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Abrindo as integrais da equagdo anterior, para as direcdes x € z, tem-se a seguinte

equacao:

”p “O:” G <], ”p Y ez =
:-££ng—]:dxdz+§y[£(Pm%Vl g [ [9Fm aw ]
+y[I(ng—:j dz - jjaia—wdxdz} param = 1,..., M, (4-46)

Fazendo-se a mudancga do sistema de coordenadas x e z para as variaveis locais & e
n, de acordo, respectivamente, com as equacdes (4-9), (4-10), (4-11) e (4-12) e
introduzindo-se a expansdo para as variaveis p, u, w, G. e p dadas por (4-13), obtém-se a

seguinte equacao:

n=

>a., {Ax"AZ”HPmNnde‘dﬂJr S J 2 dan

44T =

n=

Axl]z k'[J‘ 5N,,de§ } AXzJAsz tAtJ‘ J’ p,, Nddn -

n=l1
MM a0 AN M4 A
_ ;sznj'_lj._lpm - “dédn+ Y w, JH L J' p, ONn dé -
n=1 U n=1 n=-1I

Azij| -1 on

\ 0Py AN, | aN,,é
2 () o

on n

1 OPn ON,
o0& o

’

1L

param=1,...,M.

(4-47)
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Dividindo a equagdo (4-47) por —=L—"/ ¢ colocando-a na forma matricial

tem-se:

AVGY =Y, (4-48)
onde a matriz 4” ¢ a matriz de expansdo e ¢ dada pela equagdo (4-30), Gi’j ¢ o vetor dos

coeficientes da velocidade massica G, para o elemento i, j e b/ ¢é o vetor resultante para a

velocidade massica G, para o elemento i, j. O m-ésimo componente do vetor resultante,

para o elemento i, j, ¢ dado por:

pii = L %Gt drgif

anl/f

z
At n=1 lJn 1
o , (4-49)
16,u 4/‘ ( )
+ Za) n —2(C)lc]m,n _D;]m,n )+—2 Céjm,n D)lcm n
n=1 |34z Axij
ij ij ij ij

A ij ~ . .., .
0s parametros g/, Dz, S30 as integrais ja definidas

me,n’ CZm,n’ Dxm,n

anteriormente € o parametro 1//’”’1] , € definido por:

11 11

¥ ON ON _ii At ON, ON

j _ n _ n 1,] m n

v = [ [ Pm - dédn = [ [N, oy dein jj ooy dddn
~1-1 ~1-1 Axij -

pid A ”aN’"aN”dgd (4-50)
Azij L5 o o
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4.2.4 - Equacdo da velocidade massica na dire¢do x

A partir da equacao integrada e pesada da velocidade massica na direcao x, dada por

(4-21), abrem-se as integrais nas respectivas direcdes x e z, resultando no seguinte:

”Pmedxdz - ”Pmpudxdz =0 ,param=1,..M. (4-51)

X z

Faz-se a mudanga de variaveis de x e z para £ e 77, e introduz-se a expansao para as

variaveis G,, p e u, dadas por (4-13), obtendo-se a seguinte equacao:

11

11
unfpkj PmNndegdn=f:GxnHPmNndgdn cparam=1,..M . (4-52)
=1 k=1

n ~1-1 n=l -1-1

Escrevendo a equacdo anterior na forma matricial, para o cdlculo da velocidade u,

tem-se:
AU =B, (4-53)

onde a matriz 41 ¢ a matriz de expansdo da variavel u para o elemento i, j, i é o vetor
dos coeficientes da componente de velocidade u para o elemento i, j e b’ ¢é o vetor
resultante para a velocidade u no elemento i, j. Nota-se que a dimensdo da matriz 4" ¢é

(M x M) e a dimensdo dos vetores " e Eu” ¢ (Mx1). O elemento (m,n) da matriz Ai’l{ ¢

dado por:

M
Aitn = 2 Pk Ok s (4-54)
=1
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onde o pardmetro ¢/ ¢ definido por:

11 11 11
H%nk: J.J.PmNndefdﬂ: J.J.NmNndefdﬂ‘i'ul’]_J.J. " Ny Ny dédn +
" Axi i o¢
—1-1 -1-1 ) —1-1
11
. o
+w”fi” Ny N edédn . (4-55)
Azii 67’]
Zij -1-1

O m-ésimo componente do vetor resultante para o elemento i, j ¢ dado pela

expressao:

7T M ..
bth){n,n = Z Gxn 0551}1111 ) (4-56)

n=1
onde ¢/, € aintegral ja definida anteriormente.

4.2.5 - Equacéao da velocidade massica na direcéo z
Na seqiiéncia, desenvolve-se a expressao utilizada para o célculo da velocidade na

dire¢do z, a partir da equacdo (4-22), cujas integrais sdo abertas nas respectivas direcdes x e

z, resultando no seguinte:

P,G.dxdz— || P,pwdxdz=0 ,param=1,...,.M . (4-57)
] ]
Xz X z

Realiza-se a mudanca de varidveis de x e z para £ e 7 e introduz-se a expansao para

as variaveis G,, p e w, dadas por (4-13), obtendo-se a seguinte equagao:
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11 11
iwnipkijmNndecfdn = fc;zn”PmNndgdn ,param=1,.,M. (4-58)
N n=1 e

Reescrevendo a equagdo (4-58) na forma matricial, tem-se uma expressao para o

calculo da velocidade w, ou seja:

A @ =bl, (4-59)

onde a matriz 4" ¢é idéntica & matriz de expansdo da variavel u, equagio (4-54), W'’ ¢é o
vetor dos coeficientes da componente de velocidade w para o elemento i, j ¢ b, é o vetor

resultante para a velocidade w para o elemento i, j. O elemento (m,n) da matriz 4"’{; ¢ dado

por:
A = D PO (4-60)
k=1
O m-ésimo componente do vetor resultante para o elemento i, j ¢ dado pela
expressao:

M
Biimn = 2 Gzniiln (4-61)
n=1
Os parimetros o/, € Q’m/n , S30 as integrais ja definidas anteriormente.
4.2.6 - Equacao de estado

A partir da equagdo de estado integrada e pesada, dada por (4-23), abrem-se as

integrais nas diregdes x e z, respectivamente, obtendo-se a seguinte equacao:
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[ | Ppdxdz— [ [ P, pRTdxdz=0 . (4-62)

Xz Xz

O mesmo procedimento matematico adotado para as equagdes anteriores ¢ utilizado

nesse caso, ou seja, faz-se a mudanca de varidveis de x e z para £ e 75 e introduz-se a

expansao para as variaveis p, p e 7, dadas por (4-13), obtendo-se a seguinte expressao:

M 11 M

M 11
> o] [PuN,d&dn—RY. p,> i [ [ PyN,Npdédn =0,
n=l _1-1 n=l k=l _1

param=1,...,M. (4-63)
Reescrevendo a equagdo anterior na forma matricial tem-se:

AV B = i (4-64)

P P2

onde a matriz 4’;{ ¢ a matriz de expansio da varidvel p para o elemento 7, j, 5"/ ¢é o vetor
dos coeficientes da pressdo para o elemento i, j € b ’g ¢ o vetor resultante para a pressao no
elemento i, j. Nota-se que a dimensdo da matriz 4’;{ ¢ (M x M) e a dimensao dos vetores
pleb ’Z ¢ (Mx1). O elemento (m,n) da matriz A’Z ¢ dado por:

i,j _ i,
Apm,n _am,n .

(4-65)

O m-ésimo componente do vetor resultante para o elemento i, j ¢ dado pela

expressao:

. . M M . .
B =R Py 1403, - (60
k=1

n=1
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~ i,j i)j ~ . . .y, . .
Os parametros «,,, ¢ 6,  sdo as integrais ja definidas anteriormente.

4.2.7 - Equacéao da conservacao de energia

Com base na equagdo integrada e pesada da energia, dada por (4-25), aplicando-se o

teorema de Green para os termos difusivos, a mesma pode ser reescrita da seguinte forma:

OF 1
—jP EdV + j ax U v+ jp deV :EleEAdV-
au oP,6 oT
jP ( JdV KB;P ~ - }

+K[§;P o s

2 2
oF, oT + 2u IPm (a—uj +8_u 8_w+(@j dV —
v Oz s, 0z Oz v Oox ox Oz 1574

2 ou ow
_Eﬂjp’"ﬂgjj{ﬁzﬂdl/ param = 1,...M. (4-67)

Vv

Abrindo-se as integrais nas dire¢des x e z, fazendo a mudancga de variaveis de x e z

para & e 7 e, finalmente, introduzindo a expansdo para as variaveis p, T, G, ¢ G,,

conforme (4-13), resulta na seguinte expressao:



} AXUAZU zEt At.[J'PmNndé:dn_l_
141

M Ax, Az, Ll Az, Ll N,
Z;E{ T Mp,,, N, dédn + zuk . HP 4d§d77+
M Ax,. L1 ON N
+ P R dEd
Z‘Wk 2 “ "oy =
S |2 j(P aN,,j"*l HaN oN
el Axi,j | noog é=1 7 1 0C 8
Ax L (on Y LLON  ar
K4\ (p | dE- m 7 ded
= U’"(&Jl : Ul on o :

11 aNn
”Pm o d

oN,

§d77+Ax”Zw

2 M
dédn+—> w
&dn Asz::' :

[

-1-1

11

-1-1

m

n

dfdn}

64

(4-68)
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Dividindo a equagdo (4-68) por % e reescrevendo-a na forma matricial,

tem-se:
by (4-69)

onde a matriz 4" ¢ a matriz de expansdo e ¢ dada pela equacio (4-30), E/ & o vetor de

coeficientes da energia no elemento ij e by ¢é o vetor resultante para a energia no

elemento i,j.

O m-¢ésimo componente do vetor resultante para o elemento i,j ¢ dado por:

1 ¥ i .
Lj _ t—At 1j ij ij i
bEmn - _ZEn 4KZ ( zmn " Dxm,n) ( xmn Dzm,n) +
V| A
t n=1 n=1 ,,_/ Z,',_/‘
] M, M
+ 8/’[ 2 Zuizzulesclnink + zunszVZSCZmnk +
Ax; 3 S Ax AZ n=l k=l
l,J ]
A A 4 1
nszVlSC3mnk _gﬂ qu+ ZWI// -
i,' n=1 l AZi,j n=1
M 1 ¥ - 1 ¥ i,
-22 b, zuk Visc4lr'rjl,n,k + zwk ViSCSiZ,n,k ’
n=1 Xij k=1 AZ,-J k=1
(5-70)
1,] i,j i,j i,j i,j ~ . . . .
onde apn, Cymn>Comn Dy’mn ©DZinn sdo as Integrais ja definidas

: A . 0j .0 .4 .0 . L 5
anteriormente € 0S parametros vyiscy mj nk » VisC2 mj nk » VISC3 mj nk »Visca mj nk € Viscs mj ik Sao

definidos pelas seguintes expressoes:
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11
VlSClmnk _ J'J-Pm ON, ON; Nk gean ON, ON, ddn+
i "ol &
Py At IJ.aNm ON, ﬁNk dédn+ i At ”aNm ON, ON, dédn:
Axl] —1-1 65 85 a AZU 1-1 87’] 65 a
(4-71)
11
ON, ON 5N ON
VlSsznk - j_[ m 7’]k dé:d = —k d(;:d +
-1-1

(4-72)

VlSC3mnk = j[ij aN” Ny

dédé +
s on "on o

L A ”aNmaN aNk dzde + i A HaN,,,ﬁNn aNk dedE d

Axl] -1-1 af a ;7 AZU 141 877 8;7
(4-73)
. ON ON
scat = | |P,N,—%~ dédn=||N,N,—~ dédn+
VISC4 1 n k m
/| E [
Axiy 0y 08 o Azij 55 o1 b
(4-74)

€

vises! o = HP N, a& dédn HNmNn% dédn +

-1-1

L At jjaNmN ON, dédn + i At IIaNmN ON, dédn
Axl] -1-1 é": 677 AZU —_1-1 7] a;/l

(4-75)
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4.2.8 - Equacao da temperatura

A partir da equacdo integrada e pesada da temperatura, dada por (4-26), abrem-se as

integrais nas diregdes x e z, obtendo-se a seguinte equagao:

[ [ PEdxdz~[ [ P, pe,Tdxdz=0 . (4-76)

X z X z

O mesmo procedimento matematico adotado para as equagdes anteriores € utilizado

neste caso, ou seja, faz-se a mudanca de variaveis de x e z para & e n e introduz-se a

expansao para as variaveis £, p e T, dadas por (4-13), obtendo-se a seguinte expressao:

M M 11 M 11
CVZTVZ ka‘J‘PmNndeédn:zEnJ‘J'PmNndégdn )
n=l k=1 _]-] n=l 14

param=1,..,.M. 4-77)

Reescrevendo a equacao anterior na forma matricial tem-se:

ATV = by, (4-78)
onde a matriz 4" ¢ a matriz de expansdo da varidvel T para o elemento i, j, T ¢ o vetor
dos coeficientes da temperatura para o elemento i, j € I;}f ¢ o vetor resultante para a
temperatura no elemento i, j. Nota-se que a dimensdo da matriz Ai}f € Mx M)ea

dimenséo dos vetores 7" e Z;;f (Mx1). O elemento (m,n) da matriz 4}’ ¢ dado por:

A;"Jmn =Cy Z P elmjnk : (4_79)
k=1
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O m-ésimo componente do vetor resultante para o elemento i, j ¢ dado pela

expressao:
i _ Z ij
Tmn — Enamj,n . (4-80)
n=l1

A i Lj o : Y i -
Os parametros «,”’ ¢ 6 ]n ¢ S0 as Integrais ja definidas anteriormente.

m,n m

Salienta-se que, embora neste trabalho ¢, é considerado constante, a equagdo da

temperatura pode ser desenvolvida facilmente para valores variados de calor especifico.

Todas as integrais que aparecem nos parametros das equagdes para a solugdo de um

escoamento dependem das funcdes de expansao, que se encontram listadas no Apéndice A.

Para uma melhor compreensdo de como as fungdes de expansdo sdo ajustadas nos
elementos retangulares, de forma a definir fungdes de canto, de lado e de area, no item 4.3 ¢
apresentado um exemplo unidimensional da aplica¢dao destas fungdes, a fim de se ter uma

idéia real do método proposto neste trabalho.
4.3 - Funcdes de expansao

Nesta se¢do sdo apresentadas e comparadas as fungdes de expansdo utilizadas no
método cldssico dos elementos finitos e as fungdes hierarquicas para um problema
unidimensional. Com essas fung¢des sdo apresentadas as principais vantagens da utilizagao

das funcdes de expansdo hierarquicas.

Sao também apresentadas as fungdes de expansdo hierarquicas utilizadas em
problemas bidimensionais com malhas retangulares. Essas fun¢des sdo geradas através de

associagOes das fun¢des de uma dimensao, como sera visto.
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4.3.1 - Funcdes de expansao classicas

No método de elementos finitos classico, os coeficientes de expansao das variaveis
sdao identificados com as mesmas em pontos especificos da malha. Essa identificagdo ¢
utilizada amplamente na literatura que trata de elementos finitos e fornece um significado
fisico aos coeficientes de expansdo das varidveis. A desvantagem dessa defini¢do pode ser
facilmente observada a partir das func¢des linear, quadratica e cubica aplicadas para o caso
de uma dimensdo. A Figura 4.2 mostra um elemento unidimensional tipico de dimensdo Ax

com fung¢des de expansio linear, quadratica e cubica.

Figura 4.2 - Elementos unidimensionais e fun¢des de expansao, (a) linear, (b) quadratica e

(c) cubica, segundo Zinkiewics e Morgan (1983).

Com elementos igualmente espagados entre si, as fun¢des de expansao utilizadas

sdo as seguintes:
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Linear:
-1 +1
No==S35 M=ot (-5
Quadratica
N, = 5(:2—1); N, =—G-1)E+1); N, = é(é;l) . (4-82)
Cubica:

9 1 1 _27 L.
No==2c@+2)E=2)E-1); N=To(€+DE-2)E=1); )
4-83

27 1 v 1y 1
Nz_—g(f+1)(§+§)(§—1), N 16(6+1)(é+3)(é 3/

Nesses polindmios ¢ ¢ a variavel local, que dentro do intervalo Ax varia de —1 a 1.
Observa-se que cada uma dessas fungdes estd associada a varidvel no ponto da malha onde
a respectiva fung¢do de expansdo tem valor unitario. Por exemplo, no caso quadratico, a

fungdo Ny(&) € igual a 1 para £ =-1, ou no ponto 0 indicado na Figura 4.2, a fungdo N;(¢&) ¢

igual a 1 para & = 0 (ponto 1), a fungdo N,(<) ¢ igual a 1 no ponto 2 e a fungdo N3(&) € igual

a 1 no ponto 3.

A partir da Figura 4.2 e das equagdes (4-81), (4-82) e (4-83), pode-se observar que
quanto mais se deseja refinar a solugdo pelo aumento do grau da expansdo, ¢ necessario
reiniciar o problema em vista da mudanga total e completa de todas as fungdes de expansio

e das variaveis envolvidas.

A fim de exemplificar como ¢ realizada a montagem dos elementos das matrizes de

expansdo, considera-se a equacdo da energia em uma dimensdo. Para isso, reduz-se esta
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equagao, equagao (4-68), de duas para uma dimensao e considera-se que o fluido ¢ inviscito

(1= 0), entdo obtém-se a seguinte expressao:

n=1

1
f@{— pmNdé+zukjpm aNN } -

E=1
8Nnj i -
o ).,

1 1
= %ibﬂ;—m jpmNna'gE + Kﬁﬂ[j(ﬂn
[ f— g n=1

-1
1
_i&%ﬂ}
Ax, ¢, 05 O

param=1,..., M. (4-84)
A fim de simplificar a montagem da matriz de expansao relativa a equagao anterior,
os termos temporais sdo desprezados ¢ a velocidade ¢ considerada constante e igual a u.

Assim, a equagdo anterior reduz-se a seguinte expressao:

M M 1 M 1
ON, N 2K oP, oN,
D E, D u [P, Ldg="=3'T, [ —rdg,
=l k=l ] g Ax; o 0 08 08
param=1,..,.M. (4-85)

Nota-se que, na medida em que a velocidade ¢ considerada constante e igual a u, nos

coeficientes correspondentes as fungdes de expansao, as velocidades sao todas iguais a u.

Escrevendo a equagdo (4.85) na forma matricial, tem-se:

AL E = 0. (4-86)

O elemento (m,n) da matriz de expansdo ¢ dado por:
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M 1
. oN, N
AEm,n:Zuk J-Pm acf kdé 5 (4'87)
k=1 1

onde P, ¢ a funcdo peso que é considerada igual ao polindmio de expansdo N, a fim de

simplificar o exemplo.

Calculando os elementos da matriz 42 conforme a equacao (4-87), para as funcdes

de expansao definidas pelas equacdes (4-81), (4-82) e (4-83), obtém-se as matrizes para

expansao linear, quadratica e ctbica, de acordo com o seguinte:

Linear
1 1
‘ -—u —u
4= 2 2 (4-88)
-—u —u
2 2
Quadratica:
9 2 1
-—u —u
10 5 10
15 15
1 2 9
-——u —u
30 5 10
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Cubica:
83 57 3 7 ]
- —u —— —u
210 80 10 80
ST 81 657
4| 1120 10 2240 (4-90)
E 69 81 57 '
— -—u 0 —u
280 80 80
7 3 57 1
-——u —u ——u —u
L 80 10 80 2]

Como pode ser visto, as matrizes de expansdo mudam completamente quando se
altera a ordem da expansdo. Esse fato ¢ mais um complicador, pois quando se deseja
alterar o grau de expansdo das varidveis deve-se, além de reiniciar o problema, calcular

novamente as matrizes de expansao para todos os elementos.

4.3.2 - Fungdes de expanséo hierdrquicas em uma dimensao

No caso das funcdes de expansdo hierarquicas, os coeficientes de expansdo das
variaveis ndo sdo identificados com as varidveis em pontos especificos da malha. Nesse
caso, os coeficientes estdo associados com as fung¢des de expansdo que sdo ajustadas nos
elementos retangulares, definindo fungdes de canto, de lado e de area. Essa associagdo
permite iniciar a solu¢do de um problema com uma expansao linear e, se necessario,
durante o processo de solucdo, adicionar novas fungdes de forma a aumentar o grau de
expansdo e obter uma solu¢do de maior precisdo. Essa caracteristica pode ser facilmente
observada através do desenvolvimento das fungdes de expansdo hierdrquicas apresentado

a seguir.

As fungdes de expansdo hierarquicas sdo baseadas em polinomios de Legendre. Os
polindmios de Legendre formam um conjunto de fungdes com propriedades de
ortogonalidade dentro do intervalo —1< & < 1. O polindmio de Legendre de grau m, L(&),

pode ser gerado pela seguinte formula de recorréncia, conforme Zienkiewicz e Morgan
(1983):
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11 d" [,
N, = -D7|. 4-91
W)= g g€V @9

Por exemplo, integrando-se a expressdao acima para m=2,3,4 ¢ 5 obtém-se os

seguintes polindmios:

N, =-(7-1); N4=%(15§4—18§2+3);
(4-92)

N, =28 - &) Ny =7£-10&° +3¢ .

Essas fungdes correspondem as fungdes de expansao de grau 2, 3, 4 ¢ 5 para um
elemento unidimensional. As fun¢des de expansdo lineares utilizadas em conjunto com
essas fungdes de grau superior sdo as mesmas utilizadas no método dos elementos finitos
classicos, ou seja, as funcdes presentes na equacdo (4-81). O comportamento dessas

funcgdes, até o terceiro grau, no intervalo —1 < & <1, pode ser visto na Figura 4.3.

--D ~

x 1|
E\_,/ﬁx 1
I

Figura 4.3 - Elementos hierarquicos e fungdes de expansdo quase ortogonais, (a) linear,

(b) quadratica e (c) cubica.
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Observa-se que as fungdes lineares Nyo(&) e Ni(&) estdo associadas,respectivamente,
a varidvel fisica nos pontos 0 e 1 do elemento, da mesma forma que no caso do método dos
elementos finitos classico. Contudo, as func¢des de expansdo de grau 2, ou superiores, nao
estdo associadas a variavel fisica em um ponto determinado da malha. Essas fungdes
alteram o valor da variavel ao longo de todo o elemento, exceto nos pontos 0 e 1, onde
assumem valor igual a zero. A utilizacdo dessas fungdes permite introduzir ou retirar uma
funcdo de expansdo e seu respectivo coeficiente (a menos das funcdes lineares), durante o

processo de solucdo de forma relativamente facil.

Considerando-se a equagao de energia em uma dimensao, cujos elementos da matriz
de expansdo para um elemento sdo dados pela equagdo (4-87), pode-se obter as matrizes de
expansao para expansoes lineares, quadraticas e cubicas com as fun¢des hierarquicas. Nota-
se que, nesse caso, para se ter velocidade u constante, tem-se que os coeficientes
correspondentes a velocidade para as fungdes de expansao Ny(&) e N (&) € igual a u e para

as outras fungdes ¢ igual a zero. Assim, as matrizes de expansao resultam em:

Linear:
1
' ——u —u
4. = % % . (4-93)
——u —u
2 2
Quadratica:
R 2 ]
-——u —u —u
2 2 3
gty L, 22, (4-94)
2
—Eu gu 0
L 3 3 _
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Cubica:
—lu lu gu 0
22 3
—lu —u —gu 0
g2l 2 2 3 (4-95)
=£ 2 16 |-
-—u —u 0 -—-—u
3 15
0 0 Eu 0
L 15 _

Nesse caso, pode-se ver que as matrizes ndo se alteram quando se muda a ordem da
expansdo, ou seja, ndo hd a necessidade de se recalcular os elementos das matrizes do
estagio anterior. Isso, aliado ao fato de se poder alterar o grau de expansdo das variaveis
sem a necessidade de reiniciar o problema ¢ a grande vantagem das funcdes de expansao

hierarquicas.
4.3.3 - Funcgdes de expanséo hierdrquicas em duas dimensoes

Com base nas fun¢des hierdrquicas em uma dimensdo, a geracao das funcdes de
expansao hierdrquicas em duas dimensodes para elementos retangulares torna-se simples. A
Figura 4.4 mostra um elemento retangular, com os seus cantos numerados de 1 a 4, e o

perfil de algumas fungdes de expansao associadas ao canto 3 e ao lado 3-4.
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Figura 4.4 - Elemento retangular e algumas fun¢des de expansao hierarquicas associadas.

As fungdes lineares associadas aos cantos dos elementos sao obtidas pelo produto
de duas fungdes lineares, da forma da equagdo (4-81), sendo cada uma, fun¢cdo de uma

dire¢do. Por exemplo, a funcdo de expansdo linear associada ao canto 3 ¢ dada por:

N3(§,ﬂ)=—%((§—1)(77+1)- (4-96)

Nota-se que essa fungdo ¢ igual a 1 no canto 3 e igual a zero nos outros trés cantos.

As fungdes associadas aos cantos dos elementos sao funcdes lineares e os
coeficientes associados a estas funcdes representam o valor fisico da variavel naquela
posicdo. Observa-se, também, que o coeficiente associado a uma determinada fun¢do de

canto estd presente em quatro elementos distintos e ¢ o mesmo para estes quatro elementos.
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As fungdes de expansdao associadas aos lados dos elementos sdo obtidas pelo
produto de uma fung¢do linear unidimensional, ao longo de uma dire¢do, por uma fun¢do de
grau 2 ou superior ao longo da outra dire¢cdo. Assim, por exemplo, as fun¢des de expansdo
de graus 2 e 3, associadas ao lado (3-4) do elemento da Figura 4.4 sdo, respectivamente, as

seguintes:

N,y 4y(&om) = _%(77 + 1)(§2 —-1); e
(4-97)
Ny (&) = +1D)(E = &).

Observa-se que o valor dessas funcgdes ¢ zero em todos os cantos e nos outros trés
lados. Os coeficientes associados as fung¢des de lado ndo representam a variavel fisica em
nenhuma posicao determinada. Esses coeficientes estdo simplesmente associados a forma
geométrica da respectiva fungdo. Ressalta-se que cada um desses coeficientes pertence a

dois elementos adjacentes.

A identificacdo dos coeficientes de expansao associados com qualquer um dos lados
do elemento e com os cantos deste lado, com o mesmo valor no elemento adjacente,
garante automaticamente a singularidade da variavel ao longo daquela lateral e, com isso, a

continuidade desta varidvel no dominio da solugdo ¢ assegurada.
As fungdes de expansdo associadas a area de um elemento podem ser obtidas

através do produto de duas fungdes, uma na variavel £ e outra na variavel 7, de graus

maiores do que 1. Por exemplo, a funcdo de grau 2, para cada direcdo, ¢ dada por:

Nadreay (&) = (E2 =D(* - 1). (4-98)
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A equacdo (4-98) fornece uma funcdo de expansdo que € associada a um parametro
que ndo estd conectado a mais de um elemento, isto ¢, um pardmetro que ¢ interno a um
unico elemento. Observa-se que o valor dessa fungdo ¢ zero nos quatro cantos € nos quatro

lados do elemento.

As funcdes de expansdo para os outros cantos e para os outros lados sdo obtidas de
forma similar. O Apéndice A apresenta, com detalhes, todas as fungdes de expansdo
associadas a um elemento, at¢ o grau 6. Embora o desenvolvimento apresentado neste
trabalho tenha limitado o grau do polindmio em até 6, nada impede que sejam acrescidos
graus maiores, quando for exigido um detalhamento maior na solugdo do problema que

estiver sendo analisado.

4.4 - Processo de agrupamento das equac6es dos elementos

No item 4.2 foram desenvolvidas as equagdes de conservagao utilizando o Método
de Expansdo em Fungdes Hierarquicas para cada elemento da malha. Cada uma das
equagdes de conservacdo transforma-se, para cada elemento, em uma equagao matricial de
M equagdes, onde M ¢ o numero de funcdes de expansdo utilizadas para descrever as

variaveis no elemento.

A Figura 4.5 apresenta um elemento e os coeficientes de expansdo de uma variavel

genérica ¢ associados com os cantos, lados e area.
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?ij+ Dijr1,g Div1j+1
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X A X 6
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z C
®ij Dijg i1

Figura 4.5 - Elemento retangular de duas dimensdes e seus parametros associados.

Na Figura 4.5, os coeficientes ¢/ ; sd0 os parametros de canto associados as fungoes

de expansdo lineares,¢; ;. € ¢;; , sdo os coeficientes de lado associados as fungdes de

A

expansdo de lado, e ¢;; , sdo os coeficientes de area associados as fungdes de expanséo de

area. O subscrito g, presente nos coeficientes de lado e de area, representa o grau da funcdo

de expansdo associada a esse coeficiente.

Pode-se observar na Figura 4.5 que os coeficientes de canto pertencem a quatro
elementos diferentes e os coeficientes de lado pertencem a dois elementos. Dessa forma,
esses coeficientes estdo presentes nas equacdes de mais de um elemento. Para calcular os
coeficientes que pertencem a mais de um elemento, deve-se usar as equagdes de
conservacdo de todos os elementos nos quais o coeficiente esta presente. Assim, a equacao
final correspondente a um coeficiente de expansdo da malha ¢ constituida por equagdes
referentes a diversos elementos. O processo de obtencdo das equacdes finais associadas a

cada coeficiente de expansao da malha ¢ chamado de processo de agrupamento.
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A fim de explicar como ¢ realizado o processo de agrupamento para gerar as
equacdes finais, cuja solugao fornece os coeficientes de expansdo, sdo considerados quatro

elementos adjacentes da malha, como mostra a Figura 4.6.

Observa-se que na Figura 4.6 os coeficientes de area ndo estdo representados, pois
na medida em que pertencem a um Unico elemento, as equacgdes referentes a estes

coeficientes ndo entram no processo de agrupamento.

¢Ci-1._i+1 ¢Zi-l,j+l,g ¢(‘i,j+1 ¢Zizj+l,g ¢ci+1,j+1
3 4]3 4
p Elemento Elemento p
i-1j.g P .. itljg
(i-1,) (ij)
ﬁi,jyg
c,.
)
] - i
i-1,j = i+l
3 Firje 43 4 /g 4
p Elemento Elemento P
i-1,j-1, ) . .. i+1,j-1,
o (i-1,/-1) (ij-1) S
Fijig
1 21 2
¢Ci-1,j-1 ¢zi-1,j-1,g ¢Ci,j-1 ¢zi,j-1,g ¢Ci+1J-1

Figura 4.6 - Quatro elementos adjacentes e seus coeficientes de expansdo associados.
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Pela Figura 4.6 observa-se que o coeficiente ¢icj estd associado a funcdo de

expansdo N; do elemento (i,j), mas também esta associado a fun¢dao N, no elemento (i-1,)),
a funcao N; no elemento (i,j-1) e a fungdo N, no elemento (i-1,/-1). Portanto, como se nota,

os coeficientes de canto estdo conectados a quatro diferentes elementos através de quatro

diferentes fungdes de expansdo. Os coeficientes de lado ¢;' ¢ estdo conectados a dois
elementos, aos elementos (i,j) através da fungdo de expansao NLg(1_3), e ao elemento
(i-1,), através da fungcdo N Lg(z_ 4y- Os coeficientes de lado @ ; o estdo associados a fungdo

de expansao N Lg(1—2) do elemento (i,j) e a fungdo N Lg(37 4) do elemento (i,j-1). Portanto, os

coeficientes de lado estao conectados a dois elementos diferentes através de duas fungdes

de expansao.

Como j4 visto, cada equagdo de conservagao gera M equagdes para cada elemento e

a m-ésima equagao esta associada a m-ésima fungao de expansao.

Para exemplificar o processo de agrupamento considera-se uma expansdo linear.
Nota-se que na expansao linear somente existem os coeficientes de canto. Assim, a equacao

de conservacdo da variavel ¢, escrita na forma matricial, para os elementos (i,j), (i-1,7), (i,j-

1) e (i-1,/-1) gera as seguintes expressoes:

AV = b elemento (i,)) ; (4-99)
ANg = pld elemento (i-1) ; (4-100)
AG = bt elemento (i,j-1) ; e (4-101)
AW g = pri elemento (i-1,/-1) , (4-102)

onde ¢ € o vetor que contém os coeficientes de canto dos respectivos elementos.
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Para a expansdo linear, cada uma dessas equagdes matriciais consiste de quatro
equagdes algébricas lineares. Para obter a equagdo final do coeficiente ¢; ; deve-se utilizar
as equacdes correspondentes a este coeficiente nos quatro elementos envolvidos. Assim,
para o coeficiente ¢fj utiliza-se a primeira equagdo da equagdo matricial (4-99) do

elemento (i,j), a segunda equacdo do sistema de equacdes (4-100) do elemento (i-1,), a
terceira equacdo do elemento (i,j-1) e a quarta equacdo do elemento (i-1,/-1), descritas a

seguir:

1] 1] 1] _ i

aid; T af i, T oaydia T oaidia =Y (4-103)
1, 1, -1, B

a5, g 1yt ah; ]¢u + ay gl Lj+1 T ab, ¢l]+1 = - (4-104)
1 1 i j—1 _ il

ay{” ¢+ asd ¢z+1/ |+ oa ¢+ ayl ;= by e (4-105)

1,j-1 1j-1 1)1 Lj-l e _ pi-lj-1
ap T oy T+ Ay T+ ag e = by (4-106)

onde os pardmetros a,; / sdo os componentes das matrizes de expansdo dos elementos da

malha envolvidos com o coeficiente ¢ ; e b,/ sdo os componentes do vetor resultante. Os

pardmetros a,’, e b,/ sdo constituidos por integrais das fungdes de expansdo, por

pardmetros geométricos dos elementos, por propriedades fisicas do fluido e também por

componentes da velocidade no fluido no elemento, na forma derivada no item 4.2.

A equacio final do coeficiente ¢; ; ¢ obtida simplesmente somando-se as equagdes

(4-103), (4-104), (4-105) e (4-106), resultando em:
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¢ iJ i-1.j ij-1 i-1,j-1 ¢ i ij-1
¢’31(a11 tay " Ty tdy )+¢i+l,j(a12 +as )+

¢ i i1, ¢ i1, i1, j-1 ) ¢ ( i j-1 i1, j-1 )
+ ¢i,j+1 (a13 +ay )+ ¢i—1,j (a21 Ty + ¢i,j—1 ajy  tay, +
c i,j c i-1,j c i,j-1 c i-1,j-1 _
+ ¢i+l,j+la14 + ¢1’—1,j+1a23 + ¢i+l,j—la32 + ¢i—l,j—1a4l =

=b ++b + b 4 p (4-107)

A obtengdo das equacdes finais para os coeficientes de lado ¢ realizada de forma

semelhante, porém somente dois elementos da malha sdo utilizados. Assim, por exemplo,
~ . . e
para obter a equagdo final correspondente ao coeficiente de expansio ¢; ; ,, utilizam-se as

equagdes de conservagdo dos elementos (i,)) e (i-1,/).

A obteng¢do de equacdes similares a equacao (4-107) para cada um dos coeficientes
de expansdao da malha consiste no processo de agrupamento. A solucio dessa equagdo, em
conjunto com as equagdes correspondentes aos outros coeficientes de expansao, fornece a

solucdo do problema desejado.

As equacdes de conservacdo desenvolvidas no item 4.2 e o processo de
agrupamento foram implementados no programa computacional desenvolvido neste
trabalho, denominado Programa do Método da Expansao em Fung¢des Hierarquicas em duas

Dimensdes - PMEFH2D.
4.5 - Algoritmo de solugao

No algoritmo de solugdo utilizado para resolver o conjunto de equacdes de Navier-
Stokes em duas dimensdes para fluidos compressiveis em alta velocidade, deve-se
considerar que todas as equagdes tém que ser resolvidas simultaneamente. No entanto, ¢
utilizado um processo de duas etapas iterativas, onde se tem uma iteracdo interna € uma

iteracdo externa. Na itera¢do interna sdo calculadas as varidveis p, G, G. u, w e p € na
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iteragdo externa ¢ realizado o célculo de £ e 7. O processo iterativo, em cada intervalo de

tempo de integracado, € realizado segundo os seguintes passos:

1) Incremento do tempo;
2) Iteragdo interna reduzida com o objetivo das variaveis convergirem mais
rapidamente;

a) calcular p;

b) calcular G, e G;

C) obter u e w;

d) calcular p;

e) interagir entre os itens (a) ¢ (d) até determinar a massa especifica, as
componentes da velocidade, u ¢ w , da velocidade massica G, ¢ G, ¢ a
pressao, dentro da precisdo desejada;

3) Calcular £ e T, utilizando os valores das variaveis obtidas no processo do item

(2);

4) Voltar para o item (2);
5) Repetir itens (2) e (3) até a convergéncia desejada das variaveis dentro da

precisdo desejada; e

6) Finalmente avangar para um novo nivel de tempo, retornando ao item (1).
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5- RESULTADOS

Este capitulo apresenta os casos estudados com o método da expansdo em fungdes
hierarquicas na solucédo das equacOes de Navier-Stokes, para problemas de escoamento, em

duas dimensdes, de fluidos compressiveis em alta velocidade.

A fim de analisar e validar o método numérico proposto neste trabalho, foram
simulados alguns casos conhecidos da literatura. Esses casos sdo 0s seguintes: teste de
continuidade, teste de consisténcia e estabilidade, problema do degrau de temperatura e

problema do choque obliquo.

A partir da aplicacdo do método numérico proposto para a solucédo das equacdes de
conservacgdo, como descrito no capitulo 4, elaborou-se um programa computacional para
simular e poder analisar os testes e problemas de mecénica dos fluidos, acima citados,
denominado PMEFH2D e, consequentemente, poder validar o método numérico

desenvolvido neste trabalho.

O fluido de trabalho utilizado para testar 0 método numérico desenvolvido foi o ar,

considerando a sua viscosidade x# = 2.10° kg/ms e a sua condutividade térmica

k = 2.102 J/msK, constantes. Quanto & discretizacdo espacial, 0 método numérico
desenvolvido neste trabalho empregou malhas estruturadas constituidas de elementos

retangulares.

5.1- TESTE DE CONTINUIDADE

Este teste foi realizado, basicamente, para verificar se 0 programa computacional,
desenvolvido para simular o conjunto de equacGes diferenciais apresentadas no capitulo 4,
interfere na solucdo dessas equacdes, isto é, verificar se o programa gera algum tipo de

perturbacdo indesejavel ndo prevista pelo método numérico.
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Para isso, simulou-se o escoamento de um fluido (ar), a alta velocidade, onde as
condi¢cBes de contorno do problema sdo dadas apenas & montante do escoamento.
Inicialmente, com o escoamento na direcdo x, da esquerda para a direita, figura 5.1. Depois,
com o escoamento na direcdo z, de baixo para cima, figura 5.2 e, finalmente, com o

escoamento em uma direcdo formando um angulo de 45° com a direcdo x, figura 5.3.

Az
u
—- W
LD
P
7]
X
>

Figura 5.1 — Dominio computacional (0,5 m x 0,5 m) — Escoamento de ar a alta velocidade

na direcdo x da esquerda para a direita.
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Az

Figura 5.2 — Dominio computacional (0,5 m x 0,5 m) — Escoamento de ar a alta velocidade

na direcdo z de baixo para cima.
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Figura 5.3 — Dominio computacional (0,5 m x 0,5 m) — Escoamento de ar a alta velocidade

nas direcdes x e z com angulo de inclinacéo igual a 45°.
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Inicialmente, para o teste referente a figura 5.1, tem-se as seguintes condicdes de
contorno fornecidas na face esquerda do dominio computacional: velocidade na dire¢do do
eixo x, u = 1000 m/s; velocidade na dire¢do do eixo z, w = 0; temperatura do fluido
T'=300 K e pressdo p = 1 bar.

Para o teste referente a figura 5.2, tem-se as seguintes condi¢bes de contorno
fornecidas na face inferior do dominio computacional: velocidade na direcdo x, u = 0;
velocidade na dire¢do z, w = 1000 m/s; temperatura do fluido, 7 = 300 K e pressdo
p =1Dbar.

Finalmente, para o teste referente a figura 5.3, tem-se as seguintes condicdes de
contorno fornecidas nas faces esquerda e inferior do dominio computacional: velocidade na
direcdo x, u = 1000 m/s; velocidade na direcdo z, w = 1000 m/s; temperatura do fluido

T'=300 K e pressao p = 1 bar.

Os dados gerais da malha utilizada sao:
- comprimento das células nas direcGes x e z igual a 0,05m;
- nimero de células nas direcdes x e z igual a 10;
- grau de expansao dos polindmios igual a 2; e
- intervalo de tempo igual a 10°s.

De acordo com as condigdes de contorno descritas acima, sdo mostrados a seguir

alguns resultados obtidos.
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Figura 5.5 — Comportamento da temperatura referente ao dominio computacional da

figura 5.2.
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Figura 5.6 — Comportamento da velocidade u referente ao dominio computacional da

2000 -

1500 -

1000 -

velocidade w (mis)

o
[ =3
<
Fi

eixo z (m)

figura 5.3.

velocidade

TSmgseeeT 0y

02

eixo x (m)

Figura 5.7 — Comportamento da velocidade w referente ao dominio computacional da

figura 5.3.
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Nota-se que, em todos 0s casos estudados, as grandezas fisicas analisadas
velocidade na direcdo x (u), velocidade na direcdo z (w), pressdo (p) e temperatura (7),

convergem para o valor esperado, sem perturbacdes aparentes.

5.2 - TESTE DE CONSISTENCIA E ESTABILIDADE

O segundo teste realizado consiste na verificagdo da consisténcia e estabilidade do
método numeérico, através da simulacdo de uma onda de choque normal de um escoamento
supersonico. E importante ressaltar que, nesse teste, ndo ha captura da onda de choque, isto
é, a onda de choque observada nas figuras subsequentes desta secdo € apenas uma

reproducéo das condicdes de contorno do problema.

A figura 5.8 ilustra o dominio computacional, onde a face inferior esquerda contém
as condicOes de contorno que caracterizam a regido 1, anterior ao choque, e a face inferior
direita contém as condic¢Ges de contorno que caracterizam a regido 2, posterior ao choque.

A linha pontilhada representa a linha de choque normal que separa as duas regides.

A4 —> Linha de Choque
|
Regiio 1 | Regiio 2
|
|
|
|
|
|
|
|
|
—> | — X
U D | [7§] D , D
o wr pr 4 u w2 p» Iz

Figura 5.8 — Dominio computacional (1,2 m x 1,2 m) do teste de convergéncia e

estabilidade.
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As condicdes de contorno da regido 1 (anterior ao choque) fornecidas na face
inferior esquerda s&o: temperatura 77 = 300 k; pressdo p; = 1 bar; velocidade na diregéo x,
u; = 694 m/s (velocidade normal & linha de choque) e velocidade na direcdo z, wy = 0

(velocidade tangencial a linha de choque).

As condicbes de contorno da regido 2 (posterior ao choque) fornecidas na face
inferior direita sdo: temperatura 7, = 506,4 K; presséo p, = 4,2 bar; velocidade na direcéo x,
uy = 260,2 m/s (velocidade normal a linha de chogue) e velocidade na direcdo z, w, = 0

(velocidade tangencial a linha de choque).

Os valores das condigdes de contorno de velocidade, pressdo e temperatura da
regido 2 (regido posterior ao choque) séo obtidas pelas equacdes de salto, descritas abaixo,
segundo Simdes-Moreira (2002), para efeito de comparacdo com os resultados obtidos

pelo método numérico desenvolvido neste trabalho.
Portanto, as equacg0es de salto para onda de choque normal séo:

- relacdo entre as pressdes das duas regides

Pe 10 2 (u7 1) (5.1

by y+1
- relacdo entre as temperaturas das duas regides

2
Ty, 2(y-1)2 M, 2+1 (M2 -1) (5.2)
T (y+17 M

- relacdo entre as densidades ou velocidades normais das duas regides

po i _ lr+1M!

_ . (5.3)
py up  2+(y-1M;

De acordo com as hipdteses do problema, isto &, as condi¢cbes de contorno da
regido 1 (anterior ao choque), o numero de Mach da regido 1 igual a M; = 2; utilizando as

relagbes u, =Mc, e ¢, =/)RT, , onde c, é a velocidade do som na regido 1, R é a



94

constante universal dos gases perfeitos e y € a razdo entre os calores especificos do ar e

empregando as condicGes de salto (5.1, 5.2 e 5.3) descritas anteriormente, tem-se as

seguintes condicOes gerais para a regiao 2:

- relacdo entre as pressoes

P2 _ 42— p,=42bar ;
Py

- relacdo entre as temperaturas

T,
=169 T, =5064 K ;

1
- relacdo entre as velocidades

M =267 = u, =260,2 m/s .

u,

Para este teste, com as condic¢Ges de contorno acima descritas, simulou-se trés casos.
No primeiro caso, dividiu-se 0 dominio computacional em 10 células na direcdo x e 10
celulas na direcdo z (Ax = Az =0,12 m), totalizando 100 células na malha computacional.
No segundo caso, utilizou-se 20 células em cada dire¢do (Ax = Az =0,06 m) formando
uma malha computacional de 400 células e, finalmente, no terceiro caso, utilizou-se 40
células em cada dire¢do (Ax = Az =0,03m ), formando, consequentemente, uma malha
computacional de 1600 células. Em todos os trés casos, acima descritos, utilizou-se um

intervalo de tempo de 10 s e grau 2, na expansdo dos polindmios.

As figuras 5.9 a 5.20 mostram o comportamento das velocidades u e w, pressdo p e

temperatura 7 para os trés casos simulados do teste de consisténcia e estabilidade.
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Figura 5.9 — Comportamento da velocidade « (normal ao choque) — malha computacional
com 100 células.
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Figura 5.10 — Comportamento da velocidade w (tangencial ao choque) — malha

computacional com 100 células.
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Figura 5.11 — Comportamento da pressao — malha computacional com 100 células.
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Figura 5.12 — Comportamento da temperatura — malha computacional com 100 células.
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Figura 5.13 — Comportamento da velocidade » (normal ao choque) — malha computacional

com 400 células.
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Figura 5.14 — Comportamento da velocidade w (tangencial ao choque) — malha

computacional com 400 células.
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Figura 5.15 — Comportamento da pressao — malha computacional com 400 células.
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Figura 5.16 — Comportamento da temperatura — malha computacional com 400 células.
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Figura 5.17 — Comportamento da velocidade » (normal ao choque) — malha computacional

com 1600 células.
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Figura 5.18 — Comportamento da velocidade w (tangencial ao chogue) — malha

computacional com 1600 células.
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Figura 5.19 — Comportamento da pressao — malha computacional com 1600 células.
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Figura 5.20 — Comportamento da temperatura — malha computacional com 1600 células.
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Nota-se, a medida que a malha computacional utilizada nesses casos fica mais
refinada, o comportamento das grandezas fisicas analisadas (velocidade # normal a onda de
choque, velocidade w tangencial a onda de choque, pressao p e temperatura 7), proveniente
das equac0es discretizadas, tende a solugdo das equacgOes diferenciais que governam o teste
estudado. Por isso que exatamente na interface das duas regides anterior e posterior ao
choque, a velocidade tangencial w, que deveria ser zero, oscila em torno desse valor. Para
as malhas mais refinadas, essas oscilagdes foram menores do que para as malhas menos

refinadas, isto porque as células menores descreveram melhor geometricamente a interface.

5.3 - PROBLEMA DO DEGRAU DE TEMPERATURA

Esse problema simula, numericamente, a interface de descontinuidade de
temperatura, de um escoamento supersonico, isto é, simula um degrau de temperatura
formado através das condicGes de contorno impostas pelo problema. O objetivo deste caso
¢ analisar o problema da difusdo numérica, ou falsa difusdo, que pode ser criada
artificialmente pelo método numeérico. Esse fato € verificado principalmente em problemas

com conveccdo predominante. A figura 5.21 mostra o dominio computacional do problema.

Az
#
u, Regiio 1 //
W ///
P //
T /
i 7
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v
W y
// Regifo 2
i Ve A
?? U: Wz P2 T, D
W

Figura 5.21 — Dominio computacional (2,0 m x 2,0 m) do problema do degrau de

temperatura.
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As condic¢des de contorno adotadas para o problema, em questdo, estdo descritas a
seguir. As condicBes de contorno da regido 1, dadas pela face esquerda do dominio
computacional, sdo: Temperatura #; = 310 K; pressdo p; = 1 bar; velocidade na dire¢do do
eixo x, u; = 500 m/s e velocidade na dire¢do do eixo z, w; = 500 m/s. As condicdes de
contorno da regido 2, dadas pela face inferior do dominio computacional, sdo: temperatura
T, = 290 K; presséo p, = 1 bar; velocidade na direcdo do eixo x, u, = 500 m/s e velocidade
na direcdo do eixo z, w, = 500 m/s. Com a finalidade de gerar o degrau de temperatura, a
condicdo de contorno de temperatura da face esquerda € diferente 20 K da condigédo de
contorno de temperatura da face inferior.

Para este problema, assume-se as seguintes propriedades para o fluido: fluido

inviscito, isto é, ¢ = 0, e condutividade térmica igual a zero, isto é, k = 0. Com isto, 0s

termos difusivos da equacédo da energia sdo eliminados de forma a ndo existir nenhum tipo

de difuséo.

Nessas condi¢bes de contorno, as componentes do vetor velocidade do fluido de
entrada podem assumir valores distintos. A variacdo das componentes da velocidade tem
por finalidade alterar o &ngulo com que o vetor velocidade faz com o eixo x (angulo @) e,
portanto, a direcdo relativa entre a malha e a velocidade do fluido. O caso analisado nesta

secdo tem @ =45°.

Para este problema, baseado nas condi¢cdes de contorno descritas anteriormente,
foram desenvolvidos quatro casos, isto €, foram feitas quatro simulagGes numéricas. Neste
problema, em todos 0s quatro casos estudados, a malha computacional adotada foi de 100
células (10 células na direcdo x e 10 células na dire¢do z), com AX =Az = 0,2 m e
At=0,00001 s. Os principais dados de cada caso analisado sao:

- primeiro caso — malha computacional, acima descrita, e grau 1 na expansao das funcdes

hierarquicas;
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- segundo caso — malha computacional, acima descrita, e grau 2 na expansdo das funcgdes
hierarquicas;
- terceiro caso — malha computacional, acima descrita, e grau 3 na expansdo das funcoes
hierarquicas;
- quarto caso — malha computacional, acima descrita, e grau 4 na expansdo das funcdes

hierarquicas.

As figuras 5.22 a 5.25 mostram os resultados dos quatro casos simulados para o
degrau de temperatura. Nota-se que para o grau 1 da expansdo das variaveis, o degrau de
temperatura obtido foi o degrau com canto mais arredondado. A medida que se aumenta o
grau de expansao das variaveis, graus 2, 3 e 4, o degrau de temperatura obtido fica com o
canto mais reto. Portanto, pode-se dizer que os degraus de temperatura obtidos no segundo,
no terceiro e no quarto casos sdo bastante semelhantes entre si, e se destacam do primeiro

Caso.

temperatura

temperatura (K)

~J
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L
Fi
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285,/

eixo z (m)
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Figura 5.22 — Comportamento da temperatura — malha computacional com 100 células e

grau 1 na expansdo das variaveis.



104

temperatura

315

30 ==

~J L4 124
&L (=] =1
L (=] wn
i ! i

temperatura (K)

290 -

285 o
2

eixo z (m) 0 0

Figura 5.23 — Comportamento da temperatura — malha computacional com 100 células e

grau 2 na expansao das variaveis.
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Figura 5.24 — Comportamento da temperatura — malha computacional com 100 células e

grau 3 na expansdo das variaveis.
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Figura 5.25 — Comportamento da temperatura — malha computacional com 100 células e

grau 4 na expansao das variaveis.

5.4 - PROBLEMA DO CHOQUE OBLIQUO

O quarto problema a ser analisado é um escoamento supersbnico que incide
obliquamente sobre um corpo (superficie), com formacdo de uma onda de choque obliqua.
Para este tipo de problema, trés casos foram desenvolvidos. O primeiro caso visa a captura
da onda de choque obliqua, reta e colada ao corpo, com solucdo natural (solucdo de choque
fraco). O segundo caso visa a captura da onda de chogue obliqua, reta e colada ao corpo,
com solucdo ndo natural ou forcada (solucdo de choque intenso). O terceiro e ultimo caso

visa a captura da onda de choque obliqua, curva e deslocada do corpo.
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5.4.1 - CHOQUE OBLIQUO RETO - SOLUCAO NATURAL

Este caso consiste de um escoamento supersdnico, com nimero de Mach da regiéo 1
(M; = 2,9), incidente sobre um corpo (superficie) que ocupa 1/3 do contorno inferior. Nesse
caso, com relacdo ao dominio computacional, mostrado na figura 5.26, o fluido escoa da
esquerda para a direita, de cima para baixo, e incide na face esquerda e superior com angulo
0 =11,3°, em relacdo a linha horizontal. A linha pontilhada representa a linha de choque

reto que é formada neste escoamento, cujo angulo de inclinacdo em relacdo a direcdo da

velocidade v, é B =29,4°, Thompson (1972).

v
Az e 0y
—
uy u W ;i T
u, Regiio 1
Wi
P Linha de
T :__"_ Choque
v/
/ﬁ/
VP egiio
g I /7y
— /
i / X
< >
Wf%_ corpo

~  (superficie)

Figura 5.26 — Dominio computacional (1,0 m x 1,0 m) do problema do choque obliquo

reto - solucdo natural.

As condicBes de contorno adotadas para esse caso sdo condicdes tipicas de um
escoamento supersonico, para a obtencdo da solucéo natural (solu¢do de choque fraco), isto

é, apenas sdo fornecidas as condicGes de contorno a montante do escoamento.
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Portanto, as condi¢Ges de contorno da regido 1 (regido anterior ao choque), dadas
pelas faces esquerda e superior, sdo: temperatura 71 = 300 K; presséo p; = 1 bar; velocidade

na direcdo x, u; = 1.000,0 m/s e velocidade na direcédo z, wy = -200,0 m/s.

A malha computacional empregada nesse caso é composta de 9 células para
obtencdo da onda de choque, distribuidas igualmente nas direc6es x e z. O comprimento das
células nas direcdes x e z, respectivamente, € Ax =Az = 0,33 m. O intervalo de tempo
utilizado é A¢ = 10" s. Quanto & expansdo das funcdes hierarquicas foram usados o grau 1

eograu 2.

A figura 5.27 mostra as principais grandezas fisicas vetoriais das regifes de

escoamento 1 e 2, junto a interface de separacao das regides.

linha de choque - interface

chiﬁo 1 entre as regides 1 e 2
iregd —>
direcio do ’ o
escoamento
da regido 1
- —>
|4 V2 . .
F?) Y linha horizontal
Vi direcio do
escoamento
da regido 2
Z . -~
X diregio ortogonal
a linha de choque Regiio 2

Figura 5.27 — Comportamento da velocidade de escoamento junto a interface de separacdo

das regides 1 e 2.

Os resultados obtidos com o método numérico, que mostram a captura da onda de
choque para o caso do choque obliquo — solugdo natural, podem ser vistos nas figuras 5.28
e 5.29. O grafico da figura 5.28 mostra a captura da onda de choque utilizando grau 1 na
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expansao das funces, cuja inclinacdo da onda de choque é de 56°, bem acima do valor
esperado da literatura. Ja o grafico da figura 5.29 mostra a captura da onda de choque
utilizando grau 2 na expansdo das funcdes, cuja inclinacdo obtida foi de 36°, valor bem
mais proximo dos 29,4° esperado da literatura, Thompson (1972).
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Figura 5.28 — Comportamento da onda de chogue — choque obliquo reto (solugédo natural),

utilizando grau 1 na expansao das variaveis.
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Figura 5.29 — Comportamento da onda de chogue — choque obliquo reto (solugédo natural),

utilizando grau 2 na expansao das variaveis.

5.4.2 - CHOQUE OBLIQUO RETO - SOLUCAO FORCADA

Este caso, assim como o anterior, consiste de um escoamento supersonico, com
numero de Mach da regido 1, (M; = 2,9), incidente sobre um corpo (superficie) que ocupa
1/3 do contorno inferior. A direcdo do escoamento em relacdo a este corpo forma um
angulo ¢ =11,3°, figura 5.30.

Devido a imposicdo da pressdo a jusante do escoamento, regido 2, o angulo de
inclinacdo da onda de choque formada é maior que no caso da solucdo natural. Portanto,
para M1 =2,9 e 6 =11,3° segundo Thompson (1972), (tabela de choque obliquo, apéndice
D), tem-se que p, = 9,6 bar e 3 = 85°.



110

—>
=
I MK
i m w p, T
78 Regiio 1 /
/
W / Linha de
22 /<J-"__ Choque
T /
/ Regiio Pa
s 2
Vi /
Eﬁ’l 8~y /
g / X
‘ >
W34§ corpo
77 (superficie)

Figura 5.30 — Dominio Computacional (1,0 m x 1,0 m) do problema do choque obliquo

reto - solucdo forcada.

A malha computacional empregada é a mesma que a do caso anterior, isto €, 9

células com Ax=Az=0,33m, At=10"se grau 2 na expansio das variaveis.

As condicBes de contorno adotadas para esse caso sdo condicBes tipicas de um
escoamento supersonico. Para a obtencdo da solucdo forcada (solucdo de choque intenso),
isto €, além das condicGes de contorno a montante do escoamento (condi¢bes de contorno
que caracterizam a solucdo natural) também é fornecida a pressdo p, (face esquerda do

dominio computacional) da regido 2, posterior a linha de choque.

O objetivo deste teste € verificar que, mantendo-se as condi¢cdes de contorno da
regido 1 iguais a do caso anterior e adicionando a condicdo de contorno de pressao p, da
regido 2 (p, = 9,6 bar), obtém-se um angulo de inclinagdo g da onda de choque formada
nesse escoamento igual a 85° segundo Thompson (1972). Essas condicdes formam a

solucéo forcada (solucdo de choque intenso) para o problema do choque obliquo.
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O resultado obtido, com o método numérico, que mostra a captura da onda de
choque para o caso do choque obliquo — solucdo forgada, pode ser visto na figura 5.31. O
gréafico dessa figura mostra a captura da onda de choque utilizando grau 2 na expansdo das
fungdes, cuja inclinacdo da onda de choque é de 79,5°, comparado com os 85° valor
esperado da literatura, Thompson (1972).

Nota-se que a parte superior da onda de choque encurva ao se aproximar do
contorno superior. 1sso ocorre devido ao fato desse contorno ndo possuir a condi¢do de
pressdo a jusante do escoamento, como descrito acima, que caracteriza a solucdo forcada da

obtencdo da onda de choque obliquo reto.

onda de chogque
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Figura 5.31 — Comportamento da onda de choque — choque obliquo reto (solucédo forcada),

utilizando grau 2 na expansao das variaveis.
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5.4.3 - CHOQUE OBLIQUO CURVO

Este caso consiste de um escoamento supersénico, com nimero de Mach da
regido 1, (M; = 2,9), incidente sobre um corpo (superficie) que ocupa 1/3 do contorno

inferior. Nesse caso, porém, a direcdo do escoamento em relacdo a este corpo forma um

v
Nz W

angulo @ =45°, figura 5.32.

ut u, w, p, T,
u, Regido 1
W
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T, ] Linha de
i__ [~ Choque
_D v -t
V —
1 _ -
W -~ Regiio
u / X
£ >
ll’:$ corpo

| I —
(superficie)

Figura 5.32 — Dominio Computacional (1,0 m x 1,0 m) do problema do choque obliquo

curvo.

Em razdo do angulo de inclinagéo &, usado neste caso, ser maior que o angulo de
inclinagdo Maximo (6 max=33,4°) e para 0 escoamento com nimero de Mach da regido 1
(M= 2,9), tem-se que a onda de choque formada é curva e deslocada do corpo (superficie),
Thompson (1972).

A malha computacional utilizada nesse caso ¢ a mesma que a utilizada nos dois
casos anteriores, isto é, 9 células com Ax =Az=0,33m, A¢= 10" s, porém com grau 3 na

expansdo das variaveis.
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O objetivo desse teste é verificar que, mantendo-se as condi¢cdes de contorno da
regido 1 iguais as dos dois casos anteriores, porém com u = 700 m/s e w = 700 m/s de tal
forma a manter o nimero de Mach da regido 1, obtém-se uma onda de choque obliqua,
curva e deslocada do corpo (superficie), isto é, para esse caso ndo existe solugdo para onda
de choque obliqua reta.

A figura 5.33 mostra o resultado obtido com o método numérico para este
caso. Nota-se que mesmo mantendo o numero de Mach da regido 1, (M; = 2,9), porém
aumentando a inclinacdo do escoamento em relagdo a superficie para 45°, de tal forma que
0 angulo de inclinacdo, para este numero de Mach, seja maior que o angulo maximo

(33,3°), a onda de choque obligua torna-se curva e deslocada da ponta da superficie.
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Figura 5.33 — Comportamento da onda de choque — choque obliquo curvo e deslocado do

corpo, utilizando grau 3 na expanséo das variaveis.
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6 - CONCLUSOES

Lembrando que o objetivo deste trabalho € desenvolver um método numeérico,
baseado no método dos elementos finitos, que utiliza a formulacdo Petrov-Galerkin e que
emprega, na expansdo das varidveis, 0 método da expansdo em funcGes hierérquicas, para a
solucdo das equacdes de Navier-Stokes em duas dimensdes, para fluidos compressiveis em
alta velocidade.

Para alcancar esse objetivo e, consequentemente, verificar o desempenho do método
numeérico desenvolvido neste trabalho, foi elaborado um programa computacional

denominado PMEFH2D. Com este programa foram realizados varios testes.

Antes de se analisar qualquer aspecto do método numérico, verificou-se a
reproducdo das condi¢fes de contorno através de um teste simples de longa duracéo,
conforme descrito na se¢do 5.1. Com esse teste, verificou-se que o programa ndo gerava
nenhum tipo de perturbacdo indesejada, na solucdo do sistema de equacGes diferenciais

desenvolvido no Capitulo 4.

Um segundo teste foi elaborado, no qual verificou-se a consisténcia e a estabilidade
do método numeérico desenvolvido, através da simulacdo de um choque normal, imposto
através das condi¢des de contorno do problema, isto é, sem captura da onda de choque,
conforme descrito na se¢do 5.2. Com esse teste verificou-se, de acordo com os resultados
obtidos, que a aproximagdo numérica reproduziu as equacgdes diferenciais na medida em
que, mantendo-se 0 grau de expansdo das variaveis, refinou-se a malha computacional.
Com esse resultado, pode-se dizer que o método numérico desenvolvido € consistente e

estavel, isto €, que o método é convergente.
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Um terceiro teste foi realizado para verificar o comportamento do método numérico
quanto a dissipacdo numeérica. Para isso, simulou-se um degrau de temperatura, conforme
descrito na se¢do 5.3. Com esse teste verificou-se que para uma expansdo das variaveis, de
grau 2 em diante, mesmo usando malha ndo refinada, 0 método nao apresenta dissipacéo
numérica. Para uma expansdo das variaveis, de grau 1, uma malha mais refinada €

necessaria para evitar esse tipo de problema.

6.1 - CONCLUSAO

Simulagdes de escoamentos supersonicos, incidentes obliquamente sobre um corpo,
foram realizadas para verificar a capacidade do método numérico desenvolvido em simular,
adequadamente, escoamentos de fluidos compressiveis em alta velocidade e de capturar

ondas de choque.

Trés casos foram simulados para se observar a captura da onda de choque: choque
obliquo reto com solucdo natural colado a superficie (solucdo de choque fraco); choque
obliquo reto com solucéo forcada colado a superficie (solucdo de choque intenso) e choque

obliquo curvo descolado da superficie.

Para os trés casos analisados, verificou-se, através dos resultados obtidos com o
método numérico desenvolvido neste trabalho, uma correspondéncia muito grande do
comportamento das varidveis calculadas com os resultados teéricos. De um modo geral, 0
erro das varidveis calculadas foi pequeno, quando comparadas com o0s valores previstos

pela literatura.

Através da analise feita, em funcdo dos resultados obtidos nas simulagdes
realizadas, pode-se concluir que o objetivo deste trabalho foi alcancado de maneira
satisfatoria, pois os resultados obtidos com o0 método desenvolvido neste trabalho foram
qualitativamente e quantitativamente bons, quando comparados com os resultados teéricos

encontrados na literatura.
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6.2 - TRABALHOS FUTUROS

Em funcdo dos resultados obtidos, pode-se sugerir os seguintes estudos como
trabalhos futuros, para que o método numérico torne-se mais abrangente, versatil e eficaz:
estender o método numérico, aqui desenvolvido, para poder ser aplicado em malhas
irregulares, e com isso poder simular escoamentos supersénicos de fluidos através de
objetos das mais diversas geometrias; desenvolver e implantar no programa computacional
a capacidade de ajustar o grau do polindbmio durante a solucdo do problema, e com isso
possibilitar um avan¢o muito grande do ponto de vista operacional; e, por Gltimo, estender
0 método numérico para ser aplicado em escoamentos supersdnicos de fluidos em trés

dimensoes.
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ANEXO A: FUNCOES DE EXPANSAO HIERARQUICAS
UTILIZADAS NO PROGRAMA COMPUTACIONAL
DESENVOLVIDO - PMEFH2D

Como mencionado na secdo 4.3, as fungdes de expansdo hierarquicas utilizadas
neste trabalho, para a solucédo das equacdes de Navier-Stokes, sdo baseadas em polindmios
de Legendre, ajustados nos elementos retangulares de forma conveniente. A associagdo das
funcBes de expansdo aos elementos ¢ feita de forma a definir fungdes de canto, de lado e
de area. A ordem das funcOes associadas aos lados e as areas dos elementos é definida de
forma a ter o grau necessario ou desejado. Neste trabalho as funcdes de expansdo estdo
preparadas para utilizar grau 1 até 6. O método de quadratura de Gauss, segundo Press et
al. (1986), é utilizado para o calculo das integrais envolvidas na solucdo das equacdes de
conservacao, descritas na secdo 4.2. Ressalta-se que, embora o grau das fungbes de
expansdo adotadas neste trabalho esteja limitado até 6, nada impede gque sejam acrescidos

graus maiores, para a solugédo de problemas que exijam um maior detalhamento.

A Figura (A.1) apresenta um elemento tipico e 0s parametros hierarquicos

associados com o seus cantos, lados e areas.

Elemento (i,j)

Figura A.1 - Elemento retangular de duas dimensdes e seus parametros associados.
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Como visto no item 4.3, os polindmios de Legendre, de grau 2 a 6, utilizados neste
trabalho, indicados por Lg,(g), onde o indice g indica o grau do polinémio e £ é a variavel

local do elemento que varia de —1 a 1, sdo 0s seguintes:

Lo(¢)=-(£%-1); (A1)
L3(£)=2(&-9); (A-2)
L4(§):%(15§4- 1822 + 3); (A-3)
Ls(£)=(7°-108° + 3¢ );e (A4)
Lg (&) =%(105§6 - 175&% + 7562 - 5). (A-5)

Para a direcdo 7, o0s polindmios adotados sdo idénticos aos da direcdo &

substituindo-se, simplesmente, £ por 7 nas equacdes anteriores e sao indicados por L 4 (77)

Para formar as fungdes de expansdo sdo utilizadas, além dos polindmios de
Legendre, funcdes lineares de acordo com o apresentado no item 4.3. Essas funcdes

lineares formam as funcBes de expansdo associadas aos cantos, da seguinte forma:

Cantos:

Nt = $(&- D(n - 1); (A-6)
Nep =3 €+ (7 - D (A7)

Nea =+ (6= )7+ 1); (A-8)
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Ncﬁ=%@+1ﬂﬂ+1f (A-9)

Nessas funcdes, o subscrito ¢ indica canto e 0 numero ap6s o subscrito indica o

canto ao qual a funcdo esta associada.

As fungOes de expanséo, associadas aos lados do elemento, sdo definidas por uma

funcgéo linear multiplicada por um dos polinémios de Legendre dados pela equacdes (A-1)
a (A-5). Essas funcdes sdo indicadas por Nﬁ(i_j )+ onde o subscrito L(i—j) representa o

lado associado a funcdo e o superescrito g, o grau do polinémio. Essas funcdes sdo as

seguintes:
Lado L(1-2):

NE2)= - 5 (- DLo(&); (A-10)

NEz) = 07 DLs(): (A-11)

Nz = 5 (- DLaE): (A-12)

Niwn = - 0= DLsle)ie (A-13)

NEwn = - 2 (- DLol6). (A-19



Lado L(3-4):

NE(3.4)= %(?7+ 1) Ly(&);

NE sy = 5 1+ D) Ls(6);

Ni(a-a) = %(774r 1) Ly(é);

1
N (3-4) = 5(77+ 1) Ls(¢);e

ND(3.4) = %(TH 1) Le(&).

Lado L(1-3):

2
N{-3)= -

3
N{(1-3)= -

4
Ni(1-3)= -

NP1y = -

6
Ni(1-3)= -

N |-

N |-

N

N |-

1
5"

(-

(¢-

(¢-

(¢-

1) Ly(n);

1) La(n);

1) Ls(n);

1) Ls(n); e

1) Le(n).
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(A-15)

(A-16)

(A-17)

(A-18)

(A-19)

(A-20)

(A-21)

(A-22)

(A-23)

(A-24)
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Lado L(2-4):

Nipy = 5+ D L) (A-25)
N %(é +1) Ls(n); (A-26)
Nigg = 5+ 1) Lsln); (A-27)
Nigg = 56+ D) Lsln)ie (A-28)
Nigy = 5+ 1) L) (A-29)

As fungbes de expansdo, associadas com a area do elemento, sdo formadas pelo

produto de dois polindmios de Legendre Lq(&) e Ly(7). Essas fungbes séo indicadas por
N 29, onde o subscrito A representa a area e 0 superescrito gg, os graus dos polindmios de

Legendre. Essas funcGes sdo as seguintes:

Area A(1-2-3-4):

NZ2 = Lp(&) L) (A-30)
N = Ls(&) Ly(m); (A-31)
N = Lo(&) Ls(m); (A-32)

N2 = Lg(&) Ls(); (A-33)



NZZ = Ls(&) Lo(n);
N&' = Lo(&) La(m);
N = Ls(&) L(n);
NE = La(&) Ls(m) ;
NA = Ly(&) Le(m);
NR = Ls(&) La(m);
NA = Ly(). La(m);
NR= Ls(£) Ls(m) ;

NRZ = Lg(&) Ly(m);

N2 = Lo (&) Le(m); e

N3 = Lg(&) Ls () -
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(A-34)

(A-35)

(A-36)

A-37)

(A-38)

(A-39)

(A-40)

(A-41)

(A-42)

(A-43)

(A-44)

Uma vez definidas as fungdes de expansdo, para os cantos, lados e éreas,

associam-se determinadas fungdes para cada grau de expansdo solicitado ou desejado.

Assim, para expansdes de graus 1 a 6 tém-se as seguintes funcbes associadas:

Grau 1: Somente as funcdes de canto, equacdes (A-6) a (A-9).

Grau 2: Fungdes de canto, equagdes (A-6) a (A-9);
Funcoes de Lado L(1-2), equacao (A-10);



Grau 3:

Grau 4:

Grau 5:

Grau 6:
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Funcoes de Lado L(3-4), equacdo (A-15);
Funcoes de Lado L(1-3), equacao (A-20);
Funcoes de Lado L(2-4), equagdo (A-25); e
Funcdes de Area A(1-2-3-4), equagio (A-30).

Funcdes de canto, equacdes (A-6) a (A-9);

Funcoes de Lado L(1-2), equacdes (A-10) e (A-11);

Funcoes de Lado L(3-4), equacdes (A-15) e (A-16);

Funcoes de Lado L(1-3), equacdes (A-20) e (A-21);

Funcoes de Lado L(2-4), equacbes (A-25) e (A-26);

Funcdes de Area A(1-2-3-4), equagdes (A-30), (A-31) e (A-32).

Funcdes de canto, equacgdes (A-6) a (A-9);

Funcoes de Lado L(1-2), equacbes (A-10) a (A-12);
Funcoes de Lado L(3-4), equacBes (A-15) a (A-17);
Fungdes de Lado L(1-3), equagdes (A-20) a (A-22);
Funcdes de Lado L(2-4), equacgdes (A-25) a (A-27);
Funcdes de Area A(1-2-3-4), equagdes (A-30) a (A-35).

Funcdes de canto, equacgdes (A-6) a (A-9);

Funcdes de Lado L(1-2), equacdes (A-10) a (A-13);
Funcoes de Lado L(3-4), equacbes (A-15) a (A-18);
Funcoes de Lado L(1-3), equacBes (A-20) a (A-23);
Fungdes de Lado L(2-4), equagdes (A-25) a (A-28);
Funcdes de Area A(1-2-3-4), equagdes (A-30) a (A-39).

Funcdes de canto, equacdes (A-6) a (A-9);

Fungdes de Lado L(1-2), equagdes (A-10) a (A-14);
Funcdes de Lado L(3-4), equacdes (A-15) a (A-19);
Funcoes de Lado L(1-3), equactes (A-20) a (A-24);
Funcoes de Lado L(2-4), equacBes (A-25) a (A-29);
Funcdes de Area A(1-2-3-4), equagdes (A-30) a (A-44).
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