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RESUMO

Reflexdes sobre o conceito de nimero estdo presentes na Educacdo Matematica que
nos direciona a uma questdo essencial do ensino da Matematica, que ¢ a questdo do como
ensinar idéias, porque para aprender alguma coisa temos que saber que coisa ¢ essa. Os
conceitos matematicos sdo instrumentos complicados, por isso, nés ndo podemos usa-los sem
saber nada sobre a sua natureza em geral. Este “conhecimento sobre conhecimento” ¢
fornecido por meio da pesquisa historica e epistemoldgica. O presente texto trata dos numeros
irracionais e analisa a problematica da construg¢do desse conceito. O niimero de Euler e que ¢
um exemplo importante de nlimero irracional ¢ tratado superficialmente na escola, quando
comparado com o 7z, por exemplo. Neste trabalho investigamos varias definicdes e aplicagdes
do niimero e, bem como analisamos sua natureza no contexto da teoria dos numeros reais para
o qual ndés apresentamos varios fundamentos. Normalmente, na escola assim como na
universidade, se fala dos numeros irracionais como numeros nao racionais € na realidade nao
ha outra possibilidade no contexto do mundo discreto da Matematica. As consideragdes
geométricas, em contraste com o mundo discreto, oferecem a possibilidade de indicar
algumas caracterizagdes positivas dos nimeros irracionais. Finalmente observando que o
numero de Euler e ¢ computavel, embora seja irracional, nés usamos este fato para considera-
lo sob o aspecto da teoria computacional. A partir do ponto de vista pratico e imediato nem
todas as defini¢gdes do niimero e sdo equivalentes. Isto nos da oportunidade para indicar a
relevancia da no¢ao de complementaridade no que diz respeito aos conceitos matematicos,
levando em conta seus lados operativos e descritivos e esta nogao possibilita o enfrentamento

dos métodos de ensino.

Palavras — Chave: Educagao Matematica; Numero Irracional; Numero e.
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ABSTRACT

Reflections about the number concept are present in mathematic education, driving us
to an essential question of mathematic teaching, that is, to the question of how to teach ideas,
because in order to learn something we have to know what it is. And mathematical concepts
are complicated instruments, but we cannot use them without knowing nothing about their
nature in general. This “knowledge about knowledge” is given by epistemology and by
historical research. The present text deals with the irrational numbers and analyses the
problematic behind them. Euler’s number e is an important example of a number, which is
dealt with superficially only at school, when compared to z, for example. By the present work
we investigate various definitions and applications of e and analyze its nature in the context of
the theory of real numbers, for which we present various foundations. The irrational numbers
are normally characterized negatively only, by calling them not-rational in school and at the
university also and there is no other possibility within the context of discrete mathematics.
Geometrical considerations offer in contrast the possibility of indicating some positive
characterizations of irrational numbers. Finally observing that the Euler number e is
computable although irrational, we use this fact to consider it from the point of view of
computational theory. Not all definitions of e are equivalent from such a point of view. This
gives us opportunities to indicate the relevance of a complementaristic perspective with
respect to mathematical concepts, taking into account their operative and descriptive sides and

using this complementarity to envisage better teaching methods.

Key words: Mathematical Education; Irrational Number; Number e.



INTRODUCAO

O professor de Matematica que lida com questdes relacionadas a aprendizagem
precisa conhecer o contexto em que determinado conceito foi elaborado, bem como os
motivos principais que o fazem estar presente no curriculo escolar. Nesse sentido, os
conhecimentos historicos e epistemologicos dos conceitos matematicos sdo essenciais para

melhorar a pratica do professor em sala de aula.

Para que o conhecimento de um determinado conceito possa contribuir para a
compreensdo da natureza dos objetos matematicos, € com isso proporcionar mais significados,
tendo clareza que esses significados podem ser temporais, culturais, ou seja, dentro de uma
situagdo problematica que evidencia a consolidacdo da validade desse conhecimento, torna-se

necessario concebé-los, também como atividades construtivas.

Estamos passando por um momento de mudanca de atitude em relacdo ao tratamento
do ensino da Matemadtica no tocante aos seus discursos “cientificos” e “pedagdgicos”. O que
normalmente se v€ nos livros didaticos sdo usos excessivos da gramatica propria da

Matematica que € a logica e os simbolos artificiais desprovidos da seméantica.

Conciliar a linguagem Matematica com os aspectos pedagdgicos sem perder a
qualidade do conteudo ¢ uma tarefa ardua que depende da compreensdo das questdes

historicas e epistemoldgicas do conhecimento matematico.

As reflexdes sobre o ensino-aprendizagem da Matemadtica passam obrigatoriamente
pelos nimeros, que sdo instrumentos matematicos que permitem a visao de padrdes que estao
a principio “escondidos” e isso faz com que procuremos conhecer suas caracteristicas em
todas as suas perspectivas. Historicamente os nimeros foram sendo ampliados, seguido pelo
avango cientifico e tecnologico devido a necessidade e a curiosidade inerente do homem.
Diante desta situagdo surgiram nimeros que se transformaram em elos importantes (como por
exemplo, na extensdo do conjunto dos niimeros racionais) no tratamento de questdes internas
da propria Matematica e que interferiram e interferem na vida cotidiana do homem neste

COSmo.

Nesse sentido, o objeto de pesquisa deste trabalho trata de um nimero que esta
diretamente ligado aos aspectos tedricos da Matematica e aos fendmenos sociais, culturais e

naturais que ¢ o niumero de Euler e, bem como a funcdo exponencial de base e. Temos clareza



que esse numero ¢ importante, mas a fun¢do ¢ muito mais, devido as conexdes que ela
estabelece com as diversas dareas do conhecimento, pois propicia melhorar nossa
compreensdo, ou seja, permite uma aproximacdo da realidade por meio das relacdes e

probabilidades.

Desde minha formacao inicial e continuada na area da Educagdo Matematica, que
comegou em 1986, o numero de Euler e, era tratado por mim apenas como um numero
irracional que tem o valor aproximado de 2,718 e que podia ser usado como base dos
logaritmos. A partir dai, usando o fato de a fungdo exponencial de base e ser igual a sua
derivada, aplica-se este argumento na resolucdo de varios problemas referentes ao

crescimento ou decrescimento exponencial.

No que diz respeito ao contexto histérico, 0 meu conhecimento registrava que esse
nimero surgiu no inicio do século XVII em homenagem ao criador dos logaritmos John
Napier, em que a letra e foi escolhida por Leonhard Euler no século XVIII. Fazendo uma
reflexdo sobre a necessidade de trazer os nimeros irracionais do campo teodrico para o aspecto
pratico e pedagogico, constatei que na Matematica existem nimeros irracionais conhecidos
como o r(3,14...), a raiz quadrada de dois (1,41...) e o nimero de ouro (1,618...) que sdo

muito bem relatados nos livros didaticos do ensino fundamental, médio e superior.

Nesse processo de reflexdo o que me deixou intrigado ¢ como um namero de valor
numeérico aparentemente simples como o nimero de Euler e aparece na Matematica aplicada e
na Matematica pura, ou seja, estabelece conexdes com os ramos internos desta ciéncia e com
outras areas do conhecimento. Atualmente fico imaginando e tentando entender o porqué de o
numero de Euler e ser trabalhado superficialmente no ensino médio, € somente no ensino
superior lhe ¢ dado um tratamento mais sistematico, ou seja, no ensino médio valorizam-se de
maneira excessiva o logaritmo na base 10, e o nimero e como base ¢ tratado, as vezes, como

nota de rodapé.

Este trabalho tem como foco discutir os aspectos historicos e epistemologicos do
processo de construcao do conceito desse numero € da funcdo que tenha esse nimero como
base tendo como perspectiva a nogdo de complementaridade publicada no livro O Formal, O
Social e o Subjetivo (1993) e no artigo, Complementarity, Sets and Numbers (2003) de
Michael Otte. Esses textos destacam que esta nocdo ¢ indispensavel para o estudo das

questdes que envolvem a Educacdo Matemdtica no que diz respeito aos aspectos



continuo/discreto, intenséo/extenséol, conceito/objeto e o0s axiomas/aplicacdes na
interpretacdo dos significados dos objetos de estudo da Matematica. Nesse contexto, o estudo
do conceito de numero irracional, da constru¢do do conceito do numero “e” e da fungao
exponencial de base e segue essa perspectiva. Considerando este fato, partimos da duplicidade
que ha no conceito de fun¢do em relacdo a modelos algoritmicos operativos (discreto) e a

questdo da continuidade da lei estrutural.

Temos clareza que o principio de complementaridade ¢ inerente a conceitualizacdo do
numero de forma geral e consequentemente do niimero de Euler e, pois, a abordagem dessa
conceitualizacdo devera ser de maneiras diferentes. Diante disso, tratamos da construcdo do
conceito do nimero e por meio do processo algoritmico, ou seja, dos modelos operatdrios que
0 determinam como um método de computagdo. Todavia, a complementaridade surgira de
forma inevitdvel no momento em que nos relacionarmos com o aspecto estrutural, ou seja,
relagdo, lei ou regra que o faz ser obtido como um ponto de uma curva ou o valor de uma
fun¢do. Contudo, tanto no interior do processo algoritmico como na questdo relacional, a

compreensao epistemoldgica do nimero de Euler e apresenta carater de complementaridade.

A construcao complementar do conceito do numero e pelo processo algoritmico e pela
relacdo (lei) desencadeia atividades cognitivas entre o sujeito, meios e objeto. E isso
possibilitara compreender que o niimero e ndo esta no objeto e nem no sujeito € sim na sua
relagdo por meio da atividade, pois, “os conceitos tedricos agora ndo sdo nomes de objetos ou

de qualidades dos objetos, mas denotam relagdes entre objetos” (OTTE, 1994, p. 71).

O conceito de complementaridade foi introduzido na fisica quantica por Niels Henrik
David Bohr (1885-1962). Bohr pretendia mostrar a “impossibilidade de qualquer separacao
nitida entre o comportamento dos objetos atdmicos e a interagdo com os instrumentos de

medida que servem para definir as condigdes em que os fendmenos aparecem” (BOHR, 1995,
p. 51).

O que de fato Bohr percebeu ¢ a importancia que tem a atividade humana na
elaboracdo do conhecimento, ou seja, ¢ impossivel separar o sujeito de seu objeto. De forma
que os aspectos entre o sujeito, atividades e o objeto ndo devem ser considerados
separadamente e sim como um todo prevalecendo o aspecto relacional. Essa caracteristica do

principio fisico da complementaridade ocupa um papel central na questdo cognitiva e

1 . ~ 7 : ~ 7 .
A intensdo € o sentido e a extensdo € o objeto.



epistemologica do conhecimento humano. E inevitavel, portanto, estendé-lo aos fundamentos

da Educacao Matematica.

Na busca da compreensdo das formas em que se processa a elaboragao do
conhecimento, tornam-se relevantes os objetos e os conceitos desses objetos. Para construcao
desses conceitos hd necessidade de atividades cognitivas, pois, estes sdo as esséncias da
relagcdo sujeito-objeto. Todavia, o conceito de complementaridade fundamenta-se exatamente
entre as atividades, os meios e os objetos do conhecimento, ou seja, nenhum dos elementos
(meio, objeto e atividade) pode ser determinado sem o outro. Mas, o conceito ndo ¢ idéntico a
sua defini¢do. O conceito representa uma complementaridade entre objeto € meio, ou entre
conhecimento e método (OTTE, 1993, p. 227). Dessa forma, o saber ¢ construido por um

processo real e dindmico.

Compreender os meandros da Historia da Matematica torna-se util para entendermos a
estrutura da atividade Matematica e com isso enfrentarmos com mais consisténcia os
obstaculos epistemoldgicos desse desenvolvimento. Este estudo, entretanto, ndo da receitas
para composi¢ao de curriculos, mas podera sensibilizar os agentes do ambiente educacional,
propiciando uma reflexdo sobre os métodos variados de ensino e aprendizagem. O fato de
compreender o processo historico da construcao do conceito de numero possibilitara perceber
que a atividade cognitiva ndo ¢ linear, e sim muito complexa, porém, se melhorarmos nosso
entendimento da estrutura do pensamento matematico e a logica de seu desenvolvimento ao

longo da historia evidenciam-se o sentido do ensino deste topico.

Encontrar uma alternativa de explicacdo que melhore o conhecimento sobre o tema e
que possa auxiliar outros professores de Matematica na busca de um conhecimento mais
solido no que diz respeito a um tratamento mais pedagogico de assuntos considerados
“cientificos” da Matematica ¢ o foco deste trabalho. Tivemos a pretensdo de apresentar um
tratamento pedagdgico deste niimero, mas a sedugdo pelos aspectos formais da linguagem
Matematica no que diz respeito a questdo pragmatica dispensada aos objetos matematicos esté

presente, porém, tentamos introduzi-los dentro de um contexto.

No aspecto do desenvolvimento do potencial critico e pedagogico, o nimero de Euler
e, assim como a funcdo exponencial de base e, possibilita a construcdo de modelos
operacionais que melhora o relacionamento do homem com a natureza favorecendo a possivel
descri¢do da realidade, propiciando contextualizar de forma mais coerente envolvendo as

questdoes da cientificidade da Matematica. Acreditamos que o numero e ndo estd nos



fendmenos e sim no aspecto relacional da atividade mental que o ser humano estabelece no

proprio intelecto.

No decorrer de nossa pesquisa surgiram varias questdoes que estdo interligadas

referentes a esse nimero. A seguir explicitamos cada uma delas:

’

. E comum nos livros didaticos do 1° ano do ensino médio, como por exemplo, o
livito de Luiz Roberto Dante “Matematica Contexto & Aplicagdes” (2003, p. 226)
apresentarem a no¢ao de logaritmo da seguinte forma: “dados os numeros reais positivos a e
b, com a=# 1, se b=a°, entdo o expoente ¢ chama-se logaritmo de b na base a. Os nimeros
frequentemente usados como base sao o 10, que € a base do nosso sistema de numeragao, € o
numero de Euler (e~2,71828) que nao pode ser escrito na forma de fragdo. A questdo ¢ que
os logaritmos que tém esse numero como base sdo denominadas de naturais, entdo, como ¢
possivel ser natural um nimero dessa forma. Por que o logaritmo na base cinco, por exemplo,

nao ¢ utilizado com tanta intensidade na resolu¢do de problemas praticos?

o Por que a letra e representa o nlimero 2,718...7 E por que motivo o nimero e ¢
tratado, profundamente, somente apds o estudo de séries e funcdes? Este nimero ¢ irracional

e computavel, entdo como podem ser calculados os valores de suas casas decimais?

[IPNE]

. Como encontrar o elo entre o numero e, a fungdo exponencial de base “e” e os
fendmenos naturais? A fungdo exponencial de base e ¢ a Unica funcdo que ¢ igual a sua

propria derivada? Porque isso ocorre?

o A raiz quadrada de dois estd relacionada com a diagonal do quadrado de lado
unitario, o numero 7z (pi) € a area de um circulo de raio unitario. Diante disso, qual é o

significado geométrico do niimero e?

o Nos livros de Calculo Diferencial e Integral ¢ apresentada a defini¢do do niimero

e por meio da Integral e depois determinam sua derivada, por que isso ocorre?

° Nos livros didaticos de Matematica, os numeros irracionais sao caracterizados
por nimeros ndo racionais e sao normalmente introduzidos pela raiz quadrada de dois. Como
enfrentar o problema da caracterizacdo positiva do conceito de numero irracional? O que de
fato queremos ¢ explicar a necessidade da constru¢ao dos nimeros reais por meio do conceito

do numero de Euler e objetivando com isso a percepcao/mentalizacdo do continuo numérico.

° Em que contexto historico surgiu esse numero? Quais foram as situagdes reais

que motivaram o estudo desse nimero?



. Como construir uma explicagdo do nimero de Euler e considerando seus
aspectos histéricos e epistemologicos, bem como sua utilidade na Matematica pura e

aplicada? Afinal, porque o nimero e ¢ importante?

Considerando que o conceito de nlimero € relevante para o entendimento de varios
assuntos da Matematica e das ciéncias em geral torna-se necessario compreender suas
caracteristicas essenciais. No caso deste numero irracional fica claro que o sentido do seu
estudo surge quando este conceito ¢ tratado complementarmente entre a sua construcao
operacional digito a digito e a sua formulagdo num processo continuo, ou seja, por meio da lei

estrutural de sua construgao.

Acreditamos que com este trabalho, estamos introduzindo uma nova perspectiva no
tratamento dado ao niamero de Euler e, propiciando uma abordagem coerente desse tema que
por sua vez favoreca ao professor mais um elemento teorico para sustentar sua pratica na sala

de aula.

O que pretendemos ¢ discutir estes questionamentos no aspecto relacional que ha entre
o sujeito, os meios (representagdes) e as atividades mentais do sujeito, mostrando que o
tratamento isolado, ou seja, por um lado, o aspecto operacional algoritmico (discreto) e, por
outro lado, o aspecto da lei (continuo), ndo consolida o entendimento da constru¢cdo desse

conceito.

Para apresentar os resultados desta reflexao historica e epistemologica do nimero de
Euler e, bem como da fungdo exponencial de base e, separamos este trabalho em quatro

capitulos, os quais serdo apresentados sucintamente a seguir.

No primeiro capitulo tratamos inicialmente do mundo continuo e do mundo discreto,
enfatizando o fato de que no mundo continuo construimos explicacdes da
incomensurabilidade da diagonal do quadrado e no mundo discreto mostramos a
irracionalidade da raiz quadrada de dois. Neste capitulo abordamos também a constru¢do do
nimero de Euler e por meio de intervalos encaixados. Com isso, discutimos as idéias centrais
da definicdo de continuidade da reta na perspectiva de Dedekind, intervalos encaixados e
seqiiéncias convergentes de Cauchy-Cantor. O que pretendemos deixar claro € que nessas
formas de interpretar a continuidade da reta estdo presentes as relagdes entre o discreto e o
continuo na constru¢do do conceito de qualquer nimero irracional e como conseqiiéncia do

numero de Euler e.



A definicdo dos numeros reais por intervalos encaixados ¢ uma conseqiiéncia da
propriedade do supremo, que ¢ na verdade um postulado fundamental da geometria. Por isso,
no6s usamos a constru¢do do numero de Euler por intervalos para discutir se existe ou ndo um
unico ponto para o qual todos os intervalos que contenham o valor do niimero de Euler e
convirjam. Essa discussdo mostrou a necessidade de se postular a “possivel existéncia” do

numero e, bem como de todos 0s niimeros irracionais.

Dedekind no século XIX tratou da construgao do conjunto dos nimeros reais tendo se
inspirado no trabalho de Eudoxo. Devido a isso, fizemos uma discussdo sobre a forma como
Dedekind utilizou o conceito de corte para interpretar a correspondéncia que ha entre os
pontos da reta e os numeros. Cantor também tratou dos nimeros reais utilizando para isso as
seqiliéncias convergentes de Cauchy. Mostramos que o valor do nimero irracional e pode ser
determinado por no minimo duas seqiiéncias equivalentes em que a diferenca entre elas tenda

a Z€ro.

Tratamos também da constru¢do dos numeros reais pela axiomatizagdo, pois, este
processo sintetiza parte significativa do método cientifico. Todavia, temos o proposito de
apresentar os axiomas dos numeros reais que sao formas diretas de se introduzir os nimeros

irracionais.

Neste capitulo observamos que a constru¢do dos niimeros irracionais, particularmente
o numero de Euler e pode ser discutido pela complementaridade que héa entre o continuo
(cortes de Dedekind) e pelo discreto (construgdo de Cauchy e Cantor) e também por uma
“mistura” entre o discreto e o continuo, que ocorre com os intervalos encaixados. Porém, o
aspecto relacional estd presente na axiomatixagdo desde que aplicada num contexto tedrico

e/ou pratico.

Temos, entretanto, a intencdo de possibilitar uma discussdo sobre a biunivocidade
entre os pontos da reta e os numeros, estabelecendo com isso um elo entre a construgdo dos
numeros reais pela via da incomensurabilidade da diagonal do quadrado, da raiz quadrada de
dois e pela construcdo do nimero de Euler e por intervalos. Na realidade, refletimos sobre
essas maneiras de interpretar a questdo da continuidade da reta e dos numeros, pois, quanto
mais formas diferentes de abordar o mesmo objeto, maior ¢ a possibilidade de percebé-lo e, ¢
i1sso que vai proporcionar a compreensao da necessidade de se estabelecer os fundamentos da

Matematica e como conseqiiéncia aplica-lo nas diversas areas do conhecimento.



No segundo capitulo, tratamos das defini¢cdes, conexdes e aplicacdes do niimero e,
bem como da fun¢do que tenha esse nimero como base, procurando entender o que € o
numero “e” e como determind-lo de forma “exata”. Se ¢ que ¢ possivel responder essas
perguntas, objetivando com isso compreender que existem varias maneiras praticas e tedricas
para obter esse valor. Neste momento faremos uma discussdo sobre as equivaléncias das

principais defini¢des do nimero e, estabelecendo o contexto de suas equivaléncias.

Apresentamos situagdes em que esse numero surge com naturalidade, justificando o
motivo pelo qual o logaritmo na base e ¢ chamado natural. Uma situagdo importante do
surgimento do nimero e ¢ a interpretagdo dos juros compostos, que pode ser feito de duas
maneiras: calculando os juros compostos no final de cada periodo (discreto) ou capitalizando
os juros continuamente. No caso de capitalizagdo continua, temos a presenca inevitavel do

namero de Euler e.

O calculo das casas decimais do nimero e pode ser obtido por meio de séries de
poténcias, que determinam suas casas decimais de forma extremamente eficiente. No entanto,
no final do século XX e no inicio do século XXI foram publicadas por Brothers e Knox
formas alternativas que obtém o valor do nimero e mais rapido que os modelos tradicionais.
Mostramos como esses modelos foram obtidos e tentamos sugerir atividades pedagogicas para

serem usadas na sala de aula por meio de uma calculadora ou de um computador.

Temos o proposito de discutir a relacdo que existe entre o nimero e, e a quadratura da
hipérbole, propiciando também uma alternativa de explicacdo do motivo pelo qual a derivada
da fungdo exponencial de base e ¢ igual a propria funcdo. Com isto explicaremos de uma
forma diferente dos livros didaticos o porqué o logaritmo natural (In) ser definido por meio da
integral. Esta discussdo ird fornecer uma maneira de evidenciar o significado geométrico

desse nimero.

Consideramos o numero de Euler e obtido pela via da dupla raiz que hé no conceito de
funcdo (operacao e lei), pois, esse numero sera determinado pelo algoritmico operacional e
também sera considerado como sendo um ponto da curva de uma funcao. Dessa forma, esse
nimero tem na esséncia de seu conceito, a no¢do de complementaridade, pois, € esta relacao

que permite melhorar a compreensdo do seu significado.

No que diz respeito as conexdes que o numero e faz com ramos da propria
Matematica, discutimos o fato desse numero estar presente na andlise, na algebra e na

geometria, ou seja, perpassa a Matemadtica pura e aplicada. Neste sentido, faremos uma



discussdo referente ao nimero e relacionado com a unidade imagindria i, 0 nimero =,

nimeros primos, fungdes trigonométricas seno, cosseno e a espiral logaritmica.

Temos o interesse de evidenciar que o estudo do numero e provocou a amplia¢do de
areas tradicionais da Matematica que € o caso das varidveis complexas por meio de uma
férmula que envolve o numero e, 1, seno € cosseno que pode ser também considerada a mais
importante de todas as féormulas da Matematica, pois, relaciona nimeros com personalidades

diferentes.

O estudo das conexdes do nimero e propiciou o imaginario tornar-se real do ponto de
vista teorico-numérico. Esta andlise nao sdo necessidades praticas, mas necessidades teoricas,
pois s6 a teoria Matematica tem essa capacidade de conectar areas e assuntos tao distintos das
ciéncias.

Diante disso, discutimos esses aspectos partindo da propria Matematica, fazendo
experiéncias com formulas, ou seja, substituindo uma na outra e analisando os resultados. As
aplicagdes e as conexdes nos mostram que a teoria Matematica estabelece relagdes tanto com
o mundo cotidiano como com as questdes internas da propria Matematica e por isso a nogao

de complementaridade ¢ inevitavel.

Na necessidade de escrever relagdes entre fendmenos para melhor compreendé-lo,
surgem equacdes diferenciais e na pesquisa de solugdes destas, o numero de Euler e pode
estar presente. Apresentamos fendmenos naturais que aparentemente ndo tem nada a ver com
o numero e, mas durante a andlise dessas situagdes por meio do seu equacionamento, surge o

numero de Euler e.

Com este objetivo mostramos o caso do crescimento de populacdo de bactérias,
desintegracdo radioativa e um fenomeno fisico. Como encontrar o elo entre o nimero “e” e
estes fendmenos? Acreditamos que esse elo estd na atividade relacional, pois ¢ essa atividade

que ¢ o objeto do pensamento.

No terceiro capitulo, abordamos a questao da irracionalidade do nimero de Euler e no
qual apresentamos duas provas ou demonstragdes, pelo método da contradi¢do ou por reducgao

ao absurdo dessa irracionalidade, as quais foram chamadas de provas analiticas e geométricas.

Comecamos analisando situagdes de somas infinitas de numeros racionais que
convergem para um numero racional e somas infinitas de niimeros racionais que convergem
para um nimero que ndo ¢ racional. A definicdo do nimero e por meio de limites, que ¢

transformada numa série provoca uma reflexdo sobre a questdo do infinito no tratamento e na
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compreensdo da natureza do numero e. A possibilidade de se definir um objeto matematico -

o nimero e - de maneiras diferentes ajudara a investigar melhor sua natureza.

O numero de Euler e definido por meio de séries pode ser usado para construir
intervalos fechados genéricos (analiticamente), aritméticos € geométricos em que o nimero e
esteja contido em cada um deles. A partir dos intervalos construidos apresentamos as

demonstragdes da irracionalidade do nimero e.

A prova analitica ¢ comum nos livros didaticos de Matematica do nivel superior, por
1sso, além dessa prova apresentamos uma demonstracdo geométrica da irracionalidade do
nimero e por meio de uma construcao de intervalos encaixados, pois, a propria construgdo ja
vai nos direcionar para o calculo de seu valor e também para o entendimento da

impossibilidade de sua racionalidade.

A construcdo do numero e por intervalos possibilita uma discussdo sobre a
necessidade da ampliacio do conjunto dos numeros racionais, ou seja, despertard a
necessidade tedrica da constru¢do dos niimeros reais. Esta constru¢do permite discutir por
meio da visualizagdo e percepg¢do geométrica a continuidade dos numeros reais, pois,
possibilita refletir complementarmente entre os intervalos construidos aritmeticamente e a
parte da reta que ¢ continua, e isso pode nos convencer da inviabilidade da existéncia de uma

fracdo que representa o nimero de Euler e.

Portanto, temos mais uma alternativa de introdu¢do dos niimeros reais pela construgao
geométrica do numero e, ao invés da raiz quadrada de dois, que ¢ comum nos livros didaticos

atualmente. Esta constru¢do pode muito bem ser usada no ensino médio e no ensino superior.

No quarto capitulo abordamos a evolugdo historica do conceito do numero e,
observando que os numeros irracionais que se tornaram mais conhecidos como a raiz
quadrada de dois € o numero 7 (em relacdo a sua historia) sdo bem discutidos nos livros
didaticos de Matematica do ensino fundamental e médio. Entretanto, a historicidade do
nimero e ¢ pouco discutida e traz muitas duvidas sobre a questdo real de seu aparecimento e

uso na Matematica.

O nlmero e surgiu no cenario da Matemdtica num periodo de intensos
desenvolvimentos no qual o conhecimento matematico estava inserido. De forma, que
apresentamos momentos e situagdes que marcaram o seu surgimento e consolidaram o seu uso
na Matematica. Nesse contexto, mostramos que o nimero e teve sua origem nos juros

compostos calculados continuamente, nos logaritmos ¢ na quadratura da hipérbole. Para
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discutir estas questdes comegamos com a relacdo que o numero e estabelece com os

logaritmos criados por John Napier, publicado no inicio do século XVIIL.

Referimos-nos também a Leonhard Euler que usou efetivamente esse nimero em seus
trabalhos. Com isso, apresentamos o processo usado por Euler para determinar o valor do
nimero e, obviamente que ndo foi apenas Euler que fez uso desse nimero, mas foi o que

consolidou a sua “possivel existéncia”.

O aspecto historico nos mostra que o tratamento complementar entre o discreto € o
continuo sempre esteve presente na conceitualizagdo desse niimero, mesmo sabendo que, as
vezes, se privilegiou um desses aspectos. Entretanto, ¢ notdrio considerar que esse tratamento

dicotomico ndo ajuda o estabelecimento de relacdes na construgdo desse conceito.

Uma discussdao que propomos foi a questdo da natureza do numero e, pois, isso abriu
caminhos para que Lindemann provasse a transcendéncia de 7 e como conseqiiéncia disso
ocorreu esclarecimento da quadratura do circulo com régua e compasso, assunto que nao
havia sido resolvido desde a Antiguidade. E importante ressaltar que o nimero e esta

intimamente ligado a questdes geométricas e comerciais.



CAPITULO 1

FUNDAMENTOS DA TEORIA DOS NUMEROS

O mundo que o nosso cérebro fisiologicamente interpreta, sdo captados por 6rgaos
receptores que nos trazem impressdes ou sensagdes sobre os objetos externos. Esse mundo
que chega a nossa consciéncia ¢ um mundo continuo, no qual tudo ¢ relacional e relativo, ou
seja, ndo existe coisa pesada, amarga, doce ou quente, isso sO existe relativamente. Nao existe
grande distancia, depende do contexto. Um sabor, uma cor ou mesmo uma distancia sdo
continuos. Todos os quadrados tém a mesma forma e sdo semelhantes, se distinguindo um do

outro, s6 gradualmente.

A percepgao ou mentalizacao do continuo se da por meio de relagdes. E para acessar
essas relacdes precisamos de atividades e instrumentos (numeros) que as expressam
quantitativamente. O mundo de nossas atividades que ¢ formado basicamente pelas agdes de:
medir, construir, contar, comparar e distinguir ¢ um mundo discreto, ou seja, a realidade ¢
concebida como um conjunto de objetos distintos. Esta pulverizagdo aconteceu por meio dos
numeros e as diferencas entre os objetos existentes sdo captadas pela medicao e/ou contagem,
ou seja, o aspecto discreto dos nimeros prevalece, pois, 0 aspecto quantitativo discreto exerce

um “poder” sobre a agdo do homem dificultando a percepc¢ao do continuo. Agora, como Kant

(1997, B 74-75) disse:

O nosso conhecimento provém de duas fontes fundamentais do espirito, das
quais a primeira consiste em receber as representagdes (a receptividade das
impressdes) ¢ a segunda ¢ a capacidade de conhecer um objecto mediante estas
representagdes (espontaneidade de conceitos); pela primeira é-nos dado um objecto;
pela segunda é pensado em relagdo com aquela representagdo (como simples
determinag@o do espirito). Intui¢do e conceitos constituem, pois, os elementos de
todo o nosso conhecimento, de tal modo que nem conceitos sem intuigdo que de
qualquer modo lhes corresponda, nem uma intuigdo sem conceitos podem dar um
conhecimento. Ambos estes elementos sdo puros ou empiricos. Empiricos, quando a
sensagdo (que pressupde a presenca real do objecto) estd neles contida; puros,
quando nenhuma sensagdo se mistura a representa¢do. A sensagdo pode chamar-se
matéria do conhecimento sensivel. Dai que a intuigdo pura contenha unicamente a
forma sob a qual algo ¢ intuido e o conceito puro somente a forma do pensamento de
um objecto em geral. Apenas as intuigdes ou 0s conceitos puros sdo possiveis a
priori, os empiricos s6 a posteriori. Se chamarmos sensibilidade a receptividade do
nosso espirito em receber representagdes na medida em que de algum modo ¢
afectado, o entendimento ¢, em contrapartida, a capacidade de produzir
representagcdes ou a espontaneidade do conhecimento. Pelas condi¢gdes de nossa
natureza a intui¢do nunca pode ser sendo sensivel, isto €, contém apenas a maneira
pela qual somos afectados pelos objetos, ao passo que o entendimento ¢ a
capacidade de pensar o objecto da intui¢do sensivel. Nenhuma dessas qualidades
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tem primazia sobre a outra. Sem a sensibilidade, nenhum objecto nos seria dado;
sem o entendimento, nenhum seria pensado. Pensamentos sem contetido sdo vazios;
intui¢des sem conceitos sao cegas.

A Matematica, como qualquer outra area do conhecimento, ¢ influenciada pela
complementaridade de reagdo (receptividade das impressdes) e acdo (espontaneidade dos

conceitos) e consequentemente do continuo e do discreto.

Se nos concentrarmos somente no mundo discreto dos simbolos numéricos podemos
facilmente esquecer o pensamento relacional, pois a contagem de objetos utiliza uma unidade
“natural”. Por exemplo, se queremos saber quantas laranjas ha numa cesta, uma laranja
representa a unidade natural de “medir” (ou seja, contar) esta quantidade, pois, a contagem ¢
um caso especial de medicdo. Neste caso, ndo faz sentido, por exemplo, contar essa

quantidade usando a metade da laranja como unidade.

: . 2 1 .
Mas, para dar sentido a equagdes como 2 de homens :E homens, os filosofos

usaram o continuo e a variagdo para transformar essa equacdo em uma que tenha significado.
Bolzano (1781-1848) fez isso, por exemplo, e foi o primeiro a apresentar uma explicacao
coerente e geral da nogdo de igualdade. Gauss (1777-1885) usou o continuo para provar a
existéncia de uma raiz de um polindmio de grau impar. Na Antiguidade também foi usado o
aspecto intuitivo de continuidade, por exemplo, no problema da duplicacao do cubo, que nao
pode ser resolvido com régua e compasso, sabia-se que uma solucdo existe s6 ndo se sabia as
caracteristicas dessa solu¢do. Entdo podemos dizer que o principio de continuidade sempre foi

usado para mostrar a existéncia de um objeto.

E necessario conhecer como também compreender os mecanismos de funcionamento,
bem como as interacdes intrinsecas e extrinsecas do fendmeno® chamado nimero. Desvendar
o véu de suas relagcdes com as coisas cosmicas torna-se necessario e cada vez mais obrigatdrio
para conviver com as eventualidades da natureza. Fato que foi desejado pelos pensadores

antigos e que fervilha na mente dos pesquisadores atuais.

No processo de relacionamento entre a mente humana e os fendmenos ocorrem duas
possibilidades de pensar e discutir a existéncia dos numeros que pode ser por meio da

geometria e pela teoria dos conjuntos. Contar e medir faz parte de todas as atividades

* Fenomeno (Kant) 1. O objeto da percepgio. Aquilo que é percebido. 2. O objeto, tal qual como aparece a
consciéncia. 3. O objeto da experiéncia sensivel. Aquilo que aparece aos sentidos. 4. Qualquer fato ou evento
observavel (GILES, 1993, p. 61).
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referente a nimeros, por isso, o aspecto discreto (contar) e o continuo (medir) precisam ser

tratados concomitantemente.

Segundo Brolezzi (1996, p. 6) a idéia de medida estd associada a idéia de ordem. O
cerne da idéia de ordem esta na comparacao entre duas quantidades ou medidas diferentes, de
modo a estabelecer uma ordem entre elas: maior ou menor tamanho, primeiro, segundo e
terceiro lugar etc. De forma que comparar quantidades e estabelecer ordem, faz parte da
construcdo da idéia de niimero. Por isso, o aspecto ordinal e cardinal estd presente tanto na
contagem como na medida. De modo que deve haver um tratamento complementar entre o

discreto e o continuo na compreensao do conceito de numero.

A discussdao de que os numeros racionais ndo sdo suficientes para estabelecer a
biunivocidade entre os nimeros € os pontos da reta, ¢ comumente desencadeada pela medida
da diagonal de um quadrado de lado unitéario. Isso ocorre quando procuramos uma unidade
comum entre o lado e a diagonal. Sendo assim, mostramos explicagdes que nos possibilite
perceber/mentalizar no mundo das grandezas (semelhancas) a incomensurabilidade da
diagonal do quadrado e no mundo dos numeros a nio racionalidade da raiz quadrada de dois,
pois este ¢ o ponto de partida que aparece nos livros didaticos para introduzir os nimeros
reais. Porém, tratamos também do continuo por meio da constru¢do do numero de Euler e por
intervalos encaixados, que a nosso ver pode ser usado para introduzir o conceito de nimero

irracional.

O tratamento dado a medida foi e ainda € um assunto que desperta interesse € provoca
muitos questionamentos, pois, estd relacionado a correspondéncia biunivoca entre os pontos
da reta e os nimeros. Nesse contexto, veremos como funciona o processo de medicao de uma
grandeza a partir de outra grandeza da mesma espécie. Por isso, vamos representar essa
grandeza por um segmento de reta. Diante disso, podemos verificar quantas vezes essa
unidade cabe no segmento maior. Nesse procedimento de comparagdo pode ocorrer que a
unidade caiba um numero inteiro de vezes no segmento que queremos medir, ou ndo. No caso
de sobrar um “pedaco”, escolhemos uma outra unidade (como por exemplo, um décimo da
unidade anterior) para medir a parte que sobrou. Podemos repetir esse processo até encontrar
uma unidade que se encaixa totalmente nos “pedagos” que irdo sobrando durante esse
processo. Dessa forma, o instrumento usado para expressar a medida do segmento que
queremos medir pode ser um niimero decimal exato, ou seja, temos aqui comparagdes entre
segmentos comensuraveis. SO que nem sempre esse processo vai terminar num processo finito

de passos.
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O numero representa relagdes entre grandezas e ndo representa grandezas. Nesse
sentido, se A=x.U em que 4 ¢ uma grandeza e U ¢ a unidade da mesma espécie e x um
numero que representa a relacdo entre 4 e U. Entretanto, os objetos representados pelos
numeros sao relagdes processadas na mente do sujeito cognoscente, € ndo nos objetos, € 0s
numeros so signos® que representam essas relagdes. No caso de segmentos comensuraveis, o
valor da relagdo x pode ser determinado de forma exata, ou seja, U ou uma parte de U cabe

um numero determinado de vezes na grandeza A.

Agora no caso, por exemplo, da diagonal do quadrado, quando se considera o lado
dele como unidade de medi¢cdo mesmo repetindo continuamente o processo de medigao (veja
em 1.2) ndo se consegue encontrar uma unidade “exata” que expressa a razao entre a diagonal

e o lado de um quadrado, ou seja, temos dois segmentos incomensuraveis.

Antes de provar esse fato queremos representa-lo de maneiras diferentes, ou seja, em
termos de conceitos aritméticos. Para isso precisamos construir uma correspondéncia entre o
mundo das grandezas e o mundo dos niimeros. Nesse sentido, um segmento A colocado na
reta determina dois pontos O e Q. Dessa forma, temos uma biunivocidade entre grandezas e
pontos. Escolhendo uma unidade U de medicdo chegamos a um nimero que representa a

relacdo entre 4 e U, como j4 foi dito.

Se A=U temos o nimero / como relacdo. Como ja observamos poderia acontecer que
A e U fossem incomensuraveis € que o nosso instrumento (nimero) usado para representar
essa relacdo ndo ¢ racional. Diante disso, podemos escolher a unidade U como quisermos,
pois, sempre teremos segmentos A que ndo sdo comensuraveis com a unidade U, ou seja,

sempre temos pontos P na reta que nao representam nimeros racionais.

Para entender a correspondéncia entre nimeros e pontos da reta, precisamos
compreender como € feita a constru¢do dos numeros reais, € 1sso passa obrigatoriamente pelo
contexto historico e epistemoldgico da compreensdo de limite, continuidade, derivada e
integral de fungdes reais de variavel real e também pela correspondéncia entre nimeros e
pontos da reta, que ¢ essencial para compreensdo da fundamentacdo tedrica da Matematica,

bem como para a resolug¢ao de problemas praticos.

Imagine um alfinete com a ponta extremamente fina e que essa ponta incida num

sistema de coordenadas. Como garantir a “possivel existéncia” de um niimero que representa

? Signo: Aquilo que representa, indica ou significa outra realidade. Todavia, retém a sua propria identidade
(GILES, 1993, p. 142).
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esse lugar geométrico? Quais sdo e como compreender suas principais caracteristicas? Até

que ponto hé necessidade do estudo da “possivel existéncia” desse numero?

O processo de encadeamento logico que objetiva a compreensdo da relacdo
numero/grandeza nos leva a Grécia antiga. O que deve ter passado na mente de Pitagoras
(580-504 a.C.) que acreditava na comensurabilidade, e de seus discipulos, quando
perceberam que havia relagdes entre “coisas” (como, por exemplo, a relacdo entre o lado e a
diagonal do pentdgono regular) no mundo que ndo podiam ser expressas por uma fragdo?
Filolao, que foi um dos mais destacados alunos de Pitagoras afirma: “todas as coisas tém um

nimero e nada se pode compreender sem o numero” (CARACA, 1984, p. 69).

A compreensdo da constru¢do dos nimeros reais pode passar pela relacdo entre
comensuravel e incomensuravel e isto mostra que o ato de medir e contar estdo presentes na

discussdo da necessidade de ampliacao do conjunto dos nimeros racionais.

A incomensurabilidade abriu caminhos para conceber a “possivel existéncia” dos
nimeros reais, pois, propiciou uma “separacdo harmoniosa” entre contagem e medida, ou
seja, entre o discreto € o continuo na elaboracdo e/ou construcdo do conceito de numero.
Todavia, essa constru¢do torna-se mais acessivel se considerarmos a complementaridade que
ha entre o discreto e o continuo. Pois, se a realidade ¢ continua precisamos de modelos
operacionais ou algoritmos que possibilitem o acesso a essa realidade e, por sua vez, o estudo
pontual desses acontecimentos. Dessa forma, hé a predominancia do discreto, porém, a lei ou

a funcdo estd implicita no discreto e vice-versa.

Diante do exposto até 0 momento estabelecemos os seguintes objetivos:

1°) mostrar que % define um corte nos nimeros racionais;

2°) mostrar diretamente que ha grandezas (segmentos) incomensuraveis, ou seja,

% ndo representa um nimero racional;

39) mostrar que ha nimeros bem definidos em termos algébricos que nao sao

racionais.

1.1 A Biunivocidade entre Pontos da Reta e os Numeros

Em relacdo ao /° objetivo comecamos tratando da natureza da correspondéncia que ha

entre os pontos da reta e os nimeros, e isso pode passar pela expressao numérica da medicao.
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Com esse objetivo comecamos analisando os mecanismos que nos faz estabelecer a
correspondéncia de numeros racionais com os pontos da reta, bem como a reciprocidade dessa
correspondéncia (veja também o texto de Dedekind do anexo 02). Na figura 1 a seguir

consideramos uma semi-reta € tomamos sobre ela um ponto O arbitrario denominado origem.

Figura 1

a A o

Sobre essa semi-reta, a partir do ponto O convencionamos, arbitrariamente, um

. . . . , . 4
segmento OA4 como unidade. Diante disso, podemos associar um numero racional” s =— a

ﬁ
y
um ponto P da reta da seguinte maneira: dividimos o segmento O4 em Yy partes iguais e
marcamos X dessas partes a partir de O. O ponto P assim construido chama imagem do
numero s. Portanto, esse ponto P corresponde ao numero racional s. Podemos dizer também
que nessa representacdo o numero s ¢ a medida do segmento OP com o segmento OA4 como
unidade, ou seja, OP=s.0A. No caso da correspondéncia reciproca teremos que ter um ponto
0O qualquer na reta para o qual fazemos corresponder um numero racional » que mede o
segmento OQ com a unidade OA4 (OQ=r.OA). Sera que esse numero » sempre existe? No caso
da diagonal do quadrado, por exemplo, precisamos conceber processos continuos para

perceber a inexisténcia do nimero racional . Observa a figura 2 a seguir.

Figura 2

X
4 , , . , N . . .. ~
Um namero ¢ racional quando for possivel escrevé-lo na forma — com x, y inteiros positivos e y ndo-nulo.

y
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%Y

Na figura 2 podemos escrever a igualdade a:x, de forma que o valor da

medida x ndo ¢ totalmente determinado para x racional, pois, 0 nimero x representa uma
relacdo entre medidas de segmentos ou uma relag@o entre grandezas. Nessa situagdo percebe-
se que estamos comparando, ou seja, determinando quantas vezes o segmento OA cabe no
segmento OQ. Entretanto, se considerarmos OA4 como unidade de medida e se partirmos do
quadrado de lado OA4, temos o segmento OP (diagonal do quadrado) que pode ser transladado

sobre o segmento OQ que nao ¢ bem determinado.

Na interpretacdo da relagdo que héd entre a diagonal e o lado do quadrado estdo
presentes processos infinitos. E a interpretacdo desses fendmenos continuos sé ¢ possivel por
meio de semelhangas, e nesse caso ndo ha tamanhos e sim processos que permitem perceber

essa semelhanca.

O tUnico lugar na geometria de Euclides (360 a.C — 295 a.C) que se pensou na
semelhan¢a ¢ no livro V sobre propor¢des, pois, no restante da geometria euclidiana ha
predominancia de figuras distintas e da constru¢do. Entretanto, se os niimeros sdo concebidos
como representantes de relagdes, isso nos remete a seguinte pergunta, como identificar essas

relagdes?

: . .. A C _ . . .
Precisamos saber entdo quando duas relagdes 2 e D sd0 iguais e por isso, usamos o

instrumento (nimero) natural, dizendo que estas propor¢des sao iguais se para quaisquer par
de nimeros naturais temos XB ¢ maior, menor ou igual a yA se somente se XD ¢ maior, menor
ou igual a yC. Foi Eudoxo (sec. IV a.C) que apresentou essa definicdo de propor¢do (livro V
de Euclides). Em sua defini¢ao as grandezas A, B, C e D sdo da mesma espécie (segmentos,
areas, volumes etc.), mas, os instrumentos usados para expressar a razao entre grandezas nao

eram tratados como numeros reais.

Nessa maneira de interpretacdo, as relagdes entre A e B (de mesma espécie), por
exemplo, sdo bem determinadas, pois na Matematica precisamos saber se duas representacdes
designam a mesma relacdo entre “coisas” ou ndo. Se essas relacdes sdo bem determinadas,
entdo deveria ser possivel expressar essa “medida”, ou seja, representa-lo por “ntimeros”. A

questao ¢ como fazer isso. Por isso, a criagdo de numero deve ser generalizada.

Agora a razdo entre dois segmentos A e B define um corte no sentido de Dedekind

(1831-1916), pois se S € o conjunto dos numeros racionais que formam a parte inferior do
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~ , . . . , . X
corte, entdo esse corte ¢ definido da seguinte maneira: um nimero racional — pertence a S se
y

xB ¢ menor ou igual a yA.

A questdo ¢ que para Eudoxo as razdes ou relagdes entre grandezas sdo “coisas’” reais
e essenciais para a interpretagdo dessas comparagdes, ou seja, ele assumiu a existéncia das
propor¢des. Além disso, Eudoxo ndo usou fragdes e sim aproximacdes de inteiros para
expressar essas razoes. J& Dedekind se libertou dessa necessidade e tratou abstratamente a

no¢ao de nimeros irracionais por meio de construgao.

Para Dedekind a razdo entre grandezas do mesmo tipo s6 pode ser claramente
desenvolvida depois da introdugdo de ntimeros irracionais. Diante disso, Dedekind definiu o
conceito de corte diretamente em termos de conjuntos de nimeros racionais, sem usar o

desvio da teoria das proporgdes.

Fica claro que o que Eudoxo elaborou foi uma forma de explicar o significado de
relacdes entre segmentos em termos gerais, pois, hoje temos clareza de que o instrumento,
“numero irracional” (mundo dos numeros) usado para representar segmentos incomensuraveis
(mundo das grandezas) ndo possui uma defini¢do objetiva, porém, estudar uma forma
alternativa de sua construcao torna-se necessaria para perceber sensorialmente o significado

dessa irracionalidade.

De fato, o conjunto dos niimeros racionais se distribuem infinitamente ao longo da reta
. 5 . . . ~
e, embora seja denso,” deixam lacunas na reta orientada, ou seja, ndo cobre toda a reta

numérica.

Existem infinitos nimeros que representam a incomensurabilidade tais como; as raizes
ndo exatas (diagonal do quadrado e do cubo), a 4rea de um circulo de raio unitério (7 ), assim

como alguns numeros obtidos pela formacdo de limites de seqiiéncias infinitas como, por

exemplo, o nimero de Euler e obtido pela definicdo |y (1 + lj .
n—>o0 n

1.2 Incomensurabilidade da Diagonal do Quadrado
Em relacdo ao 2° objetivo vamos mostrar argumentos geométricos (continuo e

discreto) que comprovam a incomensurabilidade do lado e a da diagonal do quadrado, pois,

° Na Lingua Portuguesa a palavra densa e compacto sdo considerados como sindnimos, mas na Matematica isso
ndo ocorre. Na matematica compacto esta relacionado com conjunto fechado e limitado.
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quanto mais formas diferentes de apresentar um mesmo argumento maior € a possibilidade de
“enxergar” as peculiaridades e caracteristicas desse objeto, tornando mais suscetivel de
aplicacdo nas ciéncias em geral, bem como de entender a sua necessidade na fundamentagao

tedrica da Matematica.

Para explicar o argumento geométrico apresentamos o processo de semelhancas
(continuo) e o procedimento discreto de comparagdo de segmentos para interpretar a
incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado. Com esse objetivo descrevemos a
seguir na figura 3 um processo que nos permite construir uma seqiiéncia infinita de quadrados

semelhantes.

Figura 3
M M
-
o~
.rl‘"‘f
[
1
L1
1
[ VoA
F &
g H F

Conforme a figura 3 temos o quadrado QPMN com diagonal MQ e lado MN. Com
centro em M e raio MN tragamos um arco de circunferéncia NA, o qual intercepta a diagonal
MQ no ponto A. No ponto A tracamos a tangente ao arco NA que corta o lado NQ em B. Esta

constru¢do nos mostra que os triangulos MBA e MBN sdo congruentes, pois tem dois lados
correspondentes congruentes (MN=MA) e os angulos MNB ¢ MAB retos. Entdo os lados AB
¢ igual a NB. Podemos afirmar também que ABCQ ¢ um quadrado, pois, o angulo
ABQ=45°= AQB.

Vamos repetir esse processo de construgdo utilizando o quadrado construido ABCQ.
Portanto, com centro em B e raio BA tracamos um arco de circunferéncia AF, o qual

intercepta a diagonal BQ do quadrado ABCQ no ponto F. No ponto F tracamos uma tangente
ao arco AF que corta o lado do quadrado ABCQ em G. Os tridangulos ABG e BGF sao

congruentes (AG=FG) e QHGF é um quadrado, pois, HQG =45°= H@Q.

Observe que este processo de constru¢do nos permitiu construir dois quadrados

(ABCQ e QHGF) a partir do quadrado QPMN, ou seja, temos trés quadrados semelhantes. Se
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quisermos podemos repetir esse processo para construir tantos quadrados que se queira a
partir do quadrado QHGF.

Portanto, essa constru¢do mostra que se o lado e a diagonal do primeiro quadrado
(OPMN) tenham uma medida x em comum, entdo todos os quadrados construidos terdo a
mesma medida x comum em relag@o a seus lados e diagonais. Entdo podemos afirmar que do
ponto de vista do discreto, que utiliza conceitos quantitativos, esta medida x teria um tamanho
“zero”, pois sera menor do que qualquer grandeza (basta continuar a construcdo até os
quadrados construidos serem menores do que X)

Agora, do ponto de vista do continuo ndo se fala de tamanho e por isso, basta observar
que no curso da constru¢do, nossa relagdo vai permanecer a mesma, pois, todos os quadrados
sdao semelhantes e por isso, a relagdo entre o lado e a diagonal permanece sempre a mesma, ou
seja, no que diz respeito ao continuo temos s6 um quadrado nos indicando que as figuras
geométricas sdo universais no sentido de Platdo.

Diante do exposto vamos usar o diagrama da figura 3 para interpretar a
incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado tanto do ponto vista do continuo

como do ponto de vista do discreto.

1.2.1 O Algoritmo de Euclides e o Continuo na Interpretacio da

Incomensurabilidade da Diagonal do Quadrado

A incomensurabilidade entre a diagonal (A) e lado (B) do quadrado MNPQ da figura 3
pode ser evidenciado se nds aplicarmos a idéia do algoritmo de Euclides. Este algoritmo pode
ser interpretado em dois mundos; no mundo discreto da aritmética e no mundo continuo das
grandezas. No mundo discreto esse algoritmo determina o maior divisor comum entre dois
numeros por meio de divisdes sucessivas. Se A e B fossem ntimeros inteiros, o maior divisor
comum ¢ obtido da forma A=B.t+m; B=w.m+p etc. Nesse caso, o maior divisor comum de A
e B ¢ o ultimo resto diferente de zero. Neste processo o resto diminui a cada passo, € no caso
de niimeros inteiros o processo ndo pode continuar indefinidamente, pois, em um determinado

momento o resto serd igual a zero, nos indicando seu maior divisor comum.

Vamos aplicar o algoritmo de Euclides para analisar o aspecto relacional (continuo)
entre a diagonal do quadrado (A=MQ) e o lado (B=NQ). Este procedimento pode nos ajudar a

constatar a incomensurabilidade do lado e da diagonal do quadrado.

Na tabela 01 (tendo como referéncia a figura 3) a seguir temos os registros dessas

medigdes sucessivas.
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Tabela 1
Q=AM Qx=NF=2QA | Q;=2GH=2GA | ... Qn
A=MQ B=NQ QA=R; FQ=R; Ruo Ri
QA=R;#0 | FQ=R,#0 | R3#0 R,#0

Onde:
A=0B+R, ; B=O,R +R,; R =0sR, +R;; .; R, , =0,R,_,+R,. Como as

caracteristicas das grandezas A e B nd3o s3o totalmente definidas e os restos

R,,R,, R4, ... R,... nunca serdo exatos, pois, este processo pode ser continuado infinitamente.

Portanto, podemos dizer que a razdo entre a diagonal e o lado do quadrado nunca serao
exatos.

O que fizemos até agora (observe a figura 3) foi medir a diagonal MQ usando como
unidade MN=NQ e depois medir NQ=MN pelo resto (MQ-MN=QA), entdo NF=2NB=2QA ¢
o resto dessa operacgdo ¢ FQ, ou seja, podemos perceber nesse processo as regras do algoritmo
Euclidiano. Podemos dizer entdo que se MN e QA sdo comensurdveis, entdo MQ
(MQ=MN+QA) e MN sdo também comensuraveis.

Podemos realizar varias medidas como, por exemplo, BQ pela unidade BA e QG pela

0G BQO OM
FO BA MN

unidade FQ. Diante disso, verificamos que as relacdes , ou seja, todas

representam a mesma relacdo entre a diagonal e o lado de um quadrado. Como todos os
quadrados s3o semelhantes, e esse processo de constru¢do dos quadrados pode continuar
indefinidamente, podemos dizer que o resto nunca vai desaparecer. Esse processo de medigao
que permitiu passar do quadrado QPMN por meio do quadrado ABCQ até o quadrado QHGF
nos mostra os restos QA e FQ respectivamente, ou seja, esse processo reproduz a mesma
relacdo. Portanto, esse processo pode ser estendido infinitamente, designando a

incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado.

O procedimento usado na construcao dos quadrados semelhantes (igualdades de forma
e ndo de grandezas) da figura 03 nos permite perceber/mentalizar um diagrama que aliado
com o modelo algoritmico Euclidiano nos indica a incomensurabilidade entre o lado e a
diagonal do quadrado de uma forma direta, ou seja, ndo utilizamos o método da contradigao,
pois, no que diz respeito ao continuo, tratado como semelhancas, ndo faz sentido a
contradi¢do. Porém, nesse processo de semelhanca ¢ necessario compreender como esse

processo ¢ construido, pois, esse processo nao pode terminar, chegando sempre na mesma
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forma. Todavia, acreditamos que nesse procedimento geométrico/diagrama ha a possibilidade

de percepcao/mentaliza¢do do continuo.

1.22 O Argumento Discreto Geométrico na Interpretacio da

Incomensurabilidade da Diagonal do Quadrado

Suponhamos por absurdo que MQ e NQ, diagonal e lado, respectivamente, do
quadrado MPQN sejam comensuraveis. Entdo podemos assumir que existird um terceiro
segmento x, que ¢ submultiplo comum de MQ e NQ. De forma que x sera também
submultiplo comum de BQ e QA, segmentos esses que sdo, respectivamente, a diagonal e o

lado do quadrado QCBA.

O processo pode ser estendido indefinidamente até se encontrar uma construgdo tal
que a diagonal do quadrado seja menor que o segmento x que ¢ um submultiplo dela e do lado
do quadrado, o que ¢ uma contradi¢do, ou seja, o segmento x devera ser submultiplo comum
do lado e da diagonal de um quadrado tdo pequeno quanto desejarmos. Portanto, a diagonal e
o lado do quadrado ndo sdo comensuraveis. Diante disso, podemos concluir que a diagonal e o

lado de qualquer quadrado sdo grandezas incomensurdveis, ou seja, nao ha como encontrar

um nimero racional % (b#0) tal que MQO= %QP.

Esta explicagdo faz comparagdes entre uma unidade escolhida e os segmentos que
representam a diagonal e o lado. Nesse sentido usamos um processo algoritmico, ou seja, um
modelo discreto que nos indica a contradicdo, bem como a impossibilidade da

comensurabilidade.

Verificamos que neste processo ha complementaridade entre o processo algoritmico de
construgdo (discreto), que € a comparacdo das magnitudes da diagonal e o lado dos
quadrados, e a questdo da estrutura infinita que ¢ a continuidade do processo de construgao
geométrica. Lembrando que do ponto de vista do infinito ndo faz sentido estabelecer

diferencas entre essas magnitudes, pois as razdes terdo o mesmo “valor numérico”.

Na justificativa da incomensurabilidade entre a diagonal do quadrado e o seu lado
usamos o processo de semelhangas de quadrados (continuo) e o processo operativo discreto.
No processo de semelhanca ndo tem sentido o uso do tamanho de grandezas e sim uma

maneira de perceber que a constru¢do dos quadrados pode ser continuada indefinidamente. J&
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no processo operativo discreto consideramos o tamanho das grandezas nos indicando uma

contradigao.

Temos, portanto, dois processos cognitivos que pode agir em nossa mente, ou seja, o
procedimento operativo que calcula e compara e o procedimento de semelhanca que ¢
intuitivo, que capta a incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado por meio da
sensibilidade. Esses processos cognitivos atuam simultaneamente em nossa mente,
provocando acdes complementares entre o continuo (intui¢do) e o discreto (algoritmo) na
compreensdo da incomensurabilidade que por sua vez propicia compreender o conceito de

namero irracional.

1.2.3 Argumento Analitico

Em relacdo ao 3° objetivo que faz parte do mundo dos numeros vamos mostrar a

irracionalidade de ~/2 por meio do conhecido processo analitico que utiliza o teorema de
Pitagoras, descrito na literatura por vdarios autores, como por exemplo, em Bongiovanni;

Vissoto e Laureano (1993, p. 385). Esse teorema nos diz que o ponto que representa a

diagonal do quadrado na nossa reta corresponde a V2 seo ponto que representa o lado do

mesmo quadrado equivale a unidade 1, ou seja, se t ¢ a medida da diagonal desse quadrado,
por isso, obtemos t*=2 que implica em t>-2=0. Nesse sentido, t=~/2 & um niimero algébrico®

que representa a raiz dessa equacao. Supondo t=~/2 racional. Logo existem inteiros x € y

(y#0) e uma fracao irredutivel X , tal que V2 L
y

2
X .2, . , ~
Neste caso, —=2. Portanto xz=2y2 . Dai, x” € par e, assim x ¢ par. Entdo podemos

substituir x por 2k, ke Z em x*=2y?, obtemos 4k’=2y*, de modo que y*=2k> ¢, assim, y* é par

2k
entdo y ¢ par e, dai, y=2b, beZ. De forma que podemos escrever > zz—b, 0 que ¢ um
y

X, , - .. .
absurdo, pois, — ndo ¢ irredutivel. Portanto, a suposi¢dao de que V2 & racional ¢ falsa. Logo

\/5 ¢é irracional.

% Um namero algébrico ¢ qualquer niimero que satisfaz alguma equago algébrica de coeficientes inteiros ndo
nulos.
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Neste argumento aparentemente aritmético esta subentendido a idéia de nimero como
relacdo entre grandezas, ou seja, o conceito de numero pode passar pelo conceito de medida,
mas essa medida estd de certa forma relacionada a no¢ao de niimeros, entdo para compreender
o conceito da raiz quadrada de dois devemos estabelecer o aspecto complementar entre o

discreto e o continuo.

1.2.3.1 O Numero Primo Trés e a Irracionalidade da Raiz Quadrada de Dois

Ainda em relacdo ao 3 objetivo apresentamos uma alternativa para demonstrar a
irracionalidade da raiz quadrada de dois. Para esse fim usamos uma propriedade do nimero

primo trés, que € a seguinte: se o nimero 3 € divisor de dois niumeros inteiros distintos (x € y),
~ , ;s 2 2 2 2 T ~ ..
entdo o nimero 3 serd divisor de (x” + y7) ese (x~ + y~) é divisivel por 3, entdo 3 divide x

e 3 divide y.

. X . . . . ~
Considerando /2 == com X e y inteiros e primos entre si, entdo x> =2y’ o que
y

x> +y?

implica em x® + y2 = 3y2 ou =y?. O que significa que (X2 + yz) dividido por 3

¢ um inteiro (y°) e, portanto, 3 ¢ divisor de x e y, que é uma contradi¢do, pois, X e y sdo
primos entre si. Justificando a irracionalidade da raiz quadrada de dois pela propriedade do

nimero primo 3.

Estas explicacdes mostram que a raiz quadrada de dois ndo € racional. Para afirmar
que esse numero ¢ irracional devemos estar de posse do conjunto dos numeros reais. Mas, o

que tem que ficar claro ¢ que a raiz quadrada de dois ¢ resultado de uma relagdo entre

medidas, ou seja, esse numero ndo existe independente de um contexto.

Compreender que o processo algoritmico propicia o célculo de seus digitos e que esses
digitos sdo infinitos e ndo periddicos, nos direciona a perceber que a raiz quadrada de dois
esta no aspecto relacional e ndo no objeto (quadrado). Contudo, a explicagdo geométrica
(continuo) da incomensurabilidade da diagonal do quadrado com o lado, nos propicia
perceber a no¢do da continuidade por meio de semelhangas, pois, s a explicacdo numérica ou

analitica ndo permite essa percep¢ao/mentalizacao.

Acreditamos que os objetos matematicos, como ¢ o caso dos numeros irracionais,

precisam de atividades que tenham possibilidades de acessar essas relagdes. Nesse sentido,
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precisamos elaborar alternativas de apresenta¢do dos conceitos matematicos, dessa forma os

objetos de estudo da Matematica ganham mais significados.

Na busca de procedimentos algoritmicos ou modelos discretos que nos permitem
perceber/mentalizar a caracterizacdo dos nimeros irracionais apresentamos a seguir 0 nimero

de Euler e obtido por construcdes de intervalos encaixados.

1.3 A Defini¢ao do Continuo: O Exemplo do Nimero de Euler

Nosso propdsito aqui € trabalhar com o nimero de Leonhard Euler (1707-1783), que ¢

definido usando limite |jm, (1 + l} e que pode ser transformado por meio de manipulagdes
n—» 0

=1
analiticas (como veremos no capitulo 02) na expressao e = —-
n=0 n.

Temos a inteng@o neste momento de elaborar uma justificativa para compreender que
o numero de Euler e ndo ¢ racional. Dessa forma, o valor do nimero e sera computado por um
processo operacional algoritmico discreto na forma de intervalos encaixados, ou seja,
tratamos a relagcdo entre continuidade (parte da reta) e operacdo na constru¢do desse nimero

por meio da comparagdo de intervalos da reta.

Este processo de construgdo nos permitird ndo sd perceber, como também provocar
uma discussdo no sentido de apreender, para aprendermos e melhorarmos 0 nosso
entendimento sobre o continuo numérico, pois, além de propiciar uma possibilidade do
calculo de seus digitos, nos remeterd a um ponto que caracterizarda uma possivel
visualizagao/mentalizagdo do lugar geométrico no qual provavelmente se localiza o niumero

de Euler e.

A definicdo do nimero e nos permite escrevé-lo por meio de uma série representada

por:

- 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e=Y —=l+l+—+—+—+—+..+=+ + + + ...0u
nl 273 4 5 T D) (n42) (n+43)!

e= 1 + Z l Podemos fazer S, = 1 .
! i k!
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=1
A expressdo §, = 2—' representa uma série infinita (n—>o0) que generaliza o
k=01

conceito de soma infinita. Determinando seus primeiros termos, temos os valores, conforme

resultados na tabela (2) a seguir:

Tabela 2
n n
S, = 1 :2+l+l +l + +l
o k! 21 31 4 n!
1 Si=2
2
S,=2+ l: é22,5
2
3 S=o+ Lol 16566
21 31 6
4
Si=2+ 1 + 1 + 1.6 =2,70833...
20 31 4 24
5
Se=2 1t L3202 g 9166,
21 31 41 5! 120
° Se=2+ =+ Lyl LT gqg0s5s. .
20 31 4 51 6 720
7
Si=2+ 4 bt byl L L D005 9189539
20 30 4 51 6 7 5040
8
Sg=2+ 1 + 1 + l+l+l+l +l= 109601 =2,718278....
20 31 4 5 6 7 8 40320

Esse procedimento pode ser continuado indefinidamente. Diante disso, podemos
perceber que os termos da série a partir de Sg ficam cada vez mais préximos uns dos outros,
ou seja, o seu valor estaciona proximo de 2,718....(o valor do nimero de Euler e com trés
casas decimais.

1

0
O que faremos agora ¢ mostrar também que a série Szezz '
n=0 n.

nos permite construir

infinitos intervalos fechados da forma I,=[a,b], com extremidades racionais, de modo que o
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valor aproximado do niimero de Euler e, ou seja, o nimero 2,71828182845... esteja contido

. 7
em cada um desses intervalos'.

. 56
Os primeiros intervalos a serem construidos sdo [;=[2,3] e Iz=[5 T ]. O fato de S ser

maior que 2 (S>2) e maior que % (S>§) ¢ Obvio, pois S; ja é igual a 2 e S, € % Para

mostrar que S ¢ menor que 3 faremos:

S=2+l+l + 1 +

20 3 4
I, 1 1 1

+ + +
21 32! 432! 543.2!

1 /1 1 1 1 I{1 1 1
S=24—F —| cb—F——+.. [<2F—F — |+ F+—+...
20 2113 43 543 20 2113 32 33

1 1|& 1 =1 1
S<2 +—+—{Z3 } série {23—} ¢ uma progressdo geométrica de razdo — e

20 2 3
1
a, 3 1 x :
sua soma pode ser calculada por § = " === 3 Entao podemos dizer que:
-4 -2
3
S <§ +l 1 =S <3.

. ) 5
Por isso, afirmamos que 2 < e <3, assim como E <e <3.

Agora vamos construir mais dois intervalos [3= [E 1—7] I,= [E @]

7 ; ~ ; ~ . . , .
No capitulo 03 ndo s6 apresentamos provas da ndo racionalidade do mimero de Euler e como também veremos

que esse processo pode ser generalizado de forma que o intervalo [,=[a,b] possa ser escrito como

|:S ;S +1:| 0useja,a=Sn=Z—eb S, —l—l

no
o ! n!
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S=2+l+l+l
203 31|

NG
Y
—_
S
+
ISl
N | —
S
| I

S< 2+l+l + 1 l+L2+L3+L4+...
2030 314 4 4 4

E1w11611

S<—+—>» —= —+——
31 31e=4" 31 313
16 1 17 . 16 17
S<—+—=—,entdo —< e< —.
3 3 3 3! 3!

O quarto intervalo sera:

S= 2+l+l Ly

20 31 4 8

65 11 65 11
S<—+— = —+

4 N5 4 A4

65 1 66 65 66
S<—+—=—_,entdo —<e<—.
4 4 4 4! 4!
Observamos que o valor aproximado do nimero de Euler e (2,71828) esta presente no

interior de cada um dos intervalos: [2,3], [— 5] [E E] [ﬁ @]. De maneira

semelhante podemos construir tantos intervalos quanto quisermos como, por exemplo:

I, ={ﬁ ﬁ} el :[1957 1958]

517 5 6 6!

Como esse processo operacional tende para o infinito, podemos definir esse numero
como uma constru¢do continua. Entretanto, o processo continuo tratado por meio do conceito
de limite nos permitird entender que o numero de Euler e estd no processo relacional entre o
algoritmo operacional e a continuidade, pois, para conceber a idéia do numero de Euler e

precisamos da no¢do do continuo.
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Podemos proceder de forma analoga, e indefinidamente construir tantos intervalos
quanto se queira. Estes intervalos (I, L, I, L4, Is, Is, ...) podem ser representados numa reta
numerada de forma que possamos visualizar seu comportamento graficamente (veja figura 06

do capitulo 03).

Este processo nos permite perceber que o comprimento de cada intervalo fica cada vez

menor para n suficientemente grande. Diante disso, perguntamos: serd que conseguimos

encontrar um umco numero € por sua vez um unlco pOHtO para O qual a serle Z —
n=0 n

converge? Se conseguirmos, como garantir a “unicidade” e “existéncia” desse nimero?

|
z ~ nos permite construir uma
t=n+l1"*

Entdo, podemos mostrar que a igualdade e = Z a
k=0

explica¢do que o numero de Euler e ndo ¢ racional. De fato:

Fazendo e =2 e multiplicando por n! (n>q) temos:

q
=1 1 - 1 o
n! E_ZE =n! Z 1 A Expressdo n! E—Z—' ¢ um inteiro que chamamos
g k=ok t=nn L g9 i=o

de N (no capitulo 03 faremos uma discussdo detalhada sobre este fato). Portanto:

0<N=n'zl=n! bttt
A TL@aD! (2l (43)! (n+ )l

| - 1 . .
O<N=n! Z —|< Z =— (aplicamos aqui a férmula da soma de uma
Lt=n+1 t!_ i=1 (l’l+1) h

progressdo geométrica infinita) que ¢ um numero menor do que 1. Entdo, temos o niimero
inteiro N compreendido entre 0 e 1 (0<N<1) que ¢ um absurdo. Por isso, podemos afirmar que

o numero de Euler e ndo é racional.

Observe que usamos assuntos relativamente simples como fracdes, desigualdades e
somas de progressdes geométricas infinitas para provocar uma discussdo e mostrar que os
nimeros racionais nao sao suficientes para representar todos os pontos da reta. De posse deste
conhecimento e desta explicagdo podemos introduzir o estudo dos niimeros irracionais por
meio desta constru¢do ao invés da raiz quadrada de dois, fato que ¢ comum nos livros

didaticos atualmente.
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Acreditamos que podemos fazer esta atividade a partir do ensino médio, fornecendo
uma alternativa para o professor trabalhar este assunto, evidenciando a necessidade de ampliar
o conjunto dos numeros racionais. Contudo, quanto mais formas diferenciadas de se
apresentar um objeto matematico, mais possibilidade havera de tornar o conhecimento com

. . . 8 . . . L.
sentido e significado’, pois, essas formas diferentes de apresentar o mesmo objeto matematico

possuem caracteristicas complementares.

Os numeros irracionais podem também ser obtidos pela criacio de uma regra de
formagao nao-periddica, por exemplo: usando apenas os algarismos zero e 4 podemos formar
um numero irracional, colocando o 4 seguido de um zero, depois o 4 seguido de dois zeros e

assim sucessivamente, formando o niimero x=0,40400400040000....

Quais sdo as diferengas de natureza quanto a irracionalidade de:

x=0,40400400040000..., diagonal do quadrado de lado unitario (\/5 ), 7= € o numero de Euler
e? O que significa compreender as caracteristicas dos nlimeros irracionais? Como garantir de
fato, o sentido da “possivel existéncia” dos niimeros irracionais? Estamos cientes de que na
reta existem pontos que representam niimeros, € que estes ndo podem ser expressos na forma

de fragdo. Entdo como estudar esse fato?

Para tentar estabelecer uma correspondéncia mutua entre nimeros por um lado, e

I3

pontos na reta por outro, ¢ necessario construir nimeros que tenham caracteristicas que
preencham as lacunas deixadas pelos nimeros racionais. Em relagdo a essa correspondéncia

Dedekind (1969, p. 9) declara:

Pode-se mostrar facilmente que ha um ntimero infinito de comprimentos
que sdo incomensuraveis com a unidade de comprimento, portanto podemos afirmar
que: a reta L ¢ infinitamente mais rica em pontos do que o dominio R dos niimeros
racionais ¢ em numeros. Se agora, como ¢ nosso desejo, nds tentamos seguir
aritmeticamente todos os fenOmenos da reta, o dominio dos nimeros racionais €
insuficiente e torna-se absolutamente necessario que o instrumento R construido pela
criagdo dos niimeros racionais seja essencialmente aperfeigoado pela criagdo de
novos numeros tais que o dominio dos numeros ganhara a mesma completude, ou
como nds podemos dizer imediatamente, a mesma continuidade da reta.

De acordo com Dedekind os niimeros racionais ndo sdo suficientes para descrever

matematicamente o mundo, bem como as figuras geométricas, por isso, precisamos construir

¥ Significado (do lat. significare) 1. A teoria do significado, em filosofia da linguagem, examina os varios
aspectos de nossa compreensdo das palavras e expressoes lingiiisticas e dos signos em geral. Um desses aspectos
centrais ¢ a relagdo de referéncia, que ¢ um dos elementos constitutivos do significado. A referéncia ¢
precisamente a relagdo entre o signo lingiiistico e o real, o objeto designado pelo signo. Outro aspecto, indicado
na distingdo proposta por Frege, é o sentido, ou seja, o modo pelo qual a referéncia é feita (JAPIASSU &
MARCONDES, 1996, p. 247).
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0s numeros reais que objetivam conectar com os fendmenos que envolvem o processo de

compreensdo das “coisas” naturais e dos fundamentos da Matematica.

Durante um longo periodo de tempo os nimeros reais foram tratados como decimais
finitas ou infinitas, sendo que as decimais infinitas que ndo representavam numeros racionais

eram consideradas niimeros irracionais.

Até meados do século XIX, estas consideragdes eram aceitas como uma
explicagdo satisfatdria para o sistema de nlimeros racionais e irracionais, o continuo
numérico. O enorme avango da Matematica desde o século XVII, em particular o da
Geometria Analitica e do Calculo Diferencial e Integral, se desenvolvia com
seguranga utilizando este conceito do sistema numérico como base. Porém, durante
o periodo de reexame critico de principios ¢ consolidagdo de resultados, percebeu-se
cada vez mais que o conceito de nimero irracional exigia uma analise mais precisa
(COURANT & ROBBINS, 2000, p. 75).

O que temos aqui € um processo operacional que nos remete a uma percepcao
geométrica que além de determinar o valor do nimero de Euler e, possibilita uma discussao
sobre a ndo racionalidade desse niimero. Nessa discussdo estd presente a idéia do niimero e
numa perspectiva complementar entre o algoritmo e o tratamento continuo do comprimento
de cada intervalo, pois, esse processo algoritmico permite perceber que o nimero e representa
uma relagdo, ou seja, ndo estd no sujeito € nem no objeto, por isso, precisamos das

representacdes por meio de simbolos, para entrar em contato com essas relagoes.

A concepgao finitista dos gregos ndo permitiu avango na compreensdo dos conceitos
de numeros irracionais (CARACA, 1956, p. 87), porém, Eudoxo com sua teoria das
propor¢des tratou “superficialmente” dessa questdo. Segundo Boubarki (apud BROLEZZI,
1996. p. 18-19) bastou os gregos terem colocado a questdo da incomensurabilidade da
diagonal e do lado do quadrado para que concluamos que possuiam uma distin¢gdo muita clara
entre uma razao e seus valores aproximados. Entretanto, os gregos nao fizeram uma extensao
do universo numérico. Isto provavelmente ocorreu devido a auséncia de uma linguagem que
facilitasse o trabalho com o infinito, pois, ndo podemos tratar o infinito num sentido

puramente numérico e intuitivo.

A Matematica dos gregos surgiu das relagdes com as formas de maneira contemplativa
da natureza. Enquanto na Matematica Moderna esta implicito o aspecto relacional com o
mundo e com o proprio ser. Somente a partir do século XVI foram retomadas as discussoes a
respeito do processo de funcionamento do infinito e da continuidade, assuntos que necessitam
de uma melhor compreensdo do conceito de limite, o que, por sua vez, exige dominio da

linguagem algébrica.
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Pensadores dessa época como Galileu (1564-1642) e Leibniz (1646—1716) usaram os
instrumentos matematicos como numeros ¢ fung¢oes, trabalhando com a continuidade do
movimento, pois, mesmo sabendo da probleméatica da incomensurabilidade trataram da
continuidade dos pontos sobre a reta como conseqiiéncia da densidade dos racionais, ou seja,

ndo se preocuparam em discutir e ampliar o conjunto dos niimeros racionais.

Até o inicio do século XVIII ndo havia um tratamento rigoroso que permitisse
matematizar o continuo. De fato essa compreensao nos coloca no “interior” do infinito, bem
como nos pontos de um sistema de coordenadas. Com a introducdo do infinito nossas
explicagdes nos conduzem a descobertas imprevisiveis e tudo pode tornar-se complicado. De
forma que a criagdo dos numeros reais pelo processo de limite propiciou o comeco do

entendimento do continuo numeérico.

Considerando que os nimeros expressam relagdes e essas relacdes nao podem ser
acessadas diretamente, precisamos dos meios para nos indicar a caracteristica de um objeto
matematico. Este fato aliado com a questdo de que nem todos os nimeros sdo computaveis
nos “obriga” a construir os fundamentos da Matematica ndo so pela construcdo, mas também

pela via da axiomatizagao.

No amago da fundamentagdo da Matematica e, consequentemente, a compreensao da
continuidade da reta, esta presente a teoria dos niimeros, que foi axiomatizada no final do
século XIX. O matematico Giuseppe Peano (1858-1932) foi o primeiro a organizar os
numeros naturais na forma de axiomas’. Peano partiu de trés conceitos primitivos: unidade,

numero, sucessor, € de cinco proposicoes que os relacionam, sao elas:

1. A unidade é um ntimero;

2. Todo o nimero tem um e um sé sucessor que ¢ um nimero;

3. Se dois numeros t€ém 0 mesmo sucessor, sao iguais;

4. A unidade nao ¢ sucessor de nenhum numero;

5. Se uma classe S de nimeros contém a unidade e se a classe formada pelos

sucessores dos nimeros de S esta contida em S, entdo todo o numero pertence a S. “Esta

proposi¢ao ¢ habitualmente designada pelo nome de principio de indu¢do completa ou

? Segundo Caraca (1956, p. 20) durante muito tempo estabeleceu-se uma distingio, de certo modo forte, entre
postulado e axioma; nos Elementos de Euclides vém em grupos separados os postulados e os axiomas ou nogdes
comuns. Modernamente tende a dar-se cada vez menos importincia a diferenca de designagdes e esta-se
generalizando o uso do termo axioma para as proposi¢des fundamentais que relacionam os conceitos primitivos.
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principio de indugdo finita e serve de base ao método de raciocinio por recorréncia ou por

indugdo” (CARACA, 1956, p. 21).

Os numeros racionais podem ser introduzidos por meio da extensdo dos nimeros
inteiros, porém, apresentamos processos de constru¢des de numeros que estdo na reta, mas
que ndo sdo racionais, ou seja, os irracionais que sdo também numeros reais.

A constru¢do tedrica dos numeros reais ndo parte necessariamente de questdes

, . . . 1
“praticas imediatas™'’

, pois, estas situagdes nao exigem quantidades infinitas de casas
decimais. De modo que o trabalho com os irracionais sdo exigéncias tedricas de coeréncia e

consisténcia da Matematica, pois, esta ¢ o suporte de outras ciéncias.

Entretanto, a pergunta ainda continua, existe ou ndo um ponto P para o qual todos os
=1
intervalos da constru¢ao do numero de Euler e (Z — ) convirjam? A resposta tradicional do
‘= n!
ponto de vista de Eudoxo: ¢ Obvio que existe, pois, em sua teoria das proporgdes ele
contornou essa questdo por meio de aproximagdes de inteiros. Mas, Dedekind questiona:
como se sabe? Ele mesmo responde: porque a reta € continua. E se a reta ¢ continua esse
ponto P deve existir, ou seja, a reta ¢ continua e por isso o ponto P existe e se o ponto P existe

entdo a reta € continua.

Dedekind com sua genialidade propiciou uma das interpretagdes mais importantes
dessa “possivel” biunivocidade entre os numeros e os pontos da reta. O estudo dos numeros
reais feito por Dedekind apdia-se nos racionais, e estes sdo definidos por meio de pares de

nimeros inteiros, que por sua vez utiliza os axiomas de Peano.

A idéia central na constru¢ao dos niimeros reais feita por Dedekind (1969, p.10-11) ¢ a

forma que ele usou para interpretar a continuidade. Sobre isso ele diz:

A comparagdo do dominio R dos numeros racionais com a reta conduziu ao
reconhecimento da existéncia de lacunas, de certa incompletude ou descontinuidade,
enquanto nés designamos a completude da reta, ou seja, auséncia de lacunas, ou
continuidade. Entdo, a continuidade em que consiste? Tudo deve depender da
resposta para esta questio, e s6 por meio desta que nds obtemos uma base cientifica
para a investigag@o de todos os dominios continuos. Obviamente nada se ganha com
observacdes vagas na conexao ininterrupta das partes menores; o problema ¢ indicar
uma caracteristica precisa da continuidade que pode servir como base para validar
dedugdes. Por muito tempo eu considerei isto em vao, mas finalmente eu achei o que
estava buscando. Esta descoberta, talvez, seja julgada diferentemente por diferentes
pessoas; a maioria pode achar isto muito trivial. Consiste no seguinte. No conceito
de corte foi chamado atencdo para o fato de que todo ponto p da reta produz uma

1% Contudo, acreditamos que o estudo tedrico dos niimeros irracionais possibilita tratar com mais precisdo os
dados fisicos, por exemplo, e os modelos operacionais que tratam esses dados sdo construidos por meio do
tratamento complementar entre o discreto e continuo.
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separacdo da mesma em duas partes tal que todo ponto de uma parte estdo do lado
esquerdo de todos os outros pontos. Vejo a esséncia da continuidade na inversdo
dessa idéia, isto ¢, no seguinte principio: “Se todos os pontos da reta caem em duas
classes de forma que todo ponto da primeira classe estdo a esquerda de todo ponto
da segunda classe, entdo existe um e s6 um ponto que produz esta separagdo de
todos os pontos em duas classes, isto corta a reta em duas por¢des (semi-retas).”
Como ja disse penso que ndo errarei assumindo que todas as pessoas assumirdo a
verdade desta declaracdo imediatamente; a maioria de meus leitores ficara muito
desapontada em aprender que nessa observacdo comum, o segredo da continuidade
sera revelado. Posso dizer que eu estou contente se todas as pessoas acharem o
principio acima tdo dbvio e, portanto em harmonia com as proprias idéias de uma
reta; Porque eu sou totalmente incapaz de apresentar qualquer prova exata disto, e
ninguém tem o poder para isto. A suposi¢do desta propriedade ndo ¢ nada mais do
que um axioma pelo qual nos atribuimos a reta sua continuidade.

O que fica claro nessa forma de interpretar a continuidade, entretanto, ¢ a dificuldade
de provar, seja por construgdo'' ou por contradi¢io, a “verdadeira existéncia” dos numeros
irracionais. Dessa forma, um ponto irracional qualquer, como por exemplo, o numero de Euler
e, foi postulado por Dedekind e com isso ele definiu o continuo exatamente por meio dessas
caracteristicas. J4 que ndo sabemos se a reta ou o espago sdo realmente continuos, sobre essa

questdo Dedekind (1969. p.11) afirma que:

Mesmo se o espago tem uma existéncia real, ndo ¢ necessario que seja
continuo, pois, muitas de suas propriedades permaneceriam idénticas, se ele ficasse
descontinuo. E se nos soubéssemos com certeza que aquele espaco era descontinuo,
ndo haveria nada que nos impedisse caso desejassemos, de preencher suas lacunas,
em pensamento, ¢ dessa forma construir a continuidade; este preenchimento
consistiria numa criacdo de novos pontos-individuais e isto teria que ser efetuado
conforme o principio anterior.

Entdo esta concepcao de correspondéncia entre nimeros e pontos da reta sugere que a
constru¢ao do niimero de Euler e, ou um ponto irracional P qualquer nos remeta a considerar
que a existéncia desse numero pode ser encarada somente do ponto de vista de um axioma ou
postulado, pois, ndo temos como provar a verdadeira existéncia, assim como localizar o lugar

geométrico do namero de Euler e.

Este fato tem como objetivo atribuir a reta a qualidade de ser completa, ou seja,
continua e que estabeleca uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta e todos os
nimeros. Os numeros que juntamente com os racionais dd4 a reta a caracteristica de
continuidade sdo os nimeros irracionais, de forma que a unido dos nimeros racionais com o0s

numeros irracionais forma o conjunto dos numeros reais, que estabelece o continuo numérico.

'""Se bem que esse continuo ndo pode ser construido, sem dificuldades logicas, a partir dos niimeros inteiros,
uma vez que, por exemplo, no conceito, ocorrem definicdes ndo predicativas, surgindo novamente a
complementaridade do conceito de fungdo ou do sistema dos niimeros reais, como intera¢ao entre concepgdes
holisticas e continuas e conceitos discretos operativos (OTTE, 1993, p. 233).
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Considerando que os processos de percepcao do continuo, ou seja, da irracionalidade
promovida pela construgdo do nimero de Euler e por intervalos encaixados, e também pela
diagonal do quadrado por meio de semelhancas, sdo atividades diferentes, porém, representam
perspectivas de complementaridade entre o discreto e o continuo, pois, a complementaridade

estd no interior das atividades exercidas pela mente humana e pelo objeto.

Nosso propdsito, também ¢ ensaiar a possibilidade de constru¢do dos niimeros reais
motivado pela irracionalidade do niimero de Euler e, ou seja, tornad-lo como ‘“simbolo” de

construgdo dos nimeros reais.

Nesse sentido, a construgdo do numero de Euler e por intervalos, bem como da
diagonal do quadrado nos propiciard a necessidade de se discutir, mesmo que
superficialmente, como as principais idéias de construcdo do conjunto dos ntimeros reais
foram desenvolvidas. Isto na verdade s3o maneiras “diferentes” de estabelecer os

fundamentos da Matematica por meio do continuo numérico.

Nesta perspectiva partimos do pressuposto que ja conhecemos os niimeros racionais,

bem como suas propriedades de modo que abordamos as idé€ias centrais da construcao dos
, . . . ’ . 12

numeros reais por intervalos encaixados; os métodos de Dedekind e Cantor “ e, por fim a

axiomatiza¢ao dos nimeros reais.

1.3.1 Intervalos Encaixados

A definigdo dos numeros reais por intervalos encaixados ¢ uma importante

conseqiiéncia da propriedade do supremo.

Chama-se supremo de um conjunto A ao nimero T que satisfaz as duas condig¢des

seguintes (AVILA, 2005, p. 63):
1. a < T paratodo acA;

2. dado qualquer nimero £>0, existe um elemento ac€ A a direita de T —&, isto

¢, talque T— €<a.

Esta definicdo nos permite dizer que todo conjunto ndo vazio de numeros reais,

limitado superiormente, possui supremo.

2 Nos métodos de Dedekind e Cantor foi necessério usar algum conjunto infinito de niimeros racionais, a fim de
definir ou construir um numero real. Assim, no esfor¢o de reduzir a andlise e a geometria a aritmética,
introduziram-se conjuntos infinitos nos fundamentos da matematica (DAVIS & HERSH, 1989. p. 372).
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Os intervalos encaixados podem ser expressos por meio de uma seqiiéncia de
intervalos I, = [X,, yn] com (X,)# (Ya) € n=1,2,3,4,5,6....; que podem ser marcados numa reta

numérica, de forma que os extremos dos intervalos obtidos sejam niimeros racionais, em que

0 comprimento |I n| =y, —x,do n-ésimo intervalo tenda a zero quando n crescer infinitamente.

Estas seqiiéncias (x,) € (yn) sdo respectivamente nao decrescentes € nao crescentes, ou
seja, os valores de (x,) vao aumentando e aproximando de um numero real a, enquanto os

valores de (y,) vao diminuindo e ficando préoximos de a.

Considerando que I 1oholo.. Sho... de modo que existe
{a}einhninkn ... NIy ..., podemos dizer que a € Gnico, isto &, [ "L,z ...

NI, ..={a} (AVILA, 2005, p. 95).

Esta definicdo nos diz que x; < x,<yn <y, entdo a seqiiencia (x,) ¢ limitada a direita
por y; € (yn) € limitada a esquerda por x;. Logo essas duas seqiiéncias possuem limites.

Consideramos X o limite de (x,) € Y o limite de (yy).

Como x,<y, podemos escrever x,<X<Y<y, Isto quer dizer que o intervalo

[X,Y] I, para todo n. De modo que, se X<Y, a intersec¢do dos intervalos I, ¢ o proprio

intervalo [X,Y] e se Y,-X, tende a zero podemos dizer que X=Y=a, ou seja, o valor de a ¢
unico.

Vé-se diretamente que ndo pode haver mais que um ponto comum a todos

os intervalos, porque os comprimentos dos intervalos tendem a zero, ¢ dois pontos

diferentes ndo poderiam estar ambos contidos em qualquer intervalo menor do que a
distancia entre eles (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 82).

Para estabelecer reciprocidade entre os pontos da reta e os numeros define-se a como
sendo numero real. Se a nao for racional, serda um namero real, ou seja, o nimero irracional
estabelece o continuo numérico. Aceitar que o niimero a, caso ndo seja racional, pertenca a
todos os intervalos construidos ¢ plausivel, pois, aparentemente ¢ intuitivo e logico, mas
podemos dizer também que, com os instrumentos que temos, ndo € possivel “enxergar” todas

as suas peculiaridades, bem como a sua natureza.

Diante disso, como construir um argumento que questiona o fato da unicidade desse
nimero a caso seja irracional? Em fun¢do da impossibilidade de explicar essa possivel

.. 1 . , . . .. .
unicidade', pois, nem tudo que ¢ definido pode ser explicado empiricamente ou logicamente.

1 Essa questdo pode ser enfrentada dizendo que ndio tem como saber se esse nimero é inico, pois, 0 processo ¢
infinito e por isso, nunca sabemos se ¢ unico ou ndo. Nesse caso, podemos tratar este topico de outra forma, que
¢ o caso da andlise ndo-standard, que ndo ¢ o nosso foco neste momento.
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Qual ¢ a caracteristica desse numero que pertence a todos os intervalos caso ndo seja
racional? “A existéncia sobre a reta numérica (considerada como uma reta) de um ponto
contido em cada seqiliéncia de intervalos encaixados com pontos extremos racionais ¢ um
postulado fundamental da geometria” (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 82). Este fato esta

de acordo com a forma que Dedekind interpretou a continuidade.

Um numero irracional definido a partir de uma seqiiéncia de intervalos racionais
encaixados ¢ na verdade um simbolo, mas o aspecto matematico importante ¢ que estes
numeros irracionais sdo capazes de preservar todas as leis basicas do corpo dos nimeros

racionais.

Do ponto de vista tedrico a constru¢do dos niimeros reais por intervalos encaixados
propicia fundamentar a base da Matematica e por outro lado, do ponto de vista fisico,
possibilita determinar a magnitude de alguma quantidade observavel por meio de uma
seqiiéncia de exatiddo cada vez maior. Por isso, a discussdo da irracionalidade se torna
necessaria, pois tanto ajuda a fundamentar a Matemética, bem como tratar os fendmenos com
mais precisao.

Portanto, a construcao dos nimeros irracionais por intervalos encaixados, trata-se de

0

, 1 . . . .
um postulado, e o nimero de Euler ezz — definido e construido anteriormente ¢ um
n=0 M-

exemplo dessa construcdo, ou seja, o numero irracional existe num contexto de postulado e a
constru¢do do numero e por intervalos pode nos ajudar a visualizar e perceber a necessidade

dessa definicao.

Agora para realmente entender que este numero ¢ conseqiiéncia de um postulado ¢
necessario perceber que nessa construgdo esta presente uma comparagdo entre partes da reta,
ou seja, elaboramos atividades por meio de processos operacionais, que caminham para o
infinito, e com isso percebemos que a continuidade da reta ocorre no interior do aspecto
continuo dos intervalos considerados. Comprovando com isto que esta construgdo ¢ na

verdade uma “mistura” que se complementa com o discreto e continuo.

1.3.2 Cortes de Dedekind

Dedekind tratou do continuo numérico por meio do continuo geométrico. Para isso
utilizou a defini¢do de corte, provavelmente inspirado na teoria das propor¢des de Eudoxo, na

qual percebeu a separa¢io dos nameros racionais em duas partes (AVILA, 1993, p. 13). Sua
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preocupagdo em compreender o continuo numérico se tornou latente no momento em que
trabalhava com Calculo Diferencial por volta de 1858 e teve a necessidade de provar que uma

fun¢do mondtona e limitada, definida num intervalo, tem limite.

Nesse momento ele percebeu a falta de uma fundamentac¢iao adequada para os nimeros
reais (DEDEKIND, 1963, p. 1). O pensamento de Dedekind sobre a defini¢do de nimero real

por meio do conceito de corte pode ser resumido da seguinte forma:

Suponhamos que conseguimos separar o conjunto dos numeros racionais em duas
classes, P e M de maneira que cada elemento m da classe M seja maior do que cada elemento
p da classe P. Dedekind denominou essa classificacdo/separagdo de corte no conjunto de
nimeros racionais. Segundo Courant e Robbins (2000, p. 85) num corte existem trés
possibilidades, sendo que uma e somente uma deve ser valida: 1) existe um maior elemento p’
em P. Este ¢ o caso em que P ¢ o conjunto de todos os nimeros racionais menores ou iguais a
dois e M de todos os nimeros racionais maiores do que dois. 2) existe um menor elemento m’
em M. Este ¢ o caso em que P ¢ o conjunto de todos os numeros racionais menores que dois e
M de todos os nimeros racionais maiores ou iguais a dois. 3) ndo existe nem um maior
elemento em P e nem um menor elemento em M. Com isso define-se nimero real como sendo
o elemento de separacdo das duas classes de um corte qualquer no conjunto dos numeros
racionais: se existe um numero racional a separar as duas classes, o nimero real coincidira

com esse numero racional, se ndo for racional se chamara irracional.

Segundo Courant & Robbins ( 2000, p. 86) filosoficamente, a definicdo de Dedekind
de ntimeros irracionais envolve um grau bastante elevado de abstragdao, uma vez que ela ndo
coloca quaisquer restricdes quanto a natureza da lei Matematica que define as duas classes P e

M.

Portanto, a descontinuidade pode ser caracterizada pela existéncia de cortes sem
elementos de separa¢do no conjunto dos nimeros racionais. Com a unido dos novos numeros
produzidos pelos cortes nao-racionais, obtemos o conjunto dos nimeros reais. Dessa forma,
0s numeros irracionais vém preencher as “lacunas” deixadas pelos numeros racionais
(AVILA, 2005, p. 58). Podemos explicar a propriedade do supremo que garante a construgao

dos niimeros reais por intervalos encaixados usando a defini¢do de corte. Entdo:

Considere um conjunto ndo vazio qualquer A e o conjunto M de todos os nimeros
reais que sdo menores que algum elemento de A, e seja B o conjunto dos niimeros reais

restantes. Isto nos permite dizer que (M,B) € um corte no conjunto dos nimeros reais. Como
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todo corte de numeros reais possui um numero real como elemento separador'*. Portanto,
chamando esse numero separador de a, vemos que ¢ o maior elemento de M ou o menor
elemento de B, mas a ndo pode pertencer a M, sendo ele seria menor que um elemento de
xe B, de forma que a nao seria elemento de separacdo. Portanto, a ¢ o supremo do conjunto

M e o minimo do conjunto B (AVILA, 2005, p. 63).
Para ilustrar esta construcdo citaremos dois exemplos:

I- O conjunto P formado pelos niimeros racionais negativos, zero € pelos racionais

C. . 2 . , . .
positivos X tais que x° < 2 determina um corte que define o numero irracional V2 como
numero separador. Este € o caso 3 anterior em que o conjunto P ndo tem maior elemento. E se

nos considerarmos como M os niimeros racionais restantes, nao tera menor elemento.

2- Os conjuntos C={x e Q tal que x<e = Zl' } e D={xeQ tal que x>e=Z l'}
n!

n=0 n. n=0

também determina um corte, que ¢ definido pelo numero irracional e=2,718281828....

Vé-se facilmente que esta defini¢do estd de acordo com a definicdo por
intervalos encaixados; qualquer seqiiéncia I;, I, I3, ... de intervalos encaixados
define um corte se colocarmos na classe M todos aqueles nimeros racionais que sdo
excedidos pela extremidade do lado esquerdo de pelo menos um dos intervalos I, e
em B, todos os outros nimeros racionais (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 86).

Portanto, o tratamento do numero de Euler e por intervalos nos propicia perceber na
reta, o aspecto visual do conceito de corte, pois, s6 a definicdo em si de corte ¢ muito abstrato
e esta construcdo pode nos fazer perceber o quanto esse conceito foi importante para o

estabelecimento da biunivocidade entre os numeros e os pontos da reta.

Esta construgdo dos numeros reais considera a reta continua e depois faz os cortes. De
forma que cada corte esta associado a um numero, ou seja, pode separar 0s nimeros racionais
dos irracionais. Isto mostra que os niimeros reais sdo construidos por meio da nogdo de

complementaridade, partindo do continuo para o discreto.

Na verdade o conceito de corte proposto por Dedekind trata de um postulado que
incorpora os numeros irracionais ao conjunto dos niimeros racionais formando os numeros

reais.

14 ~ . . ~
Esta afirmacdo pode ser considerada um teorema de Dedekind, que estamos usando sem demonstragao.
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1.3.3 O Continuo Numérico de Cantor

George Cantor (1845-1918) tratou da teoria dos numeros reais considerando as
seqiiéncias de Augustin-Louis Cauchy (1789—-1857), provavelmente motivado pelo estudo de
representacdes das funcdes reais por meio de séries trigonométricas. O método usado por
Cantor, que ¢ mais concreto, segundo Courant e Robbins (2000, p. 86) ¢ pelo fato de que: 1)
os numeros reais podem ser considerados como decimais infinitas, e 2) decimais infinitas sdo
limites de fragdes decimais finitas. Se noés ndo considerarmos a dependéncia do sistema
decimal, podemos afirmar com Cantor que qualquer seqiiéncia monotona de numeros
racionais define um nimero real se essa seqiiéncia “convergir”, por isso, podemos dizer que
todo ntmero irracional pode ser definido como, no minimo, um par de seqiiéncias

convergentes de nameros racionais.
As seqiiéncias monotonas de Cauchy satisfazem as seguintes condigdes:

1. Diz-se que uma seqiiéncia (x,) € crescente se X} < Xp < X3 < ... <X, < ...; €

decrescente se X; > Xp > X3 > ... > X, > ...

2. Diz-se que a seqiliéncia (x,) € ndo decrescente se X} < Xp < X3 < ... < Xp < .oy €

ndo crescente s€e X; > Xo > X3 > ... > X > ...(AVILA, 2005, p. 85).

Uma condicdo necessaria e suficiente, para que uma seqiiéncia monoétona (a,) no

conjunto dos nlimeros reais seja convergente ¢ que, dado o numero racional £> 0, existe N tal

que nm >N =

a,—a, | < &, ou seja, dado € > 0, existe um indice N tal que, para todo

inteiro positivo k, n>N =

a,—a,,, ‘< & (AVILA. 2005, p. 97). Seqiiéncias dessa natureza
foram chamadas por Cantor de “seqiiéncias fundamentais” (KLINE, 1972, p. 984).

Esta definicao de convergéncia nos remete a uma intuigao grafica, pois, por menor que
seja &, sempre existirdo membros da seqiiéncia tal que a distancia entre dois termos

consecutivos quaisquer, serd sempre menor que &.

Esta linguagem de seqiiéncias convergentes estd fundamentada na teoria de limites que
¢ a linguagem Matematica que estrutura e desenvolve de forma flexivel e complementar as

nocoes de discreto e continuo na conceitualizagao de niumero real.

Tratamos das seqiliéncias de Cauchy que convergem para niimeros que nio sio

racionais. Diante disso, podemos criar maneiras diferentes, ou seja, seqiiéncias formadas por



42

nimeros racionais, para se aproximar cada vez mais de um nimero, o qual ¢ chamado de
nimero irracional. O interessante ¢ que um determinado numero irracional, como por
exemplo, o numero de Euler e ¢ definido por seqiiéncias convergentes de niumeros racionais,
ou seja, o que temos € uma aproximacdo € ndo um numero de valor exato. E nessas
aproximacdes por modelos discretos se percebe a continuidade. Isto nos garante que para
tratar de fendmenos continuos, precisamos considerar, em algum momento, de modelos

discretos que representam esses fatos.

Podemos dizer entdo que duas seqiiéncias convergentes de nimeros racionais (X; ,Xz,

tende a zero

X3, . Xp ...) € (Y1, Y2, ¥35 --- ¥n ...) tendem para o mesmo niimero real se |xn -y,

para n infinito.

: : s 1" 2n+1)"
Para ilustrar este fato citaremos as seqiiéncias x, =l1+—| e y, = 21 (a
n n—

seqiiéncia (yy) sera explicada com mais detalhes na secao 2.5 do capitulo II) que definem pelo

processo algoritmico o mesmo numero real (e=2,718281828), em que |x, — yn| ¢ tao
proximo de zero quanto se queira. Isto nos faz perceber que esse processo nos direciona para
o entendimento de que qualquer niimero irracional pode ser aproximado por uma seqiiéncia de
numeros racionais, permitindo compreender que o conceito de nimero necessita do aspecto

relacional entre o continuo (neste caso, o infinitamente pequeno) e o discreto (operagdes

aritméticas).

Na tabela (03) a seguir apresentamos uma simulag¢do desse fato objetivando perceber

numericamente a convergéncia para o valor do namero de Euler e:

Tabela 3

X, =7,

( 1)” 2n+1Y
X, = 1+= Y=
n 2n—1

X10=2,593742460

y10=2,720551414...

0,126808954

X20=2,653297705...

y20=2,718848408...

0,065550703

X40=2,685063838...

y40=2,718423422...

0,033359584

X100:2,7048 1382...

y100:2,71 830448...

0,01349066
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X1000=2,7169239... Y1000=2,71828205... 0,00135815
X100.000:2,7182682... yloo,000:2,7182818... 0,0000136
X1000.000=2,7182804... Y1000.000=2,71828182... 0,0000014

A construgdo de Cantor dos niimeros reais comega com o tratamento operacional
discreto dos nimeros racionais, a seguir caminha para a consolidagdo da continuidade por
meio do conjunto de seqiliéncias convergentes. Isto garante a questdo complementar entre o

discreto e o continuo para o entendimento do conceito de numero real.

As definicdes de numeros reais por corte € por meio de pares de sucessdes
convergentes podem ser relacionadas, pois, de todo corte se pode extrair no minimo um par de
sucessdes convergentes e todo par de sucessdes convergentes determina no conjunto dos

nameros racionais um corte.

Isto se verifica, pois, de um corte aleatorio ¢ sempre possivel a partir de um indice n —

qualquer que seja o numero real positivo & — determinar dois nimeros, um na classe menor

(xn) € outro na classe maior (y,) cuja diferenga seja, em valor absoluto, menor que €
(CARACA, 1956, p. 91).

Segundo Avila (1993, p. 44), Cantor definiu niimeros irracionais por meio de uma
sucessao convergente que ¢ aceito por um postulado que diz: “toda seqiiéncia de Cauchy de
numeros racionais converge”. Os numeros reais sao obtidos “juntando” em uma mesma classe
todas as seqiiéncias que tém o mesmo limite. A noc¢do de continuidade estd no fato de
conseguirmos “todas” as seqiiéncias, mas como ¢ possivel imaginar a totalidade dessas
seqliéncias convergentes que possuem o mesmo limite. Acreditamos, entretanto, que a

constru¢do do numero de Euler e por intervalos encaixados pode possibilitar essa percepgao.

Considerando a totalidade de seqiiéncias de niimeros racionais que convergem para
um numero real podemos definir no conjunto dessas seqiiéncias de Cauchy, uma “relacao de
equivaléncia” (AVILA, 2005, p. 102). Diante disso, dizemos que duas seqiiéncias de Cauchy

(xn) € (yn) sdo equivalentes se (Xy-yn) tende a zero para n infinitamente grande.

“Essa relacao distribui as seqiiéncias de Cauchy em classes de seqiiéncias equivalentes
de tal maneira que duas seqiiéncias pertencem a uma mesma classe, se e somente se, elas sao

equivalentes” (AVILA, 2005, p. 102).
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Os numeros reais para os quais as classes de seqliéncias de nimeros racionais
convergem, bem como as operagdes e suas propriedades, mantém a ordem e o isomorfismo
com o conjunto dos numeros racionais. De forma que os numeros reais assim construidos ¢ o

mesmo feito pelo processo de Dedekind.

Portanto, nas constru¢des dos niimeros reais construidos por seqiiéncias de Cauchy-
Cantor e por cortes de Dedekind, pode-se definir uma estrutura de corpo'”. Podemos dizer
também que os intervalos encaixados (em que a intersec¢do deles € um ntimero) e que toda
seqiiéncia de Cauchy converge, sdo equivalentes a propriedade do supremo, que por sua vez

garante a completude dos numeros reais.

Tratamos das idéias centrais da constru¢do dos numeros reais por intervalos
encaixados, particdo de Dedekind e seqiliéncia de Cauchy-Cantor que sdo formas equivalentes
de postular os ntimeros reais, pois, todos objetivam obter as mesmas propriedades dos

nameros reais.

A obten¢@o do nimero de Euler e por constru¢do de intervalos possibilita o estudo da
continuidade da reta pela via tanto do discreto como por processos infinitos, ou seja, o ponto
irracional que representa o numero de Euler e ¢ simplesmente um simbolo que pode ser
determinado por uma seqiiéncia de intervalos encaixados. Agora como cada nimero irracional
pode ser obtido por varios pares de seqii€éncias que convergem para esse nimero, podemos
dizer que todas as seqiiéncias, se € que possivel determinar esse montante, que convergem
para o nimero e sdo na verdade possibilidades discretas de se relacionar com o continuo. Pois,
o que ¢ o continuo? O que ficamos fazendo sdo tentativas discretas de perceber o sentido da
continuidade. E essas tentativas se tornam ao todo continuas, ou seja, o continuo, se existe, ¢ o
ideal que iremos sempre perseguir e os modelos discretos sdo os meios ou representacdes de

conceber essa idéia de continuidade.

Tendo como objetivo a compreensdao da continuidade da reta, bem como o
estabelecimento de uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta e os numeros,
surge o questionamento: serd que agora podemos dizer que ao incidir numa reta numérica a
ponta de um alfinete temos certeza que ‘“‘existirda” um numero racional ou irracional

correspondente a essa incidéncia?

"> 'Um corpo ¢ um conjunto, munido de duas operagdes, chamadas adi¢do e multiplicagdo que satisfazem os
axiomas da adi¢do (associatividade, comutatividade, elemento neutro e simétrico) e da multiplicacdo
(associatividade, comutatividade, elemento neutro e inverso multiplicativo), bem como a distributividade.
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1.4 Construcao Axiomatica dos Numeros Reais

O processo de axiomatizagdo pretende sintetizar parte significativa do método
cientifico, partindo de um nimero minimo de pressupostos e a seguir deduzindo o maximo de

conseqiiéncias logicas propiciando economia de pensamento.

A teoria Matematica precisa estar fundamentada em modelos abstratos, pois, sdo esses
modelos que possibilitam a descri¢cdo das propriedades e das relagdes de um sistema. Todavia,
sob o ponto de vista epistemoldgico e cognitivo hd necessidade de interpretagdes desses
sistemas abstratos por meio das aplicagdes. Dessa forma, temos uma complementaridade entre

o modelo abstrato e o modelo pratico de uma determinada teoria.

Na Matematica, temos que tratar com certo cuidado aquilo que nos apresenta como
obvio. Pois, a construgdo dos nimeros reais nos apresenta situagcdes simples, mas a0 mesmo
tempo, precisamos dialogar com o infinitamente grande'® e infinitamente pequeno, dessa
forma, o tratamento unicamente intuitivo'’ pode nos levar as conclusdes falsas ou
contraditdrias, pois, nossos aparatos sensoriais nao sdo suficientes para lidar com as questdes

do infinito.

Nao podemos abandonar o intuitivo e sim concilid-lo com o aspecto logico. O foco
agora nao ¢ dizer que os nimeros reais tém certas propriedade e sim dizer “se os niimeros

reais t€ém essa propriedade entdo seguem certas conseqiiéncias” (WHITE, 1993, p. 18).

O padrao do desenvolvimento da teoria axiomadtica consta de termos primitivos que
nao sdo definidos, pois, tratam do senso comum, que por sua vez decorre da impossibilidade
de se definir tudo e dos axiomas ou proposi¢des primitivas que sdo as afirmagdes aceitas
como verdades iniciais basicas (a questdo ¢ como decidir sobre o que sdo verdades iniciais
basicas), que devem obviamente se apoiar na experiéncia empirica ou intuitiva. “Nesse
sentido os axiomas se referem essencialmente a principios fundamentais a partir dos quais

podemos deduzir outros principios derivados” (SANTA’ANNA, 2003, p. 2).

No método axiomatico ¢ apresentado um conjunto munido de duas operagdes

satisfazendo determinadas propriedades com isso definimos um corpo, depois se define a

1 Acredito que nosso cérebro, ao que parece, ndo tem instrumentos para tratar de nimeros extremamente altos e
extremamente pequenos, por isso, precisamos do instrumento matematico (limite) para lidar com o infinito.

7 Para Kant (1724-1804), a intui¢io é todo conhecimento que se relaciona imediatamente com o objeto
(CYRINO, 2006, p. 60). Agora, como se relacionar imediatamente com o infinito? Por isso, precisamos das
atividades que s@o na verdade os meios que proporcionam essas relagdes.
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relacdo de ordem compativel com as propriedades do corpo e por fim, o axioma da

continuidade que torna o corpo ordenado e também completo.
Os simbolos primitivos que iremos considerar na teoria axiomatica sao:
o R sera o conjunto de elementos chamados de nimeros reais.

° + ¢ uma fun¢do ou aplicacdo chamada adi¢do de RXR em R, ou seja, associa o

par (x,y) € RXR a um tinico nimero real z designado por z=x +y que ¢ a soma de x com y.

o "¢ uma funcdo ou aplicagdo chamada multiplicagdo de RXR em R que associa

o par (x,y)€ RXR a um tnico namero real z designado por z = x.y (z ¢ o produto de x por y).

. Além das duas operagdes + (adigdo) e = (multiplicagdo), vamos considerar a

existéncia de uma relagdo sobre os elementos de R que sera indicada por < (relagdo menor).
Dados dois niimeros reais x e y, dizemos que x ¢ menor que y, € escrevemos X<y se y — x for

estritamente positivo.

A construcdo axiomatica dos nimeros reais apresenta a intensdo daquilo que queremos
construir, ou seja, assumimos a existéncia dos numeros reais, no qual os axiomas representam
as caracteristicas dos nimeros, ou seja, estamos pressupondo a sua “possivel existéncia”. Esta
constru¢do intensional descreve relagdes entre classes de objetos matematicos ndo se
preocupando com a descricdo do objeto matematico em si. Abaixo apresentamos 0s axiomas

que fundamentam os nimeros reais.

1.4.1 Axiomas da Adicao

I- A adi¢do é comutativa

Para quaisquerxeyeR = x+y =y +x.

2 Associatividade da Adigao

Para quaisquerx,yezeR = (x+y)+z =x+(y+2).

3- Ha um elemento 0 em R, ou seja, o elemento neutro da adicdo. Vamos propor este

axioma de duas formas:
3.1-x € Rentaiox + 0 =x.

3.2- Existe x € R de modo que para qualquer y € R temos y + x =y (x=0).
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4- Para cada x em R hd um elemento —x (oposto ou simétrico) em R tal que
—x +x=0.

“Estes axiomas nos remetem as regras usuais relativas a adi¢ao e subtracao e, portanto,
sao validas em qualquer corpo” (LIMA, 1976, p. 49). De forma que um conjunto onde esta
definida apenas uma operagdo satisfazendo a estes axiomas ¢ o que se chama um grupo

abeliano.

1.4.2 Axiomas da Multiplicacao

1- A multiplicagdo ¢ comutativa.

Para quaisquer x eyem R = x.y=y.x.

2- Associatividade da multiplicacao.

Para quaisquer x, ye zem R = (x.y).z = x.(y.2).

3- Elemento neutro na multiplicagdo. Vamos propor este axioma assim:

3.1- Ha um elemento 1 em R, 10 '® tal que para todo x em R, temos 1.x = x.
3.2- Existem x em R de modo que para qualquer y em R tém-se x.y =y (x=1).
4- Elemento inverso da multiplicagdo

Se xeR e x# 0, hd um elemento x ' .x = 1, ou para qualquer xe R (x#0) existe ye R

(y#0) tal que x.y =1 (y=x").

. . .. 1
Com este axioma podemos definir a divisdo de x por y da forma (ﬁ = x—J .
y

1.4.3 Axioma da Distributividade

Este axioma faz uma ligacdo entre a adi¢do e a multiplicagdo, que por sua vez
possibilita operar conjuntamente com essas operacdes. Para quaisquer X, y € zem R=>x.(y +

z) = X.y T x.z. Em linguagem algébrica os axiomas da adi¢do, multiplicagdo e da distribui¢ao

caracteriza o conjunto dos numeros reais (R, +, ) como um corpo comutativo.

'8 O ntimero 1 é o elemento neutro na multiplicagdo e o 0 é o elemento neutro na adigdo, por isso 1 # 0.
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1.4.4 Axiomas de Ordem

Um corpo ordenado C, no qual se destacou um subconjunto AcC, chamado o
conjunto dos elementos positivos de C, tal que as seguintes condi¢des sdo satisfeitas

(LIMA,1976. p. 52):

1- A soma e o produto de elementos positivos sdo positivos, ou seja, X,y € A implica

xtyeAexyeA.

2 — Dados x € A, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre: x=0, xe A ou

—X€eA.
A relacdo de ordem x<y num corpo ordenado C admite as seguintes propriedades:

I-Tricotomia — se x e y sdo dois nimeros do conjunto C, entdo apenas uma das

relagdes x=y; x<y € X<y ocorre.
2- Transitividade —se x >y e y>zentdo x >z

3- Monotonicidade da Adi¢do ou Lei da Compatibilidade da Relacdo de Ordem com

a Adicdo — se x >y entdo ¢ sempre verdadeiro que x +a >y + a.

4- Monotonicidade da Multiplicagdo ou Lei da Compatibilidade da Relagdo de

Ordem com a Multiplicacdo — se x >y e z> 0 entdo x.z > y.z.

Todo o corpo que satisfaz as propriedades (1), (2), (3) e (4) acima relativa a uma
relagdo de ordem definida sobre o mesmo, denomina-se corpo ordenado pela relagao

considerada.

1.4.5 Axiomas da Continuidade

Existem varias maneiras de formular axiomaticamente a continuidade da reta

numérica; destacaremos as principais.

1.4.5.1 Axioma de Arquimedes

Um corpo ordenado C ¢ arquimediano se nele ¢ valida qualquer uma das trés

o~ 19
condicdes :

" As demonstragdes dessas equivaléncias podem ser encontradas no livro Curso de Analise de Elon Lages Lima,
1976, p. 59-60.
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1- O conjunto N c C ¢ ilimitado superiormente;

2- Se x>0 e y>0 com x,y € C sdo dois nimeros arbitrarios, entdo ¢ sempre possivel

acrescentar X a ele mesmo um numero suficiente de vezes de modo que:

X+Xx+x+x+x+..+x>younx>ycomn inteiro positivo.

. 1
3- Para qualquer x>0 em C, existe ne N tal que 0 < — < x
n

Este axioma, de forma geral, pode ser explicado considerando nx<y para todo n
natural. A seguir temos n <2 para todos os numeros naturais e isso nos diz que o conjunto
X

dos numeros naturais ¢ limitado superiormente, que nao ¢ verdadeiro, com isso fica

justificado esse axioma.

1.4.5.2 Axioma da Completividade

Este axioma trata das definicdes de majorante e do supremo. Se AcR, e xeR tal que
y< X para todo y em A, entdo x ¢ chamado de um majorante de A. Se AcR tem um
majorante, diz-se que A ¢ majorado ou limitado superiormente. Um nimero real k ¢ chamado
supremo de AcR se k ¢ um majorante de A, e ndo existe qualquer majorante de A que seja
menor que k. Desta forma se AcR € ndo-vazio e majorado, entdo A tem supremo (WHITE,

1993, p. 32 € 33).

Portanto, um corpo ordenado C chama-se completo quando todo
subconjunto ndo vazio, limitado superiormente, A C C, possui supremo em C. De
forma que existe um corpo ordenado completo R, chamado o corpo dos numeros
reais, que ¢ considerado o axioma fundamental da analise Matematica (LIMA, 1976,
p. 64).

Em vez de usarmos o axioma da completude, podemos substitui-lo pelo arquimediano
(que ¢ equivalente e, essencialmente afirma que para cada numero real r, existe um niimero
natural n, tal que n.r>1, ou seja, “os numeros naturais dentro do corpo dos nlimeros reais sao
arbitrariamente grandes”, e que pode ser explicitado da seguinte forma: um corpo ordenado e

completo € necessariamente arquimediano (LIMA, 1976, p. 64).

O método axiomatico veio ao mundo para mostrar sua beleza para aqueles
que desejam vé-la. Para os demais, que o deixem passar. Toda essa aventura faz
parte do processo criativo da atividade cientifica que, assim como a vida, ¢ repleta
de facetas e surpresas (SANT’ANNA, 2003, p. 135).
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A fundamentagdo teodrica dos niimeros reais objetiva aprofundarmos na compreensao
da natureza do numero, tentando estabelecer consisténcia entre os fendomenos naturais,
intuitivos e racionais. O ser humano ¢ ao mesmo tempo fisico, biologico, social, cultural,
psiquico e espiritual e isto quer dizer que ha uma insatisfacdo inerente do ser como agente

ativo neste planeta.

Conceber o numero real como intervalos encaixados, cortes, seqiiéncias € axiomas que
de forma geral sdo impostos como postulados nos confortam, mas ndo esclarecem
definitivamente a verdadeira natureza dos nimeros reais no seu aspecto relacional com o

continuo da reta e com fendmenos naturais e sociais.

Entretanto, o conceito de nimeros reais esta baseado na referéncia tanto do discreto
quanto do continuo, por isso, devemos introduzir este conceito por meio de atividades que

considerem estas abordagens.

Sobre niimeros, contagens e medidas (Barker, 1969, p. 137) declara:

Suponhamos que alguém pergunte: “E irracional o nimero que mede em
centimetros, o comprimento de uma mesa?” Estaria esse alguém langando algum
tipo de pergunta acerca do resultado que obteriamos contando as vezes que uma
régua precisaria ser colocada ao longo da mesa? Nao parece possivel interpretar
desse modo a pergunta. A questdo ¢ destituida de significagdo empirica: ndo ha
diferenca entre um “Sim” e um “N&o”, naquilo que diz respeito ao que essas
propostas nos levariam a esperar quanto a resultados de procedimentos humanos de
contagem. Por mais curta que fosse a nossa régua, o seu emprego deve envolver
certa margem de erro, de modo que contar o numero de vezes que precisaria ser
colocada ao longo da mesa ndo decidiria a questdo de saber se o comprimento ¢é
racional ou irracional. Para decidir essa questdo seria preciso dispor de uma régua
infinitamente curta ou uma régua ndo-sujeita a erro. Réguas desse género ndo
existem — sd0 impossiveis — e ndo tem sentido falar a propoésito de fazer algo que ¢
necessariamente impossivel. Isto ilustra de que modo a teoria dos nimeros reais,
distinguindo entre niimeros racionais e irracionais, introduz uma sutileza que escapa
aos processos de contagem.

Portanto, a compreensao da natureza dos nlimeros irracionais ¢ uma questao de grande
importancia intelectual, pois, vai possibilitar o tratamento formalizado dos fundamentos da
Matematica. Este fato, bem compreendido, propicia ao professor o entendimento e a
necessidade da fundamentacdo da Matematica, tendo como conseqiiéncia uma
contextualizagdo mais eficiente nos aspectos historicos e epistemoldgicos dos contetidos

matematicos.

Temos clareza que a conceitualizagdo de numero e como conseqiiéncia o numero de
Euler e ndo ¢ de forma alguma absoluta. Portanto, ndo podemos tratar os nimeros reais € por

sua vez o numero e por uma Unica faceta, pois nenhuma das construcdes aqui discutidas



51

propicia uma compreensdao convincente desse objeto. Porém, tanto o processo de
axiomatizacdo como a constru¢do dos racionais aos reais ¢ necessaria para melhorar nosso
entendimento. Temos convicgdao que no estudo do conjunto dos numeros reais deve haver a
estrutura axiomatica assim como processos de construgdes que possibilitam criar modelos
diferentes que possam ser aplicado em varias situagdes. Como ndo existe possibilidade
absoluta de determinar os significados dos objetos matematicos precisamos da no¢do de
complementaridade para dialogar por meio das atividades com os objetos a serem
compreendidos. De uma forma geral o estudo da continuidade tanto do ponto de vista
filos6fico como matematico possibilita a compreensido dos fendmenos mais diversos, pois ela
estd no cerne desses fendmenos. Numa teoria temos conceitos e definigdes enquanto num
modelo concreto temos objetos. Nesse contexto os intervalos construidos para perceber a
irracionalidade do ntimero de Euler e sdo modelos concretos e ndo objetos da teoria. O estudo
dos nimeros reais por meio da construgdo por intervalos do numero e propicia a
conceitualiza¢do desse numero tanto pela via dos modelos abstratos de uma teoria como pela
via de modelos concretos, consolidando com isso a complementaridade entre o aspecto
operacional e o aspecto estrutural do conceito de nimero e como conseqiiéncia o conceito do
nimero de Euler e. O que veremos no proximo capitulo sdo as maneiras diferentes para obter
o valor desse nimero, bem como perceber que esse numero e a funcdo exponencial de base e
estdo presentes praticamente em todas as areas da propria Matematica e também em outras

ciéncias.



CAPITULO 11

DEFINICOES, CONEXOES E APLICACOES DO NUMERO DE EULER

No que se referem a realidade, as leis da Matematica ndo sdo precisas, ¢ no que elas
sdo precisas ndo se referem a realidade. (Albert Einstein)

Os numeros irracionais, além de propiciar uma discussdo dos fundamentos da
Matematica, nos possibilitam compreender melhor vérios fendomenos. Nesse sentido, o
numero de Euler e, que ¢ um ntimero irracional importante, assim como a fun¢ao exponencial
que tem esse nimero como base estd no interior do processo de interpretacdo de como

determinado fenOmeno funciona.

No que diz respeito ao tratamento dado ao conceito do niimero e, assim como da
funcdo exponencial de base e, percebemos dificuldades na apresentacio dos enfoques
funcional e estrutural, ou seja, falta conexdo entre operacdo e lei, pois, muitas vezes constata-
se a tendéncia de se optar, ora para o aspecto funcional, ora para o aspecto estrutural. Esses
tratamentos disjuntos podem trazer conseqili€éncias negativas para o ensino deste topico e, com

1sso perde-se um pouco da beleza dos conceitos matematicos.

No que diz respeito ao enfoque operativo funcional sdo apresentados modelos na
forma de algoritmos que determinam o valor do niimero e com rapidez de convergéncia ou
nao. “Um algoritmo resolve problemas, mas nao descreve realidade alguma” (OTTE, 1993, p.
229). Diante disso podemos acrescentar na computacdo dos digitos do nimero e uma reflexao
critica, pois, temos varias maneiras, ou seja, representacdes (intensdes) diferentes que fagam

esse calculo.

De posse dessas representacdes discutimos as equivaléncias dessas defini¢des € isso
possibilita perceber a complementaridade (operativo e concreto) entre essas representacoes €
as formas diferentes de obter esse nimero e com isso estabelecer conexdes com atividades
praticas que melhorem o processo do conhecimento humano em relacdo ao como o saber ¢é

elaborado na mente humana.

Compreender os modelos operativos que fagcam o calculo do valor do nimero e ¢
necessario, mas nado ¢ suficiente para estabelecer o entendimento dos motivos que tornam este

tema importante.



53

Acreditamos que a compreensdo deste assunto, torna-se completa quando
introduzimos o enfoque estrutural (lei) associado complementarmente a questdo do processo

operativo. Desta forma, o estudo da lei por meio da fung¢do € inevitavel.

O novo conceito matematico das fungdes, que entrou em jogo pela
problematica da lei natural consistia em ver a fungdo como um objeto matematico
unico e unitario, ao invés de considerar exclusivamente a correspondéncia entre os
valores do dominio ¢ os valores da imagem. Essa nova forma de encarar uma
fungdo, como objeto unitario, s6 se expandiu no inicio do século XIX, ao longo da
chamada segunda crise dos fundamentos da Matematica (OTTE, 1993, p. 230).

A concepgio atual de fungdo esta ligada diretamente ao principio de continuidade® e
isso tem como conseqiiéncia a conexdo entre fungdo continua e lei natural. A constru¢do do
conceito de fun¢do continua ndo pode ser feita sem o uso do enfoque funcional operacional.
“Dessa forma, surge uma circularidade que revela que significados conceituais sao processos
que se desdobram na atividade epistemologica. Isto € particularmente indicado no conceito de

complementaridade” (OTTE, 1993, p. 232-233).

A continuidade das fung¢des, entretanto, estd associada ao continuo numérico dos
numeros reais € isso possibilita definir uma fungdo de base e, tendo o valor do numero e
obtido como um ponto dessa curva. Nesse sentido a andlise do conceito funcional (operativo)
discreto e do principio de continuidade (lei), sio complementares, pois, ndo ¢ possivel estuda-
los separadamente. Contudo, o aspecto essencial da questdo estrutural (continuo) e do

processo discreto operativo ¢ tratar relacdes como objetos conceituais do pensamento.

O processo aritmético operacional discreto se caracteriza pelas relagdes entre
grandezas isoladas, pois, 0 nimero e serd obtido numa situagdo determinada. A partir dai
criam-se varios modelos concretos que computam seus digitos. A seguir finaliza-se

generalizando na via do particular para o geral.

Enquanto no processo continuo elabora-se uma lei geral por meio de séries que define
a fun¢do de base e, a seguir determina seu valor como sendo um caso particular da funcgao
f(x)=e" para x=1, de forma que o valor do nimero e nesse caso sera tratado do aspecto geral
para o particular e a nocdo de complementaridade surge nesse momento, ou seja, procura-se
compreender a constru¢do na relacdo que ha entre o particular (discreto) e o geral (continuo)

sem polarizar e sim focando essencialmente na relagao.

% A continuidade neste caso esta se referindo ao continuo numérico da matematica que lida com a idéia de
fungao.
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Isso deixa claro a concepg¢do de dupla raiz do conceito de fun¢do como afirmou Otte

(1993, p. 228).

Considerado historicamente, o conceito de fungdo tem uma dupla raiz.
Primeiro, ele se desenvolve ao lado do conceito de lei, particularmente junto com o
conceito de lei natural. Ele surge também do conceito operagdo aritmética-algébrica,
do conceito de algoritmo e das concepgdes gerais de maquina.

Analisamos situagdes que determinam o valor do nimero de Euler e numa perspectiva
de apresentar explicagdes sobre esse numero, bem como da fungdo que tenha o numero e

como base.

Na Matematica existem nimeros que desencadearam discussdes importantes no

aspecto teorico de sua fundamentacdo, bem como na aplicag¢do de resolugdes de problemas do
cotidiano. A raiz quadrada de dois (\/Ez],4l), que ¢ irracional provocou uma extensao dos

nimeros racionais e o nimero 7 (pi=3,14) que ¢ outro exemplo importante de nimero

irracional esta diretamente ligado a formas circulares.

A construgdo da raiz quadrada de dois e do nimero 7, assim como o numero de ouro
O(Fi)=~1,618 tem sido muito relatado em livros do ensino fundamental, médio e até no

ensino superior, pois, sdo numeros que recuam a antiguidade e ndo dependem de um

conhecimento “avancado” de Matematica.

Em relacdo ao numero e isso ndo ocorreu, provavelmente devido ao fato dele ser mais
jovem, pois, sua historia estd muito ligada ao estudo do Célculo Diferencial e Integral (séries
e fungdes), assunto tradicionalmente considerado como a entrada para a Matematica

“superior”.

O nimero e representa um valor como 5, 10 ou 7, s6 que no caso do valor do namero
e~2,71828 (assim como o valor de x), suas casas decimais apesar de serem infinitas, sao
computaveis, mas nao tém nenhuma regularidade (nao-periddico), ou seja, nao podemos saber
quais sdo, antes de calculé-los. E isso nos remete a seguinte pergunta: Como elaborar modelos
operacionais que determinam as casas decimais do nimero de Euler e? Pois, o processo de
elaboragdo desses modelos provoca uma reflexdo entre o algoritmo e a velocidade de
convergéncia, ou seja, do ponto de vista tedrico os modelos sao idénticos, mas do ponto de
vista operacional ndo, e isso reflete uma complementaridade entre os modelos operacionais e

as leis tedricas que definem esse nimero.
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Atualmente, no cenério do ensino da Matematica, o numero e surge, no momento em
que ¢ apresentada a insuficiéncia do conjunto dos nimeros racionais, ou seja, mostramos
situagdes em que existem medidas que ndo podem ser representadas na forma de fragdo.
Situacdes como essas sdo chamadas de segmentos incomensurdveis. A partir dai, em alguns
livros didaticos de Matematica do ensino fundamental, o nimero e ¢ citado como exemplo de

nimero ndo-racional (irracional).

No ensino médio, geralmente ele ¢ apresentado como um valor ou definindo-o por

00

: N : 1 . , e
meio das expressoes lim (1+—)"e E - A seguir o nimero e ¢ utilizado como base de
n—>0

n noo !

uma fungdo exponencial e na base do sistema de logaritmos, chamado logaritmo neperiano ou
logaritmo natural. A conseqliéncia disto € que o logaritmo neperiano tera todas as
propriedades do logaritmo “comum” (base 10). Este fato ¢ usado na resolu¢do de problemas
da realidade relativos a crescimento de populagdes, juros compostos calculados
continuamente, decaimento radioativo etc. “Realidade” significa ndo mais algo estaticamente
dado, nem “l4 fora” ou num “céu” Platonico, mas a realidade em questdo consiste agora de

um sistema de atividade (cognitiva) humana e pratica em si (OTTE, 2006, p. 87) '

Portanto, podemos dizer que o niimero e, bem como a fun¢do exponencial de base e
que ¢ um objeto matematico, nada mais ¢ que uma representacdo estabelecida pela relagao

que se complementam por meio do trindmio: do objeto, da mente do sujeito e dos fendmenos.

Nos livros de Calculo do ensino superior, o nimero e, bem como a fun¢ao exponencial
de base e geralmente ¢ definido apds o estudo da Integral ou por meio das Séries de Poténcias,
em que o numero e ¢ definido como o valor numérico da fungéo f(x)=e" para x=1, ou seja,

primeiro se define Inx por meio do Calculo Integral e a seguir determina sua derivada.

O fato de a funcao exponencial de base e ser a unica fungdo que ¢ igual a sua derivada
(exceto situagdes do tipo y=¢™ com a diferente de zero € um) o tornam propicio para utiliza-lo

~ o 22 ~
como ferramenta na resolu¢do de modelos matematicos™ que resultam numa equagdo

. : L . Y _ . . < A
diferencial de variaveis separaveis simples (5 =ay) obtida na interpretagdo de fendmenos

fisicos, quimicos, biologicos, sociais etc.

*! “Reality” means no more something statically given either “out there” or in Platonic ‘heaven’, but the reality
in question consista now of the system of human (cognitive) activity and practice itself.

* Um modelo matemético é qualquer conjunto de equagdes matematicas, completo e consistente, que ¢
elaborado para corresponder a alguma outra entidade, seu prototipo. O prototipo pode ser uma entidade fisica,
biologica, social, psicologica ou conceitual, talvez outro modelo Matematico (DAVIS & HERSH, 1989. p. 107).
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O que fizemos foi discutir e propor possibilidades que existem para se definir, bem

como obter o valor do nimero de Euler e, assim como mostrar alternativas de explica¢do para

1

1
determinar a integral de J.;dx , constatando que a fungdo V= . estd intimamente

relacionada com a funcdo exponencial de base e, e o logaritmo (natural). O que normalmente
se vé ¢ comecar com a funcdo logaritmica natural (In) e chegar a fungdo exponencial de base e
pela definicao direta. O nosso propdsito € comecar com a funcdao exponencial de base e

movendo para a funcdo logaritmica (In), construindo com isso uma explicacdo para sua

1
derivada e sua relagdo com a integral J.; dx

A compreensdo do conceito do nimero de Euler e bem como da fun¢do de base e,
passa obrigatoriamente pela dualidade (sem polarizar) que hd no processo do entendimento
das atividades elaboradas para propiciar o desenvolvimento cognitivo. E isso s6 € possivel se
tratarmos essas atividades de forma conjunta entre o discreto (modelo operacional) e continuo
(lei), ou seja, ndo dissociar o aspecto algoritmico da funcdo. Por isso, tratamos por um lado o
processo operacional, a funcionalidade, os processos de computagdo, seguindo a via do
discreto para o continuo. E por outro lado, a abordagem sera por meio da lei ou relagdo

enquanto estrutura, seguindo a via do continuo para o discreto.

Desta forma, a no¢do de complementaridade propiciara estabelecer a compreensao de
que conceito de fungdo tem uma dupla raiz (lei e operagdo). E isto possibilitara esclarecer,
enquanto objeto matematico, que a constru¢dao do conceito do nimero e, bem como da fungao

de base e, estdo intrinsecamente ligados.

2.1 Definicoes do Numero de Euler

Na Ciéncia moderna nao ¢ conveniente considerar os significados dos conceitos dos
objetos matematicos, como o numero “e” e a funcdo exponencial de base e, de forma
absoluta. Para melhorar nossa compreensdo sobre estes conceitos devemos buscar novas
maneiras de representa-los. Considerando que essas novas maneiras se complementam, pois,

ajudam a perceber que o importante ¢ compreender o aspecto relacional estabelecido nas

atividades e 0s meios.

Destacamos as principais situagdes em que o numero e se faz presente de maneira

praticamente inevitavel, ou seja, vamos apresentar formas de determina-los, discutindo seus
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atributos ou propriedades especificas, apreendendo seus elementos significativos que
propiciem o desencadeamento das atividades mentais que melhorem e interiorizem o sentido
do ensino e aprendizagem desse numero, bem como compreender suas principais

caracteristicas.

Um objeto matematico pode ter varias formas de se definir e isto estimula o processo
de construcdo de definicdes mais simples e eficientes. Diante disso, o que podemos de fato
definir sdo conceitos, de forma que esses conceitos referem-se a determinados objetos dentro

de uma estrutura de linguagem temporal, ou seja, dependem do contexto.

Tendo o maior nimero de definicdes do mesmo objeto matematico, propiciara uma
escolha adequada para a interpretacio, calculos e aplicagdes. “E preciso considerar o assunto
de diferentes pontos de vistas, movimentar-se nele. Para isso, como no teatro, sdo necessarias
personagens distintos. S3o necessarias, portanto, a comunicagdo e a aplicagdo em diferentes

contextos” (OTTE, 1993, p. 15).

Com este propdsito apresentamos situacdes (personagens) em que esse numero de
valor extremamente simples surge com certa naturalidade. Contudo, o mesmo esta presente
em situacdes “reais” e isso pode nos causar espanto, ou seja, como ¢ possivel esse nimero

estar presente em situagdes tdo antagdnicas.

2.1.1 Os Juros Compostos Calculados Continuamente e 0 Numero e

O tipo de juros em que as capitalizagdes sdo acumuladas em relagdo ao capital anterior
¢ chamado juros compostos. Os juros como capitalizagdes aplicadas num valor inicial

remontam desde a Antiguidade.

Desde épocas imemoriais as questdes financeiras t€ém-se encontrado no
centro das preocupacdes humanas. Nenhum outro aspecto da vida tem uma
caracteristica mais comum do que o impulso para acumular riqueza e conseguir a
independéncia financeira. Assim, ndo deve surpreender a ninguém que algum
matematico anénimo — ou talvez um mercador, ou um prestamista - , no inicio do
século XVII, tenha notado uma ligagdo curiosa entre 0 modo como o dinheiro se
acumula e o comportamento de uma expressdo Matematica no infinito (MAOR,
2004, p. 41).

Podemos encontrar uma expressdo Matematica que nos permite calcular diretamente o

Montante (M), calculado a juros compostos, a partir de uma taxa constante (i) € um capital

(©).
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Considerando que M=C+juros (J). Como J=C.i, cada montante poderd ser calculado da

seguinte forma:
1° periodo: M= C+C.i=C(1+1)
2° periodo: My=M,+ M.i=M,(1+i1)
3° periodo: M3=M,+M,.i=M,(1+1)
4° periodo: My=M;+M3;.i=M;(1+1)
Genericamente podemos escrever:
Mp=M,.1 + (Mp.1).0 = My (1+1)

Como M= C(1+1), podemos substituir M; por esse valor em M,. O valor obtido para

M, deve ser agora substituido em M3 e assim sucessivamente:
M,=C(1+i)(1+)=C(1+i)?
M;= C(1-+)*(1+)=C(1+)’
M=C(1+)*(1+i)=C(1+)*

Podemos concluir, entdo, que para um periodo t de tempo, o montante M sera dado

pela expressao:
M=C(1+i)'

Certa ocasido, provavelmente, o matematico Jakob Bernoulli (1654-1705) propos o

seguinte problema:

“Qual ¢ a lei que estabelece a forma como cresce um capital, depositado em um banco
a juros compostos, quando os juros sao acrescidos ao capital a cada instante, isto ¢, quando o
nimero de capitaliza¢des tende a ser continuo”? (MAOR, 2004, p. 156). Texto na linguagem
moderna, pois, a verdadeira prova do surgimento do nimero “e” ¢ obscura. Interessante
observar que nessa época os fundamentos do tratamento matematico do infinito ainda nao

tinham sido consolidados, mas o aspecto continuo dos niumeros ja era tratado, mesmo que de

forma intuitiva. Para compreender este fato analisaremos a seguinte situagao.

Considere hipoteticamente um capital de R$1,00 aplicado a juros compostos no prazo
de um ano, com uma taxa ficticia de 100% ao ano da seguinte forma — o banco calcula o
montante acumulado ndo uma vez, mas varias vezes por ano. Observe o que ocorre se as

capitalizagdes forem feitas por dia, por hora e por minuto.
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1°) Capitalizagdes por dia;

o
Montante (M)=1(1 + 100% )03
365
M—(1+ - )
365
M=2,71456... .

O valor correto do nimero e com duas casas decimais (e=2,71...)

2°) Capitalizacdes a cada hora;

M= 1(1+ 100% Y4365 = (1 + 1 8760
24.365 8760

M=2,71812....
O namero e com trés casas decimais (e=2,718....)
3°) capitalizagdes a cada minuto;

100% )24,365.60

M=1(1+———
24.365.60

- +;)525600
525600
M=27182....
O numero e com 4 casas decimais.

O valor do numero e fica mais evidente quando as capitalizacdes sdo efetuadas
continuamente. Podemos fazer uma generalizagdo (discreto para o continuo) desse fato
considerando a taxa de 100% aplicados num periodo de tempo (um ano) em que o montante ¢

determinado n vezes nesse periodo.

Montante no final do primeiro periodo:

0
Montante= C + 100% C= C(Hl )

n n
1
M=C(1+—)
n

Isto nos mostra que:
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o , - 1
O montante no final do primeiro periodo ¢ igual a (1+—) vezes o valor no comeco do
n

primeiro periodo.

Montante no final do segundo periodo:

1
Montante=C [1 + ;) +C [1 +

=C(1+1]+C(1+1].l
n n)n

lj 100%

n n

L 1
Portanto o montante no final do 2° periodo sera igual a (1+—) vezes 0 montante no
n

comego do segundo periodo.

Se fizermos o célculo do montante no final do 3° periodo temos:

3
Montante= C (1 + l)
n

De forma que o montante obtido quando se subdivide o periodo em n-vezes sera:

Montante= C (1 + l)
n

. , : 1
Entdo os juros compostos n vezes durante um periodo nos d4 um montante de (1+—
n

vezes o valor inicial.

o . : N 1Y
Fazendo n tender para o infinito (capitalizados continuamente), a expressao (1+—)
o0

propicia o calculo do montante momentaneamente.

Observamos intuitivamente que os proximos resultados quando n tende para o infinito
estacionam proximo de 2,7182. Diante disso, definimos o valor do nimero e por meio do

limite, que ¢ o instrumento mais adequado para tratar da continuidade e do infinito.

n—>©

e= lim (1 +l)“
n
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Podemos expandir o bindmio (1+l) , atribuindo a n valores discretos aplicando o
n
desenvolvimento binomial de Newton (1643—1727) e a seguir usamos a propriedade de limite

que afirma:

lim[ f (x)+g(x)]: lim f(x)+ lim g(x) (desde que existam os dois limites). Entao

temos:

n 1 n 1 n 1 n)l
lim 1+ "= lim 1” | 1" = + 1" — + ..+ —

~lim [1+1+ n(n—1) Ler n(n—1)(n-2) %-ﬁ- " n(n—1)(n-2)...1 i]
n—> 21 n 3! n n! n"

=lim [1+1+ PRI VR U O[OS O O O U Ol .l]

n—o n) 2! n n) 3! n n n ) n!
Nesta expressdo vé-se que as fracdes com denominador n que estdo no interior de
234
n n

l’l

1
todos os parénteses sdo do tipo: — .e assim sucessivamente. Podemos dizer que
n

3

cada uma dessas fracdes tende a zero para n infinitamente grande. Isto pode ser feito devido

ao aspecto intuitivo algébrico, pois, ndo vamos ficar calculando com todas essas fragdes.

Portanto, o valor numérico de cada um dos parénteses ¢ aproximadamente 1, por isso,

€SCrevemos:
1 1 1 1
hm(1+—)—1+1+—+—+—+ + —+.... Entdo:
n—w n 20 31 4 n!

lim (1+—) = Z—Ze

e o n!

Serad que esta igualdade assume o mesmo valor para o mesmo valor de n? O valor do

nimero e com 5 casas decimais ¢ 2,71828. Para termos esse valor aproximado deve:

1. Atribuir a n o valor de 1.000.000 na expressao (1 Jrl )
n

! 1.000.000
[1+—j ~2,71828...
1.000.000
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2. Atribuir a n o valor 9 na expressao Z—:
n=0 N
29:1 11 1 1 1 1 1 1
—=14]l4+—F—F—F—F—F+—+—+—
~ n! 20 31 4 51 6 71 8 9
2 1
D~ ~2,71828...
n:0n'

. . . ~ ) 1
O célculo 1 e 2 acima nos permitem dizer que as expressdes A=lim (1+—)" e
n

n—>0

=1 . . .
BZZ—‘ a partir de um valor de n suficientemente grande, representam o mesmo objeto
n=0 n.

matematico com um numero determinado de casas decimais, ou seja, convergem para o
mesmo valor, que ¢ conhecido como o nimero de Euler “e” cujo valor ¢ aproximadamente
(e~2,718281828) desde que n assuma valores infinitamente grandes, ou seja, na pratica ndo
sdo idénticos para nenhum n finito, mas a teoria Matematica torna-os idénticos, pois, para n

tendendo ao infinito sdo idénticos.

Este calculo sugere que hd um aspecto complementar entre o modelo algoritmico e a
lei estrutural, pois, esse nimero fica mais bem caracterizado quando tratado sob esses dois

enfoques. Em relacdo a Matematica tedrica Otte (1993, p. 287) declara:

A Matematica teodrica tenta relacionar-se as “coisas mesmas”, pois uma
idéia teodrica pode servir na solugdo de muitos e diferentes tipos de problemas e, por
essa razdo, estara ligada a muitos tipos diferentes de representagdes. Nenhum
conceito tedrico existe como uma idéia platonica, separada de sua representagio.
Mas tal conceito tedrico nunca pode estar identificado com qualquer um de seus
nomes ou representagdes e, além disso, qualquer representagdo particular de um
conceito tedrico ¢ derivada de uma compreensdo relacional abstrata de suas
propriedades ¢ ndo de outro modo. O pensamento tedrico pressupde uma
variabilidade na distancia entre o nivel de conhecimento e a realidade objetiva sobre
a qual o conhecimento fala.

Portanto, o conhecimento tedrico nos permite analisar com mais critério e com 1sso

perceber as diferencas sutis que possa haver numa afirmagdo. Neste caso, podemos dizer que

existe um nimero inteiro positivo N tal que para n>N para o qual |A—B| ficard tdo proximo

de zero quanto queiramos.
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0

. ) 1., 1
Na tabela (04) a seguir faremos uma simulac¢do para o valor de (1+—)" e Z—| para
n —on!

alguns valores de n para verificar o comportamento dessas definigdes:

Tabela 4

n 14 = 1
(1 +;) ;;

1 2 2

2 2,25 2,5

3 2,370370370... 2,666667

4 2,44140625 2,708333
2,48832 2,716667
2,52162637... 2,718056
2,54649969... 2,718254
2,56578451... 2,718279
2,58117479... 2,718282

_— . 1 < . . N
Entdo as defini¢des de lim (1 + —)" e Z—' sdo aproximadamente iguais para o
n

n—»oo
n=0H1:

mesmo valor de n.

A passagem do limite para a série, por meio da teoria Matematica que substitui as
manipulagdes materiais por manipulagdes simbodlicas (algébricas), possibilitou a
aplicabilidade do nliimero e em varias areas do conhecimento. Podemos dizer entdo, que o
surgimento e a utilizagdo do conceito de limite permitiram avangos significativos na

Matematica pura e aplicada.

No que diz respeito aos juros compostos capitalizados continuamente, podemos obter
outra férmula que determinam seu montante. Para isso faremos uso do desenvolvimento

analitico. Vejamos: considerando o capital inicial C aplicado y vezes ao ano, ou seja, para
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cada periodo de conversdo a taxa de juros anual ¢ dividida por y e em t anos existem (yt)

periodos de conversao, por isso, temos:

1
=, podemos €SCrever:.

M=C(1+# Y, colocando
00

100y 100y n
[ : :
M=C[(1+—)"]'® . Considerando o fato de que lim (1+l )" = e temos:
n n—» 0 n
it
M= C ¢!®

Nesta formula se a taxa de juros for 100% num periodo de tempo (1 més, 1 ano etc), o

montante serd e vezes a quantia inicial, veja:

Se a taxa (i =100% = 100 =1) e o periodo de tempo t ¢ igual a 1. Entdo o montante
100 8

podera ser calculado pela féormula:
M=C.e

Isto mostra que se nds emprestarmos a alguém 1 real durante 1 ano a uma taxa anual

de 100% devera receber no final desse ano e reais (R$2,71).

Qual poderia ser um dos significados de e*? Seguindo este raciocinio constatamos que
se a taxa de juros for 200% num periodo de tempo, o montante calculado continuamente tera
o valor inicial vezes €2, pois:

it

M=C. g !0
M=C.e?

Podemos dizer que o numero e tem um efeito real, pois, ¢ um fator pelo qual um banco

pode calcular continuamente os juros compostos.

Este fato ¢ uma das razdes pela qual a forma e ocorre com mais freqiiéncia do que
outras bases, tal como 10*. Portanto, temos duas formulas para calcular juros compostos, na

pratica, qual a diferenca entre elas? Vejamos essa diferenca com um exemplo.

Podemos dizer entdo que a formula M=C(1+i)' determina o montante no final de cada
it

periodo (segundo, minuto, hora, dia, més, ano etc.). Enquanto a formula M= C e1% calcula o

montante continuamente. Com o objetivo de fazer uma comparagdo faremos a seguinte
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simulagdo. Um capital de $5000,00 foi aplicado a juros compostos durante 12 anos a uma taxa

de 8% ao ano.
Primeiro vamos calcular usando a formula M=C(1+i)". Neste caso temos:
M=5000(1+0,08)"*
M=12590,85

Se nos aplicarmos a formula:

it

M=Ce!", chegaremos ao seguinte resultado:

8.12

M=5000. ¢ ' =5000. **
M=13058,48

Observe que temos uma diferenca de $467,63 provocada pelo fato do calculo
continuo.
it
A formula M= C e!® determina juros um pouco maior que O nosso Senso comum
suspeita, devido ao tratamento do continuo, e isso nos remetem a refletir melhor quando nos
enveredamos na compreensdo do infinito, por isso, precisamos estar munido da razao por

meio dos célculos analiticos/algébricos e da intui¢do que ¢ a imaginagao.

O modelo matematico usado para descrever o processo de crescimento dos juros
compostos permitiu observar que ha modelos operatérios diferentes que determinam o
montante obtido num periodo de tempo. Constatamos que o modelo M=C(1+i)' calcula o
montante no aspecto funcional operativo discreto e que M=Ce" computa 0 mesmo montante
no mesmo periodo de tempo por um processo continuo. Portanto, o tratamento entre o
discreto e o continuo nos mostra que o modelo matematico de juros compostos permite
interpretagdes € uso de acordo com a situacdo problema estudada, ou seja, depende do

contexto.

Diante disso, percebemos que a compreensdo do conceito de juros compostos na
perspectiva da complementaridade ocorre tanto do discreto para o continuo e vice-versa e por
1sso, ajuda e muito a melhorar o entendimento desse objeto matematico, possibilitando com
1sso uma melhor compreensao deste conceito, ou seja, temos mais instrumentos para analisar

e consequentemente tomar decisdes com prudéncia e coeréncia.
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2.2 A Funcio f(x)=e*: A Unica que ¢ Igual a sua Derivada

Neste momento tratamos do motivo pelo qual a fun¢do exponencial de base e ¢ igual a

sua derivada. Com esse intento consideramos a fung¢do exponencial definida por y=b*, com

b>1, 0<b<l1. Determinamos sua taxa de variac¢ao:

X+ Ax _ x
D fim Y g =0
dx A0 Ax Ax—0 Ax

A derivada da fungdo exponencial y=b" é um produto de uma constante pelo valor da
fun¢do dependendo do valor da base b, ou seja, sua derivada é proporcional a propria fungao.

Para que a derivada de uma fungdo exponencial (y=b") seja igual a propria fung¢do temos que
fazer:

. b —1
lim
Ax—0 Ax

= 1.

A questdo ¢ saber: para qual valor de b esta igualdade sera verdadeira? (MAOR, 2004,
p.134). No livro de Paiva (1993, p. 520) h4a demonstra¢do do seguinte fato:

b -1
lim = log .b, por isso, podemos escrever:
Ax—0 Ax

dy
— =p"log b.
d. 8

X

No caso de considerarmos o0 numero € como a base b temos:

d d . ) . .
d_y =e'log,e=e" — d_y =y, ou seja, sua derivada ¢ igual a propria fun¢do. Portanto, temos
X x

uma explica¢do que pode garantir o sentido da frase; “a unica fun¢do exponencial que € igual

a propria derivada é a de base e”. Se a fungdo for do tipo y = Me™ sua derivada @ = kMe™ .
X

Vamos analisar graficamente a relacdo entre a fungdo exponencial de base e, ¢ a

inclinagdo da reta tangente a curva. Para isso, definimos f: R— R em R tal que y=e".
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Construimos a seguir duas tabelas com os seguintes valores para x: -2, -1, 0, 1 e 2,

identificando os coeficientes angulares das tangentes a curva nos pontos x;=-1, x,=-2, x3=0,

x4=1 e X5=2.

Na tabela (05) abaixo temos o calculo da fungdo y=e* e na tabela (06) temos os

coeficientes angulares.

Tabela 05
X y=¢"
2 e?=0,135...
-1 e1=0,368...
0 e’=1
1 e'=2,71828...
2 e’=7,389...
Tabela 06
o a (')
t AP B
gd tga =" =2718.. tga2=TQ=7,389...
Observe o grafico (1):
y “ 14
grafico 1

y=e
AAAAAAAAAAAA v
Q/
7,389

2,718 L

v

(N]9

-2 -1 _7 /4
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Na curva do grafico 1 de f(x)=e* ocorre um fato notavel, ou seja, ¢ a Ginica vez na
Matematica que a ordenada de qualquer ponto da curva ¢ igual 4 inclinagdo da reta tangente a
curva nesse ponto, ou seja, em qualquer ponto P(t,f(t)), o valor de f(t) ¢, também sempre igual
a inclinacdo ou coeficiente angular da reta no ponto de abscissa t (NETTO & FILHO, 1999. p.

49). Generalizando (veja o grafico 2):

Grafico 2

oo =z

AN(E))

O angulo a ¢ formado pela reta tangente a curva de f(x)=e* em (t,f(t)) e o semi-eixo

positivo da abscissa.

Podemos mostrar que o valor do nimero de Euler e pode ser obtido como um ponto da
curva f(x)=e*, pois, esta fungdo pode ser escrita como uma série, garantindo o aspecto

complementar entre a operacao ¢ a lei.

Isto significa que devemos conceber o sentido deste objeto no que diz respeito ao seu
aspecto relacional, ou seja, a esséncia do nimero de Euler e em si ndo ¢ tdo importante, mas o
que esse numero pode representar por meio de relagdes em contextos diferentes que ¢

necessario e importante para ampliagdo do nosso conhecimento.
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2.3 As Séries de Poténcias e o Nimero de Euler

As séries infinitas sdo conhecidas desde a Antiguidade. A primeira série que se tem
C - e ~ 1 . .
noticia ¢ uma série geométrica de razao 2 obtida por Arquimedes (cerca de 287-212 a.C.) na

quadratura da parabola (AVILA, 2005, p. 128). Mas, as séries infinitas desempenharam um
papel importante no desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral a partir do século
XVII e, finalmente no século XIX com as idéias de convergéncia desenvolvida por Cauchy,

que as somas infinitas atingiram maturidade (AVILA, 2005, p. 131).

Com o advento dos computadores e calculadoras cientificas, as tabelas ou tabuas
numéricas de logaritmos e de relagdes trigonométricas entraram em desuso, mas ha
necessidade de efetuar a programagdo dessas maquinas assim como estabelecer os
fundamentos da Matematica, e ¢ nesse momento que o estudo de séries infinitas torna-se

relevante. As séries de poténcias de x sdo definidas da seguinte forma:

0

2 3 . .
Y a,x"=a,+ax+a,x" +a;x’ +..+a,x" +.... Nessa igualdade consideramos ay,
n=0

aj, ap, as, ..., a,, ... numeros reais. Esta série determina uma fung¢do f(x) cujo dominio ¢ o

intervalo de convergéncia da série. Se uma funcao f(x) pode ser expressa da forma:

0
Zanx"zao +ax+a,x’ +a3x3 +..+a,x" +..., dizemos que f(x) estd representada por
n=0

meio de uma série de poténcia (SWOKOWSKI, 1994, p. 73).

.. . , . roe 2
Nosso objetivo aqui é mostrar que o numero e pode ser obtido por uma série”. Para

1SS0, comegamos com:

+0  p
X

Para esse fim partimos da defini¢do f(x)= 27 O dominio de f(x) ¢ o conjunto de
n=0 """

todos os numeros reais. Derivando f(x) temos:

POo=.
n=1

+ 00 n—1

n—-1
nx nx
n o Z n(n—1)!

n=1

2 Esta explicagdo esta no livro Calculo com Geometria Analitica de Earl W. Swokowski, volume 2, 1994, p.78.
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2 3 xn

X X ) .
f(x)= Z i x+7!+?!+ w =+ . Isto nos permite dizer que:

xn
=00 =227

Assim a fun¢do f(x) definida aqui € igual a sua propria derivada, de forma que satisfaz

: .o d 1 :
a equacao diferencial d—y= v . Resolvendo esta equacao diferencial:
X

dy

y—dx<:>J. dy= Idx

1n|y|:x+a < y=e'e”

Fazendo ¢“ = C temos V = Cex, de forma que f(x)= Ce”

n

+00
X
Considerando que f(x)= Z — tem-se f(0)=1 entdo f(0)=Ce’ < C=1.
n=0 """

Concluimos que:

+ o0 n

=€ =2 "

n=0

2.3.1 Uma Conjectura’® que Permite Interpretar a Fun¢do y=e* como uma Série
J q Y y

Infinita

Temos o proposito de conhecer formas diferentes de se definir por meio de séries a

funcdo exponencial de base e. Uma maneira de conjecturar a igualdade:

0 n 2 3 4
X X x x
e =) —=l+x+—+—+—+
w0 n! 20 31 4
: o . dy . ~
Considerando a equagdo diferencial d—: y e a fun¢do que representa a sua solucao,
X

que € y=ce". A partir dai supomos que ndo conhecemos nenhuma solugdo dessa equacao

** A palavra conjectura é usada aqui no sentido de uma simples suposi¢io que pode ser verificada.



71

diferencial. Dessa forma, tentamos descobrir uma solugdo. Para isso consideramos y como um

polindmio da forma:
y=by+bx+b,x* +bx’ +b,x* +... (1)

Derivando ambos os membros a igualdade (1) tém:

@ b, +2b,x+3b,x* +4b,x” +... . Substituindo esses valores na equagdo diferencial

dx
%=y obtemos:
b, +2b,x+3b,x* +4b, x> +...+...= b, +b,x+b,x* +b,x> +b,x* + ...
Dessa igualdade estabelecemos:
b =b,, 2b,=b,, 3b,=0b,, 4b, =b,,
Podemos dizer também que:
Considerando n!=n(n-1)(n-2) ... 3.2.1, podemos escrever:
b =b,, b, =%, b, =b?‘;, b, =%,
Voltando no polindmio:
y=b,+bx+b,x* +b,x’ +b,x* +..., e substituindo os valores by, by, bs, by, ... acima
temos:

b b b . .
Y =b, +byx+—>x" +?‘:x3 +T°'x4 +.... Colocando by em evidéncia obtemos:

2 3 4
X

X
y—b0(1+x+7!+?!+7!+...).

. A . ~ . d r X
Comparando este polindmio com a solu¢do conhecida de d—y: y queé y=ce", somos
X

levados a considerar sugestivo e plausivel a igualdade:

N x2 3 4 xS x6
e =l+x+—+—+—+—+—+
20 31 4 51 6l
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2.3.2 O Numero “e” e a Série de Colin Maclaurin®

Se uma func¢do admite uma representagdo em série de poténcias f(x) = Za x" com

n=0

_"o

raio de convergéncia >0, entdo £ )(0) existe para todo inteiro positivo k ¢ @, o

Entdo a func¢do f(x) pode ser expressa da forma:

"o (n) 0
f(x)=/(0)+ /" (0)x+f ( L fT‘()x" +
Se f(x)=€*, e a derivada de ordem n de f(x) ¢ igual a f”(x)=¢* e f™(0)=e"=1 para

n=0,1,2,3,....

2 70 el !
Logo 2 —x" Z_ "=ltxt—x -, que é o valor de:
n=0 n! n=0 n! 2! n!

x_1 1 2 1 n
f(x):e = +x+5!x +...+5x +....

1 1,
A expressio f(x)=1+x +5 X +;x +... ¢ uma fun¢do polinomial que representa

a funcao f(x)=e
Devido a isso, imaginamos que o grafico de f(x)=e" pode ser obtida por aproximagdes
etc, chamados polindmios de Taylor (THOMAS

de polindmios do 1°grau, 2°graus, 3°graus, ...

& FINNEY, 1984, p. 1618).

No grafico (3) a seguir fizemos o esbog¢o dessa situagao.

 Esta explicagdo esta no livro Calculo com Geometria Analitica de Earl W. Swokowski, volume 2, 1994, p. 82-
84. Colin Maclaurin (1698-1746).
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Grafico 3

A representacdo grafica da fung¢do polinomial A ¢ uma curva do 3° grau

2 3 2
(»y =1+)C+%+%),Béumapalreibola(y2 =1+x+%) eCumareta(y, =1+x).

Como a fungdo f(x)=¢e" é equivalente a uma fungdo polinomial, podemos determinar o
seu valor numeérico para x=1.

+ o0 n
X X 1 1 n
flx)y=e :ZE)? =1+x+5x2+...+;x +...

f(1)=e'= Zl: R PPRLIVILIVE W S
3 4 !

f(1)=e=2,718281828

Diante disso, temos o nimero de Euler e caracterizado como um ponto da curva. Isto
nos mostra que esse valor pode ser determinado tanto pelo ponto de vista operacional (modelo
dos juros compostos) como pela relagdo estrutural ou lei. Neste momento podemos dizer que
o tratamento unilateral (discreto ou continuo) propicia um encadeamento incompleto da

compreensdo do sentido e do significado deste conceito no processo de ensino-aprendizagem.
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2.4 A Derivada da Funciao Logaritmica e o Numero de Euler

Tratamos agora da funcdo f(x)=1log,6 x para a>0, a# 1 e x>0 que ¢ chamada funcdo

logaritmica. Discutimos a seguir que o numero de Euler e estd presente no calculo da derivada

de uma fungdo logaritmica, ou seja, estd diretamente ligado aos logaritmos de outras bases.

Com efeito:

f(x)=1log, x ou y=1log, x, entdo temos:

a’ = x . Aplicando logaritmo natural (base e) em ambos os membros

In x

" Ina

log, x = in_x (derivando esta desigualdade)
na

D _(log, x) = ﬁ.Dx (Inx). Sendo f(x)=

. 1 1
log, x sua derivada serd f'(x)= ha's

na x

Na tabela (07) abaixo temos a inclinagdo da reta tangente no ponto (1,0) de algumas

fungdes logaritmicas:

Tabela 7

Funcao Sua derivada Inclinagdo no ponto
(1,0)
f(x)=log, x ray=—21 F1(1) = - = 1,442..
In2 x In2
f(x)=log, x 11 o
f'(x)=——.— f'1)=——=09102...
In3 x In3
S(x)=log,, x ' 1 1 ' 1
= — )= =0,4342...
S In10 x S’ In10
=1lo ' 1 1 ! 1
f(x)=log, x ) =— f)y=—-=1
Ine x Ine
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Podemos perguntar, existe um valor entre 2 e 3 para o qual a base do logaritmo, tal
que a inclinagdo da tangente no ponto (1,0) seja exatamente igual a 1? A resposta ¢ sim, € o
seu valor ¢ exatamente o nimero de Euler e= 2,718281828, ou seja, queremos mostrar com

essa tabela que no intervalo da reta [2,3], que ¢ continuo, “existe” um lugar geométrico que
nos indica o fato de: se f(x)=1log, x, entdo f'(I)=1 se somente se a=e. Agora, para

determinarmos esse lugar geométrico da base a precisamos de uma série de intervalos, e essa

série ¢ obtida por meio de modelos discretos.

Neste momento partimos da continuidade do intervalo [2,3] e obtemos o provavel
“lugar geométrico” que se localiza o niimero de Euler e. Todavia, podemos perceber que esse
nimero real foi determinado seguindo a via do continuo (func¢do) para o discreto, deixando
claro que na constru¢do do conceito da derivada da fungdo logaritmica ha complementaridade
dos aspectos relacional entre operacao e lei, que ¢ a base da compreensdo do conceito de

nimero e, bem como da funcdo exponencial de base e.

2.5 Modelos que Determinam mais Rapidamente o Valor do Numero de Euler

O numero e pode ser calculado digito por digito com alta precisdo utilizando para isso
programas de computador. Esse processo pode ser mais ou menos rapido dependendo do
modelo operatério que sera utilizado.

o0

1 s . :
O modelo z — que foi utilizado desde o século XVII permite determinar o valor do

e 1!

nimero e muito rapidamente, e de forma eficiente, devido a presen¢a de n! no denominador,
mas ja existem outros modelos que calculam as casas decimais do nimero de Euler e com

uma excelente precisdo e muito mais rapido que este modelo.

Como o numero e estd presente em situagdes de interpretagdes de fendmenos nas
diversas areas do conhecimento e isso, por sua vez, facilita a contextualizag¢do, descrevendo
determinada realidade, predizendo sua evolugdo, bem como possibilitando o favorecimento na
tomada de decisdes. Diante disso, ¢ conveniente elaborar alternativas que o determina mais
rapidamente, pois, ¢ o contexto que fornece sentido aos simbolos. De posse desse
conhecimento temos possibilidade de nos transformarmos em indagadores e investigadores

criticos.
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Apresentamos modelos que determinam rapidamente o valor do nimero de Euler e.

Para esse fim usamos as expressdes mais conhecidas que determinam o valor do numero e,

: ’ : o 1
sdo elas: hm(l + lj , que pode ser transformada pelo desenvolvimento binomial em Z —
n

n—o |
n—ow M

Observamos que a expressao Z - aproxima do valor de e mais rapido que o lim(I +lj

n—o
n—>0 n

para o mesmo valor de n, por isso, podemos dizer que para n suficientemente grande, os

valores das expressoes se referem ao mesmo objeto, que ¢ o nimero de Euler e.

Enquanto para o nimero 7, houve inumeras tentativas para determinar o maximo de
casas decimais, em relagdo ao numero e, isso ndo ocorreu. Para esse fim usamos o
desenvolvimento da série de In(1+x). Esta série foi escrita por Newton em torno de 1665 e por

Nicolaus Mercator (1620-1687) em 1668. O seu desenvolvimento ¢ obtido da forma.

Vamos determinar uma fun¢do que representa a série de poténcias:
l—x+x>—x" +x* —...

a,

1 . .
=——, € 18to nos permite escrever:

Se —1< x <1, entdo esta série tem soma S =
1-r 1+x

=l—x+x?—x+x*— ... +(—1)”(x)" + ...

1+ x
. 1 .
Considerando I— dx =Inx . Podemos dizer que:
X

x2 X3 n+l

X 1 "
ln(1+x):jmdt=x—7+?—...+(—1) ;+1
0

+...com I<x<1.

Harlan J. Brothers e John A. Knox publicaram artigos em 1998%° ¢ 19997 sendo o
mais recente de Brothers publicado em 2004*® onde buscam maneiras diferentes de obtengio
do valor para o nimero e de forma mais rapida. Para esse fim eles utilizaram a definigdo

.. , R | ) .
tradicional® do niimero e que € a série ( Z —') e o desenvolvimento da série de In(1+x).

n—

* New Closed-Form Approximations to the logarithmic Constant e de Harlan J. Brothers e John A. Knox.
" Novel Series-based Approximations to e de Harlan J. Brothers e John A. Knox.
** Improving the Convergence of Newton’s Series Approximations for e de Harlan J. Brothers.
0
1
¥ Brothers usou a frase “defini¢io tradicional do numero e” se referindo a série Z —.
n—ow Mt
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Primeiramente apresentamos formas que sdo derivadas da série In(1+x). Para isso,

comegamos Com:

2 3 4 5 6
x° x xT x X 1 1
Inl+x)=x——+—-—+——-—+.... Trocando x por — e multiplicando a
X

3 4 5 6

igualdade por x.

1 1 1 1 1 1
Inl+—)"=1-—+ - + -
( x) 2x  3x?  4x® 5x' 6x°

+.... Agora vamos trocar X por 2x e

depois x por -2x.

1 1 1 1 1 1
In(d+—)* =1-—+ - + - + 2
( 2x) 4x  12x* 32x°  80x* 192x° @
1 1 1 1 1 1
Inl-—)* =1+—+ + + + + 3
( 2x) 4x 12x*  32x7  80x*  192x° )
Somando as igualdades (2) e (3) temos:
r 2x
1+i
2x 2 2 2
Inj—F—1=2+ ~+ yEas c
. 1 12x~  80x" 448x
2x
In 2x+1] =1+ ! ~+ ! yius ! =t Fazendo x assumir valor extremamente
2x—1 12x 80x 448x

grande pode dizer que:

1.

1

1 1 1 N 2x+1Y"
1+ ~+ o+ 6+...;1.Entao In
12x 80x" 448x x—1

2x +
Portanto, (

5 j = e para x infinitamente grande, ou seja, podemos considerar a
x_

igualdade lim|[ 2X1] =
v\ 2x —1

Nesta aproximacao podemos fazer a troca de x por a* desde que a assuma valores
inteiros positivos. Objetivando acelerar a convergéncia para que encontre o valor do nimero e

mais rapidamente. De forma que podemos escrever:
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X

[2a"+1

a
Sy 1] = e. Dividindo o numerador e o denominador da fracao que estd no
a f—

interior do parénteses por a” . Temos:

X X

2+a ) . e (244
=e. Se deixarmos x tender para o infinito, ou seja, lim
2-a” xool 2 —g"

N

(¢

para qualquer valor de a. Fazendo a=2 podemos escrever:

(242
lim
| 227

Na tabela (08) a seguir faremos célculos dos valores de e considerando as definigdes:

. N (2x+1) o (2427
lim|{1+—| , lim e lim
x>0 x) e\ 2x -1 x| 2 —27F

X

N
e

Tabela 8
) hn{l+le nm(2x+1jx hm(2+2ﬁjﬁ
ey =l 2x 1 lim| ——=
5 2,48832 2,72741282663... 2,71850308421...
10 2,5937424601 2,72055141419... 2,71828204448...
20 2,65329770514... 2,71884840867... 2,71828182845...

X

: . . . [2+27F
Dentre as defini¢des aqui apresentadas podemos dizer que hm( 2_x] converge

x—o| )

mais rapidamente para o valor de do numero e. Graficamente podemos verificar essa
convergéncia. A seguir construimos no mesmo plano cartesiano o grafico das fungdes abaixo

(veja o grafico 4):
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X

y=e~2,71828, f(x):(l+l] , g(x):[zx_i-l] e h(x)= 2+27
X 2x—1 2-27"

Grafico 4

2+2'"]2

kﬁj:[z-z*

V..

=2 71828 ..

Portanto, verificamos por meio dos calculos e do grafico a rapidez de convergéncia da

X

2427
2-27%

funcdo A(x) =( j . Qual sera dentre todas as fung¢des aquela que converge mais

rapidamente para o nimero de Euler e?

Com o advento dos computadores torna-se necessario obter métodos que calculam o
maximo de casas decimais para o numero e com o minimo de operacdes no menor tempo

possivel minimizando a fadiga dos componentes das maquinas.

Com esse objetivo Brothers (2004) continuou estudando séries que convergem

. ) ) ) , R |
rapidamente, partindo da defini¢do classica usada desde o século XVII que ¢ a série ( Z - ).

n—o

Para determinar novas séries come¢amos fazendo combinagdo e comprimindo os

termos consecutivos da série:
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+... (04)

Combinando termos consecutivos dessa série podemos obter novas séries que

determinam o valor do numero e bem mais rapido que a defini¢do (04). Veja:

o . 1 1
1°) Utilizando os termos consecutivos decrescentes — e .
nl (n+1)!

1 1 (m+DHn!  (n+Dnk+n!

nl (mn+1)! nl(n+1)! nl(n+1)!

1 1 n+2

+ =
n o (n+1)! (n+1)!

Trocando n por 2k e tomando a soma em relagdo a k obtemos:

izmz 2. 4,68 10 12
“k+D! 135 791

i 2%+2 _
=0k +1)!

. 1 1
2°) Utilizando os termos crescentes — e .
nl (n-1)!
1 N 1 (m-DHn!  (n-DH4n(n-1)!
nl (n=-1)! nl(n-1) n(n—1)!
1 1 n+1
PR + =
nl (n=-1)! nl

Colocando no lugar de n=2k, o resultado da expressdo torna-se:

S2k+1 1 3 5 7 9 11
> = —+
-0 2k 0o 2! 4 6! 8 10!

Z“’:2k+1:e

ico (2k)!

Podemos fazer outras combinagdes, como por exemplo, comprimindo trés termos

crescentes da forma:
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1 1

1 aA-
;, (1] e (n_Z)!.Entao.
1 1 1 (n=D!(n=2)1+nl(n—-2)!4+n(n-1)!
n (n=1! (n-2) nl(n—1)!(n—-2)!
1 1 1 n®+1

—+ + = , trocando n por 3k podemos escrever na forma de
o (n=D! (n=2) a

somatorio:

_l_
&~ 3k o 3 6! 0! 12! 15!

53k +1 1 3 +1 67+1 9% +1 12741 157 +1
e=y —" + + + +...

Podemos “brincar” fazendo essas compressdes, e com isso podemos fazer grandes
descobertas, mas o importante ¢ perceber que as séries podem ou ndo determinar mais

rapidamente o valor do numero e.

Na tabela (09) abaixo faremos uma comparagao entre as séries: z Z iz +12)'
= +
) 0 2
Z 2k +1 e z (k) + 1. Considerando o mesmo valor de k=5.
i 2R i GR)!
Tabela 9
z_ i 2k +2 i2k+1 Z:(3k) +1
ok im0 2k +1)! im0 (2k)! = Gk
2,71666... 2,71828182619... 2,71828180114... 2,71828182845...

O valor do niimero e com 20 casas decimais ¢ 2,71828182845904523536 (MAOR,

@ 2
2004, p. 278). Destas quatro séries, observamos que a série 2(38](;1
k=0 :

converge mais

rapidamente. Como descobrir a melhor de todas as séries que converge mais rapidamente para

o valor do nimero €?°°

3% No anexo 3 apresentamos outras séries que determinam o valor do niimero de Euler e.
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O namero e neste trabalho foi obtido por limites e séries infinitas e o seu uso depende
de saber em que situacdo sera utilizada, pois, a apreensdo desse objeto matematico sera
facilitada a partir da articulacdo de no minimo duas formas diferentes de representagao desse

objeto.

Compreender as alternativas de calculo desse numero nos ajuda a “penetrar” no seu
significado, bem como compartilhar seus sentidos e isso pode propiciar o entendimento de sua
utilidade, de modo que possibilita uma reflexao sobre a estrutura desse mundo matematico em

que estamos inseridos.

A construgdo do conhecimento matematico ¢ mais eficiente se tiver como ponto de
partida a realidade. A explorag¢do de acontecimentos reais podem nos colocar em situagdes no
qual o aumento e diminuicdo de uma grandeza se torna proporcional ao valor da grandeza
num determinado instante e, nesse momento, o conhecimento do nimero e nos ajuda analisar

com criticidade o fendmeno observado.

As possibilidades de determinar o valor do niimero de Euler e por séries ou por limites
discutidas aqui sdo perfeitamente possiveis de serem apresentadas no ensino médio, desde que
criamos um contexto adequado para sua introducdo (a questdo € como e quando criar essa
situacdo). Acreditamos que os juros compostos ¢ uma boa forma de atingir esse objetivo. Na
graduacdo o estudo deste conceito pode ser feito na disciplina de Calculo Diferencial e

Integral.

Na tabela (10) a seguir temos uma simulagdo dessas possibilidades com aproximagdes

de 5 casas decimais.

Tabela 10
Tipos Defini¢des (representacdes ou k=5
de intensdes) para obter o valor do numero
representacdes | de Euler e
A i 1 2,71666...
n=0 k!
B 2 2k +2 2,71828...
= 2k +1)!
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C izk+l 2,71828...
i~ (2k)!

D i(g,k)Z +1 2,71828...
o (3K)!

E

i Jk 2,48832...

k 2,71850...

F (2“1]/« 2,72741...

Nosso proposito ¢ compreender como se d4 o processo de construgdo epistemoldgica
cognitiva do ntimero de Euler e, assim como da funcdo exponencial de base e. Dessa forma,
verificamos que esse numero esta presente na agdo reciproca entre os conceitos matematicos e
as representacoes deles, ou seja, devemos desenvolver atividades em que esse conceito denota

relagdes entre objetos ja construidos ou nao.

Como as relagdes nao podem ser acessadas de forma direta usamos as representagoes
ou intensdes que por sua vez utilizam simbolos para indicar determinada representagdo.
Segundo Frege (apud OTTE, 1994, p. 74-75) uma igualdade do tipo a=b ndo significa uma
relacdo entre objetos, mas entre dois nomes diferentes do mesmo objeto, ou seja, a e b sdo

representacoes ou designagdes diferentes do mesmo objeto.

Entdo a e b tém um sentido diferente, mas tém a mesma denotagdo. Por isso, a e b sdo
duas maneiras em que um objeto ¢ representado ou ¢ dado. Frege achou que uma diferenca
entre a=a ¢ a=b so pode existir quando a diferenca dos simbolos a e b sdo interpretadas como
uma diferenca de maneira em que uma coisa denotada ¢ dada (OTTE, 1994, p. 75). De forma
que ambos os termos a e b se referem ao mesmo objeto, mas o sentido ou o modo de

apresentacao ¢ diferente. Frege (apud OTTE, 2003, p. 206. Minha traducao) escreveu:

Sejam a, b e c retas que ligam os vértices com os pontos médios dos lados
opostos de um tridngulo. O ponto de intersecdo de a e b €, entdo o mesmo ponto de
intersecdo de b e c. Assim nos temos designagoes diferentes para 0 mesmo ponto, e
estes nomes (‘ponto de intersegdo de a e b'; ‘ponto de intersecdo de b e c'),
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igualmente indicam o modo de apresentacdo, ¢ conseqiientemente a declaracdo
; . 31
contém conhecimento atual ~.

Na tabela (10) temos alguns tipos de representagdes (intensdes) do nimero de Euler e.
Todas designam o mesmo valor no aspecto tedrico, mas cada uma das representacdes
apresenta forma diferente de computar seus digitos. Entretanto, o conhecimento a ser
almejado ¢ o mesmo. Podemos escrever na forma de igualdade (A=B=C=D=E=F=G=e). Os
meios do conhecimento neste trabalho sdo essas representacdes (operacao e/ou lei) que
determinam o valor do numero e, mas esses meios “sdo de fato para serem diferenciados dos
objetos do conhecimento, mas nao para serem definidos sem o seu concurso” (OTTE, 1993, p.

224).

Isto possibilita estabelecer diferentes tipos de relacionamentos deste conceito
matematico, que por sua vez influencia o seu desenvolvimento. Estas representacdes (A, B, C,
D, E, F e G) tém sentidos diferentes que propiciardo sua aplicagdo em contextos diferentes,
como por exemplo, num programa de computador, em que se deseja saber qual ¢ o melhor
modelo (operatorio ou lei) que computa os digitos do numero e para a aplicagdo na

modelagem numeérica.

A construcao do conceito do niimero e assim como da fun¢do exponencial de base e
obtido por meio da relacdo complementar entre o processo algoritmico operacional e a lei ou
funcdo conduz para o fortalecimento da intui¢do e da razdo de que o conteudo a ser

compreendido esta na relagdo e ndo na dualidade polarizada entre o discreto e o continuo.

Compreender que existem varias maneiras para obter o nimero e sdo necessidades
praticas para proporcionar alternativas de aplicagdes. Podemos dizer também que sdo
necessidades teoricas da fundamentacdo que possibilita: mais coeréncia, mais clareza, mais
conexoes, mais flexibilidade no uso tanto na Matematica pura como na aplicada, pois este

objeto matematico assume varios personagens no universo da relagdo homem natureza.

! Let a, b, ¢ be the lines connecting the vertices of a triangle with the midpoints of the opposite sides. The point
of intersection of a and b is then the same as the point of intersection of b and c. So we have different
designations for the same point, and these names (‘point of intersection of a and b’; ‘point of intersection of b
and ¢”) likewise indicate the mode of presentation, and hence the statement contains actual knowledge.
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1
2.6 A Inversa da Fun¢io y=e* e a Quadratura da Hipérbole y=—
X

Aqui fizemos um estudo da relagdo que hé entre o nimero e, a funcdo exponencial de
base e com a quadratura da hipérbole. Com esse objetivo vamos encontrar a inversa da fungao
exponencial y=e*. O logaritmo briggsiano (base 10) de um niimero y>o é 0 nimero x para o
qual 10™=y.

Do mesmo modo, o logaritmo natural®® de um niimero y>0 é o niimero x tal que e*=y

< x=log.y=Iny (MAOR, 2004, p.140).

A inversa da func¢do exponencial de base e ¢ entdo a fun¢do logaritmica natural e sua
equacdo, depois de trocar x e y, ¢ y=Inx. Observem no grafico (5) que seus esbogos sdo

reflexos um do outro sobre a reta y=x:

Grafico 5
u}? —
:Ex =X
/}*‘ =k x

Temos, portanto, duas funcdes importantes na Matematica que sdo definidas por
y=e'ey=Inx.

[IP%E]

A funcdo exponencial de base “e” e sua inversa, bem como suas derivadas e
antiderivadas propiciardo compreender o processo feito para quadrar, ou seja, determinar a
area sob a hipérbole. Isto ¢ importante, pois, ¢ um assunto que remonta a Antiguidade e
somente com o surgimento do Cdlculo Diferencial e Integral (séries e funcdes) e da fungdo
exponencial de base e que a quadratura da hipérbole foi totalmente esclarecida. Diante disso,

apresentamos uma explica¢do que justifica esse fato.

2 : : ,
32 0 logaritmo natural considera o nimero e como base
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A taxa de variacdo de uma fun¢do inversa ¢ a reciproca (um dividido por) da taxa de

mudanga da fungdo original; em simbolos & = dl (MAOR, 2004, p. 142).

dy 4y
dx
d
Temosy=¢e" ¢ D y
dx
dx 1 ~ ’ . : X
- =—, mas x como fungdo de y ¢ precisamente x=Iny, pois, y =" <> x=Iny
y oy

dy 1 .
Trocando a letra x por y (y=Inx) temos d_y = —, por isso, podemos escrever:
x X

d(inx) 1 Integrando esta igualdade temos:

dx X

J’%:I%dx o lnxzj.idx.

Chegamos a dois resultados importantes:

d(nx) 1L e lnxzjldx
x

dx X

Podemos verificar graficamente (veja o grafico 6) que:

Grafico 6

A férmula jldx:lnx + ¢, diz que a area sob a hipérbole (A(x)) segue uma lei
X

logaritmica. Observando a figura acima constatamos que A(x)=Inx + c.

Fazendo x=1 como ponto inicial a partir do qual a area serd medida, temos

0=A(1)=In1 + c¢=0, isso implica que c=0, pois In1=log.1=0 (¢’=1).
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. . . ., 1
Diante disso, podemos concluir que a area sob a hipérbole y =— de x=1 a qualquer
X

t>1 ¢ igual a Int (logaritmo natural de t na base e). Isto nos mostra que o nlimero e, ¢ a funcao

exponencial de base e estdo diretamente conectados com area sob a hipérbole.
Para que essa area seja igual 1 (Int=1), temos t=e, pois:
Int=1 & e'=t & t=e.

Este resultado mostra um significado geométrico para o nimero e, pois, o relaciona

\

com a hipérbole da mesma forma como 7 estd diretamente ligado a elipse e ao circulo.

Considerando A(x) como area de um circulo podemos escrever:
Circulo
_ L2
AX)= x

A(1)= 7 para x=1, ou seja, 7 representa a area de um circulo de raio unitario. O
nimero 7, neste caso, expressa uma relacdo entre grandezas que por sua vez representa a

area do circulo.
Hipérbole
A(x)=Inx (neste caso A(x) ¢ a area sob um ramo da hipérbole, veja o grafico 06.

Quando A(x)=1 temos x=e, ou seja, o numero e ¢ a extensdo linear (abscissa) que

torna a 4rea sob a hipérbole igual a 1°°,

No grafico (7) a seguir mostramos uma generalizacao:

Grafico 7

3 Esta explicagio encontra-se no livro — e: a Historia de um Nimero de Eli Maor, 2004, p. 142.
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bldlenx ]bZInb —Ilna= lné
ax a a

Neste momento elaboramos uma explicacdo que pode justificar o fato de que a fun¢do
exponencial de base “e” estd relacionada com a area sob a hipérbole, ou seja, temos uma

funcao logaritmica de base e que expressa essa area.

n+l

A antiderivada de x" ¢ + C, onde ¢ é uma constante da integracio.

n+
Esta formula é valida para todos os valores de n, exceto -1, por que entdo o
denominador n+1 ¢ igual a zero. Mas quando n=-1, a fung@o cuja antiderivada

estamos buscando € a hipérbole y = — - a mesma func¢do cuja quadratura Fermat

1
(1601-1665) nao conseguiu obter. A formula J.—dx =Inx + ¢ nos fornece agora
X

o “caso perdido”. Ela explica imediatamente a descoberta de Sain-Vincent (1584-
1667) de que a area sob a hipérbole segue uma lei logaritmica (MAOR, 2004, p.
142).

J4

Esta explicagdo ¢ importante, pois, possibilita interpretar de uma forma alternativa

X

1 . . . . .
mostrando que j—a’t =Inx ao invés de defini-lo diretamente, fato que ¢ comum nos livros
t
1

didaticos de Calculo Diferencial e Integral atualmente. Temos clareza da importancia do
nimero e, no que diz respeito a interpretagao de fenomenos, além disso, esse nimero pode ser

usado para explicar assuntos fundamentais da teoria Matematica.

O que temos aqui, portanto, ¢ o uso de uma lei que expressa a relagdo entre a area sob
a hipérbole e o valor do numero e, mas o que fica evidente ¢ a necessidade do tratamento
complementar entre o fato dessa area ser obtida por um processo continuo aliada ao processo
operacional. Por exemplo, se no grafico (7) o valor de a=2 e b=8, entdo para saber qual serd a
medida da 4rea temos que usar a lei (continuo) e as operagdes (discreto), ou seja, a nogdo da
complementaridade nos ajuda a entender melhor o processo usado para determinarmos o valor

aproximado dessa area que € 1,3862 unidades de area.
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2.7 O Aspecto Relacional que Existe Entre a Definigiio de y=e" por Séries Infinitas

e pela Integral de y=x".
A definigdo para a expressdo e por meio de séries nos permite elaborar alternativa de

explicagdo para Ix 1a’t = Inx. Com efeito, diferenciamos a igualdade.
1 ¢

ol x4t
X 2!x .os n!x PP

d(e") ¥ X xt X
=l4+x+—+—+—+—+
dx 20 31 4 5!
! d .

a) =e".Se y=e" entdo & _ y. Por isso podemos escrever:

dx dx
dy . dy
— =dx . Integrando os membros da igualdade temos J.— = X+constante.
y y

Como y=e"(tomando In em ambos os lados), escrevemos x=Iny. Voltando na

integral temos:

dy ,
j— =In y +cons tante, trocando a letra y por x concluimos que:
y

dx . .
j— = In x+cons tan te . Derivando os membros desta igualdade podemos escrever:
X

d(lnx) 1

dx X
Nesta explicagcdo necessitamos do conhecimento de séries de poténcias infinitas, de
qualquer modo, pode ser usada em situagdes para mostrar formas diferentes de atingir o
mesmo resultado por caminhos diferentes, e deixar claro que isso s6 € possivel gragas aos

aspectos teoricos da Matematica.

A transformagdo da fungdo f(x)=e* numa série de poténcia infinita e o fato dessa
fungdo poder ser expressa na forma de um bindmio desencadeou o processo de computagao
dos digitos do numero e. Isso mostra que esse conceito foi inicialmente desenvolvido no
século XVII e XVIII num contexto de area sob a hipérbole e de juros compostos, ou seja, por
um lado, o aspecto da continuidade geométrica (area sob a hipérbole) e, por outro lado, o

aspecto operacional discreto dos juros compostos.
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Nesse periodo ndo havia um tratamento fundamentado da teoria dos numeros reais e
por isso, houve essa polarizagdo. O fato ¢ que essa dualidade provoca dificuldades de
perceber a “esséncia” desse conceito, que € na verdade a interacdo presente nas atividades
cognitivas que estabelece o conteudo a ser estudado e ndo os modelos operacionais em si €
nem as leis independente de contextos bem localizados, pois, para que servem os algoritmos?

Para que servem as leis estruturais?

A relacdo entre o objeto e o sujeito por meio das representacdes (intensoes) e também
pelas denotagdes simbolicas nunca ¢ absoluta, por isso o carater complementar entre as
intensdes e as denotacdes (extensdes) desse conceito sugere o estudo das atividades presentes
na andlise de determinados fendmenos. Pois sdo elas que nos direcionam para o entendimento

de que o nimero de Euler e esta no aspecto relacional e ndo no objeto ou no sujeito.

Agora, como determinar a esséncia dessa relagdo? Estamos cientes de que a esséncia
113 . ’ r . , ~ . .
verdadeira” nunca serd alcancada, mas o que de fato importa ¢ a procura dessa esséncia, pois

¢ isso que vai propiciar uma melhora do sentido e do significado desse objeto.

Temos o nimero de Euler e tratado por meio do duplo sentido do conceito de fungao.
Todavia, essas explicacdes ndo podem ser discutidas isoladamente, pois apenas o processo
operacional ndo possibilita a compreensdo de que esse niimero propicia um estudo sobre a
continuidade dos nimeros. Enquanto o aspecto da lei apenas ndo nos oferece condi¢des de

perceber que o conceito de niumero fica mais evidente se for construido.

Portanto, a perspectiva da no¢do de complementaridade desperta na mente do sujeito a
idéia de que o numero € um objeto relacional, pois mostra a cumplicidade que ha entre o
discreto e o continuo na conceitualizacdo do numero. Devido ao fato de associar este objeto
matematico por meio da duplicidade intermediada pela relacdo da operacdo e lei para o

entendimento do mesmo.

2.8 Conexdes que o Numero de Euler Estabelece com outras Areas da

Matematica

A fungdo exponencial de base e, bem como o nimero e nos propicia o estudo dos
fundamentos da Matematica, mas este assunto estd presente também em varios ramos da
propria Matematica, pois esta fun¢do além de ajudar a interpretar e resolver situagdes reais

nos encaminhou a descoberta de novas areas do conhecimento.
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Para compreender as principais conexdes que envolvem numero e acabamos nos
relacionando com signos e os signos dependem de objetos. Entdo a compreensdo, ou seja, a
aproximacdo da realidade da idéia do niimero e, bem como suas relagdes sdo intuitivas e
expressas por meio da linguagem e intermediadas pela razao. O verdadeiro elo entre o signo e
0 objeto estd na atividade relacional estabelecida entre ambos. Todavia, sabemos que as
causas podem ser infinitas e nem por isso, devemos parar de procurar conhecé-las, pois € essa

. . . ~ . . . .. 4
busca que vai nos direcionar para compreensio aproximativa da realidade objetiva™.

O numero e, bem como a funcdo exponencial por meio da teoria Matematica
estabelece conexdes entre assuntos que aparentemente nao tém nada em comum. A questdo ¢
trabalhar com a idéia de que as conexoes representam intensdes diferentes do mesmo objeto
matematico. Analisamos situacdes que expressam esse fato. Em 1748 foi publicado um dos
mais importantes trabalhos de Leonhard Euler (1707-1783) intitulada Introductio in Analysin
Infinitorum (introducgdo a andlise de infinitos). Nesse trabalho Euler chamou aten¢do para a
importancia do niimero “e” e da fun¢do exponencial (y=e*) na analise Matematica (MAOR,
2004, p. 203). Neste trabalho apresentamos a conexdo que o numero e estabelece com: a

unidade imaginaria i, o nimero 7z, os nimeros primos € a espiral logaritmica.

2.8.1 A Unidade Imaginaria i e o Numero de Euler

No comecgo do século XVIII ndo havia uma preocupagdo com o rigor no tratamento do
infinito, pois, o instrumento que se usava para este estudo ndo havia sido ainda fundamentado,
mesmo assim Euler desenvolveu muitas formulas, dentre elas, as composi¢des envolvendo o
nimero imaginario i, e, senx, cosx ¢ 7 (MAOR, 2004, p. 206). Mostramos a seguir como

construir algumas dessas formulas

n

o0
. - X ~ ‘e A s
Para 1sso usamos a definlgao ex = z— ca representagao Ppor SCrics de pOteHCIaS de
n=0

Maclaurin como podemos ver em (2.3.2). Usamos também os dados da tabela (11):

** Nio sei exatamente o que é realidade objetiva, mas creio que jamais o desvendaremos. Entretanto, o processo
de busca nunca deve ser abandonado.



Tabela 11
g(x)=cosx f(x)=senx
g’(x)=senx f2(x)= cosx

g’ (Xx)= -cosx

£°(x)= -senx

2’7’ (x)=senx

7’ (x)=-cosx

g(4)( X)=COSX

f9( x)=senx

g(s)( X)=-senx

£ )( X)=CO0SX

g(é)( X)=-COSX

fO( x)=-senx
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Entdo usando o conhecimento de séries podemos transformar as fungdes f(x)=senx e

g(x)=cosx em séries a saber:

2

2!

0
Considerando a definigao e* =z
n=0 n.

4 6

g(x)= cosx=1-—+2 T _4 ¢ f(x) = senx N S

4 6

importantes conexdes que envolvem o numero de Euler e:

I Cox o xt o«
e’ =l+ix——+—+———
20031 4 5 6
: x2 x4 X X 5
R S 0 1¢ T
@y T Ty )

No interior dos parénteses temos expressoes

respectivamente. De forma que podemos concluir:

e =cosx + isenx

equivalentes

X ) .
— e trocando x por ix temos uma das mais

a COSX € Senx

Outra maneira de demonstrar esta equacao € partir do nimero complexo z=1 que tem

modulo 1 e escrevendo o niimero complexo z=1 na forma trigonométrica temos z= p (cosx

+isenx), onde x representa um numero real. Entdo ficamos com z=cosx-+isenx.

Note que se x=0, o valor de z=1. Diferenciando ambos os membros dessa igualdade e

substituindo -1 por i?, podemos escrever:

dz

X

d— = i(isenx +cos x) , cOmMo z=cosX + isenx, temos:
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% =iz & Ildz = Jidx < Inz=ix +¢
dx z

Usando o fato que se x=0 entdo z=1 podemos determinar o valor da constante c.
In1=0+ ¢ = c¢=0. Portanto, Inz=ix e por isso, ¢*=z

e™=cosx +isenx (05)

De maneira analoga, considerando também cos(-x)=cosx e sen(-x)=-senx, temos:
e ™=cosx —isenx  (06)

Somando e subtraindo as igualdades (05) e (06) temos:

cosx:L (07) e senx="% (08)
2 2i

As igualdades 05, 06, 07 (esta igualdade serd usada em 2.9.3 na interpretagdo de um
fendmeno fisico) e 08 estabelecem conexdes entre a funcdo exponencial, trigonometria ¢ a
unidade imaginaria, que foram determinadas de forma experimental®®, nio tendo a

preocupacao do sentido e do significado dos resultados obtidos.

Uma outra formula que nos impressiona pela sua aparente simplicidade ¢ e +1=0

que relaciona os ‘““cinco numeros mais importantes da Matematica™: e, 7, 1, 0 e i, bem como
as operagdes de adi¢do, multiplicagdo e exponenciacdo. E tendo como elo o conceito mais
importante que permeia toda a Matematica que ¢ a igualdade. “O conceito de igualdade é,
portanto, para comecar, sempre relativo, relacionado a um determinado contexto” (OTTE,
1993, p. 54). Neste caso a igualdade estd relacionando os nimeros e, 7 ¢ i que tém

personalidades tao diferentes. Para obter esta formula substituimos x=7 na equagao:

e™=cosx + isenx:

e’ =cosm+isens

e” +1=0 (09)

Na igualdade (09) temos representantes das diversas areas da Matematica: 0 e 1
(aritmética); 1 (4lgebra); 7 (geometria) ¢ o nimero e (andlise). Isto ¢ importante porque
conecta as vdrias areas do conhecimento teérico matematico, deixando claro que a questao
relacional estd presente também no interior da Matematica, ou seja, a complementaridade

entre conceitos e objetos possibilita criar novas teorias.

3% Experimental é no sentido de substituir uma formula na outra.
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Para Benjamin Peirce (1809-1880), um dos principais matematicos de

Harward no século XIX, a formula e”+1=0 veio como uma relagdo. Ao

descobri-la, um dia, ele se voltou para seus alunos e disse: “Cavalheiros, que isto
certamente seja verdadeiro é absolutamente paradoxal; ndo podemos entender a
formula, ndo sabemos o que significa. Mas conseguimos prova-la e, portanto
sabemos que deve ser verdade” (MAOR, 2004, p. 208).

Os niimeros e, 7, e i juntamente com a formula e”=cosx + isenx nos permite deduzir

situagdes que ndo tem um sentido “claro e imediato”. Para isso analisamos o caso de i’ que

nos mostra resultados interessantes:
. T , ix .
1- Fazendo x assumir 5 na formula e“=cosx + isenx:

i

5 T . 7
e’ =cos—+isen—
2 2

S , i .
2- Se colocarmos no lugar de x o valor de - na mesma formula e™=cosx + isenx,

ficamos com:

Sri

5 57 . hY/4
e ? =cos— +isen—
2 2

Sri 57i\ -5z .

e? =i.Portanto, i'=|e ? | =e 2 < i'=e?

O nGmero imaginario 1 elevado a ele mesmo torna-se nimeros reais quando

V4 , , . . ~ ) . i
X= By + 27k , onde k ¢ um nimero inteiro. Qual ¢ a dimensdo do sentido da expressao i'?

Podemos observar que o célculo de Euler para a expressao e™=cosx + isenx, que ¢
considerada a formula “mais famosa de todas as formulas”, propiciou uma constru¢ao de uma
nova area da Matematica, as Fungdes de Variaveis Complexas, pois Euler fez o imaginario
tornar-se real, além disso, encaminhou a interpretagdo de logaritmos de numeros negativos.
Nesse sentido, a equagdo e'” = —1, que pode ser estendido para =1, ..., T M=_1 ke

Z, desde que substituimos x por 7,3 7, 57, ... na formula e*=cosx + isenx.
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Diante disso, temos In(-1)= i(2k+1) 7z, K € Z ou seja, o logaritmo de um nimero
negativo nos d4 uma infinidade de respostas quando consideramos os numeros complexos. A
representacdo In(-1) e i1z possuem intensdes diferentes, mas denotam qual objeto
matematico? Qual a importancia dessa formula num contexto pratico? Serd que podemos
dizer que essa formula ndo tem nenhuma necessidade de ser estudada? Particularmente,
acredito que mesmo ndo tendo uma aplicagdo pratica imediata ¢ necessario estuda-la, pois

pode abrir caminhos para outras areas do conhecimento.

Entretanto, se uma teoria apresenta aplicagcdes praticas imediatas seja no aspecto
cientifico ou no senso comum, isto o torna mais evidente e talvez mais interessante. De forma
geral podemos dizer, como ¢ possivel um numero aparentemente simples estabelecer tantas

conexoes?

2.8.2 Os Numeros Primos e o Numero de Euler

Um nimero inteiro maior que 1 ¢ primo se for apenas divisivel por si mesmo e por
um. Os primeiros numeros primos sdo: 2,3,5,7,11,13,17, .... O que nos deixa intrigado ¢ o fato
que os numeros primos se espalham ao acaso entre os inteiros sem nenhum padrdo que
governa essa distribuicao. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) em 1792, aos 15 anos de idade
examinou uma tabela de nimeros primos elaborada por Johann Heinrich Lambert (1728-
1777) na tentativa de encontrar uma lei de formagdo que determinasse a quantidade de

niimeros primos que sdo menores de um numero inteiro n.

Atualmente a fun¢do que representa a quantidade de niimeros primos menores ou
iguais a um inteiro n ¢ denotada por 7 (n), onde a letra 7 ndo tem nenhuma ligagdo com o
valor 3,14.... Dessa forma, 7 (10)=4 e 7 (17)=7. Depois de examinar a tabela de nimeros
primos, Gauss conjecturou:

Zn) 1

n .
7(n)~—— ou de forma equivalente ——~~

,onde Inn ¢ o logaritmo natural cuja a base ¢
Inn n Inn

(}’l) com ——

. . V4
o numero de Euler e. A tabela (12) a seguir mostra as comparagdoes de —
n nn
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Tabela 12

n 7 (n) 7(n) e

n Inn
10 4 0,4000 0,4343
100 25 0,2500 0,2171
1.000 168 0,1680 0,1448
10.000 1.229 0,1229 0,1084
100.000 9.592 0,0959 0,0869
1.000.000 78.498 0,0785 0,0724
10.000.000 664.579 0,0665 0,0620
100.000.000 5.761.455 0,0576 0,0543

Fonte (MAOR, 2004, p. 239).

Observe que

7(n) dividido por IL fica cada vez mais proximo de 1 para n
n nn

infinitamente grande.

Atualmente, essa conjectura é conhecida como o Teorema dos Nimeros Primos®® e foi
demonstrada em 1896 por Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), da Franga, e Charles de
La Vallée-Poussin (1866-1962) da Bélgica (MAOR, 2004, p. 239).

A presenca do logaritmo natural na teoria dos numeros primos mostra que o nimero e
estd ligado, mesmo que indiretamente, aos nimeros primos, nos mostrando que sdo as
relagdes que tornam mais belos 0s conceitos matematicos. Sobre este assunto (COURANT &

ROBBINS, 2000, p. 35) relata:

“O fato de que o comportamento médio da distribuicdo dos nimeros primos pode ser
descrito pela func¢do logaritmica ¢ uma descoberta muito importante, porque ¢ surpreendente
que dois conceitos matematicos que parecem tdo desvinculados estejam na realidade tao

intimamente ligados”.

%% A demonstragdo desse Teorema pode ser encontrada no Livro “The Theory of Numbers de Anthony A. Gioia
no capitulo 8, pagina 129.
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2.8.3 A Espiral Logaritmica e o Numero de Euler

A partir do momento em que Descartes (1596—1650) apresentou a geometria analitica,
muitas curvas intrigaram os matematicos, dentre elas a espiral logaritmica, que foi a curva

preferida de Jakob Bernoulli (1654-1705).

A representacdo de curvas no plano pode ser feita por meio de varios sistemas de
coordenadas, como por exemplo, as coordenadas polares. Neste sistema ¢ considerado um
ponto fixo chamado pdlo ou origem representada pela letra “O”. O raio fixo ¢ chamado eixo

polar ou reta polar, que ¢ normalmente tragada na horizontal e para a direita.

Segundo (LEITHOLD, 1982, p. 448), as coordenadas polares sdo definidas da

seguinte forma:

Seja P um ponto qualquer no plano distinto de O. Seja ¢ a medida em radianos do
angulo orientado AOP, positivo quando medido no sentido anti-horario e negativo quando

medido no sentido horario, tendo como seu lado inicial o raio OA e, como seu lado terminal,

o raio OP. Entdo, se r ¢ a distancia de O a P (isto é, r :‘O_P ), um conjunto de coordenadas

polares de P ¢ dado por r e @, e escrevemos estas coordenadas como (r,0). Na figura 04

abaixo temos o esbogo dessa situagao:

Figura 04

Hr, &)

Jakob Bernoulli usou extensivamente as coordenadas polares para encontrar as
propriedades das curvas. A espiral logaritmica que na época era definida pela equagdo
Inr=a 6, onde a ¢ uma constante e In é o logaritmo natural na base e, hoje essa equagdo ¢

. . ab
escrita na forma mversa, ¥ =¢€ .

A espiral logaritmica ou espiral eqiiidngular apresenta caracteristica de auto-
similaridade, ou seja, ndo altera sua forma quando o tamanho aumenta. A espiral recebeu o
nome eqiiidngular em 1638 por Descartes, pois reflete uma propriedade unica da espiral

logaritmica. Se desenharmos uma linha reta do polo até qualquer ponto da curva, ela
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interceptard a curva formando exatamente o mesmo angulo. O grafico (08) a seguir mostra um

exemplo dessa curva:

Grafico 8

~0.090
)

Espiral logaritmica (r =e

O fato interessante dessa curva ¢ a possivel semelhanca em relagdo a sua forma com
fendomenos de crescimento da natureza e isso pode ser verificado no redemoinho de uma

galéxia ou na concha do néutilo. Veja as fotos:

Figura 05

Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/logarithmic spiral

O que temos ¢ o nimero e, que ¢ obtido pelo processo de limite, relacionado com
formas naturais, e isso nos remete a indagar e aceitar a conexao desse nimero com fenomenos
naturais, ou seja, a compreensdo das caracteristicas do infinito propicia aprofundamento no

entendimento dessas conexoes.
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Por isso, acreditamos que a questdo intuitiva estd presente complementarmente no
desencadeamento da estrutura logica da Matematica. Neste momento cabe uma pergunta: por
que sera que existem fenOmenos que crescem aritmeticamente ou exponencialmente? Neste

sentido ¢ interessante tentar desvendar o porqué, com o intuito de compreender como os

conceitos e objetos se relacionam na mente humana.

O numero de Euler e bem como a fun¢do exponencial de base e tem a mais coerente
explicacdo de sua possivel existéncia e utilidade se for entendido sob o aspecto complementar
que héa nessas conexdes, assim como na interpretacdo relacional de fendmenos naturais ou
ndo. Isso reforga o fato de que o nimero de Euler e ndo esta no objeto € nem no sujeito e sim
na esséncia relacional entre o objeto e o sujeito, ou seja, nimero ¢ relacao entre grandezas e
ndo entidades com qualidades proprias e ontoldgicas. O que vamos mostrar a seguir sao
situagdes em que a funcdo exponencial de base e torna-se necessario para a compreensao dos

fendmenos das ciéncias.

2.9 Aplicacoes da Funciao Exponencial de Base e

A curiosidade natural do ser humano em conhecer o proprio ser € 0 meio em que vive
o transformou num questionador dos fenomenos. Nesse caminho de indagagdo e na busca de
compreensao das coisas surgiu a teoria Matematica que € um instrumento que pode ser usado
para representar, ndo de maneira exata, parte significativa das complexidades existentes na

natureza.

Entretanto, a teoria Matemadtica ndo busca a interpretacdao ontologica dos objetos e sim
estabelecer relagdes proximas daquelas observadas na realidade. De forma que a realidade nos
apresenta o objeto, e 0 sujeito cria os meios (representacdes) de relacionar com esse objeto,
mas o objeto e meio ndo apenas se conectam como também mantém entre si uma oposicao,
pois os problemas (objeto) ndo produzem por si s6 maneiras de representagdes que determina

sua solugao.

Como a construgdo do saber passa pela relacdo que ha entre o sujeito, meios e o objeto
nao podemos considerar o saber identificado com experiéncias e intuigdes individuais, nem
pode ser completamente reduzido a significados conteudisticos isolados, isto €, ser concebido
como reflexo direto do objeto (OTTE, 1993, p.225). Por isso, o nimero de Euler e assim
como a fun¢do que tenha esse nimero como base precisa de meios e intensdes diferentes para

propiciar a consolidagdo de sua utilidade na anélise de fendmenos, pois, o seu tratamento por
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meio do algoritmo operacional e a lei possibilitam adentrar mais profundamente no como a

fun¢do exponencial relaciona fendmenos tao dicotdmicos.

Durante o processo de conhecimento dos fatores que movem um determinado
fendmeno torna evidente a necessidade de escrever as relagdes obtidas por meio de
igualdades. E ¢ nessas igualdades que, também estd presente a idéia de complementaridade.
Entretanto, essas igualdades podem representar taxas de variagdes de quantidades instantaneas
que se traduzem por equagdes diferenciais, que é a descri¢do quantitativa de um fendémeno. E
valido ressaltar que essa descricdo quantitativa ndo esta dissociada das questdes qualitativas e

sim se entrelacam complementarmente na busca do esclarecimento temporal das causas e

conseqiiéncias de um determinado fendomeno.

O conhecimento do aspecto teorico da Matematica, bem como das equagdes
diferenciais possibilitard buscar solugdes para alguns tipos de equacdes que representam
determinadas situagdes. Nao temos o proposito de fazer um estudo detalhado das equacdes
diferenciais, mas como uma boa parte dos fenomenos pode ser representada por equacdes
diferenciais faz-se necessario buscar suas respectivas solucdes e nesse momento, em suas

solugdes, estdo presentes o numero de Euler “e” e a fungdo exponencial de base e.

A questdo ¢ como pode um numero, aparentemente simples, estar presente na
compreensdo de tantos fendomenos de naturezas tdo diferentes? Ai estd a grande importancia
dos aspectos tedricos da Matematica na sociedade, pois, uma mesma teoria pode ser utilizada

em varias areas do conhecimento, bem como em contextos diferentes.

Mostramos algumas situagdes envolvendo a fun¢do exponencial de base e, para que

tenhamos uma visdo ampla da sua importancia na resolu¢do de problemas. A curva do grafico

~ . d ~ S . .
da fun¢do y=e" e a sua derivada d_y =y sd0 os principais motivos pelos quais este assunto

X

aparece em areas tao diferentes.

O numero de Euler - e — e principalmente a funcao exponencial de base e, que pode ser
chamada de funcdo exponencial natural ou simplesmente a funcdo exponencial, surge
naturalmente quando o aumento ou diminui¢do de uma grandeza se torna proporcional ao

valor da grandeza num determinado instante (MAOR, 2004, p.136).
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A . 1 )
Fenomenos dessa natureza podem ser traduzidos pela equacao diferencial d_y =ay,
X
onde a ¢ a taxa de variacdo em cada situagdo. Essa equagdo pode ser resolvida por meio da
integracdo e tem como solugdo y=e“"“=¢e™.¢".

Chamando e°= y, temos a solugdo geral dada por y=yee™. O valor de y, pode ser
determinado por meio da condi¢do inicial da situagdo problematica proposta, uma vez que, se
x=0, o valor de y podera ser positivo ou negativo e isso permite interpretar as situagdes em
fendmenos de crescimento ou decrescimento (decaimento) exponencial. Numa boa parte dos
fendmenos da natureza, o nimero e, e a fungdo exponencial de base e aparece de modo
inevitavel e insubstituivel e o instrumento chamado Célculo Diferencial e Integral propicia a
compreensdo desses fendmenos. Inicialmente citaremos dois casos com o propdsito de

mostrar a aplicagdo dessa equacao diferencial.

2.9.1 O Crescimento de Popula¢io de Bactérias

“O nimero de bactérias em uma cultura aumenta de 6000 para 18000 em duas horas.
Supondo que a taxa de aumento seja diretamente proporcional ao nimero de bactérias
presentes” (SWOKOWSKI, 1994, p. 528). A partir dai vamos determinar uma féormula que
relaciona o nimero de bactérias em qualquer instante. Para isso denotamos y=f(x), o nimero
de bactérias apds x horas e yy, valor inicial, entdo:

yo=1(0)=6000 e f(2) sendo o numero de bactérias apds duas horas. Usando a equagdo

diferencial %=ay cuja solugdo geral é y=yo. €. Fazendo x=0 temos y=y, que é a
X

quantidade de bactéria no instante inicial e isso nos permite escrever y=6000e™.

Como y=18000 apds duas horas (x=2), chegamos a equagao:

£(2) = 6000¢>

1

18000= 6000 e%* <> 32 =¢“ .

1
Substituindo 32 =e” em y=6000e™ temos:

1
y=6000(32)", que ¢ a lei geral que “governa” este fendmeno. Plotando essa lei no

plano cartesiano (veja o grafico 09) temos:
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Grafico 9

Ser4 que o nimero de bactérias aumenta de fato infinitamente? Nao podemos saber se
acontecerd um fato ndo evidente que modificard o rumo dessa interpretagdo, mas percebemos
que para tratar desse problema ¢é conveniente utilizarmos o aspecto operacional de
computacdo dessa populacdo de bactérias e o aspecto estrutural (lei) que permite olhar esse

fendmeno de forma ampla, ou seja, do geral para o particular.

2.9.2 Desintegracao Radioativa

Analisamos a desintegracao radioativa que ¢ a razdo segundo a qual a quantidade total
de substancia radioativa diminui, em cada instante, € proporcional & quantidade remanescente

no instante considerado.

Esta afirmacgao ¢ plausivel, a priori, visto que cada particula da substancia decresce tdo

rapidamente como qualquer outra (COURANT, 1965, p. 180).

O radio (Ra*®) decai exponencialmente e tem meia-vida de aproximadamente 1600
anos, isto ¢, dada uma quantidade qualquer desse produto, metade ird desintegrar-se em 1600

anos (MAOR, 2004, p. 137).

Deduzimos uma férmula que determina a quantidade remanescente M desse produto
ap6s um periodo de x anos. Considerando y=f(x) a quantidade desse produto apds x anos e

yo=f(0)=M como sendo a massa inicial. Temos:

f(1600)=% quando x=1600.

. d ax ~ ax
Aplicando a equagao d_y =ay < y=Me" entdo, f(1600)= Me™.
X
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M 1 o
5" Me™ < e® = 5 substituindo x por 1600 temos:
-1 -1
' =~ & e =216 Substituindoe’ =2 em y=Me"™ ficamos com a fungdo
y=M 21;W .

Esta formula pode ser usada para determinar o tempo de decaimento do radio, desde
que, conhecemos sua massa inicial (M) e final y. No grafico (10) a seguir representamos essa

fungao.

Grafico 10

3200 o

Este grafico mostra que a massa inicial M vai diminuindo, ficando cada vez mais
proximo de zero, mas nunca igual a zero, ou seja, a desintegracao nunca serd completa. Neste
caso, o processo algoritmico ¢ necessario para descobrir em quanto tempo essa substincia
radioativa ficard em niveis aceitaveis para a saide humana ou de qualquer ser vivo.
Entretanto, este caso particular ndo estd dissociado da lei geral, de forma que ¢ inevitavel

estudar este fenomeno com a via dupla do continuo e discreto simultaneamente.
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2.9.3 Unificac¢do de Conceitos: Um fendomeno Fisico e a Funcdo Exponencial de

Base e

Na Fisica, uma grande variedade de fenomenos pode ser representada por equagdes
diferenciais lineares com coeficientes constantes. A mecanica classica nos apresenta um
sistema mecanico simples cujo movimento ¢ provocado por uma massa (M) e uma mola da
seguinte forma: numa das extremidades da mola esta fixa e na outra colocamos a massa (M) e

isso faz com que a mola estique e depois estabilize, provocando um deslocamento””.

Representando por uma equagdo esse movimento vertical (y) para cima a partir da
posicao de equilibrio e considerando que a mola ¢ perfeitamente linear, bem como o fato de
que a for¢a restauradora quando a mola esta esticada ¢ proporcional a distensdo, isto €, a forca

¢ —ky (onde k ¢ um numero real da constante da mola e o sinal negativo nos lembra que ela

2
puxa de volta). Portanto, a massa (M) vezes a aceleragao [a =%j deve ser igual a —ky.
t

Entio:
Ma=-ky
d> d?
M[d—zyJ = -ky, isso implica que M[d_zyJ + ky=0 ou My’ ’+ky=0. Por uma questao de
t t

simplicidade faremos M=k=1 e consideramos também a posi¢do da massa 1 para o tempo

inicial zero, por isso, temos:
y’+y=0 (10) (temos aqui uma equac¢do diferencial linear homogénea de 2 ordem)

A questdo agora ¢ determinar por meio da pesquisa de uma fungdo y(t)38 que torna a
equacao (10) verdadeira, pois, ela descreve a posi¢ao da massa no tempo (t) relativo a posi¢ao
de equilibrio. Na pesquisa da func¢ado y(t) que seja solucao da equagdo (10) fica evidente tentar
a fungio y=e¢™, pelo fato dela ser proporcional a sua derivada, visto que y’=me™ e y’’=m2e™.

Substituindo na equacdo (10) ficamos com:
y +y=0

m2e™+e™=0 = ™ (m2+1)=0.

" Se a mola for comprimida até que seus elos se toquem, entio ela se comporta como se fosse um cilindro rigido
do material que ¢ feita. Se ela for muito esticada, perde a capacidade de retornar a forma original e permanece
esticada. Este caso, chamado de deformacgdo plastica, diferencia da deformacao elastica, em que a mola é pouco
deformada. Se a mola for demasiadamente esticada, ela pode até se romper (MACHADO, 2004, p. 140).

3% A fungdo y(t) representa posi¢do da massa no tempo t relativo a sua posicio de equilibrio.
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Mas, e™ sempre serd diferente de zero, entdo m?*+1=0, e esta ¢ a chamada equagdo
caracteristica ou auxiliar da equagdo diferencial (10). Se as raizes m; e m, dessa equagdo sao

. . . ~ ~ ’9 . — t t
reais e distintas, entdo a solugdo de y’’+y=0 pode ser escrita da forma V = Cleml + 02€m2 .

. it —it . N -
Como m=71i, podemos escrever ) =cCj€ +Cye . Nesta situacdo temos as condi¢des

iniciais y(0)=1, que ¢ a posicdo inicial da massa M e a velocidade inicial serd y’(0)=0, por

. o .. , 1
isso temos as equagdes c;+c,=1 e icj-ic,=0, que nos da C1=C2=— . De forma que ficamos com

1, 1 . .
y :Ee ' +§€ ’ que pode ser transformado em y=cost. Isto pode ser verificado no item
(2.8.1).

Temos, portanto, uma solucdo que envolve apenas nimeros reais para este problema
fisico. O que podemos observar que uma simples situacao de vibracdo de mola provocou um
modelo matematico que passou pelos nimeros reais, complexos e por fim chegou-se a uma
solugdo real, ou seja, neste fenoOmeno fica evidenciado o cardter complementar na
compreensdo de conceitos matematicos. Como pode a fun¢do exponencial de base e estar
relacionada com esse fendmeno fisico? Acreditamos que por um lado a mente humana cria
representacdes para explicar coisas que nos aflige e por outro lado fica o tempo todo tentando
verificar se as explicagdes estdo a contento. Dessa forma, surgem os conceitos de objetos
matematicos e o nimero de Euler e ¢ um desses conceitos que nos ajuda a compreender o

mundo.

Os casos analisados referentes ao crescimento de bactérias e desintegrac¢do radioativa
podem também nos indicar o que poderd acontecer num periodo infinito de anos. Mas, como
podemos impor caracteristicas ao infinito, se ndo conhecemos sua natureza? Que tipo de
grandeza ¢ o infinito? “A introducdo do infinito complica tudo no estudo da Matematica”

(OTTE apud AMADEI, 2004, p. 13).

E 6bvio que ndo podemos abandonar o equacionamento dos problemas, mas devemos
analisé-los com mais critério, principalmente quando se trata do infinito, pois neste caso a

intuicdo pode nos levar as conclusdes equivocadas.

A interpretacdo Matematica de uma situacdo problema qualquer nos direciona a
procurar na mente relagdes por meio de conceitos de objetos matematicos ja estabelecidos

(modelos j& consolidados), ou seja, analisar esse objeto sob a Otica de um instrumento
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conhecido. Diante disso, se ndo tivéssemos conhecimento da fun¢do de base e bem como da

sua derivada, como resolveriamos esses problemas?

O que queremos dizer ¢ que o conhecimento teodrico esta atrelado de uma forma ou de
outra a questoes praticas. Neste caso, o comportamento continuo desses fendmenos possibilita
fazer indagacdes discretas num determinado momento da analise, pois s6 o tratamento
continuo ou sé o tratamento discreto ¢ insuficiente para analisar essas situagdes e prever
resultados, portanto, isso s6 pode ser feito quando no estudo desses fendmenos tiver no seu

amago explicitamente o aspecto relacional.

Percebemos que os modelos matematicos aqui utilizados foram obtidos pela acdo
reciproca entre os meios (representagdes) que sdo as equagdes diferenciais e o sujeito
cognoscente, bem como os problemas aqui relatados ndo podem ser estudados separadamente
e sim de maneira complementar entre o processo de compreensdo dos enunciados dos
problemas e a modelagem Matematica. Portanto, na constru¢do de modelos e na sua resolucao

estd presente a complementaridade por meio da atividade mental exercida nesse processo.

Na interpretagdo desses fenomenos bioldgicos, quimicos e por ultimo, o fisico;
deparamos-nos com o nimero e. Afinal, onde estd o elo entre a fungdo exponencial de base
“e” e os fendmenos analisados? Acreditamos que a andlise desses fendmenos desencadeou
uma atividade mental que provocou a criagdo desses instrumentos objetivando uma melhor
compreensdo qualitativa e quantitativa desses fenomenos. Temos aqui exemplos da

importancia da teoria Matematica, pois a mesma teoria pode nos ajudar a melhorar nosso

entendimento de varias realidades.

No estudo de fungdes hd a concepgao de lei e a funcionalidade ou operacionalidade.
De forma que para compreendermos este conceito devemos destacar o carater complementar
entre essas concepgoes, pois os problemas aqui estudados geralmente sdo tratados como lei
deixando de lado o aspecto operacional. No momento em que concluimos, por exemplo, que
daqui a tantos anos a radioatividade estd controlada, esse niumero discreto ¢ uma conseqiiéncia

de um tratamento continuo.

O fato da funcgdo f(x)=e" ser igual a sua derivada, bem como os fendmenos de
crescimento ou decrescimento serem modelados por meio desta fungdo mostram que estes
objetos isoladamente ndo tem sentido pratico, pois, os seus significados surgem
obrigatoriamente quando estudados complementarmente. Entretanto, devemos buscar o

entendimento da “esséncia” desse elo relacional, mesmo tendo clareza que essa “esséncia",
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possivelmente, nunca poderd ser alcancada, pois, podemos apenas analisar as obras de Deus e
ndo cria-los. Como o nimero de Euler e ¢ irracional, no préximo capitulo discutimos esse fato

procurando evidenciar a mentalizacdo e a percepc¢ao de sua irracionalidade.



CAPITULO 111

PROVAS DA IRRACIONALIDADE DO NUMERO DE EULER

“Os padroes de um matematico, assim como os de um pintor ou de um poeta, devem
ser belos”. (Godfrey Harold Hardy)

Neste capitulo fizemos uma discussdo referente as provas formais ou demonstracoes
“rigorosas” sobre a veracidade ou autenticidade da seguinte proposi¢do: o nimero de Euler e
¢ irracional, na perspectiva da construcdo desse numero sob a 6tica do discreto (operagdo) e

continuo.

Sera que o algoritmo operacional de computagdo dos digitos do numero de Euler e nos
possibilita perceber pela intuicdo e razdo que na reta orientada poderd ter um ponto que
representa esse nimero? Como esse processo operacional tende para o infinito, temos esse
nimero definido como uma constru¢do continua. Entretanto, o processo continuo tratado por
meio do conceito de limite nos permitird entender que o nimero de Euler e estd no processo

relacional (atividade) entre o algoritmo operacional e a continuidade da reta.

Com este intento apresentamos razdes ou argumentos convincentes e resistentes que
tenham poder de persuasdo e que justificam ou validam essa proposi¢ao por meio da dedugdo

apoiando-se em premissas admitidas como verdadeiras.

Em Matemadtica, “prova” ou “demonstragdes” sempre vém, implicita ou
explicitamente, adjetivadas: sdo rigorosas (BICUDO & GARNICA, 2003, p. 67), ou seja, tem
a preocupacgao de expor as relagdes logicas fundamentais entre as proposigdes, que objetiva
nao a certificagdo de sua verdade em termos de sua esséncia, mas, ¢ na verdade uma questao
de explicacdo do como ao invés do por qué. Segundo Newman (apud COLE, 2006, p. 236) o

que hé de mais certo no nosso atual conhecimento ¢ o conhecimento do que desconhecemos.

Segundo Morris Kline (apud BICUDO & GARNICA, 2003, p. 61-62) sobre a

abordagem dedutiva e formal na Matematica:

A Matematica ¢ uma atividade cujo primado ¢ da atividade criativa, e pede
por imaginagdo, intui¢do geométrica, experimentacdo, adivinha¢do judiciosa,
tentativa e erro, uso de analogias das mais variadas, enganos e¢ confusdes. Mesmo
quando um matematico estad convencido de que seu resultado ¢ correto, ha muito
para ser criado até encontrar a prova disso. Como Gauss afirmou: ‘Tenho meu
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resultado, mas ainda ndo sei como obté-lo’. Todo matematico sabe que trabalho
arduo ¢é necessario e o sentido da realizagdo deriva do esfor¢o criativo. Construir a
forma dedutiva final ¢ uma tarefa entediante. A ldgica ndo descobre nada, nem o
enunciado de um teorema nem sua prova, nem mesmo a construgdo de formulagdes
axiomaticas de resultados ja conhecidos. H4 um outro motivo pelo qual a versdo
l6gica ¢ uma distor¢do. Os conceitos, teoremas e provas emergem do mundo real. A
organizacdo logica é posterior. De fato, se for pedido a um aluno realmente
inteligente que cite a lei comutativa para justificar, digamos 3.4=4.3, ele muito bem
pode perguntar: ’Por que a lei comutativa ¢ correta?’. De fato, nos aceitamos a lei
comutativa porque nossa experiéncia com grupos de objetos nos diz que 3.4=4.3 ¢
ndo o contrario. A insisténcia na abordagem dedutiva engana o aluno ainda de outro
modo. Ele ¢ levado a acreditar que a Matematica € criada por génios que comegaram
pelos axiomas e raciocinaram diretamente desses axiomas para os teoremas. O aluno
sente-se humilhado e desconcertado, mas o professor, prestativo, estd totalmente
preparado para demonstrar-se como um génio em agdo. Talvez a maioria de nds ndo
necessite ouvir como a Matematica ¢ criada, mas parece ser util atentar para as
palavras de Félix Klein: ‘Vocé pode ouvir de ndo-matematicos, especialmente dos
filésofos, que a Matematica consiste exclusivamente em tragar conclusdes a partir de
premissas claramente enunciadas; e que, nesse processo, ndo faz diferenga o que
essas premissas significam, se sdo verdadeiras ou falsas, desde que elas ndo se
contradigam. Mas alguém que tenha produzido Matematica falara algo bem
diferente. De fato, aquelas pessoas estdo pensando somente na forma cristalizada na
qual as teorias Matematicas sdo apresentadas ao final de um processo. O
investigador em Matematica ou em outra ciéncia, entretanto, ndo trabalha nesse
rigoroso esquema dedutivo. Ao contrario, ele faz uso essencial de sua imaginagdo e
procede indutivamente, apoiado por expedientes heuristicos. Podem-se dar
numerosos exemplos de matematicos que descobriram teoremas da maior
importdncia que eles mesmos ndo puderam provar. Poderiamos, entdo, nos
recusarmos a reconhecer isso como uma enorme realizac¢do e, em referéncia ao que
foi dito acima, insistir que isso ndo ¢ Matematica? Nenhum julgamento de valor
pode negar o trabalho indutivo da pessoa que primeiro anuncia um teorema ¢, ao
menos, tdo valoroso quanto o trabalho dedutivo daquele que primeiro provou. Pois
ambos s3o igualmente necessarios, ¢ a descoberta ¢ a pressuposi¢do de sua
conclusdo posterior’.

Nosso propdsito ndo ¢ realizar um estudo completo e profundo do sistema formal, mas
se considerarmos do ponto de vista da Matematica pura, uma demonstracdo ou prova so existe

no interior de um sistema formal determinado.

Portanto, queremos proporcionar uma explicagdo que possibilite a compreensao e a
percepcao da irracionalidade do nimero de Euler e, pois, uma demonstracdo bem entendida
num contexto relevante nos ajuda a consolidar o processo de generalizagdo que ¢

extremamente importante na compreensao dos aspectos tedricos e praticos das Ciéncias.

Todavia, a demonstragdo ajuda a estabelecer e solidificar os fundamentos da Educagao
Matematica, propiciando esclarecimentos de assuntos fundamentais. Promovendo dessa
forma, ndo s6 um processo de ensino-aprendizagem de Matematica mais coerente como

também a possibilidade de ampliar os conhecimentos atuais.
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Para provar a irracionalidade do Nimero de Euler e, comecamos analisando situacdes
de somas infinitas. Sabemos que existem numeros racionais que sdo obtidos pela soma, onde

o numero de parcelas tende para o infinito, como, por exemplo:

TR T S U R B | e , .
A série ) —=—+-—+-—+—-+.., ¢ infinita e converge para o namero 1, pois,
A R A )

1
N e L1 L §=_2
representa uma progressao geométrica infinita de razao - e sua soma sera 1 por
1—=
2
) > ) ) 1 1 1 1
1sso, podemos escrever zz—nZI, ou seja, estamos concluindo que 1= 5 + 2—2 + ? + 2—4 +...,
n=1

onde temos, a direita, uma série infinita. Esta “igualdade” nao significa que tenhamos
efetivamente de adicionar infinitos termos; trata-se apenas de uma expressao abreviada para o

fato de que 1 € o limite da soma infinita S, :%+L+L+L+...+2in+... a medida que n

22 2 2f
tende para o infinito. Assim essa igualdade com seu simbolo “incompleto” “+...” ¢ meramente
uma escrita Matematica simplificada para elaborar uma afirmacdo “precisa”, ou seja,

S, =1 quando n—o (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 76).

Este processo operacional algoritmico de soma infinita nos possibilita perceber
intuitivamente e racionalmente que essa soma vai se aproximar cada vez mais do numero 1
que ¢ perfeitamente conhecido e identificado. Mas, aceitar esse resultado implica considerar
simultaneamente os aspectos continuos e discretos na conceitualizagdo do numero, pois, 0
discreto possibilita aproximar passo a passo cada vez mais do nimero 1, ja o continuo tratado

por meio do limite nos dird que essa soma tende para 1.

Consideremos agora a situagdo de soma de fracdes que tendem para o infinito, e que

convergem para um numero irracional. Para mostrar isso apresentamos a expressiao

n—

: 1 , - :
lim (1+— , que ¢ uma das defini¢des para o numero de Euler e. Este caso conduz para uma
n

) D . ) ) ) 1 , . ~
1ndeterm1nagao39, pois, a medida que n cresce, infinitamente, — fica proximo de zero, entao
n

** Indeterminagio sio expressdes que ndo possuem um valor predeterminado, ou seja, elas s6 podem ser
avaliadas mediante ao processo do limite (MAOR, 2004, p. 50).
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1 : . 1Y : : :
1+— se aproxima de 1. Portanto, lim (1+—) pode ser interpretado pela indeterminagdo
n n—o n

1 [e¢]

Em uma indeterminagdo, somente a manipulagdo algébrica pode ndo ser
suficiente para determinar o resultado final do processo de limite. E claro que
poderiamos usar um computador ou uma calculadora para avaliar as expressdes para
valores muito grandes de n, digamos um milhdo ou um bilhdo. Mas tais célculos s

poderiam sugerir o valor do limite. Ndo teremos nenhuma garantia de que tal valor
iria se manter para n ainda maior (MAOR, 2004, p. 50).

Esta situagdo desperta a necessidade de compreender o conceito de limite.

Quando dizemos que uma seqiiéncia de numeros a;, a,, as, a4, ..., a, , ...
tende para um limite L & medida que n tende para o infinito, queremos dizer que,
enquanto n se torna cada vez maior, os termos da seqiiéncia ficam cada vez mais
proximos do nimero L (MAOR, 2004, p. 48).

Para termos uma idéia grafica do valor da expressdo lim (l+— vamos considerar

n—o n

uma fun¢io exponencial do tipo f: R— R tal que f(x)=b", com b>0 e b= 1. Esta fungéo ¢

continua®’.

: 1 1
Fazendo f(x)= (1+1) ,com b=1+—>0 e 1+—#1. Isso nos da os valores para os
X X X

quais a funcdo f(x) ¢ definida (dominio), que sdo x<-1 ou x>0.

Observando intuitivamente e considerando a “possivel existéncia” de:

xl_i>n+1w f(x)= lirfl f(x)=e=2,71828. Podemos esbogar o grafico dessa fungao.

O grafico 11 a seguir ilustra esse fato.

* Do ponto de vista axiomatico a demonstragdo dessa continuidade pode ser encontrada no livro de Manoel
Paiva, volume 3, 1995, p. 501-502.
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Grafico 11

v | y2.71828

2

S|
Enquanto a expressao z—n caracteriza, no infinito, o bem determinado e conhecido

n=1

n
numero racmnal um, a expressao hm (l-i-— , NO 1nﬁn1t0, representa um numero que nao
n—o0 n

estd bem determinado, ou seja, ndo € racional.

0
O processo de computacdo permite perceber a natureza da expressao Z—n, ja a

n=1

n—> n

defini¢ao lim [1+— ndo teve sua natureza facilmente desvendada. Por isso, € necessario

tratar o infinito com mais cuidado. Dessa forma, o processo algoritmico resolve varios
problemas, mas se aliarmos com a continuidade (vice-versa), consegue-se fundamentar num

contexto tedrico 0s nimeros irracionais.

3.1 A Construcao Geométrica do Numero de Euler por Intervalos Encaixados

, 1Y, o , , 2
O valor do lim (1+—] ¢ para n infinitamente grande, aproximadamente igual a Z—|
n—o n 0 n!

n=

o0

devido ao desenvolvimento binomial de Newton. A letra e que ¢ denotada por Z—', que
n=0 n.

nesse caso representa um numero que tem casas decimais infinitas e ndo previsiveis. Se
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. . =1 . ,
considerarmos a igualdade Z—=e como um postulado podemos designar qualquer simbolo
n=01:

para representar essa série.

Qual serd o significado do fato de termos fragdes que quando somadas infinitamente,
podem tender ou ndo para um numero racional? Como podemos efetuar somas com parcelas
infinitas? Como ndo conhecemos de fato a verdadeira natureza do infinito, temos que
considera-lo e tentar compreendé-lo, pois, o infinito ndo sdo nimeros, e o valor do numero de

Euler e também nao ¢ exato, devido ao comportamento do infinito.

Diante dessa dificuldade de tratar do infinito precisamos do conceito de limite, que ¢
uma linguagem algébrica, e por sua vez o instrumento que nos faz “acessar” o infinito. E esse

acesso so fica evidenciado no aspecto relacional.

Dentre essas maneiras que definem o numero de Euler e — acreditamos — que a
= 1

expressao Z— ¢ mais facil de manipulacdo e facilita a demonstragdo de sua irracionalidade,
n=01:

pois, trata de uma série de termos positivos em que cada termo da soma diminui rapidamente

devido ao crescimento rapido de (n!) no denominador de cada termo.

Segundo (CARACA, 1984, p. 263): “Uma série de termos positivos nunca ¢
indeterminada — ou converge ou diverge — € a condigdo necessaria e suficiente para que

convirja ¢ que a sua sucessao definidora seja limitada superiormente”.

| N . L e . . ~
Nesta série Z—', a sucessdo definidora ¢ limitada superiormente. Na secao (1.3 do
n=0

o0

o 1 . w1
capitulo 01) justificamos o fato de E —'< 3. De maneira 6bvia E —'> 2.
n=01: n=01:

0

i , - 1 , .
Nosso objetivo neste momento ¢ mostrar que esta definicao Z - estd contida no
o n!

. 1 . o
intervalo /, = [Sn ;S =1 Para isso denotamos a soma dos n primeiros termos por:
n:

Snzzl=l+l+l+l+l+...+l.
g 203 4 nl

No caso da defini¢do do niimero de Euler e a expressao (S,) que o define parcialmente

pode ser ampliado para:
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S=2+l+l+l+ +l+ ! ! !

+ + +...
203 4 T n (D) (n+2)! (n+3)!

Podemos escrever o somatdrio S da seguinte maneira:

B 1{ 1 1 1 }
S=S,+ — + + +...
nl| (n+1) (n+2)(n+1) (n+3)(n+2)(n+1)

1 1 1 1
S<Sp+— + ~+ Tt
nl| (n+1) (n+1)” (n+1)

No interior dos colchetes, aplicamos a formula para a soma de uma série geométrica

infinita a+ar+ar’ +ar’ +...= 1L° para -1<r <1. Logo:
1
1 +1 . .
§S<S§, + - (n—l) . Isto nos permite concluir que:
n!
(n+1)

§<S, +ll = S<Sn+l.
nl'n n!

o0

Portanto, podemos dizer que o numero e=z - estd no interior do intervalo
n=0 n.

1 . , . 1
I, = [Sn;Sn +—' , pois 0 numero e ¢ maior que S, e menor que S, +—|
n! n!

Considerando esse fato podemos dizer que o nimero de Euler e esta compreendido no
intervalo:

Sn<e<Sn+l. (11)
n!

A desigualdade (11) pode ser usada para construir explicagcdes para mostrar a

irracionalidade do niimero de Euler e.

Considerando que uma prova ou demonstracdo estd no “cerne” da estrutura
Matematica, apresentaremos dois argumentos (analitico e geométrico) que mostram a

irracionalidade do nimero e. Presumindo que esse numero seja racional, ou seja, pode ser
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escrito na forma de fragdo de inteiros, e entdo mostramos que esta suposi¢dao leva a uma

contradigao.

. , . . . .~ 41 o
Este procedimento ¢ conhecido como prova indireta ou por contradi¢gdo™ que sdo
métodos usados e aceitos para justificar a veracidade de uma proposicao. Diante disso,

s 42

baseado no “principio l6gico fundamental do terceiro excluido” ™, o absurdo A’ (ao contrario

de A ¢ verdadeiro) pode demonstrar a verdade de A.

A idéia central desta demonstracao da irracionalidade do nimero de Euler e segue este
processo, pois, ndo temos instrumentos matematicos adequados que validam esta afirmacao
de outra maneira, como por exemplo, por um método construtivo. O que fica claro ¢ que a
mente humana, historicamente vém “criando” mecanismos para justificar, perante um sistema

tedrico, a validade ou falsidade de uma proposicao.

3.2 Demonstra¢ao Analitica

A idéia principal desta demonstra¢do ¢ encontrada em varios livros didaticos, como
por exemplo, no livro de Analise Matematica para Licenciaturas de Geraldo Avila publicada

em 2005.

1- Esta demonstragdo ird provar a impossibilidade de escrever o nimero de Euler e

como frac¢do. Entao:

Se o numero de Euler e for racional, pode ser escrito na forma de ’a ,onde p e q sdo

inteiros e o denominador q pelo menos 2.

Multiplicando a desigualdade (11) (S, <e< S, + l') por n! (n>q) e, substituindo e
n.

por P temos:

q

|
ns <L cps +1.

q

Esta desigualdade nos mostra que:

*! Para se demonstrar a verdade de uma proposi¢io A, parte-se da hipotese provisoria de que A’, o contrario de
A, ¢é verdadeiro. Entdo, por meio de alguma cadeia de raciocinio, produz-se uma contradigdo a A’, demonstrando
assim o absurdo de A’ (COURANT & ROBBINS, 2000. p. 103).

* Um dos principios da logica aristotélica é o principio do terceiro excluido que diz: toda proposigio ¢
verdadeira ou falsa, ndo havendo outra possibilidade.
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1.1- O produto de (n!) por S, (n!S,) € um nimero inteiro, pois:

n![1+1+i+l+l+ +l] =n!+n! +345.n+45.n+56.n+ ..+1 ¢éuma
21 3 4 n!

soma de nimeros inteiros positivos.
< n e 2 o : .
1.2- A fragao —p, também € um inteiro, pois, q divide (n!) (Sendo q<n, um dos

fatores de n! = 1.2.3 ... (n-1).n sera igual a q).

Portanto, os nimeros n!S, e n!S;+1 sdo inteiros e consecutivos e nesse instante surge a
contradi¢do, pois, temos um numero inteiro compreendido entre dois nimeros inteiros
consecutivos. Isto nos permite concluir que o nimero de Euler e ndo € racional. Esta prova ¢
interessante, criativa e surpreendente, mas ndo possibilita uma percepg¢do geométrica dessa
explicagdo, ndo que esta percepgdo seja obrigatdria e necessaria. Entretanto, se tivermos um
processo que possibilita visualizar geometricamente essa irracionalidade, podemos facilitar o
desenvolvimento da imaginagdo bem como a compreensao dos procedimentos usados. Pois,
aceitar essa irracionalidade significa dialogar com infinito e a nog¢ao do infinito esta presente

no conceito de continuo.

3.3 Demonstracao Geométrica

Esta demonstrag¢do, at¢é o momento, ainda ndo aparece nos livros didaticos, pois, foi

publicada recentemente por Jonathan Sondow.

: < 1 1 1
2- Esta prova tem como ponto de partida a expressao S=z l'=1+1+5 +§ +Z+
o= n! P34

1 ,
+—' + ..., que define o ntimero de Euler e.
n!

Usamos esta expressdo para construir tantos intervalos quanto se queira de forma que

o “valor” do numero de Euler e pertenca a cada um deles. Para esse fim usamos a

desigualdade (S, <e<Sn+l'). Temos o propdsito de construir intervalos da forma
n!

I, = [Sn .S, +l'} . Diante disso temos:
n.

I, :{Sl,s1 +ﬂ= [23] =2<e<3
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1 55 1
I,=|S,,8 +—|=[—,—+t—]=7[2,5;3]=2,5<e<3
2[222!}[222!][ ]

1 16 16
I, = S3,S3+§ [— ? —] [2,66...;2,8333...] = 2,66..<e<2,833...
I, = S4,S4 +l} _[@ ﬁ —]—[2 70833...;2,75] = 2,70833..<e<2,75
I, = SS,S5+%} —[ﬁ ﬁ Sl]—[2 7166... ;2,725] = 2,7166...<e <2,725

1 1

I, {S(),Sﬁﬂ %% é]=[2,718...;2,719...]:2,718055...<e<2,71944...

Podemos proceder de forma analoga indefinidamente construindo tantos intervalos
quanto se achar necessario. Também, podemos representar cada um desses intervalos I, I, 15,
L4, Is, I¢ etc. numa reta numerada para visualizar geometricamente seu comportamento

graficamente (veja figura 06 a seguir).

Figura 6
2 4
3
12
2,5 3
[3
2,66... 2,83...
14
2,70... ——— 2.75...
15
271... — 2,72...

2,718... _Is 2,719...
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Sera que podemos afirmar que interseccdo de todos os intervalos ﬂ I, € equivalente

n=l1

=1
a série geométrica Z — = e? Para qualquer valor de n>1, as extremidades dos intervalos sao
n=0 n

~ (L a a,+1
fracdes que apresentam a caracteristica - e '
n! n!

(com

1 1 1 1 ) - |
n>2e n _ S, =1+—+—+—+...— e a, diferente do termo geral da série Z —). E o valor
n! o2 3! n! = n!

a,+1 . . 1 . . , .

de & : coincide com §, +— que tem fatorial no denominador, e se nds considerarmos
n! n!

que existe pelo menos um numero no interior de cada um desses intervalos, entdo esse

, ~ N . . ~ .m
numero nao ¢ uma fragdo com denominador (n!), pois, toda fragdao do tipo — (n>0) pode ser
n

escrita com fatorial no denominador:

m_ m(n—1)! _ m(n—1)!

. Fazendo m(n-1)!=P (onde P ¢ um niimero inteiro), pois, (m e
n  n(n-1)! n!

P . ~
=—, ou seja, qualquer fragdo

(n-1)!) sdo inteiros, entdo P também serd. De forma que '
n!

3|3

pode ser escrita com fatorial no denominador.

Observamos que os intervalos assim construidos possuem comprimentos que tendem a

a,+1 a 1

——2 =—|devido ao fato de (n!) estar no denominador e isso nos permite

n! n n

Z€T1ro

levantar as questdes. Sera que pode haver mais de um ponto comum a todos os intervalos, se
os comprimentos dos intervalos tendem a zero? Sera que dois pontos diferentes podem estar

ambos contidos em qualquer intervalo menor que a distancia entre eles?

Uma outra discussdo pode ser levantada em relagdo a esta construgdo, pois, se as

extremidades sdo nimeros racionais, e entre dois numeros racionais ¢ sempre possivel

o0
introduzir um outro nimero racional entre eles, entio como pode a intersec¢io (11, ser
1

n=
Unica e irracional. A questdo aqui ¢ que o processo € infinito e o comprimento do intervalo

tende a zero e neste caso somente a intuicdo ndo ¢ suficiente para compreender este fato.
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Ser4 que esta constru¢do nos permite concluir que ndo € possivel ter mais de um ponto
comum a todos os intervalos? Se nos aceitarmos esta afirmacdo como verdadeira podemos

dizer que o nimero de Euler e, assim construido ¢ irracional.

- , , . a
Isto fica claro se considerarmos que hd um numero racional entre —’; '
n! n!

a,+1

Como todo niimero racional pode ser escrito na forma P (¢ # 0 e g divide n!), entdo temos

a a,+1 . . n!
—’; <P - Se multiplicarmos esta desigualdade por (n!) temos a, <—'p <a,+1.
nl  q n! q
nlp , , o ~ - .
Sabemos que — - € um numero inteiro. Surge entdo a contradicdo que ¢ a presenga de um
q!

numero inteiro entre dois nimeros inteiros € consecutivos. Portanto, temos uma constru¢ao
geométrica que nos ajuda explicar a irracionalidade do numero e, fato que ¢ muito

interessante, pois até entdo tinhamos apenas a explicacdo analitica.

A Matematica segundo (OTTE, 2006, p.75) ou ¢ muito hipotética e abstrata ou muito
instrumental e técnica. Neste sentido, esta prova geométrica da irracionalidade do niimero de
Euler e nos traz uma possibilidade de tornar mais visivel® , hdo s6 a obtencdo do numero e,
mas a prova de sua irracionalidade, pois, a propria construgdo geométrica ja nos direciona
para melhorar a compreensdo da irracionalidade desse numero. E este processo transforma a
irracionalidade do nimero e num objeto menos abstrato € menos instrumental, ou seja, nos
remete ao “interior” do conceito do numero de Euler e, bem como possibilita melhorar a

percepg¢ao numérica do continuo.

Esta constru¢do geométrica por intervalos encaixados, entretanto, propicia um
alargamento de nossa percepcao e nos mostra uma alternativa para o estudo desse numero nao
porque € geométrico, mas porque ¢ uma outra forma de abordar esse tema. Temos convic¢ao
que a constru¢do geométrica ajuda a produzir mais sentidos e significados desse conceito.
Contudo, estas provas sdo na verdade signos que representam relacdes entre idéias, de
maneira que quanto mais formas diferentes de definir ou construir um objeto matematico,

mais util se tornara para aplicacao na propria Matematica, bem como nas outras ciéncias.

Estas duas explicagdes para a irracionalidade do namero de Euler e, nos mostra que a

intuicdo geométrica permeia o processo mental, desencadeando uma constru¢do convincente

* 0 termo visivel utilizado aqui é no sentido de manipulagdo das operagdes, ou seja, fazendo experiéncias com
as defini¢cdes para “entrarmos” na questdo da sua irracionalidade.



120

que possibilite aceitar que os nimeros racionais ndo sdo suficientes para estabelecer o

continuo numérico.

Neste sentido, a compreensdo da irracionalidade do nimero de Euler e ¢ obtida
necessariamente pelo aspecto complementar que ha nos processos operacionais algoritmicos,
que sdo as seqliéncias que determinam o valor desse nimero e a idéia do continuo que ¢ a

noc¢ao de reta ou o espago.

Podemos constatar que estas demonstracdes de irracionalidade do numero e,
principalmente a geométrica, sdo econdmicas, apresentam surpresas € inevitabilidade, que sao
considerados ingredientes basicos numa demonstracao segundo Godfrey Harold Hardy (1877-

1947), pois, sdo elegantes, simples e de facil compreensdo.

As provas de irracionalidade, s6 foram possiveis, devido ao trato com o conceito de
limite que ¢ o instrumento matematico para lhe dar com o infinito. E isto, s6 foi obtido por
meio da generalizacdo, que ¢ conseqiiéncia de uma discussdo sobre explicacdo. Segundo
(OTTE, 2006, p. 75) o conceito de explicagdo ocupa um papel central em nossas praticas,
pois, a Ciéncia Moderna e a Matematica ndo provém explicacdes no sentido desejado. Por
i1sso, essas demonstragdes sdo explicagdes que nos ajudam a aceitar que o numero e €
irracional, pois, na verdade qual ¢ de fato o objetivo principal de uma demonstracdo se nao

nos confortar sobre a veracidade temporal ou ndo de uma determinada proposi¢ao?

A Matematica nunca fornece a “esséncia” das substdncias. Mas, os
fundamentos de uma teoria cientifica ndo devem ser enxergados naquilo que ela
descreve ou explica, ou seja, em sua conformidade com fendmenos observados e
fatos conhecidos, mas ao contrario deve ser vista em sua fertilidade e poder de fazer
predicdes e descobrir novos fatos. Este ponto de vista ganhou forg¢a por fim do
século XIX apenas (OTTE, 2006, p. 85)*.

Nao temos, contudo, a pretensdo de conhecer a “esséncia verdadeira” da natureza do
nimero de Euler e, mas a busca pela compreensdo de seus aspectos tedricos e praticos nos
direciona para o entendimento, que por sua vez propicia melhoramento nas relagdes do
homem com o proprio homem e do homem com os fendmenos naturais. Tentar compreender

os fenOmenos naturais ¢ inerente ao ser ¢ o numero de Euler e, bem como a fungao

exponencial que tem esse nimero como base faz parte desse processo de compreensao.

* Mathematics never gives the “essences” substances. But the foundation of a scientific theory is not to be seen
in what it describes or explains, that is, in its conformity with observed phenomena and known facts, but is rather
to be seen in its fertility and power to make predictions and to discover new facts. This point of view gained
force towards the end of the 19th century only.
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No ultimo capitulo tratamos do aspecto historico, onde evidenciaremos os momentos
historicos relevantes em que esse nimero surgiu no cenario da Matematica e das ciéncias em

geral.



CAPITULO IV

EVOLUCAO HISTORICA DO CONCEITO DO NUMERO DE EULER

Na Matematica existem numeros “importantes” que fazem parte de sua fundamentagao
e que caminha paralelamente com a historia da humanidade. No inicio dos tempos e até hoje,
0s numeros inteiros positivos foram e sdo usados pelos seres humanos tanto para enumerar
quantidades que possuimos como para efetuar medidas, ou seja, na conceitualizagdo de
nimero esta presente o tratamento complementar entre o processo algoritmo de contagem e o

processo continuo de medida.

O surgimento da necessidade de efetuar medidas € inerente ao processo de construcao
do conhecimento humano, devido ao estabelecimento de relagdes com a natureza e
consequentemente com o proprio homem também. As fragdes num contexto pratico e

imediato resolvem a maioria das situagdes problematicas enfrentadas pelos povos.

A curiosidade, inerente do ser humano, de compreender com profundidade as questdes
referentes a nossa existéncia nos leva a observar detalhadamente a natureza, procurando
desvendar os mistérios da composi¢do do universo, procurando compreender os fendmenos
que apresentam ou ndo determinadas regularidades. Nesse caminho encontramos os numeros
irracionais que surgiram inicialmente de problemas de medidas (segmento 4ureo, diagonal do
pentagono regular e diagonal do quadrado, por exemplo) provocando mudanca de atitude no

tratamento dos nimeros.

Dentre os numeros que despertaram e ainda despertam interesse, citamos a raiz
quadrada de dois que ¢ muito usado atualmente para mostrar a necessidade da ampliacdo do

conjunto dos nimeros racionais pela extensdo do conceito de nimero.

Nesse universo temos o nimero 7 que recua a Antiguidade e esta intimamente ligado
a formas circulares como o circulo, j4 o numero de Euler e que surgiu a partir do século
XVI*, provavelmente motivado ndo sé pelas relagdes comerciais promovidas pelo homem,
mas pelo desejo natural do ser humano em expandir seus horizontes e, também, pela

necessidade e curiosidade de conhecer as peculiaridades da relagdo nimero/natureza.

* Na verdade h4 indicios que no calculo financeiro dos babilonios ja havia a nogdo do valor aproximado do
numero e. Porém, a histéria desse nimero confunde-se com a histéria do Célculo Diferencial e Integral.
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Podemos considerar que o nimero de Euler e necessita de uma Matemadtica mais

“sofisticada”, obrigando um tratamento analitico-algébrico da geometria, assim como o

reconhecimento de que para compreender melhor a natureza dos numeros: e, V2 erx é
necessario lidar com processos infinitos, mesmo assim, temos clareza de que a geometria

ocupou e ainda ocupa um papel importante na Matematica moderna.

Quando falamos do nimero 7 nos remetemos ao comprimento ou area de um circulo
€ 0 numero e tém sua origem, aparentemente ligado a logaritmos, juros compostos € a area
sob um ramo da hipérbole. O grande mistério que envolve o nimero e, ¢ o fato de a funcao
exponencial de base e ser igual a sua propria derivada bem como as conexdes que essa fungao
faz com os nimeros 7 e i (unidade imagindria), que sdo nimeros com personalidades tao

diferentes.

Atualmente o nimero 7 e a raiz quadrada de dois sao muito mais conhecidos do que o
nimero e, pois, ¢ ensinado desde o ensino fundamental. Enquanto o numero de Euler e ¢
tratado superficialmente no ensino médio € somente no ensino superior que lhe ¢ dado uma
abordagem mais “profunda”, por meio do Calculo Diferencial e Integral, mesmo assim, o

conhecimento historico da construcao desse conceito ¢ confuso e pouco discutido.

Apresentamos momentos que marcaram historicamente o surgimento e a consolidagdo
do uso do numero de Euler e, tentando evidenciar situagdes que desencadearam a presenca
desse numero na Matematica pura e aplicada. Entretanto, o que podemos dizer ¢ que o
conceito historico desse nimero foi construido tanto pela via do continuo como pela via do
discreto. Mesmo sabendo que no inicio do século XVI ndo se tinha desenvolvido um corpo de
conhecimento fundamentado para o tratamento da continuidade, porém, o aspecto
complementar entre o intuitivo e o racional ajudou a construir conhecimentos que mais tarde
foram fundamentados. Dessa forma, o nimero de Euler e foi obtido num contexto relacional

entre o pratico e o abstrato™.

4.1 As Primeiras Aproximacdes do Numero de Euler

A primeira idéia do nimero e surgiu com o estudo de logaritmos feito por John Napier
(1550-1617) que tem seu nome gravado na historia devido a uma idéia Matematica abstrata

que ele levou aproximadamente 20 anos para desenvolver (MAOR, 2004, p. 17). Esse periodo

% O aspecto pratico se refere a questdo dos juros compostos e a area sob a hipérbole, ja o aspecto tedrico se
refere a nocao de continuidade que esta ligado a idéia do infinito.
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foi marcado por um enorme crescimento do comércio internacional e as transacdes financeiras
de todos os tipos proliferaram. Provavelmente, em conseqiiéncia disso, foram dadas mais

atencao ao processo de crescimento dos juros compostos.

A linha de pensamento de Napier era o seguinte: se pudermos escrever qualquer
nimero positivo como poténcia de um dado niimero fixo (hoje conhecido como base), entdo a
multiplicagdo, a divisdo e a radiciagdo de numeros seriam equivalentes a adi¢do ou a

subtragdo de seus expoentes (MAOR, 2004, p. 19).

Esta preocupagdo fez com que Napier quase tivesse descoberto o valor aproximado da

n—0

. 1 . . ,
expressdo lim (1+—)", conhecido hoje como o niamero de Euler e.
n

Entretanto, o que Napier de fato fez foi chegar perto do valor de (l-l)n para n=10’
n

e . 1 . .
que ¢ para n infinito, proximo de — (MAOR, 2004, 23). Portanto, os logaritmos de Napier
e

nao sdo de base e, por isso ndo podemos afirmar que o valor nimero de Euler e foi descoberto
por Napier. Sendo assim, ¢ mais apropriado chamar de logaritmos naturais ou logaritmos de
base “e” e ndo como logaritmo de Napier ou numero de Napier. Depois da estruturagdo do
n
. . . o : 1 1
conceito de limite podemos usar essa linguagem para justificar o fato de lim| 1-— | =— por

n—>0 n e

meio da seguinte explicagdo:

Considere y = (1 —lj , aplicando o logaritmo natural (In) em ambos os lados:

n
ln(l—l)
N

1
Iny=n ln(l——] , podemos escrever esta expressdo como Iny =
n

S

n—»

s . 0 .
Quando n tender para o infinito tem-se lim ln(y):6 que ¢ um tipo de

indeterminacdo. Para levantar essa indeterminagdo aplicaremos a regra de Guillaume de

I'Hépital (1661-1704) *7 que diz:

*7 A demonstragio desta regra pode ser encontrada nos livros de célculo, como por exemplo, no livro “Célculo
com Geometria Analitica volume 01” (Swokowski, 1994, p. 621-622).
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Sejam f(x) e g(x) fungdes derivdveis em um intervalo aberto ]a,b[ contendo c, exceto

possivelmente o proprio c. Se S tem a forma indeterminada 0 ou 2 em x=c e se g’(x) ¢
g(x) 0
S (x) J'(x)

diferente de =zero para x diferente de c¢, entdo  lim = lim

' desde que
x—>c g(x) xoe g (X)

lim& exista ou lim&
X—>C g (x) X—>cC g (x)

ln(l —lj
n -1

N < limIn(y) = lim 0
g (-]
n n

: o . 1" 1
permite escrever In(y)=-1 para n tendendo para o infinito. Entdo 11m(1 ——j =—.

n—0 n

= o0. Portanto, neste caso temos:

Este desenvolvimento nos

limIn(y) = lim

No trabalho de Napier para o calculo de logaritmos estd implicito o tratamento pela via
do processo algoritmico e o valor do nimero e que ele indiretamente determinou surge de
aproximacodes infinitas, nos conduzindo a construir o valor desse numero a partir da relagdao

. .48
do discreto para o continuo ™.

Numa versao traduzida do trabalho de logaritmos de Napier feita por Edward Wright
(1560-1615) publicada em Londres em 1618 havia um apéndice, provavelmente escrito por
William Oughtred (1574-1660) no qual aparece uma declaracdo que ¢ equivalente a
igualdade log.10=2,302585, e que este parece ser a primeira aparigdo do nimero e na

Matematica (MAOR, 2004, p. 32).

Outro momento em que a presenga do numero e apareceu foi na quadratura da
hipérbole. Quadrar um ramo da hipérbole y = — significa encontrar a area entre seu grafico, o
X

eixo x e as linhas verticais x=1 e x=t. Sendo que o valor da area vai depender do valor de t.

Observe o grafico 12 a seguir:

* A questdo que podemos colocar neste momento é: sera que é possivel determinar o valor do nimero de Euler e
unicamente pela via do continuo? Acreditamos que o continuo nos permite elaborar a lei e o discreto trata de
valores pontuais por meio dos algoritmos.
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Grafico 12

, : . 1 .
Intimeras tentativas de quadrar a area sob a curva y=—, foram feitas ao longo dos anos
X

por grandes estudiosos como, por exemplo, Arquimedes.

No inicio do século XVII com a retomada do calculo dos indivisiveis, retornaram as
tentativas de efetuar a quadratura da hipérbole, Fermat (1601-1665) e Descartes (1596—1650)

tentaram, mas ndo obtiveram sucesso.

Coube a Grégorius de Saint-Vincent (1584—1667) um jesuita belga que passou a maior
parte de sua vida fazendo quadraturas, foi ele que percebeu uma proporcionalidade entre a
area sob a hipérbole e o logaritmo da distancia horizontal (MAOR, 2004, p. 93). Ele
encontrou uma propriedade da area da hipérbole que fez com que os logaritmos de Napier

passarem a se chamarem hiperbolicos (MAOR, 2004, p. 83).

O aluno de Grégorius, Alfonso Anton de Sarasa (1618—1667) registrou pela primeira
vez o uso de uma funcdo logaritmica, em que A(t)=logt representa a area sob a hipérbole.

Hoje usamos A(t)=Int, que ¢ o logaritmo na base e (Int) (MAOR, 2004, p. 94).

O método usado por Grégorius foi por exaustdo, reduzindo o problema a series
infinitas (STRAIN & MITCHELL, 1936, p. 481). Em 1667 o matematico escocés James
Gregory mostrou como calcular logaritmos por aproximacdo das assintotas dos espagos

hiperbdlico por meio da inscri¢ao e circunscri¢ao de poligonos.

Assim, a quadratura da hipérbole torna-se parecida com o célculo de logaritmos, por
isso ha uma relacdo do logaritmo e a hipérbole. Serd que a questdo da quadratura e no caso
especifico quadrar a hipérbole surgiu em funcdo de alguma situagdo pratica ou apenas
exercicio intelectual (intuitivo)? Acreditamos que ai esta presente o desejo do homem de
“dominar” as ‘“coisas”. Nessa busca, o valor do nimero de Euler e esta relacionada com
extensdo linear t (abscissa do plano cartesiano) e a area sob a hipérbole e isso mostra que esse
nimero ndo estd nessa extensdo linear, nem na hipérbole e muito menos na area e sim nas
suas relagdes, ou seja, o numero de Euler e estabelece relacdo estrutural no pensamento

humano e por isso ndo representa um objeto bem determinado.
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O célculo de areas, volumes e de retas tangentes as curvas pode ter dado inicio ao
Célculo Diferencial e Integral, entdo o processo de quadratura abriu caminhos para o
desenvolvimento de assuntos relevantes para a nossa sociedade bem como o desenvolvimento

das séries exponenciais que foram estimulados pelo surgimento do Célculo.

Quando se percebeu por meio do calculo que a fungdo y=e" é igual a sua propria
derivada, o nimero e bem como a fungdo y=e" passou a ocupar um papel central na analise. O
teorema binomial corroborou com a expansdo de séries infinitas (STRAIN & MITCHELL,

1936, p. 484).

Em 1695 Dr. Edmund Halley publicou um ensaio de construgdo de logaritmos e
antilogaritmos, exemplificou e demonstrou a natureza desses nimeros sem qualquer

consideragdao com a hipérbole (STRAIN & MITCHELL, 1936, p. 487).

Willian Jones (1675-1749) foi o primeiro a ter um entendimento claro da natureza dos
logaritmos como expoente e constatou que qualquer numero pode ser base de um sistema de
logaritmos. E bem possivel que Jones foi o primeiro a ter um conceito do niimero e como a

“existéncia” de um numero “exato”, usando-o como base de um sistema de logaritmos.

A construcao do conceito da idéia do numero e foi condicionado aos aspectos sociais e
econdomicos dos séculos XVI, XVII e XVIII, pois, nesse periodo a Europa passou por um

processo de desenvolvimento na industria, navegacao, astronomia € no comércio.

A unificagdo da expressdo analitica algébrica com a lei geométrica (algebra

geométrica) do estudo das fungdes propiciou uma melhor compreensdo da expressao

lim (1+—)" = e. Assim, este nimero foi um dos primeiros a ser definido como um processo
n

n—»

de limite. Constatamos que a construgdo histérica deste numero passou pela

complementaridade entre os aspectos de operagdo e lei.

4.2 Reconhecimento da Possivel Existéncia do Ndmero e

Durante os séculos XVII e XVIII varios matematicos contribuiram para o

desenvolvimento do numero e. A figura central desse periodo foi Leonhard Euler.

Euler nasceu na Basiléia, ao norte da Sui¢a quase na fronteira da Franca, em 15 de
abril de 1707. Aos treze anos de idade matricula-se na Universidade de Basiléia e tornou-se

de imediato o discipulo favorito de Jean Bernoulli (1667-1748).
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Assim Euler, além de magnificamente bem dotado para a Matemadtica, iniciava seu
aprendizado sob a tutela excepcional de um grande mestre, o exigente Jean Bernoulli que

posteriormente, o chamou de “incomparavel principe da Matematica”.

Euler, o mais fecundo de todos os cientistas do século XVIII, publicou cerca de 800
artigos e 50 livros ou panfletos em todos os ramos das Ciéncias, emprestando seu nome a uma
série de assuntos. Abaixo relatamos superficialmente suas principais contribui¢des para as

ciéncias.

Em geometria, circulo, reta e pontos de Euler relativo aos tridngulos,
relacdo de Euler relativa ao circulo circunscrito num tridngulo. Em teoria dos
numeros, critério de Euler, indicador de Euler, identidade de Euler, conjetura de
Euler — “ele também!”. Em mecénica, angulos de Euler. Em andlise, constante de
Euler. Em logica, diagrama de Euler. Em teoria dos grafos, de novo a relagdo de
Euler. Em 4lgebra, método de Euler, acerca da resolucdo da equacdo do quarto grau.
Em célculo diferencial, método de Euler para as equacdes diferenciais. Chegava a
dar vertigem. Iria até o fim. Equacdo de Euler de uma reta sob forma normal e a
equagdo, que ele compartilha com Lagrange, sobre céalculo das variacdes.
Caracteristica de Euler, que ele compartilha com Poincaré, acerca dos poliedros, dos
grafos, das superficies das variedades diferenciais. Relagdo de Euler, mais uma vez,
para os grafos, e relagdo para os tridingulos. Transformagdo de Euler acerca das
derivadas parciais e a relativa as séries. Mas, o problema dos 36 oficiais de Euler. E
uma por¢do de teoremas sobre niimeros perfeitos, a generalizacdo da féormula do
binémio, os grafos conexos. Depois o teorema sobre os poliedros, que funda a
topologia. Sem falar num mote de formulas (GUEDI, 1999, p. 377).

A intengdo desta citagdo ¢ simplesmente mostrar que Euler deixou muitas
contribui¢cdes para a Matematica, ndo temos o propdsito de detalhar os conceitos de suas

obras. Nesse aspecto, o nimero e, foi mais um assunto estudado por Euler.

A morte lhe sobreveio em setembro de 1783, quando em sua prancheta se

encontravam calculos acerca da forca ascensional de baldes aerostaticos.

Na época existia um conceito intuitivo do nimero e. O estudo de Euler deu
consisténcia, propiciando a utilizagdo em vdarias areas do conhecimento de forma que
consolidou a “possivel existéncia” do numero e. Ele determinou o valor do niumero e a partir

do desenvolvimento binomial de Newton, constatando que:

ez]+l+l+l+l+,_+l

20030 4 T p

Este nimero ¢ chamado também, o nimero cujo logaritmo hiperbodlico €
um. Esta frase bem como a letra e foi divulgada em 25 de novembro de 1731, mas
em 1862 apareceu um manuscrito em que Euler, ja havia usado a letra e por volta de
1727 ou 1728 para designar “e denotat numerum, cuius logarithmus hyperbolicus
=1" (STRAIN & MITCHELL, 1936, p. 489).
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A primeira apari¢do de e em um trabalho publicado foi na Mechanica de Euler (1736),
em que ele estabelece as fundamentacdes da mecanica analitica. Por que teria escolhido a letra
e? Nao existe um consenso geral. De acordo com um ponto de vista, Euler a escolheu porque
e ¢ a primeira letra da palavra exponencial. Mas provavelmente a escolha ocorreu-lhe
naturalmente, como a primeira letra “ndo usada” do alfabeto, ja4 que as letras a, b, c e d
aparecem freqlientemente em outras partes da Matematica. Parece improvavel que Euler tenha
escolhido a letra e por ser a inicial de seu proprio nome. Ele era um homem muito modesto e
amiude, atrasava a publicagdo de seu trabalho para que um colega ou estudante pudesse
receber o devido crédito. De qualquer forma sua escolha do simbolo e, como varios de seus

simbolos, foram aceitos universalmente (MAOR, 2004, p. 203-204).

=1
Euler reconheceu que a soma da série (Z—'Ze) ¢ também a base do sistema de
n=0 n.

logaritmos hiperbdlicos. De forma que o valor nimero de Euler e foi usado por um longo
periodo sem uma explicacdo coerente, pois a autoridade de Euler era tanta que as pessoas da

€poca usavam sem questionamentos.

O niimero de Euler e com suas aproximacdes estavam identificados e a sua natureza
transcendental ndo era conhecida até a metade do século XVIII, porém, suas aplicagdes
estavam sendo utilizadas na trigonometria, no calculo, logaritmos etc., com isso, varias

aproximacoes envolvendo o nlimero e surgiram.

Newton também, deduziu e, € e “e”, usando o teorema binomial (STRAIN &

MITCHELL, 1936, p. 485).

Leibniz obteve as séries de e* ¢ €™ por integragdo (STRAIN & MITCHELL, 1936, p.

486). Usando fracdes continuas, Euler obteve também as aproximacdes das seguintes

1 -1 1 e’ -1
relagdes: ——. 62 : e+1, ¢ e Je (STRAIN & MITCHELL, 1936, p. 491).
e— e—

N X s
Euler usou a expressdo €= (1+—=)" com n tendendo para o infinito para escrever o
n

valor do nimero e com 23 casas decimais. Este processo usado por Euler ¢ um exemplo da
no¢ao de complementaridade, pois, utiliza o aspecto discreto operacional numa perspectiva
continua para determinar esses digitos. Nessa expressdo Euler foi mais longe ao substituir x
por valores imaginarios i e até mesmo nimeros complexos da forma z=a+bi, abrindo caminho

para a teoria de Funcdes de Varidveis Complexas.



130

Em 1849 F.J. Studnicke em seu trabalho Fortschitte apresentou 113 casas decimais
para o nimero e. No ano de 1884 J.W Boorman publicou numa revista Matematica 346 casas

decimais para o numero e (STRAIN & MITCHELL, 1936, p. 493).

4.2.1 O Método Usado por Euler para o Calculo do Valor do Numero e

No livro de José J. M. Sousa Pinto Intitulado “Métodos Infinitesimais de Anélise

Matematica” publicada em 2000 nas paginas 23 e 24 ha uma explicagdo do processo que
. 1 1 1 1

Euler utilizou para chegar a expressdo e=1 + 1 + — + — + — + ... + —+ ... Este
2! 3! 4l n!

procedimento foi publicado em 1748 em introducdo a analise de infinitos para justificar o

calculo do valor do valor niimero e.

O Método consiste em considerar a’=1 (a>1) entdo, para um valor € infinitamente
pequeno, vale a igualdade:

a £ 1+k € com k inteiro positivo.

X
Se x designar um numero real positivo, entdo ; sera, na propria linguagem de Euler,

um numero infinitamente grande que identifica a um nimero v que caminha para o infinito.

X

Entdo, podemos escrever - =V eisso implica X = V& , por isso podemos escrever:

a’ = 1+ ké‘)v ,como € = ; podemos escrever:

a’ = (I+ _)V , daqui para frente Euler aplicou o desenvolvimento binomial ficando
v

com:

a* = (1+E)V:1+v[@]+ vv—1) [ﬁjz - v(v=1)..(v—n+1) [Ej” .\
%

v 2! % n! %

2 _ _ _ n
DT 2 O N e e et | 2 NSRS P
1t v 2 v v n!
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Euler considerou o fato de que v ¢ infinitamente grande, sem nenhuma preocupacao

ele escreveu:

._.
Il
Il
Il
Il
Il
Il

..... Por isso a expressdo (12) tem o seguinte

desenvolvimento:

n

ka 2
a* =(1 +—)V=1+£k+x—k2 .t k" +.... Fazendo k=1 temos:
% 1! 2! n!

2 n
X X x X :
a*=(1+=)"=l+=+-—+...+—+.... Se chamarmos a de e esta igualdade pode ser
v I 2! n!
escrita como:

v 2 n

X X X X

e’ = (1 +—) =1 +F+7 Fet Portanto, o valor de e para x =1(um ponto na
v ! ! n!

curva) que sera definido por:

e= (1+lj = 1+1+%+...+l|+.... Claro que o valor de v representa um valor que
% ! n!

tende para o infinito.

Neste calculo estd claro o uso dos infinitesimais, mesmo ndo tendo, na época um
tratamento rigoroso do infinito. Euler trabalhava “normalmente” sem se preocupar com 0s

possiveis erros que isso poderia ocorrer.

Nesta computacdo dos digitos para o nimero e estd presente o processo operacional
em que esses digitos sdo calculados um a um, ao mesmo tempo precisamos nos relacionar
intuitivamente e logicamente com o infinito para aceitar esse procedimento, ou seja, como
determinariamos o valor desse nimero sem nos defrontarmos com o infinito? Diante disso, a
nocdo de complementaridade se faz presente exatamente na necessidade de enfrentarmos o

carater continuo dos nameros reais.

Que bom que houve nessa época uma procura por conhecimentos sem se estar
“interessado” nos seus fundamentos, pois, se primeiro imaginarmos um fato e depois
tentarmos fundamenta-lo, também faz parte do processo de ‘“criagdo” do conhecimento
matematico, e se ndo conseguirmos fundamenté-lo deixamos para proéxima geragdo verificar a

validade ou nao desses fatos. Pois, 0 aspecto racional ou légico aliado com nossa imaginagao
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transcendental®® nos remete ao estudo e possivelmente a compreensdo dos fenémenos

inerentes a nossa existéncia.

4.3 A Natureza do Numero e
Devido a estreita conex@o entre os numeros e, i € T por meio de varias féormulas, como

por exemplo, e”' +1=0, as investigagdes da natureza desses numeros foram alcangadas

praticamente a0 mesmo tempo.
Euler trabalhou com fragdes continuas e observou que:

1°) se o nimero € racional, a fragdo continua ¢ finita, por exemplo:

15 3 1
=34 =34
T

3

2°) o niimero e produz uma fra¢do continua infinita, portanto ¢ irracional.

e=2+
1
1+
1
2+———
3

S I
4+

S5+...
A primeira pessoa que apresentou uma prova “legitima” da irracionalidade do numero

e foi Johann Heinrich Lambert que usou o trabalho de Euler de fragdes continuas. Lambert

, usando o desenvolvimento de Euler da fragao

desenvolveu o valor da fragdo continua — "
e’ +

. A partir destas fragdes continuas Lambert provou duas proposigdes fundamentais, a

saber:
Se x é um nimero racional diferente de zero entéo e* ndo pode ser racional.

* A palavra transcendental usada aqui ndo tem nada de mistico e sim objetiva retratar a busca incessante de

formas diferentes de interpretar e/ou criar novos conceitos.
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2. Se €* ¢ um numero racional diferente de zero entdo x ndo pode ser racional. De

1 e 2 segue que e ¢ irracional. (STRAIN & MITCHELL, 1936, p. 494).

Em 1815 Jean Baptiste Joseph Fourier (1769-1830) deu uma prova simples da
irracionalidade do nimero e por meio de séries’’. Esta é uma prova tradicional encontrada

atualmente na maioria dos livros desse assunto.

Até o inicio do século XIX, era sabido que os niimeros racionais juntamente com o0s
numeros irracionais formam o conjunto dos numeros reais. Por volta de 1850 foi “descoberto

ou criado” um novo tipo de nimero.

“A maioria dos nimeros que encontramos na algebra elementar podem ser imaginados
como solugdes para equagdes simples; mais especificamente eles sdo solucdes de equagdes

polinomiais com coeficientes inteiros” (MAOR, 2004, p. 246).
, 3 ~ “ . ..
Por exemplo, os nimeros -2, 2 e +/3 sdo raizes das equagdes polinomiais x+2=0, 4x -

3=0 e x*-3=0 respectivamente. Lembrando que o niumero i=+/—1 pertence a esse grupo,
pois, 1 € raiz da equagdo x*+1=0, porém, neste momento estamos tratando somente dos

numeros reais.

Até niimero com aparéncia complicada como 3\/(1—\5) ¢ uma raiz da equagdo

x°-2x7-1=0, como se pode verificar facilmente:

Seja x = 31/(1—\/5) , elevando ao cubo ambos os membros dessa igualdade temos o

3

seguinte resultado: x° = 1 2. Agora se elevarmos ao quadrado a igualdade x>-1=4/2,

ficaremos coma seguinte equagio x°-2x>-1=0.

“Um nimero que satisfaz (¢ uma solucdo de) uma equagdo polinomial com
coeficientes inteiros ¢ chamado niimero algébrico” (MAOR, 2004, 246). A questdo que se

discutia no inicio do século XIX era o seguinte. Existirdo nimeros irracionais nao algébricos?

Em 1844 o matematico francés Joseph Liouville (1809-1882) apresentou numeros

P N SN
101! 102! 103! 104! e

irracionais nao algébricos, citando como exemplo o numero

" A prova analitica da irracionalidade do ntimero de Euler e, apresentada no capitulo trés segue a idéia de
Fourier.
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“Um numero real ndo algébrico ¢ chamado de transcendental. Nao hé nada de
misterioso nessa palavra, ela indica meramente que esses numeros transcendem (vao além) do

reino dos numeros algébricos” (MAOR, 2004, p. 247).

Os numeros irracionais surgiram de um problema comum da geometria (medida),
enquanto os numeros transcendentes foram criados para depois provar sua ‘“‘possivel
existéncia”. Portanto, o numero e ndo satisfaz nenhum polindmio p(x) com coeficientes

inteiros, por isso, ele € transcendente.

A partir desse momento comegou o esfor¢co para provar a transcendéncia de alguns
nimeros irracionais, como por exemplo o numero e, e m. Charles Hermite (1822-1901) em
1873 provou a transcendéncia de e. O proprio Hermite deu a seguinte aproximagao racional

para e € e*:

1K

o= 58,291 e (14) ¢ 158,452

(13) e=
21,444 21,444

A aproximacgao (13) tem um valor decimal de 2,7182894 que esta muito proximo do

valor ”verdadeiro” (MAOR, 2004, p. 249).

A prova da transcendéncia do numero e de Hermite abriu caminho para Carl Louis

Ferdinand Lindeman (1852-1939) em 1882 provar que o nimero & ¢ transcendente.

Com essas descobertas, a longa busca sobre a natureza das proporgoes do
circulo chegou ao fim. A transcendéncia de m acabou de uma vez com velho
problema de construir, usando compasso e esquadro, um quadrado com uma area
igual & do circulo. Este problema tinha obcecado matematicos desde que Platdo, no
século III a.C, determinara que todas as construgdes geométricas deveriam ser feitas
apenas com um compasso ¢ um esquadro (uma régua sem escala marcada). Sabe-se
muito bem que esse tipo de construgao s6 pode ser realizado se os comprimentos de
todos os segmentos de reta envolvidos satisfizerem certo tipo de equacao polinomial
com coeficientes inteiros. A area do circulo de raio unitario € m; assim, se esta area

for igual a area de um quadrado de lado x, teremos x?>= ¢ dai X =~/ 77 . Mas, para

construir um segmento com esse comprimento, V7 - e, portanto, m -, devem
satisfazer uma equacao polinomial de coeficientes inteiros, tornando-o um nimero
algébrico. E como m ndo ¢é algébrico, tal construcdo ¢ impossivel (MAOR, 2004, p.
249).

Neste trabalho ndo temos como objetivo provar que um nimero especifico ¢ ou nao
transcendente, pois, esse procedimento ¢ muito complicado e ndo estd no alcance deste
trabalho. Nossa preocupacao ¢ simplesmente navegar na historia, procurando compreender os
momentos em que O numero e tornou-se importante para a compreensdo de questdes

fundamentais da Matematica.
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A descoberta dos niimeros transcendentes ndo provocou o mesmo choque
intelectual que os nimeros irracionais tinham causado dois mil e quinhentos anos
antes, mas suas conseqiiéncias foram igualmente significativas. Ela mostrou que, por
tras da aparente simplicidade do sistema de ntimeros reais, ocultam-se muitas
sutilezas, sutilezas que nao podem ser notadas simplesmente olhando-se a expansao
decimal de um numero. Mas a maior surpresa ainda estava por vir. Em 1874 o
matematico alem@o George Cantor fez a espantosa descoberta de que existem mais
numeros irracionais do que racionais, € mais numeros transcendentes do que
algébricos. Em outras palavras, longe de serem excentricidades, a maioria dos
numeros reais € irracional e, entre os nimeros irracionais, a maioria € transcendental
(MAOR, 2004, p. 251).

Atualmente, o valor 2,718281828°' que é o valor aproximado do nimero e, recebe
varios nomes, tais como: constante logaritmica, nimero de Napier, constante de Euler, base
do sistema de logaritmos naturais, entre outras, ou seja, ndo existe consenso quanto ao
tratamento de seu nome. Acreditamos que a base do sistema de logaritmos naturais € mais
conveniente, pois esse numero € a funcdo que tem esse numero como base surge de forma

inevitavel no estudo de fendmenos naturais. Mas, qual ¢ a verdadeira esséncia do nimero e?

O que nos deixa intrigado € o mistério que envolve a natureza dos nimeros. Como ¢
possivel a “existéncia” dos numeros irracionais? Até que ponto essa compreensao nos remete
a melhorar nosso conhecimento sobre o universo? Estd claro, que para preencher as lacunas
deixadas na reta, pelos numeros racionais, e para estabelecer o continuo numérico, os
nimeros irracionais sao necessarios, € com isso propicia a consolidacao dos fundamentos da

Matematica, mas como fica a relacdo dos fendmenos naturais € os nimeros irracionais?

O processo de obtengdo do nimero de Euler e ao longo da Histéria da Matematica
passou pela dupla raiz que ha na idéia de fungdo, pois, foi obtido tanto do ponto de vista
computacional operativo como pela lei (um ponto de uma curva), por isso o estudo desse

numero deve ser historico na perspectiva complementar entre os aspectos discreto e continuo.

Podemos dizer que o nimero 7, o nimero de ouro ¢ a raiz quadrada de dois surgiram
de problemas geométricos que envolvem a imaginagdo humana e das formas da natureza,
enquanto o numero de Euler e pode ter surgido de questdes geométricas e também de questdes

comerciais motivado pela relagdo com o proprio homem. O que nos deixa intrigado ¢ a
proximidade de seus valores: 1,41...para \/5; 1,618... para o namero de ouro; 2,71828... para

o numero e; ¢ 3,14...para 7. Serd que existe outro nimero com magnitudes proximas destes

valores e com qualidades tao importantes? Isto ¢ obra de Deus? Do homem? Ou de Ambos?

1 . . ,
> No anexo 4 apresentamos 795 casas decimais para o nimero e.



CONSIDERACOES FINAIS

A consolidagdo da Educacdo Matematica passa obrigatoriamente pela reflexao
historica e epistemoldgica. Nesse sentido, esta relacionada com o aspecto pratico e filosofico
do conhecimento humano propiciando um estudo cientifico e pedagdgico que possibilita o

entendimento da necessidade de se estudar este ou aquele topico.

Este trabalho nos possibilita perceber que ndo existe uma maneira tnica ou um unico
estilo de estudar e ensinar um determinado objeto matematico, pois, esta ciéncia se
desenvolveu ao longo de sua histoéria por meio das variedades de suas aplicagdes, bem como
nas formas diferentes de abordar a mesma situagao problema. Entretanto, o tratamento de um
assunto por linguagens Matematicas diferentes propicia aumento das possibilidades de

entendimento e de aplicacdes.

O conhecimento matematico produz uma expansdo positivamente literal da
consciéncia nos permitindo observar com mais clareza as relagdes que se estabelece entre o
homem e a natureza, pois, s6 o aparato sensorial pode nos levar a conclusdo equivocada de
um acontecimento devido ao fato de que nosso cérebro, ao que parece, ndo dispde da
engenharia Matematica necessaria para lidar com o infinito. Porém, o aspecto sensorial aliado

com a razao possibilita o entendimento do processo de constru¢do do conhecimento.

Para o estudo e compreensdo de como determinado fendmeno acontece desta e ndo de
outra maneira, busca-se por meio dos nimeros e formas geométricas a transformacao de parte
do mundo real em modelos que expressam essa realidade por meio de padrdes ou sinais, ou
seja, de relagdes que sdo formuladas em nossa mente a partir de atividades nao lineares pré-

estabelecidas.

No estudo historico e epistemologico da Educagdo Matemadtica esta presente a nogao
de complementaridade, pois, o sujeito € o objeto estdo conectados pelos meios e pelas
atividades cognitivas que se relacionam e se complementam na explicagdo de um determinado

conhecimento, seja ele matematico ou nao.

Diante disso, esta claro que o numero representa uma relagdo entre grandezas e por
isso, ndo pode se dissociar da nocdo de complementaridade. Todavia, esta no¢dao nao fornece
uma explicagdo definitiva sobre o conceito dos numeros irracionais € nem do numero de Euler

e. Entretanto, ndo tivemos a pretensdo de apresentar explicagdes definitivas, apenas discutir
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possibilidades de apresentagdo e compreensdo deste tema, pois, quando conseguirmos por fim
explicativo num determinado conceito perde-se o sentido de entender suas possibilidades
relacionais. Portanto, a caracteriza¢do dos nlimeros irracionais pela via geométrica e por meio
de semelhancas nos ajuda a perceber a relagdo que had entre o mundo discreto e o mundo

continuo.

Neste trabalho fizemos um estudo da constru¢do do conceito do numero de Euler e
bem como da funcdo exponencial de base e para evidenciar sua importincia tanto na
fundamentagdo teorica da Matematica como na resolu¢do de modelos que se aproximam da

realidade, buscando na no¢ao de complementaridade o sentido dessa importancia.

Isto foi necessario porque consideramos que este nimero desde o seu surgimento até
os dias de hoje se apresenta de maneira superficial tanto no ensino médio como no ensino

superior.

O que de fato procuramos fazer foi fornecer um tratamento operativo algoritmico
(discreto) associado a exposi¢do do aspecto continuo da lei, buscando sua compreensdo no
duplo sentido do conceito de fun¢do. Este empreendimento possibilitou perceber que a
questdo da continuidade assim como o processo algoritmico operativo esta presente na

instabilidade exponencial em que os fendmenos atuais estdo inseridos.

Durante todo o nosso estudo estivemos preocupados em mostrar o elo que existe entre
esse numero e as questdes internas da Matemadtica e com os modelos que trata as demais
ciéncias. Podemos considerar que o aspecto relacional complementar entre o discreto e o
continuo na conceitualizagdo do nimero e consequentemente o nimero e, ¢ essencial para

compreender 0s motivos que torna este nimero importante.

A obtencdo do numero de Euler e por varias maneiras diferentes possibilitou analisar
que este objeto tem representagdes ou intensdes que o determina, porém, cada uma dessas
representacdes apresenta caracteristicas proprias que na pratica imediata tem sentidos
diferentes, ou seja, uma determinada representagdo desse objeto pode convergir mais

rapidamente que a outra e isso num contexto pratico pode ter conseqiiéncias importantes.

Devemos, portanto, compreender que essas equivaléncias ocorrem apenas no campo
tedrico, pois, ¢ neste campo que lidamos com o infinito, e isto por sua vez ¢ necessario para
estabelecer o sentido do estudo da fundamentagio tedrica da Matematica. E nesse aspecto que
a nocdo de complementaridade torna relevante, porque conecta o aspecto operacional do

calculo dos digitos desse nimero com a questao da continuidade.
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As representagdes ou as intensdes que propiciam a determinagdo do niimero de Euler e
foram obtidas por um algoritmo operativo elaborado a partir dos juros compostos e isso
propiciou representar o numero e por um binomio que aliado com a propriedade de
“passagem ao limite” permitiu escrever o valor desse nimero por meio de uma série. Este fato

possibilitou determinar o seu valor com uma boa aproximagao.

O estudo de séries e o fato de a fungdo (y=e*) ser igual a sua derivada facilitou a
representacdo dessa fungdo como uma série. E isso possibilitou a constru¢do de um grafico
continuo dessa fungdo de forma que esse numero pode ser obtido como um ponto de uma
curva. Isto nos mostra que esse objeto matematico se apresenta de formas diferentes, porém,

complementares.

Todavia, para determinar esse valor precisamos de um algoritmo, em que o valor do
numero e sera obtido quando x=1, ou seja, por um lado temos a funcdo tratada como

processos operacionais e por outro esta fungdo ¢ tratada como uma lei continua.

Entretanto, para computarmos os digitos desse niimero, precisamos tanto do aspecto
operativo como do aspecto da lei, por isso podemos dizer que esse numero esta na atividade

relacional, ou seja, ndo existe fora de um contexto pratico ou tedrico.

Se nos tratarmos esse numero apenas sob um desses pontos de vista acarretara
dificuldades de aprendizagem, pois, s6 o processo operativo ndo permite discutir a
continuidade e s6 o processo da lei ndo desencadeara o entendimento da necessidade do uso
de métodos computacionais. Isto reforca a idéia da constru¢dao do conceito desse nimero pela

complementaridade entre o discreto e continuo.

O ntmero de Euler e assim como a fungdo exponencial de base e esta presente
também em questdes histéricas que levaram séculos para serem resolvidas. Estamos nos
referindo a quadratura da hipérbole que s6 foi desvendada a partir da compreensdao desse

numero. Este estudo permitiu resgatar esse aspecto historico para propiciar uma alternativa de
L . . ) 1

explicacdo tanto da derivada da funcdo (y=Inx) como da integral de (y =—), bem como
X

elaborar um sentido geométrico para o numero de Euler e. Isto ¢ importante porque mostra
que esse nimero ajudou a construir conceitos importantes da Matemadtica. E somente por
meio de um estudo historico e epistemologico € que podemos suscitar as idéias centrais dos
assuntos presentes atualmente na Matematica, ou seja, indo além de um formalismo imediato

que apenas define e demonstra.
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Embora o termo complementaridade, no inicio do século XVII ainda ndo tinha sido
usado, fica claro que nos processos usados para quadrar figuras, como por exemplo, na
hipérbole esta presente o aspecto relacional entre os processos operacionais € a questdo do
continuo, porém, esse continuo, nessa €poca ainda ndo era tratado com uma linguagem formal

€ sim intuitivo.

A Matematica tem uma caracteristica propria que faz com que seu corpo de
conhecimento na forma axiomatizada ou construida seja utilizada na interpreta¢do dos mais
diversos tipos de fenomenos. A questdio ¢ como pode uma determinada teoria criada
aparentemente sem nenhuma pretensao pratica ser utiliza posteriormente na resolugdo de
problemas tdo dicotdmicos? Acreditamos que intuitivamente qualquer teoria de uma forma ou
de outra esteja ligada a uma questdo em particular, pois, por mais abstrato que seja um topico,

o mesmo pode resolver uma situacao especifica interna ou externa da Matematica.

A fungdo exponencial de base e sO6 ¢ utilizada na resolugdo de problemas de
crescimento ou decrescimento porque € igual a sua propria derivada. Agora este fato tedrico
ajuda a fazer previsdes seja na questdo populacional, radioatividade ou uma situagdo fisica
pré-estabelecida etc. O que podemos observar ¢ que na natureza ha fenomenos que de uma
forma ou de outra cresce ou diminui rapidamente ou ndo. Entdo a funcdo de base e foi
“criada” depois da observacdo e do estudo desses acontecimentos, ou seja, 0 homem procura

entender para “dominar” e para isso cria instrumentos para esse fim.

Esta funcdo, portanto, se tornou uma ferramenta para o homem estabelecer relagdes
com os fendmenos de seu interesse. Nesse processo relacional a fun¢do exponencial de base e
tratada sob os aspectos complementares entre a operagdo e a lei possibilitam melhorar nosso

conhecimento sobre a continuidade da reta, do espago € dos nimeros.

A 1maginacdo humana pode criar relagdes, mesmo sabendo que essas relagdes
apresentam caracteristicas intrigantes. O que Euler fez com as manipulacdes das foérmulas,
como por exemplo: (e*=cosx + isenx) e e +1=0, a principio apenas como exercicio mental

possibilitou ampliar nosso campo do conhecimento, criando as Variaveis Complexas.

O que tem em comum 0 nimero e com 0S numeros primos, a espiral logaritmica, a
unidade imagindria e o numero =z ? Estas conexdes podem ndo resolver problemas do
cotidiano imediato, mas provocam em nossa mente indagacdes importantes desencadeando
atividades cognitivas que podem levar ou ndo a ampliacdo de nossas perspectivas atuais sobre

um determinado objeto matematico. O que tem de mais importante nesses fatos matematicos ¢
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que eles so surgiram devido ao tratamento complementar que ha entre o discreto e continuo na
conceitualiza¢do de qualquer objeto matematico. Por isso, que a no¢do de complementaridade

esta presente na construcao de conceitos.

As demonstragdes estdo no amago da teoria Matematica e por isso as afirmacdes
devem ser conseqiiéncias de defini¢des precisas, o que inclui premissas bem estabelecidas, os
axiomas e por fim um sistema axiomatico que sustenta determinada teoria. Porém, se
conseguirmos perceber determinada demonstracao isso podera facilitar na concepcao de um

determinado conceito.

Neste trabalho apresentamos uma explicagdo para a irracionalidade do numero de
Euler e com o objetivo de melhorar a compreensado desse fato. Esta explicagdo construtiva por
intervalos encaixados ¢ na verdade uma atividade cognitiva relacional que utiliza uma das

representacdes do numero e para possibilitar o entendimento dessa irracionalidade.

O que queremos de fato mostrar com as explicagdes da irracionalidade do numero de
Euler e, seja pela via geométrica, aritmética ou analitica ¢ que a percepcdo/mentalizagdo da
irracionalidade nao pode ficar simplesmente caracterizada pelo fato do ndo racional, pois essa
percepcao depende dos sentidos. E € nesse aspecto que a variedade na forma de abordar essa
irracionalidade ganha consisténcia, coeréncia e possibilidades de defini¢cdes, conexdes e
aplicagdes tanto na Matemadtica como em outras ciéncias. No entanto, creio que o aspecto
geométrico da explicacdo da irracionalidade propicia uma percep¢ap/mentalizacdo do
continuo. J& em outras explicacdes essa mentalizagdo fica mais complicada. Pois, para o
conhecimento chegar ao nosso cérebro hd necessidade dos sentidos e esses sentidos sdo

relacionais.

Contudo, s6 cremos nessa irracionalidade porque ndo conhecemos as verdadeiras
caracteristicas do continuo, mas a constru¢do algoritmica facilita o tratamento desse conceito.
O que tinhamos até entdo nos livros didaticos era uma explicagdo analitica desse fato, que nao
proporciona desenvolvimento de atividades visuais (mentaliza¢do) para compreensao de que a

irracionalidade esta diretamente ligada a continuidade.

A construcao do conceito de nimero irracional depende de nog¢des do infinito e limite,
ou seja, este conceito nao pode ser apenas definido, tem que ser construido, porém, tera
dificuldades logicas nessa constru¢do. Mas, essas dificuldades nos ajudam a perceber que as
conexoes entre a continuidade dos numeros, do tempo e do espaco sdo complexas, mas muito

interessante de serem discutidas na sala de aula.
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O que permitiu examinar a irracionalidade do nimero e foi o tratamento complementar
entre o aspecto operativo algoritmico na constru¢ao dos intervalos, por um lado, e, por outro,
a questdo do conceito intuitivo do continuo. Considerando que este processo foi mediado pela
reflexdo na comparacao de intervalos cada vez menores, ou seja, o valor desse nimero esta
compreendido entre dois numeros racionais. Entretanto, no infinito, o comprimento do
intervalo tende a zero e por isso podemos discutir que esse nimero, que ndo pode ser escrito
na forma de fragdo ¢ inico no interior desse intervalo. Esta conclusdo bem entendida nos

encaminha para a compreensdo da no¢ao de continuidade via aspecto relacional.

Os numeros racionais sao necessarios, mas nao suficientes para representar todos os
numeros, diante disso, a compreensao de como os numeros reais foram construidos ao longo
da histéria € importante, e isso nos mostra o processo usado para lidar com o infinito por meio

do conceito de limite.

As estratégias utilizadas para explicar a continuidade dos numeros discutidos aqui
possibilitaram a fundamentacdo tedrica da Matemadtica, pois, esta fundamentacdo era
necessaria porque a Matematica € o instrumento utilizado por outras ciéncias. Todavia, estas
construcdes surgiram no final do século XIX e o termo complementaridade como vimos foi

introduzida na fisica no inicio do século XX.

Na Educagdo Matematica esse termo surgiu na década de setenta, mas podemos
perceber que nessas construgdes dos nimeros reais estdo presentes os aspectos relacionais,
pois nelas ora se trabalha no aspecto continuo ora se trabalha no aspecto discreto. Entretanto,

o conceito de nimero irracional serd concebido no elo entre esses dois aspectos.

O que normalmente se v€ nos livros didaticos de Matematica ¢ a introducao dos
numeros irracionais por meio da diagonal do quadrado de lado unitario, ou seja, a raiz
quadrada de dois que ¢ uma relacdo entre as grandezas que representa a medida de seus lados
(uma comparacao relacional entre grandezas). Pretendemos que este trabalho possa também,
propiciar ao professor de Matemadtica, mais uma possibilidade de introducdo dos ntmeros

irracionais por meio do processo algoritmico de constru¢do do nimero de Euler e.

Podemos dizer também, que se nos introduzirmos a questdo da irracionalidade por
meio do nimero e, evidenciaremos a construcao desse conceito € isso pode fazer com que nos
o utilizamos, seja como base de fungdes exponenciais ou como base dos logaritmos, ou seja,
utilizaremos esse conceito com mais freqiiéncia no ensino médio, mostrando com isso a sua

importancia ndo s6 na fundamentacdo da Matematica como também na interpretacdo de
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fendmenos naturais. Acreditamos que isso ¢ “mais importante” que os estudos dos logaritmos

na base cinco, por exemplo.

Se considerarmos que numeros sao instrumentos usados para calcular, entdo o niumero
e, que ¢ um postulado (a letra e ¢ apenas um simbolo que representa uma construcdo infinita)
pode ser tratado como um numero, pois como vimos podemos elaborar seqiiéncias que o
determinam na precisdo que desejarmos. A questdo € que a obten¢do do numero e por
intervalos encaixados nos convida a “entrarmos” na no¢ao do infinito, bem como na questao
do continuo. Isso significa que ndo ficamos apenas num mundo discreto, fato que ¢ comum no

ensino da Matematica atualmente.

O carater historico da constru¢do do conceito do numero de Euler e ¢ interessante
porque enquanto os nimeros 7, a raiz quadrada de dois e o nimero de ouro estdo ligados
historicamente ao aspecto de formas geométricas, o nimero e teve seu estudo motivado tanto
pela questdo geométrica (quadratura da hipérbole) como pela questdo comercial (juros

compostos).

Uma questdo importante € o porqué que esse numero surgiu de forma clara somente a
partir do inicio do século XVII? Como este niimero foi o primeiro a ser definido como limite,
creio que o conceito desse nlimero estd diretamente ligado a compreensao da continuidade dos
numeros. Outra questdo interessante ¢ como eram tratados os fendmenos de crescimento ou
decrescimento exponencial antes do século XVII, ou seja, sem o conceito do nimero e?
Acreditamos que uma provavel resposta ¢ o fato de que no auge da idade média com as
incursdes da navegagdo, havia necessidade de fazer previsoes e isso possivelmente estimulou
e ainda estimula o desenvolvimento de modelos que representa a natureza de forma mais fiel

possivel.

O conhecimento histérico deste numero possibilita perceber que a construcdo do
conhecimento nao ¢ linear, € nesse contexto nota-se que este conceito pode ser tratado de
forma construtiva evidenciando suas dificuldades no aspecto de consolidagdo de sua “possivel

existéncia”.

O processo de ensino-aprendizagem tem a forma de uma espiral logaritmica, ou seja,
nunca se fecha e sim aumenta suas caracteristicas e peculiaridades, por isso, este trabalho nao
se encerra aqui e sim abre caminhos para o estabelecimento e aplicagdes destas reflexdes.
Lembrando que a todo o momento surgem novas tecnologias e a forma de abordar os

problemas pode mudar, mas a andlise complementar de tratar os conceitos, os objetos por
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meio de suas representacdes ou intensdes continuardo evidentes e necessarias, pois, serd

sempre no aspecto relacional que os objetos ganham sentidos e significados.
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ANEXO 01

§3 do texto “Stetigkeit und Irrationale Zahlen” de Richard Dedekind publicado em 1872

§3
Stetigkeit der geraden Linie
Von der groBten Wichtigkeit ist pun aber die Tatsache, dall es
in der Geraden L unendlich wviele Punkte gibt, welche keiner
rationalen Zabl entsprechen. FEntspricht pdmlich der Punkt p der

rationalen Zahl @, so ist bekannilich die Linge op kommensurabel
mit der bei der Konstruktion benutszten unabinderlichen Léngen-

einheit, d.h. es gibt eine dritte Linge, ein sogenanntes gemeinschaft-
liches Mafi, von welcher diese beiden Lingen ganze Vielfache sind.
Aber schon die alten (iriechen haben gewulit und bewiesen, dall es
Langen gibt, welche mit emmer gegebenen Lingeneinheit inkommen-
surabel sind, z B. die Diagonale des Quadrates, dessen Seite die
Langeneinheit ist. Tragt man eine solche Linge von dem Punkt o
aus auf der Geraden ab, so erhilt man einen Endpunkt, welcher
keiner rationalen Zahl entspricht. Da sich ferner leicht beweisen
1i6t, dal es umendlich wiele Léngen gibt, welche mit der Léingen-
einheit inkommensurabel sind, so konnen wir behaupten: Die Gerade
L ist unendlich viel reicher an Punktindividuen, als das Gebiet R
der ratiomalen Zahlen an Zahlindividuen.

Will man nun, was doch der Wunsch ist, alle Erscheinungen in
der Geraden auch arithmetisch verfolgen, so reichen dazu die ra-
tionalen Zahlen nicht aus, und es wird daher unumginglich not-
wendig, das Instrument X, welches durch die Schopfung der rationalen
Zahlen konstruiert war, wesentlich zu verfeinern durch eine Schipfung
von neuen Zahlen der Art, dafi das Gebiet der Zahlen dieselbe Voll-
stindigkeit oder, wie wir gleich sagen wollen, dieselbe Stetigkeit
gewinnt, wie die gerade Linie.

Die bisherigen Betrachtungen sind allen so bekannt und ge-
liufig, dafll viele ihre Wiederholung fiir sehr iiberfliissig erachten
werden. Dennoch hielt ich diese Rekapitulation fiir notwendig, um
die Hauptfrage gehorig vorzubereiten. Die bisher iibliche Einfiihrung
der irrationalen Zahlen kmiipft nmlich geradezu an den Begriff der
extensiven Grollen an — welcher aber selbst nirgends streng definiert
wird — und erklirt die Zahl als das Resultat der Messung einer



solchen Grofle durch eine zweite gleichartige®). Statt dessen fordere
ich, dall die Arithmetik sich aus sich selbst heraus entwickeln soll.
Dali soleche Ankniipfungen an nicht arithmetische Vorstellungen die
niichste Veranlassung zur Erweiterung des Zahlbegriffes gegeben haben,
mag im allgemeinen zugegeben werden (doch ist dies bei der Ein-
fihrung der komplexen Zahlen entschieden nicht der Fall gewesen);

aber hierin liegt ganz gewil kein Grund, diese fremdartigen Be-
trachtungen selbst in die Arithmetik, in die Wissenschaft von den
Zahlen aufzunehmen. So wie die negativen und gebrochenen rationalen
Zahlen durch eine freie Schépfung hergestellt, und wie die Gesetze
der Rechnungen mit diesen Zahlen auf die Gesetze der Rechnungen
mit ganzen positiven Zahlen zuriickgefithrt werden miissen und kinnen,
ehenso hat man dahin zu streben, daf auch die irrationalen Zahlen
durch die rationalen Zahlen allein vollstindig definiert werden. Nur
das Wie? bleibt die Frage.

Die obige Vergleichung des Gebietes R der rationalen Zahlen mit
einer Geraden hat zu der Erkenntnis der Liickenhaftigkeit, Unvoll-
stindigkeit oder Unstetigkeit des ersteren gefiihrt, wihrend wir der
Geraden Vollstindigkeit, Lilckenlosigkeit oder Stetigkeit zuschreiben.
Worin besteht denn nun eigentlich diese Stetigkeit? In der Beant-
wortung dieser Frage muf alles enthalten sein, und nur durch sie
wird man eine wissenschaftliche Grundlage fiir die Untersuchung
aller stetigen Gebiete gewinnen. Mit vagen Reden iiber den un-
nnterbrochenen Zusammenhang in den kleinsten Teilen ist natiirlich

nichts erreicht; es kommt darauf an, ein prizises Merkmal der Stetig-
keit anzugeben, welches als Basis fiir wirkliche Deduktionen gebraucht
werden kann. Lange Zeit habe ich vergeblich dariiber nachgedacht,
aber endlich fand ich, was ich suchte. Dieser Fund wird von ver-
schiedenen Personen vielleicht verschieden beurteilt werden, doch
glaube ich, daf die meisten seinen Inhalt sehr trivial finden werden.
Fr besteht im folgenden. Im vorigen Paragraphen ist darauf aui-

¥} Der scheimbare Vorzug der Allgemeinheit dieser Definition der Zahl
schwindet sofort dahin, wenn man an die komplexen Zahlen denkt. Nach meiner
Aunffassung kenn umgekehrt der Begriff des Verhiltnisses zwischen zwei gleich-
artigen Griben erst daon klar entwickelt werden. wenn die irraticnalen Zahlen
schon eingefiihrt sind.



merksam gemacht, daf jeder Punkt p der Geraden eine Zerlegung
derselben in zwei Stiicke von der Art hervorbringt, dal jeder Punkt
des einen Stiickes links von jedem Punkte des anderen liegt Ich
finde nun das Wesen der Stetigkeit in der Umkehrung, also in dem
folgenden Prinzip:

wZerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen von der
Art, daB jeder Punkt der ersten Klasse links von jedem Punkte der
zweiten Klasse liegt, so existiert ein und nur ein Punkt, welcher
diese Finteilung aller Punkte in zwei Klassen, diese Zerschneidung
der Geraden in zwei Stiicke hervorbringt.®

Wie schon gesagt, glaube ich nicht zu irren, wenn ich anmehme,
dab jedermann die Wahrheit dieser Behauptung sofort rngeben wird; die
meisten meiner Leser werden sehr enttduscht sein, zu vernehmen, dall



ANEXO 02

Traducao do Texto “Stetigkeit der geraden Linie” do § 3%

Continuidade da Reta

Da maior importancia, porém, ¢ o fato que na reta L existe um conjunto infinito
pontos que nao correspondem a nimeros racionais. Se o ponto p corresponde ao nimero
racional a (diferente de zero), entdo, como ¢ bem conhecido, 0 comprimento op (0 nimero
racional zero corresponde ao ponto o) ¢ comensuravel com a unidade de medida invariavel
usado na construgdo, isto €, existe um terceiro comprimento, ou seja, uma medida comum, de
forma que esses dois comprimentos sao multiplos inteiros. Mas os gregos antigos ja sabiam e
tinham demonstrado que ha comprimentos incomensuraveis com uma determinada unidade de
comprimento, por exemplo, a diagonal do quadrado cujo lado ¢ a unidade de comprimento. Se
noés transladarmos um comprimento sobre a reta, de forma que o ponto o seja a origem desse
comprimento, entdo o ponto final desse comprimento na reta, corresponde a um niimero nao
racional. Diante disso pode-se mostrar facilmente que hd um numero infinito de
comprimentos que sdo incomensuraveis com a unidade de comprimento, portanto podemos
afirmar que: a reta L ¢ infinitamente mais rica em pontos do que o dominio R dos numeros

racionais € em numeros.

Se agora, como ¢ nosso desejo, nos tentamos seguir aritmeticamente todos os
fendomenos da reta, o dominio dos nimeros racionais ¢ insuficiente e torna-se absolutamente
necessario que o instrumento R construido pela criagdo dos nUmeros racionais seja
essencialmente aperfei¢coado pela criagdo de novos nimeros tais que o dominio dos numeros
ganhard a mesma completude, ou como nds podemos dizer imediatamente, a mesma

continuidade da reta.

Tais consideragdes estdo tao familiarizadas e sdo bem conhecidas de todos de forma
que muitos considerardo sua repeticdo bastante supérflua. Eu ainda considero esta
recapitulacdo necessdria que prepara adequadamente a pergunta principal. Pois, a maneira

pelos quais os numeros irracionais normalmente sdo introduzidos € diretamente baseada na

>2 Esta tradugdo foi feita inicialmente da Lingua Inglesa para a Lingua Portuguesa e depois o professor Michael
Otte conferiu a tradugdo com a versdo original de Dedekind. Portanto, temos uma traducao do texto alemao para
o0 portugués.



concepcdo da grandeza extensiva — o qual em nenhum momento ¢ rigorosamente definido — e
o nimero ¢ explicado como resultado de medida de uma magnitude por outra magnitude do

mesmo tipo . Em vez disto eu exijo que a aritmética seja desenvolvida dentro de si mesmo.

Temos de conceder que essas comparagdes com nogdes nao-aritméticas foram, de uma
maneira geral, concebidas, como uma oportunidade de fornecer a extensdo imediata do
conceito de numero (embora este ndo foi certamente o caso na introdu¢do dos numeros
complexos); mas isto seguramente ndo ¢ suficiente para justificar a introducdo destas nogdes
estranhas na ciéncia dos niimeros, na aritmética. Da mesma maneira que nimeros negativos €
racionais fraciondrios sdo formados por uma nova criagao livre e como as leis de operar com
estes novos numeros devem e podem ser reduzidos as leis de operar com inteiros positivos,
assim nos temos que empenhar em definir completamente os nimeros irracionais apenas por

meio dos nimeros racionais. A questdo permanece como fazer isso.

A comparagdo acima do dominio R dos niimeros racionais com a reta conduziu ao
reconhecimento da existéncia de lacunas, de certa incompletude ou descontinuidade, enquanto
nos designamos a completude da reta, ou seja, auséncia de lacunas, ou continuidade. Entdo, a
continuidade em que consiste? Tudo deve depender da resposta para esta questdo, € s por
meio desta que nds obtemos uma base cientifica para a investigagdo de todos os dominios
continuos. Obviamente nada se ganha com observagdes vagas na conexdo ininterrupta das
partes menores; o problema ¢ indicar uma caracteristica precisa da continuidade que pode

servir como base para validar deducdes.

Por muito tempo eu considerei isto em vao, mas finalmente eu achei o que estava
buscando. Esta descoberta, talvez, seja julgada diferentemente por diferentes pessoas; a
maioria pode achar isto muito trivial. Consiste no seguinte. No conceito de corte foi chamado
atencdo para o fato de que todo ponto p da reta produz uma separacdo da mesma em duas
partes tal que todo ponto de uma parte estdo do lado esquerdo de todos os outros pontos. Vejo

a esséncia da continuidade na inversdo dessa id€ia, isto €, no seguinte principio:

“Se todos os pontos da reta caem em duas classes de forma que todo ponto da primeira
classe estdo a esquerda de todo ponto da segunda classe, entdo existe um e s6 um ponto que
produz esta separacao de todos os pontos em duas classes, isto corta a reta em duas porgoes

(semi-retas).”

3 A vantagem aparente da generalidade desta definigio de numero desaparece assim que nds consideramos os
nimeros complexos. No meu ponto de vista, por outro lado, a no¢do de razdo entre duas grandezas do mesmo
tipo pode ser claramente desenvolvida somente depois da introdugdo dos numeros irracionais.



Como ja disse penso que ndo errarei assumindo que todas as pessoas assumirdo a
verdade desta declaragdo imediatamente; a maioria de meus leitores ficard muito desapontada
em aprender que nessa observa¢cdo comum, o segredo da continuidade sera revelado. Posso
dizer que eu estou contente se todas as pessoas acharem o principio acima tdo 6bvio e,
portanto em harmonia com as proprias idéias de uma reta; Porque eu sou totalmente incapaz
de apresentar qualquer prova exata disto, e ninguém tem o poder para isto. A suposi¢do desta
propriedade ndo ¢ nada mais do que um axioma pelo qual nds atribuimos a reta sua
continuidade. Mesmo se o espaco tem uma existéncia real, ndo € necessario que seja continuo,
pois, muitas de suas propriedades permaneceriam idénticas, se ele ficasse descontinuo. E se
nds soubéssemos com certeza que aquele espaco era descontinuo, ndo haveria nada que nos
impedisse caso desejassemos, de preencher suas lacunas, em pensamento, ¢ dessa forma
construir a continuidade; este preenchimento consistiria numa criagdo de novos pontos-

individuais e isto teria que ser efetuado conforme o principio anterior.



ANEXO 03

, . . v~ .. , 4
Séries derivadas da definicdo tradicional do nimero de Euler’

Definicoes do Numero de Euler e

4)e=

Z“’:3 4> 3 1 13 33 61 97 141
k02k+1)' no3 sto7o9 11 13t 13!

2 Bk+1)’+1 1P+1 4241 77+1 10°+1 13> +1 16> +1
:z = + + + + + + ...

= Gk+D! 1 41 7! 10! 13! 16!

2 Bk+2)+1 2°+1 57+1 8 +1 117+1 14°+1 17° +1
=> = + + + + + +

A Gk+l 2 s e 1417
= (8k>+1)8k—4)+5 1 41 401 1465 3617 7241

z = + + + +
= (4k)! o 4 8! 12! 16! 20!

Definicoes que envolvem o produto do niimero e por uma constante

—k+1 1 2 3 4 5 6 7 8

1) 2e= =—+—F+—F+—F+—+—+—+—
i k! o 1 2t 31 4 5 6 7
peo§ k¥l 123 4.5 6 7 8
2 Qe+ 1w 3 sto7ro9 11 13 15!
eoF2EADRH3 113 123 39 50 8
2 = (2k)! o 2t 4 6 & 100 121 14!
4)xe:zx—1+k:x—1+£+x+l+x+2+x+3+x+4+m’xeR
- k! o | 2! 3! 4 5!

> Fonte: http://www.brotherstechnology.com/docs/eseries.pdf



Defini¢des que envolvem o inverso do numero e

1)1_i1—2k_1 1 3 5 7 9 11 13
e @k 0 2 4 6 8 10 120 14

1 & 2 2 4 6 8 10 12 14 16
2)—=), S — e — 4 — 1+
e imoQk+ 1)' 3579 11t 13t 15t 17!

3)L=z k —l+£+é+i i i 7 8

2e AZQk+1! 3570 90 111 131 150 17!

= 2k+1 1 3 5 7 9 11 13
z — = F—t—+
e 2k + 2)' 2041 6! 8 100 12! 14!

Definicoes que envolvem e*

w  _(2k-1) 3 5 7
D e* =zx (x+2k) =ler(x+2)+x (x+4)+x (x+6)+x (x+8)+...,xeRex¢0
im0 (2k)! 0! 2! 4! 6! 8!

v x4 2k+1D) x+1 X +3xF X +5x xT+7x° X7 +9x°
2)e" = = + + + + +.,xeR
io  (2k+1) I! 3! 5! 7 8!

< 4k +3 3 7 11 15 19 23
3) Ve = 2k+1 - t i T gt T T v T T
2% 2k +1) 2.0 2730 2°5 277 2791 2M

1

. v x(2k+D+1  x+1 3x+1 Sx+1 7Tx+1 9x+1
4) e = Z (2k+1) = + 3 + 5 + 7 T 9
i X Qe+ x. X3 x5 X' x7 .9

+.,xeR ex#0



ANEXO 04

O Valor aproximado do Nimero de Euler com 795 casas decimais>

e=2,71828 18284 59045 23536
02874 71352 66249 77572
47093 69995 95749 66967
62772 40766 30353 54759
45713 82178 52516 64274
27466 39193 20030 59921
81741 35966 29043 57290
03342 95260 59563 07381
32328 62794 34907 63233
82988 07531 95251 01901
15738 34187 93070 21540
89149 93488 41675 09244
76146 06680 82264 80016
84774 11853 74234 54424
37107 53907 77449 92069
55170 27618 38606 26133
13845 83000 75204 49338
26560 29760 67371 13200
70932 87091 27443 74704
72306 96977 20930 14169
28368 19025 51510 86574
63772 11125 23897 84425
05695 36967 70785 44996
99679 46864 45490 59879
31636 88923 00987 93127
73617 82154 24999 22957
63514 82208 26989 51936
68033 18252 88693 98496
46510 58209 39239 82948
87933 20362 50944 31173
01238 19706 84161 40397
01983 76793 20683 28237
64648 04295 31180 23287
82509 81945 58153 01756
71736 13320 69811 25099
61818 81593 04169 03515
98888 51934 58072 73866
73858 94228 79228 49989
20868 05825 74927 96104
84198 44436 34632 ...

> Fonte: http:/antwrp.gsfc.nasa.gov/htmltest/gifcity/e.1mil
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