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RESUMO

PEREIRA, A. A. (2007). O Método da Funcdo Lagrangiana Barreira
Modificada/Penalidade. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de S&o Carlos,

Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2007.

Neste trabalho propomos uma abordagem que utiliza o método de barreira
modificada/penalidade para a resolucdo de problemas restritos gerais de otimizagéo.
Para isso, foram obtidos dados teoricos, a partir de um levantamento bibliografico, que
explicitaram os métodos primal-dual barreira logaritmica e método de barreira
modificada. Nesta abordagem, as restricGes de desigualdade canalizadas s&o tratadas
pela funcdo Barreira de Frisch Modificada, ou por uma Extrapolacdo Quadratica e as
restricdes de igualdade do problema através da funcdo Lagrangiana. A implementacéo
consiste num duplo estagio de aproximacdo: um ciclo externo, onde o problema restrito
é convertido em um problema irrestrito, usando a funcdo Lagrangiana Barreira
Modificada/Penalidade; e um ciclo interno, onde o método de Newton é utilizado para a
atualizacdo das varidveis primais e duais. E apresentada também uma funcédo Barreira
Classica Extrapolada para a inicializacdo dos multiplicadores de Lagrange. A eficiéncia
do método foi verificada utilizando um problema teste e em problemas de Fluxo de
Poténcia Otimo (FPO).

Palavras-chave: método de pontos interiores, método de barreira modificada, método

de Newton, extrapolacdo quadratica, FPO.
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ABSTRACT

PEREIRA, A. A. (2007). The Penalty/Modified Barrier Lagrangian Function Method.
Dissertation (Master’s degree) — Escola de Engenharia de Séo Carlos, Universidade de
Séo Paulo, S&o Carlos, 2007.

In this paper, we propose an approach that utilizes the penalty/modified barrier method
to solve the general constrained problems. On this purpose, theoretical data were
obtained, from a bibliographical review, which enlightened the logarithmic barrier
primal-dual method and modified barrier method. In this approach, the bound
constraints are handled by the modified log-barrier function, or by quadratic
extrapolation and the equality constraints of the problem through Lagrangian function.
The method, as implemented, consists of a two-stage approach: an outer cycle, where
the constrained problem is transformed into unconstrained problem, using
Penalty/Modified Barrier Lagrangian function; and an inner cycle, where the Newton’s
method is used for update the primal and dual variables. Also, it is presented a Classical
Barrier Extrapolated function for initialization of Lagrange multipliers. The
effectiveness of the proposed approach has been examined by solving a test problem

and optimal power flow problems (OPF).

Keywords: Interior Point Method, Modified Barrier Method, Newton’ Method,

quadratic extrapolation, OPF.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Problemas de otimizacéo n&o-linear sdo encontrados nas mais diversas areas do
conhecimento, como engenharia, quimica, agronomia, medicina, entre outras. Esses
problemas, em geral, nem sempre possuem uma resolucdo facil, devido a sua néo-
linearidade e quantidade de varidveis, necessitando de métodos numericos eficientes
para alcancar uma convergéncia satisfatoria na determinacdo da sua solugdo. Dentre
estes métodos, temos os metodos de barreira que transformam um problema restrito em
um problema irrestrito e introduzem as restricbes na funcdo objetivo através de um
parametro de barreira, que impede a aproximacdo de um ponto factivel & fronteira da
regido factivel.

E utilizada neste trabalho para resolver problemas de otimizagio restrita nio-
lineares, a teoria dos métodos da funcdo barreira modificada, que foi desenvolvida por
Polyak, em 1992. Tais métodos combinam as melhores propriedades da funcao barreira

classica e funcdo Lagrangiana classica.

Comparadas com as fungdes barreira cléssicas (FBC), as fungdes barreira
modificadas (FBM) e suas derivadas sdo definidas na solugdo, ndo crescem para o
infinito, sua matriz Hessiana da funcdo Lagrangiana ndo se torna mal condicionada e o

parametro de barreira ndo necessita tender para zero durante o processo de
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convergéncia. A qualidade mais importante da FBM ¢ a representacdo explicita da
estimativa dos multiplicadores de Lagrange, pois estes auxiliam no processo de

convergéncia do método.

Segundo Polyak (1992), em contraste com as fungdes Lagrangianas classicas
(FLC), a FBM ¢ convexa na vizinhanca da solucao para problemas de programacédo nédo
convexos, desde que as condi¢bes de otimalidade de segunda ordem estejam satisfeitas.
Com a estimativa 6tima dos multiplicadores de Lagrange, o extremo irrestrito da FBM
existe e coincide com a solucdo do problema inicial. As fun¢des duais, as quais sao
baseadas as FBM, sdo tdo suaves quanto as funcdes iniciais do problema primal. O
problema dual é sempre convexo, independente de o problema primal ser ou ndo

convexo, e tem importantes propriedades locais préximo a solucdo.

O metodo proposto, neste trabalho, denominado de método da funcéo
Lagrangiana barreira modificada/penalidade, é desenvolvido para resolver problemas
ndo-lineares restritos onde todas as restri¢cdes de desigualdade sdo supostas do tipo “>";
as varidveis canalizadas sdo desmembradas em duas restricdes de desigualdade, e as
restricbes canalizadas sé@o separadas em duas restricdes de desigualdade e uma de
igualdade, através do acréscimo de variaveis de folga. Todas as restricbes de
desigualdade séo relaxadas e tratadas através da funcéo barreira modificada/penalidade,
dando origem a um problema equivalente. Associa-se a esse problema uma funcédo
Lagrangiana denominada fungdo Lagrangiana barreira modificada/penalidade
(FLBMP). As condi¢cbes necessarias de primeira ordem sdo aplicadas a FLBMP,
gerando um sistema de equacdes ndo-lineares, o qual é resolvido pelo método de
Newton. Esse processo de linearizacdo gera um sistema de equagdes cuja solucdo nos
fornece as direcOes de busca para atualizacdo das varidveis primais e duais e 0 passo é
determinado por um procedimento de busca linear. Os multiplicadores de Lagrange séo
atualizados através de um esquema proposto por BREITFELD & SHANNO (1994b).
Com o objetivo de verificar a eficiéncia do método, aplicamos em um problema teste e
em problemas de FPO. Um esquema para inicializagdo dos multiplicadores de Lagrange

é utilizado.
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Este trabalho esta organizado como segue:

No capitulo 2, apresentamos um histérico sobre a funcédo barreira.

No capitulo 3, expomos 0s métodos de funcdo barreira classica e modificada.

No capitulo 4, desenvolvemos o método funcdo Lagrangiana barreira

modificada/penalidade.

No capitulo 5, os resultados numericos do método proposto para um exemplo

teorico e para problemas de FPO sdo apresentados.

E finalmente, no capitulo 6, descrevemos as conclusfes obtidas dos resultados

da aplicacdo do método e as perspectivas de continuidade deste trabalho.



CAPITULO 2

HISTORICO

Neste capitulo apresentamos um levantamento bibliografico de trabalhos que
utilizam a fungdo barreira e suas variantes. Nosso objetivo é fornecer um

posicionamento histérico para a abordagem proposta neste trabalho.

O método da funcdo barreira, ou método de barreira, € utilizado para a resolucédo
de problemas de otimizacdo com restri¢ces de desigualdade, cujo interior é ndo vazio.
Pode ser visto como um caso particular do método de penalidade, mas diferencia-se
deste por exigir uma barreira interna, ou seja, por trabalhar no interior da regido factivel,
utilizando uma funcdo auxiliar que cresce indefinidamente proxima a fronteira e uma

sequiéncia decrescente de fatores de barreira.

A funcdo barreira logaritmica foi estudada por Frisch (1955) para problemas de
programacao convexa. Outra funcdo barreira, denominada funcéo barreira inversa foi
proposta por Carrol (1961), sob o nome de Created Response Surface Technique. O
método de barreira foi realmente popularizado por Fiacco e McCormick (1968), que
realizaram um estudo teodrico mais detalhado do método e desenvolveram um novo;
juntando a funcdo barreira e a funcdo penalidade em uma mesma func¢éo auxiliar. Uma

versdo revisada desse trabalho pode ser encontrada em Fiacco e McCormick (1990).
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Murray (1971) apresentou um estudo sobre expressGes analiticas para
autovetores e autovalores de fungdes barreira em um minimo intermediario; justificou
que o objetivo desse desenvolvimento € a analise do comportamento da funcdo na
“vizinhanga” do ponto 6timo. Também citou que, na resolucdo de métodos da funcéo
barreira, as técnicas de Newton e quasi-Newton sdo as mais utilizadas, e que necessitam
de uma estimativa da inversa da Hessiana, a qual pode ser determinada analiticamente

por esse estudo.

Os pesquisadores que trabalharam com o método da funcédo barreira verificaram
qgue ele apresenta alguns problemas, tais como: o mal condicionamento da matriz
Hessiana da fungdo Lagrangiana quando seu fator de barreira tende a zero; a dificuldade
na escolha do fator de barreira e na escolha de uma solucéo inicial; a ndo-existéncia da
derivada na solucdo e o aumento ilimitado da funcéo barreira na vizinhanca da fronteira.
Em virtude desses problemas, na década de 70, o entusiasmo no uso da funcdo barreira

diminuiu sensivelmente.

O interesse pelo método da funcdo barreira reapareceu somente apds a
apresentacdo feita por Karmarkar, em 1984, de seu método projetivo para programacao
linear, cujo maior mérito, como citado em Gonzaga (1989), foi o de ter mostrado que o
problema de programacdo linear €, de fato, um caso particular da programacdo nao-
linear e é tratavel por técnicas da mesma area. Seu método dependia da utilizacdo de
uma transformacdo ndo-linear conhecida como Transformacao Projetiva, e seu objetivo
era “caminhar” pelo interior da regido factivel. O sucesso de tal método deu-se por dois
motivos: a sua complexidade polinomial (em comparagdo com a complexidade
exponencial do método simplex) e, ao seu sucesso computacional para problemas de

grande porte. Esse método também ficou conhecido como método de pontos interiores.

Apo6s Karmarkar ter proposto o método de pontos interiores para programacao
linear foram apresentados na literatura especializada varios trabalhos com variacdes do
seu algoritmo original, como pode ser visto em Gonzaga (1989), Boukari e Fiacco
(1995), Forsgren et al. (2002), entre outros. Uma das variantes do método projetivo de
Karmarkar é o método afim-escala, que utiliza uma transformacao afim em detrimento a

transformacdo projetiva. O método afim-escala possui duas variantes: o afim-escala
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primal, para solucionar problemas lineares na forma padréo, e o afim-escala dual, para
solucionar problemas lineares na forma de desigualdades. Como outras variantes podem
ser citados os métodos primais de trajetdria central e os primais-duais ou path-
following, estes Ultimos assim como o método afim-escala e suas variantes podem ser

encontrados em Matumoto (1996).

Gill et al. (1986) utilizaram o método de Karmarkar para desenvolver o método
da barreira de Newton projetada para solucdo de problemas lineares de otimizacéo;
apresentaram uma descricdo completa do novo método, e também mostraram que para
determinados tipos de problemas de programacéo linear e para uma dada escolha do
fator de barreira e do tamanho do passo, o algoritmo deles é equivalente ao de

Karmarkar.

Diversos autores foram responsaveis pelo desenvolvimento dos métodos de
pontos interiores, na década de 80 e inicio da decada 90, entre eles pode-se citar
Mehrotra (1992) e outros autores que podem ser encontrados nos trabalhos de Gonzaga
(1989) e de Boukari e Fiacco (1995). Em virtude do interesse despertado por Karmarkar
e seus seguidores na década de 80, a funcdo barreira logaritmica passou novamente a ser
usada como uma ferramenta alternativa de trabalho, surgindo novos tipos de funcéo

barreira.

Polyak (1992) desenvolveu uma teoria de métodos de barreira modificada para
resolver problemas de otimizagdo restrita. Tais meétodos combinam as melhores
propriedades da funcdo Lagrangiana classica e da funcdo barreira cléssica, evitando os
problemas que ambas enfrentam. Por exemplo, em contraste com a funcdo barreira
cléssica, as funcdes barreira modificadas sdo definidas na solucéo; estas sdo suaves na
vizinhanga do 6timo e ndo vdo para infinito quando o 6timo se aproxima. J& em
contraste com a Lagrangiana classica, € convexa na vizinhanca da solucdo para
problemas de programacdo ndo convexos, se as condi¢cdes de segunda ordem sdo
satisfeitas. As funcbes duais, nas quais séo baseadas as funcdes barreira modificadas,
sdo tdo suaves quanto as funcdes do problema primal. O problema dual € sempre
convexo, independentemente de o problema primal ser ou ndo convexo, e tem

importantes propriedades locais proximas a solucdo. Segundo Polyak, a finalidade que o
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método de barreira modificada tem para os métodos de pontos interiores é a mesma que
0 método da funcdo Lagrangiana aumentada tem para os métodos de penalidade, isto &,
ajuda-lo a “driblar” suas dificuldades. Por esse motivo, 0 autor considera a funcéo
barreira modificada como uma Lagrangiana aumentada interior. Apresenta diferentes
versbes do método para o problema de programacdo convexa e ndo convexa. Tais
versfes consistem no trabalho com um parametro de barreira fixo, na alteracdo desse
pardmetro de barreira em um determinado nivel e na alteragdo continua, fornecendo

convergéncia linear e super linear.

Wright (1994), em seu trabalho, cita Murray (1971), o qual apresentou que as
matrizes Hessianas da funcgdo barreira logaritmica ficam mal condicionadas nos pontos
sobre a trajetdria de convergéncia quando o processo se aproxima da solugdo. Wright
dedicou seu trabalho a exploracdo do comportamento da matriz Hessiana associada ao
problema de barreira. Mostrou o fato de a Hessiana da fungdo barreira ser mal
condicionada na regido préxima a solucdo, a ndo ser no caso de o numero de restricdes
ativas serem nulas ou iguais ao numero de variaveis. Também discutiu uma fatorizacéo

de Cholesky para a matriz com posto deficiente.

Encontra-se em Boukari e Fiacco (1995), um levantamento cronoldgico, para o
periodo de 1969 a 1993, de trabalhos que tém por objetivo melhorar o método da funcgéo

barreira e um historico a respeito dos métodos de pontos interiores.

Wright (1995) estudou a aplicacdo do metodo de Newton ao método da funcédo
barreira, ressaltando o fato de esta ser problematica em razdo do mal condicionamento
da matriz Hessiana da funcdo Lagrangiana; classificou como passo puro de Newton, o
passo igual a 1. Definiu métodos de passo curto, nos quais sdo exigidas poucas
minimizacdes (ou apenas uma) do fator de barreira, e métodos de passo longo, nos quais
sdo exigidas varias minimizacGes do fator de barreira. O principal resultado desse
estudo de Wright foi a demonstracdo de que um passo puro de Newton, em um método

de passo longo, pode nao ter sucesso.

El-Bakry et al. (1996) tiveram como objetivo principal apresentar uma

formulacdo factivel de métodos de pontos interiores para problemas de programacao
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ndo-linear, a partir da formulagdo ja existente para programacao linear. Para atingir esse
objetivo realizaram um estudo de um método de pontos interiores, para o caso linear,
caracterizando as condic¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) perturbadas. Mostraram
que a trajetéria do método de Newton para a resolucdo das condicdes de KKT
perturbadas associadas a um problema de programacao linear e a trajetoria do mesmo
método, e para a resolucdo das condi¢Ges de KKT para o problema da fungéo barreira
logaritmica, ndo coincidem, mas determinam a mesma solucdo para o problema de
programacéo linear. Concluiram que as condicGes perturbadas de KKT ndo sdo as
condicdes de KKT para o problema da funcdo barreira logaritmica. Os autores
compararam 0 uso das condi¢Bes de KKT perturbadas no método da funcgdo barreira
logaritmica ao uso do método dos multiplicadores no método da funcdo penalidade.
Tanto as condi¢bes de KKT perturbadas quanto o método dos multiplicadores séo
utilizados para melhorar o condicionamento da matriz Hessiana da funcdo Lagrangiana.
Apresentaram uma formulacdo para programacdo ndo-linear denominada método de
ponto interior primal-dual Newton, propriedades de convergéncia local e global e alguns

experimentos computacionais.

Em 1996, Breitfeld e Shanno baseados no trabalho de Polyak (1992),
apresentaram o método de barreira-penalidade para problemas de programacao ndo-
linear. Tiveram como objetivo o desenvolvimento, a partir dos métodos de funcéo
barreira logaritmica modificada, de um novo método, no qual os termos logaritmicos
sdo extrapolados por aproximagOes quadraticas. Também foi apresentada, por eles, uma
implementacédo detalhada desse método, incluindo a formulagdo da nova funcéo, o valor
inicial das variaveis e o critério de convergéncia. Para a otimizacao irrestrita, 0os autores
apresentaram um método de Newton modificado, em que é usada uma Hessiana
modificada, para uma busca linear, e os critérios de convergéncia do método. Breitfeld e

Shanno, nesse estudo, destacam que os resultados computacionais s&o promissores.

Melman (1996) prop6s um procedimento de busca linear em métodos de funcéo
barreira para problemas de programacdo quadratica, com restricdes quadraticas e
convexas. Apresentou a aplicacdo desse procedimento de busca linear aos seguintes
métodos de pontos interiores: método de trajetdria central, método da funcéo barreira de

Carrol (1961) e método da funcédo barreira modificada, vista em Polyak (1992).
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Foi apresentado por Conn et al. (1997) uma classe de métodos denominados
métodos de barreira Lagrangianos. Esses métodos usam a mesma funcdo barreira
modificada estudada em Polyak (1992). Conn et al. utilizaram uma funcéo barreira
Lagrangiana baseados nos seguintes motivos: funcdes barreira determinam restri¢coes
ativas na solucdo de um modo mais eficiente que os métodos do conjunto ativo, sendo
isto valido, também, para a funcdo barreira Lagrangiana;, os métodos de pontos
interiores para programacdo ndo-linear sdo menos sensiveis a degeneracdo que oS
métodos de restricbes ativas. Experimentos numéricos indicam que esse método é
superior ao da barreira classica, evita o mal condicionamento que ocorre neste,
impedindo dificuldades numéricas. Os métodos de barreira Lagrangianos sdo usados na
resolucdo de problemas de grande porte, com a vantagem de evitar variaveis de folga.
Os autores forneceram um algoritmo, o qual converge para um ponto em que as
condicdes de KKT sdo satisfeitas. Finalmente, destacaram que seu método de barreira

Lagrangiano resolveu noventa por cento dos problemas-teste.

Em 1998, Vassiliadis e Brooks, baseados no trabalho de Polyak (1992) e
Breitfeld e Shanno (1996) apresentaram o método de barreira-penalidade para
problemas de programacéo quadrética de grande porte. Também basearam o método na
funcdo barreira modificada e na extrapolacdo quadratica dos termos de barreira.
Apresentaram a atualizacdo dos parametros de barreira-penalidade, um algoritmo para o
método e a inicializacdo dos multiplicadores de Lagrange via o método da funcéo
barreira logaritmica, que, além de conseguir uma aproximacao, obtém-se também uma

solucéo inicial melhorada.

Wright e Jarre (1999) apresentaram o método de barreira logaritmica - Newton
para a resolucdo de problemas ndo-lineares com restri¢cfes de desigualdade. Os autores
mostraram que, para a funcdo objetivo linear, um passo efetivo pode ser tomado na
direcdo de Newton, depois de cada reducdo no fator de barreira, obtendo um bom
comportamento do método proximo a solugdo. Isso contrasta com o caso da funcédo
objetivo ndo-linear, em que o método de Newton pode falhar quando o fator de barreira
vai para zero. Forneceram o algoritmo em que o método da funcédo barreira logaritmica

utiliza o método de Newton classico, empregando a regra de Armijo de busca linear. Por
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fim aplicaram esse algoritmo a um exemplo numérico para verificar seu

comportamento.

Ainda em 1999, Shanno e Vanderbei mostraram um algoritmo de ponto interior
para a programacao ndo-linear ndo convexa que faz uma perturbacdo na matriz Hessiana

da funcdo Lagrangiana caso esta ndo seja definida positiva.

Shanno e Vanderbei (2000) desenvolveram uma extensédo do algoritmo de ponto
interior proposto pelos mesmos em 1999. Esse algoritmo também realizava uma
perturbacdo na matriz Hessiana da fungdo Lagrangiana caso esta ndo seja definida
positiva. Os autores apresentaram os meétodos primal versus dual e de alta ordem que
tentam usar cada fatoracdo da matriz Hessiana da funcdo Lagrangiana mais de uma vez
para melhorar a eficiéncia computacional. Os resultados mostraram que diferentemente
da programacao quadratica convexa e da linear as correcOes para a trajetdria central ndo
sdo Uteis para programacdo nao-linear ndo convexa. Mas que uma variante do algoritmo
preditor-corretor de Mehrotra (1992) definitivamente pode melhorar o desempenho do
método. Os autores desenvolveram também, uma estratégia dual para determinar se
aplicar o método preditor-corretor vérias vezes €, ou ndo, mais vantajoso que O

procedimento padréo.

Forsgren et al. (2002) realizaram uma revisdo e uma pesquisa recente sobre
métodos de pontos interiores para otimizacdo restrita ndo-linear. Comecam pelo
surgimento dos métodos de pontos interiores com o trabalho de Karmarkar e mostram
todo o seu desenvolvimento e progresso. Os pesquisadores revisaram 0s conceitos de
otimizacdo, métodos de barreira e suas variacbes e o método de barreira classica
Newton. Destacam a bem sucedida trajetoria dos métodos de pontos interiores com a

funcdo barreira logaritmica na otimizacgdo restrita.

Bakhtiari e Tits (2003) propuseram e analisaram um método de ponto interior
primal-dual do tipo factivel para programacdo ndo-linear, com a propriedade adicional
monotonicamente descendente, a qual diminui a funcdo objetivo a cada iteracdo. Uma
caracteristica deste método € o uso de valores diferentes no vetor do parametro de

barreira para cada restricdo, com o propoésito de melhorar a direcdo de busca construida
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0 que evita pontos estacionarios que ndo satisfazem as condigdes de KKT. Segundo os
autores, os recursos do esquema proposto incluem simplicidade relativa do algoritmo e
da andlise de convergéncia, propriedades de convergéncia locais e globais e 0 bom
desempenho em testes preliminares. Além disso, o algoritmo nédo exige um ponto inicial

interior, este ponto pode iniciar no limite do conjunto factivel.

Byrd et al. (2003) apresentaram um método de ponto interior factivel usando
variaveis auxiliares (folga ou excesso) que se origina de uma modificacdo de métodos
infactiveis para otimizacdo ndo-linear. Descreveram uma base para transformacdo de
metodos infactiveis, usando variavel auxiliar, em métodos factiveis. Nessa base,
algoritmos de pontos interiores factiveis e infactiveis podem ser considerados como
variantes do mesmo método basico. A factibilidade é controlada por um reajuste ou nao
das variaveis auxiliares ap0s a execucdo de um passo teste, e pela forma como essas
varidveis sdo reajustadas. Usando essa flexibilidade pode-se escolher forcar a
factibilidade em relagdo a algumas, todas, ou nenhuma das restri¢cbes de desigualdade
dependendo do que € necessario ou esperado. Segundo os autores, a estratégia do
reajuste da variavel auxiliar pode experimentar dificuldades nos problemas com

restricdes de igualdade e desigualdade.

Chen e Vassiliadis (2003) propuseram um método que se baseia na funcéo
barreira modificada, na funcdo Lagrangiana, no método de Newton, nas extrapolacdes
quadréaticas. Aplicaram o método em alguns exemplos tedricos e em alguns problemas

da area de Quimica.

Gonzaga e Cardia (2004) listaram varias propriedades Gteis dos algoritmos de
pontos centrais para problemas de programacédo linear e apresentaram um estudo da
funcdo barreira logaritmica, do centro analitico e da trajetoria central. Mostraram que a
variacdo da funcdo barreira primal ao longo da trajetoria central depende da
proximidade para o centro analitico. Estudaram o algoritmo de path-following de passo
curto e determinaram qual o maior tamanho que pode ser atribuido aos passos curtos.
Mostraram que a varia¢do da funcdo barreira em cada iteracdo do algoritmo de passo

curto tem um limite inferior que nao depende do problema. Estabeleceram uma relacéo
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entre passos de Newton primal-dual e primal nos métodos de path-following, e

propuseram um algoritmo primal preditor-corretor.

Griva (2004) apresentou um algoritmo para resolver problemas de programacao
ndo-linear. O algoritmo esta baseado na combinacdo de métodos de ponto interior e
exterior. Este ultimo também é conhecido como o método primal-dual ndo-linear
rescaling. O autor mostrou que em certos casos quando o método de ponto interior
(MPI) néo alcanca a solugdo com um alto nivel de precisdo, o uso do método de ponto
exterior (MPE) pode “revolver” esta situacdo. O resultado é demonstrado resolvendo
problemas do COPS (Conjunto de Problemas de Otimizac¢do Restrita) e um conjunto de
problemas CUTE (Ambiente de Teste Irrestrito e Restrito) usando o aplicativo para
programacéo ndo linear solver LOQO o qual foi modificado para incluir a sub-rotina do

método de ponto exterior.

Akrotirianakis e Rustem (2005) apresentaram um algoritmo de pontos interiores
primal-dual para resolver problemas de programacdo nao-linear e restritos. As restricdes
de desigualdade sdo acrescidas na funcdo objetivo por meio da funcdo barreira
logaritmica e as restricdes de igualdade séo tratadas usando uma funcdo penalidade
quadrética adaptativa. O parametro de penalidade é determinado usando uma estratégia
que assegura uma propriedade descendente para uma funcdo mérito. A convergéncia
global do algoritmo é alcancada por meio da reducdo monotonica de uma funcdo mérito.
Segundo os autores, os resultados computacionais mostraram que o algoritmo pode

resolver problemas de grande porte e complexos de forma eficiente e robusta.

Sousa et al. (2006) mostraram um método de resolucdo de problemas néo-
lineares e ndo convexos baseados na metodologia de pontos interiores. Neste método, as
condigBes de otimalidade de primeira ordem sdo aplicadas & funcdo Lagrangiana
barreira modificada resultando num sistema ndo-linear, cuja solucdo é determinada
através da utilizacdo do méetodo de Newton. Uma das vantagens deste método é que o
fator de barreira ndo tende ao infinito quando o 6timo se aproxima. Seu potencial foi
mostrado na resolucdo de problemas de fluxo de poténcia 6timo (FPO). O nimero de
iteracGes do método esta diretamente ligado a escolha dos fatores iniciais de barreira e

seus respectivos parametros de corre¢do. O método exige uma experiéncia prévia do
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sistema que sera resolvido para um adequado ajuste do fator de barreira e de seu

parametro de barreira.

Finalmente, Kocvara e Stingl (2007) propuseram um algoritmo baseado na
funcao barreira modificada e que utiliza ““solvers™ iterativos para calcular as dire¢6es de
busca para problemas de programacao linear semi-definidos de grande porte. A idéia do
uso destes “‘solvers™ é evitar o calculo explicito da Matriz de Newton ou por um
esquema implicito no produto matriz-vetor ou por alguma férmula de diferencas finitas.
Tudo isso leva a um enorme ganho de memoria computacional para o algoritmo e, além

disso, para alguns problemas, a aceleracao do algoritmo.



CAPITULO 3

METODOS DA FUNCAO BARREIRA E DA FUNCAO
BARREIRA MODIFICADA

Neste capitulo apresentamos o método primal-dual barreira logaritmica e o
método da barreira modificada, os quais fornecerdo suporte tedrico para a apresentacdo

da abordagem proposta.
3.1 O METODO PRIMAL-DUAL BARREIRA LOGARITMICA

O método da funcdo barreira, ou método de barreira, é utilizado para a resolugédo
de problemas com restri¢cbes de desigualdade, cujo interior é ndo vazio. Pode ser visto
como um caso particular do método de penalidade, mas diferencia-se deste por exigir
uma barreira interna, ou seja, por trabalhar no interior da regido factivel, utilizando uma
funcdo auxiliar que cresce indefinidamente proxima a fronteira e uma sequéncia

decrescente de fatores de barreira.

A funcdo barreira logaritmica foi estudada por Frisch (1955) para problemas de
programacdo convexa. Outra funcdo barreira, denominada funcéo barreira inversa foi

proposta por Carrol (1961). O método de barreira foi realmente popularizado por Fiacco
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e McCormick (1968), que realizaram um estudo tedrico mais detalhado do método e
desenvolveram um novo; juntando a funcdo barreira e a funcdo penalidade em uma

mesma funcao auxiliar.

Os métodos de barreira transformam o problema restrito em um problema
irrestrito e introduzem as restricdes na fungdo objetivo através de um parametro de
barreira, que impede a aproximacao de um ponto factivel a fronteira da regido factivel.
Trabalhando no interior dessa regido, tais parametros geram barreiras que impedem as
variaveis de violarem seus limites. Logo, parte-se de um ponto factivel e geram-se
novos pontos factiveis. Uma das vantagens desse metodo é a obtencdo de, pelo menos,
uma solucdo factivel, caso ocorra uma parada prematura do mesmo, pois esse método
trabalha somente com problemas de desigualdade cujo interior € ndo-vazio. Assim,
assume-se o problema (3.1) somente com restri¢des de desigualdade, da seguinte forma:

Minimizar f(x)

3.1
sujeito a: c;(x) >0, i=12,.,m (1)

emquex € R".

Com o objetivo de garantir a permanéncia no interior da regido factivel, pode-se

gerar o seguinte problema de barreira:
Minimizar { f(x) +uB(x): c(x) > 0}, (3.2
X

em que u>0€é denominado pardmetro de barreira, e B(x) € uma funcdo barreira néo-

negativa e continua no interior da regido factivel {x;c(x)>0} e tende ao infinito a

medida que a solucdo se aproxima da fronteira, a partir do interior. Define-se, entdo:

B9 = Yvle, (0], (33)
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em que v é uma funcdo de uma variavel y, continua sobre {y; y > 0 }, e satisfaz
y(y)>0,sey>0 e limy(y)=co. (3.4)
y—0*

A funcdo f(x) + uB(x) € denominada funcdo auxiliar; a funcdo barreira pode

assumir varias formas, como:

B(x) = ic%x) ; (3.5)
B9 = - 3. Inl, (9] (36)

A funcdo (3.5) é denominada barreira classica ou inversa e foi estudada por
Carrol (1961) e (3.6) é denominada funcéo barreira logaritmica e foi estudada por Frisch
(1955).

Quando p— 0 e B(x)—> o, tem-se que uB(x) se aproxima da funcdo barreira

ideal, descrita em (3.2), e a solucdo do problema de barreira converge para a solucdo do
problema (3.1).

Observa-se que (3.2) € um problema irrestrito e pode ser tdo complexo quanto
(3.1), pois é exigida uma solucéo inicial interior a regido factivel. O método trabalha
com pontos interiores a essa regido, ao ponderar 0s pontos que Se aproximam da
fronteira impede que estes saiam da regido factivel e a restricdo pode ser ignorada. Tem-
se, realmente, um problema irrestrito, para o qual podera ser utilizada uma técnica de

otimizacao irrestrita.

A seguir apresentamos o0 método primal-dual barreira-logaritmica (PDBL). A
fundamentacdo tedrica para métodos de pontos interiores consiste na construcdo de trés
blocos cruciais: o método de Newton para resolver equagdes ndo-lineares e
conseqlientemente para a otimizagdo irrestrita, o método dos multiplicadores de
Lagrange para a otimizacdo com restri¢des de igualdade, o0 método de barreira de Fiacco

e McCormick (1968) para a otimizacdo com restricGes de desigualdade. Entre as
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variantes de métodos de pontos interiores, 0 método PDBL € o mais utilizado devido a

sua eficiéncia e facilidade de implementacéo.

A resolucdo de um problema do tipo:

Minimizar f (x)

sujeitoa: h;(x)=0, j=1,...,m,
(3.7)
c,(x)>0,i=1...,m

c

pelo método PDBL exige que as restricdes de desigualdades sejam transformadas em
igualdades por meio da introducdo de variaveis de folga ou excesso positivas. Portanto,

o0 problema (3.7) modificado pode ser apresentado como:

Minimizar f (x)

sujeitoa: h;(x)=0, j=1,...,m,
(3.8)
c,(X)—-z,=0,i=1...,m

c

z, 20

com z, € R™ uma variavel de excesso.

Adiciona-se uma funcdo barreira logaritmica a funcdo objetivo de forma a

garantir a ndo negatividade dessa variavel de excesso:

Minimizar f (x) — “i In(z;)

i=1

sujeitoa: h;(x)=0, j=1...,m, (3.9)

c,(xX)-z,=0,i=1...,m

c

em que p é denominado pardmetro de barreira.

A variavel z;, i = 1,..., m, é estritamente positiva e 0 parametro de barreira p é

um namero positivo que tende a zero. Quando isso acontece, a solugdo do subproblema
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apresentado em (3.9), x(u), aproxima-se de x* a solugdo do problema (3.1). A funcéo

Lagrangiana associada ao subproblema (3.9) é:

mc mh mc
FL=F(x)—pD In(z;) =D 25h;(x) - > M[c, () -z] (3.10)
i=1 j=1 i=1
em que:
XJ-E, j=1..,mye! i=1,.. m, sdo os vetores dos multiplicadores de Lagrange,

denominados de variaveis duais.

As condicBes necessarias de primeira-ordem séo aplicadas em (3.10), gerando:

V. FL=0 (3.11)

com: X=(x,z,A5,A\)".

A equacdo (3.11) representa um sistema de equacdes ndo-lineares, o qual é

resolvido pelo método de Newton, que gera um sistema do tipo HS=-V, FL; em que
H é a matriz Hessiana da fungdo Lagrangiana; V, FL é o vetor gradiente e o vetor
direcio de busca S = (sx,sz,sA%,sA')" € utilizado para atualizar as variaveis x,z,A" e

\' como segue:

X = xK + asx

' =7"+ asz
(A8 ) = (25 ) + asar®

(W) =) + asan

(3.12)

em que o tamanho de passo o € (0,1] é escolhido para preservar a positividade do vetor

z e o sinal do vetor A'. Isto se traduz por:

a:)“ax :min{z:sz<0}
57
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o™ =min{s7;:|:sx' <0}

o= min{roclg‘aX ,Ta™ ,1}

onde o escalar t e (0,1)é um valor determinado empiricamente, dado por t=0,9995,

ou de acordo com Wright (1995), pode ser calculado da férmula 1—1/(9\/F) ,onderéo

numero de restricdes de desigualdade do problema.

Uma etapa muito importante no algoritmo primal-dual barreira logaritmica é a
escolha inicial do parametro de barreira. A condi¢do V,FL =0 sugere que u pode ser

reduzido com base no gap da complementaridade, como visto em Torres e Quintana
(1998).

3.11 ALGORITMO

1) Dado o problema (3.1), construa a fungdo Lagrangiana (3.10);

i) Faca k=0 e dé uma estimativa inicial para p* e S* = (xk,zk,(kE)k,(k' )k)T que
satisfaca as condigdes propostas;

iii) Obtenha o sistema HS=-V,FL e resolva-o;

iv) Calcule os passos primais e duais e atualize d* utilizando (3.12);

v) Se a norma do gradiente for menor que uma precisao € va para o passo vi. Caso
contrario volte para o passo iii;

vi) Se as condigdes de KKT sédo satisfeitas entdo pare. Caso contrario va para o
passo vii;

vii) Atualize p utilizando uma heuristica. Faca k=k+1 e retorne ao passo iii.

Um ponto inicial estritamente factivel ndo € obrigatorio, mas as condi¢fes
z>0e ) >0 devem ser satisfeitas em todos os pontos. O processo de otimizagio

termina quando as condic¢des de KKT sao satisfeitas.
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3.1.2 DIFICULDADES COMPUTACIONAIS

Uma das dificuldades encontradas no método PDBL é a selecdo de um ponto
inicial factivel. Em muitos problemas, isso pode ser trabalhoso. Também, em virtude da
estrutura da fungdo barreira, para valores pequenos de p, o método PDBL pode ter
sérios problemas de mal condicionamento e erros de arredondamento, quando o 6timo
se aproxima. As escolhas do parametro de barreira e do fator de barreira podem

comprometer o processo de otimizacao.

3.2 METODO DE BARREIRA MODIFICADA

Polyak, em 1992, desenvolveu uma teoria de meétodos da funcdo barreira
modificada (FBM). Estes métodos combinam a funcdo Lagrangiana classica e a funcéo
barreira classica (FBC) buscando explorar as melhores propriedades de cada uma dessas
funcbes. A FBM pode ser considerada como uma fungdo Lagrangiana aumentada
interior e é utilizada na resolucdo de problemas restritos. O metodo de barreira
modificada transforma o problema restrito em um irrestrito equivalente, e resolve uma
sequéncia de problemas irrestritos até atingir o étimo. Para um melhor entendimento do
método e de suas propriedades descreve-se um método de barreira modificada genérico
para o problema (3.1), segundo Nash et al. (1994). A cada iteracdo principal do método

de barreira modificada o problema irrestrito:

Minimizar M(x, A, p)
X
é resolvido onde M(x,A, ) =f(x) —pixi\y(u‘lc(x) +1),
i=1

e a solugdo x* é usada para atualizar A, via A = A, y'(u "¢, (x*) +1) , i=1,..., m..

Os parametros A, i=1,..., m¢, sdo estimativas dos multiplicadores de Lagrange na
solucdo x . A funcéo y é uma funcdo monotonica, estritamente concava e de classe C,

definida no intervalo (0, +o); uma possivel escolha é y(.) =In(.), uma outra é a funcédo

inversa y(.) =1/().
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Se, por exemplo, y(.) =In(.) aregido factivel do problema (3.1) é equivalente ao

conjunto {x tuy(ne (X)+1) > 0,i :1,...,mc}.

Desta forma, a funcdo barreira modificada é a Lagrangiana classica para o
problema (3.1) com as restrigdes expressas de forma equivalente. O uso do termo de

barreira \u(p’lci(x)+1) corresponde a relaxacao das restricdes de modo que tenham a

forma ci(x) > -p.

Esta relaxacgdo representa uma expansao da regido factivel. Conseqiientemente a
“regido factivel” implicita para o subproblema de barreira modificada varia com o

parametro de barreira p.

Diferente da fungdo barreira logaritmica cléssica, a fungdo barreira modificada e
suas derivadas existem na solucdo x  para qualquer pardmetro de barreira, p, positivo.
Em particular, se 1" é o vetor dos multiplicadores de Lagrange correspondente a x , e se

v(.)=In(.), entdo a funcdo barreira modificada tem as seguintes propriedades para

qualquer p > 0:

P1. M(x", A, ) =f(x)

P2.  V,M(X",\,p)=VF(x) - XV, (x)=0

i=1
P3.  VIM(X',X,p) =V (x") - D AV, (X)) +pve(x)diag(h) ' ve(x")T
i=1
Quando o problema € de programacao convexa, segue de P2 que
P4, X =arg min{M(x,k*,u)}, para qualquer u > 0.

Isso significa que se os multiplicadores de Lagrange 6timos sdo conhecidos,
pode-se resolver o problema restrito (3.1) usando um dnico problema de otimizacdo

irrestrito, independente do valor do parametro de barreira. Polyak (1992) mostrou que se
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os multiplicadores de Lagrange iniciais sdo positivos, e 0s parametros de barreira séo

menores que um valor limite 1, 0 método converge.

Nesse mesmo trabalho, Polyak apresenta trés tipos de fungbes barreira
modificadas: uma para a funcdo barreira de Carrol, outra para a funcdo barreira de
Frisch e a funcdo barreira Shifted. As func@es introduzidas por Frisch, vistas em (3.6), e
Carrol, encontradas em (3.5), sdo as fun¢des barreira mais conhecidas. No entanto, essas
fungdes tém sérias desvantagens porque elas, bem como suas derivadas, ndo existem em
X e essas fungdes vao para infinito quando x — x". Considerando isto, Polyak definiu
as funcdes barreira de Frisch e Carrol modificadas, estas funcGes associadas ao

problema (3.1) serdo mostradas a seguir.

e Funcéo barreira de Frisch modificada, F(x,u,p):

)
F0)-ud A Infu'e, () +1)  sexeintQ,

i=1

F(X, A, 1) = ) (3.13)

, sexeintQu,

e Funcéo barreira de Carrol modificada, C(x,u,u):

-
mC 71 —1 -

F(x)+ud 2, [(u ¢, (x)+1) —1] sexeintQ,
i=1

<
C(X, My ) = (3.14)

sexgintQH,

onde: int é a parte interior do conjunto e Q, € o conjunto relaxado dado por:

Q, ={x:u’1ci(x)+120,i :1,...,mc}.
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Com a adicdo de um fator de deslocamento (de valor 1) dentro do termo
logaritmico das funcdes barreira modificadas (3.13) e (3.14), a convergéncia finita nos
métodos do tipo barreira foi alcancada, tais funcGes tornam explicito o uso do
multiplicador de Lagrange, Ai. O esquema de atualizacdo desses multiplicadores é de
complexidade computacional muito baixa. O algoritmo da fungéo barreira modificada
possui uma propriedade de convergéncia finita ao invés de assintética como no método
da funcdo barreira classica. Isto significa que a solucdo 6tima encontrada no método da
FBM pode, de fato, estar na fronteira da regido factivel, o que ndo acontece com a FBC,
onde a solugdo somente pode estar proxima a fronteira, mas nunca alcanca-la.
Consequentemente, as restrigdes tratadas pela FBM podem ser nulas, diferente da FBC.
Outra propriedade do método da FBM é que o pardmetro de barreira, pu, ndo precisa
estar muito proximo de zero para alcancar a solugdo, desde que, os multiplicadores de
Lagrange corretos, A, sejam obtidos. Assim, o condicionamento da Hessiana é

fortemente melhorado.

Neste trabalho utiliza-se a funcéo barreira Frisch modificada (3.13), isto €, a
logaritmica. Os passos do método de barreira modificada utilizando essa funcédo
aplicada ao problema (3.13), conforme Polyak (1992) séo:

Minimiza-se (3.13) com relagéo a x e satisfaz-se a condigéo:

m. }"i B
\%i (x)—;chi(x)—O (3.15)

Aplica-se 0 método de Newton para solucionar a equagdo ndo-linear (3.15).
Dessa forma, tem-se a seguinte equacao:

2 < A 2. < A T _
\Y f(x)—;mv C, > —(u_lci(x)+1)2 Ve, (x)Ve,(x)" =0 (3.16)

Reescrevendo a equacdo (3.16) de forma simplificada, tem-se o seguinte

sistema:
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V2 F(X, A, w)sx = -V F(X, A, 1) (3.17)
em que sx é o vetor de correcéo.

Atualiza-se o vetor x por:

x** = x* + psx (3.18)

onde p > 0 é o tamanho do passo o qual é encontrado através da regra de Goldstein-

Armijo conforme Nocedal e Wright (1999).

A equacdo (3.15) sugere a seguinte regra para atualizacdo do vetor das

estimativas dos multiplicadores de Lagrange:

k
k+1l 7\‘i

= p("*l)flci(x(k*l))ﬂ J=1,...,me. (3.19)

3.21 ALGORITMO

i) Dado o problema (3.1), construa a fungdo barreira modificada (3.13);

ii) Faca k=0, A’ =(1,..,1) e dé uma estimativa inicial para x°, e u° > 0;

iii) Construa o sistema (3.17) e resolva-o;

iv) Atualize x* utilizando (3.18) e se x* satisfaz as condicbes de Goldstein-Armijo,
va para o0 passo v. Caso contrario, retorne ao passo iii;

v) Se a norma do vetor gradiente for menor que uma precisdo € va para 0 passo Vi.
Caso contrério volte para 0 passo iii;

vi) Se X! satisfaz KKT, pare. Caso contrario, V& para o passo Vii;

vii) Atualize o vetor das estimativas dos multiplicadores de Lagrange, u, usando
(3.19) e u utilizando uma heuristica. Faca k=k+1 e retorne ao passo iii.

Observa-se que um ponto inicial factivel ndo € obrigatério, mas a condicéo

inicial ¢, (x%) > —u deve ser satisfeita.
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3.2.2 DIFICULDADES COMPUTACIONAIS

Uma das dificuldades encontradas no método de barreira modificada é o célculo
do tamanho do passo para atualizacdo das variaveis, pois caso isso seja feito sem um
critério de parada bem fundamentado o processo computacional pode consumir tempo e
pode complicar-se. A escolha do parametro de barreira inicial e a sua forma de

atualizacdo podem interferir no processo de otimizacao.

No préximo capitulo apresenta-se 0 método da funcdo Lagrangiana barreira
modificada/penalidade.



CAPITULO 4

O METODO DA FUNCAO LAGRANGIANA BARREIRA
MODIFICADA/PENALIDADE

Neste capitulo apresentamos uma nova abordagem do método da funcéo barreira
modificada. Nesta abordagem, as restri¢cGes canalizadas sédo tratadas pela fungéo barreira
modificada apresentada por Polyak (1992) ou por uma extrapolacdo quadratica proposta
por Breitfeld e Shanno (1994b), isto €, uma funcdo penalidade quadratica. As restri¢des
de igualdade sdo tratadas pela funcdo Lagrangiana. O método de Newton € usado para
resolver um sistema nédo-linear, proveniente da aplicacdo das condi¢des de otimalidade

de 12 ordem. E apresentado, também, o algoritmo do método.
4.1 APRESENTACAO DO PROBLEMA
Considere o seguinte problema de programacao nédo-linear (PPNL):

Minimizar f(x)
sujeito a:

h)=0,  j=1,...m (4.1)
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em que c;i(x) representa as restricdes de desigualdade canalizadas; h;j(x), as restri¢des de
igualdade; x, e Z sdo os limites inferior e superior impostos a varidvel Xy
(canalizagOes); e c; e a sdo o0s respectivos limites inferior e superior impostos as

restrices ci(X).

4.2 A FUNCAO LAGRANGIANA BARREIRA MODIFICADA/
PENALIDADE

Para construir a fungdo Lagrangiana barreira modificada/penalidade (FLBMP)
nos transformarmos o PPNL (4.1) num problema equivalente, somente com restri¢cdes

de igualdade, seguindo 2 passos:

Passo 1: Introduzimos a varidvel de folga z;, i = 1, ..., m¢,_nas restri¢ces de desigualdade
canalizadas do problema (4.1) de tal forma que ci(x) — zj = 0 e separamos cada uma das

restricdes de desigualdade canalizadas, em duas restri¢cdes de desigualdade, como segue:

c<c(x)<c
¢, -z <¢(x)-z <c, ~z
como c;i(x) — z; = 0, temos:

c,—z,<0<¢ -z,

0 que equivale a:

Ci—-7z,<0
c,—2,20

z;-¢; 20
c,—z,>0

Em seguida, separamos as canaliza¢Ges das variaveis xx em duas restricdes de

ou:

desigualdade e com isso, 0 nosso PPNL (4.1) toma a seguinte forma:
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Minimizar f(x)
sujeitoa:  h;(x)=0, j=1..,m,

c_i—zi >0,i=1..,m (4.2)

c

X, =X, 20

Z—xk >0, k=1..m,

Esta formulacdo faz com que o PPNL que tinha m, restricdes de desigualdade
canalizadas, my, restricdes de igualdade e my canalizacGes das variaveis X, passe a ter

2m + 2my restrigdes de desigualdade e my + m. restricdes de igualdade.

Passo 2: Construimos a funcéo barreira modificada/penalidade, FBMP, associada a

(4.2) como segue:

FBMP =f(x)—u2[v'k¢(xk - x_k)+vi¢(x_k—xk)]—u:n22[&:¢(zi o)+ e8dle -2,

(4.3)

em que v, vi°, &' &° sdo os multiplicadores de Lagrange das restricdes de
desigualdade; z; ¢ a variavel de folga adicionada as restricbes de desigualdade
canalizadas; p é o parametro de barreira e ¢(x) € um termo de barreira

modificada/penalidade. Para simplificar a notacdo, as restricbes de desigualdade

(X =X X =Xy, Z;—C;

e c_i—zi) serdo denotadas, a partir de agora, como gi(x,z),

i=1,.., m comm =2mc+2m,. A funcdo ¢ é definida por:

¢ (g;(x,2))= In(si + gi(x,z)]’ i=1,2,..,m,se g;(x,2)>—B s;p (4.4)
i
0 (0:(x,2))=Q (9;(x,2),i=1,2,...,m, se g;(x,z)<—B s;p (4.5)

em que
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Q (gi(x’z)):%qa,i(gi(x’z))z + qb,igi(x’z)+qc,i' i=1,2..,m, (4.6)

é uma funcdo penalidade (ou extrapolacdo quadratica), 3 € um parametro que representa

a tolerancia da aproximacéo da regido factivel e s; & um parametro shift.

Como o parametro B — 1, as funcBes o&(gi(x,z)) aproximam-se das
singularidades dos termos logaritmos em (4.4). Os coeficientes da funcdo penalidade
(ou extrapolagdo quadratica), Qai, Obi € e, apresentados em (4.6), sdo calculados de
forma que esta funcdo tenha o seu valor, bem como os das suas derivadas primeira e
segunda ordem  coincidentes com os da funcdo logaritmica (4.4), no ponto

g(x,z): —Bsu, como foi proposto pelos pesquisadores Bental et al. (1992), e Breitfeld
e Shanno (1993). Logo, sendo Bn(g(x,2)) = In[s+MJ, temos que satisfazer as
il

seguintes igualdades:

Q(9(x,2)) = Bm(g(x,2)), isto &, %qa(g(x,z))2 +0,9(x,2)+q, = In(s+ g(x’z)j 4.7)

u
Q'(0(x2) = Bw ((x2). isto &, 0,9(x,2)+ G, =———— (4.8)
us+9(x,2)
Q”(9(x,2)) =Bm’(9(x,2)), isto €, 9, =-——"F—= (4.9)
(us+g(x,2))
Substituindo g(x)=—Bsp em (4.9), temos:
1
A =T g (4.10)
" s p)

Substituindo g(x)=—Bsu e (4.10) em (4.8), temos:

1
 (us(-p)y (=Psu)+a, = us—Bsu’

logo,



CAPITULO 4 - O METODO DA FUNGAO LAGRANGIANA BARREIRA MODIFICADA/PENALIDADE 30

_ 1 PBsp _ps—pusp-Psp_ 1-28
T sAp) (sa-pF | (sC-P)  map) @1

Substituindo g(x)=—Bsu , (4.10) e (4.11) em (4.7), temos:

%[_m}_ Bsp)’ +(Msl(1__2§)2 j(— Bsu)+q, = In(s—BsT“),

ou
B 2B P

2(1_B)2 (1_6)2 +q, = |n(S[1—B]) ,

isolando g, temos,

 B2-4p?+2p B
0. =0 P 2 i)

ou

+In(sfL-B]) (4.12)

Portanto, as equacdes (4.10), (4.11) e (4.12) nos fornecem os coeficientes da

funcdo extrapolacao quadratica Q(x), vista em (4.6), para a FLBMP, ou seja:

-1
Qi =77 w2 (4.13)
(Si” (1_B ))
R (4.14)
su -5 )

0, <223 ) s ) @15
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Com isso, 0 PPNL (4.2) torna-se um problema de minimizacdo somente com

restricdes de igualdade, com a seguinte forma:

min FBMP
sujeitoa:  hj(x)=0,j=1, ..., my

ciX)—z=0,i=1,.,m (4.16)

Para transformarmos (4.16) em um problema irrestrito equivalente, construimos

a funcéo Lagrangiana barreira modificada/penalidade associada a ele da seguinte forma:
FLBMP =f(x uz Vi, —x, Jviolx, —x, JJ-nY[elo(z e )+ e%ole, 2, )+

i=1
Zth Z (c,(x)-z,) (4.17)

em que kjE e i sdo os multiplicadores de Lagrange para as restricdes de igualdade do

problema (4.2).
Com isso, transformamos o PPNL (4.16) no seguinte PPNL irrestrito:

min FLBMP (4.18)

4.3 O METODO DA FUNCAO LAGRANGIANA BARREIRA
MODIFICADA /PENALIDADE

O método da FLBMP € composto por 2 ciclos: um externo e um interno. No
ciclo externo o PPNL é convertido em um problema irrestrito, como visto na se¢éo 4.2.
Os multiplicadores de Lagrange associados com as restricées de desigualdade (vi', vi®,
&' &%) e o parametro de barreira sdo determinados. No ciclo interno resolve-se o
sistema ndo-linear obtido pela aplicacdo das condi¢bes de otimalidade de 12 ordem a

funcédo (4.17). O método de Newton € usado na atualizacdo das varidveis primais, X e z,
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e as duais (kjE e Ai), cujo passo é determinado por um procedimento de busca linear.
Logo que a convergéncia satisfatoria é atingida no ciclo interno, o novo conjunto de
variaveis é usado para controlar a convergéncia do ciclo externo. Se a convergéncia
externa ndo for alcancada, os multiplicadores associados as restri¢cfes de desigualdade

(i, vi, &', &) sdo atualizados e uma nova atualizacéo é iniciada no ciclo interno.

A seguir, descrevemos detalhadamente cada uma das etapas realizadas nos 2
ciclos.

4.3.1 O CICLO INTERNO DO METODO DA FLBMP (ITERACAO DE
NEWTON)

Nesta subsecdo, nos apresentamos o ciclo interno do método da FLBMP
juntamente com o procedimento de busca linear utilizado. Uma iteracdo deste ciclo
envolve a avaliagdo de uma Hessiana exata e de um gradiente. A factibilidade é
verificada para as restricdes de desigualdade. Se alguma delas ndo satisfizer a
factibilidade em algum passo da busca, significa que o termo logaritmico de barreira
modificada associado a esta restricdo ultrapassou, ou estd muito proximo da sua
assintota, dificultando, ou impossibilitando o célculo do logaritmo. A estratégia usada
para evitar esse fato € o uso da extrapolacdo quadratica (4.5), mudando o termo

logaritmico para um termo quadratico.

Aplicando as condicGes de otimalidade de 12 ordem na FLBMP (4.17), obtemos

um sistema ndo-linear, como segue:

OFLBMP _
OX

OFLBMP
0z

OFLBMP _
o\

OFLBMP
o

0
0

(4.19)
0

0
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Determinamos a solucdo do sistema ndo-linear (4.19) utilizando o método de
Newton. A aplicacdo do método de Newton gera as direcdes de busca, sx, sz, sAF e si,
as quais sdo utilizadas para a atualizacdo das variaveis do sistema e resulta num sistema

matricial, que, em sua forma simplificada, é representado por:
Hriemp S = — GrLawmpe (4.20)

em que GrLgwmp € 0 gradiente da FLBMP (4.17), He gvp € a Hessiana da FLBMP (4.17)

e’S = (sx, sz, sAF, sA') é o vetor direcéo de busca.

O GeLamp é definido como segue:

T

Gripwe = VFLBMP(x,2,25,1')

(aFLBMPjT(aFLBMPjT(aFLBMPjT(aFLBMPJT
OX 0z ONE o\

(4.21)

com:

OFLBMP _ of(x) —u( vetor [qu)'(xk —ﬂ)—vﬁq)'(Z—xk)D+ [XET{ah(X)} + [k']T{M}

OX OX K=L2,...mx OX oX
(4.22)
FE— vetor [, -c)-groe -2, )] -+ (4.23)
0z i=1,2,..,mc —
OFLBMP _
OFLBMP _ ()2 (4.25)

O\

em que:
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' = 1 i= m, se g;(x,z)> —Bs;
¢(gi(xyz))—w+—gi()(,z)’ 1,2, ... m,se g(x,2)=—Bsn

0'(0;(x,2)=0,,0:(x, 2)+qy;, 1=1,2,...,m,se g;(x,2) < Bs;n .

A Hessiana da FLBMP (4.17) é definida por:

0*FLBMP 0 (8h(x)jT (ac(x)jT
ox? OX OX
2
0 OFLBMP L,
HFLBMP = 8h(X) a; . .

OX
ac(x) y 0 0

0z Me

com:

OFLBMP _ 9(x) _\  fiag [vch"(xk—xk)+vf¢"(x_k—xk)]+[kE]T{%(;()}+[X'T{M}

ox? ox? K=1,2,...m, —

CFLBMP _ . diag [eror(e, o) £50r(e, 2]

em que
1

HS; +gi(x’z))2
0"(9:(x,2))=09,;,1=1,2, ..., m, se g;(x,z)< —Bs;u

¢”(gi(x’z))= _(

,i=1,2,...,m,se g,(x,z)>-PBs,u

(4.26)

(4.27)

OX?
(4.28)

(4.29)

(4.30)

Consequentemente, os novos valores atualizados das variaveis dentro do ciclo

interno sdo dados por:
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XP=XP + oS (4.31)
em que:

Xp = [X]_p e mep le e chp (7L1E)p e (kme)p (}Lll)p e (}\,mcl)p]T (4.32)
onde p indica o indexador das iteracGes internas para a solucdo do problema de
minimizacdo interno e o é 0 tamanho do passo, o qual é determinado através de uma

busca linear, como apresentada na proxima subsecé&o.

4.3.1.1 BUSCA LINEAR

Utilizamos para a busca linear o método de Armijo, que é um método de busca
unidimensional finito o qual procura a partir de um ponto x-, um ponto x*-*, na
direcdo S, tal que a funcdo “decres¢a”, sem se preocupar em minimiza-la, em que BL
indica o indexador de iteracGes da busca linear. Neste método ndo se faz necessario a
obtencdo de um minimo local para alguma funcéo dependente de o (tamanho do passo),
mas apenas uma aproximacdo mais ou menos precisa. N&o se exige convexidade, nem
unimodalidade. Para tal, utiliza derivadas no ponto de partida x®-, devendo garantir

neste ponto, ou em cada iteracao, que a funcao decresca, ou seja, NGs queremos que:
f(xP) < f(x")+ wa(sP) vi(x) (4.33)
em que w é uma constante suave, satisfazendo 0 <w < 1.

O algoritmo de Armijo procura localizar a de forma que a reducdo da fungéo
seja grande. A escolha inicial de o ndo deve ser muito grande, evitando um
comportamento oscilatério do método e nem muito pequeno evitando uma parada
prematura do algoritmo. Com isso, ajustaremos 0 nosso oy (alfa inicial) com o valor 1.
Caso a condicdo em (4.33) ndo seja satisfeita, a € atualizado com uma simples reducéo

de acordo com a sequéncia:
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af = (4.34)

em que & > 1 e € usualmente ajustado para & = 2. Os valores das variaveis primais séo

atualizados da seguinte forma:
(xp)BL+l = (xp)BL +as’ (4.35)

em que sP = (sxP,sz") é a diregdo de busca somente das variaveis primais, encontrada na

resolugéo do sistema matricial (4.20).

Para a atualizacdo dos multiplicadores de Lagrange associados com as restri¢des
de igualdade, 7LjE e Ai' (varidveis duais), encontrados no vetor XP em (4.32), usaremos o
esquema proposto por CHEN & VASSILIADIS (2003), o qual é baseado em uma
combinacdo convexa entre os multiplicadores de Lagrange ((}LjE)p e (A\)P) obtidos no
ciclo interno, usando o passo de Newton puro (o = 1) e os multiplicadores de Lagrange

obtidos dentro da busca linear (4%)%" e ()Y :
0P =6 P+ a0 P -6 (4.36)

B P =00 P o (] - 0s)) @.37)

Durante a busca linear, essas novas atualizagdes, (x*)®, ()% e (\')®-,
serdo utilizadas para estimar uma funcdo penalidade mérito para o problema de
otimizacdo em lugar da fungdo objetivo f(x) em (4.33) . A funcdo penalidade mérito,

como proposta por Chen e Vassiliadis (2003), toma a seguinte forma:

FPM, =f(x)—ug[v'k¢(xk %, )+vi¢(Z—xk)]—u§[a:¢(zi —o )+ esle -2, )+

+ mz max|M, \xﬂ]\h i)+ i max|M,, I, H|ci (x)-z] (4.38)
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em que um termo de penalidade, M, é introduzido para medir a violagédo das restrigcdes

de igualdade. Atualizaremos M da seguinte forma:

M _ a4, | @.39)

em que A representa }LjE e Ai'. O valor usual para inicializacdo de M é 10, segundo Chen
e Vassiliadis (2003).

Quando a condigdo (4.33) for satisfeita, o ciclo da busca linear é interrompido, e
0 vetor gradiente (4.21) e a matriz Hessiana (4.27) seréo avaliados para 0s novos valores
encontrados a partir de (4.35), (4.36) e (4.37). Uma nova direcao de busca, resolvendo o
sistema matricial (4.20) é encontrada, assim como 0s novos valores das variaveis
utilizando (4.31). Esses procedimentos continuam ciclicamente até que um critério de
convergéncia seja atingido. O critério adotado por nés, segundo Chen e Vassiliadis
(2003), é dado por:

[6(x,z.2%,2! ) <e (4.40)

em que G é o gradiente da funcdo Lagrangiana barreira modificada/penalidade ou da
funcdo Lagrangiana barreira classica/penalidade (que serd vista na secdo 4.3.2.3.2),

dependendo do método utilizado e € € uma precisao.

Quando (4.40) for satisfeito, o ciclo interno é interrompido e inicia-se o ciclo
externo. No ciclo externo, o pardmetro de barreira p e as estimativas dos
multiplicadores de Lagrange (v, vi, &', &) sdo atualizados. Esses novos valores sio
utilizados para verificar se os critérios de parada (4.66) ou (4.67), apresentados na
proxima subsecdo, sdo satisfeitos. Satisfeitos estes critérios, o método para e temos a
solucdo 6tima para o0 nosso PPNL; caso contrario, 0 método entra em um novo ciclo
interno e vai procurar por novas direcfes de busca, até conseguir atingir uma

convergéncia.
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4.3.2 O CICLO EXTERNO

Apresentamos o ciclo externo onde ocorrem as atualizagcdes dos parametros s;, p
e B, bem como das estimativas dos multiplicadores de Lagrange (vi', vi®, &', &°) e sua
inicializacdo. Além disso, também é mostrado quais sdo 0s critérios de parada que

devem ser satisfeitos para que 0 método atinja uma convergéncia satisfatoria.
43.2.1 OSPARAMETROSSs; E O PARAMETRO p

Os parametros shift, s;, servem para relaxar a regido factivel para os limites
superior e inferior em X; e z;. Em nosso trabalho, todos os parametros shifts terdo valor

constante igual a 1.

O parametro de barreira, p, é atualizado por uma simples regra de redugo:
L

ut =B (4.41)
Y

em que e L é a indexacdo referente a iteracdo externa e y > 1 &€ um parametro
preestabelecido usualmente como sendo y = 2 ou y = 10. O valor inicial, po, € um valor

positivo arbitréario, geralmente é usado o = 10~ ou po = 1072,

4.3.2.2 OPARAMETRO B

O parametro 3 é a tolerancia da aproximacdo com relacdo a fronteira da regido
factivel. Em consequéncia disso, ele também pode ser interpretado como a tolerancia da
proximidade das assintotas dos logaritmos dos termos de barreira modificada. A idéia
envolvida é a de evitar a dificuldade de se calcular o logaritmo quando se estd muito
proximo de sua assintota, pois o logaritmo tende ao infinito. Vassiliadis e Brooks

(1998) atualizavam esse parametro através da seguinte relacao:
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L)
B+ = min[l—%,ﬁmax} (4.42)

emque 0 < Brmax< 1.

Porém, Chen e Vassiliadis (2003) propuseram esse parametro constante, isto e,

B =0,9, o qual é utilizado neste trabalho.

4.3.2.3 OS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRICOES
DE DESIGUALDADE

Para atualizar os multiplicadores de Lagrange das restricOes de desigualdade,
adotamos o esquema proposto por Breitfeld e Shanno (1994c). Para isso, consideramos

0 problema (4.2), somente com restricdes de desigualdade com gi(x,z) representando

e ¢c,—z;,, com m = 2m¢ + 2my, denotado de maneira

Xi = Xo X =Xyo Z;=C;

simplificada por:

Minimizar f(x)

sujeito a: 9,(x,2)>0,i=1...,m (4.43)

c

e construimos a funcéo barreira modificada associada ao PPNL (4.43), como segue:

FBM = ()~ u-7.4(0,(x.2) (4.44)
onde:
o (9,(x,2))= In(si + g‘(X’Z)J, i=1,2,..,m,se g;(x,2)>—P s;u
i

¢ (0,(x,2)=Q (9:(x,2)),i=1,2,...,m, se g;(x,z)<—B s,

em que
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Q (gi(x Z)) qa.(g ( ))2 +qb,igi(x’z)+qc,i' i=1,2,..,m
e a funcdo Lagrangiana:

FLBM =f(x Zk,g X,2) (4.45)

A seguir, nds encontramos 0s respectivos gradientes das equacOes (4.44) e
(4.45):

VFBM = Vf(x pr (x,2)vg,(x,2) (4.46)

VFLBM = Vf(x ZXVg (x,2) (4.47)

i=1l

Seja x“** um ponto que foi determinado no ciclo interno e que é usado para
atualizar as estimativas dos multiplicadores de Lagrange. Aplicando as condicGes de
otimalidade de 12 ordem e substituindo x-** em (4.46) com p e A, indexados com uma

iteracdo de atraso (ou seja, estamos utilizando x-** para atualiza-los), temos:

Vf(x“l)= Zm:HLNi_d)'(gi(XLﬂa ZL+1) gi(x“l, ZL+1) (4.48)

i=1

Agora, aplicando as condigdes de otimalidade e substituindo x-** em (4.47), mas

apos ter ocorrido a atualizagdo de e A, temos:

\Vai ( L+l) ZXL”Vg( Lt L+l) (4.49)

i=1

Finalmente, comparando (4.48) e (4.49) e usando (4.26) para ¢’(9(x,z)),
chegamos no seguinte esquema para atualizar as estimativas dos multiplicadores de

Lagrange associados as restri¢des de desigualdade:
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M= u%(ﬁg_(xzﬂ i=1,2,...,m,se g,(x,z)> B su" (4.50)

ou
A= ptb(orte (x,2)+ 9P ),i=1,2, . m se g, (x,2)<—Bsut (4.51)

em que A; agora representa todos os multiplicadores de Lagrange (V', v°, &' e £°%) para as
restricdes de desigualdade; gi(x,z) representa todas as restricdes de desigualdade e L é a

indexacdo referente a iteracdo externa.

4.3.2.3.1 INICIALIZACAO DOS MULTIPLICADORES DE
LAGRANGE

Para problemas de otimizagdo complexos, uma boa estimativa dos
multiplicadores de Lagrange se faz necessaria para obter a convergéncia do método da
FLBMP. Neste trabalho, utilizamos o método da funcdo Lagrangiana barreira
classica/penalidade (FLBCP) para a inicializacdo desses multiplicadores. Essa idéia foi
proposta por Vassiliadis e Brooks (1998). Sua proposta é baseada no fato de que a
FLBMP pode convergir em poucas iteragdes usando boas estimativas dos
multiplicadores de Lagrange (teoricamente em 1 iteracdo com valores exatos — Polyak
(1992)), e com valores de p grandes (convergéncia antecipada), consequentemente

preserva o bom condicionamento da matriz Hessiana.

Com o objetivo de determinarmos uma boa estimativa para os multiplicadores de
Lagrange, nos baseamos no esquema de inicializacdo proposto por Fiacco e
McCormick, (1968) e para isso, construimos a funcdo barreira classica logaritmica
associada a (4.43):

FBC=f(X)—ugcbpsc(gi(x,Z))=f(X)—ugln(gi(x,Z)) (4.52)
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Consideramos, também, a funcdo Lagrangiana associada a (4.43):
FLBC=f(x)->.%,0,(x,2) (4.53)
i=1

Determinamos os respectivos gradientes das funcdes (4.52) e (4.53):

_ N M
VFBC = Vf(x) ;gi(X’Z)Vgi(x,z) (4.54)
VFLBC=Vf(x)—iKngi(x,z) (4.55)

i=1

Comparando (4.54) e (4.55), deduzimos a seguinte estimativa para A

xestimado — u (456)
gi (X! Z)

onde x € o valor encontrado pelo estagio externo do método da FBC. A férmula (4.56)
fornece uma estimativa para os multiplicadores de Lagrange (V', v°, &' e %) baseada na

solugdo encontrada pelo método da funcéo barreira cléssica logaritmica (FBC).

4.3.2.3.2 ESQUEMA DE EXTRAPOLACAO DA FBC

Como no método FLBMP, um esquema de extrapolacdo é introduzido no
método FBC, determinando a funcdo Lagrangiana barreira classica/penalidade, FLBCP.
Deste modo, o método da FLBCP fornece os valores utilizados no célculo das
estimativas dos multiplicadores de Lagrange A (4.56). Com esse objetivo, construimos,
inicialmente, a Funcdo Barreira Classica/Penalidade (FBCP) para o PPNL (4.2),

obtendo assim, um novo PPNL equivalente a ele:
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minimizar FLBCP = f(x)- ui [d)FBC(xk —&)+ Orac (X_k_ Xk)]_
’ )

- pimz_? [d)FBC (Zi —&)“' Orac (C_,— Zi )]

sujeitoa: ci(x)—z=0,i=1,2,..,mc
hi(x)=0,j=1,2, ..., mp, (4.57)

e, como consequéncia determinamos a funcdo Lagrangiana associada ao PPNL (4.57) é

dada por:

FLBCP =f(x)- Hi [fl)pac (Xk —&)Jf Prac (X_k— Xk)]‘

- MTZ;[d)FBc(Zi —&)4- ¢Fsc(a—2i )]+ 2kﬁhj(x)+§:x|i (Ci(X)— Zi)

(4.58)

em que a funcdo Lagrangeana sera minimizada com respeito as variaveis primais, X e z,

e a funcéo ¢esc € definida da seguinte forma:

drac(9:(x,2))=In(g;(x,2)),1=1,2,..,m, se g,(x,2)>(1-B);n
Oroc(0 (%, 2)) = Qeac(0:(x,2)), 1=1,2, ..., m, se g;(x,2)<(1-Bspn  (4.59)

Quocl0,(x2) =32, 0, (x.2)F +b,,(x.2) .. (450

sendo uma funcdo extrapolacdo quadratica.

A funcdo e construida de tal forma que o seu valor, bem como os das suas
derivadas de primeira e segunda ordem coincidam com os da funcdo barreira
logaritmica B_(g(x,z))=In(g(x,z)) no ponto g(x,z)=(1-B)u. Logo, temos as

seguintes igualdades:



CAPITULO 4 - O METODO DA FUNGAO LAGRANGIANA BARREIRA MODIFICADA/PENALIDADE 44

Q(a(x.2)) = Be(9(x,2)), isto &, %a(g(x,z))2+bg(x,z)+c =In(g(x,z))  (4.61)

Q’(9(x,2)) = B¢(g(x,2)), isto &, ag(x,z)+b = ! (4.62)
9(x,2)
Q’’(g(x,2)) = B¢’ (9(%,2)), isto é, a = —% (4.63)
9(x,2)
Substituindo g(x,z)= (1—pB)su em (4.63), temos:
1 1
SO —— : (4.64)
okl (@B
Substituindo g(x,z)= (1—B)su e (4.64) em (4.62), temos:
1 1
(- b=——— logo,
@y PP
2
b=—— 4.65
@B (o0

Substituindo g(x,z)= (1-B)su, (4.64) e (4.65) em (4.61), temos:

1 1 2 2 =In({1- ou
5[-W}«1-s)su> {2 o P o=,

—% +2+c=In((L-B)su) . Isolando c, temos:

c = In((1-pw)— (4.66)

Portanto, as equacOes (4.64), (4.65) e (4.66) fornecem os coeficientes da funcéo

extrapolacdo quadratica (4.60) para a FLBCP, ou seja,

= by = e o, =In((L-Blu) - (4.67)

((1_[3)5#1)2 S (l_B)SiH
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Dessa forma, a FLBCP que utilizamos é uma funcdo a qual relaxa a regido
factivel do problema (4.2). Fixamos o nimero de iteracdes do método FLBCP em uma
ou duas e obtemos valores estimados para as variaveis primais e duais. Esses valores
serdo utilizados no calculo das estimativas dos multiplicadores de Lagrange, (4.56). O

metodo FLBMP serd entdo iniciado tendo esses valores como solugdo inicial.

4.3.2.3.3 METODO DE NEWTON PARA A FLBCP

Da mesma forma que no método da FLBMP, aplicamos as condicdes de

otimalidade de 12 ordem na FLBCP (4.58), obtemos um sistema ndo-linear, como segue:

OFLBCP

0
OX
OFLBCP _
0z
(4.68)
OFLBCP
— =0
O\
OFLBCP _
o\

Determinamos a solucdo do sistema ndo-linear (4.68) utilizando o método de
Newton. A aplicacdo do método de Newton gera as direcdes de busca, sx, sz, SAF e sA!,
as quais sao utilizadas para a atualiza¢do das variaveis do sistema e resulta no sistema

matricial, que, em sua forma simplificada, é representado por:

Hrieer S = — Griaep (4.69)

em que Grigscp © Hrigcp S80, respectivamente, o gradiente e a Hessiana da FLBCP

(4.58) e S = (sx, sz, SAF, sA') é o0 vetor direcéo de busca.

Analogo ao método FLBMP, Gg gcp toma a mesma forma apresentada de (4.21)
a (4.25), trocando Gggmp por Grrgcp € @ FLBMP pela FLBCP.
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Ao diferenciar os termos de barreira classica/penalidade produzimos, neste caso,

uma férmula algébrica geral:

¢-(gi(x,z>>=ﬁ i=1,2, ., m se g(x,2)> (1-Pim

g;\X,z

¢'(9,(x,2)=a,9,(x,2)+b;,i=1,2,...,m,se g,(x,2) < L-Bsu (4.70)

A Hessiana da FLBCP toma a mesma forma da apresentada de (4.27) a
(4.29), trocando Hr gmp por Hescp € @ FLBMP pela FLBCP. E definimos uma formula
algébrica geral para as derivadas de 2* ordem dos termos de barreira

modificada/penalidade:

<|>"(9i(x,z)):—( L - ,i=1,2, .., m, se g;(x,2) > (1-B)s;n

g:(x,2))

0"(gi(x,2))=a, ,i=1,2,..,mse g(x,z)<@-Bk;p (4.71)

Para resolver o sistema matricial (4.69) utilizamos 0 mesmo esquema mostrado
na subsecéo 4.3.7, bem como a busca linear e a forma de atualizar as varidveis primais e

duais.

A funcdo penalidade mérito, no caso da FLBCP, toma a seguinte forma:

FPM, =f(X)—p2[¢FBC(Xk _X_k)+¢FBC(Z_Xk)]_MTZZ[(I)FBC(Zi _ﬁ)+¢FBc(a_zi)]+

+ % max[M J. ‘Xfmhj(xX + i max[Mi ,\x'i H|ci (x)-z| (4.72)

Com isso, aplicamos uma ou duas iteracdes do método da FLBCP e temos uma
solucdo primal/dual inicial para o método da FLBMP, e as estimativas dos
multiplicadores de Lagrange relacionados as restricGes de desigualdade da FLBMP
usando (4.56).
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4.3.2.4 CRITERIOS DE PARADA PARA O CICLO EXTERNO

O ciclo externo do método da FLBMP pode ser considerado completamente

convergido através da satisfacdo de cada uma das seguintes condigdes:
u<o0 (4.73)

ou

uX<teu <0 (4.74)

onde u;¥, u,* e us* séo calculados como indicados na Tabela 1, seguindo as diretrizes de

GILL et al. (1981). Lembramos que, gi(x,z) representa as restricbes de desigualdade

(X, =X, X, —X,,Z,—C, € C,—z,) enquanto XA; representa os Multiplicadores de

Lagrange dessas restricdes limite (&', &%, vi' e vi°).

TABELA 1 - Critérios de parada

Parametro Comentario

1

1 Critério de convergéncia global
uy = max[A" —n, B -, T* —(n)i, A* —(n)s} g g

desejavel.

uk = max|A¥, T¥] Satisfaz a factibilidade e a
complementaridade

1 Baixa medida de convergéncia
us :max[E"—(nllo), Zk—(n)z} g

A* = max,[min[g,(x,2), 0] Factibilidade das inequagdes

B¥ = max, |P\‘igi (x)|/(1+ ‘f(xkl)J Complementaridade escalar

k= meu,wL(kaZk,Mk,Vk,ék]‘ /<1+‘f(xkl) Norma escalar do Gradiente da
: Lagrangiana

A =V F(x<)+ ikivxgi(x%
i=1

/(1 +‘f( kl) CondicBes de 12 ordem escalar para

problemas restritos

EX = f(xk )_f(x '<-11/(1+ ‘f(xk 1) Mudanca suficiente no objetivo
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Mudanga suficiente no vetor variavel

primal

n Tolerancia usual especificada. Pode

ser 10>

4.3.3 ALGORITMO DO METODO DA FLBMP

A fim de sintetizar todos os passos envolvidos no método da FLBMP, propomos
dois algoritmos béasicos envolvidos com a abordagem proposta: algoritmo da

inicializacdo com a FLBCP e algoritmo da FLBMP.

Primeiramente mostraremos um algoritmo para o método da FLBCP o qual é
utilizado para determinar uma solucdo inicial para 0 método da FLBMP. Logo em
seguida, serd mostrado um algoritmo para 0 método da FLBMP, que € utilizado para

encontrar a solucdo étima do problema de otimizacéo (4.1).

4.3.3.1 ALGORITMO DA INICIALIZACAO COM A FLBCP

Passo inicial

Dado o problema (4.1) construa a FLBCP conforme (4.58);
Faca K= 0;

Escolha uma solucéo inicial para as variaveis do problema: x°, z°, (A5)° e (A)°.

Passo iterativo

i) Determine o sistema para a FLBCP analogo ao sistema (4.68) e resolva-o;

i) Atualize as variaveis: x° e z° utilizando (4.35), (AF)° e (A")° utilizando (4.36)

e (4.37);

iii) Se o critério de parada para o método de Newton esta satisfeito, va ao passo
iv;

Sendo, volte ao passo i;
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iv) Se as variaveis do problema satisfazem as condi¢des de KKT ou se K > 2,
calcule as estimativas dos multiplicadores de Lagrange (V', v°, &' e &%)
utilizando (4.56) e FIM,;

Sendo, va ao passo V;
v) Atualize o fator barreira utilizando (4.41), faca K= K+1 e volte a i.

4.3.3.2 ALGORITMO DA FLBMP

Passo inicial

Inicie as variaveis com o algoritmo 4.3.3.1;
Dado o problema (4.1) construa a FLBMP (4.17);
Faca K= 0;

Passo iterativo

i) Determine o sistema (3.19) e resolva-o;
ii) Atualize as variaveis: x° e z° utilizando (4.35) e (AF)° e (A"} utilizando
(4.36) e (4.37);
iii) Se o critério de parada para o método de Newton esta satisfeito, va ao passo
iv;
Sendo, volte ao passo i;
iv) Se as variaveis do problema satisfazem as condi¢es de KKT, FIM.,
Sendo, va ao passo V;
V) Atualize o fator barreira utilizando (4.41) e os multiplicadores de Lagrange

V', v°, &' e £) utilizando (4.50) ou (4.51), faca K= K+1 e volte a i.

As figuras 1 e 2 mostram, de forma simplificada, o funcionamento dos ciclos
interno e externo do algoritmo do método da FLBMP inicializado com o método da
FLBCP.
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Determinar uma solugo inicial
X0=(x% 2% 5% )). K=1;

Y
Avaliar FLBCP(X"), GeLgcp(X°) €
HFLBCP(XO)-

A 4

Faca X° = X". Atualize u por
(4.41). Faca K=K + 1; \ 4
7'y Algoritmo do ciclo interno — Figura 2

K>2?

Sim

Caleular (v)°, (v>)° (&')°e (£°)°
por (4.56). Faca X° = X",

A\ 4
Avaliar FLBMP(X?), Geemp(X°) €
HFLBMP(XO)-

A 4

A 4

Algoritmo do ciclo interno — Figura 2

Sim

(4.73) ou (4.74) séo
satisfeitos?

FIM

Atualize (vi' )", (vS)Y, (&' ) e (€5)"
por (4.50) ou (4.51) e pwpor (4.41).
Faca X° = X",

FIGURA 1: Ciclo externo do algoritmo do método da FLBMP com inicializagéo
pelo método da FLBCP.
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Faca G(X°) = G(XP)

A

Sim

Selecione X°. Faca o = 1.

Sim
(4.40)é
satisfeita?

Avalie H(X?).

A 4
Calcule S=H™G e X" por (4.31)

v
Avalie FPM(X?)

\ 4

Verifique se (4.33) é satisfeita,
ou seja:

Retorne ao ciclo
externo

A

FPM(XP) < FPM(X° )+w o s* G(X°) ?

v Nao
Atualize o por (4.34)

\ 4

Atualize as varidveis primais por (4.35) e
as variaveis duais por (4.36) e (4.37).

FIGURA 2: Ciclo interno dos métodos da FLBCP e da FLBMP.

A figura 2 mostra, de forma simplificada, o ciclo interno para os métodos da

o1

FLBCP e FLBMP. Por esta razdo, o vetor gradiente estd denotado por G e a matriz

Hessiana por H. Encontram-se no Apéndice 1 os algoritmos estruturados.

No proximo capitulo apresentamos OS resultados computacionais da aplicacao

do método da FLBMP em um problema tedrico e em problemas de FPO.



CAPITULO5

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos o0s resultados numéricos obtidos através da
aplicacdo do método da funcdo Lagrangiana barreira modificada/penalidade com a

finalidade de demonstrar seu desempenho.

5.1 EXEMPLO1

Considere o seguinte problema:

Minimizar (x1—2)* + (X, — 2Xz)2
sujeitoa: X1 +x;—3=0
—1< x2 —x<0 (5.1)

15<x, <2
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5.1.1 INICIALIZACAO DO METODO USANDO A FLBCP

Para a fase de inicializacdo, associada ao problema (5.1) temos a funcéo
Lagrangiana barreira classica penalidade:

FLBCP = (Xl - 2)4 + (X]_ - 2X2)2 - H[d)FBC(XZ - 1,5) + ¢FBC(2 - X2) + ¢FBC(Z + 1) +
+ drac(= 2)] + A5(Xe + X2 = 3)+A!(xe® — X2 - 2) (5.2)

em que:

In(x, —15), se x, -1,5> (1-B)sn

¢FBC(X2_1’5):{%a(X2 _1,5)2 + b(xz _1,5)+ C, Se X, _1!5 < (1_ B)SM /

In(2-x,), se 2—x, > (1-B)su

¢FBC(2_X2):{%a(2_x2)Z +b(2-x,)+¢, se 2-x, <(1-B)su

In(z+1), se z+1>(1-B)su

drec(z + 1)= {%a(z +1)° +b(z+1)+c, se z+1<(1—PB)su ;

In(-2), se —z>(1-B)su
drac(= Z)z{%a(— 2V +b(=z)+c se —z< (L—P)sp

L b= % ec=In(@-plu)->.
B A AR D

Aplicando as condi¢cbes de otimalidade a funcdo (5.2) obtemos um sistema de
equacgdes ndo-lineares, cuja solugdo pode ser determinada pelo método de Newton
gerando o seguinte sistema linear:

Hriecr S = — GrLeep
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em que:

G FLBCP

| OFLBCP |
0X,
oFLBCP

oX,
OFLBCP

0z
OFLBCP

OME
OFLBCP

o\

é o vetor gradiente com

oFLBCP

0X,

oFLBCP

oX,

oFLBCP

0z

oFLBCP

OA"

oFLBCP

o'

= 4(x, —2)° +2(x, — 2X, )+ AF + 2x A';

- _4(X1 - 2X2)_P~[¢'FBC (Xz _1'5)_¢'FBC (2_ Xz)]'””E -

= _M[(I)IFBC (Z +1)_ O e (_ Z)]_ A

=X, +X,—=3;

=x?-x,-2;

! , Se X, —152>—Psp

®’rBc(X2-1,9)=7 x,-15 ;

a(x, -15)+b, se x, -1,5<—Psu

L, se 2—X, > (1-B)su

¢’rec(2—X2)= 2—X

a(2—x2§+ b, se 2—x, <(1-P)sp
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1
O'rac(z + 1)= L se z+1>(1-B)su :
a(z+1)+b, se z+1<(1-PB)su

¥rac(—2)= se-z2(-Pn
a(-z)+b, se —z<(1-PB)su

2
o'FLBCP 0 1 m,
OXy
2
4 8FLI?CP 0 1 -1
H B OX5
FLBCP — 2
0 o  OFLBCP o
0z
1 1 0 0 O
2X, -1 -1 0 0

¢ a matriz Hessiana com:

O’FLBCP
o~ " =12(x, —2) +2+2);
O0°FLBCP " "
8—2:8_“{ FBC (Xz _115)+¢ FBC (Z_XZ)]’
XZ
O°FLBCP . "
T=_H[¢ FBC (Z+1)+¢ FBC (_Z)];

1
¢ "FBc(X2-1,5)= _m’ se X, 152 (1-B)sp ;

a, sex, -15<(1-B)su

1
0"’ rec(2-X2)= _m’ se2-X,2 (1_B)SH;

a, se 2—X, <(1-PB)su
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1
¢ rec(z + 1)= _W, se Z+12(1—B)Su;

a, se z+1<(1-B)su

1
¢ reec(-2)= _W’ se —22(1_[3)5“.
a, se —z<(1-B)su

5.1.2 O METODO DA FUNCAO LAGRANGIANA BARREIRA
MODIFICADA/PENALIDADE

Para o método da funcdo Lagrangiana barreira modificada/penalidade, associada

ao problema (5.1) temos a funcdo Lagrangiana barreira modificada/penalidade:

FLBMP = (x1— 2)* + (X1 — 2X2)* — u[V'd (X2 — 1,5) + V(2 — X2) + E'd(z + 1) +
+ E50(= 2)] + A5(x1 + X2 = B)+A(xa* - X2 - 2)
(5.3)

em que:

In(s+w), se X, —1,5> —Bsp
d(x2-1,5)= K J
1 2
Eqa(xz ~15)" +q,(x, -15)+q,, se x, ~15<—Bsp

In(s+w), se 2—X, > —fspu
$(2—X2)= 1 H ;
Eqa(Z—XZ)Z +qb(2_x2)+qc’ se 2—X, <—Psp

In(s + (Z+1)), se z+1>—fsp
oz +1)= K ;
1 2
Eqa(z+1) +0,(z+1)+q,, se z+1<—Bsp
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In(s +@), se—z2>—fBsu
0-2)=1, K ;
54.(-2)" +0,(-2)+q,, se-z<Psu

da :(——11 s =ﬁ; e d, =%(12__B—3[})+In(s(l—l3 ).

Aplicando as condi¢des de otimalidade a funcdo (5.3), obtemos um sistema de
equacOes ndo-lineares, cuja solucdo pode ser determinada pelo método de Newton

gerando o seguinte sistema linear:

Hremp S = — Griewmp

em que:

[ OFLBMP |
0X,
OFLBMP
oX,
OFLBMP

0z
OFLBMP

ONE
oFLBMP

o\

GFLBMP =

é 0 vetor gradiente com

M = 4(X1 - 2)3 n 2(X1 _ 2X2)+ 2E 4 2X17»' :
0X,
w = ~4{x, ~ 2%, )~ u[V'¢'(x, ~15) - v (2 - x, )|+ A5 -2
2
OFLBMP _

=l )-ge )
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OFLBMP _
TaE At
OFLBMP _
T=X1—X2—Z,

— , e X, —15>-fs
¢’ (x2=1,5)=1 us +(x, —1,5) ? Psu ;

q,(x,—15)+q,, sex, —15< —Psu

——~,5% 2-X,2>2-Ps
$'2%)= | us+(2-x,) 2 2 PSK
0. (2-%,)+0,, se 2—x, <—Psu

1
-~ s z+1>-Bs
¢’(z+1)=1 ps+(z+1) Pet
q,(z+1)+q,, se z+1<—Psu

1
0 2)= us+S—z)' e -zzPa

0, (~2)+0y, se —z<—Psu

2
OCFLBMP .
OX1
2
L, ORBMe
OX;

HFLBMP = azFLBMP
0 o ==

0z

1 1 0

2X, -1 -1

¢ a matriz Hessiana com:

58
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2
lez(xl—Z)z +2+2);
OX;
0°FLBMP
=8V, - 15) + v (2 -, )]
0X;
TELBVP oo 2]

1
- , Se
07 (x2=1,5)=1 [us+(x, -15)
d,, e X, =15 <—Bsp

1

0”@2x)= 4 [us+(2-x,)F’
q,, Se 2—X, <—Bsp

se 2—X, > —PBsu

1
0= s @enp TP
g,, € Z+1<—PBsp

0" (- 2)= _[us+( AR

J,, S& —zZ<-Bsu

Testes Numéricos

X, =152 —fBsp

59

Foram realizados 3 testes numeéricos, os quais utilizaram o método da FLBMP

para diferentes pontos iniciais, implementado em MATLAB®. As Tabelas 2, 3, 4, 5, 6,

7,8,9,10, 11, 12 e 13 apresentam o processo de convergéncia dos testes.
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TESTE 1

As tabelas 2 e 3 apresentam o processo de inicializa¢do do método FLBMP

através do metodo FLBCP, sendo realizadas duas iteracoes.

TABELA 2 - Variaveis primais e funcéo objetivo
X1 X, z F. Obj.
1,00000000  2,00000000 - 1,00000000  10,00000000
1,31047528  1,68952472 -0,01318297  4,50504641
1,31255739  1,68744261 —0,00194597  4,47652545

~+

N~ O

TABELA 3 - Variaveis duais e parametro de barreira

It. AE A u
0 1,00000000 1,00000000 0,01000000
1 - 2,02521513 0,91983882 0,00100000
2 - 2,21508741 1,14020966 —

O método FLBCP foi inicializado com: o ponto x° = (1;2), um ponto factivel; a
variavel de folga z = -1, satisfazendo as restrigdes de igualdade do problema; os
multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de igualdade, A = 1 e A' = 1
respectivamente; com o fator de barreira p = 0,01, sendo y = 10 seu parametro de

correcdo; com P = 0,9 e s; = 1. Os pardmetros , y, p e si foram escolhidos de acordo
com o capitulo 4. Apos as duas iteracGes, obtivemos um ponto inicial primal-dual e uma
estimativa para os multiplicadores de Lagrange associados as restrices de

desigualdade, conforme visto no capitulo 4.

Nas tabelas 4 e 5 é apresentado o processo de convergéncia do método da
FLBMP.

TABELA 4 - Variaveis primais, funcdo objetivo e varidveis duais
It. X1 Xa z F. Obj. AE A
1,31255739 1,68744261 -0,0019000  4,47652545 —2,2150874 1,14020966
1,30517598 1,69482402  0,00866031  4,57810072 —4,5019638 3.83576541
1,30277714 1,69722286  0,00000543  4,61138979 —4,5099166 3,85675667
1,30277564 1,69722436  0,00000000  4,61141071 -4,5099222 3,85677011
1,30277564 1,69722436  0,00000000  4,61141071 —4,5099222 3,85677011

A Ow0ODNPFELO
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TABELA 5 - Estimativas dos multiplicadores de Lagrange e parametro de

barreira
It. V' Ve gl g M
0 | 0,00533497  0,00319941 0,00100195 0,51388134 0,01000000
1 | 0,00026047  0,00010151 0,00000984 3,83583354 0,00100000
2 | 0,00000131  0,00000033 0,00000001 3,85676161 0,00010000
3 | 0,00000000  0,00000000 0,00000000 3,85680354 0,00001000
4 | 0,00000000  0,00000000 0,00000000 3,85722289 —

Houve extrapolagdo quadratica no ciclo externo do método da FLBCP para a
determinacdo da solucdo inicial. Foram realizados 12 ciclos internos, dos quais houve
extrapolacdo no 5° 6° e 7° ciclos. O método da funcdo Lagrangiana barreira
modificada/penalidade foi inicializado com: x° = (1,31255739; 1,68744261), um ponto
factivel; a variavel de folga z = - 0,00194597; os multiplicadores de Lagrange
(varidveis duais) associados as restricbes de igualdade, A® = -2,21508741 e
A" = 1,14020966; os multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de
desigualdade: v' = 0,00533497, v® = 0.00319941, é' = 0,00100195 e
£5 = 0,51388134, calculados por (3.56); o fator de barreira p = 0,01, sendo v = 10 seu
parametro de correcdo; com 3 = 0,9 e s;j = 1. Esses valores encontrados, bem como 0s
fatores e parametros utilizados seguem o proposto no capitulo 4. Através dos resultados
podemos observar que todo o processo do método da FLBMP necessitou de 4 iteracdes,
mas na 3? iterac&o as variaveis primais (X, X, e z) e as duais (A" e A"} ja haviam atingido
a sua convergéncia, porém o processo continuou de modo que os multiplicadores de
Lagrange associados as restricdes de desigualdade também atinjam a sua convergéncia.
Ocorreu extrapolacdo quadratica na iteracdo externa 2. O método realizou 14 ciclos

internos, onde ocorreu extrapolacdo no 1° ciclo.
TESTE 2

As tabelas 6 e 7 apresentam o processo de inicializacdo do método FLBMP

através do método FLBCP, sendo realizadas duas iteragdes.

TABELA 6 - Variaveis primais e funcdo objetivo
X1 Xz z F. Obj.
1,10000000  1,70000000  0,100000000  5.94610000
1,30205850  1,69794150 - 0,00258515  4,62138917
1,30262181  1,69737819 —0,00055474  4,61355012

—+

N~ O
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TABELA 7 - Variaveis duais e parametro de barreira

It. AE A 0
0 — 4,00000000 3,00000000 0,01000000
1 - 4,49966738 3,85821678 0,00100000
2 — 4,49716364 3,83129112 —

O método FLBCP foi inicializado com: x° = (1,1; 1,7) e variavel de folga

z = 0,1, valores infactiveis, mas que satisfazem as restricdes de desigualdade do

problema; os multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de igualdade

(variaveis duais), A¥ = — 4 e A' = 3 respectivamente; fator de barreira pn = 0,01, sendo

v = 10 seu parametro de correcdo e p = 0,9 e s; = 1. Apds as duas iteracbes, obtivemos

um ponto inicial primal-dual e uma estimativa para os multiplicadores de Lagrange

associados as restricdes de desigualdade.

Nas tabelas 8 e 9 é apresentado o processo de convergéncia do método da

FLBMP.

TABELA 8 - Variaveis primais, funcdo objetivo e varidveis duais
It. X1 Xz z F. Obj. AE A
0 | 1,3026218 1,69737819 —0,00055474 4,61355012 -—4,4971636 3,83129112
1 | 1,3042478 1,69575215 0.00531032  4,59096422 —4,5050193 3,84386530
2 | 1,3027765 1,69722344  0.00000334  4,61139782 —4,5099185 3,85676175
3 | 1,3027756 1,69722436  0,00000000  4,61141071 —4,5099222 3,85677011
4 | 1,3027756 1,69722436  0,00000000  4,61141071 —4,5099222 3,85677011
5 | 1,3027756 1,69722436  0,00000000  4,61141071 —4,5099222 3,85677011

TABELA 9 - Estimativas dos multiplicadores de Lagrange e parametro de

barreira
It. % Ve g! g i
0 | 0,00506642  0,00330445 0,00100056 1,80265600 0,01000000
1 | 0,00024624  0,00010515 0,00000985 3,84387596 0,00100000
2 | 0,00000124  0,00000035 0,00000001 3,85676684 0,00010000
3 | 0,00000000  0,00000000 0,00000000 3,85677492 0,00001000
4 | 0,00000000  0,00000000 0,00000000 3,85685577 0,00000100
5 | 0,00000000  0,00000000 0,00000000 3,85766441 —

Houve extrapolagdo quadratica no ciclo externo do método da FLBCP para a

determinacdo da solucdo inicial. Foram realizados 11 ciclos internos, dos quais houve

extrapolagdo no 6° ciclo. O método da FLBMP foi

inicializado com:

x? = (1,30262181; 1,69737819) e variavel de folga z = — 0,00055474, valores factiveis;
multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de igualdade (variaveis duais),
AF = — 4,49716364 e A' = 3,83129112; multiplicadores de Lagrange associados as
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restrices de desigualdade V' = 0,00506642, v° = 0,00330445, &' = 0,00100056 e
£5 = 1,80265600; fator de barreira p = 0,01, sendo y = 10 seu pardmetro de correcao,
B =09 e s = 1. Esses valores encontrados, bem como os parametros e fatores
utilizados, seguem o proposto no capitulo 4 . Através dos resultados podemos observar
que todo o processo do método da FLBMP necessitou de 5 iteracfes, mas na 32 iteracéo
as varidveis primais (xi, x, e z) e as duais (A\F e A') j4 haviam atingido a sua
convergéncia, porém o processo continuou de modo que os multiplicadores de Lagrange
associados as restrices de desigualdade também atingissem a sua convergéncia.
Ocorreu extrapolacdo quadratica na iteracdo 2. O método realizou 11 ciclos internos,

onde ocorreu extrapolagéo no 1° ciclo.

TESTE 3

As tabelas 10 e 11 mostram a inicializacdo do método FLBMP com o método
FLBCP, sendo realizadas duas iteracdes.

TABELA 10 - Variaveis primais e funcao objetivo
X1 X2 z F. Obj.
0,00000000  3,00000000 - 3,00000000 52,00000000
1,01517301  1,98482699 -0,95430031  9,66963324
1,03919440  1,96080560 —0,88102255  9,16052768

~—+

N O

TABELA 11 - Variaveis duais e parametro de barreira

It. AE A 1
0 0,00000000 0,00000000 0,01000000
1 0,20047175 4,14877014 0,00100000
2 0,02264064 3,99699645 —

O método FLBCP foi inicializado com: x° = (0; 3) e variavel de folga z = - 3,
valores infactiveis que satisfazem as restricbes de igualdade do problema;
multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de igualdade (variaveis duais),
AF=0eA' =0; fator de barreira u = 0,01, sendo y = 10 seu parametro de correcao,
B=09es=1. Ap0s as duas iteragdes, obtivemos um ponto inicial primal-dual e uma
estimativa para o0s multiplicadores de Lagrange associados as restrices de
desigualdade.
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Nas tabelas 12 e 13 é apresentado o processo de convergéncia do método da
FLBMP.

TABELA 12 - Variaveis primais, funcéo objetivo e variaveis duais
It. Xq X5 z F. Obj. AE Al
1,0391944  1,96080560 -0,88102255 9,16052768  0,02264064  3,99699645
1,3824509 1,61754907  0,29310857  3,57774232 —4,2129996  3,20018578
1,3028202 1,69717975  0,00016084 4,61079041 —4,5097781  3,85638017
1,3027756  1,69722436  0,00000001  4,61141067 —4,5099222  3,85677009

WN - O

TABELA 13 - Estimativas dos multiplicadores de Lagrange e parametro de

barreira
It. % Ve g g n
0 | 0,00217011  0,02551385 0,00840495 0,00113504 0,01000000
1 | 0,00017014  0,00065012 0,00006450 3,23610985 0,00100000
2 | 0,00000086  0,00000214 0,00000006 3,85638057 0,00010000
3 | 0,00000000  0,00000000 0,00000000 3,85677544 —

Houve extrapolacdo quadratica no ciclo externo do método da FLBCP para a
determinacdo da solugdo inicial. Foram realizados 12 ciclos internos, dos quais houve
extrapolagdo no 1° ciclo. O método da FLBMP foi inicializado com:
x° = (1,03919440; 1,96080560) e variavel de folga z = — 0,88102255, valores factiveis;
multiplicadores de Lagrange associados as restricbes de igualdade (varidveis duais)
AF = 0,02264064 e A' = 3,99699645; multiplicadores de Lagrange associados as
restricdes de desigualdade V' = 0,00217011, v° = 0,02551385, &' = 0,00840495 e
£5 = 0,00113504; fator de barreira = 0,01, sendo y = 10 seu pardmetro de correcéo,
B =09 e s = 1. Esses valores encontrados, bem como os pardmetros e fatores
utilizados, seguem o proposto no capitulo 4. Pelos resultados podemos observar que
todas as variaveis e parametros precisaram de todas as 3 iteracdes para atingirem a sua
convergéncia. Ocorreu extrapolacdo quadratica nas iteracbes 2 e 3. O método da

FLBMP realizou 25 ciclos internos, onde ocorreu extrapolagdo do 1° ao 10° ciclos.

COMPARACAO DOS RESULTADOS
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Nas Figuras 3, 4 e 5 mostramos uma comparacdo do processo de convergéncia
da FLBMP referente aos Testes 1, 2 e 3. O ponto em preto representa a solucdo inicial;
o em vermelho, a solucdo 6tima e os pontos em verdes, 0s pontos encontrados nas
iteracOes antes da convergéncia. As restricdes do problema estdo na cor magenta e as
curvas de niveis da funcdo na cor azul.

Representagao grafica da solugao
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FIGURA 3 - Convergéncia do método da FLBMP referente ao TESTE 1
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Representagao grafica da solugao
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FIGURA 4 - Convergéncia do método da FLBMP referente ao TESTE 2
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Representagao grafica da solugao
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FIGURA 5 - Convergéncia do método da FLBMP referente ao TESTE 3

Como podemos verificar nas Figuras 3, 4 e 5, dado o ponto inicial, 0 método
proposto procura um ponto satisfazendo as restricdes de igualdade, caminhando na
regido factivel. Caso ela saia da regido factivel ou se inicie com um ponto infactivel, o
método procura encontrar na proxima iteracdo um ponto factivel, como observamos na
figura 3. Podemos observar, também, na figura 2 que se um ponto inicial ndo satisfaz as
restricbes de igualdade, o método encontra nas préximas iteracbes pontos que as
satisfacam, ou seja, as restricdes de igualdade sempre serdo satisfeitas pelo método.
Verificamos, ainda, que a escolha das variaveis primais e duais iniciais, de tal forma que
sejam ou ndo factiveis e satisfagam ou ndo as restricdes de igualdade, interferem no
namero de iteracbes para a convergéncia 6tima. Em todos os casos foi utilizada uma

precisdo de ¢ = 10~ e uma tolerancia n = 107,

5.2 EXEMPLO 2

Neste exemplo foi resolvido um grupo de problemas da Engenharia Elétrica

conhecidos como problemas de Fluxo de Poténcia Otimo (FPO).

O FPO consiste em resolver um conjunto de equacgdes algébricas, ndo lineares e
complexas que resultam da aplicacédo das leis de Kirchhoff a um sistema com geraces e
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cargas conhecidas. Diferentemente de um problema de fluxo de poténcia, que necessita
da especificacdo de algumas variaveis tais como: magnitudes de tensdo e poténcia ativa
gerada nas barras de geracdo (barras PV), o FPO trata estas variaveis como passiveis de
ajustes. Para tanto, ele geralmente é apresentado como um problema de otimizagéo,
onde se procura maximizar ou minimizar um indice de desempenho, atendendo

simultaneamente a um conjunto de restricdes de igualdade e desigualdade.

Ele é uma ferramenta computacional indicada para determinar o melhor ponto de
operagédo do sistema de poténcia. Este ponto otimiza um determinado desempenho do
sistema e satisfaz todas as restri¢des fisicas e operacionais. O programa computacional
de FPO é utilizado por algumas empresas de energia elétrica na area de planejamento e
operagdo do sistema para desenvolvimento de casos base, alocagdo de reativos,
despacho econdmico, etc.

O FPO ¢ um termo genérico que envolve uma classe de problemas, em que se
destaca o problema de despacho 6timo de poténcia reativa, o qual é o modelo do
problema de FPO utilizado neste trabalho.

Ele pode ser representado matematicamente através de um problema geral de

otimizacdo com restri¢Oes de igualdade e desigualdade como segue:

Minimizarf (x)
sujeito a: g,(x)=0, i=12,..,m<n

hj(x)>0, j=12..p (5.4)

X<X<X

onde :

x=(V,0,t) e R": vetor das variaveis de controle e de estado;
f(x): funcdo objetivo que representa o desempenho do sistema (funcdo escalar);

g(x) e R™: vetor das equages do fluxo de poténcia onde m < n;
h(x) e R": vetor das inequacdes funcionais do fluxo de poténcia;
heh : limites inferiores e superiores das restricdes h(x), respectivamente;

x e x: limites inferiores e superiores das variaveis x, respectivamente.
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O vetor das varidveis de controle e de estado, x, representa a magnitude de
tensdo (V), o angulo da tenséo (6) e o tap dos transformadores (t). A funcéo objetivo,
f(x) pode ser as perdas de poténcia ativa na transmissdo, 0 custo na geragdo, entre
outras. As restricbes de igualdade g(x) sdo as equacdes do fluxo de poténcia obtidas
impondo-se o principio da conservagdo de poténcia em cada barra da rede. As restricdes
de desigualdade h(x) representam as restricbes funcionais como: a poténcia reativa nas
barras de controle de reativos, poténcia ativa na barra slack, os fluxos ativos e reativos
nas linhas de transmissao, entre outras.

Ao reescrever (5.4) utilizando as equacdes do fluxo de poténcia, a funcéo
objetivo e as demais restricdes, conforme Monticelli (1983), tem-se o seguinte problema
de FPO:

NL
Minimizar )" g, [sz +V2 -2V, V, cosekm]

i=1

sujeitoa  PS —PS -V, >V, (G, cosO,, +B,,send,,)=0,  k=1...,NBCCR

meK

QF - Q¢ =V, XV, (Gyysend,, + By, €050, )=0, k=1...,NBC

meK

Q, <V, Y.V, (G,,send,, —B,, c0s0,,)<Q,,  k=1..,NBCR (5.5

meK

V, <V, <V, k=1...,NB

em que:

gi : condutancia da linha i conectada entre a barra k e m;

k e m: barras do sistema;

Vi e Vm: magnitudes de tensao nas barras k e m, respectivamente;
Okm = Ok — Om: &ngulo da tensdo na barra k e m, respectivamente;
Ykm = Gkm *+ jBkm: @admitancia da linha entre as barras k e m;

PC e P, poténcias ativas, gerada e consumida, respectivamente;
Q° e Q&: poténcias reativas, gerada e consumida, respectivamente;

K - conjunto de todas as barras vizinhas a barra k, incluindo ela mesma.

Qe 6k: limites minimos e m&ximos de geracao de poténcia reativa, respectivamente;

V, e Vi : limites minimos e maximos da magnitude de tens&o, respectivamente;

NL: nimero de linhas de transmissao;

NB: nimero de barras do sistema elétrico;
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NBC: numero de barras de carga;
NBCR: nimero de barras de controle de reativo;

NBCCR: nimero de barras de carga e de controle de reativos.

Para a fase de inicializacdo dos multiplicadores de Lagrange, seguindo o
desenvolvimento matematico apresentado no capitulo 3, obtemos a seguinte funcéo

Lagrangiana barreira classica penalidade associada ao problema (5.5):

FLBCP = f(x) - u(f%c (Vi —yk)+§¢m Vi=V,) )+

NBCR NBCR

- H( Z (I)FBC(Zn _Qn)+ Zd)FBc(an _Zn) ) +

NB-1 NBC NBCR

+ D FPAP+ Y NQAQ;+ > 1'Q, (Q, -Z,) (5.6)
= =1 n=i

Associamos também ao problema (5.5), a seguinte funcdo Lagrangiana barreira
modificada/ penalidade:

FLBMP = () — u( 3 VL0(Vi ~V, )+ 3 V(Wi ~ Vi) ) +

NBCR NBCR

~u( X &d(z, -Q )+ 2 E0(Q,-2,) ) +
+NBZ_17LEPiAPi +h§k'QjAQj+ NiRk'Qn Q,-z,) (5.7)
i=1 j=1 n=1

em que:
NL

f) = > g, [V + V2 =2V, V, cos6,, |
i=1

APy = Pf - Pkc —Vk va (G km COS ekm + Bkmsenekm);

meK

AQK = Q(k3 _Q(k: _Vk va (G kmsenekm + Bkm Cosekm);

meK

Qk = Vk va (G kmsenekm - Bkm Cosekm) ;

meK
L. parametro de barreira;
Z: variavel de folga associada a Q;

AFP;: multiplicador de Lagrange associado & equagdo AP, =0;
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k'Qj: multiplicador de Lagrange associado a equagdo AQ; = 0;

A'Qn: multiplicador de Lagrange associado & equacéo Q, — z,= 0;
vi': multiplicador de Lagrange associado a inequagdo V, —V, >0;
vi>: multiplicador de Lagrange associado & inequagdo Vi — V, 2>20;

&, multiplicador de Lagrange associado a inequacéo z, -Q 20;

£.>: multiplicador de Lagrange associado & inequagao 6n -z,20;

A seguir apresentamos os resultados numéricos obtidos através da aplicacdo do
método da FLBMP em problemas de FPO. Devido a complexidade destes problemas,
ficou inviavel adotar as condicbes em que se anulam os gradientes da FLBCP e
FLBMP, vistas na Tabela 1, referente aos critérios de convergéncia do capitulo 4. Os
criterios de convergéncia e parada adotados para substituir tal condicdo foram a
satisfacdo das restricOes de igualdade e desigualdade (factibilidade) e as condicdes de
KKT.

Os sistemas elétricos de poténcia, utilizados para verificar a eficiéncia da
abordagem proposta foram de 3 barras proposto por Dommel e Tinney (1968); de 14,
30 e 57 barras encontrados em Freris (1968); e de 118 barras, que pode ser encontrado

no sitio http://www.ee.washington.edu/research/pstca/. Para cada sistema, a funcéo

objetivo a ser minimizada foram as perdas de poténcia ativa na transmissdo, tendo como
restricdes de igualdade as equacdes de fluxo de poténcia e restricdes de desigualdade
canalizadas das tensdes e a restricdo funcional de injecdo de reativo das barras de
controle reativo. As variaveis tap foram, em todos os problemas, consideradas
constantes. Em todos os sistemas elétricos utilizados a poténcia de base foi de
100MVA.

5.2.1 SISTEMA ELETRICO DE 3 BARRAS

Este exemplo foi proposto por Dommel e Tinney (1968) e tem como finalidade
exemplificar a aplicacdo do método. O sistema de 3 barras tem as seguintes

caracteristicas:
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e 1 barra de referéncia (Slack — SL);
e 1 barra de controle reativo (CR);
e 1 barra de carga (CG);

e 2 linhas de transmissao.

71

No modelo do problema de FPO reativo associado ao sistema de 3 barras, tem-se

para a barra de controle de reativo, uma equagao de balango da rede (AP,). Para a barra

de carga tem-se duas equacOes de balanco da rede (AP3; e AQs). Para a barra de controle

de reativo, tem-se a restri¢cdo canalizada de geragéo de poténcia reativa (Q»(V,0)). Todas

as magnitudes de tensdo sdo canalizadas, possuindo limites minimos e maximos. Essa

modelagem é dada por:

Minimizar f(V,0)

sujeitoa: AP, =0
AP, =0
AQ, =0
V, <V, <V,
V,<V, <V,
V,<V,<V;
Q,<Q,(V.0)<Q,

sendo:

f(V,0) = 923 (V22 + V32 —2V,V, 003923) T 03 (V32 + V12 —2V,;V, cos e31)

3

AP, =P —Pf _szvi (9, €0os0,; +Dbysend,; )
=
3

AP, =PS —P; —ngvi (95 cosBy; +bysendy;)
i1

3
AQ; =Q;5 -Q3 _Vszvi (955en0, — b cos0;)

i=1

3
Q.(V,0)= szvi (9,5en0, —b,; cos6,)

i=1

(5.8)
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Para a resolucdo do problema (5.8) pelo método da FLBMP construimos o
seguinte problema equivalente, como visto no capitulo 3. Desta forma (5.8) pode ser

reescrito da seguinte maneira:

Minimizar f(V,0)

sujeitoa: AP, =0
AP, =0
AQ,=0
Q,-z,=0
V1 _yl 20
Vi-V,>0 (5.9)
Vz _Mz 20
V.-V, >0
V3 _Ms 20
Vi-V, >0
z,-Q,20

Q,-z,20

Ao problema (5.9) associamos a FLBCP para determinar as estimativas dos

multiplicadores de Lagrange para 0 método da FLBMP. A FLBCP é dada por:

FLBCP = f(V,0)- HZ (Peac (Vi = Vi) + drac (v' = Vi) — (brac (2, - 92) + Oepc (62 —Z,))+

i=1

3
+7VEp2 (PzG - ch - VZZVi (gzi cos e2i + b2i5enezi)) +
i=1

3
+ kEps (PsG - Pac - V3Z\/i (95 COS 05 + bysendy)) +
=1 (5.10)

3
+ qus(Qse - Qg _V3zvi (955en0; — by cos05)) +

i=1

3
+10,(V, D Vi(g,5en0, — b, cos6,) —z,)

i=1

em que:
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In(V Vi), seV, -V, > (1-B)su

drac(Vi —V,) = P +b(V, —V,)+c, seV,~V, <1—B)su
. In(V. V,), se Vi—V, > (1-B)sp

drec(Vi-Vi) = % a(Vi—V, f +b(Vi=V, )+c, se Vi-V, < 0—p)sp

In(z,-Q,), se 2, -Q, = (1-P)sp
brec(2,-Q,) = % z,-Q, )2+b(z -Q )+c se z,-Q, <(1-P)sp !

In(Qz z,), se 62_222(1_B)SH .
brac(Q; ~2;) = -z, +b(Q2 )+c se Q,—z, <(1-P)sp

a=-

1 2 3
b= e c=In(1-Bu)-=.
(@-phu)y ' @-Bhu 2
Apos a inicializagdo com o método da FLBCP, para determinar uma solucéo

inicial para o problema, associamos ao problema (5.9) a FLBMP:

FLBMP = f(V,0) - MZ VIOV, = V) + Vio(Vi = V) — n(Ed(z, - Q,) + E7d(Q, — 2,)) +
kEpz (PZG - ch _Vzivi (gzi cos e2i + b2i3en62i)) +

3
kEps(Pse - ch _VBZVi (g3i Cos eBi + b3isen63i)) +
i-L (5.10)

3
XEQs(Qse _Qg _VSZVi (955en0, — by cos6;5)) +

i=1

3
+ XIQz(szVi (9,5en0,; —b,; c0s6,) —2,)

i=1

em que:
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In(s + Vi _\—/‘), seV, -V, > —Bsu
o (Vi-V,)= H ;
1 2
Eqa(\/i _yi) +qb(\/i _yi)+qc’ seV, -V, <—fsu

B |n(s+v‘ —V ), se Vi—V, >—Bsu
o(Vi-V,) = H ;

S0 (VW 10, (V- Vg se ViV <o

z,-Q
In(s + =2), se 2, -Q_ > —Psu
¢(Zz_92): 1 H )
Eqa(zz—92)2+qb(22—92)+qc, se z,-Q, <—Psu

Qz_zz

In(s +<2—-2), se Q, -z, > —Psp

¢(62—22): H ;

%qa(az_zz)z +qb(Q2_22)+qC Se 62_22 <—Psp

1 Y C:ﬂz—_?’li)un(s(l—ﬁ))-

T 2-p )

Gr ) " s p ¥

Apresentamos passo a passo 0 processo de convergéncia para o sistema de 3
barras, destacando o valor de todas as varidveis do problema, do pardmetro de barreira,
dos multiplicadores de Lagrange e dos valores das poténcias ativas e reativas nas barras.
Os limites da tensdo na barra 3 foram escolhidos muito proximos, para que a tensdo
final fosse praticamente de 1.0 p.u., como proposto por Dommel e Tinney (1968).
Consideramos y = 2 para a atualizagdo do pardmetro de barreira, e este foi atualizado
através de (3.41).

Estado inicial do sistema

O estado inicial do sistema e os limites utilizados para o nivel de tensdo e
injecdo de reativo sdo mostrados nas Tabelas 14 e 15. Os valores iniciais das variaveis
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de folga e dos multiplicadores de Lagrange para as restricbes de igualdade séo
mostrados na tabela 16.

TABELA 14 - Estado inicial do sistema de 3 barras

Barra | Tipo V(p.u) Ang(rad) PS(p.u) P%(p.u) Q%p.u) Q%(p.u)
1 SL  1,0000 0,0000 - -
2 CR 11,0000 0,0000 1,7000 0,0000 - -
3 CG  1,0000 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 1,0000

TABELA 15 - Limites para as tensdes e reativos

Barra | V(pu) Vpu) Q®u) Qpu)

1 0,9500 1,1000 -99,9900 99,9900
2 0,9500 1,2000 -99,9900 99,9900
3 0,9900 1,0100 — —

TABELA 16 — Valores iniciais das variaveis de folga e dos multiplicadores de

Lagrange
Barra| z Ap Afg A'q
1 — — — —
2 0,0000 1,0000 - 1,0000
3 — 1,0000 1,0000 -

Perdas ativas iniciais do sistema: 4,1406 MW.

Estes valores foram utilizados na fase de inicializacdo com o método da FLBCP
a fim de encontrar estimativas para os multiplicadores de Lagrange das restricGes de
desigualdade utilizados no método da FLBMP. Nesta fase, foram realizadas duas

iteracOes.

Método da FLBCP

Iteracdo 1

O valor na itera¢do 1 do pardmetro de barreira é p = 0,01.
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TABELA 17 — Variaveis do sistema de 3 barras na iteracéo 1

Barra | Tipo V(p.u) Ang(rad) AP(p.u.).10° AQ(p.u.).10™ Q(V,8) (p.u.)
1 SL  1,0755 0,0000 - - -
2 CR 11,1232 0,0807 0,0038 - 0,9769
3 CG 10010 -0,0199 —0,6003 1,5931 —

TABELA 18 - Variaveis de folga e multiplicadores de Lagrange

Barra| z Afp AEq A'g
1 _ _ _ _
2 0,9764 0,0326 - 0,0000
3 — -0,0767 -0,0534 —

Perdas ativas do sistema: 12,8973 MW.

Iteracdo 2

O valor na iteracdo 2 do parametro de barreira é p = 0,001.

TABELA 19 — Variaveis do sistema de 3 barras na iteracéo 2

Barra | Tipo V(p.u) Ang(rad) AP(p.u.).10° AQ(p.u.).10° Q(V.,0) (p.u.)
1 SL  1,0756  0,0000 - - -
2 CR 11311  0,0742 0,1061 - 1,0209
3 CG 1,0063 -—0,0237 -0,1322 —5,2632 -

TABELA 20 - Variaveis de folga e multiplicadores de Lagrange

Barra| z A°p A5q Ag
1 - - - —
2 1,0209 0,0247 - 0,0000
3 — —0,0815 —0,0509 —

Perdas ativas do sistema: 12,7593 MW.
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Esses valores foram utilizados para calcular as estimativas dos multiplicadores

de Lagrange conforme (4.56) para as restricdes de desigualdade (V', v°, &' e £%) bem
como se tornaram os valores iniciais no método da FLBMP.

Método da FLBMP

Iteracdo 1
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O valor na iteracdo 1 do parametro de barreira é p = 0,01.

TABELA 21 - Variaveis do sistema de 3 barras na iteracéo 1

Barra | Tipo V(p.u) Ang(rad) AP(p.u.).10* AQ(p.u.).107 Q(V,8) (p.u.)
1 SL  1,0883 0,0000 - - -
2 CR 11421 0,0739 0,4389 - 1,0074
3 CG 10194 -0,0223 —0,6992 —4,0378 -

TABELA 22 - Variaveis de folga e multiplicadores de Lagrange

Barra

z A5p AEq A'g

1
2
3

1,0074 0,0271 -
- —0,0736

0,0000
— 0,0468 -

TABELA 23 - Estimativas dos multiplicadores de Lagrange

Barra| V' v gl g
1 0,0001 0,0019 - -
2 0,0000 0,0002 0,0000 0,0000
3 0,0016 0,3613 - -

Perdas ativas do sistema: 12,4383 MW.

Iteracdo 2

O valor na iteracdo 2 do parametro de barreira é pn = 0,001.

TABELA 24 — Variaveis do sistema de 3 barras na iteracéo 2

Barra | Tipo V(p.u) Ang(rad) AP(p.u.).10° AQ(p.u.).10® Q(V.,0) (p.u.)
1 SL  1,0799 0,0000 - - -
2 CR 11331 0,0755 0,3775 - 1,0063
3 CG 1,0096 -0,0224 —-0,4879 —2,6230 —

TABELA 25 - Variaveis de folga e multiplicadores de Lagrange

Barra

z A5p AEq A'g

1
2
3

0,0000
—0,0490 -

1,0063  0,0275 -
- —0,0775

77
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TABELA 26 — Estimativas dos multiplicadores de Lagrange

Barra ! S

Vv v &I gs
1 0,0000 0,0001 -

2 0,0000 0,0000 0,0000 O, 0000
3 0,0001 0,2806 — —

Perdas ativas do sistema: 12,6765 MW.

Iteracdo 3

O valor na iteracdo 3 do parametro de barreira é p = 0,0001.

TABELA 27 — Variaveis do sistema de 3 barras na iteracéo 3

Barra | Tipo V(p.u) Ang(rad) AP(p.u.).10?° AQ(p.u.).10* Q(V.0) (p.u.)
1 SL 1,0802 0,0000 - - -
2 CR 11334 0,0755 0,1205 - 1,0061
3 CG 1,0100 -0,0224 —0,1558 — 8,3595 -

TABELA 28 - Variaveis de folga e multiplicadores de Lagrange

Barra| z Ap A5q A'g
1 - - - —
2 1,0061 0,0275 - 0,0000
3 - -0,0774 -0,0489 —

TABELA 29 - Estimativas dos multiplicadores de Lagrange

Barra

V' VS

E_,I

1
2

E-’S
0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 O, 0000

3

0,0000 0,2460

Perdas ativas do sistema: 12,6672 MW.

Iteracéo 4

O valor na iteracdo 4 do parametro de barreira € u = 0,00001.
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TABELA 30 - Variaveis do sistema de 3 barras na iteracéo 4

Barra | Tipo V(p.u) Ang(rad) AP(p.u.).10™ AQ(p.u.).10™ Q(V.0) (p.u.)
1 SL  1,0803  0,0000 - - -
2 CR 111334 0,0755 0,1432 - 1,0061
3 CG 10100 -0,0224 —0,1849 —9,7700 -

TABELA 31 - Variaveis de folga e multiplicadores de Lagrange

Barra| z Afp AEq A'g
1 — — — —
2 1,0061 0,0275 - 0,0000
3 — -0,0774 -0,0489 —

TABELA 32 - Estimativas dos multiplicadores de Lagrange

Barra | V' v° g g

1 0,0000 0,0000 - -
2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
3 0,0000 0,2466 - -

Perdas ativas do sistema: 12,6668 MW.

O sistema convergiu em 4 iteracdes, com uma precisdo de 10~ p.u. Na solucéo
do problema, as restricBes de igualdade e desigualdade e as condi¢cGes de KKT estdo

satisfeitas.
As tabelas 33 e 34 mostram o processo de convergéncia da funcéo objetivo para
0 método da FLBCP e para o método da FLBMP. Os dados apresentados nestas tabelas

n&do estdo em p.u.

TABELA 33 — Convergéncia da Fun¢ao Objetivo no método da FLBCP

Iteracdo | Funcéo Objetivo (MW)  MAX(AP) MAX(AQ)
0 4,140646 117,115145 159,070224
1 12,897298 0,060035 0,015931
2 12,759261 0,000013 0,000001

TABELA 34— Convergéncia da Fungao Objetivo no método da FLBMP

Iteracdo | Funcéo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)

0 12,759261 0,000013  0,000001
1 12,436279 0,006992  0,000040
2 12,676492 0,000049  0,000003
3 12,667172 0,000000  0,000000
4 12,666827 0,000000  0,000000
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5.2.2 SISTEMA ELETRICO DE 5 BARRAS

O sistema elétrico de 5 barras possui as seguintes caracteristicas:

e 1 barra de geragéo (slack);
e 1 barra de controle de reativo;
e 3 barras de carga;

e 7 linhas de transmiss&o.
As tabelas 35 e 36 mostram o processo de convergéncia da funcdo objetivo para
0 método da FLBCP e para 0 método da FLBMP. Os dados apresentados nestas tabelas

nédo estdo em p.u.

TABELA 35 - Convergéncia da Funcao Objetivo no método da FLBCP

Iteracdo | Funcdo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)

0 0,000000 60,000000  9,500000
1 4,532303 0,000008  0,000001
2 4,515186 0,000149  0,000012

TABELA 36 — Convergéncia da Funcao Objetivo no método da FLBMP

Iteracdo | Funcdo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)
0 4,515186 0,000149 0,000012
1 4,458584 0,001265 0,000173
2 4,423342 0,001377 0,000189
3 4,423271 0,000000 0,000000
4 4,423760 0,000000  0,000000

No estado final do sistema de 5 barras, todas as tensGes e poténcias reativas
permaneceram dentro dos seus limites; a solugédo final obedeceu a todas as restri¢cdes do
sistema, satisfazendo as condicdes de KKT com uma precisdo de 10~ p.u.

5.2.3 SISTEMA ELETRICO DE 14 BARRAS

O sistema elétrico de 14 barras possui as seguintes caracteristicas:

e 1 barra de geracgdo (slack);

e 4 barras de controle de reativo;



CAPITULO 5 - RESULTADOS NUMERICOS 81

e 9 barras de carga;

e 17 linhas de transmissao.

As tabelas 37 e 38 mostram o processo de convergéncia da funcéo objetivo para
0 método da FLBCP e para o método da FLBMP. Os dados apresentados nestas tabelas

nédo estdo em p.u.

TABELA 37 — Convergéncia da Fun¢do Objetivo no método da FLBCP
Iteracdo | Funcdo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)

0 13,450398 22,375284 28,975811
1 13,348089 0,004954  0,000338
2 12,967919 0,005106  0,001156

TABELA 38- Convergéncia da Funcéo Objetivo no método da FLBMP

Iteracdo | Funcdo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)
0 12,967919 0,005106  0,001156
1 12,748487 0,008531  0,001839
2 12,526919 0,009028  0,001665
3 12,290513 0,000000 0,000000
4 12,292477 0,000000 0,000000
5 12,292409 0,000000 0,000000
6 12,292406 0,000000 0,000000

No estado final do sistema de 14 barras, todas as tensfes e poténcias reativas
permaneceram dentro dos seus limites; a solugéo final obedeceu a todas as restri¢cdes do

sistema, satisfazendo as condicées de KKT com uma precisdo de 10 p.u.

5.2.4 SISTEMA ELETRICO DE 30 BARRAS

O sistema elétrico de 30 barras possui as seguintes caracteristicas:

e 1 barra de geracdo (slack);
e 5 barras de controle de reativo;
e 24 barras de carga;

e 37 linhas de transmissao.
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As tabelas 39 e 40 mostram o processo de convergéncia da funcéo objetivo para
0 método da FLBCP e para o método da FLBMP. Os dados apresentados nestas tabelas

nédo estao em p.u.

TABELA 39 - Convergéncia da Fun¢do Objetivo no método da FLBCP

Iteracdo | Funcdo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)

0 1,442716 93,605417 33,685585
1 16,803827 0,001127  0,000119
2 16,460361 0,000628  0,000104

TABELA 40 — Convergéncia da Funcao Objetivo no método da FLBMP

Iteracdo | Funcdo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)
0 16,460361 0,000628  0,000104
1 16,223415 0,003025  0,000542
2 16,177369 0,002664  0,000889
3 16,195834 0,000021  0,000003
4 16,192573 0,000000 0,000000
5 16,190650 0,000000 0,000000

No estado final do sistema de 30 barras, todas as tensdes e poténcias reativas
permaneceram dentro dos seus limites; a solucéo final obedeceu a todas as restri¢cdes do

sistema, satisfazendo as condicées de KKT com uma precisdo de 10 p.u.

5.2.5 SISTEMA ELETRICO DE 57 BARRAS

O sistema elétrico de 57 barras possui as seguintes caracteristicas:

e 1 barra de geragéo (slack);
e 6 barras de controle de reativo;
e 50 barras de carga;

e 80 linhas de transmisséo.

As tabelas 41 e 42 mostram o processo de convergéncia da funcdo objetivo para
0 método da FLBCP e para o0 método da FLBMP. Os dados apresentados nestas tabelas
nédo estdo em p.u.
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TABELA 41 - Convergéncia da Fun¢ao Objetivo no método da FLBCP

Iteracdo | Funcéo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)
0 3,467398 286,539656  47,465987
1 27,180882 0,027288  0,006041
2 25,770103 0,023872  0,003278

TABELA 42 — Convergéncia da Fun¢do Objetivo no método da FLBMP

Iteracdo | Funcéo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)
0 25,770103 0,023872  0,003278
1 25,414650 0,023535  0,003221
2 24,272139 0,024459  0,003560
3 23,022722 0,042244  0,002193
4 23,464630 0,003521  0,000608
5 23,376332 0,001520  0,000238
6 23,352551 0,000000  0,000000
7 23,343054 0,000032  0,000005
8 23,331434 0,000052  0,000007
9 23,263312 0,000000  0,000000

83

No estado final do sistema de 57 barras, todas as tensfes e poténcias reativas

permaneceram dentro dos seus limites; a solugéo final obedeceu a todas as restri¢cdes do

sistema, satisfazendo as condicées de KKT com uma precisdo de 10 p.u.

5.2.6 SISTEMA ELETRICO DE 118 BARRAS

O sistema elétrico de 118 barras possui as seguintes caracteristicas:

e 1 barra de geragéo (slack);
e 51 barras de controle de reativo;
e 66 barras de carga;

e 186 linhas de transmissao.

As tabelas 43 e 44 mostram o processo de convergéncia da funcdo objetivo para

0 método da FLBCP e para o0 método da FLBMP. Os dados apresentados nestas tabelas

nédo estdo em p.u.
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TABELA 43 — Convergéncia da Fun¢ao Objetivo no método da FLBCP

Iteracdo | Funcdo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)

0 0,000000 607,000000 119,810000
1 117,736533 0,001318 0,000034
2 117,224971 0,001821 0,000057

TABELA 44 — Convergéncia da Fun¢do Objetivo no método da FLBMP

Iteracdo | Funcéo Objetivo (MW) MAX(AP) MAX(AQ)
0 117,224972 0,001821  0,000057
1 116,811294 0,003798  0,000210
2 116,420025 0,005650  0,000347
3 116,030207 0,007412  0,000497

No estado final do sistema de 118 barras, todas as tensdes e poténcias reativas
permaneceram dentro dos seus limites; a solucédo final obedeceu a todas as restricdes do

sistema, satisfazendo as condicBes de KKT com uma preciséo de 107 p.u.

No Apéndice 2 é mostrado o banco de dados dos valores dos sistemas de 3 e 118

barras. O Apéndice 3 fornece o estado final dos sistemas de 3 e 118 barras.

Nos exemplos apresentados, 0 método convergiu de forma eficiente e obteve o
6timo do problema em um namero de iteracdes aceitavel. Salientamos a eficiéncia da
extrapolacdo quadratica do método, que foi capaz de atingir o 6timo do problema,
satisfazendo todo as restricdes, mesmo partindo de um ponto inicial que ndo satisfaca
algumas ou todas restricdes. Devido a isso, a escolha do parametro de barreira ndo se
torna um fator de sensibilidade do método: em todos os testes numéricos realizados, o
parametro de barreira sempre iniciou-se com o valor 0,01 e ocorreu a convergéncia sem
ter que mudar o valor inicial deste parametro. Este fator torna o método eficiente, pois
ele evita o desagradavel ajuste das variaveis de estado, das poténcias e dos parametros

utilizados no problema por um processo de tentativa e erro.

No préximo capitulo serdo apresentadas as conclusdes e as perspectivas de
continuacdo deste trabalho.
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CONCLUSOES

Neste trabalho propomos uma abordagem para a resolugdo de problemas gerais
de otimizacdo. Essa abordagem é denominada de método da funcdo Lagrangiana

barreira modificada/penalidade.

Inicialmente, apresentamos um levantamento bibliografico para o
posicionamento da abordagem apresentada. Uma revisdo dos métodos da funcéo
barreira classica e da funcdo barreira modificada, os quais forneceram um suporte
tedrico para a abordagem proposta e sua aplicacdo em problemas de FPO. Construimos
a fungéo Lagrangiana barreira modificada/penalidade, na qual as restricbes canalizadas
sdo tratadas ou pelo método de barreira modificada ou por uma extrapolagdo quadratica
(penalidade). O algoritmo foi baseado na solucdo de uma sequiéncia de problemas de
minimizagdo irrestrita, parametrizados pela barreira, e pelas estimativas dos
multiplicadores de Lagrange, ambos associados com a fungéo barreira modificada. Esse
algoritmo envolve iteracdes internas (Newton) e externas (barreira modificada). A cada
iteracdo externa, os parametros de barreira e as estimativas dos multiplicadores de
Lagrange da fungéo barreira modificada sdo atualizados. A iteragéo interna corresponde
a um processo para minimizagdo de um problema irrestrito em que os parametros de

barreira e as estimativas dos multiplicadores de Lagrange estdo fixos. As variaveis
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primais e duais sdo atualizadas pelos fatores de correcdo, originados da iteracédo interna,
e pelos passos primais e duais respectivamente, determinados por um processo de busca.
Um algoritmo para a inicializacdo dos multiplicadores de Lagrange foi utilizado,

baseado na funcdo Lagrangiana barreira classica/penalidade.

Aplicamos a abordagem em um exemplo teste tedrico e realizamos sua
implementagdo computacional, usando o aplicativo MATLAB®. O método mostrou-se
eficiente na resolucdo deste exemplo. Verificamos que o nimero de iteracdes do método
estd diretamente ligado a escolha dos parametros iniciais de barreira e ao ajuste das

estimativas dos multiplicadores de Lagrange associados as restri¢es do tipo “>”.

Nesse momento, este trabalho tem sua contribuicdo na area de Matematica com
o0 desenvolvimento da abordagem da FLBMP e seu método para a resolugdo de PPNL
restritos, e na Engenharia Elétrica com a resolucdo eficiente de problemas de FPO, sem

0 “incobmodo” do ajuste das variaveis e parametros iniciais.
Os trabalhos futuros séo enunciados a seguir:

e Desenvolvimento de um sistema em linguagem C para aplicacdes no setor
energético e em problemas de grande porte;

e Realizacao de testes computacionais em outros sistemas;

e Estudo do comportamento geométrico do método e analise da convergéncia;

e Aprimoramento dos critérios de convergéncia.
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APENDICE 1

ALGORITMOS ESTRUTURADOQOS
ALGORITMO FLBCP - INICIALIZAGCAO DO ALGORITMO FLBMP

— Inicio do Ciclo Externo da FLBCP

i. Determinar uma solucdo inicial X° = (xo, Zo, A5, Xo').

ii. Determinar a FLBCP (4.58) associada ao problema.

iii. Faga CONT = 1 (contador das iteracfes do ciclo externo do método da FLBCP)
e enquanto CONT < Nitemax (numero maximo de iteragdes, que no caso sera 2),
faca
iii.1. Ajuste ap =1 e avalie Gg_gcp.

— Inicio do Ciclo Interno da FLBCP

iii.2. Faca CONTINT =1 (Contador das iteragdes do ciclo interno do método da
FLBCP. Enquanto HG FLBCP (xo,zo,x'f),k'o 1‘ > ¢ faca (ciclo interno do

método da FLBCP)

iii.2.1. Avalie a Hessiana Hg gcp . Calcule a dire¢do de busca S, resolvendo
o sistema (4.69) e calcule X, na forma de (4.32), usando (4.31).

iii.2.2. Atualize M por (4.39) e avalie FPMp(4.72) em X° e X".

iii.2.3. Faca NiteBL = 1 (contador das iteracbes da busca linear) e
enquanto (4.33) ndo ¢ satisfeita (Ciclo da Busca Linear) faca

— Inicio da Busca Linear

iii.2.3.1. Atualize o por (4.34), as variaveis primais por (4.35) e as
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duais por (4.36) e (4.37). Faca (kE)BLz(kE)BLH

(}\] )BL _ (7\) )BL+1

iii.2.3.2. Atualize os parametros da extrapolacdo e o parametro M.
Avalie a FLBCP em XP-*!. Se (4.33) néo for satisfeita,
faca NiteBL = NiteBL + 1 e volte em iii.2.3.1. Caso
contrério, fim da busca linear.

— Fim da Busca Linear

iii.2.4. Faga X° = X", Se HG e (XorZon A5 0L M <g, fim do ciclo interno.

Caso contréario, faga CONTINT = CONTINT + 1 volte em iii 2.1.

— Fim do Ciclo Interno

iii.3. Se CONT < Nitemax atualize p por (4.39), faca X° = X e volte para iii.1.
Caso contrario, faca X° = X" e saia do ciclo externo.
— Fim do Ciclo Externo

iv. Calcule V', v°, &', £° usando (4.56).

ALGORITMO DA FLBMP

i. Execute o algoritmo da FLBCP para obter uma solugéo inicial e uma estimativa
para os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢coes de desigualdade.

ii. Determine a FLBMP (4.17) associada ao problema. Se (4.73) ou (4.74) séo
satisfeitos, a solucdo inicial é 6tima e fim. Caso contrario, entrar no ciclo externo.

— Inicio do Ciclo Externo da FLBMP

iii. Faga CONT = 1 (contador das iteragdes do ciclo externo do método da FLBMP)
e enquanto (CONT < Nitemax ou (4.72) ndo é satisfeito ou (4.73) ndo é
satisfeito), faca
iii.1. Ajuste ap =1 e avalie GgLgmp.

— Inicio do Ciclo Interno da FLBMP

iii.2. Faga CONTINT = 1 (Contador das iteracdes do ciclo interno do método da
FLBMP. Enquanto (4.40) ndo é satisfeita, faga

iii.2.1. Avalie a Hessiana Hr gvp. Calcule a direcéo de busca S, resolvendo
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o sistema (4.20) e calcule X, na forma de (4.32), usando (4.31).
iii.2.2. Atualize M por (4.39) e avalie FPM, (4.38) em X% e X".
iii.2.3. Faca NiteBL = 1 (contador das iteracbes da busca linear) e
enquanto (4.33) ndo € satisfeita

— Inicio da Busca Linear

iii.2.3.1. Atualize o por (4.34), as variaveis primais por (4.35) e as

duas por (4.36) e (4.37). Faca (xE)BL:(}\‘E)BLH

(7»' )BL _ (}\‘I )BL+1

11i.2.3.2. Atualize os parametros da extrapolacdo e o parametro M.
Avalie a FPM, em X®-*!, Se (4.33) néo for satisfeita, faca
NiteBL = NiteBL + 1 e volte em iii.2.3.1. Caso contrério,
fim da busca linear.

— Fim da Busca Linear

iii.2.4. Faca X° = XB-. Se (4.40) for satisfeita, fim do ciclo interno. Caso
contrario, faga CONTINT = CONTINT + 1 volte em iii.2.1.
— Eim do Ciclo Interno

iii.3. Se (CONT > Nitemax ou (4.73) ¢ satisfeita ou (4.74) e satisfeita), faca

X° = XP e saia do ciclo externo. Caso contrério, atualize p por (4.39), faca
X° = XP e volte para iii.1.

— Fim do Ciclo Externo

iv. Mostrar a solugdo 6tima obtida X°.
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BANCO DE DADOS DOS SISTEMAS ELETRICOS

Sistema Elétrico de 3 barras

1 2 PRIM-5 1000 O. 0.0 0.0-9999 9999
2 1 SEG-5 1000 -2. 170 0.0-9999 9999
3 0 SEX-5 1000 -5. 0.0 0.0
9999
2 3 3.44828.6206
3 1 9.756012.195
9999
1 0.95 1.10
2 0.95 1.20
3 0.99 1.01
9999
100
9999
Sistema Elétrico de 118 barras
12 2 BARRA12 1000 .0 85.-9999 9
2 0 BARRA2 1000 .0
3 0 BARRA3 1000 .0
4 1 BARRA4 1000 .0 -50.
5 0 BARRA5 1000 .0
6 1 BARRAG6 1000 .0 -50.
7 0 BARRAY 1000 .0
8 1 BARRAS8 1000 .0 -50.
9 0 BARRA9 1000 .0
10 1 BARRA10 1000 .0 -250. 2
11 0 BARRAll 1000 .0
1 1 BARRA1l 1000 .0 -50.
13 0 BARRA13 1000 .0
14 0 BARRAl4 1000 .0
15 1 BARRA15 1000 .0 -50.
16 0 BARRA16 1000 .0
17 0 BARRAL7 1000 .0
18 1 BARRA18 1000 .0 -50.

0.0 0.0
0.0 0.0
200 100

900
900

999 .0

20.0 9.
39.0 10.
50. 39.0 12.

50. 52.0 22.
19.0 2.
50. 28.0 0.

50. -450.

70.0 23.
50. 51.0 27.
34.0 16.
14.0 1.
50. 90.0 30.
25.0 10.
11.0 3.
50. 60.0 34.

ejelelolololojololololololololololo]

NP

40.
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19 1 BARRAIL9 1000 -0 -50. 115. 45.0 25.0
20 0 BARRA20 1000 -0 18.0 3.0
21 0 BARRA21 1000 -0 14.0 8.0
22 0 BARRA22 1000 -0 10.0 5.0
23 0 BARRA23 1000 -0 7.0 3.0
24 0 BARRA24 1000 -0 13.0 .0
25 1 BARRA25 1000 -0 -250. 250. -220. -0
26 1 BARRA26 1000 -0 -250. 250. -314. -0
27 1 BARRA27 1000 -0 -50. 50. 71.0 13.0
28 0 BARRA28 1000 .0 17.0 7.0
29 0 BARRA29 1000 -0 24.0 4.0
30 0 BARRA30 1000 -0 0.0 0.0
31 1 BARRA31 1000 -0 -50. 50. 36.0 27.0
32 1 BARRA32 1000 -0 -50. 100. 59.0 23.0
33 0 BARRA33 1000 -0 23.0 9.0
34 0 BARRA34 1000 -0 59.0 26.013.99
35 0 BARRA35 1000 -0 33.0 9.0
36 1 BARRA36 1000 -0 -50. 50. 31.0 17.0
37 0 BARRA37 1000 -0 -0 .0 25.
38 0 BARRA38 1000 -0 .0 .0
39 0 BARRA39 1000 -0 27.0 11.0
40 1 BARRA40 1000 -0 -50. 150. 66.0 23.0
41 0 BARRA41 1000 -0 37.0 10.0
42 1 BARRA42 1000 -0 -50. 50. 96.0 23.0
43 0 BARRA43 1000 -0 18.0 7.0
44 0 BARRA44 1000 -0 16.0 8.0 10.
45 0 BARRA45 1000 -0 53.0 22.0 10.
46 1 BARRA46 1000 -0 -50. 50. 9.0 10.0 10.
47 0 BARRA47 1000 -0 34.0 .0
48 O BARRA48 1000 -0 20.0 11.015.04
49 1 BARRA49 1000 .0 -250. 250. -117. 30.0
50 0 BARRA50 1000 -0 17.0 4.0
51 0 BARRA51 1000 -0 17.0 8.0
52 0 BARRAS52 1000 -0 18.0 5.0
53 0 BARRAS3 1000 -0 23.0 11.0
54 1 BARRA54 1000 -0 -50. 150. 65.0 32.0
55 1 BARRASS 1000 -0 -50. 150. 63.0 22.0
56 1 BARRA56 1000 -0 -50. 150. 84.0 18.0
57 0 BARRA57 1000 -0 12.0 3.0
58 0 BARRA58 1000 -0 12.0 3.0
59 1 BARRA59 1000 -0 -50. 50. 122.0113.0
60 O BARRAGO 1000 -0 78.0 3.0
61 1 BARRAG61 1000 -0 -250. 250. -160. -0
62 1 BARRAG2 1000 -0 -50. 50. 77.0 14.0
63 0 BARRAG3 1000 -0 -0 .0
64 0 BARRAG64 1000 -0 -0 .0
65 1 BARRA6GS 1000 -0 -250. 250. -391. -0
66 1 BARRAG6 1000 -0 -250. 250. -353. 18.0
67 0 BARRAG67 1000 -0 28.0 7.0
68 0 BARRAG8 1000 -0 -0 .0
69 1 BARRAG9 1000 -0 -250. 250. -329. O.
70 1 BARRATY0 1000 -0 -50. 50. 66.0 20.0
71 0 BARRA71 1000 -0 .0 .0
72 1 BARRA72 1000 -0 -50. 50. 12.0 .0
73 1 BARRAT73 1000 -0 -50. 50. 6.0 .0
74 1 BARRA74 1000 -0 -50. 80. 68.0 27.0 12.
75 0 BARRA75 1000 -0 47.0 11.0
76 1 BARRAT76 1000 -0 -50. 100. 68.0 36.0
77 1 BARRA77 1000 -0 -50. 50. 61.0 28.0
78 0 BARRA78 1000 -0 71.0 26.0
79 0 BARRA79 1000 -0 39.0 32.0 20.
80 1 BARRA8O 1000 -0 -250. 250. -347. 26.0
81 0 BARRA81 1000 -0 .0 .0
82 0 BARRA82 1000 .0 54.0 27.0 20.
83 0 BARRA83 1000 -0 20.0 10.0 10.
84 0 BARRA84 1000 -0 11.0 7.0
85 1 BARRA85 1000 -0 -50. 80. 24.0 15.0
86 0 BARRA86 1000 -0 21.0 10.0
87 1 BARRA87 1000 -0 -250. 250. -4.0 .0
88 0 BARRA88 1000 -0 48.0 10.0
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89 1 BARRA89 1000 .0 -250. 250. -607.
90 1 BARRA9O 1000 .0 -50. 100. 163.0
91 1 BARRA91 1000 .0 -50. 50. 10.0
92 1 BARRA92 1000 .0 -50. 100. 65.0
93 0O BARRA93 1000 .0 12.0
94 0 BARRA94 1000 .0 30.0
95 0 BARRA9SS 1000 .0 42.0
96 O BARRA9G 1000 .0 38.0
97 0 BARRA97 1000 .0 15.0
98 0 BARRA98 1000 .0 34.0
99 1 BARRA99 1000 .0 -50. 50. 42.0
100 1 BARRA100 1000 .0 -250. 250. -215.
101 0 BARRA101 1000 .0 22.0
102 O BARRA102 1000 .0 5.0
103 1 BARRA103 1000 .0 -250. 250. -17.0
104 1 BARRA104 1000 .0 -50. 0. 38.0
105 1 BARRA105 1000 .0 -50. 20. 31.0
106 O BARRA106 1000 .0 43.0
107 1 BARRA107 1000 .0 -50. 60. 50.0
108 O BARRA108 1000 .0 2.0
109 0O BARRA109 1000 .0 8.0
110 1 BARRA110 1000 .0 -50. 0. 39.0
111 1 BARRA11l1l 1000 .0 -250. 0. -36.0
112 1 BARRA112 1000 .0 -50. 50. 68.0
113 1 BARRA113 1000 .0 -50. 0. 6.0
114 O BARRA11l4 1000 .0 8.0
115 0 BARRA115 1000 .0 22.0
116 1 BARRA116 1000 .0 -50. 0. 0.0
117 O BARRA117 1000 .0 20.0
118 O BARRA118 1000 .0 33.0
9999
1 2 3.03 9.99 2.540 900.
1 3 1.29 4.24 1.082 900.
4 5 0.176 0.798 0.210 900.
3 5 2.41 10.80 2.840 900.
5 6 1.19 5.40 1.426 900.
6 7 0.459 2.08 0.550 900.
8 9 0.244 3.05 116.62 900.
8 5 0.00 2.67 0.000 1.0 .95 1.05 900.
9 10 0.258 3.22 123.00 900.
4 11 2.09 6.88 1.748 900.
5 11 2.03 6.82 1.738 900.
11 12 0.595 1.96 0.502 900.
2 12 1.87 6.16 1.572 900.
3 12 4.84 16.00 4.060 900.
7 12 0.862 3.40 0.874 900.
11 13 2.225 7.31 1.876 900.
12 14 2.15 7.07 1.816 900.
13 15 7.44 24_.44 6.268 900.
14 15 5.95 19.50 5.020 900.
12 16 2.12 8.34 2.140 900.
15 17 1.32 4.37 4.440 900.
16 17 4.54 18.01 4.660 900.
17 18 1.23 5.05 1.298 900.
18 19 1.119 4.93 1.142 900.
19 20 2.52 11.70 2.980 900.
15 19 1.20 3.94 1.010 900.
20 21 1.83 8.49 2.160 900.
21 22 2.09 9.70 2.460 900.
22 23 3.42 15.90 4.040 900.
23 24 1.35 4.92 4.980 900.
23 25 1.56 8.00 8.640 900.
26 25 0.00 3.82 0.000 1.0 .95 1.05 900.
25 27 3.18 16.30 17.640 900.
27 28 1.913 8.55 2.160 900.
28 29 2.37 9.43 2.380 900.
30 17 0.00 3.88 0.000 1.0 .95 1.05 900.
8 30 431 5.04 51.400 900.
26 30 .799 8.60 91.800 900.
17 31 4.74 15.63 3.990 900.

[eeleolojolojololololololoJolojolololololofolololololololole]
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29
23
31
27
15
19
35
35
33
34
34
38
37
37
30
39
40
40
41
43
34
44
45
46
46
47
42
42
45
48
49
49
51
52
53
49
49
54
54
55
56
50
56
51
54
56
56
55
59
59
60
60
61
63
63
64
38
64
49
49
62
62
65
66
65
47
49
68
69
24

31
32
32
32
33
34
36
37
37
36
37
37
39
40
38
40
41
42
42
a4
43
45
46
a7
48
49
49
49
49
49
50
51
52
53
54
54
54
55
56
56
57
57
58
58
59
59
59
59
60
61
61
62
62
59
64
61
65
65
66
66
66
67
66
67
68
69
69
69
70
70

.08
217
-98
.29
-80
.52
.224
1.10
4.15
.871
-256
0.00
3.21
5.93
-464
-84
.45
.55
-10
.08
.13
.24
.00
-80
.01
.91
.15
.15
.84
.79
.67
.86
.03
.05
.63
-30
-69
.69
.275
-488
.43
.74
.43
.55
.03
.25
.03
4.739
3.17
3.28
.264
1.23
.824
0.00
172
0.00
-901
-269
1.80
1.80
4.82
2.58
0.00
2.24
-138
8.44
9.85
0.00
3.00

~NWNDNWER

RPONNRANANRPONNRFRPOWRANRAORAORE

WUINWAW

10.22141.
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N
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e
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.31 0.830
.53 11.730
.85 2.510
.55 1.926
44 3.194
.70 6.320
.02 .268
.97 1.318
.20 3.660
.68 0.568
.94 0.988
.75 0.000
.60 2.700
.80 4.200
-40 42.200
.05 1.552
.87 1.222
.30 4.660
.50 3.440
.54 6.068
.81 4.226
.01 2.240
.56 3.320
.70 3.160
.90 4.720
.25 1.604
-30 8.600
-30 8.600
.60 4.440
.05 1.258
.52 1.874
.70 3.420
.88 1.396
.35 4.058
.20 3.110
.90 7.380
.10 7.310
.07 2.020
.955 0.732
.51 0.374
.66 2.420
.40 3.320
.66 2.420
.19 1.788
.93 5.980
.10 5.690
.90 5.360
.58 5.646
.50 3.760
.00 3.880
.35 1.456
.61 1.468
.76 0.980
.86 0.000
.00 21.60
.68 0.000
.86 114.6
.02 38.00
.19 2.480
.19 2.480
.80 5.780
.70 3.100
.70 0.000
.15 2.682
.60 63.80
.78 7.092
.40 8.280
.70 0.000
.70 12.20

15 10.198

1.0

1.0
1.0

1.0

1.0

.95 1.05

.95 1.05
.95 1.05

.95 1.05

.95 1.05

900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.

900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
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70
24
71
71
70
70
69
74
76
69
75
77
78
77
77
79
68
81
77
82
83
83
84
85
86
85
85
88
89
89
90
89
89
91
92
92
93
94
80
82
94
80
80
80
92
94
95
96
98
99

100
92

101

100

100

103

103

100

104

105

105

105

106

108

103

109

110

110
17
32

71
72
72
73
74
75
75
75
77
77
77
78
79
80
80
80
81
80
82
83
84
85
85
86
87
88
89
89
90
90
91
92
92
92
93
94
94
95
96
96
96
97
98
99
100
100
96
97
100
100
101
102
102
103
104
104
105
106
105
106
107
108
107
109
110
110
111
112
113
113

P NNDNWROINOTER
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.55
.60
-00
.54
.23
.10
.20
.06
-80
-10
-99
.24
.44
.85
-50
.04
.02
.70

53

3.665
.20
-80
.41
-30
.74
.20
-30
212
-80
.97
-36
.05
.81
.72
.48
-80
.32
.34
.20
-30
.69
.34
-80
.60
.50
-80
.47
-85
-90
.13
.62
-59
.20
.25
-40
.84
.25
-90
.78
.47
-30
.03
-30
-88
.13
.62
.55
.40
.01
-30

Wwrh~hO

COONNPORRPRPRARPROORPOCINFPWNRANRFRONUONNNORMRPEPANWRARUUNRPRPORANANRFRPWONWOO

1.0

.95 1.05

900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.

900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
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32 114 1.35 6.12 1.628 900. 900.0
27 115 1.64 7.41 1.972 900. 900.0
114 115 0.23 1.04 0.276 900. 900.0
68 116 .034 .405 16.40 900. 900.0
12 117 3.29 14.00 3.580 900. 900.0
75 118 1.45 4.81 1.198 900. 900.0
76 118 1.64 5.44 1.356 900. 900.0
9999
0.95 1.1
9999
900

9999
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ESTADO FINAL DOS SISTEMAS ELETRICOS

Sistema Elétrico de 3 barras

ESTADO FINAL DO SISTEMA DE 3 BARRAS

TENSOES E ANGULOS FINAIS DO SISTEMA

BARRA TENSAO ANGULO (em radianos)
1 1.080253 0.000000
2 1.133406 0.075505
3 1.010000 -0.022367

VARIAVEIS DE FOLGA

BARRA z
2 1.006054

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRICOES DE IGUALDADE DELTA P

BARRA LAMB_E
2 0.027468
3 -0.077417
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MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRICOES DE IGUALDADE DELTA Q

BARRA LAMB_E
3 -0.048929

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRIOES DE

OBTIDAS COM VARIAVEIS DE F

BARRA LAMB_1
2 0.000000

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRICOES DE DESIGUALDADE

BARRA Vk_inf
1 0.000000
2 0.000000
3 0.000000

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRICOES DE DESIGUALDADE

OBTIDAS COM VARIAVEIS DE FO

BARRA KSI_inf KSI_s
2 0.000000  0.000

POTENCIA REATIVA GERADA

OLGA - REATIVOS

Vk_sup

0.000000
0.000000
0.246579

LGA

up
000

BARRA QMIN REATIVO em MVAr QMAX
1 -9999.000000 28.321263 9999.000000
2 -9999.000000 100.605448 9999.000000

I GUALDADE

TOTAL DE INJECAO DE REATIVO DO SISTEMA = 128.926711 MVAr

PERDAS ATIVAS DO SISTEMA =

12.666827 MW

103

EVOLUCAO DA FUNCAO OBJETIVO,DELTAP E DELTAQ POR ITERACAO - FLBCP

I TERACAO F.O.(em MW)
0 4.140646
1 12.897298
2 12.759261

MAX(DELTAP) MAX(DELTAQ)
117.115145 159.070224
0.060035 0.015931
0.000013 0.000001

EVOLUCAO DA FUNCAO OBJETIVO, DELTAP E DELTAQ POR ITERACAO - FLBMP

I TERACAO F.O.(em MW)
12.759261
12.438279
12.676492
12.667172
12.666827

AWNRFRO

MAX (DELTAP) MAX (DELTAQ)
0.000013 0.000001
0.006992 0.000040
0.000049 0.000003
0.000000 0.000000
0.000000 0.000000
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Sistema Elétrico de 118 barras

TENSOES E ANGULOS FINAIS DO SISTEMA

BARRA

=
WNN

TENSAO

RPRRPRRPRRRPRRRRPRPRPRPRPRRPRRRRRPRRPRPRPRRPRRPRRRRRRPRREPRRPRRPRRRRRRERERRRRRRRRRERRR

.032854
.024127
.032569
.048141
.051476
.034199
.030707
.057184
.060356
-040262
.027690
.026608
.016481
.027448
.033056
-025803
.046994
.034930
.034241
.023704
.019895
.024875
.043268
.043288
.055824
.053762
.030013
-023889
.025002
.060532
.028351
.034173
.033558
-046268
.041568
.041158
-051046
.061623
.029110
.027543
.019307
.021697
.031451
.024821
.020598
.037138
.041212
.043608
.045143
.036517

ANGULO (em radianos)
0.
-0.
-0.
0.
0.
-0.
-0.
.127573
.248906
.382313
.007163
.017720
.028882
.028356
.030335
.020705
.012187
.024781
.034408
.021329
.002882

000000
017417
001041
037153
044934
001827
010130

0.042391

.120126
.114347
.241945
.271970
-029896
-004062
.010340
-096054
-008193
.019571
.036140
.022376
.028888
.028915
-014596
.070850
.068413
-085891
.092275
.064998
-023709
.015267

0.044987

-089562
.125947
-117510
-135617
.099851

104
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51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118

RPRRRPRRRRPRRRPRPRPRRPRPRRRRRRPRPRPRRPRPRRRRRRPRPRRPRPRRRRRRPRPRRPRPRRRRRRPRPRERRERRRRRRRERRERRERRERRRRRRRERERRRRR

.021929
.017040
.018882
.035455
.035492
-034856
.032748
.025356
.042528
.036041
.037649
-035625
.045123
.048224
.058727
.051164
.037920
-066681
.053724
.033268
-033190
.034437
.031464
.027371
.025128
.023033
-032391
027777
.029182
.046734
.065477
.027553
-031469
.038454
.048688
-034926
.035102
.049842
-065073
.046691
.046181
-053064
.037339
.031146
.018622
.025776
.031730
-040252
-044002
.049819
.038373
.047104
.043982
-.032957
.031121
.024707
.027326
.028682
.027911
-029295
.034974
.017862
-044780
.027839
.027145
-066891
.011239
.018150

ejejeolololololoJolololololojolololololololololololojolololololojololololololololololololololololololojololololololofololololololololole]

-055490
.039797
-023765
-036929
.032343
-035390
.056110
.042267
-111562
-175070
.189664
-179745
.168984
.198564
-252290
-250911
.204493
.254224
.253058
.132988
-127641
-110956
.125310
-113888
-136826
.117849
.216413
.212778
.220207
.265380
.258198
.226726
.244574
.282112
.305133
.287993
.295854
.354834
-418662
-319553
-318699
.327823
.283483
.251611
.236553
.234683
.243927
.236817
.227519
.243939
.266083
-305811
.183750
-136048
-117839
.114715
-069151
-100562
-094055
-082207
.108184
.038383
-011720
.015288
-015300
.254208
.042738
-120861
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APENDICE 3

VARIAVEIS DE FOLGA

BARRA
4
6
8

10
12
15
18
19
25
26
27
31
32
36
40
42
46
49
54
55
56
59
61
62
65
66
69
70
72
73
74
76
77
80
85
87
89
90
91
92
99

100

103

104

105

107

110

111

112

113

116

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRICOES DE IGUALDADE DELTA P

BARRA

WN

QOo~NOUIA

=

z

-0.
-0.
-0.
-1.
0.
-0.
-0.
0.
-0.
-0.
-035065
.005654
.181076
.144575
.219107
.029306
-063110
-068013
.180346
-142062
-166956
.044833
.666865
.031473
.295147
-477632
. 720583
.036968
-058808
.033974
.075378
.239545
-024090
-395309
-129223
.028252
.212254
-103341
-061808
.220380
-031658
.172818
.110132
.033148
.131227
.037901
-034310
.033043
.064192
-036392
-038089

092100
029608
176150
370857
022209
077108
080694
113537
091638
646325

LAMB_E
007405
009647
032077
033788
.021529
.018822
.034873
043939
053177

[clojolololololole]
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80

[elojolojololololololololojolojolololololololololololojolofolofolololofolofololololololololololololololojoloJololololololjolololololofolofole)

.018761
.015300
-014510
.015144
.021799
-018028
-033396
.024476
-022053
.022958
.026294
.032377
.045044
.043453
-061421
.058254
.028575
.023758
.021139
.036453
-022085
-026860
.024788
-033445
.031816
.031608
-035849
.038703
.019651
-014219
.011849
.018670
.027688
.027555
.030175
.041141
.050157
.049280
-054765
.045051
.032897
.028654
-026968
.031351
-030408
-030805
.034768
-030488
.053225
.061104
-063485
.061123
.057821
-062466
-069256
.072605
-064433
.071793
.074550
-044604
.043645
.041112
-043186
.036873
.042293
-036620
-062806
.061818
-063990
.075632
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81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRICOES DE IGUALDADE DELTA Q

BARRA
2
3
5
7
9

11
13
14
16
17
20
21
22
23
24
28
29
30
33
34
35
37
38
39
41
43

[elojolololololololololololololololole)

[elelelojolofolofolololofolofolololololololololololololololololololololololo]

.073504
.067762
-073408
.086329
.095581
-090485
-091542
.103495
-114818
-091520
.091964
-095950
.083207
.074583
-069652
-069531
.071291
-070679
-069919
.074494
-080382
.090404
.058323
.046771
.041826
.040806
.028181
.037075
.035369
-032943
-040579
.016254
.031974
.025706
.025672
.071786
-009662
.037348

LAMB_E

0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
-000891
.000372
.002827
-001199
.001681
.002603
-003303
.004330
.000240
.000116
.003875
.002948
-005490
.001005
.006566
-005536
.001964
.000432
-009113

000414
000564
000339
000027
003143
000827
001699
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44

47
48
50
51
52
53
57
58
60
63
64
67
68
71
75
78
79
81l
82
83
84
86
88
93
94
95
96
97
98
101
102
106
108
109
114
115
117
118

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRIOES DE
OBTIDAS COM VARIAVEIS DE FOLGA - REATIVOS

BARRA

4

6

8
10
12
15
18
19
25
26
27
31
32
36
40
42
46
49
54
55
56
59
61

[elolelojolofolofolofe]

111
[elololoXe]

.011432
.007310
.001204
.003423
.000546
.000190
.000243
.000257
.000832
-000330
.000065
.000108
.000017
.000081
.000385
.000242
.000368
.000368
-000208
.000949
.003952
.004144
.000689
.000309
-000473
.000894
.000858
-002062
.000319
.000075
-000043
.001183
.000357
-000301
.000258
.000198
-000343
.000383
.001234
-000602

LAMB_I

-0.
-0.
0.
-0.
0.
0.
-0.
-0.
-0.
0.
0.
0.
-0.
0.
-0.
0.
0.
0.
-0.
-0.
-0.
0.
-0.

000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000

1GUALDADE
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62
65
66
69
70
72
73
74
76
77
80
85
87
89
90
91
92
99
100
103
104
105
107
110
111
112
113
116

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRICOES DE DESIGUALDADE

o

o

o

o

[elolololololololola]

BARRA
12

oo

[elojolololofole)

[eloXe]

(o))

-000000
.000000
.000000
-000000
.000000
.000000
-000000
.000000
.000000
-000000
.000000
.000000
-000000
.000000
.000000
-000000
.000000
.000000
-000000
.000000
.000000
-000000
.000000
.000000
-000000
.000000
.000000
-000001

Vk_inf
000002
0.000002
000002
000001
000001
000002
000002
000001
000001
000001
000002
000002
000003
000002
000002
000002
000001
000002
000002
000003
000003
000002
000001
000001
000001
000001
000002
000002
000002
000001
000002
000002
000002
000001
000001
000001

(@)

[efelololoJoJoJololololoJoJololoJoJoJoJolololololoJolololoJoloJolole]

Vk_sup

(@)

-000002

0.000002

[ejelololojololololololojolololololojololololololololololololofolele]

-000002
-000005
-000006
-000003
-000002
-000008
-000010
-000003
-000002
-000002
-000001
-000002
-000002
-000002
-000005
-000003
-000003
-000002
-000002
-000002
-000004
-000004
-000007
-000007
-000002
-000002
-000002
-000010
-000002
-000003
-000003
-000004
-000004
-000004
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37
38
39
40
a1
42
43
a4
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106

[efeloloJoJoJoJololoJoJojloJolololoJolololololololololololololoJolololololoJolololololojoJololololojololololoJoJoJolololoJoloJoJlolololoJoJo o

-000001
-000001
-000002
-000002
-000003
-000003
-000002
-000002
-000003
-000002
-000001
-000001
-000001
-000002
-000003
-000003
-000003
-000002
-000002
-000002
-000002
-000002
-000001
-000002
-000001
-000002
-000001
-000001
-000001
-000001
-000001
-000001
-000001
-000002
-000002
-000002
-000002
-000002
-000002
-000003
-000002
-000002
-000002
-000001
-000001
-000002
-000002
-000001
-000001
-000002
-000002
-000001
-000001
-000001
-000001
-000001
-000002
-000002
-000003
-000002
-000002
-000001
-000001
-000001
-000001
-000001
-000001
-000002
-000002
-000002

[ejelololojojojolololojojololeolololololololololololololeolololojololeololololololeolololojololololololololololololojolololololofolololololofola]

-000006
-000011
-000002
-000002
-000001
-000002
-000002
-000002
-000002
-000003
-000003
-000004
-000004
-000003
-000002
-000001
-000001
-000003
-000003
-000003
-000002
-000002
-000004
-000003
-000003
-000003
-000004
-000005
-000009
-000006
-000003
-000015
-000007
-000002
-000002
-000003
-000002
-000002
-000002
-000002
-000002
-000002
-000002
-000005
-000014
-000002
-000002
-000003
-000005
-000003
-000003
-000005
-000013
-000005
-000004
-000006
-000003
-000002
-000001
-000002
-000002
-000003
-000004
-000005
-000003
-000005
-000004
-000002
-000002
-000002
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MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DAS RESTRICOES DE DESIGUALDADE

107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118

-000002
-000002
-000002
-000002
-000002
-000003
-000001
-000002
-000002
-000001
-000004
-000003

[eelololololoJolololole)

-000002
-000002
-000002
-000002
-000003
-000001
-000004
-000002
-000002
-000016
-000001
-000001

[eelelololojololololole)

OBTIDAS COM VARIAVEIS DE FOLGA

BARRA
4
6
8
10
1
15
18
19
25
26
27
31
32
36
40
42
46
49
54
55
56
59
61
62
65
66
69
70
72
73
74
76
77
80
85
87
89
90
91
92
99
100
103
104
105
107
110
111
112
113
116

KSI_inf KS1_sup
.000000 0.000000
.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
-.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
-.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
-.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
-.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
-.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
-.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
-.000000 0.000000
-000000 0.000000
.000000 0.000000
.000000 0.000022
-000000 0.000000
.000000 0.000000
.000000 0.000021
-000000 0.000021
.000000 0.000000
.000000 0.000019
-000000 0.000019

[elolololololololololololololojolojolololololofolofolololololofololololololololololololololololo oo el
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POTENCIA REATIVA GERADA

BARRA
12
4
6
8
10
1
15
18
19
25
26
27
31
32
36
40
42
46
49
54
55
56
59
61
62
65
66
69
70
72
73
74
76
77
80
85
87
89
90
91
92
99
100
103
104
105
107
110
111
112
113
116

TOTAL

QMIN

-9999

-50.
-50.
-50.
-250.
-50.
-50.
-50.
-50.
-250.
-250.
-50.
-50.
-50.
-50.
-50.
-50.
-50.
-250.
-50.
-50.
-50.
-50.
-250.
-50.
-250.
-250.
-250.
-50.
-50.
-50.
-50.
-50.
-50.
-250.
-50.
-250.
-250.
-50.
-50.
-50.
-50.
-250.
-250.
-50.
-50.
-50.
-50.
-250.
-50.
-50.
-50.

.000000

000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000

REATIVO em MVAr
1.
-9.
-2.
-17.
-137.
2.
-7.
-8.
11.
-9.
-64.
3.
-0.
18.
-14.
21.
2.
-6.
6.
18.
14.
16.
-4.
-66.
-3.
-129.
-47.
-72.
-3.
-5.
-3.
7.
23.
2.
-39.
12.
-2.
-21.
10.
-6.
22.
-3.
17.
11.
-3.
-13.
3.
-3.
-3.
6.
-3.
-3.

263548
210264
960957
617905
085088
220739
711285
069681
353220
163989
631443
506293
565578
106915
458318
909974
930302
311475
800973
033986
205780
694909
483554
685718
147514
514649
762122
057889
697181
880935
397469
537207
953979
408536
530914
921906
825201
223771
333332
180786
037470
165945
281890
014936
314836
123009
789904
430075
301129
418970
638572
808960

QMAX

9999
50
50
50

250
50
50
50

115.
250.
250.
50.
50.
100.
50.
150.
50.
50.
250.
150.
150.
150.
50.
250.
50.
250.
250.
250.
50.
50.
50.
80.
100.
50.
250.
80.
250.
250.
100.
50.
100.
50.
250.
250.
0.
20.
60.

DE INJECAO DE REATIVO DO SISTEMA =

PERDAS ATIVAS DO SISTEMA =

116.030207 MW

-000000
-000000
-000000
-000000
-000000
-000000
-000000
-000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
-000000
-000000
-000000
-000000
-000000

-483.231442 MVAr
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114

EVOLUCAO DA FUNCAO OBJETIVO,DELTAP E DELTAQ POR ITERACAO - FLBCP

I TERACAO F.0.(em MW) MAX(DELTAP) MAX(DELTAQ)
0 0.000000 607 .000000 119.810000
1 117.736533 0.001318 0.000034
2 117.224972 0.001821 0.000057

EVOLUCAO DA FUNCAO OBJETIVO, DELTAP E DELTAQ POR ITERACAO - FLBMP

I TERACAO F.O.(em MW) MAX (DELTAP) MAX (DELTAQ)
0 117 .224972 0.001821 0.000057
1 116.811294 0.003798 0.000210
2 116.420025 0.005650 0.000347
3 116.030207 0.007412 0.000497



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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