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pesquisa.

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cient́ıfico e Tecnológico - CNPq
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Resumo

Este trabalho apresenta a aplicação do Método de Otimização Topológica (MOT)
considerando restrição de tensão mecânica em dois problemas de Engenharia: o
projeto de estruturas mecânicas sujeitas a restrição de tensão e o projeto da
distribuição de material em estruturas constitúıdas por Materiais com Gradação
Funcional (MsGF). O MOT é um método numérico capaz de fornecer de forma
automática o leiaute básico de uma estrutura mecânica para que esta atenda a
um dado requisito de projeto, como o limite sobre a máxima tensão mecânica no
componente. Os MsGF são materiais cujas propriedades variam gradualmente
com a posição. Este gradiente de propriedades é obtido através da variação
cont́ınua da microestrutura formada por dois materiais diferentes.

Neste trabalho o MOT foi implementado utilizando o modelo de material
Solid Isotropic Microstructure with Penalization (SIMP) e o campo de densidades
foi parametrizado utilizando a abordagem Aproximação Cont́ınua da Distribuição
de Material (ACDM). O modelo de material é utilizado em conjunto com um
localizador de tensões, de modo a representar as tensões nas regiões com densidade
intermediária.

O projeto de estruturas tradicionais através do MOT possui dois problemas
centrais aqui tratados: o fenômeno das topologias singulares, que consiste na
incapacidade do algoritmo de otimização de retirar material de certas regiões da
estrutura, onde a tensão mecânica supera o limite de tensão quando os valores da
densidade tendem a zero, e o problema do grande número de restrições envolvidas,
pois que a tensão mecânica é uma grandeza local e deve ser restrita em todos os
pontos da estrutura.

Para tratar o primeiro problema é utilizado o conceito de ε-relaxação. Para
o segundo são utilizadas duas abordagens: uma é substituição das restrições lo-
cais por uma restrição global e a outra é a aplicação do Método do Lagrangeano
Aumentado. Ambas foram implementadas e aplicadas para o projeto de estrutu-
ras planas e axissimétricas.

No projeto da distribuição de material em estruturas constitúıdas por MsGF
é utilizado um modelo de material baseado na interpolação dos limites de Hashin-
Shtrikman. A partir deste modelo as tensões em cada fase da são obtidas a partir
das matrizes localizadoras de tensão. Para tratar o fenômeno das topologias
singulares é proposto um ı́ndice estimativo de falha, baseado nas tensões de von
Mises em cada fase da microestrutura, que evita tal problema. O grande número
de restrições é tratado através da restrição global de tensão.

Em ambos os problemas as formulações são apresentadas e sua eficiência é
discutida através de exemplos numéricos.



Abstract

This work presents the Topology Optimization Method (TOM) with stress cons-
traint applied to two Engineering problems: the design of mechanical structures
subjected to stress constraint and the design of material distribution in structu-
res made of Functionally Graded Materials (FGMs). The TOM is a numerical
method capable of synthesizing the basic layout of a mechanical structure accom-
plishing to a given design requirement, for example the maximum stress in the
structure. The FGMs are materials with spatially varying properties, which are
obtained through a continuum change of the microstructure made of two different
materials.

In this work, the TOM was implemented with Solid Isotropic Microstructure
with Penalization (SIMP) material model and the density field was parameterized
with the Continuous Approximations of Material Distribution. To obtain the
intermediate density stresses, the material model is applied together with a stress
localization matrix.

The design of mechanical structures through the TOM has two major pro-
blems: the singular topology phenomenon, which is characterized by the optimi-
zation algorithm impossibility of removing material from certain regions, where
the stress overpasses the limiting stress when the density goes to zero, and the
large number of constraints, once the stress is a local value that must be cons-
trained everywhere in the structure.

To deal with the first problem, it is applied the ε-realaxation concept, and
for the second one two approaches are considered: one is to change the local
stress constraint into a global stress constraint and the other is to apply the
Augmented Lagrangian Method. Both approaches were implemented and applied
to the design of plane and axisymmetric structures.

In the design of material distribution in structures made of FGMs a material
model based on Hashin-Shtrikman bounds is applied. From this model, stresses
in each phase are obtained by the stress localization matrix. To deal with the
singular topology phenomenon it is proposed a modified von Mises failure criteria
index that avoids such problem. A global stress constraint is applied to deal with
the large number of constraints.

In both problems formulations are presented and their performance are dis-
cussed through numerical examples
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6.1 Representação genérica de um domı́nio de projeto que apresenta
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9.20 Campo da tensão de von Mises para a solução da viga MBB sem

utilizar o termo de penalização das densidades intermediárias . . 184
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1 Introdução

Este trabalho versa sobre dois tópicos distintos, porém relacionados: o Método de

Otimização Topológica (MOT) considerando restrições de tensão e a otimização

de estruturas constitúıdas por Materiais com Gradação Funcional (MsGF)1.

O primeiro, isto é o MOT, consiste em uma ferramenta computacional apli-

cada à śıntese de estruturas tradicionais. O segundo tópico, a otimização de es-

truturas constitúıdas por MsGF, consiste na aplicação dos métodos de otimização

para o projeto de uma nova classe de estruturas, fabricadas com os MsGF.

O Método de Otimização Topológica (MOT) é um método computacional ca-

paz de sintetizar estruturas mecânicas através da distribuição de material em uma

região do espaço; para isto utiliza uma combinação entre métodos de otimização

e o Método de Elementos Finitos (MEF). Assim, inicialmente uma região do

espaço é discretizada em elementos finitos para que se possa analisar seu com-

portamento mecânico e, então, é distribúıdo material de forma racionalizada, por

meio de algoritmos de otimização (BENDSØE; SIGMUND, 2003).

Um exemplo de estrutura sintetizada através do MOT é representado na

figura 1.1, onde uma viga bi-apoiada com carregamento a meio vão é sintetizada

e, com o intuito de reduzir o número de elementos, é considerada apenas metade

da viga utilizando-se o conceito de simetria.

Uma vantagem do MOT é a sua capacidade de fornecer o leiaute ótimo de

um componente mecânico para uma certa aplicação. Assim, este método pode

ser aplicado durante a fase de projeto conceitual, diferentemente dos métodos

tradicionais de otimização, como a otimização paramétrica ou de forma, que só

podem ser aplicados após a definição do leiaute do componente. Desse modo, o

MOT pode ser classificado como um processo de śıntese de estruturas mecânicas.

Na literatura, o MOT tem sido aplicado a diversos problemas, como por

1Na literatura este tipo de material é conhecido como Functionally Graded Materials (FGM),
contudo, neste texto, será utilizada a nomenclatura em português Materiais com Gradação
Funcional (MsGF). Aqui vale notar que a palavra Gradação constitui um anglicismo, porém
acreditamos ser mais adequada para designar este tipo de material
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?

Figura 1.1: Exemplo de convergência da solução no método de otimização
topológica

exemplo: o projeto de estruturas com máxima rigidez, o projeto de mecanismos

flex́ıveis, o projeto de materiais e o projeto de estruturas para absorção de im-

pacto, entre outros (BENDSØE; SIGMUND, 2003). Apenas recentemente o MOT foi

aplicado ao projeto de estruturas tradicionais considerando restrições de tensão

mecânica (DUYSINX; BENDSØE, 1998; PEREIRA; FANCELLO; BARCELLOS, 2004).

Aumentando, assim, a gama de requisitos de projeto que podem ser atendidos

com o aux́ılio do MOT.

Apesar do projeto de estruturas que atendam a critérios de falha ser um dos

problemas tradicionais da Engenharia, este só foi tratado através do MOT em

Duysinx e Bendsøe (1998) uma década após seu surgimento com o trabalho de

Bendsøe e Kikuchi (1988). Este longo intervalo se explica devido às dificulda-

des inerentes ao tratamento das restrições de tensão, que serão apresentadas no

caṕıtulo 6.

Os Materiais com Gradação Funcional (MsGF) são materiais compostos, cu-

jas propriedades variam de forma gradual ao longo do material. Esta classe de

materiais apresenta algumas vantagens em relação aos materiais tradicionais. Uti-

lizando os MsGF é posśıvel construir componentes cuja microestrutura varie de

forma gradual, de tal modo que em uma região há uma material metálico e em

outra região há um material cerâmico. E, o mais importante, é que entre estas

duas regiões não existe uma interface definida, ou seja, o material cerâmico é

gradativamente substitúıdo por material metálico, constituindo, assim, um mate-

rial composto com a fração de cerâmica e metal variando suavemente (KIEBACK;
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NEUBRAND; RIEDEL, 2003).

Uma vantagem desse tipo de componente ou estrutura constitúıda por MsGF

é a possibilidade de se aproveitar as propriedades dos dois materiais. Por exemplo,

no caso do par metal-cerâmica pode-se projetar uma barreira térmica que possua

em uma face as propriedades térmicas da cerâmica: baixa condutividade térmica

e alto ponto de fusão, e na outra face as propriedades do metal: alta resistência a

tração e alta resiliência. Assim, tem-se um componente que sozinho cumpre mais

de uma função, a de fornecer resistência mecânica e resistência térmica (KOIZUMI,

1997).

Entretanto, o gradiente de propriedade na interface dos MsGF proporciona

outras caracteŕısticas interessantes, como: diminuição da tensão térmica residual,

diminuição da propagação do escoamento plástico da fase dúctil e diminuição das

tensões devido à diferença de rigidez entre as fases (EMBURY et al., 1996).

Outro ponto a ser explorado nos MsGF é a possibilidade de se projetar a

distribuição de material e, conseqüentemente, a de propriedades, a fim de melho-

rar o desempenho da estrutura, o que, para alguns tipos de projeto, consiste na

redução dos ńıveis de tensão mecânica na mesma.

Assim, o objetivo deste trabalho é o de estudar e implementar o Método de

Otimização Topológica (MOT) considerando restrições de tensão, e aplicá-lo a

duas classes de problema: o projeto de estruturas tradicionais e o projeto de

estruturas constitúıdas por Materiais com Gradação Funcional (MsGF)

1.1 Objetivo

Conforme apresentado na seção anterior, o objetivo deste trabalho é estudar e

implementar o Método de Otimização Topológica (MOT) considerando restrição

de tensão para, então, aplicá-lo sobre dois problemas distintos: o projeto de

estruturas tradicionais e o projeto de estruturas constitúıdas por Materiais com

Gradação Funcional (MsGF).

Para a primeira classe de problemas, o projeto de estruturas tradicionais,

o objetivo é implementar um software robusto capaz de sintetizar estruturas

mecânicas que, através do leiaute, atendam a um dado requisito de tensão mecânica.

Na segunda classe de problemas, o projeto de estruturas constitúıdas por

MsGF, o objetivo é implementar um software capaz de otimizar a distribuição

de dois materiais em uma estrutura de modo a atender a um dado critério de
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falha. Entretanto, neste caso é considerado a possibilidade de que estes materiais

se misturem no ńıvel da microestrutura e assim constituam um MGF.

1.2 Motivação e justificativa

Uma motivação deste trabalho é que grande parte dos projetos de estruturas e

componentes mecânicos têm como fator limitante para o seu desempenho os ńıveis

de tensão mecânica. Esta situação ocorre no caso do projeto de discos rotativos

de alta velocidade, como volantes (roda de inércia) e rotores de turbina a gás

(KRESS, 2000; LIU; PARKS; CLARKSON, 2002).

A melhora no desempenho destes componentes pode ser obtida de duas for-

mas. A primeira, e mais simples, consiste em selecionar um material mais nobre,

ou seja, com resistência mecânica maior e, assim, garantir que a estrutura não

falhará quando em operação.

A segunda forma de tratar este problema consiste em alterar o projeto da

estrutura de modo a diminuir a tensão máxima na mesma, entretanto, a redução

de tensão na estrutura é, em geral, obtida através do aumento de suas dimensões,

acarretando em um aumento de peso, o que, em geral, está associado a um au-

mento de custo ou perda de desempenho. Assim, o objetivo é alterar o projeto da

estrutura visando a diminuição da máxima tensão com a manutenção ou mesmo

diminuição do peso da estrutura.

A formulação MOT apresentada neste trabalho trata o problema através desta

segunda abordagem, que é mais racional e permite a redução do custo do material

e o aumento de desempenho do componente.

A utilização de uma abordagem racional para o projeto de estruturas, através

de métodos de otimização, é um tópico que tem atráıdo a comunidade cient́ıfica

há vários anos e a evolução dessa aplicação pode ser acompanhada através de

trabalhos de revisão, desde a década de 60 até os dias atuais: Wasiutynski e

Brandt (1963), Sheu e Prager (1968), Venkayya (1978), Kirsch (1989), Rozvany,

Bendsøe e Kirsch (1995) e Eschenauer e Olhof (2001).

Além da importância dos métodos de otimização, demonstrada pelos traba-

lhos de revisão feitos ao longo de todos esses anos, a aplicação do MOT consi-

derando restrição de tensão é um tema que tem sido classificado como fronteira

do conhecimento na aplicação do MOT e merece ser tratado devido a sua grande

aplicação na indústria. Esta afirmação foi feita pelo Prof. Martin P. Bendsøe

no curso de verão “Homogenization and Shape Optimization”, ocorrido em 2004
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em Portugal e reiterado no curso “Advanced school of Topology Optimization -

Theory, Methods and Applications”, ocorrido em 2005 na Dinamarca.

A importância deste tema para o desenvolvimento do MOT e suas aplicações

também foi exposta no Painel “Topology and Shape Design”, apresentado pelo

Prof. Erik Lund no “6th World Congress on Structural and Multidisciplinary

Optimization”, em 2005 no Rio de Janeiro, onde o palestrando atentou para o fato

do elevado número de artigos que tratam de restrição de tensão ou deformação.

Assim, este trabalho visa a contribuir para o entendimento e desenvolvimento

do tópico, em especial na comunidade cient́ıfica brasileira.

Este trabalho também pretende fazer uma incursão sobre a aplicação do MOT

no projeto de estruturas constitúıdas por MsGF. Pois, conforme dito anterior-

mente, a utilização dessa nova classe de materiais proporciona uma melhora de

desempenho da estrutura, o que é de interesse da indústria.

É importante ressaltar também que, a possibilidade, criada pela utilização

dos MsGF, de projetar a distribuição de material capaz de garantir a resistência

mecânica da peça não só permite, mas também requer, a utilização de métodos

de otimização, pois a definição desta distribuição não é uma tarefa trivial. Isto

porque que a resistência mecânica da peça envolve o comportamento global da

estrutura, devido à distribuição de rigidez, e o comportamento local, devido à

intensificação da tensão causada pela microestrutura.



28

2 Otimização Topológica

2.1 Introdução

O projeto de estruturas mecânicas é uma das atividades mais antigas da Enge-

nharia. A primeira fase do projeto de estruturas consiste na definição conceitual

da geometria e do material da estrutura, de modo a atender aos requisitos de

projeto, porém, além de simplesmente atender aos requisitos de projeto, a Enge-

nharia sempre esteve interessada em melhorar o desempenho das estruturas ou

em reduzir o esforço (custo) necessário para atender a tais requisitos.

Com o objetivo de auxiliar o projeto e a otimização de estruturas, a OT,

também denominada na literatura Otimização de Leiaute ou Otimização de Forma

Generalizada, propõe um método genérico capaz de auxiliar o engenheiro na de-

finição conceitual do leiaute ou topologia da estrutura. O leiaute ou topologia de

uma estrutura é definido não somente pela sua forma, isto é, o contorno externo

da estrutura, mas também por sua topologia, ou seja, furos internos e conectivi-

dade.

A grande vantagem da Otimização de Leiaute em contraste com os métodos

mais tradicionais de otimização, como a Otimização de Forma ou a Otimização

de Dimensão, é que estes dois últimos não são capazes de alterar o leiaute da

estrutura original, ou seja, esses métodos não auxiliam o projeto conceitual da

estrutura.

Considerando um Domı́nio Fixo Estendido (DFE), uma região do espaço

onde pode existir a estrutura, um dado carregamento, uma dada fixação e uma

certa quantidade de material, a Otimização de Leiaute de estruturas cont́ınuas

consiste em definir simultaneamente as formas dos contornos internos e externos

da estrutura, bem como a quantidade e posições de seus buracos através da

distribuição de material dentro do DFE, levando em consideração a maximização

do desempenho da estrutura para um dado tipo de projeto. Para ilustrar melhor

esta situação, um exemplo de formulação clássica é a obtenção do leiaute de
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uma estrutura tal que a rigidez para um dado carregamento seja máxima e a

quantidade de material seja limitada a uma dada fração do DFE.

A forma de otimização do leiaute de uma estrutura pode ser dividida em

duas grandes classes de abordagens (ESCHENAUER; OLHOF, 2001): a abordagem

micro, ou baseada no material, e a abordagem macro, ou baseada na geometria.

A abordagem micro, a primeira a ser desenvolvida, é baseada na existência

de uma microestrutura porosa que define as relações constitutivas do material

em função da geometria e da densidade volumétrica de uma célula unitária re-

presentativa do material. Por sua vez, a densidade é representada por variáveis

cont́ınuas continuamente distribúıdas no espaço do DFE. Nesta abordagem o

DFE é discretizado por uma malha de elementos finitos que não se altera ao

longo da otimização e permite calcular as respostas mecânicas (ex. campo de

tensão e deformação). A otimização consiste em determinar quais pontos da es-

trutura devem possuir ou não material; assim sendo, a distribuição de densidades

é parametrizada de modo que cada ponto do DFE possa variar entre um (1) (ma-

terial sólido, em geral definido pela cor preta na apresentação dos resultados) e

zero (0) (ausência de material ou presença de um material mole, em geral definido

pela cor branca). Assim, durante o processo de otimização as variáveis tendem

aos seus valores limites indicando regiões com presença de material (pretas) e

regiões com buracos (brancas), o que define o leiaute da estrutura.

A otimização de leiaute que utiliza essa abordagem já possui uma vasta li-

teratura introdutória encontrada em livros, como Bendsøe e Sigmund (2003) e

Bendsøe e Soares (1993), com um enfoque mais voltado à aplicação, ou em Al-

laire (2002), no qual a formulação matemática é apresentada e discutida junto

com uma implementação numérica. Um desenvolvimento teórico matemático

mais aprofundado pode ser encontrado no livro de Cherkaev (2000).

Apesar da comunidade cient́ıfica não aceitar completamente o uso do termo

Otimização Topológica (OT) para designar a abordagem micro, neste trabalho

será utilizada esta associação, de acordo com Bendsøe e Sigmund (2003) e os

trabalhos de Emı́lio Carlos Nelli Silva (SILVA; NISHIWAKI; KIKUCHI, 2000; SILVA,

2003)

Dentre a abordagem macro, ou baseada na geometria, podem se agrupar três

principais vertentes: o “bubble method”1, a otimização de leiaute, baseada no

1O termo “bubble method” poderia ser traduzido para a ĺıngua portuguesa como método

das bolhas porém essa nomenclatura é pouco comum de forma que se optou por manter o termo
em inglês ao longo do texto.
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método de “level set”2, e os os métodos evolucionários.

O “bubble method” consiste em alterar o leiaute da estrutura através do

crescimento e degeneração de furos no interior da mesma baseando-se no conceito

de derivada topológica. Essa abordagem é descrita em artigos como: Eschenauer

H. A. Kobelev e Schumacher (1994), Sokolowski e Zochowski (1999), Novotny et

al. (2003).

O método de otimização de leiaute baseado no método de “level set” foi pro-

posto inicialmente por Sethian e Wiegmann (1999) e vem ganhando bastante

atenção na otimização estrutural. Este método é baseado na representação do

leiaute da estrutura através da curva de ńıvel zero de uma função de alta ordem.

Por exemplo, no caso bi-dimensional a fronteira da estrutura é definida pelo con-

junto de pontos de valor zero de uma função escalar em termos das coordenadas

x e y do plano. Dessa forma, a fronteira da estrutura, definida pela curva de

ńıvel zero, é movimentada de modo a minimizar uma dada função objetivo. No

trabalho de Sethian e Wiegmann (1999), uma forma heuŕıstica de movimentação

da fronteira foi utilizada, caracterizando uma abordagem evolucionária de oti-

mização estrutural. Posteriormente, outros autores combinaram essa abordagem

com a análise de sensibilidade da função objetivo; dentre eles pode-se citar: Osher

e Santosa (2001), Mei e Wang (2004), Yulin e Xiaoming (2004)

A principal vantagem do método de “level set” é a definição precisa dos

contornos da estrutura. Esta vantagem é importante para tratar problemas que

a carga da estrutura depende de sua geometria (por exemplo: carga devido a

pressão (ALLAIRE; JOUVE; TOADER, 2004)) ou em problemas onde os fenômenos

ocorrem na superf́ıcie, como por exemplo o projeto de uma aleta ou trocador de

calor.

Ainda sobre o método de “level set”, Burger e Osher (2005) apresentam uma

revisão sobre o seu desenvolvimento, suas áreas de aplicação e desafios futuros.

Para uma introdução didática ao método, ver o artigo de Liu, Korvink e Huang

(2005)

Recentemente, o trabalho de Burger, Hackl e Ring (2004) aponta para uma

convergência da otimização de leiaute baseada no método de “level set” com o

“bubble method”.

Os métodos evolucionários se baseiam no conceito de uma estrutura base,

2O termo “level set” poderia ser traduzido para a ĺıngua portuguesa como curva de ńıvel

porém essa nomenclatura é pouco comum de forma que se optou por manter o termo em inglês
ao longo do texto.
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em geral uma malha de elementos finitos de onde serão inseridos e/ou retirados

elementos. A modificação da estrutura base é feita através de critérios heuŕısticos.

Uma descrição mais detalhada desse método pode ser encontrada nos artigos de

Chu et al. (1996, 1997), Li et al. (1999), Liu, Parks e Clarkson (2000), Steven, Li

e Xie (2002).

2.2 Revisão bibliográfica do Método de Otimização

Topológica

Neste trabalho será tratada apenas a otimização de leiaute baseada na abordagem

micro: Método de Otimização Topológica (MOT), ou simplesmente Otimização

Topológica (OT).

O MOT foi proposto por Bendsøe e Kikuchi (1988) e se baseia fortemente; se-

gundo o próprio autor, na contribuição de diversos pesquisadores. Neste trabalho

Bendsøe apresenta uma aproximação da otimização de leiaute por um problema

de distribuição de dois materiais, sendo um deles material vazio (buracos). Para

isso o autor se baseia na parametrização das propriedades do material através do

conceito de microestrutura.

A utilização de microestruturas no problema de projeto ótimo de estrutu-

ras já havia sido proposta nos trabalhos de Cheng e Olhoff (1981, 1982). Como

conseqüência da utilização de microestruturas para parametrização do problema,

o método de homogeneização, também desenvolvido previamente (BENSOUSSON;

LIONS; PAPANICOLAOU, 1978; SANCHES-PALENCIA, 1980), passou a ser aplicado

no cálculo das propriedades efetivas dos materiais obtidos. A formulação ma-

temática para a relaxação do problema de otimização estrutural e sua relação

com o método de homogeneização também já havia sido demonstrada no traba-

lho de Kohn e Strang (1986a, 1986b, 1986c).

A partir do trabalho de Bendsøe e Kikuchi (1988), se seguiu uma série de

trabalhos dedicados a aprimorar o método e ampliar o espectro de aplicação do

MOT. Um grande marco no desenvolvimento do MOT foi a utilização de modelos

de material artificiais por Bendsøe (1989), Rozvany, Zhou e Birker (1992), que eli-

minou a necessidade de utilizar os métodos de homogeneização para a sua imple-

mentação numérica, facilitando, assim, a difusão do MOT. Dentre as publicações

precursoras do método devem se citar também os trabalhos Suzuki e Kikuchi

(1991) e Olhoff, Bendsøe e Rasmussen (1991) que, apesar de posteriores, auxili-

aram sua consolidação; o primeiro faz uma verificação numérica de sua eficiência
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do método através de diversos exemplos, além de comparar as soluções obtidas

com as soluções de Michell (MICHELL, 1904), o segundo apresenta a aplicação do

MOT associada à otimização de forma e utiliza esta metodologia em alguns pro-

blemas reais, entre eles a tradicional viga MBB (Messerschmidt-Bölkow-Blohm)

que passou a ser um benchmark para o MOT

Após a consolidação do MOT surgiram várias linhas de desenvolvimento e

aplicação deste. Parte da comunidade cient́ıfica despendeu um grande esforço

para a compreensão e o tratamento de alguns problemas inerentes à sua for-

mulação, enquanto outra parte se dedicou à aplicação do novo método em dife-

rentes problemas da Engenharia.

Dentre as contribuições para o desenvolvimento do método, os principais

tópicos desenvolvidos foram: o controle da instabilidade de tabuleiro, o trata-

mento da dependência da malha e o controle das escalas de cinza. Estes três

tópicos estão intrinsecamente relacionados, pois os métodos que tratam cada um

deles, em geral, influenciam os demais. As principais contribuições nesta área

foram dadas por: Jog e Haber (1996), Haber, Jog e Bendsøe (1996), Sigmund

(1997), Sigmund e Petersson (1998), Petersson e Sigmund (1998), Cardoso e Fon-

seca (1999), Zhou, Shyy e Thomas (2001), Stolpe e Svanberg (2001a), Bourdin

(2001), Poulsen (2002), Rahmatalla e Swan (2003), Poulsen (2003), Zhang e Duy-

sinx (2003), Rahmatalla e Swan (2004), Matsui e Terada (2004). Uma revisão

bibliográfica destes será feita adiante, na seção 2.5.

Além dos métodos para o tratamento desses problemas numéricos, desenvolveu-

se também uma série de algoritmos de otimização aplicados ao MOT e, neste

sentido, as principais contribuições foram dadas por: Zhang et al. (1996), Bec-

kers e Fleury (1997), Bulman, Sienz e Hinton (2001), Bruyneel, Duysinx e Fleury

(2002), Svanberg (2002), Kim, Kim e Kim (2004), Bruyneel e Duysinx (2005).

2.3 Formulação geral do problema de Otimização

Topológica

A formulação matemática do Método de Otimização Topológica será apresentada

para o problema clássico de maximização da rigidez com restrição de volume.

Apesar deste não ser o problema tratado neste trabalho, esta apresentação auxi-

liará a definição das bases teóricas do método e, posteriormente, será apresentada

a formulação do problema especifico considerando restrição de tensão mecânica.

O problema de maximização da rigidez de uma estrutura linear elástica sob
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a ação de um único caso de carga é equivalente ao problema de minimização

da flexibilidade, definida como o trabalho realizado pelas forças externas. Por

sua vez, minimizar a flexibilidade equivale a minimizar a energia de deformação

elástica total .

Isso pode ser observado analisando a equação 2.1 do trabalho das cargas

aplicadas:

W (u(x)) =

∫

Ω

f(x)Tu(x)dΩ +

∫

∂Ω

p(x)Tu(x)d∂Ω (2.1)

onde x representa as coordenadas espaciais de cada ponto da estrutura, u(x)

representa o campo de deslocamentos nas condições de equiĺıbrio, f(x) as forças de

campo aplicadas na estrutura e p(x) as forças aplicadas na superf́ıcie da estrutura.

Sendo assim, o problema de maximização da rigidez com restrição de volume,

define a minimização da energia de deformação elástica total tal que as condições

de equiĺıbrio dada, pelo prinćıpio do trabalho dos deslocamentos virtuais, sejam

atendidas e que a função discreta χ(x) defina uma estrutura de volume menor ou

igual a um volume de referência. O problema escrito dessa forma é caracterizado

por possuir como variável uma função de parâmetros discretos continuamente

distribúıdos no espaço, e pode ser escrito conforme o problema 2.2.

minimizar
χ(x)

∫

Ω

f(x)Tu(x)dΩ +

∫

∂Ω

p(x)Tu(x)d∂Ω

tal que
∫

Ω

ε̃(x)TC(x)ε(x)dΩ −
∫

Ω

f(x)T ũ(x)dΩ −
∫

∂Ω

p(x)T ũ(x)d∂Ω = 0

∫

Ω

χ(x)dΩ ≤ Ωref , (2.2)

Onde a função discreta χ(x) é a variável de projeto que define que pontos do

DFE possuem material:

χ(x) =

{

1 se x ∈ Ωm

0 se x ∈ Ω\Ωm

(2.3)

Assim, o tensor constitutivo do material ao longo do domı́nio Ω é dado por 2.4:

C = χ(x)C0 (2.4)

Ainda no problema 2.2, ε̃(x) representa o campo de deformação virtual, obtido a

partir do campo de deslocamentos virtuais ũ(x),

A notação utilizada neste problema está representada na figura 2.1, onde:
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Ω representa o Domı́nio Fixo Estendido (DFE)

∂Ω representa o contorno do DFE

∂ΩN representa o contorno do DFE sujeito às condições de contorno de Neu-

mann: pressão aplicada conhecida

∂ΩD representa o contorno do DFE sujeito às condições de contorno de Dirichlet:

deslocamento conhecido

ΩM representa região do DFE que apresenta material

∂ΩM representa o contorno de ΩM

   

∂ΩN

ΩM

∂ΩM

Ω

∂Ω

∂ΩD ∂ΩD

Figura 2.1: Domı́nio Fixo Estendido (DFE) e notação adotada

Para se calcular numericamente a função objetivo W [u(x)], é necessário obter

o campo de deslocamento da estrutura. Uma forma tradicional de resolver este

problema é aplicando o MEF. Este será aqui descrito de forma sucinta, apenas

para permitir a apresentação da formulação do MOT. A descrição da formulação

do MEF, utilizada neste trabalho, será feita no caṕıtulo 5. Partindo da equação

da energia potencial total 2.5:

Π = U−W =
1

2

∫

Ω

ε(x)TC(x)ε(x)dΩ−
∫

Ω

f(x)Tu(x)dΩ−
∫

∂Ω

p(x)Tu(x)d∂Ω (2.5)

e então, aplicando o procedimento t́ıpico de discretização da estrutura em M

elementos finitos e interpolado o campo de deslocamento através de variáveis

nodais, obtemos a equação 2.5 na sua forma matricial 2.6:

Π = U −W =
dTKd

2
− fTd (2.6)

onde d,K e f são: o vetor de deslocamento, a matriz de rigidez e o vetor de carga,

respectivamente. Seguindo o procedimento do MEF, a condição de equiĺıbrio é
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obtida pelo prinćıpio da mı́nima energia potencial total, que requer a condição

de estacionalidade de Π em relação a d:

∂Π

∂d
= 0 (2.7)

o que leva ao conhecido sistema linear

Kd = f (2.8)

que permite obter os deslocamentos da estrutura para um dado carregamento.

Assim, pode-se definir a formulação do problema em função de parâmetros dis-

cretos discretamente distribúıdos no espaço:

minimizar
χ∈B

W (d)

tal que

Kd= f (2.9)

onde B

B =






χ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Ω

χdx = Vref






(2.10)

Analisando as formulações apresentadas, observa-se que este é um problema

de otimização de parâmetros discretos, comumente chamado de problema (0-1).

É sabido que, de um modo geral, este problema não tem solução (ALLAIRE, 2002;

SIGMUND; PETERSSON, 1998), pois eventualmente podem-se gerar seqüências de

funções χ(x) que fornecem sempre um valor menor de função objetivo. Apesar de

aparentemente estranho, isto pode ser compreendido se considerarmos que, em

alguns problemas, a inclusão de furos em certas partes do DFE melhora a função

objetivo, o que pode implicar que a solução ótima só é atingida no limite, quando

as dimensões dos furos tendem a zero.

Matematicamente, isso significa que o espaço de soluções admisśıvel, definido

pela função χ(x) e atendendo à restrição de volume dada por 2.10, é não com-

pacto. Assim, para que o problema 2.2 apresente solução é necessário alterar

o espaço de solução, de modo que este se torne compacto e contenha a solução

ótima χ∗(x). Isso pode ser feito através da adoção de restrições extras ao pro-

blema, como limitar o peŕımetro da função χ(x), abordagem que foi utilizada

na implementação numérica proposta por Haber, Jog e Bendsøe (1996). Outra

forma de tornar o espaço de solução compacto é através da relaxação matemática

do problema; a idéia de relaxação consiste em aumentar o espaço de soluções

admisśıvel de forma a garantir a existência de solução. Neste caso o aumento do
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espaço de solução é feito pela modificação da função χ(x) que passa a possuir

valores cont́ınuos entre 0 e 1.

No caso do problema estrutural, a forma de relaxar o problema foi proposta

em Kohn e Strang (1986a, 1986b, 1986c), nos quais os autores fazem a conexão

entre três campos do saber que, em geral, eram tratados de forma separada: pro-

jeto ótimo de estruturas, relaxação e homogeneização. Os autores propuseram

que a relaxação do problema de projeto ótimo, apresentado em 2.2, fosse feita

através da consideração de materiais compostos, obtidos pela “furação” de um

meio homogêneo. Propuseram também que os valores das propriedades efetivas

do material composto fossem obtidos de forma exata pelo método de homoge-

neização. Por sua vez, o método da homogeneização é utilizado no cálculo das

propriedades efetivas. Desse modo, nasce o conceito de modelo de material utili-

zado no Método de Otimização Topológica.

2.4 Modelos de material

Nesta seção serão apresentados os principais modelos de material aplicados na

relaxação do problema de otimização.

Conforme a formulação apresentada na seção 2.3, a função de valores discretos

χ deve ser substitúıda por uma função cont́ınua χc que parametrize o tensor

constitutivo do material para as densidades volumétricas ρ, variando de 0 (vazio) a

1 (sólido), passando pelas densidades intermediárias, que por sua vez, representam

materiais porosos. Dessa forma, o espaço das soluções admisśıvel é aumentado,

relaxando o problema. As principais classes de modelo de material são:

• modelos de material baseados na existência de uma microestrutura, que é

representada por uma célula unitária com geometria parametrizável. Estes

modelos de material podem ser subdivididos em dois grupos, o daqueles

que possuem uma microestrutura ótima e os que possuem microestruturas

sub-ótimas, no sentido matemático de relaxação do problema de otimização

de mı́nima flexibilidade.

As propriedades efetivas dos materiais compostos são, em geral, calculadas

utilizando o método de homogeneização, o que levou a literatura a nomear

essa classe de modelo de material de “Método da Homogeneização”. Porém,

existem outros métodos para o cálculo das propriedades efetivas de materiais

compostos (ESCHENAUER; OLHOF, 2001).
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• modelos de material artificial. Estes modelos não são baseados na existência

de uma microestrutura, apenas fornecem uma função cont́ınua que parame-

triza a rigidez do material para densidade ρ, variando entre 0 e 1. Uma das

formulações mais conhecidas na literatura para esta classe de modelo é o

SIMP.

2.4.1 Modelos baseados em microestruturas

Os modelos de material baseados em uma microestrutura consistem na definição

de uma função χc(x), a partir da escolha de uma microestrutura composta por

células unitárias de dimensões infinitesimais que se repete indefinidamente ao

longo da estrutura. Este material é então interpretado como um material com-

posto, uma vez que sua célula unitária é composta por dois materiais. A figura

2.2 representa esta situação.

 

Ω

Exemplo de microestrutura perfurada

Exemplo de microestrutura laminada

Figura 2.2: Representação de modelos de material baseado na microestrutura.

A partir da definição da célula unitária e de sua parametrização, como por

exemplo a direção e as dimensões da laminação ou as dimensões e a rotação de um

furo retangular dentro de uma célula unitária, é posśıvel, através do método da

homogeneização, obter as propriedades mecânicas efetivas do material, também

chamadas de propriedades homogeneizadas.

O método de homogeneização foi desenvolvido inicialmente como um forma

de solução de equações diferenciais parciais cujos parâmetros variam rapidamente

no espaço. Dentro da Engenharia, este método tem sido aplicado para a obtenção

das propriedades efetivas de materiais compostos (SANCHEZ-PALENCIA; ZAOUI,
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1985). Uma maior descrição desse método pode ser encontrada, em ordem de

profundidade, nos livros: Bendsøe e Sigmund (2003), Allaire (2002) e Cherkaev

(2000).

Nota-se que a parametrização da geometria leva à definição uma densidade vo-

lumétrica de material (ρ) que, em geral, é utilizada para representar graficamente

a solução do MOT, definindo assim a idéia de regiões brancas (ρ = ρmin ≥ 0),

pretas (ρ = 1) e cinzas (ρmin < ρ < 1).

Um ponto importante quanto aos modelos de material baseados na micro-

estrutura diz respeito à capacidade da microestrutura em relaxar o problema

discreto de parâmetros continuamente distribúıdos (2.2), assim, as microestrutu-

ras podem ser divididas em microestruturas ótimas, aquelas que garantem uma

relaxação total do problema, e microestruturas sub-ótimas, que garantem apenas

uma relaxação parcial. Este conceito pode ser estendido a qualquer formulação

de OT (ALLAIRE; AUBRY, 1999). Para o problema tradicional de minimização

da flexibilidade está provada a existência de solução, ou seja, a relaxação total

do problema, através da utilização de microestruturas laminadas do tipo rank-1,

rank-2, rank-n 3 (ALLAIRE; AUBRY, 1999; ALLAIRE; KOHN, 1993).

As microestruturas laminadas do tipo rank-n, são microestruturas que pos-

suem n camadas de laminação e cada camada é por sua vez constitúıda por uma

sub camada que também é laminada. Essa estrutura se repete por n vezes. Por

exemplo, uma estrutura rank-2 possui uma primeira camada de laminação cons-

titúıda por dois materiais, sendo que um dos materiais também é um material

laminado, porém em um escala de grandeza menor. Um explicação mais deta-

lhada desse tipo de estrutura é feita adiante na subseção 4.4.1, onde é apresentada

o cálculo das propriedades efetivas de um material rank-2.

Para outras formulações e funções objetivo não está claro na literatura, em

termos matemáticos, a necessidade e/ou posśıveis formas de relaxação do pro-

blema.

Para o problema de minimização da flexibilidade com restrição de tensão,

recentemente, foi apresentada por Lipton (2004) uma prova matemática da ne-

cessidade da relaxação e um espaço de soluções fechado que garante existência

de solução. Apesar deste trabalho lançar luz sobre a solução dos problemas de

otimização, ele se restringe a apresentar as provas matemáticas para a relaxação

do problema e sua implementação numérica não é apresentada.

3O termo rank-n poderia ser traduzido para a ĺıngua portuguesa como microestrutura lami-

nada de posto-n, porém essa nomenclatura é pouco comum, de forma que se optou por manter
o termo em inglês ao longo do texto.
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Em termos práticos, a escolha da micro estrutura irá influenciar a solução

do problema, mais especificamente em relação à presença de cinza (BENDSØE;

SIGMUND, 1999).

2.4.2 Modelos artificiais

Os modelos de material artificiais se baseiam na idéia de que a microestrutura é

desconhecida porém seu tensor constitutivo não é. Esta forma de parametrização

do material foi proposta inicialmente por Bendsøe (1989) e, posteriormente, es-

tudada por Rozvany, Zhou e Birker (1992), e consiste em parametrizar o tensor

constitutivo por uma função cont́ınua, aqui denominada fSIMP (ρ). Assim, temos

χc dada por:

χc(x) = fSIMP (ρ(x)) (2.11)

Logo, tal qual a equação 2.4, o tensor constitutivo ao longo da estrutura é

dado por 2.12 e localmente por 2.13:

CH = χc(x)C0 (2.12)

CH = fSIMP (ρ)C0 (2.13)

onde C0 é o tensor constitutivo do material original a ser distribúıdo e CH é o

tensor efetivo, que será utilizado no cálculo da resposta mecânica da estrutura.

A função fSIMP (ρ), a prinćıpio, é qualquer função que tenha imagem entre 0 e

1, porém na literatura se consagrou a utilização de uma função exponencial em

relação à ρ:

fSIMP (ρ) = ρq (2.14)

Assim, é inserido na formulação o parâmetro q, que deve ser definido empiri-

camente, porém sua influência no resultado final é clara: para q > 1 as densidades

intermediárias são penalizadas, gerando resultados sem a presença de cinzas ou

com pouca presença de cinzas.
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2.5 Aspectos numéricos da Otimização Topológica

A utilização dos modelos de materiais baseados em microestruturas por Bendsøe

e Kikuchi (1988) ou a utilização de modelos artificiais por Bendsøe (1989) e Roz-

vany, Zhou e Birker (1992) permitiu a obtenção de soluções numéricas para o

problema 2.2 de variáveis discretas e parâmetros distribúıdos. Utilizando o con-

ceito de modelo de material, o problema 2.4 é então escrito conforme apresentado

em 2.15, utilizando variáveis cont́ınuas discretamente distribúıdas no espaço:

minimizar
t1,...,tn

W (d)

tal que

Kd= f
∫

Ω

ρ(x)dΩ ≤ Ωref (2.15)

onde t1, ..., tn representam, de maneira genérica, os parâmetros do modelo de

material adotado e ρ a fração volumétrica de material em cada ponto do DFE.

Por exemplo, no caso do material SIMP, teŕıamos apenas um vetor t1 = ρ repre-

sentando as densidades volumétricas dos elementos. No caso de um modelo de

material de material laminado rank-2, t1 representaria a fração entre os materiais

na primeira camada de laminação, t2 o ângulo da primeira camada em relação

aos eixos coordenados, e assim por diante. Conseqüentemente, a densidade vo-

lumétrica seria escrita como ρ(x) = f(t1, ..., tn).

Do ponto de vista matemático, o problema inicialmente proposto na sua forma

2.2 (função de parâmetros discretos continuamente distribúıdos) é resolvido utili-

zando uma microestrutura ótima, garantindo assim a obtenção da solução ótima

relaxada. Contudo, do ponto de vista da Engenharia, a solução ótima do pro-

blema relaxado não é útil para grande parte das aplicações, pois esta, como era de

se esperar, costuma apresentar uma grande quantidade de regiões cinzas. Devido

a este fato, desenvolveram-se algumas ferramentas ou alterações na formulação,

de modo a se obter estruturas úteis do ponto de vista de Engenharia, ainda que

estas sejam sub-ótimas do ponto de vista matemático.

2.5.1 Escala de cinza

Nos problemas tradicionais onde se está interessado em obter uma distribuição

discreta de material, a relaxação total do problema através da utilização das
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microestruturas ótimas não é interessante, devido à presença de escala de cinza

no resultado final.

Uma forma alternativa à relaxação para se obter um problema bem-posto e

sem a presença de escala de cinza, é através da solução do problema na sua forma

discreta, associado à restrição do espaço de solução.

O conceito de restrição de peŕımetro da estrutura ótima como forma de res-

trição do espaço, a fim de que este se torne compacto, o que torna o problema

bem-posto, foi proposta inicialmente por Ambrosio e Buttazzo (1993).

Nessa linha Haber, Jog e Bendsøe (1996) propuseram uma implementação

numérica da restrição sobre o peŕımetro da região sólida (∂ΩM , figura 2.1), assim,

as soluções ótimas, que são representadas pela oscilação entre pontos com material

e pontos sem material, são retiradas do espaço de solução, uma vez que estas,

no limite para o tamanho caracteŕıstico das oscilações tendendo a zero, têm o

peŕımetro tendendo a infinito.

Diferentemente da relaxação, ao se discretizar a formulação de OT, com res-

trição de peŕımetro, se obtém um problema de otimização inteira. Contudo, em

Haber, Jog e Bendsøe (1996) o problema discreto foi aproximado por um pro-

blema com variáveis cont́ınuas a fim de se utilizar os métodos tradicionais de

programação matemática. Neste caso, as densidades intermediárias foram for-

temente penalizadas para se retornar ao problema discreto e obter uma solução

0-1.

Os resultados numéricos apresentados demonstram que a formulação é capaz

de retirar as regiões cinzas da solução devido à penalização e manter o problema

bem-posto.

Em uma abordagem mais fiel à restrição do espaço de solução, Beckers (1997)

apresenta uma formulação similar de restrição de peŕımetro, muito embora trata o

problema na sua forma discreta, através de um método eficiente de programação

matemática inteira, aplicada no espaço dual do problema. Graças à eficiência

desse método de otimização, Beckers é capaz de tratar problemas de larga-escala

com malhas de até 60 mil elementos.

O tratamento da escala de cinza, através da solução do problema, na sua

forma discreta ou na forma cont́ınua com penalização, associada à restrição de

peŕımetro, mostrou-se eficiente, como se observa nos trabalhos acima citados.

Entretanto, poucos trabalhos seguiram essa abordagem, principalmente devido à

dificuldade do algoritmo de otimização em tratar tal restrição (tanto na forma
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discreta como cont́ınua), além da existência de soluções alternativas para o caso do

problema na forma cont́ınua com penalização. Uma implementação mais eficiente,

ainda que mais complexa, da restrição de peŕımetro é apresentada em Zhang e

Duysinx (2003). Um exemplo de estrutura obtida com restrição de peŕımetro é

apresentada na Figura 2.3.

Figura 2.3: Exemplo de solução sem dependência de malha e instabilidade de
tabuleiro obtida através da restrição de peŕımetro

A forma de se obter soluções 0-1, utilizando a relaxação do problema feita

através do modelo de material, é inserindo ao problema formas de penalização

das densidades intermediárias. Esta é uma das maneiras mais simples e eficientes

de minimizar o surgimentos de escala de cinza. Grande parte dos artigos, que

tratam da aplicação do MOT utilizam esta abordagem.

O modelo de material SIMP foi proposto considerando na sua formulação um

fator de penalização (q na equação 2.14) que evita o surgimento de cinzas através

da diminuição da rigidez para as densidades volumétricas intermediárias. Outras

formas de penalização podem ser utilizadas, como a adição de termos na função

objetivo que quando extremados tendem a diminuir a presença das regiões cinzas.

Implementações numéricas dessa abordagem podem ser encontradas em Allaire

et al. (1997) e Pereira, Fancello e Barcellos (2004).

Em geral, os métodos de penalização das densidades intermediárias devem vir

acompanhados da utilização de métodos de continuação, pois, geralmente, estes

métodos tendem a aumentar o grau da função objetivo, de modo que esta passa

a ter um maior número de mı́nimos locais.

No caso da penalização das densidades intermediárias através do parâmetro

q do método SIMP, é feita a continuação do valor de q ao longo do processo

iterativo. Existem diversas formas de se fazer a continuação. Em geral, se inicia

com o parâmetro q = 1 e, após o método convergir para uma solução, o valor de

q é aumentado em uma unidade, para então convergir a uma segunda solução.

Este procedimento é repetido até que q atinja o seu valor limite. Na literatura

este valor é, em geral, q = 3 ou q = 4 (BENDSØE; SIGMUND, 2003).

Este procedimento de continuação é necessário para que a solução MOT não
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convirja para um mı́nimo local, pois para valores de q = 3 ou q = 4, a função

objetivo, em geral, será mal comportada e apresentará múltiplos mı́nimos locais.

Dessa forma, inicia-se com um valor baixo (q = 1) a fim de que o método convirja

para um ponto próximo ao ponto ótimo global do espaço de solução, depois o valor

de q é aumentado, para que tenda a gerar uma solução discreta (0-1).

Uma representação esquemática dessa situação é exposta na Figura 2.4, onde

se verifica que a função f(ρ) é convexa, enquanto a função f(ρ3) é mal compor-

tada. Assim, iniciando com q = 1 é posśıvel que o método de otimização convirja

ρ

f(ρ)

Ótimo globalÓtimo local

f(ρ)

f(ρ3)

Figura 2.4: Representação esquemática da influência da penalização q na
função flexibilidade do problema de OT

para o ótimo global, e posteriormente, com o aumento de q, a solução convirja

para um ótimo local próximo do ótimo global do problema.

Apesar deste procedimento apresentar bons resultados na maioria dos casos,

este método é heuŕıstico e não é posśıvel provar a convergência deste ou mesmo

que a solução final não apresentará escala de cinza (STOLPE; SVANBERG, 2001b).

Além da necessidade de se obter estruturas úteis, a solução numérica do pro-

blema 2.15 também apresenta o problema de dependência da malha e o problema

de instabilidade de tabuleiro. A seguir serão descritas as causas e métodos para

tratar ambos os problemas.

2.5.2 Dependência da malha

O problema de dependência da malha é caracterizado pelo fato de que um mesmo

problema de Otimização Topológica, um mesmo domı́nio fixo estendido e as mes-
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mas condições de contorno, apresenta diferentes soluções conforme a discretização

da malha de elementos finitos. Seria esperado que a discretização da malha ape-

nas melhorasse a definição dos contornos da estrutura, porém observa-se que, com

o aumento da discretização, a topologia da estrutura ótima tende a se alterar,

aumentando o número de membros da estrutura, conforme se observa na Figura

2.5.

Malha de 120 x 20 elementos

Malha de 240 x 40 elementos

Figura 2.5: Exemplo do fenômeno de dependência da malha

O problema de dependência da malha pode ser dividido em duas categorias,

conforme sua origem. Para os casos onde sempre se obtêm topologias diferentes,

a medida que se aumenta a discretização da malha, o problema de dependência

da malha é a manifestação numérica da não existência de solução do problema

2.2. Existe também a possibilidade do problema não apresentar unicidade de

solução; essa situação pode ocorrer conforme as condições de contorno aplicadas

ao problema. Por exemplo, no caso de uma barra sob tração uniaxial (Figura

2.6), as soluções de uma única barra de maior diâmetro ou de diversas barras de

diâmetro menor, porém com a mesma área da barra única, apresentam a mesma

rigidez (SIGMUND; PETERSSON, 1998).

Uma vez que a dependência da malha é uma manifestação numérica do fato do

problema 2.2 discreto de parâmetros distribúıdos não possuir solução, ser mal-

posto, uma forma de se evitar a dependência de malha é através da relaxação

desse problema, tornando-o bem-posto. Contudo, esta abordagem não é interes-

sante para a maioria das aplicações de Engenharia, conforme dito anteriormente,

pois apresenta escala de cinza, o que impede a identificação de uma geometria.

Um exemplo da unicidade de solução obtida através da relaxação do problema é
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apresentado na Figura 2.7.

Assim, o problema de dependência da malha está relacionado com o problema

de escala de cinza, pois ao se resolver o problema na sua forma discreta ou na

forma cont́ınua com penalização, evita-se o problema de escala de cinza mas surge

o problema de dependência da malha. Este, por sua vez, poderá ser resolvido com

o método de restrição de peŕımetro, já descrito na seção anterior 2.5.1,uma vez

que este é uma forma de regularização do problema através da restrição do espaço

de solução.

A prinćıpio, este método é a única regularização aplicável ao problema dis-

creto, logo, é um método necessário para se utilizar otimização inteira no pro-

blema de Otimização Topológica. Conseqüentemente o problema de escala de

cinza é automaticamente contornado.

Apesar deste fato, a restrição de peŕımetro tem sido utilizada nas imple-

mentações associadas a relaxação do problema, isto é, formulações com variáveis

cont́ınuas, como nos trabalhos de Haber, Jog e Bendsøe (1996), Duysinx (1996),

Beckers (1997), pois esta restrição também permite controlar, de certa forma, a

quantidade e tamanho dos furos através do valor máximo do peŕımetro. Do ponto

de vista da aplicação em Engenharia, isto é interessante pois permite controlar o

número de barras na estrutura otimizada, o que, em alguns casos, pode contribuir

para reduzir o custo de fabricação (ZHOU; SHYY; THOMAS, 2001).

Um ponto negativo da restrição de peŕımetro é que a unicidade de solução

não é garantida, pois o problema passa a possuir múltiplos mı́nimos locais.

Seguindo a abordagem de restrição do espaço de solução, Petersson e Sigmund

(1998) propõe uma restrição sob o gradiente espacial da densidade volumétrica.

Utilizando o modelo de material SIMP, é posśıvel, para o caso bi-dimensional,

Figura 2.6: Exemplo de não unicidade de solução. Barra sob tração uniaxial
para material com coeficiente de Poisson igual a zero e extremidades (regiões

hachuradas) ŕıgidas
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Malha de 60 x 10 elementos

Malha de 240 x 40 elementos

Figura 2.7: Exemplo de unicidade de solução obtida pela relaxação do
problema

inserir uma restrição local na forma:
∣
∣
∣
∣

∂ρ

∂xi

∣
∣
∣
∣
≤ G (i = 1, 2) (2.16)

o que impede o surgimento de oscilações bruscas no campo de densidades, ca-

racteŕıstica das funções χ(x) minimizantes do problema original (mal-posto). O

inconveniente, nesta abordagem, é o grande número de restrições locais inseridas

ao problema de otimização, o que em geral é dif́ıcil de ser tratado. Uma segunda

abordagem é considerar uma restrição global do gradiente, que pode ser escrita

na forma: ∫

Ω

(∇ρ)T (∇ρ)dΩ ≤ C (2.17)

Esta abordagem é discutida em Bendsøe e Sigmund (2003). A restrição de

gradiente na sua forma global se relaciona com a restrição de peŕımetro, pois a

equação 2.17 pode ser interpretada como um ı́ndice representativo do peŕımetro.

Pereira (2001) utiliza o ı́ndice global do gradiente, representado no lado es-

querdo da equação 2.17, como forma de regularização do problema. Neste caso o

autor adiciona esta à função objetivo

No caso da utilização de restrições, como a de peŕımetro ou do gradiente do

material, é necessário, em geral, fazer uma continuação no valor da restrição,

utilizando um valor alto nas primeiras iterações e ir diminuindo no decorrer do

processo iterativo. Ou seja, iniciar com uma restrição branda e ir tornando-a

mais severa ao longo da otimização, de modo a conduzir a solução a um ponto
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do espaço de solução no qual o valor desejado da restrição seja atendido.

Outra forma de se fazer uma continuação das restrições é através da uti-

lização das chamadas “variáveis artificiais”, que são previstas dentro do Método

das Asśıntotas Móveis (MAM) (SVANBERG, 1987). Estas variáveis aumentam o

espaço de solução, permitindo que a restrição de peŕımetro seja violada no ińıcio

do processo iterativo e ao final a restrição se torne satisfeita. Essa abordagem

de utilização de variáveis artificiais também é conhecida como relaxação das res-

trições ou formulação restrita (bounded formulation) (TAYLOR; BENDSØE, 1984).

O problema de dependência da malha também pode ser resolvido através da

utilização de filtros espaciais. A idéia básica do funcionamento dos filtros é de

substituir a posśıvel função não regular por uma função regularizada, que é obtida

através da convolução desta com uma função suave (BOURDIN, 2001). Tal qual os

métodos de relaxação ou restrição do espaço de soluções, o processo de filtragem

também é uma forma de transformar o problema originalmente mal-posto em um

problema bem-posto.

No entanto, diferentemente dos outros métodos, os métodos de filtragens

foram propostos inicialmente como uma heuŕıstica e, posteriormente, Bourdin

(2001) demonstrou a existência de solução para o problema utilizando o modelo

de material SIMP, associado a um determinado tipo de filtro, aplicado sobre o

campo de densidades.

Bourdin (2001) demonstra, em seu trabalho, que a aplicação do filtro, de uma

maneira formal, sob o campo de densidades, implica na alteração dos gradientes

de modo similar ao método de filtragem dos gradientes, proposto inicialmente

por Sigmund (1997). Considerando a densidade constante sob cada elemento da

malha de elementos finitos, Sigmund (1997) propôs que o gradiente da função

objetivo fosse alterado antes de ser inserido no algoritmo de otimização.

Swan e Kosaka (1997a) propuseram uma forma de filtro baseada na alteração

direta do campo de densidades. Nesta abordagem, a densidade volumétrica de

cada elemento da malha é substitúıda por uma forma de média ponderada entre

a densidade do elemento e seus vizinhos. Assim, esse procedimento caracteriza

um filtro de vizinhança fixa.

Vale notar que o filtro proposto por Swan e Kosaka (1997a) também altera o

gradiente da função objetivo, pois passa a acoplar a densidade de um elemento

com seus vizinhos, fazendo com que a rigidez de cada elemento também seja

escrita em função dos elementos vizinhos.
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Baseado no filtro proposto por Swan e Kosaka (1997a), Cardoso e Fonseca

(1999) propuseram um filtro espacial no qual a densidade volumétrica de cada

elemento passa a depender, não apenas dos elementos vizinhos, mas de todos os

elementos que se encontram dentro de um raio previamente estipulado. Neste

filtro, a vinculação entre as densidades é feita através dos limites superiores e

inferiores das densidades volumétricas a cada passo do método de otimização,

assim, ambos limites são dados pela equação 2.18:

li =

liVi + w̄

nv∑

j=1

ljVj

Vi + w̄

nv∑

j=1

Vj

(2.18)

onde

w̄ =

α

nv∑

j=1

wi

nv
(2.19)

e

wi =
Rmax −Rij

Rmax

(2.20)

onde li é o limite móvel superior ou inferior da variável de projeto i, Vi é o volume

do elemento i, nv é o número de elementos com centro dentro de um ćırculo de

raio Rmax e Rij é a distância entre o centro do elemento i e o centro do elemento

j.

No caso de se utilizar as densidades volumétricas definidas sobre os nós da

malha de elementos finitos, ao invés dos próprios elementos, como é o caso da

formulação ACDM, que será apresentada na seção 2.5.3, este filtro pode ser gene-

ralizado, fazendo que Vi represente o volume associado densidade i, nv represente

o número de nós com centro dentro de um ćırculo de raio Rmax e Rij represente

a distância entre o nó i e o nó j. Um representação esquemática dessa situação

é feita na Figura 2.8.

A diferença entre os filtros de vizinhança fixa e os filtros espaciais é que, no

primeiro, o raio de influência do filtro é dependente apenas dos elementos conecta-

dos ao elemento, e no segundo, o raio de influência é definido independentemente

da conectividade da malha. Em termos práticos, os filtros de vizinhança fixa não

são capazes de evitar o problema de dependência de malha como os filtros espa-

ciais, como se verifica na Figura 2.10. Entretanto, ambos os filtros são capazes

de minimizar o problema de instabilidade de tabuleiro como será apresentado na

subseção 2.5.3.
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distância Rij

ćırculo de raio Rmax

nó i

nó j

Figura 2.8: Representação esquemática do filtro aplicado sobe os limites
móveis em um problema com variáveis de projeto nodais

Outro ponto importante do filtro proposto por Cardoso e Fonseca (1999) é

que este é aplicado sobre os limites móveis das densidades volumétricas a cada

passo do processo iterativo de otimização. Esta abordagem somente é posśıvel

de ser aplicada quando se utiliza um algoritmo de otimização em que os limites

móveis são explicitamente definidos, como é caso da programação linear. Por

exemplo, esse tipo de filtro não pode ser aplicado em conjunto com o MAM.

A vantagem desta abordagem é a sua capacidade de controlar a dependência

da malha sem grandes alterações na formulação do problema. Porém tem como

desvantagem que influencia a convergência do método de otimização, um vez que

atua sobre os limites móveis.

2.5.3 Instabilidade de tabuleiro

O problema de instabilidade de tabuleiro, conhecido na literatura como checker-

board, é caracterizado pelo surgimento de regiões, na solução final, onde elementos

com e sem material (pretos e brancos) se alternam entre elementos vizinhos de

modo a se criar um padrão similar à um tabuleiro de damas, como se observa na

Figura 2.9.

Figura 2.9: Exemplo de solução com instabilidade de tabuleiro
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Esse é um dos primeiros problemas com que o desenvolvimento do MOT se

deparou, e diferentemente da não-unicidade de solução, é um problema que não

foi previsto nos trabalhos precursores que desenvolveram a base matemática para

o trabalho de Bendsøe e Kikuchi (1988). Isto porque o problema de instabilidade

de tabuleiro é inerente a implementação numérica e não à formulação do MOT.

A causa do problema de instabilidade de tabuleiro pode ser apresentada de

duas formas. A explicação mais simples e direta é de que quando o campo de

densidades apresenta o padrão geométrico de um tabuleiro de damas, a rigidez

dessa região é artificialmente mais elevada que a rigidez de uma região homogênea,

com mesmo volume de material. Essa situação se acentua nos casos de carga que

provocam cisalhamento (BENDSØE; SIGMUND, 2003).

Assim, no problema de máxima rigidez com restrição de volume, o padrão

de tabuleiro maximiza a função objetivo a um mesmo custo (volume); logo este

padrão tem preferência na solução otimizada.

A rigidez artificial do padrão de tabuleiro ocorre quando se utiliza o MEF

baseado nos deslocamentos associados à elementos com funções de interpolação

bi-lineares, por exemplo, elementos quadriláteros de quatro nós, ou triangulares

de três nós.

A segunda forma de se explicar esse problema se baseia no fato de que se está

resolvendo um problema variacional misto, com o objetivo de determinar dois

campos f́ısicos, o campo de deslocamentos e o campo de densidades.

Jog e Haber (1996) apresentam uma explicação para o fenômeno de instabi-

lidade de tabuleiro a luz da teoria dos Método dos Elementos Finitos Mixtos, os

autores propõem que a formulação do MOT leva a um problema similar às for-

mulações de MEF para o escoamento de Stoke, onde se tem o campo de pressão

e velocidade a serem definidos.

Em seu trabalho, Jog e Haber (1996) escrevem o problema de OT para o caso

bi-dimensional utilizando o modelo de material SIMP com q = 1, na forma de

um sistema não-linear dado por:

[

K(ρ) BT

B 0

]{

u

ρ

}

=

{

f

g

}

(2.21)

onde K representa a matriz de rigidez do MEF e esta é dependente do campo

de densidades, B está relacionado à derivada do campo de tensões com o campo

de deslocamentos, u e ρ parametrizam os campos de deslocamentos e densidades



51

respectivamente, f está relacionado com as cargas externas aplicadas e ao campo

de tensão e g está relacionado com campo de densidades e a derivada da energia

de deformação em relação ao campo de densidades.

Então, através de simulações numéricas, os autores demonstram que, no caso

dos elementos de baixa ordem, o sistema não-linear se torna mal condicionado

para alguns campos de deslocamentos, o que propicia o aparecimento das insta-

bilidades de tabuleiro.

Apesar da complexidade do problema de instabilidade de tabuleiro, a sua

solução é simples. A primeira abordagem é atacar a raiz do problema e utili-

zar elementos de alta ordem para representar o campo de deslocamentos. Jog e

Haber (1996) propõem que a combinação entre a interpolação do campo de deslo-

camento do campo de densidades, para os elementos quadrados, que apresentam

estabilidade são Q8/UD, Q9/UD, Q8/Q4 e Q9/Q4. A nomenclatura adotada

para representar estas combinações é: QX representa um elemento quadrado “Q”

com “X” nós, e UD um elemento quadrado com campo constante, a sigla antes da

barra indica o campo de deslocamento e a sigla depois da barra indica o campo

de densidades.

Entretanto, a abordagem na qual se utilizam elementos de alta ordem apre-

senta o inconveniente de aumentar o custo computacional. Então, de um modo

geral, formas mais econômicas são preferidas.

Um ponto importante para compreender a utilização de outras formas para

tratar o problema de instabilidade de tabuleiro é que os métodos utilizados para

a solução da dependência de malha também resolvem este problema. Isso se

deve ao fato de que o padrão geométrico do tabuleiro de damas possui a mesma

caracteŕıstica de oscilação brusca do campo de densidades que a solução ótima

do problema discreto pode apresentar.

Assim sendo, um dos métodos bastante difundidos para o tratamento do

problema de instabilidade de tabuleiro são os filtros, pois estes, em geral, são de

fácil aplicação e reduzido custo computacional. A Figura 2.10 mostra como a

utilização do filtro aplicado sobre o gradiente, utilizando uma vizinhança fixa ou

espacial é capaz de evitar o surgimento da instabilidade de tabuleiro (BOURDIN,

2001).

Na mesma linha de aplicação dos métodos de regularização do problema dis-

creto, a utilização da restrição de peŕımetro também é capaz de evitar o surgi-

mento de instabilidade de tabuleiro, como se verifica na Figura 2.3, que apresenta
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Malha de 60 x 10 elementos, solução obtida com filtro espacial

Malha de 240 x 40 elementos, solução obtida com filtro espacial
(Solução independente da malha)

Malha de 240 x 40 elementos, solução obtida com filtro de vizinhança fixa
(Solução sem instabilidade de tabuleiro)

Figura 2.10: Exemplo da aplicação de filtro como forma de solucionar o
problema de instabilidade de tabuleiro e dependência de malha

uma estrutura sem presença desse fenômeno.

Observando as geometrias obtidas com um filtro de vizinhança fixa e a res-

trição de peŕımetro, observa-se que, apesar de ambos garantirem a independência

da malha, as soluções são qualitativamente diferentes. De um modo geral, pode-se

dizer que, com a aplicação de filtros, os membros pequenos da estrutura tendem

a desaparecer, enquanto a restrição de peŕımetro permite o surgimento destes

pequenos membros, conforme o valor dado à restrição. Assim, cada um destes

métodos pode ser apropriado a uma necessidade do projeto.

Contudo, conforme dito anteriormente, o tratamento numérico da restrição

de peŕımetro de uma forma eficiente é complexo. Assim, mais recentemente, uma

outra abordagem que tenta evitar as dificuldades das restrições de peŕımetro, e

seja capaz de obter membros pequenos a um custo computacional baixo, foi pro-

posta por Rahmatalla e Swan (2003). Basicamente, Rahmatalla e Swan (2003)

demonstraram numericamente que a utilização da formulação Q4/Q4 é capaz de

minimizar o efeito de instabilidade de tabuleiro. Porém, em um artigo poste-

rior (RAHMATALLA; SWAN, 2004), os mesmos autores mostram que esta imple-
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mentação apresenta um fenômeno similar à instabilidade de tabuleiro o qual foi

denominado de “layering”e “island”e que poderiam ser traduzidos como “padrão

de camadas”e “ilhas”, respectivamente. Paralelamente Matsui e Terada (2004)

propuseram a mesma formulação e a denominaram de Aproximação Cont́ınua da

Distribuição de Material (ACDM); na literatura: Continuous Approximation of

Material Distribution (CAMD). Neste trabalho os autores defendem, a partir de

experimentos numéricos, que tal formulação é livre do problema de instabilidade

de tabuleiro.

Além desses métodos apresentados, existem métodos espećıficos para o tra-

tamento da instabilidade de tabuleiro como o proposto por Poulsen (2002).
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3 Métodos de Otimização
Aplicados ao Problema de
Otimização Topológica

Este caṕıtulo visa fazer uma breve panorama dos métodos de otimização aplicados

ao MOT bem como apresentar os métodos de otimização utilizados nesse trabalho.

Conforme apresentado na seção 2.2, o MOT foi proposto inicialmente por

Bendsøe e Kikuchi (1988) e neste trabalho os autores utilizaram como otimizador

um método baseado no Critério de Optimalidade (CO).

Os métodos baseados no CO, são algoritmos emṕıricos de atualização das

variáveis de projeto que se apóiam na condição de estacionalidade da função

Lagrangeana do problema (BENDSØE; SIGMUND, 2003). Uma descrição desse

método pode ser encontrada em Hassani e Hinton (1998).

Esses métodos, conhecidos também simplesmente por CO, se tornaram bas-

tante populares nas aplicações de OT.

O CO tem como principal vantagem a sua eficiência, porém é um método

muito espećıfico uma vez que a regra de atualização das variáveis deve ser dedu-

zida para cada tipo de problema. Esta situação dificulta a aplicação do CO em

problemas genéricos, em especial aqueles com várias restrições.

Uma alternativa a especificidade dos métodos baseados no CO é a aplicação

de métodos de programação matemática. Estes métodos, são bastante gerais e

podem ser utilizados independente da formulação adotada, ou seja não preci-

sam ser alterados conforme a aplicação. Essa abordagem tem sido aplicada com

sucesso na literatura (BENDSØE; SIGMUND, 2003).

Dentro os métodos de programação matemática aplicados ao MOT, destacam-

se o Método das Asśıntotas Móveis (MAM) e o método de Programação Linear

Seqüencial (PLS).

O método de PLS consiste na solução de uma seqüencia de aproximações
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lineares do problema original. Estes sub-problemas lineares, por sua vez são

resolvidos através de um algoritmo de programação linear, como por exemplo o

SIMPLEX (PRESS et al., 1999). Um apresentação mais detalhada da PLS será

feita adiante na seção 3.1.

O MAM foi proposto por Svanberg (1987), opera de forma similar ao método

de PLS uma vez que este resolve uma seqüencia de aproximações mais simples

do problema original. No caso do MAM os problemas aproximados são não-

lineares e convexos e constrúıdos a partir da sensibilidade do problema original

e do histórico das iterações. Baseado no algoritmo básico proposto por Svanberg

alguns aprimoramentos deste método foram desenvolvidos, destacando se os tra-

balhos de Zhang et al. (1996) e Bruyneel, Duysinx e Fleury (2002). Um estudo

da eficiência numérica deste método pode ser encontrada em Bruyneel e Duysinx

(2005).

Apesar da eficiência e generalidade dos métodos de programação matemática,

estes não são capazes de tratar de forma eficiente um grande número de restrições

lineares, a menos das restrições de caixa. Isto não é um problema para a maioria

das aplicações do MOT, pois em geral as suas formulações possuem um número

de restrições da ordem de, no máximo, algumas dezenas.

Porém, isto não verdade para o problema de OT com restrição local de tensão,

que possui uma ordem de milhares de restrições. Com vista nesta dificuldade

Pereira, Fancello e Barcellos (2004) propuseram a utilização do MLA para tratar

este problema.

A principal idéia do MLA é de transformar um problema de otimização com

restrição em um problema sem restrições. Esse método será apresentado mais

detalhadamente na seção 3.2

Neste trabalho, foram utilizados dois métodos de otimização, a Programação

Linear Seqüencial (PLS) e o Método do Lagrangeano Aumentado (MLA). Inici-

almente faremos a descrição do PLS.
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3.1 Método de Programação Linear Seqüencial

Considere um problema genérico, não linear, na forma 3.1:

minimizar
ρ

f(ρ)

tal que (3.1)

gj(ρ) ≤ 0

ρmin ≤ ρi ≤ ρmax

onde vetor de variáveis de projeto ρ ∈ R
n , f(ρ) é a função objetivo a ser mi-

nimizada, atendendo às restrições de desigualdade gj(ρ) para j = 1 . . .m e às

restrições de caixa ρmin ≤ ρi ≤ ρmax para i = 1 . . . n.

Para resolver o problema 3.1 através da PLS é necessário transformá-lo em

um problema linear. Para isso é utilizada uma expansão em séries de Taylor das

funções f(ρ) e gj(ρ), ao redor de um dado ponto (ρ0) do espaço de solução.

Considerando então a função f(ρ) temos

f(ρ) = f(ρ0)+
∂f(ρ0)

∂ρ
(ρ−ρ0)+

∂2f(ρ0)

∂ρ2

(ρ − ρ0)2

2!
+. . .+

∂Nf(ρ0)

∂ρN

(ρ − ρ0)N

N !
+e(ρ)

(3.2)

onde e(ρ) representa um erro associado ao truncamento desta série que a prinćıpio

possui infinitos termos. Assim, considerando apenas os termos de primeira ordem

temos:

f(ρ) ≈ f(ρ0) +

(
∂f(ρ0)

∂ρ

)T

ρ −
(
∂f(ρ0)

∂ρ

)T

ρ0 (3.3)

e fazendo o mesmo para as restrições gj(ρ) é possivel representar o problema 3.1

por uma sub-problema linear dado por:

minimizar
ρ

f̃(ρ) =
∂f(ρ0)

∂ρ
ρ

tal que (3.4)
(
∂gj(ρ

0)

∂ρ

)T

ρ ≤
(
∂gj(ρ

0)

∂ρ

)T

ρ0 − gj(ρ
0) (3.5)

limovinferior. ≤ ρi ≤ limovsuperior

onde limovinferior e limovsuperior são as novas restrições de caixa do sub-problema.

A definição dessa nova restrição de caixa é necessária uma vez que o sub-problema

é válido apenas na vizinhança do ponto ρ0. Observe que nesse sub-problema

linear, a função objetivo é formada apenas pelos termos não constantes da apro-

ximação 3.3, e nas restrições os termos constantes ficam a direita da desigualdade.

Assim, a função objetivo e as restrições são representadas apenas por funções li-
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neares em função de ρ

O gráfico da Figura 3.1 apresenta esquematicamente a aproximação da função

não-linear f(ρi) pela função linear f̃(ρi) ao redor de um ponto ρ0
i , para um pro-

blema de uma variável. Nessa figura, é posśıvel verificar a necessidade da correta

definição dos dos limites móveis superior e inferior para que o problema linear se

aproxime de forma satisfatória do problema não-linear.

ρi

f(ρi)

ρ0
i

limovsuperiorlimovinferior

f(ρi)

f̃(ρi)

Figura 3.1: Representação genérica da aproximação da função não linear f(ρi)

pela função linear f̃(ρi) utilizada pelo algoritmo de PL

Seguindo a idéia da PLS , é necessário então resolver o sub-problema lineari-

zado (3.4), para isso deve ser utilizado um método de Programação Linear (PL),

como por exemplo o método SIMPLEX (DANTZIG, 1963). A solução desse sub-

problema passa a ser o novo ponto ρ0 do espaço de solução no qual será feita a

nova aproximação linear.

Assim o procedimento do método de PLS é definido no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Principais passos do algoritmo da PLS

1: Dada um distribuição uma inicial de densidades ρn e definição do contador
de iterações n = 1

2: enquanto Não atender ao critério de convergência definido faça
3: Cálculo dos valores de f(ρ) e gj(ρ) e suas respectivas derivadas para um

conjunto de variáveis ρn

4: Definição do sub-problema linear apresentado em 3.4
5: Solução do sub-problema linear e definição de um novo conjunto de variáveis

ρn+1 e incremento de n
6: termina enquanto
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3.2 Método do Lagrangeano Aumentado

O Método do Lagrangeano Aumentado (MLA) é um algoritmo do tipo prima-

dual, em que as variáveis desses dois espaço são atualizadas em etapas distintas.

Este algoritmo inicia-se pela definição de um conjunto de multiplicadores

de Lagrange (variáveis duais). Definida as variáveis duais, é necessário aplicar

um método de otimização para a solução das variáveis primais, que neste caso

consistem nas densidades volumétricas. A partir do novo campo de densidades é

necessário fazer a atualização do conjunto de multiplicadores de Lagrange. Esse

processo é repetido até atingir a convergência do campo de densidades.

Aqui será apresentada de forma sucinta a formulação do MLA, segundo pro-

posto em Bertsekas (1982). Assim como foi feito para o problema o método de

PLS, considere o mesmo problema de otimização não-linear com restrições de

desigualdade e restrições de caixa dado representado 3.1 e aqui reproduzido:

minimizar
ρ

f(ρ)

tal que (3.6)

gj(ρ) ≤ 0

ρmin ≤ ρi ≤ ρmax

Para aplicar o MLA, inicialmente, é necessário transformar as restrições de

desigualdade desse problema em restrições igualdade. Para isto basta acrescentar

um vetor da variáveis de folga (z = (z1, ..., zr)), assim temos:

minimizar
ρ

f(ρ) (3.7)

tal que

g1(ρ) + z2
1 = ... = gj(ρ) + z2

r = 0 (3.8)

ρmin ≤ ρi ≤ ρmax (3.9)

Agora escrevendo o Lagrangiano Aumentado desse novo problema temos:

L(ρ, z,µ, c) = f(ρ) +
r∑

j=1

{

µj

[
gj(ρ) + z2

j

]
+
cj
2

∣
∣gj(ρ) + z2

j

∣
∣
2
}

(3.10)

onde µj é o multiplicador de lagrange e cj o parâmetro de penalização, ambos

associados à restrição gj. Assim é posśıvel obter o ponto ótimo do problema

original, fazendo a minimização da função Lagrangiano Aumentado, em função

de (ρ, z) utilizando os valores ótimos de (µ, c).
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Porém a minimização de L(ρ, z, µ, c) em função da variável z pode ser feita

de forma explicita. Para isso basta notar que:

min
z
L(ρ, z,µ, c) = f(ρ) +

r∑

j=1

min
z

{

µj

[
gj(ρ) + z2

j

]
+
cj
2

[
gj(ρ) + z2

j

]2
}

(3.11)

e para cada zj, a equação 3.11 é equivalente a 3.12:

min
uj≥0

{

µj [gj(ρ) + uj] +
cj
2

[gj(ρ) + uj]
2
}

(3.12)

E por sua vez a função 3.12 é quadrática em relação a uj. Logo o mı́nimo

global dessa função é dado por ûj tal que a primeira derivada da função em

relação uj a seja igual a zero. Assim têm se:

µj + cj[gj(ρ) + ûj] = 0 (3.13)

e logo

ûj = −[
µj

cj
+ gj(ρ)] (3.14)

Analisando o problema 3.12, verifica-se que existem duas possibilidades para

a solução de ûj. Ou ûj > 0 e assim esta é dada pela equação 3.14, ou a solução

do problema 3.12 é exatamente u∗j = 0. Assim a solução de ûj pode ser escrita

como:

u∗j = max

{

0,−[
µj

cj
+ gj(ρ)]

}

(3.15)

e logo pode se escrever:

gj(ρ) + uj = gj(ρ) + max

{

0,−[
µj

cj
+ gj(ρ)]

}

(3.16)

Assim, substituindo 3.16 em 3.10 temos:

L(ρ,µ, c) = f(ρ)

+
r∑

j=1

{

µj

[

gj + max

{

0,−[
µj

cj
+ gj(ρ)]

}]}

(3.17)

+
r∑

j=1

{

cj
2

[

gj(ρ) + max

{

0,−[
µj

cj
+ gj(ρ)]

}]2
}

e com alguma algebra é posśıvel chegar em

L(ρ,µ, c) = f(ρ) +
r∑

j=1

1

2cj

{[
max

{
0, µj + cjgj(ρ)

}]2 − µ2
j

}

(3.18)



60

E assim, no problema de otimização sem restrições dado por:

min
ρ,µ

L(ρ,µ, c) = f(ρ) +
r∑

j=1

1

2cj

{[
max

{
0, µj + cjgj(ρ)

}]2 − µ2
j

}

(3.19)

onde o parâmetro de penalização cj é constante e previamente definido.

Agora então, é posśıvel escrever o problema de otimização original 3.6 com

restrições de desigualdade em um problema de otimização apenas com restrições

de caixa:

minimizar
ρ

f(ρ) +
r∑

j=1

1

2cj

{[
max

{
0, µj + cjgj(ρ)

}]2 − µ2
j

}

tal que (3.20)

ρmin ≤ ρi ≤ ρmax

Porém, a solução ótima desse problema será idêntica ao problema original

3.6) apenas se os multiplicadores de Lagrange µ possuir valores ótimos.

Para resolver este problema o MLA prevê que o problema 3.19 seja resolvido

em duas etapas, que devem ser repetidas iterativamente. Inicialmente se resolve o

problema primal dado por 3.20, considerando multiplicadores de Lagrange µ fixos.

Obtida a solução do problema primal o problema dual é resolvido, fornecendo

novos valores de µ para então se obter um nova solução do problema primal.

Assim, seguindo a formulação clássica do MLA, apresentada em Bertsekas

(1982), os multiplicadores de Lagrange são atualizados entre a solução de cada

sub-problema prinal, segundo a regra dada por:

µk+1
j = max

{
0, µk

j + ckj gj(ρ)
}

(3.21)

.

Quanto ao parâmetro de penalização cj, foi utilizada a regra de atualização

proposta por Andreani et al. (2005). Assim, o procedimento adotado neste tra-

balho é descrito no Algoritmo 2.

Nesta implementação do MLA, é necessário definir os valores de υ e γ, que

irão comandar a atualização do parâmetro de penalização cj. Na prática estes

valores são definidos para cada problema e são obtidos através de tentativa e

erro.
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Algoritmo 2 Principais passos do algoritmo do MLA

1: Definição de uma distribuição uma inicial de densidades ρ0, um conjunto de
multiplicadores de lagrange µ0

j , um conjunto de parâmetros de penalização c0j
e definição do contador de iterações k = 1

2: Definição dos parâmetros υ ∈ [0, 1[ e γ > 1
3: enquanto Não atender ao critério de convergência definido faça
4: Cálculo de:

ϑ0
j = max

{

gj(ρ
0),

µ0
j

c0j

}

(3.22)

5: Definição do problema na sua forma primal dada por 3.20
6: Cálculo de ∂L(ρ,µ,c)

∂ρ

7: Solução do problema de otimização 3.20 através do algoritmo de PLS apre-
sentado em no Algoritmo 1

8: Atualização do multiplicadores de Lagrange segundo a regra:

µk+1
j = max

{
0, µk

j + ckj gj(ρ)
}

(3.23)

e cálculo do parâmetro

ϑk
j = max

{

gj(ρ
k),

µk
j

ckj

}

(3.24)

9: Atualização do parâmetros de penalização segundo a regra:
10: se

∣
∣ϑk

j

∣
∣ ≤ υ

∣
∣ϑk−1

j

∣
∣ (3.25)

então
11:

ck+1
j = ckj (3.26)

12: se não
13:

ck+1
j = γckj (3.27)

.
14: termina se
15: Incrementa o valor de k
16: termina enquanto
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4 Modelos de material

4.1 Introdução

Os modelos de material podem ser vistos por uma ótica diferente da apresentada

na seção 2.4. Parte-se do prinćıpio de que os modelos de material artificiais ou

baseados em microestruturas sub-ótimas não são capazes de garantir a relaxação

total do problema 2.2, porém, do ponto de vista da Engenharia, essas microes-

truturas são capazes de fornecer soluções úteis (BENDSØE; SIGMUND, 1999). As-

sim sendo, pode-se investigar a utilização de outros modelos de materiais, como

aqueles que historicamente vem sendo desenvolvidos na área de Engenharia dos

Materiais, chamados de modelos micromecânicos ou modelos constitutivos de ma-

teriais compostos. Estes modelos têm como objetivo determinar as propriedades

efetivas ou médias de materiais compostos a partir das propriedades de cada um

de seus componentes.

Entende-se por materiais compostos aqueles que possuem dois ou mais dife-

rentes materiais dispostos em uma região do espaço, de tal forma que o material

resultante possa ser interpretado como um meio cont́ınuo (HASHIN, 1983). Vários

materiais podem ser interpretados como materiais compostos; pode-se citar, por

exemplo: concreto, meios porosos ou com a presença de trincas, materiais lami-

nados e mesmo os agregados policristalinos, como os metais.

4.2 Conceitos básicos

A idéia básica dos modelos micromecânicos está em se definir, a partir de in-

formações sobre a microestrutura, as relações constitutivas do material em sua

meso ou macro-escala. Para o caso de elasticidade linear, estas relações são re-

presentadas pela lei de Hooke generalizada; assim, é posśıvel, ao se realizar a

análise de uma dada estrutura constitúıda por um material complexo e não ho-

mogêneo, substituir esse material por um material homogêneo equivalente tal que

este apresente em uma macro escala, o mesmo comportamento do material não
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homogêneo.

Os modelos micromecânicos clássicos utilizados para estimar/calcular as pro-

priedades efetivas do material homogêneo equivalente se baseiam em dois concei-

tos principais: a existência de um Elemento Representativo de Volume (ERV) e a

condição de que este elemento esteja sujeito a condições de contorno homogêneas.

Para que uma região ou volume de um dado material composto seja qualificado

como ERV dois critérios devem ser atendidos: primeiro, este volume deve ser su-

ficientemente pequeno em relação às dimensões do corpo, por exemplo, na figura

4.1 deve-se ter (l � L); em segundo lugar, a inclusão ou heterogeneidade deve

ser muito menor que o tamanho caracteŕıstico do ERV, no caso (d� l) (ABOUDI;

PINDERA; ARNOLD, 1999).

d

l

L

ERV

Inclus o

Matriz

Material Homog neo 

 Equivalente

Obten o das 

propriedades efetivas

x1

x2

y1

y2

Figura 4.1: Representação de um material composto estat́ısticamente
homogêneo e seu elemento representativo de volume ERV.

A partir dessas hipóteses tem-se que os campos de tensão e deformação σ0(x)

e ε0(x), obtidos pela análise de um problema de condições de contorno de um

corpo constitúıdo pelo material equivalente homogêneo, são iguais à média dos

campos locais de tensão e deformação σ(y) e ε(y), dentro de um ERV com

centro em x e coordenadas locais definidas por y, que são calculados levando

em consideração a não homogeneidade (ZAOUI, 2002; HASHIN, 1983). Assim, é

posśıvel definir dois campos de tensão, o campo de macro-tensão, que é função

apenas do sistema de coordenadas globais (x1, x2), e o campo de micro-tensões,

que é função das coordenadas locais (y1, y2).

Ou seja, considerando a hipótese de que o ERV está sujeito a condições de

contorno homogêneas quanto à tensão ou à deformação, o teorema das tensões

médias e o teorema de deformações médias permite concluir que a macro-tensão é

igual à média das tensões locais sob o volume V do ERV (HASHIN, 1983; ABOUDI,
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1991):

〈σ〉 =
1

V

∫

V

σ(y)dV = σ0 (4.1)

〈ε〉 =
1

V

∫

V

ε(y)dV = ε0 (4.2)

Dessa forma, é posśıvel definir o tensor constitutivo CH de propriedades efetivas,

tal que:

〈σ〉 = CH 〈ε〉 (4.3)

Neste texto a notação 〈·〉 representa a média de uma dada grandeza dentro

do ERV, dada pela equação 4.4.

〈·〉 =
1

V

∫

V

(·)dV (4.4)

Particularizando a análise para o caso de um material composto por duas

fases isotrópicas, podemos escrever as equações 4.1 e 4.2 como:

〈σ〉 = ρ
〈
σ+
〉

+ (1 − ρ)
〈
σ−〉 (4.5)

〈ε〉 = ρ
〈
ε+
〉

+ (1 − ρ)
〈
ε−
〉

(4.6)

onde os sobrescritos (+) e (−) definem a fase na qual a grandeza é calculada. As

fase (+) e (−) são constitúıdas por materiais isotrópicos com módulo de Young

E+ e E−, tal que E+ > E− e coeficiente de Poisson ν+ e ν−, respectivamente,

definindo assim os tensores constitutivos C+ e C−.

Para facilitar a compreensão da notação aqui adotada, σ representa o campo

de tensão na peça levando em consideração a microestrutura, assim σ+ representa

a tensão sobre a fase mais (+), ou seja σ+ é igual a zero na fase menos (−) e

o inverso se aplica para σ−. Dessa forma 〈σ+〉 representa a média das tensões

sobre a fase mais (+) na microestrutura e 〈σ−〉 representa a média sobre a fase

menos (−), também na microestrutura.

Considerando as relações constitutivas locais

〈
σ+
〉

= C+
〈
ε+
〉

,
〈
σ−〉 = C− 〈ε−

〉
(4.7)

e sua inversa
〈
ε+
〉

= S+
〈
σ+
〉

,
〈
ε−
〉

= S− 〈σ−〉 (4.8)
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é posśıvel re-escrever 4.1 e 4.2 como:

〈σ〉 = ρC+
〈
ε+
〉

+ (1 − ρ)C− 〈ε−
〉

(4.9)

〈ε〉 = ρS+
〈
σ+
〉

+ (1 − ρ)S− 〈σ−〉 (4.10)

A relação entre a macro-tensão 〈σ〉 e a macro-deformação 〈ε〉 com as médias

das micro-tensões (〈σ+〉 , 〈σ−〉) e as médias das micro-deformações (〈ε+〉 , 〈ε−〉)
é única e dada pelas equações 4.11 e 4.12 (ABOUDI, 1991; REITER; DVORAK;

TVERGAARD, 1997):

〈
ε+
〉

= A+ 〈ε〉 ,
〈
ε−
〉

= A− 〈ε〉 (4.11)

〈
σ+
〉

= B+ 〈σ〉 ,
〈
σ−〉 = B− 〈σ〉 (4.12)

onde os tensores B+, B−, A+ e A− são chamados de fator matricial ou tensorial

de concentração mecânica (REITER; DVORAK; TVERGAARD, 1997). Na literatura

os tensores B+, B−, A+ e A− também são chamados de “localizadores de tensão

ou deformação” ou “tensores de influência” (SUQUET, 1985). Neste trabalho esses

tensores serão denominados de “localizadores de tensão ou deformação”.

Substituindo 4.11 em 4.9 obtém-se:

〈σ〉 =
[
ρC+A+ + (1 − ρ)C−A−]

︸ ︷︷ ︸

CH

〈ε〉 (4.13)

CH = ρC+A+ + (1 − ρ)C−A− (4.14)

E substituindo 4.11 em 4.6 obtém-se:

I = ρA+ + (1 − ρ)A− (4.15)

Resolvendo o sistema de equações dado por 4.14 e 4.15 onde I é a repre-

sentação matricial de um tensor identidade de 4a. ordem obtém-se:

A+ =
(C+ − C−)

−1 (
CH − C−)

ρ
, A− =

− (C+ − C−)
−1 (

CH − C+
)

1 − ρ
(4.16)

De maneira análoga, é posśıvel obter os valores de B+ e B− utilizando as relações

4.5, 4.10 e 4.12.

B+ =
(S+ − S−)

−1 (
SH − S−)

ρ
, B− =

− (S+ − S−)
−1 (

SH − S+
)

1 − ρ
(4.17)
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Dessa forma, é posśıvel obter as matrizes localizadoras de tensão capazes de forne-

cer a média de tensões em cada fase do material composto. É importante notar

que as equações 4.16 e 4.17 são válidas independentemente do modelo micro-

mecânico utilizado para determinação de CH (REITER; DVORAK; TVERGAARD,

1997), pois a única hipótese utilizada é de que existe um ERV que está sujeito a

um campo homogêneo de tensão e deformação.

4.3 Cálculo das propriedades efetivas dos mate-

riais

O cálculo das propriedades efetivas de um material composto pode ser feito

através do Método da Homogeneização. Porém, como visto na seção 2.4.1, para

se aplicar o Método da Homogeneização é necessário que se tenha conhecimento

preciso da geometria da microestrutura do material composto. Normalmente,

quando se lida com materiais compostos reais, como agregados policristalinos,

materiais fibrosos ou com inclusões dispersas, a geometria da microestrutura é,

em geral, desconhecida, ou apenas conhecida estatisticamente e qualitativamente.

Dessa forma, desenvolveram-se alguns modelos genéricos que visam a definir as

propriedades efetivas do material, tendo como hipótese apenas alguns parâmetros

quantitativos e qualitativos da microestrutura.

Os modelos mais elementares para a estimativa das propriedades efetivas dos

materiais são os modelos de Voigt (VOIGT apud 1889 Aboudi (1991)) e o mo-

delo de Reuss. (REUSS 1929 apud Aboudi (1991)). O modelo de Voigt parte do

prinćıpio de que ambas as fases do material composto estão sujeitas às mesmas

deformações, assim A+ = A− = I, o que leva à equação 4.18:

CH = ρC+ + (1 − ρ)C− (4.18)

O modelo de Reuss adota a hipótese de que ambas as fases do material composto

estão sujeitas à mesma tensão, assim temos que B+ = B− = I e, conseqüente-

mente:

CH =
[

ρ
(
C+
)−1

+ (1 − ρ)
(
C−)−1

]−1

(4.19)

Os modelos de Voigt e Reuss são insatisfatórios do ponto de vista mecânico,

uma vez que violam as condições de equiĺıbrio das tensões (Voigt) e a compa-

tibilidade das deformações (Reuss). Na literatura de Otimização Topológica,

os modelos de Voigt e Reuss, bem como um modelo h́ıbrido proveniente de

uma combinação de ambos, foram utilizados nos trabalhos de Swan e Kosaka
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(1997a, 1997b).

Uma classe mais elaborada de modelos de material é aquela na qual os mo-

delos micromecânicos se baseiam na solução de Eshelby para o problema de uma

inclusão eĺıptica em um meio homogêneo.

O modelo de inclusão de Eshelby considera uma inclusão eĺıptica (i) de tensor

constitutivo ci dentro de uma matriz elástica homogênea de dimensões infinitas e

tensor constitutivo Cm, sujeita a um campo de tensão e deformação homogêneo

σm e εm, respectivamente. Dessa forma os campos de tensão e deformação dentro

da inclusão (σi e εi) são dados por (ZAOUI, 2002):

εi = [I + Pm
i (ci−Cm)]−1εm , σi = ciεi (4.20)

onde

Pm
itjkl

= −
(∫

i

Gm
tk(x − x′)dV

)

lj(tj)(kl)

(4.21)

onde (tj)(kl) indica que o tensor é simétrico em relação a (tj) e (kl) e G0(x−x′)
é o tensor de Green para um meio infinito de módulo Cm. Este tensor relaciona

o deslocamento do ponto x devido a uma carga unitária aplicada em x′.

A partir do campo de tensão dentro de um ERV sujeito a uma deformação

macroscópica uniforme ε0, é posśıvel definir uma estimativa do tensor constitutivo

do material composto, e esta é dada pela equação 4.22:

CH =
〈
c[I + Pm

i (c − Cm)]−1
〉 〈

[I + Pm
i (c − Cm)]−1

〉−1
(4.22)

onde c representa o tensor constitutivo do material em cada ponto dentro do ERV

e Cm o tensor constitutivo da matriz.

Baseados na equação 4.22, vários modelos de material foram desenvolvidos,

dentre os quais o modelo de Mori-Tanaka e o modelo Auto-consistente são os que

mais se destacam. Observa-se na equação 4.22 que o valor de Cm é arbitrário e

que Pm
i é dependente do formato da inclusão.

Assim, o modelo de Mori-Tanaka considera o valor de Cm igual ao valor

real da matriz do material composto Cmatriz e a geometria da inclusão deve ser

escolhida conforme o material espećıfico. Essa hipótese é razoável quando se

trata de materiais compostos com uma pequena fração volumétrica referente às

inclusões, de tal modo que a matriz do material composto seja facilmente definida.

Uma discussão mais aprofundada sobre este modelo pode ser encontrada em Weng

(1990).
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Outro modelo baseado na equação 4.22 é o modelo Auto-consistente, que

considera a inclusão i inserida em uma matriz com tensor constitutivo Cm com

valores iguais ao que se procura, no caso CH . Observa-se então que a equação

4.22 passa a ser resolvida de forma iterativa, uma vez que não se tem os valores

de Pm
i e Cm definidos a priori.

Esse segundo modelo de material é mais adequado para os materiais com-

postos nos quais a densidade volumétrica é próxima a 50% e não é posśıvel se

definir com clareza qual das duas fases cumprem o papel de matriz do composto

(ABOUDI, 1991).

Outros modelos micromecânicos, como o modelo de Esferas, o modelo Auto-

consistente generalizado, o modelo Diferencial ou o Método das Células podem

ser encontrados em Aboudi (1991). Vale a pena notar que o modelo Método

das Células foi aplicado no Método de Otimização Topológica (MOT) em Fuchs,

Paley e Miroshny (1999).

4.3.1 Materiais com Gradação Funcional

Os Materiais com Gradação Funcional (MsGF) são aqueles cujas propriedades

variam continuamente ao longo do espaço. Esta variação de propriedades é, em

geral, obtida através da mudança cont́ınua da microestrutura do material, de tal

modo que a fase que configura a matriz do material composto em um dado ponto

passa a ser a inclusão em uma outra região (ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 1999).

Assim, uma caracteŕıstica importante do material com gradiente é que a fração

volumétrica das fases varia entre 0% e 100% entre dois pontos da estrutura.

Na literatura este tipo de material é conhecido como Functionally Graded

Materials (FGM), contudo, neste texto, será utilizada a nomenclatura em por-

tuguês: Materiais com Gradação Funcional (MsGF). Este tipo de material tem

atráıdo a atenção de engenheiros e pesquisadores devido a seu bom desempenho

quando submetido a cargas térmicas e mecânicas (YIN; SUN; PAULINO, 2004).

Do ponto de vista da microestrutura o material com gradação possui três

regiões distintas. Na Figura 4.2 está representada esquematicamente a microes-

trutura dos Materiais com Gradação Funcional (MsGF), na qual se pode observar

que existem duas regiões onde é posśıvel definir claramente uma fase atuando

como matriz e outra como inclusão de um material composto (regiões A e C da

Figura 4.2) e uma região de transição onde não é posśıvel definir qual dos mate-

riais atua como matriz ou inclusão do material composto. Em geral a região de
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Região A:
Matriz de fase (−)

com inclusões de fase (+)

Região B:
Região de transição

Região C:
Matriz de fase (+)

com inclusões de fase (−)

Figura 4.2: Representação esquemática da variação da microestrutura em um
material gradado

transição possui uma morfologia denominada esquelética, ou na forma de esque-

leto (REITER; DVORAK; TVERGAARD, 1997).

Devido ao fato dos MsGF possuirem uma transição cont́ınua da microestru-

tura que proporciona uma distribuição macroscópica não uniforme das proprie-

dades mecânicas, a abordagem clássica de se estimar as propriedades efetivas do

material composto, que considera apenas as caracteŕısticas locais de um Elemento

Representativo de Volume (ERV), é questionável (PINDERA; ABOUDI; ARNOLD,

1995). Isto porque a hipótese de que as dimensões do ERV são pequenas o sufi-

ciente em relação à variação do campo de tensão pode não ser verificada ,pois o

campo de tensão macroscópica σ0 pode deixar de ser constante dentro do ERV,

justamente devido ao fato de que a gradação de propriedades tende a gerar uma

variação no campo de tensões.

Devido a essa caracteŕıstica, Pindera, Aboudi e Arnold (1995) propõem um

modelo de material de alta ordem, não local, baseado no Método das Células

(ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 1994; ABOUDI, 1991), no qual as propriedades de

um ponto são dependentes não apenas da microestrutura no ponto, mas também

da variação desta ao longo do material. Dessa forma, o conceito do ERV é re-

visto, e neste modelo passa a representar não apenas um ponto da estrutura, mas

toda uma região que apresenta gradação. Assim, a análise das macro-tensões é

feita de maneira acoplada com a análise das micro-tensões. Em um artigo poste-

rior Aboudi, Pindera e Arnold (1999) fazem uma discussão sobre a validade da

aplicação do conceito do ERV para os MsGF e apresentam uma generalização

deste modelo de material de alta ordem unidimensional para o caso tridimensio-

nal, onde se apresentam três direções de gradiente das propriedades.
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Uma outra abordagem para se estimar as propriedades efetivas dos MsGF foi

proposta por Yin, Sun e Paulino (2004), Yin et al. (2005) e se baseia na extensão

do modelo de Mori-Tanaka, de modo a considerar a interação entre as part́ıculas

(inclusões na matriz elástica). Neste modelo, o ERV possui uma distribuição

heterogênea de material, de modo que se possa constatar um gradiente da distri-

buição de inclusões. Essa situação está representada esquematicamente na figura

4.3.

ERV de um material
com gradação de propriedades

segundo a abordagem de
Yin, Sun e Paulino (2004)

Figura 4.3: Representação esquemática de um ERV com um distribuição
heterogênea de inclusões

Os métodos para a estimativa das propriedades efetivas dos MsGF e materiais

heterogêneos em geral, através de modelos não locais ou de alta ordem, ainda é

um tópico em aberto na literatura e outros autores têm-se dedicado ao tema como

Luciano e Willis (2004), Buryachenko e Pagano (2003), Luciano e Willis (2000),

Gasik (1998), Torquato (1998).

Quanto à aplicação dos modelos micromecânicos tradicionais para a estima-

tiva das propriedades efetivas dos MsGF, os trabalhos de Reiter e Dvorak (1998)

e Reiter, Dvorak e Tvergaard (1997) apresentam um estudo da capacidade do mo-

delo de Mori-Tanaka e do modelo Auto-consistente em estimar as propriedades

efetivas do material com gradiente. Este estudo é feito a partir da comparação

dos campos de tensão e deformação obtidos através da simulação numérica de

dois tipos de corpo de prova, um no qual a gradação é representada por cama-

das homogêneas e outro no qual a microestrutura é representada de uma forma

expĺıcita.

Nesses trabalhos os autores têm como principal conclusão que a utilização do

modelo de Mori-Tanaka nas regiões onde é posśıvel definir que fase desempenha

o papel de matriz e que fase desempenha o papel de inclusão (regiões A e C na



71

figura 4.2) e a utilização do modelo Auto-consistente para a região de transição

é uma consideração válida para um material com gradiente em que a razão entre

os módulos de elasticidade das fases é em torno de 10 ou menor.

4.3.2 Limites das propriedades efetivas dos materiais com-
postos

Um ponto importante no estudo dos materiais compostos é a determinação dos

limites superiores e inferiores que as propriedades efetivas podem possuir, para

uma dada razão volumétrica entre as fases que constituem tal material.

Uma das principais contribuições nessa área foi apresentada no trabalho de

Hashin e Shtrikman (1963), o qual demonstrou que os limites superiores e inferi-

ores dos módulos de compressibilidade e de cisalhamento efetivos de um material

composto, que seja quase-isotrópico e quase-homogêneo, podem ser definidos sem

que sejam feitas hipóteses sobre a configuração geométrica da microestrutura.

Aqui o conceito de quase-homogêneo indica que o material é estatisticamente

homogêneo, ou seja, todos os ERV do material são estatisticamente equivalentes.

Posteriormente Walpole (1966b, 1966a) generalizou o conceito para materiais

multi-fase com fases anisotrópicas. Uma descrição mais detalhada dessa teoria

pode ser encontrada em Walpole (1981), Zaoui (2002), Hashin (1983).

Para o caso dos materiais isotrópicos, os limites superiores e inferiores de

H-S são dados em função dos módulos de compressibilidade (K) e cisalhamento

(G). Neste caso estamos considerando duas fases isotrópicas, indicadas pelos

sobrescritos (+) e (−), com propriedades ordenas tal que K+ > K− e G+ > G−.

Dessa forma, no caso bidimensional, os limites superior Kmax e inferior Kmin de

Hashin-Shtrikman para o módulo de compressibilidade são dados por:

Kmax = (1 − ρ)K− + ρK+ − (1 − ρ) ρ (K+ −K−)
2

(1 − ρ)K+ + ρK− +G+
(4.23)

Kmin = (1 − ρ)K− + ρK+ − (1 − ρ) ρ (K+ −K−)
2

(1 − ρ)K+ + ρK− +G− (4.24)

e os limites superior Gmax e inferior Gmin do módulo de cisalhamento são dados

por:

Gmax = (1 − ρ)G− + ρG+ − (1 − ρ) ρ (G+ −G−)
2

(1 − ρ)G+ + ρG− + K+ G+

K++2 G+

(4.25)
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Gmin = (1 − ρ)G− + ρG− − (1 − ρ) ρ (G+ −G−)
2

(1 − ρ)G+ + ρG− + K− G−

K−+2 G−

(4.26)

Uma fórmula genérica para o caso bi ou tri-dimensional pode ser encontrada

em Allaire (2002, p. 144). Para se obter os limites de H-S para o módulo de

elasticidade E, que é mais comumente utilizado na Engenharia, utilizam-se as

relações:

Emax =
9Kmax

1 + 3Kmax

Gmin

(4.27)

Emin =
9Kmin

1 + 3Kmin

Gmin

(4.28)

conseqüentemente, os coeficientes de Poisson relativos aos limites superior e infe-

rior do módulo de elasticidade são dados por:

νmax =
1 − 2/3Gmax

Kmax

2 + 2/3Gmax

Kmax

(4.29)

νmin =
1 − 2/3Gmin

Kmin

2 + 2/3Gmin

Kmin

(4.30)

É importante notar que os limites de H-S têm como hipótese que o material

é estatisticamente homogêneo e que as dimensões da inclusão do material com-

posto tendem a zero, o que valida a hipótese de se definir um ERV do material.

Entretanto, Torquato (1998) atenta para o fato de que, no caso dos materiais

compostos estatisticamente heterogêneos, como é o caso dos MsGF, os limites de

H-S, rigorosamente falando, não são mais válidos. Uma revisão dos estudos so-

bre os limites das propriedades efetivas de materiais compostos estatisticamente

heterogêneos pode ser encontrada em Torquato (2000, 1991). Nessa abordagem,

os limites das propriedades efetivas passam a depender não apenas da densidade

volumétrica, mas também de funções que representam a distribuição estat́ıstica

das inclusões do material composto.
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4.4 Análise das tensões locais de um material

composto

A análise das tensões locais de um material composto consiste em calcular as

médias das micro-tensões em de cada fase constituinte do material composto em

um dado ponto da estrutura.

Para melhor compreender as relações em um material composto, a Figura 4.4

apresenta como os campos de tensão e deformação na micro e na macro escala se

relacionam. Observando essa figura se pode melhor compreender a ordem lógica

em que os modelos micromecânicos são desenvolvidos.

Propriedades Efetivas

Propriedades locais

M
atrizes

L
o
calizad

oras

M
atrizes

L
o
calizad

oras

CH

SH

C+

S+

C−

S−

〈σ〉 〈ε〉

〈σ+〉 〈ε+〉

〈σ−〉 〈ε−〉

B+ A+B− A−

Figura 4.4: Diagrama das relações entre os campos de tensão e deformação em
um material composto.

Os modelos micromecânicos baseados nos modelos de inclusão de Eshelby,

bem como os modelos de Voigt e Reuss, iniciam-se obtendo as relações entre o

campo de tensão ou deformação na microestrutura (micro-tensão) com a macro-

tensão e macro-deformação (tensores B+, A+ B− e A−) e, a partir destes, se

obtêm as propriedades efetivas que relacionam os campos de tensão e deformações

na macro-escala. Dessa forma, as matrizes localizadoras são as primeiras gran-

dezas a serem obtidas, e sua definição é clara. Por exemplo, o modelo de Voigt

tem como hipótese que o campo de macro-deformação é igual ao campo de micro-
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deformação em ambas as fases ( A+ = A− = I). O modelo de Reuss faz a mesma

hipótese, porém para o campo de tensão.

Já os modelos de material baseados no Método da Homogeneização calculam

diretamente as propriedades efetivas do material composto, sem que as matrizes

localizadoras sejam explicitamente definidas.

Na literatura, devido a fatores históricos, a aplicação do MOT considerando

a restrição de tensão baseou-se nos conceitos do Método da Homogeneização para

fazer o cálculo das micro-tensões. Os trabalhos de Allaire, Jouve e Maillot (2004),

Lipton (2002) utilizam diretamente o Método da Homogeneização e Duysinx e

Sigmund (1998), a partir do Método da Homogenização, desenvolvem um loca-

lizador de tensão para o modelo de material SIMP. Para contextualizar estes

trabalhos, aqui será feita uma breve descrição do Método de Homogeneização.

Partindo da hipótese de que o campo de deslocamentos do material composto

pode ser descrito por uma expansão assintótica na forma:

u(x,y) = u0(x)+δu1(x,y)+ . . . (4.31)

onde u(x,y) é o campo de deslocamento, δ é uma dimensão caracteŕıstica da

célula unitária, x e y são as coordenadas globais e locais, respectivamente (Figura

4.1), o Método da Homogeneização fornece o tensor constitutivo de um material

composto através da equação:

CH
ijkl(x) =

1

|Y|

∫

Y

[

Cijkl(x,y) − Cijpq(x,y)
∂ψkl

p

∂yq

]

dy (4.32)

onde ψkl representa o campo de deslocamentos na microestrutura obtido pela

solução do problema da célula unitária. Este é dado na forma integral por:

∫

Y

[

Cijpq(x,y)
∂ψkl

p

∂yq

]

∂ϕi

∂yj

dy =

∫

Y

Cijpq(x,y)
∂ϕi

∂yj

dy para todos ϕ ∈ UY (4.33)

onde UY representa todo o conjunto de deslocamentos periódicos dentro da célula

unitária (para maiores referencias sobre este método ver Bendsøe e Sigmund

(2003), Allaire (2002)).

No contexto do Método de Homogeneização, os localizadores de deformação

são dados em função do campo de deslocamento ψ dentro da célula unitária. Para

uma descrição formal da obtenção desses localizadores ver a seção 1.36 de Allaire

(2002), onde estes são denominados de corretores.

Do ponto de vista f́ısico, o Método de Homogeneização fornece as proprieda-
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des efetivas do material, tal que o campo de deslocamentos efetivo convirja para

o campo de deslocamentos real a medida que o tamanho caracteŕıstico da célula

unitária tende a zero. Porém, o campo de deformação, gradiente do campo de

deslocamentos, não converge localmente, assim, é necessário utilizar os corretores

a fim de que se tenha a convergência do campo de deformação e, conseqüen-

temente, do campo de tensão. Dessa forma, fica claro que tais corretores são

definidos a partir do campo de deslocamentos dentro da célula unitária.

Os localizadores se justificam devido à existência do segundo termo da ex-

pansão assintótica do campo de deslocamento (δu1(x,y)), ou seja, as proprieda-

des efetivas fornecem o deslocamento médio que não é dependente do campo de

deslocamento local (u1(x,y)), no caso de materiais periódicos, pois a média deste

é nula, e os corretores recuperam a influência deste segundo termo na derivada

dos deslocamentos.

Fazendo um paralelo entre os modelos micromecânicos tradicionalmente uti-

lizados nas ciências dos materiais, como o de Mori-Tanaka e o Auto-consistente,

e os modelos micromecânicos obtidos pelo Método de Homogeneização, os loca-

lizadores são obtidos nos primeiros a partir de campos de deformações dentro do

ERV e nos segundos a partir do campo de deslocamento dentro da célula unitária.

Devido ao fato desses modelos fazerem hipóteses similares, apesar de não

haver uma prova formal, observa-se que, em alguns casos, se obtêm exatamente os

mesmos localizadores de tensão. Por exemplo, para o caso do material laminado

rank-2.

O trabalho de maior impacto na aplicação do MOT considerando restrição de

tensões, de Duysinx e Sigmund (1998), utilizou um localizador de tensões baseado

no modelo de material laminado rank-2, no qual é posśıvel se obter o campo

de deslocamento ψ (no problema 4.33) de forma anaĺıtica e, conseqüentemente,

uma representação anaĺıtica das propriedades efetivas e dos localizadores. O

trabalho de Allaire, Jouve e Maillot (2004) utiliza o modelo de material rank-n e,

conseqüentemente, seu localizador expresso na sua forma anaĺıtica. O trabalho

de Lipton (2002) utiliza uma microestrutura constitúıda de uma célula unitária

quadrada com inclusões circulares e, em seu trabalho, o localizador é escrito de

uma forma diferente e é denominado de tensor de covariância.

De maneira correlata, os trabalhos de Otimização Topológica (OT) envol-

vendo plasticidade do material necessitam do cálculo das micro-tensões, assim

os trabalhos de Swan e Kosaka (1997b, 1997a) utilizam uma média ponderada

das tensões no modelo de Voigt e Reuss, da mesma forma que são calculadas as
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propriedades efetivas.

A seguir será apresentado um exemplo do cálculo das propriedades efetivas

de um material laminado rank-2 atrávés do Método da Homogeneização, assim

será posśıvel demonstrar a relação deste com as equações gerais apresentadas na

seção 4.2.

4.4.1 Exemplo do material laminado rank-2

O tensor constitutivo das propriedades efetivas de um material laminado pode

ser determinado analiticamente através do Método da Homogeneização. Para se

obter uma gama maior de tensores constitutivos efetivos, é posśıvel, do ponto de

vista teórico, fazer sub-laminações da estrutura laminada, ou seja, cada fase do

material laminado é por sua vez um material laminado. A figura 4.5 apresenta

um caso particular de microestrutura laminada com duas escalas de laminação,

rank-2. Uma primeira escala, aqui denominada de escala µ, possui duas camadas

de material, a camada Lµ de espessura µ, que possui um material isotrópico

cujas propriedades são E+ e ν+, e um camada complementar L1−µ, de espessura

1−µ que, por sua vez, é constitúıda por um material laminado, também com duas

camadas Lγ e L1−γ, de espessuras γ e 1−γ, respectivamente. Porém, a laminação

na escala γ é ortogonal à laminação na escala µ. A camada Lγ é constitúıda de

material E+ e ν+ e a camada L1−γ de material E− e ν−.

Lµ L1−µ

Lγ

L1−γ

γ

γ

1 − γ

1 − γ

µ 1 − µ

x1

x1

x2

x2

n

n

t

t

Figura 4.5: Modelo de microestrutura rank-2
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Assim, é posśıvel calcular as propriedades efetivas deste material de forma

anaĺıtica, cuja célula unitária é dada pela figura 4.5. Inicialmente deve-se calcular

as propriedades efetivas do material rank-1. Considerando uma célula unitária

alinhada com um sistema de coordenadas locais, conforme apresentado na figura

4.6, onde M+ e M− representam materiais isotrópicos de propriedades E+, ν+ e

E−, ν−, respectivamente.

M −

M +

ϕ

1− ϕ

y
1

y
2

X

Y

n

t

Figura 4.6: Modelo de microestrutura rank-1

Assim o tensor constitutivo efetivo ou homogeneizado é dado pelas equações

(BENDSØE; SIGMUND, 2003):

CH
1111 =

C+
1111C

−
1111

ϕC−
1111 + (1 − ϕ)C+

1111

(4.34)

CH
2222 = ϕC+

2222 + (1 − ϕ)C−
2222 −

[
ϕ(C+

1122)
2

C+
1111

+
(1 − ϕ)(C−

1122)
2

C−
1111

]

+

[
ϕC+

1122

C+
1111

+
(1 − ϕ)C−

1122

C−
1111

]2

+
C+

1111C
−
1111

ϕC−
1111 + (1 − ϕ)C+

1111

(4.35)

CH
1122 =

[
ϕC+

1122

C+
1111

+
(1 − ϕ)C−

1122

C−
1111

]
C+

1111C
−
1111

ϕC−
1111 + (1 − ϕ)C+

1111

(4.36)

CH
1212 =

C+
1212C

−
1212

ϕC−
1212 + (1 − ϕ)C+

1212

(4.37)

Para se obter as propriedades efetivas do material rank-2 basta utilizar tais

equações novamente, de tal forma que a fase (−) seja substitúıda pelas proprie-

dades efetivas dadas pelas equações acima.

Considerando que a aplicação das equações 4.34, 4.35, 4.36 e 4.37 na escala

de laminação γ, seguido de uma rotação de 90◦, permite obter os tensores cons-
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titutivos homogeneizados:

Sγ = (Cγ)−1 (4.38)

Fazendo esse procedimento recursivo, para se obter as propriedades efetivas

do material laminado rank-2, apresentado na Figura 4.5, obtêm-se o tensor de

propriedades efetivas dadas do material laminado na escala µ:

Cµ
1111 =

C+
1111C

γ
1111

µCγ
1111 + (1 − µ)C+

1111

(4.39)

Cµ
2222 = µC+

2222 + (1 − µ)Cγ
2222 −

[
µ(C+

1122)
2

C+
1111

+
(1 − µ)(Cγ

1122)
2

Cγ
1111

]

+

[
µC+

1122

C+
1111

+
(1 − µ)Cγ

1122

Cγ
1111

]2

+
C+

1111C
γ
1111

µCγ
1111 + (1 − µ)C+

1111

(4.40)

Cµ
1122 =

[
µC+

1122

C+
1111

+
(1 − µ)Cγ

1122

Cγ
1111

]
C+

1111C
γ
1111

µCγ
1111 + (1 − µ)C+

1111

(4.41)

Cµ
1212 =

C+
1212C

γ
1212

µCγ
1212 + (1 − µ)C+

1212

(4.42)

Logo pode se escrever o tensor constitutivo efetivo do material laminado rank-

2 na forma:

Sµ = (Cµ)−1 (4.43)

A partir dos tensores efetivos de flexibilidade dados por Sµ e Sγ, seguindo

o procedimento exposto em Bendsøe e Sigmund (2003), é posśıvel calcular os

tensores localizadores de tensão, para cada camada do material laminado. (Lµ,

L1−µ, Lγ e L1−γ) e estes são dados por:

B
Lγ

rank1 =








1 +
(1−γ)(S+

1,1−S−
1,1)

γS+

1,1+(1−γ)S−
1,1

(1−γ)(S+

1,2−S−
1,2)

γS+

1,1+(1−γ)S−
1,1

0

0 1 0

0 0 1








(4.44)

B
L1−γ

rank1 =








1 − (1−γ)(S+

1,1−S−
1,1)

γS+

1,1+(1−γ)S−
1,1

− (1−γ)(S+

1,2−S−
1,2)

γS+

1,1+(1−γ)S−
1,1

0

0 1 0

0 0 1








(4.45)
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B
Lµ

rank2 =








1 0 0
(1−µ)(Sγ

2,1−S+

2,1)

(1−µ)S+

2,2+µS
γ
2,2

1 +
(1−µ)(Sγ

2,2−S+

2,2)

(1−µ)S+

2,2+µS
γ
2,2

0

0 0 1








(4.46)

B
L1−µ

rank2 =








1 0 0

− µ(Sγ
2,1−S+

2,1)

(1−µ)S+

2,2+µS
γ
2,2

1 − µ(Sγ
2,2−S+

2,2)

(1−µ)S+

2,2+µS
γ
2,2

0

0 0 1








(4.47)

Assim, é posśıvel se determinar os localizadores de tensão em cada fase do

material que é dado por:

• localizador para a camada Lµ: B
Lµ

rank2

• localizador para a camada Lγ: B
Lγ

rank2 = B
Lγ

rank1B
1−µ
rank2

• localizador para a camada L1−γ : B
L1−γ

rank2 = B
L1−γ

rank1B
1−µ
rank2

Estas matrizes, B
Lµ

rank2, B
L1−µ

rank2, B
Lγ

rank1 e B
L1−γ

rank1 também são obtidas de forma

idêntica através das equações 4.17 e 4.16 apresentadas na seção 4.2.

Assim, os trabalhos que se utilizam, do Método da Homogeneização e os

trabalhos que se baseiam em outros modelos micromecânicos são perfeitamente

comparáveis, pois os campos de micro-tensão, apesar de calculados por teorias

diferentes, apresentam o mesmo resultado.

No caso da utilização do material SIMP, Duysinx e Bendsøe (1998) propõem

utilizar como localizador de tensão do material, o localizador da camada Lγ , pois,

nesse trabalho, o autor está interessado em obter um problema 0-1, no qual um

dos materiais representa um buraco, no caso o material (−).

Para obter o localizador de tensão, neste caso em que um dos materiais não

possui rigidez, ou seja, representa um buraco, basta fazer o limite para E− tende

a zero. Assim se obtêm as matrizes:

lim
E−→0

B
Lγ

rank1 =







1
γ

0 0

0 1 0

0 0 1







(4.48)

lim
E−→0

B
L1−γ

rank1 =







0 0 0

0 1 0

0 0 1







(4.49)
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lim
E−→0

B
Lµ

rank2 =







1 0 0

0 1
µ

0

0 0 1







(4.50)

lim
E−→0

B
L1−µ

rank2 =







1 0 0

0 0 0

0 0 1







(4.51)

E, conseqüentemente, as matrizes de localização das tensões nas fases de

interesse para o material poroso fica igual a:

B
Lµ

rank2 =







1 0 0

0 1
µ

0

0 0 1







, B
Lγ

rank2 =







1
γ

0 0

0 0 0

0 0 1







(4.52)

No artigo Duysinx e Sigmund (1998) este mesmo resultado é apresentado

e, com base nestas equações, os autores propõem a utilização do localizador de

tensão para o modelo de material SIMP dado por :

Bsimp =







1
ρq 0 0

0 1
ρq 0

0 0 1
ρq







(4.53)

4.5 Critério de falha dos materiais compostos

A definição de um critério de falha de um material composto é um problema

significativamente mais complexo que o cálculo anaĺıtico de suas propriedades

efetivas, além de que fazer uma definição anaĺıtica da falha do material composto

ainda é impraticável (HASHIN, 1983) pois:

• o conhecimento de um critério de micro falha ainda é incompleto;

• as tensões e deformações que irão causar a micro falha não podem ser de-

terminadas analiticamente, uma vez que dependem de detalhes geométricos

da microestrutura do material que, em geral, é desconhecida

• mesmo se um modelo de microestrutura for adotado, a análise da interação

entre as micro falhas das diferentes fases apresenta uma dificuldade que

torna seu cálculo proibitivo.
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Dada esta complexidade que envolve o tema e a extensa literatura na área, nesse

trabalho, será feito apenas um breve panorama do tópico, aprofundando nas

abordagens utilizadas no campo da OT.

Em Hashin (1983), o autor afirma que a definição anaĺıtica do critério de

falha de um material composto é impraticável. Mesmo passadas duas décadas,

Dvorak (2000), em seu trabalho de revisão, não apresenta grandes diferenças na

forma com que este problema é tratado, de modo que ainda hoje a afirmação de

Hashin (1983) continua sendo válida.

Grande parte destes trabalhos se dedicam à definição de modos de falha em

materiais laminados ou fibrosos; por exemplo, em Hashin (1983) são descritos

os modos de falha para um material composto em classes tais como: modo de

tensão na fibra, modo de compressão da fibra, modo de tração da matriz, modo

de compressão da matriz. Outros modelos mais elaborados de falha em materiais

compostos são: a micro-flambagem de compostos fibrosos, que é apresentada em

Budiansky e Fleck (1993) e a micro-flambagem de compostos laminados, apre-

sentada em Fleck, Sivashanker e Sutcliffe (1997). Uma descrição sistemática

dos critérios de falha é apresentada em Hashin (1983), Aboudi (1991), Torquato

(2000), Dvorak (2000).

Apesar desse vasto campo de pesquisa relativo aos critérios de falha de mate-

riais compostos, pouca é a influência destes trabalhos na aplicação MOT conside-

rando restrição de tensão. Isto ocorre principalmente devido à complexidade dos

critérios de falha, o que inviabiliza a aplicação destes no MOT que, para o caso de

restrições de tensão, já possui dificuldades impĺıcitas. Neste caso, a dificuldade

não está apenas na implementação numérica, mas também na provável alteração

do espaço de solução do problema de otimização devido as não linearidades ou

descontinuidades de tais critérios.

Por exemplo, se adotado o critério de falha para materiais fibrosos unidire-

cionais, seguindo o modelo apresentado em Hashin (1983), seriam necessárias 4

restrições para cada ponto da estrutura, o que provavelmente aumentaria o pro-

blema do fenômeno das singularidades das tensões, que será apresentado na seção

6.3.

Outro ponto importante é que as aplicações do MOT considerando restrição

de tensão têm sido estudadas e desenvolvidas na śıntese de estruturas e não

no projeto de estruturas formadas por materiais compostos, como também é

feito neste trabalho. Dessa forma, o critério de falha é aplicado apenas sob uma

das fases do material composto intermediário, aquele que existe na forma de
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escala de cinza ao longo da otimização. Assim, é razoável aplicar um critério

de falha tradicional, como o de von Mises, na fase sólida, por exemplo, uma das

camadas do material laminado, e comparar este com a tensão de escoamento de

tal material.

Por exemplo, no caso de uma estrutura tri-dimensional genérica, a tensão de

von Mises calculada na macro-escala é dada pela equação 4.54:

fvm(〈σ〉) =

√

〈σ〉T V 〈σ〉 (4.54)

onde:

V =















1 −1/2 −1/2 0 0 0

−1/2 1 −1/2 0 0 0

−1/2 −1/2 1 0 0 0

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3















(4.55)

e

〈σ〉 =
[

〈σ〉x 〈σ〉y 〈σ〉z 〈σ〉xy 〈σ〉xz 〈σ〉zx

]T

(4.56)

O tensor de tensões 〈σ〉, escrito em forma de vetor na equação 4.56, representa

as componentes de tensão na macro escala.

Para o caso de estruturas em estado plano de tensão e estruturas a axis-

simétricas,que são as esttruturas tratadas neste trabalho o tensor das tensões é

dado por 4.58 e 4.57, respectivamente.

〈σ〉 =







〈σ〉r
〈σ〉θ
〈σ〉z
〈σ〉rz







(4.57)

〈σ〉 =







〈σ〉x
〈σ〉y
〈σ〉xy







(4.58)

A matrix V também deve ser modificada em cada um dos casos de estado

de tensão. Para isto, basta retirar a linha e a coluna referente a componente de

tensão inexistente no modelo.

Assim, neste texto, será utilizada a notação fvm(〈σ〉) para representar a

tensão de Von Mises.
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Park (1995), sob a justificativa de um primeira abordagem na área, propõe:

fvm(〈σ〉)
ρ

(4.59)

dessa forma a tensão de Von Mises sob o campo das macro-tensões é comparada

com a tensão de escoamento do material.

Já Duysinx e Sigmund (1998) fazem uma justificativa baseada no materiais

laminados rank-2 para propor um localizador de tensão, conforme apresentado

na seção 4.4.1 e, assim, comparam a micro-tensão com a tensão de escoamento do

material. É interessante notar que o localizador de tensão proposto por Duysinx

e Sigmund (1998) leva a uma equação similar à proposta por Park (1995), e é

dada por:
fvm(〈σ〉)

ρq
(4.60)

onde q representa o parâmetro penalizador do modelo de material SIMP. O

trabalho de Pereira, Fancello e Barcellos (2004) utiliza a mesma abordagem.

Aqui vale notar que o trabalho de Park (1995) utiliza o modelo de material

baseado no método da homogeneização com uma célula unitária quadrada com

um furo retangular que pode ser rotacionado, de modo que não há um parâmetro

de penalização q em sua formulação.

No caso da aplicação do MOT em materiais compostos, mais especificamente

os MsGF o trabalho de Lipton (2002) utiliza como restrição uma integral da

micro-tensão sobre as duas fases e a compara com um valor único.

Outros trabalhos também tratam sobre critério de escoamento em materiais

compostos aplicados ao MOT, dentre estes se destacam Swan e Kosaka (1997a)

e Schwarz, Maute e Ramm (2001).

Swan e Kosaka (1997a) fazem uma estimativa da tensão de escoamento de

um material composto, baseando-se no modelos de Voigt e Reuss. Segundo Swan

e Kosaka (1997a) a resistência, ou tensão de escoamento, no modelo de Reuss é

controlada pelo material mais fraco, assim, a curva de resistência em função da

fração volumétrica é descont́ınua, pois, no caso do material mais ŕıgido (material

+) ser o material mais fraco, a resistência do composto será controlada pelo ma-

terial mais fraco para 0 ≤ ρ < 1 e pelo material mais resistente para ρ igual a 1.

Enquanto a resistência para o modelo de Voigt é simplesmente a média ponderada

pela fração volumétrica das resistências de cada material. Para auxiliar a com-

preensão, essa situação é apresentada na Figura 4.7, onde σ+
y e σ−

y representam

a tensão de escoamento do material mais (+) e do material menos (−), respecti-
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vamente. Assim, Swan e Kosaka (1997a) propõem uma função que fornece uma

σ+
y

σ−
y

σy

0 1

ρ

Reuss

Voigt

Figura 4.7: Exemplo de resistência de material segundo os modelos de Voigt e
Reuss

valor intermediário de resitência, isto é, entre os valores de resistência de Voigt e

Reuss apresentados no gráfico da Figura 4.7.

Já o trabalho de Schwarz, Maute e Ramm (2001), estima a tensão de esco-

amento de um material poroso, através do modelo de material SIMP, assim o

escoamento é dado da mesma forma que o módulo de Young efetivo.
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5 Método de Elementos
Finitos utilizando
Aproximação Cont́ınua da
Distribuição de Material

Aqui serão apresentadas as formulações do Método de Elementos Finitos (MEF)

utilizadas neste trabalho. A apresentação será feita de forma sucinta, apenas para

situar o leitor quanto à notação e formulação utilizadas. Uma explanação mais

aprofundada do método pode ser encontrada em Bathe (1996).

Neste trabalho foram utilizadas duas formulações de elementos. A formulação

axissimétrica e a formulação de elemento em Estado Plano de Tensão (EPT)

A formulação axissimétrica consiste em uma aproximação bi-dimensional para

a simulação estruturas com geometria axissimétrica sujeitas a carregamentos axis-

simétricos. Esta formulação foi implementada com o objetivo de se trabalhar com

a otimização de estruturas rotativas, levando em consideração as forças de campo.

A formulação de elementos em EPT também consiste em uma aproximação

bidimensional para estruturas planas finas e que possuem carregamento apenas

no plano. Ou seja, estruturas como placas e vigas podem ser consideradas como

estruturas em EPT desde que sua dimensão caracteŕıstica no plano em que estão

aplicados o carregamentos seja significativamente maior de que a espessura per-

pendicular a este plano.

Para melhor ilustrar a formulação axissimétrica, um esquema desse tipo de

estrutura é apresentado na figura 5.1.

No caso de uma estrutura em EPT, um esquema desse tipo de estrutura e

seu o campo de tensão estão representados na figura 5.2, onde P representa um

força e M um momento, ambos aplicados no plano da estruturas.

Assim, considerando o campo de tensão, para o caso axissimétrico, represen-



86

lc

σr

σθ

σz

τ rz

r

θ z

Figura 5.1: Esquema de estrutura axissimétrica e respectivo sistema de
coordenada e estado de tensão da estrutura

σx

σy

τxyx

y

P

M

Figura 5.2: Esquema de estrutura em EPT e respectivo sistema de coordenada
e estado de tensão da estrutura

tado na Figura 5.1 e dado por 5.1:

σ =







σr

σθ

σz

σrz







(5.1)

tem-se o tensor constitutivo que relaciona os campos de tensão e deformação para

um material homogêneo isotrópico dado por 5.2 (BATHE, 1996).

CH =
1

(1 + ν)(1 − 2ν)










1 − ν ν ν 0

ν 1 − ν ν 0

ν ν 1 − ν 0

0 0 0 1−2ν
2










(5.2)

logo o campo de deformação, para esta abordagem axissimétricas, é dado por
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(5.3):

ε =







εr

εθ

εz

εrz







=







∂u
∂r

u
r

∂v
∂z

∂u
∂z

+ ∂v
∂r







(5.3)

Para o caso da formulação em EPT o campo de tensão representado na figura

5.2 é dado por 5.4:

σ =







σx

σy

σxy







(5.4)

assim, de forma análoga ao problema axissimétrico o tensor constitutivo que

relaciona o campo de tensão e deformação para um material homogêneo isotrópico

é dado por 5.5:

CH =
E

1 − ν2







1 ν 0

ν 1 0

0 0 1−ν
2







(5.5)

logo o campo de deformação, para esta formulação é dado por (5.6):

ε =







εx

εy

εxy







=







∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂xy







(5.6)

Em ambas as formulações, axissimétrica e EPT optou-se por utilizar os ele-

mentos isoparamétricos bi-lineares quadriláteros de 4 nós e adotou-se a numeração

dos nós, bem como o sistema de coordenadas naturais e os deslocamentos nodais

apresentados na figura (5.3), apenas para manter a clareza da notação das duas

formulação, a figura (5.3) apresenta dois sistemas de coordenadsas globais, uma

para elementos axissimétricos e outra para elemento em EPT.

1 2

34

u

v

t

s

r

θ
z

x

y

Sistema de coordenadas para
o elemento axissimétrico

Sistema de coordenadas para
o elemento em EPT

Figura 5.3: Sistema de coordenadas naturais, numeração dos nós e
deslocamentos nodais
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Assim, seguindo a formulação tradicional do MEF, as funções de forma para

a interpolação dos deslocamentos e coordenadas globais deste elemento são dadas

pelas equações (5.7):

N1 =
1

4
(1 − s)(1 − t)

N2 =
1

4
(1 + s)(1 − t)

N3 =
1

4
(1 + s)(1 + t) (5.7)

N4 =
1

4
(1 − s)(1 + t)

Para se obter a matriz de rigidez do elemento, é necessário escrever a matriz B

que relaciona os deslocamentos nodais com o campo de deformação no interior do

elemento. Aqui há novamente uma diferenciação entre o elemento axissimétrico

e o elemento em EPT. Para a formulação axissimétrica a matriz B é dada por

5.8 e para a formulação em EPT, esta matriz é dada por 5.9:

B =
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(5.8)

B =







∂N1

∂x
0 ∂N2

∂x
0 ∂N3

∂x
0 ∂N4

∂x
0

0 ∂N1

∂y
0 ∂N2

∂y
0 ∂N3

∂y
0 ∂N4

∂y

∂N1

∂y
∂N1

∂x
∂N2

∂y
∂N2

∂x
∂N3

∂y
∂N3

∂x
∂N4

∂y
∂N4

∂x







(5.9)

e para ambos os casos, considerando que o vetor de deslocamento é dado por

d =





















u1

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4





















(5.10)

Observa-se que a matriz B é escrita em termos das derivadas das funções de

forma, dada por 5.7, em relação às coordenadas globais do sistema: r e z para

o caso axissimétrico e x e y para o caso EPT, porém essas funções de forma são

escritas em termos das coordenadas locais: s e t. Logo, para se relacionar as
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derivadas em ambos os sistemas de coordenadas é necessário, utilizar a matriz

Jacobiana, dada para o caso axissimétrico por 5.11:

J =

[
∂r
∂s

∂z
∂s

∂r
∂t

∂z
∂t

]

(5.11)

Dessa forma, é posśıvel obter as derivadas ∂Ni

∂r
e ∂Ni

∂z
, para i = 1, 2, 3, 4, através

de: [
∂Ni

∂r

∂Ni

∂z

]

= J−1

[
∂Ni

∂s

∂Ni

∂t

]

(5.12)

Para o caso EPT a matriz Jacobiana é dada por 5.13:

J =

[
∂x
∂s

∂y

∂s

∂x
∂t

∂y

∂t

]

(5.13)

e de forma análoga ao caso axissimétrico se obtém as derivadas ∂Ni

∂x
e ∂Ni

∂y
, para

i = 1, 2, 3, 4.

A partir desses resultados é posśıvel escrever a matriz B e, conseqüentemente,

calcular a matriz de rigidez de um elemento e (5.14):

ke =

∫

z

∫

r

∫

θ

rBT
e CH

e Bedθdrdz = 2π

∫

z

∫

r

rBT
e CH

e Bedrdz (5.14)

onde Be representa a matriz B dada por 5.8 calculada para o elemento e e CH

e

representa o tensor constitutivo homogêneo dentro do mesmo elemento (5.2).

Para o caso de elemento em EPT a única diferença esta no domı́nio de inte-

gração que é feito apenas em x e y. Assim a matriz de rigidez do elemento em

EPT é dada por 5.15:

ke =

∫

x

∫

y

BT
e CH

e Bedxdy (5.15)

Neste trabalho é utilizada a formulação ACDM (Aproximação Cont́ınua da

Distribuição de Material) proposta por Matsui e Terada (2004), assim o campo

de densidades é interpolado dentro dos elementos e as variáveis de projeto são

definidas sobre os nós do elemento. Esta abordagem, também foi utilizada no pro-

blema de distribuição de material em estruturas constitúıdas por MsGF, porém

neste caso a justificativa para está opção se baseia no trabalho de Kim e Paulino

(2002), comforme será apresentado na seção 7.3.

A Figura 5.4 apresenta as duas formas de parametrização do campo de den-

sidades: a forma tradicional, na qual se define uma densidade volumétrica para



90

cada elemento finito, criando assim um campo descont́ınuo, representado por pa-

tamares constantes; e a formulação ACDM, que cria um campo de densidades

cont́ınuo.

Parametrização tradicional
do campo de densidades no

MOT

Parametrização ACDM do
campo de densidades no

MOT

Deslocamentos Variáveis de projeto ρi

Figura 5.4: Representação do elemento tradicional e do elemento com
formulação Aproximação Cont́ınua da Distribuição de Material (ACDM)

Na abordagem ACDM, a densidade volumétrica deixa de ser constante dentro

do elemento e esta passa a ser dada por:

ρ(s, t) =
4∑

i=1

ρiNi (5.16)

onde Ni é tal que o campo de densidades ρ seja sempre não negativo no interior do

elemento. Conseqüentemente, o tensor constitutivo do elemento (CH

e ) também

deixa de ser constante, assim utilizando como modelo de material a formulação

SIMP, apresentada na seção 2.4.2, este tensor é dado por:

CH

e = ρ(s, t)qC0 (5.17)

Assim, é posśıvel substituir a equação 5.17 na definição da matriz de rigidez do

elemento, dada por 5.14, e então aplicar a quadratura de Gauss para a avaliação

numérica da integral. Dessa forma, a matriz de rigidez do elemento, para o caso

axissimétrico, passa a ser escrita como:

ke = 2π
2∑

k=1

2∑

l=1

wkwlrB
T
el

[(
4∑

i=1

ρiNi(sk, tl)

)q

C0

]

Be det (J) dsdt (5.18)

onde wk e wl são os pesos utilizados na integração numérica por quadratura de

Gauss e w1 = w2 = 1, e sk tl são os pontos de Gauss utilizados na integração

e s1 = t1 = −1/
√

3 e s2 = t2 = 1/
√

3, ambos para o caso de integração com 4

pontos de Gauss. O mesmo procedimento é aplicado para o caso do elemento em

EPT.

Feito o cálculo da matriz de rigidez local, esta é inserida na matriz de rigidez
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global K , através da conectividade de cada elemento, que associa a cada elemento

os graus de liberdade globais. Assim, é posśıvel escrever o sistema linear 5.19:

Kd = f (5.19)

Para considerar forças de campo, é necessário determinar o termo à direita da

equação 5.19, que representa as cargas aplicadas ao modelo. Dessa forma, o vetor

de força é a somatória dos esforços nodais, ou seja, as cargas externas aplicadas

diretamente sobre o nó e as forças de campo dadas por 5.20:

fe =

∫

z

∫

r

∫

θ

rNT fcdθdrdz = 2π

∫

z

∫

r

rNT fcdrdz (5.20)

onde N é a matriz de interpolação dos deslocamentos dada por (5.21)

N =

[

N1 0 N2 0 N3 0 N4 0

0 N1 0 N2 0 N3 0 N4

]

(5.21)

Para o problema em questão, as forças de campo fc são dadas por:

fc = %

[

ωrp

az

]

(5.22)

onde % é a densidade do material, ω a velocidade angular da estrutura, rp a

distância do ponto p ao centro de rotação, e az a aceleração na direção z.

Observe que utilizando a parametrização ACDM da distribuição de densidade

volumétrica, a densidade real do material também passa a variar no interior do

elemento, e é dada por:

% = ρ(s, t)q%0 (5.23)

onde %0 representa a densidade real do material que está sendo utilizado.

Assim como na matriz de rigidez, é necessário utilizar a integração numérica

por quadratura de Gauss para avaliar a integral dada por 5.20, que passa a ser

dada, seguindo a mesma notação de 5.18, por 5.24:

fe = 2π
2∑

k=1

2∑

l=1

wkwlrN
T (sk, tl)

[(
4∑

i=1

ρiNi(sk, tl)

)q

%0

][

ωrp

az

]

det (J) dsdt

(5.24)

Está provado que o valor da integral obtida pelo método de quadratura de

Gauss representa a integral exata para um polinômio de grau igual a, no máximo,

três (BATHE, 1996), atendendo assim às necessidades deste trabalho.
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Para o caso de elemento em EPT não foram consideradas forças de campo,

dessa forma o vetor de fe é dado apenas pelas forças externas aplicadas no ele-

mento e.
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6 Formulação do problema de
Otimização Topológica
considerando restrição de
tensão

6.1 Introdução

O problema de otimização topológica considerando restrição de tensão apresenta

algumas dificuldades que precisam ser contornadas.

A primeira grande dificuldade está no problema conhecido como fenômeno das

topologias singulares, ou simplesmente singularidade das tensões, que consiste

na degeneração do espaço de solução. Este problema implica na incapacidade

dos métodos tradicionais de otimização, baseados nos gradientes, de atingir o

ponto ótimo, quando este é singular. Este é um tópico central para a solução

do problema de Otimização Topológica (OT) considerando restrição de tensão e,

atualmente, não há uma solução definitiva para tal problema. Uma explanação

e uma revisão bibliográfica sobre o assunto será feita na seção 6.3.

A outra dificuldade decorre do fato de que a tensão mecânica é uma grandeza

local, logo, para garantir que a máxima tensão mecânica da estrutura seja limi-

tada, é necessário restringir todos os pontos da estrutura. No caso da análise da

estrutura ser feita pelo Método de Elementos Finitos (MEF), é suficiente restringir

a tensão mecânica apenas no centro de cada elemento da estrutura, conseqüen-

temente, o número de restrições em um problema simples pode ser relativamente

grande, o que implica em tempos computacionais elevados tanto para o cálculo da

sensibilidade das tensões como para a solução do problema de otimização através

de métodos de programação linear.

Apesar dessas complicações não estarem completamente resolvidas, na litera-

tura existem algumas proposições para sua solução.
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6.2 Revisão bibliográfica do MOT considerando

restrição de tensão

Devido às dificuldades inerentes às formulações de OT considerando restrições

de tensão em meios cont́ınuos, algumas abordagens foram desenvolvidas a fim

de evitar tais problemas. Entre estas abordagens destacam-se a aplicação de

métodos heuŕısticos, métodos probabiĺısticos e, principalmente, a alteração da

formulação do problema a fim de utilizar métodos tradicionais de programação

matemática.

Aqui será tratada apenas a aplicação do Método de Otimização Topológica

(MOT) aplicado a meios cont́ınuos, ou seja, o MOT aplicado a treliças conside-

rando restrição de tensão não está presente nesta revisão bibliográfica. Apenas

os trabalhos aplicados à treliças que versam sobre o fenômeno das topologias

singulares serão considerados.

Dentre os métodos heuŕısticos, existe o método evolucionário de otimização

estrutural, que foi proposto como uma alternativa simplificada em relação aos

métodos tradicionais baseados em programação matemática (STEVEN; LI; XIE,

2002). O método evolucionário se baseia na remoção de material das regiões sub-

utilizadas e na adição de material nas regiões super-utilizadas, do ponto de vista

da função objetivo, ou seja o quanto cada região do domı́nio contribui para o

desempenho. Esta abordagem permite a utilização de variáveis discretas, o que

no caso do problema de otimização topológica pode significar a retirada ou adição

de elementos da malha de elementos finitos.

Alguns trabalhos utilizam-se dos métodos evolucionários a fim de tratar o

problema de otimização considerando a máxima tensão mecânica. Li et al.

(1999) propuseram um procedimento evolucionário para a minimização da tensão

mecânica, posteriormente Li et al. (2001) e Steven, Li e Xie (2002) expandiram o

conceito, propondo um procedimento para, simultaneamente, maximizar a rigidez

e minimizar a máxima tensão mecânica da estrutura.

De forma similar ao método evolucionário, o método de desenvolvimento me-

tamórfico proposto por Liu, Parks e Clarkson (2000) consiste em adicionar ou

remover elementos ao redor de um estrutura simulando assim o crescimento ou

degeneração da mesma. Os trabalhos de Liu, Parks e Clarkson (2002) e Liu,

Parks e Clarkson (2005) apresentam a utilização desse método em problemas

axissimétrico levando em consideração a restrição de tensão.

A principal vantagem dos métodos heuŕısticos é a possibilidade de resolverem
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o problema na sua forma discreta (0-1), através da retirada ou acréscimo de

elementos na estrutura, evitando assim o fenômeno da singularidades das tensões.

Porém, devido ao fato desses métodos basearem-se em regras emṕıricas para a

atualização das variáveis, eles não garantem a obtenção de uma solução ótima.

Dentre os métodos probabiĺısticos, o método de simulated annealing (reco-

zimento simulado) foi utilizado por Shim e Manoochehri (1997) para a solução

do problema de minimização do volume com restrição local de tensão mecânica.

Neste trabalho, alguns exemplos numéricos foram apresentados demonstrando

a capacidade do método de sintetizar estruturas que atendem às restrições de

tensão. Entretanto, não é feito um estudo sobre o fato da solução ótima obtida

ser singular ou não.

Neste trabalho o problema será tratado através dos métodos tradicionais de

otimização baseados em gradientes e, para isso, a formulação do problema será

alterada de modo a melhorar a eficiência e capacidade do método de encontrar

uma solução ótima singular.

Esta abordagem foi preferida em relação à utilização de métodos heuŕısticos,

evolucionários ou probabiĺısticos pois:

• Os gradientes da função objetivo e das restrições possuem uma informação

valiosa sobre o problema e podem ser facilmente calculados a um custo

computacional menor ou equivalente a uma avaliação da função objetivo.

Desse modo, a não utilização dessa informação, como no caso dos métodos

probabiĺısticos, é contraproducente.

• Em geral, os métodos probabiĺısticos necessitam de um maior número de

iterações, em relação aos métodos tradicionais de otimização, para obter a

solução ou famı́lia de soluções ótimas. Por exemplo, as estruturas obtidas

por simulated annealing (SHIM; MANOOCHEHRI, 1997) necessitam de um

número de iterações (avaliação da função objetivo) da ordem de 400, en-

quanto as estruturas obtidas através dos métodos clássicos (PEREIRA, 2001)

necessitam de apenas uma ordem de 100 iterações. Assim, dado que neste

caso a avaliação da função objetivo representa um alto custo computacional,

a aplicação de métodos heuŕısticos torna-se pouco interessante.

• A utilização dos métodos tradicionais de otimização aplicados ao MOT

está consolidada na literatura, uma vez que a maior parte da literatura

utiliza esta abordagem, como pode ser constatado nos livros de Bendsøe e

Sigmund (2003), Allaire (2002) e na revisão de Eschenauer e Olhof (2001).
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Desse modo, a eficiência desta abordagem tem sido constantemente testada

pela comunidade cient́ıfica.

• A literatura referente ao tratamento do fenômeno das topologias singulares

é, em sua maioria, baseada nos métodos tradicionais de otimização, pois

estes fornecem uma base teórica sólida para o estudo de tal fenômeno. Desse

modo, a utilização de métodos tradicionais permite basear este trabalho

nessa literatura, que será apresentada a seguir.

Neste contexto, dentre as aplicações do MOT para problemas cont́ınuos que

utilizam métodos de otimização baseados no gradiente destacam-se: Park (1995),

Yang e Chen (1996), Duysinx e Bendsøe (1998), Duysinx e Sigmund (1998),

Pereira (2001), Pereira, Fancello e Barcellos (2004) e Allaire, Jouve e Maillot

(2004). Uma revisão contextualizada destes trabalhos será feita adiante na seção

6.4.

6.3 Fenômeno das topologias singulares

O problema de topologias singulares foi identificado inicialmente por Sved e Gi-

nos (1968). Em seu trabalho é apresentado um problema de otimização de uma

estrutura com três barras e três casos de carga, cujo objetivo é minimizar o vo-

lume da estrutura com restrição de tensão mecânica, assim, é demonstrado que a

solução ótima global não pertence a um domı́nio cont́ınuo das variáveis de projeto

que satisfazem às condições de equiĺıbrio e compatibilidade de deslocamentos do

problema mecânico. Sved nomeou este ponto ótimo desse problema como sendo

um mı́nimo global singular.

A existência desses pontos implica que os métodos clássicos de otimização,

para variáveis cont́ınuas, baseados nos gradientes, não são capazes de atingir o

mı́nimo global singular. Do ponto de vista mecânico, o ponto ótimo singular só

pode ser atingido se uma das barras for retirada da estrutura. Neste sentido,

Sved e Ginos (1968) propõem que seja feita a procura do ótimo global através da

omissão de cada uma das barras que podem ter a seção transversal igual a zero.

O problema das singularidades das tensões somente voltou a ser estudado na

década de 90, com os trabalhos de Kirsch (1990), Cheng e Jiang (1992) e Rozvany

e Birker (1994).

Kirsch (1990) apresentou um estudo sobre o problema, denominado por ele

como “fenômeno das topologias ótimas singulares”. Em seu trabalho, o autor
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demonstrou que o problema decorre da tentativa da solução de um problema de

topologia através da aproximação deste por um problema de dimensionamento, no

qual se permite que as dimensões (ex. áreas) atinjam o valor zero. Posteriormente,

este fenômeno ficou conhecido na literatura simplesmente como singularidade das

tensões.

Através de um exemplo com duas variáveis de projeto, foi demonstrado que

o domı́nio viável, para o caso de minimização de volume com restrição de tensão,

pode possuir o ponto ótimo global conectado, apenas por uma linha, um espaço

uni-dimensional, ao domı́nio viável, isto é, um espaço bi-dimensional,

A Figura 6.1 apresenta esquematicamente um espaço de soluções no qual o

domı́nio viável possui uma região “sólida” e, conectado a esta, uma “extensão”em

cuja extremidade se encontra o ponto ótimo singular (Optsingular). Observe que

neste ponto o valor de ρ1 deve ser idêntico a zero. Aqui se observa como o

tratamento do problema de otimização de topologia, quando aproximado por um

problema de dimensionamento pode gerar algumas dificuldades não previstas. No

caso de se considerar a aproximação ρ1 ≥ ρmin > 0, onde ρmin é um valor próximo

de zero, o ponto ótimo do problema se torna o ponto indicado por Optlocal que,

em geral, é chamado de ótimo local.

Aqui vale a pena notar que a solução ótima singular pode ser ou não a solução

ótima global do problema. No caso do exemplo adotado por Kirsch (1990) ambos

os pontos coincidem, o que justifica o fato de que a outra solução ótima seja em

geral chamada de ótimo local. Em um problema com n, variáveis não é posśıvel

se saber quantos ótimos singulares existem no espaço de solução e se algum destes

corresponde ao ótimo global.

Cheng e Jiang (1992) continuaram o estudo iniciado por Kirsch (1990) expli-

cando o fenômeno das topologias singulares sob dois pontos de vistas. Uma das

explicações se baseia no fato de que o problema apresenta um ponto ótimo que

está conectado ao domı́nio viável apenas por um espaço unidimensional, conforme

apresentado esquematicamente na Figura 6.1.

Outra abordagem utilizada por Cheng e Jiang (1992) para explicar o fenômeno

das topologias singulares se baseia no conceito de tensão limitante. Neste trabalho

os autores demonstraram que a restrição de tensão apresenta uma descontinui-

dade quando a seção transversal é idêntica a zero. Por exemplo, em um problema

com n barras onde An representa a seção transversal da barra n, a tensão em uma

barra i, quando esta tende a zero, pode não ser igual a zero. Matematicamente
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ρ1

ρ2

Optsingular Optlocal

Domı́nio viável “extensão”

Domı́nio viável “sólido”

Figura 6.1: Representação genérica de um domı́nio de projeto que apresenta
um ótimo singular

esta situação é expressa pela equação 6.1:

σ∗
i (A1...Ai...An) = lim

Ai→0
σi((A1...Ai...An)) 6= σi((A1...Ai...An))|Ai=0 (6.1)

Esta descontinuidade decorre do fato de que não existe sentido f́ısico em se

calcular a tensão em uma barra que foi retirada da estrutura, ou seja, a tensão em

uma barra de seção transversal nula é por prinćıpio nula, porém para o modelo

matemático seu valor é finito. Cheng e Jiang (1992) definiram esse valor (σ∗
i )

como sendo uma tensão limitante. Logo, o problema das topologias singulares

ocorre quando a tensão limitante σ∗
i em um elemento é maior que a tensão de

referência do material. Assim, os métodos de otimização baseado em programação

matemática não são capazes de retirar esse elemento da estrutura.

Rozvany e Birker (1994) estudaram o mesmo problema porém sobre o óptica

da teoria de leiaute exato ótimo (exact layout optimization), o que é uma genera-

lização da teoria de Michell (MICHELL, 1904). Assim, em seu trabalho Rozvany

e Birker (1994) conclúıram, entre outros pontos, que: a topologia ótima, o ponto

ótimo do espaço de solução, será singular apenas se existir alguma restrição local

de tensão e se a tensão em um elemento que esteja desaparecendo seja maior que

a tensão de referência. Rozvany e Birker (1994) definiram também que o ponto

ótimo singular é caracterizado por se conectar ao espaço de solução de dimensão

n apenas por um hiperplano de dimensão k, tal que k < n, onde n é o número

de variáveis de projeto do problema de otimização.

A partir desses trabalhos o fenômeno das topologias singulares pôde ser me-
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lhor compreendido e, conseqüentemente, foram propostas algumas alternativas

para que a solução ótima singular fosse determinada através de métodos de oti-

mização clássicos.

O conceito de ε-relaxação proposto por Cheng e Guo (1997) foi a abordagem

de maior aceitação na literatura. Cheng e Guo (1997) propõem tal método a

partir de um problema de minimização de volume com restrição local de tensão

para uma estrutura treliçada.

Considerando inicialmente a formulação tradicional dada por 6.2:

minimizar
A,d

P (A) =
M∑

j=1

AjLj

tal que

K(A)d = f (6.2)

σmin
j ≤ σj ≤ σmax

j se Aj > 0

σj = EjBjd

Aj ≥ 0

onde Aj e Lj representam a área e o comprimento de elemento da estrutura,

o ı́ndice j representa um dos M elementos da estrutura, A é o vetor de áreas

da estrutura, K(A) é matriz de rigidez global do sistema, f é o vetor de forças

aplicadas à estrutura, d é o vetor de deslocamentos nodais da estrutura, Ej é o

módulo de Young do elemento j, Bj é a matriz que relaciona o deslocamento com

a deformação do elemento j, σj é a tensão no elemento j e σmin
j e σmax

j são as

tensões admisśıveis mı́nima e máxima, respectivamente.

Analisando a formulação 6.2 observa-se que existe uma descontinuidade das

restrições referentes às tensões, dada pela condição:

se Aj > 0 (6.3)

Assim, para retirar essa descontinuidade, em seu trabalho anterior Cheng e

Jiang (1992), já haviam proposto que a restrição de tensão do problema 6.2 fosse

substitúıda pela restrição;

Ajσ
min
j ≤ Ajσj ≤ Ajσ

max
j (6.4)

o que no caso das treliças representa a força interna de cada barra. Entretanto

esta substituição não altera o fenômeno de singularidade das tensões.

Com base no fato de que esta formulação continua apresentando um ponto
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ótimo singular, Cheng e Guo (1997) propuseram uma formulação em que tal

fenômeno não ocorre. Seguindo a mesma notação, esta formulação é dada por:

minimizar
A,d

P (A) =
M∑

j=1

AjLj

tal que

K(A)d = f (6.5)

Aj(σ
min
j − σj) ≤ ε

Aj(σj − σmax
j ) ≤ ε

σj = EjBjd

Aj ≥ ε2

onde ε é um valor positivo próximo de zero. O valor de ε irá definir o ńıvel de

relaxação do problema. O problema escrito nesta forma não apresenta o fenômeno

das singularidades. Uma forma simples de justificar este fato é que as restrições:

Aj(σ
min
j − σj) ≤ ε

Aj(σj − σmax
j ) ≤ ε (6.6)

sempre podem ser atendidas para um valor de Aj suficientemente pequeno uma

vez que ε é maior que zero.

Em seu artigo Cheng e Guo (1997) provam que para ε tendendo a zero, o

mı́nimo global do problema 6.5 tende ao mı́nimo global do problema original 6.2.

Posteriormente, Rozvany (2001) em seu trabalho de revisão demonstrou que

o método da ε-relaxação é um caso particular de substituição das restrições por

funções de contorno suaves (smooth envelope functions). Neste trabalho o autor

sugere um outra função, que transforma as restrições do problem original 6.2 na

forma:

σmin
j (e

A0
Aj ) − σj ≤ 0

σj − σmax
j (e

A0
Aj ) ≤ 0 (6.7)

onde A0 é um valor fixo que determina o ńıvel de relaxação da restrição, de forma

similar ao valor ε no método da ε-relaxação.

Um trabalho importante para o estudo do método da ε-relaxação, quanto a

capacidade deste em permitir que os métodos tradicionais de otimização atinjam

o mı́nimo global, foi apresentado por Stolpe e Svanberg (2001a). Neste trabalho

os autores demonstraram, através de exemplos numéricos, que o ótimo global de
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um problema pode ser alterado ao longo da continuação do parâmetro ε. Assim,

em termos práticos, não se pode garantir que com a continuação de ε a solução

caminhará para o ótimo global, independentemente de quão suave é feita esta

continuação de ε.

Aqui vale a pena notar, conforme frisado por Guo, Cheng e Yamazaki (2004),

que o método da ε-relaxação não é capaz de alterar a não-convexidade do pro-

blema original, ou seja, a aplicação deste método não garante que o mı́nimo global

será obtido. Este método apenas evita o fenômeno das topologias singulares. A

obtenção do ótimo global ainda é um tema desafiador na área de otimização; al-

guns trabalhos recentes como Stolpe (2003) e Stolpe (2004) estudam este tópico.

A formulação da ε-relaxação foi estendida para outros problemas que também

apresentam o fenômeno das topologias singulares, como é o caso da restrição local

de flambagem (GUO; CHENG; YAMAZAKI, 2001), a restrição global de flambagem

(EVGRAFOV, 2005), e a restrição de tensão com carregamentos estocásticos (EV-

GRAFOV; PATRIKSSON, 2003).

Visando diminuir o número de passos do método da continuação para o valor

de ε, Guo e Cheng (2000) propuseram uma forma de se obter uma aproximação

do ponto ótimo singular a partir de uma extrapolação da solução ótima em termos

de ε. Esta extrapolação é calculada a partir da sensibilidade dos multiplicadores

de Lagrange, associados às restrições ativas, em função do parâmetro de relaxação

ε. Neste trabalho os autores demonstraram, através de exemplos numéricos, que

uma aproximação do ponto ótimo, com erro de 0,2%, pode ser obtida mesmo para

valores altos do parâmetro de relaxação, como ε = 1, 0.

Uma outra abordagem que recentemente tem sido apresentada para a solução

do fenômeno das singularidades é o estudo do problema à luz da teoria de Pro-

gramação Matemática com Restrições de Equiĺıbrio (PMRE), conhecido na li-

teratura como Mathematical Programs with Equilibrium Constraints (MPEC)

(EVGRAFOV, 2004).

Tradicionalmente o problema de otimização apresentado na sua forma rela-

xada, dada por 6.5, é resolvido considerando como variáveis de projeto apenas

as seções transversais Aj, uma vez que para Aj > 0 os deslocamentos são dados

de forma única por K(A)d = f . Essa forma de tratar o problema de otimização

é conhecida como programação impĺıcita (EVGRAFOV; PATRIKSSON, 2005). Em

contrapartida, no caso de se utilizar os métodos PMRE tanto as seções transver-

sais (A) como os deslocamentos (d) passam a fazer parte das variáveis de projeto

para o algoritmo de otimização. Na Engenharia essa abordagem é conhecida
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na literatura como Simultaneous Analysis and Design (SAND), que poderia ser

traduzido como Projeto Otimizado e Análise Simultânea (POAS).

Assim, as variáveis do algoritmo de otimização se dividem em dois grupos: o

das variáveis de estado, que representam o estado do sistema f́ısico (ex. forças

internas e deslocamentos) e o das variáveis de projeto (ex. seções transversais).

Sob essa nova forma de tratar o problema, Petersson (2001) apresenta um estudo

sobre a continuidade entre as variáveis de projeto e as variáveis de estado para

o caso onde a topologia é alterada, ou seja, Aj = 0 no caso do problema 6.2.

Patriksson e Petersson (2002) apresentam um estudo similar, mas considerando

também restrições laterais (contato) e carregamentos estocásticos.

Seguindo essa linha Evgrafov (2005), baseado na literatura espećıfica de

PMRE (SCHOLTES, 2001; FACCHINEI; PANG, 2003), propõem um nova forma

de tratamento da singularidade das tensões, porém, aplicando uma forma de re-

laxação sobre a condição de equiĺıbrio, no caso de um problema de minimização

de volume com restrições laterais (contato) e de tensão.

Essa abordagem de tratamento da singularidade das tensões, através dos

métodos de Programação Matemática com Restrições de Equiĺıbrio (PMRE) e

sua teoria, apesar de incipiente quanto a sua aplicação no MOT, aparentemente

tem a capacidade de proporcionar novas possibilidades para o tratamento do

fenômeno das topologias singulares.

6.3.1 Exemplo para o caso de treliças

Para facilitar a compreensão do fenômeno das topologias singulares e como este

é tratado através do método da ε-relaxação, apresentaremos o exemplo proposto

por Kirsch (1990).

Considerando um problema com três barras dispostas conforme apresentado

na Figura 6.3, com comprimentos iguais (L1 = L2 = L3 = 1), módulo de Young

unitário (E = 1) e sujeita a uma força P = 10, é posśıvel escrever o problema

de otimização na forma 6.2. Fazendo uma pequena alteração na função objetivo,

de modo que o ponto ótimo global seja o ponto ótimo singular, o problema fica

escrito na forma 6.8.

Observe que na formulação 6.8 o valor de A2, apesar de definido como A2 ≥ 0,

caso este atinja o valor zero, a matriz de rigidez do MEF se tornaria singular e

conseqüentemente os deslocamentos se tornam indefinidos.
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A1

A2

A2

j = 1

j = 2

j = 3

45◦

45◦

P

Figura 6.2: Problema exemplo de uma treliça com três barras e duas variáveis
de projeto.

minimizar
A1,A2,d1,d2

P = 2A1 + A2

tal que
[

3/2A2 1/2A2

1/2A2 A1 + 1/2A2

][

d1

d2

]

=

[

0

−10

]

(6.8)

−20 ≤ σ1 ≤ 20 se A1 > 0

−20 ≤ σ2 ≤ 20 se A2 > 0

−20 ≤ σ3 ≤ 20 se A2 > 0

σ1 =
[

0 1
]
[

d1

d2

]

σ2 =
[ √

2
2

√
2

2

]
[

d1

d2

]

σ3 =
[

1 0
]
[

d1

d2

]

A1 ≥ 0 ; A2 ≥ 0

O problema de otimização nesta forma pode ser resolvido através do método

de Programação Matemática com Restrições de Equiĺıbrio (PMRE), como o uti-

lizado por Evgrafov (2004) associado a alguma forma de tratamento da singula-

ridade ocasionada por A2 = 0.

Entretanto, a forma mais tradicional de se resolver este problema é utilizar

uma formulação impĺıcita e considerar que A1 > 0 e A2 > 0, assim pode-se

escrever o problema como 6.9:



104

minimizar
A1,A2

P = 2A1 + A2

tal que

g1 :
3

2 (3A1 + A2)
− 1 ≤ 0 (6.9)

g2 :

√
2

2 (3A1 + A2)
− 1 ≤ 0

g3 :
1

2 (3A1 + A2)
− 1 ≤ 0

A1 ≥ Amin > 0 A2 ≥ Amin > 0

Com a formulação do problema escrita nesta forma, é posśıvel representar de

forma gráfica o espaço de solução desse problema em termos das variáveis A1 e

A2.

A Figura 6.3 apresenta este espaço de solução, onde as linha cheias identifica-

das como g1 e g2 representam as restrições g1 e g2 do problema, as linhas traço e

ponto representam as curvas de ńıvel da função objetivo, e a seta perpendicular a

curva de ńıvel superior direita indica a direção na qual a função objetivo diminui.

A restrição g3 não está representada pois esta não influencia o problema.

.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.4 1.60

0.1

0.2

0.3

0.4

0

0.5

1.21.0

Optεglobal

Optglobal sing

Optlocal

gε
2

gε
1

g2

g1

ε2

ε2

A1

A2

Figura 6.3: Espaço de solução para o problema original (restrições em linhas
cheias) e espaço de solução para o problema ε-relaxado (restrições em linhas

tracejadas) para ε=0,05 .

Analisando o domı́nio viável nesse espaço de solução, observa-se que conside-

rando A1 ≥ Amin > 0 e A2 ≥ Amin > 0, a solução ótima do problema na forma

6.9 é o ponto indicado por Optlocal. Porém, esta não é a solução ótima global do

problema original 6.8, que se quer resolver.



105

Neste exemplo é posśıvel verificar as caracteŕısticas da solução ótima singular

representada pelo ponto Optglobal sing. Observa-se que a vizinhança deste ponto

tem dimensão 1 (k = 1, pois apenas A2 faz parte desse espaço de solução) que é

menor que a dimensão do espaço de solução original, igual a 2 (n = 2). Assim se

verifica a caracteŕıstica do ótimo singular segundo Rozvany e Birker (1994).

Aplicando o método de ε-relaxação proposto por Cheng e Guo (1997), as

restrições do problema 6.8 são modificadas de modo que este passa a ser dado na

forma 6.10:

minimizar
A1,A2

P = 2A1 + A2

tal que

gε
1 : A1

[
3

2 (3A1 + A2)
− 1

]

≤ ε (6.10)

gε
2 : A2

[ √
2

2 (3A1 + A2)
− 1

]

≤ ε

gε
3 : A2

[
1

2 (3A1 + A2)
− 1

]

≤ ε

A1 ≥ ε2 ; A2 > ε2

Representando de forma gráfica o espaço de solução para a formulação rela-

xada do problema (6.10), no mesmo gráfico apresentado na Figura 6.3, observa-se

que o ponto ótimo global do problema , indicado por Optεglobal, não é um ponto

singular.

Assim, a vizinhança do ponto ótimo passa a ter dimensão 2 e este ponto pode

ser alcançado utilizando os métodos tradicionais de otimização. Outra questão

que se verifica facilmente é que a restrição na sua forma ε-relaxada não é convexa

e sua consideração pode gerar o surgimento de ótimos locais.

Fazendo a continuação do valor de ε, conforme proposto por Cheng e Guo

(1997), pode se observar na Figura 6.4 como o problema relaxado se aproxima do

problema original a medida que ε se aproxima de zero. É interessante notar que à

medida que o problema ε-relaxado se aproxima do problema original, a geometria

do espaço de solução viável, na região do ponto ótimo, se torna mais “estreita”.

Esta situação justifica iniciar o problema com valores altos de ε, de modo que

o método de otimização convirja para um ponto como aquele representado por

Optε=0.1
global na Figura 6.4 e então fazer com que o método de otimização acompanhe

este ponto junto com a diminuição de ε.

Quanto ao método da continuação, aqui vale notar que a continuação do valor
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

A1

A2

Optε=0.1
global

Optε=0.01
global

Optε=0.001
global

Restrições para ε = 0.1

Restrições para ε = 0.01

Restrições para ε = 0.001

Figura 6.4: Espaço de solução para o problema relaxado, alteração da solução
ótima conforme a continuação do valor de ε

de ε não garante que o ótimo global do problema relaxado se aproxime de forma

cont́ınua ao ótimo global do problema original, ou seja, durante a continuação

do valor de ε outros ótimos globais podem surgir (STOLPE; SVANBERG, 2001b),

porém, isto pouco afeta os métodos de otimização baseados nos gradiente, pois

a partir do momento em que a solução converge para um dos pontos ótimos do

problema relaxado, a solução caminhará junto a este ponto a medida que se faça

a continuação do valor de ε.

6.4 Otimização Topológica de meios cont́ınuos

com restrição de tensão

Neste trabalho optou-se por utilizar a abordagem de adequação da formulação do

problema de OT considerando restrição de tensão, para que seja posśıvel utilizar

os métodos tradicionais de otimização baseados no gradiente.

Aqui será apresentada uma visão histórica da aplicação do Método de Oti-

mização Topológica considerando restrições de tensão.

O primeiro trabalho a tratar do problema de Otimização Topológica com

restrição de tensão foi a tese de doutoramento de Park (1995). Neste trabalho

o autor sugeriu duas formulações e realizou alguns testes com essas formulações.

Apesar de não ter sido publicado em periódicos cient́ıficos, este trabalho foi um

forte inspirador do trabalho de Yang e Chen (1996).
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A primeira abordagem proposta por Park (1995) parte da seguinte formulação:

minimizar
variáveis de projeto

flexibilidade

tal que

equações de equilibrio

restrição de volume (6.11)

restrição de tensão local

Nesta formulação a restrição de tensão é feita localmente na forma:

max {ffalha (〈σ〉)} ≤ ffalha (σref ) em Ω (6.12)

onde ffalha (〈σ〉) representa uma medida tensão mecânica pontual, (ex. von Mises

ou Tresca) e ffalha (σref ) a mesma medida de tensão mecânica em função de um

estado de tensão σref de referência. No caso de um material dúctil como o metal,

em geral é utilizada a tensão de escoamento, que neste texto será representada

por 〈σ〉y.

Para manter a coerência com a nomenclatura apresentada no caṕıtulo 4, o

śımbolo 〈σ〉 representa a tensão na macro-escala, que por sua vez consiste na

média das tensões na micro-escala representadas simplesmente por σ, fvm(〈σ〉),
ou simplesmente 〈σ〉vm representa a tensão de von Mises, calculada a partir do

tensor de tensões na macro-escala e dada pela equação 4.54.

Com base na formulação 6.11, Park (1995) propõe a aproximação da restrição

local por uma restrição global, a norma-p das tensões, onde um valor p pondera

a influência dos valores máximos de tensão no restrição global. Dessa forma, o

problema de restrição do máximo valor de tensão é substitúıdo por uma restrição

global dada por 6.13:







∫

Ω

[fvm (〈σ〉)]p dΩ







1

p

≤ 〈σ〉y (6.13)

de modo que quando p tende a infinito o lado esquerdo desta equação (6.13) tende

a ser igual ao valor máximo da tensão, lado esquerdo da equação 6.12.

Para exemplificar melhor o comportamento numérico da função norma-p

(6.13) e assim justificar sua escolha como forma de representação da máxima

tensão local através de uma função global, tomemos como exemplo a função

sen(x) para x ∈ [0, π]. É sabido que o máximo valor dessa função neste intervalo
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é igual a 1, como pode se observar na Figura 6.5:

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

x

π

2

sen(x)p

sen(x)

Figura 6.5: Gráfico ilustrativo da influência do parâmetro p da norma-p,
através das funções sen(x) e sen(x)p para p = 512

Observando também a função sen(x)p no gráfico da Figura 6.5 verifica-se

que para valores altos de p o ponto máximo da função original (x = 1) se torna

mais pronunciado em relação ao resto da função. Ou seja elevar a função a um

valor p > 1 é uma forma de ponderar a integral, ou somatório, desta função pelo

próprio valor da função no ponto.

Aplicando agora a norma-p sobre a função sen(x) temos:

NP =







π∫

0

sen(x)pdx







1

p

(6.14)

e avaliando esta integral para diversos valores de p é posśıvel verificar que o seu

valor converge assintoticamente para o máximo valor da função original. Esta

situação pode ser verificada na Figura 6.6 onde se observa que para p > 100 o

valor da norma-p se distância em apenas 1% do valor máximo

0 100 200 300 400 500 600

1

1.5

2

NP

p

Figura 6.6: Gráfico do valor da norma-p em função do valor de p
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Com base na idéias de aproximação da tensão local por um função global, a

formulação proposta por Park (1995) é escrita como:

minimizar
ρ

∫

Ω

f(x)Tu(x)dΩ +

∫

∂Ω

p(x)Tu(x)d∂Ω

tal que (6.15)
∫

Ω

ε̃(x)TE(x)ε(x)dΩ −
∫

Ω

f(x)T ũ(x)dΩ −
∫

∂Ω

p(x)T ũ(x)d∂Ω = 0

∫

Ω

ρ(x)dΩ ≤ Ωref







∫

Ω

[fvm (〈σ〉)]p dΩ







1

p

≤ 〈σ〉y

Apesar de Park (1995) propor esta formulação, a implementação numérica

realizada em seu trabalho é diferente. A restrição local é tratada como um termo

adicionado à função objetivo, criando assim uma otimização multi-objetivo. Neste

caso a função acrescentada é dada por:

w

2
max











∫

Ω

[fvm (〈σ〉)]p dΩ





1

p

− 〈σ〉y, 0







2

(6.16)

onde w é um valor fixo que pondera a influência das tensões em relação ao pro-

blema tradicional de mı́nima flexibilidade. Dessa forma, o problema implemen-

tado fica definido como:

minimizar
ρ

∫

Ω

f(x)Tu(x)dΩ +

∫

∂Ω

p(x)Tu(x)d∂Ω

+
w

2
max
















∫

Ω

[fvm (〈σ〉)]p dΩ





1

p

− 〈σ〉y




 , 0







2

tal que (6.17)
∫

Ω

ε̃(x)TE(x)ε(x)dΩ −
∫

Ω

f(x)T ũ(x)dΩ −
∫

∂Ω

p(x)T ũ(x)d∂Ω = 0

∫

Ω

ρ(x)dΩ ≤ Ωref

Utilizando essa abordagem, Park (1995) obtém estruturas para w = 0, w =

0.01, w = 0.1, w = 1, w = 10.0 e w = 100. Observando os resultado obtidos para

um viga engastada, verifica-se que o aumento do valor de w propicia o surgimento
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de elementos cinzas na estrutura.

A segunda formulação proposta por Park (1995), aparentemente, visa dimi-

nuir o fenômeno de surgimento de escala de cinza devido à minimização da tensão

mecânica.

Assim, o autor propõem minimizar a máxima tensão mecânica expressa de

uma forma global através da norma-p, considerando as equações de equiĺıbrio e

restrição de volume. Para penalizar os elementos com densidade intermediária,

Park (1995) sugere que a função de falha, no caso von Mises, seja dividida pela

densidade do elemento. Dessa forma, a formulação é dada por 6.18:

minimizar
ρ







∫

Ω

[
fvm (〈σ〉)

ρ

]p

dΩ







1

p

tal que (6.18)
∫

Ω

ε̃(x)TE(x)ε(x)dΩ −
∫

Ω

f(x)T ũ(x)dΩ −
∫

∂Ω

p(x)T ũ(x)d∂Ω = 0

∫

Ω

ρ(x)dΩ ≤ Ωref

O localizador de tensão proposto pelo autor é baseado na idéia de que a

tensão mecânica é intensificada devido à porosidade do material. Um estudo

desses localizadores de tensão é feito na seção 4.4 e sua relação com o critério de

falha do material na seção 4.5.

Com esta formulação, Park (1995) obtém estruturas para os valores de p = 5,

p = 10 e p = 20, porém os resultados não são satisfatórios pois não apresentam

uma geometria bem definida, devido à presença de escala de cinza, justamente o

oposto do previsto ao se propor a divisão da função de falha pela densidade do

elemento.

A partir desse trabalho pode se perceber que uma abordagem simples do

problema de OT com restrição de tensão não é capaz de gerar resultados satis-

fatórios.

Seguindo a mesma linha de tratar restrição de tensão mecânica através de

um ı́ndice global, Yang e Chen (1996) fazem um estudo de duas funções globais

para a tensão. O autor utiliza a função proposta por Park (1995) apresentada
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em 6.19 e a função de Kreisselmeier-Steinhauser (KS), dada em 6.20.

GNP =







∫

Ω

[
fvm (〈σ〉)

〈σ〉y

]p

dΩ







1

p

(6.19)

GKS =
1

p
ln

M∑

i=1

e
p

fvm(〈σ〉i)
〈σ〉y (6.20)

De forma similar a Park (1995), em seu trabalho, Yang e Chen (1996) con-

sideraram tais funções como função objetivo ou associando esta à flexibilidade

criando, assim, uma função multi-objetivo.

Observe que neste caso Yang e Chen (1996) desconsideram o localizador de

tensões devido ao fato das regiões cinzas representarem, de certa forma, mate-

riais porosos, conforme proposto por Park (1995). Porém, isto aparentemente

melhorou os resultados numéricos.

As principais conclusões do trabalho de Yang e Chen (1996) são que: as es-

truturas otimizadas quanto à tensão ou à flexibilidade são distintas, as soluções

obtidas com as funções KS ou norma-p são similares e a importância de se esta-

belecer os limites móveis suficientemente pequenos para a obtenção da solução.

Posteriormente, Duysinx e Bendsøe (1998) apresentaram um trabalho que

marcou a aplicação do MOT considerando restrições de tensão. Os autores tra-

taram este problema e apresentaram uma base teórica para a aplicação dos lo-

calizadores de tensão ao MOT e para o surgimento do fenômeno das topologias

singulares no caso de estruturas cont́ınuas.

Segundo Duysinx e Bendsøe (1998), o fenômeno das topologias singulares

ocorre também para o caso de Otimização Topológica de estruturas cont́ınuas

devido ao fato de que a tensão na microestrutura, por exemplo a micro-tensão em

um material poroso (σ+), tende a valores finitos quando a densidade volumétrica

referente a esta fase tende a 0. Sendo assim, caso o valor da tensão seja maior

que a tensão de referência, a mesma situação de tensão limitante apresentada

por Cheng e Jiang (1992), irá ocorrer, caracterizando o fenômeno das topologias

singulares.

Dessa forma, baseado nos trabalhos referentes ao fenômeno das topologias

singulares, apresentados na seção 6.3, Duysinx e Bendsøe (1998) propuseram e

implementaram uma formulação dada por: 6.21, de minimização do volume com
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restrição local de tensão considerando a ε-relaxação do problema.

minimizar
ρ

∫

Ω

ρdΩ (6.21)

tal que

ρ

(

fvm (〈σ〉)
ρq

1

〈σ〉y
− 1

)

≤ ε

0 < ε2 ≤ ρ ≤ 1

Nesta formulação é considerada uma restrição local de tensão na micro-escala

dada pelo termo:
fvm (〈σ〉)

ρq
(6.22)

conforme apresentado na seção 4.5; mais especificamente na equação 4.60. Junto

a esta é aplicado o conceito de ε-relaxação, conforme apresentado pela equação

6.7.

No mesmo ano, DUYSINX; SIGMUND (1998 apud Sant’Anna, Guilherme e

Fonseca (2003)) propuseram uma formulação alternativa baseada na idéia de uma

restrição global de tensão, diminuindo assim os problemas relativos ao alto custo

computacional das restrições locais. Dessa forma, foi proposta uma restrição

sobre a norma-p (6.23) das tensões e sobre a média-p (6.24) da tensões de von

Mises:

norma − p
[

M∑

e=1

max

{(

fvm (〈σ〉)
ρq

1

〈σ〉y
+ ε− ε

ρe

)p

, 0

}] 1

p

≤ 1 (6.23)

média − p
[

1

M

M∑

e=1

max

{(

fvm (〈σ〉)
ρq

1

〈σ〉y
+ ε− ε

ρe

)p

, 0

}] 1

p

≤ 1 (6.24)

Nesse trabalho Duysinx e Sigmund (1998) também identificaram que a ε-

relaxação na forma proposta por Cheng e Guo (1997) e utilizada em Duysinx e

Bendsøe (1998) não é adequada no caso de OT para estruturas cont́ınuas (DUY-

SINX, 2005), pois no caso de se ter material sólido (ρ = 1), é de se esperar que

não exista a influência do valor de ε. Assim, os autores propuseram uma nova

forma de relaxação dada por:

ρ

(

fvm (〈σ〉)
ρq

1

〈σ〉y
− 1

)

≤ ε(1 − ρ) (6.25)
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onde se percebe claramente que para ρ = 1 não há o efeito de relaxação sobre as

restrições.

As fórmulas de ε-relaxação do problema podem ser interpretadas como uma

alteração do limite de escoamento do material, assim teŕıamos a restrição da

formulação 6.21 dada por 6.26 e a restrição 6.25 dada por 6.27:

fvm (〈σ〉)
ρq

≤ 〈σ〉y
(
ε

ρ
+ 1

)

(6.26)

fvm (〈σ〉)
ρq

≤ 〈σ〉y
(
ε

ρ
− ε+ 1

)

(6.27)

Representando graficamente o lado direito de ambas equações (6.26 e 6.27),

observa-se na Figura 6.7 como cada função se comporta em relação a ρ.

4
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Figura 6.7: Alteração da tensão de limite de escoamento segundo as
abordagens de Duysinx e Bendsøe (1998) e Duysinx e Sigmund (1998) para ε

igual a 0.1

Outro trabalho importante no desenvolvimento da aplicação do MOT consi-

derando restrições de tensão foi realizado por Pereira (2001) e Pereira, Fancello

e Barcellos (2004). Nestes trabalhos os autores utilizam a mesma formulação

proposta por Duysinx e Bendsøe (1998) junto com a ε-relaxação na forma apre-
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sentada em 6.25. Assim, a formulação é dada por 6.28 :

minimizar
ρ

∫

Ω

ρdΩ

tal que (6.28)

ρ

(

fvm (〈σ〉)
ρq

1

〈σ〉y
− 1

)

≤ ε(1 − ρ)

0 < ε2 ≤ ρ ≤ 1

A importância dos trabalhos de Pereira (2001) e Pereira, Fancello e Barcellos

(2004) se deve ao tratamento numérico que os autores propuseram. A principal

diferença na implementação numérica é a utilização do MLA para considerar as

restrições de tensão. Assim, cada restrição local da tensão é inclúıda na função

objetivo ponderada por um multiplicador de lagrange mais um termo de pena-

lização.

A grande vantagem dessa abordagem é a redução do custo computacional

necessário para o cálculo da sensibilidade do problema. Por exemplo, quando

aplicado o método adjunto é necessário resolver apenas um sistema linear a cada

iteração, caso contrário seria necessário resolver N sistemas lineares, onde N

indica o número de restrições.

Em Pereira, Fancello e Barcellos (2004), os autores justificam o uso do MLA

devido à natureza local das restrições de tensão, que é comparável à restrição de

contato unilateral, na qual o Método do Lagrangeano Aumentado têm-se mos-

trado um abordagem eficiente (BATHE, 1996).

Observando os resultados obtidos nos artigos Duysinx e Bendsøe (1998) e

Pereira, Fancello e Barcellos (2004) conclui-se que o MLA permitiu a utilização

de malhas mais refinadas aumentando assim a precisão da análise do campo de

tensões. Dessa forma Pereira, Fancello e Barcellos (2004) obtiveram melhores

resultados no que diz respeito à capacidade do método de retirar os pontos de

concentração de tensão da estrutura.

Outros trabalhos como Allaire, Jouve e Maillot (2004) e Navarrina et al.

(2005) tratam da aplicação do MOT considerando tensão mecânica, porém, es-

tes pouco acrescentam quanto às formas de tratar o fenômeno das topologias

singulares ou o grande número de restrições.

Allaire, Jouve e Maillot (2004) apresentam um problema de minimização da

integral da tensão mecânica sobre a estrutura com restrição de volume. Neste

artigo os autores utilizam como modelo de material uma microestrutura composta
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por uma célula unitária rank-n e apresentam a formulação dos localizadores de

tensão para este caso, conforme discutido na seção 4.4.

Já Navarrina et al. (2005) apresentam o problema de minimização de volume

com restrição local de tensão, porém sem se utilizar ou mesmo discutir o conceito

de ε-relaxação.

6.5 Formulações propostas

Com base na revisão bibliográfica anteriormente exposta, aqui serão apresentadas

as formulações utilizadas neste trabalho. Na subseção 6.5.1, serão apresentadas as

formulações em si, e na subseção 6.5.2 serão apresentadas as discretizações destas

formulações e o cálculo de sensibilidade. O desenvolvimento da formulação na

sua forma discretizada se baseia no MEF apresentado no caṕıtulo 5

6.5.1 Formulações do problema de Otimização Topológica
considerando restrição de tensão

Neste trabalho foram estudadas e implementadas duas formulações para o pro-

blema de OT com restrição de tensão.

Numa primeira abordagem foi implementada a formulação integral da res-

trição, conforme proposta por Duysinx e Sigmund (1998), que aqui será deno-

minada OT com restrição global de tensão. Numa segunda abordagem, foi

implementada a formulação com restrição local, associada ao MLA, conforme

proposto por Pereira, Fancello e Barcellos (2004), e será denominada OT com

restrição local de tensão.

A abordagem considerando a restrição global de tensão tem como principal

vantagem a redução do grande número de restrições do problema inicial em apenas

uma restrição. Isto torna posśıvel a utilização de um método tradicional de PL,

para solucionar o problema. A principal desvantagem deste método é que o

controle da local da máxima tensão fica prejudicado.
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Dessa forma se propõem a formulação dada por 6.29:

minimizar
ρ

∫

Ω

ρdΩ

tal que



1

Ω

∫

Ω

(

max

{

fvm (〈σ〉)
ρq

1

〈σ〉y
− ε(1 − ρ), 0

})p




1

p

≤ 1 (6.29)

0 < ρmin ≤ ρ ≤ 1

Aqui vale lembrar que associada à esta formulação está sendo utilizado o modelo

de material SIMP descrito anteriormente no caṕıtulo 5.

Em alguns exemplos onde o surgimento de escala de cinza se mostrou mais

pronunciado, foi necessário utilizar um função penalizadora das densidades inter-

mediarias dada por: 6.30:

Fq(ρ) = Kq

∫

Ω

ρ(1 − ρ)dΩ (6.30)

onde Kq representa um fator fixo de controle da penalização.

Assim, a formulação proposta fica dada por 6.31:

minimizar
ρ

∫

Ω

ρdΩ +Kq

∫

Ω

ρ(1 − ρ)dΩ

tal que (6.31)



1

Ω

∫

Ω

(

max

{

fvm (〈σ〉)
ρq

1

〈σ〉y
− ε(1 − ρ), 0

})p




1

p

≤ 1

0 < ρmin ≤ ρ ≤ 1

A segunda abordagem, que considera uma restrição local de tensão, tem como

principal vantagem um controle mais preciso da restrição local. Porém, a sua

implementação numérica só é viável se associada ao Método do Lagrangeano

Aumentado para fazer o tratamento do grande número de restrições locais.

Com base na revisão bibliográfica, pode-se concluir que o trabalho de Pereira,

Fancello e Barcellos (2004), que utilizou esta abordagem, obteve os melhores re-

sultados numéricos quanto a capacidade de reduzir a tensão máxima da estrutura.

Dessa forma foi implementada a formulação proposta por Pereira, Fancello e



117

Barcellos (2004) e dada por 6.32

minimizar
ρ

∫

Ω

ρdΩ

tal que

ρ

(

fvm (〈σ〉)
ρq

1

〈σ〉y
− 1

)

≤ ε(1 − ρ) (6.32)

0 < ρmin ≤ ρ ≤ 1

e associada a esta formulação é utilizado o MLA.

Seguindo o trabalho de Pereira, Fancello e Barcellos (2004) a regularização

do problema de OT e o controle das densidades intermediárias, foi feito de forma

diferente daquele do problema com restrição global de tensão.

Neste caso, o filtro aplicado ao limites móveis, conforme apresentado na seção

2.5 foi substitúıdo pela inserção da função de regularização 6.33 na função obje-

tivo.

Fr(ρ) = Kr

∫

Ω

(∇ρ)T (∇ρ) dΩ (6.33)

O controle das densidades intermediárias foi feito pelo fator de penalização

q do modelo SIMP em conjunto com uma função penalizadora dada em 6.30.

Assim o problema implementado é dado por 6.34

minimizar
ρ

∫

Ω

ρdΩ +Kq

∫

Ω

ρ(1 − ρ)dΩ +Kr

∫

Ω

(∇ρ)T (∇ρ) dΩ

tal que (6.34)

ρ

(

fvm (〈σ〉)
ρq

1

〈σ〉y
− 1

)

≤ ε(1 − ρ)

0 < ρmin ≤ ρ ≤ 1

6.5.2 Problema na forma discreta e análise de sensibili-
dade

Para se fazer a implementação numérica da formulação proposta, é necessário

discretizar o problema de modo, que as funções envolvidas possam ser calculadas

utilizando o campo de tensão proveniente do MEF.

Inicialmente, trataremos o problema de OT com restrição global de tensão
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(6.29). Este problema, na sua forma discreta, é dado por 6.35:

minimizar
ρ

M∑

e=1

∫

Ωe

ρdΩe +Kq

M∑

e=1

∫

Ωe

ρ(1 − ρ)ρdΩe

tal que
[

1

Ω

M∑

e=1

Ωe

(

max

{

fvm (〈σ〉e)
ρq

1

〈σ〉y
− ε(1 − ρ), 0

})p] 1

p

≤ 1 (6.35)

0 < ρmin ≤ ρi ≤ 1 para i = 1 . . . N

onde M representa o número de elementos da malha, Ωe representa o volume

do elemento e, 〈σ〉e representa a tensão de von Mises no centro do elemento, Kq

representa um fator controle da penalização das densidades intermediárias, e 〈σ〉y
representa a tensão de escoamento do material,.

Para utilizar métodos de otimização baseados nos gradientes, é necessário

fazer o cálculo da sensibilidade das funções envolvidas no problema, ou seja a

derivada da função objetivo e das restrições em relação às variáveis de projeto.

No caso espećıfico de se utilizar PLS, é necessário aproximar o problema não

linear 6.35 por um problema linear. Para isto é utilizada a expansão em série de

Taylor e utilizados apenas os termos de primeira ordem.

Fazendo a expansão em série de Taylor do primeiro termo da função objetivo

do problema 6.35 e considerando apenas os termos de primeira ordem, tem-se:

V = V
(
ρ0
)

+
N∑

i=1

dV (ρ0)

dρi

[
ρi − ρ0

i

]
(6.36)

Para avaliar esta função utilizando a parametrização das densidades proposta

no caṕıtulo 5 é necessário escrever a função objetivo em termos das densidades

nodais. Assim, para o caso de elementos axissimétricos, tem-se:

V (ρ) =
M∑

e=1



2π

∫

z

∫

r

r

(
4∑

i=1

ρiNi(s, t)

)q

drdz





∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

(6.37)

onde a integral é feita sobre cada elemento da malha de elementos finitos. Assim

a derivada de V em relação a ρi é dada por:

dV (ρ0)

dρi

=
M∑

e=1



2π

∫

z

∫

r

rq

(
4∑

j=1

ρjNj(s, t)

)q−1

Ni(s, t)drdz





∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

(6.38)

De maneira análoga, para o caso de elementos em EPT a derivada de V em
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relação a ρi é dada por:

dV (ρ0)

dρi

=
M∑

e=1





∫

x

∫

y

q

(
4∑

j=1

ρjNj(s, t)

)q−1

Ni(s, t)dxdy





∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

(6.39)

Agora o segundo termo da função objetivo é Fq (ρ), ou seja o termo de pena-

lização das densidades intermediárias é dado por:

Fq (ρ) = Kq

M∑

e=1

∫

Ωe

ρ(1 − ρ)dΩe (6.40)

= Kq

M∑

e=1



2π

∫

z

∫

r

r

(
4∑

i=1

ρiNi(s, t)

)(

1 −
(

4∑

i=1

ρiNi(s, t)

))

drdz





∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

Fazendo a expansão em série de Taylor de maneira análoga ao do volume, é

necessário calcular a derivada de Fq (ρ) em relação a ρi. Sendo dada por:

dFq (ρ)

dρi

= Kq

M∑

e=1



2π

∫

z

∫

r

[

Ni(s, t) − 2

(
4∑

j=1

ρjNj(s, t)

)

Ni(s, t)

]

drdz





∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

(6.41)

Novamente de maneira análoga, para o caso de elemento em EPT a derivada

Fq (ρ) em relação a ρi é dada por:

dFq (ρ)

dρi

= Kq

M∑

e=1





∫

x

∫

y

[

Ni(s, t) − 2

(
4∑

j=1

ρjNj(s, t)

)

Ni(s, t)

]

dxdy





∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

(6.42)

Observe que para avaliar numericamente as equações 6.38, 6.39 e 6.42 é ne-

cessário aplicar a quadratura de Gauss.

A mesma expansão em série de Taylor e cálculo das derivadas deve ser feito

para as restrições. Considerando a restrição dada por G1 temos:

G1 ≡
[

1

Ω

∑

e∈Atv

(

fvm (〈σ〉e)
ρq

1

〈σ〉y
− ε(1 − ρ)

)p] 1

p

≤ 1 (6.43)

Observa-se na equação 6.43 que a somatória considera apenas os elementos per-

tencentes ao conjunto Atv que é definido por 6.44:

Atv =

{

e = 1, . . . ,M | fvm (〈σ〉e)
ρq

1

〈σ〉y
− ε(1 − ρ) > 0

}

(6.44)

Assim, a expansão em série de Taylor, com apenas os elementos de primeira
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ordem, fica:

G1 = G1

(
ρ0
)

+
N∑

i=1

dG1 (ρ0)

dρi

[
ρi − ρ0

i

]
(6.45)

logo, é necessário calcular o valor do termo
∂G1(ρ0)

∂ρi
. Entretanto, diferentemente

do volume, para se fazer o cálculo da sensibilidade da restrição, é necessário

considerar que G1 é uma função impĺıcita de ρi uma vez que temos o sistema

linear

K(ρ)d = f(ρ) (6.46)

e a tensão 〈σ〉e é função do deslocamentos d.

Dessa forma, neste trabalho, será utilizado o método adjunto, logo, temos a

sensibilidade da restrição em função da variável ρi dada por:

dG1 (ρ0)

dρi

=
∂G1 (ρ0)

∂ρi
︸ ︷︷ ︸

Parte expĺıcita

+ λT

(
df

dρi

− dK

dρi

d

)

︸ ︷︷ ︸

Parte impĺıcita

(6.47)

onde

KλT =
dG1 (ρ0)

dd
(6.48)

que é chamado de problema adjunto. A derivada
dG1(ρ0)

dd
representa um vetor de

derivadas da função G1 em função dos deslocamentos di, assim este tem dimensão

igual ao número total de graus de liberdade ng do problema e é representado por:

dG1 (ρ0)

dd
=














dG1(ρ0)
dd1

...
dG1(ρ0)

ddi

...
dG1(ρ0)

ddng














(6.49)

Inicialmente, será apresentada a sensibilidade do termo expĺıcito da equação

6.47. Para facilitar o cálculo das derivadas que seguem, será considerado que:

fvm (〈σ〉e)
ρq

=

√

(Ce 〈ε〉e)
T VCe 〈ε〉e
ρq

=

√

(ρqC0 〈ε〉e)
T VρqC0 〈ε〉e
ρq

(6.50)

=
ρq

√

(C0 〈ε〉e)
T VC0 〈ε〉e

ρq

=

√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
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Assim, a derivada da parte expĺıcita é dada por:

∂G1 (ρ0)

∂ρi

=
1

p

[

1

Ω

∑

e∈Atv

Ωe

(
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
1

〈σ〉ey
− ε(1 − ρ)

)p] 1−p
p

(6.51)

· 1

Ω

∑

e∈Atv



Ωep

(
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
1

〈σ〉ey
− ε(1 − ρ)

)p−1
∂ρ

∂ρi

ε





Aqui, vale lembrar que o campo de densidade volumétrica está sendo para-

metrizado com a formulação ACDM, conforme apresentado no caṕıtulo 5, dessa

forma a derivada campo de densidade em função da densidade nodal é dada por:

∂ρq

∂ρi

= q

(
4∑

j=1

ρjNj

)q−1

Ni (6.52)

Agora será apresentado o cálculo das derivadas que envolvem a parte impĺıcita

da equação 6.47. Inicialmente será apresentada as derivada em função de ρi ( df
dρi

e dK
dρi

)

Considerando o vetor de forças f , calculado a partir do vetor de forças fe de

cada elemento da malha de elementos finitos, conforme apresentado no caṕıtulo

5 e na subseção 7.4.1, fe, para o caso axissimétrico, é dado por:

fe =

∫

z

∫

r

∫

θ

rNT fcdθdrdz = 2π

∫

z

∫

r

rNT fcdrdz (6.53)

onde

fc = ρq%0

[

ωrp

az

]

(6.54)

Para obter a derivada de f em relação a ρi basta fazer:

dfc
dρi

=
∂ρq

∂ρj

%0

[

ωrp

az

]

(6.55)

e, conseqüentemente:
dfe
dρi

= 2π

∫

z

∫

r

rNT dfc
dρi

drdz (6.56)

Para finalizar, basta montar o vetor de derivada da forças f em relação a ρi ( df
dρi

)

utilizando a conectividade dos elementos.

Para o caso de elemento em EPT a derivada de f em relação a ρi é nula, uma

vez que não estão sendo consideradas as forças de campo.

A derivada da matriz de rigidez em termos de ρi, para o caso de elemento em
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axissimétrico, é obtida de forma simples.

Partindo da matriz de rigidez ke de um elemento, conforme apresentado no

caṕıtulo 5, dada por:

ke =

∫

z

∫

r

∫

θ

rBT
e CH

e Bedθdrdz = 2π

∫

z

∫

r

rBT
e CH

e Bedrdz (6.57)

Para se obter a derivada da matriz de rigidez do elemento, basta calcular a

derivada de CH

e em relação a ρi, que é dada por 7.64:

dCH

e

dρi

=
∂ρq

∂ρi

C0

e então calcular:
dke

dρi

= 2π

∫

z

∫

r

rBT
e

dCH

e

dρi

Bedrdz (6.58)

E para finalizar, deve-se montar a matriz de derivada da rigidez global.

No caso de elemento em EPT, basta fazer o mesmo procedimento, porém

integrando apenas em função de x e y.

Seguindo o cálculo das derivadas que envolvem a parte impĺıcita da equação

6.47, será apresentada a seguir as derivadas envolvidas no problema adjunto 6.48,

que estão em função dos deslocamentos d. Assim, os termos do vetor representado

em 6.49 é dado por:

∂G1 (ρ0)

ddi

=
1

p

[

1

Ω

∑

e∈Atv

Ωe

(
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
1

〈σ〉ey
− ε(1 − ρ)

)p] 1−p
p

(6.59)

· 1

Ω

∑

e∈Atv



Ωep

(
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
1

〈σ〉ey
− ε(1 − ρ)

)p−1

· 1

〈σ〉ey

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
ddi





onde:

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
ddi

=
[

d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
d〈ε〉e

]T
[
d 〈ε〉e
ddi

]

(6.60)

Observa-se que os termos à direita da equação 6.60 são vetores, sendo que o

primeiro que representa derivada da tensão de von Mises em função da deformação
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é dado por:

d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
d〈ε〉e

=











d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
dεr

d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
dεθ

d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
dεz

d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
dεrz











(6.61)

e considerando a aproximação para estruturas axissimétricas, onde o tensor cons-

titutivo C0 é dado por 5.2 em função das propriedades E0 e ν0, as componentes

do vetor 6.61 são dadas por:

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
dεr

=
1

2

1
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
(−εθ + 2εr − εz)

E2
0

(1 − ν2
0)

(6.62)

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
dεθ

=
1

2

1
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
(−εz − εr + 2εθ)

E2
0

(1 − ν2
0)

(6.63)

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
dεz

=
1

2

1
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
(−εθ − εr + 2εz)

E2
0

(1 − ν2
0)

(6.64)

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
dεrz

=
1

2

1
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e

(
3

2
εrz

)
E2

0

(1 − ν2
0)

(6.65)

O segundo termo a direita da equação 6.60 representa a derivado do tensor

de tensões em função do deslocamento, e este é representado por:

d 〈ε〉e
ddi

= B













dd
dd1

= 0
...

dd
ddi

= 1
...

dd
dd8

= 0













(6.66)

sendo que B representa a matrix que relaciona os deslocamentos nodais com

o campo de deformação no interior do elemento, e no caso da formulação do

elemento finito utilizado neste trabalho esta é dada por 5.8.

As derivadas representadas na equação 6.60 aqui apresentadas, para o caso

de elemento axissimétrico, através das equações 6.61, 6.62 , 6.63, 6.64, 6.65 e
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6.66 também foram implementadas para o caso dos elementos em EPT. Para

manter o texto concisão esta derivadas são apresentadas adiante, na formulação

com restrição local, através da equações 6.85, 6.86 , 6.87, 6.88 e 6.89.

Assim tem-se todos os termos necessários para o cálculo de sensibilidade do

problema proposto na sua forma discreta dada por 6.35.

De maneira similar ao problema “OT com restrição global de tensão”,

é necessário fazer a discretização do problema “OT com restrição local de

tensão” 6.34, que na forma discretizada passa a ser dado por 6.67:

minimizar
ρ

Γ(ρ) =
M∑

e=1

∫

Ωe

ρdΩe

+Kq

M∑

e=1

∫

Ωe

ρ(1 − ρ)ρdΩe

+Kr

M∑

e=1

∫

Ωe

(
∂ρ

∂x

)2

+

(
∂ρ

∂y

)2

dΩe

tal que (6.67)

ge (ρ) = ρ

(

fvm (〈σ〉e)
ρq

1

〈σ〉y
− 1

)

− ε(1 − ρ) ≤ 0 para e = 1 . . .M

0 < ρmin ≤ ρi ≤ 1 para i = 1 . . . N

onde, assim como no problema 6.35, M representa o número de elementos da ma-

lha, ρ representa o vetor de densidade nodais com N componentes, ρ representa

o campo de cont́ınuo densidades no interior do elemento, 〈σ〉e representa a tensão

de von Mises no centro do elemento e, e 〈σ〉y representa a tensão de escoamento

do material.

Seguindo a formulação do MLA apresentada ne seção 6.5.1 é posśıvel escrever

o problema 6.67 na forma:

minimizar
ρ

L (ρ,µ, c) = Γ(ρ) (6.68)

+
M∑

e=1

1

2ce

{
[max {0, µe + cege (ρ)}]2 − µ2

e

}

tal que

0 < ρmin ≤ ρi ≤ 1 para i = 1 . . . N

onde µ representa o vetor de multiplicadores de Lagrange e c representa o vetor de

e penalização, ambos com M componentes, cada uma associada as M restrições.
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Para resolver o problema 6.68, através do MLA é necessário fazer a análise de

sensibilidade da função objetivo que no caso é o prório Langrangeano aumentado.

Inicialmente apresentaremos o termos que compõem Γ(ρ). Assim, para o caso

de elementos em EPT tem se o volume dado por:

V (ρ) =
M∑

e=1

∫

Ωe

ρdΩe =
M∑

e=1





∫

x

∫

y

(
4∑

i=1

ρiNi(s, t)

)q

dxdy





∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

(6.69)

onde a integral é feita sobre cada elemento da malha de elementos finitos. Assim

a derivada de V em relação a ρi é dada por:

dV (ρ)

dρi

=
M∑

e=1





∫

x

∫

y

(
4∑

j=1

ρjNj(s, t)

)q−1

Ni(s, t)dxdy





∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

(6.70)

A derivada do termo de penalização das densidades intermediárias é Fq (ρ)

para o caso do elemento em EPT está apresentado na equação 6.42

Finalmente o termo de regularização é dado por:

Fr (ρ) = Kq

M∑

e=1

∫

Ωe

(
∂ρ

∂x

)2

+

(
∂ρ

∂y

)2

dΩe (6.71)

Escrevendo os gradientes do campo de densidades em relação as densidades

nodais ρj. Tem-se:

∂ρ

∂x
=

4∑

j=1

ρj

∂Nj(s, t)

∂x
(6.72)

∂ρ

∂y
=

4∑

j=1

ρj

∂Nj(s, t)

∂y
(6.73)

sendo que
∂Nj(s,t)

∂x
e

∂Nj(s,t)

∂y
são dados pela relação:

[
∂Nj

∂x

∂Nj

∂y

]

= J−1

[
∂Nj

∂s

∂Nj

∂t

]

onde J representa a matriz jacobiana dada por 5.13

Assim, a derivada da função 6.71 em função das densidades nodais é dada

por:

dFr (ρ)

dρi

= Kr

M∑

e=1

∫

x

∫

y

[

2

(
∂ρe

∂x

)
∂Ni

∂x
+ 2

(
∂ρe

∂y

)
∂Ni

∂y

]

dxdy (6.74)
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E logo tem-se a derivada de todos os termos de Γ(ρ) em função da densidade

nodal ρi.

Assim, pode-se partir para a derivada do segundo termo do Lagrangeano

aumentado dado por:

Λ (ρ) =
M∑

e=1

1

2ce

{
[max {0, µe + cege (ρ)}]2 − µ2

e

}
(6.75)

Escrevendo apenas os termo de Λ (ρ) diferente de zero têm-se:

Λ (ρ) =
∑

e∈Atv

1

2ce

{
[µe + cege (ρ)]2 − µ2

e

}
(6.76)

onde

Atv = {e = 1, . . . ,M | µe + cege (ρ) > 0} (6.77)

De forma similar a derivada da restrição em função da densidade (
∂G1(ρ0)

∂ρi
),

para o caso da “OT com restrição global de tensão”, o cálculo de da derivada

de Λ (ρ) em função da densidade (∂Λ(ρ)
∂ρi

) é feito através do método adjunto. Dessa

forma, se tem:
dΛ (ρ)

dρi

=
∂Λ (ρ)

∂ρi
︸ ︷︷ ︸

Parte expĺıcita

+ λT

(
df

dρi

− dK

dρi

d

)

︸ ︷︷ ︸

Parte impĺıcita

(6.78)

onde

KλT =
dΛ (ρ)

dd
(6.79)

e dΛ(ρ)
dd

é dado de forma análoga a 6.49.

Inicialmente, será apresento a sensibilidade da parte expĺıcita da equação 6.78.

Novamente, por motivo de simplicidade, o ind́ıce de falha do material escrito será

escrito como 6.50 e dado por:

fvm (〈σ〉e)
ρq

=

√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e

Assim, a derivada da parte expĺıcita da equação 6.78 é dada por:

∂Λ (ρ)

∂ρi

=
∑

e∈Atv

{

[µe + cege (ρ)]
∂ge (ρ)

∂ρi

}

(6.80)

onde
∂ge (ρ)

∂ρi

=
∂ρq

∂ρi

(
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
1

〈σ〉y
− 1

)

+
∂ρq

∂ρi

ε (6.81)

Novamente, vale lembrar que o campo de densidades volumétricas está sendo

parametrizado com a formulação ACDM, conforme apresentado no caṕıtulo 5,



127

dessa forma a derivada campo de densidade em função da densidade nodal é

dada por:

∂ρq

∂ρi

= q

(
4∑

j=1

ρjNj

)q−1

Ni (6.82)

As derivadas que envolvem a parte impĺıcita da equação 6.78 podem ser di-

vididas em dois grupos, o grupo das derivadas em função da densidade nodal ρi

( df
dρi

e dK
dρi

) e o grupo das derivadas em função dos deslocamentos d (dΛ(ρ)
dd

).

As derivadas do primeiro grupo são calculadas de maneira análoga ao pro-

blema com restrição global de tensão, porém levando em consideração que se trata

de um elemento em EPT e que por não haver forças de campo, tem se df
dρi

= 0.

A derivada do segundo grupo ∂Λ(ρ)
ddi

que representa um termo genérico do vetor
dΛ(ρ)

dd
, (análogo ao vetor ∂G1(ρ)

ddi
apresentado em 6.49) é dada por:

∂Λ (ρ)

ddi

=
∑

e∈Atv






[µe + cege (ρ)] ρ

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
ddi

1

〈σ〉y






(6.83)

onde:

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
ddi

=
[

d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
d〈ε〉e

]T
[
d 〈ε〉e
ddi

]

(6.84)

Assim como no caso da restrição global de tensão, observa-ser que os termos à

direita da equação 6.84 são vetores, sendo que o primeiro que representa derivada

da tensão de von Mises em função da deformação é dado por:

d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
d〈ε〉e

=








d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
dεx

d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
dεy

d
√

C0〈ε〉Te VC0〈ε〉e
dεxy








(6.85)

e considerando a formulação elementos em EPT, onde o tensor constitutivo C0 é

dado por 5.5 em função das propriedades E0 e ν0, as componentes do vetor 6.85

são dadas por:

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
dεx

=
1

2

1
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
(6.86)

·
[(
−4 + 16ν − 4ν2

)
εy +

(
8 − 8ν + 8ν2

)
εx
]
(

E0

(1 − ν2
0)

)2
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d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
dεy

=
1

2

1
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
(6.87)

·
(
−4 + 16ν − 4ν2

)
εx +

(
8 − 8ν + 8ν2

)
εy

(
E0

(1 − ν2
0)

)2

d
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
dεxy

=
1

2

1
√

C0 〈ε〉Te VC0 〈ε〉e
(6.88)

·
(
6 − 12ν + 6ν2

)
εxy

(
E0

(1 − ν2
0)

)2

O segundo termo a direita da equação 6.84 representa a derivado do tensor

de tensões em função do deslocamento, e este é representado por:

d 〈ε〉e
ddi

= B













dd
dd1

= 0
...

dd
ddi

= 1
...

dd
dd8

= 0













(6.89)

sendo que B representa a matrix que relaciona os deslocamentos nodais com

o campo de deformação no interior do elemento, e no caso da formulação do

elemento finito em EPT, esta é dada por 5.9.

Assim, tem-se todos os termos necessários para o cálculo de sensibilidade do

problema “OT com restrição local de tensão”proposto na sua forma discreta

dada por 6.68
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7 Otimização da distribuição
de material em estruturas
com gradação funcional

7.1 Introdução

Os Materiais com Gradação Funcional (MsGF), são materiais cujas propriedades

variam gradualmente com a posição. Conforme apresentado na subseção 4.3.1,

estes materiais possuem um gradiente de propriedades devido à variação cont́ınua

da microestrutura, da composição qúımica, ou da organização atômica do mate-

rial (KIEBACK; NEUBRAND; RIEDEL, 2003).

Segundo Koizumi (1997) o conceito de MsGF foi proposto em 1984 por pes-

quisadores japoneses com o intuito de fabricar materiais para barreiras térmicas.

Desde então, o desenvolvimento dos métodos de fabricação e aplicação dos MsGF

tem sido foco de diversos grupos de pesquisa ao redor do mundo.

Pode-se observar a importância dada ao desenvolvimento dessa classe de ma-

teriais pelas edições especiais da revista Composites Part B: Engineering editada

por Pindera et al. (1997) e da revista Journal of the Mechanics and Physics of

Solids editada por Suresh e Needleman (1996), que visam mostrar um panorama

do desenvolvimento dos Materiais com Gradação Funcional.

Os processos de fabricação dos MsGF têm em geral duas etapas: uma primeira

etapa, de construção do gradiente espacial e a segunda, de consolidação dessa

estrutura com gradiente (KIEBACK; NEUBRAND; RIEDEL, 2003).

Os processos de construção do gradiente podem ser classificados em: consti-

tutivos, por homogeneização e por segregação. Os processos constitutivos cons-

troem a estrutura com gradiente de maneira descont́ınua, passo-a-passo, criando

camadas com propriedades diferentes a partir de materiais base ou materiais

granulados. Os processos de fabricação por homogeneização1 criam o gradiente

1Homogeneização, aqui faz referência a um processo de fabricação, à diferença do seu signi-



130

a partir do transporte de material entre duas regiões que, inicialmente, possuem

uma interface bem definida. Já os processos por segregação produzem o gradiente

a partir de um material composto homogêneo que é submetido a campos exter-

nos, como por exemplo, o campo elétrico ou gravitacional (KIEBACK; NEUBRAND;

RIEDEL, 2003).

Os processo de consolidação do material que seguem o processo de construção

do gradiente são, em geral: a secagem, a sinterização ou a solidificação. Estes

devem ser adaptados para a fabricação dos MsGF, de modo a não destruir o gra-

diente previamente constrúıdo. Os principais processos de fabricação dos MsGF

se baseiam na metalurgia do pó e na fundição controlada (KIEBACK; NEUBRAND;

RIEDEL, 2003).

Diversos pesquisadores trabalham sobre o desenvolvimento de métodos de

fabricação para Materiais com Gradação Funcional e uma revisão destes processo

pode ser encontrada em Kieback, Neubrand e Riedel (2003) e Mortensen e Suresh

(1995).

Quanto à aplicação dos MsGF, se destacam alguns campos. Inicialmente

deve-se citar a utilização destes materiais como barreiras térmicas, como na sua

proposta inicial. Uma apresentação desta classe de aplicação pode ser encontrada

em Lee et al. (1996).

Outro campo de aplicação dos MsGF é a bio-engenharia, como o desenvolvi-

mento de próteses odontológicas (HEDIA, 2005). Uma apresentação das vantagens

e aplicações dos Materiais com Gradação Funcional em bioengenharia pode ser

encontrada em Pompe et al. (2003).

A grande vantagem dos MsGF é a possibilidade de projetar e fabricar o

gradiente de propriedades de forma a melhor atender as necessidades de projeto.

Assim, desenvolveram-se estudos sobre como o gradiente do material influencia o

desempenho do sistema. Ravichandran (1995) faz um estudo da tensão térmica

residual em função do gradiente de propriedade, tensão esta que ocorre devido à

diferença dos coeficientes de expansão térmica dos materiais. Cho e Oden (2000)

apresentam um estudo paramétrico do perfil de propriedades em uma placa sujeita

a um carregamento térmico.

O passo seguinte no projeto de revestimentos ou estruturas fabricadas com

MsGF é a aplicação de métodos de otimização. A seguir será apresentada uma

revisão bibliográfica deste tópico.

ficado no caṕıtulo 4, em que dá nome a um método matemático
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7.2 Revisão bibliográfica sobre o projeto otimi-

zado de estruturas com gradação funcional

Com a possibilidade de se projetar e fabricar estruturas utilizando os Materi-

ais com Gradação Funcional, o passo seguinte à análise, no que diz respeito ao

desenvolvimento dessas estruturas, é a aplicação de métodos de otimização.

Um dos primeiros trabalhos a aplicar métodos de otimização no projeto de

estruturas com gradação de funcional é o de Markworth e Saunders (1995). Os

autores fazem a otimização de um gradiente unidimensional de propriedades com

o objetivo de maximizar ou minimizar o fluxo de calor na estrutura. Neste tra-

balho, por se tratar de um problema uni-dimensional, a fração volumétrica das

fases do material é parametrizada por uma função quadrática e, neste caso, os

coeficientes da função passam a ser as variáveis de projeto.

Nesta mesma linha, Tanaka et al. (1996) apresentam a otimização do perfil

de propriedades da parede de um cilindro sujeito a uma diferença de temperatura

entre as faces externa e interna. O objetivo deste trabalho é obter um dado perfil

de tensões previamente definido. De maneira similar ao trabalho de Markworth e

Saunders (1995), aqui os autores também utilizam uma função que parametriza

a fração volumétrica dos materiais que compõem o MGF.

Tratando também de problemas unidimensionais, Tanigawa e Matsumoto

(1997) apresentam a otimização de uma placa com gradiente de propriedades

na espessura, cujo objetivo é minimizar a máxima tensão mecânica durante a

fase transiente de um carregamento térmico.

Continuando a tratar problemas unidimensionais, Aboudi, Pindera e Arnold

(1997) fazem a minimização de uma função integral da tensão mecânica. Para

parametrizar o problema os autores utilizam um modelo de material de alta-

ordem (ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 1999), apresentado brevemente na subseção

4.3.1, e adotam como variável de projeto a distância entre as inclusões de material

heterogêneo na matriz.

Ootao et al. (1999) propõem o uso de redes neurais para a modelagem do

campo de temperatura e tensão de uma esfera oca sujeita a carregamentos térmicos.

Para tratar o problema de otimização, os autores utilizam as redes neurais para

definir, na parede da esfera, a distribuição de propriedades que minimiza a máxima

tensão mecânica para um dado carregamento térmico transiente. Devido à sime-

tria radial do problema, este também se reduz a um problema uni-dimensional,

e a distribuição de densidade volumétrica passa a ser parametrizada por uma
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função com apenas um parâmetro, que é tratado como variável de projeto

Um tratamento mais genérico para o problema de controle de tensão em Ma-

teriais com Gradação Funcional sujeito a carregamentos térmicos foi apresentado

por Cho e Ha (2002) e também por Turteltaub (2001, 2002), de modo indepen-

dente. Estes trabalhos têm como principal caracteŕıstica não fazer nenhuma de-

finição a priori sobre a distribuição espacial das propriedades, diferentemente dos

demais anteriormente citados que utilizam funções pré-definidas para representar

a distribuição de propriedades.

Cho e Ha (2002) apresentam a otimização da distribuição de propriedades

para a minimização da máxima tensão mecânica devido a carregamentos térmicos

estáticos. Para isto os autores utilizam conceitos similares aos do Método de

Otimização Topológica. A distribuição de material é então parametrizada pela

fração volumétrica definida sobre cada nó de uma malha composta de super-

elementos, e, associada a esta malha, existe uma malha de elementos finitos

mais discretizada, com a qual se calcula os campos de tensão e temperatura

do problema. Mais adiante, na seção 7.3, inclui-se a Figura 7.1 que representa

esta situação, juntamente com uma discussão sobre as formas de parametrização

da distribuição de material .

Desse modo, o campo de densidades volumétricas é interpolado por funções

bilineares e as propriedades do material, decorrentes da densidade volumétricas

são transferidas para a malha de elementos finitos utilizada para análise, nos

pontos de Gauss da integração numérica. A otimização é feita através de métodos

de penalização interior e o cálculo de sensibilidade das funções envolvidas é feito

através do Método das Diferenças Finitas.

Um ponto importante de comparação do trabalho de Cho e Ha (2002), em

relação à implementação desenvolvida nesta dissertação é que os autores consi-

deram apenas a tensão na macro-escala 〈σ〉 seguindo a notação do caṕıtulo 2,

enquanto neste trabalho são consideradas as tensões na microestrutura.

A partir de Cho e Ha (2002), o primeiro autor desenvolve uma linha de

trabalhos, nos quais aprimoramentos e alterações sobre a implementação básica

são realizadas.

Em um trabalho seguinte, Cho e Park (2003) utilizam uma função multi-

objetivo composta por uma combinação linear da máxima tensão mecânica e da

energia de deformação da estrutura, que corresponde a duas vezes a flexibilidade

definida no problema de Otimização Topológica (OT) do caṕıtulo 2. Cho e Park
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(2003) utilizam também um esquema de refino h-adaptativo na malha que re-

presenta o campo de fração volumétrica. Os autores justificam a aplicação deste

refinamento da malha como uma forma de se obter maior flexibilidade do campo

de propriedades, sem que se aumente demasiadamente o número de variáveis.

Esta solução é necessária, apenas quando se utiliza a o Método das Diferenças

Finitas para calcular a sensibilidade do problema, como é o caso de Cho e Park

(2003), pois neste caso o número de variáveis de projeto é cŕıtico quanto ao tempo

computacional.

Com o intuito de melhorar a eficiência deste método em relação ao tempo

computacional, Cho e Shin (2004) utilizam redes neurais para realizar a simulação

do problema de forma mais rápida e, assim, permitir o uso de um maior número

de variáveis de projeto.

Cho e Choi (2004) apresentam sobre a mesma estrutura de Cho e Ha (2002)

uma nova função objetivo, dada pela razão da máxima tensão mecânica da es-

trutura e a tensão de escoamento do material no ponto onde esta tensão ocorre.

Assim, a tensão é calculada sobre a macro-escala (〈σ〉) e a tensão de escoamento

(〈σ〉y) é dada pela média das tensões de escoamento de cada material ponderada

pela densidade volumétrica de cada material.

Dessa forma, a tensão na microestrutura está sendo indiretamente tratada,

pois a tensão de escoamento, analisada em função da tensão na macro-escala,

dependerá dos materiais e da geometria da microestrutura. Apesar de que neste

trabalho Cho e Choi (2004) utilizam uma interpolação linear que tem apenas

como justificativa f́ısica que a tensão de escoamento de um material composto

deve estar entre a tensão de escoamento dos dois materiais que o constituem,

porém, é sabido que a tensão de escoamento, ou qualquer outro critério de falha,

é influenciado por caracteŕısticas geométricas da microestrutura (TORQUATO,

2000).

Em contrapartida aos trabalhos de Cho, anteriormente citados, Turteltaub

(2001, 2002) trata o problema de distribuição ótima de Material com Gradação

Funcional em problemas termo-elásticos baseando-se na teoria do Método de Oti-

mização Topológica.

Em Turteltaub (2001) é apresentado um método, baseado na teoria de OT,

capaz de definir o campo de propriedades necessário para se obter uma dada

distribuição de temperatura, ao final de um intervalo de tempo, para uma placa

sujeita a carregamentos térmicos. Neste trabalho é simulado apenas o campo

térmico e não o campo termo-elástico acoplado, como a maiorias dos trabalhos



134

(MARKWORTH; SAUNDERS, 1995; TANAKA et al., 1996; TANIGAWA; MATSUMOTO,

1997; OOTAO et al., 1999; CHO; HA, 2002).

Turteltaub (2002) faz um expansão e generalização de seu trabalho anterior

considerando um problema termo-elástico transiente. É utilizada uma função

multi-objetivo do erro quadrático dos campos de tensão e temperatura em relação

a campos pré-definidos das mesmas grandezas. Então se utilizam coeficientes para

ponderar o controle do campo de tensões e do campo de temperaturas.

Ainda tratando de problemas termo-elásticos, outros autores contribúıram

para o desenvolvimento do tema, como Nadeau e Ferrari (1999), que apresentam

a otimização de uma barreira de resistência térmica, onde as variáveis de projeto

são os parâmetros da microestrutura composta de inclusões esféricas em uma ma-

triz elástica. Boussaa (2000) apresenta a otimização de um tubo metálico com

revestimento cerâmico e uma camada intermediária com gradiente de microes-

trutura que varia entre metal e cerâmica. Neste trabalho o autor determina o

perfil de propriedades da camada intermediária de modo a minimizar a tensão

mecânica nesta camada. Parashkevova, Ivanova e Bontcheva (2004) apresentam

a minimização da tensão mecânica em uma placa com gradiente de propriedades,

sujeita a carregamentos térmicos, considerando efeitos termo-elásticos e plásticos.

Chen e Tong (2005) apresentam uma fundamentação teórica para a análise de sen-

sibilidade de problemas termo-elásticos considerando o acoplamento entre os cam-

pos. Os autores apresentam também um problema de otimização considerando

como variáveis de projeto os valores nodais das propriedades dos elementos iso-

paramétricos com gradiente proposto por Kim e Paulino (2002). Uma descrição

destas formulação de elemento será feita adiante na seção 7.3.

Uma outra linha de projeto e otimização de estruturas compostas por MsGF

trata de problemas apenas mecânicos, sem considerar os problemas da termo

elasticidade. Assim, como o trabalho desenvolvido nesta dissertação que trata

dos problemas envolvendo apenas campos mecânicos decorrentes da aplicação de

forças externas e de campo.

Dentre esses, destacam-se Turteltaub e Washabaugh (1999), que apresentam a

formulação clássica do MOT de minimização da flexibilidade para a distribuição

de dois materiais em uma estrutura sujeita a forças de campo dependentes da

densidade. Huang et al. (2002) apresentam a otimização de um volante (roda de

inércia) considerando duas funções objetivo: minimizar a tensão máxima e ma-

ximizar a energia cinética armazenada no volante. Para tratar esta otimização

multi-objetivo, os autores utilizam o Método de Tchebycheff de Ponderação para
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encontrar o conjunto ótimo de Pareto. Huang et al. (2003) apresentam a oti-

mização da variação do módulo de Young ao redor de um furo em uma placa

a fim de minimizar a máxima tensão mecânica. Já Turteltaub (2005) apresenta

a otimização da distribuição de material em uma estrutura sujeita a carrega-

mentos mecânicos dinâmicos, a fim de minimizar a energia de deformação da

estrutura, integrada no tempo. Silva e Paulino (2005) apresentam a aplicação da

base teórica do Método de Otimização Topológica para realizar distribuição de

propriedades de uma estrutura com gradação de funcional, a fim de minimizar a

sua flexibilidade.

No trabalho de Lipton (2002), a base teórica do Método de Otimização To-

pológica foi aplicada em particular ao projeto otimizado de estruturas constitúıdas

por Materiais com Gradação Funcional, considerando restrição de tensão. Neste

trabalho, o autor propõe a maximização da rigidez torsional, considerando como

restrição um ı́ndice global da tensão mecânica na seção transversal de uma barra.

Um ponto importante neste trabalho é que o autor considera a tensão na mi-

croestrutura através dos corretores de tensão apresentados na seção 4.4, que, em

seu trabalho, são chamados de tensores de covariância. Apesar de se basear no

MOT, o autor não considera o fenômeno das topologias singulares apresentado

na seção 6.3, explicitando este fato no texto. Entretanto, este fenômeno não deve

ocorrer pois a fração de volume das inclusões pode variar apenas entre 0 e 0,5.

Assim, quando a densidade tende a 0, o tensor de covariância também tende a

zero de modo que a tensão passa a ser igual à tensão na matriz homogênea, e,

conseqüentemente, não ocorre o fenômeno da tensão limitante descrito em Cheng

e Jiang (1992), Duysinx e Bendsøe (1998) que causa o fenômeno das topologias

singulares.

7.3 Modelagem numérica de estruturas constitúıdas

por Materiais com Gradação Funcional

Antes de se aplicar os métodos de otimização para o projeto de estruturas cons-

titúıdas por Materiais com Gradação Funcional (MsGF), é necessário fazer algu-

mas escolhas quanto à modelagem numérica destas estruturas.

Neste caso, dois pontos importantes devem ser definidos: a escolha do modelo

de material e a forma de representação do campo de densidades volumétricas.

Quanto ao modelo de material, existem diversas opções para a modelagem de

materiais compostos e algumas opções para a modelagem de MsGF. Na literatura
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de otimização apresentada na seção anterior (7.2), os trabalhos descritos utilizam

várias abordagens para relacionar o campo de densidades volumétricas com as

propriedades efetivas. A seguir são apresentados os modelos de material utilizados

em cada trabalho.

Markworth e Saunders (1995) utilizam o modelo de Voigt. Tanigawa e Mat-

sumoto (1997) e Ootao et al. (1999) utilizam o modelo de material proposto por

Kerner (1956). Nadeau e Ferrari (1999) utilizam o modelo de Mori-Tanaka para

o cálculo das propriedades elásticas efetivas, o modelo de Hatta-Taya (HATTA;

TAYA, 1985) para a condutividade térmica efetiva e o modelo de Rosen-Hashin

(ROSEN; HASHIN, 1970) para o coeficiente efetivo de expansão térmica. Bous-

saa (2000) utiliza o modelo Auto-Consistente e Huang et al. (2003) utilizam um

modelo de material similar ao SIMP.

Os trabalhos de Lipton (2002) e Huang et al. (2002) utilizam uma microestru-

tura pré-definida seguida da utilização do método de homogeneização ou métodos

similares. Os trabalhos de Turteltaub (2002, 2005) utilizam uma interpolação dos

limites superiores e inferiores de Hashin-Shtrikman.

Os trabalho de Cho e seu co-autores (CHO; HA, 2002; CHO; PARK, 2003; CHO;

CHOI, 2004; CHO; SHIN, 2004) utilizam a lei de mistura modificada, apresentada

em Suresh e Mortensen (1997), para a estimativa do módulo de Young e o mo-

delo de Schapery (SCHAPERY, 1968) para a estimativa do coeficiente efetivo de

expansão térmica.

Já Chen e Tong (2005) utilizam o modelo de Voigt e o modelo de Wakashima-

Tsukamoto (WAKASHIMA; TSUKAMOTO, 1991) apresentado também em Cho e

Oden (2000). Neste trabalho Chen e Tong (2005) atentam para o fato de que os

diferentes modelos de material alteram a sensibilidade do problema e conseqüen-

temente, podem alterar a solução obtida pelo método de otimização. Fazendo

um paralelo com o MOT, no que diz respeito à solução, a escolha do modelo de

material é similar à escolha da penalização q no modelo SIMP, que também pode

alterar a solução obtida.

Dentre os artigos acima citados, observa-se que todos utilizam modelos de

material tradicionais desenvolvidos inicialmente para materiais compostos. O

trabalho de Aboudi, Pindera e Arnold (1997) é o único que apresenta a asso-

ciação de métodos de otimização ao uso de um modelo de material de alta-ordem

desenvolvido especificamente para um MGF. O trabalho de Tanaka et al. (1996),

apesar de utilizar o modelo tradicional de Mori-Tanaka, restringe o mesmo apenas

para densidades volumétricas ρ nos intervalos 0 ≤ ρ ≤ 0, 3 e 0, 7 ≤ ρ ≤ 1, sendo
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que no primeiro intervalo o material mais ŕıgido é considerado como inclusão e

no segundo intervalo este material passa a ser matriz. Entre estes dois intervalos,

(0, 3 < ρ < 0, 7) é utilizada a interpolação, através de inferência Fuzzy, entre as

curvas válidas nos intervalos superiores e inferiores. A curva obtida através desta

interpolação é qualitativamente similar a curva do modelo proposto por Reiter

e Dvorak (1998), que consideram o modelo de Mori-Tanaka nas regiões onde é

posśıvel definir claramente a inclusão e a matriz, e o modelo Auto-consistente na

região de transição.

Diferentemente das abordagens acima descritas, em alguns casos pode-se tra-

balhar diretamente com a distribuição das propriedades efetivas na estrutura,

Isto ocorre, de maneira indireta, quando se utiliza o modelo de material SIMP

parametrizando apenas o módulo de Young do material, como é o caso proposto

no trabalho de Silva e Paulino (2005). Neste caso, o parâmetro ρ não precisa

ser interpretado como uma densidade volumétrica, mas apenas como uma para-

metrização artificial do problema. Assim, é obtida uma distribuição ótima da

propriedade efetiva, que no caso Silva e Paulino (2005) é o módulo de Young.

Posteriormente, pode ser utilizado um modelo de material adequado, porém de

forma inversa, para se obter a densidade volumétrica a partir do módulo de Young.

Outra abordagem seria a utilização de métodos de projeto de material, nos quais

se utiliza o MOT a fim de definir a geometria da microestrutura formada por

dois materiais, que tenha a propriedade efetiva desejada (SIGMUND, 1994; SILVA;

FONSECA; KIKUCHI, 1998)

Entretanto, esta abordagem só pode ser utilizada quando se está interessado

em determinar a distribuição de apenas uma das propriedades efetivas do material

e as demais propriedades não influenciam o problema. Isto ocorre pois as propri-

edades efetivas estão relacionadas e a determinação de uma microestrutura real,

que garanta um conjunto de propriedades, pode não ser fact́ıvel. Por exemplo,

não é posśıvel projetar um material com alta rigidez e com densidade próxima

de zero. O mesmo pode ocorrer entre as propriedades elásticas e térmicas do

material. Portanto, para acoplar todas as propriedades efetivas do material é

necessário se utilizar um ou mais modelos de material, de forma que as premissas

quanto a geometria da microestrutura sejam as mesmas.

Como já afirmado, outro ponto a ser definido é a respresentação do campo de

densidades. Os trabalhos que tratam de problemas unidimensionais (MARKWORTH;

SAUNDERS, 1995; TANAKA et al., 1996; TANIGAWA; MATSUMOTO, 1997; OOTAO

et al., 1999) utilizam funções parametrizadas para representar estas distribuições,

assim é posśıvel escolher funções cont́ınuas e suficientemente suaves.
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Aqui se observa a vinculação entre a forma de se parametrizar a distribuição

do campo de densidades volumétricas e a escolha do modelo de material, pois,

de um modo geral, deixam de ser válidos quando se tem uma transição rápida

da microestrutura em função do espaço, ou quando as inclusões têm tamanho

caracteŕıstico da mesma ordem de grandeza que o gradiente da propriedades

(TORQUATO, 1998; ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 1999), conforme discutido na

subseção 4.3.1. Assim, no caso das funções unidimensionais, é posśıvel selecionar

funções que sejam cont́ınuas, o que é uma caracteŕıstica do campo de densidades

volumétricas, e suficientemente suaves, para que o modelo de material adotado

continue válido.

Entretanto, esta abordagem de utilização de uma única função para para-

metrizar o campo de densidades não é eficiente para o caso de problemas bi ou

tri-dimensionais. Assim, os trabalhos de Cho e Ha (2002), Cho e Park (2003),

Cho e Choi (2004), Cho e Shin (2004) utilizam super-elementos que parametri-

zam o campo de densidades através de funções bi-lineares, da mesma forma que

o campo de deslocamentos é interpolado no interior do elemento finito isopa-

ramétrico utilizado na análise. Uma representação esquemática dessa forma de

parametrização do campo de densidades está apresentada na Figura 7.1.

Malha de análise

super-elemento

Figura 7.1: Representação esquemática da parametrização da distribuição de
densidade volumétrica proposta por Cho e Ha (2002)

Observa-se na Figura 7.1 que os valores de densidades volumétricas e con-

seqüentemente as propriedades efetivas do material, são transferidas para a ma-

lha de elementos finitos nos pontos de Gauss de cada elemento da malha mais

discretizada.

Esta forma de parametrização proposta por Cho e Ha (2002) é similar a for-

mulação de elemento isoparamétrico com gradiente, proposta por Kim e Paulino

(2002), desenvolvida para a análise de estruturas com gradiente de propriedades.
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O elemento isoparamétrico com gradiente foi utilizado para parametrizar o campo

de densidades por Chen e Tong (2005) e Silva e Paulino (2005), e por Turteltaub

(2002, 2005) que, apesar de não citar o trabalho de Kim e Paulino (2002), utiliza

a mesma idéia.

A formulação do elemento isoparamétrico com gradiente considera que a dis-

tribuição de propriedades no interior do elemento é controlada através de valores

nodais que são interpolados pelas mesmas funções de forma utilizadas no MEF.

Assim, o campo de densidades volumétricas ρ fica dado por:

ρ =
4∑

i=1

ρiNi (7.1)

onde Ni representa um conjunto de funções forma tal que 0 < ρ ≤ 1 . Uma

descrição completa da interpolação da densidade volumétrica empregada neste

trabalho será feita adiante na seção 7.4.1.

ρ(x)

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

Representação dos pontos de integração de Gauss

Representação dos nós do elemento

Figura 7.2: Representação esquemática da interpolação das grandezas
definidas nos nós do elementos e transferidas para a formulação do elemento

através do pontos de Gauss. (KIM; PAULINO, 2002)

Uma representação esquemática do elemento isoparamétrico com gradiente

está apresentada na Figura 7.2, onde se observa as variáveis de controle nodais

ρi que parametrizam o campo de densidades volumétricas, e os pontos de Gauss

que recebem o valor da densidade sobre os mesmos. O trabalho de Kim e Pau-

lino (2002) demonstra que a utilização do elemento com gradiente minimiza a

descontinuidade da tensão entre cada elemento da malha. Aqui vale notar que os

elementos isoparamétricos com gradiente não garantem a continuidade do campo

de tensões, pois uma caracteŕıstica do MEF baseado nos deslocamentos é que a

derivada do campo de deslocamentos é descont́ınua.
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7.4 Formulação proposta

Nesta seção será apresentada a formulação proposta neste trabalho para se fazer

a otimização da distribuição de material em estruturas constitúıda por materi-

ais com gradação de funcional. Inicialmente, na subseção 7.4.1, será feita uma

descrição do modelo de material adotado e da forma com que o campo de densi-

dades é parametrizado. Na seção seguinte (7.4.2), será apresentado o problema

de otimização em si, junto com uma discussão das decisões realizadas.

7.4.1 Modelo de material e parametrização do campo de
densidades volumétricas

Neste trabalho optou-se por utilizar um modelo de material genérico, de modo

a ter uma maior flexibilidade quanto às posśıveis microestruturas representadas

por este modelo. Dessa forma, foram utilizadas interpolações dos limites superior

e inferior de Hashin-Shtrikman (H-S) apresentados na subseção 4.3.2. Assim,

têm-se as propriedades efetivas do material dadas por:

KH(ρ) = φ(ρ)Kmax(ρ) + (1 − φ(ρ))Kmin(ρ) (7.2)

GH(ρ) = φ(ρ)Gmax(ρ) + (1 − φ(ρ))Gmin(ρ) (7.3)

onde Kmax, Kmin, Gmax, e Gmin são dados pelas equações 4.23, 4.24, 4.25 e 4.26,

respectivamente, a função φ(ρ) é responsável pela interpolação entre os limites

superior e inferior do módulo de compressibilidade e de cisalhamento. A inter-

polação φ(ρ) fornece a flexibilidade desejada para o modelo de material, de modo

que este possa se aproximar a outros modelos de material.

Observe que os valores de Kmax, Kmin, Gmax, e Gmin são dados a partir das

propriedades dos dois materiais base que constituem o MGF, aqui será conside-

rado um material mais (+) com propriedades K+, G+, %+ e σ+
y e um material

menos (−) com propriedades K−, G−, %− e σ−
y . Sendo que os módulos de com-

pressibilidade e cisalhamento atendem a relação K+ > K− e G+ > G−, já a

tensão de escoamento ( σ+
y e σ−

y ) e as densidades (%+ e %−) de cada material não

precisam atender a nenhuma relação.

A partir das equações 7.2 e 7.3 é posśıvel escrever o módulo de Young e o

coeficiente de Poisson do material, como 7.4 e 7.5, respectivamente:

EH(ρ) =
9KH(ρ)

1 + 3KH(ρ)
GH(ρ)

(7.4)
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νH(ρ) =
1 − 2/3 GH(ρ)

KH(ρ)

2 + 2/3 GH(ρ)
KH(ρ)

(7.5)

É importante ressaltar que, ao se utilizar uma interpolação dos limites de

Hashin-Shtrikman (H-S) é garantida a existência de uma microestrutura real

composta pelos dois materiais pré-selecionados que possui as propriedades efeti-

vas previstas. Entretanto, isto só será válido para os Materiais com Gradação

Funcional se o campo de densidade volumétrica variar de maneira suficiente-

mente suave para que os limites de H-S continuem válidos, conforme discutido

na subseção 4.3.2.

A definição de quão suave deve ser o campo de densidades volumétricas,

deve ser feita com base nos materiais e processos de fabricação escolhidos para a

construção da estrutura com gradiente.

Neste trabalho são propostas duas abordagens para a definição da função de

interpolação φ(ρ). A primeira e mais simples é de considerar φ(ρ) constante.

Assim temos:

φ(ρ) = κ (7.6)

onde

κ ∈ [0 1] (7.7)

Esta abordagem é utilizada por Turteltaub (2002, 2005).

A segunda abordagem foi inspirada nos trabalhos de Tanaka et al. (1996) e

Reiter e Dvorak (1998), e considera uma função de interpolação que aproxima

as propriedades efetivas do material ao limite inferior de Hashin-Shtrikman (H-

S), para densidades volumétricas baixas, e ao limite superior, para densidades

volumétricas altas, além de fazer uma transição suave entre os dois intervalos.

Com este objetivo foi escolhida a função dada por 7.4.1:

ϕ(ρ) =
cos(πρ)

2
+

1

2
(7.8)

que é usada de forma recursiva, de modo a se obter a transição desejada. Assim,

neste trabalho, foi utilizada a função 7.9:

φ(ρ) = ϕ(ϕ(ϕ(ϕ(ϕ(ρ))))) (7.9)

É importante notar que os limites da zona de transição bem como a função

foram definidas arbitrariamente. A definição desta função se baseia apenas na

idéia de que o módulo de elasticidade deve ser proximo do limite inferior Hashin-
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Shtrikman (H-S) quando a fase menos ŕıgida exerce o papel de matriz e do limite

superior quando esta fase exerce o papel de inclusão.

Para melhor ilustrar essa interpolação, a Figura 7.3 apresenta o módulo de

Young em termos da fração volumétrica, para um MGF hipotético, onde os ma-

teriais base possuem módulo de Young igual a 0.1 e 1.
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Figura 7.3: Exemplo da variação do Módulo de Young segundo o modelo de
material dado pelas equações 7.2, 7.3 e 7.9. O módulo de Young foi calculado
em termos do módulo de compressibilidade e cisalhamento pela relação 7.4

A densidade real do material composto é dada de maneira direta pela média

ponderada das densidades de cada um dos materiais. Esta função está represen-

tada em 7.10:

%H(ρ) = ρ%+ + (1 − ρ)%− (7.10)

Quanto a parametrização do campo de densidades neste trabalho foi utilizado

o elemento isoparamétrico apresentado na seção 7.3, assim o campo de densidades

fica dado no interior de cada elemento por:

ρ =
4∑

i=1

ρiNi

Observe-que matematicamente a formulação do elemento isoparamétrico com

gradiente é idêntica a formulação ACDM, logo, neste trabalho foi utilizada a

mesma implementação de elementos finitos apresentada no caṕıtulo 5.
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7.4.2 Formulação do problema de otimização da distri-
buição de material em estruturas com gradação fun-
cional

Aqui será apresentada a formulação proposta para o problema de otimização da

distribuição de material em estruturas com gradação funcional.

Do ponto de vista da aplicação de métodos de otimização para o projeto da

distribuição de material em estruturas com gradação funcional, neste trabalho

são proposta duas funções objetivo diferentes a fim de tratar dois tipos de meta

de projeto. O primeiro objetivo consiste na minimização da fração volumétrica

do material de uma das fase, e o segundo consiste na maximização da inércia de

rotação de um componente mecânico.

A formulação de minimização da fração volumétrica de material é um objetivo

mais genérico, e pode ser aplicados a diversos problemas. Como por exemplo,

minimizar o custo da materia prima envolvida, ou minimizar o peso da peça, no

caso do material mais denso ser aquele terá o volume minimizado. Essa função

objetivo é dada por:

min
ρ

∫

Ω

ρ(x)dΩ (7.11)

A formulação de maximização da inércia de rotação é um objetivo mais es-

pećıfico que se aplica ao projeto de rodas de inércia, também conhecido como

volantes, que são discos rotativos utilizados para a armazenar energia cinética

dentro de dispositivos. As rodas de inércia são utilizadas, por exemplo, em pren-

sas mecânicas. Esta função objetivo é dada por:

max
ρ

∫

Ω

r2(x)%(x)dΩ (7.12)

onde % representa a densidade real do material e é dada em 7.10 e r representa o

raio entre o ponto x e o eixo de rotação.

Apesar da diferença de aplicação de cada uma das funções objetivo, do ponto

de vista matemático e de otimização os problemas ambas as formulações são

similares uma vez que tanto a inércia de rotação e o volume, são funções lineares

em relação a densidade volumétrica de material.

A principal questão na formulação proposta nesta seção é o tratamento das

restrições de tensão, que é feito de forma independente de função objetivo. As-

sim, o desenvolvimento da formulação será feita utilizando a formulação de mi-

nimização de volume, a formulação de maximização da inércia será retomada
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apenas a apresentação da análise de sensibilidade na seção 7.4.3 e no caṕıtulo de

resultados.

Inicialmente, conforme apresentado na seção 4.5, é válido considerar como

critério de falha de um MGF, em uma primeira abordagem, a comparação da

tensão de von Mises média em cada fase da microestrutura com a tensão de von

Mises de escoamento de cada material. Assim, temos o problema de minimização

de volume da fase mais (ρ+) com restrição local de tensão dada por 7.13:

min
ρ

∫

Ω

ρ+(x)dΩ (7.13)

tal que
fvm(〈σ+〉)
〈σ+〉y

≤ 1 ,
fvm(〈σ−〉)
〈σ−〉y

≤ 1

onde 〈σ+〉 e 〈σ−〉 representam as médias das tensões nas fases mais (+) e menos

(−) do material, respectivamente, e são dadas pelas equações 4.7 e 4.17, 〈σ+〉y
e 〈σ−〉y representam as tensões de escoamento dos materiais, obtidas através de

ensaios de tração em corpos de prova homogêneos constitúıdos pelos respectivos

materiais. A função fvm(·) representa o cálculo da tensão de von Mises, que é

dada pela equação 4.54.

Esta formulação apresenta um controle rigoroso da falha em cada um dos ma-

teriais, entretanto, apresenta o problema das singularidade das tensões, discutido

na seção 6.3, devido ao mesmo fato apresentado por Duysinx e Bendsøe (1998),

e discutido na seção 6.4, de que a tensão limitante definida por Cheng e Jiang

(1992) pode ser maior que a tensão de escoamento do material. Isto ocorre pois

as matrizes localizadoras de tensões (B+ e B−), dadas por 4.17, não tendem a

matriz nula quando a fração volumétrica da respectiva fase tende a zero.

Para melhor compreender esta situação, supondo a matriz B+ calculada a

partir do primeiro modelo de material proposto neste trabalho, representado pelas

equações 7.2 e 7.3 associadas à equação 7.6. Isto é, considerando uma interpolação

constante entre os limites de H-S e adotando κ = 0, 5.

Observa-se na Figura 7.4 como os valores da diagonal principal, isto é, B+
11,

B+
22 e B+

33, e os valores fora dela, B+
12 e B+

21, variam em função da fração vo-

lumétrica do material mais (+). Neste exemplo, a matriz B+ foi calculada utili-

zando o tensor SH relativo ao estado plano de tensão.

Observa-se também que a matriz B+, neste caso de dimensões 3 × 3, tem a

mesma estrutura que o tensor constitutivo para o caso de estado plano de tensão,

logo, B+
13 = B+

31 = 0 e B+
23 = B+

32 = 0. Os demais valores estão apresentados
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Figura 7.4: Gráficos dos elementos da matriz localizadora das tensões em
termos da fração volumétrica do material mais (+)

na Figura 7.4, onde verifica-se que, para o caso de ρ = 1, ou seja, um material

homogêneo, esta matriz se transforma na matriz identidade, como era de ser

esperar. Porém, no caso contrário, quando ρ tende à zero a matriz B+ não tende

à uma matriz nula, ou seja, a tensão na fase que está desaparecendo tende a

aumentar ao invés de desaparecer também, o que gera o problema da tensão

limitante e, conseqüentemente, o fenômeno das topologias singulares. Aqui é

importante ressaltar que a matriz B+ é indefinida para ρ = 0, pois ocorre uma

divisão por zero na equação que a define (4.17).

Dado que a formulação 7.13 apresenta o fenômeno das topologias singulares,

o que não é desejável, seria necessário utilizar o conceito de ε-relaxação, que está

apresentado na subseção 6.3 e complementado para o caso de estruturas cont́ınuas

na seção 6.4; entretanto, neste trabalho optou-se por utilizar uma abordagem

diferente para o tratamento deste problema.

Baseando-se na idéia de que se está distribuindo dois materiais, diferente-

mente do caso do MOT aplicado à estruturas tradicionais, sempre existirá mate-

rial no Domı́nio Fixo Estendido (DFE), seja o material mais (+), o menos (−)

ou materiais intermediários, de modo que sempre poderá existir tensão em cada

ponto do DFE. Assim, neste trabalho, é proposto um ı́ndice estimativo de falha

do MGF dado pela média ponderada das tensão de von Mises em cada fase do ma-

terial. Aqui, este ı́ndice será tratado como tensão de von Mises na microestrutura

e dado por 7.14:

fvm(
〈
σmicro

〉
) = ρfvm(

〈
σ+
〉
) + (1 − ρ)fvm(

〈
σ−〉) (7.14)
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Observe que a média das tensões de von Mises em cada fase da microestrutura

é diferente da tensão de von Mises calculada a partir da média das tensões na

microestrutura, pois esta segunda seria dada por 7.15:

fvm(〈σ〉) (7.15)

onde 〈σ〉, conforme apresentado na seção 4.2, seria dado por:

〈σ〉 = ρ
〈
σ+
〉

+ (1 − ρ)
〈
σ−〉

ou seja, neste caso, se estaria fazendo o cálculo das tensões na macro-escala, logo,

se desconsideraria o efeito de localização de tensão dado pelas matrizes B+ e B−.

Na formulação aqui proposta, dada por 7.14, se faz a opção de evitar o

fenômeno da singularidade das tensões em detrimento de um controle mais ri-

goroso das tensões em cada fase da microestrutura, uma vez que a média das

tensões de von Mises em cada fase da microestrutura não é capaz de distinguir

em que fase irá ocorrer a falha do material.

Assim, a equação 7.14 pode ser escrita de uma forma diferente que facilita a

interpretação desta como um intensificador de tensão, devido à existência de uma

microestrutura heterogênea, e explica como esta equação resolve o problema da

singularidade das tensões.

Inicialmente, para simplificar a notação, adotaremos as relações 7.16:

〈
σ+
〉

vm
= fvm(

〈
σ+
〉
)

〈
σ+
〉

vm
= fvm(

〈
σ−〉) (7.16)

〈
σmicro

〉

vm
= fvm(

〈
σmicro

〉
)

Escrevendo, assim, a tensão de von Mises em cada fase da microestrutura

segundo a notação apresentada na equação 4.54, temos:

[〈
σ+
〉

vm

]2
= 〈σ〉T B+TVB+ 〈σ〉 (7.17)

e
[〈
σ−〉

vm

]2
= 〈σ〉T B−TVB− 〈σ〉 (7.18)

Logo, pode-se escrever a equação 7.14 como 7.19

[〈
σmicro

〉

vm

]2
= ρ

[

〈σ〉T B+TVB+ 〈σ〉
]

+ (1 − ρ)
[

〈σ〉T B−TVB− 〈σ〉
]

(7.19)
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e então, com alguma manipulação algébrica, temos 7.20:

[〈
σmicro

〉

vm

]2
= 〈σ〉T

[

ρ
(
B+
)T

VB+ + (1 − ρ)
(
B−)T VB−

]

︸ ︷︷ ︸

Bvm

〈σ〉 (7.20)

Desse modo, fica definida a matriz de cálculo da tensão de von Mises Bvm, e se

torna posśıvel escrever a tensão de von Mises na microestrutura como 7.21:

[〈
σmicro

〉

vm

]2
= 〈σ〉T Bvm 〈σ〉 (7.21)

Novamente, assim como na subseção 7.4.2, tomando como exemplo a inter-

polação constante dos limites de H-S, adotando κ = 0, 5 para dois materiais com

módulo de Young 0.1 e 1, e considerando a estrutura em estado plano de tensão,

é posśıvel representar graficamente os valores da matriz Bvm, dados por 7.20.

Estes valores são apresentados no gráfico da Figura 7.5:
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Figura 7.5: Gráficos dos elementos da matriz de cálculo da tensão de von
Mises em termos da fração volumétrica do material mais (+)

Neste caso, para os valores limites de densidade volumétrica ρ, a matriz Bvm

deve ser igual à matriz V, dada por 4.55, que, no caso de materiais em estado

plano de tensão, é dada por 7.22:

V =







1 −1
2

0
−1
2

1 0

0 0 3







(7.22)

Observa-se na Figura 7.5 que os valores das matrizes Bvm tendem aos valores

da matriz V para ρ tendendo a zero e para ρ tendendo a um. Ou seja, com a uti-
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lização da matriz Bvm para se fazer o cálculo do ı́ndice estimativo de falha de um

Material com Gradação Funcional (MGF), o fenômeno das topologias singulares

não irá ocorrer, pois, no limite (0 ou 1), quando se tem um material homogêneo,

seja o material mais (+) ou o menos (−), a tensão calculada é exatamente a

tensão de von Mises, sem a influência dos localizadores de tensão.

Para as densidades intermediárias observa-se que a tensão de von Mises é

intensificada levando em consideração a influência dos localizadores de tensão.

Assim, é posśıvel substituir a restrição do problema 7.13 pela restrição 7.23:

[〈
σmicro

〉

vm

]2 ≤
[〈

σmicro
〉

ref

]2

(7.23)

Entretanto, aqui se observa a necessidade de se utilizar um valor único de re-

ferência para compará-lo com a tensão de von Mises na microestrutura definida

anteriormente.

Neste trabalho são propostas duas formas de estimativa da tensão de re-

ferência.

O primeiro modelo proposto foi baseada no trabalho de Swan e Kosaka

(1997a) que propõem que a tensão de referência do material composto deve se

manter entre as tensões de referência dos modelos de Voigt e Reuss. Seguindo

esta idéia, neste trabalho é proposto a que a tensão de referência seja dada pela

média harmonica das tensões de referência de cada um dos materiais envolvidos,

assim esta pode ser representada por 7.24:

[〈
σmicro

〉

ref

]2

≡
[

ρ(x)

〈σ+〉2y
+

1 − ρ(x)

〈σ−〉2y

]−1

(7.24)

Neste modelo, a tensão de escoamento tende a se manter mais próxima da

tensão de escoamento do material mais fraco em um maior intervalo de densidades

volumétricas. Assim, esse modelo tende a fornecer projetos mais conservativos.

Esse é um ponto positivo um vez que não se sabe ao certo qual é a tensão de

escoamento de um material composto, e mais especificamente, de um MGF. Ou-

tra vantagem desta proposta é que a tensão de referência se mantém dentro dos

limites da tensão de referência dos modelos de Voigt e Reuss independentemente

de qual fase possui a maior tensão de referência. Ou seja, este modelo pode ser

aplicado para tanto MsGF em que 〈σ+〉y > 〈σ−〉y ou no caso de 〈σ+〉y < 〈σ−〉y.

A Figura 7.6(a) apresenta a curva dada pela função 7.24 no caso de 〈σ+〉y >
〈σ−〉y e a Figura 7.6(b) no caso inverso, assim, pode-se observar o caráter con-
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servativo da estimativa da tensão de referência proposta neste trabalho.
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Figura 7.6: Gráficos representativos da tensão de escoamento segundo os
modelos de Voigt Reuss e o modelo proposto neste trabalho

O segundo modelo proposto se baseia na mesma idéia que o modelo anterior

e consiste em definir a tensão de referência apenas média ponderada penalizada

das tensões de referência de cada fase envolvida, assim este modelo fica dado por

7.25:
[〈
σmicro

〉

ref

]2

≡ ρ(x)s
〈
σ+
〉2

y
+ (1 − ρ(x))

〈
σ−〉2

y
(7.25)

onde s é um parâmetro de ajuste da função, que permite deixar o a curva da

tensão de referência mais próxima ou mais afastada das tensões de referência de

Voigt e de Reuss.

Uma desvantagem deste modelo é que este é valido apenas para o caso 〈σ+〉y >
〈σ−〉y, pois no caso contrário a tensão de referência não atende a proposição

de Swan e Kosaka (1997a) de se manter dentro das tensões de referência dos

modelos de Voigt e Reuss. A vantagem desse modelo é a flexibilidade fornecida

pelo parâmetro s.

Com a definição de um ı́ndice estimativo de falha (〈σmicro〉vm) e uma tensão

de referência única (〈σmicro〉ref ), é posśıvel escrever o problema original como

7.26:

min
ρ

∫

Ω

ρ(x)dΩ (7.26)

tal que
[〈σmicro〉vm]

2

[

〈σmicro〉ref

]2 ≤ 1
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Neste ponto, têm-se uma formulação para o problema de otimização da dis-

tribuição de material em estruturas com gradiente de propriedades, considerando

restrição de tensão, que não apresenta o fenômeno das topologias singulares.

Porém, o problema relativo ao alto número de restrições, devido à caracteŕıstica

local da restrição de tensões, discutida nas seções 6.1 e 6.4, ainda está presente.

Assim, aqui se optou, em uma primeira abordagem, por utilizar uma restrição

global de tensão, tal qual as propostas por Park (1995), Yang e Chen (1996) e

Duysinx e Bendsøe (1998). Dessa forma, o problema 7.26 passa a ser escrito como

7.27:

min
ρ

∫

Ω

ρ(x)dΩ

tal que (7.27)





1

Ω

∫

Ω






[〈σmicro〉vm]
2

[

〈σmicro〉ref

]2






p




1

p

≤ 1

onde Ω representa o volume da estrutura, p representa o peso na norma-p que

irá ponderar a influência da tensão máxima do problema 〈σmicro〉vm representa a

tensão de von Mises na microestrutura, dado por 7.21 e 〈σmicro〉ref representa a

tensão de comparação dada por 7.24.

A partir da formulação proposta em 7.27, seguindo a mesma notação, foi

implementada e estudada também a formulação dada por 7.28:

min
ρ

∫

Ω

ρ(x)dΩ

tal que (7.28)





1

Ω

∫

Ω




max







[〈σmicro〉vm]
2

[

〈σmicro〉ref

]2 − 1, 0












p




1

p

≤ 0

Nesta nova formulação contribuem para a norma-p das tensões apenas as

regiões que possuem tensão de von Mises na microestrutura acima da tensão de

referência, ou seja, apenas os pontos que estão falhando. A idéia dessa formulação

é fazer um melhor controle da restrição de tensão de modo a desconsiderar a in-

fluência das tensões nos pontos em que não está ocorrendo falha. Esta formulação,

apesar de similar à anterior, possui um comportamento significativamente dife-

rente da anterior durante o processo iterativo de otimização, isto porque esta

apresenta uma descontinuidade dada pela função max {·, ·}
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Antes de prosseguir, aqui vale a pena fazer um resumo dos modelos de material

propostos neste trabalho. A Tabela 7.1 apresenta os dois modelos de material

utilizados para prever o módulo de Young do MGF.

Denominação Modelos para interpolação dos limites de H-S

H-S-linear φ(ρ) = κ onde
κ ∈ [0 1]

H-S-transição φ(ρ) = ϕ(ϕ(ϕ(ϕ(ϕ(ρ))))) onde

ϕ(ρ) = cos(πρ)
2

+ 1
2

Tabela 7.1: Resumo dos modelos de material propostos para MsGF

Para facilitar a referência aos modelos foram dados nomes a cada um deles,

assim o modelo de interpolação linear do limites de H-S foi chamado de de “H-S-

linear”, enquanto o modelo não linear que tenta melhor representar a região de

transição foi chamado de “H-S-transição”.

A Tabela 7.2 apresenta os dois modelos utilizados para estimar a tensão de

referência dos materiais, neste caso também foram dados nomes aos modelos,

conforme apresentado na Tabela 7.2.

Denominação Modelos para Tensão de Refêrencia

Tensão-M. A.
[

〈σmicro〉ref

]2

≡ ρ(x)s 〈σ+〉2y + (1 − ρ(x)s) 〈σ−〉2y

Tensão-M. H.
[

〈σmicro〉ref

]2

≡
[

ρ(x)

〈σ+〉2y
+ 1−ρ(x)

〈σ−〉2y

]−1

Tabela 7.2: Resumo dos modelos propostos para estimativa da tensão de
referência para MsGF

Assim, o modelo que se utiliza de um média aritmética das tensões de re-

ferência foi denominado de “Tensão-M. A.”, já aquele que utiliza uma média

harmônica foi denominado “Tensão-M. H.”.

Um estudo da influência desse modelos de material é feita nos exemplos apre-

sentados nas seções 10.2 e 10.3.

7.4.3 Formulação do problema na forma discreta e análise
de sensibilidade

Aqui será apresentada a discretização das formulações propostas na seção ante-

rior, o procedimento adotado é similar ao realizado para o caso de otimização de
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estrutura tradicionais, compostas por apenas um material, que foi apresentada

na subseção 6.5.2.

Inicialmente, será tratado o problema 7.27, que na sua forma discreta é dado

por 7.29:

min
ρ

M∑

e=1

∫

Ωe

ρ(x)dΩe

tal que (7.29)





1

Ω

M∑

e=1

Ωe






[
〈σmicro〉evm

]2

[

〈σmicro〉eref

]2






p




1

p

≤ 1

onde M representa o número de elementos da malha, Ωe representa o volume

do elemento e, 〈σmicro〉evm e 〈σmicro〉eref representam a tensão de von Mises na

microestrutura e a tensão de referência, respectivamente; ambas calculadas no

centro do elemento e.

O mesmo procedimento, apresentado na subseção 6.5.2, de fazer a expansão

em série de Taylor e o cálculo das derivadas das funções envolvidas no problema,

é aqui utilizada.

A aplicação deste procedimento à função objetivo de minimização de volume

é idêntica à apresentada para problema com apenas um material, logo esta não

será re-apresentada. Já para o caso de maximização da inércia de rotação, a

função objetivo na sua forma discretizada é dada por:

I(ρ) =
M∑

e=1

∫

Ωe

r2(x)%(x)dΩe (7.30)

Agora, para avaliar a função 7.30 com a parametrização de densidades do

modelo ACDM é necessário escrever esta função, em termos das variáveis nodais.

Assim tem-se:

I(ρ) =
M∑

e=1

2π

∫

z

∫

r

[

r3

(
4∑

j=1

ρjNj(s, t)

)

%+

(

1 −
(

4∑

j=1

ρjNj(s, t)

))

%−

]

drdz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

(7.31)

e seguindo o mesmo procedimento de expansão em séries de Taylor e considerando

apenas o termos de primeira ordem. Para aplicar o método de PLS basta calcular
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a derivada de I(ρ) em relação a ρi. E esta é dada por 7.32:

dI(ρ)

dρi

=
M∑

e=1



2π

∫

z

∫

r

r3
[
Ni(s, t)%

+ −Ni(s, t)%
−] drdz





∣
∣
∣
∣
∣
∣
e

(7.32)

A seguir será apresentado o mesmo procedimento para a restrição do problema

proposto.

Aqui, para facilitar a notação e a implementação, será considerado o quadrado

da tensão de von Mises como medida de comparação. Assim, aqui será definido:

〈
σmicro

〉e

vm2 ≡
[〈

σmicro
〉e

vm

]2
(7.33)

e
〈
σmicro

〉e

ref2 ≡
[〈

σmicro
〉e

ref

]2

(7.34)

Então restrição fica dada por:

G1 ≡
[

1

Ω

M∑

e=1

Ωe

(

〈σmicro〉evm2

〈σmicro〉eref2

)p] 1

p

− 1 ≤ 0 (7.35)

Fazendo a expansão em série de Taylor, com apenas os elementos de primeira

ordem, têm-se:

G1 = G1

(
ρ0
)

+
N∑

i=1

dG1 (ρ0)

dρi

[
ρi − ρ0

i

]
(7.36)

De forma similar ao apresentado na subseção 6.5.2, G1 é uma função impĺıcita

de ρi de modo que será utilizado o método adjunto assim temos a sensibilidade

de G1 dada por:

dG1 (ρ0)

dρi

=
∂G1 (ρ0)

∂ρi
︸ ︷︷ ︸

Parte expĺıcita

+ λT

(
df

dρi

− dK

dρi

d

)

︸ ︷︷ ︸

Parte impĺıcita

(7.37)

onde

KλT =
dG1 (ρ0)

dd
(7.38)

que é chamado de problema adjunto. E de forma similar ao apresentado na seção

6.5.2, a derivada
dG1(ρ0)

dd
representa um vetor de derivadas de G1 em função dos

deslocamentos di conforme representado na equação 6.49

Inicialmente, será apresentada a sensibilidade do termo expĺıcito da equação
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7.37 que é dado por:

∂G1 (ρ0)

∂ρi

=
1

p

[

1

Ω

M∑

e=1

Ωe

(

〈σmicro〉evm2

〈σmicro〉eref2

)p]
1−p

p

· (7.39)

1

Ω

M∑

e=1



Ωep

(

〈σmicro〉evm2

〈σmicro〉eref2

)p−1

·

d〈σmicro〉e

vm2

dρi
〈σmicro〉eref2 −

〈σmicro〉e

ref2

dρi
〈σmicro〉evm2

[

〈σmicro〉eref2

]2






Para facilitar as deduções que seguem, é importante ressaltar que, ao se pa-

rametrizar o campo de densidades através de elementos finitos com gradiente,

conforme apresentado na seção 7.4.1, deve-se fazer derivada do campo em função

densidade nodal, que fica dada por:

∂ρ

∂ρi

= Ni (7.40)

O cálculo das derivadas
d〈σmicro〉e

vm2

dρi
e
〈σmicro〉e

ref2

dρi
deve ser feito conforme o

modelo de material adotado. Assim, temos a derivada tensão da referência 7.25

dada por
d 〈σmicro〉eref2

dρi

= 2ρ
∂ρ

∂ρi

[〈
σ+
〉

y

]2

− 2ρ
∂ρ

∂ρi

[〈
σ−〉

y

]2

(7.41)

e no caso da tensão de referência 7.24, sua derivada é dada por:

d 〈σmicro〉eref2

dρi

= −






ρ
[

〈σ+〉y
]2 +

1 − ρ
[

〈σ−〉y
]2






−2

� (7.42)





∂ρ

∂ρi






1
[

〈σ+〉y
]2 − 1

[

〈σ−〉y
]2











e para a tensão de von Mises na microestrutura temos:

d 〈σmicro〉evm

dρi

=
∂ 〈σ〉T
∂ρi

Bvm 〈σ〉 + 〈σ〉T ∂Bvm

∂ρi

〈σ〉 + 〈σ〉T Bvm

∂ 〈σ〉
∂ρi

(7.43)

O cálculo da derivada de Bvm é um pouco mais complexo. Considerando a

matriz Bvm dada por:

Bvm = ρ
(
B+
)T

VB+ + (1 − ρ)
(
B−)T VB− (7.44)
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então temos:

∂Bvm

∂ρi

=
∂ρ

∂ρi

((
B+
)T

VB+
)

+ ρ

[

∂ (B+)
T

∂ρi

VB+ +
(
B+
)T

V
∂B+

∂ρi

]

+ (7.45)

− ∂ρ

∂ρi

((
B−)T VB−

)

+ (1 − ρ)

[

∂ (B−)
T

∂ρi

VB− +
(
B−)T V

∂B−

∂ρi

]

onde

∂B+

∂ρi

=
((

S+ − S−)−1
) ρ∂SH

∂ρi
− ∂ρ

∂ρi

(
SH − S−)

ρ2
(7.46)

e

∂B−

∂ρi

= −1
((

S+ − S−)−1
) (1 − ρ)∂SH

∂ρi
+ ∂ρ

∂ρi

(
SH − S+

)

(1 − ρ)2 (7.47)

Para se avaliar estas duas equações (7.47 e 7.46), é necessário calcular a derivada

de SH . Assim, esta fica dada por:

∂SH

∂ρi

=
∂SH

∂EH

(
∂EH

∂KH

∂KH

∂ρ
+
∂EH

∂GH

∂GH

∂ρ

)
∂ρ

∂ρi

+ (7.48)

∂SH

∂νH

(
∂νH

∂KH

∂KH

∂ρ
+
∂νH

∂GH

∂GH

∂ρ

)
∂ρ

∂ρi

e, considerando CH dado por 5.2, temos no caso de estruturas axissimétricas

(
CH
)−1 ≡ SH =










E−1 − v
E

− v
E

0

− v
E

E−1 − v
E

0

− v
E

− v
E

E−1 0

0 0 0 2 1+v
E










(7.49)

e

∂SH

∂EH
=










−E−2 v
E2

v
E2 0

v
E2 −E−2 v

E2 0
v

E2

v
E2 −E−2 0

0 0 0 −2 1+v
E2










(7.50)

∂SH

∂νH
=










0 −E−1 −E−1 0

−E−1 0 −E−1 0

−E−1 −E−1 0 0

0 0 0 2E−1










(7.51)

considerando EH e νH dados por 7.4 e 7.5, respectivamente, temos:

∂EH

∂KH
=

9
(

1 + 3 KH

GH

) − 27KH

GH

(

1 + 3 KH

GH

)2 (7.52)
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∂EH

∂GH
=

27
(
KH
)2

[(

1 + 3 KH

GH

)

GH

]2 (7.53)

e

∂νH

∂KH
=

2/3GH

(KH)2
(

2 + 2/3 GH

KH

) +
2/3

(

1 − 2/3 GH

KH

)

GH

[(

2 + 2/3 GH

KH

)

KH

]2 (7.54)

∂νH

∂GH
= − 2/3

KH

(

2 + 2/3 GH

KH

) −
2/3

(

1 − 2/3 GH

KH

)

(

2 + 2/3 GH

KH

)2

KH

(7.55)

considerando também KH(ρ) e GH(ρ) dados por 7.2 e 7.3, respectivamente, te-

mos:

∂KH

∂ρ
=
∂φ(ρ)

∂ρ
Kmax(ρ) + φ(ρ)

∂Kmax(ρ)

∂ρ
− (7.56)

∂φ(ρ)

∂ρ
Kmin(ρ) + (1 − φ(ρ))

∂Kmin(ρ)

∂ρ

∂GH

∂ρ
=
∂φ(ρ)

∂ρ
Gmax(ρ) + φ(ρ)

∂Gmax(ρ)

∂ρ
− (7.57)

∂φ(ρ)

∂ρ
Gmin(ρ) + (1 − φ(ρ))

∂Gmin(ρ)

∂ρ

e, finalmente, considerando Kmax(ρ), Kmin(ρ), Gmax(ρ) e Gmin(ρ) dados por 4.23,

4.24, 4.25 e 4.26, respectivamente, temos:

∂Kmax

∂ρ
= −K− +K+ +

ρ (K+ −K−)
2

(1 − ρ)K+ + ρK− +G1
−

(1 − ρ) (K+ −K−)
2

(1 − ρ)K+ + ρK− +G+
+

(1 − ρ) ρ (K+ −K−)
2
(K− −K+)

((1 − ρ)K+ + ρK− +G+)2 (7.58)

∂Kmin

∂ρ
= −K− +K+ +

ρ (K+ −K−)
2

(1 − ρ)K+ + ρK− +G−−

(1 − ρ) (K+ −K−)
2

(1 − ρ)K+ + ρK− +G− +
(1 − ρ) ρ (K+ −K−)

2
(K− −K+)

((1 − ρ)K+ + ρK− +G−)2 (7.59)

∂Gmax

∂ρ
= −G− +G+ +

ρ (G+ −G−)
2

(1 − ρ)G+ + ρG− + K+ G+

K++2 G+

−

(1 − ρ) (G+ −G−)
2

(1 − ρ)G+ + ρG− + K+ G+

K++2 G+

+
(1 − ρ) ρ (G+ −G−)

2
(G− −G+)

(
(1 − ρ)G+ + ρG− + K+ G+

K++2 G+

)2

(7.60)
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∂Gmin

∂ρ
= −G− +G+ +

ρ (G+ −G−)
2

(1 − ρ)G+ + ρG− + K− G−

K−+2 G−

−

(1 − ρ) (G+ −G−)
2

(1 − ρ)G+ + ρG− + K− G−

K−+2 G−

+
(1 − ρ) ρ (G+ −G−)

2
(G− −G+)

(
(1 − ρ)G+ + ρG− + K− G−

K−+2 G−

)2 (7.61)

Assim, tem-se a derivada de todos os termos necessários para o cálculo da parte

expĺıcita da equação 7.37, dada pela equação 7.39.

Para completar a derivada apresentada na equação 7.37, é necessário fazer

o cálculo das derivadas que envolvem a parte impĺıcita da equação, inicialmente

apresentaremos as derivadas em função de ρi ( df
dρi

e dK
dρi

).

A derivada do vetor de carregamento f em função de ρi é dada de forma

similar ao apresentado na subseção 6.5.2, a menos da derivada da força de campo

dada pela equação 6.55, que no caso de um MGF por 7.62:

dfc
dρi

=

(
∂ρ

∂ρi

%+ − ∂ρ

∂ρi

%−
) [

ωrp

az

]

(7.62)

uma vez que a força de campo em si, é dada por:

fc = ρ%+ + (1 − ρ)%−

[

ωrp

az

]

(7.63)

conectividade dos elementos.

A derivada da matriz de rigidez em termos de ρi também é obtida de forma

similar ao apresentado na subseção 6.5.2, porém difere apenas no cálculo da

derivada de CH

e que é dada por:

dCH

e

dρi

=
∂CH

e

∂EH

(
∂EH

∂KH

∂KH

∂ρ
+
∂EH

∂GH

∂GH

∂ρ

)
∂ρ

∂ρj

+ (7.64)

∂CH

e

∂νH

(
∂νH

∂KH

∂KH

∂ρ
+
∂νH

∂GH

∂GH

∂ρ

)
∂ρ

∂ρj

Observa-se que a equação 7.64 é similar à equação 7.48 à exceção dos termos

envolvendo CH

e , que estão representados nas equações 7.65 e 7.66:

∂CH

e

∂EH
=

1

(1 + ν)(1 − 2ν)










1 − ν ν ν 0

ν 1 − ν ν 0

ν ν 1 − ν 0

0 0 0 1−2ν
2










(7.65)
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∂CH

e

∂νH
=












(
∂CH

e

∂νH

)

1,1

(
∂CH

e

∂νH

)

1,2

(
∂CH

e

∂νH

)

1,3
0

(
∂CH

e

∂νH

)

2,1

(
∂CH

e

∂νH

)

2,2

(
∂CH

e

∂νH

)

2,3
0

(
∂CH

e

∂νH

)

3,1

(
∂CH

e

∂νH

)

3,2

(
∂CH

e

∂νH

)

3,3
0

0 0 0
(

∂CH
e

∂νH

)

4,4












(7.66)

onde os termos da diagonal principal e aqueles acima desta são dados por:

(
∂CH

e

∂νH

)

1,1

=

(
∂CH

e

∂νH

)

2,2

=

(
∂CH

e

∂νH

)

3,3

= (7.67)

− E (1 − v)

(1 + v)2 (1 − 2 v)
+ 2

E (1 − v)

(1 + v) (1 − 2 v)2 − E

(1 + v) (1 − 2 v)

(
∂CH

e

∂νH

)

1,2

=

(
∂CH

e

∂νH

)

1,3

=

(
∂CH

e

∂νH

)

2,3

= (7.68)

− Ev

(1 + v)2 (1 − 2 v)
+ 2

Ev

(1 + v) (1 − 2 v)2 +
E

(1 + v) (1 − 2 v)

(
∂CH

e

∂νH

)

4,4

= − E (1/2 − v)

(1 + v)2 (1 − 2 v)
+2

E (1/2 − v)

(1 + v) (1 − 2 v)2 −
E

(1 + v) (1 − 2 v)
(7.69)

já os termos abaixo da diagonal principal não estão explicitamente representados,

uma vez que esta matriz é simétrica.

Os demais termos da equação 7.64 estão representados em 7.52, 7.53, 7.54,

7.55, 7.56, 7.57, 7.58, 7.59, 7.60 e 7.61.

Seguindo o cálculo das derivadas que envolvem a parte impĺıcita da equação

7.37, a derivada
dG1(ρ0)

dd
do problema adjunto 7.38, que, assim como dito ante-

riormente, representa um vetor cujas componentes são as derivadas de G1 em

função dos deslocamentos di, e estas são dadas, para o ng graus de liberdade do

problema, por:

dG1 (ρ0)

ddi

=
1

p

[

1

Ω

M∑

e=1

Ωe

(

〈σmicro〉evm2

〈σmicro〉eref2

)p]
1−p

p

· (7.70)

1

Ω

M∑

e=1



Ωep

(

〈σmicro〉evm2

〈σmicro〉eref2

)p−1

· d 〈σ
micro〉evm2

ddi

1

〈σmicro〉eref2





onde
d 〈σmicro〉vm

ddi

=
∂ 〈σ〉Te
∂di

Bvm 〈σ〉e + 〈σ〉Te Bvm

∂ 〈σ〉e
∂di

(7.71)

e
∂〈σ〉e
∂di

é dado de forma idêntica ao problema de estruturas tradicionais, e está

representado pela equação 6.66.

Assim têm-se definido todos os termos necessários para o cálculo da sensibi-
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lidade da restrição do problema 7.29 dada por 7.37.

Para se obter a derivada do problema 7.28 que na sua forma discreta é dado

por 7.72:

min
ρ

M∑

e=1

∫

Ωe

ρ(x)dΩ

tal que (7.72)





1

Ω

M∑

e=1

Ωe




max







[〈σmicro〉vm]
2

[

〈σmicro〉ref

]2 − 1, 0












p




1

p

≤ 0

basta aplicar o mesmo procedimento descrito para o problema 7.29, porém, fa-

zendo a somatória apenas considerando os elementos que estão falhando, assim

como foi feito para o problema 6.35 na subseção 6.5.2
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8 Implementação numérica

Nesta seção será apresentada a implementação numérica dos problemas de OT

apresentados nas seções 6.5 e 7.4.

Neste trabalho foi desenvolvido um único software, contendo as implementações

de três formulações para os dois problemas propostos. Para o problema de oti-

mização topológica de estruturas tradicionais, foi implementada a formulação de

OT com restrição global de tensão e a formulação de OT com restrição local de

tensão. Já para o problema de otimização da distribuição de material em es-

truturas constitúıdas por MsGF, foi implementada apenas a restrição global de

tensão, desse modo este problema será denominado Otimização da distribuição

de material em estruturas com gradação funcional.

Conforme descrito no caṕıtulo 3, neste software foram implementados dois

métodos de otimização, Para o problema de OT com restrição global de tensão e

o problema de Otimização da distribuição de material em estruturas com gradação

funcional foi implementado um algoritmo de PLS Já para o problema de OT com

restrição local de tensão foi implementado o MLA. Inicialmente será apresentado

o método de PLS.

A PLS aplicada ao MOT possui 3 blocos básicos que devem trocar informações

entre si, que são: a implementação do MEF; o cálculo da função objetivo, res-

trições e respectivas análise de sensibilidades; e o algoritimo de otimização.

O Algoritmo 3 apresenta os principais passos da implementação da PLS no

software de OT

O primeiro passo do Algoritmo 3 consiste na leitura dos dados de entrada do

problema. Neste trabalho, estes dados são gerados com o aux́ılio das ferramentas

de pré-processamento de um software comercial, neste caso por facilidade de

foi utilizado o software ANSYSr 8.0, onde é gerada a geometria e aplicado os

carregamentos, tanto externo (forças aplicadas aos nós) quanto os esforços de

inércia (rotação e aceleração).
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Algoritmo 3 Principais passos do algoritmo de OT implementado (Algoritimo
de PLS
1: Leitura dos dados de entrada, definição da distribuição inicial de densidades

ρn e definição do contador de iterações n = 1
2: enquanto Não atender ao critério de convergência definido faça
3: Cálculo do campo de deslocamentos e tensões através do Método de Ele-

mentos Finitos
4: Cálculo da função objetivo e restrições; e análise de sensibilidade das mes-

mas
5: Obtenção dos novos valores de ρn+1 através do algoritmo de otimização e

incremento de n
6: termina enquanto
7: Geração dos arquivos e gráficos de resposta do problema

A partir do modelo em ANSYSr é gerado um arquivo em formato ASCII,

através do comando Archive Model → Write, que é lido pelo software desen-

volvido, este arquivo contém as coordenadas nodais da malha, a conectividade

dos elementos, as propriedades mecânicas dos materiais envolvidos, no caso de

estruturas com gradiente de propriedades, o vetor de força externa aplicada, a in-

dicação dos graus de liberdade restritos, o número de elementos (M) e o número

de nós (N). Ou seja todos os dados necessários para o Método de Elementos

Finitos.

A matriz de conectividade conect define os nós que compõem cada elemento,

no caso de elementos de quatro nós estes são os vértices do quadrilátero. A

partir desses valores o software cria as matrizes fixas ID, matriz dos graus de

liberdade não restritos já enumerados, a matriz edof formada pela conectividade

dos elementos, o vetor fext que contém as forças externas nodais aplicadas a

estrutura e a matriz de coordenadas nodais coord.

A partir da montagem da matriz ID, obtém-se o valor de ksize, que representa

o número de graus de liberdade livres do modelo. Com a matriz ID e edof,

desenvolve-se a matriz LM que representa a conectividade dos graus de liberdade

não restritos de cada elemento.

Em posse das matrizes fext, LM, ksize, coord e conect é posśıvel se iniciar o

terceiro passo do Algoritmo 3 que consiste no cálculo dos campos de deslocamento

e tensões da estrutura.

Para criar o sistema linear Kd = f , apresentado no caṕıtulo 5, é necessário,

inicialmente criar às matrizes de rigidez local dos elementos. Para isso utiliza-se

a informação de conect e coord. Cada elemento possui uma matriz 8 x 8 que

relaciona as forças aplicadas aos nós com os respectivos deslocamentos.
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Calculada a matriz local deve-se então inserir seus valores na matriz global

K, que, a prinćıpio, possui o tamanho ksize x ksize, porém, neste software a

matriz global K é montada diretamente na sua forma esparsa, que é representada

através dos vetores ija que faz a relação entre uma posição ij da matrix “cheia”K

e a posição a do vetor sa que irá conter apenas os valores não nulos de K, essa

forma de indexação de matriz esparsa é apresentada em Press et al. (1999).

A importância de se utilizar a representação da matriz K na sua forma es-

parsa, é devido ao grande número de elementos nulos presentes em K que utilizam

a memória RAM do microcomputador porém não acrescenta informação na ma-

triz K. Esta situação é caracteŕıstica do sistema linear presente no MEF (BATHE,

1996). O número de elementos nulos da matriz K irá depender da numeração

dos elementos da malha, porém a razão entre o tamanho de K e seu número

de elementos não nulos tem a mesma ordem de grandeza para diversas malhas

comumente utilizadas.

Para exemplificar essa diferença, a malha do problema apresentado na Fi-

gura 8.1 possui 4000 elementos e 4141 nós, podendo possuir até 8282 graus de

liberdade, porém aplicando as condições de contorno este número é reduzido para

8181 graus de liberdade, o que implica em uma matriz K de 8181 linhas por 8181

colunas, logo possui 66.928.761 posições, porém o número de posições não nulas

para essa matriz é apenas 143.577, ou seja é necessário armazenar apenas 0,21%

das posições da matriz. Logo, é fácil observar a importância do armazenamento

da matriz K na sua forma esparsa a fim de otimizar o uso da memória RAM do

microcomputador.

Figura 8.1: Malha exemplo para apresentação do número de elementos nulos
da matriz de rigidez global K

Para completar o sistema linear Kd = f é necessário calcular o vetor fb, que
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representa as forças de campo aplicadas a estrutura. Tal qual a matriz de rigidez

local, o vetor fb é calculado utilizando a geometria do elemento e os valores de

densidade e aceleração do elemento.

Neste ponto é necessário resolver o sistema linear Kd = f , para isso é utili-

zada a rotina linbcg dispońıvel em Press et al. (1999). Esta rotina resolve sis-

temas lineares utilizando o Método dos Gradientes Bi-Conjugados para Sistemas

Esparsos (MGBSE). Dessa forma o valor dos deslocamentos são determinados

em vetor ub de tamanho ksize.

Com posse dos deslocamentos, é posśıvel calcular o campo de tensões na

estrutura. Assim, se inicia o quarto passo do Algoritmo 3, em que se é calculado

o valor da função objetivo e feita análise de sensibilidade.

Para o cálculo da função objetivo são implementadas as equações apresenta-

das nas seções 6.5 e 7.4. Para realizar a análise de sensibilidade do problema,

através do método adjunto, conforme apresentado nas seções 6.5.2 e 7.4.3, é ne-

cessário a solução do sistema linear:

KλT =
dG1 (ρ)

dd

Logo, novamente é utilizada a rotina linbcg, que nos fornece os valores de λ e

conseqüentemente possibilita o cálculo dos valores das derivadas da restrição em

função das variáveis de projeto ρi.

No caso da parametrização da densidade volumétrica ser feita pelo modelo

ACDM, ou através dos elementos isoparamétricos com gradiente, o número de

variáveis de projeto (nvars) será igual ao número de nós (N) da malha de ele-

mentos finitos,

Com posse dos gradientes da funções objetivo e restrição, é posśıvel se iniciar

o quinto passo do Algoritmo 3, em que os novos valores das densidades nodais

ρn+1 são definidos.

Para a solução numérica desse problema de otimização, neste trabalho, é

utilizado algoritmo de Programação Linear (PL) implementado na rotina dsplp,

desenvolvido por Hanson e Hiebert (1993), e que é parte integrante da biblioteca

livre SLATEC. A rotina dsplp necessita como dados de entrada a sensibilidade

da função objetivo e das restrições do problema, além das restrições de caixa das

variáveis de projeto, que neste caso são os limites móveis da PLS.

Um ponto importante para o bom funcionamento do algoritmo de PLS é a

correta definição dos limites móveis em cada passo da PL. Neste trabalho, foi
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utilizada uma formulação de atualização dos limites móveis proposta por Cardoso

(2000), e que é apresentada no Algoritmo 4.

Algoritmo 4 Cálculo dos limites móveis

Nescessita: passo, passomax, passomin, sup > 1, inf < 1, ρmax, ρmin,
limovsuperior, limovinferior

1: para i = 1 a nvar faça
2: se valor da variável de projeto ρi oscilar nas 3 ultimas iterações então
3: passon+1

i ⇐ passon
i × inf

4: se não
5: passon+1

i ⇐ passon
i × sup

6: termina se
7: se passon+1

i > passomax então
8: passon+1

i ⇐ passomax

9: termina se
10: se passon+1

i < passomin então
11: passon+1

i ⇐ passomin

12: termina se
13: limovn+1

superior,i ⇐ limovn
superior,i × (1 + passon+1

i )

14: limovn+1
inferior,i ⇐ limovn

inferior,i × (1 − passon+1
i )

15: se limovn+1
superior,i > ρmax então

16: limovn+1
superior,i ⇐ ρmax

17: termina se
18: se limovn+1

inferior,i < ρmin então

19: limovn+1
inferior,i ⇐ ρmin

20: termina se
21: termina para

Com utilização deste algoritmo, é necessária apenas a definição prévia dos

valores máximo e mı́nimo do limite móvel, representados por passomax e passomin,

e a definição do valor do incremento e do decremento representados por sup, inf ,

respectivamente. Assim, o Algoritmo 4 se encarrega de alterar, caso a caso, os

limites móveis da cada variável de projeto afim de evitar as oscilações do campo

de densidade devido a não-linearidade da restrição de tensão.

Outro ponto importante ao se aplicar a PLS considerando restrições, como as

restrições de tensão, é que, conforme a distribuição inicial de densidades do pro-

blema, pode-se iniciar o problema em um ponto não viável do espaço de solução,

e conseqüentemente, é posśıvel que o problema linearizado a ser resolvido pela

PL não tenha solução. Em termos práticos isto significa que a rotina de dsplp

retorna um mensagem de erro, indicando não ter encontrado solução viável para

o problema linearizado

Para evitar est problema foi utilizado o conceito de “variáveis artificiais”,

assim como prevista dentro do MAM. Dessa forma, qualquer distribuição de ma-



165

terial representa um ponto viável do espaço de solução do problema linearizado.

Dessa forma, no caso da formulação 7.29 para estruturas constitúıdas por

MsGF, esta é implementada como 8.1:

min
ρ,β

M∑

e=1

∫

Ωe

ρ(x)dΩe + kββ (8.1)

tal que





1

Ω

M∑

e=1

Ωe






[
〈σmicro〉evm

]2

[

〈σmicro〉eref

]2






p




1

p

− 1 − β ≤ 0

0 < ρmin ≤ ρ ≤ 1

β ≥ 0

onde kβ representa uma constante pré-definida e β a variável artificial que deve

ser maior ou igual a 0. Assim, a distribuição inicial de densidades pode ser

escolhida de forma arbitrária, sem que se caia em um problema linearizado sem

solução viável, pois o valor de β sempre pode ser alto o suficiente a fim de tornar

a restrição global de tensão satisfeita.

Essa, mesmo formulação foi aplicada aos demais problemas, assim o problema

7.72, também para estrutura constitúıdas por MsGF, foi implementado na forma

dada por 8.2:

min
ρ,β

M∑

e=1

∫

Ωe

ρ(x)dΩ + kββ (8.2)

tal que





1

Ω

M∑

e=1

Ωe




max







[
〈σmicro〉evm

]2

[

〈σmicro〉eref

]2 − 1, 0












p




1

p

− β ≤ 0

0 < ρmin ≤ ρ ≤ 1

β ≥ 0

E o problema 6.35, para o problema de OT de estruturas tradicionais consi-
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derando restrição global de tensão foi implementado na forma dada por 8.3:

minimizar
ρ,β

M∑

e=1

∫

Ωe

ρdΩe +Kq

M∑

e=1

∫

Ωe

ρ(1 − ρ)dΩe + kββ (8.3)

tal que
[

1

Ω

M∑

e=1

Ωe

(

max

{

fvm (〈σ〉e)
ρq

1

〈σ〉y
− ε(1 − ρ), 0

})p] 1

p

− 1 − β ≤ 0

0 < ρmin ≤ ρ ≤ 1

β ≥ 0

Através da implementação utilizando a variável β, o software se tornou mais

robusto conforme será apresentado nos caṕıtulos 9 e 10.

Após a definição dos limites móveis, aplica-se sobre os mesmos, caso desejado,

o filtro apresentado na seção 2.5.2, mais especificamente pela equação 2.18, Assim,

os limites móveis são alterados de forma a garantir a independência da malha,

porém o processo de convergência se torna mais lento, justamente pela alteração

dos limites móveis.

Assim, com a definição dos limites móveis e da sensibilidade das funções

envolvidas, a rotina dsplp é capaz de fornecer os novos valores de ρn+1.

O procedimento iterativo representado pelos passos 3, 4 e 5 do Algoritmo 3, é

então repetido, até que o critério de convergência seja atendido. Neste trabalho foi

utilizado como critério de convergência a máxima variação ρi entre duas iterações

Após a convergência executa-se o passo 7 do Algoritmo 3, em que são geradas

os arquivos sáıdas do problema, que consistem em gráficos de convergências das

funções envolvidas e imagens em formato Encapsulated PostScript (EPS) repre-

sentando os campos das grandezas mecânicas da estrutura. Assim finaliza-se o

algoritmo de OT utilizando a PLS.

Algoritmo 5 Principais passos do algoritmo de OT implementado (MLA

1: Leitura dos dados de entrada, definição da distribuição inicial de densidades
ρn,do campo de multiplicadores de Lagrange µn, do campo dos parâmetros
de penalização cn e definição do contador de iterações n = 1

2: enquanto Não atender ao critério de convergência definido faça
3: Solução do problema otimização em função de ρ para µ e c fixos, através

do Algoritmo de PLS (Algoritmo 3)
4: Estimativa dos novos multiplicadores de Lagrange µn+1

5: Atualização dos parâmetros de penalização cn+1

6: termina enquanto
7: Geração dos arquivos e gráficos de resposta do problema
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Para o problema de OT com restrição local de tensão foi implementado o

MLA. Esse algoritmo foi implementado no mesmo software que o Algoritmo 3,

assim este possui as mesmas etapas 3, 4, 5 do algoritmo anterior, porém estas

fazem parte da etapa 3 do algoritmo do MLA. Os principais passos do MLA

implementado estão apresentados no Algoritmo 5.
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9 Resultados: Otimização
Topológica com restrição de
tensão

Neste caṕıtulo são apresentados os resultados obtidos para o problema tradicional

de otimização topológica considerando restrição de tensão. A seção 9.1 apresenta

os resultados obtidos para o problema de OT com restrição global de tensão e

a seção 9.2 apresenta os resultados obtidos com a formulação OT com restrição

local de tensão.

9.1 Otimização Topológica considerando restrição

global de tensão

Inicialmente, com o intuito de discutir os parâmetros envolvidos na formulação de

OT com restrição global de tensão, apresentada na seção 6.5, na subseção 9.1.1

é apresentada a solução de um problema simples de uma barra sujeita a tração

axial.

O segundo exemplo, apresentado na subseção 9.1.2, visa demonstrar a capaci-

dade do método frente a problemas mais complexos, assim, é resolvido o problema

de uma viga bi-apoiada com carregamento a meio vão, conhecida na literatura

como viga MBB.

No terceiro exemplo, apresentado na subseção 9.1.3, é resolvido o problema

de uma estrutura em formato de L invertido. Na literatura este exemplo é apre-

sentado como um teste para verificar a capacidade do método de fornecer soluções

sem pontos de concentração de tensão.

9.1.1 Exemplo 1: Barra sujeita a tração axial

O exemplo utilizado para apresentar e discutir a formulação exposta na seção 6.5

para o caso de estruturas tradicionais consiste em uma barra sob tração axial.
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A Figura 9.1(a) apresenta a geometria e as condições de contorno aplicadas à

barra, que, no caso consiste em uma tração uniforme igual 0, 25Pa aplicada nas

extremidades da barra.

Para aplicar o MOT, foi considerado a simetria axial do problema e também a

simetria em relação ao plano horizontal que corta a barra ao meio, possibilitando

assim uma redução do número de elementos da malha e, conseqüentemente, a

redução do número de graus de liberdade e número de variáveis de projeto. A

Parte 

 Simulada
Tra o = 0,25 Pa

(a) Estrutura inteira

3,4

0,6

1,5

Regi o Otimiz vel

Regi o N o Otimiz vel

1,5 m

3,4 m

0,6 m

Eixo de 

Simetria axial

(b) Malha

Figura 9.1: Representação da malha de elementos finitos, condições de
contorno e dimensões das regiões otimizáveis e não otimizáveis (malha com 600

elementos, 656 nós, e 545 variáveis de projeto no problema de otimização.)

Figura 9.1(b) apresenta a malha utilizada nos exemplos que seguem. Neste caso,

as densidades nodais dos elementos da extremidade da barra, representados pela

região sombreada, foram mantidas fixas. Na extremidade da barra foram aplica-

das forças nodais que equivalem a pressão uniforme de 0, 25Pa. Foi escolhido um

material com propriedades dada por:

E = 100

ν = 0, 3

〈σ〉y = 1, 0

Analisando o problema proposto, é esperado que a estrutura otimizada pos-

sua uma seção transversal no plano de simetria, com área igual a 25% da seção

transversal total, que neste caso representa uma barra de raio igual 0, 75m.
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Adiante será apresentada um discussão sobre os parâmetros envolvidos na

formulação proposta.

Inicialmente foi estudada a influência da distribuição inicial de densidades, as-

sim, neste caso foram sintetizadas quatro estruturas, todas com densidade inicial

ρ0 constante ao longo de todo o DFE. As densidades escolhidas foram ρ0 = 0, 001,

ρ0 = 0, 25, ρ0 = 0, 50 ρ0 = 0, 75 e ρ0 = 1, 0. Para isolar a influência da distri-

buição inicial de densidades, não foi utilizado o método da continuação em ne-

nhum dos parâmetros, e optou-se por utilizar parâmetros brandos para a norma-p

e ε-relaxação. Assim, foi utilizado p = 6 e ε = 1, 0.

Os resultados finais para ρ = 0, 25, ρ = 0, 50, ρ = 0, 75 e ρ = 1, 0 são apre-

sentados na Figura 9.2. A estrutura obtida para ρ = 0, 001 não é representada,

pois esta resultou em uma estrutura vazia. A tensão de von Mises máxima e o

volume da estrutura final estão indicados na legenda de cada figura.

(a) ρ0 = 0, 25; (b) ρ0 = 0, 50 (c) ρ0 = 0, 75 (d) ρ0 = 1, 0

Figura 9.2: Soluções finais para diferentes distribuições iniciais de densidade
considerando ε = 1, 0, p = 6, q = 3; (a) Tensão de von Mises máx.

(fvm(〈σ〉)max) 2, 28Pa, Volume final 36%; (b) fvm(〈σ〉)max = 2, 17Pa, Volume
final 38%; (c) fvm(〈σ〉)max = 2, 02Pa, Volume final 40%; (d)

fvm(〈σ〉)max = 2, 02Pa, Volume final 38%

A partir dos resultados apresentados nas Figuras 9.2, é posśıvel concluir que

o campo de densidades inicial influencia o leiaute obtido. Isto significa que, do

ponto de vista da otimização, cada leiaute representa um ponto ótimo local do

problema. Continuando a avaliação da influência da densidade inicial na solução

obtida, foram sintetizadas mais quatro estruturas, também com densidade inicial

ρ0 constante, porém, neste caso foi diminúıdo o valor de ε de 1, 0 para 0, 1. Os

leiautes obtidos estão apresentados na Figura 9.3.
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(a) ρ0 = 0, 25 (b) ρ0 = 0, 50 (c) ρ0 = 0, 75 (d) ρ0 = 1, 0

Figura 9.3: Soluções finais para diferentes distribuições iniciais de densidade
considerando ε = 0, 1, p = 6, q = 3; (a) Tensão von Mises máx (fvm(〈σ〉)max)

1, 72Pa, Volume final 42% (b)fvm(〈σ〉)max = 1, 12Pa, Volume final 43%
(c)fvm(〈σ〉)max = 1, 12Pa, Volume final 43% (d)fvm(〈σ〉)max = 1, 16Pa, Volume

final 42%

Novamente, observa-se na Figura 9.3 que a distribuição inicial de densidades

altera o leiaute obtido e, comparando as estruturas obtidas com ε = 1, 0 (Figura

9.2) em relação as estruturas obtidas com ε = 0, 1 (Figura 9.3), observa-se que o

valor de ε também altera o espaço de solução, modificando a posição dos pontos

ótimos. Esta situação é prevista na literatura e está apresentada na seção 6.3.

Do ponto de vista prático, a escolha dos parâmetros iniciais irá definir o

leiaute básico da estrutura e a alteração destes parâmetros através do método

da continuação irá apenas refinar o leiaute obtido. A única forma de garantir se

existe um ponto ótimo melhor do que aquele obtido, no caso da implementação

utilizada neste trabalho, é fazer uma varredura do espaço de solução através da

alteração da distribuição inicial de densidade e dos parâmetros p e ε.

A principal caracteŕıstica indesejável nas estruturas apresentadas nas Figuras

9.2 e 9.3 é a distribuição de densidades em um padrão geométrico de camadas,

que em alguns casos gera estruturas desconexas. Este padrão de camadas é geo-

metricamente similar ao padrão descrito por Rahmatalla e Swan (2004), porém,

as causas aparentemente são diferentes, uma vez que, no caso da formulação pro-

posta estas oscilações são influenciadas pelo valor de ε, conforme será apresentado

adiante.

O segundo ponto a ser estudado foi a influência do parâmetro ε, responsável

pela relaxação do problema. Assim, foram sintetizadas estruturas para ε = 0, 01,
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ε = 0, 001, e neste caso, não foi feita a continuação do valor de ε. Os resultados

obtidos são apresentados na Figura 9.4, junto com os resultados para ε = 1, 0 e

ε = 0, 1 apresentados nas Figuras 9.2(d) e 9.3(d), respectivamente. O volume de

cada estrutura está designado na legenda da figura.

(a) ε = 1, 0 (b) ε = 0, 1 (c) ε = 0, 01 (d) ε = 0, 001

Figura 9.4: Comparação dos resultados obtidos para diferentes valores de ε
sem fazer a continuação, considerando os demais parâmetros constantes ( p = 6,

q = 3) e distribuição inicial de densidades constante e igual a 1, 0 (a)
fvm(〈σ〉)max = 2, 02Pa; Volume final 38% (b) fvm(〈σ〉)max = 1, 03Pa; Volume

final 42% (c) fvm(〈σ〉)max = 1, 02Pa; Volume final 45% (d)
fvm(〈= 1, 15σ〉)max = Pa; Volume final 44%

Analisando os resultados apresentados na Figura 9.4, é posśıvel verificar que

o valor de ε altera o ponto ótimo influenciando duas caracteŕısticas da estrutura

obtida: a presença do padrão de camadas e o ńıvel de tensão na estrutura.

A medida que é diminúıdo o valor de ε, diminui a presença dos padrões de

camadas na estrutura obtida. Entretanto, a medida que se diminui o valor de ε,

a solução obtida possui um maior volume. Observando a Figura 9.4, é posśıvel

notar que o volume da estrutura aumenta e a máxima tensão mecânica diminui

com o diminuição de ε.

Com base nos resultado obtidos e apresentados na Figura 9.4, verifica-se a

necessidade de se fazer a diminuição continua do valor de ε de modo a evitar o

surgimento do padrão de ilhas e ao mesmo tempo conservar o desempenho da

estrutura ou seja, o baixo volume da estrutura obtida para valores altos de ε.

Dessa forma, o valor de ε foi alterado ao longo das iterações, caracterizando

assim um método de continuação. Com base nas discussões apresentadas na

seção 6.3, foi utilizada uma variação cont́ınua de ε, ou seja, a cada iteração ε é
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decrescido de uma porcentagem em relação à iteração anterior. Assim, a medida

que o valor ε se aproxima do valor desejado a sua diminuição se torna mais suave,

permitindo que o algoritmo de otimização “acompanhe”o deslocamento do ponto

ótimo.

Para verificar a influência da continuação do parâmetro ε, as estruturas apre-

sentadas na Figura 9.2 foram sintetizadas novamente, porém fazendo a conti-

nuação de ε. Assim, foram utilizadas as mesmas distribuições iniciais de densi-

dades (ρ0 = 0, 25; ρ0 = 0, 50; ρ0 = 0, 75 e ρ0 = 1, 0) e ε foi mantido constante e

igual à 1, 0 durante as 100 primeiras iterações a fim de que a solução convergisse

para os mesmos pontos ótimos representativos dos leiautes expostos na Figura

9.2. As soluções obtidas são apresentadas na Figura 9.5.

(a) ρ0 = 0, 25;
Tensão von Mises
máx. 1, 38Pa)

(b) ρ0 = 0, 50;
Tensão von Mises
máx. 0, 97Pa)

(c) ρ0 = 0, 75;
Tensão von Mises
máx.1, 35Pa)

(d) ρ0 = 1, 0; Tensão von
Mises máx. 1, 00Pa)

Figura 9.5: Comparação da solução final para diferentes distribuições iniciais
de densidade considerando continuação de ε, partindo de ε = 1, 0 até

ε = 0, 0001, p = 6, q = 3.

Comparando as estruturas apresentadas na Figura 9.5 com aquelas apresen-

tadas na Figura 9.2, que foram sintetizadas utilizando ε = 1, 0, observa-se que

o leiaute da estrutura se mantém o mesmo para as diferentes distribuições ini-

ciais de densidade e as regiões que apresentam o padrão geométrico de camadas

são diminúıdas. A Figura 9.6 apresenta os campos de tensão de von Mises nas

estruturas representadas nas Figuras 9.2(d) e 9.5(d).

Analisando o campo da tensão de von Mises, apresentados na Figura 9.6, das

estruturas sintetizadas utilizando e sem utilizar a continuação de ε, observa-se

que, ao fazer a continuação de ε, são minimizadas as regiões que apresentam o
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2.0220e+00
1.8198e+00
1.6176e+00
1.4154e+00
1.2132e+00
1.0110e+00
8.0878e-01
6.0659e-01
4.0439e-01
2.0220e-01
3.4642e-13

Tensão
de von Mises
fvm (〈σ〉)

(a) Tensão de von Mises na estrutura repre-
sentada na Figura 9.2(d) (ε = 1, 0)

1.0098e+00
9.0882e-01
8.0784e-01
7.0686e-01
6.0588e-01
5.0490e-01
4.0392e-01
3.0294e-01
2.0196e-01
1.0098e-01
2.8077e-13

Tensão
de von Mises
fvm (〈σ〉)

(b) Tensão de von Mises na estrutura repre-
sentada na Figura 9.5(d) (Continuação de ε)

Figura 9.6: Comparação do campo de tensão de von Mises nas estrutura
obtidas utilizando e sem utilizar a continuação do valor de ε

padrão geométrico de camadas e, conseqüentemente, é reduzida a máxima tensão

mecânica, que ocorre justamente devido à intensificação gerada por este padrão

geométrico.

Observa-se também na Figura 9.5(d) que utilizando a continuação de ε é

posśıvel obter uma estrutura com contornos bem definidos e que atende a restrição

de tensão imposta no problema. Neste caso, observa-se, na Figura 9.6(b), que

a máxima tensão mecânica é igual a 1, 009Pa, praticamente igual a tensão de

escoamento do material 1, 0Pa.

O terceiro parâmetro a ser estudado é o valor de p na norma-p. Matematica-

mente, quanto maior o valor de p mais a função global se aproxima da máxima

tensão local no domı́nio, o que permite concluir que, ao menos a prinćıpio, quanto

maior o valor de p melhor será o controle da tensão máxima da estrutura.

Dessa forma, foi feito um estudo para três valores de p, que são p = 14,

p = 22, e p = 30, e mantendo o método da continuação percentual para o valor

de ε. Para se evitar problemas numéricos, foi feita a continuação do valor de

p, porém, neste caso a continuação foi feita de forma discreta, incrementando o

valor de p a cada 100 iterações. Assim, para sintetizar a estrutura com p = 14,

foi utilizada a seqüência, p = 6 ; 14, para p = 22 foi utilizado p = 6 ; 14 ; 22, e

para p = 30, foi utilizado p = 6 ; 14 ; 22 ; 30.

Analisando o gráfico de convergência da Figura 9.7, inicialmente, observa-se
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Figura 9.7: Curva de convergência da restrição de global de tensão para as
três continuações do valor p ( solução com p = 6 ; 14, solução com

p = 6 ; 14 ; , 22 e solução com p = 6 ; 14 ; 22 ; 30.)

que devido à forma com que foi feita a continuação, as curvas se sobrepõem para

o mesmo valores de p. Observa-se, também, que na iteração 100, 200 e 300 a

curva de convergência da restrição global de tensão oscila devido ao incremento

de p. A restrição, em prinćıpio, deve ser menor ou igual à 1, 0, porém, quando

ocorre um aumento de p a restrição é violada, e com o passar das iterações, o

algoritmo encontra uma nova solução viável para o novo valor de p. Isso ocorre

para as continuações p = 6 ; 14, e p = 6 ; 14 ; 22, entretanto, para a continuação

p = 6 ; 14 ; 22 ; 30 o algoritmo não é capaz de encontrar uma nova solução viável e

a restrição diverge, como se observa a partir da iteração 350, no gráfico da Figura

9.7.

As soluções obtidas com as continuações de p estão representadas na Figura

9.8, onde se observa que a estrutura obtida com a continuação p = 6 ; 14 ; 22 ; 30

apresenta os contornos menos definidos, devido à presença de uma região cinza

ao redor da estrutura. Analisando os campos de tensão de von Mises nestas

estruturas, apresentados na Figura 9.9, observa-se que, para a solução obtida

com p = 6 ; 14 ; 22, a máxima tensão de von Mises é menor do que para a

solução obtida p = 6 ; 14, como era previsto, pelo fato de que o aumento de

p leva a um melhor controle da tensão máxima. Porém, conforme mostrado no

gráfico da Figura 9.7, no caso da continuação p = 6 ; 14 ; 22 ; 30, a restrição

diverge e a máxima tensão mecânica na estrutura passa a ser maior do que para

a continuação p = 6 ; 14 ; 22.

Comparando os resultado obtidos com a continuação do valor de p (Figura

9.9) com o resultado obtido com a continuação de ε (Figura 9.6(b)), observa-se
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(a) p = 6 ; 14 (b) p = 6 ; 14 ; 22 (c) p = 6 ; 14 ; 22 ; 30

Figura 9.8: Soluções finais obtidas com a continuação de parâmetro p,
considerando q = 3 e ε = 1

que o parâmetro ε fornece um melhor controle da máxima tensão de von Mises em

relação ao parâmetro p, uma vez que o primeiro influencia o surgimento do padrão

geométrico de camadas, acarretando no surgimento de pontos de intensificação

de tensão, já o segundo não.

O último parâmetro a ser estudado foi a influência do filtro, dado pela equação

2.18, na solução obtida. Para isso, novamente, foram sintetizadas as estruturas

apresentadas na Figura 9.5, isto é, foi considerado a continuação de ε partindo

de ε = 1, 0 até ε = 0, 0001, através da continuação percentual e adotou-se p = 6 e

q = 3. Entretanto, neste caso, foi considerado o filtro com raio igual à dimensão

da aresta de um elemento. O filtro foi mantido ligado durante as primeiras 200

iterações e desligado nas 200 iterações seguintes, a fim de permitir uma boa

definição dos contornos da estrutura. As estruturas obtidas estão apresentadas

na Figura 9.10.

Comparando os resultados apresentados na Figura 9.10, em que foi utilizado

o filtro, com os apresentados Figura 9.5, observa-se que o filtro é capaz de mini-

mizar as regiões que apresentam o padrão geométrico de camadas. Este efeito se

mostrou mais pronunciado nas estruturas com distribuição de densidade inicial

igual a 0,25% e 0,75% (Figuras 9.10(a) e 9.10(c)), justamente as estruturas que

apresentam as maiores regiões com o padrão geométrico de camadas quando o

filtro não é aplicado (Figuras 9.5(a) e 9.5(c)).

Aqui vale a pena notar que não é interessante utilizar apenas o filtro para
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Figura 9.9: Campo de tensão de von Mises nas as estruturas obtidas com a
continuação de parâmetro p, considerando q = 3 e ε = 1

a minimização das regiões com o padrão geométrico de camadas, uma vez que

este atua de forma artificial no problema. É mais aconselhável trabalhar com a

continuação de ε, tal qual foi apresentado anteriormente, e apenas utilizar o filtro

como última alternativa para a retirada dos padrões de camada.

Outra influência do filtro, pode ser verificada analisando as estruturas repre-

sentadas nas Figuras 9.5(b), 9.5(c) e 9.5(d), que foram obtidas sem a utilização

de filtros, Nestas Figuras observam-se duas topologias diferentes, uma para o caso

de ρ0 = 0, 5 e ρ0 = 1, 0 e outra para o caso de ρ0 = 0, 75. Comparando as com as

estruturas obtidas com a utilização do filtro, representadas pelas Figuras 9.10(b),

9.10(c) e 9.10(d), verifica-se apenas uma topologia para as três estruturas. Esta

situação indica que o filtro, de certa forma, faz com que o problema se torne mais

estável e convirja para o mesmo ponto ótimo, esta situação pode ser melhor com-

preendida se interpretarmos os filtro como uma forma de diminuir a flexibilidade

do campo de densidades e, assim, restringir o espaço de soluções.

A partir dos estudos apresentados, é posśıvel melhor compreender a influência

da distribuição inicial de densidades ρ, do parâmetro de relaxação ε e do parâmetro

de p da norma-p, na solução obtida pelo MOT. Dessa modo, é posśıvel utilizar

estes parâmetros de forma racional a fim de se obter a estrutura desejada, ou

seja, a que possua o mı́nimo volume tal que a restrição de tensão seja atendida.

Assim, foi sintetizada uma estrutura otimizada para o caso da barra sob tração

axial em estudo. Para melhor representar o campo de tensões, este problema foi
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(a) ρ0 = 0, 25 (b) ρ0 = 0, 50 (c) ρ0 = 0, 75 (d) ρ0 = 1, 0

Figura 9.10: Comparação da solução final para diferentes distribuições iniciais
de densidade considerando filtro aplicado nas primeiras 200 iterações,
continuação de ε partindo de ε = 1, 0 até ε = 0, 0001 , p = 6, q = 3

tratado com uma malha mais discretizada, apresentada na Figura 9.11(a). Nesta

malha os elementos possuem dimensões 0, 033m por 0, 033m. E após um estudo

dos parâmetros p e ε, foi posśıvel encontrar seus valores ótimos para o caso da

malha mais refinada. A Figura 9.11(b) apresenta a solução obtida fazendo a

continuação de p = 6 ; 14 ; 22, o valor de ε foi decrescido de 0, 1 até 0, 0001,

utilizando a continuação percentual, e o filtro com raio igual a 0, 05m foi ligado

durante as 200 primeiras iterações.

Neste caso o filtro foi utilizado com o intuito de, além de minimizar as regiões

que apresentam o padrão geométrico de camada, garantir a unicidade de solução

em relação às estruturas sintetizadas com os mesmos parâmetros iniciais, porém,

com malha menos discretizadas. No caso as estruturas representadas nas Figuras

9.10(d) e 9.5(d).

Analisando a solução obtida com a malha mais refinada, apresentada na Fi-

gura 9.11(b), pode-se observar que a estrutura apresenta os contornos bem defi-

nidos e formados por curvas suaves que impedem a ocorrência de concentrações

de tensão na estrutura. Isto pode ser observado na Figura 9.12, que apresenta o

campo da tensão de von Mises no DFE com valor máximo igual à 1, 0038Pa, ou

seja, apenas 0,38% acima da tensão de escoamento.

Através desse resultado, é posśıvel concluir que a formulação proposta na

seção 6.5 é capaz de sintetizar estruturas com mı́nima massa que atendam ao

critério de restrição de tensão especificado.
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Figura 9.11: Representação da malha refinada utilizada para o problema da
barra sujeita a tração e a respectiva solução (malha com 5400 elementos, 5556

nós, e 4693 variáveis de projeto no problema de otimização)

Para melhor compreender o comportamento da restrição global de tensão,

utilizada neste trabalho, e dada por:

G1 ≡
[

1

Ω

∑

e∈Atv

(

fvm (〈σ〉e)
ρq

1

〈σ〉y
− ε(1 − ρ)

)p] 1

p

≤ 1

Será apresentado, para a solução obtida com a malha mais refinada, o campo

de tensão na microestrutura, que é dada por:

fvm (〈σ〉e)
ρq

e também o campo da componente da restrição de tensão dada por:

fvm (〈σ〉e)
ρq

1

〈σ〉y
− ε(1 − ρ) (9.1)

. Esta aqui será chamada de função de falha relaxada.

Inicialmente, deve-se ressaltar que, apesar de se estar interessado em encon-

trar uma estrutura constitúıda apenas por material homogêneo, isto é, ρ = 1, 0

ou ρ = 0, 001, o critério de tensão é aplicado sobre a tensão na microestrutura de

um material poroso. Após a aplicação do conceito de ε-relaxação, do ponto de

vista da otimização, a restrição é feita não mais sobre a tensão na microestrutura,

mas sim sobre a função de falha relaxada, que no caso deve ser igual a 1,0.

Analisando o campo de tensão na microestrutura para o problema da malha
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Figura 9.12: Campo da tensão de von Mises na macro-escala, para a solução
obtida com a malha refinada apresenta na Figura 9.11(b)

mais refinada, representado na Figura 9.13(a), observa-se que este é praticamente

constante em todo o DFE, com um valor próximo de 1, 0Pa, à exceção da região

onde ocorre a localização de tensão, na junção entre o domı́nio otimizável e o não

otimizável, em que a tensão salta, localmente, para um valor próximo de 2, 0Pa.

Agora, analisando o campo função de falha relaxada, dada por 9.1 e represen-

tada na Figura 9.13(b), observa-se que a restrição global da função de falha gera

uma distribuição de densidades em que o campo da função de falha é aproxima-

damente constante e igual a 1, 0. Do ponto de vista da otimização esta resposta

é coerente, uma vez que a restrição global faz um controle apenas sobre a média

da função de falha relaxada. O interessante, porém, é que a tensão na estrutura

é de fato controlada e apresenta seu valor máximo, apenas ligeiramente acima

do desejado, 0,38% neste caso, enquanto a tensão de falha relaxada, localmente

apresenta um valor 13% acima do desejado.

Finalmente, apenas para efeito de comparação, foi obtido através da for-

mulação tradicional de minimização da flexibilidade com restrição de volume,

uma estrutura com fração volumétrica igual a 25% da região otimizável, de modo

que a tensão de von Mises no plano de simetria fosse, na média, igual a 1, 0Pa.

A estrutura obtida está apresentada na Figura 9.14(a). Na Figura 9.14(b) está

apresentado o campo de tensão de von Mises nesta estrutura, onde observa-se

que a seção transversal da barra no plano de simetria possui raio igual a, apro-

ximadamente, 0, 74m, que gera uma tensão igual a 1, 04Pa, apenas 4% acima do
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Figura 9.13: Campos de tensão na microestrutura e da função de falha
relaxada para a solução apresentada na Figura 9.11)

esperado. Porém a tensão máxima na estrutura é igual a 1, 52Pa, isto é, 52%

acima do esperado.

1.0000e+00
9.0001e-01
8.0002e-01
7.0003e-01
6.0004e-01
5.0005e-01
4.0006e-01
3.0007e-01
2.0008e-01
1.0009e-01
1.0000e-04

Densidade
volumétrica

ρ

(a) Solução

1.5213e+00
1.3692e+00
1.2170e+00
1.0649e+00
9.1278e-01
7.6065e-01
6.0852e-01
4.5639e-01
3.0426e-01
1.5213e-01
3.6916e-14

Tensão
de von Mises
fvm (〈σ〉)
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Figura 9.14: Solução para o problema de minimização da flexibilidade com
restrição de 25% de volume, utilizando continuação para a penalização

q = 1, 2, 3, e filtro dos limites móveis com raio igual 0,11

Analisando este resultado, fica claro, não somente, que a solução para mı́nima

flexibilidade não é a solução ótima para o problema mı́nimo volume com restrição
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de tensão mecânica, o que é óbvio do ponto de vista matemático, mas também

que a formulação tradicional, de mı́nima flexibilidade não é capaz de fornecer

ao engenheiro projetista uma solução que não apresente concentração de tensão,

mesmo para um problema simples como o de uma barra sujeita à tração axial.

9.1.2 Exemplo 2: Viga MBB

A viga MBB é um dos exemplos mais clássicos de OT e foi apresentado pela

primeira vez em Olhoff, Bendsøe e Rasmussen (1991). Este problema consiste em

uma viga bi-apoiada em EPT e com carregamento a meio vão. A viga MBB é

assim conhecida pois este problema foi sugerido pela empresa aeronáutica alemã

Messerchmitt-Bolkow-Blohm GmbH (MBB). A figura 9.15 apresenta a geometria

e as condições de contorno aplicadas à viga MBB.

1 m

6m

0, 2m

0, 05m0, 05m

P = 2, 0kN

Figura 9.15: Viga bi-apoiada com carregamento transversal (MBB)

Devido à condição de simetria, foi sintetizada apenas metade da estrutura da

viga. Para isto foi utilizada uma malha de 4800 elementos em EPT, conforme

apresentada na figura 9.16.

X

Y

Z

Região Não Otimizável

Região Não Otimizável

Figura 9.16: Malha utilizada para a śıntese da estrutura da viga MBB

Seguindo o trabalho de Pereira (2001) foram adotadas as seguintes proprie-

dades de material.
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E = 21MPa

ν = 0, 3

〈σ〉y = 17, 8KPa

Com base nas discussões sobre os parâmetros p e ε e a utilização do filtro,

apresentadas na subseção 9.1.1, foi feita uma procura pelos parâmetros ótimos

para o problema da viga MBB discretizada com a malha apresentada na Figura

9.16.

Este estudo permitiu concluir que, neste caso, a estrutura com melhor de-

finição dos contornos, sem problemas de padrão de camadas e que melhor atende

ao critério de falha imposto é obtida fazendo a continuação do parâmetro p da

forma do p = 6 ; 12 ; 24 ; 48, sendo que, entre cada incremento de p, foram re-

alizadas 100 iterações, o valor de ε foi mantido constante e igual a 0, 1 nas 100

primeiras iteração e diminúıdo gradativamente entre as iterações 100 e 200, até o

valor mı́nimo de 0, 001, e então ε foi mantido constante até o final.

Neste exemplo, para reduzir o surgimento das densidades intermediárias, foi

utilizada a função de penalização dada por 6.30.

Para retirar as regiões cinzas da solução, porém sem alterar a geometria ob-

tida, o parâmetroKq foi mantido igual a 0 nas 200 primeiras iterações, permitindo

assim que o algoritmo definisse uma geometria básica da estrutura, e então foi

aumentado para 2, 0 e mantido constante nas 200 últimas iterações. O valor de

β foi mantido constante e igual a 107 durante todo processo iterativo

Assim, com os parâmetros aqui descritos, obteve-se a solução apresentada na

Figura 9.17.
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Figura 9.17: Solução final obtida para a viga MBB utilizando o termo de
penalização das densidades intermediárias

Esta solução, apesar do método fornecer um solução limpa, com poucas

regiões cinzas, não foi capaz de atender às restrições de tensão impostas, como se

observa na Figura 9.18.

Acreditamos que isso ocorre devido a alguns fatores. O primeiro é o fato de

inserir a variável de folga β na restrição, o que permite que a restrição global seja



184

2.54e+04
2.28e+04
2.03e+04
1.77e+04
1.52e+04
1.27e+04
1.01e+04
7.61e+03
5.07e+03
2.54e+03
3.76e-12

Tensão
de von Mises
fvm (〈σ〉)

Figura 9.18: Campo da tensão de von Mises para a solução da viga MBB
apresentada na Figura 9.17

violada. Porém, a inserção desta variável é necessária para a solução do problema

através do método de PLS, pois sem ela, a solução caminha frequentemente para

pontos do espaço de solução em que o algoritmo de PL não encontra solução

viável.

Esta situação de violação da restrição se torna mais problemática com a

inserção da função de penalização das densidades intermediárias, pois caso o

parâmetro Kq seja definido com um valor muito alto, esta função terá mais in-

fluência na solução do que o termo kβ, que penaliza a violação da restrição. Isso

cria uma solução de compromisso entre encontrar uma solução limpa, ou seja sem

escala de cinzas, e encontrar um solução que atende as restrições de tensão.

Esta situação pode ser verificada quando o mesmo problema é resolvido,

porém com parâmetro Kq mantido igual a 0. O resultado obtido para este caso

está representado na Figura 9.19 e o respectivo campo de tensões está represen-

tado na Figura 9.20.
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Figura 9.19: Solução final obtida para a viga MBB sem utilizar o termo de
penalização das densidades intermediárias
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Figura 9.20: Campo da tensão de von Mises para a solução da viga MBB sem
utilizar o termo de penalização das densidades intermediárias
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Inicialmente, analisando a estrutura obtida, se verifica claramente a necessi-

dade do termo de penalização das densidades intermediárias para se obter uma

estrutura limpa. Agora, analisando o campo de tensões deste problema, observa-

se que a máxima tensão mecânica é 23% menor do que na estrutura obtida com

o termo de penalização das densidades intermediárias.

Outro ponto que demonstra a influência negativa do termo de penalização das

densidades intermediárias na restrição de tensão, é que na solução que este termo

foi empregado, o valor final de kβ oscila em torno de 0, 2 enquanto no problema

sem o termo de penalização o valor final de kβ é idêntico a 0.

9.1.3 Exemplo 3: Estrutura em formato de L invertido

O problema da estrutura em formato de L invertido, ou simplesmente em formato

de L, é um problema teste para verificar o desempenho das formulações de OT

com restrição de tensão. O ponto interessante desse problema é que o Domı́nio

Fixo Estendido apresenta um ponto de concentração de tensão devido à quina

interna do formato de L. O ângulo reto entre as arestas do DFE faz com que

a tensão neste ponto seja, a principio, infinita; porém, com a discretização do

DFE elementos finito, a tensão neste ponto passa ter um valor limitado. Assim,

definindo uma tensão de escoamento 〈σ〉y menor do que a tensão nesta quina, para

a malha em questão, o método de otimização deve ser capaz de retirar material

desta região evitando assim a concentração de tensão.

Este problema, foi abordado nos trabalhos de Duysinx e Sigmund (1998) e

Pereira, Fancello e Barcellos (2004), porém, apenas Pereira, Fancello e Barcellos

(2004) apresentam um resultado sem a presença de concentração de tensão.

Neste trabalho o problema da estrutura em formato L foi adaptada para um

problema axissimétrico. A geometria da estrutura bem como seu carregamento

estão apresentados na Figura 9.21. A malha de elementos finitos utiliza neste

exemplo está apresentada na Figura 9.22. Para uma boa definição do campo

de tensão na região da quina interna do L, foi utilizada uma malha de 6400

elementos distribúıdos de forma favorável a se obter uma maior discretização na

região próxima à quina, conforme se observa-se na Figura 9.22

Neste caso foram adotadas as seguintes propriedades para o material

E = 1.17 · 105

ν = 0, 3

〈σ〉y = 175



186

P = 10 · 106

Seção simulada

Figura 9.21: Geometria da estrutura em formato de L para o caso
axissimétrico

40
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Figura 9.22: Geometria da estrutura em formato de L para o caso
axissimétrico

Assim como no exemplo anterior, após um estudo para a determinação dos

parâmetros que fornecem um resultado que atende à restrição de tensão, que não

possui regiões extensas com densidades intermediárias e que não apresente pro-

blemas de padrão de camada, foi definida a seguinte combinação de parâmetros.

A continuação do parâmetro p foi feita na forma do p = 12 ; 24 ; 30, sendo

que foram 15 iterações com p = 12, 70 iterações com p = 24, mais 215 iterações

com p = 30, perfazendo um total de 300 iterações. O valor de ε foi mantido

constante e igual a 1 nas 60 primeiras iteração e diminúıdo gradativamente entre

as iterações 60 e 85, até o valor mı́nimo de 0, 001, e então ε foi mantido constante

até o final. A função de penalização dada por 6.30 também foi utiliza, neste caso

o parâmetro Kq foi mantido igual a 0 nas 60 primeiras iterações e igual 5 nas

demais 240 iterações. Nas primeiras 60 iterações em que o o parâmetro Kq foi

mantido igual a 0, o filtro com raio igual a 1.3 ficou ligado e então foi desligado
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nas demais 240 iterações. Assim, com estes parâmetros obteve-se o resultado

apresentado na Figura 9.23.
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Figura 9.23: Solução final obtida para a estrutura em forma de L

Analisando a solução fornecida pelo MOT, observa-se que o método retirou

material da região próxima à quina substituindo a geometria com duas arestas

a 90 graus, por um nova geometria arredondada sem a concentração de tensão.

Esta situação pode ser melhor avaliada analisando o campo de tensão de von

Mises apresentado na Figura 9.24.
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Figura 9.24: Campo da tensão de von Mises para a solução da estrutura em
forma de L apresentada na Figura 9.23

Na Figura 9.24, observa-se que a tensão na região próxima a quina é aproxi-

madamente constante e da ordem de 170. Entretanto, apesar do método fornecer

uma solução que evita o ponto de concentração de tensão do DFE, a máxima

tensão na estrutura ainda é maior que a tensão de escoamento definida para o

problema. Porém, esta tensão ocorre em dois pontos distintos da estrutura e se
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deve à oscilação do campo de densidades, onde se esboça um ińıcio do problema

de padrão de camadas.

A t́ıtulo de comparação entre a formulação de OT com restrição de tensão

e a formulação de maximização da rigidez com restrição de volume, este mesmo

problema foi resolvido com esta segunda formulação. Para tornar os resultados

comparáveis, a fração de volume foi limitada em 0, 45% do volume inicial do

DFE, que é a fração volume da estrutura obtida com a formulação com restrição

de tensão. A solução obtida para a formulação de maximização da rigidez está

apresentada na Figura 9.25.
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Figura 9.25: Solução final obtida para a estrutura em forma de L, para o
problema de maximização da rigidez

Analisando este resultado, observa-se que para maximizar a rigidez o método

utiliza toda a seção transversal da região superior da estrutura, criando assim o

ponto de concentração de tensão na quina do DFE. A tensão neste ponto, para

a malha empregada neste exemplo igual a aproximadamente 4 · 107, ou seja 106

vezes maior do que a solução obtida com a formulação de restrição de tensão.

Este exemplo, demonstra a capacidade da formulação de OT com restrição

global de tensão em fornecer estruturas que evitam os pontos de concentração de

tensão, e mostra claramente que a formulação de maximização da rigidez não é

capaz de fornecer um resultado similar.

9.2 Otimização Topológica considerando restrição

local de tensão

Nesta seção serão apresentados os resultados da formulação de OT com restrição

local de tensão (Problema 6.34), apresentada na seção 6.5.
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Inicialmente, na subseção 9.2.1 é tratado um problema simples de uma viga

sujeita a tração axial. Este problema é apresentado a fim de validar a formulação

e o algoritmo do MLA implementado neste trabalho.

Na subseção 9.2.2, é apresentada a solução do problema da viga bi-apoiada

com carregamento a meio vão, amplamente conhecida como viga MBB. Neste

exemplo é apresentada a influência do termo de regularização adicionado à função

objetivo.

No terceiro e último exemplo obtido com a formulação de OT com restrição

local de tensão, é apresentado, na seção 9.2.3 o problema de otimização da estru-

tura em forma de L.

9.2.1 Exemplo 1: Barra sujeita a tração uniaxial

Inicialmente, é tratado um problema simples a fim de validar a formulação apre-

sentada e o algoritmo implementado no software. Para isso, foi escolhido um

problema cuja solução ótima é conhecida. Neste caso foi resolvido o problema de

uma barra sujeita tração uniaxial, na qual a tensão aplicada na extremidade da

barra é igual à tensão de escoamento do material. Diferentemente do exemplo da

seção 9.1.1, aqui foi considerada uma estrutura em Estado Plano de Tensão. A

geometria e as condições de contorno aplicadas a esta barra estão apresentadas

na Figura 9.26.

1 m

1 m

1 m

4 m4 m 4 m

P= 1 PaP= 1 Pa

Figura 9.26: Geometria e condições de contorno do problema da barra sob
tração uniaxial

Para sintetizar a estrutura, foi considerada a simetria em relação ao eixo

vertical, e apenas metade da geometria foi dicretizada. A malha e as condições de

contorno aplicadas oa modelo de elementos finitos estão representadas na Figura

9.27.

Esta malha possui 1312 elementos e 1386 nós, criando assim um problema

de otimização com 1386 variáveis e 1312 restrições não-lineares. Ou seja mesmo
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Figura 9.27: Malha e condições de contorno utilizadas no problema da barra
sujeita a tração uniaxial

em um problema simples como este, do ponto de vista da otimização tem um

problema complexo, com um grande número de restrições. Foram adotadas as

seguintes propriedades de material:

E = 100Pa

ν = 0, 3

〈σ〉y = 1Pa

Aqui vale notar que na formulação de OT com restrição local de tensão o

termo de regularização Fr(ρ) foi utilizado pois este não altera os limites móveis da

PLS e assim, diferentemente do filtro, não influencia a convergência do problema.

Neste exemplo, foi considerado o parâmetro de regularização Kr constante

e igual a 0, 001 e o parâmetro de penalização das densidades intermediárias

Kq = 0.5, o valor de ε foi definido igual a 0, 001. Para o MLA, foi adotado,

um campo inicial dos multiplicadores de lagrange, constante e igual a 0.0001

(µ0
j = 0.0001), os termos de penalização cj iniciais foram definidos igual a 0, 01 e

para sua atualização foi definido γ = 1, 1 e υ = 0, 5. Utilizando estes parâmetros

obteve-se a estrutura apresentada na Figura 9.28.

Analisando este resultado, observa-se que o método foi capaz de fornecer a

estrutura de mı́nima massa que atende à restrição de tensão. Neste caso a solução

ótima é uma barra de altura igual ao comprimento em que está aplicado o car-

regamento, uma vez que o carregamento aplicado é igual à tensão de escoamento

de 1Pa.

Observando o campo da função de falha relaxada, apresentado na Figura 9.29,

observa-se que esta restrição foi atendida, sendo que esta é praticamente igual a

0 ou negativa sobre todo o DFE.

Analisando agora o gráfico de convergência da função lagrangeano aumen-
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Figura 9.28: Solução obtida para barra sujeita a tração uniaxial
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Figura 9.29: Campo da função de falha para solução do problema da barra
sujeita a tração uniaxial

tado, apresentado na Figura 9.30, observa-se que na segunda iteração do MLA, a

função objetivo sofre um acréscimo brusco devido à atualização automática dos

multiplicadores de lagrange. Após esta oscilação o algoritmo converge em apenas

20 iterações. Aqui vale notar qu a cada iteração do MLA é resolvido um problema

de PLS que utiliza n iterações para convergir. Neste exemplo o número máximo

de iterações internas da PLS foi fixado igual a 30.

Antes de apresentar os demais resultados, é importante observar que a con-

vergência do MLA é dependente da definição correta dos parâmetros envolvidos

em sua formulação, em especial a constante de penalização das restrições cj. A

experiência com este método, nos permitiu concluir que o valor de cj associado aos

demais parâmetros da formulação faz com que o algoritmo do MLA convirja para

diferentes mı́nimos do espaço de solução, ou mesmo divirja; e esta situação de

divergência se agrava conforme o aumento do número de restrições do problema.
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Figura 9.30: Curva de convergência do MLA para o caso da viga sujeita a
tração uniaxial

9.2.2 Exemplo 2: Viga MBB

O problema da viga MBB, apresentada na seção 9.1.2, também foi resolvido uti-

lizando a formulação de OT com restrição local de tensão. A geometria, a malha

de elementos finitos e as propriedades do material são as mesma das utilizadas

na seção 9.1.2.

Aqui vale ressaltar que a malha empregada possui 4800 elementos e 4961 nós.

Isto significa que o algoritmo de otimização está tratando um problema com 4961

variáveis de projeto e 4800 restrições, o que significa um problema complexo, em

especial devido ao elevado número de restrições não-lineares.

Neste trabalho, este exemplo será utilizado para demonstrar a influência do

termo de regularização 6.33 apresentado na seção 6.5.1.

Assim, foram sintetizadas estruturas com 3 valores de Kr: Kr = 0, 03, Kr =

0, 003, Kr = 0, 001. Nestes três casos foi utilizado como parâmetro de penalização

das densidades intermediárias Kq = 0, 0 nas 10 primeiras iterações e Kq = 0, 95

nas demais. A valor de ε foi definido constante e igual a 0, 001.

Para o MLA foram adotas as seguintes constantes para o Algoritmo 2 apre-

sentado no caṕıtulo 3: os multiplicadores de lagrange iniciais foram definidos

igual a 0.0001 (µ0
j = 0.0001), os termos de penalização cj iniciais foram definidos

igual a 0, 01 e para sua atualização foi definido γ = 1, 1 e υ = 0, 5.

A estrutura obtida para Kr = 0, 03 está representada na Figura 9.31 e o

campo da função de falha relaxada dessa estrutura está apresentado no Figura

9.32.
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Figura 9.31: Solução obtida para a viga MBB utilizando como fator de
regularização Kr = 0, 03
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Figura 9.32: Campo de função de falha para estrutura obtida com fator de
regularização Kr = 0, 03

Observando o campo de densidades desta solução (Figura 9.31), verifica-se que

o termo de regularização ponderado por Kr = 0, 03 exerce uma forte influência

sobre a resposta e não permite que o método gere uma estrutura com contornos

bem definidos. Agora, verificando o campo da função de falha, apresentado na

Figura 9.32, verifica-se que a restrição de tensão na sua forma ε-relaxada foi

atendida na maior parte da estrutura, excedendo a restrição de valor menor ou

igual a 0 em apenas 0, 09.

Seguindo a análise da influência do parâmetro de regularização, a Figura 9.33

apresenta a solução obtida utilizando valor de Kr = 0, 003 e seu respectivo campo

da função de falha ε-relaxada está representado na Figura 9.34
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Figura 9.33: Solução obtida para a viga MBB utilizando como fator de
regularização Kr = 0, 003

Neste caso, observa-se na Figura 9.33 que para o valor de Kr = 0, 003 o

método foi capaz de fornecer uma estrutura com contornos relativamente bem
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Figura 9.34: Campo de função de falha para estrutura obtida com fator de
regularização Kr = 0, 003

definidos e que atende a restrição de tensão, como se verifica no Figura 9.34 que

representa o campo da função de falha relaxado com valores menores que 0 em

quase toda a sua extensão.

Finalmente, a Figura 9.35 apresenta a estrutura obtida para Kr = 0, 001 e o

respectivo campo da função de falha é apresentado na Figura 9.36.
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Figura 9.35: Solução obtida para a viga MBB utilizando como fator de
regularização Kr = 0, 001
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Figura 9.36: Campo de função de falha para estrutura obtida com fator de
regularização Kr = 0, 001

Neste caso, observa-se que um valor ainda menor de regularização, permite

que o método forneça soluções com barras mais delgadas, porém restrição de

tensão é ligeiramente violada. Como se observa na Figura 9.36 o campo a função

de falha relaxada excedeu a restrição em no máximo 0, 12.

A t́ıtulo de comparação com o trabalho de Pereira (2001) os resultados apre-

sentados por ele para o problema da viga MBB apresenta geometrias similares,
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porém com o campo de função de falha com valores máximos da ordem de 1·10−4.

Acreditamos que esta diferença entre os resultados ocorre devido a diferença en-

tre os parâmetros internos do MLA utilizados em cada trabalho, e também pela

diferença dos algoritmos utilizados para a solução do problema sem restrições

interno ao MLA

9.2.3 Exemplo 3: Estrutura em formato de L

O problema da estrutura em formato L também foi resolvido utilizando a for-

mulação de OT com restrição local de tensão. Neste caso o problema foi tratado

com uma estrutura em EPT e sua geometria esta representada na Figura 9.37. A

0,4 m

0,4 m

1,0  m

0,6 m

1,0  m

Figura 9.37: Geometria da estrutura em formato de L

malha de elementos finitos utilizada é apresentada na Figura 9.38 e possui 6400

elementos e 6601 nós, assim o problema de otimização envolve 6400 restrições

não-lineares.

Foram adotadas a seguintes propriedades para o material

E = 100Pa

ν = 0, 3

〈σ〉y = 42, 42Pa

Neste exemplo não foi posśıvel encontrar uma combinação de parâmetros que

fizesse o algoritmo convergir. Porém observou-se que para uma dada combinação

de parâmetros, a solução MLA passa pelo pontos ótimo, porém não converge

para este ponto. Desse modo, optou-se por interromper o processo iterativo
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P

Figura 9.38: Malha de elementos finitos utilizada na solução da estrutura em
formato de L

prematuramente. A interrupção foi feia com base na visualização do resultado a

cada iteração, possibilitando assim escolher um resultado bem definido.

Assim, foi considerado o parâmetro de regularização Kr constante e igual a

0, 01, o parâmetro de penalização das densidades intermediárias Kq = 0, 95, o

valor de ε foi definido igual a 0, 0001. Para o MLA foi adotado, um campo inicial

dos multiplicadores de lagrange constante e igual a 0, 0001 (µ0
j = 0, 0001), os

termos de penalização cj iniciais foram definidos igual a 0, 9 e para sua atualização

foi definido γ = 1, 5 e υ = 0, 5.

Assim, executando 21 iterações do MLA, com os parâmetros acima definidos

obteve-se a geometria representada na Figura 9.39.
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Figura 9.39: Solução obtida para a estrutura em formato de L

Analisando a geometria da estrutura obtida, observa-se que o método retirou

o material da região de concentração de tensão, fornecendo um geometria arre-
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dondada para esta região. Este arredondamento faz com a que a máxima tensão

mecânica, que a prinćıpio é infinita devido ao ângulo reto entre as arestas, se

torne finita, conforme discutido na subseção 9.1.3.

Esta geometria permitiu que a restrição de função de falha relaxada fosse

atendida em quase toda a totalidade do DFE, pois esta possui apenas valores

negativos ou ligeiramente acima de zero. Isto pode ser verificado na Figura 9.40

que apresenta o campo da função de falha relaxada da estrutura otimizada.
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Figura 9.40: Campo de função de falha relaxada da estrutura apresentada na
Figura 9.39

Com este exemplo, pode-se concluir que, apesar de não se ter obtido a con-

vergência do MLA este foi capaz de fornecer um solução otimizada que atende a

restrição de tensão.

Comparando este resultado com aqueles apresentados no trabalho de Pereira

(2001), observa-se que ambos apresentam resultados semelhantes, a menos das

regiões cinzas presentes no resultado da Figura 9.39. Acredita-se que a diferença

nos resultados se deve ao fato de que neste exemplo não foi posśıvel obter a

convergência do MLA, o que dificultou a utilização do termo penalizador das

densidades intermediárias na fase final do processo iterativo.

Acredita-se também que esta dificuldade em se obter a convergência se deve

ao fato utilizar-se um algoritmo de Programação Linear Seqüencial (PLS) para

a solução do problema de otimização interno ao MLA. O trabalho de Pereira

(2001) utiliza algoritmo de otimização BOX-QUACAN proposto por Friedlander,

Mart́ınez e Raydan (1995) associado ao método de regiões de confiança (FRIE-

DLANDER; MART́ıNEZ; SANTOS, 1994). Atualmente (06/2006) estes algoritmos,

bem como algoritmos aprimorados, estão dispońıveis no endereço de eletrônico
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“www.ime.usp.br/~egbirgin/tango/”
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10 Resultados: Problema de
distribuição material em
estruturas com gradação
funcional

Este caṕıtulo apresenta os resultado obtidos para o problema de otimização da

distribuição de material em estruturas com gradação funcional.

Inicialmente, na seção 10.1, é apresentado um problema simples de barra sob

tração axial em que é estudado a influência dos parâmetros da formulação e é

feita uma comparação entre as formulações apresentadas em 7.27 e 7.28.

Na seção seguinte, 10.2, é apresentada a otimização da distribuição de ma-

terial na parede de um cilindro sujeito a pressão externa. Neste exemplo é feita

uma discussão dos modelos de material e modelos de estimativa da tensão de

referência dos MsGF.

Aumentando o ńıvel de complexidade do problema tratado, na seção 10.3

é apresentado o problema de otimização da distribuição de material no interior

de um disco de turbina a gás. Neste problema, além das forças externas, são

consideradas as forças de campo devido à rotação do disco. Este exemplo também

é utilizado para discutir a influência do modelo de material.

Para finalizar, na seção 10.4 é apresentado um resultado com a formulação

de maximização da inércia de rotação, proposto na subseção 7.4.2. Neste caso

o problema em questão é a maximização da inércia de rotação de uma roda de

inércia.

10.1 Exemplo 1: Barra sujeita a tração axial

Neste trabalho, a aplicação do MOT no problema de otimização da distribuição

de material em estruturas constitúıdas por MsGF foi, inicialmente, estudada
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utilizando um problema simples de uma barra sujeita a tração axial.

Neste caso foi utilizado o modelo de material H-S-linear, apresentado na seção

7.4.1 (representado na Tabela 7.1), considerando κ = 1.0. O seja, limite superior

de H-S é utilizado para definira as propriedades efetivas do material.

Para testar a formulação foi escolhido um MGF fict́ıcio com uma grande

diferença entre os módulos de Young das fases dos materiais que o constituem.

Apesar de pouco realista para os MsGF,do ponto de vista numérico, quanto maior

a diferença entre os módulos de elasticidade, maior o valor da intensificação da

tensão de von Mises dada pela matriz Bvm. Assim, é posśıvel por a prova a

implementação proposta.

As propriedades escolhidas para cada um dos materiais estão representadas

na Tabela 10.1.

Material (+) Material (-)
Propriedades
Módulo de Young 100 1
Coeficiente de poisson 0, 3 0, 3
Tensão de Referência 1.5 1, 05 · 10−4

Tabela 10.1: Propriedades mecânicas das fases constituintes do MGF
adotadas para o problema da barra sob tração axial

O gráfico da Figura 10.1(a) apresenta a curva do modelo de material utilizado

e o gráfico da Figura 10.1(b) apresenta os valores de três elementos da diagonal

principal da matriz Bvm, onde observa-se que as componentes de tensão σr, σθ e

σz são intensificadas em até, aproximadamente, 9 vezes.
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Figura 10.1: Curva do modelo de material e dos elementos da matriz Bvm

Devido ao fato de não se ter conhecimento um problema de otimização da

distribuição de material em uma estrutura com gradiente de propriedades com

solução conhecida, foi escolhido um problema em que se pode ter uma idéia
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intuitiva da solução ótima. Neste caso, optou-se por utilizar uma barra sujeita

à tração axial de 1Pa apenas na sua região central, conforme apresentada na

Figura 10.2(a). Assim, utilizando o MEF em sua formulação axissimétrica, foi

simulado apenas um quarto da seção longitudinal da barra, onde foram aplicadas

as condições de contorno de simetria, e forças nodais equivalentes a tração de

1Pa, conforme ilustrado na Figura 10.2(b).

Parte 

 Simulada
Tra o = 1 Pa

(a) Estrutura inteira

0,61 1,24

4,914 m

de

(b) Malha

Figura 10.2: Representação da malha de elementos finitos e condições de
contorno (malha com 3800 elemento, 3939 nós e variáveis de projeto no

problema de otimização.)

Inicialmente foi considerada a formulação dada pela equação 7.28, que tem a

restrição abaixo reproduzida:
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p

≤ 0

A primeira questão a ser estudada nesta implementação foi a influência dos

limites móveis na solução obtida; dessa forma, adotaram-se três intervalos para

o passo máximo e mı́nimo (passomax, passomin), que entram como parâmetros

do Algoritmo 4 do caṕıtulo 8 que, por sua vez, faz a atualização dos limites

móveis a cada iteração. Os intervalos representam a máxima e a mı́nima variação

percentual em relação ao valor da variável a cada passo da PL. Assim, foi definido

um primeiro intervalo, denominado de “LM estreito”, com os valores passomax =

1%, passomin = 0, 1% , um intervalo “LM médio” com os valores passomax = 10%,



202

passomin = 1% e um intervalo “LM largo” passomax = 20%, passomin = 10%. Os

resultados obtidos para cada um dos casos estão representados na Figura 10.3.

Observando as distribuições de material obtidas, é notória a influência dos limites

5.55e-01
5.00e-01
4.45e-01
3.90e-01
3.35e-01
2.80e-01
2.25e-01
1.70e-01
1.14e-01
5.99e-02
4.84e-03

Densidade
volumétrica

ρ+

(a) LM (estreitos)

8.22e-01
7.40e-01
6.58e-01
5.76e-01
4.94e-01
4.11e-01
3.29e-01
2.47e-01
1.65e-01
8.31e-02
1.00e-03

Densidade
volumétrica

ρ+

(b) LM (médios)

9.99e-01
9.00e-01
8.00e-01
7.00e-01
6.00e-01
5.00e-01
4.00e-01
3.00e-01
2.00e-01
1.00e-01
1.00e-03

Densidade
volumétrica

ρ+

(c) LM (largos)

Figura 10.3: Soluções finais obtidas com diferentes limites móveis,
considerando p = 2

móveis sobre a solução.

Analisando as curvas de convergência do número de elementos ativos, ou seja,

aqueles que possuem a tensão maior do que a tensão de referência, apresentada

na Figura 10.4, observa-se que, quanto maior o intervalo permitido para os limites

móveis, maior é o número de elementos ativos na restrição, e maior é a oscilação

deste número entre as iterações.

Apesar de ser um tanto óbvio que, quanto mais largos são os limites móveis,

maiores serão as oscilações do campo de densidades e, conseqüentemente, maiores

as oscilações do campo de tensão e, assim, do número de elementos ativos no

problema, um ponto importante, que a análise do gráfico apresentado na Figura

10.4 suscita, é que, com a formulação 7.28, ocorre uma troca do conjunto de

elementos que compõem a restrição a cada iteração.

Esta oscilação, ou troca do conjunto de elementos que compõem a restrição,

é prejudicial ao processo de otimização baseado na PLS, pois a cada passo, ou

seja, a cada PL, o algoritmo de otimização receberá apenas as informações, na

forma de gradiente, sobre aqueles elementos que estão ativos e, assim, se na

iteração seguinte o conjunto de elementos ativos mudar bruscamente, de modo

que a intersecção entre estes conjuntos de elementos seja nula, será resolvido um



203

 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 0  50  100  150  200  250  300  350  400  450  500

N
m

er
o
 d

e 
el

em
en

to
s 

at
iv

o
s

Itera o

LM (estreitos)

LM (m dios)

LM (largos)

Figura 10.4: Curva de convergência do número de elementos ativos no
problema para três condições de limites móveis: LM (estreitos), LM (médios) e

LM (largos) )

problema de PL distinto do problema anterior.

Esta situação seria diferente se, a cada iteração, o conjunto de elementos

que compõem a restrição fosse sempre reduzindo, de tal forma que um conjunto

estivesse contido dentro do conjunto referente à iteração anterior.

Dada esta situação, duas são as abordagens que podem ser adotadas para

minimização desse problema. Uma é escrever a restrição do problema 7.28 sem a

função max{·, ·}, assim, este fica igual ao problema 7.27, cuja restrição é abaixo

reproduzida:
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A outra abordagem é utilizar a formulação 8.2, isto é, manter a função

max{·, ·} na restrição, porém utilizando o conceito de “variáveis artificiais”, apre-

sentado no caṕıtulo 8. A restrição do problema 8.2 está abaixo reproduzida:
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− 1 − β ≤ 0

Com esta formulação, é posśıvel iniciar o problema com uma distribuição de

densidades em que todos, ou grande parte dos elementos, compõem a restrição

e, assim, garante-se que o problema de PL receba informações, na forma de

gradientes, sobre todo o domı́nio e, conseqüentemente, com a evolução do processo

iterativo, este conjunto de elementos é reduzido até se aproximar de zero.
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É importante notar que, conforme apresentado no caṕıtulo 8, todas as im-

plementações utilizam o conceito de “variáveis artificiais”, o que permite fazer a

continuação dos valores de p sem que o algoritmo de PL falhe.

Assim, otimizando a distribuição de material através da primeira aborda-

gem, dada pela a formulação 7.27, isto é sem a função max{·, ·}, obtém-se a

distribuição apresentada na Figura 10.5. Observa-se nesta figura que o software

6.094636e-01
5.486173e-01
4.877709e-01
4.269245e-01
3.660782e-01
3.052318e-01
2.443854e-01
1.835391e-01
1.226927e-01
6.184636e-02
1.000000e-03

Densidade
volumétrica

ρ+

Figura 10.5: Solução obtida através da formulação 7.27, (sem a função
max{·, ·}), considerando a continuação de p = 2 ; 20 ; 50 ; 100 e filtro com raio

igual a dimensão da aresta do elemento

sintetizou uma distribuição de material que se aproxima de uma barra suportando

a carga apenas na região onde esta é aplicada, porém esta barra não necessita

de toda a rigidez e resistência do material mais (+), de tal forma que esta barra

possui densidades volumétricas cada vez menores a medida que se afasta do ponto

de aplicação do carregamento e as tensões se distribuem sobre toda a seção trans-

versal. Atentando para a região próxima à aplicação da carga, observa-se uma

distribuição de material particular que garante o máximo ı́ndice de falha igual a

1,06.

Analisando o gráfico da Figura 10.6, que apresenta a curva de convergência da

restrição global de tensão para este problema, observa-se que há um salto no valor

da restrição na iteração 100, que é decorrente da mudança do valor de p de 2 para

20, e novos saltos na iteração 200 e 300, decorrentes também das mudanças de p.

Entretanto, apesar das oscilações da restrição global, permitidas pela utilização

da variável β, a restrição tende ao 1 enquanto β tende a zero, fornecendo assim
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a solução ótima desejada.
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Figura 10.6: Curva de convergência da restrição global de tensão do problema
tratado através da formulação 7.27, (sem a função max{·, ·}), considerando a

continuação de p = 2 ; 20 ; 50 ; 100

Resolvendo o mesmo problema, porém com a formulação 8.2, isto é, mantendo

a função max{·, ·} e partindo de uma distribuição inicial de densidades em que se

possui um grande número de elementos compondo a restrição global de tensão,

além de considerar a continuação p = 2 ; 20 ; 50 ; 100, obtém-se a distribuição

de material apresentada na Figura 10.7(a). O campo do ı́ndice de falha desta é

representado na Figura 10.7(b).

9.8918e-01
8.9036e-01
7.9154e-01
6.9272e-01
5.9391e-01
4.9509e-01
3.9627e-01
2.9745e-01
1.9864e-01
9.9818e-02
1.0000e-03

Densidade
volumétrica

ρ+

(a) Solução Final

1.2378e+00
1.1140e+00
9.9022e-01
8.6645e-01
7.4268e-01
6.1890e-01
4.9513e-01
3.7136e-01
2.4759e-01
1.2381e-01
4.2468e-05

Índice de falha

(b) Indice de falha na estrutura

Figura 10.7: Solução obtida através da formulação 7.28, (com a função
max{·, ·}), considerando a continuação de p = 2 ; 20 ; 50 ; 100 e filtro com raio

igual à dimensão da aresta do elemento

Analisando estas figuras, observa-se que apesar da distribuição de material

apresentar um campo com variação suave, este não é suficiente para controlar as
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tensões mecânicas da estrutura, como se verifica na Figura 10.7(b), que apresenta

o máximo ı́ndice de falha igual a 1,23.

Entretanto, se forem analisadas as distribuições de material ao final de cada

passo do processo de continuação de p, verifica-se que a distribuição ótima para

p = 20 se aproxima da distribuição obtida com a formulação sem a função

max{·, ·}, apresentada na Figura 10.5. A Figura 10.8 apresenta as distribuições

otimizadas de densidade volumétrica para cada valor de p e o máximo ı́ndice de

falha de cada estrutura está apresentado na legenda.

9.9990e-01
9.0019e-01
8.0048e-01
7.0077e-01
6.0106e-01
5.0135e-01
4.0164e-01
3.0193e-01
2.0222e-01
1.0251e-01
2.8003e-03

Densidade
volumétrica

ρ+

(a) Solução para p = 2;
Máximo ı́ndice de falha 1,22

4.7813e-01
4.3075e-01
3.8336e-01
3.3597e-01
2.8858e-01
2.4119e-01
1.9380e-01
1.4641e-01
9.9025e-02
5.1636e-02
4.2473e-03

Densidade
volumétrica

ρ+

(b) Solução para p = 20;
Máximo ı́ndice de falha 1,09

9.9990e-01
9.0001e-01
8.0012e-01
7.0023e-01
6.0034e-01
5.0045e-01
4.0056e-01
3.0067e-01
2.0078e-01
1.0089e-01
1.0000e-03

Densidade
volumétrica

ρ+

(c) Solução para p = 50;
Máximo ı́ndice de falha 1,25

Figura 10.8: Soluções ao final de cada passo da continuação de p

Analisando as soluções obtidas ao final de cada passo da continuação de p,

apresentadas em 10.8, em conjunto com o gráfico de convergência da restrição

global de tensão, apresentado na Figura 10.9, é posśıvel melhor compreender a

influência de β na formulação 8.2.

Inicialmente, é posśıvel observar na curva de convergência (Figura 10.9) que

a distribuição inicial de densidades, no caso um campo homogêneo com ρ+ = 0, 1,

apresenta altos valores de ı́ndice de falha e, conseqüentemente, a restrição global

de tensão é violada. Dessa forma, é posśıvel iniciar o processo de otimização de

um ponto inviável do espaço de solução, garantindo que o algoritmo de PL receba

informações de grande parte dos elementos. Porém, para que o algoritmo de PL

encontre uma solução viável, é necessário que este adote um alto valor de β e,

assim, com o decorrer das iterações, o valor de β é gradativamente diminúıdo pelo

próprio algoritmo, uma vez que este é somado à função objetivo.
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Ao final de 100 iterações a restrição global atinge um valor próximo de 0,

enquanto β é praticamente zero (0,03). Entretanto, se observarmos a distribuição

de material e o máximo ı́ndice de falha para a iteração 100, apresentado na

Figura 10.8(a), observa-se que a distribuição de material obtida gera um campo

de tensões que viola a restrição em 22%. Esta situação indica que o valor de p = 2

não é suficiente para representar de forma adequada o pico de tensão.

Seguindo o processo iterativo, o valor de p é aumentado para 20, o que gera

algumas oscilações da restrição global nas iterações seguintes; entretanto, estas

voltam a diminuir, e na iteração 200 é obtida um distribuição de material cujo

campo de tensões viola a máxima tensão mecânica em apenas 9%.

Aumentando ainda mais os valores de p, p = 50 e p = 100, observa-se que a

restrição global começa a divergir e, ao final do processo de otimização, a estrutura

obtida possui um ı́ndice de falha igual a 1,23 e a restrição global apresenta um

valor próximo de 0,2.

Assim, com base nestas observações, é posśıvel concluir que para a formulação

8.2 é necessário utilizar menores valores de p.
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Figura 10.9: Curva de convergência da restrição global de tensão do problema
tratado através da formulação 7.28, (com a função max{·, ·}), considerando a

continuação de p = 2 ; 20 ; 50 ; 100

Comparando o gráfico da Figura 10.6 com o gráfico apresentado na Figura

10.7 e tendo como base a discussão aqui apresentada, pode-se concluir que a for-

mulação com a função max{·, ·} apresenta um comportamento mais instável do

que o da formulação sem a função max{·, ·}. Isto pode ser explicado simplesmente

devido ao fato da função max{·, ·} inserir uma descontinuidade ao problema e as-

sim dificultar a convergência. Entretanto, a experiência com as duas formulações

demonstrou que ambas são capazes de obter resultados similares, desde que sejam

utilizados os valores adequados de p, associados à utilização do filtro.
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10.2 Exemplo 2: Cilindro sujeito a pressão ex-

terna

O segundo exemplo trata da otimização da distribuição de material na parede de

um cilindro sujeito a pressão externa. Com o objetivo de se avaliar melhor os

modelos de material propostos, neste problema será considerado um MGF real,

composto por uma fase metálica de Titânio (Ti) e um fase cerâmica de Nitreto

de Siĺıcio (Si3N4).

A fase cerâmica foi adotada como material mais (+) e a metálica como ma-

terial menos (-). As propriedades mecânicas de cada fase estão dadas na tabela

10.2 (CHO; CHOI, 2004), porém o coeficiente de poisson adotado é igual a 0, 3 para

ambas as fases, a fim de assegurar as relações K+ > K− e G+ > G−, que são

premissas do modelo de material.

Material (+) Material (-)
Propriedades Si3N4 Ti
Módulo de Young (GPa) 310 117
Coeficiente de poisson 0, 27 0, 32
Tensão de Referência (MPa) 400 a 175 b

aResistência a Tração
bTensão de escoamento

Tabela 10.2: Propriedades mecânicas das fases constituintes do MGF adotada
para o problema do cilindro sujeito a pressão externa

Conforme apresentado na seção 7.4.1, foram propostas duas formas de se

definir as propriedades elásticas do modelo de material em função da densidade

volumétricas das fases, que foram denominadas: H-S-linear e H-S-transição.

Também foram propostas duas formas de se obter a tensão mecânica de re-

ferência: o modelo Tensão-M.A. e o Modelo-M.H. Neste exemplo, estes quatro

modelos serão agrupados dois a dois, definindo assim duas abordagens para o

modelo de material.

Dessa forma, a abordagem 1 consiste em utilizar o modelo de material H-S

linear, para se obter as propriedades elásticas do material efetivo. Neste caso foi

adotado κ = 0, 5. Para obter a tensão de referência efetiva é utilizado o modelo

Tensão-M.A. com s = 2.

A abordagem 2 consiste em utilizar o modelo de material H-S-transição para

definição das propriedades efetivas, e para obter tensão de referência, é utilizado

o modelo Tensão-M.H.
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Do ponto de vista da otimização de estruturas constitúıdas por MsGF, a

abordagem 2 apresenta uma hierarquia sobre a abordagem 1, pois a abordagem

2 utiliza um modelo de material mais fiel para a representação das propriedades

elásticas efetivas do MGF e a tensão de referência é dada de forma mais conser-

vadora. Ou seja, os resultados obtido com a abordagem 2 são, a prinćıpio, mais

confiáveis.

Para melhor ilustrar as duas abordagens, a Figura 10.10 apresenta o gráfico

do módulo de Young em função da densidade volumétrica de cerâmica (Material

mais; +). Neste gráfico observa-se que a diferença entre as duas abordagens
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Figura 10.10: Módulo de Young efetivo do MGF para a abordagem 1 e a
abordagem 2

é pequena, pois os módulos de Young das duas fases possuem a mesma ordem

de grandeza; neste exemplo a cerâmica é 2,6 vezes mais ŕıgida que o metal. A

diferença entre a abordagem 1 e a abordagem 2 se torna mais pronunciada quando

a relação entre a rigidez é em torno de 10 vezes, conforme apresentado no gráfico

da Figura 7.3.

O quadrado da tensão de referência em função da fração volumétrica é apre-

sentado na Figura 10.11 para o MGF em questão. Aqui optou-se por representar

o quadrado da tensão de referência, pois a formulação proposta considera a res-

trição sobre o quadrado das tensões de von Mises. E assim é posśıvel fazer uma

interpretação mais precisa do comportamento do método de otimização e de seu

resultado.

As duas abordagens para a modelagem do MGF foram utilizadas na oti-

mização da distribuição de material em um cilindro sujeito à pressão externa de

110 MPa. A geometria e o carregamento estão representados na Figura 10.12 e

a malha de elementos finitos axissimétricos está representada na Figura 10.13.
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Figura 10.11: Tensão de referência para MGF para a abordagem 1 e a
abordagem 2

Press o externa 110 MPa 

Vista em perspectiva Vista de topo

Se o simulada

Figura 10.12: Representação esquemática do cilindro sujeito a pressão externa
e respectiva seção simulada através do MEF axissimétrico

Neste exemplo, em todas as śınteses foi aplicada a formulação 7.27 (sem a função

max{·, ·}), uma vez que esta se mostrou mais estável, conforme demonstrado no

exemplo 10.1.

110 MPa2,1950 mm

2,1750 mm

Figura 10.13: Representação da malha de elementos finitos, condições de
contorno (malha com 2304 elementos, 2401 nós e 2401 variáveis de projeto no

problema de otimização.)
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Inicialmente, serão apresentados os resultados obtidos com a abordagem 1. A

Figura 10.14(a) apresenta a solução obtida para a distribuição inicial de densida-

des homogêneas e a continuação do parâmetro p na forma p = 10 ; 25 ; 50 ; 75.

Analisando o resultado obtido, observa-se que o Titânio, que é o material menos

9.9990e-01

9.0001e-01

8.0012e-01

7.0023e-01

6.0034e-01

5.0045e-01

4.0056e-01

3.0067e-01

2.0078e-01

1.0089e-01

1.0000e-03

Densidade
volumétrica

ρ+

(a) Distribuição de Material

1.0600e+00

9.7797e-01

8.9590e-01

8.1382e-01

7.3175e-01

6.4968e-01

5.6761e-01

4.8554e-01

4.0347e-01

3.2140e-01

2.3933e-01

Índice de falha

(b) Campo do ı́ndice de falha

Figura 10.14: Solução obtida e campo do ı́ndice de falha, utilizando a
abordagem 1 para representação do material, e fazendo a continuação de
p = 10 ; 25 ; 50 ; 75, iniciando com distribuição homogênea de densidades

ρ+ = 0, 999

ŕıgido, é retirado da parte externa do cilindro, criando uma interface clara entre

os dois materiais. Na região interna, observa-se que a distribuição de Titânio

apresenta uma oscilação espacial, criando um padrão de pontos.

Para compreender esta distribuição de material, é necessário analisar o campo

do ı́ndice de falha no cilindro, apresentado na Figura 10.14(b). Nesta figura

observa-se que existe uma concentração de tensão, gerada pela interface metal-

cerâmica na região mais externa do cilindro, Esta situação não é esperada no

caso de uma estrutura constitúıda de MGF, porém a concentração ocorre apenas

porque o o pico de tensão apresenta um ı́ndice de falha da ordem de 0,7, ou seja,

a tensão é menor que tensão de referência.

Observa-se também que, apesar das oscilações do campo de densidades na

região interna do cilindro, estas não se verificam no campo do ı́ndice de falha, e

isto se deve a dois fatores. O primeiro é que este padrão geométrico é capaz de

minimizar o volume da cerâmica e, assim, minimizar a função objetivo, porém

sem diminuir a rigidez da região, o que acarretaria em maiores deformações e,

conseqüentemente, maiores tensões. O outro fator que pode gerar tais oscilações,

apesar de não comprovado, é que o ı́ndice de falha calculado no centro do elemento

não é capaz de restringir tais oscilações. Por exemplo,no caso da tensão aumente

nas regiões próximas aos nós, esta não será percebida pela restrição de tensão

adotada.
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Com o intuito de retirar as oscilações do campo de densidades, o mesmo pro-

blema foi resolvido, porém utilizando o filtro espacial, sendo que, nas iterações

iniciais, o raio de abrangência do filtro é igual a 3 vezes a aresta do elemento e,

ao final, este é diminúıdo para 2 vezes a aresta do elemento. O resultado da dis-

tribuição de material, bem como o campo do ı́ndice de falha, estão representados

na Figura 10.15.

9 . 9 9 9 0 e - 0 1

9 . 0 7 9 2 e - 0 1

8 . 1 5 9 5 e - 0 1

7 . 2 3 9 7 e - 0 1

6 . 3 2 0 0 e - 0 1

5 . 4 0 0 2 e - 0 1

4 . 4 8 0 5 e - 0 1

3 . 5 6 0 7 e - 0 1

2 . 6 4 1 0 e - 0 1

1 . 7 2 1 2 e - 0 1

8 . 0 1 4 6 e - 0 2

Densidade
volumétrica

ρ+

(a) Distribuição de Material

1.0536e+00

9.7474e-01

8.9584e-01

8.1695e-01

7.3805e-01

6.5916e-01

5.8026e-01

5.0137e-01

4.2248e-01

3.4358e-01

2.6469e-01

Índice de falha

(b) Campo do ı́ndice de falha

Figura 10.15: Solução obtida e campo do ı́ndice de falha, utilizando a
abordagem 1 para representação do material; fazendo a continuação de

p = 10 ; 25 ; 50 ; 75; iniciando com distribuição homogênea de densidades
ρ+ = 0, 999 e adotando o filtro de raio igual a 3 vezes a aresta do elemento para

p = 10 e duas vezes a aresta para os demais valores de p

Comparando este resultado apresentado na Figura 10.15(a), com o resultado

obtido sem a utilização do filtro, verifica-se que ambos fornecem campos de ı́ndice

de falha muito similares, porém as oscilações do campo de densidades são retira-

das. Em ambos os resultados apresentados, observa-se que o máximo ı́ndice de

falha da estrutura é de 1,06, ou seja, apenas 6% acima da tensão de referência.

Continuando a análise das duas abordagens de representação do MGF, o

mesmo problema foi resolvido utilizando a abordagem 2. Assim, inicialmente foi

sintetizada a distribuição de material do cilindro, utilizando os mesmo parâmetros

adotados para a solução com a abordagem 1 (Figura 10.14), isto é, fazendo a

continuação de p na forma p = 10 ; 25 ; 50 ; 75, e sem utilizar o filtro. A

única diferença é a distribuição inicial de densidades, que foi adotada igual a

0,25. Entretanto, no caso do problema com a abordagem 1, a solução obtida com

as densidades iniciais igual a 0,25 é idêntica à solução obtida com distribuição

inicial de densidades 0,999. O resultado obtido neste caso, com a abordagem

2, está apresentado na Figura 10.16, junto com o respectivo campo de ı́ndice

de falha. Analisando a distribuição de material apresentada na Figura 10.16(a),

observa-se que esta é significativamente diferente daquela apresenta na Figura
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(b) Campo do ı́ndice de falha

Figura 10.16: Solução obtida e campo do ı́ndice de falha, utilizando a
abordagem 2 para representação do material, e fazendo a continuação de
p = 10 ; 25 ; 50 ; 75, iniciando com distribuição homogênea de densidades

ρ+ = 0, 25

10.14(a). A única semelhança é a tentativa de diminuir a fração volumétrica de

cerâmica nas regiões mais internas e externas do cilindro.

Observando o campo de ı́ndice de falha gerado por esta distribuição de ma-

terial, e apresentado na Figura 10.16(b), observa-se que o método não foi capaz

de encontrar uma distribuição que atendesse ao critério de falha, pois o máximo

ı́ndice de falha é igual à 1,6. Aparentemente, esta distribuição de material ocorre

porque o algoritmo de otimização fica preso em um mı́nimo local e não consegue

sair desse mı́nimo local independentemente do valor de kβ utilizado na formulação

8.1.

Com o intuito de melhorar a solução obtida com a abordagem 2, o mesmo

problema foi resolvido utilizando o filtro espacial, e o resultado obtido está apre-

sentado na Figura 10.17(a), enquanto o respectivo campo de ı́ndice de falha é

apresentado na Figura 10.17(b). Observando estas Figuras, verifica-se que a

solução obtida é mais conservadora, ou seja, possui mais cerâmica, que é o ma-

terial mais ŕıgido e resistente neste caso. Assim o campo de ı́ndice de falha

apresenta valor máximo igual a 1,05, que representa um valor aceitável para a

restrição global de tensão.

Avaliando estes resultados do ponto de vista do algoritmo de otimização pode-

se concluir que a diferença dos resultados se dá devido aos modelos de estimativa

de tensão de referência. Avaliando o gráfico da Figura 10.11, observa-se que

para as densidades volumétricas maiores que 0, 5, o modelo de Tensão-M.A.,

adotado na abordagem 1, fornece tensões de referência maiores, o que faz com

que o método de otimização prefira valores de densidade mais baixos, uma vez

que minimizam a função objetivo e sem prejudicar em demasia a restrição do
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Figura 10.17: Solução obtida e campo do ı́ndice de falha, utilizando a
abordagem 1 para representação do material; fazendo a continuação de

p = 10 ; 25 ; 50 ; 75; iniciando com distribuição homogênea de densidades
ρ+ = 0, 25 e adotando o filtro de raio igual a 3 vezes a aresta do elemento para

p = 10 e duas vezes a aresta para os demais valores de p

problema.

Esta situação se observa claramente ao comparar as densidades volumétricas

na região externa do vaso de pressão para as soluções obtidas pela abordagem

1, apresentada na Figura 10.15(a), e pela abordagem 2, apresentada na Figura

10.17(a). A a solução obtida pela abordagem 2 tem como mı́nima densidade

ρ+ = 0, 51 enquanto pela abordagem 1 a densidade mı́nima é igual a 0, 08.

Ainda sob o ponto de vista do método de otimização, é posśıvel compreender

alteração drástica do resultado obtido com e sem o filtro, no problema com a

abordagem 2.

De maneira qualitativa, o fato da curva do quadrado da tensão de referência

para a abordagem 2 ser mais abrupta faz com que o espaço de solução se torne

mais mal comportado. Esta situação é similar à influência da penalização q do

modelo de material SIMP, discutida através do gráfico da Figura 2.4. Isto fez

com que, neste caso, a solução ficasse presa em um mı́nimo local, porém com

a utilização do filtro o método de otimização passa a fazer outro caminho pelo

espaço de solução, que neste caso levou a um ponto ótimo melhor do que o

anterior.

10.3 Exemplo 3: Disco de turbina a gás

O terceiro exemplo acrescenta mais um componente ao problema de otimização,

que são as forças de campo, neste caso a força centrifuga. Devido a elevada rotação

do disco de uma turbina a gás, a força centrifuga exerce um papel importante no
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carregamento da estrutura, que não pode ser desprezada.

Do ponto de vista do problema de otimização, as forças de campo dependen-

tes da densidade inserem mais uma não-linearidade ao problema. Por exemplo,

no problema clássico de OT para maximização da rigidez de uma estrutura su-

jeita apenas a forças externas, a função objetivo é monotônica, porém, se forem

consideradas forças de campo dependentes da densidade, a função objetivo passa

a ser não monotônica. Assim, este exemplo visa mostrar a capacidade do método

de otimização proposto de tratar esta situação.

Neste exemplo, seguindo a análise feita no problema anterior, também será

discutida a influência dos modelos de material na solução do problema.

A geometria e as condições de contorno do disco de turbina adotado foram

baseadas no trabalho de Liu, Parks e Clarkson (2002), que propuseram uma

geometria otimizada para um disco homogêneo. Esta geometria está apresentada

na Figura 10.18, que apresenta apenas seção transversal no plano (x, y). Isso só

é posśıvel pois a estrutura possui simetria axial em relação ao eixo x e simetria

em relação ao plano (x, z).

120 mm

40 mm

fp

bp

ω

20 mm

20 mm

x

y

Figura 10.18: Representação esquemática da geometria e condições de
contorno do disco de turbina a gás

Este disco está sujeito a três classes de carregamento. Uma pressão interna

resultante do encaixe forçado entre o disco e o eixo, que é representada na Figura

10.18 por fp = 40 MPa . Uma força distribúıda aplicada radialmente na face

externa do disco, que representa o carregamento exercido pelas pás da turbina e

é representada por bp = 200 MPa. A terceira classe de carregamento é a força

centrifuga distribúıda no interior do disco devido à rotação ω = 2000 rpm.

Neste exemplo, foram adotados dois materiais fict́ıcios, porém, um com pro-

priedades representantes dos materiais cerâmicos, como cerâmicas de engenharia

Si3N4 e Al2O3, e outro das ligas metálicas, como as ligas de Nı́quel e Molibidênio.

Aqui o material representante das cerâmicas será denominado “C”e o das ligas
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metálicas “M”. Para atender ao critério de K+ > K− e G+ > G−, o material

“C”foi adotado como material mais (+). As propriedades mecânicas dos materiais

foram obtidas em Ashby (1999) e são apresentadas na tabela 10.3.

Material (+) Material (-)
Propriedades “C” “M”
Densidade (kg /m3) 4000 9000
Módulo de Young (GPa) 350 110
Coeficiente de poisson 0.25 0.3
Tensão de Referência (MPa) 3500 300

Tabela 10.3: Propriedades mecânicas das fases constituintes do MGF para o
problema do disco de turbina a gás

Aqui vale notar que apesar desses materiais não serem necessariamente um

par metal/cerâmica capaz de constituir um MGF, estes materiais representativos

foram adotados a fim de evidenciar a influência das propriedades do material sobre

o resultados obtidos. Também é importante ressaltar que a tensão de referência

do material cerâmico representa à resistência de compressão.

Para poder comparar o disco de turbina a gás constitúıdo de MGF com uma

distribuição otimizada de cada uma das fases, inicialmente, foram analisados os

campos de tensão e, conseqüentemente, os campos de ı́ndice de falha de discos

homogêneos constitúıdos de material “C”e “M”. Assim, pôde-se observar que um

disco feito totalmente com o material “C”possui a máxima tensão de von Mises

23 vezes menor do que a tensão de referência do material, e o disco constitúıdo

de material “M”tem a máxima tensão mecânica 8 vezes maior que a tensão de

referência deste material. Dessa forma, a tarefa do método de otimização é en-

contrar a distribuição de material que atenda ao critério de resistência com a

mı́nima quantidade de material “C”.

Continuando a discussão apresentada no exemplo anterior (seção 10.2), o

problema do disco de turbina a gás foi resolvido 6 vezes, perfazendo todas as

combinações posśıveis entre os modelos de material H-S-linear e H-S-transição e

os modelos de estimativa das tensões de referência Tensão-M.H. e Tensão-M.A.

para s = 1 e para s = 3.

Em todos os resultados foi utilizada a continuação p = 15 ; 30 ; 60 ; 120,

garantindo, assim, uma boa aproximação do pico máximo de tensão da estrutura.

Inicialmente, na Figura 10.19, são apresentados os resultados utilizando o

modelo de tensão de referência Tensão-M.A. com s = 1.
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1.41e-02
7.94e-03
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ρ+

(b) Solução para H-S-transição

Figura 10.19: Comparação das soluções obtidas utilizando os modelos de
material H-S-linear e o H-S-transição, ambos utilizando a tensão de referência

dada pelo modelo Tensão-M.A. com s = 1

Observando estes resultados, a primeira conclusão a que se pode chegar é

a pequena influência do modelo de material na solução do problema, ambos os

resultados apresentam um campo de distribuição de material muito similar. Esta

situação pode ser compreendida pelo fato de que o módulo de Young de ambos

os materiais possuem a mesma ordem de grandeza e, então, assim como no exem-

plo anterior, as curvas dos modelos de material H-S-linear e H-S-transição, são

muito próximas, como se observa no gráfico da Figura 10.10. Esta situação de

similaridade dos resultados se manteve nos seis resultados obtidos. Dessa forma,

serão apresentados apenas os resultados para o modelo H-S-transição.

Outro ponto a ser observado são os baixos valores das densidades do material

“C”, que é o material que se deseja minimizar. Assim, este exemplo demonstra

que o método foi capaz de obter um disco turbina constitúıdo basicamente de

material metálico, porém, com uma distribuição de material cerâmico com frações

volumétricas baixas, de no máximo igual 0, 7%, que atende aos critérios de falha.

Ou seja, comparando com a solução do disco homogêneo de material “M”, o

disco com gradação funcional é capaz de diminuir o máximo ı́ndice de falha da

estrutura de 8 para 1.03 que é o máximo ı́ndice de falha deste estrutura, como
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pode ser observado adiante, na Figura 10.20, que apresenta o campo do ı́ndice de

falha para a solução apresentada na Figura 10.19(b).

1.03e+00
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6.53e-01
5.59e-01
4.64e-01
3.70e-01
2.75e-01
1.80e-01
8.57e-02

Índice de falha

Figura 10.20: Índice de falha da soluções obtida utilizando o modelo de
material H-S-transição associado ao modelo Tensão-M.A. com s = 1

Continuando a análise da influência do modelo de estimativa da tensão de

referência, a Figura 10.21 apresenta os resultados obtidos com os modelos de

Tensão-M.A e Tensão M.H.
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(b) Solução para o modelo Tensão-M.H.

Figura 10.21: Comparação das soluções obtidas utilizando o modelo de
material H-S-transição associado aos modelos Tensão-M.A. com s = 3 e o

modelo Tensão-M.H.

Observando estes resultados, o primeiro ponto a se concluir é a ńıtida dife-

rença entres eles. Apesar de ambos os resultados apresentarem a máxima fração

volumétrica igual a 1, o resultado com o modelo Tensão M.A. para s = 3 apresenta
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uma distribuição suave de material, já o resultado com o modelo Tensão-M.H. a

distribuição de material apresenta interfaces bem definidas e poucas regiões com

densidade intermediária.

Ambos os resultados apresentam uma oscilação do campo de densidades, prin-

cipalmente na região interna do disco. Estas oscilações são similares àquelas ob-

tidas no exemplo 10.2, mais especificamente no resultado da Figura 10.14(a).

E, conforme discutido anteriormente, estas oscilações ocorrem, provavelmente,

pelo fato de que o campo de ı́ndice de falha avaliado no centro do elemento não

apresenta estas oscilações, permitindo assim a oscilação do campo de densidades.

Para melhor compreender os resultados obtidos, é interessante analisar as

curvas da tensão de referências dos modelos de estimativa adotados, o gráfico da

Figura 10.22 apresenta a curva para os três modelos utilizados, Tensão-M.A com

s = 1, Tensão-M.A. com s = 3 e Tensão-M.H. Analisando este gráfico, observa-se
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Figura 10.22: Comparação do quadrado das tensões de referência dadas pelos
modelos: Tensão-M.A. com s = 1, Tensão-M.A. com s = 3 e Tensão-M.H.

que, neste caso em que as tensões de referência tem uma ordem de grandeza de

intervalo o modelo Tensão-M.H. apresenta uma curva que se aproxima das tensões

de referência do modelo de Reuss (Figura 4.7), ou seja, uma curva muito próxima

da tensão de referência do material mais fraco para as densidades abaixo de 0, 9,

e para valores maiores que 0, 9 a tensão de referência se aproxima rapidamente

da tensão do material mais resistente. Já a curva do modelo Tensão M.A com

s = 1 é proxima da curva do modelo de Voigt (Figura 4.7), e a curva do modelo

Tensão-M.A com s = 3 apresenta um comportamento intermediário entre os dois

modelos. Aqui vale notar que as curvas apenas se aproximam dos modelos Voigt

e Reuss, pois estes modelos, são baseados na tensão de escoamento dos materiais
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e não no quadrado da tensão, como está sendo considerado neste caso.

Assim, a primeira conclusão a que se pode chegar é que as distribuições de

material, apresentadas nas Figuras 10.19(b), 10.21(a) e 10.21(b), são otimizadas

para modelos de material particulares, partindo de um modelo próximo do modelo

de Voigt e se aproximando do modelo de Reuss. Conseqüentemente, a escolha

de cada uma destas soluções para um posśıvel projeto da estrutura deve ser feita

com base no modelo de material que mais se aproxima do comportamento real

do MGF adotado.

Do ponto de vista do algoritmo de otimização, a influência dos modelos de

estimativa da tensão de referência na obtenção de uma solução com distribuição

mais suave ou com interfaces melhor definidas pode ser explicada pelo mesmo fato

apresentado no exemplo 2 de que o modelo Tensão-M.H. penaliza as densidades

intermediárias, abaixando drasticamente a tensão de referência, com pode ser

observado no gráfico da Figura 10.22.

Analisando apenas o resultado obtido com o modelo Tensão-M.H. (Figura

10.21(b)) verifica-se que este apresenta duas caracteŕısticas indesejadas: uma

é a oscilação do campo de densidades, que pode ser atribúıda a um problema

numérico, e o outro são as interfaces bem definidas entre os materiais, que, apesar

de não gerar picos de tensão acima da tensão de referência, do ponto de vista

construtivo, são regiões mais frágeis que as homogêneas ou regiões de transição

suave.

Neste caso é posśıvel se utilizar do filtro proposto para a regularização do

problema e, assim, restringir a solução do problema, apenas entre aquelas que

possuem uma distribuição suave de material. Assim, foi obtida novamente a

solução otimizada para o modelo de material Tensão-H.S., porém com filtro es-

pacial definido com raio igual àa 1mm. A solução obtida está apresentada na

Figura 10.23(a) e seu respectivo campo de falha na Figura 10.23(b).
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Figura 10.23: Solução obtida utilizando o modelo de material H-S-transição
associada ao modelo Tensão-M.H. e com filtro de raio r=1 mm
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Analisando este resultado, verifica-se que o filtro foi capaz de suprimir as

oscilações do campo de densidade, entretanto, apesar de se afastar do ponto

ótimo, uma vez que o volume total de material “C”do resultado sem filtro (49%)

é menor do que o volume de material “C”na solução com filtro (61%), em ambos

os casos a restrição de tensão foi respeitada. O máximo ı́ndice de falha para a

solução obtida sem o filtro é de 1, 04 e para o caso com o filtro é de 1.05, como

pode ser observado na figura 10.23(b)

10.4 Exemplo 4: Maximização da inércia de rotação

de uma roda de inércia (Volante)

O último exemplo tem por objetivo apresentar um resultado utilizando a for-

mulação de maximização da inércia de rotação considerando restrição de tensão,

conforme proposto na subseção 7.4.2, e associada à restrição de tensão proposta

na formulação 7.27, ou seja, sem a função max{·, ·}.

Neste exemplo, a tarefa do otimizador é encontrar um campo de distribuição

de material que maximize a inércia de rotação, porém, atendendo ao critério de

falha.

O aspecto interessante desse exemplo é que, quanto maior a inércia de rotação,

maiores são as forças centrifugas e, conseqüentemente, as tensões no disco.

Neste exemplo, é considerado um disco de geometria e dimensões dadas pela

Figura 10.24. Este disco está sujeito apenas à ação de forças centŕıfugas, devido

à rotação constante de ω = 1rad/s

cL

r = 1.0 h = 0.06

Figura 10.24: Geometria da roda de inércia

Utilizando o MEF em sua formulação axissimétrica e considerando que o disco

possui simetria axial e também em relação a ao seu plano médio, foi simulado

apenas um quarto da geometria, onde foram aplicadas as condições de contorno.

Para isto foi utilizada a malha de elementos finitos apresentada na Figura 10.25.

Neste caso foi adotado um MGF fict́ıcio, cujas fases possuem a mesma tensão
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Figura 10.25: Malha de elementos finitos adotada adotada para a solução do
problema da roda de inércia

de referência. As propriedades destes materiais estão representadas na Tabela .

Material (+) Material (-)
Propriedades
Densidade 0, 5 1, 0
Módulo de Young 1 0, 1
Coeficiente de poisson 0, 3 0, 3
Tensão de Referência 0.265 0.265

Tabela 10.4: Propriedades mecânicas das fases constituintes do MGF adotado
para o problema da roda de inércia

Assim, aplicando o método de otimização proposto neste trabalho, foi obtida

a distribuição de material apresentada na Figura 10.26.
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1.0e-05

Densidade volumétrica

Figura 10.26: Distribuição de material obtida

Para se ter uma noção mais precisa da distribuição de material no interior do

disco, o gráfico da Figura 10.27 apresenta a fração volumétrica do material mais

(+) em função do raio, e o módulo de Young do MGF resultante.

Analisando este resultado, observa-se que o método de otimização concentrou

o material menos ŕıgido e mais pesado na região externa do disco, aumentado

assim a inércia de rotação. Na região interna do disco o material menos ŕıgido é

distribúıdo de tal forma que a máxima tensão no disco fica apenas ligeiramente

acima da tensão de escoamento, como se observa no gráfico da Figura 10.28.

Neste exemplo a tensão de von Mises ultrapassa a tensão de referência em apenas

1%.

A t́ıtulo de comparação, um disco homogêneo constitúıdo apenas com mate-

rial mais ŕıgido, possui a máxima tensão mecânica aproximadamente igual a 0, 36
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Figura 10.27: Distribuição de densidades e módulo de Young em função do
raio da roda de inércia
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Figura 10.28: Tensão de von Mises em função do raio da roda de inércia

ou seja, 44% acima da máxima tensão mecânica do disco de MGF. A inércia de

rotação do disco otimizado é da ordem de 52% maior que a do disco homogêneo.

Esta comparação nos permite concluir que a formulação de maximização da

inércia de rotação considerando restrição de tensão, pode vir a ser aplicada ao

projeto de rodas de inércia de alto desempenho, que são capazes de atingir velo-

cidades elevadas sem que ocorra a falha do material.
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11 Conclusões Finais e
Sugestões para
desenvolvimentos futuros

Este trabalho teve como objetivo estudar e implementar o Método de Otimização

Topológica considerando restrição de tensão, para então aplicá-lo a duas classes

de problemas: o projeto de estruturas tradicionais e o projeto de estruturas cons-

titúıdas por MsGF.

Ao tratar primeira classe de problemas, a da Otimização Topológica con-

siderando restrição de tensão, este trabalho inicia-se por uma revisão do MOT

aplicado ao projeto de estruturas cont́ınuas e discute os problemas inerentes a esta

formulação, isto é, a dependência da malha, o surgimento de cinzas na solução

final, bem como o problema de instabilidade de tabuleiro.

Nas implementações desenvolvidas neste trabalho, estes problemas foram tra-

tados através da utilização de um filtro espacial, da formulação ACDM e pela

inserção de um termo de regularização na função objetivo.

Aprofundando-se na aplicação do MOT considerando restrição de tensão,

foi feita uma revisão bibliográfica do tema e foi apresentado o fenômeno das

topologias singulares. Assim, com base na literatura descrita, foram apresentadas

duas formulações de OT: a OT com restrição global de tensão e a OT com

restrição local de tensão. Ambas as formulações foram implementadas e seus

resultados discutidos.

Fazendo uma análise geral sobre os resultados obtidos com a formulação de

OT com restrição global de tensão, pode-se concluir que a formulação que utiliza

a norma-p da função de falha ε-relaxada, na forma que foi implementada neste

trabalho, é capaz de fornecer resultados bem definidos que atendem à restrição

de tensão imposta. Porém, a qualidade dos resultados é fortemente dependente

da definição correta dos parâmetros do método da continuação e da penalização

das densidades intermediárias.
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Em espećıfico para o caso da estrutura em formato de L, que é um problema

teste para o MOT com restrição de tensão, esta formulação foi capaz de fornecer

um solução bem definida e que evita a concentração de tensão da inerente à

geometria. Assim, pode-se concluir que este método é capaz de fornecer resultados

similares aos apresentados na literatura, obtidos com a formulação de restrição

local de tensão (PEREIRA; FANCELLO; BARCELLOS, 2004)

Analisando de maneira geral os resultados obtidos com a formulação de OT

com restrição local de tensão, pode-se concluir que este é capaz de fornecer

soluções que atendem ao critério de restrição local de tensão; embora estas não

sejam tão bem definidas como as obtidas para o caso da restrição global de tensão.

Acreditamos que isto se deve ao fato de não ter sido posśıvel definir os

parâmetros do MLA associados às constantes de penalização, regularização e

ε-relaxação que fornecem soluções bem definidas. Outro ponto que pode ter pre-

judicado a convergência e conseqüentemente a obtenção de resultados melhor

definidos é o fato de se ter utilizado um algoritmo linear para a solução do pro-

blema interno do MLA.

Assim, em relação à OT aplicada ao projeto de estruturas sujeitas a restrição

de tensão, verifica-se que em ambas as abordagens, os resultados obtidos são

fortemente dependentes da correta definição dos parâmetros envolvidos. Isto

torna a obtenção de estruturas bem definidas uma tarefa árdua que depende

apenas da intuição do engenheiro projetista que deverá atuar pelo processo de

tentativa e erro.

Acreditamos, portanto, que ainda é necessário desenvolver uma formulação

e, principalmente, uma implementação numérica que seja mais robusta do que as

atualmente existentes na literatura.

Para a segunda classe de problemas, a de otimização da distribuição de ma-

terial em estruturas constitúıdas de Materiais com Gradação Funcional, este tra-

balho faz uma apresentação dos modelos de material aplicados ao MOT e faz

uma discussão entre estes modelos e aqueles utilizados especificamente para a

simulação de MsGF. Também é feita uma discussão sobre os critérios de falha de

materiais compostos e como estes são inseridos no problema de OT com restrição

de tensão.

Com base nestas discussões foram propostos dois modelos de material, e as-

sociadas aos modelos de material, foram apresentadas as posśıveis formas de

considerar as tensões na microestrutura dos materiais compostos. Ainda sobre
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o critério de falha de materiais compostos, foram propostos dois modelos para

estimar a tensão de referência dos MsGF. Estes modelos de material foram im-

plementados e seus resultados discutidos.

Foi apresentada também uma revisão bibliográfica da aplicação de métodos de

otimização no projeto de estruturas com gradação funcional, na qual se discutem

as formas de parametrização do campo de densidades volumétricas e os modelos

de material empregados.

Foi feita um análise do fenômeno das topologias singulares para o problema

de otimização da distribuição de material em estruturas com gradação funcional.

A partir dessa análise, foi proposta uma modificação do cálculo da tensão de von

Mises na microestrutura, de modo a evitar o fenômeno das topologias singulares.

Com base na literatura apresentada foi proposta e implementada uma for-

mulação de minimização do volume de uma das fases do MGF, considerando

uma restrição global de tensão dada pela norma-p, e uma outra que considera

a maximização da inércia de rotação associada à mesma restrição. Nesta imple-

mentação foram considerados os modelos de material propostos.

Analisando os resultados obtido com essa formulação, pode-se concluir que

a restrição de tensão através da norma-p foi capaz de fornecer distribuições de

material que atendem ao critério de falha pré-definido. Pôde-se concluir também

que o modelo de material e a estimativa da tensão de referência adotados exercem

uma forte influência sobre a distribuição de material otimizada.

11.1 Sugestões de desenvolvimentos futuros

Como trabalhos futuros para o desenvolvimento da aplicação do MOT ao projeto

de estruturas tradicionais sujeitas à restrição de tensão, com base na literatura e

na experiência adquirida neste trabalho, sugere-se:

Estudar a possibilidade de utilização de elementos finitos h́ıbridos .

Na literatura não foi encontrada nenhuma referência significativa em relação

à utilização de elementos h́ıbridos associados à OT. Acreditamos que a uti-

lização destes elementos pode vir a melhorar o comportamento do problema,

uma vez que com o campo de tensão cont́ınuo seria posśıvel aplicar uma

restrição de tensão em cada nó da malha. Assim, associado ao modelo

ACDM, a restrição de tensão e o campo de densidades ficariam mais aco-

plados, evitando assim as oscilações do campo de densidades das soluções.
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É importante notar que apesar da expectativa de melhorar o comporta-

mento do problema a utilização desta classe de elementos acrescenta outras

dificuldades ao problema, como por exemplo, o maior número de graus de

liberdade do MEF e o aparecimento de zeros na diagonal principal de seu

sistema linear.

Considerar a plasticidade no modelo de elementos finitos .

A inserção do fenômeno de plasticidade no problema de OT considerando

restrição local de tensão pode vir a alterar o espaço de solução, de modo

a minimizar ou mesmo excluir o fenômeno das topologias singulares. In-

tuitivamente, a idéia é que no momento em que uma região se plastifica,

o campo de tensão ao seu redor é relaxado, o que alteraria o espaço de

solução podendo, talvez, evitar o fenômeno das topologias singulares. Aqui

vale ressaltar que a inserção do fenômeno de plasticidade no software desen-

volvido neste trabalho não é trivial e envolve o desenvolvimento de novas

teorias como por exemplo, a consideração de plasticidade em elementos de

densidade intermediária.

Inserir métodos de refino h-adaptativo .

A idéia de inserir métodos de refino h-adaptativo é a de melhorar a precisão

do campo de tensão, porém sem acarretar grandes prejúızos em relação

ao tempo computacional. Na literatura existem trabalhos que utilizam

métodos de refino da malha de elementos finitos associado ao MOT. Porém,

a utilização de métodos de refino h-adaptativo associado ao problema de

restrição de tensão local, tratado pelo MLA, ainda é um tópico a ser desen-

volvido.

Quanto ao problema de projeto de estruturas constitúıdas de Materiais com

Gradação Funcional, existem duas vertentes posśıveis para a continuidade deste

trabalho. A primeira e mais simples é continuar o estudo adotando um modelo

de material baseado nos limites de Hashin-Shtrikman, e a segunda é partir para

a associação do MOT a uma análise multi-escala do MGF utilizando modelos de

alta ordem propostos na literatura.

Na primeira proposta, sugere-se como desenvolvimento futuro para o tópico:

Estudar e propor modelos de material mais realistas .

Do nosso ponto de vista, a principal deficiência dos modelos de estimativa da

tensão de referência e dos modelos de material apresentados neste trabalho

é a falta de parâmetros para se decidir qual é o modelo mais adequado
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para tratar um caso real. Assim, sugere-se a comparação das curvas de

propriedades obtidas com os modelos baseados em H-S com os resultados

dos modelos multi-escala, de modo a propor aproximações mais realistas e

espećıficas para cada par de materiais constituintes de um MGF

Inserir no problema informações sobre a derivada do campo de tensão

Nas estruturas constitúıdas por MsGF é interessante que se tenha uma dis-

tribuição de material que gere um campo de tensão sem saltos e descontinui-

dades. Assim, seria interessante inserir no problema formas de minimizar

ou restringir o gradiente do campo de tensões. Isto pode ser feito através da

minimização da norma de Sobolev, ou mesmo utilizando apenas o segundo

termo dessa norma como restrição do problema. Para considerar o gradi-

ente do campo de tensão, é interessante melhorar a qualidade do cálculo

dos valores de tensão, assim é sugerido, também considerar a utilização de

técnicas de Super-convergent Patch Recovery (SPR) ou Recovery by Equi-

librium Patches (REP) (PAULINO et al., 1999) para a definição do campo de

tensões.

Propor um modelo de ε-relaxação associado aos MsGF .

O problema de ε-relaxação esta descrito com certa profundidade para o caso

do problema de OT com restrição tensão, porém, para o caso da otimização

da distribuição de material, não existe um estudo aprofundado deste tema.

Assim, seria interessante, a partir da formulação 7.13, com duas restrições

locais, fazer testes numéricos para reproduzir o fenômeno das singularida-

des das tensões, e então propor um modelo de ε-relaxação espećıfico para

MsGF. A vantagem em se desenvolver um modelo de ε-relaxação está na

possibilidade de se retirar da formulação proposta o cálculo estimativo da

tensão de von Mises na micro-estrutura dada por 7.19. E assim, melhorar

a qualidade do critério de falha, utilizando a tensão de von Mises em cada

fase do material separadamente o que garante que a restrição de tensão seja

atendida em cada fase da micro-estrutura.

A outra vertente, que considera modelos multi-escala associados a técnicas

de OT, é, por um lado, interessante, pois se trabalharia com modelos de ma-

terial mais espećıficos para a simulação de MsGF, porém, por outro, lado essa

abordagem apresenta alguns obstáculos a serem transpostos. A prinćıpio, são

vislumbrados pelo menos dois grandes problemas: a definição da análise de sensi-

bilidade do problema de otimização, uma vez que seu modelo de material não tem

solução anaĺıtica fechada implicando num alto custo computacional de se fazer
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centenas de análises multi-escala durante o processo de otimização. Desta forma,

considera-se que esta abordagem é desafiadora e merecedora de atenção.
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