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Resumo

Este trabalho apresenta a aplicacao do Método de Otimizagao Topolégica (MOT)
considerando restricao de tensao mecanica em dois problemas de Engenharia: o
projeto de estruturas mecanicas sujeitas a restricao de tensao e o projeto da
distribuicao de material em estruturas constituidas por Materiais com Gradacao
Funcional (MsGF). O MOT é um método numérico capaz de fornecer de forma
automatica o leiaute béasico de uma estrutura mecanica para que esta atenda a
um dado requisito de projeto, como o limite sobre a maxima tensao mecanica no
componente. Os MsGF sao materiais cujas propriedades variam gradualmente
com a posicao. Este gradiente de propriedades é obtido através da variacao
continua da microestrutura formada por dois materiais diferentes.

Neste trabalho o MOT foi implementado utilizando o modelo de material
Solid Isotropic Microstructure with Penalization (SIMP) e o campo de densidades
foi parametrizado utilizando a abordagem Aproximagao Continua da Distribui¢ao
de Material (ACDM). O modelo de material é utilizado em conjunto com um
localizador de tensoes, de modo a representar as tensoes nas regioes com densidade
intermedidria.

O projeto de estruturas tradicionais através do MOT possui dois problemas
centrais aqui tratados: o fenomeno das topologias singulares, que consiste na
incapacidade do algoritmo de otimizagao de retirar material de certas regices da
estrutura, onde a tensao mecanica supera o limite de tensao quando os valores da
densidade tendem a zero, e o problema do grande niimero de restri¢oes envolvidas,
pois que a tensao mecanica ¢ uma grandeza local e deve ser restrita em todos os
pontos da estrutura.

Para tratar o primeiro problema é utilizado o conceito de e-relaxacao. Para
o segundo sao utilizadas duas abordagens: uma ¢ substituicao das restrigoes lo-
cais por uma restri¢ao global e a outra é a aplicagao do Método do Lagrangeano
Aumentado. Ambas foram implementadas e aplicadas para o projeto de estrutu-
ras planas e axissimétricas.

No projeto da distribuigao de material em estruturas constituidas por MsGF
¢ utilizado um modelo de material baseado na interpolagao dos limites de Hashin-
Shtrikman. A partir deste modelo as tensoes em cada fase da sao obtidas a partir
das matrizes localizadoras de tensao. Para tratar o fenomeno das topologias
singulares é proposto um indice estimativo de falha, baseado nas tensoes de von
Mises em cada fase da microestrutura, que evita tal problema. O grande nimero
de restrigoes ¢é tratado através da restricao global de tensao.

Em ambos os problemas as formulacoes sao apresentadas e sua eficiéncia é
discutida através de exemplos numéricos.



Abstract

This work presents the Topology Optimization Method (TOM) with stress cons-
traint applied to two Engineering problems: the design of mechanical structures
subjected to stress constraint and the design of material distribution in structu-
res made of Functionally Graded Materials (FGMs). The TOM is a numerical
method capable of synthesizing the basic layout of a mechanical structure accom-
plishing to a given design requirement, for example the maximum stress in the
structure. The FGMs are materials with spatially varying properties, which are
obtained through a continuum change of the microstructure made of two different
materials.

In this work, the TOM was implemented with Solid Isotropic Microstructure
with Penalization (SIMP) material model and the density field was parameterized
with the Continuous Approximations of Material Distribution. To obtain the
intermediate density stresses, the material model is applied together with a stress
localization matrix.

The design of mechanical structures through the TOM has two major pro-
blems: the singular topology phenomenon, which is characterized by the optimi-
zation algorithm impossibility of removing material from certain regions, where
the stress overpasses the limiting stress when the density goes to zero, and the
large number of constraints, once the stress is a local value that must be cons-
trained everywhere in the structure.

To deal with the first problem, it is applied the e-realaxation concept, and
for the second one two approaches are considered: one is to change the local
stress constraint into a global stress constraint and the other is to apply the
Augmented Lagrangian Method. Both approaches were implemented and applied
to the design of plane and axisymmetric structures.

In the design of material distribution in structures made of FGMs a material
model based on Hashin-Shtrikman bounds is applied. From this model, stresses
in each phase are obtained by the stress localization matrix. To deal with the
singular topology phenomenon it is proposed a modified von Mises failure criteria
index that avoids such problem. A global stress constraint is applied to deal with
the large number of constraints.

In both problems formulations are presented and their performance are dis-
cussed through numerical examples
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1 Introducao

Este trabalho versa sobre dois topicos distintos, porém relacionados: o Método de
Otimizagao Topoldgica (MOT) considerando restrigoes de tensao e a otimizagao

de estruturas constituidas por Materiais com Gradagao Funcional (MsGF)?.

O primeiro, isto ¢ o MOT, consiste em uma ferramenta computacional apli-
cada a sintese de estruturas tradicionais. O segundo tépico, a otimizacao de es-
truturas constituidas por MsGF, consiste na aplicacao dos métodos de otimizagao

para o projeto de uma nova classe de estruturas, fabricadas com os MsGF.

O Método de Otimizagao Topoldgica (MOT) é um método computacional ca-
paz de sintetizar estruturas mecanicas através da distribui¢ao de material em uma
regiao do espaco; para isto utiliza uma combinacao entre métodos de otimizacao
e o Método de Elementos Finitos (MEF). Assim, inicialmente uma regiao do
espaco € discretizada em elementos finitos para que se possa analisar seu com-
portamento mecanico e, entao, é distribuido material de forma racionalizada, por

meio de algoritmos de otimizagao (BENDSQOE; SIGMUND, 2003).

Um exemplo de estrutura sintetizada através do MOT ¢é representado na
figura 1.1, onde uma viga bi-apoiada com carregamento a meio vao ¢ sintetizada
e, com o intuito de reduzir o nimero de elementos, é considerada apenas metade

da viga utilizando-se o conceito de simetria.

Uma vantagem do MOT ¢ a sua capacidade de fornecer o leiaute 6timo de
um componente mecanico para uma certa aplicacao. Assim, este método pode
ser aplicado durante a fase de projeto conceitual, diferentemente dos métodos
tradicionais de otimizagao, como a otimizagao paramétrica ou de forma, que sé
podem ser aplicados apds a definicao do leiaute do componente. Desse modo, o

MOT pode ser classificado como um processo de sintese de estruturas mecanicas.

Na literatura, o MOT tem sido aplicado a diversos problemas, como por

INa literatura este tipo de material é conhecido como Functionally Graded Materials (FGM),
contudo, neste texto, serd utilizada a nomenclatura em portugués Materiais com Gradacao
Funcional (MsGF). Aqui vale notar que a palavra Gradagdo constitui um anglicismo, porém
acreditamos ser mais adequada para designar este tipo de material
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Figura 1.1: Exemplo de convergéncia da solucao no método de otimizagao
topoldgica

exemplo: o projeto de estruturas com maxima rigidez, o projeto de mecanismos
flexiveis, o projeto de materiais e o projeto de estruturas para absorcao de im-
pacto, entre outros (BENDSOE; SIGMUND, 2003). Apenas recentemente o MOT foi
aplicado ao projeto de estruturas tradicionais considerando restricoes de tensao
mecénica (DUYSINX; BENDSQE, 1998; PEREIRA; FANCELLO; BARCELLOS, 2004).
Aumentando, assim, a gama de requisitos de projeto que podem ser atendidos

com o auxilio do MOT.

Apesar do projeto de estruturas que atendam a critérios de falha ser um dos
problemas tradicionais da Engenharia, este sé foi tratado através do MOT em
Duysinx e Bendsge (1998) uma década apds seu surgimento com o trabalho de
Bendsge e Kikuchi (1988). Este longo intervalo se explica devido as dificulda-
des inerentes ao tratamento das restrigoes de tensao, que serao apresentadas no

capitulo 6.

Os Materiais com Gradagao Funcional (MsGF) sdo materiais compostos, cu-
jas propriedades variam de forma gradual ao longo do material. Esta classe de
materiais apresenta algumas vantagens em relacao aos materiais tradicionais. Uti-
lizando os MsGF é possivel construir componentes cuja microestrutura varie de
forma gradual, de tal modo que em uma regiao ha uma material metélico e em
outra regiao héd um material ceramico. E, o mais importante, é que entre estas
duas regioes nao existe uma interface definida, ou seja, o material ceramico é
gradativamente substituido por material metalico, constituindo, assim, um mate-

rial composto com a fragao de ceramica e metal variando suavemente (KIEBACK;
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NEUBRAND; RIEDEL, 2003).

Uma vantagem desse tipo de componente ou estrutura constituida por MsGF
é a possibilidade de se aproveitar as propriedades dos dois materiais. Por exemplo,
no caso do par metal-ceramica pode-se projetar uma barreira térmica que possua
em uma face as propriedades térmicas da ceramica: baixa condutividade térmica
e alto ponto de fusao, e na outra face as propriedades do metal: alta resisténcia a
tracao e alta resiliéncia. Assim, tem-se um componente que sozinho cumpre mais
de uma funcao, a de fornecer resisténcia mecanica e resisténcia térmica (KOIZUMI,
1997).

Entretanto, o gradiente de propriedade na interface dos MsGF proporciona
outras caracteristicas interessantes, como: diminuicao da tensao térmica residual,
diminuicao da propagacao do escoamento plastico da fase dictil e diminuicao das

tensoes devido a diferenca de rigidez entre as fases (EMBURY et al., 1996).

Outro ponto a ser explorado nos MsGF ¢é a possibilidade de se projetar a
distribuicao de material e, conseqiientemente, a de propriedades, a fim de melho-
rar o desempenho da estrutura, o que, para alguns tipos de projeto, consiste na

reducao dos niveis de tensao mecanica na mesma.

Assim, o objetivo deste trabalho é o de estudar e implementar o Método de
Otimizagao Topolégica (MOT) considerando restrigoes de tensao, e aplicd-lo a
duas classes de problema: o projeto de estruturas tradicionais e o projeto de

estruturas constituidas por Materiais com Gradacgao Funcional (MsGF)

1.1 Objetivo

Conforme apresentado na secao anterior, o objetivo deste trabalho é estudar e
implementar o Método de Otimizagao Topolégica (MOT) considerando restri¢ao
de tensao para, entao, aplica-lo sobre dois problemas distintos: o projeto de
estruturas tradicionais e o projeto de estruturas constituidas por Materiais com
Gradacao Funcional (MsGF).

Para a primeira classe de problemas, o projeto de estruturas tradicionais,
o objetivo é implementar um software robusto capaz de sintetizar estruturas

mecanicas que, através do leiaute, atendam a um dado requisito de tensao mecanica.

Na segunda classe de problemas, o projeto de estruturas constituidas por
MsGF, o objetivo é implementar um software capaz de otimizar a distribuicao

de dois materiais em uma estrutura de modo a atender a um dado critério de
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falha. Entretanto, neste caso é considerado a possibilidade de que estes materiais

se misturem no nivel da microestrutura e assim constituam um MGF.

1.2 Motivacao e justificativa

Uma motivagao deste trabalho é que grande parte dos projetos de estruturas e
componentes mecanicos tém como fator limitante para o seu desempenho os niveis
de tensao mecanica. Esta situagao ocorre no caso do projeto de discos rotativos
de alta velocidade, como volantes (roda de inércia) e rotores de turbina a gés

(KRESS, 2000; LIU; PARKS; CLARKSON, 2002).

A melhora no desempenho destes componentes pode ser obtida de duas for-
mas. A primeira, e mais simples, consiste em selecionar um material mais nobre,
ou seja, com resisténcia mecanica maior e, assim, garantir que a estrutura nao

falhara quando em operacao.

A segunda forma de tratar este problema consiste em alterar o projeto da
estrutura de modo a diminuir a tensao maxima na mesma, entretanto, a reducao
de tensao na estrutura é, em geral, obtida através do aumento de suas dimensoes,
acarretando em um aumento de peso, o que, em geral, estd associado a um au-
mento de custo ou perda de desempenho. Assim, o objetivo ¢ alterar o projeto da
estrutura visando a diminui¢cao da maxima tensao com a manutencao ou mesmo

diminuicao do peso da estrutura.

A formulacao MOT apresentada neste trabalho trata o problema através desta
segunda abordagem, que é mais racional e permite a redugao do custo do material

e o aumento de desempenho do componente.

A utilizacao de uma abordagem racional para o projeto de estruturas, através
de métodos de otimizacao, ¢ um tépico que tem atraido a comunidade cientifica
hé varios anos e a evolucao dessa aplicacao pode ser acompanhada através de
trabalhos de revisao, desde a década de 60 até os dias atuais: Wasiutynski e
Brandt (1963), Sheu e Prager (1968), Venkayya (1978), Kirsch (1989), Rozvany,
Bendsge e Kirsch (1995) e Eschenauer e Olhof (2001).

Além da importancia dos métodos de otimizagao, demonstrada pelos traba-
lhos de revisao feitos ao longo de todos esses anos, a aplicacao do MOT consi-
derando restricao de tensao é um tema que tem sido classificado como fronteira
do conhecimento na aplicacao do MOT e merece ser tratado devido a sua grande
aplicagao na industria. Esta afirmagao foi feita pelo Prof. Martin P. Bendsge

no curso de verao “Homogenization and Shape Optimization”, ocorrido em 2004



27

em Portugal e reiterado no curso “Advanced school of Topology Optimization -

Theory, Methods and Applications”, ocorrido em 2005 na Dinamarca.

A importancia deste tema para o desenvolvimento do MOT e suas aplicacoes
também foi exposta no Painel “Topology and Shape Design”, apresentado pelo
Prof. Erik Lund no “6* World Congress on Structural and Multidisciplinary
Optimization”, em 2005 no Rio de Janeiro, onde o palestrando atentou para o fato

do elevado ntimero de artigos que tratam de restricao de tensao ou deformacao.

Assim, este trabalho visa a contribuir para o entendimento e desenvolvimento

do tépico, em especial na comunidade cientifica brasileira.

Este trabalho também pretende fazer uma incursao sobre a aplicacao do MOT
no projeto de estruturas constituidas por MsGF. Pois, conforme dito anterior-
mente, a utilizacao dessa nova classe de materiais proporciona uma melhora de

desempenho da estrutura, o que é de interesse da industria.

E importante ressaltar também que, a possibilidade, criada pela utilizagao
dos MsGF, de projetar a distribuicao de material capaz de garantir a resisténcia
mecanica da pe¢a nao s6 permite, mas também requer, a utilizacao de métodos
de otimizacao, pois a definicao desta distribuicao nao é uma tarefa trivial. Isto
porque que a resisténcia mecanica da pega envolve o comportamento global da
estrutura, devido a distribuicao de rigidez, e o comportamento local, devido a

intensificacao da tensao causada pela microestrutura.
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2 Otimizacao Topoldgica

2.1 Introducao

O projeto de estruturas mecanicas é uma das atividades mais antigas da Enge-
nharia. A primeira fase do projeto de estruturas consiste na definicao conceitual
da geometria e do material da estrutura, de modo a atender aos requisitos de
projeto, porém, além de simplesmente atender aos requisitos de projeto, a Enge-
nharia sempre esteve interessada em melhorar o desempenho das estruturas ou

em reduzir o esforgo (custo) necessério para atender a tais requisitos.

Com o objetivo de auxiliar o projeto e a otimizagao de estruturas, a OT,
também denominada na literatura Otimizacao de Leiaute ou Otimizacao de Forma
Generalizada, propoe um método genérico capaz de auxiliar o engenheiro na de-
finicao conceitual do leiaute ou topologia da estrutura. O leiaute ou topologia de
uma estrutura é definido nao somente pela sua forma, isto é, o contorno externo
da estrutura, mas também por sua topologia, ou seja, furos internos e conectivi-
dade.

A grande vantagem da Otimizacao de Leiaute em contraste com os métodos
mais tradicionais de otimizacao, como a Otimizacao de Forma ou a Otimizacao
de Dimensao, é que estes dois ultimos nao sao capazes de alterar o leiaute da
estrutura original, ou seja, esses métodos nao auxiliam o projeto conceitual da

estrutura.

Considerando um Dominio Fixo Estendido (DFE), uma regiao do espago
onde pode existir a estrutura, um dado carregamento, uma dada fixacao e uma
certa quantidade de material, a Otimizacao de Leiaute de estruturas continuas
consiste em definir simultaneamente as formas dos contornos internos e externos
da estrutura, bem como a quantidade e posicoes de seus buracos através da
distribuicao de material dentro do DFE, levando em consideracao a maximizacao
do desempenho da estrutura para um dado tipo de projeto. Para ilustrar melhor

esta situacao, um exemplo de formulagao classica é a obtencao do leiaute de
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uma estrutura tal que a rigidez para um dado carregamento seja maxima e a

quantidade de material seja limitada a uma dada fracao do DFE.

A forma de otimizacao do leiaute de uma estrutura pode ser dividida em
duas grandes classes de abordagens (ESCHENAUER; OLHOF, 2001): a abordagem

micro, ou baseada no material, e a abordagem macro, ou baseada na geometria.

A abordagem micro, a primeira a ser desenvolvida, é baseada na existéncia
de uma microestrutura porosa que define as relagoes constitutivas do material
em funcao da geometria e da densidade volumétrica de uma célula unitaria re-
presentativa do material. Por sua vez, a densidade é representada por variaveis
continuas continuamente distribuidas no espaco do DFE. Nesta abordagem o
DFE é discretizado por uma malha de elementos finitos que nao se altera ao
longo da otimizacao e permite calcular as respostas mecanicas (ex. campo de
tensao e deformacao). A otimizacao consiste em determinar quais pontos da es-
trutura devem possuir ou nao material; assim sendo, a distribuicao de densidades
é parametrizada de modo que cada ponto do DFE possa variar entre um (1) (ma-
terial sélido, em geral definido pela cor preta na apresentagao dos resultados) e
zero (0) (auséncia de material ou presenga de um material mole, em geral definido
pela cor branca). Assim, durante o processo de otimizacao as varidveis tendem
aos seus valores limites indicando regides com presenca de material (pretas) e

regides com buracos (brancas), o que define o leiaute da estrutura.

A otimizacao de leiaute que utiliza essa abordagem ja possui uma vasta li-
teratura introdutéria encontrada em livros, como Bendsge e Sigmund (2003) e
Bendsge e Soares (1993), com um enfoque mais voltado & aplicagao, ou em Al-
laire (2002), no qual a formulagdo matemadtica é apresentada e discutida junto
com uma implementacao numérica. Um desenvolvimento tedrico matematico

mais aprofundado pode ser encontrado no livro de Cherkaev (2000).

Apesar da comunidade cientifica nao aceitar completamente o uso do termo
Otimizagao Topolégica (OT) para designar a abordagem micro, neste trabalho
seré utilizada esta associagdo, de acordo com Bendsge e Sigmund (2003) e os
trabalhos de Emilio Carlos Nelli Silva (SILVA; NISHIWAKT; KIKUCHI, 2000; SILVA,
2003)

Dentre a abordagem macro, ou baseada na geometria, podem se agrupar trés

principais vertentes: o “bubble method”, a otimizacao de leiaute, baseada no

10 termo “bubble method” poderia ser traduzido para a lingua portuguesa como método
das bolhas porém essa nomenclatura é pouco comum de forma que se optou por manter o termo
em inglés ao longo do texto.
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método de “level set”, e os os métodos evoluciondrios.

O “bubble method” consiste em alterar o leiaute da estrutura através do
crescimento e degeneragao de furos no interior da mesma baseando-se no conceito
de derivada topoldgica. Essa abordagem é descrita em artigos como: Eschenauer
H. A. Kobelev e Schumacher (1994), Sokolowski e Zochowski (1999), Novotny et
al. (2003).

O método de otimizacao de leiaute baseado no método de “level set” foi pro-
posto inicialmente por Sethian e Wiegmann (1999) e vem ganhando bastante
atencao na otimizacao estrutural. Este método é baseado na representacao do
leiaute da estrutura através da curva de nivel zero de uma func¢ao de alta ordem.
Por exemplo, no caso bi-dimensional a fronteira da estrutura é definida pelo con-
junto de pontos de valor zero de uma funcao escalar em termos das coordenadas
z e y do plano. Dessa forma, a fronteira da estrutura, definida pela curva de
nivel zero, é movimentada de modo a minimizar uma dada funcao objetivo. No
trabalho de Sethian e Wiegmann (1999), uma forma heuristica de movimentacao
da fronteira foi utilizada, caracterizando uma abordagem evolucionaria de oti-
mizacgao estrutural. Posteriormente, outros autores combinaram essa abordagem
com a analise de sensibilidade da funcao objetivo; dentre eles pode-se citar: Osher

e Santosa (2001), Mei e Wang (2004), Yulin e Xiaoming (2004)

A principal vantagem do método de “level set” é a definicao precisa dos
contornos da estrutura. Esta vantagem ¢é importante para tratar problemas que
a carga da estrutura depende de sua geometria (por exemplo: carga devido a
pressdo (ALLAIRE; JOUVE; TOADER, 2004)) ou em problemas onde os fenomenos
ocorrem na superficie, como por exemplo o projeto de uma aleta ou trocador de

calor.

Ainda sobre o método de “level set”, Burger e Osher (2005) apresentam uma
revisao sobre o seu desenvolvimento, suas areas de aplicacao e desafios futuros.
Para uma introdugao didatica ao método, ver o artigo de Liu, Korvink e Huang
(2005)

Recentemente, o trabalho de Burger, Hackl e Ring (2004) aponta para uma
convergéncia da otimizacao de leiaute baseada no método de “level set” com o
“bubble method”.

Os métodos evolucionarios se baseiam no conceito de uma estrutura base,

. . /i , .
20 termo “level set” poderia ser traduzido para a lingua portuguesa como curva de nivel
porém essa nomenclatura é pouco comum de forma que se optou por manter o termo em inglés
ao longo do texto.
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em geral uma malha de elementos finitos de onde ser@o inseridos e/ou retirados
elementos. A modificacao da estrutura base é feita através de critérios heuristicos.
Uma descricao mais detalhada desse método pode ser encontrada nos artigos de
Chu et al. (1996, 1997), Li et al. (1999), Liu, Parks e Clarkson (2000), Steven, Li
e Xie (2002).

2.2 Revisao bibliografica do Método de Otimizacao
Topoloégica

Neste trabalho serd tratada apenas a otimizacao de leiaute baseada na abordagem
micro: Método de Otimizagao Topoldgica (MOT), ou simplesmente Otimizacao
Topolégica (OT).

O MOT foi proposto por Bendsge e Kikuchi (1988) e se baseia fortemente; se-
gundo o préprio autor, na contribuicao de diversos pesquisadores. Neste trabalho
Bendsge apresenta uma aproximacao da otimizacao de leiaute por um problema
de distribui¢ao de dois materiais, sendo um deles material vazio (buracos). Para
isso o autor se baseia na parametrizacao das propriedades do material através do

conceito de microestrutura.

A utilizacao de microestruturas no problema de projeto 6timo de estrutu-
ras ja havia sido proposta nos trabalhos de Cheng e Olhoff (1981, 1982). Como
conseqiiéncia da utilizacao de microestruturas para parametrizacao do problema,
o método de homogeneizacao, também desenvolvido previamente (BENSOUSSON;
LIONS; PAPANICOLAOU, 1978; SANCHES-PALENCIA, 1980), passou a ser aplicado
no calculo das propriedades efetivas dos materiais obtidos. A formulagao ma-
tematica para a relaxacao do problema de otimizacao estrutural e sua relacao
com o método de homogeneizagao também ja havia sido demonstrada no traba-
lho de Kohn e Strang (1986a, 1986b, 1986¢).

A partir do trabalho de Bendsge e Kikuchi (1988), se seguiu uma série de
trabalhos dedicados a aprimorar o método e ampliar o espectro de aplicacao do
MOT. Um grande marco no desenvolvimento do MOT foi a utilizagao de modelos
de material artificiais por Bendsge (1989), Rozvany, Zhou e Birker (1992), que eli-
minou a necessidade de utilizar os métodos de homogeneizacao para a sua imple-
mentagao numérica, facilitando, assim, a difusao do MOT. Dentre as publicagoes
precursoras do método devem se citar também os trabalhos Suzuki e Kikuchi
(1991) e Olhoff, Bendsge e Rasmussen (1991) que, apesar de posteriores, auxili-

aram sua consolidacao; o primeiro faz uma verificagao numérica de sua eficiéncia
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do método através de diversos exemplos, além de comparar as solucoes obtidas
com as solugoes de Michell (MICHELL, 1904), o segundo apresenta a aplica¢ao do
MOT associada a otimizagao de forma e utiliza esta metodologia em alguns pro-
blemas reais, entre eles a tradicional viga MBB (Messerschmidt-Bélkow-Blohm)

que passou a ser um benchmark para o MOT

Apés a consolidagao do MOT surgiram varias linhas de desenvolvimento e
aplicacao deste. Parte da comunidade cientifica despendeu um grande esforgo
para a compreensao e o tratamento de alguns problemas inerentes a sua for-
mulacao, enquanto outra parte se dedicou a aplicacao do novo método em dife-

rentes problemas da Engenharia.

Dentre as contribuigoes para o desenvolvimento do método, os principais
topicos desenvolvidos foram: o controle da instabilidade de tabuleiro, o trata-
mento da dependéncia da malha e o controle das escalas de cinza. Estes tres
tépicos estao intrinsecamente relacionados, pois os métodos que tratam cada um
deles, em geral, influenciam os demais. As principais contribuicoes nesta area
foram dadas por: Jog e Haber (1996), Haber, Jog e Bendsge (1996), Sigmund
(1997), Sigmund e Petersson (1998), Petersson e Sigmund (1998), Cardoso e Fon-
seca (1999), Zhou, Shyy e Thomas (2001), Stolpe e Svanberg (2001a), Bourdin
(2001), Poulsen (2002), Rahmatalla e Swan (2003), Poulsen (2003), Zhang e Duy-
sinx (2003), Rahmatalla e Swan (2004), Matsui e Terada (2004). Uma revisao

bibliografica destes sera feita adiante, na secao 2.5.

Além dos métodos para o tratamento desses problemas numéricos, desenvolveu-
se também uma série de algoritmos de otimizacao aplicados ao MOT e, neste
sentido, as principais contribuigdes foram dadas por: Zhang et al. (1996), Bec-
kers e Fleury (1997), Bulman, Sienz e Hinton (2001), Bruyneel, Duysinx e Fleury
(2002), Svanberg (2002), Kim, Kim e Kim (2004), Bruyneel e Duysinx (2005).

2.3 Formulacao geral do problema de Otimizacao
Topoloégica

A formulagao matematica do Método de Otimizacao Topoldgica serd apresentada
para o problema classico de maximizacao da rigidez com restricao de volume.
Apesar deste nao ser o problema tratado neste trabalho, esta apresentacao auxi-
liara a definicao das bases tedricas do método e, posteriormente, sera apresentada

a formulacao do problema especifico considerando restricao de tensao mecanica.

O problema de maximizagao da rigidez de uma estrutura linear eléstica sob
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a acao de um tnico caso de carga é equivalente ao problema de minimizacao
da flexibilidade, definida como o trabalho realizado pelas forcas externas. Por
sua vez, minimizar a flexibilidade equivale a minimizar a energia de deformacao

elastica total .

Isso pode ser observado analisando a equacao 2.1 do trabalho das cargas
aplicadas:
W(u(x)) = / f(x) u(x)dQ + / p(x)" u(x)doQ (2.1)
Q 09

onde x representa as coordenadas espaciais de cada ponto da estrutura, u(x)
representa o campo de deslocamentos nas condigoes de equilibrio, f(x) as forgas de

campo aplicadas na estrutura e p(x) as forcas aplicadas na superficie da estrutura.

Sendo assim, o problema de maximizacao da rigidez com restricao de volume,
define a minimizacao da energia de deformacao elastica total tal que as condigoes
de equilibrio dada, pelo principio do trabalho dos deslocamentos virtuais, sejam
atendidas e que a funcao discreta x(x) defina uma estrutura de volume menor ou
igual a um volume de referéncia. O problema escrito dessa forma é caracterizado
por possuir como variavel uma funcao de parametros discretos continuamente

distribuidos no espaco, e pode ser escrito conforme o problema 2.2.

minimizar / f(x) u(x)dQ + / p(x)" u(x)doQ

x(x)
Q o0
tal que
/ é(x)"C(x)e(x)dQ — / f(x)"t(x)dQ — / p(x)" a(x)do) = 0
Q Q o0
/ V(x)dD < Qv (2.2)

Onde a fungao discreta x(x) é a varidvel de projeto que define que pontos do

DFE possuem material:

1 sexeQ,,
x(x) = (2.3)
0 sexe Q\Q,

Assim, o tensor constitutivo do material ao longo do dominio €2 é dado por 2.4:
C = x(x)Cy (2.4)

Ainda no problema 2.2, €(x) representa o campo de deformagao virtual, obtido a

partir do campo de deslocamentos virtuais u(x),

A notacao utilizada neste problema estd representada na figura 2.1, onde:
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Q representa o Dominio Fixo Estendido (DFE)
0 representa o contorno do DFE

0Q N representa o contorno do DFE sujeito as condigoes de contorno de Neu-

mann: pressao aplicada conhecida

0Qp representa o contorno do DFE sujeito as condi¢oes de contorno de Dirichlet:

deslocamento conhecido
Qs representa regiao do DFE que apresenta material

0Q s representa o contorno de €2y,

Figura 2.1: Dominio Fixo Estendido (DFE) e notagao adotada

Para se calcular numericamente a funcao objetivo Wu(x)], é necessario obter
o campo de deslocamento da estrutura. Uma forma tradicional de resolver este
problema é aplicando o MEF. Este sera aqui descrito de forma sucinta, apenas
para permitir a apresentacao da formulacao do MOT. A descri¢ao da formulagao
do MEF, utilizada neste trabalho, sera feita no capitulo 5. Partindo da equacao

da energia potencial total 2.5:

1

M=U-W = / e(x)" C(x)e(x)dQ— / f(x)" u(x)dQ— / p(x) u(x)doQ (2.5)

Q Q El9)
e entao, aplicando o procedimento tipico de discretizacao da estrutura em M

elementos finitos e interpolado o campo de deslocamento através de variaveis

nodais, obtemos a equacgao 2.5 na sua forma matricial 2.6:

—fd (2.6)

onde d, K e f sao: o vetor de deslocamento, a matriz de rigidez e o vetor de carga,

respectivamente. Seguindo o procedimento do MEF, a condigao de equilibrio é
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obtida pelo principio da minima energia potencial total, que requer a condicao

de estacionalidade de II em relacao a d:

oIl

— =0 2.7

od (27)
o que leva ao conhecido sistema linear

Kd=f (2.8)

que permite obter os deslocamentos da estrutura para um dado carregamento.
Assim, pode-se definir a formulacao do problema em funcao de parametros dis-

cretos discretamente distribuidos no espago:

minimizar W(d)

xEB
tal que
Kd=f (2.9)
onde B
B=4 X /de = Vies (2.10)
Q

Analisando as formulagoes apresentadas, observa-se que este é um problema
de otimizagao de parametros discretos, comumente chamado de problema (0-1).
E sabido que, de um modo geral, este problema nao tem solu¢ao (ALLAIRE, 2002;
SIGMUND; PETERSSON, 1998), pois eventualmente podem-se gerar seqiiéncias de
fungoes x(x) que fornecem sempre um valor menor de fung¢ao objetivo. Apesar de
aparentemente estranho, isto pode ser compreendido se considerarmos que, em
alguns problemas, a inclusao de furos em certas partes do DFE melhora a funcao
objetivo, o que pode implicar que a solucao étima sé é atingida no limite, quando

as dimensoes dos furos tendem a zero.

Matematicamente, isso significa que o espaco de solugoes admissivel, definido
pela fungao x(x) e atendendo a restricdo de volume dada por 2.10, é ndo com-
pacto. Assim, para que o problema 2.2 apresente solucao é necessario alterar
o espaco de solucao, de modo que este se torne compacto e contenha a solucao
6tima x*(x). Isso pode ser feito através da adocao de restrigoes extras ao pro-
blema, como limitar o perimetro da fungdo x(x), abordagem que foi utilizada
na implementacao numérica proposta por Haber, Jog e Bendsge (1996). Outra
forma de tornar o espago de solucao compacto é através da relaxacao matematica
do problema; a idéia de relaxacao consiste em aumentar o espaco de solugoes

admissivel de forma a garantir a existéncia de solugao. Neste caso o aumento do
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espago de solucdo é feito pela modificagdo da fungao x(x) que passa a possuir

valores continuos entre 0 e 1.

No caso do problema estrutural, a forma de relaxar o problema foi proposta
em Kohn e Strang (1986a, 1986b, 1986¢), nos quais os autores fazem a conexao
entre trés campos do saber que, em geral, eram tratados de forma separada: pro-
jeto 6timo de estruturas, relaxacao e homogeneizacao. Os autores propuseram
que a relaxacao do problema de projeto étimo, apresentado em 2.2, fosse feita
através da consideracao de materiais compostos, obtidos pela “furacao” de um
meio homogéneo. Propuseram também que os valores das propriedades efetivas
do material composto fossem obtidos de forma exata pelo método de homoge-
neizacao. Por sua vez, o método da homogeneizacao é utilizado no célculo das
propriedades efetivas. Desse modo, nasce o conceito de modelo de material utili-

zado no Método de Otimizacao Topolégica.

2.4 Modelos de material

Nesta secao serao apresentados os principais modelos de material aplicados na

relaxacao do problema de otimizacao.

Conforme a formulacao apresentada na se¢ao 2.3, a funcao de valores discretos
X deve ser substituida por uma fun¢ao continua y,. que parametrize o tensor
constitutivo do material para as densidades volumétricas p, variando de 0 (vazio) a
1 (s6lido), passando pelas densidades intermedidrias, que por sua vez, representam
materiais porosos. Dessa forma, o espaco das solugoes admissivel ¢ aumentado,

relaxando o problema. As principais classes de modelo de material sao:

e modelos de material baseados na existéncia de uma microestrutura, que é
representada por uma célula unitaria com geometria parametrizavel. Estes
modelos de material podem ser subdivididos em dois grupos, o daqueles
que possuem uma microestrutura 6tima e os que possuem microestruturas
sub-6timas, no sentido matematico de relaxacao do problema de otimizacao

de minima flexibilidade.

As propriedades efetivas dos materiais compostos sao, em geral, calculadas
utilizando o método de homogeneizacao, o que levou a literatura a nomear
essa classe de modelo de material de “Método da Homogeneizagao”. Porém,
existem outros métodos para o cdlculo das propriedades efetivas de materiais

compostos (ESCHENAUER; OLHOF, 2001).
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e modelos de material artificial. Estes modelos nao sao baseados na existéncia
de uma microestrutura, apenas fornecem uma fungao continua que parame-
triza a rigidez do material para densidade p, variando entre 0 e 1. Uma das

formulacoes mais conhecidas na literatura para esta classe de modelo é o

SIMP.

2.4.1 Modelos baseados em microestruturas

Os modelos de material baseados em uma microestrutura consistem na definicao
de uma fungao y.(x), a partir da escolha de uma microestrutura composta por
células unitarias de dimensoes infinitesimais que se repete indefinidamente ao
longo da estrutura. Este material é entao interpretado como um material com-
posto, uma vez que sua célula unitaria é composta por dois materiais. A figura

2.2 representa esta situacgao.

Exemplo de microestrutura perfurada

Exemplo de microestrutura laminada

Figura 2.2: Representacao de modelos de material baseado na microestrutura.

A partir da definicao da célula unitaria e de sua parametrizacao, como por
exemplo a dire¢ao e as dimensoes da laminacao ou as dimensoes e a rotagao de um
furo retangular dentro de uma célula unitaria, é possivel, através do método da
homogeneizagao, obter as propriedades mecanicas efetivas do material, também

chamadas de propriedades homogeneizadas.

O método de homogeneizacao foi desenvolvido inicialmente como um forma
de solucao de equagoes diferenciais parciais cujos parametros variam rapidamente
no espaco. Dentro da Engenharia, este método tem sido aplicado para a obtencao

das propriedades efetivas de materiais compostos (SANCHEZ-PALENCIA; ZAOUI,
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1985). Uma maior descri¢ao desse método pode ser encontrada, em ordem de
profundidade, nos livros: Bendsge e Sigmund (2003), Allaire (2002) e Cherkaev
(2000).

Nota-se que a parametrizagao da geometria leva a definicao uma densidade vo-
lumétrica de material (p) que, em geral, é utilizada para representar graficamente
a solucao do MOT, definindo assim a idéia de regides brancas (p = p,;, = 0),
<p<l).

pretas (p = 1) e cinzas (p,,;,

Um ponto importante quanto aos modelos de material baseados na micro-
estrutura diz respeito a capacidade da microestrutura em relaxar o problema
discreto de parametros continuamente distribuidos (2.2), assim, as microestrutu-
ras podem ser divididas em microestruturas 6timas, aquelas que garantem uma
relaxacao total do problema, e microestruturas sub-6timas, que garantem apenas
uma relaxacao parcial. Este conceito pode ser estendido a qualquer formulacao
de OT (ALLAIRE; AUBRY, 1999). Para o problema tradicional de minimizacao
da flexibilidade esta provada a existéncia de solucao, ou seja, a relaxacao total
do problema, através da utilizagao de microestruturas laminadas do tipo rank-1,

rank-2, rank-n 3 (ALLAIRE; AUBRY, 1999; ALLAIRE; KOHN, 1993).

As microestruturas laminadas do tipo rank-n, sdo microestruturas que pos-
suem n camadas de laminacao e cada camada é por sua vez constituida por uma
sub camada que também é laminada. Essa estrutura se repete por n vezes. Por
exemplo, uma estrutura rank-2 possui uma primeira camada de laminacao cons-
tituida por dois materiais, sendo que um dos materiais também é um material
laminado, porém em um escala de grandeza menor. Um explicacao mais deta-
lhada desse tipo de estrutura é feita adiante na subsegao 4.4.1, onde é apresentada

o calculo das propriedades efetivas de um material rank-2.

Para outras formulagoes e fungoes objetivo nao estd claro na literatura, em
termos mateméticos, a necessidade e/ou possiveis formas de relaxacao do pro-

blema.

Para o problema de minimizagao da flexibilidade com restricao de tensao,
recentemente, foi apresentada por Lipton (2004) uma prova matematica da ne-
cessidade da relaxacao e um espaco de solugoes fechado que garante existéncia
de solucao. Apesar deste trabalho lancar luz sobre a solucao dos problemas de
otimizacao, ele se restringe a apresentar as provas matematicas para a relaxacao

do problema e sua implementacao numérica nao é apresentada.

30 termo rank-n poderia ser traduzido para a lingua portuguesa como microestrutura lamsi-
nada de posto-n, porém essa nomenclatura é pouco comum, de forma que se optou por manter
o termo em inglés ao longo do texto.
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Em termos praticos, a escolha da micro estrutura ird influenciar a solugao
do problema, mais especificamente em relagao a presenca de cinza (BENDSQE;

SIGMUND, 1999).

2.4.2 Modelos artificiais

Os modelos de material artificiais se baseiam na idéia de que a microestrutura é
desconhecida porém seu tensor constitutivo nao é. Esta forma de parametrizacao
do material foi proposta inicialmente por Bendsge (1989) e, posteriormente, es-
tudada por Rozvany, Zhou e Birker (1992), e consiste em parametrizar o tensor
constitutivo por uma fungao continua, aqui denominada fs;prp(p). Assim, temos

X. dada por:

Xe(X) = fsrmp(p(x)) (2.11)

Logo, tal qual a equagao 2.4, o tensor constitutivo ao longo da estrutura é

dado por 2.12 e localmente por 2.13:

CH — \.(x)Co (2.12)

CH = fS]Mp(p)CO (213)

onde Cy é o tensor constitutivo do material original a ser distribuido e CH ¢é o
tensor efetivo, que sera utilizado no calculo da resposta mecanica da estrutura.
A funcdo fsramp(p), a principio, é qualquer fungdo que tenha imagem entre 0 e
1, porém na literatura se consagrou a utilizacao de uma funcao exponencial em

relacao a p:

fsiup(p) = p* (2.14)

Assim, é inserido na formulacao o parametro ¢, que deve ser definido empiri-
camente, porém sua influéncia no resultado final é clara: para ¢ > 1 as densidades
intermediarias sao penalizadas, gerando resultados sem a presenca de cinzas ou

com pouca presenca de cinzas.
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2.5 Aspectos numéricos da Otimizacao Topolégica

A utilizagdo dos modelos de materiais baseados em microestruturas por Bendsge
e Kikuchi (1988) ou a utilizacao de modelos artificiais por Bendsge (1989) ¢ Roz-
vany, Zhou e Birker (1992) permitiu a obtencao de solugbes numéricas para o
problema 2.2 de variaveis discretas e parametros distribuidos. Utilizando o con-
ceito de modelo de material, o problema 2.4 é entao escrito conforme apresentado

em 2.15, utilizando variaveis continuas discretamente distribuidas no espaco:

minimizar W(d)

t1,..,tn

tal que
Kd=f
/p(x)dQ < Qyes (2.15)
Q

onde tq,...,t, representam, de maneira genérica, os parametros do modelo de
material adotado e p a fracao volumétrica de material em cada ponto do DFE.
Por exemplo, no caso do material SIMP, teriamos apenas um vetor t; = p repre-
sentando as densidades volumétricas dos elementos. No caso de um modelo de
material de material laminado rank-2, t1 representaria a fracao entre os materiais
na primeira camada de laminacao, ts o angulo da primeira camada em relagao
aos eixos coordenados, e assim por diante. Conseqiientemente, a densidade vo-

lumétrica seria escrita como p(x) = f(t1,...,tn).

Do ponto de vista matematico, o problema inicialmente proposto na sua forma
2.2 (funcdo de parametros discretos continuamente distribuidos) é resolvido utili-
zando uma microestrutura 6tima, garantindo assim a obtencao da solugao 6tima
relaxada. Contudo, do ponto de vista da Engenharia, a solucao 6tima do pro-
blema relaxado nao ¢ ttil para grande parte das aplicagoes, pois esta, como era de
se esperar, costuma apresentar uma grande quantidade de regioes cinzas. Devido
a este fato, desenvolveram-se algumas ferramentas ou alteracoes na formulacao,
de modo a se obter estruturas tteis do ponto de vista de Engenharia, ainda que

estas sejam sub-6timas do ponto de vista matematico.

2.5.1 Escala de cinza

Nos problemas tradicionais onde se esta interessado em obter uma distribuicao

discreta de material, a relaxacao total do problema através da utilizacao das



41

microestruturas 6timas nao ¢é interessante, devido a presenca de escala de cinza

no resultado final.

Uma forma alternativa a relaxacao para se obter um problema bem-posto e
sem a presenca de escala de cinza, é através da solucao do problema na sua forma

discreta, associado a restricao do espaco de solucao.

O conceito de restricao de perimetro da estrutura étima como forma de res-
tricao do espaco, a fim de que este se torne compacto, o que torna o problema

bem-posto, foi proposta inicialmente por Ambrosio e Buttazzo (1993).

Nessa linha Haber, Jog e Bendsge (1996) propuseram uma implementacao
numérica da restri¢ao sobre o perimetro da regiao sélida (0€2y,, figura 2.1), assim,
as solugoes 6timas, que sao representadas pela oscilacao entre pontos com material
e pontos sem material, sao retiradas do espaco de solucao, uma vez que estas,
no limite para o tamanho caracteristico das oscilagoes tendendo a zero, tém o

perimetro tendendo a infinito.

Diferentemente da relaxacao, ao se discretizar a formulacao de OT, com res-
tricao de perimetro, se obtém um problema de otimizagao inteira. Contudo, em
Haber, Jog e Bendsge (1996) o problema discreto foi aproximado por um pro-
blema com varidveis continuas a fim de se utilizar os métodos tradicionais de
programagcao matematica. Neste caso, as densidades intermediarias foram for-
temente penalizadas para se retornar ao problema discreto e obter uma solugao
0-1.

Os resultados numéricos apresentados demonstram que a formulagao é capaz
de retirar as regioes cinzas da solugao devido a penalizacao e manter o problema

bem-posto.

Em uma abordagem mais fiel a restrigdo do espago de solucao, Beckers (1997)
apresenta uma formulacao similar de restricao de perimetro, muito embora trata o
problema na sua forma discreta, através de um método eficiente de programacao
matematica inteira, aplicada no espaco dual do problema. Gracas a eficiéncia
desse método de otimizacao, Beckers é capaz de tratar problemas de larga-escala

com malhas de até 60 mil elementos.

O tratamento da escala de cinza, através da solugao do problema, na sua
forma discreta ou na forma continua com penalizagao, associada a restricao de
perimetro, mostrou-se eficiente, como se observa nos trabalhos acima citados.
Entretanto, poucos trabalhos seguiram essa abordagem, principalmente devido a

dificuldade do algoritmo de otimizagdo em tratar tal restrigdo (tanto na forma
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discreta como continua), além da existéncia de solugoes alternativas para o caso do
problema na forma continua com penalizacao. Uma implementacao mais eficiente,
ainda que mais complexa, da restricao de perimetro é apresentada em Zhang e
Duysinx (2003). Um exemplo de estrutura obtida com restrigao de perimetro é

apresentada na Figura 2.3.

Figura 2.3: Exemplo de solucao sem dependéncia de malha e instabilidade de
tabuleiro obtida através da restricao de perimetro

A forma de se obter solucgoes 0-1, utilizando a relaxacao do problema feita
através do modelo de material, é inserindo ao problema formas de penalizacao
das densidades intermediarias. Esta é uma das maneiras mais simples e eficientes
de minimizar o surgimentos de escala de cinza. Grande parte dos artigos, que

tratam da aplicagao do MOT utilizam esta abordagem.

O modelo de material SIMP foi proposto considerando na sua formulagao um
fator de penalizagao (¢ na equagao 2.14) que evita o surgimento de cinzas através
da diminuicao da rigidez para as densidades volumétricas intermediarias. Outras
formas de penalizacao podem ser utilizadas, como a adi¢cao de termos na funcao
objetivo que quando extremados tendem a diminuir a presenca das regioes cinzas.
Implementagoes numéricas dessa abordagem podem ser encontradas em Allaire
et al. (1997) e Pereira, Fancello e Barcellos (2004).

Em geral, os métodos de penalizacao das densidades intermediarias devem vir
acompanhados da utilizacao de métodos de continuacao, pois, geralmente, estes
métodos tendem a aumentar o grau da fun¢ao objetivo, de modo que esta passa

a ter um maior numero de minimos locais.

No caso da penalizacao das densidades intermedidarias através do parametro
g do método SIMP, é feita a continuagao do valor de ¢ ao longo do processo
iterativo. Existem diversas formas de se fazer a continuacao. Em geral, se inicia
com o parametro ¢ = 1 e, apds o método convergir para uma solucao, o valor de
q ¢ aumentado em uma unidade, para entao convergir a uma segunda solucao.
Este procedimento é repetido até que ¢ atinja o seu valor limite. Na literatura

este valor é, em geral, ¢ = 3 ou ¢ = 4 (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

Este procedimento de continuagao é necessario para que a solucao MOT nao
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convirja para um minimo local, pois para valores de ¢ = 3 ou ¢ = 4, a funcao
objetivo, em geral, serd mal comportada e apresentara multiplos minimos locais.
Dessa forma, inicia-se com um valor baixo (¢ = 1) a fim de que o método convirja
para um ponto préximo ao ponto 6timo global do espaco de solugao, depois o valor

de ¢ é aumentado, para que tenda a gerar uma solugao discreta (0-1).

Uma representacao esquematica dessa situacao é exposta na Figura 2.4, onde
se verifica que a funcao f(p) é convexa, enquanto a fungao f(p®) é mal compor-

tada. Assim, iniciando com ¢ = 1 é possivel que o método de otimizacao convirja

f(p%)
f(p)
Otimo local Otimo global
—
p

Figura 2.4: Representacao esquematica da influéncia da penalizacao ¢ na
funcao flexibilidade do problema de OT

para o 6timo global, e posteriormente, com o aumento de ¢, a solugao convirja

para um o6timo local proximo do 6timo global do problema.

Apesar deste procedimento apresentar bons resultados na maioria dos casos,
este método ¢é heuristico e nao é possivel provar a convergéncia deste ou mesmo

que a solucao final ndo apresentara escala de cinza (STOLPE; SVANBERG, 2001b).

Além da necessidade de se obter estruturas tteis, a solucao numeérica do pro-
blema 2.15 também apresenta o problema de dependéncia da malha e o problema
de instabilidade de tabuleiro. A seguir serao descritas as causas e métodos para

tratar ambos os problemas.

2.5.2 Dependéncia da malha

O problema de dependéncia da malha é caracterizado pelo fato de que um mesmo

problema de Otimizacgao Topolégica, um mesmo dominio fixo estendido e as mes-
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mas condicoes de contorno, apresenta diferentes solucoes conforme a discretizacao
da malha de elementos finitos. Seria esperado que a discretizacao da malha ape-
nas melhorasse a definicao dos contornos da estrutura, porém observa-se que, com
o aumento da discretizacao, a topologia da estrutura 6tima tende a se alterar,
aumentando o nimero de membros da estrutura, conforme se observa na Figura

2.5.

Malha de 120 x 20 elementos

Malha de 240 x 40 elementos

Figura 2.5: Exemplo do fenomeno de dependéncia da malha

O problema de dependéncia da malha pode ser dividido em duas categorias,
conforme sua origem. Para os casos onde sempre se obtém topologias diferentes,
a medida que se aumenta a discretizacao da malha, o problema de dependéncia
da malha é a manifestacao numérica da nao existéncia de solu¢cao do problema
2.2. Existe também a possibilidade do problema nao apresentar unicidade de
solugao; essa situagao pode ocorrer conforme as condicoes de contorno aplicadas
ao problema. Por exemplo, no caso de uma barra sob tracao uniaxial (Figura
2.6), as solugbes de uma tnica barra de maior diametro ou de diversas barras de
diametro menor, porém com a mesma area da barra Unica, apresentam a mesma

rigidez (SIGMUND; PETERSSON, 1998).

Uma vez que a dependéncia da malha é uma manifestagao numérica do fato do
problema 2.2 discreto de parametros distribuidos nao possuir solucao, ser mal-
posto, uma forma de se evitar a dependéncia de malha é através da relaxacao
desse problema, tornando-o bem-posto. Contudo, esta abordagem nao ¢ interes-
sante para a maioria das aplicagoes de Engenharia, conforme dito anteriormente,
pois apresenta escala de cinza, o que impede a identificacao de uma geometria.

Um exemplo da unicidade de solugao obtida através da relaxacao do problema é
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apresentado na Figura 2.7.

Assim, o problema de dependéncia da malha esta relacionado com o problema
de escala de cinza, pois ao se resolver o problema na sua forma discreta ou na
forma continua com penalizagao, evita-se o problema de escala de cinza mas surge
o problema de dependéncia da malha. Este, por sua vez, podera ser resolvido com
o método de restricao de perimetro, ji descrito na secao anterior 2.5.1,uma vez
que este é uma forma de regularizacao do problema através da restricao do espago

de solucao.

A principio, este método é a tnica regularizacao aplicavel ao problema dis-
creto, logo, ¢ um método necessario para se utilizar otimizagao inteira no pro-
blema de Otimizacao Topoldgica. Conseqiientemente o problema de escala de

cinza é automaticamente contornado.

Apesar deste fato, a restricao de perimetro tem sido utilizada nas imple-
mentacoes associadas a relaxacao do problema, isto é, formulacoes com variaveis
continuas, como nos trabalhos de Haber, Jog e Bendsge (1996), Duysinx (1996),
Beckers (1997), pois esta restricio também permite controlar, de certa forma, a
quantidade e tamanho dos furos através do valor maximo do perimetro. Do ponto
de vista da aplicacao em Engenharia, isto é interessante pois permite controlar o
numero de barras na estrutura otimizada, o que, em alguns casos, pode contribuir

para reduzir o custo de fabricagdo (ZHOU; SHYY; THOMAS, 2001).

Um ponto negativo da restricao de perimetro é que a unicidade de solugao

nao é garantida, pois o problema passa a possuir multiplos minimos locais.

Seguindo a abordagem de restri¢ao do espago de solugao, Petersson e Sigmund
(1998) propoe uma restrigdo sob o gradiente espacial da densidade volumétrica.

Utilizando o modelo de material SIMP, é possivel, para o caso bi-dimensional,

P11t

TEYYY

Figura 2.6: Exemplo de nao unicidade de solucao. Barra sob tracao uniaxial
para material com coeficiente de Poisson igual a zero e extremidades (regioes
hachuradas) rigidas
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Malha de 60 x 10 elementos
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Malha de 240 x 40 elementos

Figura 2.7: Exemplo de unicidade de solucao obtida pela relaxacao do
problema

inserir uma restricao local na forma:

dp
8:6,;

<G (i=1,2) (2.16)

o que impede o surgimento de oscilacoes bruscas no campo de densidades, ca-
racteristica das fungoes y(x) minimizantes do problema original (mal-posto). O
inconveniente, nesta abordagem, é o grande nimero de restri¢oes locais inseridas
ao problema de otimizacao, o que em geral é dificil de ser tratado. Uma segunda
abordagem ¢ considerar uma restricao global do gradiente, que pode ser escrita

na forma:
[0 @nan<c (2.17)
Q

Esta abordagem é discutida em Bendsge e Sigmund (2003). A restricao de
gradiente na sua forma global se relaciona com a restricao de perimetro, pois a

equacao 2.17 pode ser interpretada como um indice representativo do perimetro.

Pereira (2001) utiliza o indice global do gradiente, representado no lado es-
querdo da equacao 2.17, como forma de regularizacao do problema. Neste caso o

autor adiciona esta a funcao objetivo

No caso da utilizacao de restricoes, como a de perimetro ou do gradiente do
material, é necessario, em geral, fazer uma continuacao no valor da restricao,
utilizando um valor alto nas primeiras iteracoes e ir diminuindo no decorrer do
processo iterativo. Ou seja, iniciar com uma restricao branda e ir tornando-a

mais severa ao longo da otimizagao, de modo a conduzir a solugao a um ponto
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do espaco de solucao no qual o valor desejado da restricao seja atendido.

Outra forma de se fazer uma continuagao das restricoes é através da uti-
lizacao das chamadas “variaveis artificiais”, que sao previstas dentro do Método
das Assintotas Méveis (MAM) (SVANBERG, 1987). Estas varidveis aumentam o
espago de solucao, permitindo que a restricao de perimetro seja violada no inicio
do processo iterativo e ao final a restricao se torne satisfeita. Essa abordagem
de utilizacao de variaveis artificiais também é conhecida como relaxacao das res-

trigoes ou formulacao restrita (bounded formulation) (TAYLOR; BENDSOE, 1984).

O problema de dependéncia da malha também pode ser resolvido através da
utilizacao de filtros espaciais. A idéia basica do funcionamento dos filtros é de
substituir a possivel fun¢ao nao regular por uma funcao regularizada, que é obtida
através da convolugao desta com uma fungao suave (BOURDIN, 2001). Tal qual os
métodos de relaxacao ou restricao do espaco de solugoes, o processo de filtragem
também é uma forma de transformar o problema originalmente mal-posto em um

problema bem-posto.

No entanto, diferentemente dos outros métodos, os métodos de filtragens
foram propostos inicialmente como uma heuristica e, posteriormente, Bourdin
(2001) demonstrou a existéncia de solugao para o problema utilizando o modelo
de material SIMP, associado a um determinado tipo de filtro, aplicado sobre o

campo de densidades.

Bourdin (2001) demonstra, em seu trabalho, que a aplicacao do filtro, de uma
maneira formal, sob o campo de densidades, implica na alteragao dos gradientes
de modo similar ao método de filtragem dos gradientes, proposto inicialmente
por Sigmund (1997). Considerando a densidade constante sob cada elemento da
malha de elementos finitos, Sigmund (1997) propds que o gradiente da funcao

objetivo fosse alterado antes de ser inserido no algoritmo de otimizacao.

Swan e Kosaka (1997a) propuseram uma forma de filtro baseada na alteragao
direta do campo de densidades. Nesta abordagem, a densidade volumétrica de
cada elemento da malha ¢é substituida por uma forma de média ponderada entre
a densidade do elemento e seus vizinhos. Assim, esse procedimento caracteriza

um filtro de vizinhanca fixa.

Vale notar que o filtro proposto por Swan e Kosaka (1997a) também altera o
gradiente da funcao objetivo, pois passa a acoplar a densidade de um elemento
com seus vizinhos, fazendo com que a rigidez de cada elemento também seja

escrita em funcao dos elementos vizinhos.
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Baseado no filtro proposto por Swan e Kosaka (1997a), Cardoso e Fonseca
(1999) propuseram um filtro espacial no qual a densidade volumétrica de cada
elemento passa a depender, nao apenas dos elementos vizinhos, mas de todos os
elementos que se encontram dentro de um raio previamente estipulado. Neste
filtro, a vinculacao entre as densidades é feita através dos limites superiores e
inferiores das densidades volumétricas a cada passo do método de otimizacao,

assim, ambos limites sao dados pela equacao 2.18:

Vi +w§:zjv;

J=1

L = - (2.18)
Vitw ) V;
j=1

onde »
oS
_ j=1
=4 2.19
w - (2.19)
Rmax - RZ]
Rmax

onde [; é o limite mével superior ou inferior da variavel de projeto i, V; é o volume

(2.20)

w; =

do elemento i, nv é o nimero de elementos com centro dentro de um circulo de
raio Rmax € R;; € a distancia entre o centro do elemento 4 e o centro do elemento
j.

No caso de se utilizar as densidades volumétricas definidas sobre os nés da
malha de elementos finitos, ao invés dos préprios elementos, como é o caso da
formulacao ACDM, que sera apresentada na secao 2.5.3, este filtro pode ser gene-
ralizado, fazendo que V; represente o volume associado densidade i, nv represente
o nimero de nds com centro dentro de um circulo de raio Ryax € R;; represente
a distancia entre o n6 i e o n6 j. Um representagao esquemética dessa situacao

é feita na Figura 2.8.

A diferenca entre os filtros de vizinhanca fixa e os filtros espaciais é que, no
primeiro, o raio de influéncia do filtro é dependente apenas dos elementos conecta-
dos ao elemento, e no segundo, o raio de influéncia é definido independentemente
da conectividade da malha. Em termos praticos, os filtros de vizinhanca fixa nao
sao capazes de evitar o problema de dependéncia de malha como os filtros espa-
ciais, como se verifica na Figura 2.10. Entretanto, ambos os filtros sao capazes
de minimizar o problema de instabilidade de tabuleiro como serd apresentado na

subsecao 2.5.3.
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distancia R;;

circulo de raio Ry ax

no i
Figura 2.8: Representacao esquematica do filtro aplicado sobe os limites
moveis em um problema com variaveis de projeto nodais

Outro ponto importante do filtro proposto por Cardoso e Fonseca (1999) é
que este é aplicado sobre os limites moveis das densidades volumétricas a cada
passo do processo iterativo de otimizacao. Esta abordagem somente é possivel
de ser aplicada quando se utiliza um algoritmo de otimizacao em que os limites
moveis sao explicitamente definidos, como é caso da programacao linear. Por

exemplo, esse tipo de filtro nao pode ser aplicado em conjunto com o MAM.

A vantagem desta abordagem é a sua capacidade de controlar a dependéncia
da malha sem grandes alteragoes na formulagao do problema. Porém tem como
desvantagem que influencia a convergéncia do método de otimizacao, um vez que

atua sobre os limites méveis.

2.5.3 Instabilidade de tabuleiro

O problema de instabilidade de tabuleiro, conhecido na literatura como checker-
board, é caracterizado pelo surgimento de regices, na solucao final, onde elementos
com e sem material (pretos e brancos) se alternam entre elementos vizinhos de
modo a se criar um padrao similar a um tabuleiro de damas, como se observa na

Figura 2.9.

Figura 2.9: Exemplo de solucao com instabilidade de tabuleiro
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Esse é um dos primeiros problemas com que o desenvolvimento do MOT se
deparou, e diferentemente da nao-unicidade de solugao, é um problema que nao
foi previsto nos trabalhos precursores que desenvolveram a base matematica para
o trabalho de Bendsge e Kikuchi (1988). Isto porque o problema de instabilidade

de tabuleiro é inerente a implementacao numérica e nao a formulagao do MOT.

A causa do problema de instabilidade de tabuleiro pode ser apresentada de
duas formas. A explicacao mais simples e direta é de que quando o campo de
densidades apresenta o padrao geométrico de um tabuleiro de damas, a rigidez
dessa regiao é artificialmente mais elevada que a rigidez de uma regiao homogénea,
com mesmo volume de material. Essa situacao se acentua nos casos de carga que

provocam cisalhamento (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

Assim, no problema de méxima rigidez com restricao de volume, o padrao
de tabuleiro maximiza a fungao objetivo a um mesmo custo (volume); logo este

padrao tem preferéncia na solucao otimizada.

A rigidez artificial do padrao de tabuleiro ocorre quando se utiliza o MEF
baseado nos deslocamentos associados a elementos com funcgoes de interpolacao
bi-lineares, por exemplo, elementos quadrilateros de quatro nds, ou triangulares

de trés nos.

A segunda forma de se explicar esse problema se baseia no fato de que se esta
resolvendo um problema variacional misto, com o objetivo de determinar dois

campos fisicos, o campo de deslocamentos e o campo de densidades.

Jog e Haber (1996) apresentam uma explicacdo para o fenémeno de instabi-
lidade de tabuleiro a luz da teoria dos Método dos Elementos Finitos Mixtos, os
autores propoem que a formulacao do MOT leva a um problema similar as for-
mulagoes de MEF para o escoamento de Stoke, onde se tem o campo de pressao

e velocidade a serem definidos.

Em seu trabalho, Jog e Haber (1996) escrevem o problema de OT para o caso

bi-dimensional utilizando o modelo de material SIMP com ¢ = 1, na forma de

g e

onde K representa a matriz de rigidez do MEF e esta é dependente do campo

um sistema nao-linear dado por:

K(p) B'
B 0

de densidades, B esta relacionado a derivada do campo de tensoes com o campo

de deslocamentos, u e p parametrizam os campos de deslocamentos e densidades
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respectivamente, f estd relacionado com as cargas externas aplicadas e ao campo
de tensao e g esta relacionado com campo de densidades e a derivada da energia

de deformacao em relacao ao campo de densidades.

Entao, através de simulacoes numeéricas, os autores demonstram que, no caso
dos elementos de baixa ordem, o sistema nao-linear se torna mal condicionado
para alguns campos de deslocamentos, o que propicia o aparecimento das insta-

bilidades de tabuleiro.

Apesar da complexidade do problema de instabilidade de tabuleiro, a sua
solucao é simples. A primeira abordagem é atacar a raiz do problema e utili-
zar elementos de alta ordem para representar o campo de deslocamentos. Jog e
Haber (1996) propoem que a combinagao entre a interpolacao do campo de deslo-
camento do campo de densidades, para os elementos quadrados, que apresentam
estabilidade sao Q8/UD, Q9/UD, Q8/Q4 e Q9/Q4. A nomenclatura adotada
para representar estas combinagoes é: QX representa um elemento quadrado “Q”
com “X” nos, e UD um elemento quadrado com campo constante, a sigla antes da
barra indica o campo de deslocamento e a sigla depois da barra indica o campo

de densidades.

Entretanto, a abordagem na qual se utilizam elementos de alta ordem apre-
senta o inconveniente de aumentar o custo computacional. Entao, de um modo

geral, formas mais economicas sao preferidas.

Um ponto importante para compreender a utilizacao de outras formas para
tratar o problema de instabilidade de tabuleiro é que os métodos utilizados para
a solucao da dependéncia de malha também resolvem este problema. Isso se
deve ao fato de que o padrao geométrico do tabuleiro de damas possui a mesma
caracteristica de oscilagao brusca do campo de densidades que a solucao 6tima

do problema discreto pode apresentar.

Assim sendo, um dos métodos bastante difundidos para o tratamento do
problema de instabilidade de tabuleiro sao os filtros, pois estes, em geral, sao de
facil aplicagao e reduzido custo computacional. A Figura 2.10 mostra como a
utilizagao do filtro aplicado sobre o gradiente, utilizando uma vizinhancga fixa ou
espacial é capaz de evitar o surgimento da instabilidade de tabuleiro (BOURDIN,
2001).

Na mesma linha de aplicagao dos métodos de regularizacao do problema dis-
creto, a utilizacao da restricao de perimetro também é capaz de evitar o surgi-

mento de instabilidade de tabuleiro, como se verifica na Figura 2.3, que apresenta
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Malha de 60 x 10 elementos, solucao obtida com filtro espacial

i o

Malha de 240 x 40 elementos, solucao obtida com filtro espacial
(Solucao independente da malha)

'

Malha de 240 x 40 elementos, solugao obtida com filtro de vizinhanca fixa
(Solucao sem instabilidade de tabuleiro)

Figura 2.10: Exemplo da aplicacao de filtro como forma de solucionar o
problema de instabilidade de tabuleiro e dependéncia de malha

uma estrutura sem presenga desse fendmeno.

Observando as geometrias obtidas com um filtro de vizinhanga fixa e a res-
tricao de perimetro, observa-se que, apesar de ambos garantirem a independéncia
da malha, as solucoes sao qualitativamente diferentes. De um modo geral, pode-se
dizer que, com a aplicacao de filtros, os membros pequenos da estrutura tendem
a desaparecer, enquanto a restricao de perimetro permite o surgimento destes
pequenos membros, conforme o valor dado a restricao. Assim, cada um destes

métodos pode ser apropriado a uma necessidade do projeto.

Contudo, conforme dito anteriormente, o tratamento numérico da restricao
de perimetro de uma forma eficiente é complexo. Assim, mais recentemente, uma
outra abordagem que tenta evitar as dificuldades das restricoes de perimetro, e
seja capaz de obter membros pequenos a um custo computacional baixo, foi pro-
posta por Rahmatalla e Swan (2003). Basicamente, Rahmatalla e Swan (2003)
demonstraram numericamente que a utilizagao da formulagao Q4/Q4 é capaz de
minimizar o efeito de instabilidade de tabuleiro. Porém, em um artigo poste-

rior (RAHMATALLA; SWAN, 2004), os mesmos autores mostram que esta imple-
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mentagao apresenta um fendmeno similar a instabilidade de tabuleiro o qual foi
denominado de “layering”e “island”e que poderiam ser traduzidos como “padrao
de camadas”e “ilhas”, respectivamente. Paralelamente Matsui e Terada (2004)
propuseram a mesma formulacao e a denominaram de Aproximacao Continua da
Distribuicao de Material (ACDM); na literatura: Continuous Approximation of
Material Distribution (CAMD). Neste trabalho os autores defendem, a partir de
experimentos numeéricos, que tal formulacao é livre do problema de instabilidade

de tabuleiro.

Além desses métodos apresentados, existem métodos especificos para o tra-

tamento da instabilidade de tabuleiro como o proposto por Poulsen (2002).
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3 Métodos de Otimizacao
Aplicados ao Problema de
Otimizacao Topoldgica

Este capitulo visa fazer uma breve panorama dos métodos de otimizagao aplicados

ao MOT bem como apresentar os métodos de otimizagao utilizados nesse trabalho.

Conforme apresentado na secao 2.2, o MOT foi proposto inicialmente por
Bendsge e Kikuchi (1988) e neste trabalho os autores utilizaram como otimizador

um método baseado no Critério de Optimalidade (CO).

Os métodos baseados no CO, sao algoritmos empiricos de atualizacao das
variaveis de projeto que se apéiam na condicao de estacionalidade da funcgao
Lagrangeana do problema (BENDSOE; SIGMUND, 2003). Uma descri¢ao desse

método pode ser encontrada em Hassani e Hinton (1998).

Esses métodos, conhecidos também simplesmente por CO, se tornaram bas-

tante populares nas aplicacoes de OT.

O CO tem como principal vantagem a sua eficiéncia, porém é um método
muito especifico uma vez que a regra de atualizacao das variaveis deve ser dedu-
zida para cada tipo de problema. Esta situacao dificulta a aplicacao do CO em

problemas genéricos, em especial aqueles com varias restrigoes.

Uma alternativa a especificidade dos métodos baseados no CO ¢é a aplicacao
de métodos de programacao matematica. Estes métodos, sao bastante gerais e
podem ser utilizados independente da formulacao adotada, ou seja nao preci-
sam ser alterados conforme a aplicacao. Essa abordagem tem sido aplicada com

sucesso na literatura (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

Dentro os métodos de programacao matemaética aplicados ao MOT, destacam-
se 0 Método das Assintotas Mdveis (MAM) e o método de Programacao Linear
Seqiiencial (PLS).

O método de PLS consiste na solugao de uma seqiiencia de aproximacoes
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lineares do problema original. Estes sub-problemas lineares, por sua vez sao
resolvidos através de um algoritmo de programacao linear, como por exemplo o
SIMPLEX (PRESS et al., 1999). Um apresentacao mais detalhada da PLS sera

feita adiante na secao 3.1.

O MAM foi proposto por Svanberg (1987), opera de forma similar ao método
de PLS uma vez que este resolve uma seqiiencia de aproximagoes mais simples
do problema original. No caso do MAM os problemas aproximados sao nao-
lineares e convexos e construidos a partir da sensibilidade do problema original
e do histérico das iteragoes. Baseado no algoritmo bésico proposto por Svanberg
alguns aprimoramentos deste método foram desenvolvidos, destacando se os tra-
balhos de Zhang et al. (1996) e Bruyneel, Duysinx e Fleury (2002). Um estudo
da eficiéencia numérica deste método pode ser encontrada em Bruyneel e Duysinx
(2005).

Apesar da eficiéncia e generalidade dos métodos de programagao matemadtica,
estes nao sao capazes de tratar de forma eficiente um grande niimero de restrigoes
lineares, a menos das restrigoes de caixa. Isto nao é um problema para a maioria
das aplicagoes do MOT, pois em geral as suas formulagoes possuem um numero

de restrigoes da ordem de, no maximo, algumas dezenas.

Porém, isto nao verdade para o problema de OT com restricao local de tensao,
que possui uma ordem de milhares de restrigoes. Com vista nesta dificuldade
Pereira, Fancello e Barcellos (2004) propuseram a utilizagdo do MLA para tratar

este problema.

A principal idéia do MLA é de transformar um problema de otimizacao com
restricao em um problema sem restrigoes. Esse método serd apresentado mais

detalhadamente na secao 3.2

Neste trabalho, foram utilizados dois métodos de otimizacao, a Programacao
Linear Seqiiencial (PLS) e o Método do Lagrangeano Aumentado (MLA). Inici-

almente faremos a descri¢cao do PLS.
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3.1 Meétodo de Programacao Linear Seqiiencial

Considere um problema genérico, nao linear, na forma 3.1:

minimizar f(p)

p
tal que (3.1)
gi(p) <0
pmin S pz S pmax

onde vetor de varidveis de projeto p € R" | f(p) é a funcao objetivo a ser mi-
nimizada, atendendo as restri¢oes de desigualdade g;(p) para j = 1...m e as

restrigoes de caixa P < 05 < Prax PATA 1= 1...7.

Para resolver o problema 3.1 através da PLS é necesséario transforma-lo em
um problema linear. Para isso é utilizada uma expansao em séries de Taylor das

fungoes f(p) e g;(p), ao redor de um dado ponto (p”) do espago de solugao.

Considerando entao a fun¢ao f(p) temos

df(p°) >Pf(p°) (p— /J‘))2Jr +0Nf(p°) (p—p°)N
op op? 2! o 9pN N!

+e(p)
(3.2)

onde e(p) representa um erro associado ao truncamento desta série que a principio

f(p) = f(p")+ (p—p°)+

possui infinitos termos. Assim, considerando apenas os termos de primeira ordem

Flo) ~ F(6) + (%’P)Tp - (%)Tﬁ) (33)

e fazendo o mesmo para as restrigdes g;(p) é possivel representar o problema 3.1

temos:

por uma sub-problema linear dado por:

miniznizar fp) = 8f8(::0)p
tal que (3.4)
(—893(5 )) p < (_@gg(;) )) P’ —g;(p°) (3.5)

llmOUinferior- < Pi < llmovsupem‘or

onde 1imovip ferior € liMOVgyperior SA0 as novas restrigoes de caixa do sub-problema.
A definicao dessa nova restricao de caixa é necessaria uma vez que o sub-problema
¢ valido apenas na vizinhanca do ponto p°. Observe que nesse sub-problema
linear, a funcao objetivo é formada apenas pelos termos nao constantes da apro-
ximagao 3.3, e nas restrigoes os termos constantes ficam a direita da desigualdade.

Assim, a funcao objetivo e as restricoes sao representadas apenas por funcoes li-
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neares em funcao de p

O gréfico da Figura 3.1 apresenta esquematicamente a aproximacgao da fungao
nao-linear f(p;) pela funcdo linear f(p;) ao redor de um ponto p?, para um pro-
blema de uma varidvel. Nessa figura, é possivel verificar a necessidade da correta
definicao dos dos limites moveis superior e inferior para que o problema linear se

aproxime de forma satisfatoria do problema nao-linear.

AN

limovmfmw llmovsuperior

Figura 3.1: Representacao genérica da aproximagao da fungao nao linear f(p;)
pela fungao linear f(p,) utilizada pelo algoritmo de PL

Seguindo a idéia da PLS , é necessario entao resolver o sub-problema lineari-
zado (3.4), para isso deve ser utilizado um método de Programagao Linear (PL),
como por exemplo o método SIMPLEX (DANTZIG, 1963). A solugao desse sub-
problema passa a ser o novo ponto p° do espaco de solucao no qual sers feita a

nova aproximacao linear.

Assim o procedimento do método de PLS é definido no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Principais passos do algoritmo da PLS

1: Dada um distribui¢ao uma inicial de densidades p" e definicao do contador
de iteracoes n = 1

2: enquanto Nao atender ao critério de convergéncia definido faga

3:  Calculo dos valores de f(p) e g;(p) e suas respectivas derivadas para um
conjunto de variaveis p"

4. Definicao do sub-problema linear apresentado em 3.4

5. Solugao do sub-problema linear e definigao de um novo conjunto de variaveis

p" ! e incremento de n
6: termina enquanto
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3.2 Meétodo do Lagrangeano Aumentado

O Método do Lagrangeano Aumentado (MLA) é um algoritmo do tipo prima-

dual, em que as variaveis desses dois espaco sao atualizadas em etapas distintas.

Este algoritmo inicia-se pela definicao de um conjunto de multiplicadores
de Lagrange (varidveis duais). Definida as varidveis duais, é necessério aplicar
um método de otimizacao para a solucao das variaveis primais, que neste caso
consistem nas densidades volumétricas. A partir do novo campo de densidades é
necessario fazer a atualizagao do conjunto de multiplicadores de Lagrange. Esse

processo ¢ repetido até atingir a convergencia do campo de densidades.

Aqui sera apresentada de forma sucinta a formulacao do MLA, segundo pro-
posto em Bertsekas (1982). Assim como foi feito para o problema o método de
PLS, considere o mesmo problema de otimizagao nao-linear com restrigoes de
desigualdade e restrigoes de caixa dado representado 3.1 e aqui reproduzido:

minimizar f(p)
p

tal que (3.6)
9i(p) <0

Prmin S Pi S Pmax

Para aplicar o MLA, inicialmente, é necessario transformar as restri¢cées de
desigualdade desse problema em restricoes igualdade. Para isto basta acrescentar

um vetor da variaveis de folga (z = (21, ..., 2,)), assim temos:

minilglizar f(p) (3.7)

tal que
gi(p) + 2 = ... = gi(p) + 27 =0 (3.8)
Pmin <= Pi < Prmax (3.9)

Agora escrevendo o Lagrangiano Aumentado desse novo problema temos:
r c )
L(p,z,p,c) = f(p) + Y {uj [95(p) + 2] + 5 |9s(p) + 55| } (3.10)
j=1

onde y; ¢ o multiplicador de lagrange e ¢; o parametro de penalizagao, ambos
associados a restricao g;. Assim é possivel obter o ponto 6timo do problema
original, fazendo a minimizacao da funcao Lagrangiano Aumentado, em funcao

de (p, z) utilizando os valores 6timos de (u, c).
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Porém a minimizacao de L(p, z, i1, ¢) em funcdo da varidvel z pode ser feita
de forma explicita. Para isso basta notar que:
in L = i 2 4 5 221 (311
min L(p,z, i, ¢) = f(p) + D min {1, [9;(p) + ] + 5 [95(0) + ] (3.11)

j=1
e para cada z;, a equacao 3.11 é equivalente a 3.12:

)

min {1, g5 (p) + ;] + 2 lg;(p) + i)’} (3.12)

u; >0
E por sua vez a fungao 3.12 é quadrética em relacao a u;. Logo o minimo
global dessa funcao ¢ dado por #; tal que a primeira derivada da funcao em

relagao u; a seja igual a zero. Assim tém se:

1+ ¢ilgi(p) +45] =0 (3.13)
e logo
iy = [ + g,(p) (3.14)

Analisando o problema 3.12, verifica-se que existem duas possibilidades para
a solucao de ;. Ou 4; > 0 e assim esta é dada pela equacao 3.14, ou a solucao
do problema 3.12 ¢ exatamente u; = 0. Assim a solugao de @; pode ser escrita

COImo:

o = max {0,221 g,(p)]} (3.15)

J
e logo pode se escrever:

(6) + 15 = 5(p) + max {0, -2 + ()] | (3.16)

J
Assim, substituindo 3.16 em 3.10 temos:

L(p,pn,c) = f(p)

+i{uj [gj+max{0,—[%+gj(p)]}]} (3.17)

j=1 J

+i1 {% lgj(p) + maX{O’ _[% +gj(p>]}r}

J

e com alguma algebra é possivel chegar em

L(p,p,c) = f(p) + Z % { [max {0, 1, + c;9;(p)}]” — u?} (3.18)
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E assim, no problema de otimizacao sem restri¢goes dado por:

Py

minL(p, pu,c) = f(p) + Z 2—1] { [max {0,,uj + ngj(p)}f _ MJQ} (3.19)

onde o parametro de penalizagao c¢; ¢ constante e previamente definido.

Agora entao, é possivel escrever o problema de otimizagao original 3.6 com
restrigoes de desigualdade em um problema de otimizacao apenas com restrigoes

de caixa:

. . . 7‘ 1
mlnnguzar flp)+ Z 20 { [max {07 oy ngj(P)}}Z - M?}
j=1 "
tal que (3.20)

Pmin S pz S pmax

Porém, a solucao étima desse problema serd idéntica ao problema original

3.6) apenas se os multiplicadores de Lagrange p possuir valores 6timos.

Para resolver este problema o MLA prevé que o problema 3.19 seja resolvido
em duas etapas, que devem ser repetidas iterativamente. Inicialmente se resolve o
problema primal dado por 3.20, considerando multiplicadores de Lagrange p fixos.
Obtida a solugao do problema primal o problema dual é resolvido, fornecendo

novos valores de p para entao se obter um nova solugao do problema primal.

Assim, seguindo a formulacao classica do MLA, apresentada em Bertsekas
(1982), os multiplicadores de Lagrange sao atualizados entre a solucao de cada

sub-problema prinal, segundo a regra dada por:

ph = max {0, 45 + cfg;(p)} (3.21)

Quanto ao parametro de penalizagao c;, foi utilizada a regra de atualizagao
proposta por Andreani et al. (2005). Assim, o procedimento adotado neste tra-

balho é descrito no Algoritmo 2.

Nesta implementagao do MLA, é necesséario definir os valores de v e 7, que
irao comandar a atualizacao do parametro de penalizacao c;. Na prética estes
valores sao definidos para cada problema e sao obtidos através de tentativa e

erro.
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Algoritmo 2 Principais passos do algoritmo do MLA

1:

>

10:

11:

12:
13:

14:
15:
16:

Definicao de uma distribuicao uma inicial de densidades p°, um conjunto de
multiplicadores de lagrange ,u?, um conjunto de parametros de penalizacao c?
e definicao do contador de iteragoes k = 1

Definigao dos parametros v € [0,1] e v > 1

: enquanto Nao atender ao critério de convergéncia definido faga

Célculo de:

¢

10
¥ = max {gj(po), —é} (3.22)

Defini¢ao do problema na sua forma primal dada por 3.20

Célculo de 2H249)

Solucao do problema de otimizacao 3.20 através do algoritmo de PLS apre-
sentado em no Algoritmo 1

Atualizacao do multiplicadores de Lagrange segundo a regra:

i =max {0, 15 + cfg;(p)} (3.23)

e calculo do parametro

1
9% = max {gj(pk>, —g} (3.24)

Atualizacao do parametros de penalizacao segundo a regra:
se

|95 < vl (3.25)

entao
= (3.26)

se nao
c?“ = ’yc;? (3.27)

termina se
Incrementa o valor de k
termina enquanto
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4 Modelos de material

4.1 Introducao

Os modelos de material podem ser vistos por uma 6tica diferente da apresentada
na secao 2.4. Parte-se do principio de que os modelos de material artificiais ou
baseados em microestruturas sub-6timas nao sao capazes de garantir a relaxacao
total do problema 2.2, porém, do ponto de vista da Engenharia, essas microes-
truturas sao capazes de fornecer solugoes uteis (BENDSQE; SIGMUND, 1999). As-
sim sendo, pode-se investigar a utilizacao de outros modelos de materiais, como
aqueles que historicamente vem sendo desenvolvidos na area de Engenharia dos
Materiais, chamados de modelos micromecanicos ou modelos constitutivos de ma-
teriais compostos. Estes modelos tém como objetivo determinar as propriedades
efetivas ou médias de materiais compostos a partir das propriedades de cada um

de seus componentes.

Entende-se por materiais compostos aqueles que possuem dois ou mais dife-
rentes materiais dispostos em uma regiao do espaco, de tal forma que o material
resultante possa ser interpretado como um meio continuo (HASHIN, 1983). Vérios
materiais podem ser interpretados como materiais compostos; pode-se citar, por
exemplo: concreto, meios porosos ou com a presenca de trincas, materiais lami-

nados e mesmo os agregados policristalinos, como os metais.

4.2 Conceitos basicos

A idéia basica dos modelos micromecanicos estd em se definir, a partir de in-
formacoes sobre a microestrutura, as relagoes constitutivas do material em sua
meso ou macro-escala. Para o caso de elasticidade linear, estas relagoes sao re-
presentadas pela lei de Hooke generalizada; assim, é possivel, ao se realizar a
andlise de uma dada estrutura constituida por um material complexo e nao ho-
mogéneo, substituir esse material por um material homogéneo equivalente tal que

este apresente em uma macro escala, o mesmo comportamento do material nao
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homogéneo.

Os modelos micromecanicos cléssicos utilizados para estimar /calcular as pro-
priedades efetivas do material homogéneo equivalente se baseiam em dois concei-
tos principais: a existéncia de um Elemento Representativo de Volume (ERV) e a
condicao de que este elemento esteja sujeito a condi¢oes de contorno homogéneas.
Para que uma regiao ou volume de um dado material composto seja qualificado
como ERV dois critérios devem ser atendidos: primeiro, este volume deve ser su-
ficientemente pequeno em relacao as dimensoes do corpo, por exemplo, na figura
4.1 deve-se ter (I < L); em segundo lugar, a inclusao ou heterogeneidade deve
ser muito menor que o tamanho caracteristico do ERV, no caso (d < [) (ABOUDI;

PINDERA; ARNOLD, 1999).

Material Homogéneo

Equivalente
Y <
Inclusio T T Obtengdo das
d

propriedades efetivas

Figura 4.1: Representacao de um material composto estatisticamente
homogéneo e seu elemento representativo de volume ERV.

A partir dessas hipéteses tem-se que os campos de tensao e deformagao o%(x)
e €°(x), obtidos pela andlise de um problema de condigoes de contorno de um
corpo constituido pelo material equivalente homogéneo, sao iguais a média dos
campos locais de tensdo e deformagdo o(y) e €(y), dentro de um ERV com
centro em x e coordenadas locais definidas por y, que sao calculados levando
em considera¢ao a nao homogeneidade (ZAOUI, 2002; HASHIN, 1983). Assim, é
possivel definir dois campos de tensao, o campo de macro-tensao, que é funcao
apenas do sistema de coordenadas globais (z1,x2), e 0 campo de micro-tensoes,

que é funcao das coordenadas locais (y1, ya).

Ou seja, considerando a hipdtese de que o ERV estd sujeito a condicoes de
contorno homogéneas quanto a tensao ou a deformacao, o teorema das tensoes
médias e o teorema de deformagoes médias permite concluir que a macro-tensao é

igual & média das tensoes locais sob o volume V' do ERV (HASHIN, 1983; ABOUDI,
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1991): X
(o) = V/a(y)dv =o' (4.1)
%
(€) = %/e(y)dV =€ (4.2)

Dessa forma, é possivel definir o tensor constitutivo C de propriedades efetivas,
tal que:
(o) = C" (e) (4.3)

Neste texto a notagao (-) representa a média de uma dada grandeza dentro
do ERV, dada pela equacao 4.4.

(=3 [ (4.0

Particularizando a analise para o caso de um material composto por duas

fases isotrépicas, podemos escrever as equacoes 4.1 e 4.2 como:
(o) =p(a) +(1—p) (o) (45)

(&) = p(e) +(1—p) () (46)
onde os sobrescritos (+) e (—) definem a fase na qual a grandeza é calculada. As
fase (+) e (—) s@o constituidas por materiais isotrépicos com médulo de Young
E* e E~, tal que E* > E~ e coeficiente de Poisson vt e v, respectivamente,

definindo assim os tensores constitutivos Ct e C~.

Para facilitar a compreensao da notacao aqui adotada, o representa o campo
de tensao na peca levando em consideracao a microestrutura, assim o representa
a tensdo sobre a fase mais (+), ou seja o™ é igual a zero na fase menos (—) e
o inverso se aplica para o~ . Dessa forma (o™) representa a média das tensoes
sobre a fase mais (4) na microestrutura e (o) representa a média sobre a fase

menos (—), também na microestrutura.

Considerando as relacoes constitutivas locais
(") =C*(e") , (67)=C (e) (4.7)

e sua inversa

(e"y=8*(a%) , (e)=8 (o7) (4.8)
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é possivel re-escrever 4.1 e 4.2 como:
(o) = pC* (") + (1—-p)C (e7) (4.9)
() =pST (") +(1—p)S (o) (4.10)

A relagao entre a macro-tensao (o) e a macro-deformagao (€) com as médias
das micro-tensoes ((o™), (7)) e as médias das micro-deformacoes ({(€T) , (7))
é unica e dada pelas equagdes 4.11 e 4.12 (ABOUDI, 1991; REITER; DVORAK;
TVERGAARD, 1997):

(eY=A"(e) , (e)=A (e (4.11)

(") =B* (o) , (oc7)=B (o) (4.12)

onde os tensores BT, B~, At e A~ sao chamados de fator matricial ou tensorial
de concentragdo mecanica (REITER; DVORAK; TVERGAARD, 1997). Na literatura
os tensores BT, B™, AT ¢ A~ também sao chamados de “localizadores de tensao
ou deformagcao” ou “tensores de influéncia” (SUQUET, 1985). Neste trabalho esses

tensores serao denominados de “localizadores de tensao ou deformagcao”.

Substituindo 4.11 em 4.9 obtém-se:

(o) = \[pCJ“AJr + (1 - p)C_A_l<e> (4.13)
CH = pCTAT 4+ (1-p)C A~ (4.14)

E substituindo 4.11 em 4.6 obtém-se:

I=pAt+(1—pA~ (4.15)

Resolvendo o sistema de equagoes dado por 4.14 e 4.15 onde I é a repre-

sentacao matricial de um tensor identidade de 4% ordem obtém-se:
ar_ (O c) ' (cT-C) A —(CT - C ) (CF - C)

p L—p

(4.16)
De maneira andloga, é possivel obter os valores de BT e B~ utilizando as relacoes
4.5, 4.10 e 4.12.

g _ (87— S7)H (ST —-87) R (ST —8S7)7H (87 - 8%)

p I—p

(4.17)
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Dessa forma, ¢ possivel obter as matrizes localizadoras de tensao capazes de forne-
cer a média de tensoes em cada fase do material composto. E importante notar
que as equacgoes 4.16 e 4.17 sao validas independentemente do modelo micro-
mecanico utilizado para determinaciao de C¥ (REITER; DVORAK; TVERGAARD,
1997), pois a unica hipdtese utilizada é de que existe um ERV que estd sujeito a

um campo homogéneo de tensao e deformagao.

4.3 Calculo das propriedades efetivas dos mate-
riais

O calculo das propriedades efetivas de um material composto pode ser feito
através do Método da Homogeneizacao. Porém, como visto na secao 2.4.1, para
se aplicar o Método da Homogeneizagao é necessario que se tenha conhecimento
preciso da geometria da microestrutura do material composto. Normalmente,
quando se lida com materiais compostos reais, como agregados policristalinos,
materiais fibrosos ou com inclusoes dispersas, a geometria da microestrutura é,
em geral, desconhecida, ou apenas conhecida estatisticamente e qualitativamente.
Dessa forma, desenvolveram-se alguns modelos genéricos que visam a definir as
propriedades efetivas do material, tendo como hipdtese apenas alguns parametros

quantitativos e qualitativos da microestrutura.

Os modelos mais elementares para a estimativa das propriedades efetivas dos
materiais sdo os modelos de Voigt (VOIGT apud 1889 Aboudi (1991)) e o mo-
delo de Reuss. (REUSS 1929 apud Aboudi (1991)). O modelo de Voigt parte do

principio de que ambas as fases do material composto estao sujeitas as mesmas

deformacoes, assim AT = A~ =1, o que leva a equacao 4.18:
C"=pCt+(1-p)C (4.18)
O modelo de Reuss adota a hipétese de que ambas as fases do material composto
estao sujeitas a mesma tensao, assim temos que BT = B~ = I e, conseqliente-
mente:
~1
c = [p(c) "+ (1= p)(C) ] (4.19)

Os modelos de Voigt e Reuss sao insatisfatérios do ponto de vista mecanico,
uma vez que violam as condigoes de equilibrio das tensoes (Voigt) e a compa-
tibilidade das deformacgoes (Reuss). Na literatura de Otimizagao Topoldgica,
os modelos de Voigt e Reuss, bem como um modelo hibrido proveniente de

uma combinacao de ambos, foram utilizados nos trabalhos de Swan e Kosaka
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(1997a, 1997D).

Uma classe mais elaborada de modelos de material é aquela na qual os mo-
delos micromecanicos se baseiam na solucao de Eshelby para o problema de uma

inclusao eliptica em um meio homogéneo.

O modelo de inclusao de Eshelby considera uma inclusao eliptica (i) de tensor
constitutivo ¢! dentro de uma matriz eldstica homogénea de dimensdes infinitas e
tensor constitutivo C™, sujeita a um campo de tensao e deformacao homogéneo
o™ e €, respectivamente. Dessa forma os campos de tensao e deformagao dentro

da inclusao (6 e €') sao dados por (ZAOUI, 2002):
€ =[1+P"c'-C™]'e” , o'=c'€ (4.20)

onde

- ( / am(x — x’)dV) (4.21)
@ 15 (t5) (k1)

onde (tj)(kl) indica que o tensor é simétrico em relagao a (tj) e (ki) e G(z — z’)
é o tensor de Green para um meio infinito de médulo C™. Este tensor relaciona

o deslocamento do ponto x devido a uma carga unitdria aplicada em x’.

A partir do campo de tensao dentro de um ERV sujeito a uma deformacao
macroscopica uniforme €, é possivel definir uma estimativa do tensor constitutivo

do material composto, e esta é dada pela equacao 4.22:

1

C"={(c[I+P/(c—C™)| ) (I+P"(c—C™] ") (4.22)

onde c representa o tensor constitutivo do material em cada ponto dentro do ERV

e C™ o tensor constitutivo da matriz.

Baseados na equacao 4.22, varios modelos de material foram desenvolvidos,
dentre os quais o modelo de Mori-Tanaka e o modelo Auto-consistente sao os que
mais se destacam. Observa-se na equacgao 4.22 que o valor de C™ é arbitrario e

que P é dependente do formato da inclusao.

Assim, o modelo de Mori-Tanaka considera o valor de C™ igual ao valor

Cmatriz o g geometria da inclusao deve ser

real da matriz do material composto
escolhida conforme o material especifico. Essa hipotese é razoavel quando se
trata de materiais compostos com uma pequena fracao volumétrica referente as
inclusoes, de tal modo que a matriz do material composto seja facilmente definida.
Uma discussao mais aprofundada sobre este modelo pode ser encontrada em Weng

(1990).
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Outro modelo baseado na equacao 4.22 é o modelo Auto-consistente, que

considera a inclusao 7 inserida em uma matriz com tensor constitutivo C™ com
. . H ~ ~

valores iguais ao que se procura, no caso C”. Observa-se entao que a equagao

4.22 passa a ser resolvida de forma iterativa, uma vez que nao se tem os valores

de P* e C™ definidos a priori.

Esse segundo modelo de material é mais adequado para os materiais com-
postos nos quais a densidade volumétrica é préoxima a 50% e nao é possivel se
definir com clareza qual das duas fases cumprem o papel de matriz do composto

(ABOUDI, 1991).

Outros modelos micromecanicos, como o modelo de Esferas, o modelo Auto-
consistente generalizado, o modelo Diferencial ou o Método das Células podem
ser encontrados em Aboudi (1991). Vale a pena notar que o modelo Método
das Células foi aplicado no Método de Otimizagao Topolégica (MOT) em Fuchs,
Paley e Miroshny (1999).

4.3.1 Materiais com Gradacao Funcional

Os Materiais com Gradagao Funcional (MsGF) sao aqueles cujas propriedades
variam continuamente ao longo do espaco. Esta variacao de propriedades é, em
geral, obtida através da mudanga continua da microestrutura do material, de tal
modo que a fase que configura a matriz do material composto em um dado ponto
passa a ser a inclusdo em uma outra regiao (ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 1999).
Assim, uma caracteristica importante do material com gradiente é que a fracao

volumétrica das fases varia entre 0% e 100% entre dois pontos da estrutura.

Na literatura este tipo de material é conhecido como Functionally Graded
Materials (FGM), contudo, neste texto, serd utilizada a nomenclatura em por-
tugués: Materiais com Gradagao Funcional (MsGF). Este tipo de material tem
atraido a atencgao de engenheiros e pesquisadores devido a seu bom desempenho

quando submetido a cargas térmicas e mecanicas (YIN; SUN; PAULINO, 2004).

Do ponto de vista da microestrutura o material com gradacao possui trés
regioes distintas. Na Figura 4.2 esta representada esquematicamente a microes-
trutura dos Materiais com Gradacao Funcional (MsGF), na qual se pode observar
que existem duas regioes onde é possivel definir claramente uma fase atuando
como matriz e outra como inclusdo de um material composto (regides A e C da
Figura 4.2) e uma regiao de transigdo onde nao é possivel definir qual dos mate-

riais atua como matriz ou inclusao do material composto. Em geral a regiao de
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)
Regiao C:
Matriz de fase (+)
com inclusoes de fase (—)

!

Regiao B:
Regiao de transicao

1

Regiao A:
Matriz de fase (—)
com inclusoes de fase (+)

!

Figura 4.2: Representacao esquematica da variacao da microestrutura em um
material gradado

transicao possui uma morfologia denominada esquelética, ou na forma de esque-

leto (REITER; DVORAK; TVERGAARD, 1997).

Devido ao fato dos MsGF possuirem uma transicao continua da microestru-
tura que proporciona uma distribuicao macroscopica nao uniforme das proprie-
dades mecanicas, a abordagem classica de se estimar as propriedades efetivas do
material composto, que considera apenas as caracteristicas locais de um Elemento
Representativo de Volume (ERV), é questiondvel (PINDERA; ABOUDI; ARNOLD,
1995). Isto porque a hipdtese de que as dimensées do ERV sao pequenas o sufi-
ciente em relacao a variagao do campo de tensao pode nao ser verificada ,pois o
campo de tensao macroscépica o’ pode deixar de ser constante dentro do ERV,
justamente devido ao fato de que a gradacgao de propriedades tende a gerar uma

variagao no campo de tensoes.

Devido a essa caracteristica, Pindera, Aboudi e Arnold (1995) propoem um
modelo de material de alta ordem, nao local, baseado no Método das Células
(ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 1994; ABOUDI, 1991), no qual as propriedades de
um ponto sao dependentes nao apenas da microestrutura no ponto, mas também
da variacao desta ao longo do material. Dessa forma, o conceito do ERV é re-
visto, e neste modelo passa a representar nao apenas um ponto da estrutura, mas
toda uma regiao que apresenta gradacao. Assim, a andlise das macro-tensoes é
feita de maneira acoplada com a andlise das micro-tensoes. Em um artigo poste-
rior Aboudi, Pindera e Arnold (1999) fazem uma discussao sobre a validade da
aplicacao do conceito do ERV para os MsGF e apresentam uma generalizacao
deste modelo de material de alta ordem unidimensional para o caso tridimensio-

nal, onde se apresentam trés direcoes de gradiente das propriedades.
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Uma outra abordagem para se estimar as propriedades efetivas dos MsGF foi
proposta por Yin, Sun e Paulino (2004), Yin et al. (2005) e se baseia na extensao
do modelo de Mori-Tanaka, de modo a considerar a interacao entre as particulas
(inclusdes na matriz elastica). Neste modelo, o ERV possui uma distribuigao
heterogénea de material, de modo que se possa constatar um gradiente da distri-
buigao de inclusoes. Essa situagao esté representada esquematicamente na figura
4.3.

ERV de um material
com gradacao de propriedades

segundo a abordagem de
Yin, Sun e Paulino (2004)

Figura 4.3: Representacao esquematica de um ERV com um distribuicao
heterogénea de inclusoes

Os métodos para a estimativa das propriedades efetivas dos MsGF e materiais
heterogéneos em geral, através de modelos nao locais ou de alta ordem, ainda é
um tépico em aberto na literatura e outros autores tém-se dedicado ao tema como
Luciano e Willis (2004), Buryachenko e Pagano (2003), Luciano e Willis (2000),
Gasik (1998), Torquato (1998).

Quanto a aplicacao dos modelos micromecanicos tradicionais para a estima-
tiva das propriedades efetivas dos MsGF, os trabalhos de Reiter e Dvorak (1998)
e Reiter, Dvorak e Tvergaard (1997) apresentam um estudo da capacidade do mo-
delo de Mori-Tanaka e do modelo Auto-consistente em estimar as propriedades
efetivas do material com gradiente. Este estudo é feito a partir da comparacao
dos campos de tensao e deformagao obtidos através da simulacao numérica de
dois tipos de corpo de prova, um no qual a gradacao é representada por cama-
das homogéneas e outro no qual a microestrutura é representada de uma forma

explicita.

Nesses trabalhos os autores tém como principal conclusao que a utilizacao do
modelo de Mori-Tanaka nas regides onde é possivel definir que fase desempenha

o papel de matriz e que fase desempenha o papel de inclusao (regides A e C na
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figura 4.2) e a utilizagdo do modelo Auto-consistente para a regiao de transi¢ao
¢ uma consideracao valida para um material com gradiente em que a razao entre

os moédulos de elasticidade das fases é em torno de 10 ou menor.

4.3.2 Limites das propriedades efetivas dos materiais com-
postos

Um ponto importante no estudo dos materiais compostos é a determinacao dos
limites superiores e inferiores que as propriedades efetivas podem possuir, para

uma dada razao volumétrica entre as fases que constituem tal material.

Uma das principais contribui¢oes nessa area foi apresentada no trabalho de
Hashin e Shtrikman (1963), o qual demonstrou que os limites superiores e inferi-
ores dos moédulos de compressibilidade e de cisalhamento efetivos de um material
composto, que seja quase-isotropico e quase-homogéneo, podem ser definidos sem
que sejam feitas hipOteses sobre a configuracao geométrica da microestrutura.
Aqui o conceito de quase-homogéneo indica que o material é estatisticamente

homogéneo, ou seja, todos os ERV do material sao estatisticamente equivalentes.

Posteriormente Walpole (1966b, 1966a) generalizou o conceito para materiais
multi-fase com fases anisotropicas. Uma descricao mais detalhada dessa teoria
pode ser encontrada em Walpole (1981), Zaoui (2002), Hashin (1983).

Para o caso dos materiais isotrépicos, os limites superiores e inferiores de
H-S sdo dados em fungao dos médulos de compressibilidade (K') e cisalhamento
(G). Neste caso estamos considerando duas fases isotrépicas, indicadas pelos
sobrescritos (+) e (—), com propriedades ordenas tal que K* > K~ e GT > G™.
Dessa forma, no caso bidimensional, os limites superior K,,,, e inferior K,,;, de
Hashin-Shtrikman para o médulo de compressibilidade sao dados por:

(1—p)p(Kt—K)
(1—p) Kt +pK~—+ G+

Kmax:(l_p)K_+pK+_ (423)

(1—p)p(K*—K)°
1—p K+ +pK-+G-

e os limites superior G,,q, € inferior G,,;, do médulo de cisalhamento sao dados

Kupin=(1—p) K~ +pK*t —

(4.24)

por:

(L—p)p(GH-G)°

(1= p) G+ +pG~ + Eie

Guax = (1 —p) G~ + pG* —

(4.25)
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(1-p)p(G—G)°

(1—p)G* + pG~ + I

Gmin:(l_p)G__l—pG__

(4.26)

Uma férmula genérica para o caso bi ou tri-dimensional pode ser encontrada
em Allaire (2002, p. 144). Para se obter os limites de H-S para o médulo de
elasticidade F, que é mais comumente utilizado na Engenharia, utilizam-se as

relagoes:

9Kmax
Emax = Koo (427)
1 + 3 Gmin
9Kmin
min — 1 3Kmin (428)
T Crn

consequentemente, os coeficientes de Poisson relativos aos limites superior e infe-

rior do moédulo de elasticidade sao dados por:

1 — 2/3%max

Vmax = / gmax (429)
242 /3—KI;:’;
1 —2/38min

Vinin 3 (4.30)

T 24 2/3Cm

E importante notar que os limites de H-S tém como hipdtese que o material
¢ estatisticamente homogeéneo e que as dimensoes da inclusao do material com-
posto tendem a zero, o que valida a hipotese de se definir um ERV do material.
Entretanto, Torquato (1998) atenta para o fato de que, no caso dos materiais
compostos estatisticamente heterogéneos, como é o caso dos MsGF, os limites de
H-S, rigorosamente falando, nao sao mais validos. Uma revisao dos estudos so-
bre os limites das propriedades efetivas de materiais compostos estatisticamente
heterogéneos pode ser encontrada em Torquato (2000, 1991). Nessa abordagem,
os limites das propriedades efetivas passam a depender nao apenas da densidade
volumétrica, mas também de funcoes que representam a distribuicao estatistica

das inclusoes do material composto.
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4.4 Analise das tensoes locais de um material
composto

A analise das tensoes locais de um material composto consiste em calcular as
médias das micro-tensoes em de cada fase constituinte do material composto em

um dado ponto da estrutura.

Para melhor compreender as relagoes em um material composto, a Figura 4.4
apresenta como os campos de tensao e deformacao na micro e na macro escala se
relacionam. Observando essa figura se pode melhor compreender a ordem logica

em que os modelos micromecanicos sao desenvolvidos.

Propriedades Efetivas

H
o) = -
SH
= A A A A §
3 3
- 5
§ B- B+ AT A~ 3
Q. o
§ \/ \/ :
C+
(™) - o > ()
\J \J
o
() - - (e
o

Propriedades locais

Figura 4.4: Diagrama das relacoes entre os campos de tensao e deformacao em
um material composto.

Os modelos micromecanicos baseados nos modelos de inclusao de Eshelby,
bem como os modelos de Voigt e Reuss, iniciam-se obtendo as relagoes entre o
campo de tensao ou deformagao na microestrutura (micro-tensao) com a macro-
tensao e macro-deformagao (tensores BT, AT B~ e A7) e, a partir destes, se
obtém as propriedades efetivas que relacionam os campos de tensao e deformagoes
na macro-escala. Dessa forma, as matrizes localizadoras sao as primeiras gran-
dezas a serem obtidas, e sua definicao é clara. Por exemplo, o modelo de Voigt

tem como hipotese que o campo de macro-deformacao ¢é igual ao campo de micro-
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deformacao em ambas as fases ( AT = A~ =1I). O modelo de Reuss faz a mesma

hipétese, porém para o campo de tensao.

J& os modelos de material baseados no Método da Homogeneizagao calculam
diretamente as propriedades efetivas do material composto, sem que as matrizes

localizadoras sejam explicitamente definidas.

Na literatura, devido a fatores histéricos, a aplicacao do MOT considerando
a restricao de tensao baseou-se nos conceitos do Método da Homogeneizagao para
fazer o calculo das micro-tensoes. Os trabalhos de Allaire, Jouve e Maillot (2004),
Lipton (2002) utilizam diretamente o Método da Homogeneizacao e Duysinx e
Sigmund (1998), a partir do Método da Homogenizagao, desenvolvem um loca-
lizador de tensao para o modelo de material SIMP. Para contextualizar estes

trabalhos, aqui sera feita uma breve descricao do Método de Homogeneizacao.

Partindo da hipétese de que o campo de deslocamentos do material composto

pode ser descrito por uma expansao assintética na forma:
u(x,y) = uy(x)+ou(x,y)+. .. (4.31)

onde u(x,y) é o campo de deslocamento, § ¢ uma dimensdo caracteristica da
célula unitaria, x e y sdo as coordenadas globais e locais, respectivamente (Figura
4.1), o Método da Homogeneizagao fornece o tensor constitutivo de um material

composto através da equagao:

i 1 v}
Ciin(x) = ] Cijr(%,¥) = Cijpg(X,¥) o dy (4.32)
q
Y

onde ¢™ representa o campo de deslocamentos na microestrutura obtido pela

solucao do problema da célula unitaria. Este é dado na forma integral por:

[[omozi] G

0yq ayj
Y

Cijpa(X,¥) By,
j

y :/Ciqu(x,y)%dy para todos ¢ € Uy (4.33)
Y

onde Uy representa todo o conjunto de deslocamentos periédicos dentro da célula

unitdria (para maiores referencias sobre este método ver Bendsge e Sigmund

(2003), Allaire (2002)).

No contexto do Método de Homogeneizacao, os localizadores de deformagao
sao dados em funcao do campo de deslocamento 1) dentro da célula unitaria. Para
uma descrigao formal da obtengao desses localizadores ver a se¢ao 1.36 de Allaire

(2002), onde estes sao denominados de corretores.

Do ponto de vista fisico, o Método de Homogeneizagao fornece as proprieda-



75

des efetivas do material, tal que o campo de deslocamentos efetivo convirja para
o campo de deslocamentos real a medida que o tamanho caracteristico da célula
unitaria tende a zero. Porém, o campo de deformacao, gradiente do campo de
deslocamentos, nao converge localmente, assim, é necessario utilizar os corretores
a fim de que se tenha a convergéncia do campo de deformacao e, conseqiien-
temente, do campo de tensao. Dessa forma, fica claro que tais corretores sao

definidos a partir do campo de deslocamentos dentro da célula unitaria.

Os localizadores se justificam devido a existéncia do segundo termo da ex-
pansao assintética do campo de deslocamento (du;(x,y)), ou seja, as proprieda-
des efetivas fornecem o deslocamento médio que nao é dependente do campo de
deslocamento local (u;(x,y)), no caso de materiais periddicos, pois a média deste
é nula, e os corretores recuperam a influéncia deste segundo termo na derivada

dos deslocamentos.

Fazendo um paralelo entre os modelos micromecanicos tradicionalmente uti-
lizados nas ciéncias dos materiais, como o de Mori-Tanaka e o Auto-consistente,
e os modelos micromecanicos obtidos pelo Método de Homogeneizacao, os loca-
lizadores sao obtidos nos primeiros a partir de campos de deformacgoes dentro do

ERV e nos segundos a partir do campo de deslocamento dentro da célula unitaria.

Devido ao fato desses modelos fazerem hipdteses similares, apesar de nao
haver uma prova formal, observa-se que, em alguns casos, se obtém exatamente os
mesmos localizadores de tensao. Por exemplo, para o caso do material laminado
rank-2.

O trabalho de maior impacto na aplicacao do MOT considerando restricao de
tensoes, de Duysinx e Sigmund (1998), utilizou um localizador de tensées baseado
no modelo de material laminado rank-2, no qual é possivel se obter o campo
de deslocamento 1) (no problema 4.33) de forma analitica e, conseqiientemente,
uma representacao analitica das propriedades efetivas e dos localizadores. O
trabalho de Allaire, Jouve e Maillot (2004) utiliza o modelo de material rank-n e,
consequentemente, seu localizador expresso na sua forma analitica. O trabalho
de Lipton (2002) utiliza uma microestrutura constituida de uma célula unitaria
quadrada com inclusoes circulares e, em seu trabalho, o localizador ¢é escrito de

uma forma diferente e é denominado de tensor de covariancia.

De maneira correlata, os trabalhos de Otimizacao Topolégica (OT) envol-
vendo plasticidade do material necessitam do calculo das micro-tensoes, assim
os trabalhos de Swan e Kosaka (1997b, 1997a) utilizam uma média ponderada

das tensoes no modelo de Voigt e Reuss, da mesma forma que sao calculadas as
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propriedades efetivas.

A seguir serd apresentado um exemplo do calculo das propriedades efetivas
de um material laminado rank-2 através do Método da Homogeneizacao, assim
sera possivel demonstrar a relagao deste com as equagoes gerais apresentadas na

secao 4.2.

4.4.1 Exemplo do material laminado rank-2

O tensor constitutivo das propriedades efetivas de um material laminado pode
ser determinado analiticamente através do Método da Homogeneizagao. Para se
obter uma gama maior de tensores constitutivos efetivos, é possivel, do ponto de
vista tedrico, fazer sub-laminacoes da estrutura laminada, ou seja, cada fase do
material laminado é por sua vez um material laminado. A figura 4.5 apresenta
um caso particular de microestrutura laminada com duas escalas de laminacao,
rank-2. Uma primeira escala, aqui denominada de escala p, possui duas camadas
de material, a camada L, de espessura p, que possui um material isotropico
cujas propriedades sao E* e v™, e um camada complementar L;_,, de espessura
1—pu que, por sua vez, é constituida por um material laminado, também com duas
camadas L. e L;_-, de espessuras y e 1 —~, respectivamente. Porém, a laminacao
na escala v é ortogonal a laminagao na escala p. A camada L, é constituida de

material ET e v e a camada Ly_, de material E~ e v™.

T2 n

T t
T2

~

3

l

—
I
=2

v

Figura 4.5: Modelo de microestrutura rank-2
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Assim, é possivel calcular as propriedades efetivas deste material de forma
analitica, cuja célula unitaria é dada pela figura 4.5. Inicialmente deve-se calcular
as propriedades efetivas do material rank-1. Considerando uma célula unitaria
alinhada com um sistema de coordenadas locais, conforme apresentado na figura
4.6, onde Mt e M~ representam materiais isotrépicos de propriedades E*, v e

E~, v~ respectivamente.

<

Figura 4.6: Modelo de microestrutura rank-1

Assim o tensor constitutivo efetivo ou homogeneizado é dado pelas equacoes

(BENDSOE; SIGMUND, 2003):

c -
CH  _ _ 11111111 (4.34)
i 0Chipy + (1 — @)Cf—ln

_ 0(CH0)2 (1= ) (Ciigy)?
Cgm = 900;222 + (1 — ) Coo9p — [ (Ci122) + ( )f 1122) +
1111 1111
_ 42 _
[@Cfmz i (1— 90)01122} i 01+111 1111 (4.35)
T — — F :
Chin 1111 ©Chn + (1 —¢)Chh,
Clipe | (1 =)0 CluCh
CH  _ [90 1122 | 2 1122} _ Cunin (4.36)
12 Cﬂn 1111 ©Chiy + (1 — @)Cﬂn
C o
Cgu _ 12121212 (4.37)

@0Cla1p + (1 — 80)0512

Para se obter as propriedades efetivas do material rank-2 basta utilizar tais
equagoes novamente, de tal forma que a fase (—) seja substituida pelas proprie-

dades efetivas dadas pelas equagoes acima.

Considerando que a aplicacao das equagoes 4.34, 4.35, 4.36 e 4.37 na escala

de laminacao 7, seguido de uma rotacao de 90°, permite obter os tensores cons-
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titutivos homogeneizados:
ST = (! (4.38)

Fazendo esse procedimento recursivo, para se obter as propriedades efetivas
do material laminado rank-2, apresentado na Figura 4.5, obtém-se o tensor de

propriedades efetivas dadas do material laminado na escala u:

ct..CT
or 1111Y1111 (4.39)
i PJ017111 +(1— M)C;rlll
1(Cli)? | (1= p)(Clhgy)?
Chagy = /105522 + (1 — 1) gy — [ 0}322 + 7 1122 +
1111 1111
2
{Mcﬂm 4 (1 - H)Clvuzl C'fr111017111 (4.40)
Cfrnl C27111 MC¥111 + (1 - N)Cﬂn
0{1122 _ {Mcfnz i (1 - lfy)c?lm} : C'1+111017111 . (4'41)
Clin Clin pCy + (1= p)Ciyy
Ch,C
ch ) = 121241212 (4.42)

1Cloys + (1 — 1) Ch1,

Logo pode se escrever o tensor constitutivo efetivo do material laminado rank-

2 na forma:

St =(CcHt (4.43)

A partir dos tensores efetivos de flexibilidade dados por S* e S?, seguindo
o procedimento exposto em Bendsge e Sigmund (2003), é possivel calcular os
tensores localizadores de tensao, para cada camada do material laminado. (L,

Ly_,, L, e Li_,) e estes sao dados por:

(1—7)(53—,1_51_,1) (1—W)(Sf:2_5£2)

. 1+ VST +(1-7)ST, ST +(1-)S1,
Brz;/nkl = O ]_ O (444)
0 0 1

| USE-Sh) ash-s)
. 'ySf:l+(1—7)S;1 75f1+(1—7)S;1
B a1 = 0 1 0 (4.45)

0 0 1
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1 0 0
Ly - (1—H)(S;,1—S;:1) (1—M)(S;,2_S;:2)
Biankz = (1-p)S5 5 +153 + (1—p)S3 5 +153 (4'46)
0 0 1
1 0 0
Lyi—p . /1(3371—53',1) . ,LL(S;Q—S;Q)
B, anika = (1=p) S5 5 +153 (1=p)S3 o +153 5 (4.47)
0 0 1

Assim, é possivel se determinar os localizadores de tensao em cada fase do

material que é dado por:

. L
e localizador para a camada L,: B ”

: Ly L, 1-p
e localizador para a camada L,: B, ., =B, B ",

L1,

~ : Li—y p1-p
e localizador para a camada L,_,: B, . =B, /B ",

: L, Li-y by Ly PR .
Estas matrizes, B, .., B, /5, B, . e B, também sao obtidas de forma

identica através das equagoes 4.17 e 4.16 apresentadas na segao 4.2.

Assim, os trabalhos que se utilizam, do Método da Homogeneizacao e os
trabalhos que se baseiam em outros modelos micromecanicos sao perfeitamente
comparaveis, pois os campos de micro-tensao, apesar de calculados por teorias

diferentes, apresentam o mesmo resultado.

No caso da utilizacao do material SIMP, Duysinx e Bendsge (1998) propoem
utilizar como localizador de tensao do material, o localizador da camada L., pois,
nesse trabalho, o autor esta interessado em obter um problema 0-1, no qual um

dos materiais representa um buraco, no caso o material (—).

Para obter o localizador de tensao, neste caso em que um dos materiais nao
possui rigidez, ou seja, representa um buraco, basta fazer o limite para £~ tende

a zero. Assim se obtém as matrizes:

Lo

ElyEOBf;m: 010 (4.48)
(0 0 1|
(00 0]

EIEIEOBTL;;];&: 010 (4.49)
|00 1|
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100
3 LH P
EIEIEO BrankQ - /% (450)
0 1
(10 0|
ElyEOBf;,;gQ: 000 (4.51)
00 1|

E, conseqlientemente, as matrizes de localizacao das tensoes nas fases de

interesse para o material poroso fica igual a:

1 00 % 0
B e = | 0 L0 B =000 (4.52)
00 1 00 1

No artigo Duysinx e Sigmund (1998) este mesmo resultado é apresentado
e, com base nestas equacoes, os autores propoem a utilizacao do localizador de

tensao para o modelo de material SIMP dado por :

1
i 0 0

Bsimp = 0 plq 0 (453)
0 0 piq

4.5 Critério de falha dos materiais compostos

A definicdo de um critério de falha de um material composto é um problema
significativamente mais complexo que o calculo analitico de suas propriedades
efetivas, além de que fazer uma definicao analitica da falha do material composto

ainda é impraticavel (HASHIN, 1983) pois:

e 0 conhecimento de um critério de micro falha ainda é incompleto;

e as tensoes e deformagoes que irao causar a micro falha nao podem ser de-
terminadas analiticamente, uma vez que dependem de detalhes geométricos

da microestrutura do material que, em geral, é desconhecida

e mesmo se um modelo de microestrutura for adotado, a andlise da interagao
entre as micro falhas das diferentes fases apresenta uma dificuldade que

torna seu calculo proibitivo.
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Dada esta complexidade que envolve o tema e a extensa literatura na area, nesse
trabalho, serd feito apenas um breve panorama do tépico, aprofundando nas

abordagens utilizadas no campo da OT.

Em Hashin (1983), o autor afirma que a defini¢do analitica do critério de
falha de um material composto é impraticivel. Mesmo passadas duas décadas,
Dvorak (2000), em seu trabalho de revisao, ndo apresenta grandes diferencas na
forma com que este problema é tratado, de modo que ainda hoje a afirmacao de

Hashin (1983) continua sendo valida.

Grande parte destes trabalhos se dedicam a definicao de modos de falha em
materiais laminados ou fibrosos; por exemplo, em Hashin (1983) sao descritos
os modos de falha para um material composto em classes tais como: modo de
tensao na fibra, modo de compressao da fibra, modo de tracao da matriz, modo
de compressao da matriz. Outros modelos mais elaborados de falha em materiais
compostos sao: a micro-flambagem de compostos fibrosos, que é apresentada em
Budiansky e Fleck (1993) e a micro-flambagem de compostos laminados, apre-
sentada em Fleck, Sivashanker e Sutcliffe (1997). Uma descricao sistematica
dos critérios de falha é apresentada em Hashin (1983), Aboudi (1991), Torquato
(2000), Dvorak (2000).

Apesar desse vasto campo de pesquisa relativo aos critérios de falha de mate-
riais compostos, pouca ¢é a influéncia destes trabalhos na aplicacao MOT conside-
rando restricao de tensao. Isto ocorre principalmente devido a complexidade dos
critérios de falha, o que inviabiliza a aplicacao destes no MOT que, para o caso de
restricoes de tensao, ja possui dificuldades implicitas. Neste caso, a dificuldade
nao estd apenas na implementacao numérica, mas também na provavel alteracao
do espago de solucao do problema de otimizacao devido as nao linearidades ou

descontinuidades de tais critérios.

Por exemplo, se adotado o critério de falha para materiais fibrosos unidire-
cionais, seguindo o modelo apresentado em Hashin (1983), seriam necessérias 4
restricoes para cada ponto da estrutura, o que provavelmente aumentaria o pro-
blema do fenomeno das singularidades das tensoes, que sera apresentado na se¢ao
6.3.

Outro ponto importante é que as aplicagoes do MOT considerando restricao
de tensao tém sido estudadas e desenvolvidas na sintese de estruturas e nao
no projeto de estruturas formadas por materiais compostos, como também é
feito neste trabalho. Dessa forma, o critério de falha é aplicado apenas sob uma

das fases do material composto intermedidrio, aquele que existe na forma de
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escala de cinza ao longo da otimizacao. Assim, é razoavel aplicar um critério
de falha tradicional, como o de von Mises, na fase solida, por exemplo, uma das
camadas do material laminado, e comparar este com a tensao de escoamento de

tal material.

Por exemplo, no caso de uma estrutura tri-dimensional genérica, a tensao de

von Mises calculada na macro-escala é dada pela equagao 4.54:

fom((0)) =/ {(0)" V (o) (4.54)
onde: ) )
1 -1/2 -1/2 0 0 0
-1/2 1 -1/2 0 0 0
-1/2 —-1/2 1 000
V = / / (4.55)
0 0 0 300
0 0 0 0 30
i 0 0 0 00 3 |
e

(@)= (o), (@), ). (0)s (@) (0., (4.56)

O tensor de tensoes (o), escrito em forma de vetor na equagao 4.56, representa

as componentes de tensao na macro escala.

Para o caso de estruturas em estado plano de tensao e estruturas a axis-
simétricas,que sao as esttruturas tratadas neste trabalho o tensor das tensoes é

dado por 4.58 e 4.57, respectivamente.

(o),
<‘7>9
o) = 4.57
(o) (o). (4.57)
\ <0->’I’Z)
(@), )
(o) = <o’>y (4.58)
k<o->1’y)

A matrix V também deve ser modificada em cada um dos casos de estado
de tensao. Para isto, basta retirar a linha e a coluna referente a componente de

tensao inexistente no modelo.

Assim, neste texto, serd utilizada a notagao f,,,((o)) para representar a

tensao de Von Mises.
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Park (1995), sob a justificativa de um primeira abordagem na area, propoe:

fom({T)) (4.59)

p

dessa forma a tensao de Von Mises sob o campo das macro-tensoes é comparada

com a tensao de escoamento do material.

J& Duysinx e Sigmund (1998) fazem uma justificativa baseada no materiais
laminados rank-2 para propor um localizador de tensao, conforme apresentado
na se¢ao 4.4.1 e, assim, comparam a micro-tensao com a tensao de escoamento do
material. E interessante notar que o localizador de tensao proposto por Duysinx
e Sigmund (1998) leva a uma equagao similar a proposta por Park (1995), e é
dada por:

pq
onde ¢ representa o parametro penalizador do modelo de material SIMP. O

trabalho de Pereira, Fancello e Barcellos (2004) utiliza a mesma abordagem.

Aqui vale notar que o trabalho de Park (1995) utiliza o modelo de material
baseado no método da homogeneizacao com uma célula unitaria quadrada com
um furo retangular que pode ser rotacionado, de modo que nao ha um parametro

de penalizacao ¢ em sua formulacao.

No caso da aplicacao do MOT em materiais compostos, mais especificamente
os MsGF o trabalho de Lipton (2002) utiliza como restrigdo uma integral da

micro-tensao sobre as duas fases e a compara com um valor tnico.

Outros trabalhos também tratam sobre critério de escoamento em materiais
compostos aplicados ao MOT, dentre estes se destacam Swan e Kosaka (1997a)

e Schwarz, Maute e Ramm (2001).

Swan e Kosaka (1997a) fazem uma estimativa da tensdo de escoamento de
um material composto, baseando-se no modelos de Voigt e Reuss. Segundo Swan
e Kosaka (1997a) a resisténcia, ou tensao de escoamento, no modelo de Reuss é
controlada pelo material mais fraco, assim, a curva de resisténcia em funcao da
fragao volumétrica é descontinua, pois, no caso do material mais rigido (material
+) ser o material mais fraco, a resisténcia do composto sera controlada pelo ma-
terial mais fraco para 0 < p < 1 e pelo material mais resistente para p igual a 1.
Enquanto a resisténcia para o modelo de Voigt é simplesmente a média ponderada
pela fracao volumétrica das resisténcias de cada material. Para auxiliar a com-
preensao, essa situacao é apresentada na Figura 4.7, onde J;j e 0, representam

a tensdo de escoamento do material mais (+) e do material menos (—), respecti-
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vamente. Assim, Swan e Kosaka (1997a) propoem uma fungao que fornece uma

Oy
oy
Voigt
\ P Reuss
0’; .
0 1 >
p

Figura 4.7: Exemplo de resisténcia de material segundo os modelos de Voigt e
Reuss

valor intermedidrio de resiténcia, isto é, entre os valores de resisténcia de Voigt e

Reuss apresentados no grafico da Figura 4.7.

Ja o trabalho de Schwarz, Maute e Ramm (2001), estima a tensao de esco-
amento de um material poroso, através do modelo de material SIMP, assim o

escoamento é dado da mesma forma que o moédulo de Young efetivo.
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5 Método de Elementos
Finitos utilizando
Aproximacao Continua da
Distribuicao de Material

Aqui serao apresentadas as formulagoes do Método de Elementos Finitos (MEF)
utilizadas neste trabalho. A apresentacao sera feita de forma sucinta, apenas para
situar o leitor quanto a notacgao e formulacao utilizadas. Uma explanagao mais

aprofundada do método pode ser encontrada em Bathe (1996).

Neste trabalho foram utilizadas duas formulagoes de elementos. A formulacao

axissimétrica e a formulagao de elemento em Estado Plano de Tensao (EPT)

A formulacao axissimétrica consiste em uma aproximacao bi-dimensional para
a simulagao estruturas com geometria axissimétrica sujeitas a carregamentos axis-
simétricos. Esta formulagao foi implementada com o objetivo de se trabalhar com

a otimizacao de estruturas rotativas, levando em consideracao as forcas de campo.

A formulagao de elementos em EPT também consiste em uma aproximacgao
bidimensional para estruturas planas finas e que possuem carregamento apenas
no plano. Ou seja, estruturas como placas e vigas podem ser consideradas como
estruturas em EPT desde que sua dimensao caracteristica no plano em que estao
aplicados o carregamentos seja significativamente maior de que a espessura per-

pendicular a este plano.

Para melhor ilustrar a formulacao axissimétrica, um esquema desse tipo de

estrutura ¢ apresentado na figura 5.1.

No caso de uma estrutura em EPT, um esquema desse tipo de estrutura e
seu o campo de tensao estao representados na figura 5.2, onde P representa um

forca e M um momento, ambos aplicados no plano da estruturas.

Assim, considerando o campo de tensao, para o caso axissimétrico, represen-
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Figura 5.1: Esquema de estrutura axissimétrica e respectivo sistema de
coordenada e estado de tensao da estrutura

Y

Oz

Ty

tado na Figura 5.1 e dado por 5.1:

Or
o]

O

(2
7%

\

J

|

Figura 5.2: Esquema de estrutura em EPT e respectivo sistema de coordenada
e estado de tensao da estrutura

T“y

|

(5.1)

tem-se o tensor constitutivo que relaciona os campos de tensao e deformacao para

um material homogéneo isotrépico dado por 5.2 (BATHE, 1996).

1

cr = (1+v)(1—2v)

(5.2)

logo o campo de deformacao, para esta abordagem axissimétricas, é dado por
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(5.3):
( A ( A
. ou
u
€g =
€= = " (5.3)
. o
Z 0z
ou ov
kerz) \ 82 + 87' y,

Para o caso da formulagao em EPT o campo de tensao representado na figura

5.2 é dado por 5.4:

(5.4)

assim, de forma analoga ao problema axissimétrico o tensor constitutivo que
relaciona o campo de tensao e deformacao para um material homogéneo isotrépico

¢ dado por 5.5:

5 1 v 0
cH = 5.5
11— 2 v 1 0 (5.5)
00 i
logo o campo de deformagao, para esta formulacao é dado por (5.6):
€x Gu
€= €y = ‘g—Z (5.6)
€ay -

Em ambas as formulagoes, axissimétrica e EPT optou-se por utilizar os ele-
mentos isoparamétricos bi-lineares quadrilateros de 4 nos e adotou-se a numeragao
dos noés, bem como o sistema de coordenadas naturais e os deslocamentos nodais
apresentados na figura (5.3), apenas para manter a clareza da notacao das duas
formulagao, a figura (5.3) apresenta dois sistemas de coordenadsas globais, uma

para elementos axissimétricos e outra para elemento em EPT.

v
4 3
t: u
z L Yy
g | s
r ' 2 x
Sistema de coordenadas para Sistema de coordenadas para
o elemento axissimétrico o elemento em EPT

Figura 5.3: Sistema de coordenadas naturais, numeragao dos néds e
deslocamentos nodais
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Assim, seguindo a formulacao tradicional do MEF, as fung¢oes de forma para
a interpolacao dos deslocamentos e coordenadas globais deste elemento sao dadas
pelas equagoes (5.7):
Ny, = %(1 -
Ny = %(1 +s)(1—1)

Ny = iu +8)(1+1) (5.7)

N, = 3(1 _ (1 +1)

Para se obter a matriz de rigidez do elemento, é necessario escrever a matriz B
que relaciona os deslocamentos nodais com o campo de deformagao no interior do
elemento. Aqui ha novamente uma diferenciacao entre o elemento axissimétrico
e o elemento em EPT. Para a formulacao axissimétrica a matriz B é dada por

5.8 e para a formulacao em EPT, esta matriz é dada por 5.9:

0Ny 0 ONo 0 ON3 O ONy 0

or or or or
g_ |+ 0 % 0 S 0 0 “ g
o 0 ON, 0 ON> 0 ON3 0 ONy ( ) )
0z 0z 0z 0z

ON1 ON, ON> ONo ON3 ON3 ONy ONy
L 0z or 0z or 0z or 0z or |

—8N1 0 ONo 0 ON3 O ONy O

ox ox ox ox
— ONy ONo ON: ONy
B=|o0 20 o 2 g 24 o oM (5.9)

ON1 9Ny ONa ONz ON3s ONs3 ONg ONy
L dy ox oy oz dy ox dy or |

e para ambos os casos, considerando que o vetor de deslocamento é dado por

_u1_
U1
U2

a=|" (5.10)

us

U3

Uy

(1

Observa-se que a matriz B é escrita em termos das derivadas das fungoes de
forma, dada por 5.7, em relacao as coordenadas globais do sistema: r e z para
0 caso axissimétrico e x e y para o caso EPT, porém essas funcoes de forma sao

escritas em termos das coordenadas locais: s e t. Logo, para se relacionar as
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derivadas em ambos os sistemas de coordenadas é necessario, utilizar a matriz

Jacobiana, dada para o caso axissimétrico por 5.11:

or 0z
J = [ Os  Os ] (5.11)

or 9z
ot ot
Dessa forma, é possivel obter as derivadas % e %, parat = 1,2, 3,4, através
de:
ON; ON;
or — J—l 0s 12
ON; IN; (5.12)
0z ot
Para o caso EPT a matriz Jacobiana é dada por 5.13:
oz 9y
J=| % & 5.13
b O (5.13)
ot ot
e de forma andloga ao caso axissimétrico se obtém as derivadas % e aa—]Zi, para

i=1,2,3,4.

A partir desses resultados é possivel escrever a matriz B e, conseqiientemente,

calcular a matriz de rigidez de um elemento e (5.14):

k, = / / / rBICHB.dfdrdz = 2r / / rBICHB. drdz (5.14)
z r 0

z T

onde B, representa a matriz B dada por 5.8 calculada para o elemento e e CH

representa o tensor constitutivo homogéneo dentro do mesmo elemento (5.2).

Para o caso de elemento em EPT a tnica diferenca esta no dominio de inte-
gracao que ¢ feito apenas em = e y. Assim a matriz de rigidez do elemento em
EPT é dada por 5.15:

k, = / / B! CHB.dzdy (5.15)

Ty

Neste trabalho é utilizada a formulaggo ACDM (Aproximagao Continua da
Distribuicao de Material) proposta por Matsui e Terada (2004), assim o campo
de densidades ¢ interpolado dentro dos elementos e as variaveis de projeto sao
definidas sobre os nés do elemento. Esta abordagem, também foi utilizada no pro-
blema de distribuicao de material em estruturas constituidas por MsGF, porém
neste caso a justificativa para esta opcao se baseia no trabalho de Kim e Paulino

(2002), comforme serd apresentado na se¢ao 7.3.

A Figura 5.4 apresenta as duas formas de parametrizacao do campo de den-

sidades: a forma tradicional, na qual se define uma densidade volumétrica para
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cada elemento finito, criando assim um campo descontinuo, representado por pa-
tamares constantes; e a formulacao ACDM, que cria um campo de densidades

continuo.

Parametrizacao tradicional —Parametrizacago ACDM do
do campo de densidades no  campo de densidades no
MOT MOT

O Deslocamentos g  Varidveis de projeto p,

Figura 5.4: Representacao do elemento tradicional e do elemento com
formulagao Aproximacao Continua da Distribuicao de Material (ACDM)

Na abordagem ACDM, a densidade volumétrica deixa de ser constante dentro

do elemento e esta passa a ser dada por:

4

p(s,t) = pNi (5.16)

i=1

onde N; ¢é tal que o campo de densidades p seja sempre nao negativo no interior do
elemento. Conseqiientemente, o tensor constitutivo do elemento (CH) também
deixa de ser constante, assim utilizando como modelo de material a formulacao

SIMP, apresentada na secao 2.4.2, este tensor é dado por:

CH = p(s,1)1C, (5.17)

[

Assim, é possivel substituir a equagao 5.17 na definigao da matriz de rigidez do
elemento, dada por 5.14, e entao aplicar a quadratura de Gauss para a avaliacao
numérica da integral. Dessa forma, a matriz de rigidez do elemento, para o caso

axissimétrico, passa a ser escrita como:

2 2 4 q
k., =27 Z Z wwrBY (Z p; Ni (s, tl)) Co
i=1

k=1 I=1
onde wy e w; sao os pesos utilizados na integracao numérica por quadratura de

B.det (J)dsdt  (5.18)

Gauss e w; = wy = 1, e s, t; sao os pontos de Gauss utilizados na integracao
es, =t = —1/V3 e sy =1ty =1/y/3, ambos para o caso de integracdo com 4
pontos de Gauss. O mesmo procedimento é aplicado para o caso do elemento em

EPT.

Feito o célculo da matriz de rigidez local, esta é inserida na matriz de rigidez
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global K , através da conectividade de cada elemento, que associa a cada elemento

os graus de liberdade globais. Assim, é possivel escrever o sistema linear 5.19:

Kd=f (5.19)

Para considerar forcas de campo, é necessario determinar o termo a direita da
equacao 5.19, que representa as cargas aplicadas ao modelo. Dessa forma, o vetor
de forca é a somatoéria dos esforcos nodais, ou seja, as cargas externas aplicadas

diretamente sobre o no e as forcas de campo dadas por 5.20:

fe:///TNTdeGdrdz:27r//TNchdrdz (5.20)
z r 0 z T

onde N ¢é a matriz de interpolagao dos deslocamentos dada por (5.21)

Ny 0 Ny 0 Ny 0 Ny 0
N = [ : ? ’ ! ] (5.21)

0 N1 0 N2 0 N3 0 N4

Para o problema em questao, as forcas de campo f. sao dadas por:

Leo| ) 52

a

onde p ¢ a densidade do material, w a velocidade angular da estrutura, 7, a

distancia do ponto p ao centro de rotacao, e a, a aceleragao na direcao z.

Observe que utilizando a parametrizacao ACDM da distribuicao de densidade
volumétrica, a densidade real do material também passa a variar no interior do

elemento, e é dada por:
0= p(s,t)70 (5.23)
onde g, representa a densidade real do material que esta sendo utilizado.
Assim como na matriz de rigidez, é necessario utilizar a integragdo numérica

por quadratura de Gauss para avaliar a integral dada por 5.20, que passa a ser

dada, seguindo a mesma notagao de 5.18, por 5.24:

q
f. = QWZZwkwﬂ“N (Sk,t1) [(Z p; Ni(sk, > 90] [ “Tp ] det (J) dsdt
k=1 1=1 Az
(5.24)
Esta provado que o valor da integral obtida pelo método de quadratura de

Gauss representa a integral exata para um polinomio de grau igual a, no maximo,

trés (BATHE, 1996), atendendo assim as necessidades deste trabalho.
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Para o caso de elemento em EPT nao foram consideradas forcas de campo,
dessa forma o vetor de f, é dado apenas pelas forcas externas aplicadas no ele-

mento e.
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6 Formulacao do problema de
Otimizacao Topoldgica
considerando restricao de
tensao

6.1 Introducao

O problema de otimizagao topolégica considerando restrigao de tensao apresenta

algumas dificuldades que precisam ser contornadas.

A primeira grande dificuldade estd no problema conhecido como fenomeno das
topologias singulares, ou simplesmente singularidade das tensoes, que consiste
na degeneragao do espago de solugcao. Este problema implica na incapacidade
dos métodos tradicionais de otimizagao, baseados nos gradientes, de atingir o
ponto 6timo, quando este é singular. Este é um topico central para a solucao
do problema de Otimizagao Topolégica (OT) considerando restri¢ao de tensao e,
atualmente, nao ha uma solucao definitiva para tal problema. Uma explanacao

e uma revisao bibliogréfica sobre o assunto serd feita na segao 6.3.

A outra dificuldade decorre do fato de que a tensao mecanica é uma grandeza
local, logo, para garantir que a maxima tensao mecanica da estrutura seja limi-
tada, é necessario restringir todos os pontos da estrutura. No caso da analise da
estrutura ser feita pelo Método de Elementos Finitos (MEF), é suficiente restringir
a tensao mecanica apenas no centro de cada elemento da estrutura, conseqiien-
temente, o nimero de restrigoes em um problema simples pode ser relativamente
grande, o que implica em tempos computacionais elevados tanto para o cédlculo da
sensibilidade das tensoes como para a solucao do problema de otimizagao através

de métodos de programacao linear.

Apesar dessas complicagoes nao estarem completamente resolvidas, na litera-

tura existem algumas proposicoes para sua solucao.
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6.2 Revisao bibliografica do MOT considerando
restricao de tensao

Devido as dificuldades inerentes as formulagoes de OT considerando restrigoes
de tensao em meios continuos, algumas abordagens foram desenvolvidas a fim
de evitar tais problemas. Entre estas abordagens destacam-se a aplicacao de
métodos heuristicos, métodos probabilisticos e, principalmente, a alteragao da
formulagao do problema a fim de utilizar métodos tradicionais de programacao

matematica.

Aqui serd tratada apenas a aplicacao do Método de Otimizacao Topoldgica
(MOT) aplicado a meios continuos, ou seja, o MOT aplicado a treligas conside-
rando restricao de tensao nao esta presente nesta revisao bibliografica. Apenas
os trabalhos aplicados a trelicas que versam sobre o fenomeno das topologias

singulares serao considerados.

Dentre os métodos heuristicos, existe o método evolucionério de otimizacao
estrutural, que foi proposto como uma alternativa simplificada em relagao aos
métodos tradicionais baseados em programacdo matematica (STEVEN; LI; XIE,
2002). O método evoluciondrio se baseia na remogao de material das regides sub-
utilizadas e na adigao de material nas regioes super-utilizadas, do ponto de vista
da fungao objetivo, ou seja o quanto cada regiao do dominio contribui para o
desempenho. Esta abordagem permite a utilizacao de variaveis discretas, o que
no caso do problema de otimizacao topoldgica pode significar a retirada ou adi¢ao

de elementos da malha de elementos finitos.

Alguns trabalhos utilizam-se dos métodos evolucionérios a fim de tratar o
problema de otimizacao considerando a maxima tensao mecanica. Li et al.
(1999) propuseram um procedimento evoluciondrio para a minimizacao da tensao
mecanica, posteriormente Li et al. (2001) e Steven, Li e Xie (2002) expandiram o
conceito, propondo um procedimento para, simultaneamente, maximizar a rigidez

e minimizar a maxima tensao mecanica da estrutura.

De forma similar ao método evolucionario, o método de desenvolvimento me-
tamorfico proposto por Liu, Parks e Clarkson (2000) consiste em adicionar ou
remover elementos ao redor de um estrutura simulando assim o crescimento ou
degeneragdo da mesma. Os trabalhos de Liu, Parks e Clarkson (2002) e Liu,
Parks e Clarkson (2005) apresentam a utilizacdo desse método em problemas

axissimétrico levando em consideracao a restricao de tensao.

A principal vantagem dos métodos heuristicos é a possibilidade de resolverem
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o problema na sua forma discreta (0-1), através da retirada ou acréscimo de
elementos na estrutura, evitando assim o fenomeno da singularidades das tensoes.
Porém, devido ao fato desses métodos basearem-se em regras empiricas para a

atualizacao das variaveis, eles nao garantem a obtencao de uma solugao étima.

Dentre os métodos probabilisticos, o método de simulated annealing (reco-
zimento simulado) foi utilizado por Shim e Manoochehri (1997) para a solucao
do problema de minimizacao do volume com restricao local de tensao mecanica.
Neste trabalho, alguns exemplos numéricos foram apresentados demonstrando
a capacidade do método de sintetizar estruturas que atendem as restrigcoes de
tensao. Entretanto, nao é feito um estudo sobre o fato da solucao étima obtida

ser singular ou nao.

Neste trabalho o problema sera tratado através dos métodos tradicionais de
otimizacao baseados em gradientes e, para isso, a formulacao do problema serd
alterada de modo a melhorar a eficiéncia e capacidade do método de encontrar

uma solucao 6tima singular.

Esta abordagem foi preferida em relacao a utilizacao de métodos heuristicos,

evolucionarios ou probabilisticos pois:

e Os gradientes da funcao objetivo e das restrigoes possuem uma informagao
valiosa sobre o problema e podem ser facilmente calculados a um custo
computacional menor ou equivalente a uma avaliagao da funcao objetivo.
Desse modo, a nao utilizagao dessa informacao, como no caso dos métodos

probabilisticos, é contraproducente.

e Em geral, os métodos probabilisticos necessitam de um maior nimero de
iteragoes, em relacao aos métodos tradicionais de otimizacao, para obter a
solugao ou familia de solucoes 6timas. Por exemplo, as estruturas obtidas
por simulated annealing (SHIM; MANOOCHEHRI, 1997) necessitam de um
numero de iteragoes (avaliagdo da func@o objetivo) da ordem de 400, en-
quanto as estruturas obtidas através dos métodos classicos (PEREIRA, 2001)
necessitam de apenas uma ordem de 100 iteracoes. Assim, dado que neste
caso a avaliagao da fungao objetivo representa um alto custo computacional,

a aplicacao de métodos heuristicos torna-se pouco interessante.

e A utilizacao dos métodos tradicionais de otimizagao aplicados ao MOT
estd consolidada na literatura, uma vez que a maior parte da literatura
utiliza esta abordagem, como pode ser constatado nos livros de Bendsge e
Sigmund (2003), Allaire (2002) e na revisao de Eschenauer e Olhof (2001).
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Desse modo, a eficiéncia desta abordagem tem sido constantemente testada

pela comunidade cientifica.

e A literatura referente ao tratamento do fenomeno das topologias singulares
¢, em sua maioria, baseada nos métodos tradicionais de otimizacao, pois
estes fornecem uma base tedrica solida para o estudo de tal fenomeno. Desse
modo, a utilizacao de métodos tradicionais permite basear este trabalho

nessa literatura, que serd apresentada a seguir.

Neste contexto, dentre as aplicacoes do MOT para problemas continuos que
utilizam métodos de otimizacao baseados no gradiente destacam-se: Park (1995),
Yang e Chen (1996), Duysinx e Bendsge (1998), Duysinx e Sigmund (1998),
Pereira (2001), Pereira, Fancello e Barcellos (2004) e Allaire, Jouve e Maillot
(2004). Uma revisao contextualizada destes trabalhos serd feita adiante na segao
6.4.

6.3 Fendmeno das topologias singulares

O problema de topologias singulares foi identificado inicialmente por Sved e Gi-
nos (1968). Em seu trabalho é apresentado um problema de otimizacao de uma
estrutura com trés barras e trés casos de carga, cujo objetivo é minimizar o vo-
lume da estrutura com restricao de tensao mecanica, assim, é demonstrado que a
solugao 6tima global nao pertence a um dominio continuo das variaveis de projeto
que satisfazem as condicgoes de equilibrio e compatibilidade de deslocamentos do
problema mecanico. Sved nomeou este ponto 6timo desse problema como sendo

um minimo global singular.

A existéncia desses pontos implica que os métodos classicos de otimizacao,
para variaveis continuas, baseados nos gradientes, nao sao capazes de atingir o
minimo global singular. Do ponto de vista mecanico, o ponto 6timo singular s
pode ser atingido se uma das barras for retirada da estrutura. Neste sentido,
Sved e Ginos (1968) propdem que seja feita a procura do 6timo global através da

omissao de cada uma das barras que podem ter a secao transversal igual a zero.

O problema das singularidades das tensoes somente voltou a ser estudado na
década de 90, com os trabalhos de Kirsch (1990), Cheng e Jiang (1992) e Rozvany
e Birker (1994).

Kirsch (1990) apresentou um estudo sobre o problema, denominado por ele

como “fenéomeno das topologias 6timas singulares”. Em seu trabalho, o autor
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demonstrou que o problema decorre da tentativa da solugao de um problema de
topologia através da aproximacao deste por um problema de dimensionamento, no
qual se permite que as dimensoes (ex. dreas) atinjam o valor zero. Posteriormente,
este fenomeno ficou conhecido na literatura simplesmente como singularidade das

tensoes.

Através de um exemplo com duas variaveis de projeto, foi demonstrado que
o dominio vidvel, para o caso de minimizac¢ao de volume com restricao de tensao,
pode possuir o ponto 6timo global conectado, apenas por uma linha, um espaco

uni-dimensional, ao dominio viavel, isto é, um espaco bi-dimensional,

A Figura 6.1 apresenta esquematicamente um espago de solugoes no qual o
dominio vidvel possui uma regiao “sélida” e, conectado a esta, uma “extensao”em
cuja extremidade se encontra o ponto 6timo singular (Optginguiar). Observe que
neste ponto o valor de p; deve ser idéntico a zero. Aqui se observa como o
tratamento do problema de otimizacao de topologia, quando aproximado por um
problema de dimensionamento pode gerar algumas dificuldades nao previstas. No
caso de se considerar a aproximagao p; > p,.., > 0, onde p, ... é um valor préximo
de zero, o ponto 6timo do problema se torna o ponto indicado por Opt;,.a que,

em geral, ¢ chamado de 6timo local.

Aqui vale a pena notar que a solugao étima singular pode ser ou nao a solugao
6tima global do problema. No caso do exemplo adotado por Kirsch (1990) ambos
os pontos coincidem, o que justifica o fato de que a outra solucao 6tima seja em
geral chamada de étimo local. Em um problema com n, varidveis nao é possivel
se saber quantos 6timos singulares existem no espago de solucao e se algum destes

corresponde ao 6timo global.

Cheng e Jiang (1992) continuaram o estudo iniciado por Kirsch (1990) expli-
cando o fenémeno das topologias singulares sob dois pontos de vistas. Uma das
explicagoes se baseia no fato de que o problema apresenta um ponto 6timo que
esta conectado ao dominio vidvel apenas por um espaco unidimensional, conforme

apresentado esquematicamente na Figura 6.1.

Outra abordagem utilizada por Cheng e Jiang (1992) para explicar o fenomeno
das topologias singulares se baseia no conceito de tensao limitante. Neste trabalho
os autores demonstraram que a restricao de tensao apresenta uma descontinui-
dade quando a se¢ao transversal é identica a zero. Por exemplo, em um problema
com n barras onde A,, representa a secao transversal da barra n, a tensao em uma

barra 7, quando esta tende a zero, pode nao ser igual a zero. Matematicamente
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Pl‘

fhjo viavel “sélido”

©

AR

Optsingular \\ Optlocal

Dominio viavel “extensao”

Figura 6.1: Representacao genérica de um dominio de projeto que apresenta
um étimo singular

esta situagao é expressa pela equacao 6.1:

o (A1 A Ay) = lzgogi((Al"‘Ai'”A”» #* a,»((Al...Al-...An))|Ai:0 (6.1)
Esta descontinuidade decorre do fato de que nao existe sentido fisico em se
calcular a tensao em uma barra que foi retirada da estrutura, ou seja, a tensao em
uma barra de secao transversal nula é por principio nula, porém para o modelo
matemadtico seu valor é finito. Cheng e Jiang (1992) definiram esse valor (o7})
como sendo uma tensao limitante. Logo, o problema das topologias singulares
ocorre quando a tensao limitante o] em um elemento é maior que a tensao de

referéncia do material. Assim, os métodos de otimizacao baseado em programacao

matematica nao sao capazes de retirar esse elemento da estrutura.

Rozvany e Birker (1994) estudaram o mesmo problema porém sobre o éptica
da teoria de leiaute exato 6timo (exact layout optimization), o que é uma genera-
lizagao da teoria de Michell (MICHELL, 1904). Assim, em seu trabalho Rozvany
e Birker (1994) concluiram, entre outros pontos, que: a topologia 6tima, o ponto
otimo do espago de solucgao, serd singular apenas se existir alguma restricao local
de tensao e se a tensao em um elemento que esteja desaparecendo seja maior que
a tensao de referéncia. Rozvany e Birker (1994) definiram também que o ponto
otimo singular é caracterizado por se conectar ao espago de solucao de dimensao
n apenas por um hiperplano de dimensao k, tal que k£ < n, onde n é o nimero

de variaveis de projeto do problema de otimizacao.

A partir desses trabalhos o fenémeno das topologias singulares pode ser me-
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lhor compreendido e, conseqiientemente, foram propostas algumas alternativas
para que a solucao 6tima singular fosse determinada através de métodos de oti-

mizacao classicos.

O conceito de e-relaxagao proposto por Cheng e Guo (1997) foi a abordagem
de maior aceitacao na literatura. Cheng e Guo (1997) propoem tal método a
partir de um problema de minimizacao de volume com restri¢ao local de tensao

para uma estrutura trelicada.

Considerando inicialmente a formulacao tradicional dada por 6.2:

M
minjiil}iizar P(A) = ; A;L;
tal que
KA)d=f (6.2)
a;-nin <o0; < a}nax se A; >0
o; = E;B;d
A; >0

onde A; e L; representam a drea e o comprimento de elemento da estrutura,
o indice j representa um dos M elementos da estrutura, A é o vetor de areas
da estrutura, K(A) é matriz de rigidez global do sistema, f é o vetor de forcas
aplicadas a estrutura, d ¢ o vetor de deslocamentos nodais da estrutura, F; é o
modulo de Young do elemento j, B; ¢ a matriz que relaciona o deslocamento com
a deformacao do elemento j, o; é a tensao no elemento j e U;-nin e o™ sao as
tensoes admissiveis minima e maxima, respectivamente.

Analisando a formulag@o 6.2 observa-se que existe uma descontinuidade das

restricoes referentes as tensoes, dada pela condicao:

se A; >0 (6.3)

Assim, para retirar essa descontinuidade, em seu trabalho anterior Cheng e
Jiang (1992), j4 haviam proposto que a restrigao de tensao do problema 6.2 fosse

substituida pela restrigao;
AjO'Enin S AjO'j S AjO';-naX (64)

o que no caso das trelicas representa a forca interna de cada barra. Entretanto

esta substituicao nao altera o fenomeno de singularidade das tensoes.

Com base no fato de que esta formulagao continua apresentando um ponto
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6timo singular, Cheng e Guo (1997) propuseram uma formulagdo em que tal

fendmeno nao ocorre. Seguindo a mesma notacao, esta formulagao é dada por:

M
miniriliizar P(A) = z; AL;
]:

tal que
K(A)d=f (6.5)
A0 — ) < €
Ajloj —oj™) < e
o; =E;B;d

2
Aj28

onde £ é um valor positivo proximo de zero. O valor de € ird definir o nivel de
relaxacao do problema. O problema escrito nesta forma nao apresenta o fenémeno

das singularidades. Uma forma simples de justificar este fato é que as restrigoes:

A]’(O'j — O_max) S g (66)

sempre podem ser atendidas para um valor de A; suficientemente pequeno uma

vez que € é maior que zero.

Em seu artigo Cheng e Guo (1997) provam que para ¢ tendendo a zero, o

minimo global do problema 6.5 tende ao minimo global do problema original 6.2.

Posteriormente, Rozvany (2001) em seu trabalho de revisao demonstrou que
o método da e-relaxacao é um caso particular de substituicao das restrigoes por
fungoes de contorno suaves (smooth envelope functions). Neste trabalho o autor
sugere um outra fungao, que transforma as restrigoes do problem original 6.2 na
forma:

Ag

o™ (eti) —o; <0
A

oj— a?lax(e*T?) <0 (6.7)

onde Ay é um valor fixo que determina o nivel de relaxacgao da restri¢ao, de forma

similar ao valor € no método da e-relaxacao.

Um trabalho importante para o estudo do método da e-relaxagao, quanto a
capacidade deste em permitir que os métodos tradicionais de otimizacao atinjam
o minimo global, foi apresentado por Stolpe e Svanberg (2001a). Neste trabalho

os autores demonstraram, através de exemplos numéricos, que o 6timo global de
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um problema pode ser alterado ao longo da continuacao do parametro €. Assim,
em termos praticos, nao se pode garantir que com a continuacao de £ a solucao
caminhara para o 6timo global, independentemente de quao suave é feita esta

continuagao de ¢.

Aqui vale a pena notar, conforme frisado por Guo, Cheng e Yamazaki (2004),
que o método da e-relaxacao nao é capaz de alterar a nao-convexidade do pro-
blema original, ou seja, a aplicagao deste método nao garante que o minimo global
sera obtido. Este método apenas evita o fendmeno das topologias singulares. A
obtencao do 6timo global ainda é um tema desafiador na area de otimizacao; al-

guns trabalhos recentes como Stolpe (2003) e Stolpe (2004) estudam este tépico.

A formulacao da e-relaxacao foi estendida para outros problemas que também
apresentam o fenomeno das topologias singulares, como é o caso da restri¢ao local
de flambagem (GUO; CHENG; YAMAZAKI, 2001), a restri¢ao global de flambagem
(EVGRAFOV, 2005), e a restrigao de tensdo com carregamentos estocasticos (EV-

GRAFOV; PATRIKSSON, 2003).

Visando diminuir o niimero de passos do método da continuacao para o valor
de €, Guo e Cheng (2000) propuseram uma forma de se obter uma aproximacao
do ponto 6timo singular a partir de uma extrapolacao da solucao 6tima em termos
de . Esta extrapolacao é calculada a partir da sensibilidade dos multiplicadores
de Lagrange, associados as restrigoes ativas, em funcao do parametro de relaxacao
e. Neste trabalho os autores demonstraram, através de exemplos numéricos, que
uma aproximagcao do ponto 6timo, com erro de 0,2%, pode ser obtida mesmo para

valores altos do parametro de relaxacao, como € = 1, 0.

Uma outra abordagem que recentemente tem sido apresentada para a solugao
do fenomeno das singularidades é o estudo do problema a luz da teoria de Pro-
gramagao Matemédtica com Restrigdes de Equilibrio (PMRE), conhecido na li-
teratura como Mathematical Programs with Equilibrium Constraints (MPEC)

(EVGRAFOV, 2004).

Tradicionalmente o problema de otimizacao apresentado na sua forma rela-
xada, dada por 6.5, é resolvido considerando como varidveis de projeto apenas
as secoes transversais A;, uma vez que para A; > 0 os deslocamentos sao dados
de forma tnica por K(A)d = f. Essa forma de tratar o problema de otimizacao
é conhecida como programagao implicita (EVGRAFOV; PATRIKSSON, 2005). Em
contrapartida, no caso de se utilizar os métodos PMRE tanto as secoes transver-
sais (A) como os deslocamentos (d) passam a fazer parte das varidveis de projeto

para o algoritmo de otimizacao. Na Engenharia essa abordagem ¢é conhecida
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na literatura como Simultaneous Analysis and Design (SAND), que poderia ser

traduzido como Projeto Otimizado e Andlise Simultanea (POAS).

Assim, as varidveis do algoritmo de otimizacao se dividem em dois grupos: o
das varidveis de estado, que representam o estado do sistema fisico (ex. forgas
internas e deslocamentos) e o das varidveis de projeto (ex. segoes transversais).
Sob essa nova forma de tratar o problema, Petersson (2001) apresenta um estudo
sobre a continuidade entre as varidveis de projeto e as variaveis de estado para
o caso onde a topologia é alterada, ou seja, A; = 0 no caso do problema 6.2.
Patriksson e Petersson (2002) apresentam um estudo similar, mas considerando

também restrigdes laterais (contato) e carregamentos estocasticos.

Seguindo essa linha Evgrafov (2005), baseado na literatura especifica de
PMRE (SCHOLTES, 2001; FACCHINEI; PANG, 2003), propoem um nova forma
de tratamento da singularidade das tensoes, porém, aplicando uma forma de re-
laxacao sobre a condicao de equilibrio, no caso de um problema de minimizacao

de volume com restrigoes laterais (contato) e de tensao.

Essa abordagem de tratamento da singularidade das tensoes, através dos
métodos de Programacao Matemédtica com Restrigoes de Equilibrio (PMRE) e
sua teoria, apesar de incipiente quanto a sua aplicacao no MOT, aparentemente
tem a capacidade de proporcionar novas possibilidades para o tratamento do

fenomeno das topologias singulares.

6.3.1 Exemplo para o caso de trelicas

Para facilitar a compreensao do fenomeno das topologias singulares e como este

é tratado através do método da e-relaxacao, apresentaremos o exemplo proposto
por Kirsch (1990).

Considerando um problema com trés barras dispostas conforme apresentado
na Figura 6.3, com comprimentos iguais (L; = Ly = L3z = 1), médulo de Young
unitario (F = 1) e sujeita a uma forca P = 10, é possivel escrever o problema
de otimizagao na forma 6.2. Fazendo uma pequena alteragao na fungao objetivo,
de modo que o ponto 6timo global seja o ponto 6timo singular, o problema fica

escrito na forma 6.8.

Observe que na formulagao 6.8 o valor de A, apesar de definido como Ay > 0,
caso este atinja o valor zero, a matriz de rigidez do MEF se tornaria singular e

consequientemente os deslocamentos se tornam indefinidos.
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Figura 6.2: Problema exemplo de uma trelica com trés barras e duas variaveis
de projeto.

minimizar P = 2A, + A,
A1,A2,d1,d2

tal que
3/2A, 1/2A d 0
[2A5 1/2A, L (6.8)
1/24; A+ 1/2A, do —10
—-20<0; <20 se A >0

—20< 0, <20 se A2>O

—20<03<20 se A2>0

r d
o1 = Ol}ldll
- 2
r d
w14 21[4]

03 = 10:|

Ar>0 5 Ay >0

O problema de otimizacao nesta forma pode ser resolvido através do método
de Programacao Matematica com Restrigoes de Equilibrio (PMRE), como o uti-
lizado por Evgrafov (2004) associado a alguma forma de tratamento da singula-

ridade ocasionada por Ay = 0.

Entretanto, a forma mais tradicional de se resolver este problema é utilizar
uma formulacao implicita e considerar que A; > 0 e Ay, > 0, assim pode-se

escrever o problema como 6.9:
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minimizar P = 24, + A,

Ap,Ap
tal que
L3 i<y (6.9)
Y Y I '
2
ga: L_lgo
2 (341 + Ag)
1
: — - 1<0
B 9BA Ay o
Alemin>O A22Amln>o

Com a formulagao do problema escrita nesta forma, é possivel representar de

forma grafica o espaco de solucao desse problema em termos das variaveis A; e
As.

A Figura 6.3 apresenta este espaco de solucao, onde as linha cheias identifica-
das como g; e go representam as restricoes g; e go do problema, as linhas tracgo e
ponto representam as curvas de nivel da funcao objetivo, e a seta perpendicular a
curva de nivel superior direita indica a diregao na qual a funcao objetivo diminui.

A restricao gz nao estd representada pois esta nao influencia o problema.

£
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Figura 6.3: Espaco de solugao para o problema original (restri¢goes em linhas
cheias) e espago de solugao para o problema e-relaxado (restrigdes em linhas
tracejadas) para €=0,05 .

Analisando o dominio viavel nesse espaco de solucao, observa-se que conside-
rando Ay > Apin > 0e Ay > A,in > 0, a solugao 6tima do problema na forma
6.9 é o ponto indicado por Optjeq;. Porém, esta nao é a solucao 6tima global do

problema original 6.8, que se quer resolver.
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Neste exemplo é possivel verificar as caracteristicas da solucao étima singular
representada pelo ponto Opt giopai sing- Observa-se que a vizinhanca deste ponto
tem dimensao 1 (k = 1, pois apenas A, faz parte desse espago de solucao) que é
menor que a dimensao do espago de solugao original, igual a 2 (n = 2). Assim se

verifica a caracteristica do 6timo singular segundo Rozvany e Birker (1994).

Aplicando o método de e-relaxagdo proposto por Cheng e Guo (1997), as
restrigoes do problema 6.8 sao modificadas de modo que este passa a ser dado na
forma 6.10:

minimizar P = 2A; + A,

Aq,Az
tal que
_ ; )

A | —mm -1 < 6.10
S PTCY N =€ (6.10)

Ay | ——mm— -1 <
T2 219034, + Ay) =€

s A — ! — 1_ <eg
B B oBA, + A |

A > o Ay > E?

Representando de forma grafica o espaco de solugao para a formulacao rela-

xada do problema (6.10), no mesmo grafico apresentado na Figura 6.3, observa-se

£

que o ponto 6timo global do problema , indicado por Optg,;.;,

nao ¢ um ponto

singular.

Assim, a vizinhanca do ponto 6timo passa a ter dimensao 2 e este ponto pode
ser alcancado utilizando os métodos tradicionais de otimizagao. Outra questao
que se verifica facilmente é que a restricao na sua forma e-relaxada nao é convexa

e sua consideragao pode gerar o surgimento de étimos locais.

Fazendo a continuacao do valor de e, conforme proposto por Cheng e Guo
(1997), pode se observar na Figura 6.4 como o problema relaxado se aproxima do
problema original a medida que ¢ se aproxima de zero. E interessante notar que a
medida que o problema e-relaxado se aproxima do problema original, a geometria
do espaco de solucao viavel, na regiao do ponto 6timo, se torna mais “estreita’.
Esta situacao justifica iniciar o problema com valores altos de ¢, de modo que
o método de otimizagao convirja para um ponto como aquele representado por
Opts; -1 na Figura 6.4 e entao fazer com que o método de otimizacio acompanhe

global
este ponto junto com a diminuicao de ¢.

Quanto ao método da continuagao, aqui vale notar que a continuacao do valor
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Figura 6.4: Espaco de solugao para o problema relaxado, alteracao da solucao
6tima conforme a continuacao do valor de

de € nao garante que o 6timo global do problema relaxado se aproxime de forma
continua ao 6timo global do problema original, ou seja, durante a continuac¢ao
do valor de e outros 6timos globais podem surgir (STOLPE; SVANBERG, 2001b),
porém, isto pouco afeta os métodos de otimizacao baseados nos gradiente, pois
a partir do momento em que a solugao converge para um dos pontos 6timos do
problema relaxado, a solugao caminhara junto a este ponto a medida que se faca

a continuagao do valor de €.

6.4 Otimizacao Topoldgica de meios continuos
com restricao de tensao

Neste trabalho optou-se por utilizar a abordagem de adequacao da formulagao do
problema de OT considerando restrigao de tensao, para que seja possivel utilizar

os métodos tradicionais de otimizacao baseados no gradiente.

Aqui serd apresentada uma visao historica da aplicacao do Método de Oti-

mizacao Topoldgica considerando restrigoes de tensao.

O primeiro trabalho a tratar do problema de Otimizacao Topoldgica com
restricdo de tensao foi a tese de doutoramento de Park (1995). Neste trabalho
o autor sugeriu duas formulacoes e realizou alguns testes com essas formulagoes.
Apesar de nao ter sido publicado em peridédicos cientificos, este trabalho foi um
forte inspirador do trabalho de Yang e Chen (1996).
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A primeira abordagem proposta por Park (1995) parte da seguinte formulagao:

minimizar  flexibilidade
varidveis de projeto

tal que
equacoes de equilibrio
restrigao de volume (6.11)

restricao de tensao local

Nesta formulacao a restricao de tensao é feita localmente na forma:

max { fratha ((0))} < fratha (Orey) em Q (6.12)

onde franq ({(0)) representa uma medida tensao mecanica pontual, (ex. von Mises
ou Tresca) e frana (Oref) @ mesma medida de tensdo mecanica em funcao de um
estado de tensao o,.s de referéncia. No caso de um material ductil como o metal,

em geral é utilizada a tensao de escoamento, que neste texto sera representada
por (o).

Para manter a coeréncia com a nomenclatura apresentada no capitulo 4, o
simbolo (o) representa a tensdo na macro-escala, que por sua vez consiste na
média das tensdes na micro-escala representadas simplesmente por o, f,.,.({o)),
ou simplesmente (o), representa a tensao de von Mises, calculada a partir do

tensor de tensoes na macro-escala e dada pela equacao 4.54.

Com base na formulacao 6.11, Park (1995) propoe a aproximagao da restrigao
local por uma restri¢ao global, a norma-p das tensoes, onde um valor p pondera
a influéncia dos valores maximos de tensao no restricao global. Dessa forma, o

problema de restricao do maximo valor de tensao ¢é substituido por uma restricao

global dada por 6.13:

[lmt@ran s <o), (0.3
Q
de modo que quando p tende a infinito o lado esquerdo desta equagao (6.13) tende

a ser igual ao valor maximo da tensao, lado esquerdo da equacao 6.12.

Para exemplificar melhor o comportamento numérico da fungdo norma-p
(6.13) e assim justificar sua escolha como forma de representagao da méxima
tensao local através de uma funcao global, tomemos como exemplo a funcao

sen(x) para x € [0,7]. E sabido que o méximo valor dessa funciio neste intervalo
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é igual a 1, como pode se observar na Figura 6.5:

2 T T T T
0.8 [ .
sen(x)P *° i
sen(x) oat & .
02 & -

O.: I I I I I
0 0.5 1 15 25 37T

Figura 6.5: Grafico ilustrativo da influéncia do parametro p da norma-p,
através das fungoes sen(z) e sen(x)P para p = 512

Observando também a funcao sen(x)? no grafico da Figura 6.5 verifica-se
que para valores altos de p o ponto méximo da fungao original (z = 1) se torna
mais pronunciado em relagao ao resto da funcgao. Ou seja elevar a fungao a um
valor p > 1 é uma forma de ponderar a integral, ou somatoério, desta fungao pelo

proprio valor da fungao no ponto.
Aplicando agora a norma-p sobre a fungao sen(x) temos:

T

NP = /sen(x)pdx (6.14)

0
e avaliando esta integral para diversos valores de p é possivel verificar que o seu
valor converge assintoticamente para o maximo valor da funcao original. Esta
situagao pode ser verificada na Figura 6.6 onde se observa que para p > 100 o

valor da norma-p se distancia em apenas 1% do valor maximo

2 T T T T T
1.5
NP
1 L\/
| | | | |
0 100 200 300 400 500 600

p

Figura 6.6: Grafico do valor da norma-p em funcao do valor de p
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Com base na idéias de aproximagao da tensao local por um funcao global, a

formulagao proposta por Park (1995) é escrita como:

minimizar /f(x)Tu(x)dQ+/p(X)Tu(x)daQ

p

tal que ' " (6.15)
/ £(x) "B (x)e(x)d — / £(x) T (x)dS2 — / p(x) i (x)dO = 0
JECLE

Q
/ Fom (@) A2 < (o),

Q

Apesar de Park (1995) propor esta formulacao, a implementagao numérica
realizada em seu trabalho é diferente. A restricao local é tratada como um termo
adicionado a funcao objetivo, criando assim uma otimizacao multi-objetivo. Neste

caso a funcao acrescentada é dada por:

1 2
p

umaxd [ U@y a2 | (0,0 (6.16)
Q

onde w é um valor fixo que pondera a influéncia das tensoes em relagao ao pro-

blema tradicional de minima flexibilidade. Dessa forma, o problema implemen-

tado fica definido como:

p

minimizar / f(x) u(x)dQ + / p(x) u(x)doQ

Q o0
2

2 / Fom (GNP a2 | = (o), | 10

tal que (6.17)
/ &(x) "B (x)e(x)d — / £(x) T (x)dS2 — / p(x) (x)dO0 = 0
JECLE

Utilizando essa abordagem, Park (1995) obtém estruturas para w = 0, w =
0.01, w=0.1,w =1, w = 10.0 e w = 100. Observando os resultado obtidos para

um viga engastada, verifica-se que o aumento do valor de w propicia o surgimento
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de elementos cinzas na estrutura.

A segunda formulagao proposta por Park (1995), aparentemente, visa dimi-
nuir o fenomeno de surgimento de escala de cinza devido a minimizagao da tensao

mecanica.

Assim, o autor propéem minimizar a maxima tensao mecanica expressa de
uma forma global através da norma-p, considerando as equacgoes de equilibrio e
restricao de volume. Para penalizar os elementos com densidade intermediaria,
Park (1995) sugere que a funcao de falha, no caso von Mises, seja dividida pela

densidade do elemento. Dessa forma, a formulacao é dada por 6.18:

minimizar / [M] ’ ds?

p A P
tal que (6.18)
/ é(x)"E(x)e(x)dQ — / f(x)"ti(x)dQ — / p(x)"@(x)doQ = 0
Q Q o0
O
Q

O localizador de tensao proposto pelo autor é baseado na idéia de que a
tensao mecanica ¢é intensificada devido a porosidade do material. Um estudo
desses localizadores de tensao é feito na segao 4.4 e sua relagao com o critério de

falha do material na secao 4.5.

Com esta formulagao, Park (1995) obtém estruturas para os valores de p = 5,
p = 10 e p = 20, porém os resultados nao sao satisfatorios pois nao apresentam
uma geometria bem definida, devido a presenca de escala de cinza, justamente o
oposto do previsto ao se propor a divisao da funcao de falha pela densidade do

elemento.

A partir desse trabalho pode se perceber que uma abordagem simples do
problema de OT com restricao de tensao nao é capaz de gerar resultados satis-

fatérios.

Seguindo a mesma linha de tratar restricao de tensao mecanica através de
um indice global, Yang e Chen (1996) fazem um estudo de duas fungoes globais

para a tensdo. O autor utiliza a fun¢ao proposta por Park (1995) apresentada
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em 6.19 e a fungao de Kreisselmeier-Steinhauser (KS), dada em 6.20.

Grp = / [M]pdﬂ (6.19)

Q

3=

M
1 f'um(<°'>z)
Ggs=—1In § e’ (6.20)
p

=1

De forma similar a Park (1995), em seu trabalho, Yang e Chen (1996) con-
sideraram tais funcoes como funcao objetivo ou associando esta a flexibilidade

criando, assim, uma funcao multi-objetivo.

Observe que neste caso Yang e Chen (1996) desconsideram o localizador de
tensoes devido ao fato das regioes cinzas representarem, de certa forma, mate-
riais porosos, conforme proposto por Park (1995). Porém, isto aparentemente

melhorou os resultados numeéricos.

As principais conclusoes do trabalho de Yang e Chen (1996) sao que: as es-
truturas otimizadas quanto a tensao ou a flexibilidade sao distintas, as solugoes
obtidas com as funcoes KS ou norma-p sao similares e a importancia de se esta-

belecer os limites mdveis suficientemente pequenos para a obtencao da solucao.

Posteriormente, Duysinx e Bendsge (1998) apresentaram um trabalho que
marcou a aplicagao do MOT considerando restrigoes de tensao. Os autores tra-
taram este problema e apresentaram uma base tedrica para a aplicacao dos lo-
calizadores de tensao ao MOT e para o surgimento do fenomeno das topologias

singulares no caso de estruturas continuas.

Segundo Duysinx e Bendsge (1998), o fenomeno das topologias singulares
ocorre também para o caso de Otimizacao Topoldgica de estruturas continuas
devido ao fato de que a tensao na microestrutura, por exemplo a micro-tensao em
um material poroso (o), tende a valores finitos quando a densidade volumétrica
referente a esta fase tende a 0. Sendo assim, caso o valor da tensao seja maior
que a tensao de referéncia, a mesma situagao de tensao limitante apresentada
por Cheng e Jiang (1992), ird ocorrer, caracterizando o fendmeno das topologias

singulares.

Dessa forma, baseado nos trabalhos referentes ao fenomeno das topologias
singulares, apresentados na se¢ao 6.3, Duysinx e Bendsge (1998) propuseram e

implementaram uma formulagao dada por: 6.21, de minimizacao do volume com
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restricao local de tensao considerando a e-relaxagao do problema.

minimizar / pdS) (6.21)
p
Q

tal que

fom ({0)) 1
p( pt (o), 1>§6

0<e?<p<i

Nesta formulagao é considerada uma restrigao local de tensao na micro-escala
dada pelo termo:

pq
conforme apresentado na secao 4.5; mais especificamente na equagao 4.60. Junto
a esta é aplicado o conceito de e-relaxacao, conforme apresentado pela equacao

6.7.

No mesmo ano, DUYSINX; SIGMUND (1998 apud Sant’Anna, Guilherme e
Fonseca (2003)) propuseram uma formulagao alternativa baseada na idéia de uma
restri¢ao global de tensao, diminuindo assim os problemas relativos ao alto custo
computacional das restricoes locais. Dessa forma, foi proposta uma restricao
sobre a norma-p (6.23) das tensoes e sobre a média-p (6.24) da tensoes de von

Mises:

norma — p

Nesse trabalho Duysinx e Sigmund (1998) também identificaram que a e-
relaxagao na forma proposta por Cheng e Guo (1997) e utilizada em Duysinx e
Bendsge (1998) nao ¢é adequada no caso de OT para estruturas continuas (DUY-
SINX, 2005), pois no caso de se ter material sélido (p = 1), é de se esperar que
nao exista a influéncia do valor de €. Assim, os autores propuseram uma nova

forma de relaxacao dada por:

, (fvm<<a>> 1

Ty 1) <e(1-p) (6.25)
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onde se percebe claramente que para p = 1 nao hé o efeito de relaxagao sobre as

restricoes.

As férmulas de e-relaxacao do problema podem ser interpretadas como uma
alteragao do limite de escoamento do material, assim teriamos a restricao da

formulacao 6.21 dada por 6.26 e a restrigao 6.25 dada por 6.27:

W < (o), <% - 1) (6.26)
W < (o), (% et 1) (6.27)

Representando graficamente o lado direito de ambas equagoes (6.26 e 6.27),

observa-se na Figura 6.7 como cada fungao se comporta em relacao a p.

4

----- Lado direito da equacao 6.26
—-— Lado direito da equacao 6.27

— Limite de escoamento (o),

Tensao de escoamento alterada
[\
[

Figura 6.7: Alteracao da tensao de limite de escoamento segundo as
abordagens de Duysinx e Bendsge (1998) e Duysinx e Sigmund (1998) para ¢
igual a 0.1

Outro trabalho importante no desenvolvimento da aplicacao do MOT consi-
derando restrigoes de tensao foi realizado por Pereira (2001) e Pereira, Fancello
e Barcellos (2004). Nestes trabalhos os autores utilizam a mesma formulacao

proposta por Duysinx e Bendsge (1998) junto com a e-relaxac¢ao na forma apre-
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sentada em 6.25. Assim, a formulacao é dada por 6.28 :

minimizar / pdS)
p
Q

tal que (6.28)

(o)) 1\
P( P <0>y 1)§ (1—p)

0<e?<p<i

A importancia dos trabalhos de Pereira (2001) e Pereira, Fancello e Barcellos
(2004) se deve ao tratamento numérico que os autores propuseram. A principal
diferenca na implementacao numérica é a utilizacdo do MLA para considerar as
restricoes de tensao. Assim, cada restricao local da tensao é incluida na funcao
objetivo ponderada por um multiplicador de lagrange mais um termo de pena-

lizacao.

A grande vantagem dessa abordagem é a reducao do custo computacional
necessario para o calculo da sensibilidade do problema. Por exemplo, quando
aplicado o método adjunto é necessario resolver apenas um sistema linear a cada
iteracao, caso contrario seria necessario resolver N sistemas lineares, onde N

indica o nimero de restrigoes.

Em Pereira, Fancello e Barcellos (2004), os autores justificam o uso do MLA
devido a natureza local das restrigoes de tensao, que é comparavel a restricao de
contato unilateral, na qual o Método do Lagrangeano Aumentado tém-se mos-

trado um abordagem eficiente (BATHE, 1996).

Observando os resultados obtidos nos artigos Duysinx e Bendsge (1998) e
Pereira, Fancello e Barcellos (2004) conclui-se que o MLA permitiu a utilizacao
de malhas mais refinadas aumentando assim a precisao da andlise do campo de
tensoes. Dessa forma Pereira, Fancello e Barcellos (2004) obtiveram melhores
resultados no que diz respeito a capacidade do método de retirar os pontos de

concentracao de tensao da estrutura.

Outros trabalhos como Allaire, Jouve e Maillot (2004) e Navarrina et al.
(2005) tratam da aplicacdo do MOT considerando tensdo mecénica, porém, es-
tes pouco acrescentam quanto as formas de tratar o fenomeno das topologias

singulares ou o grande nimero de restri¢oes.

Allaire, Jouve e Maillot (2004) apresentam um problema de minimizagao da
integral da tensao mecanica sobre a estrutura com restricao de volume. Neste

artigo os autores utilizam como modelo de material uma microestrutura composta
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por uma célula unitaria rank-n e apresentam a formulacao dos localizadores de

tensao para este caso, conforme discutido na secao 4.4.

Ja Navarrina et al. (2005) apresentam o problema de minimizacao de volume
com restrigao local de tensao, porém sem se utilizar ou mesmo discutir o conceito

de e-relaxacao.

6.5 Formulacoes propostas

Com base na revisao bibliografica anteriormente exposta, aqui serao apresentadas
as formulagoes utilizadas neste trabalho. Na subsecao 6.5.1, serao apresentadas as
formulacoes em si, e na subsecao 6.5.2 serao apresentadas as discretizagoes destas
formulagoes e o calculo de sensibilidade. O desenvolvimento da formulagao na

sua forma discretizada se baseia no MEF apresentado no capitulo 5

6.5.1 Formulacgoes do problema de Otimizacao Topoloégica
considerando restricao de tensao

Neste trabalho foram estudadas e implementadas duas formulacoes para o pro-

blema de OT com restricao de tensao.

Numa primeira abordagem foi implementada a formulacao integral da res-
trigao, conforme proposta por Duysinx e Sigmund (1998), que aqui serd deno-
minada OT com restrigao global de tensao. Numa segunda abordagem, foi
implementada a formulacgdo com restricao local, associada ao MLA, conforme
proposto por Pereira, Fancello e Barcellos (2004), e serd denominada OT com

restricao local de tensao.

A abordagem considerando a restricao global de tensao tem como principal
vantagem a reducao do grande niimero de restri¢coes do problema inicial em apenas
uma restrigao. Isto torna possivel a utilizacao de um método tradicional de PL,
para solucionar o problema. A principal desvantagem deste método é que o

controle da local da maxima tensao fica prejudicado.
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Dessa forma se propoem a formulagao dada por 6.29:

minimizar / pdS)

g Q
tal que
L O () I N |
Qé( a{ p <o_>y e(1 p),O}) <1 (6.29)

Aqui vale lembrar que associada a esta formulacao esta sendo utilizado o modelo

de material SIMP descrito anteriormente no capitulo 5.

Em alguns exemplos onde o surgimento de escala de cinza se mostrou mais
pronunciado, foi necesséario utilizar um fungao penalizadora das densidades inter-

mediarias dada por: 6.30:
Fy(p) = K, [ ol p)a9 (6.30)
Q

onde K, representa um fator fixo de controle da penalizagao.

Assim, a formulacao proposta fica dada por 6.31:

minimizar /de + Kq/p(l — p)dQ
Q

’ Q
tal que (6.31)
1 fun () 1 }) p
— max . —&e(1—p),0 <1
Qé < { pt (o),

A segunda abordagem, que considera uma restri¢ao local de tensao, tem como
principal vantagem um controle mais preciso da restricao local. Porém, a sua
implementagao numérica s6 é viavel se associada ao Método do Lagrangeano

Aumentado para fazer o tratamento do grande nimero de restricoes locais.

Com base na revisao bibliogréfica, pode-se concluir que o trabalho de Pereira,
Fancello e Barcellos (2004), que utilizou esta abordagem, obteve os melhores re-

sultados numéricos quanto a capacidade de reduzir a tensao maxima da estrutura.

Dessa forma foi implementada a formulacao proposta por Pereira, Fancello e
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Barcellos (2004) e dada por 6.32

minimizar / pdS)

tal que ’
p (fvmp(q<0>) <01>y — 1) <e(1-p) (6.32)

e associada a esta formulagao é utilizado o MLA.

Seguindo o trabalho de Pereira, Fancello e Barcellos (2004) a regularizagao
do problema de OT e o controle das densidades intermediarias, foi feito de forma

diferente daquele do problema com restricao global de tensao.

Neste caso, o filtro aplicado ao limites moveis, conforme apresentado na segao
2.5 foi substituido pela insercao da funcao de regularizacao 6.33 na funcao obje-

tivo.
F(p) = K, / (V)" (Vp) 2 (6.33)

O controle das densidades intermedidarias foi feito pelo fator de penalizacao
q do modelo SIMP em conjunto com uma funcao penalizadora dada em 6.30.

Assim o problema implementado é dado por 6.34

minimizar /de + Kq/p(l —p)dQ + K, / (Vp)" (Vp) d2
p

0 0 0
tal que (6.34)

@) 1\
P( Pl <U>y 1>§ (1—p)

6.5.2 Problema na forma discreta e andalise de sensibili-
dade

Para se fazer a implementagao numérica da formulagao proposta, é necessario
discretizar o problema de modo, que as funcoes envolvidas possam ser calculadas

utilizando o campo de tensao proveniente do MEF.

Inicialmente, trataremos o problema de OT com restricao global de tensao
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(6.29). Este problema, na sua forma discreta, é dado por 6.35:

M M
minimizar Z/dee + KqZ/p(l — p)pdQde
o
e=1 Q. e=1 Qe

tal que
1
M pi
1 fom (o)) 1
—E Q < —e(l— <1 .
e (m{ ZEC P VN I
0<ppin <p; <1 parai=1...N

onde M representa o nimero de elementos da malha, €2, representa o volume
do elemento e, (o), representa a tensao de von Mises no centro do elemento, K,
representa um fator controle da penalizagao das densidades intermediarias, e (o) ’

representa a tensao de escoamento do material,.

Para utilizar métodos de otimizagao baseados nos gradientes, é necessario
fazer o calculo da sensibilidade das funcoes envolvidas no problema, ou seja a
derivada da fungao objetivo e das restrigdes em relagao as variaveis de projeto.
No caso especifico de se utilizar PLS, é necessario aproximar o problema nao
linear 6.35 por um problema linear. Para isto ¢ utilizada a expansao em série de

Taylor e utilizados apenas os termos de primeira ordem.

Fazendo a expansao em série de Taylor do primeiro termo da func¢ao objetivo

do problema 6.35 e considerando apenas os termos de primeira ordem, tem-se:
av (p°
V=V +) L [p: = 1] (6.36)

Para avaliar esta funcao utilizando a parametrizagao das densidades proposta
no capitulo 5 é necessério escrever a funcao objetivo em termos das densidades

nodais. Assim, para o caso de elementos axissimétricos, tem-se:

V(p) = Z 2%//7“ (Z piNi(s,t)> drdz (6.37)

e

onde a integral é feita sobre cada elemento da malha de elementos finitos. Assim

a derivada de V em relacao a p, é dada por:

dvdf)p - ; 2”//7”‘1 (; Pij(S>t)) Ni(s, t)drdz (6.38)

1
€

De maneira andloga, para o caso de elementos em EPT a derivada de V' em
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relagao a p; ¢ dada por:

=y //q (ijjvj(s,t)) Ni(s, t)dxdy (6.39)

e=1

xr Yy e

Agora o segundo termo da funcao objetivo é F, (p), ou seja o termo de pena-

lizacao das densidades intermedidrias é dado por:

Fip) = K, [ oo, (6.40)
e=1 o

= Kqé 27://7" (ilpizvi(s,t)> (1— (sz )) drdz

Fazendo a expansao em série de Taylor de maneira andloga ao do volume, é

necessério calcular a derivada de Fj, (p) em relacao a p;. Sendo dada por:

dpl KZ 27?//[ St—2(Zp] ) (,t)]drdz

Novamente de maneira andloga, para o caso de elemento em EPT a derivada

(6.41)
F, (p) em relacao a p; é dada por:

diqu( - //[ St—2<2ﬂg ) (J)]dwdy

Observe que para avaliar numericamente as equagoes 6.38, 6.39 e 6.42 ¢é ne-

(6.42)

cessario aplicar a quadratura de Gauss.

A mesma expansao em série de Taylor e cdlculo das derivadas deve ser feito

para as restrigoes. Considerando a restricao dada por G temos:

[ (St 1T
@=k2< Ty um”s1 (6.43

ec Atv

Observa-se na equacao 6.43 que a somatoria considera apenas os elementos per-

tencentes ao conjunto Atv que é definido por 6.44:

Aty = {e =1,...,M| fom (p<qO->e) <;> —e(1—p) > 0} (6.44)

Assim, a expansao em série de Taylor, com apenas os elementos de primeira
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ordem, fica:

G =G (o) + 3 ) [ ) (6.45)

‘ . 0G1(p° .
logo, é necesséario calcular o valor do termo () Entretanto, diferentemente

op;

2

do volume, para se fazer o calculo da sensibilidade da restrigao, é necessario
considerar que G; é uma fungao implicita de p, uma vez que temos o sistema

linear

K(p)d =£(p) (6.46)
e a tensao (o), é fungao do deslocamentos d.

Dessa forma, neste trabalho, serd utilizado o método adjunto, logo, temos a

sensibilidade da restricao em funcao da variavel p, dada por:

dG, (p° oG (p° df dK
dp; Ip; dp;  dp;
Parte explicita Parte i‘rgph'cita
onde ()
dGy (p
K\'= —=~ 6.48
7 (6.48)
, . . dGy (po)
que é chamado de problema adjunto. A derivada —;y—* representa um vetor de

derivadas da funcao G; em funcao dos deslocamentos d;, assim este tem dimensao

igual ao numero total de graus de liberdade ng do problema e é representado por:

_ dG1(p0) -
ddy

G (p°) dcl:(po)

dd i (6.49)

Inicialmente, serd apresentada a sensibilidade do termo explicito da equagao

6.47. Para facilitar o calculo das derivadas que seguem, sera considerado que:

Fom ((),) VQCA@JTVCAQE

pq pq

VG0 (9.)7 Ve @), 650
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Assim, a derivada da parte explicita é dada por:

aGé,Eé ) :% [% > (\/Co () VCq <e>e# —<(1 —,0)) ] p (6.51)

(2

.éeem Qup <\/co ()T VCy <e>e<;>z —e(1— p)> e

Aqui, vale lembrar que o campo de densidade volumétrica esta sendo para-
metrizado com a formulacao ACDM, conforme apresentado no capitulo 5, dessa

forma a derivada campo de densidade em funcao da densidade nodal é dada por:
q—1
op? !
95~ 1 (Z ijj) N; (6.52)
T le

Agora serd apresentado o cdlculo das derivadas que envolvem a parte implicita

da equacgao 6.47. Inicialmente serd apresentada as derivada em funcgao de p;, (;—:
dK
€ d_m)

Considerando o vetor de forcas f, calculado a partir do vetor de forcas f. de
cada elemento da malha de elementos finitos, conforme apresentado no capitulo

5 e na subsecao 7.4.1, f., para o caso axissimétrico, é dado por:

f. = ///TNTdeHdrdz = 27‘(‘//7”Nchd7“dZ (6.53)
z r 6 zr

f. = p0, [ “r ] (6.54)

ay

onde

Para obter a derivada de f em relacao a p; basta fazer:

df.  0Op?
= | (6.55)
dp; apj a,
e, conseqiientemente:
df, df.
=27 / / rNT —drdz (6.56)
dp; dp;

df)

Para finalizar, basta montar o vetor de derivada da forgas f em relagao a p, (d—p
7

utilizando a conectividade dos elementos.

Para o caso de elemento em EPT a derivada de f em relacao a p; é nula, uma

vez que nao estao sendo consideradas as forgas de campo.

A derivada da matriz de rigidez em termos de p;, para o caso de elemento em
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axissimétrico, é obtida de forma simples.

Partindo da matriz de rigidez k. de um elemento, conforme apresentado no

capitulo 5, dada por:

k. = / / / rBY CHEB.dfdrdz = 2 / / rBl CIB.drdz (6.57)
z r 0

z T

Para se obter a derivada da matriz de rigidez do elemento, basta calcular a

derivada de CH em relacao a p;, que é dada por 7.64:

dCH  9p*
dp; — p;
e entao calcular: -
k
flpj =27 / / rBl %Bedrdz (6.58)

E para finalizar, deve-se montar a matriz de derivada da rigidez global.

No caso de elemento em EPT, basta fazer o mesmo procedimento, porém

integrando apenas em funcao de x e y.

Seguindo o cédlculo das derivadas que envolvem a parte implicita da equacao
6.47, sera apresentada a seguir as derivadas envolvidas no problema adjunto 6.48,
que estao em funcao dos deslocamentos d. Assim, os termos do vetor representado

em 6.49 é dado por:

%_ [ S0, <\/co IV, ( >#—5(1—p)>] " (6.59)
é Z ep (\/CO VCO > <;>e _€<1 _p)>

1 d\/CO )" VG (c),

’L

onde:

d\/CO VCO > _ d\/m ]T |:d<€>e:| (6 60)
d(e) ddz .

Observa-se que os termos a direita da equacao 6.60 sao vetores, sendo que o

primeiro que representa derivada da tensao de von Mises em fun¢ao da deformagcao
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¢ dado por:

[ dy/Co(e)I VCole), |
de,

_ dv/Cole)IVCo(e),

d\/Co(e), VCole), _ deg 1

d{e). dy/Co(e)f VCo(e), (6.:61)

de,

dv/Cole)TVCo(e),

L dery _

e considerando a aproximacao para estruturas axissimétricas, onde o tensor cons-
titutivo Cy é dado por 5.2 em funcao das propriedades Ej e vy, as componentes

do vetor 6.61 sao dadas por:

d\/Co () VT (0), _% 1 (—ep + 26, _ez)% (6.62)
de, \/Co ()T VCq (e), (=)

4\/Cy <€£0VCO 0. _1 = <€>g“1vco — oty B o

d\/ Co <€;€ZVCO (€). _ % \/CO <€>;VCO m (—€o — & + 2¢2) (f—gyg) (6.64)

dy/Co <€£ZVCO (€. ;\/CO 1VCO — @6) % (6.65)

O segundo termo a direita da equacgao 6.60 representa a derivado do tensor

de tensoes em funcao do deslocamento, e este é representado por:

ia; =0

d<€>e dd.

ad, =B dE:l (6.66)
| i =0

sendo que B representa a matrix que relaciona os deslocamentos nodais com
o campo de deformacao no interior do elemento, e no caso da formulagao do

elemento finito utilizado neste trabalho esta é dada por 5.8.

As derivadas representadas na equagao 6.60 aqui apresentadas, para o caso

de elemento axissimétrico, através das equagoes 6.61, 6.62 , 6.63, 6.64, 6.65 e
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6.66 também foram implementadas para o caso dos elementos em EPT. Para
manter o texto concisao esta derivadas sao apresentadas adiante, na formulacao

com restricao local, através da equagoes 6.85, 6.86 , 6.87, 6.88 e 6.89.

Assim tem-se todos os termos necessarios para o calculo de sensibilidade do

problema proposto na sua forma discreta dada por 6.35.

De maneira similar ao problema “OT com restricao global de tensao”,
¢ necessario fazer a discretizacao do problema “OT com restricao local de

tensao” 6.34, que na forma discretizada passa a ser dado por 6.67:

minimizar ['(p) = Z / pdSde
P e=1 Q.
M
+Kq2/p(1 — p)pdQ.
e=1 Q.
M 2 2
dp dp
K, — — | dQ.
w2 [ (5) (@)
tal que (6.67)
Jom ({0),) 1
Je (P) = £ —1|—-e(1—=p) <0 parae=1...M
(p) p( o (o), (1—=p)
0<ppin <p; <1 parat=1...N

onde, assim como no problema 6.35, M representa o ntimero de elementos da ma-
lha, p representa o vetor de densidade nodais com N componentes, p representa
o campo de continuo densidades no interior do elemento, (o), representa a tensao
de von Mises no centro do elemento e, e (o) , representa a tensao de escoamento

do material.

Seguindo a formulagao do MLA apresentada ne se¢ao 6.5.1 ¢é possivel escrever

o problema 6.67 na forma:

minimizar L (p, pu,c) =T'(p) (6.68)
p

M
1
+> 5 {max {0, 1, + cege (p)}]° — i}
e=1 ¢
tal que

0<ppin <p; <1 parat=1...N

onde p representa o vetor de multiplicadores de Lagrange e ¢ representa o vetor de

e penalizagao, ambos com M componentes, cada uma associada as M restrigoes.
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Para resolver o problema 6.68, através do MLA é necessério fazer a andlise de

sensibilidade da funcao objetivo que no caso é o prério Langrangeano aumentado.

Inicialmente apresentaremos o termos que compoem I'(p). Assim, para o caso

de elementos em EPT tem se o volume dado por:

— i/ﬁdﬂe = i // (i: piNi(s,t)>qd:vdy (6.69)

e

onde a integral é feita sobre cada elemento da malha de elementos finitos. Assim

a derivada de V em relacao a p, é dada por:

-1

ddpl - // (ij St> Ni(s, t)dxdy (6.70)

e

A derivada do termo de penalizacao das densidades intermediarias é F (p)

para o caso do elemento em EPT estd apresentado na equagao 6.42

Finalmente o termo de regularizacao é dado por:

oS [ () (20 e

Escrevendo os gradientes do campo de densidades em relagao as densidades

nodais p;. Tem-se:
4

op ON;(s,t)

D Sy T (6.72
j=1

Op < ON;,(s,t)

el R S A 6.73

3 ;p] 5 (6.73)

ON;(st)  ONj(st) ~ <
sendo que éif ) o é;s ) sdo dados pela relacio:

ON; ON;
ox _ 711 ds
ON; =J ON;
oy ot

onde J representa a matriz jacobiana dada por 5.13

Assim, a derivada da funcao 6.71 em funcao das densidades nodais é dada

dp, Z//{ @Z) du ”(%Z) %ﬂd dy  (6.74)

por:
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E logo tem-se a derivada de todos os termos de I'(p) em fungao da densidade
nodal p,.

Assim, pode-se partir para a derivada do segundo termo do Lagrangeano

aumentado dado por:

~ {max 0,1, + g ()}~ 42) (6.75)

Escrevendo apenas os termo de A (p) diferente de zero tém-se:

1 2

A = — 12 .

(p)= > 5o {le + cee (PN = i} (6.76)
ec Atv
onde
Atv={e=1,...,M | p, + cege (p) > 0} (6.77)
.. . .o~ ~ . 0G1 (po)

De forma similar a derivada da restricdo em fungao da densidade ( ),

Op;
para o caso da “OT com restrigao global de tensao”, o calculo de da derivada

de A (p) em funcao da densidade (agép ) é feito através do método adjunto. Dessa

forma, se tem:

dA (p) oA (p) r(df  dK
= A d 6.78
——
Parte explicita Parte 1mp1101ta
onde ()
dA (p
K\ = :
A - (6.79)
e %ﬁlp) ¢ dado de forma analoga a 6.49.

Inicialmente, serd apresento a sensibilidade da parte explicita da equagao 6.78.
Novamente, por motivo de simplicidade, o indice de falha do material escrito sera

escrito como 6.50 e dado por:

f”m ) = \JCy (0T VG (o),

Assim, a derivada da parte explicita da equagao 6.78 é dada por:

AN (p) _ dg. (p)
3= 5 {ercanon % 2| (6.80)
onde
99. (p 8pq \/C0 TVCo () —— —1) + 27, (6.81)
apz <U>y 8pl ‘

Novamente, vale lembrar que o campo de densidades volumétricas esta sendo

parametrizado com a formulaggo ACDM, conforme apresentado no capitulo 5,
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dessa forma a derivada campo de densidade em funcao da densidade nodal é

dada por:
qg—1
8pq
7 = ¢ <Z p; ) N; (6.82)

As derivadas que envolvem a parte implicita da equacao 6.78 podem ser di-

vididas em dois grupos, o grupo das derivadas em funcao da densidade nodal p,

(dE ¢ K

dA(p)
(§] .
dp; = dp; )

) e o grupo das derivadas em funcao dos deslocamentos d ( 7d

As derivadas do primeiro grupo sao calculadas de maneira analoga ao pro-

blema com restri¢ao global de tensao, porém levando em consideracao que se trata

de um elemento em EPT e que por nao haver forcas de campo, tem se j:. =0.

( )

A derivada do segundo grupo que representa um termo genérico do vetor

dA(p) 9G1(p)
ad dd;

(andlogo ao vetor apresentado em 6.49) é dada por:

(6.83)

d Co (e VCO
oA (P) = Z [the + Cege (P \/ e 1

ecAtv d; <0'> y

d\/Co VCO > _ [ d\/m ]T [d<€>e] (6 84)
1) dd; ‘

Assim como no caso da restricao global de tensao, observa-ser que os termos a
direita da equagao 6.84 sao vetores, sendo que o primeiro que representa derivada

da tensao de von Mises em fungao da deformagao é dado por:

dv/Co(e)TVCy(e),

deg
dy/Cole)s VCole) — | dv/Cole)l VCole), 6.85
de), dey ( ’ )
dv/Co(e)TVCy(e),
dezy

e considerando a formulacao elementos em EPT, onde o tensor constitutivo Cq é
dado por 5.5 em funcao das propriedades Fj e vq, as componentes do vetor 6.85

sao dadas por:

1
VCo (67 VG (6),
(

2
. [ —4 + 16v — 4y2) €y + (8 —8v+ 81/2) em} (iz)
(1—v3)

4/Co (9] VC o),
de,

(6.86)

| —
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d\/Co (e)e VCo{e), 1
de, 2\/00 VCO ).

E 2
(4 +16v —4?) e, + (8 = 8v +81%) ¢, (ﬁ)

= (6.88)

(6 — 120 + 61%) € B Y
BANCEST)
O segundo termo a direita da equagao 6.84 representa a derivado do tensor

de tensoes em funcao do deslocamento, e este é representado por:

o

d<€>e dd.

ad, =B = 1 (6.89)
| i =0

sendo que B representa a matrix que relaciona os deslocamentos nodais com
o campo de deformacao no interior do elemento, e no caso da formulagao do

elemento finito em EPT, esta é dada por 5.9.

Assim, tem-se todos os termos necessarios para o calculo de sensibilidade do
problema “OT com restricao local de tensao” proposto na sua forma discreta
dada por 6.68
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7 Otimizacao da distribuicao
de material em estruturas
com gradacao funcional

7.1 Introducao

Os Materiais com Gradagao Funcional (MsGF), sdo materiais cujas propriedades
variam gradualmente com a posicao. Conforme apresentado na subsecao 4.3.1,
estes materiais possuem um gradiente de propriedades devido a variagao continua
da microestrutura, da composi¢ao quimica, ou da organizacao atomica do mate-

rial (KIEBACK; NEUBRAND; RIEDEL, 2003).

Segundo Koizumi (1997) o conceito de MsGF foi proposto em 1984 por pes-
quisadores japoneses com o intuito de fabricar materiais para barreiras térmicas.
Desde entao, o desenvolvimento dos métodos de fabricacao e aplicacao dos MsGF

tem sido foco de diversos grupos de pesquisa ao redor do mundo.

Pode-se observar a importancia dada ao desenvolvimento dessa classe de ma-
teriais pelas edigcoes especiais da revista Composites Part B: Engineering editada
por Pindera et al. (1997) e da revista Journal of the Mechanics and Physics of
Solids editada por Suresh e Needleman (1996), que visam mostrar um panorama

do desenvolvimento dos Materiais com Gradagao Funcional.

Os processos de fabricacao dos MsGF tém em geral duas etapas: uma primeira
etapa, de construgao do gradiente espacial e a segunda, de consolidagao dessa

estrutura com gradiente (KIEBACK; NEUBRAND; RIEDEL, 2003).

Os processos de construcao do gradiente podem ser classificados em: consti-
tutivos, por homogeneizagao e por segregagao. Os processos constitutivos cons-
troem a estrutura com gradiente de maneira descontinua, passo-a-passo, criando
camadas com propriedades diferentes a partir de materiais base ou materiais

granulados. Os processos de fabricacao por homogeneizacao! criam o gradiente

'Homogeneizacdo, aqui faz referéncia a um processo de fabricacdo, & diferenca do seu signi-
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a partir do transporte de material entre duas regides que, inicialmente, possuem
uma interface bem definida. J& os processos por segregacao produzem o gradiente
a partir de um material composto homogéneo que é submetido a campos exter-
nos, como por exemplo, o campo elétrico ou gravitacional (KIEBACK; NEUBRAND;

RIEDEL, 2003).

Os processo de consolidagao do material que seguem o processo de construgao
do gradiente sao, em geral: a secagem, a sinterizacao ou a solidificacao. Estes
devem ser adaptados para a fabricacao dos MsGF, de modo a nao destruir o gra-
diente previamente construido. Os principais processos de fabricagao dos MsGF
se baseiam na metalurgia do p6 e na fundigao controlada (KIEBACK; NEUBRAND;
RIEDEL, 2003).

Diversos pesquisadores trabalham sobre o desenvolvimento de métodos de
fabricagao para Materiais com Gradagao Funcional e uma revisao destes processo
pode ser encontrada em Kieback, Neubrand e Riedel (2003) e Mortensen e Suresh
(1995).

Quanto a aplicacao dos MsGF, se destacam alguns campos. Inicialmente
deve-se citar a utilizacao destes materiais como barreiras térmicas, como na sua
proposta inicial. Uma apresentacao desta classe de aplicagao pode ser encontrada
em Lee et al. (1996).

Outro campo de aplicacao dos MsGF é a bio-engenharia, como o desenvolvi-
mento de préteses odontoldgicas (HEDIA, 2005). Uma apresentacao das vantagens
e aplicagoes dos Materiais com Gradacgao Funcional em bioengenharia pode ser

encontrada em Pompe et al. (2003).

A grande vantagem dos MsGF ¢é a possibilidade de projetar e fabricar o
gradiente de propriedades de forma a melhor atender as necessidades de projeto.
Assim, desenvolveram-se estudos sobre como o gradiente do material influencia o
desempenho do sistema. Ravichandran (1995) faz um estudo da tensao térmica
residual em funcao do gradiente de propriedade, tensao esta que ocorre devido a
diferenca dos coeficientes de expansio térmica dos materiais. Cho e Oden (2000)
apresentam um estudo paramétrico do perfil de propriedades em uma placa sujeita

a um carregamento térmico.

O passo seguinte no projeto de revestimentos ou estruturas fabricadas com
MsGF ¢ a aplicacao de métodos de otimizacao. A seguir serda apresentada uma

revisao bibliografica deste topico.

ficado no capitulo 4, em que da nome a um método matematico
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7.2 Revisao bibliografica sobre o projeto otimi-
zado de estruturas com gradacgao funcional

Com a possibilidade de se projetar e fabricar estruturas utilizando os Materi-
ais com Gradagao Funcional, o passo seguinte a andlise, no que diz respeito ao

desenvolvimento dessas estruturas, é a aplicagao de métodos de otimizacao.

Um dos primeiros trabalhos a aplicar métodos de otimizacao no projeto de
estruturas com gradagao de funcional é o de Markworth e Saunders (1995). Os
autores fazem a otimizacao de um gradiente unidimensional de propriedades com
o objetivo de maximizar ou minimizar o fluxo de calor na estrutura. Neste tra-
balho, por se tratar de um problema uni-dimensional, a fracao volumétrica das
fases do material é parametrizada por uma funcao quadratica e, neste caso, os

coeficientes da fungao passam a ser as variaveis de projeto.

Nesta mesma linha, Tanaka et al. (1996) apresentam a otimizacao do perfil
de propriedades da parede de um cilindro sujeito a uma diferenca de temperatura
entre as faces externa e interna. O objetivo deste trabalho é obter um dado perfil
de tensoes previamente definido. De maneira similar ao trabalho de Markworth e
Saunders (1995), aqui os autores também utilizam uma fungao que parametriza

a fracao volumétrica dos materiais que compoem o MGF.

Tratando também de problemas unidimensionais, Tanigawa e Matsumoto
(1997) apresentam a otimizagdo de uma placa com gradiente de propriedades
na espessura, cujo objetivo é minimizar a maxima tensao mecanica durante a

fase transiente de um carregamento térmico.

Continuando a tratar problemas unidimensionais, Aboudi, Pindera e Arnold
(1997) fazem a minimizagdo de uma funcao integral da tensdo mecanica. Para
parametrizar o problema os autores utilizam um modelo de material de alta-
ordem (ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 1999), apresentado brevemente na subsecao
4.3.1, e adotam como variavel de projeto a distancia entre as inclusoes de material

heterogéneo na matriz.

Ootao et al. (1999) propoem o uso de redes neurais para a modelagem do
campo de temperatura e tensao de uma esfera oca sujeita a carregamentos térmicos.
Para tratar o problema de otimizacao, os autores utilizam as redes neurais para
definir, na parede da esfera, a distribuicao de propriedades que minimiza a maxima
tensao mecanica para um dado carregamento térmico transiente. Devido a sime-
tria radial do problema, este também se reduz a um problema uni-dimensional,

e a distribuicao de densidade volumétrica passa a ser parametrizada por uma
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funcao com apenas um parametro, que ¢é tratado como variavel de projeto

Um tratamento mais genérico para o problema de controle de tensao em Ma-
teriais com Gradacgao Funcional sujeito a carregamentos térmicos foi apresentado
por Cho e Ha (2002) e também por Turteltaub (2001, 2002), de modo indepen-
dente. Estes trabalhos tém como principal caracteristica nao fazer nenhuma de-
finicao a priori sobre a distribuicao espacial das propriedades, diferentemente dos
demais anteriormente citados que utilizam funcoes pré-definidas para representar

a distribuicao de propriedades.

Cho e Ha (2002) apresentam a otimizacao da distribuicao de propriedades
para a minimizagao da maxima tensao mecanica devido a carregamentos térmicos
estaticos. Para isto os autores utilizam conceitos similares aos do Método de
Otimizagao Topoldgica. A distribuicdo de material é entao parametrizada pela
fracao volumétrica definida sobre cada né de uma malha composta de super-
elementos, e, associada a esta malha, existe uma malha de elementos finitos
mais discretizada, com a qual se calcula os campos de tensao e temperatura
do problema. Mais adiante, na secao 7.3, inclui-se a Figura 7.1 que representa
esta situagao, juntamente com uma discussao sobre as formas de parametrizacao

da distribuicao de material .

Desse modo, o campo de densidades volumétricas é interpolado por fungoes
bilineares e as propriedades do material, decorrentes da densidade volumétricas
sao transferidas para a malha de elementos finitos utilizada para analise, nos
pontos de Gauss da integragdo numérica. A otimizagao é feita através de métodos
de penalizagao interior e o calculo de sensibilidade das fungoes envolvidas é feito

através do Método das Diferencas Finitas.

Um ponto importante de comparacao do trabalho de Cho e Ha (2002), em
relacao a implementagao desenvolvida nesta dissertagao é que os autores consi-
deram apenas a tensdo na macro-escala (o) seguindo a notagao do capitulo 2,

enquanto neste trabalho sao consideradas as tensoes na microestrutura.

A partir de Cho e Ha (2002), o primeiro autor desenvolve uma linha de
trabalhos, nos quais aprimoramentos e alteracoes sobre a implementacao basica

sao realizadas.

Em um trabalho seguinte, Cho e Park (2003) utilizam uma funcao multi-
objetivo composta por uma combinagao linear da méxima tensao mecanica e da
energia de deformacao da estrutura, que corresponde a duas vezes a flexibilidade

definida no problema de Otimizagao Topolégica (OT) do capitulo 2. Cho e Park
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(2003) utilizam também um esquema de refino h-adaptativo na malha que re-
presenta o campo de fracao volumétrica. Os autores justificam a aplicacao deste
refinamento da malha como uma forma de se obter maior flexibilidade do campo
de propriedades, sem que se aumente demasiadamente o nimero de variaveis.
Esta solucao é necessaria, apenas quando se utiliza a o Método das Diferencas
Finitas para calcular a sensibilidade do problema, como é o caso de Cho e Park
(2003), pois neste caso o nimero de variaveis de projeto é critico quanto ao tempo

computacional.

Com o intuito de melhorar a eficiéncia deste método em relagdo ao tempo
computacional, Cho e Shin (2004) utilizam redes neurais para realizar a simulacao
do problema de forma mais rapida e, assim, permitir o uso de um maior niimero

de varidveis de projeto.

Cho e Choi (2004) apresentam sobre a mesma estrutura de Cho e Ha (2002)
uma nova fungao objetivo, dada pela razao da méxima tensao mecanica da es-
trutura e a tensao de escoamento do material no ponto onde esta tensao ocorre.
Assim, a tensao é calculada sobre a macro-escala ({o)) e a tensao de escoamento
((o),) é dada pela média das tensdes de escoamento de cada material ponderada

pela densidade volumétrica de cada material.

Dessa forma, a tensao na microestrutura esta sendo indiretamente tratada,
pois a tensao de escoamento, analisada em funcao da tensao na macro-escala,
dependera dos materiais e da geometria da microestrutura. Apesar de que neste
trabalho Cho e Choi (2004) utilizam uma interpolacao linear que tem apenas
como justificativa fisica que a tensao de escoamento de um material composto
deve estar entre a tensao de escoamento dos dois materiais que o constituem,
porém, é sabido que a tensao de escoamento, ou qualquer outro critério de falha,
é influenciado por caracteristicas geométricas da microestrutura (TORQUATO,
2000).

Em contrapartida aos trabalhos de Cho, anteriormente citados, Turteltaub
(2001, 2002) trata o problema de distribui¢ao 6tima de Material com Gradagao
Funcional em problemas termo-elasticos baseando-se na teoria do Método de Oti-

mizacao Topoldgica.

Em Turteltaub (2001) é apresentado um método, baseado na teoria de OT,
capaz de definir o campo de propriedades necessario para se obter uma dada
distribuicao de temperatura, ao final de um intervalo de tempo, para uma placa
sujeita a carregamentos térmicos. Neste trabalho é simulado apenas o campo

térmico e nao o campo termo-elastico acoplado, como a maiorias dos trabalhos
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(MARKWORTH; SAUNDERS, 1995; TANAKA et al., 1996; TANIGAWA; MATSUMOTO,
1997; OOTAO et al., 1999; CHO; HA, 2002).

Turteltaub (2002) faz um expansao e generalizagao de seu trabalho anterior
considerando um problema termo-elastico transiente. E utilizada uma funcao
multi-objetivo do erro quadratico dos campos de tensao e temperatura em relacao
a campos pré-definidos das mesmas grandezas. Entao se utilizam coeficientes para

ponderar o controle do campo de tensoes e do campo de temperaturas.

Ainda tratando de problemas termo-elasticos, outros autores contribuiram
para o desenvolvimento do tema, como Nadeau e Ferrari (1999), que apresentam
a otimizacao de uma barreira de resisténcia térmica, onde as variaveis de projeto
sao os parametros da microestrutura composta de inclusoes esféricas em uma ma-
triz elastica. Boussaa (2000) apresenta a otimizagdo de um tubo metélico com
revestimento ceramico e uma camada intermediaria com gradiente de microes-
trutura que varia entre metal e ceramica. Neste trabalho o autor determina o
perfil de propriedades da camada intermediaria de modo a minimizar a tensao
mecanica nesta camada. Parashkevova, Ivanova e Bontcheva (2004) apresentam
a minimizacao da tensao mecanica em uma placa com gradiente de propriedades,
sujeita a carregamentos térmicos, considerando efeitos termo-elasticos e plasticos.
Chen e Tong (2005) apresentam uma fundamentacao tedrica para a anélise de sen-
sibilidade de problemas termo-elasticos considerando o acoplamento entre os cam-
pos. Os autores apresentam também um problema de otimizacao considerando
como variaveis de projeto os valores nodais das propriedades dos elementos iso-
paramétricos com gradiente proposto por Kim e Paulino (2002). Uma descri¢ao

destas formulacao de elemento serd feita adiante na segao 7.3.

Uma outra linha de projeto e otimizacao de estruturas compostas por MsGF
trata de problemas apenas mecanicos, sem considerar os problemas da termo
elasticidade. Assim, como o trabalho desenvolvido nesta dissertacao que trata
dos problemas envolvendo apenas campos mecanicos decorrentes da aplicacao de

forcas externas e de campo.

Dentre esses, destacam-se Turteltaub e Washabaugh (1999), que apresentam a
formulagao cléssica do MOT de minimizacao da flexibilidade para a distribuicao
de dois materiais em uma estrutura sujeita a forcas de campo dependentes da
densidade. Huang et al. (2002) apresentam a otimizac¢ao de um volante (roda de
inércia) considerando duas fungoes objetivo: minimizar a tensao maxima e ma-
ximizar a energia cinética armazenada no volante. Para tratar esta otimizacao

multi-objetivo, os autores utilizam o Método de Tchebycheff de Ponderacao para



135

encontrar o conjunto 6timo de Pareto. Huang et al. (2003) apresentam a oti-
mizacao da variacao do médulo de Young ao redor de um furo em uma placa
a fim de minimizar a maxima tensao mecanica. Ja Turteltaub (2005) apresenta
a otimizagao da distribuicao de material em uma estrutura sujeita a carrega-
mentos mecanicos dinamicos, a fim de minimizar a energia de deformacao da
estrutura, integrada no tempo. Silva e Paulino (2005) apresentam a aplicagao da
base tedrica do Método de Otimizagao Topoldgica para realizar distribuicao de
propriedades de uma estrutura com gradacao de funcional, a fim de minimizar a

sua flexibilidade.

No trabalho de Lipton (2002), a base tedrica do Método de Otimizagao To-
polégica foi aplicada em particular ao projeto otimizado de estruturas constituidas
por Materiais com Gradagao Funcional, considerando restrigao de tensao. Neste
trabalho, o autor propoe a maximizacao da rigidez torsional, considerando como
restricao um indice global da tensao mecanica na secao transversal de uma barra.
Um ponto importante neste trabalho é que o autor considera a tensao na mi-
croestrutura através dos corretores de tensao apresentados na secao 4.4, que, em
seu trabalho, s@o chamados de tensores de covariancia. Apesar de se basear no
MOT, o autor nao considera o fenomeno das topologias singulares apresentado
na secao 6.3, explicitando este fato no texto. Entretanto, este fenomeno nao deve
ocorrer pois a fracao de volume das inclusoes pode variar apenas entre 0 e 0,5.
Assim, quando a densidade tende a 0, o tensor de covariancia também tende a
zero de modo que a tensao passa a ser igual a tensao na matriz homogénea, e,
consequientemente, nao ocorre o fenomeno da tensao limitante descrito em Cheng
e Jiang (1992), Duysinx e Bendsge (1998) que causa o fenomeno das topologias

singulares.

7.3 Modelagem numérica de estruturas constituidas
por Materiais com Gradacao Funcional

Antes de se aplicar os métodos de otimizacao para o projeto de estruturas cons-
tituidas por Materiais com Gradagao Funcional (MsGF), é necessério fazer algu-

mas escolhas quanto a modelagem numérica destas estruturas.

Neste caso, dois pontos importantes devem ser definidos: a escolha do modelo

de material e a forma de representagao do campo de densidades volumétricas.

Quanto ao modelo de material, existem diversas opgoes para a modelagem de

materiais compostos e algumas opcoes para a modelagem de MsGF. Na literatura
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de otimizagao apresentada na se¢ao anterior (7.2), os trabalhos descritos utilizam
varias abordagens para relacionar o campo de densidades volumétricas com as
propriedades efetivas. A seguir sao apresentados os modelos de material utilizados

em cada trabalho.

Markworth e Saunders (1995) utilizam o modelo de Voigt. Tanigawa e Mat-
sumoto (1997) e Ootao et al. (1999) utilizam o modelo de material proposto por
Kerner (1956). Nadeau e Ferrari (1999) utilizam o modelo de Mori-Tanaka para
o calculo das propriedades elésticas efetivas, o modelo de Hatta-Taya (HATTA;
TAYA, 1985) para a condutividade térmica efetiva e o modelo de Rosen-Hashin
(ROSEN; HASHIN, 1970) para o coeficiente efetivo de expansao térmica. Bous-
saa (2000) utiliza o modelo Auto-Consistente e Huang et al. (2003) utilizam um

modelo de material similar ao SIMP.

Os trabalhos de Lipton (2002) e Huang et al. (2002) utilizam uma microestru-
tura pré-definida seguida da utilizacao do método de homogeneizacao ou métodos
similares. Os trabalhos de Turteltaub (2002, 2005) utilizam uma interpolac¢ao dos

limites superiores e inferiores de Hashin-Shtrikman.

Os trabalho de Cho e seu co-autores (CHO; HA, 2002; CHO; PARK, 2003; CHO;
CHOI, 2004; CHO; SHIN, 2004) utilizam a lei de mistura modificada, apresentada
em Suresh e Mortensen (1997), para a estimativa do médulo de Young e o mo-
delo de Schapery (SCHAPERY, 1968) para a estimativa do coeficiente efetivo de

expansao térmica.

Ja Chen e Tong (2005) utilizam o modelo de Voigt e o modelo de Wakashima-
Tsukamoto (WAKASHIMA; TSUKAMOTO, 1991) apresentado também em Cho e
Oden (2000). Neste trabalho Chen e Tong (2005) atentam para o fato de que os
diferentes modelos de material alteram a sensibilidade do problema e conseqiien-
temente, podem alterar a solucao obtida pelo método de otimizacao. Fazendo
um paralelo com o MOT, no que diz respeito a solucao, a escolha do modelo de
material é similar a escolha da penalizacao ¢ no modelo SIMP, que também pode

alterar a solucao obtida.

Dentre os artigos acima citados, observa-se que todos utilizam modelos de
material tradicionais desenvolvidos inicialmente para materiais compostos. O
trabalho de Aboudi, Pindera e Arnold (1997) é o dnico que apresenta a asso-
ciacao de métodos de otimizacao ao uso de um modelo de material de alta-ordem
desenvolvido especificamente para um MGF. O trabalho de Tanaka et al. (1996),
apesar de utilizar o modelo tradicional de Mori-Tanaka, restringe o mesmo apenas

para densidades volumétricas p nos intervalos 0 < p < 0,3 e 0,7 < p <1, sendo
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que no primeiro intervalo o material mais rigido é considerado como inclusao e
no segundo intervalo este material passa a ser matriz. Entre estes dois intervalos,
(0,3 < p < 0,7) é utilizada a interpolagao, através de inferéncia Fuzzy, entre as
curvas validas nos intervalos superiores e inferiores. A curva obtida através desta
interpolagao é qualitativamente similar a curva do modelo proposto por Reiter
e Dvorak (1998), que consideram o modelo de Mori-Tanaka nas regides onde é
possivel definir claramente a inclusao e a matriz, e o modelo Auto-consistente na

regiao de transicao.

Diferentemente das abordagens acima descritas, em alguns casos pode-se tra-
balhar diretamente com a distribuicao das propriedades efetivas na estrutura,
Isto ocorre, de maneira indireta, quando se utiliza o modelo de material SIMP
parametrizando apenas o modulo de Young do material, como é o caso proposto
no trabalho de Silva e Paulino (2005). Neste caso, o parametro p nao precisa
ser interpretado como uma densidade volumétrica, mas apenas como uma para-
metrizagao artificial do problema. Assim, é obtida uma distribui¢ao 6tima da
propriedade efetiva, que no caso Silva e Paulino (2005) é o médulo de Young.
Posteriormente, pode ser utilizado um modelo de material adequado, porém de
forma inversa, para se obter a densidade volumétrica a partir do médulo de Young.
Outra abordagem seria a utilizacao de métodos de projeto de material, nos quais
se utiliza o MOT a fim de definir a geometria da microestrutura formada por
dois materiais, que tenha a propriedade efetiva desejada (SIGMUND, 1994; SILVA;
FONSECA; KIKUCHI, 1998)

Entretanto, esta abordagem sé pode ser utilizada quando se esta interessado
em determinar a distribuicao de apenas uma das propriedades efetivas do material
e as demais propriedades nao influenciam o problema. Isto ocorre pois as propri-
edades efetivas estao relacionadas e a determinagao de uma microestrutura real,
que garanta um conjunto de propriedades, pode nao ser factivel. Por exemplo,
nao é possivel projetar um material com alta rigidez e com densidade préxima
de zero. O mesmo pode ocorrer entre as propriedades elasticas e térmicas do
material. Portanto, para acoplar todas as propriedades efetivas do material é
necessario se utilizar um ou mais modelos de material, de forma que as premissas

quanto a geometria da microestrutura sejam as mesmas.

Como ja afirmado, outro ponto a ser definido ¢ a respresentacao do campo de
densidades. Os trabalhos que tratam de problemas unidimensionais (MARKWORTH;
SAUNDERS, 1995; TANAKA et al., 1996; TANIGAWA; MATSUMOTO, 1997; OOTAO
et al., 1999) utilizam fungdes parametrizadas para representar estas distribuigoes,

assim é possivel escolher funcgoes continuas e suficientemente suaves.
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Aqui se observa a vinculacao entre a forma de se parametrizar a distribuicao
do campo de densidades volumétricas e a escolha do modelo de material, pois,
de um modo geral, deixam de ser validos quando se tem uma transicao rapida
da microestrutura em funcao do espago, ou quando as inclusdes tém tamanho
caracteristico da mesma ordem de grandeza que o gradiente da propriedades
(TORQUATO, 1998; ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 1999), conforme discutido na
subsecao 4.3.1. Assim, no caso das fungoes unidimensionais, é possivel selecionar
funcoes que sejam continuas, o que é uma caracteristica do campo de densidades
volumétricas, e suficientemente suaves, para que o modelo de material adotado

continue valido.

Entretanto, esta abordagem de utilizacao de uma tunica funcao para para-
metrizar o campo de densidades nao é eficiente para o caso de problemas bi ou
tri-dimensionais. Assim, os trabalhos de Cho e Ha (2002), Cho e Park (2003),
Cho e Choi (2004), Cho e Shin (2004) utilizam super-elementos que parametri-
zam o campo de densidades através de fungoes bi-lineares, da mesma forma que
o campo de deslocamentos é interpolado no interior do elemento finito isopa-
ramétrico utilizado na andlise. Uma representacao esquemaética dessa forma de

parametrizacao do campo de densidades esta apresentada na Figura 7.1.

Malha de anélise

super-elemento

Figura 7.1: Representacao esquematica da parametrizacao da distribuicao de
densidade volumétrica proposta por Cho e Ha (2002)

Observa-se na Figura 7.1 que os valores de densidades volumétricas e con-
seqiilentemente as propriedades efetivas do material, sao transferidas para a ma-
lha de elementos finitos nos pontos de Gauss de cada elemento da malha mais

discretizada.

Esta forma de parametrizagao proposta por Cho e Ha (2002) é similar a for-
mulagao de elemento isoparamétrico com gradiente, proposta por Kim e Paulino

(2002), desenvolvida para a andlise de estruturas com gradiente de propriedades.
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O elemento isoparamétrico com gradiente foi utilizado para parametrizar o campo
de densidades por Chen e Tong (2005) e Silva e Paulino (2005), e por Turteltaub
(2002, 2005) que, apesar de nao citar o trabalho de Kim e Paulino (2002), utiliza

a mesma idéia.

A formulacao do elemento isoparamétrico com gradiente considera que a dis-
tribuicao de propriedades no interior do elemento é controlada através de valores
nodais que sao interpolados pelas mesmas funcoes de forma utilizadas no MEF.

Assim, o campo de densidades volumétricas p fica dado por:

4
P = Z/%Nz‘ (7.1)
i=1

onde N; representa um conjunto de funcgoes forma tal que 0 < p < 1. Uma
descricao completa da interpolagao da densidade volumétrica empregada neste

trabalho sera feita adiante na secao 7.4.1.

@ Representacao dos nés do elemento

=  Representagao dos pontos de integragao de Gauss

Figura 7.2: Representacao esquematica da interpolacao das grandezas
definidas nos nés do elementos e transferidas para a formulacao do elemento
através do pontos de Gauss. (KIM; PAULINO, 2002)

Uma representacao esquematica do elemento isoparamétrico com gradiente
esta apresentada na Figura 7.2, onde se observa as variaveis de controle nodais
p; que parametrizam o campo de densidades volumétricas, e os pontos de Gauss
que recebem o valor da densidade sobre os mesmos. O trabalho de Kim e Pau-
lino (2002) demonstra que a utilizagdo do elemento com gradiente minimiza a
descontinuidade da tensao entre cada elemento da malha. Aqui vale notar que os
elementos isoparamétricos com gradiente nao garantem a continuidade do campo
de tensoes, pois uma caracteristica do MEF baseado nos deslocamentos é que a

derivada do campo de deslocamentos é descontinua.
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7.4 Formulacao proposta

Nesta secao sera apresentada a formulacao proposta neste trabalho para se fazer
a otimizacao da distribuicao de material em estruturas constituida por materi-
ais com gradacao de funcional. Inicialmente, na subsecao 7.4.1, sera feita uma
descricao do modelo de material adotado e da forma com que o campo de densi-
dades é parametrizado. Na sec¢@o seguinte (7.4.2), serd apresentado o problema

de otimizacao em si, junto com uma discussao das decisoes realizadas.

7.4.1 Modelo de material e parametrizacao do campo de
densidades volumétricas

Neste trabalho optou-se por utilizar um modelo de material genérico, de modo
a ter uma maior flexibilidade quanto as possiveis microestruturas representadas
por este modelo. Dessa forma, foram utilizadas interpolacoes dos limites superior
e inferior de Hashin-Shtrikman (H-S) apresentados na subsecao 4.3.2. Assim,

tém-se as propriedades efetivas do material dadas por:

K" (p) = ¢(p) Kmax(p) + (1 = ¢(p)) Kmmin(p) (7.2)

G"(p) = ¢(p)Gmax(p) + (1 = ¢(p))Grnin (p) (7.3)
onde Kiax, Kminy Gmaxs € Gmin 880 dados pelas equacgoes 4.23, 4.24, 4.25 e 4.26,

respectivamente, a fun¢ao ¢(p) é responsavel pela interpolagao entre os limites
superior e inferior do médulo de compressibilidade e de cisalhamento. A inter-
polac@o ¢(p) fornece a flexibilidade desejada para o modelo de material, de modo

que este possa se aproximar a outros modelos de material.

Observe que os valores de K ax, Kmin, Gmax, € Gmin 820 dados a partir das
propriedades dos dois materiais base que constituem o MGF, aqui seré conside-
rado um material mais (+) com propriedades K*, G*, ¢* e 0 e um material
menos (—) com propriedades K=, G~, ¢~ e 0, . Sendo que os médulos de com-

pressibilidade e cisalhamento atendem a relacaio K™ > K~ e Gt > G, jd a

+

tensdo de escoamento ( o

e 0, ) e as densidades (o™ e ¢7) de cada material nao

precisam atender a nenhuma relacao.

A partir das equacgoes 7.2 e 7.3 é possivel escrever o modulo de Young e o
coeficiente de Poisson do material, como 7.4 e 7.5, respectivamente:

o KH(p)
L+ 35w,

(7.4)
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P) = —————cf(,
2+2/350)

I/H

E importante ressaltar que, ao se utilizar uma interpolacao dos limites de
Hashin-Shtrikman (H-S) é garantida a existéncia de uma microestrutura real
composta pelos dois materiais pré-selecionados que possui as propriedades efeti-
vas previstas. Entretanto, isto s6 sera valido para os Materiais com Gradacao
Funcional se o campo de densidade volumétrica variar de maneira suficiente-
mente suave para que os limites de H-S continuem vaélidos, conforme discutido

na subsecao 4.3.2.

A definicao de quao suave deve ser o campo de densidades volumétricas,
deve ser feita com base nos materiais e processos de fabricacao escolhidos para a

construcao da estrutura com gradiente.

Neste trabalho sao propostas duas abordagens para a definicao da funcao de
interpolagdo ¢(p). A primeira e mais simples é de considerar ¢(p) constante.

Assim temos:
o(p) =K (7.6)
onde

ke 0 1] (7.7)
Esta abordagem é utilizada por Turteltaub (2002, 2005).

A segunda abordagem foi inspirada nos trabalhos de Tanaka et al. (1996) e
Reiter e Dvorak (1998), e considera uma fungao de interpolagdo que aproxima
as propriedades efetivas do material ao limite inferior de Hashin-Shtrikman (H-
S), para densidades volumétricas baixas, e ao limite superior, para densidades
volumétricas altas, além de fazer uma transicao suave entre os dois intervalos.

Com este objetivo foi escolhida a funcao dada por 7.4.1:

cos(mp) 1

o) = 2 4 (73)

que ¢é usada de forma recursiva, de modo a se obter a transi¢gao desejada. Assim,

neste trabalho, foi utilizada a funcao 7.9:

o(p) = p(p(e(e(p(p))))) (7.9)

E importante notar que os limites da zona de transicao bem como a func¢ao
foram definidas arbitrariamente. A definicao desta funcao se baseia apenas na

idéia de que o médulo de elasticidade deve ser proximo do limite inferior Hashin-
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Shtrikman (H-S) quando a fase menos rigida exerce o papel de matriz e do limite

superior quando esta fase exerce o papel de inclusao.

Para melhor ilustrar essa interpolacao, a Figura 7.3 apresenta o moédulo de
Young em termos da fracao volumétrica, para um MGF hipotético, onde os ma-

teriais base possuem moddulo de Young igual a 0.1 e 1.

03[ "
07 Limite superior de H-S
06
EH | Modelo de
05| material proposto
04

03 Py /4
KA
L ““;fr ......
02 i

Limite inferior de H-S

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

P

Figura 7.3: Exemplo da variacao do Mdédulo de Young segundo o modelo de
material dado pelas equacoes 7.2, 7.3 e 7.9. O médulo de Young foi calculado
em termos do moédulo de compressibilidade e cisalhamento pela relacao 7.4

A densidade real do material composto é dada de maneira direta pela média
ponderada das densidades de cada um dos materiais. Esta fungao esta represen-

tada em 7.10:
0" (p) = pot + (1 —p)o~ (7.10)

Quanto a parametrizacao do campo de densidades neste trabalho foi utilizado
o elemento isoparamétrico apresentado na secao 7.3, assim o campo de densidades

fica dado no interior de cada elemento por:

Observe-que matematicamente a formulagao do elemento isoparamétrico com
gradiente é idéntica a formulacao ACDM, logo, neste trabalho foi utilizada a

mesma implementacao de elementos finitos apresentada no capitulo 5.
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7.4.2 Formulacao do problema de otimizacao da distri-
buicao de material em estruturas com gradagao fun-
cional

Aqui serd apresentada a formulacao proposta para o problema de otimizacao da

distribuicao de material em estruturas com gradagao funcional.

Do ponto de vista da aplicagao de métodos de otimizacao para o projeto da
distribuicao de material em estruturas com gradacao funcional, neste trabalho
sao proposta duas funcoes objetivo diferentes a fim de tratar dois tipos de meta
de projeto. O primeiro objetivo consiste na minimizacao da fracao volumétrica
do material de uma das fase, e o segundo consiste na maximizacao da inércia de

rotacao de um componente mecanico.

A formulacao de minimizagao da fragao volumétrica de material é um objetivo
mais genérico, e pode ser aplicados a diversos problemas. Como por exemplo,
minimizar o custo da materia prima envolvida, ou minimizar o peso da peca, no
caso do material mais denso ser aquele tera o volume minimizado. Essa funcao
objetivo é dada por:
min /p(x)dﬂ (7.11)

g Q

A formulacao de maximizacao da inércia de rotacao é um objetivo mais es-
pecifico que se aplica ao projeto de rodas de inércia, também conhecido como
volantes, que sao discos rotativos utilizados para a armazenar energia cinética
dentro de dispositivos. As rodas de inércia sao utilizadas, por exemplo, em pren-

sas mecanicas. Esta funcao objetivo ¢ dada por:

max /T2($)Q(x)dﬂ (7.12)
P
Q
onde p representa a densidade real do material e é dada em 7.10 e r representa o

raio entre o ponto x e o eixo de rotacao.

Apesar da diferenga de aplicagao de cada uma das fungoes objetivo, do ponto
de vista matematico e de otimizacao os problemas ambas as formulagoes sao
similares uma vez que tanto a inércia de rotacao e o volume, sao fungoes lineares

em relacao a densidade volumétrica de material.

A principal questao na formulacdo proposta nesta secao é o tratamento das
restricoes de tensao, que é feito de forma independente de funcao objetivo. As-
sim, o desenvolvimento da formulagao serd feita utilizando a formulacao de mi-

nimizagao de volume, a formulacao de maximizacao da inércia sera retomada
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apenas a apresentacao da andlise de sensibilidade na se¢ao 7.4.3 e no capitulo de

resultados.

Inicialmente, conforme apresentado na secao 4.5, é valido considerar como
critério de falha de um MGF, em uma primeira abordagem, a comparacao da
tensao de von Mises média em cada fase da microestrutura com a tensao de von
Mises de escoamento de cada material. Assim, temos o problema de minimizacao

de volume da fase mais (p*) com restri¢ao local de tensado dada por 7.13:

mpin /p+(x)dQ (7.13)
tal que —fvzi::)) <1, fv?o('<—0>-y>) <1

onde (o) e (™) representam as médias das tensdes nas fases mais (+) e menos
(—) do material, respectivamente, e sdo dadas pelas equagdes 4.7 e 4.17, (o),
e (o) , representam as tensoes de escoamento dos materiais, obtidas através de
ensaios de tracao em corpos de prova homogéneos constituidos pelos respectivos
materiais. A fungdo f,,(-) representa o célculo da tensdao de von Mises, que é

dada pela equacgao 4.54.

Esta formulacao apresenta um controle rigoroso da falha em cada um dos ma-
teriais, entretanto, apresenta o problema das singularidade das tensoes, discutido
na secao 6.3, devido ao mesmo fato apresentado por Duysinx e Bendsge (1998),
e discutido na secao 6.4, de que a tensao limitante definida por Cheng e Jiang
(1992) pode ser maior que a tensao de escoamento do material. Isto ocorre pois
as matrizes localizadoras de tensoes (B* e B7), dadas por 4.17, ndo tendem a

matriz nula quando a fracao volumétrica da respectiva fase tende a zero.

Para melhor compreender esta situacao, supondo a matriz BT calculada a
partir do primeiro modelo de material proposto neste trabalho, representado pelas
equacgoes 7.2 e 7.3 associadas a equacao 7.6. Isto é, considerando uma interpolagao

constante entre os limites de H-S e adotando k = 0, 5.

Observa-se na Figura 7.4 como os valores da diagonal principal, isto é, B},
BJ, e BJ;, e os valores fora dela, Bf, e Bj;, variam em funcio da fracio vo-
lumétrica do material mais (4). Neste exemplo, a matriz BT foi calculada utili-

zando o tensor SH relativo ao estado plano de tensao.

Observa-se também que a matriz BT, neste caso de dimensoes 3 x 3, tem a
mesma estrutura que o tensor constitutivo para o caso de estado plano de tensao,

logo, Bf; = B, = 0 e Bj; = B, = 0. Os demais valores estdo apresentados
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Figura 7.4: Graficos dos elementos da matriz localizadora das tensoes em
termos da fragdo volumétrica do material mais (+)

na Figura 7.4, onde verifica-se que, para o caso de p = 1, ou seja, um material
homogéneo, esta matriz se transforma na matriz identidade, como era de ser
esperar. Porém, no caso contrario, quando p tende a zero a matriz BT nao tende
a uma matriz nula, ou seja, a tensao na fase que estda desaparecendo tende a
aumentar ao invés de desaparecer também, o que gera o problema da tensao
limitante e, conseqiientemente, o fenomeno das topologias singulares. Aqui é
importante ressaltar que a matriz BT ¢ indefinida para p = 0, pois ocorre uma

divisdo por zero na equagao que a define (4.17).

Dado que a formulagao 7.13 apresenta o fenomeno das topologias singulares,
o que nao é desejavel, seria necessario utilizar o conceito de e-relaxacao, que esta
apresentado na subsecao 6.3 e complementado para o caso de estruturas continuas
na secao 6.4; entretanto, neste trabalho optou-se por utilizar uma abordagem

diferente para o tratamento deste problema.

Baseando-se na idéia de que se esta distribuindo dois materiais, diferente-
mente do caso do MOT aplicado a estruturas tradicionais, sempre existird mate-
rial no Dominio Fixo Estendido (DFE), seja o material mais (+), o menos (—)
ou materiais intermediarios, de modo que sempre podera existir tensao em cada
ponto do DFE. Assim, neste trabalho, é proposto um indice estimativo de falha
do MGF dado pela média ponderada das tensao de von Mises em cada fase do ma-
terial. Aqui, este indice serd tratado como tensao de von Mises na microestrutura

e dado por 7.14:

fom({@™T)) = pfom((a")) + (1 = p) fom((o ™)) (7.14)
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Observe que a média das tensoes de von Mises em cada fase da microestrutura
¢ diferente da tensao de von Mises calculada a partir da média das tensoes na

microestrutura, pois esta segunda seria dada por 7.15:

fom({o)) (7.15)

onde (o), conforme apresentado na segao 4.2, seria dado por:

(o) =p(a")+(1—p)(o)

ou seja, neste caso, se estaria fazendo o calculo das tensoes na macro-escala, logo,

se desconsideraria o efeito de localizacao de tensao dado pelas matrizes BT ¢ B™.

Na formulagao aqui proposta, dada por 7.14, se faz a opcao de evitar o
fenomeno da singularidade das tensoes em detrimento de um controle mais ri-
goroso das tensoes em cada fase da microestrutura, uma vez que a média das
tensoes de von Mises em cada fase da microestrutura nao ¢é capaz de distinguir

em que fase ird ocorrer a falha do material.

Assim, a equacao 7.14 pode ser escrita de uma forma diferente que facilita a
interpretacao desta como um intensificador de tensao, devido a existéncia de uma
microestrutura heterogénea, e explica como esta equacgao resolve o problema da

singularidade das tensoes.

Inicialmente, para simplificar a notacao, adotaremos as relagoes 7.16:

() o = fom({a))
(oh), = fom({o7)) (7.16)
<0_mic'ro>vm — fvm(<0'micm>)

Escrevendo, assim, a tensao de von Mises em cada fase da microestrutura

segundo a notacao apresentada na equacgao 4.54, temos:

("), 1% = (o) B*TVB* (o) (7.17)

(o), 1= (o)"BTVB~ (o) (7.18)

Logo, pode-se escrever a equacao 7.14 como 7.19

(o), J* = [() B VB (0)| + (1= p) [(0)" BTVB (o] (7.19)
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e entao, com alguma manipulagao algébrica, temos 7.20:

|:<0_micro>vm}2 _ <0_>T [p <B+)T VB* + (1 — p) (B—)TVB_] (o) (7.20)

- /
v~

B'Um

Desse modo, fica definida a matriz de cédlculo da tensao de von Mises B,,,, e se

torna possivel escrever a tensao de von Mises na microestrutura como 7.21:

[(o™r) 1* = (o) Bym () (7.21)

Novamente, assim como na subsecao 7.4.2, tomando como exemplo a inter-
polacao constante dos limites de H-S, adotando x = 0,5 para dois materiais com
modulo de Young 0.1 e 1, e considerando a estrutura em estado plano de tensao,
é possivel representar graficamente os valores da matriz B,,,, dados por 7.20.

Estes valores sao apresentados no grafico da Figura 7.5:

4 - . | : - 0.5 T T T T
3
- 0.55 N
2_ -
m - 0.6 [ n
1
J— (va)ll = (va)22
L _ -0.65 [ 7
0 (Bum)ss
o —_— (va)IQ - (va)Ql
-1 : : ' ' _ 1 1 1 1
0 02 04 0.6 0.8 1 0.7 502 04 06 03 ’
p

p

Figura 7.5: Graficos dos elementos da matriz de célculo da tensao de von
Mises em termos da fragdo volumétrica do material mais (+)

Neste caso, para os valores limites de densidade volumétrica p, a matriz B,,,
deve ser igual a matriz V, dada por 4.55, que, no caso de materiais em estado

plano de tensao, é dada por 7.22:

1 30
V=] 1 0 (7.22)
0 0 3

Observa-se na Figura 7.5 que os valores das matrizes B,,, tendem aos valores

da matriz V para p tendendo a zero e para p tendendo a um. Ou seja, com a uti-
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lizagao da matriz B,,, para se fazer o calculo do indice estimativo de falha de um
Material com Gradagao Funcional (MGF), o fendmeno das topologias singulares
nao ird ocorrer, pois, no limite (0 ou 1), quando se tem um material homogéneo,
seja o material mais (+) ou o menos (—), a tensdo calculada é exatamente a

tensao de von Mises, sem a influéncia dos localizadores de tensao.

Para as densidades intermedidrias observa-se que a tensao de von Mises é

intensificada levando em consideracao a influéncia dos localizadores de tensao.

Assim, é possivel substituir a restricao do problema 7.13 pela restri¢ao 7.23:

(omry, T < (o), ] (7.23)

Entretanto, aqui se observa a necessidade de se utilizar um valor unico de re-
feréncia para compara-lo com a tensao de von Mises na microestrutura definida

anteriormente.

Neste trabalho sao propostas duas formas de estimativa da tensao de re-

feréncia.

O primeiro modelo proposto foi baseada no trabalho de Swan e Kosaka
(1997a) que propoem que a tensao de referéncia do material composto deve se
manter entre as tensoes de referéncia dos modelos de Voigt e Reuss. Seguindo
esta idéia, neste trabalho é proposto a que a tensao de referéncia seja dada pela
média harmonica das tensoes de referéncia de cada um dos materiais envolvidos,

assim esta pode ser representada por 7.24:

[<sz‘cm>ref]2 — [ P(@Q I 1- p(@] - (7.24)

(o), o),

Neste modelo, a tensao de escoamento tende a se manter mais préxima da
tensao de escoamento do material mais fraco em um maior intervalo de densidades
volumétricas. Assim, esse modelo tende a fornecer projetos mais conservativos.
Esse é um ponto positivo um vez que nao se sabe ao certo qual é a tensao de
escoamento de um material composto, e mais especificamente, de um MGF. Ou-
tra vantagem desta proposta é que a tensao de referéncia se mantém dentro dos
limites da tensao de referéncia dos modelos de Voigt e Reuss independentemente
de qual fase possui a maior tensao de referéncia. Ou seja, este modelo pode ser

aplicado para tanto MsGF em que (o), > (07), ou no caso de (o), < (c7),.

A Figura 7.6(a) apresenta a curva dada pela fungao 7.24 no caso de (¢*), >

(07), e a Figura 7.6(b) no caso inverso, assim, pode-se observar o cardter con-
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servativo da estimativa da tensao de referéncia proposta neste trabalho.

Reuss

Reuss

Voigt 7

. #Modelo Proposto

(a) Caso de (o)2 > (07)3 (b) Caso de (0T)2 < (07)2

Figura 7.6: Gréficos representativos da tensao de escoamento segundo os
modelos de Voigt Reuss e o modelo proposto neste trabalho

O segundo modelo proposto se baseia na mesma idéia que o modelo anterior
e consiste em definir a tensao de referéncia apenas média ponderada penalizada
das tensoes de referéncia de cada fase envolvida, assim este modelo fica dado por

7.25:

micro 2 s 2 _\2
(™), o] = p@) (o)) + (1= p(@)) (o), (7.25)
onde s é um parametro de ajuste da funcao, que permite deixar o a curva da

tensao de referéncia mais proxima ou mais afastada das tensoes de referéncia de

Voigt e de Reuss.

Uma desvantagem deste modelo é que este é valido apenas para o caso (o), >
(07)y, pois no caso contrario a tensao de referéncia nao atende a proposigao
de Swan e Kosaka (1997a) de se manter dentro das tensoes de referéncia dos
modelos de Voigt e Reuss. A vantagem desse modelo é a flexibilidade fornecida

pelo parametro s.

Com a defini¢do de um indice estimativo de falha ((o"*"°), ) e uma tensdo

de referéncia tinica ({c™*")

7.26:

7aef), ¢é possivel escrever o problema original como

mpin /p(q:)dQ (7.26)
(™) )

|:<o-mlcro> ref]

tal que
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Neste ponto, tém-se uma formulagao para o problema de otimizacao da dis-
tribuicao de material em estruturas com gradiente de propriedades, considerando
restricao de tensao, que nao apresenta o fenomeno das topologias singulares.
Porém, o problema relativo ao alto nimero de restrigoes, devido a caracteristica

local da restricao de tensoes, discutida nas secoes 6.1 e 6.4, ainda esta presente.

Assim, aqui se optou, em uma primeira abordagem, por utilizar uma restri¢ao
global de tensdo, tal qual as propostas por Park (1995), Yang e Chen (1996) e
Duysinx e Bendsge (1998). Dessa forma, o problema 7.26 passa a ser escrito como
7.27:

min /p(x)dQ
"
tal que (7.27)

p =

11 Keme),,) .
QQ/ [<0'micm>refi| 2 -

onde {2 representa o volume da estrutura, p representa o peso na norma-p que

A

ir4 ponderar a influéncia da tensiao maxima do problema (o)

m T€presenta a
tensao de von Mises na microestrutura, dado por 7.21 e (a‘micm)ref representa a

tensao de comparacao dada por 7.24.

A partir da formulacao proposta em 7.27, seguindo a mesma notacao, foi

implementada e estudada também a formulacao dada por 7.28:

min / p(2)d9)

p
Q
tal que (7.28)
oF
1 maicro 2
LYY e S
Q micro
Q <0- >T€f]

Nesta nova formulacao contribuem para a norma-p das tensoes apenas as
regioes que possuem tensao de von Mises na microestrutura acima da tensao de
referéncia, ou seja, apenas os pontos que estao falhando. A idéia dessa formulacao
é fazer um melhor controle da restricao de tensao de modo a desconsiderar a in-
fluéncia das tensoes nos pontos em que nao esta ocorrendo falha. Esta formulacao,
apesar de similar a anterior, possui um comportamento significativamente dife-
rente da anterior durante o processo iterativo de otimizagao, isto porque esta

apresenta uma descontinuidade dada pela fungao max{-, -}
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Antes de prosseguir, aqui vale a pena fazer um resumo dos modelos de material
propostos neste trabalho. A Tabela 7.1 apresenta os dois modelos de material

utilizados para prever o médulo de Young do MGF.

Denominagao ‘ Modelos para interpolacao dos limites de H-S

H-S-linear ¢(p) = K onde
ke 0 1]
H-S-transicao P(p) = p(e(p(e(p(p))))) onde
olo) = et 1

Tabela 7.1: Resumo dos modelos de material propostos para MsGF

Para facilitar a referéncia aos modelos foram dados nomes a cada um deles,
assim o modelo de interpolacgao linear do limites de H-S foi chamado de de “H-S-
linear”, enquanto o modelo nao linear que tenta melhor representar a regiao de

transicao foi chamado de “H-S-transicao”.

A Tabela 7.2 apresenta os dois modelos utilizados para estimar a tensao de
referéncia dos materiais, neste caso também foram dados nomes aos modelos,

conforme apresentado na Tabela 7.2.

Denominagao ‘ Modelos para Tensao de Reférencia

Tensao-M. A. [(Jm"cm)ref} i = p(x)* <0‘+>§ + (1= p(2)*) (c7)?

Y

. 2 _
Tensao-M. H. [<0mzcro>ref] [ pla) 4 1-p(@)

@)y o)y

Tabela 7.2: Resumo dos modelos propostos para estimativa da tensao de
referéncia para MsGF

Assim, o modelo que se utiliza de um média aritmética das tensoes de re-
feréncia foi denominado de “Tensao-M. A.”, ja aquele que utiliza uma média

harmonica foi denominado “Tensao-M. H.”.

Um estudo da influéncia desse modelos de material é feita nos exemplos apre-

sentados nas secoes 10.2 e 10.3.

7.4.3 Formulacao do problema na forma discreta e analise
de sensibilidade

Aqui serd apresentada a discretizacao das formulacGes propostas na secao ante-

rior, o procedimento adotado é similar ao realizado para o caso de otimizacao de
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estrutura tradicionais, compostas por apenas um material, que foi apresentada
na subsecao 6.5.2.

Inicialmente, sera tratado o problema 7.27, que na sua forma discreta é dado
por 7.29:

tal que (7.29)

p

D=

vm
2 —
e—1 [<a-micro>ief:|

onde M representa o nimero de elementos da malha, {2, representa o volume

|:<o.mz'cro>€ ]2

e

micro
do elemento e, (g"™°)

7 e ~ .
e (O'mZCTO}Tef representam a tensao de von Mises na
microestrutura e a tensao de referéncia, respectivamente; ambas calculadas no

centro do elemento e.

O mesmo procedimento, apresentado na subsecao 6.5.2, de fazer a expansao
em série de Taylor e o calculo das derivadas das fungoes envolvidas no problema,

é aqui utilizada.

A aplicagao deste procedimento a fungao objetivo de minimizacao de volume
¢ idéntica a apresentada para problema com apenas um material, logo esta nao
sera re-apresentada. J& para o caso de maximizacao da inércia de rotacgao, a

funcao objetivo na sua forma discretizada é dada por:

1) =Y [r)ele)ao, (7.30)

e=1 Q.

Agora, para avaliar a fungao 7.30 com a parametrizacao de densidades do
modelo ACDM é necessério escrever esta fungao, em termos das varidveis nodais.

Assim tem-se:

I(p) = Z 2#// [7«3 (Z ijj(s,t)> o (1 — (Z ijj(s,t)>) g_] drdz

e
(7.31)
e seguindo o mesmo procedimento de expansao em séries de Taylor e considerando

apenas o termos de primeira ordem. Para aplicar o método de PLS basta calcular
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a derivada de I(p) em relagao a p,. E esta é dada por 7.32:

dl(p) = Z 27?//7"3 [Ni(s,t)QJr — Ni(s,t)gf} drdz (7.32)

dp; o—1

e

A seguir sera apresentado o mesmo procedimento para a restricao do problema

proposto.

Aqui, para facilitar a notacao e a implementagao, sera considerado o quadrado

da tensao de von Mises como medida de comparacao. Assim, aqui sera definido:

<a_micr0>zm2 = |:< mzcr0>vm]2 (733)

] € micro\ € 2
<o-mwr0>ref2 = [<U >ref:| (734)
Entao restricao fica dada por:

o= [ie (T aso

ref

Fazendo a expansao em série de Taylor, com apenas os elementos de primeira

ordem, tém-se:

Gi =G (p") + Z dGcll—[Eip) [pi = pi] (7.36)

De forma similar ao apresentado na subsegao 6.5.2, GGy é uma funcao implicita
de p, de modo que sera utilizado o método adjunto assim temos a sensibilidade
de G; dada por:

dG1 (p()) 8G1 (p0> T df dK
= ANl ———d 7.37
dp, o \dp, dp, (37
Parte explicita Parte i;,nplicita
onde ()
dGy (p
K\ = —2~ .
A o (7.38)

que é chamado de problema adjunto. E de forma similar ao apresentado na secao

(]
6.5.2, a derivada dgip ) representa um vetor de derivadas de (G; em funcao dos

deslocamentos d; conforme representado na equacao 6.49

Inicialmente, serd apresentada a sensibilidade do termo explicito da equagao
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7.37 que é dado por:

1-p

p
8G1 1 mzcro)e ) P
8pz P [Q Z ( o-mzcro> f2> ] ( )

T€

M mzcro) € p=1
— Z —vm2 .
QO — a-mzcro) rof?
d micro . micro )
<G o >'um2 <o.mzc7‘o>:ef2 _ <G dpl.> ref? <a.mzcro>zm2
2
|: <o-mzcro> ref? :|

Para facilitar as dedugoes que seguem, é importante ressaltar que, ao se pa-
rametrizar o campo de densidades através de elementos finitos com gradiente,
conforme apresentado na secao 7.4.1, deve-se fazer derivada do campo em funcao

densidade nodal, que fica dada por:

0
PN, (7.40)
Ip;
O calculo das derivadas d<am::>”m2 e (= ;p_>ref > deve ser feito conforme o

modelo de material adotado. Assim, temos a derivada tensao da referéncia 7.25

dada por .
d <o.mzcro>ref2

o |:<O' >r 2p@,0 [<a >} (7.41)

e no caso da tensao de referéncia 7.24, sua derivada ¢ dada por:

)

-2

d micro\ € ) _

<U y >ref _ P . + 1 14 . (742)
fi o] [,
dp 1 B 1
a ) 2 2
i\ [, (o),
e para a tensao de von Mises na microestrutura temos:
d{gmeroys - 9(a)" 7 OBun, rg 9(0)
v — B B,,—— 4

o oo Bun (o) 4 (o) T (o) 4 (0) By T (74)

O célculo da derivada de B,,, é um pouco mais complexo. Considerando a

matriz B, dada por:

B, = p(B*) VB* +(1-p)(B")' VB~ (7.44)
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entao temos:

OBum I (1Tt omBH" ., T+, 0BT
0= b (BH VB +p =, VBT (B) Vs (1)
dp T oy B ) . _\T~,0B~
_Gpi<(B) VB)—l—(l—p)[ 5, VB +(B)Vapi
onde P ( . )
OBt . o\ P 3/;01- S*—S—
5 (st =597 - (7.46)
€
OB~ L (=) B+ g (8 - ST)
=-1((S*T-8" e 7.47

Para se avaliar estas duas equagoes (7.47 e 7.46), é necessério calcular a derivada

de S. Assim, esta fica dada por:

H H EH KH EH H
oS 0S (8 0 OE"™ 0G )@ (7.48)

dp OB \OKT 9p ' aGH ap ) opi "
oSt [ ovtl OKH N o 9G"\ 9p
ovH \OK" 9p OGH 0p ) Op;

e, considerando CH dado por 5.2, temos no caso de estruturas axissimétricas

Et -2 -1 0
_ R 0
(o I (7.49)
5 5 P 0
I 0 0 0 2 1;5” |
e _ -
-E? % & 0
oSH X —-EZ 4 0
g = E E ) (7.50)
oE 2 = —B 0
0 0 0 -2 152”
[ 0 B —E' 0 |
oS -Et 0 -—-E' 0
— = (7.51)
vt ~E' —E 0 0
0 0 0 2E!
considerando B e v dados por 7.4 e 7.5, respectivamente, temos:
oRH" 9 27T K
= (7.52)

H B 2
oK <1—|—3IG(—Z) GH<1+3IG(_5>
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oB" 21 (KM)"
9GH [(1 +3 g_g) GH]Q (7.53)
) o 2/3GH 2/3 (1-2/3% ) G"
OKH — (KH)? (2_'_2/3%) + [(2_‘_2/3%) KH]2 (7.54)
o 2/3 23 (1 —9/3 g—Z) 5

aG"  fen (2+2/3¢7) (2+2/3 %ﬁ)zKH

considerando também K*(p) e GH(p) dados por 7.2 e 7.3, respectivamente, te-

o = O () + o) D) (7.56)
20 Kia(p) + (1 = () el

O = 0 Gt + o) ) (7.57)
24D G ) + 1. o)) 2

e, finalmente, considerando Kyax(p), Kmin(p); Gmax(p) € Gmin(p) dados por 4.23,

4.24, 4.25 e 4.26, respectivamente, temos:

aKmax . — 4 14 (K+ B K7)2
dp K-+ K +(1—p)K++pK_—|—G1
(1—p)(E* =K (1—p)p (Kt =K )’ (K~ —K") (7.58)
(I—p) Kt +pK- +GF (1—p) K+ +pE~+G*)° '
aI(min — P <K+ B K_)z
- K 4+ K* .
ap T T A ) K 0k 1 G
=) (K=K (= p)p (K= KPR =K
(1—p) K+ +pK~ +G- (1—p) K+ +pK~+G)’ ‘
+ —\2
P (1=p) Gt +pG™ + 55ar
(1-p)(Gr=G) (1—p)p (GF = G)* (G~ - G)

(1—p) Gt +pG~ + Ei ((1—p)G++pG‘+%)2
(7.60)
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_ +_G)?
aGmm:—Gf—i-Gw-i- p (G &) ==
dp (l—p)G"'—i-pG_—Fm

(1-p) (G -G L=pp (G G)* (G~ - Gh)

(1=p)GT+pG + Ffe (1-p) G +pG + £ )

(7.61)

Assim, tem-se a derivada de todos os termos necessarios para o cdlculo da parte

explicita da equacao 7.37, dada pela equacgao 7.39.

Para completar a derivada apresentada na equagao 7.37, é necessario fazer
o calculo das derivadas que envolvem a parte implicita da equacao, inicialmente
df . dK

apresentaremos as derivadas em fungao de p; (d—p_ e d—p_).
7 K

A derivada do vetor de carregamento f em fungao de p; é dada de forma
similar ao apresentado na subsecao 6.5.2, a menos da derivada da forca de campo

dada pela equacao 6.55, que no caso de um MGF por 7.62:

df, op . Op ) Wryp
= =Fot - =5 7.62
dp; (8/%@ 8/%@ a, ( )

uma vez que a forca de campo em si, é dada por:

fo = po* + (1 —p)o~ [ “r ] (7.63)

a,
conectividade dos elementos.

A derivada da matriz de rigidez em termos de p;, também ¢é obtida de forma
similar ao apresentado na subsecao 6.5.2, porém difere apenas no calculo da

derivada de CH que é dada por:

dCE  9CH (9FE" oKH  OFE" 0GH\ 0p

dp; OEH \OKH 0p oGH 9p ) Op,
oCH [ ovH oK N ovtt oGgH Ip.
ovtt \oKH 09p oGH dp ) 9p,

Observa-se que a equagao 7.64 é similar a equagao 7.48 a excecao dos termos

envolvendo CH| que estao representados nas equacoes 7.65 e 7.66:

H 1 1-— 0
oC. _ Y v (7.65)
oEt  (I+v)(1—-2v) | » v 1—-v 0
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oCH ) <ac§ ) (acgl ) 0 7
H H H
ov 11 ov 1,2 ov 1,3
0

(
ocH _ E%S’g >2,1 Eaac: >2,2 E%Sg >z,3 (7.66)

ovH ocH ocH oCH
ovtt >3,1 avH >372 ovit )3,3 0
ocH
L 0 0 0 (3”H )474 ]
onde os termos da diagonal principal e aqueles acima desta sao dados por:
H H H
0C; _ 0C; _ 0C; _ (7.67)
vt 1,1 ovtt 2,2 ovlt 3,3
B E(1-v) E(1-v) B E
(1+0)°(1—=2v)  (A+0v)(1=20)°> (1+0v)(1-2v)
oCcH oCH oCH
(), - (), - (),
ov 1.2 ov 1.3 ov 23
_ Ev 49 Ev n E
(1+v)°(1—=2v)  (A+v)(1=20v)% (1+0v)(1-2v)
H E(1/2 - E(1/2 - E
(8C§ > S é 0, EU270) 5 — (7.69)
ot ), , (1+0v)*(1—-2v) (1+v)(1-2v)° (1+v)(1-2v)

ja os termos abaixo da diagonal principal nao estao explicitamente representados,

uma vez que esta matriz é simétrica.

Os demais termos da equacao 7.64 estao representados em 7.52, 7.53, 7.54,
7.55, 7.56, 7.57, 7.58, 7.59, 7.60 e 7.61.

Seguindo o célculo das derivadas que envolvem a parte implicita da equagao
7.37, a derivada % do problema adjunto 7.38, que, assim como dito ante-
riormente, representa um vetor cujas componentes sao as derivadas de G; em
funcao dos deslocamentos d;, e estas sao dadas, para o ng graus de liberdade do

problema, por:

. p i-p
dG1 (p0> 1 1 M <o.mzcr0>e , p
WP 22N 2 : 7.70
ddl P 0O ; <o-mzcro>ref2 ( )
M micro\ € p=1 micro\ €
l Z er <U : >gm2 . d <O' >vm2 : 1 _
0O pry <o-mzcro>ref2 ddl <a-mzcro>ref2
e (@757 Do) (o)
d { gmicro o - o
vm — £ B,m B... € 7.71
9{o)

51~ ¢ dado de forma idéntica ao problema de estruturas tradicionais, e estéa
1

representado pela equacao 6.66.

Assim tém-se definido todos os termos necessarios para o calculo da sensibi-
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lidade da restricao do problema 7.29 dada por 7.37.

Para se obter a derivada do problema 7.28 que na sua forma discreta é dado

por 7.72:

min ;{Zp(x)dQ
tal que (7.72)
M 2 ok
% Z Q. | max KULW —1,0 <0
2 i

basta aplicar o mesmo procedimento descrito para o problema 7.29, porém, fa-
zendo a somatoéria apenas considerando os elementos que estao falhando, assim

como foi feito para o problema 6.35 na subsecao 6.5.2
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8 Implementacao numeérica

Nesta secao sera apresentada a implementacao numérica dos problemas de OT

apresentados nas segoes 6.5 e 7.4.

Neste trabalho foi desenvolvido um tnico software, contendo as implementacoes
de trés formulagoes para os dois problemas propostos. Para o problema de oti-
mizacao topolégica de estruturas tradicionais, foi implementada a formulacao de
OT com restricao global de tensao e a formulagao de OT com restricao local de
tensao. J& para o problema de otimizacao da distribuicao de material em es-
truturas constituidas por MsGF, foi implementada apenas a restrigao global de
tensao, desse modo este problema sera denominado Otimizacao da distribuicao

de material em estruturas com gradacao funcional.

Conforme descrito no capitulo 3, neste software foram implementados dois
métodos de otimizagao, Para o problema de OT com restricao global de tensao e
o problema de Otimizacao da distribuicao de material em estruturas com gradacao
funcional foi implementado um algoritmo de PLS Ja para o problema de OT com
restricao local de tensao foi implementado o MLA. Inicialmente sera apresentado
o método de PLS.

A PLS aplicada ao MOT possui 3 blocos basicos que devem trocar informacoes
entre si, que sao: a implementacao do MEF; o calculo da funcao objetivo, res-

trigoes e respectivas analise de sensibilidades; e o algoritimo de otimizacao.

O Algoritmo 3 apresenta os principais passos da implementacao da PLS no

software de OT

O primeiro passo do Algoritmo 3 consiste na leitura dos dados de entrada do
problema. Neste trabalho, estes dados sao gerados com o auxilio das ferramentas
de pré-processamento de um software comercial, neste caso por facilidade de
foi utilizado o software ANSYS® 8.0, onde é gerada a geometria e aplicado os
carregamentos, tanto externo (forcas aplicadas aos nds) quanto os esforcos de

inércia (rotagao e aceleragao).
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Algoritmo 3 Principais passos do algoritmo de OT implementado (Algoritimo
de PLS
1: Leitura dos dados de entrada, definicao da distribuicao inicial de densidades
p" e definicao do contador de iteragoes n = 1
2: enquanto Nao atender ao critério de convergéncia definido faga
Célculo do campo de deslocamentos e tensoes através do Método de Ele-
mentos Finitos

4:  Célculo da funcao objetivo e restricoes; e andlise de sensibilidade das mes-
mas

5. Obtencao dos novos valores de p"*! através do algoritmo de otimizacao e
incremento de n

6: termina enquanto

7: Geracao dos arquivos e gréaficos de resposta do problema

A partir do modelo em ANSYS® ¢ gerado um arquivo em formato ASCII,
através do comando Archive Model — Write, que é lido pelo software desen-
volvido, este arquivo contém as coordenadas nodais da malha, a conectividade
dos elementos, as propriedades mecanicas dos materiais envolvidos, no caso de
estruturas com gradiente de propriedades, o vetor de forca externa aplicada, a in-
dicagao dos graus de liberdade restritos, o nimero de elementos (M) e o nimero
de nés (N). Ou seja todos os dados necessarios para o Método de Elementos

Finitos.

A matriz de conectividade conect define os nés que compoem cada elemento,
no caso de elementos de quatro nods estes sao os vértices do quadrilatero. A
partir desses valores o software cria as matrizes fixas ID, matriz dos graus de
liberdade nao restritos ja enumerados, a matriz edof formada pela conectividade
dos elementos, o vetor fext que contém as forcas externas nodais aplicadas a

estrutura e a matriz de coordenadas nodais coord.

A partir da montagem da matriz ID, obtém-se o valor de ksize, que representa
o numero de graus de liberdade livres do modelo. Com a matriz ID e edof,
desenvolve-se a matriz LM que representa a conectividade dos graus de liberdade

nao restritos de cada elemento.

Em posse das matrizes fext, LM, ksize, coord e conect é possivel se iniciar o
terceiro passo do Algoritmo 3 que consiste no calculo dos campos de deslocamento

e tensoes da estrutura.

Para criar o sistema linear Kd = f, apresentado no capitulo 5, é necessario,
inicialmente criar as matrizes de rigidez local dos elementos. Para isso utiliza-se
a informacao de conect e coord. Cada elemento possui uma matriz 8 x 8 que

relaciona as forcas aplicadas aos nds com os respectivos deslocamentos.



162

Calculada a matriz local deve-se entao inserir seus valores na matriz global
K, que, a principio, possui o tamanho ksize x ksize, porém, neste software a
matriz global K é montada diretamente na sua forma esparsa, que é representada
através dos vetores ija que faz a relagao entre uma posicao 75 da matrix “cheia” K
e a posicao a do vetor sa que ird conter apenas os valores nao nulos de K, essa

forma de indexagao de matriz esparsa é apresentada em Press et al. (1999).

A importancia de se utilizar a representacao da matriz K na sua forma es-
parsa, ¢ devido ao grande niimero de elementos nulos presentes em K que utilizam
a meméria RAM do microcomputador porém nao acrescenta informacao na ma-
triz K. Esta situacao é caracteristica do sistema linear presente no MEF (BATHE,
1996). O numero de elementos nulos da matriz K ird depender da numeragao
dos elementos da malha, porém a razao entre o tamanho de K e seu ntmero
de elementos nao nulos tem a mesma ordem de grandeza para diversas malhas

comumente utilizadas.

Para exemplificar essa diferenca, a malha do problema apresentado na Fi-
gura 8.1 possui 4000 elementos e 4141 nés, podendo possuir até 8282 graus de
liberdade, porém aplicando as condi¢oes de contorno este niimero é reduzido para
8181 graus de liberdade, o que implica em uma matriz K de 8181 linhas por 8181
colunas, logo possui 66.928.761 posicoes, porém o nimero de posi¢oes nao nulas
para essa matriz é apenas 143.577, ou seja é necessario armazenar apenas 0,21%
das posicoes da matriz. Logo, é facil observar a importancia do armazenamento
da matriz K na sua forma esparsa a fim de otimizar o uso da memoéria RAM do

microcomputador.

slelele

lninly

Figura 8.1: Malha exemplo para apresentagao do nimero de elementos nulos
da matriz de rigidez global K

Para completar o sistema linear Kd = f é necessario calcular o vetor b, que
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representa as forcas de campo aplicadas a estrutura. Tal qual a matriz de rigidez
local, o vetor fb é calculado utilizando a geometria do elemento e os valores de

densidade e aceleracao do elemento.

Neste ponto é necessério resolver o sistema linear Kd = f, para isso é utili-
zada a rotina linbcg disponivel em Press et al. (1999). Esta rotina resolve sis-
temas lineares utilizando o Método dos Gradientes Bi-Conjugados para Sistemas
Esparsos (MGBSE). Dessa forma o valor dos deslocamentos sd@o determinados

em vetor ub de tamanho ksize.

Com posse dos deslocamentos, é possivel calcular o campo de tensoes na
estrutura. Assim, se inicia o quarto passo do Algoritmo 3, em que se é calculado

o valor da funcao objetivo e feita analise de sensibilidade.

Para o céalculo da fungao objetivo sao implementadas as equagoes apresenta-
das nas secoes 6.5 e 7.4. Para realizar a andlise de sensibilidade do problema,
através do método adjunto, conforme apresentado nas segoes 6.5.2 e 7.4.3, é ne-
cessario a solucao do sistema linear:

dG
KAT _ 1 (p>
dd
Logo, novamente ¢ utilizada a rotina linbcg, que nos fornece os valores de A e
consequientemente possibilita o célculo dos valores das derivadas da restricao em

funcao das variaveis de projeto p,.

No caso da parametrizagao da densidade volumétrica ser feita pelo modelo
ACDM, ou através dos elementos isoparamétricos com gradiente, o nimero de
variaveis de projeto (nvars) serd igual ao nimero de nés (N) da malha de ele-

mentos finitos,

Com posse dos gradientes da funcoes objetivo e restricao, é possivel se iniciar
o quinto passo do Algoritmo 3, em que os novos valores das densidades nodais

p" 1 sao definidos.

Para a solucao numérica desse problema de otimizacao, neste trabalho, é
utilizado algoritmo de Programagao Linear (PL) implementado na rotina dsplp,
desenvolvido por Hanson e Hiebert (1993), e que é parte integrante da biblioteca
livre SLATEC. A rotina dsplp necessita como dados de entrada a sensibilidade
da funcgao objetivo e das restri¢des do problema, além das restricoes de caixa das

variaveis de projeto, que neste caso sao os limites méveis da PLS.

Um ponto importante para o bom funcionamento do algoritmo de PLS é a

correta definicao dos limites moéveis em cada passo da PL. Neste trabalho, foi
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utilizada uma formulacao de atualizacao dos limites méveis proposta por Cardoso

(2000), e que é apresentada no Algoritmo 4.

Algoritmo 4 Célculo dos limites moveis

Nescessita: passo, passomez, PaSSOmin, sup > 1, inf < 1, poors Pmins
llmovsuperior ’ llmavmferior
para i = 1 a nvar faga

se valor da variavel de projeto p, oscilar nas 3 ultimas iteracoes entao

passol Tt <= passol x inf

1:

2

3

4:  se nao
o: passol-1+1 < passo;’ X sup
6: termina se

7

8

9

se passo?Jrl > PASSOy.: entao

passol™ <= passomaes

:  termina se
10:  se passol™ < passop, entao
11: passo?Jrl <= PASSOmin
12: termina se

. . n+1 y
13: lzmovsuperior,i ~ lzmovsuperwm

inferior,i <= llmovinfem'or,i

. . n+1 ~
15: s limovg, criori > Pmas €0EA0
. . n+1
16: lzmovsuperior,i = pmax
17: termina se
. : n+1
18: se lzmovmfm.or’i
. . n+1
19: lzmovmferiom <= Pinin
20: termina se

21: termina para

n 7}+1)
2+1)

i

x (1 + passo

14:  limov X (1 — passo

< Pmin €NtAO

Com utilizagao deste algoritmo, é necessaria apenas a definicao prévia dos
valores maximo e minimo do limite moével, representados por passo,,q: € Passomin,
e a definicao do valor do incremento e do decremento representados por sup, inf,
respectivamente. Assim, o Algoritmo 4 se encarrega de alterar, caso a caso, 0s
limites méveis da cada variavel de projeto afim de evitar as oscilagoes do campo

de densidade devido a nao-linearidade da restricao de tensao.

Outro ponto importante ao se aplicar a PLS considerando restri¢oes, como as
restricoes de tensao, é que, conforme a distribuicao inicial de densidades do pro-
blema, pode-se iniciar o problema em um ponto nao viavel do espaco de solucao,
e conseqiientemente, é possivel que o problema linearizado a ser resolvido pela
PL nao tenha solucao. Em termos préticos isto significa que a rotina de dsplp
retorna um mensagem de erro, indicando nao ter encontrado solugao viavel para

o problema linearizado

Para evitar est problema foi utilizado o conceito de “variaveis artificiais”,

assim como prevista dentro do MAM. Dessa forma, qualquer distribuicao de ma-
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terial representa um ponto viavel do espaco de solucao do problema linearizado.

Dessa forma, no caso da formulacao 7.29 para estruturas constituidas por

MsGF, esta é implementada como 8.1:

min Z/p(x)dQe—i—k:ﬁﬁ (8.1)

hSAS

p
M [ mzcro
Z —2 —1-8<0
e—1 [ o-mzcro

p<1

O<pmzn§
B>0

onde ks representa uma constante pré-definida e 3 a variavel artificial que deve
ser maior ou igual a 0. Assim, a distribuigao inicial de densidades pode ser
escolhida de forma arbitraria, sem que se caia em um problema linearizado sem
solucao viavel, pois o valor de # sempre pode ser alto o suficiente a fim de tornar

a restricao global de tensao satisfeita.

Essa, mesmo formulacao foi aplicada aos demais problemas, assim o problema
7.72, também para estrutura constituidas por MsGF, foi implementado na forma
dada por 8.2:

mln Z/ x)dSY + kgl (8.2)

tal que

E o problema 6.35, para o problema de OT de estruturas tradicionais consi-
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derando restricao global de tensao foi implementado na forma dada por 8.3:

mlnlmlzar Z/de + K, Z/ (1 —p)dQe + ksB (8.3)

talque
1 e
— max —e(1—=p),0 —1-06<0
Qe ( { >y }>]
0 < Py S p <
B=>0

Através da implementacao utilizando a variavel 3, o software se tornou mais

robusto conforme sera apresentado nos capitulos 9 e 10.

Apoés a definicao dos limites moveis, aplica-se sobre os mesmos, caso desejado,
o filtro apresentado na secao 2.5.2, mais especificamente pela equacao 2.18, Assim,
os limites méveis sao alterados de forma a garantir a independéncia da malha,
porém o processo de convergéncia se torna mais lento, justamente pela alteracao

dos limites moveis.

Assim, com a definicao dos limites moveis e da sensibilidade das funcoes

envolvidas, a rotina dsplp é capaz de fornecer os novos valores de p™*1.

O procedimento iterativo representado pelos passos 3, 4 e 5 do Algoritmo 3, é
entao repetido, até que o critério de convergéncia seja atendido. Neste trabalho foi

utilizado como critério de convergéncia a maxima variagao p; entre duas iteracoes

Apoés a convergeéncia executa-se o passo 7 do Algoritmo 3, em que sao geradas
os arquivos saidas do problema, que consistem em graficos de convergencias das
fungoes envolvidas e imagens em formato Encapsulated PostScript (EPS) repre-
sentando os campos das grandezas mecanicas da estrutura. Assim finaliza-se o

algoritmo de OT utilizando a PLS.

Algoritmo 5 Principais passos do algoritmo de OT implementado (MLA

1: Leitura dos dados de entrada, definicao da distribuicao inicial de densidades
p",do campo de multiplicadores de Lagrange pu", do campo dos parametros
de penalizacao c” e definicao do contador de iteragoes n = 1

: enquanto Nao atender ao critério de convergeéncia definido faca

Solugao do problema otimizacao em fungao de p para p e c fixos, através

do Algoritmo de PLS (Algoritmo 3)

4:  Estimativa dos novos multiplicadores de Lagrange u

5. Atualizacdo dos parametros de penalizacao ¢!

6: termina enquanto

7: Geracao dos arquivos e gréaficos de resposta do problema

W N

n+1
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Para o problema de OT com restricao local de tensao foi implementado o
MLA. Esse algoritmo foi implementado no mesmo software que o Algoritmo 3,
assim este possui as mesmas etapas 3, 4, 5 do algoritmo anterior, porém estas
fazem parte da etapa 3 do algoritmo do MLA. Os principais passos do MLA

implementado estao apresentados no Algoritmo 5.
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9 Resultados: Otimizacao
Topologica com restricao de
tensao

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos para o problema tradicional
de otimizacao topoldgica considerando restricao de tensao. A secao 9.1 apresenta
os resultados obtidos para o problema de OT com restrigao global de tensao e
a secao 9.2 apresenta os resultados obtidos com a formulagao OT com restricao

local de tensao.

9.1 Otimizacao Topoldégica considerando restricao
global de tensao

Inicialmente, com o intuito de discutir os parametros envolvidos na formulacao de
OT com restrigao global de tensao, apresentada na se¢ao 6.5, na subsecao 9.1.1
¢é apresentada a solucao de um problema simples de uma barra sujeita a tracao

axial.

O segundo exemplo, apresentado na subsecao 9.1.2, visa demonstrar a capaci-
dade do método frente a problemas mais complexos, assim, é resolvido o problema
de uma viga bi-apoiada com carregamento a meio vao, conhecida na literatura

como viga MBB.

No terceiro exemplo, apresentado na subsecao 9.1.3, é resolvido o problema
de uma estrutura em formato de L invertido. Na literatura este exemplo é apre-
sentado como um teste para verificar a capacidade do método de fornecer solugoes

sem pontos de concentracao de tensao.

9.1.1 Exemplo 1: Barra sujeita a tracao axial

O exemplo utilizado para apresentar e discutir a formulacao exposta na secao 6.5

para o caso de estruturas tradicionais consiste em uma barra sob tragao axial.
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A Figura 9.1(a) apresenta a geometria e as condigoes de contorno aplicadas a
barra, que, no caso consiste em uma tracao uniforme igual 0,25Pa aplicada nas

extremidades da barra.

Para aplicar o MOT, foi considerado a simetria axial do problema e também a
simetria em relagao ao plano horizontal que corta a barra ao meio, possibilitando
assim uma reducao do nimero de elementos da malha e, conseqiientemente, a

reducao do nimero de graus de liberdade e niimero de varidveis de projeto. A

] I ) .
I | Eixo de

|
Simetria axial
’il 5 m4‘

Parte
Simulada

Tracdo = 0,25 Pa

Regido Otimizavel

i 3 3,4 m

" |' Regido Nao Otimizavel 06m
' y y egiao Nao Otimizave >
T

(a) Estrutura inteira (b) Malha

Figura 9.1: Representacao da malha de elementos finitos, condicoes de
contorno e dimensoes das regides otimizaveis e nao otimizaveis (malha com 600
elementos, 656 nos, e 545 varidveis de projeto no problema de otimizagao.)

Figura 9.1(b) apresenta a malha utilizada nos exemplos que seguem. Neste caso,
as densidades nodais dos elementos da extremidade da barra, representados pela
regiao sombreada, foram mantidas fixas. Na extremidade da barra foram aplica-
das forcas nodais que equivalem a pressao uniforme de 0, 25Pa. Foi escolhido um

material com propriedades dada por:

E =100
v=20,3
<0>y:170

Analisando o problema proposto, é esperado que a estrutura otimizada pos-
sua uma secao transversal no plano de simetria, com &rea igual a 25% da secao

transversal total, que neste caso representa uma barra de raio igual 0, 75m.
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Adiante serd apresentada um discussao sobre os parametros envolvidos na

formulacao proposta.

Inicialmente foi estudada a influéncia da distribuicao inicial de densidades, as-
sim, neste caso foram sintetizadas quatro estruturas, todas com densidade inicial
po constante ao longo de todo o DFE. As densidades escolhidas foram p, = 0,001,
po = 0,25, py = 0,50 py = 0,75 e p, = 1,0. Para isolar a influéncia da distri-
buigao inicial de densidades, nao foi utilizado o método da continuagao em ne-
nhum dos parametros, e optou-se por utilizar parametros brandos para a norma-p

e e-relaxacao. Assim, foi utilizado p=6e e =1,0.

Os resultados finais para p = 0,25, p = 0,50, p = 0,75 e p = 1,0 sdo apre-
sentados na Figura 9.2. A estrutura obtida para p = 0,001 nao é representada,
pois esta resultou em uma estrutura vazia. A tensao de von Mises maxima e o

volume da estrutura final estao indicados na legenda de cada figura.

.
.
. Densidade
- volumétrica
~ o
- et
- EE
e-
— g:
- - - g:
s
a po = 0,25; po = 0,50 p0—075 po=1,0

Figura 9.2: Solugoes finais para diferentes distribuicoes iniciais de densidade
considerando € = 1,0, p = 6, ¢ = 3; (a) Tensao de von Mises max.
(form({0) )max) 2,28Pa, Volume final 36%; (b) fum({0))max = 2, 17Pa, Volume
final 38%:; (¢) fom({0))max = 2,02Pa, Volume final 40%; (d)

Jom({0) )max = 2,02Pa, Volume final 38%

A partir dos resultados apresentados nas Figuras 9.2, é possivel concluir que
o campo de densidades inicial influencia o leiaute obtido. Isto significa que, do
ponto de vista da otimizacao, cada leiaute representa um ponto étimo local do
problema. Continuando a avaliacao da influéncia da densidade inicial na solu¢ao
obtida, foram sintetizadas mais quatro estruturas, também com densidade inicial
po constante, porém, neste caso foi diminuido o valor de € de 1,0 para 0,1. Os

leiautes obtidos estao apresentados na Figura 9.3.
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Densidade
volumétrica

a) po=0,25 b) py = 0,50 ¢) pp=0,75 d) po=1,0

+

MDD DD ODODODD

Figura 9.3: Solugoes finais para diferentes distribuicoes iniciais de densidade
considerando € = 0,1, p = 6, ¢ = 3; (a) Tensao von Mises max (fym ({(0))max)
1,72Pa, Volume final 42% (b) fum({(0))max = 1, 12Pa, Volume final 43%

(€) fom((0) )max = 1, 12Pa, Volume final 43% (d) fum ({(0) )max = 1, 16 Pa, Volume
final 42%

Novamente, observa-se na Figura 9.3 que a distribui¢ao inicial de densidades
altera o leiaute obtido e, comparando as estruturas obtidas com ¢ = 1,0 (Figura
9.2) em relagao as estruturas obtidas com ¢ = 0,1 (Figura 9.3), observa-se que o
valor de € também altera o espaco de solucao, modificando a posi¢cao dos pontos

otimos. Esta situacao é prevista na literatura e esta apresentada na secao 6.3.

Do ponto de vista pratico, a escolha dos parametros iniciais ird definir o
leiaute basico da estrutura e a alteracao destes parametros através do método
da continuacao ira apenas refinar o leiaute obtido. A tnica forma de garantir se
existe um ponto 6timo melhor do que aquele obtido, no caso da implementacao
utilizada neste trabalho, é fazer uma varredura do espaco de solugao através da

alteracao da distribuicao inicial de densidade e dos parametros p e €.

A principal caracteristica indesejavel nas estruturas apresentadas nas Figuras
9.2 € 9.3 é a distribuicao de densidades em um padrao geométrico de camadas,
que em alguns casos gera estruturas desconexas. Este padrao de camadas é geo-
metricamente similar ao padrao descrito por Rahmatalla e Swan (2004), porém,
as causas aparentemente sao diferentes, uma vez que, no caso da formulagao pro-
posta estas oscilagoes sao influenciadas pelo valor de €, conforme sera apresentado

adiante.

O segundo ponto a ser estudado foi a influéncia do parametro e, responsavel

pela relaxacao do problema. Assim, foram sintetizadas estruturas para e = 0,01,
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e = 0,001, e neste caso, nao foi feita a continuacao do valor de €. Os resultados
obtidos sao apresentados na Figura 9.4, junto com os resultados para ¢ = 1,0 e
e = 0,1 apresentados nas Figuras 9.2(d) e 9.3(d), respectivamente. O volume de

cada estrutura estd designado na legenda da figura.

JLA

(a) ) e=0,01 ) e =0,001

Densidade
volumétrica
P

+
(=1
(=]

SRRSO
FRPPPOODP0T
OOoO0O0000000,
i e Qurgurgurgar-Gurgurgurgary

Figura 9.4: Comparacao dos resultados obtidos para diferentes valores de ¢
sem fazer a continuagao, considerando os demais parametros constantes ( p = 6,
g = 3) e distribuicao inicial de densidades constante e igual a 1,0 (a)
fom({0) ) max = 2,02Pa; Volume final 38% (b) fum((6))max = 1,03Pa; Volume
final 42% (¢) fum({0))max = 1,02Pa; Volume final 45% (d)
fom({(= 1,156) )max = Pa; Volume final 44%

Analisando os resultados apresentados na Figura 9.4, é possivel verificar que
o valor de ¢ altera o ponto 6timo influenciando duas caracteristicas da estrutura

obtida: a presenca do padrao de camadas e o nivel de tensao na estrutura.

A medida que é diminuido o valor de e, diminui a presenca dos padroes de
camadas na estrutura obtida. Entretanto, a medida que se diminui o valor de ¢,
a solugao obtida possui um maior volume. Observando a Figura 9.4, é possivel
notar que o volume da estrutura aumenta e a maxima tensao mecanica diminui

com o diminuicao de .

Com base nos resultado obtidos e apresentados na Figura 9.4, verifica-se a
necessidade de se fazer a diminui¢ao continua do valor de £ de modo a evitar o
surgimento do padrao de ilhas e ao mesmo tempo conservar o desempenho da

estrutura ou seja, o baixo volume da estrutura obtida para valores altos de €.

Dessa forma, o valor de ¢ foi alterado ao longo das iteracoes, caracterizando
assim um método de continuacao. Com base nas discussoes apresentadas na

secao 6.3, foi utilizada uma variagao continua de €, ou seja, a cada iteragao ¢ é
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decrescido de uma porcentagem em relagao a iteragao anterior. Assim, a medida
que o valor ¢ se aproxima do valor desejado a sua diminuicao se torna mais suave,
permitindo que o algoritmo de otimizacao “acompanhe”o deslocamento do ponto
otimo.

Para verificar a influéncia da continuagao do parametro ¢, as estruturas apre-
sentadas na Figura 9.2 foram sintetizadas novamente, porém fazendo a conti-
nuacao de €. Assim, foram utilizadas as mesmas distribuigoes iniciais de densi-
dades (p, = 0,25; p, = 0,50; p, = 0,75 e p, = 1,0) e € foi mantido constante e
igual a 1,0 durante as 100 primeiras iteragoes a fim de que a solugao convergisse
para os mesmos pontos 6timos representativos dos leiautes expostos na Figura

9.2. As solucoes obtidas sao apresentadas na Figura 9.5.

Densidade
volumétrica
P

.0000e+00
.0001e-01
.0002e-01
.0003e-01
.0004e-01
0005e-01
.0006e-01
0007e-01
'0008e-01
11.0009e-01
|_|1.0000e-04

e S TN N T R Ta T
(ol Lo o Lo Do o o T T Lo

(a) pp = 0,25 po = 0,50; (¢) pg = 0,75 (d) py =1,0; Tensao von
Tensao von Mises Tensao von Mises Tensao von Mises Mlses méx. 1,00Pa)
méx. 1,38Pa) méx. 0,97Pa) méx.1,35Pa)

Figura 9.5: Comparacao da solucao final para diferentes distribuicoes iniciais
de densidade considerando continuacao de ¢, partindo de € = 1,0 até
e =0,0001, p=16,q¢=3.

Comparando as estruturas apresentadas na Figura 9.5 com aquelas apresen-
tadas na Figura 9.2, que foram sintetizadas utilizando € = 1,0, observa-se que
o leiaute da estrutura se mantém o mesmo para as diferentes distribuigoes ini-
ciais de densidade e as regioes que apresentam o padrao geométrico de camadas
sao diminuidas. A Figura 9.6 apresenta os campos de tensao de von Mises nas

estruturas representadas nas Figuras 9.2(d) e 9.5(d).

Analisando o campo da tensao de von Mises, apresentados na Figura 9.6, das
estruturas sintetizadas utilizando e sem utilizar a continuacao de e, observa-se

que, ao fazer a continuacao de e, sao minimizadas as regioes que apresentam o
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Tensao Tensao
de von Mises de von Mises
fom ({0)) fom ({0))
2.0220e+00 1.0098e+00
1.8198e+00 9.0882e-01
1.6176e+00 8.0784e-01
1.4154e+00 7.0686e-01
1.2132e+00 6.0588e-01
1.0110e+00 5.0490e-01
8.0878e-01 4.0392¢-01
— 6.0659e-01 [ 3.0294e-01
4.0439e-01 2.0196e-01
2.0220e-01 1.0098e-01
3.4642e-13 ’ 2.8077e-13
(a) Tensao de von Mises na estrutura repre- (b) Tensao de von Mises na estrutura repre-
sentada na Figura 9.2(d) (¢ = 1,0) sentada na Figura 9.5(d) (Continuagao de )

Figura 9.6: Comparacao do campo de tensao de von Mises nas estrutura
obtidas utilizando e sem utilizar a continuacao do valor de &

padrao geométrico de camadas e, conseqiientemente, ¢ reduzida a maxima tensao
mecanica, que ocorre justamente devido a intensificacao gerada por este padrao

geométrico.

Observa-se também na Figura 9.5(d) que utilizando a continuacao de ¢ é
possivel obter uma estrutura com contornos bem definidos e que atende a restricao
de tensdo imposta no problema. Neste caso, observa-se, na Figura 9.6(b), que
a maxima tensao mecanica ¢ igual a 1,009Pa, praticamente igual a tensao de

escoamento do material 1,0Pa.

O terceiro parametro a ser estudado é o valor de p na norma-p. Matematica-
mente, quanto maior o valor de p mais a funcao global se aproxima da maxima
tensao local no dominio, o que permite concluir que, ao menos a principio, quanto

maior o valor de p melhor serd o controle da tensao maxima da estrutura.

Dessa forma, foi feito um estudo para trés valores de p, que sao p = 14,
p =22, e p =30, e mantendo o método da continuacao percentual para o valor
de €. Para se evitar problemas numéricos, foi feita a continuagao do valor de
p, porém, neste caso a continuagao foi feita de forma discreta, incrementando o
valor de p a cada 100 iteracoes. Assim, para sintetizar a estrutura com p = 14,
foi utilizada a sequéncia, p = 6 ; 14, para p = 22 foi utilizado p = 6 ;14 ;22, e
para p = 30, foi utilizado p =6 ;14 ;22 ; 30.

Analisando o grafico de convergéncia da Figura 9.7, inicialmente, observa-se
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Figura 9.7: Curva de convergéncia da restricao de global de tensao para as
trés continuagoes do valor p ( solu¢do com p = 6 ; 14, solugdo com
p=06;14;, 22 e solugao com p = 6 ;14 ;22 ; 30.)

que devido a forma com que foi feita a continuacao, as curvas se sobrepoem para
o mesmo valores de p. Observa-se, também, que na iteragao 100, 200 e 300 a
curva de convergéncia da restricao global de tensao oscila devido ao incremento
de p. A restrigao, em principio, deve ser menor ou igual a 1,0, porém, quando
ocorre um aumento de p a restricao é violada, e com o passar das iteracoes, o
algoritmo encontra uma nova solucao viavel para o novo valor de p. Isso ocorre
para as continuacoes p =6 ; 14, e p = 6 ;14 ; 22, entretanto, para a continuagao
p =16 ;14 ;22 ;30 o algoritmo nao é capaz de encontrar uma nova solucao viavel e
a restrigao diverge, como se observa a partir da iteragao 350, no grafico da Figura
9.7.

As solucoes obtidas com as continuagoes de p estao representadas na Figura
9.8, onde se observa que a estrutura obtida com a continuacaop =6 ; 14 ; 22 ; 30
apresenta os contornos menos definidos, devido a presenca de uma regiao cinza
ao redor da estrutura. Analisando os campos de tensao de von Mises nestas
estruturas, apresentados na Figura 9.9, observa-se que, para a solugao obtida
com p = 6 ;14 ;22, a maxima tensao de von Mises é menor do que para a
solucao obtida p = 6 ; 14, como era previsto, pelo fato de que o aumento de
p leva a um melhor controle da tensao maxima. Porém, conforme mostrado no
grafico da Figura 9.7, no caso da continuacao p = 6 ; 14 ; 22 ; 30, a restricao
diverge e a maxima tensao mecanica na estrutura passa a ser maior do que para

a continuagao p = 6 ;14 ; 22.

Comparando os resultado obtidos com a continuagao do valor de p (Figura

9.9) com o resultado obtido com a continuagao de ¢ (Figura 9.6(b)), observa-se
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Densidade Densidade Densidade

volumétrica volumétrica volumétrica
P P P
1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
9.0001e-01 9.0001e-01 9.0001e-01
8.0002e-01 8.0002e-01 8.0002e-01
7.0003e-01 7.0003e-01 7.0003e-01
6.0004e-01 6.0004e-01 6.0004e-01
5.0005e-01 5.0005e-01 5.0005e-01
4.0006e-01 4.0006e-01 4.0006e-01
3.0007e-01 3.0007e-01 3.0007e-01
2.0008e-01 2.0008e-01 2.0008e-01
1.0009e-01 1.0009e-01 1.0009e-01
1.0000e-04 1.0000e-04 1.0000e-04
(a) p=6; 14 (b) p=6; 14; 22 () p=6;14; 22; 30

Figura 9.8: Solucoes finais obtidas com a continuacao de parametro p,
considerando ¢ =3 ee =1

que o parametro € fornece um melhor controle da maxima tensao de von Mises em
relacao ao parametro p, uma vez que o primeiro influencia o surgimento do padrao
geométrico de camadas, acarretando no surgimento de pontos de intensificacao

de tensao, ja o segundo nao.

O 1ultimo parametro a ser estudado foi a influéncia do filtro, dado pela equagao
2.18, na solucao obtida. Para isso, novamente, foram sintetizadas as estruturas
apresentadas na Figura 9.5, isto é, foi considerado a continuacao de e partindo
de e = 1,0 até e = 0,0001, através da continuacao percentual e adotou-se p = 6 e
q = 3. Entretanto, neste caso, foi considerado o filtro com raio igual a dimensao
da aresta de um elemento. O filtro foi mantido ligado durante as primeiras 200
iteracoes e desligado nas 200 iteragoes seguintes, a fim de permitir uma boa
definicao dos contornos da estrutura. As estruturas obtidas estdao apresentadas

na Figura 9.10.

Comparando os resultados apresentados na Figura 9.10, em que foi utilizado
o filtro, com os apresentados Figura 9.5, observa-se que o filtro é capaz de mini-
mizar as regioes que apresentam o padrao geométrico de camadas. Este efeito se
mostrou mais pronunciado nas estruturas com distribuicao de densidade inicial
igual a 0,25% e 0,75% (Figuras 9.10(a) e 9.10(c)), justamente as estruturas que
apresentam as maiores regioes com o padrao geométrico de camadas quando o

filtro nao é aplicado (Figuras 9.5(a) e 9.5(c)).

Aqui vale a pena notar que nao ¢é interessante utilizar apenas o filtro para
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Tensao Tensao Tensao
de von Mises de von Mises de von Mises
Jom ({0)) Jom ((0)) fom ({0))
1.9316e+00 1.8873e+00 2.3101e+00
1.7384e+00 1.6985e+00 2.0791e+00
1.5452e+00 1.5098e+00 . 1.8481e+00
1.3521e+00 1.3211e+00 1.6171e+00
1.1589e+00 1.1324e+00 ‘ 1.3861e+00
9.65786-01 9.43646-01 . [17551e400
7.7262e-01 7.5491e-01 9.2405e-01
—_— 5.7947e-01 | — 5.6618e-01 —— 6.9304e-01
3.8631e-01 3.7746e-01 4.6203e-01
1.9316e-01 1.8873e-01 2.3101e-01
3.7547e-13 4.1281e-13 3.8495e-13
(a) p=6; 14 (b) p=06; 14; 22 (¢)p=6;14; 22; 30

Figura 9.9: Campo de tensao de von Mises nas as estruturas obtidas com a
continuacao de parametro p, considerando ¢ =3 ec =1

a minimizagao das regioes com o padrao geométrico de camadas, uma vez que
este atua de forma artificial no problema. E mais aconselhavel trabalhar com a
continuacao de ¢, tal qual foi apresentado anteriormente, e apenas utilizar o filtro

como ultima alternativa para a retirada dos padroes de camada.

Outra influéncia do filtro, pode ser verificada analisando as estruturas repre-
sentadas nas Figuras 9.5(b), 9.5(c) e 9.5(d), que foram obtidas sem a utiliza¢ao
de filtros, Nestas Figuras observam-se duas topologias diferentes, uma para o caso
de py = 0,5 e py = 1,0 e outra para o caso de p, = 0, 75. Comparando as com as
estruturas obtidas com a utilizagao do filtro, representadas pelas Figuras 9.10(b),
9.10(c) e 9.10(d), verifica-se apenas uma topologia para as trés estruturas. Esta
situacao indica que o filtro, de certa forma, faz com que o problema se torne mais
estavel e convirja para o mesmo ponto 6timo, esta situacao pode ser melhor com-
preendida se interpretarmos os filtro como uma forma de diminuir a flexibilidade

do campo de densidades e, assim, restringir o espaco de solugoes.

A partir dos estudos apresentados, é possivel melhor compreender a influéncia
da distribuicao inicial de densidades p, do parametro de relaxacgao ¢ e do parametro
de p da norma-p, na solugao obtida pelo MOT. Dessa modo, é possivel utilizar
estes parametros de forma racional a fim de se obter a estrutura desejada, ou

seja, a que possua o minimo volume tal que a restricao de tensao seja atendida.

Assim, foi sintetizada uma estrutura otimizada para o caso da barra sob tragao

axial em estudo. Para melhor representar o campo de tensoes, este problema foi
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Densidade
volumétrica

L+

M@ OO OOOOOOom
[

111

a) po=0,25 b) p, = 0,50 c) pp=0,75

Figura 9.10: Comparagao da solugao final para diferentes distribuicoes iniciais
de densidade considerando filtro aplicado nas primeiras 200 iteragoes,
continuagao de € partindo de e = 1,0 até € =0,0001 , p=6,¢=3

tratado com uma malha mais discretizada, apresentada na Figura 9.11(a). Nesta
malha os elementos possuem dimensoes 0, 033m por 0,033m. E apdés um estudo
dos parametros p e e, foi possivel encontrar seus valores étimos para o caso da
malha mais refinada. A Figura 9.11(b) apresenta a solu¢ao obtida fazendo a
continuacao de p = 6 ; 14 ; 22, o valor de ¢ foi decrescido de 0,1 até 0,0001,
utilizando a continuacao percentual, e o filtro com raio igual a 0,05m foi ligado

durante as 200 primeiras iteracoes.

Neste caso o filtro foi utilizado com o intuito de, além de minimizar as regices
que apresentam o padrao geométrico de camada, garantir a unicidade de solucao
em relagao as estruturas sintetizadas com os mesmos parametros iniciais, porém,
com malha menos discretizadas. No caso as estruturas representadas nas Figuras
9.10(d) e 9.5(d).

Analisando a solugao obtida com a malha mais refinada, apresentada na Fi-
gura 9.11(b), pode-se observar que a estrutura apresenta os contornos bem defi-
nidos e formados por curvas suaves que impedem a ocorréncia de concentragoes
de tensao na estrutura. Isto pode ser observado na Figura 9.12, que apresenta o
campo da tensao de von Mises no DFE com valor méaximo igual a 1,0038 Pa, ou

seja, apenas 0,38% acima da tensao de escoamento.

Através desse resultado, é possivel concluir que a formulagao proposta na
secao 6.5 é capaz de sintetizar estruturas com minima massa que atendam ao

critério de restrigao de tensao especificado.



179

Densidade
volumétrica
p

1.0000e+00

1.00006-04

(a) Malha refinada (b) Solugao obtida

Figura 9.11: Representagao da malha refinada utilizada para o problema da
barra sujeita a tracdo e a respectiva solugdo (malha com 5400 elementos, 5556
nos, e 4693 varidveis de projeto no problema de otimizagao)

Para melhor compreender o comportamento da restricao global de tensao,

utilizada neste trabalho, e dada por:

[ (o) 1Y
G = [ﬁZ( 1 <a_>y (1 P))] <1

ec Atv

3 =

Sera apresentado, para a solucao obtida com a malha mais refinada, o campo

de tensao na microestrutura, que é dada por:

fom ({),)

pq
e também o campo da componente da restricao de tensao dada por:

fom ((),)
pt (o),

—e(1—-p) (9.1)

. Esta aqui sera chamada de funcao de falha relaxada.

Inicialmente, deve-se ressaltar que, apesar de se estar interessado em encon-
trar uma estrutura constituida apenas por material homogéneo, isto é, p = 1,0
ou p = 0,001, o critério de tensao é aplicado sobre a tensao na microestrutura de
um material poroso. Apéds a aplicagdo do conceito de e-relaxacao, do ponto de
vista da otimizagao, a restricao é feita nao mais sobre a tensao na microestrutura,

mas sim sobre a fungao de falha relaxada, que no caso deve ser igual a 1,0.

Analisando o campo de tensao na microestrutura para o problema da malha
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Tensao
de von Mises

fom ({0))

1.0032e+00
0286e-01

[oo]ololele]
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Figura 9.12: Campo da tensao de von Mises na macro-escala, para a solucao
obtida com a malha refinada apresenta na Figura 9.11(b)

mais refinada, representado na Figura 9.13(a), observa-se que este é praticamente
constante em todo o DFE, com um valor préximo de 1,0Pa, a excecao da regiao
onde ocorre a localizacao de tensao, na juncao entre o dominio otimizavel e o nao

otimizavel, em que a tensao salta, localmente, para um valor préximo de 2,0Pa.

Agora, analisando o campo funcao de falha relaxada, dada por 9.1 e represen-
tada na Figura 9.13(b), observa-se que a restri¢ao global da fungao de falha gera
uma distribuicao de densidades em que o campo da funcao de falha é aproxima-
damente constante e igual a 1,0. Do ponto de vista da otimizacao esta resposta
é coerente, uma vez que a restricao global faz um controle apenas sobre a média
da funcao de falha relaxada. O interessante, porém, é que a tensao na estrutura
é de fato controlada e apresenta seu valor maximo, apenas ligeiramente acima
do desejado, 0,38% neste caso, enquanto a tensao de falha relaxada, localmente

apresenta um valor 13% acima do desejado.

Finalmente, apenas para efeito de comparagao, foi obtido através da for-
mulacao tradicional de minimizacao da flexibilidade com restricao de volume,
uma estrutura com fracao volumétrica igual a 25% da regiao otimizavel, de modo
que a tensao de von Mises no plano de simetria fosse, na média, igual a 1,0Pa.
A estrutura obtida esta apresentada na Figura 9.14(a). Na Figura 9.14(b) estd
apresentado o campo de tensao de von Mises nesta estrutura, onde observa-se
que a secao transversal da barra no plano de simetria possui raio igual a, apro-

ximadamente, 0, 74m, que gera uma tensao igual a 1,04Pa, apenas 4% acima do
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. Tensao na
microestrutura Funcao de falha
fom((0),) relaxada
q
2.05736+00 1.12746+00
1.8520e+00 1.0146e+00
1.6467e+00 9.0189e-01
1.4414e+00 7.8916e-01
1.2360e+00 6.7642e-01
1.0307e+00 5.6368e-01
8.2542e-01 4.5095e-01
6.2011e-01 3.3821e-01
4.1480e-01 2.2547e-01
2.0948e-01 1.1274e-01
4.1720e-03 0.0000e+00
(a) Tensao na microestrutura (b) Fungédo de falha relaxada

Figura 9.13: Campos de tensao na microestrutura e da funcao de falha
relaxada para a solugao apresentada na Figura 9.11)

esperado. Porém a tensao méxima na estrutura é igual a 1,52Pa, isto é, 52%

acima do esperado.

Densidade Tensao
volumétrica de von Mises
p fom ({0))
1.0000e+00 1.5213e+00
9.0001e-01 1.3692e+00
8.0002e-01 1.2170e+00
7.0003e-01 1.0649e+00
6.00046-01 9.12786-01
5.00056-01 7.60656-01
4.0006e-01 6.0852e-01
3.0007e-01 = 4.5639e-01
2.0008e-01 3.0426e-01
1.0009e-01 1.5213e-01
1.0000e-04 3.6916e-14
I
(a) Solucao (b) Tensao de von Mises na macro-escala

Figura 9.14: Solugao para o problema de minimizacao da flexibilidade com
restricao de 25% de volume, utilizando continuacdo para a penalizacao
q=1,2,3, e filtro dos limites méveis com raio igual 0,11

Analisando este resultado, fica claro, nao somente, que a solug¢ao para minima

flexibilidade nao ¢ a solucao 6tima para o problema minimo volume com restri¢ao
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de tensao mecanica, o que é ébvio do ponto de vista matematico, mas também
que a formulagao tradicional, de minima flexibilidade nao é capaz de fornecer
ao engenheiro projetista uma solucao que nao apresente concentracao de tensao,

mesmo para um problema simples como o de uma barra sujeita a tracao axial.

9.1.2 Exemplo 2: Viga MBB

A viga MBB é um dos exemplos mais cldssicos de OT e foi apresentado pela
primeira vez em Olhoff, Bendsge e Rasmussen (1991). Este problema consiste em
uma viga bi-apoiada em EPT e com carregamento a meio vao. A viga MBB é
assim conhecida pois este problema foi sugerido pela empresa aerondutica alema
Messerchmitt-Bolkow-Blohm GmbH (MBB). A figura 9.15 apresenta a geometria

e as condigoes de contorno aplicadas a viga MBB.

— 0,2m
A‘ '<P:2,0I<;N
" ¢

1m
9 !
— = 0,05m —{ |~ 0,05m
| 6m

Figura 9.15: Viga bi-apoiada com carregamento transversal (MBB)

Devido a condicao de simetria, foi sintetizada apenas metade da estrutura da
viga. Para isto foi utilizada uma malha de 4800 elementos em EPT, conforme

apresentada na figura 9.16.

Regiao Nao Otimizavel

Regiao Nao Otimizavel

Figura 9.16: Malha utilizada para a sintese da estrutura da viga MBB

Seguindo o trabalho de Pereira (2001) foram adotadas as seguintes proprie-

dades de material.
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E =21MPa
v=20,3
(o), =17,8K Pa

Com base nas discussoes sobre os parametros p e € e a utilizagao do filtro,
apresentadas na subsecao 9.1.1, foi feita uma procura pelos parametros étimos
para o problema da viga MBB discretizada com a malha apresentada na Figura
9.16.

Este estudo permitiu concluir que, neste caso, a estrutura com melhor de-
finicao dos contornos, sem problemas de padrao de camadas e que melhor atende
ao critério de falha imposto é obtida fazendo a continuacao do parametro p da
forma do p = 6 ;12 ;24 ;48, sendo que, entre cada incremento de p, foram re-
alizadas 100 iteracoes, o valor de ¢ foi mantido constante e igual a 0,1 nas 100
primeiras iteracao e diminuido gradativamente entre as iteracoes 100 e 200, até o

valor minimo de 0,001, e entao € foi mantido constante até o final.

Neste exemplo, para reduzir o surgimento das densidades intermediarias, foi

utilizada a funcao de penalizacao dada por 6.30.

Para retirar as regioes cinzas da solucao, porém sem alterar a geometria ob-
tida, o parametro K, foi mantido igual a 0 nas 200 primeiras iteracoes, permitindo
assim que o algoritmo definisse uma geometria basica da estrutura, e entao foi
aumentado para 2,0 e mantido constante nas 200 ultimas iteragoes. O valor de

3 foi mantido constante e igual a 107 durante todo processo iterativo

Assim, com os parametros aqui descritos, obteve-se a solucao apresentada na

Figura 9.17.

Densidade
volumétrica
1.00e+00
9.00e-01
§.00¢-01
7:00e-01
6.006-01
5:00¢-01
4.00e-01
3.00e-01
2:00e-01
1.00e-01
2.086-05

Figura 9.17: Solugao final obtida para a viga MBB utilizando o termo de
penalizacao das densidades intermediarias

Esta solucao, apesar do método fornecer um solucao limpa, com poucas
regioes cinzas, nao foi capaz de atender as restrigoes de tensao impostas, como se

observa na Figura 9.18.

Acreditamos que isso ocorre devido a alguns fatores. O primeiro é o fato de

inserir a varidavel de folga ( na restrigao, o que permite que a restricao global seja
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Tensao
de von Mises

fom ({0))

2.54e+04
2.28e+04
2.03e+04
1.77e+04
1.52e+04
1.27e+04
1.01e+04
7.61e+03
5.07e+03
2.54e+03
3.76e-12

Figura 9.18: Campo da tensao de von Mises para a solugao da viga MBB
apresentada na Figura 9.17

violada. Porém, a insercao desta variavel é necessaria para a solucao do problema
através do método de PLS, pois sem ela, a solugao caminha frequentemente para
pontos do espaco de solugao em que o algoritmo de PL nao encontra solucao

vidvel.

Esta situacao de violacao da restricao se torna mais problematica com a
insercao da funcao de penalizacao das densidades intermedidrias, pois caso o
parametro K, seja definido com um valor muito alto, esta funcao tera mais in-
fluéncia na solucao do que o termo kg, que penaliza a violagao da restrigao. Isso
cria uma solugao de compromisso entre encontrar uma solugao limpa, ou seja sem

escala de cinzas, e encontrar um solugao que atende as restrigoes de tensao.

Esta situacao pode ser verificada quando o mesmo problema é resolvido,
porém com parametro K, mantido igual a 0. O resultado obtido para este caso
estd representado na Figura 9.19 e o respectivo campo de tensoes esta represen-
tado na Figura 9.20.

Densidade

volumétrica

1.00e+00

1.60e-05

Figura 9.19: Solucao final obtida para a viga MBB sem utilizar o termo de
penalizacao das densidades intermedidrias

Tensao
de von Mises

fom ((0))

2.05e+04
1.84e+04
1.64e+04
1.43e+04
1.23e+04
1.02e+04
8.20e+03
6.15e+03
4.10e+03
2.05e+03
4.65e-12

Figura 9.20: Campo da tensao de von Mises para a solucao da viga MBB sem
utilizar o termo de penalizacao das densidades intermediarias
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Inicialmente, analisando a estrutura obtida, se verifica claramente a necessi-
dade do termo de penalizacao das densidades intermediarias para se obter uma
estrutura limpa. Agora, analisando o campo de tensoes deste problema, observa-
se que a maxima tensao mecanica é 23% menor do que na estrutura obtida com

o termo de penalizacao das densidades intermediarias.

Outro ponto que demonstra a influéncia negativa do termo de penalizagao das
densidades intermediarias na restricao de tensao, é que na solucao que este termo
foi empregado, o valor final de kg oscila em torno de 0,2 enquanto no problema

sem o termo de penalizagao o valor final de kg ¢ idéntico a 0.

9.1.3 Exemplo 3: Estrutura em formato de L invertido

O problema da estrutura em formato de L invertido, ou simplesmente em formato
de L, é um problema teste para verificar o desempenho das formulagoes de OT
com restricao de tensao. O ponto interessante desse problema é que o Dominio
Fixo Estendido apresenta um ponto de concentragao de tensao devido a quina
interna do formato de L. O angulo reto entre as arestas do DFE faz com que
a tensao neste ponto seja, a principio, infinita; porém, com a discretizacao do
DFE elementos finito, a tensao neste ponto passa ter um valor limitado. Assim,
definindo uma tensao de escoamento (o), menor do que a tensio nesta quina, para
a malha em questao, o método de otimizacao deve ser capaz de retirar material

desta regiao evitando assim a concentragao de tensao.

Este problema, foi abordado nos trabalhos de Duysinx e Sigmund (1998) e
Pereira, Fancello e Barcellos (2004), porém, apenas Pereira, Fancello e Barcellos

(2004) apresentam um resultado sem a presenga de concentragao de tensao.

Neste trabalho o problema da estrutura em formato L foi adaptada para um
problema axissimétrico. A geometria da estrutura bem como seu carregamento
estao apresentados na Figura 9.21. A malha de elementos finitos utiliza neste
exemplo estd apresentada na Figura 9.22. Para uma boa definicao do campo
de tensao na regiao da quina interna do L, foi utilizada uma malha de 6400
elementos distribuidos de forma favoravel a se obter uma maior discretizacao na

regiao proxima a quina, conforme se observa-se na Figura 9.22
Neste caso foram adotadas as seguintes propriedades para o material
E=117-10°

v=20,3
(o), =175
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Secag simulada

TS

Figura 9.21: Geometria da estrutura em formato de L para o caso
axissimétrico
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Figura 9.22: Geometria da estrutura em formato de L para o caso
axissimétrico

Assim como no exemplo anterior, apés um estudo para a determinacao dos
parametros que fornecem um resultado que atende a restricao de tensao, que nao
possui regioes extensas com densidades intermediarias e que nao apresente pro-

blemas de padrao de camada, foi definida a seguinte combinagao de parametros.

A continuacao do parametro p foi feita na forma do p = 12 ;24 ; 30, sendo
que foram 15 iteragoes com p = 12, 70 iteragoes com p = 24, mais 215 iteragoes
com p = 30, perfazendo um total de 300 iteragoes. O valor de ¢ foi mantido
constante e igual a 1 nas 60 primeiras iteracao e diminuido gradativamente entre
as iteragoes 60 e 85, até o valor minimo de 0,001, e entao € foi mantido constante
até o final. A funcao de penalizacao dada por 6.30 também foi utiliza, neste caso
o parametro K, foi mantido igual a 0 nas 60 primeiras iteracoes e igual 5 nas
demais 240 iteracoes. Nas primeiras 60 iteragoes em que o o parametro K, foi

mantido igual a 0, o filtro com raio igual a 1.3 ficou ligado e entao foi desligado
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nas demais 240 iteragbes. Assim, com estes parametros obteve-se o resultado

apresentado na Figura 9.23.
Densidade

volumétrica
)

1.00e+00
9.00e-01
8.00e-01
7.00e-01
6.00e-01
5.00e-01
4.00e-01
3.00e-01
2.00e-01
1.00e-01
1.00e-05

Figura 9.23: Solucao final obtida para a estrutura em forma de L

Analisando a solucao fornecida pelo MOT, observa-se que o método retirou
material da regiao proxima a quina substituindo a geometria com duas arestas
a 90 graus, por um nova geometria arredondada sem a concentracao de tensao.
Esta situagao pode ser melhor avaliada analisando o campo de tensao de von

Mises apresentado na Figura 9.24.

Tensao
de von Mises

fom ((0))

1.88e+02
1.69e+02
1.50e+02
1.32e+02
1.13e+02
9.40e+01
7.52e+01
5.64e+01
3.76e+01
1.88e+01
7.22e-16

Figura 9.24: Campo da tensao de von Mises para a solucao da estrutura em
forma de L apresentada na Figura 9.23

Na Figura 9.24, observa-se que a tensao na regiao préxima a quina é aproxi-
madamente constante e da ordem de 170. Entretanto, apesar do método fornecer
uma solucao que evita o ponto de concentracao de tensao do DFE, a maxima
tensao na estrutura ainda é maior que a tensao de escoamento definida para o

problema. Porém, esta tensao ocorre em dois pontos distintos da estrutura e se
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deve a oscilagao do campo de densidades, onde se esboga um inicio do problema

de padrao de camadas.

A titulo de comparacao entre a formulagao de OT com restricao de tensao
e a formulagdo de maximizacao da rigidez com restricao de volume, este mesmo
problema foi resolvido com esta segunda formulacao. Para tornar os resultados
compardveis, a fracao de volume foi limitada em 0,45% do volume inicial do
DFE, que é a fracao volume da estrutura obtida com a formulagao com restricao
de tensao. A solucao obtida para a formulacao de maximizacao da rigidez esta

apresentada na Figura 9.25.

Densidade
volumeétrica
D

1.00e+00
9.00e-01
8.00e-01
7.00e-01
6.00e-01
5.00e-01

Figura 9.25: Solucao final obtida para a estrutura em forma de L, para o
problema de maximizacao da rigidez

Analisando este resultado, observa-se que para maximizar a rigidez o método
utiliza toda a secao transversal da regiao superior da estrutura, criando assim o
ponto de concentragao de tensao na quina do DFE. A tensao neste ponto, para
a malha empregada neste exemplo igual a aproximadamente 4 - 107, ou seja 10°

vezes maior do que a solugao obtida com a formulacao de restricao de tensao.

Este exemplo, demonstra a capacidade da formulacao de OT com restri¢ao
global de tensao em fornecer estruturas que evitam os pontos de concentracao de
tensao, e mostra claramente que a formulacao de maximizacao da rigidez nao é

capaz de fornecer um resultado similar.

9.2 Otimizacao Topoldégica considerando restricao
local de tensao

Nesta se¢ao serao apresentados os resultados da formulacao de OT com restricao

local de tensao (Problema 6.34), apresentada na secao 6.5.
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Inicialmente, na subsecao 9.2.1 é tratado um problema simples de uma viga
sujeita a tracao axial. Este problema é apresentado a fim de validar a formulacao

e o algoritmo do MLA implementado neste trabalho.

Na subsecao 9.2.2, é apresentada a solucao do problema da viga bi-apoiada
com carregamento a meio vao, amplamente conhecida como viga MBB. Neste
exemplo é apresentada a influéncia do termo de regularizacao adicionado a funcao

objetivo.

No terceiro e ultimo exemplo obtido com a formulacao de OT com restri¢ao
local de tensao, é apresentado, na se¢ao 9.2.3 o problema de otimizagao da estru-

tura em forma de L.

9.2.1 Exemplo 1: Barra sujeita a tracao uniaxial

Inicialmente, é tratado um problema simples a fim de validar a formulacao apre-
sentada e o algoritmo implementado no software. Para isso, foi escolhido um
problema cuja solucao 6tima é conhecida. Neste caso foi resolvido o problema de
uma barra sujeita tracao uniaxial, na qual a tensao aplicada na extremidade da
barra ¢ igual a tensao de escoamento do material. Diferentemente do exemplo da
secao 9.1.1, aqui foi considerada uma estrutura em Estado Plano de Tensao. A
geometria e as condigoes de contorno aplicadas a esta barra estao apresentadas

na Figura 9.26.

P=1Pa ' P=1Pa Lm

- Ela

PP NS

Figura 9.26: Geometria e condigoes de contorno do problema da barra sob
tragao uniaxial

Para sintetizar a estrutura, foi considerada a simetria em relacao ao eixo
vertical, e apenas metade da geometria foi dicretizada. A malha e as condic¢oes de

contorno aplicadas oa modelo de elementos finitos estao representadas na Figura

9.27.

Esta malha possui 1312 elementos e 1386 nds, criando assim um problema

de otimizacao com 1386 variaveis e 1312 restrigoes nao-lineares. Ou seja mesmo
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Figura 9.27: Malha e condicoes de contorno utilizadas no problema da barra
sujeita a tracao uniaxial

em um problema simples como este, do ponto de vista da otimizagao tem um
problema complexo, com um grande ntumero de restricoes. Foram adotadas as

seguintes propriedades de material:

E =100Pa
v=20,3
(o), = 1Pa

Aqui vale notar que na formulagao de OT com restricao local de tensao o
termo de regularizagao F.(p) foi utilizado pois este nao altera os limites méveis da

PLS e assim, diferentemente do filtro, nao influencia a convergéncia do problema.

Neste exemplo, foi considerado o parametro de regularizacao K, constante
e igual a 0,001 e o parametro de penalizacao das densidades intermediarias
K, = 0.5, o valor de ¢ foi definido igual a 0,001. Para o MLA, foi adotado,
um campo inicial dos multiplicadores de lagrange, constante e igual a 0.0001
(,u? = 0.0001), os termos de penalizagdo c¢; iniciais foram definidos igual a 0,01 e
para sua atualizagao foi definido v = 1,1 e v = 0, 5. Utilizando estes parametros

obteve-se a estrutura apresentada na Figura 9.28.

Analisando este resultado, observa-se que o método foi capaz de fornecer a
estrutura de minima massa que atende a restricao de tensao. Neste caso a solucao
otima é uma barra de altura igual ao comprimento em que estd aplicado o car-
regamento, uma vez que o carregamento aplicado ¢é igual a tensao de escoamento

de 1Pa.

Observando o campo da funcao de falha relaxada, apresentado na Figura 9.29,
observa-se que esta restricao foi atendida, sendo que esta é praticamente igual a

0 ou negativa sobre todo o DFE.

Analisando agora o grafico de convergéncia da fungdo lagrangeano aumen-
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Densidade
volumétrica
P
1.00e+00
9.00e-01
8.00e-01
7.01e-01
6.01e-01
5.01e-01
4.01e-01
3.01e-01
2.02e-01
1.02e-01
2.12e-03

Figura 9.28: Solucao obtida para barra sujeita a tragao uniaxial

Funcao de Falha
Relaxada

6.09e-02
4.88e-02
3.66e-02
2.45e-02
1.24e-02
2.58e-04
-1.19¢-02
-2.40e-02
-3.61e-02
-4.83e-02
-6.04¢e-02

Figura 9.29: Campo da funcao de falha para solu¢ao do problema da barra
sujeita a tracao uniaxial

tado, apresentado na Figura 9.30, observa-se que na segunda iteracao do MLA, a
funcao objetivo sofre um acréscimo brusco devido a atualizagao automatica dos
multiplicadores de lagrange. Apds esta oscilacao o algoritmo converge em apenas
20 iteragoes. Aqui vale notar qu a cada iteracao do MLA é resolvido um problema
de PLS que utiliza n iteragoes para convergir. Neste exemplo o niimero maximo

de iteragoes internas da PLS foi fixado igual a 30.

Antes de apresentar os demais resultados, é importante observar que a con-
vergencia do MLA é dependente da defini¢ao correta dos parametros envolvidos
em sua formulacao, em especial a constante de penalizacao das restrigoes c¢;. A
experiéncia com este método, nos permitiu concluir que o valor de ¢; associado aos
demais parametros da formulagao faz com que o algoritmo do ML A convirja para
diferentes minimos do espaco de solugao, ou mesmo divirja; e esta situacao de

divergéncia se agrava conforme o aumento do nimero de restrigoes do problema.
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Funcional Lagrangeano Aumentado x Iteragdo
0.8

0.7

0.6 |

05 F

04 F

03 F

02 F

Func. Lagrangeano Aumentado

0.1

Iteracdo

Figura 9.30: Curva de convergéncia do MLA para o caso da viga sujeita a
tracao uniaxial

9.2.2 Exemplo 2: Viga MBB

O problema da viga MBB, apresentada na se¢ao 9.1.2, também foi resolvido uti-
lizando a formulacao de OT com restrigao local de tensao. A geometria, a malha
de elementos finitos e as propriedades do material sao as mesma das utilizadas

na secao 9.1.2.

Aqui vale ressaltar que a malha empregada possui 4800 elementos e 4961 nos.
Isto significa que o algoritmo de otimizagao esta tratando um problema com 4961
variaveis de projeto e 4800 restricoes, o que significa um problema complexo, em

especial devido ao elevado nimero de restricoes nao-lineares.

Neste trabalho, este exemplo serd utilizado para demonstrar a influéncia do

termo de regularizacao 6.33 apresentado na secao 6.5.1.

Assim, foram sintetizadas estruturas com 3 valores de K,: K, = 0,03, K, =
0,003, K, = 0,001. Nestes trés casos foi utilizado como parametro de penalizacao
das densidades intermediarias K, = 0,0 nas 10 primeiras iteracoes e K, = 0,95

nas demais. A valor de ¢ foi definido constante e igual a 0, 001.

Para o MLA foram adotas as seguintes constantes para o Algoritmo 2 apre-
sentado no capitulo 3: os multiplicadores de lagrange iniciais foram definidos
igual a 0.0001 (M? = (0.0001), os termos de penalizacdo c; iniciais foram definidos

igual a 0,01 e para sua atualizagao foi definido y =1,1e v =0,5.

A estrutura obtida para K, = 0,03 esta representada na Figura 9.31 e o
campo da funcao de falha relaxada dessa estrutura esta apresentado no Figura
9.32.
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Densidade
volumétrica

1.00e+00
9.00e-01
8.00e-01
7.00e-01
6.00e-01
5.00e-01
4.00e-01
3.00e-01
2.00e-01
1.00e-01
1.00e-05

Figura 9.31: Solucgao obtida para a viga MBB utilizando como fator de
regularizacao K, = 0,03

Funcao de Falha
Relaxada

9.40e-02

1.25e-02

-6.90e-02
-1.50e-01
-2.32e-01
-3.13e-01
-3.95e-01
-4.76e-01
-5.58e-01
-6.39¢-01
-7.21e-01

Figura 9.32: Campo de funcao de falha para estrutura obtida com fator de
regularizacao K, = 0,03

Observando o campo de densidades desta solucao (Figura 9.31), verifica-se que
o termo de regularizacao ponderado por K, = 0,03 exerce uma forte influéncia
sobre a resposta e nao permite que o método gere uma estrutura com contornos
bem definidos. Agora, verificando o campo da funcao de falha, apresentado na
Figura 9.32, verifica-se que a restricao de tensao na sua forma e-relaxada foi
atendida na maior parte da estrutura, excedendo a restricao de valor menor ou

igual a 0 em apenas 0, 09.

Seguindo a andlise da influéncia do parametro de regularizagao, a Figura 9.33
apresenta a solucao obtida utilizando valor de K, = 0, 003 e seu respectivo campo

da funcao de falha e-relaxada esta representado na Figura 9.34

Densidade
volumétrica

p
1.00e+00
9.00e-01
8.00e-01
7.00e-01
6.00e-01
5.00e-01
4.00e-01
3.00e-01
2.00e-01
1.00e-01

1.00e-05

Figura 9.33: Solucao obtida para a viga MBB utilizando como fator de
regularizacao K, = 0,003

Neste caso, observa-se na Figura 9.33 que para o valor de K, = 0,003 o

método foi capaz de fornecer uma estrutura com contornos relativamente bem
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Funcao de Falha
Relaxada

9.19¢-02

9.03e-03

-7.38e-02
-1.57e-01
-2.39e-01
-3.22e-01
-4.05e-01
-4.88e-01
-5.71e-01
-6.54¢-01
-7.36e-01

Figura 9.34: Campo de funcao de falha para estrutura obtida com fator de
regularizacao K, = 0,003

definidos e que atende a restricao de tensao, como se verifica no Figura 9.34 que
representa o campo da funcao de falha relaxado com valores menores que 0 em

quase toda a sua extensao.

Finalmente, a Figura 9.35 apresenta a estrutura obtida para K, = 0,001 e o
respectivo campo da funcao de falha é apresentado na Figura 9.36.

Densidade
volumétrica

P
1.00e+00
9.00e-01
8.00e-01
7.00e-01
6.00e-01
5.00e-01
4.00e-01
3.00e-01
2.00e-01
1.00¢-01
1.00e-05

Figura 9.35: Solucao obtida para a viga MBB utilizando como fator de
regularizacao K, = 0,001

Funcao de Falha
Relaxada

1.22e-01

3.06e-02

-6.12e-02
-1.53e-01
-2.45e-01
-3.36e-01
-4.28e-01
-5.20e-01
-6.12e-01
-7.04e-01
-7.95e-01

Figura 9.36: Campo de funcao de falha para estrutura obtida com fator de
regularizacao K, = 0,001

Neste caso, observa-se que um valor ainda menor de regularizacao, permite
que o método fornega solugoes com barras mais delgadas, porém restricao de
tensao € ligeiramente violada. Como se observa na Figura 9.36 o campo a fungao

de falha relaxada excedeu a restricao em no maximo 0, 12.

A titulo de comparacao com o trabalho de Pereira (2001) os resultados apre-

sentados por ele para o problema da viga MBB apresenta geometrias similares,
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porém com o campo de funcao de falha com valores maximos da ordem de 1-107%.
Acreditamos que esta diferenca entre os resultados ocorre devido a diferenca en-
tre os parametros internos do MLA utilizados em cada trabalho, e também pela
diferenca dos algoritmos utilizados para a solugao do problema sem restrigoes

interno ao MLA

9.2.3 Exemplo 3: Estrutura em formato de L

O problema da estrutura em formato L também foi resolvido utilizando a for-
mulagao de OT com restricao local de tensao. Neste caso o problema foi tratado

com uma estrutura em EPT e sua geometria esta representada na Figura 9.37. A

| 04m — =

0,6 m

lP 0,4 m

1 !

- 1,0 m -

Figura 9.37: Geometria da estrutura em formato de L

malha de elementos finitos utilizada é apresentada na Figura 9.38 e possui 6400
elementos e 6601 nds, assim o problema de otimizacao envolve 6400 restrigoes

nao-lineares.

Foram adotadas a seguintes propriedades para o material

E =100Pa
v=20,3
(o), =42,42Pa

Neste exemplo nao foi possivel encontrar uma combinacao de parametros que
fizesse o algoritmo convergir. Porém observou-se que para uma dada combinacao
de parametros, a solucao MLA passa pelo pontos 6timo, porém nao converge

para este ponto. Desse modo, optou-se por interromper o processo iterativo
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Figura 9.38: Malha de elementos finitos utilizada na solucao da estrutura em
formato de L

prematuramente. A interrupcao foi feia com base na visualizacao do resultado a

cada iteracao, possibilitando assim escolher um resultado bem definido.

Assim, foi considerado o parametro de regularizacao K, constante e igual a
0,01, o parametro de penalizagao das densidades intermedidrias K, = 0,95, o
valor de ¢ foi definido igual a 0,0001. Para o MLA foi adotado, um campo inicial
dos multiplicadores de lagrange constante e igual a 0,0001 (,u? = 0,0001), os
termos de penalizagao c¢; iniciais foram definidos igual a 0, 9 e para sua atualizacao

foi definido y =1,5e v =0,5.

Assim, executando 21 iteragdes do MLA, com os parametros acima definidos

obteve-se a geometria representada na Figura 9.39.

Densidade
volumétrica
P
1.00e+00

Figura 9.39: Solucao obtida para a estrutura em formato de L

Analisando a geometria da estrutura obtida, observa-se que o método retirou

o material da regiao de concentracao de tensao, fornecendo um geometria arre-
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dondada para esta regiao. Este arredondamento faz com a que a maxima tensao
mecanica, que a principio é infinita devido ao angulo reto entre as arestas, se

torne finita, conforme discutido na subsegao 9.1.3.

Esta geometria permitiu que a restricao de funcao de falha relaxada fosse
atendida em quase toda a totalidade do DFE, pois esta possui apenas valores
negativos ou ligeiramente acima de zero. Isto pode ser verificado na Figura 9.40

que apresenta o campo da funcao de falha relaxada da estrutura otimizada.

Funcao de Falha
Relaxada

6.00e-02

-3.63e-02
-1.33e-01
-2.29e-01
-3.25e-01
-4.21e-01
-5.18e-01
-6.14e-01
-7.10e-01
-8.07e-01
-9.03e-01

Figura 9.40: Campo de fungao de falha relaxada da estrutura apresentada na
Figura 9.39

Com este exemplo, pode-se concluir que, apesar de nao se ter obtido a con-
vergéncia do MLA este foi capaz de fornecer um solucao otimizada que atende a

restricao de tensao.

Comparando este resultado com aqueles apresentados no trabalho de Pereira
(2001), observa-se que ambos apresentam resultados semelhantes, a menos das
regioes cinzas presentes no resultado da Figura 9.39. Acredita-se que a diferenca
nos resultados se deve ao fato de que neste exemplo nao foi possivel obter a
convergéncia do MLA, o que dificultou a utilizacao do termo penalizador das

densidades intermedidarias na fase final do processo iterativo.

Acredita-se também que esta dificuldade em se obter a convergéncia se deve
ao fato utilizar-se um algoritmo de Programagao Linear Seqiiencial (PLS) para
a solugao do problema de otimizagao interno ao MLA. O trabalho de Pereira
(2001) utiliza algoritmo de otimizacao BOX-QUACAN proposto por Friedlander,
Martinez e Raydan (1995) associado ao método de regides de confian¢a (FRIE-
DLANDER; MARTINEZ; SANTOS, 1994). Atualmente (06/2006) estes algoritmos,

bem como algoritmos aprimorados, estao disponiveis no endereco de eletronico
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“www.ime.usp.br/"egbirgin/tango/”



199

10 Resultados: Problema de
distribuicao material em
estruturas com gradacao
funcional

Este capitulo apresenta os resultado obtidos para o problema de otimizacao da

distribuicao de material em estruturas com gradagao funcional.

Inicialmente, na secao 10.1, é apresentado um problema simples de barra sob
tracao axial em que é estudado a influéncia dos parametros da formulagao e é

feita uma comparacao entre as formulagoes apresentadas em 7.27 e 7.28.

Na secao seguinte, 10.2, é apresentada a otimizacao da distribuigao de ma-
terial na parede de um cilindro sujeito a pressao externa. Neste exemplo é feita
uma discussao dos modelos de material e modelos de estimativa da tensao de

referéncia dos MsGF.

Aumentando o nivel de complexidade do problema tratado, na secao 10.3
¢ apresentado o problema de otimizacao da distribuicao de material no interior
de um disco de turbina a gas. Neste problema, além das forcas externas, sao
consideradas as forcas de campo devido a rotacao do disco. Este exemplo também

é utilizado para discutir a influéncia do modelo de material.

Para finalizar, na secao 10.4 é apresentado um resultado com a formulagao
de maximizacao da inércia de rotacao, proposto na subsecao 7.4.2. Neste caso
o problema em questao ¢ a maximizagao da inércia de rotacao de uma roda de

inércia.

10.1 Exemplo 1: Barra sujeita a tracao axial

Neste trabalho, a aplicacao do MOT no problema de otimizacao da distribuicao

de material em estruturas constituidas por MsGF foi, inicialmente, estudada
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utilizando um problema simples de uma barra sujeita a tracao axial.

Neste caso foi utilizado o modelo de material H-S-linear, apresentado na se¢ao
7.4.1 (representado na Tabela 7.1), considerando x = 1.0. O seja, limite superior

de H-S ¢ utilizado para definira as propriedades efetivas do material.

Para testar a formulacao foi escolhido um MGF ficticio com uma grande
diferencga entre os médulos de Young das fases dos materiais que o constituem.
Apesar de pouco realista para os MsGF,do ponto de vista numérico, quanto maior
a diferenca entre os médulos de elasticidade, maior o valor da intensificacao da
tensao de von Mises dada pela matriz B,,,. Assim, é possivel por a prova a

implementacao proposta.

As propriedades escolhidas para cada um dos materiais estao representadas
na Tabela 10.1.

Material (+) | Material (-)
Propriedades
Médulo de Young 100 1
Coeficiente de poisson 0,3 0,3
Tensao de Referéncia 1.5 1,05-1074

Tabela 10.1: Propriedades mecéanicas das fases constituintes do MGF
adotadas para o problema da barra sob tragao axial

O gréafico da Figura 10.1(a) apresenta a curva do modelo de material utilizado
e o grafico da Figura 10.1(b) apresenta os valores de trés elementos da diagonal
principal da matriz B,,,, onde observa-se que as componentes de tensao o, oy €

0. sao intensificadas em até, aproximadamente, 9 vezes.

—_
(=)

100 " " " T —
90[ 1
801
701
60[
ESO’
401
301
207 Em'm
107

00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

— N Wk N 0O

Emaa: = EH

p p
(a) Modelo de material (b) (Bym)11 = Buym)22 = (Bum )33
Figura 10.1: Curva do modelo de material e dos elementos da matriz B,,,
Devido ao fato de nao se ter conhecimento um problema de otimizacao da

distribuicao de material em uma estrutura com gradiente de propriedades com

solucao conhecida, foi escolhido um problema em que se pode ter uma idéia
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intuitiva da solugao 6tima. Neste caso, optou-se por utilizar uma barra sujeita
a tracao axial de 1Pa apenas na sua regiao central, conforme apresentada na
Figura 10.2(a). Assim, utilizando o MEF em sua formulagao axissimétrica, foi
simulado apenas um quarto da secao longitudinal da barra, onde foram aplicadas
as condicoes de contorno de simetria, e forgas nodais equivalentes a tracao de

1Pa, conforme ilustrado na Figura 10.2(b).

Eixo de
Simetria axial

parte |
Slmumda\ | Tragéio = 1 Pa
u
JO,S m|~—1,0 m’l
(a) Estrutura inteira (b) Malha

Figura 10.2: Representacao da malha de elementos finitos e condicoes de
contorno (malha com 3800 elemento, 3939 nés e variaveis de projeto no
problema de otimizagao.)

Inicialmente foi considerada a formulacao dada pela equacao 7.28, que tem a

restricao abaixo reproduzida:

p

1 maicro 2
1 / max 4 17 ol <0
Q maicro

Q <U >ref:|

3=

A primeira questao a ser estudada nesta implementacao foi a influéncia dos
limites moveis na solucao obtida; dessa forma, adotaram-se trés intervalos para
0 passo Maximo e minimo (Passomaz, PASSOmin), que entram como parametros
do Algoritmo 4 do capitulo 8 que, por sua vez, faz a atualizacao dos limites
méveis a cada iteragao. Os intervalos representam a maxima e a minima variagao
percentual em relagao ao valor da variavel a cada passo da PL. Assim, foi definido
um primeiro intervalo, denominado de “LM estreito”, com os valores passoma. =

1%, passomi = 0,1% , um intervalo “LM médio” com os valores passo,.. = 10%,
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PaSSOmin = 1% e um intervalo “LM largo” passome. = 20%, passom:, = 10%. Os
resultados obtidos para cada um dos casos estao representados na Figura 10.3.

Observando as distribuigoes de material obtidas, é notéria a influéncia dos limites

Densidade s Densidade .r Densidade
volumétrica ! volumétrica - volumétrica
+ + +
p p p

5.55e-01 8.22e-01 9.99e-01
5.00e-01 7.40e-01 9.00e-01
4.45e-01 6.58e-01 8.00e-01
3.90e-01 5.76e-01 7.00e-01
3.35e-01 4.94e-01 6.00e-01
2.80e-01 4.11e-01 5.00e-01
2.25e-01 3.29e-01 4.00e-01
1.70e-01 2.47e-01 3.00e-0
1.14e-01 1.65e-01 2.00e-01
5.99e-02 8.31e-02 1.00e-01
4.84e-03 1.00e-03 1.00e-03

(a) LM (estreitos) (b) LM (médios) (¢) LM (largos)

Figura 10.3: Solucoes finais obtidas com diferentes limites méveis,
considerando p = 2

moveis sobre a solucao.

Analisando as curvas de convergéncia do nimero de elementos ativos, ou seja,
aqueles que possuem a tensao maior do que a tensao de referéncia, apresentada
na Figura 10.4, observa-se que, quanto maior o intervalo permitido para os limites
moveis, maior é o numero de elementos ativos na restricao, e maior é a oscilagao

deste ntimero entre as iteragoes.

Apesar de ser um tanto 6bvio que, quanto mais largos sao os limites moveis,
maiores serao as oscilacoes do campo de densidades e, conseqiientemente, maiores
as oscilagoes do campo de tensao e, assim, do nimero de elementos ativos no
problema, um ponto importante, que a analise do grafico apresentado na Figura
10.4 suscita, é que, com a formulacao 7.28, ocorre uma troca do conjunto de

elementos que compoem a restricao a cada iteracao.

Esta oscilagao, ou troca do conjunto de elementos que compoem a restrigao,
é prejudicial ao processo de otimizacao baseado na PLS, pois a cada passo, ou
seja, a cada PL, o algoritmo de otimizacao recebera apenas as informacgoes, na
forma de gradiente, sobre aqueles elementos que estao ativos e, assim, se na
iteragao seguinte o conjunto de elementos ativos mudar bruscamente, de modo

que a interseccao entre estes conjuntos de elementos seja nula, serd resolvido um
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2500

LM (largos)

2000

1500

1000

LM (estreitos)

»
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i

500 L j ‘”\,«MWMMMW««,W{NM
|

Numero de elementos ativos

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Iteracdo

Figura 10.4: Curva de convergéncia do nimero de elementos ativos no
problema para trés condiges de limites méveis: LM (estreitos), LM (médios) e
LM (largos) )

problema de PL distinto do problema anterior.

Esta situagao seria diferente se, a cada iteracao, o conjunto de elementos
que compoem a restricao fosse sempre reduzindo, de tal forma que um conjunto

estivesse contido dentro do conjunto referente a iteracao anterior.

Dada esta situacao, duas sao as abordagens que podem ser adotadas para
minimizacao desse problema. Uma ¢é escrever a restricao do problema 7.28 sem a
fungao max{-, -}, assim, este fica igual ao problema 7.27, cuja restrigdo é abaixo
reproduzida:

]2

% / (™) yrm

) |:<a-micro>ref:| 2

A outra abordagem ¢ utilizar a formulagao 8.2, isto é, manter a fungao
max{-, -} na restrigao, porém utilizando o conceito de “varidveis artificiais”, apre-
sentado no capitulo 8. A restricao do problema 8.2 esta abaixo reproduzida:

Py
1 M 0.micro>zm}2
QZQ max { ———" 1.0 —1-8<0
e=1 |:<a-micro>ie

Com esta formulacao, é possivel iniciar o problema com uma distribuicao de
densidades em que todos, ou grande parte dos elementos, compoem a restricao
e, assim, garante-se que o problema de PL receba informacoes, na forma de
gradientes, sobre todo o dominio e, conseqiientemente, com a evolucao do processo

iterativo, este conjunto de elementos é reduzido até se aproximar de zero.
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E importante notar que, conforme apresentado no capitulo 8, todas as im-
plementagoes utilizam o conceito de “varidveis artificiais”, o que permite fazer a

continuacao dos valores de p sem que o algoritmo de PL falhe.

Assim, otimizando a distribuicao de material através da primeira aborda-
gem, dada pela a formulagao 7.27, isto é sem a fun¢do max{:,-}, obtém-se a

distribuicao apresentada na Figura 10.5. Observa-se nesta figura que o software

Densidade
volumeétrica

1.226927e-01
6.184636e-02
1.000000e-03

Figura 10.5: Solugao obtida através da formulagao 7.27, (sem a funcao
max{-,}), considerando a continuacao de p =2 ; 20 ; 50 ; 100 e filtro com raio
igual a dimensao da aresta do elemento

sintetizou uma distribuicao de material que se aproxima de uma barra suportando
a carga apenas na regiao onde esta é aplicada, porém esta barra nao necessita
de toda a rigidez e resisténcia do material mais (+), de tal forma que esta barra
possui densidades volumétricas cada vez menores a medida que se afasta do ponto
de aplicacao do carregamento e as tensoes se distribuem sobre toda a secao trans-
versal. Atentando para a regiao proxima a aplicacao da carga, observa-se uma
distribuicao de material particular que garante o maximo indice de falha igual a
1,06.

Analisando o grafico da Figura 10.6, que apresenta a curva de convergéncia da
restricao global de tensao para este problema, observa-se que ha um salto no valor
da restricao na iteracao 100, que é decorrente da mudanca do valor de p de 2 para
20, e novos saltos na iteracao 200 e 300, decorrentes também das mudancas de p.
Entretanto, apesar das oscilagoes da restricao global, permitidas pela utilizacao

da variavel 3, a restricao tende ao 1 enquanto (3 tende a zero, fornecendo assim
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a solucao 6tima desejada.

45| 1

35+ B

25¢ 1

15} 1

Restrigdo Global de Tenséo

0.5 B

0 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Iteracao

Figura 10.6: Curva de convergéncia da restricao global de tensao do problema
tratado através da formulagao 7.27, (sem a fungao max{-,-}), considerando a
continuacao de p =2 ; 20 ; 50 ; 100

Resolvendo o mesmo problema, porém com a formulagao 8.2, isto é, mantendo
a fungao max{-, -} e partindo de uma distribuicao inicial de densidades em que se
possui um grande ntimero de elementos compondo a restricao global de tensao,
além de considerar a continuacao p = 2 ; 20 ; 50 ; 100, obtém-se a distribuicao
de material apresentada na Figura 10.7(a). O campo do indice de falha desta é

representado na Figura 10.7(b).

Densidade
Volumftrlca Indice de falha
p
9.8918e-01 1.2378e+00
8.9036e-01 1:1140e+00
7.9154¢-01 9.9022¢-01
6.9272e-01 8.6645e-01
5.9391e-01 7.4268e-01
4.9509e-01 6.1890e-01
3.9627e-01 4.9513e-01
2.9745¢-01 3.7136e-01
1.9864e-01 2.4759¢-01
9.9818e-02 1.2381e-01
1.0000e-03 4.2468e-05
a) Solucao Final (b) Indice de falha na estrutura

Figura 10.7: Solucao obtida através da formulacao 7.28, (com a funcao
max{-,}), considerando a continuacao de p =2 ; 20 ; 50 ; 100 e filtro com raio
igual a dimensao da aresta do elemento

Analisando estas figuras, observa-se que apesar da distribuicao de material

apresentar um campo com variacao suave, este nao é suficiente para controlar as
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tensoes mecanicas da estrutura, como se verifica na Figura 10.7(b), que apresenta

o maximo indice de falha igual a 1,23.

Entretanto, se forem analisadas as distribuicoes de material ao final de cada
passo do processo de continuacao de p, verifica-se que a distribuicao 6tima para
p = 20 se aproxima da distribuigdo obtida com a formulacao sem a fungao
max{-, -}, apresentada na Figura 10.5. A Figura 10.8 apresenta as distribuigdes
otimizadas de densidade volumétrica para cada valor de p e o maximo indice de

falha de cada estrutura esta apresentado na legenda.

Densidade Densidade Densidade
volumétrica volumétrica volumétrica
ot ot ot

9.9990e-01 4.7813e-01 9.9990e-01

9.0019e-01 4.3075e-01 9.0001e-01

8.0048e-01 3.8336e-01 8.0012e-01

7.0077e-01 3.3597e-01 7.0023e-01

6.0106e-01 2.8858e-01 6.0034e-01

5.0135e-01 2.4119e-01 5.0045e-01

4.0164e-01 .9380e-01 4.0056e-01

3.0193e-01 1.4641e-01 3.0067e-01

3w 2.0222e-01 9.9025e-02 2.0078e-01
e 1.0251e-01 5.1636e-02 1.0089e-01
“:'J 2.8003e-03 4.2473e-03 1.0000e-03

(a) Solugdo para p = 2; (b) Solugdo para p = 20; (c) Soluggo para p = 50;

Maéximo indice de falha 1,22  Maéaximo indice de falha 1,09 Maximo indice de falha 1,25

Figura 10.8: Solucgoes ao final de cada passo da continuagao de p

Analisando as solugoes obtidas ao final de cada passo da continuacao de p,
apresentadas em 10.8, em conjunto com o grafico de convergéncia da restricao
global de tensao, apresentado na Figura 10.9, é possivel melhor compreender a

influéncia de § na formulacao 8.2.

Inicialmente, é possivel observar na curva de convergéncia (Figura 10.9) que
a distribuicao inicial de densidades, no caso um campo homogéneo com pt =0, 1,
apresenta altos valores de indice de falha e, conseqlientemente, a restrigao global
de tensao é violada. Dessa forma, é possivel iniciar o processo de otimizacao de
um ponto inviavel do espaco de solucao, garantindo que o algoritmo de PL receba
informacgoes de grande parte dos elementos. Porém, para que o algoritmo de PL
encontre uma solucao viavel, é necessario que este adote um alto valor de [ e,
assim, com o decorrer das iteracoes, o valor de 3 é gradativamente diminuido pelo

proprio algoritmo, uma vez que este é somado a fungao objetivo.
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Ao final de 100 iteragoes a restricao global atinge um valor proximo de 0,
enquanto (3 é praticamente zero (0,03). Entretanto, se observarmos a distribui¢ao
de material e o maximo indice de falha para a iteracao 100, apresentado na
Figura 10.8(a), observa-se que a distribui¢cao de material obtida gera um campo
de tensoes que viola a restricao em 22%. Esta situacao indica que o valor de p = 2

nao é suficiente para representar de forma adequada o pico de tensao.

Seguindo o processo iterativo, o valor de p é aumentado para 20, o que gera
algumas oscilagoes da restricao global nas iteracoes seguintes; entretanto, estas
voltam a diminuir, e na iteracao 200 é obtida um distribuicao de material cujo

campo de tensoes viola a méxima tensao mecanica em apenas 9%.

Aumentando ainda mais os valores de p, p = 50 e p = 100, observa-se que a
restricao global comeca a divergir e, ao final do processo de otimizacao, a estrutura
obtida possui um indice de falha igual a 1,23 e a restricao global apresenta um

valor proximo de 0,2.

Assim, com base nestas observacoes, é possivel concluir que para a formulagao

8.2 é necessario utilizar menores valores de p.

1.4

.8

|
|
|

Restricao Global de Tenséo
o

|

0.2
0
0

HWUM

100 150 200 250 300 350 400
Iteracao

Figura 10.9: Curva de convergéncia da restricao global de tensao do problema
tratado através da formulagao 7.28, (com a fun¢do max{-,-}), considerando a
continuagao de p =2; 20 ; 50 ; 100

Comparando o gréfico da Figura 10.6 com o gréfico apresentado na Figura
10.7 e tendo como base a discussao aqui apresentada, pode-se concluir que a for-
mulagdo com a fun¢do max{-,-} apresenta um comportamento mais instével do
que o da formulagao sem a fun¢ao max{-, -}. Isto pode ser explicado simplesmente
devido ao fato da fun¢ao max{-,-} inserir uma descontinuidade ao problema e as-
sim dificultar a convergéncia. Entretanto, a experiéncia com as duas formulagoes
demonstrou que ambas sao capazes de obter resultados similares, desde que sejam

utilizados os valores adequados de p, associados a utilizacao do filtro.



208

10.2 Exemplo 2: Cilindro sujeito a pressao ex-
terna

O segundo exemplo trata da otimizacao da distribuicao de material na parede de
um cilindro sujeito a pressao externa. Com o objetivo de se avaliar melhor os
modelos de material propostos, neste problema sera considerado um MGF real,

composto por uma fase metalica de Titanio (Ti) e um fase ceramica de Nitreto
de Silicio (SizNy).

A fase ceramica foi adotada como material mais (4) e a metdlica como ma-
terial menos (-). As propriedades mecanicas de cada fase estao dadas na tabela
10.2 (CHO; CHOI, 2004), porém o coeficiente de poisson adotado é igual a 0, 3 para
ambas as fases, a fim de assegurar as relacoes K™ > K~ e G > G, que sao

premissas do modelo de material.

Material (+) | Material (-)
Propriedades SisNy Ti
Médulo de Young (GPa) 310 117
Coeficiente de poisson 0,27 0,32
Tensao de Referéncia (MPa) 400 175 °

“Resisténcia a Tracao
bTensdo de escoamento

Tabela 10.2: Propriedades mecanicas das fases constituintes do MGF adotada
para o problema do cilindro sujeito a pressao externa

Conforme apresentado na secao 7.4.1, foram propostas duas formas de se
definir as propriedades elasticas do modelo de material em fun¢ao da densidade

volumétricas das fases, que foram denominadas: H-S-linear e H-S-transicao.

Também foram propostas duas formas de se obter a tensao mecanica de re-
feréncia: o modelo Tensao-M.A. e o Modelo-M.H. Neste exemplo, estes quatro
modelos serao agrupados dois a dois, definindo assim duas abordagens para o

modelo de material.

Dessa forma, a abordagem 1 consiste em utilizar o modelo de material H-S
linear, para se obter as propriedades elasticas do material efetivo. Neste caso foi
adotado x = 0,5. Para obter a tensao de referéncia efetiva é utilizado o modelo

Tensao-M.A. com s = 2.

A abordagem 2 consiste em utilizar o modelo de material H-S-transigao para
definicao das propriedades efetivas, e para obter tensao de referéncia, é utilizado

o modelo Tensao-M.H.
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Do ponto de vista da otimizacao de estruturas constituidas por MsGF, a
abordagem 2 apresenta uma hierarquia sobre a abordagem 1, pois a abordagem
2 utiliza um modelo de material mais fiel para a representacao das propriedades
elasticas efetivas do MGF e a tensao de referéncia é dada de forma mais conser-
vadora. Ou seja, os resultados obtido com a abordagem 2 sao, a principio, mais

configveis.

Para melhor ilustrar as duas abordagens, a Figura 10.10 apresenta o grafico
do médulo de Young em fungao da densidade volumétrica de ceramica (Material

mais; +). Neste grafico observa-se que a diferenca entre as duas abordagens

320 Abord 1
ordagem 1 ———

300 ¢ Abordagem 2 -

280

260
240
220
200
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100

Modulo de Young [MPa]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Densidade Volumétrica

Figura 10.10: Moédulo de Young efetivo do MGF para a abordagem 1 e a
abordagem 2

é pequena, pois os médulos de Young das duas fases possuem a mesma ordem
de grandeza; neste exemplo a ceramica é 2,6 vezes mais rigida que o metal. A
diferenca entre a abordagem 1 e a abordagem 2 se torna mais pronunciada quando
a relacao entre a rigidez é em torno de 10 vezes, conforme apresentado no grafico
da Figura 7.3.

O quadrado da tensao de referéncia em funcao da fracao volumétrica é apre-
sentado na Figura 10.11 para o MGF em questao. Aqui optou-se por representar
o quadrado da tensao de referéncia, pois a formulacao proposta considera a res-
tricao sobre o quadrado das tensoes de von Mises. E assim é possivel fazer uma
interpretacao mais precisa do comportamento do método de otimizacao e de seu

resultado.

As duas abordagens para a modelagem do MGF foram utilizadas na oti-
mizacao da distribuicao de material em um cilindro sujeito a pressao externa de
110 M Pa. A geometria e o carregamento estao representados na Figura 10.12 e

a malha de elementos finitos axissimétricos esta representada na Figura 10.13.
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Quadrado da tensdo de referéncia [GPa?]
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Densidade volumétrica

Figura 10.11: Tensao de referéncia para MGF para a abordagem 1 e a
abordagem 2

Pressdo externa 110 MPa

Vista em perspectiva

Secdo simulada

Vista de topo

Figura 10.12: Representacao esquemética do cilindro sujeito a pressao externa
e respectiva secao simulada através do MEF axissimétrico

Neste exemplo, em todas as sinteses foi aplicada a formulagao 7.27 (sem a funcao

max{-,-}), uma vez que esta se mostrou mais estével, conforme demonstrado no

exemplo 10.1.

50 mm
— VYV VVVVVV V.
|
—|
50 mm -~
-—
A A A

110 MPa

Figura 10.13: Representacao da malha de elementos finitos, condig¢oes de
contorno (malha com 2304 elementos, 2401 nés e 2401 varidveis de projeto no
problema de otimizagao.)
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Inicialmente, serao apresentados os resultados obtidos com a abordagem 1. A
Figura 10.14(a) apresenta a solugao obtida para a distribuicao inicial de densida-

des homogeéneas e a continuagao do parametro p na forma p = 10 ; 25; 50 ; 75.

Analisando o resultado obtido, observa-se que o Titanio, que é o material menos

Densidade
volumétrica

ot

9.9990e-01
9.0001e-01
8.0012e-01
7.0023e-01
6.0034e-01
5.0045e-01

4.0056e-01
3.0067e-01
2.0078e-01
1.0089e-01
1.0000e-03

Indice de falha
1.0600e+00
9.7797e-01
8.9590e-01
8.1382e-01
7.3175e-01
6.4968e-01
5.6761-01
4.8554-01
4.0347-01
3.2140e-01
2.3933e-01

a) Distribuigdo de Material b) Campo do indice de falha

Figura 10.14: Solugao obtida e campo do indice de falha, utilizando a
abordagem 1 para representacao do material, e fazendo a continuagao de
p=10; 25; 50 ; 75, iniciando com distribuicao homogénea de densidades
pT =0,999

rigido, é retirado da parte externa do cilindro, criando uma interface clara entre
os dois materiais. Na regiao interna, observa-se que a distribuicao de Titanio

apresenta uma oscilagao espacial, criando um padrao de pontos.

Para compreender esta distribuicao de material, é necessario analisar o campo
do indice de falha no cilindro, apresentado na Figura 10.14(b). Nesta figura
observa-se que existe uma concentracao de tensao, gerada pela interface metal-
ceramica na regiao mais externa do cilindro, Esta situacao nao é esperada no
caso de uma estrutura constituida de MGF, porém a concentracao ocorre apenas
porque o o pico de tensao apresenta um indice de falha da ordem de 0,7, ou seja,

a tensao é menor que tensao de referéncia.

Observa-se também que, apesar das oscilagoes do campo de densidades na
regiao interna do cilindro, estas nao se verificam no campo do indice de falha, e
isto se deve a dois fatores. O primeiro é que este padrao geométrico é capaz de
minimizar o volume da ceramica e, assim, minimizar a funcao objetivo, porém
sem diminuir a rigidez da regiao, o que acarretaria em maiores deformacoes e,
consequientemente, maiores tensoes. O outro fator que pode gerar tais oscilagoes,
apesar de nao comprovado, é que o indice de falha calculado no centro do elemento
nao ¢ capaz de restringir tais oscilagoes. Por exemplo,no caso da tensao aumente
nas regioes proximas aos noés, esta nao serda percebida pela restricao de tensao

adotada.
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Com o intuito de retirar as oscilagoes do campo de densidades, o mesmo pro-
blema foi resolvido, porém utilizando o filtro espacial, sendo que, nas iteragoes
iniciais, o raio de abrangeéncia do filtro é igual a 3 vezes a aresta do elemento e,
ao final, este é diminuido para 2 vezes a aresta do elemento. O resultado da dis-

tribuicao de material, bem como o campo do indice de falha, estao representados
na Figura 10.15.
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Figura 10.15: Solucao obtida e campo do indice de falha, utilizando a
abordagem 1 para representacao do material; fazendo a continuacao de
p=10; 25; 50 ; 75; iniciando com distribuicao homogénea de densidades
pT =0,999 e adotando o filtro de raio igual a 3 vezes a aresta do elemento para
p = 10 e duas vezes a aresta para os demais valores de p

Comparando este resultado apresentado na Figura 10.15(a), com o resultado
obtido sem a utilizacao do filtro, verifica-se que ambos fornecem campos de indice
de falha muito similares, porém as oscilacoes do campo de densidades sao retira-
das. Em ambos os resultados apresentados, observa-se que o maximo indice de

falha da estrutura é de 1,06, ou seja, apenas 6% acima da tensao de referéncia.

Continuando a andlise das duas abordagens de representacao do MGF, o
mesmo problema foi resolvido utilizando a abordagem 2. Assim, inicialmente foi
sintetizada a distribuicao de material do cilindro, utilizando os mesmo parametros
adotados para a solugdo com a abordagem 1 (Figura 10.14), isto é, fazendo a
continuacao de p na forma p = 10 ; 25 ; 50 ; 75, e sem utilizar o filtro. A
unica diferenca é a distribuicao inicial de densidades, que foi adotada igual a
0,25. Entretanto, no caso do problema com a abordagem 1, a solugao obtida com
as densidades iniciais igual a 0,25 ¢é idéntica a solucao obtida com distribuicao
inicial de densidades 0,999. O resultado obtido neste caso, com a abordagem
2, estd apresentado na Figura 10.16, junto com o respectivo campo de indice
de falha. Analisando a distribui¢do de material apresentada na Figura 10.16(a),

observa-se que esta é significativamente diferente daquela apresenta na Figura
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Densidade
Volumftrlca Indice de falha
p
1.64746+00
s e
5.0012¢-01 1.4377€+00
7.0023e-01 1.3328e+00
6.0034e-01 1:2279e+00
2 00450 01 1.1231e+00
: 1.01826+00
4.0056e-01 9.13330.01
3.0067¢-01 8.08460-01
2.0078e-01 70359601
: 1.0000e-03
a) Distribuigdo de Material (b) Campo do indice de falha

Figura 10.16: Solucao obtida e campo do indice de falha, utilizando a
abordagem 2 para representacao do material, e fazendo a continuagao de
p=10; 25; 50 ; 75, iniciando com distribuicao homogénea de densidades
=0,25

10.14(a). A tnica semelhanga é a tentativa de diminuir a fragdo volumétrica de

ceramica nas regioes mais internas e externas do cilindro.

Observando o campo de indice de falha gerado por esta distribuicao de ma-
terial, e apresentado na Figura 10.16(b), observa-se que o método nao foi capaz
de encontrar uma distribuicao que atendesse ao critério de falha, pois o maximo
indice de falha é igual a 1,6. Aparentemente, esta distribuicao de material ocorre
porque o algoritmo de otimizacao fica preso em um minimo local e nao consegue
sair desse minimo local independentemente do valor de ks utilizado na formulacao
8.1.

Com o intuito de melhorar a solu¢ao obtida com a abordagem 2, o mesmo
problema foi resolvido utilizando o filtro espacial, e o resultado obtido estd apre-
sentado na Figura 10.17(a), enquanto o respectivo campo de indice de falha é
apresentado na Figura 10.17(b). Observando estas Figuras, verifica-se que a
solugao obtida ¢ mais conservadora, ou seja, possui mais ceramica, que ¢ o ma-
terial mais rigido e resistente neste caso. Assim o campo de indice de falha
apresenta valor maximo igual a 1,05, que representa um valor aceitdvel para a

restricao global de tensao.

Avaliando estes resultados do ponto de vista do algoritmo de otimizacao pode-
se concluir que a diferenca dos resultados se da devido aos modelos de estimativa
de tensao de referéncia. Avaliando o grafico da Figura 10.11, observa-se que
para as densidades volumétricas maiores que 0,5, o modelo de Tensao-M.A.,
adotado na abordagem 1, fornece tensoes de referéncia maiores, o que faz com
que o método de otimizacao prefira valores de densidade mais baixos, uma vez

que minimizam a fungao objetivo e sem prejudicar em demasia a restricao do
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Indice de falha
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5.8872e-01
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Figura 10.17: Solucao obtida e campo do indice de falha, utilizando a
abordagem 1 para representacao do material; fazendo a continuacao de
p=10; 25; 50 ; 75; iniciando com distribuicao homogénea de densidades
pT = 0,25 e adotando o filtro de raio igual a 3 vezes a aresta do elemento para
p = 10 e duas vezes a aresta para os demais valores de p

problema.

Esta situacao se observa claramente ao comparar as densidades volumétricas
na regiao externa do vaso de pressao para as solugoes obtidas pela abordagem
1, apresentada na Figura 10.15(a), e pela abordagem 2, apresentada na Figura
10.17(a). A a solugao obtida pela abordagem 2 tem como minima densidade

pT = 10,51 enquanto pela abordagem 1 a densidade minima é igual a 0, 08.

Ainda sob o ponto de vista do método de otimizacgao, é possivel compreender
alteracao drastica do resultado obtido com e sem o filtro, no problema com a

abordagem 2.

De maneira qualitativa, o fato da curva do quadrado da tensao de referéncia
para a abordagem 2 ser mais abrupta faz com que o espaco de solugao se torne
mais mal comportado. Esta situacao é similar a influéncia da penalizacao ¢ do
modelo de material SIMP, discutida através do grafico da Figura 2.4. Isto fez
com que, neste caso, a solucao ficasse presa em um minimo local, porém com
a utilizacao do filtro o método de otimizacao passa a fazer outro caminho pelo
espaco de solugao, que neste caso levou a um ponto 6timo melhor do que o

anterior.

10.3 Exemplo 3: Disco de turbina a gas

O terceiro exemplo acrescenta mais um componente ao problema de otimizacao,
que sao as forcas de campo, neste caso a forca centrifuga. Devido a elevada rotacao

do disco de uma turbina a gas, a forca centrifuga exerce um papel importante no



215

carregamento da estrutura, que nao pode ser desprezada.

Do ponto de vista do problema de otimizacao, as forcas de campo dependen-
tes da densidade inserem mais uma nao-linearidade ao problema. Por exemplo,
no problema classico de OT para maximizacao da rigidez de uma estrutura su-
jeita apenas a forcas externas, a funcao objetivo é monotonica, porém, se forem
consideradas forcas de campo dependentes da densidade, a funcao objetivo passa
a ser nao monotonica. Assim, este exemplo visa mostrar a capacidade do método

de otimizacao proposto de tratar esta situacao.

Neste exemplo, seguindo a andlise feita no problema anterior, também sera

discutida a influéncia dos modelos de material na solucao do problema.

A geometria e as condigoes de contorno do disco de turbina adotado foram
baseadas no trabalho de Liu, Parks e Clarkson (2002), que propuseram uma
geometria otimizada para um disco homogéneo. Esta geometria esta apresentada
na Figura 10.18, que apresenta apenas se¢ao transversal no plano (x,y). Isso s6
é possivel pois a estrutura possui simetria axial em relacao ao eixo x e simetria

em relacao ao plano (z, 2).

20 mm

40 mm bp

]
P 20 mm

YYvvvYY,

O 0000000000000

A/
- >

»

120 mm

Figura 10.18: Representacao esquemdtica da geometria e condicoes de
contorno do disco de turbina a gés

Este disco esta sujeito a trés classes de carregamento. Uma pressao interna
resultante do encaixe forgado entre o disco e o eixo, que é representada na Figura
10.18 por fp = 40MPa . Uma forca distribuida aplicada radialmente na face
externa do disco, que representa o carregamento exercido pelas pas da turbina e
é representada por bp = 200 MPa. A terceira classe de carregamento é a forca

centrifuga distribuida no interior do disco devido a rotacao w = 2000 rpm.

Neste exemplo, foram adotados dois materiais ficticios, porém, um com pro-
priedades representantes dos materiais ceramicos, como ceramicas de engenharia
Si3Ny e AlyO3, e outro das ligas metélicas, como as ligas de Niquel e Molibidénio.

Aqui o material representante das ceramicas serd denominado “C”e o das ligas
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metdlicas “M”. Para atender ao critério de K+ > K~ e Gt > G, o material
“C”foi adotado como material mais (+). As propriedades mecanicas dos materiais

foram obtidas em Ashby (1999) e sdo apresentadas na tabela 10.3.

Material (+) | Material (-)
Propriedades “C” “M”
Densidade (kg /m?) 4000 9000
Médulo de Young (GPa) 350 110
Coeficiente de poisson 0.25 0.3
Tensao de Referéncia (MPa) 3500 300

Tabela 10.3: Propriedades mecanicas das fases constituintes do MGF para o
problema do disco de turbina a gas

Aqui vale notar que apesar desses materiais nao serem necessariamente um
par metal /ceramica capaz de constituir um MGF, estes materiais representativos
foram adotados a fim de evidenciar a influéncia das propriedades do material sobre
o resultados obtidos. Também é importante ressaltar que a tensao de referéncia

do material ceramico representa a resisténcia de compressao.

Para poder comparar o disco de turbina a gas constituido de MGF com uma
distribuicao otimizada de cada uma das fases, inicialmente, foram analisados os
campos de tensao e, conseqiientemente, os campos de indice de falha de discos
homogéneos constituidos de material “C”e “M”. Assim, pode-se observar que um
disco feito totalmente com o material “C”possui a méaxima tensao de von Mises
23 vezes menor do que a tensao de referéncia do material, e o disco constituido
de material “M”tem a maxima tensao mecanica 8 vezes maior que a tensao de
referéncia deste material. Dessa forma, a tarefa do método de otimizagao é en-
contrar a distribuicao de material que atenda ao critério de resisténcia com a

minima quantidade de material “C”.

Continuando a discussao apresentada no exemplo anterior (segdo 10.2), o
problema do disco de turbina a gés foi resolvido 6 vezes, perfazendo todas as
combinagoes possiveis entre os modelos de material H-S-linear e H-S-transicao e
os modelos de estimativa das tensoes de referéncia Tensao-M.H. e Tensao-M.A.

para s = 1 e para s = 3.

Em todos os resultados foi utilizada a continuagao p = 15 ; 30 ; 60 ; 120,

garantindo, assim, uma boa aproximagao do pico maximo de tensao da estrutura.

Inicialmente, na Figura 10.19, sao apresentados os resultados utilizando o

modelo de tensao de referéncia Tensao-M.A. com s = 1.
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(b) Solugao para H-S-transigao

Figura 10.19: Comparagao das solugoes obtidas utilizando os modelos de
material H-S-linear e o H-S-transi¢ao, ambos utilizando a tensao de referéncia
dada pelo modelo Tensao-M.A. com s =1

Observando estes resultados, a primeira conclusao a que se pode chegar é
a pequena influéncia do modelo de material na solu¢ao do problema, ambos os
resultados apresentam um campo de distribuicao de material muito similar. Esta
situagao pode ser compreendida pelo fato de que o médulo de Young de ambos
os materiais possuem a mesma ordem de grandeza e, entao, assim como no exem-
plo anterior, as curvas dos modelos de material H-S-linear e H-S-transicao, sao
muito préximas, como se observa no grafico da Figura 10.10. Esta situacao de
similaridade dos resultados se manteve nos seis resultados obtidos. Dessa forma,

serao apresentados apenas os resultados para o modelo H-S-transicao.

Outro ponto a ser observado sao os baixos valores das densidades do material
“C”, que é o material que se deseja minimizar. Assim, este exemplo demonstra
que o método foi capaz de obter um disco turbina constituido basicamente de
material metalico, porém, com uma distribui¢ao de material ceramico com fragoes
volumétricas baixas, de no méximo igual 0, 7%, que atende aos critérios de falha.
Ou seja, comparando com a solucao do disco homogéneo de material “M”, o
disco com gradacgao funcional é capaz de diminuir o maximo indice de falha da

estrutura de 8 para 1.03 que é o maximo indice de falha deste estrutura, como
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pode ser observado adiante, na Figura 10.20, que apresenta o campo do indice de

falha para a solucao apresentada na Figura 10.19(b).

Indice de falha

1.03e+00
9.37e-01
8.43e-01
7.48e-01
6.53e-01

5.59%e-01
X 4.64e-01
3.70e-01
2.75e-01
1.80e-01
8.57e-02

Figura 10.20: Indice de falha da solugoes obtida utilizando o modelo de
material H-S-transicao associado ao modelo Tensao-M.A. com s = 1

Continuando a andlise da influéncia do modelo de estimativa da tensao de
referéncia, a Figura 10.21 apresenta os resultados obtidos com os modelos de
Tensao-M.A e Tensao M.H.
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(a) Solucao para o modelo Tensdo-M.A. com s = 3
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(b) Solugao para o modelo Tensao-M.H.

Figura 10.21: Comparacao das solucoes obtidas utilizando o modelo de
material H-S-transicao associado aos modelos Tensao-M.A. com s =3 e o
modelo Tensao-M.H.

Observando estes resultados, o primeiro ponto a se concluir é a nitida dife-
renca entres eles. Apesar de ambos os resultados apresentarem a maxima fracao

volumétrica igual a 1, o resultado com o modelo Tensao M.A. para s = 3 apresenta
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uma distribuicao suave de material, ja o resultado com o modelo Tensao-M.H. a
distribuicao de material apresenta interfaces bem definidas e poucas regioes com

densidade intermediaria.

Ambos os resultados apresentam uma oscilacao do campo de densidades, prin-
cipalmente na regiao interna do disco. Estas oscilagoes sao similares aquelas ob-
tidas no exemplo 10.2, mais especificamente no resultado da Figura 10.14(a).
E, conforme discutido anteriormente, estas oscilacoes ocorrem, provavelmente,
pelo fato de que o campo de indice de falha avaliado no centro do elemento nao

apresenta estas oscilagoes, permitindo assim a oscilagao do campo de densidades.

Para melhor compreender os resultados obtidos, é interessante analisar as
curvas da tensao de referéncias dos modelos de estimativa adotados, o grafico da
Figura 10.22 apresenta a curva para os trés modelos utilizados, Tensao-M.A com

s =1, Tensao-M.A. com s = 3 e Tensao-M.H. Analisando este grafico, observa-se

100
14,0 T T T T T T T T T

126 F — Modelo Tensdo-M.A com s=1 —

Modelo Tensdo-M.A com s=3 5

---  Modelo Tensao-M.H N
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T
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Densidade volumétrica

Figura 10.22: Comparacao do quadrado das tensoes de referéncia dadas pelos
modelos: Tensao-M.A. com s = 1, Tensao-M.A. com s = 3 e Tensao-M.H.

que, neste caso em que as tensoes de referéncia tem uma ordem de grandeza de
intervalo o modelo Tensao-M.H. apresenta uma curva que se aproxima das tensoes
de referéncia do modelo de Reuss (Figura 4.7), ou seja, uma curva muito proxima
da tensao de referéncia do material mais fraco para as densidades abaixo de 0,9,
e para valores maiores que 0,9 a tensao de referéncia se aproxima rapidamente
da tensao do material mais resistente. J& a curva do modelo Tensao M.A com
s =1 é proxima da curva do modelo de Voigt (Figura 4.7), e a curva do modelo
Tensao-M.A com s = 3 apresenta um comportamento intermedidrio entre os dois
modelos. Aqui vale notar que as curvas apenas se aproximam dos modelos Voigt

e Reuss, pois estes modelos, sao baseados na tensao de escoamento dos materiais
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e nao no quadrado da tensao, como estd sendo considerado neste caso.

Assim, a primeira conclusao a que se pode chegar é que as distribuicoes de
material, apresentadas nas Figuras 10.19(b), 10.21(a) e 10.21(b), sdo otimizadas
para modelos de material particulares, partindo de um modelo préximo do modelo
de Voigt e se aproximando do modelo de Reuss. Conseqiientemente, a escolha
de cada uma destas solugoes para um possivel projeto da estrutura deve ser feita

com base no modelo de material que mais se aproxima do comportamento real

do MGF adotado.

Do ponto de vista do algoritmo de otimizagao, a influéncia dos modelos de
estimativa da tensao de referéncia na obtencao de uma solucao com distribuicao
mais suave ou com interfaces melhor definidas pode ser explicada pelo mesmo fato
apresentado no exemplo 2 de que o modelo Tensao-M.H. penaliza as densidades
intermediarias, abaixando drasticamente a tensao de referéncia, com pode ser

observado no grafico da Figura 10.22.

Analisando apenas o resultado obtido com o modelo Tensao-M.H. (Figura
10.21(b)) verifica-se que este apresenta duas caracteristicas indesejadas: uma
¢ a oscilacao do campo de densidades, que pode ser atribuida a um problema
numérico, e o outro sao as interfaces bem definidas entre os materiais, que, apesar
de nao gerar picos de tensao acima da tensao de referéncia, do ponto de vista
construtivo, sao regioes mais frageis que as homogéneas ou regioes de transicao

suave.

Neste caso é possivel se utilizar do filtro proposto para a regularizacao do
problema e, assim, restringir a solugao do problema, apenas entre aquelas que
possuem uma distribuicao suave de material. Assim, foi obtida novamente a
solucao otimizada para o modelo de material Tensao-H.S., porém com filtro es-
pacial definido com raio igual aa 1mm. A solugao obtida estd apresentada na

Figura 10.23(a) e seu respectivo campo de falha na Figura 10.23(b).
Densidade ,
VOlumftrlca Indice de falha
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(a) Distribui¢ao de material (b) Indice de falha

Figura 10.23: Solugao obtida utilizando o modelo de material H-S-transicao
associada ao modelo Tensao-M.H. e com filtro de raio r=1 mm
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Analisando este resultado, verifica-se que o filtro foi capaz de suprimir as
oscilacoes do campo de densidade, entretanto, apesar de se afastar do ponto
6timo, uma vez que o volume total de material “C”do resultado sem filtro (49%)
¢ menor do que o volume de material “C”na solugao com filtro (61%), em ambos
os casos a restricao de tensao foi respeitada. O méximo indice de falha para a
solugao obtida sem o filtro é de 1,04 e para o caso com o filtro é de 1.05, como

pode ser observado na figura 10.23(b)

10.4 Exemplo 4: Maximizacao da inércia de rotacao
de uma roda de inércia (Volante)

O dultimo exemplo tem por objetivo apresentar um resultado utilizando a for-
mulacao de maximizacao da inércia de rotagao considerando restricao de tensao,
conforme proposto na subsecao 7.4.2; e associada a restricao de tensao proposta

na formulagao 7.27, ou seja, sem a fun¢ao max{-,-}.

Neste exemplo, a tarefa do otimizador é encontrar um campo de distribuicao
de material que maximize a inércia de rotacao, porém, atendendo ao critério de

falha.

O aspecto interessante desse exemplo é que, quanto maior a inércia de rotacao,

maiores sao as forcas centrifugas e, conseqiientemente, as tensoes no disco.

Neste exemplo, é considerado um disco de geometria e dimensoes dadas pela
Figura 10.24. Este disco estd sujeito apenas a acao de forcas centrifugas, devido

a rotacdo constante de w = lrad/s

; |
: f
|<_7n:1_0 h = 0.06

Figura 10.24: Geometria da roda de inércia

Utilizando o MEF em sua formulacao axissimétrica e considerando que o disco
possui simetria axial e também em relagao a ao seu plano médio, foi simulado
apenas um quarto da geometria, onde foram aplicadas as condigoes de contorno.

Para isto foi utilizada a malha de elementos finitos apresentada na Figura 10.25.

Neste caso foi adotado um MGF ficticio, cujas fases possuem a mesma tensao
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Figura 10.25: Malha de elementos finitos adotada adotada para a solucao do
problema da roda de inércia

de referéncia. As propriedades destes materiais estao representadas na Tabela .

Material (4) | Material (-)
Propriedades
Densidade 0,5 1.0
Médulo de Young 1 0,1
Coeficiente de poisson 0,3 0,3
Tensao de Referéncia 0.265 0.265

Tabela 10.4: Propriedades mecanicas das fases constituintes do MGF adotado
para o problema da roda de inércia

Assim, aplicando o método de otimizacao proposto neste trabalho, foi obtida

a distribuicao de material apresentada na Figura 10.26.

Densidade volumétrica

9.9999¢-01  7.90e-01 5.9e-01 4.0e-01 2.0e-01 1.0e-05
8.9e-01 6.9¢-01 5.0e-01 3.0e-01 1.0e-01

Figura 10.26: Distribuicao de material obtida

Para se ter uma nocao mais precisa da distribuicao de material no interior do
disco, o grafico da Figura 10.27 apresenta a fragao volumétrica do material mais

(4+) em fungao do raio, e o médulo de Young do MGF resultante.

Analisando este resultado, observa-se que o método de otimizacao concentrou
o material menos rigido e mais pesado na regiao externa do disco, aumentado
assim a inércia de rotagao. Na regiao interna do disco o material menos rigido é
distribuido de tal forma que a maxima tensao no disco fica apenas ligeiramente
acima da tensao de escoamento, como se observa no grafico da Figura 10.28.

Neste exemplo a tensao de von Mises ultrapassa a tensao de referéncia em apenas

1%.

A titulo de comparagao, um disco homogéneo constituido apenas com mate-

rial mais rigido, possui a maxima tensao mecanica aproximadamente igual a 0, 36
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Figura 10.27: Distribuicao de densidades e médulo de Young em fungao do
raio da roda de inércia

0‘30 T T T T
0257
S
S 020
=
g
o 0.15T
o
8
Z 0.10r1
o
F
0.05 1 Tensdo de von Mises
" " " Tensdo de referéncia )
% 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Raio

Figura 10.28: Tensao de von Mises em fun¢ao do raio da roda de inércia

ou seja, 44% acima da maxima tensao mecanica do disco de MGF. A inércia de

rotagao do disco otimizado é da ordem de 52% maior que a do disco homogéneo.

Esta comparacao nos permite concluir que a formulagao de maximizacao da
inércia de rotacao considerando restricao de tensao, pode vir a ser aplicada ao
projeto de rodas de inércia de alto desempenho, que sao capazes de atingir velo-

cidades elevadas sem que ocorra a falha do material.
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11 Conclusoes Finais e
Sugestoes para
desenvolvimentos futuros

Este trabalho teve como objetivo estudar e implementar o Método de Otimizacao
Topolégica considerando restricao de tensao, para entao aplica-lo a duas classes
de problemas: o projeto de estruturas tradicionais e o projeto de estruturas cons-

tituidas por MsGF.

Ao tratar primeira classe de problemas, a da Otimizacao Topoldgica con-
siderando restricao de tensao, este trabalho inicia-se por uma revisao do MOT
aplicado ao projeto de estruturas continuas e discute os problemas inerentes a esta
formulagao, isto é, a dependéncia da malha, o surgimento de cinzas na solucao

final, bem como o problema de instabilidade de tabuleiro.

Nas implementagcoes desenvolvidas neste trabalho, estes problemas foram tra-
tados através da utilizacao de um filtro espacial, da formulagago ACDM e pela

insercao de um termo de regularizagao na funcao objetivo.

Aprofundando-se na aplicacao do MOT considerando restricao de tensao,
foi feita uma revisao bibliografica do tema e foi apresentado o fenomeno das
topologias singulares. Assim, com base na literatura descrita, foram apresentadas
duas formulagoes de OT: a OT com restricao global de tensao e a OT com
restricao local de tensao. Ambas as formulacoes foram implementadas e seus

resultados discutidos.

Fazendo uma anélise geral sobre os resultados obtidos com a formulagao de
OT com restricao global de tensao, pode-se concluir que a formulagao que utiliza
a norma-p da funcao de falha e-relaxada, na forma que foi implementada neste
trabalho, é capaz de fornecer resultados bem definidos que atendem a restrigao
de tensao imposta. Porém, a qualidade dos resultados é fortemente dependente
da definicao correta dos parametros do método da continuacao e da penalizacao

das densidades intermediarias.
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Em especifico para o caso da estrutura em formato de L, que é um problema
teste para o MOT com restricao de tensao, esta formulacao foi capaz de fornecer
um solucao bem definida e que evita a concentracao de tensao da inerente a
geometria. Assim, pode-se concluir que este método é capaz de fornecer resultados
similares aos apresentados na literatura, obtidos com a formulagao de restricao

local de tensdo (PEREIRA; FANCELLO; BARCELLOS, 2004)

Analisando de maneira geral os resultados obtidos com a formulacao de OT
com restricao local de tensao, pode-se concluir que este é capaz de fornecer
solugoes que atendem ao critério de restricao local de tensao; embora estas nao

sejam tao bem definidas como as obtidas para o caso da restrigao global de tensao.

Acreditamos que isto se deve ao fato de nao ter sido possivel definir os
parametros do MLA associados as constantes de penalizacao, regularizacao e
e-relaxacao que fornecem solucoes bem definidas. Outro ponto que pode ter pre-
judicado a convergéncia e conseqiientemente a obtencao de resultados melhor

definidos ¢é o fato de se ter utilizado um algoritmo linear para a solu¢ao do pro-
blema interno do MLA.

Assim, em relagao a OT aplicada ao projeto de estruturas sujeitas a restrigao
de tensao, verifica-se que em ambas as abordagens, os resultados obtidos sao
fortemente dependentes da correta definicao dos parametros envolvidos. Isto
torna a obtencao de estruturas bem definidas uma tarefa ardua que depende
apenas da intuicao do engenheiro projetista que devera atuar pelo processo de

tentativa e erro.

Acreditamos, portanto, que ainda é necessario desenvolver uma formulacao
e, principalmente, uma implementacao numérica que seja mais robusta do que as

atualmente existentes na literatura.

Para a segunda classe de problemas, a de otimizacao da distribuicao de ma-
terial em estruturas constituidas de Materiais com Gradacao Funcional, este tra-
balho faz uma apresentacao dos modelos de material aplicados ao MOT e faz
uma discussao entre estes modelos e aqueles utilizados especificamente para a
simulacao de MsGF. Também ¢ feita uma discussao sobre os critérios de falha de
materiais compostos e como estes sao inseridos no problema de OT com restri¢cao

de tensao.

Com base nestas discussoes foram propostos dois modelos de material, e as-
sociadas aos modelos de material, foram apresentadas as possiveis formas de

considerar as tensoes na microestrutura dos materiais compostos. Ainda sobre
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o critério de falha de materiais compostos, foram propostos dois modelos para
estimar a tensao de referéncia dos MsGF. Estes modelos de material foram im-

plementados e seus resultados discutidos.

Foi apresentada também uma revisao bibliografica da aplicacao de métodos de
otimizacao no projeto de estruturas com gradacao funcional, na qual se discutem
as formas de parametrizacao do campo de densidades volumétricas e os modelos

de material empregados.

Foi feita um analise do fenomeno das topologias singulares para o problema
de otimizagao da distribuicao de material em estruturas com gradacao funcional.
A partir dessa analise, foi proposta uma modificacao do calculo da tensao de von

Mises na microestrutura, de modo a evitar o fenomeno das topologias singulares.

Com base na literatura apresentada foi proposta e implementada uma for-
mulagao de minimizagao do volume de uma das fases do MGF, considerando
uma restricao global de tensao dada pela norma-p, e uma outra que considera
a maximizacao da inércia de rotacao associada a mesma restricao. Nesta imple-

mentacgao foram considerados os modelos de material propostos.

Analisando os resultados obtido com essa formulacao, pode-se concluir que
a restricao de tensao através da norma-p foi capaz de fornecer distribuicoes de
material que atendem ao critério de falha pré-definido. Pode-se concluir também
que o modelo de material e a estimativa da tensao de referéncia adotados exercem

uma forte influéncia sobre a distribuicdo de material otimizada.

11.1 Sugestoes de desenvolvimentos futuros

Como trabalhos futuros para o desenvolvimento da aplicacao do MOT ao projeto
de estruturas tradicionais sujeitas a restricao de tensao, com base na literatura e

na experiéncia adquirida neste trabalho, sugere-se:

Estudar a possibilidade de utilizacao de elementos finitos hibridos .
Na literatura nao foi encontrada nenhuma referéncia significativa em relagao
a utilizagao de elementos hibridos associados a OT. Acreditamos que a uti-
lizacao destes elementos pode vir a melhorar o comportamento do problema,
uma vez que com o campo de tensao continuo seria possivel aplicar uma
restricao de tensao em cada né da malha. Assim, associado ao modelo
ACDM, a restricao de tensao e o campo de densidades ficariam mais aco-

plados, evitando assim as oscilagoes do campo de densidades das solugoes.
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E importante notar que apesar da expectativa de melhorar o comporta-
mento do problema a utilizacao desta classe de elementos acrescenta outras
dificuldades ao problema, como por exemplo, o maior nimero de graus de
liberdade do MEF e o aparecimento de zeros na diagonal principal de seu

sistema linear.

Considerar a plasticidade no modelo de elementos finitos .
A insercao do fenémeno de plasticidade no problema de OT considerando
restricao local de tensao pode vir a alterar o espago de solucao, de modo
a minimizar ou mesmo excluir o fenémeno das topologias singulares. In-
tuitivamente, a idéia é que no momento em que uma regiao se plastifica,
o campo de tensao ao seu redor é relaxado, o que alteraria o espaco de
solucao podendo, talvez, evitar o fenomeno das topologias singulares. Aqui
vale ressaltar que a insercao do fenomeno de plasticidade no software desen-
volvido neste trabalho nao é trivial e envolve o desenvolvimento de novas
teorias como por exemplo, a consideragao de plasticidade em elementos de

densidade intermediéria.

Inserir métodos de refino h-adaptativo .
A idéia de inserir métodos de refino h-adaptativo é a de melhorar a precisao
do campo de tensao, porém sem acarretar grandes prejuizos em relagao
ao tempo computacional. Na literatura existem trabalhos que utilizam
métodos de refino da malha de elementos finitos associado ao MOT. Porém,
a utilizacdo de métodos de refino h-adaptativo associado ao problema de
restricao de tensao local, tratado pelo MLA, ainda é um tépico a ser desen-

volvido.

Quanto ao problema de projeto de estruturas constituidas de Materiais com
Gradacao Funcional, existem duas vertentes possiveis para a continuidade deste
trabalho. A primeira e mais simples é continuar o estudo adotando um modelo
de material baseado nos limites de Hashin-Shtrikman, e a segunda é partir para
a associacao do MOT a uma analise multi-escala do MGF' utilizando modelos de

alta ordem propostos na literatura.

Na primeira proposta, sugere-se como desenvolvimento futuro para o topico:

Estudar e propor modelos de material mais realistas .
Do nosso ponto de vista, a principal deficiéncia dos modelos de estimativa da
tensao de referéncia e dos modelos de material apresentados neste trabalho

¢ a falta de parametros para se decidir qual é o modelo mais adequado
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para tratar um caso real. Assim, sugere-se a comparagao das curvas de
propriedades obtidas com os modelos baseados em H-S com os resultados
dos modelos multi-escala, de modo a propor aproximacoes mais realistas e

especificas para cada par de materiais constituintes de um MGF

Inserir no problema informacgoes sobre a derivada do campo de tensao
Nas estruturas constituidas por MsGF é interessante que se tenha uma dis-
tribuicao de material que gere um campo de tensao sem saltos e descontinui-
dades. Assim, seria interessante inserir no problema formas de minimizar
ou restringir o gradiente do campo de tensoes. Isto pode ser feito através da
minimizacao da norma de Sobolev, ou mesmo utilizando apenas o segundo
termo dessa norma como restricao do problema. Para considerar o gradi-
ente do campo de tensao, é interessante melhorar a qualidade do céalculo
dos valores de tensao, assim ¢ sugerido, também considerar a utilizacao de
técnicas de Super-convergent Patch Recovery (SPR) ou Recovery by Equi-
librium Patches (REP) (PAULINO et al., 1999) para a definigdo do campo de

tensoes.

Propor um modelo de e-relaxagao associado aos MsGF .
O problema de e-relaxacao esta descrito com certa profundidade para o caso
do problema de OT com restricao tensao, porém, para o caso da otimizagao
da distribuicao de material, nao existe um estudo aprofundado deste tema.
Assim, seria interessante, a partir da formulagao 7.13, com duas restrigoes
locais, fazer testes numéricos para reproduzir o fendmeno das singularida-
des das tensoes, e entao propor um modelo de e-relaxacao especifico para
MsGF. A vantagem em se desenvolver um modelo de e-relaxacao estd na
possibilidade de se retirar da formulacao proposta o calculo estimativo da
tensao de von Mises na micro-estrutura dada por 7.19. E assim, melhorar
a qualidade do critério de falha, utilizando a tensao de von Mises em cada
fase do material separadamente o que garante que a restricao de tensao seja

atendida em cada fase da micro-estrutura.

A outra vertente, que considera modelos multi-escala associados a técnicas
de OT, é, por um lado, interessante, pois se trabalharia com modelos de ma-
terial mais especificos para a simulagao de MsGF, porém, por outro, lado essa
abordagem apresenta alguns obstaculos a serem transpostos. A principio, sao
vislumbrados pelo menos dois grandes problemas: a definicao da anédlise de sensi-
bilidade do problema de otimizacao, uma vez que seu modelo de material nao tem

solucao analitica fechada implicando num alto custo computacional de se fazer
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centenas de andlises multi-escala durante o processo de otimizagao. Desta forma,

considera-se que esta abordagem ¢é desafiadora e merecedora de atencao.
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Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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