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Resumo

Nós discutimos alguns aspectos álgébricos da hierarquia integrável da Equação

não linear de Schrödinger(NLS). A hieraquia da equação é expressa através da

equação de curvatura nula construida usando álgebra de Lie sl(2) e a álgebra

de Kac-Moody afim ŝl(2). Usando o método de transformação “dressing” e o

formalismo da função-tau, construimos as soluções N-sóliton do sistema NLS.

Os elementos da matriz no caso NLS são calculados usando representações de

operadores de vértice de homogêneos
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Abstract

We discuss some algebraic aspects of the integrable non linear Schrödinger hie-

rarchy. The zero curvatura equation defining this hierarchy is constructed using

the Lie algebra sl(2) and the affine Kac-Moody algebra ŝl(2). Using the dres-

sing transformation method and the tau-function formalism, we construct the

N-solitons of the NLS systems. The matrix elements in the case NLS are com-

puted using vertex operator representations of homogeneos type
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Introdução

O objetivo central deste trabalho é encontrar as soluções de classes 1-sóliton, 2-sóliton,

e conseqüentemente as de N-sóliton para a hierarquia de uma equação diferencial parcial

não linear, especificamente a Equação Não Linear de Schrödinger (NLS). A equação

NLS recebeu o nome em homenagem a Erwin Schrödinger, porque quando re-interpretamos

o termo não linear, a equação volta ser a Equação de Schrödinger da teoria quântica, mas

com o potencial sendo uma função do módulo da função de onda. Neste trabalho como o

centro dos debates, está baseado em ondas, será de bastante importância definirmos estas,

apenas para não nos perdemos na contextualização porém sem nos aprofundarmos.

Definição 0.1. Um distúrbio que se propaga através de um determinado meio, definimos

como pulso de onda ou simplesmente onda.

Quanto à natureza, como exemplo de ondas podemos ter as ondas mecânicas ou eletro-

magnéticas. Ondas mecânicas, precisam do meio material para se propagar, não se propagam

no vácuo, como exemplos podemos citar ondas sonoras, ondas que se propagam numa corda,

etc. Onda eletromagnética, não precisa de um meio natural para se propagar, isto é, ondas

de rádio e todos os tipos de luz.

Quanto às direções de propagação e vibração, estas podem ser longitudinais (caso das

ondas sonoras), e transversais (caso da luz, pois os campos elétricos e magnéticos são per-

pendiculares à direção de propagação).

Quanto à dimensão espacial podemos ter ondas unidimensionais, bidimensionais e tridi-

mensionais.

A equação de onda mais simples que existe é dada por ϕt + vϕx = 0, onde v é uma
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constante (identificada como a velocidade). Ela descreve a propagação de uma pertubação

u(x, t) após um tempo t em um ponto x da reta.

Com um breve comentário feito sobre ondas, falaremos a respeito das ondas viajantes,

ondas estas que no campo das equações dieferenciais parciais em 1 + 1 dimensões dependem

somente da expressão (x− vt), isto é, a solução é dada por.

ϕ(x− vt),

sendo que ϕ é uma função que descreve a pertubação em t = 0 e a presença x − vt indica

uma translação para a direita do perfil descrito por ϕ com velocidade v.

0.1 Ondas Solitárias

“ Este é um fenômeno beĺıssimo e extraordinário: Quando o vi pela primeira vez foi o dia mais

feliz de minha vida. Nunca tinha tido a sorte de observá-lo antes, ou, pelo menos, entender

seu significado. Hoje em dia é conhecido como onda solitária de translação. Ninguém até

então tinha imaginado uma onda solitária como algo posśıvel.(· · · ) É isto que uma elevação

de água faz: ela permanece onde está, mais viaja a grande distância”. Estas foram as palavras

do engenheiro naval britânico John Scott Russel, ao descobrir a onda solitária em 1834,

Russel observava uma barcaça sendo puxada por dois cavalos, um em cada margem do canal

de Eddinburgh-Glasgow quando de repente, a embarcação parou. A massa d’água arrastada,

no entanto, continuou. Russel perseguiu-a à galope com velocidade constante de cerca de

quinze quilômetros por hora, por mais de três quilômetros. Seu interesse nesta estranha onda

que não mudava forma por uma razoável distância não se esgotou no dia da descoberta, ele

fez uma série de experimentos, descobrindo como as produzir “em série”, estes não iremos

citá-los aqui, para um maior aprofundamento no assunto consulte a referência [21]. Com as

tentativas de investigações junto a onda solitária apareceram os sólitons.
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0.2 Sóliton

A palavra sóliton foi escrita por M. Kruskal ao estudar soluções periódicas da equação de

Korteweg-de Vries(Kdv). Com este termo fundiu-se o conceito de onda solitária, com a

terminação on, radical designando part́ıcula (tais como elétron, fóton, etc). Sóliton se define

como a solução de uma equação diferencial não-linear parcial que apresenta as seguintes

caracteŕısticas, isto é, representa uma onda de forma permanente, ou seja, é da forma ϕ(x−
vt) onde v é uma constante real, é localizada, isto é, ϕ(ξ) −→ 0 assim com todas suas

derivadas, quando ξ −→ ±∞, mantém sua identidade mesmo após interação com outros

sólitons, sendo que neste caso tem um comportamento de part́ıcula, como sugere seu nome.

Antes da colisão, cada onda move-se com velocidades diferentes. Aparenta que na colisão,

elas repelem-se ou atraem-se, entretanto, elas passam uma através da outra, sem variar sua

velocidade e forma, como mostrado na Figura (1)[5].
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Figura 1: Colisão entre dois sólitons de Sine-Gordon.
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Como exemplo de sólitons podemos citar aqueles observados na natureza, isto é, o da

pororoca no rio Amazonas, Figura (2)[4], que ocorre quando, devido a pecularidades com

a maré, a água do mar invade o rio, se propagando por alguns quilômetros do mar foz

à dentro. Na dinâmica os sólitons podem aparecer em propagação de ondas em águas

Figura 2: Pororoca do Rio Amazonas

profundas, outro exemplo seria produzir sólitons mecânicos em laboratório, estes são aqueles

modelos que podem acoplar pêndulos de torção por molas, temos também os aplicados na

biof́ısica, onde estes serão dados pela propagação do pulso, isto é, no punho ou no pescoço,

a batida do coração se propaga podendo ser sentida a ditância. Historicamente a primeira

equação descoberta com solução sóliton, foi a equação de Kortweg-de Vries(KdV), no ano

de 1895, isto é

ut + 6uux + uxxx = 0.

As soluções desta equação foram expressas em termos de funções eĺıpticas. Notemos que

tanto KdV como outros sistemas integráveis têm se manifestado sobre várias áreas, entre

elas da matemática pura, f́ısica teórica e áreas afins. Notamos que as equações ordinárias,

geometria algébrica, teoria de grupos de Lie e geometria diferencial têm sofrido influências

dos diferentes métodos em resolver KdV. Foram também encontradas relações em teoria

quântica de campos, teoria de cordas e de campos conforme e relatividade geral. Como este

temos também, outros sistemas não lineares já conhecidos, ou seja, sistemas não lineares de

Schrödinger (NLS) e de sine-Gordon(SG).

Note que é importante mencionarmos aqui, o fato que se identifica como grandeza conser-

vada. Por exemplo, na equação de KdV temos a grandeza onde a massa não se altera, ou seja
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temos uma expressão para a conservação da massa. Podemos procurar por outras grandezas,

em particular associadas a outras entidades f́ısicas, tais como a associada ao momentum e

também a energia.

Em 1968 com bastante esforço, Miura, Gardner e Kruskal [21] encontraram mais oito

leis de conservação independentes totalizando onze, isto é, somado com massa, momentum

e energia, estes anunciados anteriormente. Mas com o passar do tempo, mostrou-se que

existem muito mais leis de conservações para a KdV, possuindo até um infinito número de

leis de conservação, além disto, esta caracteŕıstica é compartilhada com número bem grande

de equações diferenciais (estas recebem o nome de sistemas integráveis). Podemos escrever

uma equação diferencial parcial não linear de formas completamente diferentes. Então uma

equação integrável nunca vem só, mas sim acompanhadas de parentes. Estes formam

um conjunto infinito de equações diferenciais parciais que são genericamente chamados de

hierarquia, ou se preferir famı́lia. No nosso caso construiremos a hierarquia da NLS,

mostrando em seguida que uma série de propriedade desta pode ser obtida de uma única

vez. Em 1970, Zakharov e Shabat (ZS) mostraram que a Equação Não Linear de

Schrödinger (NLS)

iΨt = −Ψxx + 2g|Ψ|2Ψ,

admitia o método de encontrar soluções, conhecido como o método inverso à dispersão (IST)2

[16] com o operador L dado pelo sistema de primeira ordem.

L = i
λ

2

[
1 0
0 −1

]
+

d

dx
−√

g

[
0 Ψ∗

Ψ 0

]
.

A equação NLS pode ser obtida da equação de Lax,

∂tL = [B2, L],

onde B1 e B2 são definidas por:

B1 = i
λ

2

[
1 0
0 −1

]
.−√

g

[
0 Ψ∗

Ψ 0

]
., L = ∂x +B1,

e

B2 =

[
λ2 − 2Ψ+Ψ− λΨ+ + ∂xΨ

+

λΨ− − ∂xΨ
− −λ2 + 2Ψ+Ψ−

]
.

2(descoberto durante o estudo do sistema KdV por Gardner, Green, Kruskal e Miura
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Esta equação exibe no caso unidimensional, uma propriedade matemática importante,

ela tem no seu contexto uma simetria algébrica, resultado pelo qual esta equação pode ser

integrável.

O modelo NLS é também conhecido por descrever transições lentas não lineares de trem

de ondas em ondas de água ou ótica não linear [8]. A equação NLS é mais simples que

a equaçãode KdV. Note que o problema linear auxiliar para NLS (problema de valores

próprios para o operador Lax L) é um sistema de equações diferenciais de primeira ordem

de classe geral, o formalismo hamiltoniano para a equação de NLS é mais simples e direto.

Após os trabalhos de ZS e Ablowitz, Kaup, Newell e Segier(AKNS), foram revelados

um grande conjunto de sistemas integráveis. Logo se estabeleceu uma urgência quase natural

em estabelecer um esquema de unificação para agrupar sistemas integráveis da mesma classe.

Isto é realizado através da equivalência de “gauge”.

No trabalho de Drinfel’d e Sokolov [18] surgiu uma classificação geral dos sistemas

integráveis conhecidas. Esta se baseia na condição de Curvatura Nula ou método de

Lax, como conseqüência a integrabilidade se manifesta, onde a construção se baseia nos

campos de “gauge”, na álgebra de “Loop”3 de uma álgebra de Lie finita. Notemos em

particular que a construção envolve a subálgebra de Heisenberg.

Entretanto, há maneiras diferentes da condição de curvatura nula para se descobrir

hierarquias integráveis. Uma das forma mais extraordinária se manifesta com o trabalho

de R. Hirota que, descobriu um método para se construir diretamente vários tipos das

hierarquias, em particular a de classe múltiplos-sólitons. Este recebe o nome de método

das “funções-tau” ou método de Hirota, onde estes estudos foram liderados pela escola

japonesa.

O processo se baseia em encontrar um novo conjunto de variáveis chamadas “funções-

tau”, onde estas satisfazem a um novo tipo de equações bilineares conhecidas como equações

de Hirota.

Citemos por exemplo a função tau da equação KdV, esta tem a fórmula,

3Esta álgebra é definida no apêndice B
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u = 2∂xxlnτ,

a correspondente para a equação modificada vt = vxxx − 6v2vx, tem a relação,

v = ∂xln

(
τ0

τ1

)
,

neste caso havendo duas funções tau. As soluções de classe multi-sóliton são encontradas

considerando a expansão em séries truncadas de τ em algum parâmetro qualquer ǫ, isto é,

τ = 1 + ǫτ (1) + · · · + ǫτ (n).

Logo este método não apenas se solidificou como método em obter soluções mas propôs

uma descoberta profunda nas estruturas das hierarquias integráveis.

Kac e Wakimoto [19] constrúıram hierarquias integráveis diretamente na forma de Hirota

associadas as representações do tipo geradores de vértice das álgebras de Kac-Moody, então

estas funções-tau descrevem a órbita do vetor de peso mais alto de uma representação sob o

grupo correspondente de Kac-Moody.

A dissertação foi organizada da uma maneira geral para se motivar o estudo em re-

soluções implicando em encontrar soluções de classe sóliton: No caṕıtulo 1 estão enfatizadas

definições e conceitos básicos de integrabilidade, Par de Lax e Equação de Curvatura Nula.

Por conseguinte explicitando exemplos de alguns temas com os quais nos levam a uma rápida

interação com os pontos citados.

No caṕıtulo 2 usamos as álgebras, tanto de Lie como a de Kac-Moody para deduzirmos a

hierarquia da Equação não linear de Schrödinger(NLS), ou seja a formulação algébrica

desta equação. Apresentamos neste a Álgebra de Lie em particular o caso sl(2), e a Álgebra

de Kac-Moody em espećıfico a ŝl(2) e como conseqüência as equações que fazem parte da

hierarquia correspondente. Na formulação de Kac-Moody foram introduzidos dois campos

auxiliares ν1 e ν2 na direção do termo central de ŝl(2)

No caṕıtulo 3 discutiremos as transformações “dressing”, com o objetivo de definir as

funções-tau, de muita importância neste trabalho, pois determinarão as soluções por nós pro-

curadas. Esta transformação fornece uma relação entre os campos do modelo e as chamadas
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funções-tau. Em seguida estabelecemos as relações entre as soluções de vácuo e os potenci-

ais correspondentes do par de Lax. Usando a solução de vácuo efetuamos a tranformação

“dressing”para obter novas soluções. Expressamos as funções-tau em termos dos elementos

de matriz nos pesos mais altos da representação homogênea da álgebra ŝl(2).

No caṕıtulo 4 com as aplicações dos três temas anteriores, encontramos a soluções de

classe sóliton, 1, 2, · · · , N para o caso da álgebra ŝl(2). Na última seção temos a conclusão

onde comentamos os pontos mais importantes do trabalho.

Também foram inclúıdos neste trabalho alguns Apêndices de conteúdo matemático nos

quais são enfatizados os temas que interagem nas determinações dos resultados aqui estabe-

lecidos:

Apêndice A: Grupos, Álgebras de Lie semi-simples

Apêndice B: Álgebras de Kac-Moody

Apêndice C: Construção de “Operadores de vértice”levando em consideração a subálgebra

de Heisenberg homogênea. Através dos cáculos com “operadores de vértice” ho-

mogêneos deduziremos uma fórmula para se calcular os elementos de matriz.

Apêndice D: Cálculo de elementos de Matriz usando “operadores de vértice”homogêneos.

Usando o (Apêndice C) será feita o cálculo das componentes matriciais para a cons-

trução das soluções 1-sóliton, 2-sóliton e N-sóliton da equação NLS



Caṕıtulo 1

Noções básicas de Integrabilidade, Par
de Lax e Condição de Curvatura Nula

Neste caṕıtulo definiremos certos conceitos básicos, de Integrabilidade, Par de Lax e a

Condição de Curvatura Nula. Observamos que apesar das diferenças expĺıcitas destes, há

uma forte correspondência entre eles no objetivo de se resolver, isto é encontrar soluções

para qualquer sistemas de equações não lineares integráveis.

1.1 Integrabilidade de um sistema

A integrabilidade de um sistema mecânico nos proporciona à possibilidade de encontrarmos

soluções para suas equações de movimento, ou hierarquias do sistema dado.

Exemplo 1.1. Se tomarmos o caso de um sitema conservativo unidimensional, o fato da

energia ser constante nos permite escrever as soluções de uma equação de movimento na

forma:

t− t0 =

√
m

2

∫ x

x0

dδ√
E − V (δ)

(1.1)

Podemos encontrar x(t) por uma inversão, note que se caso tomarmos o problema de

uma part́ıcula em movimento unidimensional sob a ação de uma força conservativa, logo o

resultado deste será dado por uma quadratura. O significado de se resolver um problema

11
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usando quadraturas está em exprimir a solução deste em termos de integrais das funções

já conhecidas. Antes de continuarmos definiremos um importante argumento. Note que

podemos dar uma definição para uma operação entre funções que satisfaz bilinearidade,

antisimetria e a identidade de jacobi, isto é, prover de uma estrutura da álgebra de Lie o

conjunto das funões hamiltonianas. Seja então o Colchete de Poisson definido da seguinte

maneira.

Definição 1.2. No contexto da dissertação definiremos colchetes de Poisson em uma vari-

edade M como uma aplicação bilinear,

{., .} : C∞(M) × C∞(M) −→ C∞(M).

onde C∞(M) é o conjunto de funções infinitamente diferenciáveis em M , que satisfaz as

seguintes propriedades:

• {g,f}=-{f,g} ou seja a aplicação é antisimétrica

• {fg,h}=f{g,h}+{f,h}g onde {.h} é uma derivação, isto é, obdece à regra de Leibniz,

• {f,{g,h}}+{g,{h,f}}+{h,{f,g}}=0 a qual é conhecida como identidade de Jacobi.

Podemos também exibir em coordenadas canônicas (q1, · · · , qn, p1, · · · , pn), o qual é equi-

valente a,

{f, g} =
n∑

i−1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)

salientando que na mecânica clássica e por conseguinte na mecânica quântica a noção de

Poisson foi fundamental nos seu desenvolvimentos

Definição 1.3. As variáveis Fi(q, p), · · · , Fm(q, p) estão em involução se o parentes de Pois-

son de qualquer um deles é zero, isto é,

{Fk, Fl} = 0, k, l = 1, · · · , m.
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Logo a integrabilidade de um sistema com n graus de liberdade estará claramente associ-

ada à existência de constantes de movimento em involução. Poisson em 1837 e Liouville em

1840 demonstraram que se um sistema hamiltoniano com dois graus de liberdade possui duas

constantes de movimento independentes em involução, então suas equações de movimento

serão resolvidas por quadraturas.

Lema 1.4. Se um sistema hamiltoniano conservativo com n graus de liberdade admite n

constantes de movimento em involução F1(q, p), · · · , Fm(q, p) e a matriz com elementos Akl =
∂Fk

∂pl
é não singular, então existem variáveis canônicas (ϕ1, · · · , ϕn, J1, · · · , Jn) tais que H =

H(J1, · · · , jn).

Demonstração. Ver [12].

A definição a seguir é dada segundo Liouville-Arnold.

Definição 1.5. Um sistema hamiltoniano conservativo com n graus de liberdade e a hamil-

toniana H(q, p) é dito completamente integrável ou, simplesmente integrável se existem n

constantes de movimento independente em involução, isto é,

• a){Fi, H} = 0

• b){Fi, Fj} = 0

• c) Os vetores ( ∂
∂qi
, · · · , ∂

∂n
, ∂
∂p1
, · · · , ∂

∂pn
)Fi são linearmente independentes LI em cada

ponto do espaço de fase.

Então com isso podemos enunciar o teorema que foi generalizado por Liouville em 1855

e no século XX enriquecido pela contribuição de Arnold.

Teorema 1.6. Teorema de Liouville-Arnold.

Considere um sistema hamiltoniano integrável com n graus de liberdade então,

a)Existem variáveis canônicas (x1, x2, · · · , xn, j1, · · · , jn) tais que H = H(j1, · · · , jn) de

modo que a solução de equações de movimento nas suas variáveis é.

jk = Cte, xk = xk(0) + wkt, k = 1, · · · , n onde cada wk = ∂H
∂jk

é constante.
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b)As equações de Hamilton nas variáveis (q, p) podem ser resolvidas por quadraturas.

c)Se o conjunto das hipersuperf́ıcies de ńıvel das constantes de movimento Fk definido por

Mc = {(q, p) : Fk(q, p) = ck, k = 1, · · · , n}

é compacto e conexo, as variáveis canônicas (j, x) podem ser escolhidas como variáveis

de ação-ângulo e o movimento é multiperiódico com frequência wk = ∂H
∂jk

Demonstração. Ver [12]

1.2 Par de Lax

Existem uma grande quantidade de estudos na literatura abordando os Pares de Lax.

Definição 1.7. Um par de Lax para um campo vetorial ẋ = f(x) é um par ordenado não

constante de matrizes (L,M) tal que,

dL

dt
= [L,M ] (1.2)

Note que a equação de Lax descreve transformações de matrizes semelhantes de L(t),

isto é,

L(t) 7−→ U(t)L0U(t)−1. (1.3)

Seja a solução da equação de Lax F (t) = U(t)L0U(t)−1, então,

dF (t)

dt
= U̇(t)L0U(t)−1 + U(t)L0(−U(t)−1U̇(t)U(t)−1)

= U̇(t)L0U(t)−1 − U(t)L0U(t)−1U̇(t)U(t)−1

= U̇(t)U(t)−1(U(t)L0U(t)−1) − (U(t)L0U(t)−1)U̇(t)U(t)−1

= U̇(t)U(t)−1L(t) − L(t)U̇(t)U(t)−1

= [L(t),−U̇(t)U(t)−1]

Observação 1.8. Na expressão que operamos anteriormente temos M = −U̇(t)U(t)−1.
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Podemos compreender melhor, tomando a análise de uma questão correspondente para

o caso linear, então, tome uma equação de evolução linear descrito por uma hamiltoniana H

independente do tempo, logo em seguida constrúımos operadores na expectativa de trans-

formar termos com o tempo. Tome L como operador respeitando esta propriedade, então a

forma de Heisenberg, L(t) unitária é semelhante a L0, isto é:

L(t) = U(t)L0U(t)−1 ⇐⇒ L0 = U(t)−1L(t)U(t)

onde U(t) é a evolução do tempo com forma U(t) = exp(−iHt).

Exemplo 1.9. Note que a equação do Oscilador harmônico simples é:

ÿ + ω2y = 0 tais que y(0) = y0, ẏ(0) = y′0,

A solução deste problema é:

y(t) = y0 cosωt+
y′0
ω

sinωt. (1.4)

Em seguida tomando o sistema de equações de primeira ordem q̇ = p, ṗ = −ω2q teremos

então o Par de Lax procurado L e M onde

L =

[
p ωq

ωq −p

]
, M =

[
0 −ω

2
ω
2

0

]

onde vale a identidade
dL

dt
− [M,L] = 0

esta equação diferencial é equivalente a,

[
ṗ ωq̇

ωq̇ −ṗ

]
−
[
ω2q ωp

ωp ω2p

]
= 0

e ainda,

H(q, p) =
1

4
tr(L2).

Sendo este sistema integrável então,

L(t) = U(t)L0U(t)−1 (1.5)
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dU(t)

dt
= MU(t) U(0) = I

Logo a solução particular do Par de Lax desta é,

U(t) = eMtU(0)

L(t) = eMtL0e
−Mt

e a matriz exponencial é dada por

eMt =

[
cosωt

2
-senωt

2

senωt
2

cosωt
2

]
.

então por 1.5 temos a seguinte matriz,

L =

[
p0 cosωt− ωq0 sinωt p0 sinωt+ ωq0 cosωt
p0 sinωt+ ωq0 cosωt −p0 cosωt+ ωq0 sinωt

]
,

por (1.3) temos a solução (1.4).

Observação 1.10. O exemplo 1.9 tem um grau elevado da importância que o descreve, este

se baseia no ato de oscilar de um lado para o outro. A natureza apresenta inúmeros exemplos

de movimentos periódicos, entre eles o movimento da terra e de outros planetas em torno

do sol, o movimento de um pêndulo, com caracteŕıstica bem marcante, pois não depende da

amplitude, o peŕıodo permanece o mesmo tanto para grande amplitudes como para pequenas,

então essa indepedência do peŕıodo para com a amplitude torna o oscilador harmônico ideal

para servir na construção de relógios, entre estas temos várias outras aplicações.

Exemplo 1.11.

u̇1 = u1(u2 − u3)

u̇2 = u2(u3 − u1)

u̇3 = u3(u1 − u2)

na tentativa de se determinar um Par de Lax compat́ıvel com o sistema, logo se encontrou

as seguintes matrizes:

L =




0 1 u1

u2 0 1
1 u3 0



 , M =




u1 + u2 0 1

1 u2 + u3 0
0 1 u3 + u1



 .
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Estes exemplos nos apresentam o fato de se apresentarem como Par de Lax, eles possibi-

litam determinar as primeiras integrais, nos proporcionando uma noção de integrabilidade.

Combinando representações Lax com sistemas integráveis, nós podemos apresentar um re-

sultado importante. Suponha que encontramos de qualquer maneira uma equação de Lax,

onde esta vem ser equivalente para o seu sistema, então com isso teremos um Par de Lax

completo, construindo um sistema integrável. Note que, para estas equações serem satis-

feitas, os operadores associados no caso L e M devem ter um raio espectral α que tem o

papel de valor próprio, este satisfazendo a relação ∂tα = 0. Por conseguinte enunciamos a

proposição.

Proposição 1.12. Os autovalores de L são constantes de movimento.

Demonstração. Tome o sistema

LΨ = αΨ (1.6)

MΨ = Ψt (1.7)

onde pela relação de Lax L̇ = [M,L] temos,

L̇Ψ + LΨ̇ = α̇Ψ + αΨ̇

[M,L] Ψ + LMΨ = α̇Ψ + αΨ̇

MLΨ − LMΨ + LMΨ = α̇Ψ + αMΨ

αMΨ = α̇Ψ + αMΨ

α = cte

1.3 Equação de Curvatura Nula

No entanto para usar as definições [1.2, 1.3, 1.5], o lema [1.4] e o teorema [1.6] dos sistemas

integráveis de um número finito de graus de liberdade, apresentados acima, nos sistemas de

infinitos graus de liberdade devemos reformular a apresentação do par de Lax e a equação
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de Lax (1.2). No caso de sistemas com infinitos graus de liberdade estamos diante de um

problema de teoria de campos. Portanto a introdução de coordenadas espaciais além da

coordenada temporal é necessária e a reformulação da equação de Lax deve levar em conta

este fato.

Na busca de uma alternativa, Ablowitz, Kaup, Newell e Segier(AKNS)(1974) propuseram

uma técnica, a qual relatamos a seguir na sua formulação geral. Tome duas equações lineares,

Ψx = UΨ (1.8)

Ψt = VΨ (1.9)

estas equações (1.8) e (1.9) formam um sistema compreendido de Ψ que é um vetor n-

dimensional e U , V ∈ C
n×n contendo os campos do modelo. Então a condição de compati-

bilidade deste sistema, determina a seguinte equação:

Ut − Vx + [U, V ] = 0. (1.10)

A qual chamamos de representação de Curvatura Nula, ou Equação de Curvatura

Nula de um sistema não linear de equações, a qual pode ser aplicada a teoria de campos.

Comentamos que muitas das propriedades de sistemas integráveis finitos apresentados

acima: equação de Lax, número de quantidades conservadas igual ao número de graus de

liberdade, involução destas quantidades conservadas, etc, têm a sua versão em sistemas de

infinitos graus de liberdade. Por exemplo, no caso de sistemas de infinitos graus de liberdade,

a teoria de campos como o sistema de Schrödinger não-linear, esperamos infinitas quantidades

consevadas. Na seguinte seção apresentaremos a formulação de Lax deste sistema.



Caṕıtulo 2

Formulação algébrica da equação não
Linear de Schrödinger(NLS)

Neste caṕıtulo trataremos de discutir a obtenção da Equação não linear de Schrödin-

ger (NLS), ou seja, uma formulação algébrica, no que diz respeito a uma álgebra finita e

outra infinita, para isso defineremos uma álgebra de Lie, e por conseguinte uma álgebra de

Kac-Moody na base de Weyl-Cartan. Usaremos o caráter de integrabilidade e condição de

curvatura nula debatido no caṕıtulo anterior, para a construção da hierarquia da NLS. No

caso da álgebra finita sl(2), a equação de curvatura nula correspondente fornece o sistema

NLS usual, (2.1). Estendemos a formulação usando a álgebra infinita ŝl(2)(Kac-Moody),

nesta formulação introduzimos dois campos auxiliares ν1 e ν2, os quais definem-se na direção

do termo central C da álgebra. Além disso observamos o aparecimento de infinitas equações

de hierarquias NLS. Para uma parametrização, as equações NLS são,

i∂tΨ + ∂xxΨ ∓ 2|Ψ|2Ψ = 0, (2.1)

a quais têm importantes aplicações em áreas como a F́ısica do Plasma e a Ótica não

linear.

19
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2.1 Formulação algébrica tomando relações em termos

de uma Álgebra de Lie

Considere o espaço vetorial V de todas as matrizes C2×2, auto-adjuntas com traço zero e

produto interno de Cartan definido como < AB >= tr(AB). Tomemos duas matrizes da

forma

A3 =

[
1 0
0 −1

]
, Q(x,t) =

[
0 Ψ+

Ψ− 0

]
.

Definimos o seguinte sistema de equações

∂xΦ + iαA3Φ = QΦ, α ∈ C (2.2)

∂tΦ + 2iα2A3Φ = (2αQ− i∂xQA3 − i|Ψ|2A3)Φ (2.3)

Percebemos pela equação (2.2) a relação a seguir.

∂xΦ =

([
0 Ψ+

Ψ− 0

]
− iα

[
1 0
0 −1

])
Φ. (2.4)

Logo apartir da equação (2.3) encontramos a expressão seguinte:

∂tΦ =

(
2α

[
0 Ψ+

Ψ− 0

]
− i

[
1 −Ψ+

x (x, t)
Ψ−
x (x, t) 0

]
− i|Ψ|2

[
1 0
0 −1

]
− 2iα2

[
1 0
0 1

])
Φ.

(2.5)

Definindo as matrizes

M =

[ −iα Ψ+
(x,t)

Ψ−
(x,t) iα

]
e N =

[
−i|Ψ(x, t)|2 − 2iα2 2αΨ + iΨx(x, t)

2Ψ−(x, t) − iΨ−
x (x, t) i|Ψ(x, t)|2 + 2iα2

]
, (2.6)

as equações (2.4) e (2.5) podem ser escritos na forma compacta

{
∂xΦ = MΦ
∂tΦ = NΦ

(2.7)

Então como Φ são funções diferenciáveis, logo por conseguinte temos que a identidade pos-

terior se torna verdadeira.

∂tMΦ +M∂tΦ = ∂xNΦ +N∂xΦ (2.8)
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e portanto se transforma em:

∂tMΦ +MNΦ = ∂xNΦ +NMΦ (2.9)

(∂tM +MN − ∂xN −NM)Φ = 0 (2.10)

∂tM − ∂xN +
[
M,N

]
= 0. (2.11)

A expressão (2.11) recebe o nome de Equação de Curvatura Nula ou Equação de Lax.

A nossa proposta é escrever as matrizes M e N em termos da álgebra sl(2)

[A3, E±] = ±2E±, [E+, E−] = 2A3. (2.12)

Sendo que E± está definido no Apêndice D.

Então escrevendo a matriz M como combinação linear dos geradores temos,

M = Ψ+(x, t)E+ + Ψ−(x, t)E− − iαA3 (2.13)

e

N = −i|Ψ(x, t)|2A3 − 2iα2A3 + 2αΨ−(x, t)E−

+ 2αΨ+(x, t)E+ − iΨ−
x (x, t)E− + iΨ+

x (x, t)E+. (2.14)

Substituindo M e N em (2.11) temos

Ψ+
t (x, t)E+ + Ψ−

t (x, t)E− − (−i|Ψ(x, t)|2xA3 + 2αΨ−(x, t)E−

+2αΨ+
x (x, t)E+ − iΨ−

xx(x, t)E− + iΨ+
x (x, t)E+)

+2iΨ+(x, t)Ψ−
x (x, t)A3 − 2iΨ−(x, t)|Ψ(x, t)|2E−

−iΨ−(x, t)Ψ+
x (x, t)A3 + 2αΨ−

x (x, t)E− + 2αΨ+
x (x, t)E+ = 0 ,

logo agrupando termos

(Ψ+
t (x, t) − 2αΨ−

x (x, t) − iΨ+
xx(x, t) + 2iΨ+(x, t)|Ψ(x, t)|2 + 2αΨ−

x (x, t))E+

+(Ψ−
t (x, t) − 2αΨ−

x (x, t) + iΨ−
xx − 2iΨ+(x, t)|Ψ(x, t)|2 + 2αΨ−

x (x, t))E−

+(iΨ+
x (x, t)Ψ−(x, t) + iΨ+(x, t)Ψ−

x (x, t) − iΨ+(x, t)Ψ−
x (x, t) − iΨ−(x, t)Ψ−

x (x, t))A3 = 0.
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Enfim conclúımos que as equações do sistema NLS tornam-se

Ψ+
t (x, t) − iΨ+

xx(x, t) + 2iΨ+(x, t)|Ψ(x, t)|2 = 0 (2.15)

Ψ−
t (x, t) − iΨ−

xx(x, t) − 2iΨ−(x, t)|Ψ(x, t)|2 = 0. (2.16)

Estas equações formam parte na hierarquia integrável NLS. As equações desenvolvidas acima

tiveram como objetivo a familiarização com a formulação algébrica que será desenvolvida na

seção (2.2). Na seguinte subseção introduziremos a formulação do sistema de equações NLS

usando a álgebra de Kac-Moody ŝl(2). A motivação para estender esta formulação usando

uma álgebra de Kac-Moody é que nesta álgebra temos um desenvolvimento bem sofisticado

das representações de peso mais alto, como se encontra na literatura cient́ıfica [10, 15, 17].

Como esta álgebra inclui um termo central devemos associar a este gerador alguns campos

auxiliares nas respectivas conexões de LAX. Este termo central é crucial para se ter uma

representação integrável de peso mais alto [15]

2.2 Formulação algébrica da equação NLS em termos

da Álgebra de Kac-Moody

Antes de discutirmos esta formulação em questão, por rigor e esclarecimento lembramos que

uma álgebra sl(2), é uma álgebra de Lie finita e gerada por {H,E±}, o gerador H é definido

no Apêndice D. Agora a Álgebra de Kac-Moody, isto é, ŝl(2) terá um conjunto gerador

{H(m), E
(n)
± , C,D} com m e n ∈ Z. Tomemos então a base de Weyl-Cartan, a qual se

escreve da seguinte maneira,

[H(m), H(n)] =
n

2
Cδm+n,0

[H(n), E
(m)
± ] = ±Em+n

±

[E
(m)
+ , E

(n)
− ] = 2Hm+n +mCδm+n,0 (2.17)

A graduação homogênea define-se:
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[D, T n] = nT n, T n ∈ ŝl(2) (2.18)

onde D é um operador de graduação. Apresentamos os primeiros potenciais que são:

B1 = H(1) + Ψ+E
(0)
+ + Ψ−E

(0)
− + ν1C (2.19)

B2 = H(2) + Ψ+E
(1)
+ + Ψ−E

(1)
− − 2Ψ+Ψ−H(0) + ∂xΨ

+E(0) − ∂xΨ
−E− + ν2C. (2.20)

Nestes potenciais são introduzidos dois campos auxiliares ν1 e ν2, sendo estes definidos na

direção do termo central C da álgebra, com o objetivo de encontrarmos o resultado procu-

rado. E por conseguinte efetuando operações algébricas se baseando na seguinte notação, ou

seja, t1 = x e t2 = t, com os potenciais B1 e B2 denotado por M e N respectivamente, logo

em seguida escrevemos a condição de curvatura nula para estes potenciais,

[
∂tN −BN , ∂x − B1

]
= 0 com N = 1, 2 (2.21)

observe que para N = 1 nos teremos como resultado a situação trivial, ou seja,

[
∂x −M, ∂x −M

]
= 0 (2.22)

agora para N = 2, encontraremos a seguinte expressão,

[
∂t −N, ∂x −M

]
= 0 (2.23)

em seguida desenvolvendo (2.23) implica no resultado que se configura como a equação,

−∂tM + ∂xN + [N,M ] = 0 (2.24)

então tomando os potenciais (2.19) e (2.20), com isso aplicando estes em (2.24), teremos
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como resultado a relação expressada por,

−∂tΨ+E
(0)
+ − ∂tΨ

−E
(0)
− − ∂xν1C + ∂xΨ

+E
(1)
+ + ∂xΨ

−E
(1)
− − 2∂xΨ

+Ψ−H(0) + ∂xxΨ
+E

(0)
+

−∂xxΨ−E
(0)
− + ∂xν2C + [H(2), E0

+]Ψ+ + [H(2), E
(0)
− ]Ψ− + Ψ+[E

(1)
+ , H(1)] + Ψ−[E

(1)
+ , E

(0)
− ]Ψ−

+Ψ−[E
(1)
− , H(1)] + Ψ−[E

(1)
− , E

(0)
+ ]Ψ+ − 2Ψ+Ψ−[H(0), E

(0)
+ ]Ψ+ − 2Ψ+Ψ−[H(0), E

(0)
− ]Ψ−

+∂xΨ
+[E(0), H(1)] + ∂xΨ

+[E
(0)
+ , E

(0)
− ]Ψ− − ∂xΨ

−[E
(0)
− , H(1)] − ∂xΨ

−[E
(0)
− , E

(0)
+ ]Ψ+ = 0.

Note que alguns colchetes e certas diferenciações se anulam na expressão anterior, logo não

havendo a necessidade de exibi-los, estes não influenciam nos resultados posteriores. Escre-

vendo as combinações lineares nas direções dos geradores, e consequentemente as expressões

que se anulam portanto temos,

(−∂tΨ+ + ∂xxΨ
+ − 2(Ψ+)2Ψ−)E

(0)
+ +

(−∂tΨ− − ∂xxΨ
− + 2Ψ+(Ψ−)2)E

(0)
−

+(−∂tν1 + ∂xν2)C = 0 (2.25)

com o fato da equação (2.25) ser linearmente independente, então a formulação algébrica

para a Equação não linear de Schrödinger em termos de uma Álgebra de Kac-Moody,

a qual é representada pelo sistema a seguir:

−∂tΨ+ + ∂xxΨ
+ − 2(Ψ+)2Ψ− = 0 (2.26)

−∂tΨ− − ∂xxΨ
− + 2Ψ+(Ψ−)2 = 0 (2.27)

−∂tν1 + ∂xν2 = 0 (2.28)

Este é o primeiro sistema de equações da hierarquia NLS, as outras equações aparecem

de,

[∂tN − BN , ∂x − B1] = 0 N = 3, 4, · · ·



Caṕıtulo 3

Transformações “dressing”

Tomamos um sistema de equações diferenciais não lineares , onde este admite uma for-

mulação compacta em termos da condição de curvatura nula e defenido como.

[∂µ − Aµ, ∂ν − Aν ] = 0 (3.1)

Nesta formulação, nota-se que os potenciais de “gauge” Aµ estão definidos sobre uma álgebra

de Lie ĝ e estes são funcionais dos campos do modelo.

As transformações de “gauge” não locais agem sobre os potenciais Aµ mantendo suas

formas e estrutura de graduações. Note que cada uma destas transformações será realizada

de dois modos distintos, isto é, realizando operações com dois subgrupos do grupo Ĝ de ĝ,

este denotaremos como Φ+ e Φ− então,

Aµ −→ Agµ := Φ±AµΦ
−1
± + ∂µΦ±Φ−1

± (3.2)

onde é fácil de se ver que Aµ satisfaz (3.1), logo este deve ser da forma de “gauge” puro:

AµΨ = ∂µΨ ⇐⇒ Aµ = ∂µΨΨ−1, (3.3)

com a definição (3.2), e usando a igualdade (3.3), isto é,

Agµ := Φ±(∂µΨΨ−1)Φ−1
± + ∂µΦ±ΨΨ−1Φ−1

±

= Φ±(∂µΨ)(Φ±Ψ)−1 + ∂µΦ±Ψ(Φ±Ψ)−1

= [∂µΦ±Ψ + Φ±∂µΨ](Φ±Ψ)−1,

25
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o qual implica na equação definida por:

Agµ := ∂µ(Φ±Ψ)(Φ±Ψ)−1 (3.4)

Então existe um subgrupo constante h de G tal que,

Φ+Ψ := Φ−Ψh⇐⇒ Φ−1
− Φ+ = ΨhΨ−1 (3.5)

além disso (3.1) mostra-se invariante, pois se A −→ Agµ, onde Θ = Φ±Ψ então [∂µ+Agµ, ∂ν +

Agν ] = 0 com Agµ = ∂µΘΘ−1 implica em

Agµ = ∂µΦ±Φ± + Φ±AµΦ
−1
± (3.6)

No sentido de se manter invariante tanto o potencial Aµ com a transformação “dressing”

se faz necessário que Φ± pertença a dois subgrupos de Ĝ, sendo este definido pela forma

particular em ĝ, então (3.5) corresponde a relação conjugada ΨhΨ−1 dentro de tais subgrupos

especificados. Portanto observa-se que com uma solução do exemplo definido por Ψ ⊆ G vem

a ser um grupo constante h ⊆ Ĝ, a transformação “dressing” é utilizada para construção de

uma nova solução definida por:

Ψh = Φ+Ψ (3.7)

= Φ−Ψh (3.8)

3.1 Relações entre Soluções de Vácuo e Transformações

“dressing”

Notemos que as hierarquias integráveis que podem ser escritas sobre a forma das equações

de curvatura nula, estão geralmente representadas em termos das álgebras de Kac-Moody.

Tomemos uma álgebra de Kac-Moody afim ĝ = g̃ ⊕ C ⊕D e uma graduação inteira de sua

álgebra derivada de g, particularizada pelo vetor v = (v0, v1, · · · , vi) de s+ 1 primos inteiros

relativos e não negativos, esta álgebra de lie g é simples com dimensão s então,

ĝ = ⊕ĝ(v), [ĝi(v), ĝj(v)] ⊆ ĝi+j(v) com i, j ∈ Z (3.9)
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e por conseguinte tomando uma base graduada {ek} para ĝ, onde ek k = o, 1, · · · , s
∈ ĝk(v). As equações destas hierarquias definiremos em termos dos operadores Lax com a

seguinte forma,

L±i =
∂

∂t±i
− A±(i) E = {i ∈ Z ≥ 0} (3.10)

A±(i) =

i∑

k=0

Ak±(i)e±k
(3.11)

no contexto os A+(i) e A−(i) estão em funções dos tempos t±j assumindo valores sobre os

subespaços.

M+(i) = ĝ≥0 ∩ ĝ≤i(v) e M− = ĝ≤0 ∩ ĝ≥−i(v) (3.12)

respectivamente. Então, a hierarquia das equações em questão são definidas pelas condições

de curvatura nula, isto é,

[Li, Lj] = 0 E = {i, j ∈ Z ≥ 0} (3.13)

Note que estes sistemas por nós exibidos acima mostram-se em uma invariância de “gauge”

na forma.

Li −→ ULiU
−1 (3.14)

Então segue que uma preservação dos A±(i) ∈ M±(i) com U uma função do grupo Ĝ0

formada pela exponenciação da subálgebra de dim <∞ ĝ0(v). Estas equações de hierarquias

se definem como equações sobre classes de equivalência M± sob a transformação de “gauge”.

Paralelo com estas hierarquias integráveis generalizadas, há um problema linear associado

ao mesmo, veja,

[
∂

∂ti
− A±(i)

]
Ψ = 0 E = {i ∈ Z ≥ 0} (3.15)

Note que Ψ vem a ser uma função em t±j , e que assume valores no grupo de Kac-Moody

G(v) formado pela exponenciação de ĝ. As equações de curvatura nula (3.13) são condições

de integrabilidade de (3.15). Portanto,

A±(i) =
∂Ψ

∂t±i
Ψ−1 (3.16)
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No contexto do problema linear associado, vamos definir um importante conjunto de

transformações, estas são identificadas como transformações “dressing”. O objetivo destas

é partindo das velhas soluções que satisfazem as hierarquias das equações para as novas

soluções das mesmas. Deste passo em diante, trabalharemos com a notação que se segue.

ĝ<k(v) = ⊕i<kĝi(v) e ĝ>k(v) = ⊕i>kĝi(v). (3.17)

Usando a seguinte notação, isto é, Ĝ−(v), Ĝ+(v) e Ĝ0(v) os subgrupos de Ĝ gerados pela

exponenciação das subálgebras ĝ < 0(v), ĝ > 0(v) e ĝ0(v) respectivamente. Estas trans-

formações “dressing” podem ser representadas como segue.

Tome uma solução Ψ do problema linear (3.15), junto com ela um elemento constante h

de G, sendo este independente de t± e além disso,

ΨhΨ−1 = (ΨhΨ−1)−(ΨhΨ−1)0(ΨhΨ
−1)+ (3.18)

logo com este podemos salientar a seguinte afirmação, ΨhΨ−1 admite uma decomposição de

Gauss generalizada com relação a graduação v, então Ψh se define como:

Ψh = [(ΨhΨ−1)−]−1Ψ (3.19)

onde tomando (3.18), temos

[(ΨhΨ−1)−]−1ΨhΨ−1 = [(ΨhΨ−1)−]−1(ΨhΨ−1)−(ΨhΨ−1)0(ΨhΨ
−1)+

[(ΨhΨ−1)−]−1Ψh = (ΨhΨ−1)0(ΨhΨ
−1)+Ψ,

o que implica em:

Ψh = (ΨhΨ−1)0(ΨhΨ
−1)+Ψh−1 (3.20)

Note que (3.20) vem a ser uma solução do problema linear asociado em questão. Este pode

ser fácilmente verificado, mostrando que:

Ah±(i) =
∂Ψh

∂t±i
(Ψh)−1 ∈ M± (3.21)
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isso acontece, desde que Ψ seja uma solução de (3.15). Assim temos a transformação, descrita

por,

Ψ =⇒ Ψh ou A±(i) =⇒ Ah±(i) (3.22)

esta recebe o nome de transformação “dressing”. As soluções pertecente as órbitas de algu-

mas soluções triviais sob o grupo de transformações “dressing”, se identificam como soluções

no vácuo, e claro para aquelas hierarquias integráveis já conhecidas. A órbita da solução de

vácuo sob o grupo de transformação “dressing” pode ser moldada usando as equações (3.20)

e (3.21). Como conseqüência define-se,

Θ−1 = (Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)− e B−1 = (Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)0 (3.23)

N = (Ψ(vac)hΨ(vac)−1)+ e Ω = B−1N. (3.24)

Portanto sob essas transformações “dressing” geradas por h

Ψ(vac) =⇒ Ψh = ΘΨ(vac) = ΩΨvach−1 (3.25)

onde estes podemos eqüivalentemente, expressar os potenciais A
(vac)
± da seguinte forma:

Ah+(i) = ΘA
(vac)
+ (i)Θ−1 + ∂+

i ΘΘ−1 ∈ ĝ<i(v) (3.26)

= ΩA
(vac)
+ (i)Ω−1 + ∂+

i ΩΩ−1 ∈ g≥0(v) (3.27)

Ah−(i) = ΘA
(vac)
− (i)Θ−1 + ∂−i ΘΘ−1 ∈ ĝ<0(v) (3.28)

= ΩA
(vac)
− (i)Ω−1 + ∂−i ΩΩ−1 ∈ ĝ≥−i(v) (3.29)

3.2 Transformações “dressing”, funções tau

Na seção anterior discutimos as órbitas das soluções de vácuo sob o grupo das transformações

“dressing”, estas nos fornecem um conjunto de soluções para hierarquias espećıficas de

equações integráveis. Note que observando o método de Hirota, as “funções tau” consti-

tuirão um novo conjunto de variáveis para descrever estas soluções, entretanto é suficiente

e necessário afirmar que a principal caracteŕıstica destas novas variáveis será servir como

argumento de simplificação na construção das soluções multi-sóliton.
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3.2.1 Funções tau

Para uma álgebra graduada de Kac-Moody {ĝ, v} dada, tomemos uma solução de vácuo e

h de G, gerador de uma transformação “dressing”. Logo haverá uma função tau para cada

vi 6= 0. Considere o estado de peso mais alto da representação L(i) (ver apêndice A) e

define-se o vetor função tau. Note que por (3.18) teremos,

τi(t
±) = (Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)−(Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)0(Ψ
(vac)hΨ(vac)−1

)+|λi〉
τi(t

±) = Θ−1B−1|λi〉 , i = 0, · · · , r, vi 6= 0. (3.30)

Por conseguinte notamos que τi(t
±) se torna um elemento de L(i)(estado de peso mais alto),

o papel das funções tau de Hirota são desempenhados por algumas componentes dos τi(t
±).

Observação 3.1. A derivação dv pode ser diagonalizada agindo sobre L(v), então as funções

tau poderão sofrer uma decomposição, como soma de subespaços.

τi(t
±) =

∑

j∈Z

τ (−j)(t±) =⇒ diτ
(−j)
i (t±) = −jτ (−j)(t±). (3.31)

Então podemos usar o fato que Θ−1 ∈ G<0(v) e B−1 ∈ G0(v). Além disso, o estado

de peso mais alto é um auto-estado da subálgebra g0(v) e por conseguinte de B−1, portanto,

τ
(0)
i (t±) = B−1|λi〉τ (0)

i (t±) (3.32)

mas observemos que,

B−1|λi〉 = exp(aH(n))|λi〉 (3.33)

= (1 +Haξa + · · · )|λi〉
= (1 + ξaδa + · · · )|λi〉
= |λi〉τ̂ (0)(t±) (3.34)
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entretanto voltando em (3.32) teremos as relações seguintes:

B−1|λi〉 = |λi〉τ̂ (0)
i (t±)

〈λi|B−1|λi〉 = 〈λi|λi〉τ̂ (0)
i (t±)

τ̂
(0)
i (t±) = 〈λ0|(Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)0|λ0〉, (3.35)

note que é facil de se ver τ̂
(0)
i é uma função, não um auto-estado, logo por (3.30) implica-se

que,

τi(t
±) = Θ−1|λi〉τ̂ (0)(t±).

Logo conclúımos que,

Θ−1|λi〉 =
τi(t

±)

τ̂ (0)(t±)
(3.36)

Dado τi(t
±) para qualquer que seja i = 0, 1, · · · , r com vi 6= 0 (3.36) determina que Θ−1

pertença a Ĝ<0(v)(por exemplo usando a forma hermitiana positiva definida em L(i)). Então

pelas equações (3.26), (3.29) e (3.36) os τi(t
±) nos dá uma solução das hierarquias descritas.

De acordo com o método Hirota a equação (3.36) pode ser usada de dois modos diferentes.

Primeiro proporcionando uma mudança de variáveis entre as quantidades que aparecerem

nas equações de curvatura nula e alguns componentes das funções τi(t
±). Estas componentes

são funções do tempos t±i e desempenharão o mesmo papel que as funções tau de Hirota. O

segundo fato é o mais importante das funções tau, isto é, a construção expĺıcita das soluções

multi-sóliton.

Mostrando como se procede, tomemos as hierarquias integráveis cujas soluções pertencem

as órbitas de algumas soluções triviais sob o grupo de transformações “dressing”. Estas

soluções elementares serão chamadas de soluções de vácuo.

Seja ŝ ⊆ ĝ da forma:

ŝ = {bi ∈ ĝi(v), ∈ E ⊆ Z : [bi, bj] = iCδi+j, 0}, (3.37)

onde C é o elemento central de ĝ. Por conseguinte a solução de vácuo associada a v̂ será:

A
(vac)
+ (i) = bi, e A

(vac)
− (i) = bi + iCt±i ,
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ou equivalente a,

Ψ(vac) = exp(
∑

i∈E≥0

t±i bi)exp(
∑

−j∈E<0

t−j b−j). (3.38)

Tomando F como um auto-vetor sob a ação adjunta dos elementos de ŝ,

[b±i, F ] = α±
i F tal que ± i ∈ E ⊆ Z, (3.39)

logo,

τi(t
±) = (Ψ(vac)eFΨ(vac)−1

)|λi〉
= exp[exp(

∑

j∈E≥0

α+
j t

±
j +

∑

−j∈E<0

α−
j t

−
j )F ]|λi〉. (3.40)

Observação 3.2. Para vi 6= 0, são as funções-tau de uma solução elementar. Quando

F é nilpotente aplicando sobre |λi〉, isto é, quando existe n inteiro tal que F n+1|λi〉 = 0 e

F n+1|λi〉 6= 0 teremos a expressão:

τi(t
±) = (1 +

n∑

j=1

fj(t
±)F j)|λi〉, (3.41)

onde estes fj são funções dos tempos t±k . Enfim para cada autovetor adjunto simultâneo

F de todos os elementos de v̂, teremos as primeiras soluções não triviais, cujas “funções

tau” são dadas por (3.40). Logo as soluções de classe multi-sóliton devem corresponder aos

elementos de grupo h, que são os produtos das exponenciais dos autovetores Fi, isto é,

h = eF1eF2 , · · · , (3.42)

mostrando assim que a construção das soluções multi-sóliton, se tornam triviais, usando o

fato de se trabalhar com funções-tau propostas.



Caṕıtulo 4

Soluções Sóliton

Neste caṕıtulo com a particularização para uma álgebra ŝl(2), a aplicação da trans-

formação “dressing”, onde nos fornecerá funções-tau para encontrar as soluções. Vamos

definir as respectivas funções tau e por conseguinte usando as propriedades algébricas esta-

belecidas nos apendices, obteremos as soluções de classe 1-sóliton, 2-sóliton e no caso geral

n-sóliton. Podemos aqui citar, para nos familiarizarmos e criar uma motivação com o con-

texto mostrar de maneira sucinta, como se dá a interação de dois sólitons. Sóliton é um

fenômeno localizado que podemos produzir um, e em seguida esperar um certo tempo para

que ele se distancie e logo produzir o outro, maior em amplitude e portanto mais rápido,após

uma pequena espera o segundo irá alcançar o primeiro e eles irão interagir, então se dará

uma interação de dois sólitons. Como a NLS é uma equação não-linear, não é trivial prever

como será esta interação, logo suas soluções não obedecem o pŕıncipio de superposição, va-

lendo apenas um prićıpio de “superposição aproximado”. Então de maneira precisa os dois

sólitons se interagem e posteriormente se separam sem alterar a forma. A única mudança

será uma ligeira alteração da posição que cada um deles teria após o mesmo tempo caso não

houvesse interação. Este recebe o nome de “mudança de fase”.

A equação NLS admite o seguinte operador de Lax.

L = ∂x − E(1) − Ψ+E
(0)
+ − Ψ−E

(0)
− − ν1C, (4.1)

onde os Ψ± e νi são os campos do modelo em questão. Estamos considerando um campo

na direção do termo central C, onde a graduação aqui usada é a homogênea, isto é, o vetor

33
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das graduação é Shom = (1, 0) para a álgebra ŝl(2). Tomamos esta álgebra na base Weyl-

Cartan, a qual se escreve como,

[H(m), H(n)] =
n

2
Cδm+n,0

[H(n), E
(m)
± ] = ±E(m+n)

±

[E
(m)
+ , E

(n)
− ] = 2H(m+n) +mCδm+n,0. (4.2)

Note que as equações da hierarquia são obtidas pelo sistema:

∂L

∂tn
= [BN , L], N > 0 onde

BN = (UHNU−1)≥0 ∈ C∞(R, ĝ≥0(s)),

além disso os potenciais Bn pertence ao seguinte subespaço

BN ⊆ ⊕N
i=0ĝi, , i = 1, · · · , N,

com U sendo um elemento de grupo, este obtido da exponenciação dos geradores de grau

negativo,

U = exp(
∑

σ−n), [D, T (n)] = nT (n).

Assim surgem os primeiros BN , que são:

B1 = H(1) + Ψ+E
(0)
+ + Ψ−E

(0)
− + ν1C (4.3)

B2 = H(2) + Ψ+E
(1)
+ + Ψ−E

(1)
− − 2Ψ+Ψ−H(0) + ∂xΨ

+E
(0)
+ − ∂xΨ

−E
(0)
− + ν2C, (4.4)
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e como conseqüência as primeiras equações da hierarquia são:

∂t1L = [B1, L]

∂t1Ψ
± = ∂xΨ

± (4.5)

∂t1ν1 = ∂xν1, (4.6)

e ainda,

∂t2L = [B2, L]

∂t2Ψ
± = ±∂xxΨ± ∓ 2(Ψ+Ψ−)Ψ± (4.7)

∂t2ν1 = ∂xν2. (4.8)

A equação de curvatura nula para os potenciais B1 e BN podem ser escrita da seguinte

forma,

[∂tN − BN , ∂x −B1] = 0 N = 1, 2, · · · , (4.9)

onde denotamos x = t1 e t = t2 e estes BN possuem a forma geral que se apresenta como,

BN = H(N) +

N−1∑

n=0

B
(n)
N com B

(n)
N ∈ C∞(R, ĝn(Shom)). (4.10)

Já que Ψ± = 0 e ν = 0 vem a ser a solução de cada sistema de equações da hierarquia

então,

B
(vac)
1 = H1 B

(vac)
N = HN , (4.11)

e estas relações podem ser obtidas por:

BN = ∂tN ΨΨ−1,

do elemento de grupo seguinte,

Ψ(vac) = exp

(
xH (1) + tH(2) +

∑

n=3,4,...

tnH
(n)

)
= exp

∑

n=1,2

tnH
(n) (4.12)
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Por conseguinte as conexões na órbita são dadas por:

B1 = ΘH(1)Θ−1 + ∂xΘΘ−1

= M−1(NH(1)N−1 − ∂xMM−1 + ∂NN−1)M (4.13)

BN = ΘH(N)Θ−1 + ∂tN ΘΘ−1

= M−1(NH(N)N−1 − ∂tNMM−1 + ∂tNNN
−1)M, (4.14)

onde denota-se,

Θ = exp(
∑

n>0

σ−n) M = exp(σ0) e N = exp(
∑

n>0

σn) (4.15)

[D, σn] = nσn.

Com isso note que podemos relacionar os campos Ψ± a alguns dos σn. Por exemplo para

N = 2 e tomando t2 e t1 = x, teremos então:

B1 = H1 + [σ−1, H
(1)] + termos negativos (4.16)

= M−1(H(1) − ∂xMM−1 + ∂xσ1)M + termos de grau > 1

B2 = H2 + [σ−1, H
2] + [σ−2, H

2] +
1

2
[σ−1, [σ−1, H

2]] + (4.17)

termos de grau negativo

= M−1(H(2) − ∂tMM−1 + ∂tσ1 + ∂tσ2 + [σ1, ∂tσ1])M +(4.18)

termos de grau > 2.

Então observamos que o termo de grau (−1) em (4.16) se anula e por conseguinte temos:

∂xσ−1 + [σ−2, H
(1)] +

1

2
[σ−1, [σ−1, H

(1)]] = 0, (4.19)

e denotando,

σ−1 = −Ψ+E
(−1)
+ + Ψ−E

(−1)
− + σ0

−1H
(−1) (4.20)

σ−2 = −σ+
−2E

(−2)
+ + σ−

−2E
(−2)
− + σ0

−2H
(−2) (4.21)
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da relação (4.19) podemos obter,

∂xσ
0
−1 = 2Ψ+Ψ− (4.22)

σ+
−2 = −∂xΨ+ +

1

2
σ0
−1Ψ

+ (4.23)

σ−
−2 = −∂xΨ− +

1

2
σ0
−1Ψ

−. (4.24)

Aplicando estas expressoões para σ−1 2 σ−2 nas equações (4.16) e (4.17), nós obteremos

a equação (4.8), com as seguintes identidades:

ν1 = −σ
0
−1

2
, ν2 = −σ0

−2 (4.25)

As σn de maior grau são usadas para cancelar as componentes não requeridas. O termo

de grau (−2) aplicada em (4.16) encontramos conseqüentemente a equação,

∂xσ−2 + [σ−3, H
(1)] +

1

2
[σ−2, [σ−1, H

(1)]] +
1

2
[σ−1, [σ−2, H

(1)]] = 0 (4.26)

Observação 4.1. No fato anterior foi utilizada a seguinte relação:

∂eσe−σ = ∂σ +
1

2!
[σ, ∂σ] +

1

3!
[σ, [σ, ∂σ]] + · · · , (4.27)

onde conclúımos que,

σ−3 = σ+
−3E

(−3)
+ + σ−

−3E
(−3)
− + σ0

−3H
(−3). (4.28)

Note que da equação (4.26), efetuando algebricamente as partes necessárias, nós temos o

resultado,

∂xσ
0
−2 = Ψ−∂xΨ

+ − Ψ+∂xΨ
−, (4.29)

do mesmo modo, igualando a zero os termos de grau (−1) e (−2) na equação (4.17), encon-

tramos o resultado seguinte:

∂tσ
0
−1 = 2(Ψ−∂xΨ

+ − Ψ+∂xΨ
−) (4.30)

e

∂tσ
0
−2 =

2

3
Ψ+Ψ−(σ0

−1)
2 − 2∂xΨ

+∂xΨ
− − 2

3
(Ψ+Ψ−)2 + Ψ−∂xΨ

+ − Ψ+∂xΨ
−. (4.31)
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No contexto da transformação “dressing”existe um procedimento para se obter infinitas

quantidades conservadas. Por exemplo as primeiras quantidades são ‘modulo’2 = [2Ψ+Ψ−] e

momento= [Ψ−∂xΨ
+ −Ψ+∂xΨ

−], que correspondem as simetrias Ψ± → e±αΨ± (α = const.)

e de deslocamento espacial do sistema, respectivamente. Outras quantidades conservadas

podem ser construidas. Este assunto não será tratado aqúı (veja [2]).

4.1 Funções tau

Definimos as funções tau como em (3.30)

τ(x, t1, t2, · · · ) = Ψ(vac)hΨ(vac)|λ0〉 (4.32)

= Θ−1B−1|λ0〉, (4.33)

onde o h é um elemento particular do grupo ŜL(2) que gera as transformações “dressing”.

Então temos que:

exp(−
∑

σ−n)exp(−σ0)|λ0〉 = Ψ(vac)hΨ(vac)−1 |λ0〉. (4.34)

O nosso objetivo pra termos consistência no desenvolvimento que está sendo efetuado

é, expressar os campos Ψ± em termos de algumas funções tau, onde estas são elementos

de matriz em uma representação apropriada do grupo de Kac-Moody, então com este fato

podemos escrever a combinação linear seguinte.

σ0 = σ0H + σ+
0 E

(0)
+ + σ−

0 E
(0)E

(0)
− + νC, (4.35)

e além disso {h1, e1, h1} são geradores de Chervalley e {h,D} a subálgebra da Cartan

ŝl(2) então se confecciona a seguinte combinação,

σ0 = σ0
0h1 + σ+

0 e1 + σ−
0 f1 + νC. (4.36)
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Pelo fato de estarmos trabalhando certos cálculos com elementos de peso mais alto,

podemos propor a seguinte afirmação.

h1|λ0〉 = 0 f1|λ0〉 = 0 e C|λ0〉 = |λ0〉, (4.37)

com esta afirmação o grau zero da expressão (4.34) implica em:

exp(−σ0)|λ0〉 = |λ0〉τ̂ 0(x, t), (4.38)

onde nota-se que τ̂ 0(x, t1, t2, · · · ) se efetiva como uma função de x e dos tempos tn deter-

minada pelo elemento de matriz que enunciaremos posteriormente.

τ̂ 0 = 〈λ0|(Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)0|λ0〉. (4.39)

No desenvolvimento que segue o termo de grau (−1) por (4.33) e (4.39) se torna,

|(−σ−1)|λ0〉 =
|(Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)(−1)|λ−1〉
τ̂ 0(x, t)

, (4.40)

no entanto a expressão σ−1 se apresenta como:

σ−1 = −Ψ+E
(−1)
+ + Ψ−E

(−1)
− + σ0

−1H
(−1), (4.41)

podemos fazer as operações seguinte,

〈λ0|E(1)
− (−Ψ+E

(−1)
+ +Ψ−E

(−1)
− +σ0

−1H
(−1))|λ0〉 =

−〈λ0|E(1)
− (Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)(−1)|λ0〉
τ̂ 0(x, t)

(4.42)

〈λ0|E(1)
+ (−Ψ+E

(−1)
+ +Ψ−E

(−1)
− +σ0

−1H
(−1))|λ0〉 =

−〈λ0|E(1)
+ (Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)(−1)|λ0〉
τ̂ 0(x, t)

. (4.43)
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Definimos,

τ+ := 〈λ0|E(1)
− (Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)|λ0〉 (4.44)

τ− := 〈λ0|E(1)
+ (Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)|λ0〉, (4.45)

por conseguinte usando o fato que H (0)|λ0〉 = h1|λ0〉 = 0 e também o argumento de peso mais

alto E
(1)
± |λ0〉 = 0 ou 〈λ0|E(−1)

± = 0 e além disso tomando a base de Weyl-Cartan, progredindo

com a argumentação por (4.42),(4.43) e (4.45) encontraremos os resultados procurados

ψ+ =
τ+

τ̂ (0)
e ψ− = − τ−

τ̂ (0)
. (4.46)

4.2 Primeira solução não trivial

Tomemos um elemento de grupo ŜL(2) no objetivo de obter uma solução, seja:

h = eF com F =
+∞∑

−∞

νn1E
(−n), (4.47)

pelo qual podemos observar que F é o autovetor comum sob a ação adjunta do gerador

H como se segue,

[

∞∑

n=1

tnH
n, F ] = −(

∞∑

n=1

tnν
n
1 )F, com νi ∈ R. (4.48)

Observação 4.2. Note que nas próximos resultados deduzidos, utilizamos a expressão abaixo:

eTBe−T = B + [T,B] +
1

2!
[T, [T,B]] + · · · . (4.49)

Então segue que,
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(Ψ(vac)hΨ(vac)−1

) = exp(e−ϕF )

= exp(

∞∑

n=1

tnH
(n))(1 + F )exp(−

∞∑

n=1

tnH
(n))

= 1 + F + (

∞∑

n=1

tnν
n
1 )F +

1

2!
[

∞∑

n=1

H(n), (

∞∑

n=1

tnν
n
1 )F ]

= 1 + (1 + (
∞∑

n=1

tnν1) + · · · )F

= 1 + e−ϕ1F com ϕ1 =
∞∑

n=1

tnν
n
1 ,

onde usamos o fato F n = 0 para n ≥ 2, isto é, nilpotente. As funções-tau encontrada se

expressam da seguinte forma:

τ (0) = 〈λ0|(1 + e−ϕ1E
(0)
− )|λ0〉 = 1

τ+ = 〈λ0|E(1)
− e−ϕ1ν1E

1
−|λ0〉 = 0

τ− = 〈λ0|E(1)
+ e−ϕ1ν1E

(−1)
− |λ0〉

τ− = ν1e
−ϕ1,

então tomando as argumentações e informações adqueridas com (4.46) obtemos as soluções

seguintes, isto é,

ψ+ = 0 e ψ− = −ν1e
−ϕ1 . (4.50)

Fazendo de modo semelhante, ou seja, tomando

h = eG com G =

∞∑

−∞

ρn1E
(−n)
+ ρ1 ∈ R (4.51)
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onde,

[
∞∑

n=1

tnH
(n), G] = (

∞∑

n=1

tnρ
n
1 )G, (4.52)

note que G é um autovetor sob a ação adjunta do gerador H então como feito para h = eF

é fácil de se ver que

(Ψ(vac)hΨ(vac)−1

) = exp(eη1G)

= 1 + eη1G com η1 =

∞∑

n=1

tnρ
n
1 ,

usamos como já é do nosso conhecimento Gn = 0 para n ≥ 2, isto é, G é nilpotente. Logo

segue que as funções-tau são:

τ (0) = 〈λ0|(1 + eη1E
(0)
+ )(0)|λ0〉 = 1

τ− = 〈λ0|(E(1)
+ eη1ρ1E

(−1)
+ )(0)|λ0〉 = 0

τ+ = 〈λ0|(E(1)
− eη1ρ1E

(−1)+)|λ0〉 = ρ1e
η1 .

Portanto encontramos uma nova solução, que é

ψ− = 0 e ψ+ = ρ1e
η1 (4.53)

As soluções (4.50) e (4.53) aparecem em [22] onde o método de transformações de Bac-

klund(TB) é usada para resolver o sistema NLS. Estas soluções são chamadas de “soluções

de vácuo”.
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4.3 Solução 1-sóliton

Para se obter uma solução 1-sóliton, tomamos o produto das exponenciais e conseqüente-

mente escolhemos:

h = eaF ebG, a, b ∈ R (4.54)

Observação 4.3. Note que F e G são dadas em (4.47) e (4.51).

Deste modo temos,

Ψ(vac)hΨ(vac)−1

= exp(e−ϕaF )exp(eηbG) (4.55)

= (1 + e−ϕaF )(1 + eηbG)

= 1 + e−ϕaF + eηbG+ e−ϕeηaFbG (4.56)

e além disso ϕ =
∑∞

n=1 tnν
n e η =

∑∞
n=1 tnρ

n e em seguida calculamos as funções-tau

correspondentes, note que para τ 0 temos:

τ (0) = 〈λ0|(Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)|λ0〉
τ (0) = 〈λ0|1|λ0〉 + e−ϕeηab〈λ0|(FG)(0)|λ0〉
τ (0) = 1 + abce−ϕeη (4.57)

Observação 4.4. Note que nas operações que foram feitas em (4.57) foram omitidos os

fatores que se anulam, por não fazerem efeito algum

O fator c é um elemento de matriz do tipo 〈λ0|(FG)(0)|λ0〉, então podemos deduzi-lo

usando a teoria geral das representações das álgebras de Kac-Moody, isto é,
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c = 〈λ0|(FG)(0)|λ0〉

= 〈0|(
∞∑

m,n>0

ν−n1 ρm1 E
(n)
− E(−m))(0)|λ0〉

= 〈λ0|
∞∑

m,n>0

(−2H(n−m) +mδn−m,oC)(0)|λ0〉

=

∞∑

n=0

n(
ρ1

ν1
)n (4.58)

Observação 4.5. Note que na expressão (4.58) podemos usar,

Sn =

∞∑

n=0

(
ρ1

ν1
)n

=
ν1

ν1 − ρ1
, com |ρ1

ν1
| < 1.

(4.59)

Portanto o elemento de matriz procurado em (4.58) é:

c =
ρ1ν1

(ρ1 − ν1)2
. (4.60)

Efetuando as funções-tau são deduzidas as seguintes conclusões.

τ+ = 〈λ0|E(1)
− (beηρ1E

(−1)+)|λ0〉
= beηρ1〈λ0|(−2H(0) + C)|λ0〉
= bρ1e

η (4.61)

τ− = 〈λ0|E(1)
+ (ae−ϕν1E

(−1)
− )|λ0〉

= aν1e
−ϕ (4.62)
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por (4.46), utilizando (4.60), e os resultados (4.61) e (4.62), apresentamos por conseguinte

a solução 1-sóliton,

ψ+ =
bρ1e

η

1 + abce−ϕeη
(4.63)

ψ− = − aν1e
−ϕ

1 + abce−ϕeη
. (4.64)

Com as soluções (4.63) e (4.64), usando as definições de ϕ e η, assumindo x = t1 e t2 = t

para n = 2, então

ϕ = xν1 + tν2
1 e η = xρ1 + tρ2

1 (4.65)

Especificamos neste contexto uma solução particular para a equação abaixo,

∂tΨ
(±) = ±∂xxΨ± ∓ 2(Ψ+Ψ−)Ψ±. (4.66)

Para esta solução particular tomemos ρ1 = −ν1, b = −a = −2 com t2n+1 = 0 n ≥ 1,

então,

ψ+ =
2ν1e

−xν1+tν2
1

exν1+tν
2
1 + e−xν1+tν

2
1

exν1+tν
2
1

=
2ν1e

2tν2
1

(exν1+e
−xν1 )etν

2
−1

= sech(ν1x)ν1e
tν2

1 . (4.67)

Fazendo o mesmo para ψ− temos:

ψ− = − 2ν1

(exν1+e−xν1 )etν
2
1

= −sech(ν1x)ν1e
−tν2

1 . (4.68)
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Figura 4.1: Bright sóliton (envelope), u(x, t) = |ψ±(x, it)|.

Enfim note que se tomarmos, ν1 =
∑∞

n=2 ν
2n
1 t2n um parâmetro de fase, então as equações

(4.67),(4.68) podemos escrever como:

ψ+ = ν1exp(ν
2
1 t+ ν1)sech(ν1x) (4.69)

ψ− = −ν1exp(−ν2
1 t− ν1)sech(ν1x) (4.70)

A solução (4.69),(4.70) é conhecida na literatura como “envelope sóliton” ou “bright

sóliton”, Figura (4.1)[14].

4.4 Solução 2-sólitons

Para deduzirmos a solução 2-sóliton, tomemos como elemento constante h, isto é,

h = ea1F1ebG1ea2F2eb2G2,
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onde

Fi =

∞∑

−∞

νni E
(−n)
− , Gi =

∞∑

−∞

ρni E
(−n)
+ , i = 1, 2.

com ai, bi, νiρi constantes. Então,

Ψ(vac)hΨ(vac)−1

= (1 + e−ϕ1a1F1)(1 + e−ϕ2a2F2)(1 + eη1b1G1)(1 + eη2b2G2) =

(1 + e−ϕ1a1F1 + e−ϕ2a2F2 + e−ϕ1e−ϕ2a1F1a2F2 +

eη1b1G1 + e−ϕ1η1a1F1b1G1 + e−ϕ2eϕ1a2F2b2G2 +

e−ϕ1eη2e−ϕ2a1F1a2F2b1G2)(1 + eη2b2G2)

o qual implica em:

Ψ(vac)hΨ(vac)−1

= 1 + e−ϕ1a1F1 + e−ϕ2a2F2 + eη1b1G1 + eη2b2G2 +

eη1eη2b1G1b2G2 + e−ϕ1e−ϕ2a1F1a2F2 + e−ϕ1eη1a1F1b1G1 +

e−ϕ1eη2a1F1b2G2 + e−ϕ2eη2a2F2b2G2 + eη1e−ϕ2b1G1a2F2 +

eη1e−ϕ2eη2b1G1a2F2b2G2 + e−ϕ1e−ϕ2eη2a1F1a2F2b2G2 +

e−ϕ1e−ϕ2eη1a1F1b1G1a2F2 + e−ϕ1eη2eη1a1F1b1G1b2G2 +

(4.71)

note que,

ϕ1 =

∞∑

−∞

νntn e ηi =

∞∑

−∞

ρni ti, com i = 1, 2.
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Então fazendo,

τ̂ (0) = 〈λ0|(Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)|λ0〉
τ̂ (0) = 〈λ0|1|λ0〉 + e−ϕ1a1〈λ0|F1|λ0〉 + eη1b1〈λ0|G1|λ0〉 + eη2b2〈λ0|G2|λ0〉 + e−ϕ2〈λ0|F2|λ0〉 +

+ eη1eη2b1b2〈λ0|G1G2|λ0〉 + e−ϕ1e−ϕ2a1a2〈λ0|F1F2|λ0〉 + e−ϕ1eη1a1b1〈λ0|F1G1|λ0〉 +

+ e−ϕ1eη2a1b2〈λ0|F1G2|λ0〉 + e−ϕ2eη2a2b2〈λ0|F2G2|λ0〉 + eη1e−ϕ2b1a2〈λ0|G1F2|λ0〉 +

+ eη1e−ϕ2eη2b1a2b2〈λ0|G1F2G2|λ0〉 + e−ϕ1eϕ2eη2a1a2b2〈λ0|F1F2G2|λ0〉 +

+ e−ϕ1eη1e−ϕ2a1b1a2〈λ0|F1G1F2|λ0〉 + e−ϕ1eη1eη2a1b1b2〈λ0|F1G1G2|λ0〉 +

+ e−ϕ1eη1e−ϕ2a1b1a2〈λ0|F1G1F2G2|λ0〉.

este é eqüivalente a,

τ̂ (0) = 1 + e−ϕ1eη1a1b1〈λ0|F1G1|λ0〉 + e−ϕ1eη2a1b2〈λ0|F1G2|λ0〉 +

e−ϕ2eη2a2b2〈λ0|F2G2|λ0〉 + en1e−ϕ2b1a2〈λ0|G1F2|λ0〉 +

e−ϕ1eη1e−ϕ2eη2a1b1a2b2〈λ0|F1G1F2G2|λ0〉. (4.72)

Tomando, τ+ = 〈λ0|E(1)
− (Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)|λ0〉, teremos então,

τ+ = eη1b1〈λ0|E(1)G1|λ0〉 + eη2b2〈λ0|E(1)G2|λ0〉 +

e−ϕ1eη1eη2a1b1b2〈λ0|E(1)F1G1G2|λ0〉 +

eη1e−ϕ2eη2b1a2b2〈λ0|E(1)G1F2G2|λ0〉. (4.73)

Tomemos agora, τ− = 〈λ0|E(1)
+ (Ψ(vac)hΨ(vac)−1

)|λ0〉, este implica que,

τ− = e−ϕ1a1〈λ0|E(1)
+ F1|λ0〉 + e−ϕ2a2〈λ0|E(1)

+ F2|λ0〉 +

e−ϕ1e−ϕ2eη2a1a2b2〈λ0|E(1)F1F2G2|λ0〉 +

e−ϕ1eη1e−ϕ2a1b1a2〈λ0|E(1)
+ F1G1F2|λ0〉. (4.74)
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Observação 4.6. Em (4.72), (4.73), (4.74), alguns termos se anulam, não oferecendo efeito

para o resultado, conseqüentemente estes são omitidos por nós. Para os cáculos e demons-

tração destes elementos de matriz, ver (ApêndiceD).

Com este desenvolvimento, uma solução da hirerarquia NLS, vem a ser:

ψ+ =
τ+

τ̂ (0)
e ψ− =

τ−

τ̂ (0)
. (4.75)

Então como foi feito anteriormente, tomemos N = 2, t2 := t, em (4.9), para obtermos

uma solução do sistema (4.66). Particularizando tomemos ρi = −νi, bi = −ai = −2 e

t2n+1 = 0 com n ≥ 1, logo como conseqüência teremos as funções-tau como segue:

ψ+ = a1ν1e
bϕ2 + a2ν2e

bϕ2a1a
2
2ℑ2e

bϕ1e−ϕ2ebϕ2 + a2
1a2ℑ1e

−ϕ1ebϕ1ebϕ2 (4.76)

τ− = a1ν1e
−ϕ1 + a2ν2e

−ϕ2 + a1a
2
2ℑ1e

−ϕ1e−ϕ2ebϕ2 + a2
1a2ℑ2e

−ϕ1ebϕ1e−ϕ2 . (4.77)

tal que,

ϕ̂i = −νi(x− νit) + νi,

ϕi = νi(x+ νit) + νi,

ℑi =
νi

4
(
ν1 − ν2

ν1 + ν2
)2, i = 1, 2.

por conseguinte tomemos a1 e a2 tais que

νi = a2
jℑi, i 6= j

logo,

a1 = a2 = a = 2(
ν1 − ν2

ν1 + ν2
).
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Note que os νi são parâmetros de fase, se somente se, a equação (4.66) da hierarquia for

considerada. Então sendo tomado esses parâmetros, temos:

τ̂ (0) = e−(ν1+ν2)[
4

a2
(e(ν1−ν2)x + e−(ν1−ν2)x + e(ν1+ν2)x + e−(ν1+ν2)x +

4
ν1ν2

(ν1 − ν2)2
(e(ν

2
1−ν

2
2)t+(ν1−ν2) + e−(ν2

1−ν
2
2 )t−(ν1−ν2))]. (4.78)

Enfim, os campos ψ+ e ψ− por (4.75) usando (4.78), (4.76) e (4.77), se tornam:

ψ± = ±ae±[(ν2
1+ν2

2)t+(ν1+ν2)]×

×
[

e∓(ν2
1 t+ν1)ν2 cosh(ν1x) + e∓(ν2

2 t+ν2)ν1cosh(ν2x)
4
a2

cosh[(ν1 − ν2)x] + cosh[(ν1 + ν2)x] + 4 ν1ν2
(ν1−ν2)2

cosh[(ν2
1 − ν2

2)t+ (ν1 − ν2)]

]
. (4.79)

Onde estas são as soluções 2-sóliton da equação (4.66), estas podem ser obtidas usando

outros métodos de solução.

Estes resultados podem ser verificados, usando programas tipo MAPLE ou MATHEMA-

TICA, os quais estes permitem o trabalho de forma mais comôda, nos que diz respeito às

efetuações algébricas.

Observação 4.7. As equações de ordem superior, da hierarquia por nós trabalhado, são

satisfeita pelas soluções 1-sóliton e 2-sóliton. Este resultado é observado no estudo da hie-

rarquia de KdV, usando método da redução pertubativa e mútiplos dos tempos.
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Figura 4.2: Colisão de dois sólitons.

4.5 Soluções N-sóliton

Agora iremos generalizar para uma solução N-sólion. Escolhemos um h constante e em

seguida calcularmos as funções tau correspondentes.

h = ea1F1+b1G1+a2F2+b2G2+···+aNFN+bNGN (4.80)

além disso,

Fi =

∞∑

−∞

νni E
(−n)
− , Gi =

∞∑

n=−∞

ρni E
−n
+ , i = 1, 2, ..., N

ai, bi, νi e ρi são parâmetros reais.

Note a expressão a seguir é de grande importância na construção das funções-tau,
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Ψ(vac)hΨ(vac)−1

=
(
1 + a1e

−ϕ1F1

)
(1 + b1e

η1G1) · · ·
(
1 + aNe

−ϕNFN
) (

1 + bNe
−ϕNGN

)

(4.81)

na qual,

ϕi =

∞∑

n=1

νni tn, ηi =

∞∑

n=1

ρni tn, i = 1, 2, · · · , N.

Observe que os νi e ρi são parâmetros reais. Estes caracterizam cada sóliton. Então

para se tornar de melhor esclarecimento para o leitor, tomamos os operadores Fi e Gi em

termos de operadores de vértice os quais introduzimos no (ApêndiceC), isto é,

Fi 7−→ νiΓ−(νi), Gi 7−→ ρiΓ+(ρi), (4.82)

com isso escrevemos (4.81) da maneira seguinte,

Ψ(vac)hΨ(vac)−1

=
(
1 + a1ν1e

−ϕ1Γ−(ν1)
)
(1 + b1ρ1e

η1Γ+(ρ1)) · · ·
(
1 + aNνNe

−ϕN Γ−(νN)
)
(1 + bNρNe

ηN Γ+(ρN)) (4.83)

Tomando as notações seguintes,

Un = anνne
−ϕn , Vn = bnρne

ηn

por conseguinte calculemos as funções-tau, ou seja,

τ̂ (0) = 1 + 〈λ0|
N∑

n=1∑

1≤i1<···<in≤N

Ui1 ...UinΓ−(νi1) · · ·Γ−(νin)
∑

1≤j1<···<jn≤N

Vj1 · · ·VjnΓ+(ρj1) · · ·Γ+(ρjn)|λ0〉.
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Note então, que nestas argumentações estamos usando propriedades de operadores de

vértice agindo sobre |λ0〉 e seu dual 〈λ0| ver (ApêndiceC). Logo em seguida temos,

τ̂ (0) = 1 +
N∑

n=1

∑

1≤i1<···<in≤N

1≤j1<···<jn≤N

Ui1 · · ·UinVj1 · · ·Vjn.

[
∏

1≤l<m≤n

(νil − νim)2(ρjl − ρjl)
2ǫ(αil , αim)ǫ(αjl, αjm)

]
.

[
∏

1≤l≤m<n

(νil − ρjm)2

]−1

.

Então denotemos,

ǫ(αil , αim) = ǫ(−α,−α) ≡ ǫ(−,−),

ǫ(αjl , αjm) = ǫ(α, α) ≡ ǫ(+,+),

ǫ(αij , αjm) = ǫ(−α, α) ≡ (−,+).

além disso, temos o fato para o caso ŝl(2), que

ǫ(+,+) = ǫ(−,−) = −1

ǫ(+,−) = ǫ(−,+) = 1.

Por conseguinte, escrevemos

τ̂ (0) = 1 +
N∑

n=1

∑

1≤i1<···<in≤N

1≤j1<···<jn≤N

Ui1 · · ·UinVj1 · · ·Vjn.

[
∏

1≤l<m≤n

(νij − νim)2(ρjl − ρjm)2

][
∏

1≤l<m≤n

(νij − ρjm)2

]−1
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do mesmo modo, fazemos,

τ± =
1

2πi

∮
dz.z〈λ0|Γ ∓

(
1 + a1ν1e

−ϕ1Γ−(ν1)
)
(1 + b1ρ1e

η1Γ+(ρ1)) · · ·
(
1 + aNνNe

−ϕN Γ−(νN)
)
(1 + aNρNe

ηN Γ+(ρN)) |λ0〉.

Assim de acordo com a equação, e no objetivo de se ter termos nulos, deve-se ter número

igual de operadores Γ+ e Γ−, no interior dos estados 〈λ0| e |λ0〉, logo,

τ± =
1

2πi

∮
dz.z

N∑

n=1

Um1
1 · · ·UmN

N V n1
1 · · ·V nN

N 〈λ0|Γ ∓ (z)Γm1
− (ν1) · · ·ΓmN

− (νN).

Γn1
+ (ρ1) · · ·ΓnN

+ (ρN)|λ0〉

na qual os expoentes satisfazem as seguintes relações:

N∑

i=1

mi ± 1 =
N∑

i=1

ni = n, mi, ni = 0, 1.

Colocando em ordem os operadores, conseqüentemente podemos escrever τ+ como:

τ+ =
1

2πi

∮
dν.ν

N−1∑

n=0

∑

1≤i1<···<in≤N

1≤j1<···<jn+1≤N

Ui1 · · ·UinVj1 · · ·Vjn+1.

〈λ0|Γ−(νi1) · · ·Γ−(νin)Γ+(ρj1) · · ·Γ+(ρjn+1)|λ0〉
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=
1

2πi

N−1∑

n=0

∑

1≤i1···<in≤N

1≤j1···<jn+1≤N

[

∮
dν.ν

(
∏

0<l≤n

ǫ(−α, αil)(ν − νil)
2

)
.

(
∏

0<m≤n+1

ǫ(−α, αjm)(ν − ρjm)2

)−1

]Vi1 · · ·VinUj1 · · ·Vjn+1.

(
∏

0≤l<m≤n

ǫ(αil , αim)(νil − νim)2

)
.

(
∏

0≤l<m≤n+1

ǫ(αjl, αjm)(ρjl − ρjm)2

)
.




∏

1≤l<m<n+1
l6=n+1

ǫ(αij , αjm)(νil − ρjm)2




−1

.

Note que a integração na variável ν é igual a 2πi para qulquer valor de n, ver [2], então:

τ+ =

N−1∑

n=0

∑

1≤i1<···<in≤N

1≤j1<···<jn+1≤N

Ui1 · · ·UinVj1 · · ·Vjn+1.

(
∏

1≤l<m≤n

ǫ(αil , αim)(νil − νim)2

)
.

(
∏

1≤l<m≤n+1

ǫ(αjl, αjm)(ρjl − ρjm)2

)(
∏

0<l≤n

ǫ(−α, αil)
)

(
∏

1≤l≤m≤n+1

ǫ(αil , αjm)(νil − ρjm)2

)−1( ∏

0<m≤n+1

ǫ(−α, αjm)

)−1

.

Fazendo de maneira semelhante para τ−, por conseguinte temos:
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τ− =
1

2πi

∮
dρ.ρ

N−1∑

n=0

∑

1≤i1<···<in≤N

1≤j1<···<jn+1≤N

Ui1 · · ·UinVj1 · · ·Vjn+1.

〈λ0|Γ+(ρ)Γ+(ρi1) · · ·Γ+(ρin)Γ−(νj1) · · ·Γ−(νjn+1)|λ0〉

=
1

2πi

N−1∑

n=0

∑

1≤i1···<in≤N

1≤j1···<jn+1≤N

[

∮
dρ.ρ

(
∏

0<l≤n

ǫ(α, αil)(ρ− ρil)
2

)
.

(
∏

0<m≤n+1

ǫ(α, αjm)(ρ− νjm)2

)−1

]Vi1 · · ·VinUj1 · · ·Vjn+1.

(
∏

1≤l<m≤n

ǫ(αil , αim)(ρil − ρim)2

)
.

(
∏

1≤l<m≤n+1

ǫ(αjl, αjm)(νjl − ρjm)2

)
.




∏

1≤l<m<n+1
l6=n+1

ǫ(αij , αjm)(ρil − νjm)2




−1

.

Além disso a integração em ρ é igual a 2πi(ver [2]) para qualquer que seja o valor de n,

logo conclúımos que:

τ− =

N−1∑

n=0

∑

1≤i1<···<in≤N

1≤j1<···<jn+1≤N

Ui1 · · ·UinVj1 · · ·Vjn+1.

(
∏

1≤l<m≤n

ǫ(αil , αim)(ρil − ρim)2

)
.

(
∏

1≤l<m≤n+1

ǫ(αjl, αjm)(νjl − νjm)2

)(
∏

0<l≤n

ǫ(α, αil)

)

(
∏

1≤l≤m≤n+1

ǫ(αil, αjm)(ρil − νjm)2

)−1( ∏

0<m≤n+1

ǫ(α, αjm)

)−1

Observação 4.8. No uso do formalismo das transformações “dressing”, pode ser mostrado

que uma solução do tipo sóliton satisfaz as equações da hierarquia NLS.



Caṕıtulo 5

Conclusão

Nesta dissertação foram discutidos aspectos de integrabilidade para um modelo espećıfico

de equação diferencial parcial não linear, a qual é conhecida como a Equação não Li-

near de Schrödinger (NLS), por esta possuir uma propriedade de simetria algébrica,

foram estabelecidas associações às álgebras de Lie e de Kac-Moody, onde com uso destas,

confeccionou-se o par de Lax e a equação relacionada a cada álgebra. No caso mais geral,

classificando as hierarquias integráveis desevolvidas em [2], o autor considerou as hierarquias

NLS associadas a graduação homogênea da álgebra ŝl(n). Em [19] Kac e Wakimoto esta-

beleceram a hierarquia NLS usando a forma bilinear de Hirota associada a representação

homogênea na forma de operadores de vértice de ńıvel 1 da álgebra de Kac-Moody ŝl(2), es-

tes obtiveram como resultados as soluções da hierarquia NLS na órbita do vácuo. Seguindo

os procedimentos da literatura mencionada acima, na presente dissertação abordamos o pro-

blema de encontrar soluções sóliton da seguinte maneira. A definição das funções-tau, na

qual o papel principal é desempenhado pela transformação “dressing”, nos proporcionou a

forma de relacionar os campos em termos das funções-tau. Estas funções foram identificadas

como elementos de matrizes na representação integrável de peso mais alto da álgebra ŝl(2)

obtendo soluções do modelo NLS, em particular as soluções de classe N-sóliton. No caso das

soluções de classe ‘configurações de vácuo’ e soluções de classe 1-sóliton, os elementos de ma-

triz são os mais simples de se encontrar e que podemos calculá-los por dois métodos: usando

a teoria geral das representações ou as representações de operador de vértice da álgebra ŝl(2).

Os elementos de matriz no caso dos N-sóliton são mais complexos de se calcular, estes foram
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encontrados utilizando a construção homogênea de operadores de vértice.

Note que nesta dissertação abordamos uma áresa de pesquisa de mais de 150 anos de

história onde tudo começou pela observação de um engenheiro naval. Foi mostrado com isso

que houve um desenvolvimento considerável da matemática levando em consideração a de pri-

meira linha, além disso, extremamente atual e produtiva. Em se tratando de sólitons muito

se desenvolveu, e muito foi feito com a interação entre f́ısicos, matemáticos e engenheiros, e

atualmente biólogos, a cada dia que passa essa interação mostra-se mais intensa, incluindo as

indústrias de ponta. Há vários métodos e resultados envolvendo o modelo (NLS). Existem

também modelos de mesma classe de equações tais como: equação não linear de Schrödinger

derivativa (DNLS),

qt − iqxx ∓ α∂x(|q|2q) = 0.

Este modelo e extensão do tipo:

qt − iqxx + α∂x(|q|q) + β|q|2q = 0

estão sendo estudados por nós com o intuito de esclarecer sólitons com estrutura interna

[23].



Apêndice A

Grupos, Grupos de Lie, Álgebras de
Lie e subálgebras de Lie e Álgebras de
Lie semi-simples

Começaremos este Apêndice fazendo uma breve introdução a respeito grupo de Lie e da

teoria da álgebra de Lie com a sua definição e um exemplo no caso uma subálgebra, para

assim falarmos das algebras de Lie semi-simples.

A.0.1 Grupos, Grupos de Lie

Primeiramente definiremos grupo.

Definição A.1. Um grupo é um conjunto G munido de uma operação ,

• G×G −→ G

(a, b) 7−→ ab
(A.1)

• 1) (ab)c = a(bc), para qualquer a, b, c ∈ G.

• 2) existência do elemento neutro e ∈ G, tal que ea = ae, para qualquer a ∈ G

• 3) existência do elemento inverso a−1 ∈ G tal que aa−1 = a−1a = e

caso a operação for comutativa, então o grupo é chamado Comutativo ou Abeliano.
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Definição A.2. Dado G um grupo, um sub-grupo de G, é um subconjunto não vazio H ⊆ G

tal que:

para qualquer que seja a, b ∈ H; ab−1 ∈ H

Exemplo A.3. O subgrupo de GL(n,C) das transformações lineares cuja matriz de trans-

formação possui det = 1, note que SL(n,C) é subgrupo de GL(n,C).

Então,

Definição A.4. Um grupo de Lie G é um grupo com a seguintes propriedades:

• 1) O grupo G é uma variedade anaĺıtica. Uma variedade diferenciável cujas mudanças

de cartas são aplicações infinitamente diferenciáveis e que podem ser expandidas em

séries de potências.

• 2) A operação de grupo e a inversão são aplicações anaĺıticas em G.

A.0.2 Álgebras de Lie e subálgebras

Definição A.5. Uma Álgebra de Lie consiste de um espaço vetorial g munido de um produto

colchete ou comutador,

[, ] : g × g −→ g

• 1) Bilinearidade,

• 2) a aplicação [, ] é anti-simétrica, ou seja, [X, Y ] = −[Y,X]para X, Y ∈ g

• 3) satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja, para qualquer que seja X, Y, Z ∈ g.

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0

Exemplo A.6. Como um exemplo básico, temos a álgebra de Matrizes MnR.

Definição A.7. Uma subálgebra de g é um subespaço vetorial h de g tal que [X, Y ] ∈ h com

X, Y ∈ k

Exemplo A.8.

sl(n,K) = {X ∈ gl(n,K) : trX = 0} (A.2)
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A.0.3 Álgebras de Lie semi-simples

Uma álgebra de Lie g de um grupo de Lie G possui uma base Xa com a = 1, 2, · · · , dim(g)

onde constitui uma base do plano tangente a G em algum ponto espećıfico, satisfazendo a

relação.

[Xm, Xn] = if lmnXl. (A.3)

Onde os coeficientes f lmn são denominados de constantes de estrutura da álgebra. Uma

escolha usual da base para as álgebras semi-simples, é realizada da seguinte forma.

Um: Tomamos um conjunto maximal de geradores hermitianos tal que:

[Hi, Hj] = 0, com i, j = 1, 2, · · · , r. r = dimdeg, (A.4)

a subálgebra de g gerada por Hi com i = 1, · · · , r é chamada de subálgebra de Car-

tan(CSA).

Dois: com a escolha de (CSA), os demais geradores constituirão autoestados adjunta de

Hi:

[Hi, Eα] = αiEα, (A.5)

α é uma raiz ou seja o vetor não nulo de dimensão r eEα o operador “step” correspondente

a α. No caso das álgebras semi-simples, os únicos mútiplos de uma raiz α são ±α, os outros

comutadores são da forma:

[Eα, Eβ] =






ǫ(α, β)Eα+β, se α + β = raiz
2α. H

α2 , se α + β = 0
0 , nos outros casos

As constantes ǫ(α, β), são claramente anti-simétricas em α e β, poderão ser clocadas a

±1, pela escolha das fases dos Eα se todas ráızes tem comprimento α2 = αi.αi, então g é

simplesmente laçado. A base {Hi, Eα} é denominada base de Cartan-Weyl e os geradores

estão normalizados da seguinte forma,

tr (HiHj) δij , tr (HiEα) = 0, tr (EαEβ) =
2

α2
δα+β,0 (A.6)
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onde tr é a forma bilinear. Note que é conviniente fazer uma escolha de um conjunto de

ráızes que forme uma base com dimensão r, pois o número de pares ±α excede a dimensão

de g. Uma base {αi} podes escrever uma combinação linear da seguinte forma:

α =

r∑

i=1

miαi, (A.7)

onde os coeficientes são inteiros de mesmo sinal. Se mi ≥ 0(mi ≤ 0), α é denominda raize

positiva(negativa). Então define-se altura de uma raiz com:

h(α) =
r∑

i=1

mi, (A.8)

e a ráız mais alta de uma álgebra de Lie, ou seja, de maior altura escrevemos como:

ψ =

r∑

i=1

m
ψ
i αi, m

ψ
i > 0. (A.9)

A matriz de Cartan r × r de g é formada pelos elementos do produto escalar,

Kij = 2
αi.αj

α2
j

com1 ≤ i, j ≤ r. (A.10)

Note que se pode introduzir uma outra base, denominada base de Chevalley, definindo:

Ha ≡ 2
αaH

α2
a

, (A.11)

onde αa é uma ráız simples de comutação dadas por,

[Ha, Hb] = 0 (A.12)

[Ha, Eα] = 2
α.αa

α2
a

Eα =

(
r∑

b=i

ma
bKba

)
Eβ (A.13)

[Eα, Eβ] =






(q + 1)ǫ(α, β)Eα+β, se α + β = raiz
Hα2

α
α2H, se α + β = 0

0 , nos outros casos
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com q sendo o maior inteiro positivo tal que β − qα é uma raiz.

Então neste caso,

tr(Ha, Hb) =
2

α2
a

Kab. (A.14)

Seja uma representação finita de g. Pode-se tomar uma base |λ0〉 na qual a subálgebra de

Cartan(CSA), Hi, é diagonal.

Hi|λ〉 = λi|λ〉, i = 1, 2, · · · , r. (A.15)

Onde o vetor r-dimensional, formado por autovalores λi(pesos) é denominado vetor peso.

Para cada raiz α, 2 α
α2 .H agindo sobre |λ〉, deve tomar valores inteiros, assim

2
α.λ

α2
∈ Z sendo α uma raiz (A.16)

A condição (C.15) define uma rede Λw(g) chamada rede de pesos de g. Existe uma base

de Λw(g) formada de pesos fundamentais, definidos por:

2
λj.αi

α2
i

= δij, com i, j = 1, 2, ...r. (A.17)

Logo, qualquer peso λ ∈ Λw(g) é da forma

λ =
r∑

i−1

niλ(i), ni ∈ Z. (A.18)

Então numa dada representação finita de g, pode-se encontrar um estado de peso mais alto

|λ0〉 tal que

Eα|λ0〉 = 0, α > 0, (A.19)

note que por outro lado o estado Eα|λ0〉 terá o peso λ0 + α que será maior que λ0. Eviden-

temente, o subespaço gerado pela ação de g sobre λ0 é dado pelos estados da forma

E−β1E−β2 · · ·E−βm
|λ0〉, (A.20)

onde os βi > 0 e cada um deles tem um peso menor. Este deve ser o espaço total se a

representação for irredut́ıvel. Na base de Chevarlley obtém-se então:

Hα|λ〉 = 2
λ.α

α2
|λ〉 = χ|λ〉 com χ ∈ Z (A.21)



Apêndice B

Álgebras de Kac-Moody afim

Serão apresentados alguns formalismos das álgebras de Kac-Moody afim ĝ, mas somente a

parte aplicada nos nossos desenvolvimentos ao logo do trabalho. Uma álgebra de Kac-Moody

ĝ afim à álgebra finita g se realiza como uma extensão da álgebra de “loop” de uma álgebra

de Lie finita.

ĝ =
(
g ⊗ C

[
z, z−1

])
⊕CC ⊕ CD. (B.1)

Onde C[z, z−1] é a álgebra dos polinômios de Laurent em z e Cx(x = C,D) é um subespaço

de dimensão 1. Se escrevermos um elemento de ĝ como sendo an ≡ (a⊗ zm) , onde a ∈ g e

n ∈ Z então álgebra se escreve da seguinte maneira

[an, bm] = [a, b]n+m + δm+n,0(a, b)mC,

[D, an] = nan,

[D,D] = [C,D] = [C,C] = [C, an] = 0,

como (a, b) é a forma de Killing de g e [a, b] é o parenteses de Lie em g. C é o elemento

central de ĝ, e D é a derivação que induz naturalmente uma “graduação inteira” de ĝ.

ĝ =
⊕

i∈Z

ĝi,

onde [D, ĝi] = iĝi. O operador D define a chamada “graduação homogênea”. Neste ,

pode-se ressaltar a existência de uma subálgebra de Heisenberg natural de ĝ. Introduzindo a
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decomposição triangular da álgebra finita g = n−⊕h⊕n+, é definido a álgebra de Heisenberg

homogênea como álgebra composta dos elementos {h⊗ zn, C}:

[an, bm] = δm+n,0(a, b)mC.

Na base de Cartan-Weyl as relações de comutação serão dadas por:

[Hm
i , H

n
j ] = mCδijδm,−n, (B.2)

[Hm
i , E

n
α] = αiE

m+n
α (B.3)

[Em
α , E

n
β ] =






ǫ(α, β)Em+n
α+β , se α + β = raiz

2
α2α.H

m+n + Cmδm+n,0, se α + β = 0
0 , nos outros casos

[C,Em
α ] = [C,Hm

α ] = 0 (B.4)

[D,En
α] = nEn

α , [D,Hn
i ] = nHn

i . (B.5)

Neste caso, a subálgebra de Cartan é gerada por {H (0)
i , C,D} e os operadores “step”

serão: En
α associados às ráızes a = (α, 0, n), com α pertencente ao conjunto de ráızes de g e

n são inteiros e Hn
i associados às ráızes nδ = (0, 0, n) com n 6= 0. As ráızes positivas serão

α, 0, n para n > 0 ou n = 0 e α > 0 sendo que as simples destas são ai = (αi, 0, 0), com

i = 1, · · · , r e α0 = (−ψ, 0, 1). A razão pela qual introduzimos a álgebra de Kac-Moody na

base de Cartan-Weyl é que a construção de uma representação em termos de operadores de

vétice é usualmente efetuada nesta base. Na base de Chevalley, as relações de comutação

para uma álgebra de Kac-Moody afim ĝ são:
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[Hm
a , H

m
b ] = mCηabδm+n,0 (B.6)

[Hm
a , E

n
α] =

r∑

b=1

mα
bKbaE

m+n
α (B.7)

[
Em
α , E

n
−α

]
=

r∑

a=1

lαaH
m+n
a +

2

α2
mCδm+n,0 (B.8)

[
Em
α , E

n
β

]
= (q + 1)ǫ(α, β)Em+n

α+β , se α + β é uma raiz (B.9)

[C,Em
α ] = [C,Hm

α ] = 0 (B.10)

[D,En
α] = nEn

α, [D,Hn
a ] = nHn

a (B.11)

onde Kab = 2αa.
αa

α2
b

é a matriz de Cartan da álgebra de Lie finita simples g associada a ĝ

gerada por: {H0
a , E

0
α}.ηab = 2

α2
a
Kab = ηba, q é o maior inteiro positivo tal que β − qα é uma

raiz, ǫ(α, β) s ]ao sinais determinadas pelas indentidade de Jacobi, lαa e mα
a são os inteiros

na expansão, α
α2 =

∑r

a=1 l
α
a
αa

α2
a

e α =
∑r

a=1m
α
aαa, onde α1, · · · , αr são ráızes simples de g, ĝ

tem uma forma bilinear simétrica, que pode ser normalizada como,

Tr(Hm
a H

n
b ) = ηabδm+n,0

Tr(Em
α E

n
β ) =

2

α2
δα+β,0δm+n,0

Tr(CD) = 1.

As graduações inteiras de ĝ

ĝ =
⊕

n∈Z

ĝn,

são citadas em [15]. O operador de gradação ds satisfaz,

[ds, ĝn] = nĝn, n ∈ Z (B.12)

é definida por
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ds = Hs +NsD + σC, Hs =

r∑

a=1

saλa.H
0, H0 = (H0

1 , · · · , H0
r ) (B.13)

onde (sa) com a = 1, · · · , r é um vetor de inteiros(primos relativos) não negativos, e

λa ≡ 2λa

α2
a

com λa e αa sendo os pesos funadmentais e as ráızes de g respectivamente. Além

disso,

Ns =

r∑

i=0

sim
ψ
i , ψ =

r∑

a=1

mψ
aαa, m

ψ
0 ≡ 1 (B.14)

com ψ sendo a raiz mais alta de g. O valor de σ é arbitrário. Portanto,

[ds, H
n
a ] = nNsH

n
a

[ds, E
n
α] =

(
r∑

a=1

mα
asa + nNs

)
En
α

Os operadores “step” positivos e negativos de ĝ associadas às ráızes simples são:

ea ≡ E0
αa
, e0 ≡ E1

−ψ, fa ≡ E0
−αa

e f0 ≡ E−1
ψ (B.15)

e a sua subálgebra de Cartan gerada por:

ha ≡ H0
a , h0 ≡ −

r∑

a=1

lψaH
0
a +

2

ψ2
C e D. (B.16)

Com lψa dado em (C.32), então eles satisfazem:

[ds, hi] = [ds, D] = 0, [ds, ei] = siei, [ds, fi] = −sifi com i = 0, 1, · · · , r. (B.17)

Uma classe importante das representações das álgebras de Kac-Moody são chamadas

“representações integráveis de peso mais alto” [15], L(s) onde os geradores de Chevalley são

localmente nilpotentes. Elas são definidas em termos de um estado de peso mais alto |λs〉
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rotulado pela graduação de s de ĝ. Pode-se ser mostrado que L(s) é irredut́ıvel e que |λs〉 é

o único vetor de peso mais alto de L(s). Este estado é aniquilado pelos geradores de grau

positivo,

ĝ+|λs〉 = 0, (B.18)

onde este é um autoestado dos geradores da subálgebra, ĝ0

hi|λs〉 = si|λs〉 (B.19)

fi|λs〉 = 0, para qualquer que seja i comsi = 0 (B.20)

ds|λs〉 = ηs|λs〉 (B.21)

C|λs〉 =
ψ2

2

(
r∑

i=0

l
ψ
i si

)
|λs〉 (B.22)

onde lψi é dado por:

ψ

ψ
=

r∑

a=1

lψa
αa

α2
a

, l
ψ
0 = 1. (B.23)

Notamos que os autovalor de ds é arbitrário, e dspode ser diagonalizado agindo sobre L(s).

O autovalor do elemento central C na representação |λs〉, é conhecido como ńıvel da repre-

sentação,

c =
ψ2

2

(
r∑

i=0

l
ψ
i si

)
, (B.24)

em particular, as “representações integráveis de peso mais alto” com c = 1 são conhecidas

como “representações básicas”. Os estados de peso mais alto |λs〉 podem-se realizar como,

|λs〉
r⊕

i=0

|λ̂i〉⊗si, (B.25)

onde |λ̂i〉 são os estados de peso mais alto das representações fundamnetais de ĝ denotados

por L(i), onde sj = δji(denotemos por di a sua correspondente derivação) e λ̂i os pesos

fundamentais correspondentes de ĝ.
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ALém disso,

λ̂0 =

(
0,
ψ2

2
, 0

)
(B.26)

λ̂a =

(
λa,

lψaψ
2

2
, 0

)
, (B.27)

onde λa com a = 1, 2, · · · , r são pesos fundmentais da álgebra de Lie finita g associada a ĝ,

lψa é definido em (C.32), e as componentes são autovalores de H0
a , C e D respectivamente

assim

H0
a |λ̂0〉 = 0, C|λ̂0〉 =

ψ2

2
|λ̂0〉 (B.28)

H0
b |λ̂a〉 = δa,b|λ̂a〉, C|λ̂a〉 =

ψ2

2
lψa |λ̂0〉 (B.29)

e

D|λ̂i〉 = 0. (B.30)

E note que, cada uma das representações das r + 1 representações fundamentais de ĝ, os

(únicos) estados de peso mais alto satisfazem,

hj|λ̂i〉 = δij |λ̂i〉 (B.31)

ej |λ̂i〉 = 0, qualquer que seja j (B.32)

fj |λ̂i〉 = 0, para j 6= i (B.33)

f 2
j |λ̂i〉 = 0. (B.34)

Assim, os geradores ei e fi são nilpotentes sobre |λs〉, e estas representações são ditas in-

tegráveis.



Apêndice C

Construção dos “operadores de
vértice”

A construção dos “operadores de vértice” homogêneos é constituida levando em consideração

a subálgebra de Heisenberg homogênea. Tomemos,

g = h
⊕

(
⊕

α∈△

Eα) (C.1)

g uma álgebra de Lie finita simples de classe Al,Dl ou El, os quais suas relações de comutação

são dadas por:

[h, h′] = 0 se he h′ ∈ h

[h,Eα] = (h|α)Eα, se h ∈ h, α ∈ △
[Eα, E−α] = −α, se α ∈ △
[Eα, Eβ] = 0, se α, β ∈ △, α+ β 6∈ △

⋃
{0}

[Eα, Eβ] = ǫ(α, β)Eα+β, se , α, β ∈ △.

Note que △ = {α ∈ Q : (α|α) = 2} e Q é a rede das ráızes e além disso (|) é a forma

simétrica invariante de g, normalizada da seguinte maneira:

(h|Eα) = 0 seh ∈ h, α ∈ △, (Eα,Eβ) = −δα,−β seα, β ∈ △.

Tome,

70
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ĝ = C[t, t−1] ⊗ cg + CC + CD, (C.2)

a álgebra afim de classe A
(1)
n , D

(1)
n ou E

(1)
n . Consideremos a álgebra associativa comutativa

(complexa)

V = S

(
⊕

j<0

(tj ⊗ h)

)
⊗ cC[Q]. (C.3)

Note que S representa a álgebra simétrica e C[Q] a álgebra de grupo da rede formada por

ráızes Q ⊆ h de g. Tome α 7−→ eα denotando a inclusão de Q ⊆ C[Q](uma base C[Q]-

espaço vetorial formado por eα, tal que α ∈ Q e defina o produto na álgebra do grupo,

eαeβ = ǫ(α, β)eα+β).

Note que u(n) representa tn ⊗ u(n ∈ Z, u ∈ g). Para n > 0 e u ∈ h, tomemos por u(−n)

o operador multiplicativo por u−n sobre V . Para n ≥ 0 e u ∈ h, denotemos por u(n) a

derivação da álgebra V definida por .

u(n)(v(−m) ⊗ eα) = nδn,−m(u|v) ⊗ eα + δn,0(α|u)v(−m) ⊗ eα. (C.4)

Escolhemos com base dual ui, u
i de h e defina o operador D0 sobre V pela fórmula.

D0 =

l∑

i=1

(
1

2
ui(0)ui +

∑

n≥1

ui(−n)ui(n)

)
. (C.5)

Por conseguinte, para α ∈ Q, defina o operador sinal cα, isto é,

cα(f ⊗ eβ) = ǫ(α, β)f ⊗ eβ . (C.6)

Enfim, para α ∈ △ ⊆ Q introduzimos o operador vértice,

Γα(z) = exp

(
∑

j≥1

zj

j
α(−j)

)
(exp)

(
−
∑

j≥1

z−j

j
α(j)

)
eαzα(0)cα (C.7)

o elemento z é um parâmentro, e conseqüentemente expandimos em potências de z (C.7), o

qual se torna,
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Γα(z) =
∑

j∈z

Γjαz
−j−1 (C.8)

Teorema C.1. O mapeamento σ : ĝ −→ End(V ) definido por:

C 7−→ 1

un 7−→ u(n), parau ∈ h, n ∈ Z

E(n) 7−→ Γ(n), para α ∈ △, n ∈ Z

D 7−→ −D0. (C.9)

Define a representação básica da álgebra agem ĝ sobre V , onde End(V ) denota o espaço do

mapeamento de um V -espaço vetorial sobre ele , mesmo.

Demonstração. ver [15].

Tome agora H [1] a subálgebra de Heisenberg de ŝl2(associada à graduação homogênea)

com a base {u(n),n∈Z:C}os quais obdecem a leis de comutação:

[C, u(n)] = 0 tal que n ∈ Z (C.10)
[
u(m), u(n)

]
= mδm,−nC tal que m,n ∈ Z. (C.11)

Tomemos agora o espaço de Fock B = C[x1, x2, · · · ], o espaço dos polinômios com infinitas

variáveis x1, x2, · · · .

Dados u, c ∈ R defina a seguinte representação de H[1] em B com n ∈ N, isto é,

u(n) = ǫn
∂

∂n
(C.12)

u(−n) = cǫ−1
n nxn, (C.13)

u(0) = µI, (C.14)

C = cI. (C.15)

Note que estes operadores satisfazem (C.10) e (C.11) e ainda os ǫn são reais arbitrários.
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Lema C.2. Se C 6= 0 então (C.12), (C.15), é irredut́ıvel. O polinômio ν = 1, o qual é

chamado de vetor no vácuo do espaço vetorial B, tem as seguintes propriedades:

u(n)(ν) = 0 (C.16)

u(0)(ν) = µν (C.17)

C(ν) = cν (C.18)

Demonstração. ver [15].

.

Proposição C.3. Seja V0 uma representação de H[1] que admite um vetor não nulo ν

satisfazendo (C.16) e (C.18) com c 6= 0 então os monômios

[u−1]k1 · · · [u(−n)]kn(ν), ki ∈ Z+

são linearmente independentes (LI). Se estes monômios expandem V0, então este é equi-

valente a representação de H[1] em B dada por (C.12) e (C.15) em particular se V0 for

irredut́ıvel.

Demonstração. Ver [15].

Defina um operador antilinear w agindo sobre H, tal que,

w(u(n)) = u(−n) = [u(n)]†, w(C) = C.

Proposição C.4. Seja V0 como na (C.3), então V0 tem uma única forma Hermitiana 〈.|.〉
que é contravariante em relação a w, e tal que 〈ν|ν〉 = 1 para o vetor de vácuo ν. Os

diferentes [u(−1)]k1, · · · , [u(−n)]kn(ν) com ki ∈ Z+ formam uma base ortogonal em relação a

〈.|.〉 e as normas destes monômios são dadas por.

〈[u−1]k1 [u(−n)]knν|u−1]k1[u(−n)]knν〉 =
n∏

j=1

kj !(cj)
kj

Demonstração. Ver [15].

Observação C.5. Note que σ é a representação básica de ĝ com o estado de peso mais alto

dado por 1 ⊗ 1
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C.1 Cálculo usando “operadores de vértice” homogêneos

Definindo:

Γ±
α (z) = exp

∑

j≥1

α(±j)
∓j z∓j , e Γ0

α = eαzα(0)cα. (C.19)

Obteremos,

Γ−
α (z1)Γ

+
β (z2) = Γ+

β (z2)Γ
−(z1)

(
1 − z2

z1

)(α|β)

. (C.20)

Posteriormente iremos mostrar a veracidade de (C.20). Tomemos então,

Γ−
α (z1) = e

P
j≥1

α(−j)
j

z
j
1 , Γ+

β (z2) = e
P

j≥1
β(−j)

j
z

j
2 (C.21)

[
∑

j≥1

α(−j)
j

z
j
1,
∑

k≥1

β(k)

−k z
−k
2

]
=
∑

j,k

z
j
1

zk2

1

δk
[δ(−j), β(k)] (C.22)

além disso,
[
jxj
, 2

∂

∂xk

]
= −2jδj,k (C.23)

então por (C.21), (C.22) e (C.23) temos

2

(
∞∑

k=1

(
z1

z2

)
1

k2

)
(C.24)

isto implica em,

e
ln

“
1−

z1
z2

”(α|β)

=

(
1 − z1

z2

)(α|β)

(C.25)

Logo então conclúımos que (C.20) é verdadeira. Além disso, temos

Γ0
α(z) = eαzα(0)cα

então

Γ(0)
α (z1)Γ

(0)
β (z2) = eα+βz

α(0)
1 zβ(0)z(α|β)cαcbǫ(α|β) (C.26)
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onde (
1 − z2

z1

)m
, m ∈ Zcom

∣∣∣∣
z2

z1

∣∣∣∣ ≤ 1. (C.27)

Então por (C.20) e (C.27) teremos a seguinte espressão:

Γα(z1)Γβ(z2) =

(
1 − z2

z1

)(α|β)

z
(α|β)
1 ǫ(α|β)exp

[
∑

j≥1

1

j

(
z
j
1α(−j) + z

j
2β(−j)

)
]

exp

[
−
∑

j≥1

1

j

(
z
−j
1 α(j) + z

−j
2 β(j)

)
]
eα+βz

α(0)
1 z

β(0)
2 cαcβ (C.28)

Se z ≡ z1 = z2 e α = β de (C.28), logo obteremos o resultado bastante importante a seguir.

Γα(z)Γα(z) = o

ou seja,

[Γα(z)]
n = 0, quando n ≥ 2 (C.29)

Uma fórmula bastante útil é:

ΓαN
(zN)ΓαN−1

(zN−1) · · ·Γα1(z1)(1 ⊗ 1) =

=
∏

1≤i<j≤N

ǫ(αi, αj)(zi − zj)
(αi|αj)

(
N∏

i=1

exp
∑

j∈N

z
j
i

j
αi(−j)

)
⊗ exp

(
N∑

i=1

αi

)
(C.30)

Demonstração. Ver [2].

Fazendo a correspondência abaixo,

|λ0〉 ⇐⇒ 1 ⊗ 1

onde |λ0〉 denota o estado de peso mais alto da representação, então escreve-se:

〈λ0|ΓαN
(zN )ΓαN−1

(zN−1) · · ·Γα1(Z1)|λ0〉 =

=

{
0, se

∑M

i=1 αi 6= 0∏
i≤i<j≤N ǫ(αi, αj)(zi − zj)

(αi|αj) se
∑N

i=1 αi = 0
(C.31)
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no argumento anterior foi usado o fato de que:

〈λ0|exp
∑

j∈N

z
j
i

j
αi(−j) = 〈λ0|

(
1 +

∑

j∈N

z
j
i

j
αi(−j) + · · ·

)

= 〈λ0|,

e,

〈λ0|exp

(
N∑

i=1

αi

)
=

{
0, se

∑N

i=1 αi 6= 0

〈λ0|, se
∑N

i=1 αi = 0



Apêndice D

Elementos de matriz usando
“operadores de vértice”homogêneos
de ŝl(2)

Na álgebra afim ŝl(2) tomemos a base,

h =

[
1 0
0 −1

]
, e =

[
0 1
0 0

]
, f =

[
0 0
1 0

]
. (D.1)

Observação D.1. Uma base dual na álgebra de Kac-Moody implica em traço do produto de

dois a dois elementos da desta base tem que ser igual a um, isto é, tr(AB) = 1.

Então tomamos a seguinte base dual de ŝl(2),

{tnh, tne, tnf, C,D} e {1

2
t−nh, t−nf, t−ne,D,C},

e usando o “gauge fixing” de [17] para ǫ(α, β), então,

Q = Zα, (α|α) = 2, ǫ(α, α) = ǫ(−α,−α) = −1 e ǫ(−α, α) = ǫ(α,−α) = 1

Seja q = eα, identificando C[Q] com C[q, q−1]. Logo, a construção de vértice homogêneos

será feita da seguinte maneira:
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L(λ0) = [x1, x2, · · · : q, q−1]

α(n) 7−→ 2
∂

∂xn
, e α(−n) 7−→ nxn para n > 0, α(0) 7−→ 2q

∂

∂q

C 7−→ 1, D 7−→ −
(
q
∂

∂q

)2

−
∑

n≥1

nxn
∂

∂xn
.

Define-se:

E(z) :=
∑

n∈Z

E
(n)
± z−n−1 7−→ Γ±(z)

note que,

∮
ZmE(z)dz =

∮ ∞∑

−∞

Zm−nZdz

∮
ZmE(z)dz = 2πiE

(m)
±

1

2πi

∮
ZmE(z) = E

(m)
± (D.2)

onde,

Γ ± (z) = exp

(
±
∑

j≥1

zjxj

)
exp

(
∓2
∑

j≥1

z−j

j

∂

∂xj

)
q±1z±2q ∂

∂q c± α

Observação D.2.

z
±2q ∂

∂q (qn) = z±2nqn.

Então por coseguinte, como,

Gi =
∞∑

n=−∞

ρni E
(−n)
+ , Fi =

∞∑

n=−∞

νnE
(−n)
− .
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Logo podemos fazer a correspondência seguinte:

Fi 7−→ νiΓ−(νi), Gi 7−→ ρiΓ+(ρi).

Então operando a equação (C.31) com o objetivo de calcular os elementos de matriz

usados no caṕıtulo 4, teremos:

〈λ0|ΓαN
(zN )ΓαN−1

· · ·Γα1(z1)|λ0〉 =

{
0, se

∑M
i=1 αi 6= 0∏

i≤i<j≤N ǫ(αi, αj)(zi − zj)
(αi|αj) se

∑N

i=1 αi = 0

Este determina que usaremos dois operadores distintos, ou seja, Γ±(z), associados a α e

−α respectivamente. Então temos um número par de Γ’s nesta equação, para se ter uma

quantidade diferente de zero de elementos de matriz, isto é, esolhendo 2N operadores, os

quais N operadores correspondem a α e os outros N operadores correspondem a −α.

D.1 Cálculo de componentes matriciais usados na cons-

trução de 1-sóliton, 2-sóliton do sistema NLS

〈λ0|FiGj |λ0〉 = 〈λ0|GjFi|λ0〉 = νiρj〈λ0|Γ−(νi)Γ+(ρj)|λ0〉

= νiρj
ǫ(+,−)

(νi − ρj)2

=
νiρj

(νi − ρj)2
.

No caso particular temos:

〈λ0|E1Gj|λ0〉 =
1

2πi

∮
dz.zρj〈λ0|Γ−(z)Γ+(z)|λ0〉

=
1

2πi
ρj

∮
dz.

z

(z − ρj)2

= ρj .
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Observação D.3. Note que na operação anterior usamos o fato (D.2) cujo contorno é um

ćırculo em torno da origem.

Do mesmo modo, calculamos o seguinte:

〈λ0|E1
−G1F2G2|λ0〉 =

1

2πi

∮
dz.z.ρ1ν2ρ2〈λ0|Γ−(z)Γ+(ρ1)Γ−(ν2)Γ+(ρ2)|λ0〉

=
(z1 − ν2)

2(ρ1 − ρ2)
2

(z − ρ1)2(z − ρ2)2(ρ1 − ν2)2(ν2 − ρ2)2

= ρ1ν2ρ2
(ρ1 − ν2)

2

(ρ1 − ν2)2(ν2 − ρ2)2

1

2πi

∮
dz.z.(ν2 − z)2

(ρ1 − z)2(ρ2 − z)2
(D.3)

=
ρ1ν2ρ2(ρ1 − ρ2)

2

(ρ1 − ν2)2(ν2 − ρ2)2

Observação D.4. A integral em relação a z da expressão (D.3) é igual a 1(um), neste

foi aplicado o Teorema de Pólos e Reśıduos, ou simplesmente podeŕıamos integrar por

frações parciais.

Logo os elementos de matriz podem ser calculados de forma semelhante aos anteriores,

então:

〈λ0|E1
−Gj|λ0〉 = ρj

〈λ0|FiGiFjGj|λ0〉 =
ρiνjρiρj(ρj − ρi)

2(νj − νi)
2

(ρj − νj)2(ρj − νi)2(ρi − νi)2(ρi − νj)2

〈λ0|E1
−GiFjGj|λ0〉 =

ρiνjρi(νj − νi)
2

(ρj − νj)2(νj − ρi)2

〈λ0|E1
+FiGiFj |λ0〉 =

νiνjρi(νj − νi)
2

(ρj − νj)2(νj − ρi)2

〈λ0|E1
+Fi|λ0〉 = νi.
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