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Resumo

Estudamos o diagrama de fase e o comportamento termodinamico do modelo de Ising
de Spin Misto (0 = £1/2) e (S = £1,0) com anisotropia aleatoria de campo cristali-
no através da teoria de campo médio derivado do principio variacional de Bogoliubov.
O diagrama de fase exibe comportamento tricritico e transicao de fase entre duas fases
ordenadas. O comportamento termodindmico das magnetizagoes de sub-redes e a sus-

ceptibilidade magnética refletem o comportamento do diagrama de fase.
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Abstract

We study the phase diagram and the thermodynamic behavior of the Ising Model
Mixing Spin with random anisotropy of crystalline field, through of the mean field theory
derived from the variacional principle of Bogoliubov. The phase diagram shows tricritical
behavior and phase transition phases ordened. The thermodynamic behavior of the
magnetizations of sub-nets and the magnetic susceptibility reflects the behavior of the

phase diagram.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Magnetismo

A utilizagao de tecnologias altamente eficazes, nas atividades cotidianas tornou-se
uma necessidade da vida moderna. Na medicina, desde administragao de medicamentos
as cirurgias extremamente delicadas e complexas s sao possiveis devido a essas tecnolo-
gias. O uso de cartoes magnéticos, para consulta de saldo/extratos bancérios, saques,
transferéncias, compras a débito, a crédito e pagamentos de faturas de energia, de tele-
fone, de despesas em lojas, Shopings, postos de gasolina, livrarias, etc. Na seguranca
eletronica das residéncias, escritorios, lojas de departamento, fabricas, institui¢oes de um
modo geral. Estes recursos, s6 foram de fatos obtidos, a partir do conhecimento e do
entendimento das caracteristicas magnéticas e elétricas de diversos materiais.

A muito tempo as propriedades magnéticas da matéria vém intrigando o homem,
pois a referéncias a estes fendmenos datam a mais de 2800 anos. Tém-se noticias de que
os primeiros imas foram encontrados na Asia, em algum lugar da Grécia antiga, regido
esta chamada Magnésia, dai a origem do termo magnetismo, usado para o estudo de
fenomenos e suas relagoes com as propriedades magnéticas.

O magnetismo foi um tema que foi citado pela Filosofia Grega a cerca de 800 a.C.
e mantido sob esta Optica por aproximadamente vinte e trés séculos. O grande filoésofo
grego Thales de Mileto, acreditava que a magnetita possuia alma, portanto tendo von-

tade propria. Outra linha de pensamento, os mecanicistas ou atomistas, atribuiam as



propriedades da magnetita a existéncia de umidade no ferro, e que a magnetita com
sua secura se alimentava. Foi observado por Platao e Lucrecius, que além dos mate-
riais magnéticos se atrairem, eles também poderiam se repelir. Esta explicacao ainda
aguardava a elaboragao do conceito de p6lo magnético, para uma melhor explicagao dos
fenémenos de atracao e de repulsao(1). No século I1T a.C., na china, os imas eram usados
por"adivinhadores". Os "adivinhos", ficaram convencidos de que se tratavam de objetos
magicos, inicialmente foram construidos objetos em forma de colher. Com o passar do
tempo o uso desses objetos deixaram de ser exclusividade dos magicos.

A substituicao da colher pela agulha magnética, possibilitou sua utiliza¢ao na orientagao
dos navios chineses cem anos antes de sua adogao, pelos paises ocidentais. Sabe-se a-
tualmente que a magnetita chamada de "pedra amante"pelos chineses na antiguidade,
expressao essa que originou a palavra ima (do francés, aimant = amante) é um com-
posto de ferro (F'e503), sendo um ima natural. Um importante estudioso do magnetismo,
Willian Gilbert (1544-1063), em 1600 apresentou em seu livro De Magnete, uma profunda
discussao sobre: o comportamento da bissola, a descoberta de que diversos corpos ficam
eletrizados ao serem atritados com ambar, a confirmacao de que polos de mesmo nome
se repelem e de nomes opostos se atraem, a descoberta de que o ima ao ser aquecido
perde suas propriedades magnéticas. Gilbert foi o primeiro a afirmar que a terra é um
ima, sendo assim possui um campo magnético proprio(1).

Até o ano de 1820, o pensamento vigente era de que os fenomenos elétricos e
magnéticos eram totalmente independentes. Porém neste ano um fisico dinamarqués H.
Oersted, professor da Universidade de Copenhague, realizou uma experiéncia que revolu-
cionou essas idéias. Ele fez passar uma corrente elétrica por um fio, a qual originou um
efeito magnético, mudando a orientagdo da agulha de um bussola. Mais tarde Ampére
formulou uma lei que relacionava o campo magnético gerado com a intensidade de cor-
rente no fio. Ja Faraday e Henry demonstraram que um campo magnético variavel induzia
uma corrente elétrica em um fio. Ja no século XX, o aparecimento da mecanica quantica
possibilitou o avango no entendimento do magnetismo de diversos materiais, gerando
toda essa revolugao tecnologica que vivenciamos em nosso dia a dia. Os principais fend-

menos magnéticos apresentados pelos diversos materiais sao chamados de diamagnetismo,



paramagnetismo,ferromagnetismo, antiferromagnetismo e ferrimagnetismo.

1.1.1 Ferromagnetismo

Ocorre em materiais cujos atomos possuem momentos de dipolos magnético perma-
nentes. Isso também ocorre nos materiais paramagnéticos, porém nos ferromagnéticos
existe uma forte interagao entre os momentos de dipolo atomicos vizinhos que os man-
tém alinhados, mesmo quando o campo magnético externo é removido. Os materiais
que sao ferromagnéticos em temperatura ambiente sao o ferro, o niquel e o cobalto. Ha
também elementos ferromagnéticos menos conhecidos, alguns exibindo o comportamento
ferromagnéticos somente a temperaturas muito abaixo da temperatura ambiente, sao os
elementos das terras raras, por exemplo, o gadolineo, o diprésio. Compostos ou ligas
podem ser também ferromagnéticas, por exemplo Cr(O,, componente basico da fita ma-
gnética, é ferromagnético, embora nem o cromo, nem o oxigénio seja ferromagnético na
temperatura ambiente. Podemos diminuir a efetividade do acoplamento entre vizinhos
que origina ferromagnetismo, aumentando a temperatura do material. A temperatura
em que um material ferromagnético passa a ser paramagnético é chamada de tempe-
ratura de Curie. A temperatura de Curie para o ferro é de 770 C. acima da qual ele
¢ paramagnético. Ja para o gadolineo a temperatura de Curie ¢ 16°C', a temperatura
ambiente portanto o gadolineo é paramagnético. A aproximacao de um material ferro-
magnético da saturacao se da através de um mecanismo diferente do que ocorre com um
material paramagnético. Um material como o ferro é composto de um grande niimero de
atomos dispostos em rede cristalina tridimensional, a qual ¢ dividida em diversas regioes
chamadas de dominios. No interior de cada dominio magnético, (regides de tamanho
de aproximadamente 0,01 mm) o acoplamento dos dipolos magnéticos atémicos produz
essencialmente um alinhamento perfeito de todos os dipolos. Existem muito dominios
magnetizados em direcoes diferentes, e o resultado da soma desses dominios de dipolo
num material ferromagnético (ndo magnetizado) d4 uma magnetizagao igual a zero(2).
Quando um material ferromagnético é posto em presenca de um campo magnético ex-
terno, pode ocorrer dois efeitos: Na fronteira dos dominios alinhados com o campo, os

dipolos alinhados em outros sentidos podem girar até ficarem alinhados com o campo,



crescendo assim as custas dos dominios vizinhos. Os dipolos de dominios nao alinhados
podem girar em conjunto tendendo a ficar alinhados com o campo aplicado. Retirando o
campo externo aplicado, as fronteiras dos dominos nao retornam completamente as suas
posigoes iniciais e o material retém uma magnetizagao no sentido do campo magnético

aplicado. Esta magnetizagao é chamada de magnetizacao espontanea.

1.1.2 Antiferromagnetismo

O comportamento antiferromagnético é apresentado por alguns materiais, sendo que
o prototipo é o 6xido de manganés (MnO). O MnO é um material ceramico com carater
ibnico e a sua estrutura cristalina ¢ FFC do tipo NaCl. O momento magnético associ-
ado aos fons O™~ é zero. Os fons Mn~ apresentam momento magnético permanente,
mas eles estao arranjados na estrutura de modo que os ions adjacentes tém momentos
opostos ou antiparalelos. O material como um todo nao apresenta magnetizagao. Véarios
compostos de metais de transigao apresentam comportamento antiferromagnético(3). Os
materiais antiferromagnéticos apresentam temperatura critica, denominada temperatura
de Néel (6,,). A susceptibilidade magnetica dos materiais antiferromagnéticos é da mesma
ordem de grandeza da dos materiais paramagnéticos (no passado os materiais antiferro-
magnéticos eram considerados paramagnéticos andmalos) e diminui com o aumento da

temperatura (T):

C

Xm = T30
onde C é a constante de Curie e 0 é diferente de 6,,. Estes materiais possuem muito pouco

uso na industria de alta tecnologia devidos nao apresentarem magnetizagao espontanea.

1.1.3 Ferrimagnetismo

Alguns materiais cerdmicos também apresentam magnetizagdo permanente, deno-
minado ferrimagnetismo. Estes materiais sdo denominados ferritas. As caracteristicas
macroscopicas do ferromagnetismo e do ferrimagnetismo sao similares. As diferengas
encontram-se na origem do momento magnético. As ferritas podem ser representadas

pela formula geral M Fe,Oy4, onde M é um elemento metalico. O protétipo das ferritas é



a magnetita, Fe3Oy, que pode ser reescrita como Fe™TO~ (Fett1)y(O~7)3. Por outro
lado, os momentos magnéticos dos dois tipos de fons de ferro nao se cancelam totalmente e
o material apresenta magnetismo permanente. Alguns exemplos de ferritas mais comuns
sao: NiFesO4 e (Mn, Mg)Fe;0O4. Os materiais ferrimagnéticos também apresentam
temperatura critica, também denominada temperatura de Curie 6s. A susceptibilidade
dos materiais ferrimagnéticos é da mesma ordem de grandeza da dos materiais ferroma-

gnéticos e diminui com o aumento da temperatura (T):

C

Xm =T

onde C ¢ uma constante e 6 ¢ diferente de 0c(2).

1.2 Diamagnetismo

Faraday descobriu em 1847 que uma amostra de bismuto era repelida por um ima
potente. Ele chamou tais substancias de diamagnéticas. O fenémeno do diamagnetismo
ocorre em todos os materiais, mas por ser um efeito muito fraco é mascarado por outros
efeitos magnéticos. O efeito do diamagnetismo é andlogo ao efeito dos campos elétricos
induzidos na eletrostatica, em materiais diamagnéticos, os a&tomos nao possuem momen-
tos de dipolo magnético permanentes, mas adquirem momentos de dipolo induzidos,
quando colocados num campo magnético externo. O diamagnetismo resulta do movi-
mento orbital dos elétrons que ao circular em torno do nicleo, acabam formando um
anel eletronico de corrente, produzindo um campo magnético. Neste caso nao se forma
um campo magnético externo ao material, pois para cada érbita tém-se dois elétrons em
direcoes opostas, sendo que assim nenhum momento magnético é produzido. Na presenca
de um campo externo, o emparelhamento de elétrons fica desbalanceados. Independente-
mente da dire¢ao do campo magnético de um elétron, o elétron sempre se opora ao campo
aplicado, podendo diminuir, ou aumentar sua velocidade, porém devido ao campo apli-
cado, a soma vetorial dos momentos no material nao é mais nula. O resultado de todos
os atomos do material, serd uma reacao contraria ao campo magnético aplicado, o que

explica macroscopicamente a tendéncia deste material se afastar do campo aplicado(1).



1.3 Paramagnetismo

Ocorre em materiais em que os d&tomos possuam momento de dipolo magnéticos per-
manentes, nao fazendo diferenca alguma se esses dipolos sao do tipo orbital ou spin. Nos
materiais paramagnéticos, em auséncia de campo magnético aplicado, os momentos de
dipolos magnéticos estao inicialmente aleatoriamete orientados, tendo uma magnetizagao
total igual a zero, pois os vetores quando somados se anulam. A aplicagdo de um campo
magnético externo, tende alinhar os dipolos magnéticos em sua dire¢ao, tornando a ma-
gnetizacao nao nula. Por outro lado a agitacao térmica dos dtomos tende a perturbar o
alinhamento dos dipolos e consequentemente, a magnetizagao diminui com o aumento de
temperatura.

A relagao entre M e a temperatura T, foi descoberta por Pierre Curie(2) em 1895
e ¢ dada por: M = C’%, que é conheida como lei de Curie, sendo C denominada
de constante de Curie. Como a magnetizacao depende do vetor soma de seus dipolos
magnéticos atomicos, a magnetizacao alcanca o valor maximo, quando todos os dipolos
estao estao paralelos. Sendo N o ntmero de dipolos no volume V, o valor maximo da
magnetizagao ocorre quando todos os N dipolos magnéticos estao paralelos. Quando a
magnetizagao alcanca este valor de saturagao, qualquer acréscimo no campo, nao tem
mais nenhum efeito sobre ela. A lei de Curie, M aumenta linearmente com a razao By /T,
quando a magnetizagao esta longe do ponto de saturagao.

Nesta dissertacao, estudaremos o diagrama de fase do modelo de Ising de Spins Mistos
com Anisotropia Aleatéria de campo cristalino, através das aproximacgoes de campo médio
(Método Variacional de Peierls-Bogoliubov) . No capitulo 2, abordaremos a teoria de
transigcoes de fases, onde nos limitaremos a sistemas magnéticos, o qual esta fortemente
baseado nos livros de Stanley(4) e Salinas(5). No capitulo 3 sera abordado o tema da
nossa dissertacao, "Modelo de Spins Mistos com Interagao aleatoria de campo cristalino".
Este tema ja foi estudado por Vieira e Salinas(6; 7), utilizando outras aproximagoes de
campo médio nas versoes de Curie-Weiss e rede de Beth-Pierls.

No capitulo 4 apresentaremos os principais resultados, conclusoes e apresentaremos

algumas sugestoes para trabalhos posteriores.



Capitulo 2

Transicoes de Fases e Fenomenos

Criticos de Sistemas Magnéticos

2.1 Introducao

Em nosso cotidiano é comum depararmos com a matéria em suas diversas fases. Sendo
a dgua uma das mais observadas pelo o homem, pois se apresenta nas fases liquida, sélida
e gasosa. Em outras fases , como a solida serve para refrigerar bebidas em geral, bem
como conservar comidas, polpas de frutas, etc. Na fase gasosa sobe ao céu para depois
cair como chuva. Esses fenomenos de mudanga de uma fase para outra é chamada de
transicao de fase. A natureza reservou um papel muito importante para o fenémeno da
transicao de fase. Certamente estariamos vivendo em um mundo muito diferente, se a
agua nao se apresentasse nas trés fases familiares.
Diversos sistemas exibem transicoes de fase, tais como: a transicao metal - isolante,
a transi¢ao condutor - supercondutor, a ferromagnética - paramagnética, Hélio I - Hélio
I, a do estado fluido normal - super-fluidez, antiferromagnética - paramagnética etc.
Assim, o fenémeno de transi¢cao de fase exerce um decisivo papel no desenvolvimento
tecnologico e cultural. O metal é fundido para produzir de instrumentos médicos a
armas de guerra. Uma infinidade de materiais quimicos evaporam e condensam para
produzirem de plasticos a produtos farmacéuticos(1).

Os fendmenos de transigoes de fases sao mais comumente chamados de fenémenos



criticos e a cerca de cem anos atras ja havia o conhecimento de alguns aspectos desses
fenémenos(4). Teorias classicas de transi¢ao de fases, foram propostas para descrever as-
pectos qualitativos de varios tipos de transigao de fases(5). Entretanto a partir da década
de 60 foram desenvolvidas técnicas mais apropriadas de estudos na vizinhanga dos pontos
criticos. Grandezas como calor especifico, compressibilidade e a suscepitibilidade magné-
tica, apresentam um comportamento singular na regiao critica, com divergéncias assin-
toticas que foram caracterizadas pelos expoentes criticos. Os expoentes criticos exibem
valores caracteristicos de carater universal que demonstram o comportamento critico de
grandezas termodindmicas (como a compressibilidade de um fluido e a susceptibilidade
de um ferro magneto. As teorias cléssicas corroboram esse carater universal, fornecendo
um conjunto (cléassico) de valores para os expoentes criticos. Por outro lado, os resulta-
dos obtidos experimentalmente e diversos resultados teéricos apontavam na direcao da
existéncia de classes de universalidade, com poucos parametros (como a dimensionadade
dos sistemas sob consideragao), com expoentes criticos distintos do conjunto de expoentes
classicos(4)

Neste capitulo, vamos introduzir uma teoria de campo médio para sistemas ma-
gnéticos, em particular a teoria molecular de Weiss, onde estudaremos o comportamento
critico, através dos calculos dos expoentes criticos. Ainda no contexto do campo mole-
cular estudaremos uma conexao com o modelo de Heisenberg. Introduziremos o modelo
de Ising, mais rigoroso (porém simples) para o magnetismo, para esse modelo, obteremos
uma solucao exata em uma dimensao e discutiremos a solu¢ao exata em duas dimen-
soes. Para finalizar o capitulo mostraremos uma aproximagao de campo médio (Método
Variacional de Peierls-Bogoliubov) a qual utilizaremos nesta dissertagao.

Em 1907, dois anos ap6s o aparecimento da teoria de Langevin do paramagnetismo,
Pierre Weiss prop6s uma teoria fenomenolégica do ferromagnetismo, na qual ele assumiu
que os spins interagem um com outro através de um campo molecular proporcional a
magnetizagao média. Foi somente alguns anos mais tarde que a interacao de troca de
Heisenberg(8) foi proposta, a qual foi dado para o campo molecular uma interpretagao em
termos da interagao de troca J;;, entre pares de spins S; e S} situados nos sitios 7 e j na

rede. Mais recentemente esta teoria de campo médio tem recebido outras interpretagoes.



Tem sido mostrado que se consideramos um modelo na qual cada momento magnético
interagem com cada outro momento ( com uma magnitude igual), entao as propriedades
deste modelo sao idénticas aquelas da teoria de campo médio(9).

Muitos sistemas na natureza tem interagoes relativamente forte e de curto alcance,
assim a natureza dos fendémenos cooperativos observados depende crucialmente do modo
na qual estas interacoes propaga de uma particula a outra. Portanto, veremos o porque
a teoria de campo médio produz uma descricao inadequada dos fenémenos na regiao
critica.

Comegaremos nossa discussao com a derivagao da funcao de partigao e das propriedades
termodinamicas de um sistema para o limite na qual os momentos magnéticos constitu-

intes interagem tao fracamente um com outro que essas interagdes podem ser desprezadas.

2.2 Sistemas Magnéticos nao Interagentes

A Hamiltoniana para um sistema de N momentos magnéticos nao interagentes em um

campo magnético externo H é dado por
H=—gupy Si-H (2.1)

onde o produto g é o fator de Landé, up = efi/2me é o magneton de Bohr.
O produto
S;-H=mH ; (mj=—5-5S+1,...5-1,5) (2.2)

—

onde foi usado —ji = g,uBg a relagdo entre o momento magnético i e o spin S. A

combinagao de gup ocorrerd muitas vezes, assim vamos introduzir uma notagao:

i =gpp (2.3)

A fungao de partigao (Zustandsumme) é obtida pesando cada estado pelo fator de Boltz-

mann apropriado, e entdao somando sobre todos os (25 + 1)V estados do sistema

S S S S N
Z=> > 3 .. > eap(xd my) o= pH/KET (2.4)
mi=—8 mo=—S m3=—S my=— =1



As somas na equagao (2.4) sdo particularmente elementares para o caso de um sistema

de sois niveis (S = 1/2), temos:

S S S S
7 = Z Z Z ...... Z emp[x(ml + mg + Mo + ..... + mN)]
m1:—S mQZ—S m3=— mN=—S
S 5 S S
Z = Z et Z ez Z e Z e’mN
mi=—=S mo=—S m3=—S my=—
Como m; = —5....5, neste que estamos estudando (sistemas de particulas nao intera-
gentes) todas as somas sdo iguais, e para o caso S = 1/2 — m; = —1/2 | 1/2. Portanto,
podemos reescreve-la da seguinte forma
N 1/2
=i
=1 [ m=-1/2
N
Z = H [2 cosh(= }
i=1
N, T
7Z = 2" cosh (5) (2.5)

Tendo obtido analiticamente a fungao de particao, todos as outras grandezas termodina-

micas também podem ser escritas em termo dela, tal como, a energia livre de Gibbs:

G(I,H) = —KTlZ | Z:2NcoshN(%)
_ N N
InZ = In [2 cosh (2)}
x
InZ = Nln [2 cosh(g)]

Portanto a energia livre de Gibbs é dada por:

G(T,H) = =NKT [2cosh(3)]

G(T,H) = —NKTIn [QCOSh(QKBT)]

A magnetizagao é dado por

M(TH) — _(aG) NKBT2smh(2K ) I

OH QCosh(zK =) 2KBT

1
M(T,H) = §N,utanh[

QKBT]
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Figura 2.1: Dependéncia da magnetizagao reduzida o = M /M, = M(T, H)/M(0,0) sob
aHS/KT para um sistema magnético no limite de ndao interagdo. As curvas sao aquelas
das fung oes de Brillouin Bg(Sx), a qual reduz a tangente hiperbolica e a fungao de

Langevin no limite S = 1/2 e S = oo respectivamente.

para o caso em que H =0 — M(T,0) = 0, nao tem magnetizagao espontéanea.

Sendo o caso geral do spin igual a S, a soma ¢ mais complicada

7 = E etmt E etm? E emm3 . E ety

mi=—S mo=—S m3=—3S my=—

A Funcgao de particao de N particulas nao interagentes pode ser escrita como:
Z =27V

onde Z; é a funcao de particao de uma particula.

Portanto, fazendo a soma para uma particula, temos:

11



7, = Z T — e—mS_'_em(—S+1) +€x(—S+2) +€x(—S+3) 4o +€x(0)

e:ch _ [6x(—5+1) _l_ex(—S—i-Z) _l_ex(—S—i-?))_‘_““_I_ex(S—2)_‘_e:c(S—1) _I_exS_l_ex(S-i-l)]
Zl _ Zlex — (1 o e:c) Zl _ 6—:(:5’ . 696(5’-‘,—1)

Z, = — (2.6)

multiplicando o numerador e o denominador pelo fator —e~*/2, temos:

e~ TS _ 6ac(S+1) _e—x/2
7, =
! 1—ez —
Portanto, ganhamos
5 - ot(5+1/2) _ p—u(5+1/2)
exr/2 — o—x/2
sinh[z(S + 1/2)]
A 2.7
! sinh[z /2] (27)
Portanto
p ex(S+l/2) _ e—x(S+l/2
- ex/2 — g—x/2
sinh[z(S + 1/2)]\ "
7 = 2.8
( sinh[z/2] (28)

Como vimos é possivel obter a fun¢ao de particao de forma fechada. Assim, podemos

calcular as grandezas termodinamicas a partir da funcao de partigao, por exemplo:

G(T,H) = —KgThhZ

G(T,H) = —NKyzTh [Sinh[w<5+1/2>1]

sinh[z /2]

12



A magnetizagao é dado por

M(T,H) = _<§—f1) NKBTa%an
M(T,H) = NKTsinh|[iH/2KgT)|

sinh[(S + 1/2)iH/KT]

" 0 (sinh[(S+1/2)uH/KpT]
0H sinh[pH/KgT]
N KT sinh (STUDL g [SEL20H
M(T,H) = ( ; - (511/2[)2112 T]> el [EH R |
sinh [ 2] sinh[727]
sinh[i(sﬂmﬂH] cosh[lg—fT] K‘;T
- sinh?[ [ﬂ{;fT] |
_ 1 Ni nH
M(T,H) = Npu(S+ 1/2)coth l5+1/2 KBT 5 coth <2KT)
B NpS Sx
o f25+1 25 +1 NpS Sz
M(T,H) = NuS( )coh( :)3) 55 coth(%)
(2541 25 + 1 NpsS
M(T, H) = NMS< ) h( = y)— o cth<2s)
M(T,H) = NaSBs(y > M, Bs(y) (2.9)

onde y = Sz, M, = NiS e Bs(y) é chamada de Fungao de Brillouin e é dado por:

25 +1 25 + 1 1
Bs(y) = ( = )coth( = y)—% oth<2S) (2.10)

A funcao de Brillouin relaciona a magnetizagao do sistema ao campo aplicado.

2.2.1 A hipoé6tese do Campo Molecular

Para o caso do paramagneto M = 0 quando H = 0, a magnetizagdo espontanea
M(T,0) é zero. Observagoes experimentais mostram que para todos os materiais fer-
romagnéticos em alguma temperatura existe magnetizacao esponténea(4). A hipotise
bésica da teoria de campo médio é que as interagoes entre os spins da origem a um
campo magnético H,, em adi¢ao ao campo externo H. Se assumimos que H,, é propor-

cional a magnetizacao, H,, = AM(T, H), entdao o campo efetivo visto por spin é

H.pp = H + AM(T, H) (2.11)

13



O parametro \ é chamado de parametro do campo molecular. Para os calculos de Z,

basta trocar nas equacoes anteriores H — Hsy.
M = M,B [BuS(H + A\M)] (2.12)
Para H = 0, a magnetizagao espontéanea ¢ diferente de zero
M = M,B; [BaSAM)] (2.13)

M = M,B; [BpSAM)| ¢ uma equacdo implicita, pois M aparece também no argumento
da fungao de Brillouin. Vamos considerar a solucao gréfica, mostrada na figura, onde foi

considerado o lado esquerdo

Y=M

e do lado direito

Y = M,B; [BuSAM)]

O lado esquerdo e o direito da eq. (13) € plotado como fun¢ao de M. A solugao M =0
existe para todo T, porém as solugoes M # 0 existem somente para T suficientemente
pequeno, menor do que a inclinagdo inicial da funcao de Brillouin que € maior que 1 .
H& uma solucao trivial M = 0 para todos os T, porém existe uma solug¢ao nao trivial
com M # 0, devido a inclinagao inicial do lado direito ser maior do que a inclina¢ao do
lado esquerdo da equagao (2.13). Para estudar a inclina¢do inicial, vamos considerar o
caso da funcao de Brillouin com argumento pequeno, assim realizar uma expansao em

série de poténcia

_[(25+1 25 + 1 1 y
Bs(y) = ( 55 )coth( 55 y)—%co’ch(%>

(2.14)
A expansao em série de poténcia da cotangente é dado por:

1
coth(z) = , + % + ..
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Baly) = <2S+1> (25+1 )—%coth(%)

2541 1 2S+1y
Bst) = —3 <2S+1y+ 25 §>

B 1 2S+i n
25 65 ) T

(S + 1) _(S+1)ppSAM
38 35

Portanto, o lado direito da equagao (2.13) é reescrita como:

(S +1)BaSAM

Y =M,
35
A inclinagao inicial do lado direito é
(S +1)BuSA L (S+1)BaSA
M,—————=NpS———
35 : 35
Portanto,
NS(S+1)p*x C’i
3KT T
onde a constante C conhecida como "constante de Curie "é dado por
o= Ng*S(S+1)
B 3K
Para ter solugao nao trivial
T < \C

Portanto, a temperatura critica é calculada tomando

T. = \C

(2.15)

A temperatura critica é proporcional ao parametro molecular A\, assim A — 0 = T, —

0. Este fato nao tem nenhuma supresa desde que para A = 0, voltamos ao sistema

paramagneto, isto é, o resultado nao interagao, para o qual 7, = 0.

2.2.2 Expoentes Criticos para a Teoria de Campo Médio

Vamos iniciar considerando o caso S = 1/2, de modo que a equacao de estado, na teoria

de campo médio, segundo Stanley(4) é dada por:

M = M,tanh Bﬁu(H—l— )\M)}

15
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Introduzindo as variaveis reduzidas

M M(T, H)

=" M=0oM, T —
M, M@, 7 ¢

g =

Substituindo na equagao (2.16)
1 pH 1 g oM,

o = tanh SK,T + 3 KT (2.17)
onde M, = NSji. Observe que:
1pioM, pT.Moo — pNSpo3K 3 o 3 o o
2 KT oTT,C  2TN@2S(S+1) 2T(S+1) 27T(1/2+1) T
Portanto, substituindo na equagao (2.17)
o = tanh B 5(}7{ + ;} (2.18)

Usando a relagao
tanhx + tanhy

tanh
anh(z +y) = 1+ tanh z tanhy

reescrevemos a equacao de estado em uma forma mais conveniente, de maneira que o

calculo dos expoentes criticos tornam mais simples.

 tanh[J 2] + tanh[£ (219
1+ tanh[1 2] tanh z] '

Fazendo
1 pH

h = tanh[2 KT]

temos que:

o + o tanh Fﬂ] tanh [%} = tanh {1 'LLH] + tanh [T}

2KT 2KT
1 pH o B o
tanh [iﬁ} (1 — o tanh [?]> = ¢ — tanh [T}
o — tanh|Z
p - o tanhlg) (2.20)

1 — o tanh[Z]
Perto do ponto critico (H =0, M =0, T = T¢), os argumentos de todas as fungoes
tangente hiperbolicas, na equagao (2.20) sdo pequenos, e podemos expandir

1 2
tanhr = ¢ — —2° + — -
anhz =z 3:)3 +15:)3+

16



Portanto:

Lo o — tanh[Z]
1 — o tanh[Z]

o 1 (o 3 2 a >

X —3+4(5) —%(5)

+
2 4
h = o 1—l~+i~<g) —i(g)
T 3I'\T 157 \T

Portanto, obtemos
1 1 1\ 1
h=o (1 — T> + o3 l— + (1 - T) T] +0(c”) (2.21)
T T

A maioria dos expoentes criticos para S = 1/2 sao obtidos da (2.21).

2.2.3 O Expoente § da Magnetizagao

Da equagao
o — tanh[Z] - T
h = — 1 . T—=_
I~ otanh[%] T=7

Vé-se imediatamente que em campo zero, h = 0, e para T' < T, a equagdo (2.21) torna-se

0 = U(l—%)—l—a?’ {3;3+<1—%) %] +0(c”)

3?3+%( _%)

2 %—1:<E_1)3T3

T3

c

373
, _ 3T 3T% T ( T)

o = -

RT3 T?

o’ = 3(%)3<T6T_€T) (2.22)

Portanto, o quadrado da magnetiza¢do esponténea desaparece linearmente com (7, —1T),

de modo que g =1/2,

U2N(TC—T)—>0N(TC_T)1/2 . onde UN(TC—T)B : 521/2

justamente como na teoria de van der Waals de um sistema fluido. Também, se verifica

que o coeficiente B = /3, ao contrario da teoria de van der Waals que prediz B = 2.

17



2.2.4 Expoente da Isoterma Critica §

Para obter a curvatura da isoterma M — H na temperatura critica, faz-se 7' = 1 na eq.

(2.21) e considera-se ambos H e M a serem pequenos

h = a(l—%)+a3 {%4‘(1—%) %}4—0(05)

AHN 5[, ot 5
tanh(QKT> ~ o(l-1)+o0o [3+(1 1)1 +0(c”)
1. 5 o? 5
§ﬂcuH+O(H) ~ 3—1—0(0)
Portanto,
2 1
H . 2.23
3 Beft (2:23)

a qual implica em 6 = 3, justamente como na teoria de van der Waals. No entanto, os
coeficientes novamente sao diferentes, aqui obtém-se D = 2/3, e na de van der Waals

D = 9/16.

2.2.5 Expoente do Calor Especifico a e

Para S = 1/2, um célculo direto leva a expressao

1 1 1+o o2
A(T,M)=NKpT |-In2+ =In(1 — 0?) + =01 - = 2.24
(7,0) = NKT =24 3 =02+ gom (150) = 2] o)
Da eq. (2.24) e da eq.
ZA
Cy = — (%)M =0 para todo T. (2.25)
Podemos encontrar
0?G
CH =-T (W) ou (CH — CM) XT = TO(%{
H
Portanto, ,
oM
CH = TXT g ou CH — CM = TXT(I%{.
or ),

Todos os trés calculos leva a mesma expressao para H = 0, Cy = 0 para T > T,

entretanto para T' < T,

Cy = gNKB [1 — ow} o



Portanto, o limite da inclinagdo de Cy versus 1" permanece finito quando 7" — T e
temos que oy = a = 0. Adicionalmente, vé-se que Cy — %N K quando T' — T de
modo que ha um salto descontinuo no calor especifico de magnitude ACy = %N K para

S=1

2.2.6  Susceptibilidade - Expoente v e v/

Comegamos observando que a susceptibilidade isotérmica xyr = (a—M) . satisfa a relagao:

o]
_ (OMN (Do) (Oh
X =\oo ), \on ), \om ),

Por outro lado, h = tanh(%) o~ % o que implica que g—g = %ﬁﬁ e M = oM,, assim

%_1;/—’ = M, = NSj = %Nﬂ. Portanto
1 1. (d\ 1 .. ,[(00\ C [Oo
XT—§N,U§ﬂ,u (%)T— 4Nﬂ,u (8h)T— T (8h)T

Ni2S(S+1) 1 N
=35 para S—§—>C— Vo

onde

C

reduzida T = T/T.. Note que embora haja um simples salto descontinuo para todos os
valores S (isto é, @« = @’/ = 0), a magnitude da descontinuidade depende fracamente de S.
Note também que o comportamento para o limite classico (S = oo) é somente levemente
diferente dos resultados de S finito na regiao critica, porém ¢é qualitativamente diferente
em baixa temperaturas. Portanto, diferenciando os dois lados de (2.21) em relagao a h,

obtém-se, para T ~ T,

1 1 1\ 1
T 373
+

Lembrando que
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Portanto,

T 1 1 1\ 1
carfi-z+30 (o4 (17 (0"
Cle o? -
= — |4+ 40 2.26
v = 3|5+ E 00 (2.20
Agora para T > T, 0 = 0 quando H = 0, e portanto a equagao (2.26) reduz a
_ C[n@-1), e
=Tl T T-T.
B C
XT = T_T.
Portanto, v =1 e o coeficiente C = 1.
No entanto para T' < T., devemos substituir 0% ~ —3e de (2.27), isto &,
TN 2
2
— 3¢ =
o ‘ (T)
O e 5 TZTC?’ _C e 36_1_6' 2¢\ 7!
=TT T.) T3 T|IT T T\ T
1C 1
_1C 2.2
XT 9 T( €) (2.27)

relacdo a temperatura para o limite da ndo interagdo (perfeito paramagneto) e para

a teoria de campo médio. Somente o camportamento para T° > T, é mostrado(vé a

fig.4 do capitulo anterior). Portanto, diferenciando os dois lados de (2.21) em Portanto,

encontramos 7' = 1, porém o coeficiente C' é somente metade, tanto a baixo de T, como

acima de T, (C' =1/2).

2.2.7  Os Expoentes A; e A

Os expoentes gap sao definidos em termos de sucessivas derivadas em relagao ao campo

magnético do potencial de Gibbs. Portanto, por exemplo, temos:

A = 2—d—-0=
Ay = 2-9+p8=
Ay =

2
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Para obter A}, necessitamos diferenciar o potencial de Gibbs trés vezes, ou equivalen-
temente, necessitamos encontrar a derivada da suscetibilidade em relagao ao campo,

calculado em H = 0.

Cle o° N
XT — ?_?‘F%—FO(U)]
oxT Cle o2 4 2 5 0o
(W)T 7|7 m ﬂ 2Fon
Oxr e o 22e 2 0] (2.28)
oh . T_E o o T .

Para T'> T., H = 0 implica que o = 0. Portanto, o lado direito de (2.28) reduz a zero,
como ja tinhamos suspeitado porque a derivada de ordem impar da energia livre é zero
para T > T..
Para T' < T,
do T 1 ,
<%) T oXr = 5(—5)

da equacdo (2.27) e o ~ 3'/2(—¢)'/? da eq. (2.22). Portanto,

aXT
o _ (O
“ (aH)T

. Portanto
Cle o N
XT = ?[T+ﬁ+0(0):|
195% C
(a—hT) = T[(e—i—a) (20——\T+0( ))}
T
oxr 8)( oh C oh
9H  OhoH T{( +o)” (2"_|T+0( ))}8—H
0 C _ )
S = (e + o) (=39 (=)
0 C . )
S = Bi(e—307(=30 2 (~e) ! (2.29)
Assim,
—GB) ~ (=)0 (2.30)

e desde que
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Usando

Portanto,

(=€)

(=€)
(=€)~ (e

(—e) =% (2.31)

temos que Aj = 3/2.

2.3 O Modelo de Ising

Nao é possivel falarmos de magnetismo sem referéncia ao modelo de Ising. Proposto em
1920 por Wilhelm Lenz ao seu aluno de doutorado Ernest Ising, tinha como objetivo es-
tudar um dos fené6menos mais importantes em matéria condensada, o ferromagnetismo de
momentos localizados. O modelo inicial era bem simples, uma cadeia linear de momentos
magnéticos S; interagindo com seus vizinhos S;;1 e S;_1 na forma —J.S;(S;11+95;_1), onde
J ¢ interacao de troca. Para J > 0 o alinhamento paralelo dos momentos ¢ favorecido, o
que compete com a desordem imposta pela temperatura. Dessa competicao era esperada
uma temperatura critica abaixo (acima) da qual haveria (nao haveria) ordenamento de
toda cadeia.

Para desapontamento de Ising, e certamente do seu orientador, esse modelo nao
apresenta transicao para uma fase ordenada em qualquer temperatura 7' diferente de zero.
Entende-se esse desapontamento ja que a melhor teoria de magnetismo da época, a teoria
do campo molecular de Pierre Weiss, previa transicao de fase em temperatura nao nula
independente da dimensao do sistema. Hoje, com argumentos até relativamente simples,
sabemos que em uma dimensao a cadeia de spins é instavel em qualquer temperatura
nao nula, ordenando-se apenas em 7' = 0. O resultado obtido por Ising, que é correto,
nao deve ser visto como fracasso. O pecado de Ising foi na verdade ter conjecturado que

em duas ou mais dimensoes também nao haveria transicao de fase, o que sabemos, esté

22



errado, como também veremos neste trabalho ao desenvolvermos o Modelo de Ising para
uma rede bidimensional.

Além de ferromagnetismo, o modelo de Ising também pode descrever outros sistemas
fisicos, como o gas de rede e a liga binaria. Em 1952 Yang e Lee usaram o termo gas
de rede para descrever um modelo em que M atomos ocupam aleatoriamente os N > M
sitios de uma rede. A cada par de sitios vizinhos ocupados da-se uma energia £ = Ej; se
num par vizinho faltar pelo menos um atomo tem-se £ = 0. A interagdo tem a mesma
forma anterior, —JS;(S;11 + S;_1), mas S; pode ter os valores 0 (auséncia de atomo)
ou 1 (presenga de atomo). Hidrogénio adsorvido em uma superficie de ferro é o sistema
protoétipo. Ja a liga binaria consiste em dois tipos de atomos ocupando aleatoriamente
os sitios de uma rede. Dependendo se os vizinhos sdo do mesmo tipo (mesmo atomo) ou
nao, atribui-se energia diferente ao par. Neste caso, S; = 1 representa um tipo de atomo

enquanto S; = —1 representa o outro tipo. O sistema protétipo ¢ a liga cobre-zinco.

2.3.1 Solucao Exata do Modelo de Ising em Uma Dimensao em

Campo Magnético Nulo

Provavelmente a solugdao mais simples para sistemas de interacao de muitos corpos é
modelo de Ising em uma dimensao (ou cadeia linear) na auséncia de um campo externo.
O problema da cadeia linear de Ising tem um interesse historico. O modelo foi primeiro
colocado por Wilhelm Lenz para seu estudante Ising, no comego da década de 20, vérias
anos antes do advento da mecanica Quéantica, e portanto antes do modelo de Heisenberg.
Naquele tempo o melhor modelo de magnetismo era a teoria fenomenolégica do campo
molecular de Pierre Weiss (1907). A expectativa de Lenz e Ising era de que o sistema de
Ising poderia prover um modelo especifico de interagao interparticulas que exibiria uma
transicao de fase magnética. Ising obteve sucesso na solu¢ao do modelo somente em uma
dimensao. Ele ficou extremamente desapontado quando a solu¢ao falhou na exibi¢gao uma
transicao de fase em temperatura finita. Seu desapontamento nao foi nenhuma supresa,
no contexto histérico, pois a teoria de campo médio de Weiss previa transicao de fase

independentemente da dimensionalidade da rede, e portanto a cadeia era prevista a sofrer
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uma transi¢ao de fase em temperatura diferente de zero (7). Frequentemente, é dito que
a cadeia de Ising realmente sofre transigao de fase em uma temperatura critica 7' = 0,
desde que o sistema suporta ordenamento de longo-alcance no zero absoluto.

Consideremos uma cadeia ou rede linear com N sitios.

4 " " " ! ! -

Sl SQ Sg e SN

Figura 2.2: Rede linear com N sitios com energia de interacao J; e spin S. O indice ¢

indica que a energia pode ter varias magnitudes.

2.3.2 Solucao Exata do Modelo de Ising em uma Dimensao em

um campo Magnético

Solugoes exatas do modelo de Ising sao possiveis em 1 e 2 dimensoes e sao utilizadas para
calcular os valores exatos dos expoentes criticos de duas classes de universalidades.

Em uma dimensao, a Hamiltoniana de Ising torna-se:
N N
H - — Z Ji,i+ISiSi+1 - HZ Sz (232)
i=1 i=1

a qual corresponde a N spins em uma linha.

Vamos impor a condi¢ao de contorno periédica nos spins de modo que Sy = 5.
Portanto, a topologia do espago dos spins é aquele de um circulo.

Impondo mais simplificagoes, vamos considerar que todos spins sao equivalentes J; ;11 =

J. Portanto N N
H=-J) SiS—H> S5 (2.33)
=1 =1
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Para tornar a Hamiltoniana mais simétrica, vamos reescreve-la

N N
1
1=1

1=1

Resolver um modelo significa calcular a fungao de particao, a qual é dada por:

ZyTH) =Y =5 S % . > exp [ﬁ (J;SZSZ-H + %H ;(Si + Si+1))]

{S} {S1=1} {S2=1} {S2=1} {Sn=1}
(2.35)

Para executar a soma sobre spins, vamos definir uma matriz T com elementos de matriz
dado por:
BlISS'+H(S+5")/2]

_ Pl

)

)
(-UT|=1) = VA

) =

)

_ B
(2.36)

A matriz T é chamada de matriz de transferéncia. Portanto a matriz T é uma matriz

2 x 2 dada por:
CBlU+H] =BT
T — (2.37)
e_ﬁj eﬁ[J_H]

Voltando a funcao de Particao

ZN(N,T,H) = Ze_ﬁH: Z ..... Z exp |:B[J5152+%H(51+52)]

{5} {81=1} {Sn=1}

' ]
X exp B[JS253+§H(S2+53)]

- 1 T
X exp |[B[JS354 + §H(S3 + 54)]

) -
X exp |(B]JS4S5 + §H(S4 + 55)]

i 1
X exp ﬁ[JSN_15N+§H(SN—1 +SN)]]

i 1
X exp ﬁ[JSNSl + §H(SN + Sl)]}
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Portanto, podemos escrever em termos da matriz de transferéncia

1 1
Zy(NT.H) = Y > (SIIT1S2)(Sa|T|S5)(S5|T|Ss)... (S| T S1)
{$1=1}  {Sn=1}
1

Zy(N,T,H) = Y (Si|TITIT1..17|Sy)
{51=1}
1

IN(N.T H) = ) (Si|TV]S))
{51=1}

onde usamos a relagao de clausura

o qual é um operador unitario. Portanto,

1
Zy(N,T,H) = Y (STN[S)) = Tr(TV)
{S1=1}

Um modo simples de calcular o trago é diagonalizar a matriz T através da equagao

Det(T — AI) =0

Portanto
eBUI+H] o—B7
0 = det (2.38)
a qual resulta em:
0 = (eﬁ[JHﬂ _ A)(eﬁ[J—H] —\) — e B =PI
0 = )\2—|—€2K Y (6K+h+€K—h) o 6_2K

0 = M —=x(""+e"") +2sinh 2K

1/2
A= (N 2 [ (R R )~ gsinh 2K |2
L kin | k- K+h | K—h\2 . 1/2
A= 5(6 +e )j:[(e + e —8smh2K} /2
N = efcoshh+ [62K cosh? h — 2sinh 2K} 12

Ny = efcoshh— [62K cosh? h — 2 sinh QK] 1/2
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Usando a propriedade do trago Tr(T™) = A + A\Y onde A; e Ay sdo os autovalores

de T. Portanto,

Zn(N,T,H) = MV + Y

N
Zn(N,T,H) = NV <1+1—N) (2.39)

Estamos interessados no limite termodinamico N — 0o e como A\; > A, neste limite,

o segundo termo ¢ desprezivel comparando com o primeiro, assim

Zn(N, T, H) = (e cosh b + [e2X cosh® h — 2sinh 2K]" ) (2.40)

Para o caso H = 0, a fungao de parti¢ao reduz ao caso obtido anteriormente

Zn(N,T,0) = (6Kcosh0+ COShzO—QsinhQK]1/2>N
Zn(N,T,0) = (eK + [e*K — 2sinh QK] 1/2>N

Zn(N,T,0) = (eK 4 Q2K L 6_21(} 1/2>N
I S
Zn(N,T,0) = 2N coshNK

Tendo obtido analiticamente a funcao de particao, todos as outras grandezas termo-

dindmicas também podem ser escritas em termo dela, tal como, a energia livre de Gibbs:

G(N,T,H) = —KTIhZ
2 ) 12\
G(N,T,H) = —KTln(e cosh i + [e** cosh® h — 2sinh 2K | )
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Portanto a energia livre de Gibbs é dada por:

G(N,T,H) = —NKgTln (e cosh h + [ K cosh?h — QSlnhQK] /2>
G(N,T,H) = —NKgTIn <€K cosh h + & [cosh2 h — 2¢ £ ginh QK} 1/2>
G(N,T,H) = —NKgTlne (Cosh h + [cosh2 em2K (2K _ e_gK)] 1/2)
G(N,T,H) = —NKpThe" (coshh + [cosh® h — —4K)}1/2>
G(N,T,H) = —NKpTle" (coshh + [ (cosh*h — 1) + €—4K>}1/2>
G(N,T,H) = —NKgTlheX (coshh + smh2 h+ 6_4K)}1/2)
G(N,T.H) = —NEzTK —In (cosh b+ [sinh? b+ 5] 1/2)
J s 12 _4K~\11/2

G(N,T,H) = —NKgT —NKBTln<coshh+[smh h+e )] )

KgT
G(N,T,H) = —NJ—-NKgTIn (cosh BH + [sinh2 BH + ¢~K)] 1/2)

A magnetizagao é dado por

sinh BH cosh BH
N oH cosh GH + [Sinh2 BH + e—‘“{} 12

sinh 6H 4 sinh BH cosh BH

(T, H) = /i 4%
7 cosh fH + \/smh2 BH + e 4K

para o caso em que H =0 — M(T,0) = 0, o modelo de Ising em uma dimensao néo tem
magnetizagao espontinea em temperatura diferente de zero, portanto nao ha nenhum
ponto critico nao trivial.

Vamos verificar o comportamento da magnetizagao para campo magnético muito pequeno

sinh 6H + sinh BH cosh BH

\/sinh? BH4-e—4K

m —=
cosh BH + +/sinh® BH + e—*K
L _pHL
m o= PH + BH)?+e— 4K _ﬁH+\/m
Pre®  14V0re®
I 6H+5He2K_6H[1+62K] _ BH[1+ €]

14+e 2K 14e2K e 2K(] 4 ¢2K)
M(T,H) = NpHe*/

A magnetizagdo tem um comportamento linear com o campo magnético, quando este é
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muito pequeno. Assim, a suscetibilidade para campo nulo é dada por

N
- 7 — 268J _ 2J/KgT
X OH Npe K BT6

2.3.3 Solucgao Exata do Modelo de Ising em Duas Dimensoes em

um campo Magnético Nulo

O modelo de Ising unidimensional é relativamente um problema simples para ser re-
solvido, porém para resolver em duas dimensoes ¢ altamente nao trivial. Foi somente
o genial espirito matematico puro de Lars Onsager(13) que foi capaz de encontrar uma
solugao analitica para o modelo Ising em duas dimensoes. Este entao da um exato con-
junto de expoente critico para a classe de universalidade d=2, n=1. O modelo de Ising
tridimensional permanece nao resolvido.

Portanto, Onsager mostrou que a magnetizagao, é dada por:

1/8

m = {1 [sinh(28J)]""} (2.41)

para T < T, e 0 para T" > T,, indicando a presenca de uma transicao de fase ordem-
desordem em campo zero. A condi¢do para a determinagao da temperatura critica na

qual esta transigao ocorre torna a ser

m = {1—[sinh(28.)] "}

}
0 = {1- [sinh(26.)] "}
1 = 2tanh(28J)

KgT, 2.269185

Q

Os expoentes criticos foram computados da solugao de Onsager:

a = 0(divergencia logaritmica)
1
s
_ T
7T
0 = 15
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A importancia da solucao exata em duas dimensoes é imensa, pois a partir dela,
podemos testar diversas aproximacoes, as quais, levaram a um grande avango na fisica

de muitos corpos.

2.3.4 Solugao Aproximada do modelo de Ising em 3 dimensoes

O modelo de Ising pode ser escrito como:

H=—J) 5.5 —-hY S (2.42)

<iyj>

S; e S; sao as variaveis de spin e a primeira soma se estende sobre os pares de vizinhos
mais proximos , J é a energia de interagao ou acoplamento de troca, h é o campo externo
aplicado ao sistema . Quando J > 0 e h = 0 ocorre fenémeno do ferromagnetismo pois
os spins tendem a se alinhar no mesmo sentido. Quando temos T = 0 tem-se a magne-
tizagao espontanea, com todos os spins apontando na mesma dire¢ao. Porém, quando
T # 0 magnetizacao espontanea diminui at’e atingir o valor zero em uma temperatura
chamada de critica .

Resolvemos o modelo de Ising em uma dimensao calculando a fungao de partigao canonica:

Z = Z exp(—FH) (2.43)
Si

A partir de Z, obtemos a energia livre de Gibbs do sistema, da qual pode ser derivada

todas as propriedades termodinamicas:

G=KpTInZ (2.44)

O Modelo de Ising em uma dimensao, nao apresenta transicao de fase desordenada
para uma fase ordenada em qualquer 7" # 0. Para o modelo de trés dimensoes, temos
técnicas de aproximacao, tal como, a aproximagao de campo médio em vérias versoes

( Pierre Curie-Weiss, Bethe-Peierls, Peierls-Bogoliubov, etc) e simulagao de Monte Carlo.
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2.3.5 Desigualdade de Bogoliubov

Definimos o operador:

V=H-1H,

onde H é o operador hamiltoniano que se quer estudar, e H, é o hamiltoniano tentativa,

isto €, o qual conhecemos a solugao exata, este deve ser o mais proximo possivel de H.

Por exemplo, no caso do modelo de Ising a Hamiltoniana tentativa pode ser escolhida a

ser um Hamiltoniano de um sistema de particula nao interagentes.

A funcao de particao e a média térmica sao definidas, em relagdo ao hamiltoniano

tentativa, da seguinte forma:

Zo= Y expl-BH] , (Ahy = 3 Aexpl-H,],
s ° s

podendo ser reescrita como:

Zy(A), = 3 Aexp[-fH,).
S

por outro lado, a funcao de partigao para o sistema H é dado por:

Z = exp[—BH]

onde podemos observar que:

Z = Zexp[—ﬁH] = Zexp[—ﬁv] exp|—fH,] = Z,(exp[—pFv]),

como 3 ¢é muito pequeno, expandimos usando a relagao matemaética:

sabendo que:

escrevemos,

2
T

(a?) > (z)°

62‘/2

<exp(—=BV) >y = <1-0V + 51

+ ... >0
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B <V?>

<exrp(—fV) >=1-0<V >+ 51

+.>21=-0<V>= exp(—f<V>)

assim teremos,

<exp(=pV) >o= exp(—8 <V >y).
Por outro lado, vimos que:

Z = Z,<exp(—pV) >,

assim teremos:

Z > Z,<exrp(—pV) >

aplicando o logaritmo e multiplicando ambos os lados por —KgT |, temos que:

[an Z an(] — 6 < V >] (_KBT) =

—KpTinZ < —KgTinZy+ KgTB <V > (2.50)

da definigao da energia livre de Gibbs, temos:

G<Go+ <H-—Hy>=1 (2.51)

Que ¢é a desigualdade de Bogoliubov. O lado direito fornece a energia livre de campo

médio. Quanto Hy mais se aproximar de H, melhor serd a aproximacao.

2.3.6 Aproximagao de Campo Médio Para o Modelo de Ising

N
H=—J) 5.8 —-hY S (2.52)
1

<i,j> i=
Utilizaremos para o hamiltoniano tentativa H,, uma soma de spins nao interagentes, em

que H; é o hamiltoniano para um spin. Assim,
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H,=Y H (2.53)

H, = —nS, (2.54)

onde n é o parametro variacional.

Sendo:

Zo =77 (2.55)

onde N ¢é o ntimero total de spins.

Sabendo que a funcao de particao é dada por:

Z =Y exp(—pH) (2.56)
assim, Z
Zy =Y exp(—BH) (2.57)
ou s;i==*1
Zy =Y exp(BnSi) = exp(Sn) + exp(—pn) = 2cosh(Bn) (2.58)

s;==+1

A fungao cosseno hiperbolica é positiva para qualquer ntmero real, ou, cosh (8n) =

cosh (-/31)

B8 oy

Reescrevemos a equacao, considerando que numa rede hiperctbica de N spins, temos

= tanh(Fn) (2.59)

(Nq/2) pares de spins mais proximos, dessa forma:

<H-H,>=-J» <ij><55>-(h—n)<Si> (2.60)

e considerando que < 5;5; > resultara na correlagao de pares, que para campo médio

nao resultara em variagao significativa, sabendo que < S; >o= m, teremos:
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< 5,8 >=< 8; >< §; >=m?

resultard em:

N
<H—Ho >o= _J7qm2_Nm(h_77)>

Substituindo no lado direito da desigualdade de bogoliubov, teremos:

Nq

UV=_G,— JTmQ—Nm(h—n),

onde

G, =—Kp.T.InZ, = —N.Kg.T.In[2cosh(n)]

(2.61)

(2.62)

(2.63)

Que da a energia livre aproximada, propiciando assim a determinagao de todas as pro-

priedades termodinamicas. Para eliminar o vinculo interno, minimizamos ¥ em relagao

a 1 ou seja, impondo que (0¥ /dn) = 0, dessa forma:

—Nm — NgJm(0m/0n)) — (h —n).N.(Om/dn) + Nm =0

ou seja,

n=Jgm+h

que é uma equagao auto-consistente para determinar m, se o campo externo h for

nulo. Perto da transicao a magnetizagdo m ¢ muito pequena, pois h = 0, T < T, como

n = Jgm temos que 1 ~ 0, de maneira que podemos expandir a equacao em uma série

de Taylor, e assim:

m = fn — %(ﬁn)g

ou,

m = BJgm — %(ﬂquf’

de forma que teremos:
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m = [w]m
(BJq)?

onde 1/2 é o expoente critico da magnetiza¢do. Quando m = 0, obtemos a temper-

(2.64)

atura critica T,, e 8. Jq = 1, chamando # J = K, temos:

K.=1/q (2.65)

2.3.7 Expansao de Landau

A teoria de Landau permite a determinacao da topologia dos diagramas de fase. Um
aspecto muito importante da teoria de Landau esta relacionado as simetrias do sistema
as quais se revelam nas simetrias da energia livre.(16) Em determinados sistemas mag-
néticos, a equivaléncia das subredes implica que a energia livre seja invariante pela per-
mutacao das magnetizacoes das subredes ou, equivalente, invariante pela troca de sinal
do parametro de ordem 7).

De acordo com a teoria de Landau, postulamos para a energia livre molar ¢(7', H,n),

pode ser escrita da seguinte forma:
g = ao + an’ + asn’ + agn’, (2.66)

sendo essa uma fung¢do par em 7 devido a simetria ¢(7',H,n) = ¢g(T,H,—n). Os
parametros a; sao fungoes lineares de T e H, sendo ag estritamente positivo. O parametro
de ordem 7 corresponde aos minimos absolutos do polinémio anterior. O ndimero de
fases em coexisténcia ¢ igual ao numero de minimos absolutos de g. Para determinar
as condicoes para existéncia de um certo numero de minimos, ¢ conveniente escrever a

energia livre da forma:

9= g0+ as(n) (2.67)

em que gg é o valor do minimo absoluto e ¥ (n) é um polinémio de sexto grau em 7.

Sendo que, os minimos de g se tornam as raizes duplas de ¥ (7).
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Como v é um polinémio de sexto grau, podemos entao ter no maximo a coexisténcia
de trés fases. Inicialmente deve-se determinar as condigoes de coexisténcia de trés fases.

Para isso é necessario que:

¥ =n*(n—mn0)’(n+m)* =n*(n* +n5)* (2.68)
sendo que:
- _9 e 2.69
g Mo € 6 Mo s ( )
ou:

2

a
s = —— e ay <0
4.a6

uma linha critica (duas fases identicas) é descrita por um polinémio 1 que possui uma

raiz quadrupla, isto ¢, ¥ = n*(n* + a?), de que concluimos que:

az =0 e ag>0 (2.71)

O ponto tricritico (trés fases idénticas) corresponde a uma raiz séxtupla, de modo que
1 =n%, de que se conclui que as = ay = 0.

Para determinar a magnetizagdo m = —dg/0H, vamos supor que os coeficientes a;
dependam linearmente de T e H. Dessa forma até ordem quadratica em n obtemos m=
co — con?, em que ¢y e ¢y a0 constantes. A variavel £ = m, — m, esta relacionada com
1o por & = cani. Mas, de acordo com: §* = —2n§ e 2 = 7, 79 se comporta como:

ag

o~ ag |7 (2.72)

o que resulta:

50 N‘ Qy | (273)

ou seja & se aproxima linearmente do ponto tricritico, o que justifica o resultado:

T =T, | (2.74)

onde T}, a temperatura do temperatura do ponto tricritico. Sendo & a variavel que dé o

comprimento das linhas de coexisténcia.(16)
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Capitulo 3

Modelo Ising de Spins Mistos com
Interacao Aleatéria de Campo
Cristalino via Método Variacional de

Peierls-Bogoliubov

3.1 Introducao

Materiais ferrimagnéticos tem sido objeto de grande interesse devido a sua importancia
nas aplicagoes tecnolégicas em gravagoes magneto-opticas de alta densidade. Também hé
um grande interesse do ponto de vista puramente académico, pois o modelo que descreve
um ferrimagneto esta entre os mais simples que apresenta comportamento tricritico. Este
modelo ¢ o modelo de Ising de spins mistos (o = £5 ¢ S = +1,0).

Independente de sua relevancia para a descricao de materiais ferrimagnéticos, o
modelo de spin-misto é interessante do ponto de vista teorico, pois este modelo é conve-
niente para estudos dos efeitos da nao-homogeneidade no diagrama de fase, e no com-
portamento multicritico dos sistemas magnéticos. Até entao, alguns poucos resultados
exatos(18) e algumas aproximagoes(19; 21; 22; 23; 18; 9) fornecem uma boa ilustragao do

diagrama de fase do modelo de Ising de spins mistos na presenca de campo cristalino. No
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S T

Figura 3.1: Modelo de um Ferrimagneto em uma rede bidimensional dividida duas sub-
redes interpenetrantes equivalentes A (circulo cheio preto)e B(circulo vazio), onde os
primeiros vizinhos estao localizados em sub-rede diferentes, e os sequndos vizinhos estao
na mesma sub-rede. A energia de intera¢ao entre os primeiros vizinhos € —J e a intera¢ao

entre os sequndos vizinhos € J'.

modelo Ising de spins mistos, os spins ¢ = :I:% e S = #£1,0 estao distribuidos nos sitios
de duas sub-redes inter-penetrantes (A , B). Os spins 0 = j:% estao localizados nos sitios
da sub-rede A e os spins S = £1, 0 na sub-rede B. A interagao entre os spins de primeiros
vizinhos ( o4e Sp) pode ser ferromagnética ou antiferromagnética. As interagoes entre os
spins de uma mesma sub-rede (segundos vizinhos o; e o; , S; e Sj) podem ser incluidas,
e este fato tem demonstrado ser 1til para estudar outros aspectos do do modelo de spins
mistos e do ferrimagnetismo. O modelo de Ising de spins mistos com anisotropia de fon
tnico constante (D), onde no caso de D > 0, o campo cristalino favorece o estado S; = 0, a
competicao entre o termo de anisotropia e o termo de troca ferromagnética induz o aparec-

imento de um ponto tricritico. Este modelo tem sido estudado através de varios métodos
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aproximados, tais como, teorias de campo efetivo com correlagoes(19; 20; 22; 21; 23),
grupo de renormaliza¢ao(24), aproximagao de Bethe-Peierls(25) e simulagdo de Monte
Carlo(26). Todos esses métodos apresentam uma temperatura critica diferente quando
o campo cristalino é zero. Nesta dissertacao, o interesse ¢ o de estudar o diagrama de
fase do modelo de Ising de spins mistos com anisotropia aleatéria de campo cristalino.
Sera considerado como uma primeira aproximacao, apenas as interagoes entre pares de
spins primeiros vizinhos, os quais sao conectados pela interacao de troca ferromagnética
J > 0. A anisotropia de fon tnico esta distribuida aleatoriamente nos sitios da sub-rede
B.

O estudo deste modelo com anisotropia aleatéria tem sido feito por Salinas e
colaboradores(6) utilizando campo médio na versao de Curie-Weiss e Bethe-Peierls. Neste
estudo estamos recorrendo a uma aproximagao de campo médio baseada no principio
variacional de Peierls-Bogoliubov e da expansao de Landau para sistema no equilibrio,
onde a energia livre deve ser expandida em termos dos invariantes do parametro de
ordem. Através desses estudos investigamos o aparecimento de um pontos tricriticos, no

diagrama de fases temperatura T contra interagao de campo cristalino D.

3.2 O modelo e a aproximacao de campo médio

O modelo pode ser descrito pelo seguinte Hamiltoniano

H:—JZS]UZ+ZD]S]2—H(ZS]+ZUZ) y (31)
(,9) J J i

onde J ¢ a constante de acoplamento, D; ¢ a interacao aleatoria de campo cristalino e
H ¢ o campo externo. A variavel de spin S; tém os valores +£1 ou 0 e 0; = £1/2. Para
D; > 0, o campo cristalino favorece os estados S; = 0, a competicao entre a anisotropia
e o acoplamento ferromagnético leva ao aparecimento de um ponto tricritico.

Para analisar os efeitos da desordem, consideramos uma distribui¢ao binaria de pro-

babilidade associada a varidveis aleatérias dada por:

P(Dj) = pd(Dj) + (1 = p)d(D; = D), (3.2)
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Figura 3.2: Rede bidimensional dividida em duas sub-redes interpenetrantes equivalentes
a (circulo cheio preto) e B(circulo vazio), onde os primeiros vizinhos estao localizados
em sub-rede diferentes, e os segundos vizinhos estdao na mesma sub-rede. A energia de

interagao entre os primeiros vizinhos é J

onde o primeiro termo pd(D;) indica que uma fracdo p de spins na sub-rede B estao
livres da acao da anisotropia cristalina de fon tinico. Da mesma forma, o segundo termo
(1 -p)d(D; — D) indica que uma fracdo (1 — p) de spins estao sob a agdo da anisotropia
de intensidade D, a qual pode ser responsavel por uma transi¢ao de fase dentro da fase
ferromagnética.

Para estudar transi¢oes de fases temos duas opgoes. A primeira é resolver os modelos
exatamente, obtendo temperatura critica, expoentes criticos e as propriedades termodi-
namicas, porém solugoes exatas de modelos que representam sistemas fisicos, em geral
nao existem. Somente os modelos mais simples possuem solugoes exatas, em uma e
duas dimensdes, tal como o modelo de Ising(10). A solugdo em uma dimensao rendeu

a Ernest Ising uma tese de doutoramento, muita fama (o modelo de Ising ¢ o mais
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usado e o mais conhecido) e uma frustragao, pois o seu modelo, em uma dimensao, nao
explica a magnetizagao espontanea nos ferromagnétos para o qual foi proposto. Por outro
lado, a solugao em duas dimensoes obtida por Lars Onsager(13) representa um dos mais
importante resultado da fisica tedrica. A segunda opgao para estudar transi¢oes de fases
¢ utilizar as diversas aproximagoes, tais como, diversas teorias de campo médio, grupo
de renormalizagao, expansao em série, etc.

Portanto, neste trabalho, vamos utilizar a aproximagao de campo médio via principio
variacional baseado na desigualdade de Bogoliubov. Assim, seguindo o esquema da apro-
ximagao de campo médio via um principio variacional que esta baseado na desigualdade

de Peierls-Bogoliubov, temos a desigualdade
G(H) < Go(Ho) + (H = Ho)y =, (3.3)

onde G(H) e Go(H,) sao energias livre associadas a dois sistemas definidos pelos Hamilto-
nianos H( a Hamiltoniana do sistema) e H, (a Hamiltoniana tentativa) respectivamente.
A média térmica deve ser tomada em relagao a uma distribui¢do canonica associada ao

Hamiltoniano H,. Escolhemos o Hamiltoniano tentativa

HQZZDiSZZ—nZSZ'—’}/ZUj, (34)
i i J

onde 7 e v s@o dois parametros variacionais arbitrarios. A fun¢do de parti¢ao de (3.4)

fica da seguinte forma
Zo = {[1 4 2 exp(—BD;) cosh(n)]V/?[2 cosh(Gv/2)]V/?} . (3.5)

Portanto, a energia livre ¢ dada por

Gal(Ha) =~ {1+ 2exp(~6D) cosh(Bn)2cosh(B1/2)]} . (36)
(H — Ho) = —JAN (Si0;)g —~ HS ({09 + (o00) + 0y (S0 + 73 (o3dy (37

com as seguintes médias térmicas para as variaveis de spin

) 2ep(=AD) snh(5)
Y0 1+ 2exp(—BD;) cosh(Bn)

(3.8)
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(0,)0 = %tanh(m/z) , (3.9)

B B 2 exp(—FD;) sinh(5n)
(Sioj)o = (Si)o (0j)g = [1 + 2 exp(—BD;) cosh(f3n)

Temos entao a energia livre por particula

} %tanh(m/z) | (3.10)

(T, Dy, H,N;n,vy) = —%111{[1+QGXP(—ﬁDi)Cosh(ﬁn)][Qcosh(ﬁv/Q)]}

o (2o sy
1+ 2exp(—BD;) cosh(fn)

H 2 exp(—pD;) sinh(8n)

2 Kl + 2 exp(—3D;) cosh(3n)

) tanh(57/2)

- ) + %tanh(m/g)]
+g ( 2 exp(—BD;) sinh(5n) )

i
1+ 2exp(—BD;) cosh(5n) + 7 tanh(57/2) -

4

(3.11)

A expressao (3.11) representa apenas um limite superior para a energia livre do sistema.
Portanto, minimizando (3.11) em relagao aos parametros variacionais 7 e 7, encontramos

a energia livre por particula na aproximacao de campo médio
1
gom = _mlnq)(T>Dl>H7N7na7) ) (312)
N nn

que corresponde ao menor limite superior proporcionado pela desigualdade de Bogoli-
ubov. Os parametros variacionais 1 e v dependem de m; e my respectivamente(sendo

que my e my s@0 as magnetizagoes das sub-redes), por meio das seguintes equagoes
n=zJm +H, (3.13)

fy:sz2+H y (314)

onde z = 2d, logo podemos obter a seguinte expressao para a energia livre por particula
1
ey = Jdmimg — B In{[1 + 2 exp(—BD;) cosh(BzJmy + H)]

x[2 cosh(%ﬂz&]mg + %ﬁH)]} . (3.15)

3.3 Expansao de Landau

Antes de fazer a expansado de Landau em (3.15), vamos primeiro fazer H = 0,

gom = Jdmymgy — % In{[1 + 2 exp(—/5D) cosh(BzJmy)][2 cosh(BzJms)]} (3.16)

42



Agora fazendo a média sobre a desordem, temos:
g = /P(Dj)gCMdDj
g = [3(D)+ (1= p)3(D, = D) Jamum,
— 55 Infl1 + 2exp(~3D) cosh(3=Tmy )2 cosh (3= Tma) 14D,

resultando em

g = Jdmimy — %p In{[1 + 2 cosh(BzJm1)][2 cosh(BzJm3)|}

1
— ﬁ(l —p) In{[1 + 2exp(5D) cosh(BzJm,)][2 cosh(BzJms)]} , (3.17)
Minimizando (3.17) com relagdo a m; e ms, temos as magnetizagoes de sub-rede
1 1
m =g tanh(gﬂjzmg : (3.18)

_ exp(—fD)sinh(3Jzm,)
7 1+ exp(—BD) cosh(BJzm;)’

Agora vamos substituir (3.18) ou (3.19) em (3.17), a fim de obtermos uma energia

(3.19)

livre em fungao de apenas um tnico parametro de ordem, tal que

1 1
g = §Jz tanh(kzmsg)mg — ﬁp In(2(1 + 2 cosh(kz tanh(kzms))) cosh(kzms))

%(1 — p) In[2(1 + 2e® cosh (kz tanh(kzmy)) cosh(kzmy))] (3.20)

Como a energia livre é uma fungao analitica nas vizinhangas da criticalidade(9), entao

podemos fazer uma expansao de Landau a campo nulo (H = 0)
g(T, D, H = 0;m) = aog(T, D) + ax(T, D)m® + as(T, D)m* + as(T, D)m® +--- | (3.21)

onde os coeficientes a,, da expansao, os quais dependem da temperatura 7" e do campo

cristalino D, sao dados por

1
T2k p(—l{:4z4+§k2z2)

_ 4 2
2 = 73 243
1 (=BD) 1.4 4 1 (—BD)\ 1.2 .2
1 I=p)(se E* 24+ - (1+2e ) k*2%)
— = 4 2 (3.22)
g B(1+2e8D)) '
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Qy

g =

_|__

_Jz4k3+i(1—p)(ie‘ﬁDkﬁ‘Z‘l%—%(1+26_5D)k2z2)6_ﬁDk4z4
96 ' 256 B(1+2eFD)?
p(ik4z4+%k222)k4z4+p(ik4z4+%k2z2)k2z2
2304 5 384 3
1 (1=p)(3e PPk 24+ 11+ 27 P)k2 22)k? 22

+2e”

128 B(1+2 ﬁD)

1 (1-p)(A+2e P k12t — g e PPRO 0 4 e PP RS 2P)
B(1+2ehP)

( 1]€626+1]{2828—|— k4 4)

_ (3.23)

2883

p(3k* 24+ 3 k222 k* 2 N 1 (1—p)ePPE8 28
27648 3 73728 B (L + 2¢-PD)?
7 (1—plePPEb S0 N J 25 KS
0216 B(1+2ePD) 960
I (1=p)(s(1+2ePP)kt2t — L e PPES 20 4 L e PP kB 28) e PP it 24

2304 B(1+2e8D)2
(]{Z4Z4+ ]{72 2)]{388 7 (]{74Z4+ /{32 2)]{266
221184 3 82944 3
p(—%k626+&]{3828—|—%]€424) ]{2424 1 (1_p)€—2ﬁDk8Z8
20736 3 6144 [ (1+2e-0D)3
1 (1-p) [24116 5Dl{:828+ (1+26_5D)k6z6]
2830 31+ 2e ﬁD)
(1 B p>[256 —BD ]{710 10 + L 1024 e —BD ]{712 12]
B(1+2e D)
1 (1—p)[EQ+2e P kit — LePPES 6 4 Lo PD |3 8] 12 22
1152 B(1+ ze—ﬁD)
p(—%k6z6+ék828+%k4z4)k2z2 5 (1—p)ktzt
3456 (5 9216 G (1 + 2e-8D)
p(% ]{78 2’8 + % ]{26 Z6 + 1024 ]{712 12 22556 ]{710 10) 04
8640 (5 (3:24)

Como sabemos da teoria fenomenologica de Landau para sistemas magnéticos todos os

termos impares da expansao sao nulos devido a simetria do sistema.
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3.4 Calculo das Susceptibilidades

A susceptibilidade magnética representa a resposta do sistema a uma variagdo no campo
magnético, por isso, é conhecida como a fungao resposta do sistema. Portanto, para o

nosso caso de spins mistos, temos duas magnetizagoes de sub-redes:

1 1
my = §tanh(§ﬂjzm2 +H),

_exp(—pD)sinh(BJzm; + H)
2= exp(—BD) cosh(BJzmy + H)’

onde suas derivadas primeiras em relagao ao campo magnético, fornecem as suscepitibi-

lidades, x1 € xo:

9
X1 = (;;;HH 0- (3.25)

(),
X2 = OH H=0-

Assim, obtemos:

a
X1 = TX2+1

X2 = bxi+c.

onde a, b e ¢ sao dados pelas seguintes expressoes:

1 2m2
— Zsech?
a 5 5€c (—— T )
b 8 e~ P/ cosh(12 16 = 2P/7 sinh?(4m1)
-~ T[1+42e D/ cosh(221)]  T[1+2e P/ cosh(2)2]2

2P/ cosh(4m
1+ 2eD/7 cosh(2

4¢P/ sinh?(42L)

) B [1 4 2e=P/7 cosh(222)]?

Resolvendo o sistema de equacao, ganhamos uma expressao para xi1 € X2 em fun¢ao da
temperatura e da anisotropia de campo cristalino, isto é:

a [4(6 +¢)
4T —ab

T
Xz = T—ab[b+c]'

X1 + 1]
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Capitulo 4

Resultados e Conclusoes

4.1 Introducao

Neste capitulo discutiremos o diagrama de fase e as propriedades termodindmicas obtidos
do Modelo Ising de Spins Mistos com Interagao Aleatoria de Campo Cristalino via Método

Variacional de Peierls-Bogoliubov. Para este modelo consideramos a Hamiltoniana:
H o= —JY Sjoi+ > DSE—HO S+ a),
(6,3) J J i

onde J ¢ a constante de acoplamento, D; ¢ a interagao aleatéria de campo cristalino e
H ¢ o campo externo. A variavel de spin S; tém os valores +1 ou 0 e 0; = £1/2. Para
analisar os efeitos da desordem, consideramos uma distribui¢ao binaria de probabilidade

associada a variaveis aleatorias dada por:
P(D;) = pé(D;) + (1 = p)o(D; — D),

onde o primeiro termo pd(D;) indica que uma fracdo p de spins na sub-rede B estao
livres da acao da anisotropia cristalina de fon tinico. Da mesma forma, o segundo termo
(1 —p)o(D; — D) indica que uma fracao (1 — p) de spins estao sob a agao da anisotropia
de intensidade D.

Através dos célculos de campo médio baseado no principio variacional de Peierls-
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Bogoliubov obtemos a energia livre, dada por:

1
g = §JZ tanh(kzmsg)mg — ﬁp In(2(1 + 2 cosh(kz tanh(kzms))) cosh(kzms))

_ %(1 — p) In[2(1 + 2e® cosh (kz tanh(kzmy)) cosh(kzmy))]

Para estudar a transicao de fase utilizamos a expansao de Landau para a energia livre,

onde obtemos os seguintes coeficientes pares:

5p (L k2t 4 3 k2 22) K 1 ) 1 (1—p)ePPkS 28
27648 3 73728 B (1 + 2¢ D)2
7 (1—plePPEb S N J 25 KS
9216 G(1+2¢ D)2 960
1 (1—p)((1+2ePP)krzt — Le PPES 26 4 L e PP |8 28) e PP it 24

ag = —

2304 B (14 2e8P)2
( ]{7424—0— ]{72 2)]{388 7 ( ]{Z4Z4+ /{32 2)]{266
2211846 829446
N p(—g KO0+ S k828 + Skt o) K 2 1 —p)e D |8 28
20736 3 6144 [ (1+2ePP)3
- 1 (1-p) (2}1 o—0D 1.8 ,8 +1 (1 426 BD) S 26 22556 e=BD [10 410 1024 e=0D |12 ;12
2880 B (14 2e8P)
N 1 (1-p) [% (1+2e D)4 24 — %e‘ﬁD ES 26 + é e PP |8 28] k2 22
1152 B(1+2eD)
) ( k6Z6+1kszs+ LA 4)/<:22 5 (1—p)ktt
3456 3 9216 I} (1 +2 e_ﬁD)
- p(% kS 28 4 % k6 26 4 1024 12 512 22556 10 210) @)
8640 3 '

_Jz4k3+i(1—p)(ie‘ﬁDkﬁ‘Z‘l%—%(1+26_5D)k2z2)6_ﬁDk4z4

96 256 B (14 2e8P)2
(]{Z4Z4+ ]{72 2)]{244 ( k4z4+ ]{72 2)]{722

2304 3 + 3845

L L Qop) GRG0 20Dk )R

128 6(1+26 ﬂD)
1 (1-p)(5(Q+2e Ptz — 2 PPEO 20 4 L e PP | 28)

3(1+2eD)
p(—5 k025 + L k828 + 3kt 24)
288 3

ays =
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1
T2k p(—l{:4z4+§/{:222)

_ 4 2
2 = 73 243
1 (=BD) 1.4 A4 1 (—BD)\ 1.2 .2
l(l—p)(ie k‘Z—l—§(1—|—26 ) k*2%)
-8 B (1+2e-PD)) 43)

4.2 Diagrama de Fase

Nesta se¢ao vamos estudar o diagrama de fase (linha de segunda ordem, linha de primeira
ordem, pontos tricriticos e pontos critico terminal), os quais sdo obtidos da solugao
numérica dos coeficientes ( ax(T, D, p), as(T, D, p) e as(T, D, p) da expansao de Landau,
dadas pelas equagoes (4.3), (4.2) e (4.1) respectivamente.

4.2.1 Diagrama de Fase para o caso p =0

A solugao analitica do segundo termo (4.3) da expansao de Landau ay = 0 nos fornece a

2
()
T2

A solugao numérica da equagao (4.4), com a4 > 0 (a estabilidade termodinamica da

seguinte expressao para o caso p = 0:

D=TIn

(4.4)

linha critica depende do sinal de a4), fornece a linha de transi¢ao de fase de segunda
ordem.

Para o caso D = 0, valor que encontramos para a temperatura critica ¢ T, = %\/6 Por
outro lado, a localizagao do ponto tricritico ¢ dada pela solugao simultanéa das equagoes
as = aq4 = 0, e com ag > 0, esta condi¢ao fornece a estabilidade do ponto tricritico. Os
valores encontrados para a localizacao do ponto tricritico sao os seguintes: T; = 0, 8945
e D, = 1,8598.

Na figura 4.1 apresentamos o diagrama de fases (no plano kg7'/.J contra D/J) para
o caso p = 0.

A curva da figura 4.1 separa duas fases, a fase ordenada (ferromagnética) na regiao abaixo
da curva, e a fase desordenada (paramagnética) regiao acima da curva. No caso p = 0,

todos os spins da sub-rede B estao sujeitos a acao do campo cristalino com magnitude
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Figura 4.1: Dependéncia da anisotropia em relagcao a temperatura para o caso puro,
p = 0. A linha cheia representa a linha de transi¢ao de fase de sequnda ordem, e a linha
pontilhada representa a linha de primeira ordem. O ponto escuro (Pr) representa o ponto

tricritico.

D. O campo cristalino com D > 0 favorece ao estado S = 0. Portanto, neste caso temos
a seguinte situacao:

- Todos os pares primeiros vizinhos estao acoplados ferromagneticamente através da in-
teracao de troca J > 0, o qual em T" = 0 faz todos os spins se alinharem paralelamente,
apesar do campo cristalino na sub-rede B tender desorganizar o sistema, porém o sistema
apresenta com magnetizagao maxima.

- Na regiao de baixas temperaturas a anisotropia de campo cristalino é grande. A com-
peticao entre a interacao de troca atuando em todos os pares de primeiros vizinhos e o
campo cristalino (anisotropia de ion tunico), atuando somente nos spins S da sub-rede
B, leva a uma transi¢ao de fase de primeira ordem, onde duas fases coexistem ( a fase

ordenada e a desordenada) com a mesma energia livre.
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- Na regiao de altas temperaturas a anisotropia de campo cristalino é pequena, a com-
peticao entre a interagao de troca e a temperatura é mais importante, e desta forma
a agitacao térmica leva a uma transicdo de fase continua. Assim, o ponto que se-
para a linha de primeira ordem da linha de segunda ordem ¢é dado pelo ponto tricritico
(D; = 1.8598, T, = 0,8945).

Em resumo, neste caso p = 0 (caso puro), observamos que hé linhas de transigoes
de primeira e segunda ordem separadas por um ponto tricritico, P;. Observa-se que hé
uma fase ordenada (ferromagnética)e uma fase desordenada (paramagnética), sendo que
ambas sao separadas pelas linhas de transi¢oes. Para altas temperaturas, encontramos

a temperatura critica em D = 0, T, = 1.63299. Sendo o ponto tricritico dado por

T, =0,8945 e D; = 1,8598.

4.2.2 Diagrama de Fase para o caso 0 < p < 0.1

Neste caso, a figura (4.2) mostra que para altas temperaturas, o sistema apresenta o
mesmo comportamento do caso em que p = 0. A linha cheia separa duas fases, a fase orde-
nada (ferromagnética), na regido abaixo da curva e a fase desordenada (paramagnética),
acima da curva, terminando em um ponto tricritico (D; = 2,01012 , T, = 0,8091). A
partir do ponto tricritico, com diminuigao da temperatura (aumento da importancia da
interacao de troca J)) e do aumento da anisotropia de campo cristalino (aumenta a im-
portancia).
Devido a estas competigoes ordem (.J) e desordem (D, T') e com a mudangas nas importan-
cias de cada termo na hamiltoniana, a transicao de fase de segunda ordem da lugar a
uma transicao de primeira ordem da fase ordenada para a fase desordenada. Aqui temos
uma quantidade p de spins fora da influéncia da anisotropia de campo cristalino e outra
1 — p tendendo ao estado S = 0. A transicao de fase de primeira ordem termina em um
ponto tricritrico estavel (73 = 2.01089 , D; = 0.3895), como mostra a figura (4.2).

Para temperaturas mais baixas, a anisotropia de campo cristalino aumenta em magni-
tude e em importancia levando o sistema a uma transi¢ao de fase dentro da fase ordenada,
a qual chamaremos de fase ordenada ferro I e fase ordenada ferro II. Como mostra o dia-

grama (4.2), abaixo da a linha pontilhada temos a fase ferromagnética I (ferro 1), a fase
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Figura 4.2: Dependéncia da anisotropia em relagao a temperatura para p=0.04. A linha
cheia representa a transicao de fase de sequnda ordem, a linha pontilhada representa
linha de primeira ordem. Os pontos (P;) representa ponto tricritico estdvel, (P.) € o

ponto critico final e (P.s) é o ponto critico simples.

de alta densidade. Nesta fase, devido a anisotropia de campo cristalino ser um pouco
menor do que na fase ferro I, temos mais spins S com momento magnético maior que
zero, e também ha uma quantidade maior (de um a nove por cento) de spins S fora da
influéncia da anisotropia cristalina. Por outro lado, acima da linha, com D maior, o sis-
tema tem uma maior quantidade de spins S com momento magnético zero, pois sabemos
que a anisotropia D favorece o estado S = 0, portanto temos uma fase ferromagnética de
baixa densidade. Esta transi¢ao termina préoximo de 7' = 0, em um ponto critico simples,
como mostrado no diagrama (4.2).

Na fase ferro II, acima da linha pontilhada, com um D fixo, um aumento da tempe-
ratura faz o sistema sofrer uma transicao de fase de segunda ordem, da fase ferro II para
a fase paramagnética. Este comportamento permanece para valores grande de D.

Em sintese, neste estensao de valores de p, isto é, para 0 < p < 0.1, o sistema

apresenta comportamento tricritico, e um rico diagrama de fase, como mostrado na figura
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(4.2). O diagrama de fase apresenta transi¢ao de segunda ordem (ferro-para) na regiao
de alta temperatura e baixa anisotropia. O crescimento da anisotropia faz aparecer o
comportamento tricritico. Linha de segunda ordem da lugar a linha de primeira ordem, os
quais sao separadas por pontos tricriticos. Na regiao de baixa temperatura e aumento de
D a linha de primeira ordem separa duas regides ferromagneticamente ordenadas (ferro
[-ferro II). Esta transi¢ao persiste até a temperatura proxima de zero. A fase ferro II se

desordena com o aumenta da temperatura através de uma transicao de segunda ordem.

4.2.3 Diagrama de Fase para o caso 0.1 <p <1

. P=0.1

1.6

08 , —, 12
KBT/J

Figura 4.3: Dependéncia da anisotropia em rela¢ao a temperatura para p=0.1. A linha

cheia representa a transicao de fase de sequnda ordem.

Valores de p na estensao 0.1 < p < 1, indica que um ntmero grande de spins
S ficam fora da acao da anisotropia de campo cristalino D. De dez a noventa e nove
porcento dos spins ficam somente sobre a influéncia da interagao de J e da temperatura.
Assim, o comportamento tricritico desaparece, como mostrado na figura (4.3). Portanto,
o diagrama de fase mostra somente transicao de fase de segunda entre entre as fases

ordenada (abaixo da curva) e a desordenada (acima da curva). Aqui, devido um grande
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namero de spins S nao sofrer a agao da anisotropia de campo cristalino, a dinamica da
transicao de fase é governada pela competicao da interagao de troca J e da temperatura 7.
Portanto, a transi¢ao é sempre de segunda ordem, mesmo na regiao de baixa temperatura

e de D grande.

4.3 Propriedades Termodinamicas

Nesta secao vamos exibir os nossos resultados referentes ao comportamento da
magnetizagao versus a variagao da temperatura, e principalmente em relacao as mudangas
nos valores da anisotropia de campo cristalino.

Diversos materiais magnéticos(Fy, C,, etc) apresentam-se magnetizados (magnetiza-
¢ao espontanea) em temperaturas maiores do que a temperatura ambiente, indicando
que as suas temperaturas criticas sao maiores do que a ambiente. Na realidade, nesses
materiais, a magnetizagao espontanea esté distribuida em diversos dominios orientados
aleatoriamente ao longo do volume do material, de maneira que a magnetizacao resultante
é zero. A aplicagdo de um campo magnético rompe tais dominios, fazendo aparecer uma
magnetizagao na direcao do campo aplicado, a qual cresce até atingir a saturagao. Ao
desligar o campo magnético, a magnetizagao nao volta ao zero inicial, permanecendo ma-
gnetizado, e esta magnetizacao resmanescente que ¢ a famosa magnetizagao espontanea
dos materiais ferromagnéticos. Se esse processo for realizado em temperatura maiores do
que zero, a magnetizagao espontanea cresce coma a diminui¢ao da temperatura, atingindo
o seu valor maximo em 7" = 0. Por outro lado, o crescimento da temperatura leva a de-
crescimento da magnetizacao, a qual atinge o valor zero na temperatura critica. Dessa

forma, esses materiais tornam-se paramagnéticos acima dessa temperatura critica.

4.3.1 Comportamento Termodinamico da Magnetizagao na regiao

de Transicao de Fase de Segunda Ordem

A figura (4.4) exibe o comportamento da magnetizagdo em fun¢ao da temperatura e da

anisotropia de campo cristalino. Nesta regiao (p =0 e D = 0), a transigao de fase é de
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Figura 4.4: Dependéncia da magnetizacao das sub-redes My, My e a magnetizacao total

M;em relagao a temperatura para o caso puro, p=10 e D = 0.

segunda ordem, e este comportamento esta explicito nas curvas das magnetizacoes, as
quais vao a zero continuamente. Nesta regiao todos os spins das duas sub-redes estao
somente sob a agao da interagao magnética de troca J > 0, desta forma em 7" = 0 todos
spins encontram-se alinhados paralelamente, exibindo assim uma magnetizacao maxima.

Por outro lado, quando a temperatura cresce, aparece uma competicao entre J e 7T'.
A temperatura faz aumentar a agitagao térmica do solido magnético, a qual dificulta o
alinhamento paralelo entre os spins, diminuindo assim o valor da magnetizacao. Para
regiao de altas temperaturas, a agitacao térmica ¢ mais importante do que a energia de
troca, fato este que leva a magnetizagao ir a zero em um certo valor critico da temperatura
(T2).

Portanto, somente com a competicao entre estes dois parametros J e T, a transicao
de fase é de segunda ordem, levando o sistema da fase ferromagnética para a fase para-
magética de forma continua. A figura (4.5) mostra o comportamento da magnetizagao
versus a temperatura para um valor fixo da anisotropia de campo cristalino D = 0.01.

Essa magnitude de campo cristalino nao é suficiente para mudar o carater da transigao
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Figura 4.5: Dependéncia da magnetizacao das sub-redes My, My e a magnetizacao total

M; em relagao a temperatura para o caso purop =0 e D = 0.01.

de fase de segunda ordem para a de primeira ordem. Portanto, nessa regiao (p = 0,
D = 0.01), a transi¢ao de fase é ainda de segunda ordem como mostra a curva da ma-
gnetizacao que vai a zero continuamente. O tnico efeito produzido pelo pequeno campo
cristalino é o de diminuir a temperatura critica (7, =). Este efeito é esperado, pois agora
(p =0, D =0.01), temos todos spins da sub-rede B sob agdo de uma pequena anisotropia
cristalina, a qual é um ingrediente novo na competi¢ao ordem-desordem. A anisotropia
de campo cristalino atua para destruir a ordem, portanto neste caso de uma pequena
magnitude, seu efeito é o de somente diminuir a temperatura critica.

Este comportamento do campo cristalino em diminuir a temperatura critica é realcada
na figura (4.6), onde um valor maior da anisotropia mostra claramente uma diminui¢ao
na temperatura critica.

Novamente, com p = 0 e D = 0.5, todos os spins na sub-rede B estao sujeito a
agao da anisotropia. Apesar do grande aumento na anisotropia, esta magnitude ainda é
insuficiente para mudar o carater da transicao de fase de segunda para primeira ordem.
Portanto, o tnico efeito mostrado foi mudar a magnitude da temperatura critica, a qual

mudou de 7, = 1.632 para T, = 1.5299.
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Figura 4.6: Dependéncia da magnetiza¢ao das sub-redes My, My e a magnetizagao total

M, em relagao a temperatura para o caso puro, p=0 e D = 0.5.

4.3.2 Comportamento Termodinamico da Magnetizagao na regiao

de Transicao de Fase de Primeira Ordem

A figura (4.7) mostra o comportamento da magnetiza¢do versus temperatura, com o
parametro fixo da anisotropia de campo cristalino (p = 0 e D = 1.9). Nesta regiao a
transicao é primeira ordem, a qual pode ser confirmada pelo comportamento da magne-
tizagdo( mq, mo, € m = (my + mg)/2, que ¢ muito diferente dos casos apresentados nas
figuras (4.4), (4.5) e (4.6) na regido de transicao de fase de segunda ordem.

Nesta regiao (p = 0 e D = 1.9) o valor da anisotropia de campo cristalino é muito
grande. Como sabemos, no caso p = 0, todos os spins da sub-rede B estao sujeitos a
acao da anisotropia de campo cristalino, assim como D > 0 favorece o estado S = 0,
o comportamento de my ¢é diferente de m;, caindo para zero muito mais rapido do que
my. Dessa forma, o comportamento nao é monotonicamente decrescente, indicando que

de fato esta é uma regiao de transicao de fase de primeira ordem.
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Figura 4.7: Dependéncia das magnetizagoes das sub-redes My, My e a magnetizagao total

M; em relagao a temperatura para o caso puro, p=0 e D = 1.9.

4.3.3 Susceptibilidade Magnética

A susceptibilidade magnética é definida por y = dm/0h. Em materiais paramagnéti-
cos (sem interagdes entre os momentos magnéticos), a susceptibilidade a campo zero
varia inversamente com a temperatura (lei de Curie), valida para todas as temperatu-
ras. Por outro lado, em materiais ferromagnéticos, ela é observada a divergir quando a
temperatura chega em T, seguindo uma lei de poténcia x(7T") ~ (T'—T.)~7, onde v esta
tipicamente entre os valores 1.3 e 1.4.

Neste trabalho, calculamos a susceptibilidade magnética em fungao da temperatura
e da anisotropia de campo cristalino. Na figura (4.8) exibimos a susceptibilidade ver-
sus a temperatura para p = 0 e D = 0. Tomando a regiao de altas temperaturas
(fase paramagnética), o diagrama indica que a susceptibilidade cresce com o inverso da
temperatura, isto ¢, a medida que caminhamos na dire¢ao de menores valores da tempe-
ratura a susceptibilidade cresce. Ao se aproximar da temperatura critica esta grandeza
experimenta uma divergéncia, indicando que h& uma transicao de fase. Desta forma, a
susceptibilidade magnética pode ser considerada como uma assinatura da transicao de

fase, pois em T, ela apresenta uma forte divergéncia. Na regiao abaixo de T, a susce-
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Figura 4.8: Dependéncia Susceptibilidade em rela¢ao a temperatura para o caso puro,

p = 0 e indicando uma temperatura critica de T, = 1.6322.

ptibilidade cresce com a temperatura, e em T, apresenta a mesma divergéncia. A figura
(4.8) mostra a divergéncia na temperatura 7, = 1.6322.

Por outro lado, a figura (4.9) mostra a susceptibilidade na regido de p =0e D = 0.5,
onde o comportamento versus a temperatura é o mesmo apresentado na figura (4.8).
Neste caso, ha um realge na observagao de que a anisotropia de campo cristalino, nessa
regiao ( regido de transigao de fase de segunda ordem), somente faz a temperatura critica

diminuir, como é mostrado na figura, onde T, = 1.5299.
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Figura 4.9: Dependéncia Susceptibilidade em relagao a temperatura para o caso puro,

p =0 e indicando uma temperatura critica de T, = 1.5299.

4.4 Conclusoes

Nesta dissertacao estudamos o diagrama de fase, e propriedades termodinamicas do mo-
delo de Ising de spins mistos 0 = +1/2 e S = 1,0 com anisotropia aleatéria de campo
cristalino. Utilizamos a aproximacao de campo médio de Pierls-Bugoliubov para calcular
a energia livre, as magnetizagoes de sub-rede e susceptibilidade magnética. Por outro
lado, para estudar o diagrama de fase realizamos a expansao de Landau da energia livre.
As nossas principais conclusées podem ser resumidas da seguinte forma:

- O diagrama de fase do sistema no campo D versus T apresenta linha de transicao de
fase de segunda ordem e de primeira ordem numa regiao de 0 < p < 0.1, para valores
grande de D.. Esses dois regime de transicao de fase sao separados por pontos tricriticos.
Portanto, o sistema apresenta comportamento tricritico.

- O diagrama de fase do sistema no campo D versus T apresenta uma linha de primeira
ordem, separando duas fases ordenadas, uma de baixa densidade e a outra de alta den-
sidade. Este comportamento persiste no intervalo de 0.01 < p < 0.04.

- Na regiao de baixas temperaturas e da anisotropia muito grande o sistema apresenta-se

na fase ordenada de baixa densidade (Fe II). Nesta fase um aumento na temperatura leva
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a uma transicao de fase de segunda ordem da fase ferro II para a fase paramagnética.

- Na regiao de 0.1 < p < 1, o diagrama de fase apresenta somente liha de segunda ordem.
- O comportamento das magnetizacoes de sub-redes refletem o comportamento da tran-
sicao de fase de primeira ordem e de segunda ordem. Na regiao da transicao de fase
de segunda ordem a magnetizades das sub-redes vao a zero continuamente, refletindo o
carater da transicao. Por outro lado, na regiao de transi¢ao de fase de primeira ordem o
comportamento da magnetizacao é muito diferente. A magnetizacao da segunda sub-rede
cal mais rapido do que da outra sub-rede. Este fato é devido que os spins da sub-rede B
estao exposto a acao da anisotropia de campo cristalino, a qual favorece o estado S = 0.
- A susceptibilidade magnética também real¢a o papel da anisotropia de campo crista-
lino, pois determina a temperatura critica ao sofrer uma singularidade nesse ponto. Ela
indicou que um aumento na magnitude da anisotropia de campo cristalino a temperatura

critica diminui.

4.5 Perspectivas

Muitos esforcos tém sido feitos para estudar as propriedades magnéticas de sistemas de
spins mistos. A razao destes interesses é vem do fato que os modelos de Ising de spins
mistos descrevem os materiais ferrimagnetos, os quais tém grande importancia para as
aplicagoes tecnolodgicas. Experimentalmente, importantes avancos foram alcancados na
sintese de ferrimagnetos em duas e trés dimensoes, tais como os organometalicos ferri-
magnetos em duas dimensoes, aparatus construidos de misturas de metais [P(Phenyl)q],
[MnC'r(oxalate)s)(29; 30; 31; 32). Do ponto de vista tedrico, as propriedades desses sis-
temas tem sido extensivamente estudados por uma variedade de métodos (aproximagao
de campo médio, grupo de renormalizagao , e simulagao de Monte Carlo).
Portanto, como proposta de trabalhos futuros, temos as seguintes idéias:

- Estudar as proprieddes magnéticas do modelo de Ising de Spins mistos com spins
S > 3/2 com anisotropia aleatoria de campo cristalino utilizando diversas aproximagoes
de campo médio.

- Estudar as proprieddes magnéticas do modelo de Ising de Spins mistos com spins
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S = £1,0 e 0 = £1/2 com anisotropia aleatoria de campo cristalino via simulagao
cmputacional.

- Estudar as proprieddes magnéticas do modelo de Ising de Spins mistos com spins
S = 41,0 e 0 = £1/2 com anisotropia aleatoria de campo cristalino adicionando um
campo magnético aleatorio.

- Todas essas proprostas podem ser realizadas também mudando o sinal da interacao de

troca.
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