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Resumo

Simulações de Monte Carlo foram usadas para determinar o diagrama de fases

temperatura versus concentração p de spins σ de um modelo de Ising de spins

mistos com desordem temperada numa rede quadrada. O modelo consiste de

dois diferentes tipos de partículas com spins σ = 1
2

(estados ±1
2
) e S = 1 (estados

±1, 0). Essas partículas são distribuídas de forma aleatória na rede e consideramos

somente interações entre spins primeiros vizinhos do tipo ferromagnética (J > 0).

Este modelo representa uma liga binária magnética (obtida através do esfriamento

rápido de uma mistura líquida em altas temperaturas) do tipo ApBq(p = 1 − q).

Empregamos simulações de Monte Carlo para vários tamanhos de rede L e para

diferentes concentrações de spins σ na rede, com L variando de 12 a 48 e aplicando

condições periódicas de contorno. O cumulante de Binder foi utilizado para calcu-

lar a temperatura crítica deste sistema para as várias concentrações p de spins σ.

Determinamos o comportamento das grandezas termodinâmicas envolvidas como

a temperatura versus magnetização, susceptibilidade, calor específico e o cumu-

lante para diferentes tamanhos de redes bem como para diferentes concentrações

de spins σ.
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Abstract

Monte Carlo simulations were used to determine the phase diagram of tempe-

rature T versus concentration p of spins σ, of the quenched random mixed-spin

Ising model on the square lattice. The model consists of two different particles with

spins σ = 1/2 (states ±1/2) and S = 1 (states±1, 0). These particles are randomly

distributed on the lattice, and we considered only nearest-neighbor interactions.

This model can represent a random magnetic binary alloy AxB1−x, obtained from

the high temperature quenching of a liquid mixture. We performed Monte Carlo

simulations for several lattice sizes, temperature, concentration p of the spins σ,

and we found its critical temperature through the reduced fourth-order cumulant.

We also determined the magnetization, the susceptibility and the specific heat as

a function of temperature.
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Capítulo 1

Introdução

Há, atualmente, dois métodos de simulação computacional utilizados na re-

solução de problemas físicos [1]. São os métodos de Monte Carlo e a Dinâmica

molecular [2]. Em geral, são usados para resolução de problemas estatísticos que

não possuem solução analítica exata, porém, apresentam características distintas.

Enquanto o método de dinâmica molecular está associado a problemas de cunho

determinísticos, via integração direta das equações de movimento do sistema. O

método de Monte Carlo consiste num método de simulação computacional base-

ado na utilização de números aleatórios. A título de esclarecimento, o nome Monte

Carlo é uma alusão à cidade de Monte Carlo no principado de Mônaco, famosa

pelos seus cassinos e jogos de azar [1].

Este é o método que empregaremos neste trabalho. Em termos computaci-

onais, não é possível obter um gerador de números verdadeiramente aleatórios.

Usa-se então, geradores de números pseudo-aleatórios, pois a inicialização do pro-

cesso de geração é realizada através de um valor determinado, uma semente. Os

números gerados desta maneira são, podemos dizer, previsíveis e apresentam um

ciclo de repetição finito. Este ciclo deve ser o maior possível, pois muitas vezes,

em determinadas simulações, consome-se um número elevado (∼ 106) de números

aleatórios. Neste trabalho utilizamos o gerador RAN1(idum) [3], que a partir de

uma semente, nos fornece uma sequência de números pseudo-aleatórios (em geral

1



1.0 Introdução 2

números inteiros, grandes, ímpares e negativos).

No capítulo 2, apresentamos os métodos estocásticos que oferecem suporte teó-

rico ao método de Monte Carlo dando fundamental embasamento quanto a apli-

cabilidade das simulações de tal modo, que esclarecem e justificam as simulações

[4]. Ainda neste capítulo estudamos os processos de Markov, a matriz estocástica,

o princípio do balanço detalhado, a equação Mestra e o algoritmo de Metropolis.

Para melhor entendimento da aplicação do método Monte Carlo, no capítulo 3,

apresentamos como exemplo os procedimentos de uma simulação para um modelo

físico relativamente simples, o modelo de Ising. Calculamos as grandezas termodi-

nâmicas como a magnetização, susceptibilidade, calor específico e o cumulante de

Binder de quarta ordem.

Em seguida, no capítulo 4, discutimos o comportamento de sistemas desorde-

nados devido presença de impurezas num cristal. Abordamos também as técnicas

de tratamento temperado (quenched) e recozido (annealed), para obtenção de ligas

metálicas, em particular as ligas binárias com propriedades magnéticas.

Finalmente, estudamos, no capítulo 5, o modelo de Ising de spins mistos com

desordem temperada numa rede quadrada, que representa uma liga binária magné-

tica. Através de simulação de Monte Carlo, utilizando o algoritmo de Metropolis,

obtivemos os resultados esperados para as grandezas termodinâmicas e construi-

mos o diagrama de fases do modelo no plano temperatura crítica Tc versus con-

centração p de spins σ.

2



Capítulo 2

O método de Monte Carlo

2.1 Introdução

O método Monte Carlo está fortemente associado à conceitos relacionados à

probabilidade e a estatística. Como, por exemplo, na aplicação em cálculos de valor

médio de propriedades físicas, onde o valor médio de uma determinada grandeza

física (como a magnetização e a energia, por exemplo), é definido por:

< x >=

M
∑

j

xjP (xj). (2.1)

Esta equação nos mostra a dependência do valor médio < x > com a probabilidade

P de ocorrência dos valores discretos xj , onde

P (xj) =
1

Z
exp [−βE(xj)] , (2.2)

e Z é a função de partição dada por:

Z =
M

∑

j

exp [−βE(xj)], (2.3)

sendo E(xj) a energia na j-ésima configuração xj , e β = 1/kBT . Analisando a

eq. (3) percebe-se que o somatório é feito sobre todas as configurações do sistema,

3



2.1.1 Métodos estocásticos 4

portanto, como há um número enorme de graus de liberdade, torna-se praticamente

impossível a realização da eq. (5.2).

Como alternativa, podemos efetuar o cálculo sobre uma fração pequena do to-

tal das configurações, mas, grande o suficiente para que se obtenha um resultado

estatístico de boa qualidade. Desse modo, são consideradas somente as configura-

ções mais relevantes, o que reduz satisfatoriamente o número de termos no cálculo

das médias pretendidas.

Assim, transformamos a eq. (5.2), numa simples média aritmética sobre os M

estados

< x >=
1

M

M
∑

j

xj . (2.4)

O problema ainda consiste em saber que procedimentos devemos tomar para

determinar essa amostragem por importância das M configurações mais relevan-

tes. O método de Monte Carlo propicia a construção de algoritmos que geram

sequências de configurações sobre as quais são efetuadas as medidas das grande-

zas. Dentre os vários algoritmos, destamos o algoritmo de Metropolis, que é o

algoritmo que estaremos utilizando neste trabalho. [5]

2.1.1 Métodos estocásticos

Uma variável aleatória c, está fortemente associada a uma sequência de ex-

perimentos aleatórios [6]. Tais experimentos, quando executados repetidamente e

resguardadas as mesmas condições, fornecem diferentes valores para c, de maneira

que não podemos precisar com segurança o seu valor em momentos anteriores ao

experimento.

Podemos classificar uma variável aleatória como:

• Discreta −→ tal como no clássico exemplo do ¨dado¨, quando seus possíveis

valores assumem valores discretos;

• Contínua −→ como na posição de uma partícula num movimento browni-

4



2.1.2 Processos de Markov 5

ano.

Neste contexto, definimos um processo estocástico como uma classe importante

de variáveis aleatórias que depende do tempo, ou seja, cujo valor varia aleatoria-

mente com o tempo. Se tratamos de um conjunto de varáveis c que variam com

o tempo, então as respectivas distribuições de probabilidades dos processos esto-

cáticos também variam com o tempo, de modo que seus valores em dois instantes

quaisquer t1 e t2 estão correlacionados, daí podemos tirar um conceito importante

em física estatística que é a definição de probabilidade condicional.

Um processo estocástico é definido até o instante τ pela distribuição de proba-

bilidades

P (x0, x1, ..., xτ ), (2.5)

onde x possui o valor x0 no instante t = 0, o valor x1 no instante t = 1,..., e por

fim o valor xτ no instante t = τ .

A probabilidade de que a variável estocástica x assuma o valor xτ+1, em t =

τ + 1, tendo anteriormente assumido x0 no instante t = 0, x1 em t = 1, ..., e o

valor xτ no instante t = τ é:

Pτ+1(xτ+1|x0, x1, x2, ..., xτ ), (2.6)

conhecida como probabilidade condicional.

2.1.2 Processos de Markov

Se consideramos o caso em que a variável estocástica x assuma o valor xτ+1

no instante t = τ + 1, tendo assumido anteriormente o valor xτ em t = τ de tal

modo independente dos valores x0, x1, ..., xτ−1, ou seja, quando as informações em

tempos anteriores ao da última informação são irrelevantes para a distribuição de

5



2.1.2 Processos de Markov 6

probabilidades em tempos posteriores a esta, temos:

Pτ+1(xτ+1|x0, x1, x2, ..., xτ ) = Pτ+1(xτ+1|xτ ), (2.7)

então o processo estocástico de evolução da variável x é um processo markoviano.

Esta denominação é em homenagem ao matemático russo Andrey Andreyevich

Markov, que apresentou os primeiros resultados do estudo deste tipo de processo

estocástico em 1906.

Em simulação de Monte Carlo, usamos um processo de Markov repetidas vezes

até gerar uma cadeia de Markov que produzirá uma sucessão de estados x0, x1...xn

de tal modo que o estado gerado xτ+1 depende somente do estado imediatamente

anterior xτ .

A probabilidade condicional Pτ+1(xτ+1|xτ ) é fisicamente interpretada como

sendo a probabilidade de transição do estado xτ para o estado xτ+1. Como nos

processos markovianos as probabilidades de transição não variam com o tempo,

temos:

Pτ+1(xτ+1|xτ ) = P (xτ+1|xτ ), (2.8)

ou, usando uma outra notação,

W (xτ+1|xτ ) = P (xτ+1|xτ
) = Pxτ

. (2.9)

Vimos que um processo estocástico markoviano fica completamente definido

a partir do momento em que conhecemos a probabilidade de transição Pxτ
=

W (xτ+1|xτ ) entre os estados.

De maneira que podemos reescrevê-la de uma forma simplificada:

P (n) =
∑

m

Wm→nP (m). (2.10)

Para assegurar que os estados estão em equilíbrio termodinâmico, a probabili-

6



2.1.3 Matriz estocástica 7

dade de transição para uma cadeia de Markov deve satisfazer as seguintes restri-

ções:

i) Positividade Wm→n ≥ 0

ii) Normalização
∑

Wm→n = 1

iii) Reversibilidade
∑

m

Wm→nP (m) = P (n)

Além disso, qualquer estado m, deve ser acessível num número finito de transições,

partindo de qualquer outro estado n,

Wn→m =
∑

n1

∑

n2

...
∑

nn

Wn→n1
Wn→n2

...Wnn→m > 0, (2.11)

esta condição recebe o nome de ergodicidade.

Devemos escolher a probabilidade de distribuição tal que no limite termodi-

nâmico a função de distribuição PX dos estados gerados pelo processo de Markov

tende ao equilíbrio, dessa forma:

P (xτ ) =
1

Z
exp

[(

−H(xτ )

kBT

)]

. (2.12)

Uma condição para conseguir isto é através do princípio do balanço detalhado,

como veremos mais adiante.

2.1.3 Matriz estocástica

Partindo da eq. (2.10) podemos reescrevê-la em forma de uma matriz T , a

matriz estocástica, de modo que será:

P (n) =
∑

m

T (n, m)P (m), (2.13)

em que T (n, m) é um elemento desta matriz e representa a probabilidade de tran-

sição do estado m, para o estado n, obedecendo a condição de normalização (ii).

7



2.1.4 A Equação Mestra 8

Definindo a matriz Pl, cujos elementos são Pl(n), podemos escrever a eq. (2.13)

na forma de uma equação matricial, ou seja,

Pl = TPl−1. (2.14)

Se, num dado instante, conhecermos uma matriz coluna P0, após l passos podere-

mos obter Pl,

Pl = T lP0, (2.15)

portanto, para determinar Pl(n) precisamos apenas calcular a l-ésima potência da

matriz estocástica T . De forma que,

Pl(n) =
∑

m

T l(n, m)P0(m), (2.16)

onde T l(n, m) é o elemento da matriz e dá a probabilidade de transição do estado

m para o estado n, em l passos.

2.1.4 A Equação Mestra

Suponhamos que um dado processo estocástico markoviano seja definido pela

matriz T e que as transições entre dois estados quaisquer ocorram em um intervalo

de tempo ∆t e que os elementos da matriz estocástica sejam:

T (m, n) = ∆tW (m, n), (2.17)

e, a probabilidade do sistema estando no estado n, no passo l do processo, transitar

para o mesmo estado n, no passo (l = 1), é

T (n, n) = 1 − ∆tµ(n), (2.18)

8



2.1.4 A Equação Mestra 9

lembrando também que:

∑

m

T (m, n) = 1,

é importante ressaltar que o somatório é sobre todos os valores possíveis de m, e

substituindo as eq.(2.18 e 2.17) na expressão acima, temos:

∑

m6=n

[∆tW (m, n) + (1 − ∆tµ(n))] = 1, (2.19)

onde fizemos,

µ(n) =
∑

m6=n

Wm→n. (2.20)

Temos ainda,

P (n, t + ∆t) =
∑

m6=n

[T (n, m)P (m, t) + T (n, n)P (n, t)] , (2.21)

ou seja, a probabilidade do sistema estar no estado n em t + ∆t é dada pela

probabilidade dele ir de um estado m para um estado n mais a probabilidade dele

estar no estado n e permanecer no mesmo. Estudando a evolução temporal desta

probabilidade, e sabendo que:

T (n, m) = ∆tWm→n, n 6= m,

e

T (n, n) = 1 − ∆tµ(n),

obtemos:

P (n, t + ∆t) =
∑

m6=n

[∆tWn→mP (m, t) + P (n, t) − ∆tµ(n)P (n, t)] (2.22)

9



2.1.5 O Princípio do balanço detalhado 10

reagrupando os termos, podemos escrever:

P (n, t + ∆t) − P (n, t)

∆t
=

∑

m6=n

[Wm→nP (m, t) − µ(n)P (n, t)] . (2.23)

No limite ∆t → 0, o lado esquerdo da equação acima é a derivada temporal da

probabilidade P (n, t), ou,

d

dt
P (n, t) =

∑

m6=n

[Wn→mP (m, t) − µ(n)P (n, t)] , (2.24)

usando a eq. (2.20), temos,

d

dt
P (n, t) =

∑

m6=n

Wn→mP (m, t) − Wn→mP (n, t), (2.25)

que é a equação mestra e representa a evolução da probabilidade P (n, t) com que

os estados são gerados.

2.1.5 O Princípio do balanço detalhado

Considerando a eq. (2.25), Wm→n é a taxa de transição do estado m para o

estado n e, no equilíbrio,

d

dt
P (n, t) = 0, (2.26)

e para isso é suficiente (mas não necessário) que:

Wm→nP (m, t) = Wn→mP (n, t), (2.27)

a expressão acima é comumente conhecida como balanço detalhado e representa a

condição suficiente para que a probabilidade de distribuição seja de equilíbrio.

10



2.1.6 O Algoritmo de Metropolis 11

2.1.6 O Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de metropolis [5] consiste em gerar um sequência de configurações

x1, x2, ..., xτ , xτ+1, ..., xM , independentes de tal forma, que a configuração xτ+1 seja

gerada a partir de xτ , através da probabiliade de transição P (xτ+1|xτ ). O algoritmo

deve gerar cada nova configuração a partir da configuração anterior, criando uma

sequência de configurações através do processo de Markov de tal maneira que

conduza o sistema à distribuição de equilíbrio,

Peq(xτ ) =
1

Z
exp [−βE(xτ )] , (2.28)

e a condição suficiente para que se atinja o estado de equilíbrio é dada pela

eq.(2.27), ou seja, o princípio do balanço detalhado.

Podemos escrever o algoritmo de Metropolis como:

1. Especificar uma configuração inicial xτ ;

2. Gerar uma nova configuração xτ+1;

3. Calcular a diferença de energia ∆E = E(xτ+1)−E(xτ ) entre a configuração

inicial xτ e a configuração gerada xτ+1;

4. Se ∆E ≤ 0, aceita esta nova configuração e retorna ao passo 2;

5. Se não, calcular exp[−∆E/kBT ];

6. Gerar um número aleatório R ∈ [0, 1];

7. Se R ≤ exp [−∆E/kBT ], aceitar a nova configuração e retornar ao passo 2;

8. Caso contrário, a configuração anterior passa a ser a nova configuração e,

daí, retorna-se ao passo 2.

11



2.1.6 O Algoritmo de Metropolis 12

Desse modo a probabilidade de transição pode esquematicamente ser escrita

da forma como segue:

ωm→n =







1 se ∆E ≤ 0

exp(−β∆E) se ∆E > 0







(2.29)

12



Capítulo 3

Cálculo Monte Carlo para o

modelo de Ising

3.1 O modelo

Um dos fenômenos que tem sido objeto de avançados estudos na física do estado

sólido é o ferromagnetismo, onde observa-se que parte dos spins se polariza espon-

taneamente na mesma direção, ou seja, os momentos magnéticos estão orientados

numa mesma direção e sentido, dando lugar a um campo magnético macroscópico.

Este comportamento é observado em alguns metais como o ferro e o níquel. Isto

ocorre, entretanto, quando a temperatura é menor que uma certa temperatura

característica que recebe o nome de temperatura de Curie. Acima desta tempera-

tura de Curie os spins se orientam aleatoriamente, ou seja, há um desarranjo nos

momentos magnéticos, de modo a não produzir um campo magnético intrínseco.

Dizemos, neste caso, que o material "sofre"uma transição de fases na temperatura

de Curie Tc.

Quanto a transição, esta pode ser caracterizada como sendo de primeira ou

segunda ordem. A transição de primeira ordem dá-se pela descontinuidade da

magnetização, enquanto que para uma transição de segunda ordem a magnetização

vai a zero continuamente à medida que a temperatura se aproxima da temperatura

13



3.1 O modelo 14

crítica, (T → Tc), conforme podemos observar pela figura 3.3.

Para simular substâncias ferromagnéticas, um dos modelos mais simples (e mais

usado) é o de Ising, que consiste em um sistema de N pontos fixos dando forma

a uma rede periódica D-dimensional. Mais especificamente, o sistema considerado

é um conjunto de momentos magnéticos (spins) fixos nos N sítios de uma rede.

A estrutura geométrica da rede pode ser cúbica (D = 3), quadrada (D = 2),

linear (D = 1), hexágona, triangular, etc. Associada a cada sítio da rede está

uma variável de spin S(i = 1, 2, ..., N) que pode assumir unicamente dois estados

possíveis: Si = +1 (spin up) e Si = −1 (spin down). A energia de uma dada

configuração de spins é definida pelo Hamiltoniano de Ising [4]:

H = −J
∑

<i,j>

SiSj − H
∑

i

Si, (3.1)

onde < ij > indica que a soma é feita sobre todos os pares de spins primeiros

vizinhos, H é um campo magnético externo e J é a constante de acoplamento

ferromagnético, comumente conhecida como energia de troca. Para (J > 0) temos

o estado ferromagnético e para (J < 0) temos o antiferromagnetismo.

Figura 3.1: Esquema representativo da energia de troca J entre spins primeiros
vizinhos. Se J > 0 os spins se alinham em sentido contrário e a interação é
antiferromagnética, se J < 0 os spins se alinham num mesmo sentido, neste caso
a interação é ferromagnética.

.

Como podemos perceber, o primeiro termo da soma na eq.(3.1) representa as

14



3.2 Procedimento das simulações 15

energias de interação entre spins primeiros vizinhos. O segundo termo envolve as

interações entre um campo magnético externo aplicado H e o sistema de spins.

Atualmente, existem vários métodos para se estudar o modelo de Ising, dentre

os quais, destacamos:

• Métodos Analíticos: Teoria de Campo Médio (TCM), expansões em séries,

teorias de campo efetivo, grupo de renormalizações, etc.

• Métodos Númericos: método simulacional de Monte Carlo.

Para o modelo de Ising em D = 3, não existe solução analítica exata (ainda),

porém, através de simulações temos condições de conhecer as características desse

sistema.

Neste trabalho utilizamos simulações de Monte Carlo no modelo de Ising bidi-

mensional, como um exemplo de aplicações de métodos númericos em física.

3.2 Procedimento das simulações

Estudamos, agora, o método de Monte Carlo aplicado ao modelo de Ising. A

magnetização m do sistema para uma configuração {Si} é definida por:

m(Si) =
1

N

N
∑

i=1

Si, (3.2)

onde N é o número de spins. Então a magnetização média é definida por:

< m >=
∑

Si

P ({Si})m({Si}). (3.3)

Sabendo que {Si} é uma configuração microscópica do sistema, a soma é norma-

lizada sobre todas estas configurações e P ({Si}) é a distribuição de Boltzmann,

dada por:

P ({Si}) =
1

Z
exp(−E({Si})/kBT ), (3.4)

15



3.2 Procedimento das simulações 16

l N 2N

5 25 3.4 x 107

10 100 1.3 x 1030

32 1024 10300

Tabela 3.1: Tabela indicando os números de configurações a serem somadas na
função de partição canônica. A primeira coluna indica o tamanho linear da rede.
A segunda coluna indica o número total de spins na rede, ou seja, N = l2, logo, a
terceira coluna indica o número de configurações do sistema.

.

com Z =
∑

{Si}

exp(−E({Si})/kBT ), Z é chamada de função de partição e β =

1/KBT . Todas as propriedades físicas, tais como magnetização, calor específico,

susceptibilidade magnética, entre outras, podem ser obtidas a partir dela [4], logo,

uma solução exata para um modelo depende da obtenção de uma expressão ana-

lítica para a função de partição.

Observando a definição de Z, observa-se que a soma é sobre todas as configu-

rações do sistema, de modo que é praticamente inviável realizar essa soma, pois

em uma rede de N sítios, teremos 2N diferentes configurações, uma vez que cada

spin tem dois estados. O número total de estados cresce exponencialmente com o

número de spins na rede, como se pode ver na tabela (3.1).

Analizando a tabela acima, suponha que queremos calcular Z numericamente,

para uma rede 32 x 32, onde o número de configurações da soma é igual a 232x32 ≃

10300. Suponha que um computador tenha uma frequência de clock (frequência de

operação do processador) f = 10 GHz ou 1010 Hz. O que equivale a 1010 pulsos

de clock por segundo. Se o hipotético computador em questão gastar apenas um

pulso de clock para gerar a configuração {Si}, aplicar os cálculos necessários para se

calcular E({Si}) e introduzir exp [−E({Si})/kBT ] em Z, o tempo que ele gastará

para calcular a função de partição será:

tZ =
10300config

1010config/seg
≃ 10282anos.

Sabemos que a idade média estimada para o universo é de 10 bilhões de anos ou

16



3.3 Implementando o algoritmo de Metropolis 17

1010 anos. Mesmo que houvesse muitos processadores ou que a frequência de clock

fosse muito maior que as atuais, o número acima mostra que o cálculo direto da

função de partição Z continuaria inviável.

3.3 Implementando o algoritmo de Metropolis

Dessa forma, não é possível fazer a soma sobre todas as configurações do sis-

tema, mas somente sobre algumas configurações. O procedimento a ser adotado

neste caso é comumente designado por Amostragem por Importância. Observando

a eq. (3.4), vemos que os estados de menor energia apresentam maior probabilidade

de ocorrência. No entanto, se num processo de simulação sortearmos configurações

com nível de energia muito alta, a exponencial exp [−E{(Si})/kBT ] tenderá a zero

e portanto o termo somado se tornará insignificante. Por outro lado, se um sistema

de Ising se encontra à baixa temperatura, os estados mais prováveis são aqueles

próximos ao estado fundamental.

Portanto, num processo de simulação computacional, usando a técnica de

Monte Carlo, ao adotarmos o procedimento da amostragem por importância, não

escolhemos todas as configurações possíveis do sistema, mas apenas algumas que

serão "sorteadas". E este sorteio se dará segundo a distribuição de Boltzmann

P ({Si}) = exp [−E({Si})/kBT ], que é o princípio básico do conhecido algoritmo

de Metrópolis.

Portanto, a eq. (3.3) pode ser reescrita como:

< m >=
1

M

M
∑

({Si})=1

m({Si}), (3.5)

que é uma média aritmética simples sobre os M estados escolhidos durante a

simulação.

Neste presente trabalho, simulamos o modelo de Ising através do método de

Monte Carlo, para isso, vamos considerar uma rede quadrada de tamanho linear L,

com valores de L variando de L = 16 a 96. Em nosso modelo o campo magnético

17



3.3 Implementando o algoritmo de Metropolis 18

externo é H = 0, as interações são do tipo ferromagnética (J > 0), e aplicamos

condições periódicas de contorno. Em relação a configuração inicial do sistema,

escolhemos uma em que T → ∞, ou seja, configuração de spins completamente

descorrelacionados, orientando-se aleatoriamente ora para cima ora para baixo.

Uma nova configuração é gerada a partir de uma anterior pelo processo de Mar-

kov, respeitando a condição de ergodicidade e do balanço detalhado. As novas

configurações são geradas com uma probabilidade de transição que depende da

diferença de energia ∆E entre as duas configurações. Para mudar de um estado

para outro, escolhemos um spin aleatoriamente na rede e computamos a variação

da energia ∆E caso esse spin tenha seu sinal trocado. Geramos um número ale-

atório R entre zero e um. Se R ≤ exp [−β∆E], trocamos o sinal do spin. Caso

contrário, mantemos a configuração anterior.

Calculamos, dessa forma, as seguintes quantidades termodinâmicas: a magne-

tização mL, a energia eL, o calor específico cL, a susceptibilidade χL e o cumulante

de Binder UL de quarta ordem (que nos dará o valor da temperatura crítica),

definidos abaixo:

mL =
1

N

〈
∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=1

Si

∣

∣

∣

∣

∣

〉

, (3.6)

eL =
1

N
〈H〉 , (3.7)

cL = N
(〈

E2
〉

− 〈E〉2
)

, (3.8)

χL = N
(〈

m2
〉

− 〈m〉2
)

, (3.9)
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3.4 Resultado das simulações 19

UL = 1 −
〈m4

L〉

3 〈m2
L〉

2 . (3.10)

Nas expressões acima 〈· · · 〉 denota as médias térmicas.

3.4 Resultado das simulações

No processo de simulação de Monte Carlo, na implementação do algoritmo

de Metropolis, a configuração aleatória, com que se inicia a cadeia de Markov

não corresponde a um estado de equilíbrio do sistema. Então, discartamos as

primeiras configurações geradas pela simulação, já que estas se apresentam fora

do equilíbrio termodinâmico. Para que isso ocorra, percorremos a rede várias

vezes aceitando ou rejeitando as configurações geradas, segundo a prescrição de

Metropolis, até que se atinja um estágio onde se configure uma rede termalizada.

Tendo o sistema entrado em equilíbrio termodinâmico, a magnetização do sistema

começa a flutuar em torno de um valor médio e a partir daí, passaremos a gerar

novas configurações e então estimar os valores das quantidades físicas de interesse

[1]. O tempo necessário para percorrer toda a rede é chamado de passo de Monte

de Carlo MCs, ou seja, ¨visitar¨ L × L spins na rede. A figura (3.2), mostra a

evolução da magnetização mL em função do número de passos de Monte Carlo

MCs. Por exemplo, para L = 80 a magnetização é zero para MCs = 0 e a medida

que o tempo passa ela flutua aleatoriamente até um valor MCs = 12000. Observe

como a magnetização tende a oscilar em torno de um valor médio.

Logo, aguardamos em torno de 2 × 105 MCs para que o sistema atingisse o

regime estacionário para todos os tamanhos de rede. Usamos mais 2 × 105 MCs

para calcularmos as médias das quantidade de interesse, para qualquer tamanho

de rede. Estes resultados são para o modelo de Ising de spins 1/2.
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0 10000 20000 30000 40000 50000
MCs

0
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0,4
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m
L

L = 80 L = 96

Figura 3.2: Evolução da magnetização mL em MCs. Após esse valor a magneti-
zação tende a oscilar em torno de um valor médio. As simulação foram realizadas
para tamanhos de rede L = 80 e L = 96.

Em nossa simulação é possível verificar o comportamento de várias quantidades

termodinâmicas como a magnetização mL, dada pela figura 3.3, em que obtemos

diversas curvas de magnetização em função da temperatura T , para diferentes

valores de rede L. Analisando o gráfico abaixo, é fácil perceber que a magnetização

diminui com o aumento da temperatura e anula-se acima de Tc, o que indica a

ocorrência de uma transição de fases.

2 2,5 3
T

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

m
L

L = 16
L = 32
L = 48
L = 64
L = 80
L = 96

Figura 3.3: Comportamento da magnetização mL em função da temperatura T
para vários tamanhos de rede L indicados na figura.

.
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Na figura 3.4, temos o gráfico da energia eL interna por spin em função da

temperatura T .

2 2,5 3
T

-0,2

-0,18

-0,16

-0,14

-0,12

-0,1

-0,08

e L

L = 16
L = 32
L = 48
L = 64
L = 80
L = 96

Figura 3.4: Energia eL em função da temperatura T para vários tamanhos de rede
L indicados na figura.

.

Para uma melhor determinação da temperatura crítica Tc, usamos a proprie-

dade de que os cumulantes de quarta ordem [19] para diferentes tamanho de rede

L se interceptam no ponto crítico. Na figura 3.5, temos o cumulante de Binder UL

de quarta ordem, em função da temperatura T para vários tamanhos de rede L.

O valor exato da temperatura crítica do modelo de Ising é Tc = 2.269J/kBT [1].

Em nossa simulação obtivemos um valor aproximado em torno de Tc = 2.2J/kBT

que está de acordo na literatura [1].

1,5 2 2,5 3

T

0

0,01

0,02

0,03

0,04
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0,07

U
L

L = 16
L = 32
L = 48
L = 64
L = 80
L = 96

Figura 3.5: Cumulante de Binder de quarta ordem UL em função da temperatura
T para vários tamanhos de rede L indicados na figura.

.
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A susceptibilidade χL em função da temperatura T , é mostrada na figura 3.6.

Sabemos que a susceptibilidade magnética χL em sistemas finitos apresenta como

característica um pico em torno da temperatura crítica Tc, como podemos ob-

servar. À medida em que aumenta a dimensão linear da rede L, notamos que a

susceptibilidade varia com o pico aumentando em altura.

2 2,5
T

0

5

10

15

20
χ L

L = 16
L = 32
L = 48
L = 64
L = 80
L = 96

Figura 3.6: Susceptibilidade χL em função da temperatura T para vários tamanhos
de rede L indicados na figura.

.

A figura 3.7, nos mostra o gráfico do calor específico cL em função da tempe-

ratura T para vários tamanhos de rede L; diferentemente da susceptibilidade, os

picos observados nas curvas do calor específico apresentam uma fraca dependência

com a dimensão linear da rede L, ou seja, diverge muito lentamente em torno da

temperatura crítica Tc,

2 2,5 3
T

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

c L

L = 16
L = 32
L = 48
L = 64
L = 80
L = 96

Figura 3.7: Calor específico cL em função da temperatura T para vários tamanhos
de rede L indicado na figura.

.
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3.4 Resultado das simulações 23

Empregamos simulações de Monte Carlo para vários tamanhos de rede L, para

spins σ (estados ±1
2
), com L variando de 16 a 96. O cumulante de Binder foi

utilizado para calcular a temperatura crítica. Determinamos o comportamento das

grandezas termodinâmicas envolvidas como a temperatura versus magnetização,

susceptibilidade, e o calor específico para diferentes tamanhos de redes L.
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Capítulo 4

Sistemas magnéticos

desordenados

4.1 Sistemas ordenados ideais vs sistemas desor-

denados

Didaticamente, para tratarmos de sistemas desordenados, é necessário fazer-

mos uma analogia com os sistemas ordenados ideais [7]. Tais sistemas apresentam

uma propriedade intrínseca que é a invariância translacional, originada pela regu-

laridade espacial de todos os pontos da rede e pela regularidade na distribuição

dos diferentes tipos de átomos, e que por sua vez está diretamente relacionada,

quanto a ordem, a dois aspectos essenciais:

• Ordem Translacional −→ manifestada pela regularidade da distribuição

espacial de todos os pontos da rede.

• Ordem Composicional −→ caracterizada pela regularidade na distribui-

ção dos diferentes tipos de átomos.

Generalizando, a ordem de um sistema ideal representa a regularidade de dis-

tâncias interatômicas, direção das ligações, números de primeiros vizinhos, sime-

trias e tipos de átomos ligados. Tais configurações, garantem, por si só, um arranjo
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4.2 Tipos de defeitos 25

cristalino bem definido.

Porém, na natureza, materiais reais não apresentam características de um sis-

tema ideal.

Frequentemente encontramos na literatura estudos variados e complexos, tanto

sob a ótica experimental quanto pela análise teórica, de modelos magnéticos desor-

denados. Podemos definir um sistema desordenado como a inexistência de ordem

de longo alcance na distribuição dos átomos em uma rede cristalina.

Se considerarmos um pedaço de material com 1cm3 teremos cerca de 1023 áto-

mos. Seguindo essa linha de raciocínio é altamente provável que todos os átomos

dessa amostra estejam, quanto a suas posições, desalinhados na rede cristalina.

Desse modo, conclui-se que materiais reais apresentam imperfeições da rede tais

como:

• defeitos;

• distorsões da ordem.

4.2 Tipos de defeitos

Os tipos mais frequentes de defeitos são:

1. defeitos pontuais: estão associados a existência de impurezas no cristal. Es-

tas impurezas podem ser do tipo substitucional, (aquelas que ocupam um

lugar antes ocupado por um átomo), e do tipo intersticial, (se refere àquela

que ocupa um lugar entre os átomos da rede). A região circunvizinha à impu-

reza é distorcida e o grau de distorção depende do tipo de átomo de impureza

e da sua posição. Enquanto os átomos intersticiais são imperfeições causadas

pela presença de átomos estranhos nos interstícios da rede cristalina, átomos

substitucionais são defeitos provocados pela existência de átomos estranhos

na rede, em substituição aos átomos que deveriam estar alí se não existissem
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4.2 Tipos de defeitos 26

vacâncias. Como podemos observar nas figuras1 (4.1 e 4.2).

Figura 4.1: Representação esquemática de uma rede cristalina em que um átomo
substitucional ocupa o espaço vazio deixado por outro átomo.

Figura 4.2: Ilustração de uma rede cristalina com um átomo intersticial associado
às imperfeições e localizado na região intersticial da rede

.

Outro tipo de defeito pontual está relacionado a ausência de um átomo ou

íon, configurando em espaços vazios na rede, chamados de vacância, conhe-

cido como defeito Schottky[8]. É possível criar um defeito Schottky em um

cristal perfeito transferindo um átomo do interior da rede até um sítio da

rede na superfície do cristal. Há também, em relação à vacância, o defeito

1Figuras extraídas do endereço eletrônico:wwwp.fic.unesp.br/∼ betog/web/2006
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de Frenkel[8] em que um átomo é transferido de um sítio da rede para um

interstício, deixando um espaço vazio na sua posição original. Neste caso,

também pode ser criado se sujeitarmos a amostra a altas temperaturas.

Figura 4.3: Ilustração de uma rede cristalina que apresenta as diversas formas de
impurezas. Os círculos cheios representam os átomos regulares em cada sítio da
rede e os circulos vazios representam as impurezas. Figura retirada da referência
[9] .

2. defeitos lineares: também chamada de deslocação, é uma linha de átomos

fora de sua posição correta numa rede cristalina.

3. defeitos planares: ou de superfície são os contornos que separam o material

em regiões, com a mesma estrutura cristalina, porém, com diferentes ori-

entações. Estas regiões são chamadas de grãos. Cada grão é visto como

pequeno volume com ordem cristalina perfeita. Em cada fronteira entre os

grãos o cristal sofre uma mudança na sua orientação de maneira brusca, de

modo que toda a fronteira age como um defeito de superfície. Na figura2 4.4

ilustramos com um exemplo os defeitos planares numa rede cristalina.

2Figura extraída do endereço eletrônico:www.poli.usp.br/d/pmt2100/Aula03−2005.201p.pdf
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.

Figura 4.4: Figura ilustrativa que apresenta um exemplo de defeitos planares numa
rede cristalina. Define os contornos de um material que delimitam o material em
regiões ou grãos .

4.3 Distorções da ordem

Quanto aos desvios que apresentam, ou seja as distorções da ordem, podemos

classificar os sistemas desordenados em desordem substitucional e estrutural [10].

Abaixo apresentamos um breve resumo destas duas classes de desordem.

.

Figura 4.5: Figura ilustrativa representando, a) rede cristalina regular. b) desor-
dem substitucional. c) desordem estrutural. Extraída da referência [11]

.

Desordem Estrutural −→ Corresponde ao grau mais alto de desordem. Não
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apresenta regularidade na distribuição das posições dos átomos. Apresenta so-

mente uma classe de átomos que possui o mesmo número de coordenação. Como

exemplo citamos os materiais amorfos.

Desordem Substitucional −→ também definida como composicional, apre-

senta uma estrutura periódica como o observado em redes cristalinas, porém se

verifica, na configuração dos átomos, uma irregularidade na sua distribuição. O

exemplo mais simples, que apresenta apenas duas espécies de átomos ou partículas,

é uma liga binária [12], cuja desordem é causada devido aos sítios da rede serem

ocupados por diferentes partículas com probabilidade p, onde alguns átomos do

cristal são substituídos por átomos de outra espécie. Para uma liga binária as pro-

babilidades são p e (1−p). No nosso caso as ligas são do tipo ApBq(p+ q = 1) que

representam uma liga binária magnética onde p é a probabilidade de concentração

da partícula A no sistema.

Na figura 4.5 apresentamos um desenho ilustrando uma rede cristalina regular

e os dois tipos de distorções da ordem, a desordem substitucional e estrutural

respectivamente.

É importante salientar que em sistemas onde se configura a desordem compo-

sicional, a substituição de um átomo magnético por outro, não altera a estrutura

periódica da rede, neste caso se as duas partículas possuem anisotropia distintas,

é possível estudar o efeito da competição entre elas. Isto para o caso de composto

ferromagnético. No caso de compostos antiferromagnéticos, estas interações com-

petitivas levam ao efeito de frustração do sistema magnético, proporcionando o

aparecimento de um fenômeno bem interessante conhecido como vidros de spin

[13].

Há várias formas de se criar defeitos na rede. Destacamos o método conhecido

como implantação iônica onde átomos de impureza podem ser introduzidos na rede

cristalina pelo processo de aceleração dos íons da impureza até a energia de cerca

de 100 KeV para assim penetrar a distâncias aproximadamente de 1µm e parar

nos sítios da rede ou nos interstícios.
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Mas qual o objetivo de se manipular as imperfeiçoes de uma amostra?

Simplesmente porque, controlando essas imperfeições é possível criar, com ca-

racterísticas próprias, o que é mais importante, as chamadas ligas metálicas. Den-

tre as quais, em particular, as ligas binárias.

30
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4.3.1 Vidros de spin

Dentre os sistemas magnéticos desordenados que mais tem sido objeto de es-

tudo, destacam-se os vidros de spins e o modelo de Ising num campo aleatório

[13, 14, 15]. Os vidros de spins apresentam uma propriedade bastante intrigante,

a frustração, que surge quando, numa rede de spins, estes estão arranjados de tal

forma que impede a interação global, ou seja, a interação entre todos os spins

simultaneamente. O caso mais simples consiste de um grupo de três spins acopla-

dos de tal forma que se configura em um sistema antiferromagnético, embora não

se trate de um sistema antiferromagnético, já que é observado uma magnetização

local. Um exemplo que ilustra este fenômeno de spin frustrado é dado pela figura

(4.6).

Figura 4.6: Figura ilustrativa em que um spin localizado na quina do triângulo
recebe informações antagônicas dos outos dois vizinhos causando uma indefinição
na sua orientação. Tal fenômeno é conhecido como efeito de frustração.

4.4 As Ligas metálicas

4.4.1 Definição

Neste Seção, iremos estudar as técnicas de preparação de ligas metálicas, mas

reteremos, entretanto, dentro da proposta desta dissertação, ao que se refere espe-

cificamente às ligas do tipo binárias. Abordaremos os conceitos físicos das técnicas

de tratamento temperado (Quenched) e recozido (annealed).
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Há na natureza uma grande variedade de metais. Os metais tem uma estrutura

cristalina, onde os átomos estão arranjados de maneira ordenada. Há ainda, em

relação às propriedades de ionização e de ligação, outros elementos quimicamente

distinguíveis como os não-metais e semimetais. Como exemplo de metais citamos

o aço, cobre, alumínio, ouro, níquel e titânio. Quanto aos não-metais temos o

carbono, nitrogênio, oxigênio, cloro, fósforo, bromo, entre outros, e, exemplos de

semimetais são o boro, silício, arsênico, polônico, etc. Na tabela3 4.1, damos alguns

exemplos de ligas e suas respectivas composições.

Do ponto de vista da siderurgia industrial, entretanto, a maioria dos metais

não é empregada em seu estado puro, mas em ligas, cujas propriedades foram

alteradas em relação ao material original. Podemos definir as ligas metálicas como

sendo materiais que possuem propriedades metálicas e, dada suas características,

possuem dois ou mais elementos em sua composição, sendo, porém, que pelo menos

um destes elementos é metal. Existem basicamente três tipos de ligas, as que são

formadas por:

• metais e não-metais

• metais e metais

• metais e semimetais

Vale ressaltar que elementos ferromagnéticos como o ferro, o níquel e o cobalto,

industrialmente nunca são utilizados em seu estado puro, e sim sob a forma de ligas.

4.4.2 Técnicas de tratamento

Há, basicamente, dois tipos de tratamentos térmicos utilizados para a obtenção

de ligas. Tais técnicas são conhecidas como temperado (quenched) e recozido

(annealed).

Temperado Quenched , é o tratamento dado a uma amostra em que esta é sub-

metida a um aquecimento, com altíssimas temperaturas, e subitamente resfriada.

3Figura extraída do endereço eletrônico: www.rossetti.eti.br/ligas-metalicas.asp
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liga composições classificação
aço ferro e carbono binária

latão cobre e zinco binária
amálgama mercúrio, prata e estanho ternária

ouro 18 quilates ouro e cobre binária
Alnico Aço, alumínio, níquel e co-

balto
quaternária

Tabela 4.1: Tabela de alguns tipos de ligas mais comuns com suas respectivas
composições e classificação.

Estes sistemas representam uma liga binária magnética do tipo ApB1−p [16], que

após o resfriamento, os átomos A e B permanecem imóveis. Vale ressaltar que a

altas temperaturas o sistema está numa fase de desordem espacial. Este procedi-

mento garante que o sistema seja independente da temperatura, já que não passa

pelas diversas etapas de equilíbrio.

Recozida, é o mesmo procedimento do sistema temperado, porém a amostra

não é resfriada subitamente, mas lentamente. Neste caso, o sistema passa pelas

diversas etapas de equilíbrio; é depedente da temperatura.

4.4.3 Aplicando o tratamento temperado em sistemas mag-

néticos

A hamiltoniana, que exprime a aleatoriedade nas interações entre os spins

(como veremos no próximo capítulo), pode ser escrita como [17]:

H(S, c) = −J

∑

<i,j>

Si.Sjcicj, (4.1)

onde Si e Sj representam os vetores spins nos sítios i e j respectivamente. J é

a constante de acoplamento e ci denota as variáveis relacionadas às desordens.

Tomando a média configuracional de ci , temos

< ci >= p, (4.2)
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em que p é a concentração de spins σi.

Sabemos que a energia livre é dada por

ξ = −
1

β
lnZ, (4.3)

onde β =
1

kBT
e Z é a conhecida função de partição, definida por

Z {ci} = Tr{S}
(

e−βH
)

. (4.4)

Como o nosso sistema está a baixas temperaturas e por conseguinte há uma fraca

mobilidade entre os spins, consideramos as impurezas fixas no tempo, ou, "conge-

ladas". Deste modo, devemos realizar o cálculo da energia livre para cada confi-

guração.

ξci = −
1

β
< lnZ >, (4.5)

Portanto, a energia livre do sistema será equivalente a média temperada, que deve

ser feita sobre a energia livre de todas as configurações do sistema. Sendo assim,

〈ξ〉 =
∑

{ci}

P{ci}ξ{ci}, (4.6)

P{ci} é a função de distribuição de probabilidades para as variáveis aleatórias. É

dada por:

P(ci) = pδ(ci − 1) + (1 − p)δ(ci). (4.7)

Descrevemos o sistema temperado em particular, pois no objeto de estudo desta

dissertação, empregamos este sistema para estudar uma liga binária. Como vere-

mos no próximo capítulo, esta liga apresenta dois diferentes tipos de partículas e

a partir dela determinamos o comportamento das grandezas envolvidas tais como,

a magnetização, susceptibilidade, calor específico e o cumulante de Binder.
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Capítulo 5

O modelo de Ising de spins mistos

com desordem temperada

5.1 Introdução

No capítulo anterior fizemos um estudo dos sistemas desordenados e ordenados,

caracterizando a ordem translacional e substitucional nos dois sistemas. Descreve-

mos sobre os tipos de imperfeições existentes numa rede e apresentamos as impli-

cações entre estes conceitos e as ligas magnéticas binárias. Apresentamos também

a obtenção destas ligas via tratamento térmico conhecido como temperado.

Tais abordagens, nos permite, agora, estudar as propriedades magnéticas de

um modelo de Ising de spins mistos com desordem temperada.

Este capítulo está organizado da seguinte forma: na seção 5.2 fazemos uma

definição do modelo descrevendo o modelo de Ising de spins mistos com desor-

dem temperada; na seção 5.3 definimos alguns observáveis de interesse; na seção

5.4 apresentamos alguns detalhes referentes aos procedimentos das simulações e

finalmente na seção 5.5 apresentamos os resultados obtidos.
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5.2 Definição do modelo

Nesta seção, consideramos o modelo de Ising de spins mistos com desordem

temperada (quenched) definido em uma rede quadrada de tamanho linear L. A

hamiltoniana para este modelo é definida como:

H = −J
∑

<i,j>

{cicjσiσj + (1 − ci)(1 − cj)SiSj +

ci(1 − cj)σiSj + cj(1 − ci)Siσj)}, (5.1)

onde Si = ±1, 0 e σj = ±1/2, e a interação entre spins vizinhos mais próximos é

ferromagnética, J > 0. Associamos a cada sítio i da rede uma variável de ocupação

ci, tal que se ci = 1 o sítio está ocupado por uma partícula com spin σ = 1/2 e se

ci = 0 está ocupado por uma partícula com spin S = 1. Os sítios são ocupados

de forma independente uns dos outros, e podemos escrever uma distribuição de

probabilidades para as variáveis de ocupação da seguinte forma

P (ci) = p[δci,0 + (1 − p)δci,1] i = 1, 2, ..., N. (5.2)

5.3 Observáveis de interesse

Calculamos algumas quantidades termodinâmicas de interesse como, a magne-

tização mL, energia eL, a susceptibilidade χL, o calor específico cL e o cumulante

de binder de quarta ordem UL, por spin definidos abaixo como:

mL =

[

1

N

〈
∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=1

{(1 − ci)si + ciσi}

∣

∣

∣

∣

∣

〉]

, (5.3)

eL =
1

N
[〈H〉] , (5.4)
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cL = N
([〈

E2
〉]

−
[

〈E〉2
])

, (5.5)

χL = N
([〈

m2
〉]

−
[

〈m〉2
])

, (5.6)

UL = 1 −
[〈m4

L〉]

3
[

〈m2
L〉

2
] , (5.7)

Nas expressões acima [· · · ] denota a média sobre as amostras e 〈· · · 〉 denota a

média térmica.
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5.4 Procedimentos

Técnicas de simulação computacional tem sido amplamente aplicadas a siste-

mas magnéticos desordenados [18]. Para o estudo do modelo de Ising de spins

mistos com desordem temperada, usamos a técnica de simulação de Monte Carlo

[19]. Em relação à rede do sistema, consideramos várias redes de tamanho linear

L, cujo valores variam de L = 12 a L = 48, e consideramos as condições peródicas

de contorno.

O sistema foi preparado com distribuição aleatória de spins na rede [20], onde

um determinado sítio pode estar ocupado por spins σ ou S. A concentração de

spins não é constante, ou seja, consideramos diferentes concentrações p de spins σ

na rede L, e, utilizamos a prescrição de metrópolis para cada mudança de estado

de um determinado spin [21]:

w(α → α′) = min{1, exp(−β∆E)}

onde ∆E = E
α
′

i

− Eαi
é a variação de energia e β = 1/kBT ,

Durante a simulação, para atingir o regime de equilíbrio e (a partir daí) esti-

mar as médias das grandezas envolvidas, tomamos alguns procedimentos, descritos

abaixo,

• discartamos 2 × 105 MCs, onde MCs são os passos de Monte Carlo,

• consideramos 2× 105 MCs, para calcular as médias das quantidades de inte-

resse, e

• realizamos 100 amostras independentes para redes no intervalo de (12 ≤ L ≤

48)
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5.5 Resultados

Construimos os gráficos da magnetização por spin mL em função da tempe-

ratura T para todas as redes L, cujo valores de L variam de L = 12 a L = 48.

Analisando a figura (5.1) percebemos que na medida em que há acréscimo na tem-

peratura T , a magnetização, consequentemente, tende a zero, o que nos leva a

concluir que tal comportamento caracteriza a existência de uma transição de fase.

Vale registrar que a temperatura é medida em unidades de J/kBT .
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Figura 5.1: Comportamento da magnetização mL em função da temperatura T
para vários tamanhos de rede L indicados nas figuras e para diferentes concentra-
ções pc de spins σ. (a) pc = 0, 0. (b) p = 0, 25. (c) p = 0, 50. (d) p = 0, 75. (e)
p = 1, 0.

No cumulante de Binder, há uma região de intersecção onde todas as redes se

cruzam. Para estudar a transição mais detalhadamente, calculamos os cruzamen-

tos dos cumulantes de Binder de quarta ordem UL exatamente nesta região, para

estimar o valor da temperatura T na qual a transição ocorre.

Para localizarmos o ponto crítico, utilizamos o cumulante de Binder UL de

quarta ordem, dado pela eq. 5.7. Encontramos as seguintes temperaturas críticas

Tc por concentrações p de spins σ para vários tamanhos de rede L: a) Tc = 1, 69

para p = 0, 0, figura 5.2a. b) Tc = 1, 33 para p = 0, 25, figura 5.2b. c) Tc = 1, 00

para p = 0, 50, figura 5.2c. d) Tc = 0, 7 para p = 0, 75, figura 5.2d. e) Tc = 0, 5

para p = 1, 0 figura 5.2e.
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Figura 5.2: Cumulante de Binder de quarta ordem UL em função da temperatura
T para vários tamanhos de rede L indicados nas figuras e para diferentes concen-
trações p de spins σ. (a) p = 0, 0 e Tc = 1, 69. (b) p = 0, 25 e Tc = 1, 33. (c)
p = 0, 50. e Tc = 1, 00. (d) p = 0, 75 e Tc = 0, 7. (e) p = 1, 0 e Tc = 0, 5.

Na tabela 5.1 temos o valor da temperatura crítica Tc para as diferentes con-

centrações p de spins σ, obtidas através do cumulante de Binder de quarta ordem

UL, bem como também as respectivas margens de erros. Observando as figuras

correspondentes, percebemos que cada concentração p de spins σ corresponde a

vários tamanhos de rede L, nos fornecendo um valor da temperatura crítica Tc.
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Figura p Tc Erro
5.2a 0, 0 1, 69 0, 01

5.2b 0, 25 1.33 0, 03

5.2c 0, 50 1, 00 0, 01

5.2d 0, 75 0, 70 0, 02

5.2e 1, 00 0, 50 0, 003

Tabela 5.1: Tabela dos resultados obtidos através do cumulante de Binder de
quarta ordem UL para diferentes concentrações p de spins σ .

A susceptibilidade magnética χL em sistemas finitos apresenta como caracte-

rística um pico em torno da temperatura crítica Tc. Observando as figuras abaixo,

notamos que à medida em que aumenta a dimensão linear da rede L, a suscepti-

bilidade varia com o pico aumentando em altura.
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Figura 5.3: Susceptibilidade χL em função da temperatura T para vários tamanhos
de rede L indicados nas figuras e para diferentes concentrações pc de spins σ. (a)
pc = 0, 0 (b). p = 0, 25. (c) p = 0, 50. (d) p = 0, 75. (e) p = 1, 0.

Analisando os gráficos abaixo relativos ao calor específico cL, percebemos que,

se os compararmos com a susceptibilidade magnética χL, cujo pico varia em altura

conforme o tamanho da rede L, os picos observados nas curvas do calor especí-

fico apresentam uma fraca dependência com o tamanho do sistema. Outro dado

importante em relação tanto ao calor específico cL quanto a susceptibiladade χ, é

que, segundo a referência [22] as posições dos picos das referidas grandezas podem

definir uma temperatura pseudocrítica T max(L), que se aproxima de Tc à medida

que L → ∞.
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Figura 5.4: Calor específico cL em função da temperatura T para vários tamanhos
de rede L indicado nas figuras e para diferentes concentrações p de spins σ. (a)
p = 0, 0. (b) p = 0, 25. (c) p = 0, 50. (d) p = 0, 75. (e) p = 1, 0.

.

Através da simulação de Monte Carlo e argumentos de escala de tamanho finito

determinamos o diagrama de fases do modelo no plano da temperatura crítica Tc

em função das diferentes concentrações p de spins σ. Verificamos que o diagrama

de fases apresenta duas fases, a ordenada e a desordenada, separadas por uma

linha de transição.

0,5

1

1,5

2

T
c

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1p
c

Figura 5.5: Diagrama de fases da temperatura crítica Tc e as diferentes concentra-
ções p de spins σ.
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Capítulo 6

Conclusões

Nesta dissertação inicialmente fizemos uma análise dos importantes conceitos

inerentes a técnica de simulação computacional de Monte Carlo, dissecando sobre

os processos de Markov, amostragem por importância e o algoritmo de Metropolis

sem perder o foco dos fundamentos da física estatística.

Estudamos também, através da técnica de Monte Carlo, o modelo de Ising

sem campo magnético externo aplicado, com spins de magnitude σ = 1/2, com

estados (±1/2) e interações ferromagnéticas localizados numa rede quadrada. Ex-

traímos dessa simulação os valores das grandezas termodinâmicas envolvidas tais

como a magnetização, o calor específio, a susceptibilidade magnética, a energia

interna e o cumulante de Binder de quarta ordem, utlizado para obtenção da tem-

peratura crítica Tc. O valor exato da temperatura crítica do modelo de Ising é

Tc = 2.269J/kBT [1], em nossa simulação obtivemos um valor aproximado em

torno de Tc = 2.2J/kBT que está de acordo na literatura [1].

Em seguida discutimos o comportamento de sistemas desordenados, manifes-

tado pela presença de impurezas num cristal. Abordamos também as técnicas de

tratamento temperado e recozido, para obtenção de ligas metálicas, em particular

as ligas binárias com propriedades magnéticas. Este estudo preliminar sobre as

composições de ligas binárias magnéticas serviu como base para nos dar o suporte

necessário para o cabal entendimento do objeto de pesquisa desta dissertação.
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6.0 Conclusões 46

Finalmente, estudamos o modelo de Ising com spins mistos com desordem tem-

perada numa rede quadrada. O modelo consiste de dois diferentes tipos de partí-

culas com spins σ = 1/2 (estados ±1/2) e S = 1 (estados ±1, 0). Estas partículas

são distribuídas aleatoriamente na rede, e consideramos somente interações entre

spins primeiros vizinhos do tipo ferromagnética (J > 0). Este modelo representa

uma liga binária magnética (obtida através do esfriamento rápido de uma mistura

líquida em altas temperaturas) do tipo ApBq(p = 1 − q), onde p é a concentração

de partículas A. Através de simulação de Monte Carlo, utilizando o algoritmo de

Metropolis, obtivemos os resultados esperados para as grandezas termodinâmicas

e plotamos os respectivos gráficos. Determinamos também, utilizando argumentos

de escala de tamanho finito, o diagrama de fases do modelo no plano tempera-

tura crítica Tc versus concentração p de spins σ. Mostramos que o diagrama de

fases possui duas fases, a ordenada e a desordenada, separadas por uma linha de

transição contínua.

Em trabalhos futuros pretendemos também através dessas simulações, encon-

trar os valores dos expoentes críticos estáticos ν, β e γ, determinar a variância

relativa das médias térmicas das quantidades físicas como a magnetização e a sus-

ceptibilidade no ponto crítico com o objetivo de verificar o comportamento dessas

grandezas diante do fenômeno conhecido como auto-mediação.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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