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RESUMO

Este trabalho busca apresentar uma contribuicdo para os estudos referentes ao uso
da Histdria da Matematica visando a melhoria do processo ensino-aprendizagem.
Propde que a Historia da Matematica seja articulada ao Ensino da Matematica,
como forma de dar significado a disciplina e melhorar a qualidade do processo de
ensino-aprendizagem. Nesta investigacado, o foco esta nas indagacdes dos alunos,
classificadas em trés categorias de porqués: o cronoldgico, o logico e o pedagdgico.
Para tanto, investiga-se o ensino dos numeros complexos, a partir das questbes
levantadas pelos alunos do Centro Federal de Educacao Tecnolégica do Rio Grande
do Norte, em Natal. O trabalho tem como objetivos: classificar e analisar os
questionamentos dos alunos nas aulas de numeros complexos, da segunda série do
Ensino Médio, e confronta-los com as categorias apontadas por Jones; discutir quais
0s possiveis encaminhamentos que o professor de Matematica pode dar a estas
questdes; apresentar os recursos de apoio ao professor no que se refere a Historia
da Matematica. Em seguida, apresenta uma pesquisa bibliografica, buscando revelar
material de apoio ao professor, com conteudos que articulassem o Ensino da
Matematica com a Histéria da Matematica. Descobrimos que os questionamentos
dos alunos referem-se mais aos porqués pedagdgicos e que os livros didaticos
pouco contemplam outros aspectos da historia e pouco dizem sobre o surgimento e

a evolugao dos métodos de calculos utilizados por nés.

PALAVRAS-CHAVE: NUMEROS COMPLEXOS. HISTORIA DA MATEMATICA.
ENSINO-APRENDIZAGEM. PORQUES CRONOLOGICOS. PORQUES LOGICOS.
PORQUES PEDAGOGICOS.



ABSTRACT

This work presents a contribution for the studies reffering to the use of the History of
Mathematics focusing on the improvement of the Teaching and Learning Process. It
considers that the History of Matematics, as a way of giving meaning to the discipline
and improve the quality of the Teaching and Learning Process. This research
focuses on the questions of the students, classified in three categories of whys: the
chronological, the logical and the pedagogical ones. Therefore, it is investigated the
teaching of the Complex Numbers, from the questions of the students of the Centro
Federal de Educacao Tecnoldgica do Rio Grande do Norte (Educational Institution of
Professional and Technology Education from Rio Grande do Norte). The work has
the following goals: To classify and to analyse the questions of the students about
the Complex Numbers in the classes of second grade of the High School, and to
collate with the pointed categories used by Jones; To disccus what are the possible
guidings that teachers of Mathematics can give to these questions; To present the
resources needed to give support to the teacher in all things involving the History of
Mathematics. Finally, to present a bibliographic research, trying to reveal supporting
material to the teacher, with contents that articulate the Teaching of Mathematics
with the History of Mathematics. It was found that the questionings of the pupils
reffers more to the pedagogical whys, and the didatic books little contemplate other
aspects of the history and little say about the sprouting and the evolution of methods

of calculations used by us as well.

KEY WORDS: COMPLEX NUMBERS, HISTORY OF THE MATHEMATICS,
TEACHING/LEARNING, CHRONOLOGICAL  WHYS, LOGICAL  WHYS,
PEDAGOGICAL WHYS.
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1 INTRODUGAO

A experiéncia de dezenove anos como professora de Matematica, treze dos
quais ensinando trigonometria € numeros complexos aos alunos do ensino médio
em uma instituigdo publica federal de educacgao profissional, ndo foi, por si so, o
requisito capaz de nos oferecer as condicdbes de responder a alguns
questionamentos dos alunos que nos incomodavam por fugirem dos conteudos
proprios do ensino da Matematica, mas, que demonstravam um certo interesse em
descobrir algo acima e além daquilo que estavamos discutindo no decorrer das
nossas aulas. Nas perguntas dos alunos, percebemos uma certa curiosidade que
nos embaragava, pois alguns “porqués” fugiam totalmente dos limites do nosso
conhecimento. A formacao académica como professora de Matematica, em nenhum
instante deu-nos oportunidade de apreender essa matéria focada ou apoiada naquilo

que a curiosidade dos alunos exigia.

Os professores de Matematica frequentemente ouvem em sala de aula
questionamentos como: “Como surgiu, para que serve ou onde € aplicado esse
assunto que estamos estudando”? Como nem sempre o professor esta preparado
para responder a esse tipo de pergunta, geralmente € dada ao aluno uma resposta
que nao satisfaz. Em nossas aulas de numeros complexos, eram comuns perguntas
como: “Existe raiz quadrada de numeros negativos?”; “Onde vamos utilizar os
numeros complexos?”; “Por que a raiz quadrada de -1 é igual a i?”; “Onde vamos
utilizar esse i?”; “Podemos multiplicar e dividir numeros complexos?”; “Por que os
numeros complexos sao chamados de imaginarios?”. Percebiamos entdo que,

quando respondiamos de forma mais segura aos questionamentos, parecia-nos que



os alunos sentiam-se mais motivados a participar da aula. Ao contrario, quando nao
tinhamos as respostas aos porqués dos alunos, naquele momento, nossa percepg¢ao
era de que o aluno que fazia a indagagdo demonstrava um certo descontentamento
e ficava na expectativa de que o professor trouxesse a resposta aos seus

questionamentos nas aulas seguintes.

Atualmente, lecionamos a disciplina de Matematica aos alunos da segunda
série do ensino médio do Centro Federal de Educagédo Tecnolégica do Rio Grande
do Norte. Essa experiéncia atual, ensinando trigonometria e numeros complexos,
aumentou em nos o desejo e a vontade de aprofundarmo-nos na busca da resposta
aos questionamentos dos alunos, por percebermos o grande interesse deles em
querer sempre algo mais que a simples resposta aos conteudos matematicos

apresentados em sala de aula.

Muitas publicacbes defendem a idéia de que o ensino da Matematica tem sido
historicamente bastante enfadonho, causando nos alunos um elevado grau de apatia

e até a averséo por esta disciplina.

Nessa perspectiva, visando reverter a apatia e o desinteresse dos alunos na
sala de aula, os professores sdo desafiados pelo seguinte dilema: n&o basta
dominar os contetidos da Matematica para ensinar. E preciso criar uma metodologia

em sala de aula que desperte o interesse e a curiosidade dos alunos.

Muitos autores tém se debrugado sobre a questdo de como fazer das aulas
de Matematica uma atividade significativa e gratificante para o aluno. A Educagao
Matematica tem apresentado estudos e pesquisas de variadas tendéncias,

buscando contribuir com a melhoria do processo ensino-aprendizagem. Entre essas
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tendéncias, a Histéria da Matematica tem sido defendida por estudiosos como

D’Ambrosio, Fossa, Mendes e Barbosa, dentre outros.

D’Ambrosio (1996) entende que ha uma grande dificuldade de motivar alunos
para uma ciéncia cristalizada e, assim sendo, a Historia aparece como elemento
motivador e de grande importancia para o envolvimento e a aprendizagem. Na
mesma linha, Fossa (1998) defende o uso da Histdria como instrumento de ensino-
aprendizagem da Matematica, a partir de sua utilizagdo como método de pesquisa,
capaz de contribuir para o desenvolvimento de estratégias que subsidiem o trabalho
do professor, com a finalidade de conduzir o aluno a uma aprendizagem significativa

da Matematica.

Reafirmando suas idéias, Fossa (1998) acredita que a Histéria da Matematica
pode funcionar como fator motivador, na medida em que sua utilizacdo tende a
motivar e aumentar o interesse do aluno em sala de aula. Ele afirma ainda que as
atividades estruturadas com a presenca da Histéria da Matematica deverao ser
utilizadas ndo s6 como mecanismo de motivacdo, mas também como um

instrumento compreensivo de instrugao (FOSSA, 2001).

Descrevendo uma experiéncia apoiada em uma base tedrica que sustentava
sua concepgao de Histéria como alternativa metodoldgica, realizada com
professores que atuam no ensino fundamental e médio do Rio Grande do Norte e do

Para, Mendes (2001, p. 12-13) procura em seu trabalho discutir:

[...] o uso da Histdria da Matematica como um elemento norteador
de uma atitude pedagdgica que dé ao professor as condigbes de
conduzir seus alunos a uma construcdo efetiva das nocdes
matematicas em sala de aula.
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Ja, para Barbosa (2001), os pesquisadores poderiam dar maior atengédo a
trabalhos de Histéria da Matematica, dirigindo-os para o seu uso em sala de aula, o

que permitiria outras possibilidades educacionais no processo ensino-aprendizagem.

D’Ambrosio (2000, p.241) pergunta porque a Histéria da Matematica é

importante para o professor de Matematica e ele mesmo responde dizendo que:

Ninguém contestara que o professor de matematica deve ter
conhecimento de sua disciplina. Mas a transmissdo desse
conhecimento através do ensino depende de sua compreensdo de
como esse conhecimento se originou, de quais as principais
motivagdes para o seu desenvolvimento e quais as razdes de sua
presenca nos curriculos escolares. Destacar esses fatos € um dos
principais objetivos da Historia da Matematica.

E, adiante, assegura que a Historia da Matematica no ensino deve ser
encarada, sobretudo, pelo seu valor de motivacdo para a Matematica. Sugere em
seguida que se deve dar curiosidades, coisas interessantes e que poderdo motivar
alguns alunos. Diz que outros alunos nao se interessardo. Mas isso € natural. E
finaliza: “Alguns gostam de esporte, outros ndo gostam. Alguns gostam de musica,
outros nao gostam. Alguns gostam de camarbes outros ndo gostam. Com

Matematica nao é diferente” (D’AMBROSIO, 2000, p. 255-256).

Movida por essas preocupagbes apontadas por estes estudiosos,
encontramos em Jones (1969), uma abordagem que nos da um ponto de partida
para discutir esta questdo. Ele propde o uso da Historia da Matematica articulada
com o ensino da Matematica, como forma de dar significado e melhorar a qualidade
do processo ensino-aprendizagem. Para ele, o professor de Matematica deve focar
sua atencdo nas indagacdes dos alunos que podem ser classificadas em trés

categorias: a cronoldgica, a logica e a pedagdgica.
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De modo breve, estas trés categorias de porqués podem ser assim descritas:
0 porqué cronoldgico € caracterizado por aqueles questionamentos cuja resposta
nao esta atrelada a uma justificativa que usa a logica interna da Matematica. Por
exemplo a resposta a pergunta “porque uma hora tem sessenta minutos?” sera dada
por meio de uma explanacgao do contexto da civilizacdo babildnica na qual o sistema
de numeragao utilizado era de base sessenta. A resposta ndo esta atrelada a uma
necessidade logica interna da Matematica, pois, se a hora tivesse cem minutos, a
natureza da Matematica ndo mudaria. Existem ainda varios questionamentos cuja
resposta é de natureza histdrica, cultural, casual ou convencional, como, por
exemplo, “porque pi se representa por uma letra do alfabeto grego e o numero e,

base dos logaritmos naturais, ndo?”

Ja o porqué légico, responde a uma logica interna da Matematica. Sao
questbes do tipo: “Porque —1 multiplicado por —1 da +1?”. A resposta a tais

perguntas se baseia na estrutura légica da prépria Matematica.

E por ultimo, o porqué pedagodgico, esta atrelado aos métodos que se
estabeleceram pedagogicamente no decorrer do tempo. Os alunos quando resolvem
uma expressao aritmética, muitas vezes perguntam por que se abrem primeiro os
parénteses, depois, os colchetes e depois, as chaves. Na verdade, nao é que este
modo de agir seja “errado”. O que acontece, na verdade, € que, seguindo esta
ordem aconselhada pelos professores e contida nos livros didaticos, a probabilidade
de erro € menor. Se o0 aluno comecar abrindo primeiro as chaves ele tera de levar
em consideracao os efeitos dos numeros e sinais exteriores em todos os valores

numeéricos e operacdes que se acham dentro dos colchetes e parénteses.
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Sabemos, no entanto, que a maioria dos professores de Matematica que
estdo agora em sala de aula ndo tiveram, em sua formagéo académica, a Histéria da
Matematica seja como disciplina, seja como atividade do curriculo. “Por isso
recomenda-se que todos os cursos de Licenciatura de Matematica oferegcam Histéria
da Matematica. Lamentavelmente, essa recomendagdo é pouco seguida”, afirma
D’Ambrosio (2000, p. 258). A Historia da Matematica como disciplina no curriculo
das licenciaturas em Matematica tem se feito presente ha apenas alguns anos. Aqui
em nossa Universidade Federal do Rio Grande do Norte esta disciplina faz parte
obrigatéria do curriculo do curso de licenciatura em Matematica desde o ano de

1988.

Sendo assim, como pode um professor de Matematica atentar para as
perguntas de seus alunos e dar-lhes um tratamento que tem como parte integrante a
Histéria da Matematica? Quais os recursos que tem o professor para resolver tais
dificuldades? O professor poderia procurar bibliografia pertinente? Existe tal

bibliografia? Ela é acessivel ao professor?

Nessa perspectiva do ensinar com significado e entendimento, procuraremos
investigar quais os questionamentos que os alunos comumente levantam numa aula
de Matematica, qual o papel da Histéria da Matematica na tarefa de responder a tais
questionamentos e de quais recursos dispde o professor nesta tarefa. Fizemos isto
tomando como ambiente de pesquisa as aulas da disciplina Numeros Complexos

numa escola de ensino médio de uma Instituicdo Federal de Ensino em Natal.

Com base nesse contexto, nosso objeto de estudo €, entdo, o ensino de

numeros complexos na perspectiva das questdes levantadas pelos alunos.

Temos como objetivos gerais de nossa investigagao os seguintes:
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a) analisar e classificar as perguntas dos alunos nas aulas de
numeros complexos, segundo as categorias de Jones;
b) apresentar alguns recursos bibliograficos de apoio ao

professor no que se refere a estes questionamentos.

A partir destes objetivos gerais, apresentamos os seguintes objetivos

especificos:

a) fazer levantamento sistematico das perguntas dos alunos nas aulas
de numeros complexos;

b) discutir a categorizacdo de Jones e propor mudangas, se
necessario;

c) pesquisar a disponibilidade de bibliografia de Histéria da
Matematica (para o aluno e professor), necessaria para apoiar as
respostas aos questionamentos dos alunos nas aulas de numeros

complexos.

A proposta apresentada neste trabalho utiliza como metodologia de
pesquisa a engenharia didatica, a qual permite que se recolham e analisem os
elementos necessarios a investigacao durante o proprio processo de ensino (PAIS,
2001). Caracteriza-se por um esquema experimental baseado em realizagbes
didaticas em sala de aula: na concepg¢ao, na realizagao, na observagao e na analise

sequencial de ensino.

Nossa opgao pela utilizagdo da engenharia didatica como metodologia de
pesquisa €& coerente com 0s nossos objetivos de estudo, para os quais
apresentaremos uma sequéncia didatica fundamentada nas quatro fases da

engenharia didatica que permitem a concepgao de uma sequéncia de ensino, cujas
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definicbes, caracteristicas e aplicacées definiremos na secédo 2. Essas quatro fases

estdo apresentadas a seguir:

a) analise preliminar;
b) analise a priori,
c) experimentagao ou aplicacdo da sequéncia didatica;

d) analise a posteriori.

Nosso trabalho, voltado para os questionamentos feitos pelos alunos em sala
de aula, foi realizado durante as aulas de numeros complexos aplicadas aos alunos

do segundo ano do ensino médio de uma escola publica federal.

No periodo anterior ao inicio das aulas, definimos a estratégia a ser aplicada
em sala de aula, tomando como referéncia a engenharia didatica, cujas etapas

descreveremos com detalhes no decorrer deste trabalho.

A partir da definichdo desta estratégia, preparamos o material a ser
apresentado aos alunos e decidimos aplica-lo e coletar os dados provenientes das

perguntas dos alunos.

Durante as aulas, nossa intervencao foi caracterizada pela exposicdo dos
conteudos, mediagao do processo ensino-aprendizagem e interagdo com os alunos

por meio dos seus questionamentos.

Foi a partir destes questionamentos que se deu o processo de intervencao
proposto para este trabalho. As perguntas dos alunos foram gravadas e, num
segundo momento, transcritas, analisadas e comparadas ao referencial de Jones
(1969), que utiliza as categorias de porqués cronoldgicos, l6gicos e pedagogicos, ja

descritos brevemente nesta introdugao.
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Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: segdes 1, 2, 3, 4 e 5,
referéncias, apéndices e anexos. Na secdo 1 é apresentada a introducdo do

trabalho.

Na sec¢ao 2, discorremos sobre a fundamentagdo tedrica e revisédo
bibliografica, em que apresentamos a caracterizacdo, o detalhamento e a
exemplificagdo de cada uma das categorias de “porqués” definidas por Jones
(1969) e a discusséo conceitual da engenharia didatica vista como metodologia ou

técnica de pesquisa.

Na secado 3, apresentamos a metodologia da pesquisa em que descrevemos:
0 ambiente da pesquisa (a escola); a turma pesquisada e os alunos; a disciplina e
seu programa; as etapas da pesquisa, como foi feita a analise do resultado da

investigacao e, finalmente, a apresentagdo de um fluxograma das suas etapas.

Na secdo 4, serdo apresentadas a intervengdo pedagdgica e a analise dos
resultados obtidos, a partir dos questionamentos, indagagdes e curiosidades dos
alunos, a sua consequente classificacdo, analise e possiveis encaminhamentos as
respostas dos alunos. A seguir, uma discussédo da disponibilidade e acessibilidade
dos recursos de apoio ao professor no que se refere a historia de numeros

complexos.

Em seguida, na secédo 5, apresentamos as consideragdes finais sobre os
avancos e limitagdes do estudo aqui desenvolvido e recomendagdes para a busca

de um ensino da Matematica que tenha significado para o aluno.

Finalmente, sdo apresentados as referéncias, os apéndices e o anexo que

deram suporte a este trabalho.
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2 FUNDAMENTAGAO TEORICA E REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta se¢ao, apresentaremos, inicialmente, uma abordagem na classificagao
dos questionamentos dos alunos, discorrendo sobre a caracterizagdo, o
detalhamento e a exemplificagdo de cada uma das categorias de “porqués” definidas
por Jones (1969) e, em seguida, a discussdo conceitual da engenharia didatica
como referéncia para uma sequéncia de ensino, vista como metodologia ou técnica

de pesquisa.

2.1 Uma abordagem na classificacdo dos questionamentos dos alunos

Jones (1969), em seu artigo “The history of mathematics as a teaching tool”
propde o uso da Historia da Matematica articulada com o ensino da Matematica,
como forma de dar significado e melhorar a qualidade do processo ensino-
aprendizagem. Seu texto se inicia com uma citagao de Jaqcques Barzun, professor

na América:

Eu tenho mais do que a impressao — chega a ser uma certeza — de
que a algebra é tornada repulsiva pela falta de vontade ou
incapacidade de professores explicarem os porqués... Nao existe
um sentido de historia por trds do ensino o que deixa a impresséo
de que todo o sistema caiu do céu pronto e acabado para ser usado
somente por aqueles que nasceram com habilidades especiais.
(TRADUCAO NOSSA).

Para Jones, existem trés categorias de porqués no ensino da Matematica: o
cronoldgico, o légico e o pedagdgico. O autor defende que os porqués cronoldgicos

referem-se a questionamentos tais como:
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Por que ha 60 minutos em um grau ou em uma hora e por que ha 60
segundos em um minuto? Qual a origem da palavra zero? Qual a
origem da palavra seno? Qual a origem da palavra minuto? Qual a
origem da palavra segundo? (p. 1)

Para poder discutir e entender um pouco melhor a natureza de tais
questionamentos, vejamos o que diz a Histéria da Matematica em relagdo as

perguntas formuladas:

Por que ha 60 minutos em um grau ou em uma hora e por que ha 60
segundos em um minuto? Em outras palavras, por que n&o se dividiu o grau em dez

minutos (dez partes), mas em sessenta?

Segundo Boyer (1996), a civilizagdo babilonica utilizava a base sexagesimal
para utilizar suas operagdes. Os gregos, de quem herdamos grande parte de nosso
conhecimento matematico, ja possuiam a base dez para seus calculos aritméticos.
No entanto, tomaram dos babilénios a base sexagesimal para uso na Astronomia e
na Trigonometria, em medidas de tempo e de angulos e, deste modo, perdura até

hoje o0 uso da base sessenta para estes casos.

Qual a origem da palavra zero?

Eves (2004) indica um provavel caminho para a origem da palavra zero: os
hindus usaram para indicar o zero, a palavra sunya, que significa vacuo ou vazio. Na
tradugdo para o arabe, a palavra ficou sifr. Mais tarde, houve a latinizacdo da

palavra e ela virou zephirum, que deu 0 nosso zero.

Quanto a pergunta seguinte, sobre a origem da palavra seno, nos apoiaremos

novamente em Eves (2004, p.267), que diz:
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A origem da palavra seno é curiosa. Aryabhata usava ardha-jya
(“semi-corda”) e também jya-ardha (“corda metade”) e por brevidade
jya (“corda”). Partindo de jya, os arabes foneticamente derivaram
jiba que, devido a pratica entre eles de se omitir as vogais, se
escrevia jb. Afora seu significado técnico, hoje jiba € uma palavra
que nao tem sentido em arabe. Posteriormente, escritores que se
depararam com jb como abreviagdo da palavra sem sentido jiba
passaram a usar jaib que faz parte do vocabulario arabe e que
significa “enseada” ou “baia”. Mais tarde ainda, ao fazer a tradugéo
de jaib para o latim, Gerardo de Cremona empregou o equivalente
latino sinus, de onde vem nossa palavra atual seno.

De acordo com a afirmacdo de Eves houve uma traducdo errbnea para a
palavra original jya, inicialmente traduzida de forma correta para o arabe como jiba,
que significava a corda de um arco de caga ou de guerra. O fato de se omitirem as
vogais no idioma arabe transformou jiba em jb e, mais tarde, com a inclusdo das
vogais, em jaib, surgindo aqui o grande equivoco, ja que jaib significava enseada ou
baia, que traduzida para o latim como sinus deu origem a palavra seno. Nao fosse o
erro casual dessa tradugao, hoje a palavra correta a ser utilizada poderia ser outra,
traduzida para o latim a partir da palavra original jya, utilizada por Aryabhata, que

significava corda.

Trataremos a seguir das duas ultimas perguntas, ou seja: Qual a origem da

palavra minuto e qual a origem da palavra segundo?

Para respondé-las, recorreremos mais uma vez a Boyer ( 1996, p.113),

[...] como o sistema babilébnico posicional para fracdes era
evidentemente superior as fragdes unitarias egipcias e as fracbes
comuns gregas, era natural que Ptolomeu subdividisse seus graus
em sessenta partes minutae primae, cada uma das quais era
dividida em sessenta partes minutae secundae, e assim por diante.
E das frases latinas, que os tradutores usaram, que provéem nossas
palavras “minutos” e “segundos”.
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Pelo que entendemos da citagdo acima, o grau foi dividido duas vezes:
Dividiu-se, a primeira vez, em sessenta partes e cada parte foi chamada de minuta e
primae (primeiras partes menores), de onde veio a palavra minuto. Dividiu-se, outra
vez, cada parte em sessenta partes, e cada parte foi chamada de minutae secundae

(segundas partes menores), de onde veio a palavra segundo.

Analisando as perguntas formuladas acima e suas respectivas respostas,
podemos dizer que os porqués cronoldgicos caracterizam-se por perguntas, cujas
respostas tém de ser buscadas em fontes da Historia. Mas os questionamentos
acima, todos classificados como porqués cronoldgicos, caracterizam-se pelas
respostas dadas, pelo fato de que a Histéria das Civilizagdes, da Ciéncia e da
Matematica € que pode responder a tal tipo de questionamento. Percebemos assim
que a resposta dada a esses questionamentos nao esta atrelada a explicacbes
relacionadas a logica interna da Matematica, mas as razdes aqui apontadas séo de

natureza historica, cultural, casual ou convencional.

No nosso entendimento, ao responder a pergunta de um aluno sobre onde e
como surgiram os humeros complexos, estaremos respondendo uma pergunta que &
um exemplo de um porqué cronoldgico, pois, sua resposta tem de ser buscada por
fontes que tratam da histéria no sentido mais costumeiro da palavra. Ao tentar
responder a esta pergunta especificamente, encontramos em Silveira (2001)
informagdes segundo as quais os numeros complexos nédo foram inventados para
resolvermos as equagdes do segundo grau (como muita gente pensa). Acrescenta
ainda que, além de historicamente errada, essa “explicagdo” para o surgimento dos
numeros complexos € um absurdo na sua visao. Apesar dessa afirmacédo, 0 mesmo

autor se contradiz quando, na continuidade do texto, apresenta o problema a ser
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resolvido com raizes quadradas de numeros negativos pela utilizagdo da equagao

do segundo grau a partir da cubica.

Até cerca de 1.650 d.C, as unicas raizes consideradas verdadeiras eram as
que podiam ser interpretadas como correspondentes a grandezas fisicas ou
geomeétricas: comprimentos, areas, volumes, massa entre outras. Essas grandezas
correspondiam hoje aos nossos numeros reais positivos. As raizes que
correspondiam aos reais negativos ndo eram consideradas legitimas e eram

chamadas de falsas.

Segundo Silveira (2001), os numeros complexos surgiram quando Cardano,
em 1545, tentava resolver a equacao cubica x* = 4 + 15x, que ele dizia ter raiz
verdadeira x = 4. Usando a regra de dal Ferro-Tartaglia, deparou-se com o termo
J- 121, que ele ndo conseguiu destravar para encontrar a solucdo x = 4, por ele

conhecida e ja esperada. Mais de 25 anos depois, em 1572, Rafael Bombelli,
matematico italiano, teve a idéia de operar com as quantidades da forma a + b/- 1,

sob as mesmas regras dos numeros reais e usou a propriedade (/- 1)? = -1, para

destravar a regra, produzindo o desejado x = 4.

Bombelli utilizou 74 paginas de sua L’ Algebra para estudar as leis algébricas

que permitiam o calculo com as quantidades a + b/~ 1.

Com a ajuda destes exemplos, entendemos entdo que o porqué cronoldgico
trata de definicées constituidas historicamente. E um conceito surgido naquele dado
momento, numa dada civilizagao de forma casual, pois a ciéncia poderia ter sido
criada por outra civilizagao diferente daquela que aparece como originaria do fato

estudado.



22

Os porqués logicos sao evidenciados, quando se demonstra um teorema,
por exemplo, em que se incluem itens como a natureza do sistema axiomatico e do
raciocinio légico. Aqui vemos que as provas e demonstragdes tém um jeito, uma
forma de como foram construidos e ai se pode verificar se a logica esta correta,
encadeada na ordem esperada para provar ou demonstrar algum axioma ou
teorema. Os porqués l6gicos também se apresentam, quando um determinado
problema mais complexo pode ser resolvido de uma forma diferente, mais criativa,

ou seja, quando encontramos “uma saida” inédita para soluciona-los.

Como poderemos apresentar um exemplo de um porqué 16gico?

Embora ndo tenhamos encontrado em Jones (1969) uma ilustragéo clara para
0s porqués logicos, tentaremos demonstrar esses porqués através da seguinte
situagdo: imaginemos uma sala de aula, na qual, como professores, estamos
empenhados em demonstrar um dado teorema ou resolver um problema.
Imaginemos ainda que o teorema ou problema em questdo é um daqueles, cuja
demonstracdo ou resolugdo exige algum artificio que aparentemente ndo tem
relacdo direta com nosso objetivo. Ao empregarmos tal artificio, os alunos tém
reacgdes diversificadas. Alguns poucos conseguem entender o porqué do tal artificio
e, as vezes, até consideram-no, muito espirituoso e interessante. A maioria, no
entanto, ou permanece alheia ou fica literalmente indignada, por estarmos usando
um artificio completamente arbitrario. Este é o caso, por exemplo, da demonstracao

da relagao do co-seno do arco-metade usando os recursos da Geometria Euclidiana.
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. a 1- cosa :
De fato, para se demonstrar a formula cosE: — (considerando

apenas a solugdo positiva) inicialmente, tracamos o seguinte esquema para

podermos raciocinar atraves dele:

“Por que justamente este esquema e nao outro?” € um mistério para muitos
alunos. Jones (1969) considera entdo que, mesmo em situagbes semelhantes, a
Histéria da Matematica pode contribuir para esclarecer duvidas dos alunos. No
nosso entender, a Historia da Matematica de que aqui se fala ja tem caracteristicas

um tanto distintas daquelas do porqué cronoldgico.

Para John Kemeny (apud JONES, 1969), uma parte da Histéria da
Matematica pode mostrar alguma coisa acima e além do simples desenvolvimento
de axiomas e pode ajudar na resposta aos porqués logicos. Nesse trabalho, néo se
busca na Histéria a origem de definicbes constituidas, como nos porqués
cronologicos, mas sim o desenvolvimento da Matematica e seu crescimento através
de generalizagbes e abstragbes, mostrando historicamente que grandes homens

tiveram dificuldades, em seu tempo, com conceitos que hoje sao bem esclarecidos.
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Usar essa parte da histéria pode contribuir com respostas mais interessantes aos

questionamentos dos alunos, quando se tratar de porqués l6gicos.

Outro questionamento do tipo légico seria: por que (-1) x (-1) = 1? Ou, quando
estudamos nimeros complexos e perguntamos: por que i’ =i xixi €éigual a -i? As
respostas a estas questdes estdo relacionadas com a légica interna da Matematica

construida historicamente.

No porqué pedagdgico, o método deve prevalecer sobre outros elementos,
cronoldgicos ou logicos na solugdo dos problemas, n&do se descartando, no entanto,
0 uso dos fatos historicos relacionados com aquele assunto nas atividades em sala
de aula. Para fins de clareza, daremos, a seguir, 0 mesmo exemplo citado por Jones
(1969): na resolugdo de expressdes aritméticas, efetuam-se as operagdes, ou

sejam, abrem-se os parénteses, colchetes e chaves de dentro para fora.

E possivel se chegar a resposta correta, mesmo sem utilizar esta regra, no
entanto sua utilizacdo garantira encontrarmos o resultado correto com mais

seguranga.

Podemos adicionar ainda outro exemplo bastante simples: ao se efetuar a
operagao adicdo fazemo-la da direita para a esquerda, ou seja, no sentido contrario
da nossa escrita. Alunos na fase de aprendizado das operagcbes nem sempre
aceitam tal regra com naturalidade e alguns chegam a questionar o porque de tal
regra. Se fdssemos seguir a regra natural, semelhante a leitura, da direita para a
esquerda, para somar, por exemplo, 72 + 45, teriamos como resultado 7 +4 =11, 0
que na verdade corresponde a 70 + 40 =110, e 2+ 5 =7, o que somando da 117.
Podemos observar que, mesmo tratando-se de dois algoritmos validos, a escola sé

valoriza a operagao matematica que comeca pela direita.
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Podemos ainda dar outro exemplo: numa situagéo na qual se pede que seja
construido o grafico de uma fungao trigonométrica (no Ensino Médio) o professor da
orientagdes para serem seguidas, ou seja: obter o valor da fungdo para cada ponto
conhecido previamente (zero grau, os angulos notaveis: trinta graus, quarenta e
cinco graus e sessenta graus, entre outros), coloca-los nos eixos cartesianos e

tragar o grafico.

Um aluno pode perguntar: “Por que devo fazer exatamente assim e ndo de

outro jeito?”.

A nossa resposta devera deixar claro que é possivel, construir o mesmo
grafico marcando outros pontos, ou mesmo seguindo uma ordem diferente para a
escolha dos pontos a serem alocados, seja na tabela, seja no grafico. No entanto, a
probabilidade de sucesso sera maior, se a regra acima for observada e seguida. Isto
quer dizer que nossa resposta aponta os caminhos pedagogicamente mais viaveis,

para que o aluno tenha sucesso.

E o caso, por exemplo, de quando estudamos a divisdo de dois numeros
complexos. O caminho pedagdgico mais claro aponta para a multiplicagdo do
numerador e do denominador pelo conjugado do denominador como a melhor forma
de efetuarmos a divisdo com maior seguranga, mesmo que existam outras formas

de resolucéo.

As idéias discutidas anteriormente, baseadas na abordagem de Jones (1969),
nos apoiardo na direcdo de continuarmos nossa investigacdo a respeito dos

questionamentos dos alunos.
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A seguir, apresentaremos a Engenharia Didatica como o instrumento que

nos auxiliara nesta investigagao.

2.2 A engenharia didatica como referéncia para uma sequéncia de ensino

Na obra de Pais (2001), a engenharia didatica € caracterizada como uma
forma particular de organizagao dos procedimentos metodolégicos da pesquisa em
didatica da Matematica. Essa questdo metodoldgica, por se tratar de uma
concepgao que contempla tanto a dimenséao tedrica como experimental da pesquisa

em didatica, tem despertado o interesse pelo seu estudo.

Segundo Pais (2001), na engenharia didatica, ha quatro fases que permitem a

concepgao de uma sequéncia de ensino:

a) anadlise preliminar: consiste na analise epistemolégica dos
conteudos que se pretende trabalhar no desenvolvimento dos
materiais junto ao aluno. Nesse contexto, sdo importantes os estudos
sobre os processos educacionais desenvolvidos em classe (0 meio,
os instrumentos, a mediagcao do professor). Em suma, pretende-se

dar subsidios ao desenvolvimento da analise a priori,

b) concepcéao e analise a priori: consiste na preparagao de sequéncias
didaticas e do esquema experimental para a agao em classe, em que
serao delimitadas variaveis de controle que possibilitem conhecer o
que se pretende experimentar. No caso do projeto de pesquisa, trata-

se do processo de construcao e elaboracdo de material e atividades;
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c) experimentagdo ou aplicacédo da sequéncia didatica: € a execugao
dos processos desenvolvidos na analise a priori e preliminar, ou seja,
a realizacdo de cursos pilotos em que se recorre a pesquisa-acao
experimental em educacao, ou, a realizagdo das sessdes previstas
da sequéncia didatica, formada pelas aulas planejadas e analisadas
previamente. Em alguns casos, deve-se observar o envolvimento dos
professores e alunos através de filmagens ou gravagdes em audio,
desenvolvidas no decorrer do curso. Segundo Pais (2001), para se
fazer o registro nesta fase, se o discurso do aluno for suficiente para
se constituir na fonte primaria da analise, o registro em fita cassete é
suficiente. Neste caso, o material produzido na analise preliminar e a
priori é testado e analisado mediante uma sequéncia didatica e, apos

0 curso, é feita analise a posteriori,

d) andlise a posteriori: € a compreensdo e a interpretagcdo dos
resultados da experimentacdo. Seu objetivo é oferecer um feedback
para o desenvolvimento de uma nova analise a priori para uma nova
experimentagdo, concebendo o desenvolvimento das atividades

como uma atualizagao dos processos em questao.

Ao tomar a engenharia didatica, como instrumento auxiliar de nossa pesquisa,

realizamos os seguintes encaminhamentos:

Na etapa da analise preliminar, definimos que as aulas seriam ministradas
de forma tradicional. Isto quer dizer que decidimos nao introduzir nenhuma
inovacdo que viesse diferenciar de modo significativo as aulas que

pretendiamos dar, daquelas que normalmente sdo dadas no CEFET. Os
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conteudos apresentados foram selecionados de acordo com o plano de
aulas ja existente, construido pelos professores e pedagogos da escola.
Isto porque nosso objetivo era observar e registrar as intervengbes dos

alunos numa aula de Matematica rotineira.

Assumimos, dai, que abordariamos os conteudos por meio de sua exposicao
oral, de resolugbes de exercicios, atividades e avaliagbes feitas em grupo e
individualmente, e que fariamos nossa interagdo com os alunos, atuando como

mediador na resposta aos questionamentos existentes.

 Na analise a priori, a partir das decisées tomadas na etapa anterior,
organizamos previamente uma sequéncia de ensino baseada em
dezesseis encontros, com um total de vinte e nove horas—aula, cumpridas

rigorosamente durante o terceiro bimestre referente ao ano de 2005.

Decidimos que durante as nossas exposi¢coes, aplicacbes de exercicios e
avaliagdes, qualquer questionamento por parte dos alunos seria gravado em audio
para posterior transcricdo e analise. As gravagdes seriam realizadas por um aluno,
previamente escolhido, que acionaria o gravador no momento em que os colegas
fizessem alguma interveng¢do. As nossas variaveis de controle giravam em torno das

perguntas que os alunos fizessem no decorrer da aula.

Operacionalmente, tivemos a gravagao de algumas perguntas prejudicada
(inaudivel), visto que, em alguns momentos, o aluno que questionava estava
distante do gravador, ou a gravagao era cortada no inicio ou final do questionamento
em virtude da falta de sincronia entre o aluno que perguntava e aquele que fazia a

gravacao.
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Com base em nossa experiéncia de ensino e nos pressupostos apontados

por Jones (1969), elaboramos as seguintes hipoteses preliminares:

a) H1: no decorrer das aulas, alguns alunos (quase sempre os mesmos) farao

perguntas;

b) H2: algumas destas perguntas serdo de natureza tal que, para o professor

respondé-las, sera necessario um conhecimento da Histéria da Matematica;

c) H3: a maior parte das perguntas surgirdo, ou quando a professora estiver

fazendo sua exposigao, ou logo apos esta.

d) H4: das perguntas que remetem a Histéria da Matematica, havera algumas
que poderao ser enquadras como porqués cronologicos, outras como /6gicos

e outras como porqués pedagogicos.

Na fase de aplicagdo da sequéncia didatica, aplicamos na sala de aula os
procedimentos previstos nas etapas de analise preliminar e analise a
priori. Cada unidade de ensino proposta foi desenvolvida a partir da nossa
exposicao, seguida por aplicacédo de exercicios, ora resolvidos por nés,
ora resolvidos pelos alunos, focados nos conteudos a serem apreendidos,
ao mesmo tempo em que se interagia com os alunos da turma por meio
dos seus questionamentos. Entregamos, no inicio de cada aula, o material
com os conteudos a serem discutidos em cada sessao. Utilizamos como
textos complementares, Caraga (1998) e Milies (1993), em apoio aos

contelildos existentes nos livros textos utilizados.

As perguntas formuladas no decorrer das aulas (Apéndice A) foram gravadas

em audio e, posteriormente, transcritas e preparadas para:
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a) classificacdo e andlise a luz das categorias de Jones (1969);

by teste da veracidade das hipéteses formuladas na fase de analise a

priori.

« Ja na etapa da analise a posteriori, teremos de enumerar, classificar e
analisar as perguntas que os alunos fizeram. Nesta analise, iremos
confrontar os resultados obtidos com as hipoteses formuladas
anteriormente. Também pesquisaremos a existéncia de alguns recursos
bibliograficos ou de referéncias, que possam ser utilizados para apoio ao

professor em suas respostas aos questionamentos dos alunos.

Na secédo 4, aprofundaremos nossa analise dos questionamentos dos alunos

e das hipdteses preliminares.

Na proxima secdo, passaremos a descrever mais um aspecto relacionado a
nossa pesquisa, que é o da metodologia, do ambiente, e das condigbes em que ela

se desenvolveu.
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3 METODOLOGIA DE PESQUISA

Nesta secao, trataremos de estabelecer os caminhos de nosso estudo.
Iniciaremos por descrever o ambiente da pesquisa, nele compreendido a escola e a
turma, passaremos depois a apresentar o programa da disciplina Matematica no que
tange a Numeros Complexos, seguido do cronograma, planejamento das aulas,
coleta de informacbes e, na seqiéncia, uma descricdo das etapas da pesquisa

realizada no ambito deste trabalho.

3.1 O ambiente da pesquisa: a escola e a turma

Nossa pesquisa foi realizada no Centro Federal de Educagédo Tecnoldgica do
Rio Grande do Norte — CEFET-RN - Unidade de Natal, escola publica mantida pelo
Governo Federal, em que atuamos como professora do quadro permanente, desde

1987.

O Centro Federal de Educagao Tecnoldgica do Rio Grande do Norte (CEFET-
RN) foi criado no ano de 1909, através do Decreto n° 7.566, de 23 de setembro
assinado pelo entdo Presidente da Republica Nilo Pecanha. Inicialmente, foi
denominada Escola de Aprendizes Artifices para atender profissionalmente os
“desfavorecidos da sorte”, com o objetivo de Ihes oferecer uma oportunidade para se

inserirem no mercado de trabalho.
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Durante os 97 anos de sua existéncia, teve sua denominagao alterada varias
vezes, sendo chamada, em 1937, de Liceu Industrial, em 1942, de Escola Industrial
de Natal, em 1965, de Escola Industrial Federal do Rio Grande do Norte, em 1968,
de Escola Técnica Federal do Rio Grande do Norte — ETFRN. Atualmente, desde
janeiro de 1999, sua denominacéo oficial € Centro Federal de Educagao Tecnoldgica
do Rio Grande do Norte — CEFET-RN, contando hoje com uma unidade Sede em
Natal e outra em Mossor6. Agora, em 2006, estdo sendo criadas as unidades de

Currais Novos, do Vale do Agu e da Zona Norte em Natal.

Na Unidade Sede de Natal, local da nossa pesquisa, O CEFET-RN conta com
293 docentes e 196 técnico-administrativos lotados no seu quadro efetivo. Esse
conjunto de servidores atende a cerca de 4.747 alunos sendo: 772 alunos no ensino
médio, 1648 alunos nos cursos técnicos de nivel médio, 1161 alunos nos cursos
superiores de tecnologia e de formagéo de professores e, atualmente, 1166 alunos

em cursos de formacao inicial e continuada de trabalhadores.

Sua infra-estrutura fisica conta com laboratérios, microcomputadores, salas
de aulas com ponto de internet, biblioteca com amplo acervo bibliografico,
computadores para acesso a bibliotecas virtuais. Seu projeto politico-pedagdgico
garante o funcionamento de centros de aprendizagem para reforgo aos alunos com
dificuldade escolar além de conselhos de classe com a participacdo de professores,
pedagogos, alunos e pais para cada turma do CEFET-RN. Para estudar no CEFET-
RN, os alunos passam por concorrida e rigorosa selegdo. Para o ingresso no ensino
médio, no ano de 2004, houve uma demanda de 4200 concorrentes para 432

vagas', das quais 50% foram reservadas para alunos de escolas publicas. Essa

!, Informacgdes fornecidas pela Diretoria de Ensino- Coordenadoria de Registros Escolares- DE/CRE-
do CEFET-RN.
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grande concorréncia assegura uma qualidade superior para os alunos dessa

instituicdo publica.

A turma na qual realizamos nossa pesquisa, Turma 2.00.1V, do turno
vespertino, foi composta de 29 alunos entre os quais 17 sdo do sexo masculino,
equivalente a 58,6% do total de alunos. A predomindncia de alunos do sexo
masculino € histérica, no entanto, a cada ano, um maior numero de alunas tém
conseguido ser selecionadas para estudar no CEFET-RN. Considerando o tipo de
escola em que estes alunos concluiram o ensino fundamental, constatamos que 15
alunos vieram de escola publica ou escola filantrépica?, sendo 13 de escola publica
estadual, 1 de escola publica municipal e outro de escola filantrépica, o que
corresponde a 51,7% dos alunos. A minoria, 48,3% dos alunos, € proveniente de

escola particular.

No que se refere a faixa etaria, 28 (96,6%) alunos tém menos que 17 anos,
quase que a totalidade da turma, o que significa que estdo dentro da faixa de
escolaridade regular. Apenas um aluno situa-se na faixa etaria entre 18 e 20 anos.
Quando coletamos as informacdes a respeito da renda familiar desses alunos,
verificamos que 13 (44,8%) alunos tém renda familiar inferior ou igual a cinco
salarios minimos. Com renda familiar entre cinco e oito salarios minimos,
encontram-se 10 (34,5%) alunos. Os demais, 6 (20,7%) alunos, declararam renda
familiar superior a dez salarios minimos. Estes dados expressam que mais da

metade da turma é de classe média.

2, Enquadrada na Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB) e definida na Lei como
instituicbes de direito privado sem fins lucrativos que presta servigos sem qualquer cobranga de
taxas, mensalidades ou contraprestagao.
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3.2 A disciplina e o seu programa, cronograma, planejamento das aulas e
coleta de informacgoes.

O assunto Numeros Complexos é dado no segundo semestre de cada ano,
fazendo parte da disciplina de Matematica, ofertada para alunos do segundo ano do
Ensino Médio e seu conteudo programatico € dividido em oito topicos, com previsao

de trés aulas semanais, conforme a seguinte programacao:

Introducéo:
v" Origem;

v Aplicacoes.

O Conjunto dos Numeros Complexos: a Unidade Imaginaria.

* A Forma Algébrica dos Numeros Complexos.

Igualdade de Numeros Complexos.
» Conjugado de um Numero Complexo.
* Operagdes com Numeros Complexos:
v" Adicao e subtracgéo;
v" Multiplicacgéo;
v' Divisao;
v Poténcias de i.
* Forma Trigonométrica ou Polar.
v Plano de Argand-Gauss;

v" Moédulo e Argumento de um Numero Complexo.
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* Operagdes com Numeros Complexos na Forma Trigonométrica:
v" Multiplicagéao;
v" Divisao;
v' Potenciagdo — Férmula de Moivre.

Foi com base neste programa que ministramos as aulas que serviram de
suporte para a nossa pesquisa, a partir de um cronograma que indicava as
atividades, de acordo com o planejamento das aulas, e 0s momentos previstos para

a coleta de informacoes.

A coleta de informacdes foi realizada durante essas aulas. Foi programado
um conjunto de aulas sobre numeros complexos, num total de trés por semana (ver
Anexo A), as quais aconteceram durante dezesseis encontros totalizando vinte e

nove aulas.

A medida em que fizemos nossas exposi¢des sobre o contetido dos nimeros
complexos, ou mesmo durante as aulas de aplicagbes de exercicios e avaliagdes,
foram coletadas as informacdes necessarias ao andamento de nossa pesquisa.
Essas informagdes surgiram a partir dos questionamentos dos alunos e foram

gravadas e transcritas, transformando-se, ai, na base de dados para nosso trabalho.

3.3 Etapas da pesquisa

Para melhor situar o leitor, tracemos o percurso metodologico e uma breve

descricdo das etapas seguintes:
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« Num primeiro momento, os dados coletados, conforme ja descrevemos
anteriormente, foram organizados em um quadro em que apresentamos as
seguintes informagdes: numero da aula, data da aula, assunto ministrado e

questionamentos feitos pelos alunos.

« Em seguida, fizemos a classificacdo nas categorias de porqués cronoldgico,
I6gico ou pedagogico. No momento desta analise, verificamos se existia
alguma pergunta que nao estivesse classificada dentre essas trés categorias

e se € ou nao pertinente introduzir uma nova categoria.

* Na etapa seguinte fizemos a analise das questdes com respeito as categorias
estabelecidas até entdo, confrontando os dados obtidos com as hipoteses

preliminares estabelecidas.

« Com base na analise das perguntas dos alunos, fizemos uma pesquisa
bibliografica em busca de material de apoio ao professor, visando ajuda-lo a

articular os conteudos da Matematica com a Histéria da Matematica.

A seguir, apresentamos um fluxograma que resume o que sera apresentado

nas segoes seguintes.



Definigdo da Metodologia

Analise Preliminar de Ensino
Anélise a Priori ‘ Sala de Aula ’

---------- v

|
Alunos } Intelragéo > Professora
v | v
Estabelecimento de
Hipoteses

Aplicacao da
Sequéncia Didatica Coleta de Dados
(Registro)

Questionamentos |

Classificagao dos Porqués

v
v v

Comparagéo com a
Classificacao de Jones

v

Pesquisa Bibliografica

v

Material de Apoio ao
Professor

Validag&o das Hipoteses

Analise a Posteriori

Fluxograma 1 — Etapas da pesquisa
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4 CLASSIFICAGAO E ANALISE DAS PERGUNTAS DOS ALUNOS

Considerando que, durante o periodo de aulas, coletamos os dados
referentes aos questionamentos dos alunos nas aulas de niumeros complexos, nesta
etapa do nosso estudo, buscamos classificar e analisar as perguntas dos alunos,

utilizando o referencial apresentado por Jones (1969).

4.1 Classificagao e analise das perguntas dos alunos

Durante os dezesseis encontros que tivemos, com um total de vinte e nove
horas-aula, os alunos fizeram cinquenta e nove questionamentos, sendo que
alguns destes continham mais de uma pergunta. Estes questionamentos estéo
apresentados em forma de tabela com numero da aula, data, assunto estudado,

perguntas levantadas e respectiva classificagdo, no Apéndice A.

Inicialmente, fizemos a classificagdo, usando as categorias sugeridas por
Jones (1969): (C) cronoldgico, (L) légico e (P) pedagdgico. Verificamos, a partir da
nossa analise pessoal, que apenas uma determinada pergunta ndo se encaixava
em nenhuma destas categorias e a classificamos na categoria (O) outra, ndo
justificando a introdugdo de uma nova categoria de porqué bem definida, por falta
de elementos para tal. No entanto, algumas perguntas, no nosso entendimento,
foram classificadas em mais de uma categoria ao mesmo tempo, considerando a
presenca de fortes caracteristicas de mais de um porqué ao mesmo tempo, apoiado
na propria analise de Jones que admite, especialmente, a presenca da Histéria da

Matematica como elemento relevante em qualquer porqué.
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Apresentamos, a seguir, o retrato do primeiro encontro em que tivemos as

primeiras perguntas dos alunos, a aula de n°2:

“Vocé multiplicou a raiz de trinta e seis por menos um. Vocé nao multiplicou? Por que

vocé botou dentro, multiplicando? Ele ndo some nao, quando vocé multiplica?”.

“Existe uma explicagao para esse i?”.

“Nao é complicado depois da morte do cara vocé obter a informacéo...?”.

Apos efetuarmos a classificacdo dos questionamentos presentes no quadro

(Anexo A), obtivemos os seguintes resultados:

Considerando que das 59 perguntas, duas delas estavam inaudiveis ou
incompletas e nao foi possivel efetuar a transcricdo, estando descritas como
incompreensivel (1), vamos considerar o universo de 57 perguntas, para efeito desta

analise:

* somente uma das perguntas, “Nao é complicado depois da morte do cara vocé
obter a informagédo?”, ndo conseguimos relacionar a nenhuma das categorias
propostas por Jones (1969), e foi classificada como (O), outras, o que

corresponde a 1,8% dos questionamentos;

* apenas uma dessas perguntas referia-se ao aspecto puramente cronoldgico,

0 que corresponde, também, a 1,8% do total das perguntas feitas. Foi ela:

“Existe uma explicagao para esse i?”,;

« 17 perguntas, 29,8% do total, relacionavam-se especificamente com a
categoria dos porqués logicos. Entre elas podemos exemplificar: “Professora

esse (cos h ¥ +isenn d) é a mesma coisa que (cos 9 + i sen n 3)"; ou,
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Professora, o co-seno negativo, ele se localiza no 3% ou 4° quadrante? ou nos outros

dois?”.

29 dos questionamentos, o maior percentual obtido no estudo, referiam-se
aos porqués pedagdgicos, chegando a 50,8% do total de perguntas. Vejamos
alguns: “Professora, mas se eu fizesse através do minimo multiplo comum? Como é
que eu faria isso ai? Como é que ficaria esse minimo multiplo comum?”; “O melhor é
fazer primeiro, digamos assim, a radiciagao: primeiro passar o denominador para um
denominador real puro fazendo a multiplicagdo do conjugado?”.; “Para isso ter que
ser real, b tem que ser igual a zero, entao, portanto, tem que eliminar a parte

imaginaria, logo 2a + 3b tem que ser igual a zero?”.

dois questionamentos, 3,5%, foram classificados como porqués légico e
pedagoégico ao mesmo tempo. Sao eles: “Professora, pode elevar um nimero

complexo a um expoente negativo, ou a um expoente fracionario?”; e, “Nao entendi
porque... pronto, ali no a, porque que ele ficou assim . Mas, teria como b nao ser
igual a zero? E se tivesse como é que esse a ficaria? Seria desse mesmo jeito essa

parte inicial?”.

5 perguntas, correspondentes a 8,8% do total relacionavam-se com o0s
porqués cronolégico e l6gico ao mesmo tempo. Por exemplo: “Professora, o

eixo da cotangente tem 90° de diferenga com o eixo da tangente, ndo é?”; e, “O que

o logaritmo de base enésima tem a ver com a forma de Moivre?”.

duas questdes apenas, 3,6% das perguntas, foram classificadas como porqué
cronologico, l6gico e pedagogico ao mesmo tempo. Foram as seguintes: “A
gente pode utilizar o plano de Gauss mesmo p’ra, no sentido de modulo do real, por
exemplo, ja que o plano de Gauss pode encontrar o médulo do complexo? O plano

de Gauss sempre pode ser utilizado pra o moédulo do real, visto que o real pode estar
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na coordenada x, reais, e a distAncia do moédulo vai ser justamente o ponto da

coordenada até a origem? O zero?”, e, “Esse mddulo ai, ele sempre esta no primeiro

quadrante?”.

Com base nestes questionamentos, constantes em seu conjunto no Anexo A,
faremos, na sequéncia, uma reflexao sobre as hipéteses preliminares, verificando a
sua validade, uma breve explanag¢ao conclusiva em relagdo aos porqués de Jones e

apresentaremos um diagrama como representa¢ao das categorias definidas por ele.

4.2 Refletindo sobre as hipéteses preliminares

Analisando todo o quadro (Anexo A) e confrontando os dados obtidos com as

hipoteses elaboradas anteriormente, podemos fazer as seguintes reflexdes:

Com relagao a H1: Esta hipétese supunha que alguns fariam perguntas e que
estas perguntas seriam feitas geralmente pelos mesmos alunos. Ao analisarmos o
conjunto dos questionamentos verificamos que H1 é confirmada. Dentre os 29
alunos da turma, alguns fizeram perguntas, ndo todos, e destes podemos dizer que
cerca de 5 deles foram os responsaveis por aproximadamente 60% dos

questionamentos.

Com relagdo a H2: A hipotese de que algumas destas perguntas seriam de
natureza tal que, para o professor respondé-las, seria necessario um conhecimento
da Histéria da Matematica, também foi confirmada, apesar de serem poucas as que
apresentaram esta exigéncia direta. Foram apenas 8 (14,1%) de 57 perguntas,
classificadas na categoria de porqué cronolégico que, em nossa analise, exigiam do

professor conhecimento da histéria para respondé-las. No entanto, naquelas em que
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prevaleciam as caracteristicas de porqués légicos e pedagdgicos, entendemos que
respondidas com o apoio da Histéria da Matematica dariam maior significado a

resposta.

Com relagéo a H3: A hipotese de que a maior parte das perguntas iria surgir
quando a professora estivesse fazendo a sua exposigdo ou logo apds esta, nio foi
confirmada, pois, analisando as perguntas dos alunos aula a aula, verificamos que
surgiram mais perguntas no momento em que os alunos, por si sO, estavam
tentando resolver as questdes dos testes e listas de exercicios. Esses
questionamentos com indice superior a 60%, em sua maior parte classificados na
categoria de porqué pedagogico, relacionavam-se com suas duvidas sobre qual a
melhor forma de resolver certas questdes, ou seja, quais os caminhos mais objetivos

para a resolucao dos problemas apresentados.

E importante registrar, o grande nimero de perguntas que foram feitas em
aulas de resolugdes de exercicios e testes que precediam momentos de avaliagdes.
Para se ter idéia nas aulas de numero 8, 10 e 13, em que resolvemos uma boa
quantidade de exercicios (Apéndice A) tivemos 18, 10 e 7 perguntas
respectivamente, o que corresponde a mais de 50% do total de perguntas feitas nas

16 aulas.

Com relacdo a H4: De fato, as perguntas dos alunos podem ser classificadas
como porqués cronoldgicos, logicos e pedagodgicos. No entanto, vemos aqui um
desequilibrio entre estas categorias. A maioria dos alunos quer saber ‘como se
resolve isto” e “por que se resolve assim e ndo de outro modo” o que caracteriza o
porqué pedagogico. Poucos estéo interessados em “de onde surgiu isto” nas origens

remotas, “histéricas” de um conceito, que é o que caracteriza o porqué cronolégico.
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Inicialmente, isto nos causou estranheza, mas depois tratamos de dar uma
interpretacdo para o fato: a grande maioria dos alunos tem uma preocupagao
evidente com os conteudos a serem aprendidos. Normalmente o que lhes é cobrado
na pratica, seja em concursos vestibulares ou nas proprias avaliagdes realizadas na
escola, é o conhecimento de conteudos e formulas, algoritmos e processos mentais

caracteristicos dos porqués pedagdgicos de Jones (1969).

Mas ha ai um fato digno de toda nossa atengédo. Na verdade, as perguntas
dos alunos “Por que temos de somar da direita para a esquerda, se nossa escrita €
no sentido contrario?” e tantas outras deste tipo que se relacionam com os porqués
pedagogicos, podem ser mais bem respondidas por um professor que tenha tido
formagdo em Histéria da Matematica no que se refere a histéria dos métodos
matematicos pedagogicamente construidos. Em outras palavras, faz-se necessario
uma Histéria da Matematica que dé conta da evolugao dos métodos de calculo. Por
exemplo, nos casos da questao formulada anteriormente, o que o professor precisa
conhecer sdo os varios algoritmos de adicdo e demais operagbes que foram
empregadas desde que os algarismos foram criados e usados pelos indianos até
nossos dias. Olhando desse ponto de vista, torna-se claro porque Jones afirma que

0s porqués pedagdgicos estao relacionados a Histéria da Matematica.

Veremos mais tarde se esta informacao tdo pertinente sobre a evolugcdo dos
algoritmos de calculo ou outras questdes que ganhariam maior significado caso sua
resposta contasse com o apoio da Histéria da Matematica, estdo disponiveis ou
mesmo acessiveis ao professor de Matematica da escola basica. Sera que os livros

utilizados por professores e alunos trazem essa contribuigdo?
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Considerando os elementos obtidos apdés a classificacdo e analise das

perguntas dos alunos, tiramos as seguintes conclusoes:

o aluno s6 faz questionamentos do tipo cronolégico quando incentivado ou,
em alguns casos, quando o professor oferece conteudos que se referem a

fatos historicos, sua origem e suas aplicagoes;

na maioria das vezes, seus questionamentos sao do tipo légico e mais ainda,
pedagdgico, visto que, historicamente, ha toda uma cobrancga ao aprendizado
dos conteudos ligados a pedagogia da disciplina: resolugdo de problemas;
deducdo e comprovacgao de formulas e entendimento da teoria basica que

suporta esses conteudos;

a forte presenga de caracteristicas de mais de uma categoria de porqués, em
alguns dos questionamentos dos alunos, induziu-nos a classifica-los como
interse¢cdes entre essas categorias. Nessa perspectiva, como ja vimos,
consideramos alguns questionamentos simultaneamente como porqués
cronoldgicos e logicos, outros como /6gicos e pedagdgicos e até como

porqués cronolégicos, l6gicos e pedagodgicos .

Com este nosso entendimento de que os porqués de Jones podem ser

classificados com essas possiveis interseccdes e, mesmo nao encontrando, entre os

questionamentos do nosso estudo um porqué cronoldgico e pedagdgico ao mesmo

tempo, ousamos apresentar o diagrama seguinte como representacdo das

categorias definidas por ele:
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Cronolégico

Légico

/ Cronolégico / Logico

Pedagégico

1|

T

Cronolégico
e Légico

Pedagécio
e Légico

Cronolégico
e Pedagdgico

Cronoldgico, Légicol
e Pedagdgico

Outros

NS EHNE

Diagrama 1: categorias de “porqués” baseado em Jones (1969)

Por outro lado, nossa idéia costumeira da Historia da Matematica é vinculada
as perguntas caracteristicas dos porqués cronologicos. Do artigo de Jones (1969),
entendemos que a Histéria da Matematica articulada com o seu ensino pode
melhorar a qualidade do processo ensino-aprendizagem. Ele considera que os
porqués logicos e pedagogicos, quando respondidos com a contribuigdo da Histoéria,

d&o maior significado ao ensino.

Percebemos, dai, que os encaminhamentos a serem tomados pelo professor,
a partir dos questionamentos dos alunos, serdo mais consistentes quando suas
respostas tiverem o apoio da Histdéria, mesmo que as perguntas se enquadrem nos

porqués pedagogicos e logicos.

Sera que os recursos bibliograficos existentes atendem a essa necessidade?

Veremos, na sec¢ao seguinte, o que existe de disponivel para o professor, em
apoio aos questionamentos dos alunos de ensino médio nas aulas de numeros

complexos.
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4.3 Os recursos de apoio ao professor no que se refere a Histéria dos Numeros
Complexos.

Tomaremos como referéncia os questionamentos mais caracteristicos de
porqué pedagogico sobre numeros complexos feitos pelos alunos. Alguns desses

questionamentos, foram:

* “Se ndo da para determinar o termo da soma e o termo do produto sem ser por essa
férmula da equagao. Por exemplo, através da raiz de Bhaskara agente sabe que x’
ele é igual a tal valor e o x” ele € igual a outro valor. Dai ndo d& para determinar o b

e o ¢ hao?”;

» “Professora, mas se eu fizesse através do minimo multiplo comum? Como é que eu

faria isso ai? Como é que ficaria esse minimo multiplo comum?”;

» “Professora, essa equacgdo é biquadrada. Eu coloquei b? = x, encontrei x = -25,
entdo pH% = ++/- 25... j4 que trabalhamos no conjunto dos complexos eu coloquei

que b = t5i, isso é possivel numa equag&o?”.

E em relacdo as informacdes necessarias para lidar com estas perguntas que
faremos nossa analise bibliografica. No momento, passaremos a discutir a escolha

de aquelas que serao analisadas.

Achamos razoavel supor que o professor de Matematica do Ensino Basico
possa ter acesso aos dois livros de Historia da Matematica mais conhecidos no pais:
Boyer (1996) e Eves (2004), assim como aos livros didaticos indicados e utilizados
pela escola em que leciona. A partir desta suposi¢ao, podemos perguntar: quais
subsidios estas publicagdes fornecerao ao professor? Além destas, existem outras

publicagdes que possam oferecer apoio ao professor, no que se refere a histéria dos
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numeros complexos e sua relagdo com as categorias de porqués definidas por

Jones (1969)? Quais os critérios utilizados para a escolha dessas obras?

Com base nestas perguntas, fizemos uma pesquisa bibliografica em alguns
livros didaticos e para-didaticos, artigos publicados em revistas e em sites na
Internet (Apéndice B) e, a partir de uma pré-selegao, escolhemos este conjunto de
publicacbes para serem analisadas neste trabalho, conforme critérios que

apresentaremos mais adiante:

 Boyer (1996); Eves (2004); Caraga (1998); Wussing (1998), entre as

publicacdes utilizadas no Nivel Superior; e

« Dante (1999), Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr.(2002), lezzi et al. (1993,

1999); Bezerra (2001) e Paiva (1995), livros didaticos de nivel médio.

Aqui, registramos que além destas, outras obras pré-selecionadas, constantes
no Apéndice B, trazem alguma contribuicdo. Algumas outras foram pesquisadas, e

embora estejam indicadas, n&o trouxeram nenhuma contribuigao para este estudo.

Para a escolha dos livros de Nivel Superior, utilizamos como principais
critérios o facil acesso as obras e o conhecimento prévio da bibliografia, por termos
estudado através deles durante o nosso curso e, principalmente, pela reconhecida

qualidade dos seus conteudos.

Em relagao aos livros didaticos para o Nivel Médio, o unico critério utilizado foi
o de selecionar, dentre os pré-analisados, aqueles que estavam relacionados na

bibliografia da escola escolhida como ambiente do nosso trabalho de pesquisa.
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4.3.1 A analise dos livros selecionados

Entre os livros utilizados nos cursos de nivel superior podemos destacar,

dentre aqueles pré-selecionados, os seguintes:

* Boyer (1996):

Esta obra é, no Brasil, talvez o livro mais difundido em Histéria da
Matematica. Considerando as trés categorias de Jones (1969), em seu conteudo
predominam informacdes referentes aos porqués cronolégicos e logicos. Por
exemplo, podemos ler que, em 1945, Cardano, em sua obra Ars Magna, diz :
“Sempre que as trés raizes de uma equacgao cubica sao reais e diferentes de zero, a
férmula de Tartaglia-Cardano leva inevitavelmente a raizes quadradas de numeros

negativos” ( BOYER, 1996, p. 197).

Percebemos, nesta afirmacdo, uma regra de definicdo nas proposicoes
apresentadas, que leva a uma deducgao ldgica, caracteristica de situagdes que

expressam a existéncia de um porqué ldgico.
Ou ainda quando fala da origem do simbolo i:

Euler, considerado o construtor de notagdes mais bem sucedido de todos os

tempos, foi o primeiro matematico a usar a notacdo do simbolo i para /-1, num
manuscrito datado de 1777, s6 publicado em 1794. Gauss adotou esse simbolo em
seu classico Disquisitiones arithmeticae de 1801, assegurando-a entre as notagdes

matematicas.

Neste caso, notamos que estas informagdes estdo apoiadas na origem de

fatos historicos, caracteristica predominante do porqué cronoldgico. Dificilmente,
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Boyer (1996), toca em aspectos dos porqués pedagodgicos. Por exemplo, raramente
aparecem informagbes do tipo em que descreve metodologias explicitas e
algoritmos de resoluc¢do de problemas, base dos questionamentos que caracterizam

0s porqués pedagdgicos.

* [Eves (2004):

Este livro, bastante utilizado no ensino superior do Pais para abordar a
Histéria da Matematica, traz além de informacgdes relacionadas com os porqués

cronolodgicos e logicos, diversas situagdes categorizadas nos porqués pedagdgicos.

Encontramos em Eves (2004, p. 302) a seguinte afirmacéo:

Resumidamente, eis como os fatos podem ter acontecido. Ha
controvérsias quanto a solugdo das cubicas. Por volta de 1515
Scipione Del Ferro resolveu a cubica x* + mx = n, baseado
provavelmente em fontes arabes e revelou seu segredo a Antonio
Fior, seu discipulo. Nicolo Fontana de Brescia, conhecido como
Tartaglia, em torno de 1535, anunciou ter descoberto a solugao para
a cubica x* + px? = n. Em disputa com Fior, Tartaglia resolveu dois
tipos de cubicas e Fior apenas um tipo.

Ao que parece Cardano arrancou de Tartaglia a solucio da cubica
e publicou em sua Ars Magna em 1545.

Notamos aqui, por exemplo, que estas informagdes tratam da origem dos
fatos historicos, as primeiras discussdes que originaram os numeros complexos, que

categorizam um porqué cronologico.

Em outro trecho, aparece, que também se deve a Euler a férmula e* = cos x +
i sen x. Ele conseguiu estabelecer que todo numero real n&o-nulo r tem uma
infinidade de logaritmos (para uma dada base), todos imaginarios se r < 0 e todos

imaginarios, exceto um, se r > 0 (Eves, 2004). Essa informagao caracteriza a
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existéncia de um porqué logico pois esta matematicamente apoiada em um

raciocinio l6gico dedutivo.

Um exemplo de porqué pedagdgico surge na resolugdo da cubica x*+ mx =n

dada por Cardano em sua Ars Magna, como veremos a seguir:

Considere a identidade (a — b)® + 3ab(a — b) = a> — b°.

Se escolhermos a e b de modo que 3ab =m, a®*-Db®=n, entdo x é
dado por a — b. Resolvendo para a e b o sistema formado pelas

duas equacgdes obtemos (= \/(n/2)+ \/(n/2)2 + (m/3)° e

b= \/ (n/2)+ (n/2)* + (m/3)* .
Vemos que assim o x fica determinado (EVES, 2004, p.303).

Neste exemplo, existe um algoritmo para a resolugdo da equacgao,
caracteristica de um porqué pedagogico. Ao mesmo tempo, entendemos que os
artificios utilizados nesta solugdo que envolve um raciocinio légico bem encadeado,

caracterizam, também, a existéncia de um porqué logico.

« Caracga (1998):

Esta obra € considerada, em Portugal, como um dos melhores livros de
Matematica para o ensino secundario escrito em lingua portuguesa e foi utilizado na
leitura e discussao para apresentacdo de uma oficina de estudos em nosso curso
de mestrado. Nele encontramos as trés categorias de porqués definidas por Jones
(1969), quando discorre sobre a evolugado dos conceitos de numero, de fungéo e de
continuidade, por meio de discussoes, reflexdes, notas histéricas e teoremas,

algumas vezes, com demonstragdes pouco comuns.
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Em Caraga (1998, p. 166), por exemplo, encontramos um porqué cronolégico

ao informar sobre a origem de fatos historicos:

Ja no declinar do séc. XVIII, em 1707, um topografo noruegués,
Caspar Wessel, entregou a Academia Dinamarquesa de Ciéncias e
Letras uma Memoria, publicada em 1779, Sobre a representagdo
analitica da Dire¢do onde, pela primeira vez, foi apresentada uma
representacao geométrica dos numeros complexos.

Mais adiante, ao finalizar a resolugdo de uma equacao:

Generalizando o raciocinio que fizemos sobre esta equacéo, prova-
se facilmente que, dada uma equagdo algébrica de coeficientes
inteiros e com coeficiente do 1.°termo unidade: x” + a;x™" + ... + a, =
0, as suas raizes racionais, se existirem, sdo necessariamente
inteiras (CARACA, 1998, p.174).

Assim, percebemos a existéncia de um encadeamento logico com uma

premissa axiomatica, nesta sentenga, uma das caracteristicas do porqué logico.

Quando encontramos a resolugéo da adicdo dos complexos (2 + 3i) + (1 — 5i)
=2+3i+1-51=2+1+3i—-5i=3+(3-15)i =3 - 2i, notamos uma sequéncia
metodoldgica, um algoritmo, um processo pedagogico para a solugdo da adigao de

numeros complexos, o que caracteriza a presenca de um porqué pedagogico.

* Woussing (1988):

Este livro, apresenta, sob a ética dos porqués de Jones (1969), situagbes em

que prevalecem os porqués cronoldgicos e logicos.

Vemos em Wussing (1988, p. 207), um exemplo, tal qual em Boyer (1996)
que mostra a origem de um fato histérico, a origem do simbolo i, caracteristica de

um porqué cronolégico: “Euler introdujo em 1777 el simbolo i y opero com €l como si
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i = -1; el simbolo iy la denominacién nimero complejo lograram imponerse

definitivamente solo después de su uso por Gauss.”

Quando Euler define o numero imaginario, percebemos a existéncia de um
porqué légico baseado no encadeamento do raciocinio légico utilizado na seguinte

afirmacao: “Uma magnitud se dice imaginaria cuando ni es mayor que cero, ni es
menor que cero, ni igual a cero. Es algo imposible, como por ejemplo -1 6 en

general a + by~ 1” (WUSSING, 1998, p. 208).

Quando tratamos de analisar a contribuicdo aos porqués de Jones (1969) nos
livros didaticos utilizados pelas escolas de nivel médio, em especial naqueles
adotados pela escola foco do nosso trabalho, percebemos a insignificante presenca
da Historia da Matematica no apoio aos questionamentos dos alunos relacionados
aos porqués cronologicos, logicos e pedagogicos, objetivo maior de nossa analise.
Em todos os questionamentos, predominam, como ja era de se esperar, 0S porqués
pedagdgicos caracterizados por conteudos que sado explicados por meio de
processos pedagogicos e de algoritmos e os porqués logicos que envolvem
demonstragdes, dedugdes, axiomas e teoremas que sao caracteristicos. Vejamos a
analise a seguir, apenas em consideragao aos porqués cronoldgicos, visto que,
como ja dissemos, todos apresentam os porqués logicos e pedagdgicos ao longo

dos seus textos.

« Dante (2001):

Este autor pode ser analisado em suas duas formas de apresentar seus

livros:
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a) no volume unico, mais denso e compactado, ndo ha referéncias aos

fatos de origem histdrica;

b) no seu volume 3, no capitulo destinado aos numeros complexos, ha
uma breve abordagem histérica que tenta explicar sua origem com
Cardano, seu significado, e sua representagdo em pares ordenados

a partir de Gauss.

» Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr (2002):

Esta obra também ¢é apresentada em duas formas: em volume uUnico e em
trés volumes, um para cada série. Em ambos 0s casos, € minima a contribuicdo aos
porqués cronoloégicos. Ha uma pequena biografia de Euler e Gauss e um breve
resumo sobre a origem dos numeros complexos sem nenhuma citacdo aos

matematicos ou aos anos ou aos lugares em que os fatos aconteceram.

. lezzi et al. (1993, 1999)

Este autor aparece na bibliografia utilizada na escola pesquisada com suas
obras em dois formatos: em nove volumes divididos por assunto, referéncia para o
Ensino Médio; em volume unico. Este conjunto pode ser considerado um dos mais
completos em assuntos referentes ao Ensino Médio. Por sua reconhecida qualidade
na apresentagao dos conteudos, que classificamos, na 6tica de Jones (1969) entre
0s porqués logicos e pedagodgicos, essa obra € a que apresenta, entre as aqui
analisadas, a melhor contribuicdo qualitativa no aspecto dos porqués cronoldgicos,

como apoio ao professor e ao aluno.

Em lezzi et al. (1993), por exemplo, aparece esta pequena contribui¢ao:

Girolamo Cardano (1501-1576), foi responsavel por um primeiro avango importante
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ao considerar o problema pratico: “dividir um segmento de comprimento 10 em duas

partes cujo produto seja 40”. A solugdo x =5 = /- 15 néo tinha solugdo no conjunto

1. Cardano deu um passo adiante, trabalhando com os radicandos negativos “ como

se fossem numeros”, em que as duas partes do segmento teriam comprimento 5 +

vJ-15 e 5-4/-15, cujo produto € 40.
» Bezerra (2001):

Esse livro, apresentado em volume unico, traz como contribuicdo aos
porqués cronoldgicos, para 0s numeros complexos, uma curta explicagdo assim

resumida: foi o italiano Rafael Bombelli (1526-1573) quem comegou a operar com 0

simbolo /-1 . No século XVIIl, o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783)

passou a representar /-1 por i. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Jean Robert

Argand (1768-1722), no inicio do século XIX, criaram a representacdo geométrica

para os numeros complexos.

H » Paiva (1995):

A obra de Paiva, publicada em trés volumes, traz, no volume 3, o conteudo de
numeros complexos. Nao ha referéncia a nenhum fato histérico. Portanto, nenhuma

contribuicdo aos porqués cronoldgicos aparece neste livro.

Apds a andlise que fizemos sobre a literatura existente para apoio do
professor, especificamente no que se refere a historia dos numeros complexos,
apresentaremos, na proxima secio, as consideragdes finais e reflexdes sobre este

estudo.



55

5 CONSIDERAGOES FINAIS

Nesta ultima secdo, faremos nossas consideragcbes finais a respeito do
trabalho de pesquisa realizado numa instituigdo publica federal de ensino, tendo
como foco os questionamentos dos alunos nas aulas de numeros complexos.
Trataremos, aqui, de apresentar os avancgos obtidos no alcance dos objetivos gerais
e especificos propostos no inicio da pesquisa e, as limitagdes que, de alguma forma,

dificultaram o seu aprofundamento.

Quando resolvemos realizar esta investigagdo, um dos pontos que nos
motivava era saber que poderiamos oferecer uma pequena contribuicdo para as
discussoes existentes, que buscam a melhoria do processo ensino-aprendizagem da

Matematica.

Em nossa pratica cotidiana, convivemos com o dilema de dominarmos os
conteudos da Matematica e ndo termos uma metodologia que se aplique em sala de
aula capaz de despertar o interesse e entusiasmo do aluno por essas aulas. Ao nos
debrucarmos sobre o artigo de Jones (1969), entendemos que, analisar os
questionamentos dos alunos nas aulas de numeros complexos, a luz das categorias
de porqués definidas por ele, poderia ser um bom caminho para justificar a
aplicacao, em sala de aula, de uma sequéncia de ensino que, pudesse fazer dessas
aulas uma atividade significativa e gratificante para os alunos, com a contribuigao da

Histéria da Matematica.

Em nossa proposta metodoldgica, utilizando a Engenharia Didatica, algumas
hipéteses foram apresentadas, sendo a mais relevante para o nosso estudo a

proposicao H4: das perguntas que remetem a Histéria da Matematica, havera
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algumas que poderdo ser enquadradas como porqués cronoldgicos, outras como

l6gicos e outras como porqués pedagogicos. Esta hipotese foi confirmada e estes

questionamentos foram o objeto principal de nossa pesquisa.

Ao analisarmos o0s objetivos gerais e especificos propostos nesta

investigacdo, podemos concluir que avangamos no conhecimento dos tipos de

perguntas feitas pelos alunos e nas possibilidades de apresentarmos referéncias

para os professores capazes de apoiar suas respostas no dominio da Histéria da

Matematica. Nossa concluséo sobre esses objetivos é que eles foram alcangados de

maneira satisfatéria no decorrer do trabalho. Sen&do vejamos o que pretendiamos

como objetivos gerais e especificos:

fizemos o levantamento sistematico das perguntas dos alunos nas aulas de
numeros complexos, registrando ai 59 perguntas; classificamos e analisamos
estas perguntas e confrontamo-las com as categorias de porqués apontadas
por Jones (1969): cronologico, légico e pedagogico; e, discutimos essa
categorizagao e a necessidade de propor mudangas, o que n&o foi o caso, na
nossa opinido, pois apenas uma das perguntas ndo se enquadrava na

classificacdo de Jones.

Neste aspecto da pesquisa, atendemos o objetivo geral a e os objetivos
especificos a e b, ao mesmo tempo em que apuramos uma pequena
presenca de questionamentos relacionados com o porqué cronolégico e uma
grande incidéncia de porqués relacionados com os légicos e, principalmente,

com os pedagdgicos.

atendidos o0s objetivos anteriores, também avangamos na busca do

atendimento ao objetivo geral b e do objetivo especifico ¢, a partir de uma
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pesquisa bibliografica em livros e revistas e na internet. Entendemos que a
pergunta classificada como cronoldgica poderia ser respondida, buscando-se
a resposta na origem historicamente determinada; recomendamos, tal qual
Jones (1969) que as perguntas definidas nas categorias de porqués logicos e
pedagogicos podem ser respondidas com o apoio da historia que lhes dardo
maior significado; percebemos que, o que existe escrito em Portugués e
acessivel aos professores de Ensino Médio que tratam com numeros
complexos, é pobre e restrito. Nos livros didaticos de Matematica do Ensino
Médio, praticamente inexistem referéncias a Historia da Matematica, e o
melhor apoio a esses questionamentos encontra-se nos livros de Ensino
Superior em que destacamos: Eves (2004) e Boyer (1996), e em menor

escala em Wussing (1998) e Caraga (1998).

Mesmo considerando que eventuais falhas n&o comprometeram o

desenvolvimento e os resultados da nossa pesquisa, entendemos que alguns fatores

contribuiram para que sua aplicagéo apresentasse algumas limitagdes:

as condi¢gdes da Instituicao em que o estudo se ambientou, logo apdés um

periodo de greve;

a auséncia da fase de experimentagdo, que nos ajudaria a redefinir nossa
estratégia e a consolidar as definigdes de Jones, o que nos impds a aplicagao

da sequéncia didatica de forma direta na sala de aula;

o fato de os alunos saberem que estavam sendo registrados seus
questionamentos funcionou como fator inibidor para uns e motivador para
outros 0 que, no nosso entendimento, limitou, em parte, a estratégia da

pesquisa, que buscava analisar as perguntas a partir do comportamento
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natural em sala de aula, sem nenhuma alteragdo prévia da metodologia em

relagdo as aulas costumeiras;

* a pobreza recorrente nos livros de Matematica do nivel médio, no que se
refere a existéncia de informagdes sobre a Historia da Matematica, seja da
histéria isolada como motivadora, seja da Historia como método ou como
significacdo, foi um grande limitador para o encaminhamento do professor na

busca das respostas que apontem para o ensinar com significado.

E importante destacar como contribuigdo deste estudo os pontos a seguir:

* 0s questionamentos dos alunos referem-se mais aos porqués pedagogicos;

 existe mais de um aspecto da Historia da Matematica que poderia ser

contemplado pelos livros didaticos;

* o0s livros didaticos (assim como os de Histdria da Matematica) pouco dizem

sobre o surgimento e a evolugdo dos métodos de calculos utilizados por nos.

Finalmente, considerando o que expusemos como avangos e limitacbes do
estudo, entendemos que esta pesquisa, tendo como apoio a Historia da Matematica,
nao € definitiva, pode ser aprofundada e servir como mais um elemento de
contribuicdo aos futuros estudos e reflexdes para a melhoria do processo ensino-

aprendizagem dos alunos do Ensino Médio.
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Apéndice A - Classificagdo das perguntas dos alunos a luz das categorias definidas por

Phillip Jones.
Assuntos desenvolvidos Lersgeie
Aula| Datas nas aulas Perguntas dos alunos segundo
Jones
Aula introdutéria:
apresentagcdo mutua do
1 |08/12/05 | professor e dos alunos; N&o houve. -
apresentacao do
programa da disciplina.
“Vocé multiplicou a raiz de
trinta e seis por menos um.
p introducao d Vocé nao multiplicou? Porque |L
e oo .| voct boto dent
definicao de nFL)'Jmero’s multiplicando? Ele ndo some
~ ~ H H I?H
2 109/12/05 | complexos; exemplo de n3o, quando vocé multiplica’
numeros reais puros; (e L
nimeros imaginarios e EX|st_e uma explicacdo para C
nulos esse i?”
“Nao é complicado depois da
R 0]
morte do cara vocé obter a
informacéo?”
Igualdade, a adicédo e a “i® = -i, ai vocé coloca errado =
subtracao, a ou agente tem que colocar i® =
AN 2 i
3 115/12/05 muljupllcagao, o i .07
conjugado de numeros
complexos e poténcias de | “O real puro é aquele, por L
i. exemplo: falando um pouco
por alto, y=x+ 37"
“Por que é elevado o expoente L
?!l
Propriedades do a0 quadrado’
conjugado de um numero “Eu posso muito bem pegar
4 116/12/05 cgmplexo, divisao de entao, digamos, se o
nameros complexos e 2 A .
poténcia de i, exercicios coeficiente do x ‘for maior que | P
utilizando o livro-texto. um, eu posso muito bem,
dividir a equacéo pelo
coeficiente?”
“Se nao da para determinar o
termo da soma e o termo do
Resolugédo de uma lista produto sem ser por essa
g férmula da equacgao. Por
de exercicios constando exemplo, através da raiz de
5 |22/12/05|de dez questdes MPIo, P
subjetivas Bhaskara agente sabe que x
' ele é igual a tal valor e o0 X" ele
€ igual a outro valor. Dai ndo
da para determinarobeoc
nao?”
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Aula

Datas

Assuntos desenvolvidos
nas aulas

Perguntas dos alunos

Categoria
segundo
Jones

05/01/06

Resolugao de exercicios
do livro-texto.

“Professora, mas se eu
fizesse através do minimo
multiplo comum? Como é que
eu faria isso ai? Como é que
ficaria esse minimo multiplo
comum?”

“O melhor é fazer primeiro,
digamos assim, a radiciacéo:
primeiro passar o denominador
para um denominador real
puro fazendo a multiplicacao
do conjugado?”

“Professora porque demorou
tanto tempo...”

12/01/06

Revisao preparatéria para
o teste em duplas a ser
aplicado na aula
seguinte.

Nao houve questionamentos
dos alunos.

13/01/06

Teste em dupla

(continua...)

“Professora, essa equacgao é
biquadrada. Eu coloquei b? =
X, encontrei x = -25, entdo
b* = £4/- 25 ... jaque
trabalhamos no conjunto dos
complexos eu coloquei que
b= t5i, isso & possivel numa
equacao?’

“Agente vai fazer o produto, ai
depois pega a parte imaginaria
que € igual a zero né? Para
ele ser real?”

“E que quando agente achou
esses valores aqui, ai agente
foi conferir. Quando achou
esse daqui nao dava 21-20i.
N&o dava isso aqui.”

“‘Desenvolvi a questao, ai
achei aquele valor. Agora esse
m aqui que eu achei, vale pra
toda a questdo ou so pra

parte real?”

“E pra dizer o valor de z néo
é? Mas nao tem que ser
imaginario puro? Ai isso aqui
zero, certo? Ai o resultado
pode ser 4 —mi? Ai sendom
diferente de 47”
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Aula

Datas

Assuntos desenvolvidos
nas aulas

Perguntas dos alunos

Categoria
segundo
Jones

13/01/06

(...continuagao)

Teste em dupla

“Eu fiz essa multiplicagao, e
deu esse resultado aqui. Ai eu
posso dizer que so isso aqui
porque isso aqui seria um
namero real. Ai eu posso dizer
que sendo 2a+3b =0, aida
esse resultado aqui com
certeza.”

“Para isso ter que ser real, b
tem que ser igual a zero,
entdo, portanto, tem que
eliminar a parte imaginaria,
logo 2a + 3b tem que ser igual
a zero?”

“E porque, aqui, por exemplo.
Porque a 1, b? agente ja viu
elevado aqui, ai agente vai
elevar os dois termos ao
quadrado. Ai isso aqui tem
que elevar ao quadrado de
novo é? ai também?”

“E pra elevar os dois termos
ao quadrado?”

“Eu ja fiz essa um aqui, de trés
maneiras possiveis. Sera que
nenhuma dessas aqui. Paro
aqui e nao tem como ir.”

“‘Pode elevar isso aqui ao
quadrado? Esses dois
termos?”

“Ele pede o conjugado desses
numeros, certo? Ai eu... O
conjugado de 3i° é — 3i° ?”

“Considerando que a poténcia
de um numero complexo é
igual a outro numero
complexo, ndo €7’

“Professora, pode elevar um
numero complexo a um
expoente negativo, ou a um
expoente fracionario?”

Pel

“Elevar por exemplo 2 elevado

a 27

“Da pra fazer por Bhaskara
também?”

“Professora, qual é a formula
pradar...é..., x>+sx+p?”

“Professora esse a e esse b,
eles sdo os mesmos termos
daquele z ali da equacéo?”
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Aula

Datas

Assuntos desenvolvidos
nas aulas

Perguntas dos alunos

Categoria
segundo
Jones

19/01/06

Representacao grafica de
um numero complexo
(plano de Argand-Gauss);
modulo e argumento de
um numero complexo; e,
exercicios.

“‘Esse médulo ai, ele sempre
esta no primeiro quadrante?”

C

“‘Ha como determinar o estudo
de sinal de um nimero
complexo? Isso é, se mesmo
com o fator imaginario ai, eu
posso determinar se ele é
positivo ou negativo? O que eu
t6 querendo dizer, € mais ou
menos o seguinte:vocé néo
tem assim um valor definido
prai, vocé sabe que ele é um
namero imaginario, mas vocé
nao tem um valor definido,
vocé de repente poderia ser ou
positivo ou negativo ou nulo,
nao é verdade? Entao o que é
que estou perguntando: se nao
daria pra estudar o sinal certo,
do namero complexo z. Ao
meu ver como vocé nao tem o
valor de i isso s6 seria possivel
se o z fosse nulo ou se ele
fosse real puro?”

10

20/01/06

Forma trigonométrica ou
polar dos numeros
complexos e resolucao
de exercicios envolvendo
a forma algébrica, a
forma trigonométrica, a
divisdo, o argumento, o
modulo, poténcias dei e
a representacao grafica
dos numeros complexos.

(continua...)

“Mas, qual a importancia a
nivel disso aqui ser o médulo
de z e ndo poder ser apenas
um numero. Tem que ser o
maddulo?”

LeC

“‘Amarilys colocou que esse
maodulo ai seria uma entidade
prépria, possivel de ser
medida, ou seja, € uma
definicdo que é encontrada no
Aurélio pra grandezas. Nesse
caso o modulo € uma
grandeza mesmo?”

LeC

“Com base no modulo, na
verdade, vocé nao pode
determinar a parte, assim: se o
numero, ele é real ou se ele é
imaginario puro ou os dois? Se
ele tem as duas partes? A
Unica coisa que vocé pode
determinar tendo com base o
modulo seria o raio de uma
circunferéncia que tivesse o
centro no zero”

66



Aula

Datas

Assuntos desenvolvidos
nas aulas

Perguntas dos alunos

Categoria
segundo
Jones

10

20/01/06

(...continuagao)

Forma trigonométrica ou
polar dos numeros
complexos e resolugao
de exercicios envolvendo
a forma algébrica, a
forma trigonométrica, a
divisdo, o argumento, o
modulo, poténcias de i e
a representacao grafica
dos numeros complexos.

“Agente pode utilizar o plano
de Gauss mesmo pra, no
sentido de médulo do real, por
exemplo, ja que o plano de
Gauss pode encontrar o
modulo do complexo? O plano
de Gauss sempre pode ser
utilizado pra o médulo do real,
visto que o real pode estar na
coordenada x, reais, e a
distdncia do modulo vai ser
justamente o ponto da
coordenada até a origem? O
zero?”

P,LeC

“Para achar o modulo pode
usar aquele ... a hipotenusa ao
quadrado é igual a soma dos
quadrados do cateto?”

“Professora, mas nesse z = —
3i, ndo vai ter um moédulo de z,
nao?”

“O real puro, o angulo sé varia
de 0a 1807?”

“E se for imaginario puro? Vai
de 90 a 2707”

“O afixo é a mesma coisa que
maodulo?”

“A diferenca de um pra outro é
de 90° , ndo é? Entao se esse
ai € 30, é 60, né?”

“Pra representar o médulo,
assim o numero ou...”

11

21/01/06

Resolucéo de questdes
envolvendo igualdade de
modulos de numeros
complexos e poténcias de
i e sua forma
trigonométrica.

(continua...)

“No caso como eu nao tenho
nenhuma implicagao que
defina o valor de a, eu posso
atribuir digamos qualquer valor
aele?”

“Néao entendi porque... pronto,
ali no a, porque que ele ficou
assim . Mas, teria como b ndo
ser igual a zero? E se tivesse
como € que esse a ficaria?
Seria desse mesmo jeito essa
parte inicial?”

PelL

“Nao entendi uma coisa,
porque a senhora colocou a =
-1, é porque b é igual a zero?”

67



Assuntos desenvolvidos el
Aula| Datas nas aulas Perguntas dos alunos segundo
Jones
(...continuagao) L
“Porque vocé colocou1—a ?”
Resolucdo de questdes | “De novo eu vou s6 fazer uma
11 121/01/06 enyolvendo igyaldade de ob§ewagéo: Podiam querer o
modulos de numeros modulo apenas de z quando L
complexos e poténcias de | ele vai querer o do outro
i e sua forma numero complexo z - i ou o de
trigonométrica. Z +inocaso.”
Resolugao de algumas “Professora, o eixo da
questdes de vestibulares cotangente :tem 90° de
12 | 26/01/06 | sobre numeros . . Cel
complexos, a partir do diferenca como ?'XO da
X tangente, ndo é?
nosso livro texto.
“Professora, porque que é que
sO pode ser um numero
natural? Nao pode ser um
namero inteiro ou racional? P
N&o pode ser —1 ou % por
exemplo?”
“Tem que ser natural? Ou é so
Apresentacso da pela facilidade de trabalhar P
o com ele?”
potenciacao de Numeros
complexos, por meio da “Agente na d b
13 |27/01/06 | férmula de Moivre. gente nao poce sabero
Resolvemos alguns valor de 9 pelo numero z ai, P
exercicios para fixacao que esta ha forfr)rla
da aprendizagem. trlgonome’Erlca :
“Para vocé achar o valor de 3
vocé nao tem que vé a outra P
formula de z?”
“Professora esse (cosn 3 +i
senn d) é a mesma coisa L
que (cos 4 +isennd)”
“Se estiver em radianos, eu P
posso trabalhar em graus?”
“Diga ai porque ficou 3 quando L
a senhora reduziu?”
Resolucido de uma lista
de exercicios em grupos
de trés alunos,
envolvendo: um pouco da
histéria e a evolugao dos NZo houve perguntas dos
14 | 28/01/06 | nUmeros complexos, com -

resolugédo de questdes
sobre todo o conteudo
ministrado em sala de
aula, em preparagao
para avaliacdo individual.

alunos
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Aula

Datas

Assuntos desenvolvidos
nas aulas

Perguntas dos alunos

Categoria
segundo
Jones

15

02/02/06

Resolucédo de lista de
exercicios da aula
anterior e demos
orientagao para a
avaliacdo individual a ser
realizada no dia seguinte.

“Ou professora, o co-seno
negativo, ele se localiza no 3%
ou 4° quadrante? ou nos
outros dois?”

“O que o logaritmo de base
enésima tem a ver com a
forma de Moivre?”

Cel

“‘Minha duvida é justamente
essa: Nao tem como vocé
saber da propria
representacao do angulo, na
forma em radianos, ndo tem
como vocé saber em que
quadrante ele se encontra?
Nao tem como vocé intuir
meio em que quadrante ele se
encontra?”

“Professora, a forma de
Moivre, ela diz que s6 posso
trabalhar com os numeros
naturais, né? E maiores que
dois. Pra digamos assim: o
efeito ser perceptivel, por que
com 1 nao se perceberia nada.
Mas,... com um numero
elevado nem a um nem a zero
o efeito seria perceptivel, mas
digamos, se eu colocasse
essa expressao né? Em uma
calculadora cientifica, e essa
expressao, se ela estivesse
elevada a um numero nao
necessariamente natural, por
exemplo: um numero decimal?
A calculadora, ela poderia
resolver. Entdo, € uma
questdo muito mais assim de
que é trabalhoso pra um ser
humano, resolver mas para
uma maquina por exemplo,
nao?”

Cel
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complexos.
Esclarecemos as
possiveis duvidas sobre
as questdes.

dos alunos

. Categoria
Assuntos desenvolvidos
Aula| Datas Perguntas dos alunos segundo
nas aulas
Jones
Avaliagdo individual com
todos os conteudos
ministrados na sala de
16 |03/02/06 aula sobre numeros N&o houve questionamentos |

Quadro 1 - Classificagdo das perguntas dos alunos a luz das categorias definidas por
Phillip Jones.

C — cronolégico

L — légico

P — pedagdgico
O - outra categoria, que nao as anteriores

I — pergunta incompreensivel
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Apéndice B - Analise Resumida de Referéncias sobre Histdria da Matematica — Numeros

Complexos

Referéncia
bibliografica
ou fonte/ tipo

Informagoes relevantes/pagina

Informagoes
complementares/pagina

BOYER, 1974
/DS

Solugées Imaginarias

Em 1484, Chuquet em sua obra Triparty,
exprimiu, pela primeira vez, um nimero
negativo isolado numa equacéo algébrica.
Ele descobriu que algumas equacgdes
traziam solug¢des imaginarias; nesses
casos ele dizia, “Tel nombre est ineperible”.
1203.

O Triparty € um livro em
que nao se pode avaliar o
grau de originalidade do
autor.

1203.

BOYER, 1974

Resolucao de equacgoes cubicas e a raiz
quadrada de nimeros negativos

Em 1945, Cardano em sua obra Ars
Magna, diz que sempre que as trés raizes

Era importante levar em
conta os numeros
imaginarios mesmo que se

comentarios sobre numeros complexos,
numa ocasido em que estavam quase
esquecidos.

/DS de uma equagdo cubica sao reais e concordasse em s6 aceitar

diferentes de zero a formula de Tartaglia- | gizes reais.

Cardano leva inevitavelmente a raizes /1210.

quadradas de numeros negativos.

/210.

Numeros imaginarios conjugados

. Na época, a observagéo

Rafael Bombelli em sua Algebra, escrita em | 154 ajudou na resolugéo

1560 e impressa em 1572, verifica que os & i
BOYER, 1974 | dois radicais das raizes cubicas diferem Si;?ﬁ%ﬂﬁf;ﬂgiﬁ;
/DS apenas por um sinal. E o aparecimento dos | saper antecipadamente o

numeros imaginarios conjugados que valor de uma das raizes.

conhecemos hoje. /211.

/211.

Reconhecimento de raizes negativas e

imaginarias

Coube a Girard em 1629, em Invention As relages entre raizes e

nouvelle em I'algebre, admitir raizes coeficientes de Viete e de
BOYER, 1974 | negativas e imaginarias. Harriot n&o r_econheciam
/DS Girard conservou as raizes imaginarias das |aizes negativas e

equagoes porque elas exibem os principios |!Maginarias.

gerais na formagao de uma equacgao a 1224.

partir de suas raizes.

1224.

Decomposicdo imaginaria de um Leibniz era um tedlogo

namero real positivo eminente, e exemplificava

Leibniz, um dos maiores formadores de a posigao ambivalente dos
BOYER. 1974 | notagéo, apresentou contribuicdes nlmeros complexos,
Ds relativamente secundarias em seus observando que os

numeros imaginarios eram

uma espécie de anfibio, a

meio caminho entre
(continua...)




Referéncia
bibliografica
ou fonte/ tipo

Informagdes relevantes/pagina

72

Informagoes
complementares/pagina

Ele fatorou x* + a* e mostrou /6 , numa

(...continuagao)
existéncia e nio-

BOYER, 1974 | decomposigéo imaginaria de um ndmero existéncia, assemelhando-

/DS real que surpreendeu seus se nisso ao Espirito Santo
contemporaneos. na teologia Crista.
1297-298. /298.

Origem do Simbolo i

Euler, considerado o construtor de

notagdes mais bem sucedido de todos os | Em suas primeiras obras
tempos, foi o primeiro matematico a usar a | Euler usou o simbolo i

BOYER, 1974 |notacéo do simbolo i para /- 1, num para repr'esgr)tar um

/DS manuscrito datado de 1777, s6 publicado numero infinito”, r_nals ou
em 1794. Gauss adofou esse simbolo em | M€N0OS cOMO Wallis usara
seu classico Disquisitiones arithmeticae de | %:

1801, assegurando-a entre as notagdes /326.

matematicas.

/1326.

Logaritmos e poténcias Da identidade de Euler,
vé-se que os logaritmos

Euler escreve a d’Alembert, explicando que | de numeros complexos,

os logaritmos dos numeros negativos sdo | reais ou imaginarios,

numeros imaginarios puros e nao reais, também sao numeros

como Bernoulli e d’Alembert tinham complexos.

FDOSYER’ 1974 acreditado. Em 1746, numa carta a Ja d’Alembert queria
Christian Goldbach, Euler mostrou também | provar que o resultado de
que uma poténcia imaginaria de um qualquer operagao
numero pode ser um numero real. algébrica efetuada sobre
/330-331. um numero complexo é

um numero complexo.
/330-331.
Wessel e Gauss foram os
Representagao grafica primeiros a pensar nas
partes real e imaginaria de
Em 1797 Caspar Wessel descobriu a um numero complexo a+bi
representacao grafica de niumeros como coordenadas
complexos, publicada na revista da retangulares de pontos de
Academia Dinamarquesa de 1798. A obra |um plano. /370.
de Wessel ficou quase desconhecida. A obra de Argand passou
Cerca de trinta anos depois, Gauss tdo desapercebida quanto
BOYER 1974 publicou suas id_éias e o plano de numeros 0 trabalho de Wessel. No
DS ! complexos é hoje chamado plano de fim da segunda década do

Gauss.

/ 370.

Jean Robert Argand, de Genebra, publicou
uma exposi¢cao da representagdo grafica
dos numeros complexos em 1806.

1379.

século dezenove, a maior
parte da Europa conhecia,
através de Cauchy, nao sé
o diagrama de Wessel-
Argand-Gauss para um
numero complexo, mas
também as propriedades
fundamentais das fung¢des
complexas.

/379.




Referéncia
bibliografica
ou fonte/ tipo

Informagdes relevantes/pagina
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Informagoes
complementares/pagina

BOYER, 1974
/DS

Teorema de de Moivre

De Moivre tinha um interesse particular por
desenvolver, para a teoria das
probabilidades, processos gerais e
notagdes que ele considerava como uma
nova “algebra”. Sua obra A Miscellanea
analytica foi muito importante, néo sé para
probabilidades como também para o lado
analitico da trigonometria.

1312.

O conhecido teorema de
de Moivre, (cos 6 + isen 0)
" =cos nb +isen nb, ndo
€ dado explicitamente em
sua obra, mas de seu
trabalho sobre ciclometria
e outros contextos resulta
claramente que de Moivre
conhecia bem essa
relagdo, provavelmente
desde 1707.

/312.

Numeros irracionais

Nicolas Chuquet, parisiense que viveu e se
dedicou a medicina em Lyon, escreveu, em
1484 uma aritmética intitulada Triparty em

Chuquet admitia
expoentes inteiros
positivos e negativos, e
parte de sua obra é
sincopada. Seu trabalho

EVES, 1995 . ) . .

DS la science des nombres, publicada apenas |era considerado n?wto
no século XIX. A segunda parte dessa obra | avancado para a época,
trata de numeros irracionais. nao exercendo influéncia
[297. sobre seus

contemporaneos.

/298.
Equacgoes cubicas e numeros
imaginarios
Ha controvérsias quanto a solugao das
cubicas. Por volta de 1515, Scipione Del
Ferro resolveu a cubica x> + mx = n, Ludovic Ferrari, o mais
baseado provavelmente em fontes arabes e | brilhante dos discipulos de
revelou seu segredo a Antonio Fior, seu Cardano, na discussao
discipulo. Nicolo Fontana de Brescia, entre este e Tartaglia
conhecido como Tartaglia, em torno de sobre a resolucao de

EVES, 1995 15635, anunciou ter descoberto a solugao cubicas, argumentou que

/DS para a cubica x* + px? = n. Em disputa com |Cardano teria recebido

Fior, Tartaglia resolveu dois tipos de
cubicas e Fior apenas um tipo.

Ao que parece, Cardano arrancou de
Tartaglia a solugao da cubica e publicou em
sua Ars Magna em 1545.

/302-303.

Nessa obra, Cardano da alguma atengao
as raizes negativas de uma equacgéao e ao
célculo com numeros imaginarios.

/1307.

informacdes de Del Ferro
através de um terceiro e
acusou Tartaglia de ter
plagiado Del Ferro.

/303.
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Informagdes relevantes/pagina
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Informagoes
complementares/pagina

O caso irredutivel das equagoes cubicas

Em 1572 Rafael Bombelli publicou uma
algebra sobre a resolu¢ao das equagdes
cubicas. Os textos da teoria das equacdes

Bombelli explica que s6
aparentemente as raizes
sdo imaginarias no caso

EVES, 1995 |mostram que pela férmula de Cardano- irredutivel. Bommbelli deu
/DS Tartaglia a equagao cubica x* + mx = ntem |grande colaboragao para o
raizes que se expressam como diferenca aprimoramento da notacgéao
de numeros complexos imaginarios. Essa | algébrica corrente.
aparente anomalia caracteriza o chamado |/308.
caso irredutivel das equacgdes cubicas.
/1308.
A unidade imaginaria e logaritmos
Leonhardo Euler, suigo nascido na Basiléia, | Euler deixou, ao morrer,
contribuiu, entre seus 530 trabalhos que uma série de manuscritos
publicou durante a vida, com a implantag@o |para a Academia de S&o
de importantes notagdes da matematica. E | Petersburgo. A Sociedade
de Euler a notacdo i para a unidade Suica de Ciéncias
EVES, 1995 |imaginaria /- | e também se deve a Euler |Naturais, iniciou, em 1909,
/DS a formula e* = cés x + i sen x. uma obra completa de
Euler conseguiu estabelecer que todo Euler com 866 trabalhos,
ndmero real ndo-nulo r tem uma infinidade | entre livros e artigos, que
de logaritmos (para uma dada base), todos |devera atingir cem
imaginarios se r < 0 e todos imaginarios, volumes.
exceto um se r > 0. I472.
1472-473.
O artigo de Wessel
permaneceu excluido do
mundo matematico em
geral e foi descoberto por
A . . um antiquario cerca de
ssociagao entre nimeros complexos e . .
pontos reais no plano novgnta © O'FO anos apos
ter sido escrito. Esse
atraso explica por que o
Casper Wessel, em 1797, apresentou a pLano ccclnmpllexoa/eﬁ a se(;
EVES, 1995 |Real Academia Dinamarquesa de Ciéncias chamaco piano de Argand
/DS a idéia de associar nimeros complexos a | < Na° plano de Wessel. Ja
p

pontos reais no plano, pulicada nas atas
dessa Academia em 1799. Num artigo
publicado em 1806 e mais tarde, em 1814,
nos Annales de Mathématiques de
Gergonne, Argand deu a sua contribuig¢ao.

a afirmacéao de ter
assinalado que a idéia
basica da representagao
encontra-se em sua tese
de doutorado de 1799,
explica por que o plano
complexo é
freqlentemente conhecido
como plano de Gauss.

(continua...)
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Em 1831, Gauss apresentou a Sociedade
Real de Géttingen uma memoria sobre o
assunto reproduzida nas suas Obras

(...continuagao)
A idéia de considerar as
partes real e imaginaria
como coordenadas de um

EVES, 1995 Reuni . e :

DS ’eqnldas, em que asswlalou que a idéia ponto dp_plano, Qelgou 0s
basica dac representacgao grafica dos matematicos mais a
numeros complexos esta em sua tese de vontade com os numeros
doutorado de 1799. imaginarios.

/522. 1522-524.
Férmula de De Moivre

De Moivre viveu na
Abraham De Moivre (1667-1754), francés Inglaterra como professor
de Hugue, deu importantes contribuigées @ | particular e tornou-se
teoria das probabilidades. Sua obra amigo de Isaac Newton.
Miscellanea analytica, ha contribuicbes a De Moivre também é

EVES, 1995 | s¢ries recorrentes, probabilidad e conhecido por seu papel

/DS trigonometria analitica. Em 1707, De Moivre | importante na Histéria da
apresentou a formula conhecida pelo seu Matematica atuarial com
nome, (COS X + I.SenX)’1 =cos nx +isen nx, sua obra Annuities upon
parai=+/- 1 , para n inteiro positivo Lives.

(embora ndo explicitamente. /467-468.
1467-468.
“ ... Por exemplo, nédo
estao definidos em 0 os
Breve Resumo simbolos /- 16, ¥- 20 ,
Foi o italiano Rafael Bombelli (1526-1573) ‘/,‘_9 , ete. O conjunto dos
quem comegou a operar com o simbolo numeros complexos, que
\/-_1 . No século XVIII, o matematico suigo pasgaremos a es.tudar,
surgiu da necessidade de

BEZERRA, Leonhard Euler (1707-1783) passou a realizar operacdes com

2001, v.u /DM |representar v-1 por i. Carl Friedrich Gauss |simbolos desse tipo. Tal
(1777-1855) e Jean Robert Argand (1768- objetivo foi atingido com a
1722), no inicio do século XIX criaram a criacdo de um ‘novo’
representagdo geometrica para os nUMeros | nymero, representado
complexos. pela letra i e munido da
/393. seguinte propriedade: i? =

/393.
Breve Resumo

GIOVANNI, A existéncia da equagido x> + 1 =0, Resumida bioarafia de

BONJORNO | preocupou muito os matematicos do século Euler (1707-1?83) sem

e GIOVANNI [ XV, pois essa equagao nao tem solugéao no nenhuma alusAo a’os

Jr., 2002, v.u |campo dos numeros reais. Houve nimeros complexos

/DM necessidade de ampliar o universo dos '

numeros, para que essas equacgdes fossem
sempre possiveis.

(continua...)
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(...continuagao)
Resumida bibliografia de
Gauss (1777-1855), em
que, entre outras coisas,

GIOVANNI, , ~ . ,
BONJORNO C,)rlou-se, entdo, um numero cujo quad_rado gponta que Ga,uss
e GIOVANNI é —.1, rep.resepte’\d.o pelq Igtra i, dgnomlnado inventou tarrlbem’a'
Jr. 2002, v.u unidade imaginaria, definido por i* = -1. representacao grafica dos
/D'I’\/I T 1249. numeros complexos,
pensando nas partes real
e imaginaria como
coordenadas de um plano.
/6.
Breve introdugao
No conjunto [J ndo podemos resolver
equacgao do segundo grau em que A <0,
comox?+1=0,x2+4=0, x?+5x+7=0,
isto é, ndo ha solugdo em [ para essas
equagdes. “ Durante muitos séculos essas
g@%ﬁse equacdes ficaram sem solucao até que
GRECO Raffaeli qubeli, em 1572 publicou seu -
2000. v u DM tratado de Algebra falando sobre raizes
P quadradas de numeros negativos.”
Comecava a surgir um novo conjunto,
chamado de conjunto dos numeros
complexos representado por C. Criou-se
também o simbolo i para ser usado no
lugar de - 1.
/1362.
Breve introducgao historica
Quando resolvemos uma equacao do Girolamo Cardano (1501-
segundo grau, utilizando a férmula de 1576), foi responsavel por
Bhaskara e encontramos a raiz quadrada | UM PrimMeiro avango
de um numero negativo, dizemos que & importante ap‘con?(‘jgra.\r 0
impossivel determinar o valor de x. “A problema pratico: “dividir
IEZZl ot al necessidade de obter uma solug&o para um se_gmer](to1d0e g
1999, v.u /DM | €5se tipo de problema levou os comprimento 1U em duas

matematicos a procurar novos conjuntos
em que ‘o quadrado de certo elemento
pudesse ser negativo’.”

Historicamente, os matematicos concluiam
que o problema nao tinha solugao pratica,
pois uma equacao era vista como a
formulagdo matematica de um problema

concreto.

partes cujo produto seja
40”. A solugido x=5+

+/- 15 nao tinha solugéo
no conjunto [J.

(continua...)
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Girolamo Cardano (1501-1576), foi
responsavel por um primeiro avango
importante ao trabalhar com os radicandos
negativos “como se fossem numeros”.
Anos depois, Raphael Bombelli (1526-
1573) teve contato com a obra Ars Magna,
de Cardano — um importante documento
sobre a resolucéo de equacgdes do terceiro

(...continuagao)

Cardano deu um passo
adiante trabalhando com
os radicandos negativos “
como se fossem

IEZZI et al., grau, e admitiu pela primeira vez a numeros”, em que as duas
1999, v.u /DM possibilidade da existéncia de um numero | partes do segmento teriam
daformaa+ /- b. comprimento 5++/- 15 €5
“O reconhecimento de numeros dessa - /- 15, cujo produto &
natureza na matematica s6 ganhou impulso 40
e legitimagdo com uma poderosa /554
interpretagdo geométrica, proposta por '
Gauss (1777-1855).”
/584-585.
Numeros complexos de Cardano a
Hamilton
G. Cardano foi o primeiro matematico a
operar com 0s numeros complexos em vez
de rejeita-los. Provou que radicais
negativos podem fazer parte da solucdo de |Hamilton encarava os
uma equacdo, mas ndo soube encontrar numeros complexos como
uma solucio real ja por ele conhecida. O | pares ordenados (a, b), e
bolonhés R. Bombelli, tirou esse impasse. | operavam segundo as leis:
Em sua Algebra (1572), pela primeira vez, | (@, b) +(c,d) = (a+c, b+d);
aparece uma teoria dos numeros
complexos razoavelmente bem estruturada. | (a,b) (c,d) = (ac-bd,
S6 na virada do século XVIII, no entanto, os |ad+bc).
IEZZI, 1993, |numeros complexos foram reconhecidos a | Para Hamilton um par (a,
v.6 /DM partir dos trabalhos de Caspar Wessel 0) equivale ao numero real

(1745-1818), K.F. Gauss (1777-1855) e
Jean-Robert Argand (1786-1822). Eles que
descobriram, de maneira independente
uma representacdo geomeétrica para esses
numeros. Wessel foi o primeiro a publicar
seu trabalho, mas, modernamente, os
numeros complexos sao representados no
plano cartesiano, conhecido como Plano de
Argand-Gauss.

Mais tarde, o irlandés William Rowan
Hamilton (1805-1865) introduziu a algebra
formal dos numeros complexos, num artigo
apresentado em 1833 a Academia
Irlandesa.

/ 51-58.

a; (-1,0) +-1. Fazendo i =
(0,-1),i2 =(0, -1). (0, -1)
=- 1. Ou seja, obteve-se,
enfim, uma explicagao
I6gica para o simbolo
J-1.

/ 53.
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Breve abordagem histérica

A equacgdo x* + 1 = 0, ndo tem solugdo em
0, pois X = = /-1, e ndo existe um
numero real x que elevado ao quadrado
resulte em —1. O conjunto dos numeros
reais deve ser estendido para se obter um
novo conjunto chamado de conjunto dos
numeros complexos.

Gerénimo Cardano (1501-1576), eminente
matematico do século XVI, encontrou uma
raiz quadrada de numero negativo para o
seu problema de dividir 10 em duas partes
tais que o produto seja 40, e chamou essas

Gauss escreveu 0s
numeros complexos em
pares ordenados de
numeros reais, definindo
sua adicado e
multiplicacdo compativeis
com os antigos simbolos
da seguinte forma:

. Adicdo com os antigos
simbolos:

(a+by-1)+ (c+d
J-1) = (a*c) + (b+d)
V-1

DANTE, . PPN ot o
1999 v.3 /DM | @izes de “sofisticas”. Outros matematicos, | . Adicdo com os pares
T nos séculos XVI, XVIl e XVIll, também ordenados de numeros
chamaram essas raizes de numeros “sem |reais:
sentido”,  “impossiveis”, “misticos”, | (a, b) + (c,d) = (a+c, b+d);
“ficticios” e “imaginarios”, e operavam com | . Multiplicagdo com os
esses numeros sem saber qual era 0| antigos simbolos:
significado disso tudo, pois -1 ndoéum|(a+b.-1 )(c+d./-1)
numero real. - .
= (ac-bd) + (ad+bc) /- 1;
Trezentos anos depois, Gauss (1777- I\/I(ulti Iic)a é(o com)os !
1855), em 1832, passou a usar o simbolo : ares rg)rdeglados de
(a, b), um par ordenado de numeros reais, Eumeros reais:
e definiu a adicdo e multiplicacao desses (a.b) (c.d) = (a;:-bd
pares de modo compativel com a adi¢ao e ’ ’ ’
multiplicagdo dos antigos simbolos. ad+bc).
/126 1126-127.
DANTE, )
2001, v.u /DM | Nenhuma contribui¢cao
FERNANDEZ, )
1991, v.u /DM [ Nenhuma contribuicao
YOUSSEF, )
2000, v.u /DM | Nenhuma contribui¢cao
PAIVA, 1995, )
v.3 /DM Nenhuma contribuigao
ANTAR
NETO, 1992, -

v.u/DM

Nenhuma contribuigdo
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Breve resumo

Quando na resolugéo da equagao do
segundo grau, o Delta (b* — 4ac) é
negativo, a equacao € impossivel no campo
dos numeros reais.

“Os numeros complexos foram criados para
sanar esta insuficiéncia do conjunto O”.

Um trecho da matematica sobre a origem
dos numeros complexos diz que no século
XVI, o matematico Cardano obteve a
férmula de resolugao para equagao do

ZOLD e :
CORREA, terceiro grau x® + ax + b = 0.
1993, v.u Em 1572, o matematico Bombelli aplicou a -
IPM formula de Cardano para a equagéo x* —
15x — 4 = 0 e viu que a solucao trazia a
v/~ 121, que nao existe em [0. Bombelli
percebeu, no entanto que x = 4 é solugao
da equacéao e a equacgao proposta é
possivel em [, apesar de, ha sua
resolugao “sairmos” de [.
“Foi nesse momento que os matematicos
sentiram a necessidade de criar o numero
imaginario, que posteriormente foi chamado
de numero complexo”.
/117.
Na equagao cubica x* =
Equacao do terceiro grau e nimeros +1, s&o solucdes:
imaginarios . 1 + 0i que chamamos de
+1;
Em 1637, René Descartes, 0 homem que . as outras duas solucdes
inventou os expoentes, disse que o numero |s3o:
de solugbes de qualquer equacgéo € A2+ 123 e -1/2-1/2
exatamente igual ao grau da equacgéo.
Gauss em 1799, provou isso. Se é assim, V3i , em que qualquer
ASIMOV, entdo a mais simples das equagbes delas elevada ao cubo da
1987 /PS cubicas x* = +1 deveria ter trés solugdes +1.
para x. De imediato, +1 € uma solugdo, ja | “E através do sistema de
que (+1) (+1) (+1) =1. numeros complexos que é
As outras solugdes apresentam numeros possivel demonstrar que,
com partes reais e imaginarias do tipo a + |em qualquer equagéo, x
bi em que a € um numero real e bi € um tem um numero de
numero imaginario, que Gauss em 1832 solugbes exatamente igual
deu o nome de “numeros complexos”. ao grau da equagao”.
1117-124. 1124,
A origem doii
O simbolo i, criado por
ASIMOV, Como resolver a equagdo x* =-1? Temos | Euler, é definido como
1987 /PS que achar um numero que multiplicado por |numero que multiplicado

si mesmo, seja igual a —1.

por si mesmo da —1.
(continua...)
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Em 1545, Cardano que introduziu os
numeros negativos, inventou um namero
que multiplicado por si mesmo, dava como
produto —1, e o chamou de “numero
imaginario”, pois parecia nao existir no
mundo real. Em 1777, o matematico suico
Leonhard Euler representou esse numero,

(...continuagao)

?gél;ﬂ%\é J- 1, pelo simbolo i (de imaginario). “A Podemos escrever: (i) (i) =
verdade € que i nada tem de imaginario. -1, ouif=-1,0ui=4-1.
Pode-se lidar com ele com tanta seguranga |/119
como com 1.”
“Portanto, a raiz quadrada de —1 tem, em
vez de solugcdo nenhuma, duas solucdes: +i
e —i".
/118-119.
Equacgoes cubicas e numeros
imaginarios: a “ Ars Magna”
) Sao apresentados trechos
Cardano, na sua “Ars Magna”, diz que: da “Ars Magna’ com
Scipione del Ferro, de Bologna, resolveu a resolugdes de alguns
equagao x® + px = q, assim como Niccolo problemas. Cardano, por
Tartaglia, resolveu essa e outras equacgoes. exemplo, ao explicar,a
Cardano reconhece, tanto numeros solucao do problema:
positivos como numeros negativos e “Divida 10 em duas partes
estabelece uma regra, conhecida como de modo que o produto
férmula de Cardano-Tartaglia, para seja 40”, diz, entre outras
BEKKEN, resolver x* + px = q. Cardano n&o comenta | yisas: “ . Esqueca a
1994 /PS na "Ars Magna” sobre os casos tortura mental que
irredutiveis, no entanto, menciona nimeros significa o seguinte, e
complexos ao resolver o problema: “Divida o —
10 em duas partes de modo que o produto multiplique 5+ - 15 por
seja 40”". 5- y-15,dando 25—
Na “Ars Magna”, diversos problemas (-15) = 40 ... Deste modo,
resultam em numeros complexos. Rafael desenvolvemos uma
Bombelli (1572) e Frangois Viéte (1591), aritmética que é tdo
contribuiram para o estudo de equagdes de | refinada que se torna
terceiro e quarto grau, envolvendo os inutil.
numeros complexos. /75—76.
/71-80.
Vale a pena ler a seguinte
Os numeros complexos discussao de John Wallis
Cardano foi o primeiro que tentou calcular | (1673): "Estas
com expressbes como 5 + m e5- gg;rglgzg?;rl\?;ﬁtﬁgassé’ o
BEKKEN «J- 15, e utilizou (a + bi) . (a - bi) = a? + b chamadas, provém de
1994 /PS. Leibniz, em 1676, usou como exemplo as |tomar a raiz quadrada de

mesmas expressdes cujos resultados dao
numeros reais. Tanto Bombelli (1572) como
Stevin (1572) fizeram 0 mesmo. Stevin
observava: “Este territério ainda ndo € bem
conhecido”.

numeros negativos, algo
que se diz ser impossivel.
Assim é também se nos
limitarmos rigidamente ao
que se propode...
(continua...)
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Alguns conceitos importantes
mencionados:

. René Descartes (1637): parte real e
imaginaria;

. Leonhard Euler (1748):i= /- 1 ;

(...continuagao)

Mas também é impossivel
que algum numero possa
ser negativo... No entanto,

BEKKEN, o ) numeros negativos nédo
1904 IPS . Caspar Wessel (1796): E= /- 1 ; S0 nem absurdos nerm

. Aug-Louis Cauchy (1821): conjugados a * | ingteis, quando os

bi, o médulo Oa = bid= /g% + b? ; entendemos bem ... ".

. Carl-Fr. Gauss (1832): numeros /97.

complexos.

/197.

Caspar Wessel e os numeros complexos

Em 1796, o noruegués Caspar Wessel, O agrimensor Wessel, fala

apresentou a Academia Dinamarquesa de | sobre seus motivos para

Ciéncias o tratado “sobre a denominacao publicar seu tratado na

analitica das dire¢des”, contendo uma introducao: “ ... trata-se da

representacao geométrica simples e pergunta sobre como
BEKKEN, completa dos numeros complexos. Wessel |segmentos devem ser
1994 /PS mostra que conhece bem a relacéo entre expressos de tal modo

0s numeros complexos. Sua obra s6 foi que ... a denominagao

publicada em 1897, em francés, e seu fornece tanto o

trabalho permaneceu desconhecido, sendo |comprimento como a

descoberto novamente por muitos direcdo do segmento ...”

matematicos, entre eles, Argand (1806) e  |/99

Gauss (1831).

/99-102.

O surgimento dos numeros complexos

Diophanto considera o

Cerca de 1700 anos antes de Cristo, nas seguinte problema: “Um

tabuletas de argila da Suméria, apareceram triangulo retangulo tem

as equacdes de segundo grau com radicais | grea igual a 7 e seu

de numeros negativos. Porém, nao foram perimetro ¢ de 12

elas que sugeriram o uso de numeros unidades. Encontre o

complexos. Foram as equacdes de terceiro comprimento dos seus
MILIES, 2003 |grau que impuseram a necessidade de lados.” As solugdes desse
I AR trabalhar com esses nimeros.

Na Arithmetica de Diophanto, 275 d.C.,
aparece um problema com a expressao

- 167 . Antes disso, em 75 d.C., na
Estereometria de Herén, surge a
necessidade de avaliar /81- 144 .

problema dao as raizes x

= (43 £ /- 167 )12.

(continua...)
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O matematico indiano Mahavira,
aproximadamente 850 d.C., afirma: “...
como na natureza das coisas um negativo
nao é um quadrado, ele ndo tem, portanto,
raiz quadrada.”Ja Bhaskara, no século XIlI,
escreve: “... Nao ha raiz quadrada de um
numero negativo; pois ele ndo é um
quadrado.”

Na matematica européia, Luca Paccioli, na
sua Summa de arithmetica, geométrica,
proportioni et proportionalita, publicada em
1494, fala sobre a solugao para equacoes

(...continuagao)

Luca Paccioli, na sua
Summa de arithmetica,
geomeétrica, proportioni et
proportionalita, escreve

}VIALRIES’ 2003 do segundo grau e Nicolas Chuquet faz que a equagao x? + ¢ = bx
observagdes semelhantes sobre “solugbes | é soluvel se (V4) b? > c.
impossiveis”, num manuscrito de 1484. 14-7.
Cardano, no capitulo 37 do Ars Magna,
considera o problema de dividir um
segmento de comprimento 10 em duas
partes cujo produto seja 40, e avanga um
passo a mais do que seus
contemporéaneos, trabalhando com as
expressdes com radicais negativos, as
chama de raizes sofisticas e diz que “sao
tao sutis quanto inateis.”
/5-7.
A necessidade dos nimeros complexos
Ao encontrar x = 4, como
Raphael Bombelli (1526-1573), admirador |raiz da equagdo x° = 15x +
da Ars Magna de Cardano, decidiu 4, Bombelli percebeu,
escrever um livro expondo os mesmos claramente, a importancia
asssuntos e publicou I'Algebra, em trés desse achado: “Eu achei
volumes, em 1572, em Veneza. Nessa uma espécie de raiz
MILIES. 2003 obra, ele estuda a resolugéo de equagdes | cubica muito diferente das
/ AR ' d'e grau nao superior a quatro. Ao aplicar a ou.tras, ... A principio, a
férmula de Cardano, para encontrar a coisa toda me pareceu
solugdo da equagdo x® = 15x + 4, mais baseada em
encontrou uma expressao que chamou de |sofismas que na verdade,
sofistica. “Por outro lado ele percebe que x |mais eu procurei até que
=4, é, de fato uma raiz da equacao achei uma prova ...”
proposta”. Ele utilizou a expressao piu di /8-9
meno para denotar o +i.
/7-9
Evolugdo do nimeros complexos Para John Wallis em seu
tratado intitulado Algebra:
Albert Girard, em 1629, introduziu o “ Estas quantidades
simbolo /- 1. imaginarias (como séo
MILIES, 2003 L . . |freqUentemente
eonhard Euler em 1777, usou o simbolo i
/ AR chamadas) surgem das

para representar /- | , que apareceu
impresso pela primeira vez em 1794,
tornando-se amplamente aceito apds seu
uso por Gauss, em 1801.

supostas raizes de um

quadrado negativo

(quando aparecem)
(continua...)
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René Descartes, em 1637, empregou pela
primeira vez os termos real e imaginario.
Carl Friederich Gauss, em 1832, introduziu
a expressao numero complexo.

John Walllis (1616-1703), contemporaneo
de Newton, fez a primeira tentativa para
legitimar os nimeros complexos, por meio
de uma “interpretagdo geométrica”,em seu
tratado intitulado Algebra, de 1673.

Jean Lé Rond dAlembert (1717- 783),
publicou em 1747 Refléxions sur la cause
géneérale dés vents, e afirmou que toda a
expressao construida algebricamente a
partir de um numero complexo é da forma

a+b.-1.

Roger Cotes (1682 - 1716), professor no

(...continuagao)

e se considera que
implicam que o caso
proposto é impossivel”
“...Porém, ndo é esta
suposicao (das
quantidades negativas)
nem inutil nem absurda,
quando corretamente
compreendida ...”

/10.

Euller, em 1748, “...
redescobriu o resultado de
Cotes, demonstrou a

MILIES, 2003 °J _ f )

/ AR Trinity College de Cambridge, em 1714 férmula de De Moivre e
obteve um importante resultado relacionado | estendeu sua validade
com a obtencéo de raizes n-ésimas da para todo expoente n real.
unidade. Foi Abraham De Moivre (1667 — | Com isso, a existéncia de
1754), em seu trabalho sobre trigonometria, | raizes no campo complexo
probabilidade e calculo de anuidades, em |ficou definitivamente
1722, que obteve uma férmula para estabelecida.”
obtengdo de raizes e-nésimas, para casos |/13.
particulares, que leva seu nome.

Coube a Leonhard Euler (1707 — 1754),

enunciar a férmula no caso geral, numa

carta enderecada a Jean Bernoulli, em 18

de outubro de 1740, afirma que: y = 2 cos @

ey = eix + e —ix , eram ambas solugdes da

mesma equacao diferencial, e deviam ser

iguais.

/9-13.

Representagao grafica dos numeros

complexos

Cotes, De Moivre, Euler e Vandermonde,

todos tentaram resolver a equagdo x"— 1 = | Caspar Wessel, tal como

0, pensando em suas solugbes como fazemos hoje em dia,

vértice de um poligono regular de n lados. |representa o complexo a +
MILIES. 2003 Nenhum deles achou uma interpretacao bi pelo vetor do plano com
/AR ' geomeétrica para as operagdes com origem O — origem do

complexos.

Caspar Wessel (1745 — 1818), agrimensor
noruegués em seu artigo intitulado Sobre a
representagéo analitica da dire¢do: uma
tentativa, publicada em 1799 nas memorias
da Real Academia da Dinamarca, foi o
primeiro a formular uma interpretagao
geométrica para os nimeros complexos.

sistema de eixos
coordenados — e com a
extremidade no ponto P,
de coordenadas (a, b).

(continua...)
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Jean-Robert Argand (1769 — 1822),
bibliotecario suico, publicou um pequeno
livro com representacdo semelhante a de
Wessel. No entanto, quem,

(...continuagao)
“...amemoria de Wessel,
s6 foi notada quando
publicada em tradugao
francesa em 1897, e 0

MILIES, 2003 . . ~ livro de Argand, embora
/ AR verdac'jellramente, tornou a |qterpr9tagao causasse uma certa
geomeétrica amplamente aceita foi Carl controvérsia, teve pouco
Friederich Gauss (1777 — 1855). . I ’
13-15. |’mpacto, ta_ve; por ser a
Unica contribuicdo de seu
autor a matematica.”
/14.
Fontes originais na sala de aula de Em Wessel (1797)
matematica (segundo Nordgaard
(1959)), nés
FAUVEL e A solucao de Wessel, apresentada em encontramo§:...“§9. A
MAANEN 1796, € uma boa introdug&o para ensinar repre§entagao gerall de
2000 /PS-’TN numeros complexos. Nesta fonte, Wessel | uma linha de comprimento
da a representagao geométrica dos r e dire¢cdo do angulo v
numeros complexos tal como ela é usada | para a unidade positiva é:
hoje. r(cosv + Esenv)”.
1304. /1304.
Quantidades impossiveis em algebra
Os numeros imaginarios foram utilizados na
algebra, primeiro nos trabalhos de
Cardano (1545) e Bombelli (1572), mais
tarde em Viéte (1591), Descartes e Wallis.
A passagem mais importante na Ars Ao resolver o problema
Magna de Cardano esta no capitulo 37 “dividir 10 em duas partes
“sobre a regra para operar com negativos.” | cujo produto é 407,
O problema “dividir 10 em duas partes cujo | Cardano disse:” isto é
produto é 40” € a primeira aparigao verdadeiramente um
FAUVEL conhecida da raiz quadrada de numeros sofisma que nao pode ser
e . : o ~ ~
MAANEN negatlvos; Estes imaginarios estaq na Ars |levado para operagdes no
2000 /PS-’TN Magna, ndo conectado ao tema principal de | caso de um negativo puro

Cardano: equagdes quarticas e cubicas,
mais € interessante notar seu ponto de
vista sobre os negativos, eles podem ser
necessarios para intermediar calculos
buscando um numero verdadeiro, isto é,
positivo.

Rafael Bombelli (1572), encontrou que em
casos irredutiveis, como o exemplo dado
por Clairaut (1746), que quer resolver a
equacao cubica x® = 63x + 162, existem
sempre trés raizes reais

/305-307.

... desenvolvemos uma
aritmética que é tao
refinada que se torna
inutil.

/305.
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O caminho para os nimeros complexos

Os matematicos do renascimento tiveram
um primeiro contato bastante intenso com
0s numeros complexos. Nos séculos XVIl e
XVIII por exemplo, Girard era perfeitamente
consciente que so recorrendo aos numeros
complexos se poderia anunciar com toda
generalidade o teorema fundamental da
algebra.

Os nameros imaginarios
tiveram uma grande
valorizagao mistica e
foram chamados de:
prodigio da analises; o
monstro do mundo ideal;
um diferente e magnifico
refugio do espirito divino;
quase um hibrido entre o
ser e 0 nao ser.

\:\élégﬁljl;GTN Leibniz, em 1675 publicou a relagéo ﬁ * | Devido a vi,rtuosidade de
3 + 1 - +/3 =6 que de uma maneira | Euler em calculo com
chamativa relaciona os complexos com os |formulas, o uso dos
reais e acentua as particularidades no trato | numeros complexos
com os numeros figurados. chegou a ser natural;
Euler introduziu em 1777 o simbolo i e somente ao final do século
operou com ele como se i2 = -1. No entanto, | XVIIl comegou a
o simbolo i e a denominagéo nimero classificagéo das
complexo, s6 se impuseram definitivamente | dificuldades conceituais no
depois do seu uso por Gauss. trato com os complexos.
1207-208. 1207-208.

A interpretacao geométrica dos nimeros

complexos

Em 1685 Wallis fez reflexdes sobre a Gauss chama a toda
interpretagdo geométrica do nimeros quantidade a+bi, onde a e
complexos. O primeiro a sinalizar nessa b representa os niUmeros
diregdo, no entanto, foi o noruegués reais e i & a abreviatura
Wessel, que utilizou~segm.ent,o.s orientados | ge /=1, um ndmero

a partir das operacoes arltrpetlcas, . inteiro complexo, se a e b

WUSSING, |Segundo uma especie de calculo vetorial $50 pOr sua vez nimeros

1998 /PS-TN |em duas e trés dimensdes. inteiros.

FI(')I preciso ;a_autorldad(z de Ga.u.ss pa(rja As quantidades complexas
eliminar o 0 tlmlo soprod e mllshtlms(;no 0s no se contrapdem as
numeros complexos e otar-lhes da reais, mas sim elas
téansparenma desejada. . contém os reais, como um
m .1 831 baseou suas pesquisas sopre a caso especial para b = 0.
teoria dos restos biquadrados, nos nimeros | 555 549
complexos, conduzindo ao que hoje '
denominamos plano de Gauss.
/208-2009.
A interpretagao aritmética dos numeros
complexos Hamilton define a adicdo e
Cauchy, teve a idéia de conceber os a multiplicagao dos
WUSSING, |numeros complexos como pares de numeros complexos
1998 /PS-TN | numeros reais. O matematico irlandés atraves da lei:

Hamilton, deu este passo explicitamente ao
criar toda uma teoria dos numeros
complexos mediante operagdes aritméticas
estabelecidas por defini¢des.

(a, az2) + (b1, b2) = (a1+ by,
az+ b2)

(continua...)
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Hamilton se refere aos numeros complexos

(...continuagao)

WUSSING, (a, a2) . (b1, bz) = (aibs-
1998 /PS-TN | COMO Pares (a, az), (b1, bz). asbs arbs. azbs ).
' /1209.
Um pequeno embarago
Ao dizer que o problema
Pergunta-se, ao estudar a equagao do com discriminante
segundo grau, m = b’ —4ac: e se 0 negativo, nao tinha
discriminante for negativo? Nesse caso a solugdo, o algebrista
CARACA, radiciacao néo é possivel e por dormia sossegado, porque
(1998) /DS consequliéncia, a expressao das raizes nao |essa interpretacéo estava
tem significado. Para os algebristas de acordo com a realidade
antigos, gregos, indus e arabes isso queria |e as necessidades
dizer, que o problema nao tinha solugao, o | praticas daquela época.
que era um caso embaragoso. /158-159.
/158-159.
Equacgoes do terceiro grau
CARACA Foi em pleno _Rena_scirnento, no século XVI,
(1998) /D’S que os algebristas italianos, obtiveram, com -
éxito, a resolucéo das equacdes do terceiro
grau.
/159-160.
E surpreendente na
Resisténcia aos numeros negativos e Histéria da Matematica,
irracionais que: “antes de os numeros
negativos serem
Os algebristas do século XVI, considerados como
consideravam os numeros com raizes verdadeiros numeros, ja
negativas como mero expediente de eram conhecidas e
CARACA calculo, sem Ihes conferir dignidade praticadas quase todas as
(1998) /D’S numérica. regras operatérias sobre
Ja no século XVII, Descartes designou 0s numeros complexos,
esses numeros de imaginarios. Na sua coisa que parece
Geometria, livro publicado em 1637, simplesmente absurda,
Descartes chama as raizes negativas das |uma vez que 0sS numeros
equacbes de raizes falsas, e aos numeros |complexos resultam de
irracionais numeros surdos. raizes quadradas de
/165-166. numeros negativos”.
/166.
Representagdao geométrica dos
complexos
No século XVIII, em 1797, Caspar Wessel,
CARACA topografo noruegués, entregou uma O trabalho de Wessel, foi
(1998) /D’S Memoria a Academia Dinamarquesa de esquecido durante um

Ciéncias e Letras, publicada em 1799, em
que, pela primeira vez, foi apresentada uma
representagdo geométrica dos numeros
complexos. Essa representacgao, foi feita
com base no sistema cartesiano.

século.

(continua...)
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“Em 1806, Jean Robert
A novidade era que, todos os imaginarios Argand criava, por S, a
: ~ . mesma representacao,
CARACA, puros tiveram representacéo sobre o eixo ; A . .
cuja gléria, indevida, ficou
(1998) /DS Oy. i
igada ao seu nhome
/166-167. i
durante muitas dezenas
de anos”.
/167.
Uma relagao inesperada
“Em particular, todo o
Na representacao geométrica de Wessel, numero real é
todo numero complexo se pode escrever representado sobre o eixo
CARACA, sob a forma a + bi = r (cosB + i.senB). Esta |Ox.... ; todo o nimero
(1998) /DS relagdo mostra que o complexo a + bi pode |imaginario puro bi é
ser definido pelo numero r, chamado representado sobre 0 eixo
modulo e pelo angulo 8, chamado Oy”.
argumento. /168.
/167-168.
O teorema fundamental da algebra
“ ... - 0s complexos foram
Os numeros complexos sairam da teoria criados para se conseguir
das equacgdes algébricas. Ao resolver a obter uma raiz que se
equagao x® = 3x + 1, um algebrista do sabia que existia; eles nao
CARACA, - o _ ~ X " -
século XVII, diria a Descartes : a equagao |so permitiram determina-
(1998) /DS : .
tem uma raiz verdadeira e duas falsas. Um |la, como revelaram a
algebrista moderno que adquiriu o conceito |existéncia de mais duas”.
geral de numero diz: a equacgao tem trés 171.
raizes reais, uma positiva e duas negativas.
/171.
Quadro 2 - Analise Resumida de Referéncias sobre Histdria da Matematica — Numeros
Complexos

TIPOS: AR (Artigo de Revista)

DM (Livro didatico de nivel médio)

DS (Livro didatico de nivel superior)

PM (Livro paradidatico de nivel médio)

PS (Livro paradidatico de nivel superior)

TN (Tradugado Nossa)
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Anexo A - Planejamento do curso de niumeros complexos

1. Dados de identificagao

Escola: Centro Federal de Educacao Tecnoldgica do Rio Grande do Norte — CEFET/RN
Localidade: Natal - RN

Professor(a) Maria Sueli Fonseca Ferreira

Curso: Ensino Médio

Disciplina: Matematica Tema Central: Nomeros Complexos
Série:22 Ano: 2005 Semestre: 2° Turno: Vespertino  Carga horaria: 23 h/aula
Turma: 2.00.1V; Sala: B 09

2. Objetivo Geral da Disciplina

Utilizar adequadamente os cédigos e conhecimentos matematicos para analise e compreensao
dos fenbmenos sdécio-econdmicos e para o desenvolvimento da capacidade de investigagao de
fatos matematicos, necessarios para a distincdo e aplicacdo de conceitos e de raciocinios
dedutivos e indutivos na resolugdo de situagdes-problema possibilitando a construgcdo de
atitudes cidadas.

3. Objetivos Especificos do Tema Central

Conhecer a origem e as possibilidades de aplicagdo dos niumeros complexos.
Utilizar corretamente as operagdes com os nimeros complexos.

Representar graficamente os numeros complexos no plano de Argand-Gauss.

0O 0O O D

Utilizar os conhecimentos adquiridos na resolugdo de equagbes algébricas e situagdes-
problema que envolvam nimeros complexos nas formas algébrica e trigonométrica.

4. Ementa

A origem e aplicacdo dos numeros complexos. O conjunto dos nimeros complexos € a unidade
imaginaria. As operagbes com 0s numeros complexos. O plano de Argand-Gaus. As formas
algébrica e trigonométrica dos numeros complexos..A Formula de Moivre.
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. Conteudo Programatico

O

Introducéo

v' Origem
v' Aplicagdes

O Conjunto dos Numeros Complexos
v A unidade imaginaria
A Forma Algébrica dos Numeros Complexos
Igualdade de Numeros Complexos
Conjugado de um Numero Complexo
Operagdes com Numeros Complexos
v" Adigao e subtragéo
v Multiplicagao
v Diviséo
v Poténcias de i
Plano de Argand-Gauss
Modulo e Argumento de um Numero Complexo
Forma Trigonométrica ou Polar
Operagdes com Numeros Complexos na Forma Trigonométrica
v" Multiplicagéo

v" Divisdo

v" Potenciagdo — Férmula de Moivre
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6. Planejamento das Aulas

Objetivos Conteudos Cronograma | Estratégias Avaliagao
o Introdugéo:
v' Origem
1. Conhecer a v' Aplicagdes
origem e o conjunto | @ O Conjunto dos Aulas
dos numeros Numeros expositivas;
complexos, e Complexos 3 horas aula |Resolucéo
compreender o seu v' A unidade de
: . L - o Processo de
conceito e suas imaginaria exercicios. avaliacao
aplicagdes. a A forma Algébrica vallag
dos Numeros gﬁ/nt;nit;io © do:
Complexos ersiticado;
L o Igualdade de
2. Definir igualdade l\?t]meros Aulas
entre numeros Complexos expositivas; |o Utilizagcao de
complexos e ; 3 horas aula |Resolucao instrumentos
mp o Conjugado de um ¢ .
numero complexo NGMero de avaliativos
conjugado. exercicios. mo:
1ug Complexo como
o Operagdes com
Numeros v" Fichas de
Complexos: Aulas
3. Operar com os e e acompanhame
. v Adigéo e expositivas; i
numeros - o nto;
Subtragao 3 horas aula |Resolucao
complexos na sua A
s v' Multiplicacéo de
forma algébrica. L - v' Trabalho em
v" Divisao exercicios. rupo: teste
v' Potencias de i gso?ité
Avaliacho realizado em
Avaliacdo em grupo 2 horas aula lag sala de aula;
escrita
4. Identificar um
numero complexo v Trabalho
em sua forma individual:
algébrica e pesquisa e
representa-lo no lista de
Plano de Argand- exercicios
Gauss; resolvidos fora
a Plano de Argand de sala de
Definir e —Gauss; aula:
compreender 0s o Moddulo e Aulas ’
conceitos de Argumento de um expositivas; | , Avaliaco
modulo e Numero 4 horas aula |Resolucao individual:
argumento de um Complexo; de teste escr.ito
numero complexo, | Forma exercicios. realizado em
suas propriedades Trigonométrica ou sala de aula

e seus calculos a
partir da forma
algébrica;

Apresentar a forma
trigonométrica de
um ndmero
complexo.

Polar.
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Objetivos Conteudos Cronograma | Estratégias AEIEEE

5. Operar com os Aulas
numeros expositivas;
complexos na Resolugéo
forma o Operagdes com de
trigonométrica ou Numeros exercicios.
polar e interpretar Complexos na
geometricamente Forma
os resultados Trigonométrica:
dessas operagbes; (a0 Multiplicagao; 4 horas aula

o Divisao;
Calcular as o Potenciacéo —
poténcias dos Foérmula de
ndameros Moivre.
complexos e aplicar
a formula de
Moivre.

Avaliagdo Individual | 2 horasaula jAvaliagdo

escrita

7. Referéncias

BEZERRA, Manoel J. Matematica para o ensino médio. Sdo Paulo, Scipione, v.u, 2001.
BRASIL. Parametros curriculares nacionais: ciéncias da natureza, matematica e suas
tecnologias. Secretaria de Educacdo Média e Tecnoldgica do Ministério da Educacgao. Brasilia,
1997.

DANTE, Luiz R. Matematica: contexto e aplicagdes. Sdo Paulo, Atica, v. 3, 1999.

GIOVANNI, José R.; BONJORNO, José R.; GIOVANNI Jr, José R.: Matematica completa:
ensino médio. Sdo Paulo, FTD, v.u, 2002.

IEZZI, Gelson et al. Fundamentos de matematica elementar: complexos, polindmios e
equagoes. Sao Paulo, Atual, V.6, 1993.

IEZZI, Gelson et al. Matematica. Sao Paulo, Atual, v.u, 1999.

PAIVA, Manoel Rodrigues. Matematica. Sdo Paulo, Moderna, v. 3, 1995.

Quadro 3 - Planejamento do curso de numeros complexos




Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

