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Deus é o existirmos e isto não ser tudo.

Fernando Pessoa

iii



Dedicatória
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tionável), os grandes responsáveis são os dois.
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Resumo

O Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral, TEGR, mostra-se como

uma alternativa à formulação métrica da Relatividade Geral, principalmente por

permitir, a partir de seu formalismo Hamiltoniano, uma definição consistente para

o momento-energia gravitacional, o que não é posśıvel na Relatividade Geral usual.

É discutida a proibição ou não da localizabilidade da energia gravitacional pelo

prinćıpio da equivalência. A expressão obtida para o momento-energia gravitacional

é estendida para um conjunto arbitrário de campos de tetrada, que não necessari-

amente obedecem condições de contorno assintóticas. A expressão é aplicada aos

casos das métricas de Kerr e de Bondi. No primeiro caso é calculada a energia con-

tida no horizonte de eventos externo do buraco negro e a energia total, enquanto

que para a métrica de Bondi é calculada a energia total do sistema.
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Abstract

The Teleparallel Equivalent of General Relativity, TEGR, is an alternative

to the metric formulation of General Relativity, mainly by allowing, in the Hamil-

tonian formalism, a consistent definition for the gravitational energy-momentum,

which is not possible in the usual formulation of General Relativity. It is dis-

cussed the existence or not of the localizability of the gravitational energy in view of

the equivalence principle. The expression previously obtained for the gravitational

energy-momentum is extended to an arbitrary set of tetrad-fields, which not neces-

sarily presents asymptotic boundary conditions. The expression is addressed in the

context of the Kerr and Bondi metrics. In the first case it is calculated the energy

contained in the external horizon of the black hole and the total energy, and for the

Bondi metric it is calculated the total energy of the space-time.
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Introdução

Na formulação de Einstein da Relatividade Geral, a gravitação é um tipo

de força que se apresenta de modo diferente de outros campos da natureza, pois ela

é descrita pela mesma quantidade que representa o espaço-tempo f́ısico onde a força

atua, que é o tensor métrico gµν . Isso torna o campo gravitacional bastante pecu-

liar, apresentando diversas caracteŕısticas sem analogia com outros campos. Nesse

contexto a peculiaridade acima descrita é utilizada inclusive como argumento para

se afirmar que não é posśıvel definir uma densidade local de energia gravitacional,

baseando-se no chamado prinćıpio da equivalência infinitesimal, uma extensão do

prinćıpio da equivalência formulado originalmente por Einstein, mas para escalas pe-

quenas. Vale enfatizar que Einstein não endossou tal extensão, sempre enunciando

o prinćıpio para campos homogêneos e referenciais uniformemente acelerados em

regiões finitas do espaço-tempo. Além disso na obtenção das equações de Einstein

para a Relatividade Geral é utilizado o prinćıpio da covariância generalizada, sendo

irrelevante o chamado prinćıpio da equivalência infinitesimal.

De qualquer modo não é realmente posśıvel se escrever uma expressão única

para a energia gravitacional na formulação de Einstein da Relatividade, mas apenas

pseudo-tensores, que dependem do sistema de coordenadas. Na formulação canônica

de Arnowitt, Deser e Misner[1], obtém-se a energia gravitacional total (conhecida

como energia de ADM), relacionada ao termo de superf́ıcie do Hamiltoniano, que

é válida apenas para espaços assintoticamente planos. Outro método existente é

o cálculo da energia “quase-local”de Brown e York [2], onde utilizando o prinćıpio

da ação mı́nima, se define um vetor energia-momento total, associado à fronteira

de determinadas regiões de um espaço, desde que seja satisfeita uma determinada

condição dentro do contexto da integral de ação de Hilbert-Einstein.
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O Equivalente Teleparalelo à Relatividade Geral (ou TEGR) se mostra como

uma descrição geométrica alternativa à formulação métrica da gravitação, na qual é

posśıvel se obter uma expressão covariante ineqúıvoca para a densidade de energia

gravitacional total, a partir de seu formalismo Hamiltoniano [3, 4, 5]. O TEGR

usa como quantidades de campo, em vez do tensor métrico, as tetradas ea
µ que

se relacionam com o tensor métrico gµν e podem ser descrita sobre uma variedade

de Weitzenböck [6], que possui torção não-nula e curvatura nula. Nessa teoria, os

efeitos gravitacionais são incorporados à torção não-nula da variedade, em analogia

à curvatura não-nula na formulação de Einstein sobre uma variedade riemanniana.

Partindo-se das equações de campo obtidas utilizando-se o TEGR, recupera-se as

equações de Einstein com algumas manipulações, mostrando assim a equivalência

existente entre as teorias, apesar da abordagem geométrica diferente da utilizada na

Relatividade Geral usual.

Nessa nova abordagem, uma expressão para o momento-energia gravita-

cional surge das equações de v́ınculo da formulação Hamiltoniana da teoria. Apli-

cando essa expressão para campos de tetrada que satisfazem condições de contorno

assintóticas (para os quais temos torção nula, ou como veremos T a
µν = 0) en-

contramos a energia do espaço-tempo plano como sendo nula (o que determina o

espaço-tempo de referência). Entretanto para um campo de tetradas arbitrário,

no limite em que r → ∞, não temos necessariamente a condição assintótica usual

ea
µ
∼= δa

µ + 1
2
ha

µ(1/r) satisfeita (onde ha
µ é uma perturbação do tensor métrico),

e além disso não necessariamente temos torção (e conseqüentemente energia) nulas

para o espaço-tempo plano.

A expressão para o momento-energia no contexto do TEGR é aqui estendida

para campos de tetrada arbitrários, ou equivalentemente, que não fornecem energia

gravitacional nula para o espaço-tempo plano, através da inclusão de um termo de

subtração que leve em conta o espaço de referência. A expressão obtida será então

aplicada a dois sistemas largamente estudados na literatura, o buraco negro de Kerr

e o espaço-tempo de Bondi.
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No caṕıtulo 2 será discutido brevemente o formalismo padrão da Relativi-

dade Geral, os prinćıpios da geometria riemanniana e serão obtidas as equações de

Einstein a partir do prinćıpio da ação mı́nima.

No caṕıtulo 3 é apresentado o formalismo do Teleparalelismo Equivalente à

Relatividade Geral, primeiramente em sua formulação Lagrangeana e em seguida é

apenas comentado o formalismo Hamiltoniano. A seguir é discutida a questão da

localizabilidade da energia gravitacional tendo em vista o prinćıpio da equivalência

de Einstein, e então é obtida a expressão geral regularizada para o momento-energia

utilizando-se as equações do TEGR.

No caṕıtulo 4 a expressão obtida é aplicada ao caso da métrica de Kerr, que

descreve um buraco negro girante que possui momento angular espećıfico a = J/m.

Há uma breve discussão sobre a construção de campos de tetrada, no caso geral e em

seguida para o caso particular estudado. É calculada a energia total do sistema, e a

energia contida no horizonte de eventos externo, e em seguida os resultados obtidos

são comparados com a literatura.

No caṕıtulo 5 a mesma expressão é aplicada à metrica de Bondi, que descreve

um sistema que emite ondas gravitacionais, isolado e imerso em um espaço-tempo

assintoticamente plano. São discutidas brevemente as caracteŕısticas da métrica, e

em seguida obtida a energia total, ou energia de Bondi, para a configuração.

Notação: os ı́ndices gregos α, β, µ, ... representam ı́ndices de coordenadas

do espaço-tempo f́ısico e assumem os valores 0, 1, 2 e 3; já os ı́ndices latinos do ińıcio

do alfabeto (a, b, c, ...) são ı́ndices do grupo de Lorentz global SO(3,1), valendo

assim (0), (1), (2) e (3). Índices latinos do meio do alfabeto (i, j, k, ...) referem-se

a hipersuperf́ıcies do tipo espaço, assumindo o valores 1, 2 e 3. A menos que se

mencione o contrário, temos c = 1 e G = 1, e é adotada a convenção de Einstein.



Caṕıtulo 1

Teoria da Relatividade Geral

1.1 Teoria da Relatividade Especial

Einstein formulou a Teoria da Relatividade Especial em 1905 baseando-se

em dois postulados: o primeiro é que as leis da F́ısica são as mesmas para todos

os referenciais inerciais, e o segundo que a velocidade da luz é a mesma para todos

observadores inerciais. Para que os dois postulados possam valer, as noções de tempo

e espaço precisam ser alteradas em relação ao que o senso comum ou mesmo o que a

F́ısica anterior à Relatividade diz. Agora tempo e espaço precisam estar intimamente

relacionados entre si, formando uma única estrutura conhecida como espaço-tempo.

O espaço-tempo em que a Teoria da Relatividade Especial é desenvolvida é o espaço-

tempo de Minkowski, no qual a distância ou o intervalo entre dois eventos é definido

pela seguinte relação:

ds2 = −c2dt2 + (dx2 + dy2 + dz2). (1.1)

Analisando (1.1) vemos que o espaço-tempo de Minkowski possui métrica

pseudo-euclideana,

ds2 = ηµνdx
µdxν , (1.2)

6
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com

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (1.3)

Admitindo que para todos observadores inerciais o intervalo ds2 deve ser o

mesmo, encontram-se as transformações de Lorentz [7], que relacionam as coorde-

nadas de dois referenciais inerciais quaisquer (aqui, como exemplo, considerando-se

um movimento paralelo ao eixo x entre os dois referenciais, ou um boost na direção

x),

x =
x
′
+ vt

′√
1− v2

c2

; y = y
′
; z = z

′
; t =

t
′
+ vx

′

c2√
1− v2

c2

. (1.4)

Na tentativa de incluir os efeitos gravitacionais em sua teoria, Einstein

formulou o prinćıpio da equivalência, que assume a equivalência entre um referencial

inercial na presença de um campo gravitacional homogêneo e outro referencial, não-

inercial, mas com aceleração constante e igual à do referido campo. O prinćıpio

da equivalência será discutido com mais detalhes adiante (na discussão relativa à

localizabilidade da energia gravitacional). Entretanto há ainda a limitação de se

lidar apenas com campos homogêneos, limitação essa contornada assumindo-se que

o espaço-tempo da teoria possui geometria riemanianna.

Na formulação de uma teoria da gravitação que incorpore o prinćıpio da

equivalência, não deve existir distinção entre os referenciais (em outras palavras,

não há referenciais privilegiados), e assim as leis da F́ısica devem ser as mesmas

para quaisquer transformações de coordenadas, o que é conhecido como prinćıpio

da covariância generalizada. Isso leva naturalmente à substituição da métrica de

Minkowski por uma métrica gµν mais geral.
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1.2 Geometria Riemanianna

Seja a transformação de coordenadas:

xµ = fµ(x
′ν) (1.5)

Os quadrivetores (µ = 0, 1, 2, 3) covariante e contravariante Aµ e Bν são

respectivamente definidos por suas leis de transformação de coordenadas,

Aµ =
∂x

′ν

∂xµ
A

′

ν (1.6)

e

Aµ =
∂xµ

∂x′ν
A

′ν , (1.7)

onde os ı́ndices com ou sem linha se referem aos vetores nos diferentes sistemas de

coordenadas.

Para um tensor arbitrário T µν···
αβ··· temos

T µν···
αβ··· =

∂xµ

∂x′λ
∂xν

∂x′ρ
· · · ∂x

′γ

∂xα

∂x
′δ

∂xβ
· · ·T λ

′
ρ
′ ···

γ′δ′ ···. (1.8)

Sobre uma variedade riemanianna qualquer substituiremos a derivada or-

dinária pela derivada covariante, que possui caráter tensorial. A derivada ∂µV
ν não

se transforma como um vetor, pois envolve a subtração do vetor em dois pontos

distintos,

V α(x+ δx) = V α(x) + δV α(x+ δx) = V α(x) + (∂µV
α(x))δxµ (1.9)

δV α(x) = V α(x+ dx)− V α(x). (1.10)
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Assim necessitamos das definições de transporte paralelo e conexão afim,

V α
transp.(x+ δx) = V α(x) + δV α(x), (1.11)

onde V α
transp.(x+ δx) é o vetor V α(x) transportado; em xβ + δxβ temos

V α(x+ δx)− V α
transp.(x+ δx) = vetor = ∇V α, (1.12)

⇒ ∇V α = V α(x) + δV α(x)− (V α(x) + δV α(x)) = δV α(x)− δV α(x). (1.13)

É natural assumir que δV α(x) anule quando V α ou δx sejam nulos; a função

mais simples que satisfaz tal hipótese, e linear em V α(x) e δx é

δV α(x) = −Γα
µνV

µ(x)δxν , (1.14)

onde o sinal menos é introduzido por convenção. Γα
µν é a conexão afim, que se

transforma como

Γ
′α
µν =

∂x
′α

∂xλ

∂xρ

∂x′µ
∂xδ

∂x′ν
Γλ

ρδ +
∂x

′α

∂xλ

∂2xλ

∂x′µ∂x′ν
. (1.15)

Pode-se assim definir a derivada covariante sobre uma variedade,

∇µV
α = ∂µV

α + Γα
νµV

ν , (1.16)

∇µVν = ∂µVν − Γλ
νµV

λ. (1.17)

Em geral, a derivada covariante não é comutativa; utilizando a definição da

mesma para um vetor arbitrário V α temos

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)V α = Rα
βµνV

β + (Γλ
µν − Γλ

νµ)∇λV
α. (1.18)

Assumindo aqui que não há torção, Γλ
µν = Γλ

νµ, e o segundo termo do lado direito

da equação acima se anula; Rα
βµν é o tensor de Riemann, ou tensor de curvatura,

Rα
βµν = ∂µΓα

βν − ∂νΓ
α
βµ + Γλ

βνΓ
α
λµ − Γλ

βµΓα
λν . (1.19)
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A partir do tensor de Riemann obtemos o tensor de Ricci,

Rµ
αµβ = Rαβ = gµνRναµβ, (1.20)

e a partir deste obtemos o escalar de curvatura R,

R = gαβRαβ. (1.21)

1.3 Equações da Gravitação a Partir da Formulação de Hilbert-

Einstein

As equações de Einstein buscam explicar a relação entre a geometria do espaço-

tempo e a matéria, imersa nesse mesmo espaço-tempo. Há aqui a diferença básica

entre a Relatividade Geral e o Eletromagnetismo que é o fato de que o campo

eletromagnético não transporta cargas (fontes), o que torna suas equações lineares,

enquanto o campo gravitacional age como fonte sobre si mesmo, e assim as equações

são não-lineares.

Pode-se deduzir as equações de Einstein de um prinćıpio variacional, partindo-

se da seguinte ação:

I =

∫
d4x
√
−gLg, (1.22)

em que Lg deve ser um invariante constrúıdo a partir de gµν e de suas derivadas

de até 2a ordem. Restringindo as equações de campo a equações diferenciais de

segunda ordem, o invariante (no caso escalar) mais simples que pode ser constrúıdo

é Lg = R. Incluindo os campos de matérias nas equações temos

A =

∫
d4x[Lg − kLm], (1.23)

onde Lg =
√
−gLg refere-se à parte gravitacional, e Lm =

√
−gLm contém todos os

campos de matéria em interação com o campo gravitacional; e k = 8πG/c4.



11

Efetuando a variação no primeiro termo do lado direito temos

δ

∫
Ω

d4x
√
−gR =

∫
Ω

d4x[(δ
√
−g)R +

√
−gδ(gµνRµν)]

=

∫
Ω

d4x[(δ
√
−g)R +

√
−g(δgµν)Rµν +

√
−ggµν(δRµν)]. (1.24)

Efetuando a variação sobre a densidade
√
−g [7],

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµν(δg

µν), (1.25)

e escrevendo Rµν após alguns cálculos simples obtemos

gµνδRµν = gµνδ(∂αΓα
µν − ∂µΓα

αν + Γβ
µνΓ

λ
βλ − Γβ

µλΓ
λ
βν)

= ∇α(gµνδΓα
µν − gανΓµ

µν). (1.26)

Rearranjando os termos encontramos

kδI = kδ

∫
Ω

d4x
√
−g

(
Rµν −

gµν

2
R

)
δgµν + k

∫
d4x∂α(

√
−gV α), (1.27)

onde

V α = gµνδΓα
µν − gανδΓµ

µν . (1.28)

Antes de analisar as integrais acima, enfatizamos que os casos que nos in-

teressam aqui são aqueles de sistemas assintoticamente planos, para os quais temos

as seguintes condições assintóticas (r →∞):

gµν ' ηµν + hµν(1/r), (1.29)

∂λgµν ∝ gµνδΓα
µν ∝ O(1/r2). (1.30)

Observando a forma de V α vemos que a última integral possui a forma∫
d4x∂α(

√
−gV α) ∝

∫
dt

∫
r2 sin θdθdφO(1/r2) 6= 0. (1.31)

Desse modo, é necessário acrescentarmos um termo à densidade de lagrangeana, a

fim de anular a integral que envolve V α, acrescentando o termo

−∂α

[√
−g

(
gµνΓα

µν − gανΓµ
µν

)]
, (1.32)
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e assim temos, para a última integral de (1.27),∫
d4x∂α(

√
−gV α)−

∫
d4xδ∂α

[√
−g(gµνΓα

µν − gανΓµ
µν)

]

= −
∫
d4x∂α

[
δ(
√
−ggµν)Γα

µν − δ(
√
−ggαν)Γµ

µν

]
, (1.33)

entretanto δ(
√
−ggµν)Γα

µν ∝ O(1/r3), e desse modo a integral se anula para r →∞,

e no lado direito da equação (1.27) resta apenas a primeira das integrais.

Variando o termo da integral de ação referente à lagrangeana dos campos

de matéria, δAm, temos

δAm = −
∫
d4xδ(

√
−gLm) = −

∫
∂(
√
−gLm)

∂gµν
δgµνd4x; (1.34)

seja

Tµν =
1√
−g

∂(
√
−gLm)

∂gµν
, (1.35)

temos que δAm = −
∫
Tµνδg

µν
√
−gd4x, e assim variando a nova integral de ação

total,

A =

∫
d4x

√
−g(kR− Lm)− k

∫
∂α

[√
−g

(
gµνΓα

µν − gανΓµ
µν

)]
, (1.36)

e utilizando o prinćıpio de ação mı́nima chegamos às equações de Einstein

Rµν −
gµν

2
R =

1

k
Tµν . (1.37)

1.4 Pseudo-tensores de Momento-energia

Várias expressões para a energia gravitacional foram obtidas no contexto

da Relatividade Geral em sua formulação métrica. Entretanto nenhuma delas é

covariante, e a impossibilidade de se escrever uma expressão que seja covariante será

comentada adiante. As expressões obtidas são todas de certo modo equivalentes, e

permitem em geral que se calcule a energia total de um sistema assintoticamente
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plano, pois para essa condição as expressões se tornam independentes do sistema de

coordenadas.

Uma das primeiras tentativas nesse sentido foi o pseudo-tensor de Einstein

[8],

τ ν
µ =

1

2k
∂λ

{
gµγ√
−g

∂σ

[
−g

(
gλσgνγ − gνσgλγ

)]}
. (1.38)

Temos ainda o pseudo-tensor de Weinberg[9], constrúıdo basicamente admitindo-se

que dele só se poderá definir a energia total do sistema

W µν =
1

2k

(
∂λ∂

µhλν − ∂λ∂
λhµν − ∂µ∂νh+ ∂λ∂

νhλµ − ηµν∂λ∂κh
λκ + ηµν∂λ∂

λh
)
,

(1.39)

onde hµν representa a expansão em primeira ordem de gµν ,

gµν
∼= ηµν + hµν(1/r). (1.40)

Outro exemplo é o pseudo-tensor de Landau-Lifshitz[7], que considera um

sistema de coordenadas em que se tenha, pontualmente, ∂νgµλ = 0, obtendo

τµν =
1

2k

1

g
∂λ∂ρ

[
g

(
gµνgλρ − gµλgνρ

)]
. (1.41)

Partindo-se das expressões relacionadas acima, encontramos a mesma ex-

pressão de ADM para a energia total de um sistema assintoticamente plano,

I =
1

2k

∫
S→∞

dSi(∂jhij − ∂ihjj). (1.42)

Vemos aqui que a energia está relacionada com o termo proporcional a 1/r de gµν ,

o que também se espera para o cálculo de E quando a integração for realizada em

um volume V qualquer. O elemento diferencial de superf́ıcie carrega um termo

proporcional a r2, enquanto que a derivada de hµν gera um termo do tipo O(1/r2).

Assim, a expressão para o momento-energia gravitacional deveria ser constrúıda a

partir de uma expressão covariante envolvendo a derivada primeira de gµν , o que

não é posśıvel devido à equação ∇αgµν = 0. Como veremos, no Teleparalelismo

Equivalente à Relatividade Geral podemos construir uma densidade escalar com a
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forma ∂µ(eT µ), o que possibilita que se escreva uma expressão para o momento-

energia gravitacional, o que não é posśıvel no contexto da Teoria da Relatividade

Geral de Einstein.



Caṕıtulo 2

Teleparalelismo Equivalente à

Relatividade Geral

2.1 Campos de Tetradas

Os campos de tetradas ea
µ, quantidade básica do TEGR, possuem um ı́ndice

do grupo de Lorentz, o ı́ndice a, e o ı́ndice do espaço tempo µ; esse caráter permite

que a tetrada converta ı́ndices do espaço-tempo em ı́ndices locais, e que inversamente

também leve quantidades locais em quantidades do espaço-tempo. Como exemplo

seja o vetor arbitrário V a(x),

V a = ea
µV

µ. (2.1)

Uma propriedade importante das tetradas é que elas definem uma base de um sis-

tema de coordenadas local para cada ponto do espaço-tempo.

Os ı́ndices local e do espaço-tempo da tetrada são abaixados e levantados

respectivamente pela métrica de Minkowski e pelo tensor métrico gµν ,

ea
µ = ηabebµ, (2.2)

ou

eaµ = ηabe
b
µ (2.3)

15
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e

ea
µ = gµνe

aν

ea
µ = gµνeaν . (2.4)

A partir da tetrada ea
µ e da tetrada inversa ea

µ obtemos a métrica de

Minkowski para o espaço-tempo plano,

ea
µe

bµ = ηab, (2.5)

e dessa equação obtemos a relação de ortonormalidade,

ea
µeb

µ = δa
b , (2.6)

e dessa última obtemos, multiplicando por ea
ν ,

ea
µea

ν = δν
µ, (2.7)

de onde segue

ea
µeaν = gµν . (2.8)

Nesse contexto, trabalhamos em um espaço-tempo com curvatura nula e torção não

nula; a conexão é constrúıda a partir das tetradas e da condição do paralelismo à

distância, ou teleparalelismo[10] ∇νe
a
µ = 0, que caso constrúıda sem a conexão de

spin (como veremos adiante) leva ao paralelismo absoluto,

∂νe
a
µ − Γλ

µνe
a
λ = 0, (2.9)

de onde obtemos a conexão em função da tetrada,

Γλ
νµ = ea

λ∂νe
a
µ. (2.10)

Se com essa conexão obtida construirmos os tensores de curvatura e torção

veremos que o primeiro é nulo (relacionado com o paralelismo absoluto das tetradas)

e o segundo é não-nulo, sendo que este gera os efeitos gravitacionais, no conhecido

espaço-tempo de Weitzenböck.
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2.2 Formalismo Lagrangeano do Equivalente Teleparalelo à

Relatividade Geral

A formulação Lagrangeana do TEGR pode ser desenvolvida tanto utilizando-

se uma simetria SO(3,1) local [11, 12, 13] quanto uma simetria SO(3,1) global

[5, 14, 15, 16, 17], sendo essas construções equivalentes quanto às equações obtidas

(apesar de o desenvolvimento com a simetria global ser mais simples). A formulação

que utiliza a simetria local é obtida atráves da imposição da covariância da equação

de Dirac no espaço-tempo, através da construção da conexão afim de spin ωµab e

da derivada covariante local dos campos de spin e tensoriais. No desenvolvimento

que utiliza o formalismo Hamiltoniano[3, 18] (nas referências citadas, por meio da

condição de gauge temporal de Schwinger) conclui-se que de modo a obter um con-

junto de v́ınculos de primeira classe é necessário que a simetria utilizada seja global.

Aqui discutiremos os dois casos, iniciando pela utilização da simetria local. Seja

um bi-espinor de Dirac ψ(x), em um espaço tempo curvo em que se pode definir a

conexão afim de spin ωµab; com isso podemos definir também a derivada covariante

local do campo[19],

Dµψ = ∂µψ −
i

4
ωµabS

abψ, (2.11)

onde Sab = i
2

[
γa, γb

]
é uma representação de spin 1/2 do grupo SO(3,1) e ωµab =

−ωµba é a conexão afim de spin, ou conexão afim local.

Inicialmente obtemos o paralelismo na teoria com simetria SO(3,1) local

através de ∇νe
a
µ = 0,

∇νe
a
µ = ∂νe

a
µ − Γλ

νµe
a
λ + ων

a
be

b
µ = 0, (2.12)

em que Γλ
νµ é a conexão afim, que com essa última equação pode ser escrita em

termos da conexão de spin e da derivada da tetrada,

Γλ
νµ = ea

µe
bλωνab + eaλ∂νeaµ, (2.13)
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a qual pode ser substitúıda tanto na expressão do tensor de curvatura quanto na

torção, onde obteremos Ra
bµν(ω) e T a

µν(ω). Com a definição da torção T a
µν , usando

a relação eaλT
a
µν = Tλµν e com algumas manipulações algébricas e permutas entre

os ı́ndices, obtemos a seguinte identidade para a conexão de spin:

ωµab = ◦ωµab +Kµab, (2.14)

sendo Kµab o tensor de contorção,

Kµab =
1

2
ea

λeb
ν (Tλµν + Tνλµ + Tµνλ) , (2.15)

e ◦ωµab é a conexão de Levi-Civita, que possui torção associada nula:

◦ωµab =
1

2
ec

µ (Ωabc − Ωbac − Ωcab) (2.16)

e

Ωabc = eaµ(eb
µ∂µec

ν − ec
µ∂µeb

ν). (2.17)

Aqui partiremos do seguinte lagrangeano:

L = eR(e, ω)− 2∂µ

(
eeaµebνωνab

)
(2.18)

em que o segundo termo, de divergência total, é adicionado pelo mesmo motivo do

que foi desenvolvido na discussão sobre o formalismo de Hilbert-Einstein, ou seja,

para considerarmos o fato de estarmos lidando com espaços assintoticamente planos.

Utilizando-se a conexão de spin acima obtida, em termos da conexão de

Levi-Civita e da contorção, e substituindo no lagrangeano acima obtemos[3]

eR(e, ω)− 2∂µ

(
eeaµebνωνab

)
= eR(e)− 2∂µ

(
eeaµebνωνab

)
+ e

(
1

4
TαµνTαµν +

1

2
TαµνTµαν − T µTµ

)
;(2.19)

e definindo Σabc,

Σabc =
1

4
(T abc + T bac − T cab) +

1

2
(ηacT b − ηabT c), (2.20)
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e observando que

ΣabcTabc =
1

4
T abcTabc +

1

2
T abcTbac − T aTa, (2.21)

obtemos, na equação (2.19),

eR(e, ω) = eR(e) + eΣαµνTαµν − 2∂µ(eT µ), (2.22)

onde também utilizamos a identidade ∂µ(eeaµebνωνab) = ∂µ(eeaµebν ◦ωνab)−∂µ(eT µ).

Analisando (2.22) vemos que a condição de curvatura nula, R(e, ω) = 0, re-

sulta na equivalência entre o escalar de curvatura eR(e) e uma combinação quadrática

do tensor de torção[3], sendo que o termo de divergência total é descartado (sob in-

tegração) mais uma vez por estarmos tratando de espaços assintoticamente planos.

Acrescentando os campos de matéria ao lagrangeano obtemos

L
′
= L− Lm = −keΣabcTabc + eλabµνRabµν(ω)− Lm, (2.23)

onde os multiplicadores de Lagrange λabµν garantem a condição de curvatura nula.

Variando-se o lagrangeano com relação a ea
µ, ωµab e λabµν obtemos as equações de

campo, que são respectivamente:

ea
λebµDν(eΣ

bλν)− e

(
ΣbνaTbνµ −

1

4
ea

µTbcdΣ
bcd

)
= 0, (2.24)

Σaµb − Σbµa +
1

e
Dν(eλ

abµν) = 0, (2.25)

e

Rabµν(ω) = 0, (2.26)

onde

Dν(eΣ
bλν) = ∂ν(eΣ

bλν) + eων
b
cΣ

cλν , (2.27)

Dν(eλ
abµν) = ∂ν(eλ

abµν) + e(ων
b
cλ

acµν + ων
a
cΣ

cbµν). (2.28)
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Tanto a densidade de lagrangeano quanto as equações de campo acima obti-

das são invariantes por transformações de Lorentz locais e por transformações gerais

de coordenadas. Como conseqüência da terceira das equações de campo obtidas,

a primeira delas é equivalente às equações de Einstein no vácuo, o que pode ser

provado utilizando-se a expressão (2.14) para a conexão de spin,

δL
′

δeaµ
=
e

2
Raµ(e)− 1

2
eaµR(e) − 1

4k
eTaµ = 0, (2.29)

de onde obtemos

Raµ(e)− 1

2
eaµR(e) =

1

2k
Taµ. (2.30)

Multiplicando por ea
ν e lembrando que ea

µeaν = gµν ,

Rµν −
1

2
gµνR =

1

2k
Tµν , (2.31)

que são exatamente as equações de Einstein.

Antes de encerrarmos essa seção devemos enfatizar mais uma vez que a

teoria pode ser formulada de forma a possuir invariância sob o grupo SO(3,1) global.

A simetria global é obtida anulando-se a conexão de spin ωµab (equação (2.9)),

L(e) = −keΣabcTabc − Lm, (2.32)

δL

δeaµ
= eaλebµ∂ν(eΣ

bλν)− e

(
Σbν

aTbνµ −
1

4
eaµTbcdΣ

bcd

)
− 1

4k
eTaµ, (2.33)

e

2
Raµ(e)− 1

2
eaµR(e) − 1

4k
eTaµ = 0, (2.34)

o que mostra a equivalência entre as equações obtidas utilizando-se tanto a simetria

SO(3,1) global quanto a local.

Cabe também a observação que manipulando-se a equação de campo (2.24)

é posśıvel obter-se uma equação de continuidade para o vetor energia-momento

gravitacional, bem como calcular-se a perda de energia gravitacional de um sistema

diversas configurações de campo [20, 21].
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2.3 Formalismo Hamiltoniano do Equivalente Teleparalelo

à Relatividade Geral

A formulação hamiltoniana[18, 22], cuja discussão aqui será bastante re-

sumida, é obtida a partir da diferenciação em primeira ordem da densidade de

lagrangeano obtida acima. Sabemos que o hamiltoniano pode ser obtido da seguinte

relação:

L = Πakėak −H, (2.35)

com Πak sendo o momento canonicamente conjugado a eak. Utilizando-se o la-

grangeano (2.23), fazendo Lm = 0 e utilizando-se também a expressão para Σabc

obtém-se

Πak =
δL

δėak

= −4keΣa0k. (2.36)

Agora o lagrangeano precisa ser escrito em termos de Πak e eak, sendo os

passos intermediários omitidos; a forma final para o momento é

Πak = keg00(−gkjT a
0j − eajT k

0j)

+ g0k(g0jT a
0j + T 0

0j) + ea0(g0jT k
0j + gkjT 0

0j)

− 2(ea0g0kT j
0j + eajg0jT 0

0j)− g0igkjT a
ij

+ eai(g0jT k
ij − gkjT 0

ij)− 2(g0ieak − gikea0)T i
ij.

(2.38)

A densidade hamiltoniana obtida é

H = ea0C
a + αikΛ

ik + βkΛ
k + ∂k

(
ea0Π

ak
)
, (2.39)

onde Ca, Λik e Λk são v́ınculos de primeira classe, e αik e βk são multiplicadores de

Lagrange.
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A forma integral da equação do v́ınculo hamiltoniano C(x) = 0 pode ser

interpretada como uma equação de energia:

∫
d3x∂j(2keT

j) =

∫
dx3

[
keΣkijTkij +

1

4ke

(
ΠijΠij −

1

2
Π2

)]
. (2.40)

A equação anterior é interpretada como uma equação de energia, pois o

termo integral do lado esquerdo da equação, integrado sobre todo o espaço tridi-

mensional nos fornece a própria energia de ADM:

1

8πG

∫
d3x∂j(eT

j) =
1

16πG

∫
S

dSk(∂jhij − ∂ihjj) ≡ EADM .(2.41)

A partir da densidade hamiltoniana acima também podemos escrever:

∫
V→∞

d3x(−∂kΠ
(0)k) = k

∫
S→∞

dSi (∂jhij − ∂ihjj) ≡ EADM . (2.42)

Como −∂kΠ
(0)k é uma densidade de energia, em prinćıpio podemos integrá-

la em um volume V qualquer do espaço, obtendo a definição de energia gravitacional

para uma região finita do espaço, e em conseqüência a definição para o momento-

energia gravitacional[14, 20, 21],

P a = −
∫

V

d3x∂kΠ
ak. (2.43)

A expressão aqui obtida também se transforma como um vetor sob transformações

do grupo SO(3,1) global, se anula para o espaço-tempo de Minkowski (considerando-

se o espaço-tempo de referência, como veremos adiante) e fornece os valores corretos

para as energias de ADM e de Bondi[22].
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2.4 Prinćıpio da Equivalência e a localizabilidade da energia

gravitacional

Na eletrodinâmica clássica encontramos uma definição clara de energia, con-

siderando, em uma região do espaço tridimensional, a existência de linhas de campo

dos campos elétrico e magnético nessa região. A energia para esse caso é dada pela

integração nessa região da soma dos quadrados desses campos; a força de Lorentz que

uma part́ıcula carregada sofre nessa região representa a existência de uma densidade

de energia eletromagnética.

Para o campo gravitacional, não é posśıvel utilizar-se de tal “artif́ıcio”, não

sendo posśıvel relacionar energia gravitacional com densidade de linhas de campo.

Uma idéia bastante difundida, e no nosso ponto de vista equivocada, é a utilização

do prinćıpio da equivalência para justificar que não é posśıvel definir a densidade de

energia para o campo gravitacional[23].

Para justificar essa idéia, normalmente utiliza-se o chamado “prinćıpio da

equivalência infinitesimal”, cuja formulação mais conhecida é atribúıda a Pauli[24]:

Para toda região infinitesimalmente pequena do universo (i.e., uma região

do universo tão pequena que as variações espaciais - e temporais - da

gravitação possam ser desprezadas nela) sempre existe um sistema de

coordenadas no qual a gravitação não possui influência nem no movi-

mento das part́ıculas ou em qualquer outro processo f́ısico.

Esse prinćıpio é ainda reforçado pela possibilidade de se encontrar, em uma

região suficientemente pequena do espaço-tempo (na realidade em um ponto), um

sistema de coordenadas em que os śımbolos de Christoffel são nulos, e dessa forma

conclui-se, erradamente, que essa região seria livre de campos gravitacionais.

Valendo-se dessa formulação do prinćıpio e do fato de a Relatividade Espe-

cial (assumido como o caso livre de campo gravitacional) valer para regiões infinitesi-

mais, o espaço-tempo da Relatividade Geral poderia ser obtido como a “soma”dessas
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pequenas regiões, nas quais vale a Relatividade Especial. Entretanto Einstein sempre

enfatizou, após uma tentativa frustrada (devido a várias dificuldades existentes[25])

de aplicar o prinćıpio para regiões infinitesimais, que o mesmo não poderia ser apli-

cado para esse caso. A aplicação para regiões infinitesimais não permite diferenciar a

geodésica de outras linhas-mundo para uma dada part́ıcula, o que assim não permite

obter-se uma medida do efeito da gravitação sobre a mesma.

Analisando inicialmente a formulação do prinćıpio infinitesimal, temos o

trabalho de John Norton [25], que diz que o prinćıpio surgiu como uma tentativa

de generalizar o mesmo para campos gravitacionais arbitrários; entretanto, está na

base da formulação original feita por Einstein a hipótese de um campo gravitacional

homogêneo, e o movimento uniformemente acelerado dos referenciais. Já o argu-

mento do desaparecimento dos śımbolos de Christoffel também é falho, pois segundo

Synge[26], como o tensor de curvatura de Riemann é invariante por transformações

de coordenadas, ele não pode ser feito nulo em toda e qualquer região do espaço.

Além disso, o que é posśıvel anular-se são as derivadas primeiras do tensor métrico,

o que não pode ser tomado como um prinćıpio f́ısico, mas apenas uma caracteŕıstica

de geometria diferencial. Um exemplo que mostra que os efeitos do campo gravita-

cional não podem ser anulados numa região suficientemente pequena do espaço são

as “forças de maré”[27] ou tidal forces, relacionadas diretamente ao tensor de Rie-

mann. Portanto, a afirmação de que essa região infinitesimal do espaço-tempo seria

livre de campos gravitacionais é questionável, já que concordamos que a existência

de uma força gravitacional seria causada por um campo gravitacional, não sendo

razoável admitir que possa haver uma força sem um campo associado nessa região.

Além disso deve ser salientado que o prinćıpio da equivalência na formulação de Ein-

stein é feito sobre o espaço-tempo de Minkowski; a transformação das quantidades

f́ısicas de K para K
′
é uma mudança de referenciais, e não uma transformação de

coordenadas.

A versão de Einstein do prinćıpio da equivalência[25] consiste em considerar

um sistema de referência K (“sistema Galileano”), e um outro referencial K
′
, o qual
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está uniformemente acelerado em relação a K. Einstein conclui que assumindo-se a

existência de um campo gravitacional homogêneo em K
′
, é posśıvel considerar que

o último está em repouso.

O prinćıpio da equivalência segue da igualdade entre as massas inercial e

gravitacional, e estabelece a equivalência, pela adição de um campo gravitacional

apropriado, entre um referencial não-inercial e outro inercial. Devemos destacar

que por uma transformação de coordenadas não é posśıvel reduzir-se o campo de

tetradas ou o tensor de torção em um ponto do espaço-tempo aos seus equiva-

lentes para o espaço-tempo plano. Argumentos baseados no prinćıpio infinitesimal

da equivalência não são conclusivos e não podem ser usados para se excluir a pos-

sibilidade de definição da densidade de energia gravitacional (ou equivalentemente,

concluir que a impossibilidade é intŕınseca à gravitação, independentemente da abor-

dagem matemática utilizada).

2.5 Expressão Regularizada Para a Densidade de Momento-

Energia Gravitacional

Conforme já enfatizado, o momento-energia gravitacional P a obtido no con-

texto do TEGR apresenta diversas caracteŕısticas esperadas para uma definição con-

sistente da mesma. Para espaços assintoticamente planos, P (0) é a energia de ADM,

o que está de acordo com a literatura. É conhecido, para teorias da gravitação que

trabalham com tetradas, que no limite r →∞,

eaµ
∼= ηaµ +

1

2
haµ(1/r), (2.44)

e que a condição ∂µe
a

ν = O(1/r2) é válida, no limite assintótico em que r →∞. No

limite assintótico, ηaµ coincide com o tensor métrico de Minkowski, ηab. Para campos

que satisfazem gab = ηab, temos a importante conseqüência que ea
µ(t, x, y, z) = δa

µ

e portanto T a
µν = 0. Assim podemos estabelecer um espaço-tempo de referência,
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escolhendo um campo de tetradas tal que T a
µν = 0 para qualquer sistema de coor-

denadas. Entretanto, para um campo arbitrário de tetradas com o qual se obtém o

tensor métrico do espaço-tempo plano, não necessariamente temos T a
µν = 0, o que

é utilizado como argumento para afirmar que a expressão para o momento-energia

aqui utilizado é restrita a uma classe de observadores caracterizados por um campo

de tetradas (para o espaço-tempo plano) em que T a
µν = 0.

O momento-energia em teorias clássicas depende do referencial, caracteŕıstica

também esperada na gravitação[20, 21, 28]. A energia total de um corpo relativ́ıstico,

por exemplo, depende do referencial. Afirmamos que um conjunto de campo de

tetradas é adaptado a observadores ideais presentes em um espaço-tempo determi-

nado por gµν . A infinidade de posśıveis observadores é relacionada com a infinidade

de campos de tetradas ea
µ que podem ser obtidas através de transformações SO(3,1)

locais de Lorentz consistentes com gµν .

Seja xµ(s) a linha-mundo C de um observador, e assim uµ = dxµ/ds é a

sua velocidade ao longo de C. A velocidade do observador é identificada como a

componente a = (0) de ea
µ, e sua aceleração como sua respectiva derivada absoluta

ao longo de C[29],

uµ(s) = e(0)
µ, (2.45)

e

aµ =
Duµ

ds
=
De(0)

µ

ds
= uα∇αe(0)

µ. (2.46)

onde a derivada covariante acima é constrúıda através dos śımbolos de Christoffel.

Vemos assim que ea
µ determina a velocidade e a aceleração do observador ao

longo da linha-mundo C. Em outras palavras, os seis graus de liberdade adicionais

das tetradas, com respeito ao tensor métrico gµν , fixam o sistema de referência

adaptado ao observador. Se ea
µ → δa

µ no limite r →∞, então ea
µ está adaptado a

observadores estacionários no infinito espacial, e desse modo P (0) é a própria energia

de ADM.
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Na discussão sobre o formalismo Hamiltoniano foi mostrada a expressão

para P a, e o momento canonicamente conjugado às componentes das tetradas eaj,

Πaj = −4keΣa0j. Integrando sobre uma superf́ıcie espacial tridimensional obtemos

o momento-energia gravitacional nessa região V[14, 21],

P a = −
∫

V

d3x∂kΠ
ak, (2.47)

que pode ser reescrita como uma integral de superf́ıcie,

P a = −
∮

S→∞
dSkΠ

ak, (2.48)

sendo as quantidades de campo calculadas sobre a superf́ıcie S, ou seja, com r →∞.

Nas duas expressões acima, está assumido implicitamente que o espaço-

tempo de referência é tal que as tetradas para o espaço-tempo plano fornecem

T a
µν = 0; agora devemos considerar que essa condição não é necessariamente satis-

feita, ou seja, as tetradas escolhidas podem gerar T a
µν 6= 0. A generalização é obtida

subtraindo-se um termo às expressões obtidas, que levem em conta essa energia para

o espaço-tempo plano, assim como no formalismo de Brown-York[2].

Seja T a
µν(E) = ∂µE

a
ν − ∂νE

a
µ o tensor de torção obtido com as tetradas

planas Ea
µ, e Πaj(E) seus respectivos momentos conjugados; com isso a expressão

regularizada para o momento-energia gravitacional P a é[30]

P a = −
∫

V

d3x∂k

[
Πak(e)− Πak(E)

]
. (2.49)

Dessa forma, garante-se que para o espaço-tempo plano, ou seja ea
µ = Ea

µ temos

o momento-energia igual a zero. O espaço-tempo de referência, descrito por Ea
µ, é

obtido anulando-se todos os parâmetros f́ısicos de ea
µ (massa, momento angular e

etc.). A expressão (2.46) fica, neste caso (para uma superf́ıcie S qualquer),

P a = −
∮

S→∞
dSk[Π

ak(e)− Πak(E)]. (2.50)

Seja ea
µ um conjunto de tetradas para qual tenhamos, para o espaço-tempo

plano, T a
µν = 0, e que satisfaça a equação (2.42),

eaµ
∼= ηaµ +

1

2
haµ(1/r).
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A partir dessa tetrada pode-se construir outro conjunto, através de transformações

locais de Lorentz

ẽa
µ = Λa

b(x)e
b

µ. (2.51)

Analisando-se a equação (2.42) vemos que, no limite de r →∞ temos

ẽa
µ
∼= Λa

b(δ
b
µ + (1/2)hb

µ). (2.52)

Identificando Ea
µ ≡ δa

µ, Λa
bδ

b
µ ≡ Ẽa

µ e Λa
bh

b
µ ≡ h̃a

µ, temos

ẽa
µ − Ẽa

µ
∼=

1

2
h̃a

µ. (2.53)

Novamente analisando-se a equação (2.42) vemos que para o conjunto de tetradas

ea
µ o tensor de torção é

T a
µν
∼=

1

2
(∂µh

a
ν − ∂νh

a
µ), (2.54)

e com a penúltima equação portanto temos

T̃ a
µν(e)− T̃ a

µν(E) ∼=
1

2
(∂µh̃

a
ν − ∂ν h̃

a
µ). (2.55)

Na expressão (2.47) que nos dá o momento-energia P a entra agora a diferença

entre os momentos canonicamente conjugados,
[
Πak(e)− Πak(E)

]
; essa diferença é

proporcional à diferença entre T a
µν(e) e T a

µν(E), conforme abaixo[30]:

Π̃ak(e)− Π̃ak(E) = −4k[ẽẽa
µΣ̃µ0k(e)− ẼẼa

µΣ̃µ0k(E)]

∼= −4kEẼa
µ[Σ̃µ0k(e)− Σ̃µ0k(E)]

= −4kE
(
Λa

bδ
b
µ

)
[Σ̃µ0k(e)− Σ̃µ0k(E)]. (2.56)

Aqui fizemos e = det(ea
µ) ∼= det(Ea

µ) ≡ E no limite r →∞. O tensor Σ̃µ0k(e)− Σ̃µ0k(E)

é escrito em termos de quantidades como:

T̃λµν(e)− T̃λµν(E) = ẽaλT̃
a

µν(e)− ẼaλT̃
a

µν(E)

∼= Ẽaλ
1

2
(∂µh̃

a
ν − ∂ν h̃

a
µ)

= (Λacδ
c
λ)

1

2
[∂µ(Λa

bh
b

µ)− ∂ν(Λ
a

bh
b

ν)]. (2.57)
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No limite r → ∞ os elementos Λa
b do grupo SO(3,1) são assumidos da ordem de

O(r0); como temos ΛacΛ
a

b = ηbc, a equação acima fica

T̃λµν(e)− T̃λµν(E) ∼=
1

2
(∂µhλν − ∂νhλµ), (2.58)

e concluindo temos

Σ̃µ0k(e)− Σ̃µ0k(E) ∼= Σµ0k(e)− Σµ0k(E), (2.59)

no limite r →∞.

Como os coeficientes Λa
b que levam ea

µ em Ea
µ são arbitrários, conclúımos

que todas as tetradas que geram o tensor métrico fornecem o mesmo momento-

energia gravitacional, a menos de uma transformação SO(3,1) global.

Antes de encerrar essa seção é interessante enfatizarmos que, na literatura,

é comum considerar a teoria aqui descrita como um caso da relatividade geral de

Einstein, obtida através de uma transformação de gauge translacional. Para tal,

argumenta-se que o lagrangeano da teoria é invariante por transformações do tipo

SO(3,1)locais, a menos de uma divergência total. O termo de divergência é descar-

tado, e dessa forma conclui-se que a teoria possui simetria local. Entretanto tal

procedimento é errôneo, pois sob integração no infinito espacial não se pode garan-

tir o anulamento do termo de divergência[31], especialmente nos casos em que esses

elementos possuem o comportamento assintótico de const. + O(1/r)[22]. Portanto,

a ação aqui utilizada não é invariante sob tais transformações, apesar de garantida

a invariância global conforme discutido acima.



Caṕıtulo 3

Buraco Negro de Kerr

3.1 Propriedades da Solução de Kerr

A solução de Kerr descreve buracos negros em rotação, e é um sistema larga-

mente conhecido e trabalhado na literatura. Kerr obteve originalmente a métrica

trabalhando com coordenadas do tipo cartesianas (t, x, y, z)[32],

ds2 = dt
2−dx2−dy2−dz2− 2mr3

r4 + a2z2

(
dt+

r

a2 + r2
(xdx+ ydy) +

a

a2 + r2
(ydx− xdy) +

z

r
dz

)2

,

(3.1)

onde

t = v − r,

x = r sin θ cosφ+ a sin θ sinφ,

y = r sin θ sinφ− a sin θ cosφ,

z = r cos θ. (3.2)

30
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Já quando escrita em termos de coordenadas “esféricas”(a coordenada r co-

incide com a coordenada radial usualmente conhecida apenas para grandes distâncias),

na forma de Boyer-Lindquist, a métrica assume a seguinte forma:

ds2 =
∆

ρ2
(dt− a sin2 θdφ)2 − sin2 θ

ρ2
[(r2 + a2)dφ− adt]2 − ρ2

∆
dr2 − ρ2dθ2, (3.3)

onde

∆ = r2 + a2 − 2mr,

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ. (3.4)

A última forma é mais útil ou clara para que sejam obtidas as propriedades da

solução de Kerr. Inicialmente vemos que ela depende de dois parâmetros, m e a,

sendo que quando fazemos a = 0 recuperamos a solução de Schwarzschild (nas

coordenadas apropriadas) com m sendo o mesmo parâmetro desta última, e assim

m é também chamada de massa geométrica, ou a própria massa do buraco negro. Os

coeficientes da métrica são independentes tanto de t quanto de φ, sendo assim trata-

se de uma solução estacionária e axialmente simétrica (a solução é invariante sob

rotações em torno do eixo z). Já o parâmetro a está relacionado com a velocidade

angular do buraco negro, ou seja, sendo J o momento angular na direção z, então

a = J/m é o momento angular por unidade de massa do sistema. Além disso pode-

se concluir também, analisando-se a solução de Kerr, que no infinito espacial temos

gab → ηab, ou seja, é uma solução assintoticamente plana. Resumindo, a métrica de

Kerr descreve um buraco negro estacionário, axialmente simétrico e assintoticamente

plano, que gira com um momento angular espećıfico a.

É importante definir algumas regiões que envolvem esse buraco negro, in-

vestigando o comportamento da métrica. Vemos que a componente g00 pode ser

nula, o que define duas distâncias,

r∗± = m± (m2 − a2 cos2 θ)1/2. (3.5)
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Já observando g11 vemos que existe uma singularidade, que define dois hor-

izontes de eventos, que surgem quando

∆ = r2 − 2mr + a2 = 0, (3.6)

ou seja,

r± = m± (r2 − a2)1/2. (3.7)

Resumindo vemos que a componente g00 é nula nos dois pontos r∗±, positiva na

região r∗− < r < r∗+ e negativa no resto do espaço; enquanto g11 é negativa na região

r− < r < r+, tende ao infinito em r = r+ e r = r− e positiva no resto do espaço. A

região r+ < r < r∗+ é denominada ergosfera, sendo bastante importante no conhecido

processo de extração de energia de Penrose.

3.2 Construção dos campos de tetradas

Antes de apresentarmos o campo de tetradas utilizado, discutiremos breve-

mente a construção dos campos como referenciais. Inicialmente, seja o espaço-tempo

de Minkowski, que possui coordenadas xµ; ao mesmo tempo esse espaço-tempo é

preenchido com coordenadas qa (esse último sistema de coordenadas determina um

referencial global). Se esses dois sistemas de coordenadas descrevem o espaço-tempo

de Minkowski, a matriz de transformação que relaciona esses sistemas define o campo

de tetradas para o espaço-tempo plano,

ea
µ =

∂qa

∂xµ
, (3.8)

assim, a transformação dqa = ea
µ(x)dxµ sendo integrada em todo o espaço, temos a

chamada transformação holonômica entre qa e xµ. Seja Ea
µ o conjunto de tetradas

obtido para o espaço plano; a condição[14]

E(i)j(t, x, y, z) = E(j)i(t, x, y, z), (3.9)
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ou seja, a simetria no setor espacial E(i)j, garante que qa não está em rotação em

relação a xµ. Por sua vez, um boost entre qa e xµ leva a E(0)
k 6= 0; em coordenadas

cartesianas temos

Ea
µ(t, x, y, z) =


γ v

c2
γ 0 0

vγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (3.10)

onde γ é o fator de Lorentz,γ = 1/
√

1− v2

c2
. Assim para que qa e xµ não sejam sim-

plesmente relacionados por um boost, devemos ter a seguinte condição (equivalente

a E(0)
k = 0):

E(i)
0 = 0, (3.11)

que é conhecida como condição de gauge temporal de Schwinger, ou em outras

palavras garante que há uma única escala de tempo para os dois sistemas de coor-

denadas. Ambas as condições acima descritas fixam seis graus de liberdade para as

tetradas, que conforme já mencionado fixam o sistema de referência adaptado a um

observador.

3.3 Aplicação para a métrica de Kerr

Iniciamos a discussão da métrica de Kerr reescrevendo-a,

ds2 = −ψ
2

ρ2
dt2 − 2χ sin2 θ

ρ2
dφdt+

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2 +

Σ2 sin2 θ

ρ2
dφ2, (3.12)

onde

χ = 2amr, (3.13)

Σ2 = (r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ, (3.14)

ψ2 = ∆− a2 sin2 θ. (3.15)
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Impondo as condições de simetria no setor espacial e de gauge temporal, um posśıvel

conjunto de tetradas constrúıdo para o sistema é[14]:

eaµ =


−1

ρ

√
ψ2 + χ2

Σ2 sin2 θ 0 0 0

χ
Σρ

sin θ sinφ ρ√
∆

sin θ cosφ ρ cos θ cosφ −Σ
ρ

sin θ sinφ

− χ
Σρ

sin θ cosφ ρ√
∆

sin θ sinφ ρ cos θ sinφ Σ
ρ

sin θ cosφ

0 ρ√
∆

cos θ −ρ sin θ 0

 .

(3.16)

Uma caracteŕıstica importante da tetrada acima é que ela possui o comportamento

assintótico discutido na seção 2.5; assim podemos concluir, de acordo com a própria

discussão daquela seção, que (3.16) acima está adaptada a observadores estacionários

localizados no infinito. Assim a tetrada acima pode ser utilizada para obter-se o

momento e a energia para o buraco negro de Kerr[14]. Mas existem infinitas tetradas

posśıveis capazes de gerar o mesmo elemento de linha para uma dada configuração de

campo gravitacional; no caso aqui tratado, é posśıvel escrever um outro conjunto de

tetradas que possui uma forma muito mais simples, que possui a forma genérica[30]

eaµ =


−A 0 0 0

0 ρ√
∆

0 0

0 0 ρ 0

B 0 0 C

 , (3.17)

e que também obedece ao gauge temporal de Schwinger. A tetrada também repre-

senta observadores estáticos no infinito; para r →∞ temos:

e(1)µ = (0, 1, 0, 0) ∼= ê(r),

e(2)µ = (0, 0, r, 0) ∼= ê(θ),

e(3)µ = (0, 0, 0, r sin θ) ∼= ê(φ), (3.18)

que formam uma base (sendo ê(r), ê(θ) e ê(φ) os vetores unitários) para a classe de

observadores adaptados no infinito espacial.
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Utilizando a relação ea
µeaν = gµν é posśıvel obter as expressões de A,B e

C,

A =
(χ2 sin2 θ + ψ2Σ2

ρ2Σ2

) 1
2

,

B = −χ sin θ

ρΣ
,

C =
Σ sin θ

ρ
. (3.19)

De posse disso, agora podemos calcular a energia propriamente dita. Para

isso temos que calcular as componentes do tensor de torção T a
µν = ∂µe

a
ν−∂νe

a
µ, uti-

lizando para isso a tetrada (3.17) acima. Observando a expressão para o momento-

energia gravitacional dada em (2.46), para a = (0), e com a expressão para o

momento canonicamente conjugado (2.35), vemos que precisaremos de uma com-

ponente espećıfica do tensor Σaµν , no caso Σ(0)01; de acordo com as caracteŕısticas

particulares da métrica e da tetrada, essa componente é escrita como

Σ(0)01 = e(0)0Σ
001 =

1

2
e(0)0(T

001 − g00T 1). (3.20)

Relacionaremos aqui as componentes não-nulas do tensor T λµν :

T 001 =
ρ∆Σ3

(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)3/2
∂1A,

T 002 =
ρΣ3

(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)3/2
∂2A,

T 013 =
−ρΣχ∆

(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)3/2
∂1A,

T 023 =
−ρΣχ

(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)3/2
∂2A,



36

T 112 =
−∆3/2

ρ5
∂2

(
ρ√
∆

)
,

T 212 =
∆

ρ5
∂1ρ,

T 301 =
χρΣ∆

(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)3/2
∂1A+

ρ∆(Σ2∂1B + χ∂1C)

Σ sin θ(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)
,

T 302 =
χρΣ

(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)3/2
∂2A+

ρ(Σ2∂2B + χ∂2C)

Σ sin θ(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)
,

T 313 =
−ρχ2∆∂1A

Σ(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)3/2
+
ρ∆(ψ2∂1C − χ sin2 θ∂1B)

Σ sin3 θ(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)
,

T 323 =
−ρχ2∂2A

Σ(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)3/2
+

ρ(ψ2∂2C − χ sin2 θ∂2B)

Σ sin3 θ(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)
.

Precisamos também de T 1, que é obtido de T 1 = Tα
α

1, e após calculamos T 001 −

g00T 1, cujo valor é

T 001 − g00T 1 =
−Σ2∆∂1ρ

ρ(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)
− ρΣ∆∂1C

sin θρ(χ2 sin2 θ + Σ2ψ2)
. (3.21)

Após isso, e com algumas simplificações aqui omitidas, obtemos

Π(0)1(e) = −4keΣ(0)01 =
1

8π

√
∆

ρ
(∂1Σ) sin θ. (3.22)

Já o cálculo de Π(0)1(E) pode ser feito anulando-se os parâmetros f́ısicos (no

caso, m e a) na tetrada, o que nos dá
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Ea
µ =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 r 0

0 0 0 r sin θ

 , (3.23)

ou apenas fazendo m = a = 0 na expressão obtida para Π(0)1(e), e assim,

Π(0)1(E) =
1

4π
r sin θ. (3.24)

Agora substitúımos na expressão para o momento-energia (2.47), para uma

superf́ıcie de raio r constante[30],

P (0) = −
∮

S

dSk [Π(0)k(e)− Π(0)k(E)]

=

∫
S

dθdφ
1

4π
sin θ

(
−1

2

√
∆

ρ
(∂rΣ) + r

)
. (3.25)

De posse dessa expressão, dois limites são interessantes de ser calculados, no caso

a energia total (ou seja, fazendo-se r → ∞) e a energia contida no horizonte de

eventos externo r = r+.

Inicialmente fazendo r →∞, temos

P (0) ∼=
∫

r→∞
dθdφ

1

4π
sin θ

(
−r(1− m

r
) + r

)
= m, (3.26)

que é o resultado obtido na literatura.

Quanto ao caso da integração sobre r = r+, observando a expressão (3.20)

vemos que o fator ∆ aparece nos dois termos do numerador; entretanto a região

r = r+ é definida justamente por ∆ = 0, e portanto temos Π(0)1(e) = 0, restando

apenas o termo Π(0)1(E),

P a = −
∮

S→∞
dSk[Π

ak(e)− Πak(E)] =

∮
S→∞

dSkΠ
ak(E)

=

∫
r=r+

dθdφ
1

4π
r sin θ = r+

= m+
√
m2 − a2. (3.27)
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Assim, este resultado representa metade do valor esperado para a massa

irredut́ıvel do buraco negro de Kerr, e portanto a classe de observadores aos quais

(3.17) está adaptado não é adequada para a análise da massa irredut́ıvel. Com a

tetrada (3.16), adaptada a observadores no infinito, obtém-se um valor apropriado

para a energia contida no horizonte de eventos[33]. Enfatizamos que a expressão

(2.48) é útil para se obter valores totais do momento-energia gravitacional, a partir

de qualquer configuração de campos de tetradas para o sistema.



Caṕıtulo 4

Métrica de Bondi

4.1 Propriedades da métrica de Bondi

A métrica de Bondi[34] foi obtida inicialmente como motivação no estudo

de ondas gravitacionais, sendo que ela descreve a radiação gravitacional de um sis-

tema sem rotação, isolado, com simetria axial e em um espaço assintoticamente

plano. Nesse caso é importante o comportamento do campo a grandes distâncias,

e assim deve escolhido um sistema de coordenadas que permita expansões para tais

distâncias, e que além disso evitem termos do tipo log r, pois estes não permitem

expansões em potências negativas de r. Em sua análise, Bondi et al. assumiram

que o espaço-tempo quadridimensional possui simetria axial (e assim ∂gµν/∂φ = 0)

e simetria por reflexão; de acordo com [35], a hipótese de tais simetrias não gera

perda essencial de generalidade no desenvolvimento. Suponha que uma fonte de

luz esteja em um ponto O, sobre o eixo de simetria, e que em volta de O se possa

colocar uma pequena esfera, sobre a qual se possa definir o ângulo azimutal φ, o

ângulo θ e uma coordenada temporal u. Uma geodésica nula é definida como u, θ e

φ constantes, e apenas a coordenada r varia ao longo desse raio de luz; desse modo

a métrica deve ser constrúıda com g11 = 0. Com outro argumento, Bondi mostra

39
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que também deve-se ter g12 = 0. Já os elementos g22 e g33 são relacionados por[34]

r4 sin2 θ = g22g33, (4.1)

o que garante que o elemento de superf́ıcie para u = cte. e r = cte. vale de fato

r2 sin θdθdφ. Além disso as seguintes condições são obtidas na análise de Bondi:

Γ0
11 = Γ2

11 = g03 = g01 = g02 = 0. (4.2)

Com as considerações acima, o elemento de linha da métrica de Bondi é

escrito como

ds2 = −
(
V

r
e2β − U2r2e2γ

)
du2−2e2βdudr−2Ur2e2γdudθ+r2(e2γdθ2+e−2γ sin2 θdφ2);

(4.3)

a métrica portanto possui a forma

gµν =


−V

r
e2β + U2r2e2γ −e2β −Ur2e2γ 0

−e2β 0 0 0

−Ur2e2γ 0 r2e2γ 0

0 0 0 r2e−2γ sin2 θ

 . (4.4)

A métrica inversa, que será utilizada posteriormente, é escrita como

gµν =


0 −e−2β 0 0

−e−2β V
r
e−2β −Ue−2β 0

0 −Ue−2β e−2γ

r2 0

0 0 0 e2γ

r2 sin2 θ

 . (4.5)

As equações de Einstein obtidas são:[
∂1β −

1

2
r(∂1γ)

2

]
r−1 = 0, (4.6)

∂1[r
4e2(γ−β)∂1U ]− 2r2[∂1∂2β − ∂1∂2γ + 2∂1γ∂2γ − 2∂2r

−1 − 2∂1γ cot θ] = 0, (4.7)
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2∂1V +
1

2
r4e2(γ−β)(∂1U)2 − r2∂1∂2U − 4r∂2U − r2∂1U cot θ

+2e2(β−γ)[−1− (3∂2γ − 2∂2β) cot θ − ∂2∂1γ + 2∂2γ(∂2γ∂2β)] = 0, (4.8)

2r∂0∂1(rγ) + (1− r∂1γ)∂1V − (r∂1∂1γ + ∂1γ)V − r(1− r∂1γ)∂2U

−r2(cot θ − ∂2γ)∂1U + r(2r∂1∂2γ + 2∂2γ + r∂1γ cot θ)U

+e2(β−γ)[−1− (3∂2γ − 2∂2β) cot θ − ∂2∂2γ + 2∂2γ(∂2γ − ∂2β)] = 0. (4.9)

Uma primeira observação que pode ser feita é que apenas a quarta das equações

envolve a diferenciação com relação ao tempo retardado u = t − r; sem entrar nos

detalhes das funções de integração, se tivermos γ para um dado valor de u, a primeira

das equações permite que se obtenha β, e com isso a segunda determina U e com isso

a terceira delas determina V . Da quarta delas pode-se obter a derivada temporal

de γ, e portanto o mesmo γ pode ser obtido no no próximo instante u, e reinicia-

se o processo. As constantes de integração são eliminadas analisando-se o sistema

de coordenadas e as condições do problema. Assim, pode-se concluir que, a partir

da estrutura das equações de Einstein para o sistema, conhecendo-se a situação

do mesmo para um dado instante de tempo u, ela é conhecida para os instantes

posteriores, e caso aconteça algo de diferente com esse sistema, essa informação

deve estar contida na derivada temporal de γ, ou a chamada função news [34], que

será trabalhada aqui como ∂c/∂u.

Será útil conhecer o comportamento assintótico das funções envolvidas na

métrica:

β = − c2

4r2
+ · · · ,

γ =
c

r
+ · · · ,
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V

r
= 1− 2M

r
− 1

r2

[
∂d

∂θ
+ d cos θ −

(
∂c

∂θ

)2

− 4c

(
∂c

∂θ

)
cot θ − 1

2
c2(1 + 8 cot2 θ)

]
+ · · · ,

U = − 1

r2

(
∂c

∂θ
+ 2c cot θ

)
+

1

r3

(
2d+ 3c

∂c

∂θ
cot θ + 4c2 cot θ

)
+ · · · , (4.10)

sendo M(u, θ) o aspecto de massa, e d(u, θ) o aspecto de dipolo do sistema.

Para o cálculo da energia total e da perda de energia total no espaço-tempo

de Bondi podemos utilizar uma expressão simples para os campos de tetradas, e

aplicar a expressão regularizada (2.47) para P (0). A tetrada utilizada aqui é

ea
µ =



(
V
r

)1/2
eβ

(
V
r

)−1/2
eβ 0 0

0
(

V
r

)−1/2
eβ 0 0

−Ureγ 0 reγ 0

0 0 0 r sin θe−γ

 , (4.11)

sendo os parâmetros V , U , γ e β funções de u, r e θ.

4.2 Resultados

As componentes não-nulas do tensor de torção T a
µν , para o campo de

tetradas definido anteriormente, são

T001 =

(
V

r

)1/2

eβ

{
∂0

[
−

(
V

r

)−1/2

eβ

]
− ∂1

[
−

(
V

r

)1/2

eβ

]}
− Ureγ {∂1[Ure

γ]} ,

T002 =

(
V

r

)1/2

eβ∂2

[(
V

r

)1/2

eβ

]
− Ureγ [∂0(re

γ) + ∂2(Ure
γ)] ,

T003 =

(
V

r

)1/2

eβ∂3

[(
V

r

)1/2

eβ

]
− Ureγ∂3(Ure

γ),
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T012 =

(
V

r

)1/2

eβ∂2

[(
V

r

)−1/2

eβ

]
− Ureγ∂1(re

γ),

T013 =

(
V

r

)1/2

eβ∂3

[(
V

r

)−1/2

eβ

]
,

T023 = Ureγ∂3(re
γ),

T101 =

(
V

r

)−1/2

eβ∂1

[(
V

r

)1/2

eβ

]
,

T102 =

(
V

r

)−1/2

eβ∂2

[(
V

r

)1/2

eβ

]
,

T103 =

(
V

r

)−1/2

eβ∂3

[(
V

r

)1/2

eβ

]
,

T201 = reγ∂1(Ure
γ),

T202 = reγ[∂0(re
γ) + ∂2(Ure

γ)],

T203 = reγ∂3(Ure
γ),

T212 = reγ∂1(re
γ),
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T223 = −reγ∂3(re
γ),

T303 = r sin θe−γ∂0(r sin θe−γ),

T313 = r sin θe−γ∂1(r sin θe−γ),

T323 = r sin θe−γ∂2(r sin θe−γ).

O procedimento é análogo ao feito para para a métrica de Kerr; necessitamos

calcular Σ(0)01, que em termos da métrica e das torções, tem como componentes não-

nulas:

Σ(0)01 =
e(0)

0

2
(T 001 + g01T 0) +

e(0)1
2

(T 101 + g11T 0 − g01T 1), (4.12)

T 001 = g01g01g01T110 + g01g01g12T112, (4.13)

T 101 = g01g01g01T010 + g01g01g12T012 + g01g01g11T110 + g01g11g12T112

+ g01g01g12T210 + g01g12g12T212, (4.14)

T 0 = g01g01T101 + g01g01T011 + g01g11T111 + g01g12T211

+ g01g12T121 + g01g22T221 + g01g33T331, (4.15)



45

T 1 = g01g11T101 + g01g12T102 + g01g01T010 + g01g12T012 + g01g11T110

+ g11g12T112 + g01g12T210 + g12g12T212 + g01g12T120 + g11g12T112

+ g01g22T220 + g11g22T221 + g01g33T330 + g11g33T331 + g12g33T332. (4.16)

Assim temos, após as simplificações posśıveis,

Σ(0)01 =
e(0)

0

2
(g01g01g22T221+g

01g01g33T331)−
e(0)

1

2
(g01g01g22T220+g

01g01g33T330+g
01g12g33T332).

(4.17)

E assim, substituindo a forma expĺıcita da métrica e das componentes da

torção encontramos

Σ(0)01 =

(
V

r

)−1/2
e−3β

2

1

sin θ

∂(U sin θ)

∂θ
−

(
V

r

)1/2
e−3β

r
. (4.18)

Relembrando a expressão para a energia gravitacional:

P (0) = E = −
∫

V→∞
d3x∂jΠ

(0)j

= −
∮

S→∞
dSk[Π

(0)k(e)− Π(0)k(E)]

=

∫
r→∞

dθdφ4ke
[
Σ(0)01(e)− Σ(0)01(E)

]
(4.19)

Vamos analisar as integrais que surgem de Σ(0)01(e) e Σ(0)01(E) separada-

mente. Para cada um dos termos temos duas integrais, de acordo com (4.18). Para

Σ(0)01(e), a primeira delas é, com k = 1/16π e e =
√
−g = e2βr2 sin θ,

lim
r→∞

1

8π

∫
dθdφe2βr2 sin θ

(
V

r

)−1/2

e−3β 1

sin θ

∂(U sin θ)

∂θ

= lim
r→∞

1

4

∫ π

0

dθr2e−β

(
V

r

)−1/2
∂(U sin θ)

∂θ
(4.20)

entretanto temos que, com os limites assintóticos apropriados,

lim
r→∞

∫ π

0

dθr2e−β

(
V

r

)−1/2
∂(U sin θ)

∂θ
= lim

r→∞

∫ π

0

dθr2∂(U sin θ)

∂θ
, (4.21)
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mas como a função U(θ) sin θ se anula em θ = 0, π [34]a integral acima se anula.

Do mesmo modo o termo análogo referente à integração de Σ(0)01(E) não contribui

para o resultado final.

Com relação à integração do segundo termo de Σ(0)01(e), convém inicial-

mente analisarmos seu comportamento assintótico,

lim
r→∞

[
−

(
V

r

)1/2
e−3β

r

]
∼= −

(
1− M

r

)
1

r
∼= −1

r
+
M

r2
, (4.22)

e para o termo análogo em Σ(0)01(E) basta zerarmos o parâmetro M , obtendo nesse

caso −1/r, que irá se cancelar com o termo igual em (4.22); reunindo todas essas

considerações obtemos, na integração de P (0),

E =
1

2
lim
r→∞

∫ π

0

dθe2βr2 sin θ
M

r2
, (4.23)

onde novamente usando os limites assintóticos, temos como resultado final

E =
1

2

∫ π

0

dθ sin θM(u, θ), (4.24)

sendo essa a expressão exata para a energia de Bondi, em um dado instante u[34].



Caṕıtulo 5

Conclusão

Neste trabalho discutimos inicialmente a Relatividade Geral em termos

gerais, apresentando as equações de Einstein e as dificuldades inerentes para se

definir uma densidade de momento-energia gravitacional consistente com a teoria.

Em seguida discutimos o prinćıpio da equivalência, e como este poderia

afetar essa definição de momento-energia, se seria uma impossibilidade intŕınseca

à gravitação ou apenas uma dificuldade da formulação métrica da Relatividade.

A conclusão é que o prinćıpio da equivalência, em sua forma original ou em sua

versão “infinitesimal”(o que conclúımos ser uma extensão equivocada do prinćıpio),

não pode ser usado como argumento para excluir a possibilidade de se definir uma

expressão para o momento-energia gravitacional.

Apresentamos o Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral, que pos-

sui uma formulação geométrica diferente, e com a qual é posśıvel se obter uma

densidade de energia local, através de seu formalismo Hamiltoniano. Analisando o

formalismo Lagrangeano e suas equações, vemos que a partir dele é posśıvel se obter

as equações de Einstein, mostrando a equivalência entre as teorias.

A expressão para o momento-energia do TEGR foi aqui estendida para o

caso de um conjunto arbitrário de campos de tetradas que geram o tensor métrico,

e para os quais não necessariamente temos condições de contorno assintóticas, e que

desse modo não fornecem para o espaço-tempo plano energia gravitacional nula.

47



48

Essa extensão é posśıvel através da inclusão de um termo de subtração do espaço-

tempo de referência adequado, onde o campo de tetradas para esse espaço-tempo

de referência é obtido anulando-se os parâmetros f́ısicos do tensor métrico.

Em seguida estudamos a métrica de Kerr, que descreve um buraco negro

em rotação. Foi constrúıdo um conjunto de campos de tetrada adequado, e com

ele calculada a energia total do sistema e a energia contida no horizonte de eventos

externo. A energia total obtida coincide com o resultado da literatura. Entretanto

o resultado para a integração no horizonte de eventos difere da massa irredut́ıvel do

buraco negro. Isso é explicado pelo fato de o referencial determinado pela tetrada

utilizada não estar adaptado a observadores no infinito espacial.

Foi estudado também o espaço-tempo de Bondi, que descreve um sistema

axialmente simétrico, isolado e assintoticamente plano que emite ondas gravita-

cionais. Foi apresentada a métrica, e constrúıdo um conjunto de campos de tetradas

compat́ıvel. Com este encontramos o valor conhecido para a energia de Bondi, in-

tegrando a expressão da energia gravitacional em todo o espaço-tempo.

Assim os resultados obtidos aqui e em outros trabalhos permitem concluir

que o Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral proporciona uma análise

adequada do momento-energia gravitacional e que a expressão regularizada obtida

para o mesmo permite sua extensão para campos de tetrada arbitrários. Os re-

sultados devem assim estimular pesquisas para outros sistemas f́ısicos e em outros

campos de estudo como a Cosmologia por exemplo.
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[1] R. Arnowitt, S. Deser and C. W. Misner, in Gravitation: An Introduction to

Current Research, edited by L. Witten (Wiley, New York, 1962).

[2] J. D. Brown and J. W. York, Jr., Quasi-local energy in general relativity, Pro-

ceedings of the Joint Summer Research Conference on Mathematical Aspects of

Classical Field Theory, edited by M. J. Gotay, J. E. Marsden and V. Moncrief

(American Mathematical Society, 1991); Phys. Rev. D 47, 1407 (1993).

[3] J. W. Maluf, J. Math. Phys. 35 (1), 335-343 (1994).

[4] J. W. Maluf, J. Math. Phys. 36 (8), 4242-4247 (1995).

[5] J. W. Maluf and J. F. da Rocha Neto, Phys. Rev. D 64, 084014 (2001).
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