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Resumo

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral, TEGR, mostra-se como
uma alternativa a formulacao métrica da Relatividade Geral, principalmente por
permitir, a partir de seu formalismo Hamiltoniano, uma defini¢ao consistente para
o momento-energia gravitacional, o que nao é possivel na Relatividade Geral usual.
E discutida a proibicdo ou nao da localizabilidade da energia gravitacional pelo
principio da equivaléncia. A expressao obtida para o momento-energia gravitacional
¢ estendida para um conjunto arbitrario de campos de tetrada, que nao necessari-
amente obedecem condigoes de contorno assintoticas. A expressao é aplicada aos
casos das métricas de Kerr e de Bondi. No primeiro caso é calculada a energia con-
tida no horizonte de eventos externo do buraco negro e a energia total, enquanto

que para a métrica de Bondi é calculada a energia total do sistema.
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Abstract

The Teleparallel Equivalent of General Relativity, TEGR, is an alternative
to the metric formulation of General Relativity, mainly by allowing, in the Hamil-
tonian formalism, a consistent definition for the gravitational energy-momentum,
which is not possible in the usual formulation of General Relativity. It is dis-
cussed the existence or not of the localizability of the gravitational energy in view of
the equivalence principle. The expression previously obtained for the gravitational
energy-momentum is extended to an arbitrary set of tetrad-fields, which not neces-
sarily presents asymptotic boundary conditions. The expression is addressed in the
context of the Kerr and Bondi metrics. In the first case it is calculated the energy
contained in the external horizon of the black hole and the total energy, and for the

Bondi metric it is calculated the total energy of the space-time.
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Introducao

Na formulacao de Einstein da Relatividade Geral, a gravitagao ¢ um tipo
de forca que se apresenta de modo diferente de outros campos da natureza, pois ela
é descrita pela mesma quantidade que representa o espaco-tempo fisico onde a forca
atua, que ¢ o tensor métrico g,,. Isso torna o campo gravitacional bastante pecu-
liar, apresentando diversas caracteristicas sem analogia com outros campos. Nesse
contexto a peculiaridade acima descrita é utilizada inclusive como argumento para
se afirmar que nao é possivel definir uma densidade local de energia gravitacional,
baseando-se no chamado principio da equivaléncia infinitesimal, uma extensao do
principio da equivaléncia formulado originalmente por Einstein, mas para escalas pe-
quenas. Vale enfatizar que Einstein nao endossou tal extensao, sempre enunciando
o principio para campos homogéneos e referenciais uniformemente acelerados em
regioes finitas do espaco-tempo. Além disso na obtencao das equagoes de Einstein
para a Relatividade Geral é utilizado o principio da covariancia generalizada, sendo
irrelevante o chamado principio da equivaléncia infinitesimal.

De qualquer modo nao é realmente possivel se escrever uma expressao unica
para a energia gravitacional na formulacao de Einstein da Relatividade, mas apenas
pseudo-tensores, que dependem do sistema de coordenadas. Na formulacao canonica
de Arnowitt, Deser e Misner[1], obtém-se a energia gravitacional total (conhecida
como energia de ADM), relacionada ao termo de superficie do Hamiltoniano, que
é valida apenas para espacos assintoticamente planos. Outro método existente é
o célculo da energia “quase-local”de Brown e York [2], onde utilizando o principio
da acao minima, se define um vetor energia-momento total, associado a fronteira
de determinadas regioes de um espaco, desde que seja satisfeita uma determinada

condicao dentro do contexto da integral de acao de Hilbert-Einstein.



O Equivalente Teleparalelo a Relatividade Geral (ou TEGR) se mostra como
uma descricao geométrica alternativa a formulagao métrica da gravitacao, na qual é
possivel se obter uma expressao covariante inequivoca para a densidade de energia
gravitacional total, a partir de seu formalismo Hamiltoniano [3, 4, 5]. O TEGR
usa como quantidades de campo, em vez do tensor métrico, as tetradas e®, que
se relacionam com o tensor métrico g,, e podem ser descrita sobre uma variedade
de Weitzenbock [6], que possui tor¢ao nao-nula e curvatura nula. Nessa teoria, os
efeitos gravitacionais sao incorporados a tor¢ao nao-nula da variedade, em analogia
a curvatura nao-nula na formulagao de Einstein sobre uma variedade riemanniana.
Partindo-se das equacoes de campo obtidas utilizando-se o TEGR, recupera-se as
equacoes de Einstein com algumas manipulagoes, mostrando assim a equivaléncia
existente entre as teorias, apesar da abordagem geométrica diferente da utilizada na
Relatividade Geral usual.

Nessa nova abordagem, uma expressao para o momento-energia gravita-
cional surge das equagoes de vinculo da formulagao Hamiltoniana da teoria. Apli-
cando essa expressao para campos de tetrada que satisfazem condigoes de contorno
assintoticas (para os quais temos tor¢ao nula, ou como veremos 7¢,, = 0) en-
contramos a energia do espago-tempo plano como sendo nula (o que determina o
espago-tempo de referéncia). Entretanto para um campo de tetradas arbitrario,
no limite em que » — 00, nao temos necessariamente a condicao assintotica usual
"y = 8% + $he,(1/r) satisfeita (onde h*, é uma perturbacdo do tensor métrico),
e além disso nao necessariamente temos torgao (e conseqiientemente energia) nulas
para o espaco-tempo plano.

A expressao para o momento-energia no contexto do TEGR é aqui estendida
para campos de tetrada arbitrarios, ou equivalentemente, que nao fornecem energia
gravitacional nula para o espago-tempo plano, através da inclusao de um termo de
subtragao que leve em conta o espaco de referéncia. A expressao obtida sera entao
aplicada a dois sistemas largamente estudados na literatura, o buraco negro de Kerr

e o espaco-tempo de Bondi.



No capitulo 2 sera discutido brevemente o formalismo padrao da Relativi-
dade Geral, os principios da geometria riemanniana e serao obtidas as equacoes de
Einstein a partir do principio da a¢cao minima.

No capitulo 3 é apresentado o formalismo do Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral, primeiramente em sua formulacao Lagrangeana e em seguida é
apenas comentado o formalismo Hamiltoniano. A seguir é discutida a questao da
localizabilidade da energia gravitacional tendo em vista o principio da equivaléncia
de Einstein, e entao ¢é obtida a expressao geral regularizada para o momento-energia
utilizando-se as equagoes do TEGR.

No capitulo 4 a expressao obtida é aplicada ao caso da métrica de Kerr, que
descreve um buraco negro girante que possui momento angular especifico a = J/m.
H& uma breve discussao sobre a construcao de campos de tetrada, no caso geral e em
seguida para o caso particular estudado. E calculada a energia total do sistema, e a
energia contida no horizonte de eventos externo, e em seguida os resultados obtidos
sao comparados com a literatura.

No capitulo 5 a mesma expressao ¢ aplicada a metrica de Bondi, que descreve
um sistema que emite ondas gravitacionais, isolado e imerso em um espaco-tempo
assintoticamente plano. Sao discutidas brevemente as caracteristicas da métrica, e
em seguida obtida a energia total, ou energia de Bondi, para a configuracao.

Notacao: os indices gregos «, (3, i, ... representam indices de coordenadas
do espaco-tempo fisico e assumem os valores 0, 1, 2 e 3; ja os indices latinos do inicio
do alfabeto (a, b, ¢, ...) sdo indices do grupo de Lorentz global SO(3,1), valendo
assim (0), (1), (2) e (3). Indices latinos do meio do alfabeto (i, j, k, ...) referem-se
a hipersuperficies do tipo espago, assumindo o valores 1, 2 e 3. A menos que se

mencione o contrario, temos ¢ =1 e G = 1, e é adotada a convencao de Einstein.



Capitulo 1

Teoria da Relatividade Geral

1.1 Teoria da Relatividade Especial

Einstein formulou a Teoria da Relatividade Especial em 1905 baseando-se
em dois postulados: o primeiro é que as leis da Fisica sao as mesmas para todos
os referenciais inerciais, e o segundo que a velocidade da luz é a mesma para todos
observadores inerciais. Para que os dois postulados possam valer, as nocoes de tempo
e espaco precisam ser alteradas em relagao ao que o senso comum ou mMesmo o que a
Fisica anterior a Relatividade diz. Agora tempo e espaco precisam estar intimamente
relacionados entre si, formando uma tnica estrutura conhecida como espacgo-tempo.
O espago-tempo em que a Teoria da Relatividade Especial é desenvolvida é o espaco-
tempo de Minkowski, no qual a distancia ou o intervalo entre dois eventos é definido

pela seguinte relagao:
ds® = —c*dt* + (da* + dy* + dz?). (1.1)

Analisando (1.1) vemos que o espago-tempo de Minkowski possui métrica

pseudo-euclideana,

ds® = n,,drtdz”, (1.2)



com
1.0 0 0
0 10 0
Ty 01 o (13)
0 0 0 1

Admitindo que para todos observadores inerciais o intervalo ds? deve ser o
mesmo, encontram-se as transformagoes de Lorentz [7], que relacionam as coorde-
nadas de dois referenciais inerciais quaisquer (aqui, como exemplo, considerando-se

um movimento paralelo ao eixo x entre os dois referenciais, ou um boost na diregao

x),

"+ ot : : £
vt z=2; t=—= (1.4)

—— Y=Y; =
Ji-s -

Na tentativa de incluir os efeitos gravitacionais em sua teoria, Einstein

Tr =

formulou o principio da equivaléncia, que assume a equivaléncia entre um referencial
inercial na presenca de um campo gravitacional homogéneo e outro referencial, nao-
inercial, mas com aceleracao constante e igual a do referido campo. O principio
da equivaléncia serd discutido com mais detalhes adiante (na discussao relativa a
localizabilidade da energia gravitacional). Entretanto hd ainda a limitagao de se
lidar apenas com campos homogéneos, limitacao essa contornada assumindo-se que
o espago-tempo da teoria possui geometria riemanianna.

Na formulacao de uma teoria da gravitacao que incorpore o principio da
equivaléncia, nao deve existir distingao entre os referenciais (em outras palavras,
nao hé referenciais privilegiados), e assim as leis da Fisica devem ser as mesmas
para quaisquer transformagoes de coordenadas, o que é conhecido como principio
da covariancia generalizada. Isso leva naturalmente a substituicao da métrica de

Minkowski por uma métrica g, mais geral.



1.2 Geometria Riemanianna
Seja a transformagao de coordenadas:
ot = f“(a:/”) (1.5)

Os quadrivetores (1 = 0,1,2,3) covariante e contravariante A, e B” sdo

respectivamente definidos por suas leis de transformacao de coordenadas,

’

oxV
A, = o A, (1.6)
e
3x“ ’
AF = AV 1.
oz’ (L7)

onde os indices com ou sem linha se referem aos vetores nos diferentes sistemas de
coordenadas.

Para um tensor arbitrdrio 7" ,z.. temos

ox* ox”  O0x'" 02" N
_ . LTAe
02 ox’r Oz OB g Ve (18)

T'W"'a/g...

Sobre uma variedade riemanianna qualquer substituiremos a derivada or-
dindria pela derivada covariante, que possui cardter tensorial. A derivada 9,V" nao
se transforma como um vetor, pois envolve a subtracao do vetor em dois pontos

distintos,

Vi (x +dx) = Vx) + 0V (x + dx) = V*(x) + (0,V(x))dz" (1.9)

SV x) =Vx +dx) — V¥ (x). (1.10)



Assim necessitamos das definicoes de transporte paralelo e conexao afim,

«
V;fransp.

(z+ dx) = V(x) + 0V*(z), (1.11)

onde V*

@ ansp. (€ £ 0x) é 0 vetor V(z) transportado; em x” 4 d2° temos

V*(x + ox) — Vi

transp.

(z + dx) = vetor = VV, (1.12)

= VV = V(2) +6V(x) — (V*(x) + 6V(x)) = 6V(z) — 3V (x).  (1.13)

E natural assumir que 0V%(z) anule quando V' ou dz sejam nulos; a funcao

mais simples que satisfaz tal hipétese, e linear em V(x) e dx é
oV (z) = =T, V¥ (x)dx", (1.14)

onde o sinal menos ¢ introduzido por convengao. I}, é a conexao afim, que se
transforma como

’

o 02 0z 02° O’ 0%

O = —_— . 1.15
W 9gh Qa'e O P + Ox> dx'rox'v (1.15)
Pode-se assim definir a derivada covariante sobre uma variedade,
v,Ve=9,V*+T7 V", (1.16)
V.V, =0V, =T,V (1.17)

Em geral, a derivada covariante nao é comutativa; utilizando a definicao da

mesma para um vetor arbitrario V' temos
(VuVy =V, V)V = R, VP + (T, — 1), ) VAV (1.18)

Assumindo aqui que nao hé torcao, F;\W = F,’j\u, e o segundo termo do lado direito

da equacao acima se anula; R%g,, ¢ o tensor de Riemann, ou tensor de curvatura,

Raﬁuu = a/,l/rgy - aurgu + ng g\éu - Fglt gy- (119)
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A partir do tensor de Riemann obtemos o tensor de Ricci,
Rapp = Rap = 9" Ruaps, (1.20)
e a partir deste obtemos o escalar de curvatura R,

R = g’ Rgp. (1.21)

1.3 Equacoes da Gravitacao a Partir da Formulacao de Hilbert-

Einstein

As equacgoes de Einstein buscam explicar a relagao entre a geometria do espago-
tempo e a matéria, imersa nesse mesmo espaco-tempo. Ha aqui a diferenca basica
entre a Relatividade Geral e o Eletromagnetismo que é o fato de que o campo
eletromagnético nao transporta cargas (fontes), o que torna suas equagoes lineares,
enquanto o campo gravitacional age como fonte sobre si mesmo, e assim as equacgoes
sao nao-lineares.

Pode-se deduzir as equacoes de Einstein de um principio variacional, partindo-

se da seguinte agao:

I= /d4x\/—_ng, (1.22)

em que L, deve ser um invariante construido a partir de g,, e de suas derivadas
de até 2* ordem. Restringindo as equagoes de campo a equagoes diferenciais de
segunda ordem, o invariante (no caso escalar) mais simples que pode ser construido

¢ L, = R. Incluindo os campos de matérias nas equacoes temos
A= /d‘*:p[ﬁg — kL, (1.23)

onde L, = \/—gL, refere-se a parte gravitacional, e £,,, = \/—¢gL,, contém todos os

campos de matéria em interagao com o campo gravitacional; e k = 87G/c?.
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Efetuando a variacao no primeiro termo do lado direito temos
0 / d'z/=gR = / d'z[(6v/=9)R + v=g8(¢" Ryu)]
Q Q
= [ atal6V=a) Rt V=460 R+ a0 (5F ) (1.24)

Efetuando a variacao sobre a densidade /—g [7],

1 14
V=9 = —5V=99u/(09"), (1.25)
e escrevendo R, apds alguns cdlculos simples obtemos
gMV(SR/W - g‘ul/5<aal_‘zéu - aﬂrgu + Fﬁurg)\ - Fﬁ)\rg’z/)
= Va(g‘“’(SFij — ga’T/’jy). (1.26)

Rearranjando os termos encontramos

koI = k;é/ d*z\/—g <R;w — %R) g + k/d4a:8a(\/—g‘/°‘), (1.27)
Q
onde
Ve = gtoly, — g*ol,,. (1.28)
Antes de analisar as integrais acima, enfatizamos que os casos que nos in-

teressam aqui sao aqueles de sistemas assintoticamente planos, para os quais temos

as seguintes condigoes assintéticas (r — 00):
G = Ny + Py (1/7), (1.29)
Gy < g oTs, o< O(1/r?). (1.30)
Observando a forma de V* vemos que a ultima integral possui a forma
/d4x8a(\/—_gva) o /dt/r2 sin d0dpO(1/r*) # 0. (1.31)

Desse modo, ¢ necessario acrescentarmos um termo a densidade de lagrangeana, a

fim de anular a integral que envolve V¢, acrescentando o termo

—0a [V=9 (9" Ty, — g*Th,)] , (1.32)
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e assim temos, para a ultima integral de (1.27),

/ d* 20, (/—gV®) — / d* w60 [/ —g(g" 1%, — g™ Th,)]

—— [ 0. 503" )05, - 5(v=95" L. (1.33)

entretanto §(y/=gg" )T, oc O(1/7?), e desse modo a integral se anula para r — oo,
e no lado direito da equagao (1.27) resta apenas a primeira das integrais.
Variando o termo da integral de acao referente a lagrangeana dos campos

de matéria, 0 A,,, temos

0A,, = —/d4x5(\/—_ng) = —/@ég’“’d‘lx; (1.34)

gt
seja
1 0(y/—gLp,
T, = V=9Lm) (1.35)
V=g  Og"
temos que 64, = — [ T},,09""\/—gd*x, e assim variando a nova integral de acao
total,

A= /d4x vV—9(kR — L,,) — k/@a (V=g (9" T%, — ga”Fﬁy)] : (1.36)
e utilizando o principio de acao minima chegamos as equacoes de Einstein

L1
R — %R = T (1.37)

1.4 Pseudo-tensores de Momento-energia

Vérias expressoes para a energia gravitacional foram obtidas no contexto
da Relatividade Geral em sua formulagao métrica. Entretanto nenhuma delas é
covariante, e a impossibilidade de se escrever uma expressao que seja covariante sera
comentada adiante. As expressoes obtidas sao todas de certo modo equivalentes, e

permitem em geral que se calcule a energia total de um sistema assintoticamente
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plano, pois para essa condicao as expressoes se tornam independentes do sistema de
coordenadas.

Uma das primeiras tentativas nesse sentido foi o pseudo-tensor de Einstein

8],
T, = i@A {%&, [—g (gA"g”V — g”"gM)] } . (1.38)

Temos ainda o pseudo-tensor de Weinberg[9], construido basicamente admitindo-se

que dele s6 se poderd definir a energia total do sistema

1
WH = o (On0" I = RN = 00+ O\ I — 00D+ 0,0)
(1.39)

onde h,, representa a expansao em primeira ordem de g,

G = My + Ty (1/7). (1.40)

Outro exemplo é o pseudo-tensor de Landau-Lifshitz[7], que considera um

sistema de coordenadas em que se tenha, pontualmente, d,g,, = 0, obtendo

11
™= g0 Lo (e = g9 )] (1.41)

Partindo-se das expressoes relacionadas acima, encontramos a mesma ex-

pressao de ADM para a energia total de um sistema assintoticamente plano,

1

S—o00

Vemos aqui que a energia estd relacionada com o termo proporcional a 1/r de g,,,
o que também se espera para o calculo de F quando a integragao for realizada em
um volume V' qualquer. O elemento diferencial de superficie carrega um termo
proporcional a 7%, enquanto que a derivada de h,, gera um termo do tipo O(1/r?).
Assim, a expressao para o momento-energia gravitacional deveria ser construida a
partir de uma expressao covariante envolvendo a derivada primeira de g,,, o que
nao ¢ possivel devido a equacao V,g,, = 0. Como veremos, no Teleparalelismo

Equivalente a Relatividade Geral podemos construir uma densidade escalar com a
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forma 0,(eT*), o que possibilita que se escreva uma expressao para o momento-
energia gravitacional, o que nao é possivel no contexto da Teoria da Relatividade

Geral de Einstein.



Capitulo 2

Teleparalelismo Equivalente a

Relatividade Geral

2.1 Campos de Tetradas

Os campos de tetradas e?,,, quantidade basica do TEGR, possuem um indice
do grupo de Lorentz, o indice a, e o indice do espaco tempo u; esse carater permite
que a tetrada converta indices do espaco-tempo em indices locais, e que inversamente
também leve quantidades locais em quantidades do espaco-tempo. Como exemplo
seja o vetor arbitrario V%(z),

Ve =e*, VH (2.1)
Uma propriedade importante das tetradas é que elas definem uma base de um sis-
tema de coordenadas local para cada ponto do espaco-tempo.

Os indices local e do espago-tempo da tetrada sao abaixados e levantados

respectivamente pela métrica de Minkowski e pelo tensor métrico g,
ea,u = nabebua (22)

ou

Cap = nabebu (23)

15
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a av
€ u= Yt

e = g"eq,. (2.4)

A partir da tetrada e?, e da tetrada inversa e, obtemos a métrica de

Minkowski para o espago-tempo plano,

e et =n" (2.5)
e dessa equagao obtemos a relagao de ortonormalidade,

e’ et = 0y, (2.6)
e dessa ultima obtemos, multiplicando por e,”,

ene” =0, (2.7)

de onde segue

eaueau = Juv- (28)
Nesse contexto, trabalhamos em um espaco-tempo com curvatura nula e tor¢ao nao
nula; a conexao é construida a partir das tetradas e da condicao do paralelismo a

distancia, ou teleparalelismo[10] Ve, = 0, que caso construida sem a conexao de

spin (como veremos adiante) leva ao paralelismo absoluto,
dye — T e =0, (2.9)
de onde obtemos a conexao em funcao da tetrada,
I, = e 0,e%. (2.10)

Se com essa conexao obtida construirmos os tensores de curvatura e torcao
veremos que o primeiro é nulo (relacionado com o paralelismo absoluto das tetradas)
e o segundo é nao-nulo, sendo que este gera os efeitos gravitacionais, no conhecido

espaco-tempo de Weitzenbock.
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2.2 Formalismo Lagrangeano do Equivalente Teleparalelo a

Relatividade Geral

A formulagao Lagrangeana do TEGR pode ser desenvolvida tanto utilizando-
se uma simetria SO(3,1) local [11, 12, 13] quanto uma simetria SO(3,1) global
[5, 14, 15, 16, 17], sendo essas construgoes equivalentes quanto as equagoes obtidas
(apesar de o desenvolvimento com a simetria global ser mais simples). A formulagao
que utiliza a simetria local é obtida atraves da imposicao da covariancia da equagao
de Dirac no espaco-tempo, através da construcao da conexao afim de spin wq, e
da derivada covariante local dos campos de spin e tensoriais. No desenvolvimento
que utiliza o formalismo Hamiltoniano[3, 18] (nas referéncias citadas, por meio da
condigao de gauge temporal de Schwinger) conclui-se que de modo a obter um con-
junto de vinculos de primeira classe é necessario que a simetria utilizada seja global.
Aqui discutiremos os dois casos, iniciando pela utilizacao da simetria local. Seja
um bi-espinor de Dirac ¢(x), em um espago tempo curvo em que se pode definir a
conexao afim de spin wj,q; com isso podemos definir também a derivada covariante
local do campol[19],

Dyt = 0,1p — iwmsabw, (2.11)
onde S% = 1[4, 4] é uma representacio de spin 1/2 do grupo SO(3,1) e wya =
—Wppe ¢ a conexao afim de spin, ou conexao afim local.

Inicialmente obtemos o paralelismo na teoria com simetria SO(3,1) local

através de Ve, = 0,
Vueau - ayeau - Fl)/\“eaA + Wyabebu = 0, (212)

em que Fi‘u ¢ a conexao afim, que com essa ultima equagao pode ser escrita em

termos da conexao de spin e da derivada da tetrada,

Fx)/\,u = eaueb)\wuab + ea)\auea,u’ (213)
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a qual pode ser substituida tanto na expressao do tensor de curvatura quanto na
torgao, onde obteremos R%,,, (w) e T, (w). Com a definicao da tor¢ao 7%, usando
a relagao e, T, = Th,, e com algumas manipulagoes algébricas e permutas entre

os indices, obtemos a seguinte identidade para a conexao de spin:
w#ab = Ow#ab +K,uab7 (214)
sendo K4 o tensor de contorgao,
1 A v
K,uab = Qea €p (T)\,Lu/ + Tu)\,u + T,ul/)\) ) (215>
e °wyap € a conexao de Levi-Civita, que possui tor¢ao associada nula:

1
Ow,uab = 566;1 (Qabc — Qpae — Qcab) (216>

Qabc = eau(ebuauecy - 6cuauebu)- (217)
Aqui partiremos do seguinte lagrangeano:
L =eR(e,w)—20, (ee““eb”wmb) (2.18)

em que o segundo termo, de divergéncia total, é adicionado pelo mesmo motivo do
que foi desenvolvido na discussao sobre o formalismo de Hilbert-Einstein, ou seja,
para considerarmos o fato de estarmos lidando com espagos assintoticamente planos.

Utilizando-se a conexao de spin acima obtida, em termos da conexao de

Levi-Civita e da contorgao, e substituindo no lagrangeano acima obtemos|3]

eR(e,w) — 20, (ee™e™wy,) = eR(e) — 20, (ee™e™w,ap)

1 1
+ e (ZTQ“”TQW + §Ta’“’TWU — T”TFL) i(2.19)
e definindo X%°,

1 1
Eabc — Z(Tabc + Tbac o Tcab) + 5(7]ach . nach>’ (220)
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e observando que

1 1

yaber = Z—lT“bcTabc + §T“bchac —T°T,, (2.21)
obtemos, na equagao (2.19),
eR(e,w) = eR(e) + eX*"T,,, —20,(eT"), (2.22)

onde também utilizamos a identidade 9, (ee™ €™ w,q;) = 0, (ee™e™ °w,an) — 0, (eTH).

Analisando (2.22) vemos que a condi¢do de curvatura nula, R(e,w) = 0, re-
sulta na equivaléncia entre o escalar de curvatura e R(e) e uma combinagao quadratica
do tensor de tor¢ao[3], sendo que o termo de divergéncia total é descartado (sob in-
tegragao) mais uma vez por estarmos tratando de espacos assintoticamente planos.

Acrescentando os campos de matéria ao lagrangeano obtemos

L' =L~ Ly = —keX%Tye + X Ry (W) — Ly, (2.23)
onde os multiplicadores de Lagrange \®* garantem a condicao de curvatura nula.
Variando-se o lagrangeano com relagao a €7, w,q € A" obtemos as equagoes de

campo, que sao respectivamente:

e sepu D, (eX") — e (Zb”“TbW — ieauTbcdgbcd) =0, (2.24)
youb _ ybua 4 %D,,(e)\“b“”) =0, (2.25)
(§]
Ry (w) = 0, (2.26)
onde
D, (eX") = 9,(eX™) + ew, . XN, (2.27)

D, (eX™) = 9,(eA™) 4 e(w, P N 4,2 TP, (2.28)
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Tanto a densidade de lagrangeano quanto as equagoes de campo acima obti-
das s@o invariantes por transformacoes de Lorentz locais e por transformagoes gerais
de coordenadas. Como conseqiiéncia da terceira das equagoes de campo obtidas,
a primeira delas é equivalente as equacoes de Einstein no vacuo, o que pode ser

provado utilizando-se a expressao (2.14) para a conexao de spin,

5L e 1 1
Heatt - 5 Raﬂ(e) - §€a#R(€) - EGTCLM = 07 (229)
de onde obtemos
1 1
Rau(e) - éeauR(e) = ﬁTau' (2.30)

Multiplicando por €%, e lembrando que e® €., = g,

1 1

RI/__ l/R:_
w9 9m %

T,

ns

(2.31)

que sao exatamente as equagoes de Einstein.
Antes de encerrarmos essa secao devemos enfatizar mais uma vez que a
teoria pode ser formulada de forma a possuir invariancia sob o grupo SO(3,1) global.

A simetria global é obtida anulando-se a conexao de spin wyq, (equacao (2.9)),

L(e) = —keXType — Ly, (2.32)

oL

dea

1 1
= earepud, (X)) — e <2’WQTM - Zewacdzbcd> = 2 Ton (2.33)

e 1 1
5 o) = Seani(e) — el =0, (2.34)

0 que mostra a equivaléncia entre as equacgoes obtidas utilizando-se tanto a simetria
SO(3,1) global quanto a local.

Cabe também a observacao que manipulando-se a equagao de campo (2.24)
¢ possivel obter-se uma equacao de continuidade para o vetor energia-momento
gravitacional, bem como calcular-se a perda de energia gravitacional de um sistema

diversas configuragdes de campo [20, 21].
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2.3 Formalismo Hamiltoniano do Equivalente Teleparalelo

a Relatividade Geral

A formula¢do hamiltoniana[l8, 22|, cuja discussao aqui serd bastante re-
sumida, ¢ obtida a partir da diferenciacao em primeira ordem da densidade de
lagrangeano obtida acima. Sabemos que o hamiltoniano pode ser obtido da seguinte
relacao:

L =TI"%¢,, — H, (2.35)

com II%* sendo o momento canonicamente conjugado a ey,. Utilizando-se o la-
grangeano (2.23), fazendo L,, = 0 e utilizando-se também a expressio para ¢
obtém-se

oL

Hak —
5éak

= —4kex®0%, (2.36)

Agora o lagrangeano precisa ser escrito em termos de II%* e ey, sendo os

passos intermediarios omitidos; a forma final para o momento é

Hak — keQOO(_gijaoj o eakaOj)
+ Ok( OjTa —|—T 0]) + eaO( Oka _I_gk]TO )
o Q(eaOQOij . 60,]90]T0 ) k]Ta )

+ eai (ngTkij o gijOij) Q(QOZeak zkeaO)Tiij.

(2.38)
A densidade hamiltoniana obtida é
H = e,0C* + ayuA™* + BpA* + Ok (eqolI*") | (2.39)

onde C¢, A* e A* sdo vinculos de primeira classe, e a;;, e (3 sao multiplicadores de

Lagrange.
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A forma integral da equagao do vinculo hamiltoniano C'(z) = 0 pode ser

interpretada como uma equacao de energia:

A . 1 . 1
/d3x(‘9j(2keT]) = /dI?’ |:]€€ZkUTkij + 4_/€€ (HUHU - §H2):| . (240)

A equacao anterior é interpretada como uma equacao de energia, pois o
termo integral do lado esquerdo da equacao, integrado sobre todo o espaco tridi-

mensional nos fornece a propria energia de ADM:

1 ~ 1
% d3$8j(€T]) = 16720 /SdSk(ﬁjh,] — 8,h]]) = EADM(241)

A partir da densidade hamiltoniana acima também podemos escrever:

/ d3$(—akH(0)k) = ]{7/ dSZ (ajh” - 81}1”) = EADM~ (242)
V—o0

S—o00
Como —0,I1(¥* é uma densidade de energia, em principio podemos integra-
la em um volume V' qualquer do espaco, obtendo a definicao de energia gravitacional
para uma regiao finita do espaco, e em conseqiiéncia a definicao para o momento-

energia gravitacional[14, 20, 21],
P = — / d> w0, 11", (2.43)
1%

A expressao aqui obtida também se transforma como um vetor sob transformacoes
do grupo SO(3,1) global, se anula para o espago-tempo de Minkowski (considerando-

se o espago-tempo de referéncia, como veremos adiante) e fornece os valores corretos

para as energias de ADM e de Bondi[22].
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2.4 Principio da Equivaléncia e a localizabilidade da energia

gravitacional

Na eletrodinamica cléssica encontramos uma defini¢ao clara de energia, con-
siderando, em uma regiao do espaco tridimensional, a existéncia de linhas de campo
dos campos elétrico e magnético nessa regiao. A energia para esse caso é dada pela
integracao nessa regiao da soma dos quadrados desses campos; a forca de Lorentz que
uma particula carregada sofre nessa regiao representa a existéncia de uma densidade
de energia eletromagnética.

Para o campo gravitacional, nao é possivel utilizar-se de tal “artificio”, nao
sendo possivel relacionar energia gravitacional com densidade de linhas de campo.
Uma idéia bastante difundida, e no nosso ponto de vista equivocada, ¢ a utilizagao
do principio da equivaléncia para justificar que nao é possivel definir a densidade de
energia para o campo gravitacional[23].

Para justificar essa idéia, normalmente utiliza-se o chamado “principio da

equivaléncia infinitesimal”, cuja formulacao mais conhecida é atribuida a Pauli[24]:

Para toda regiao infinitesimalmente pequena do universo (i.e., uma regiao
do universo tao pequena que as variagoes espaciais - e temporais - da
gravitagdo possam ser desprezadas nela) sempre existe um sistema de
coordenadas no qual a gravitacdo nao possui influéncia nem no movi-

mento das particulas ou em qualquer outro processo fisico.

Esse principio é ainda reforcado pela possibilidade de se encontrar, em uma
regiao suficientemente pequena do espago-tempo (na realidade em um ponto), um
sistema de coordenadas em que os simbolos de Christoffel sao nulos, e dessa forma
conclui-se, erradamente, que essa regiao seria livre de campos gravitacionais.

Valendo-se dessa formulacao do principio e do fato de a Relatividade Espe-
cial (assumido como o caso livre de campo gravitacional) valer para regides infinitesi-

mais, o espago-tempo da Relatividade Geral poderia ser obtido como a “soma’”dessas
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pequenas regioes, nas quais vale a Relatividade Especial. Entretanto Einstein sempre
enfatizou, apds uma tentativa frustrada (devido a vérias dificuldades existentes[25])
de aplicar o principio para regioes infinitesimais, que o mesmo nao poderia ser apli-
cado para esse caso. A aplicacao para regioes infinitesimais nao permite diferenciar a
geodésica de outras linhas-mundo para uma dada particula, o que assim nao permite
obter-se uma medida do efeito da gravitagao sobre a mesma.

Analisando inicialmente a formulacao do principio infinitesimal, temos o
trabalho de John Norton [25], que diz que o principio surgiu como uma tentativa
de generalizar o mesmo para campos gravitacionais arbitrarios; entretanto, estd na
base da formulacao original feita por Einstein a hipétese de um campo gravitacional
homogéneo, e o movimento uniformemente acelerado dos referenciais. Ja o argu-
mento do desaparecimento dos simbolos de Christoffel também é falho, pois segundo
Synge[26], como o tensor de curvatura de Riemann é invariante por transformagoes
de coordenadas, ele nao pode ser feito nulo em toda e qualquer regiao do espaco.
Além disso, o que é possivel anular-se sao as derivadas primeiras do tensor métrico,
0 que nao pode ser tomado como um principio fisico, mas apenas uma caracteristica
de geometria diferencial. Um exemplo que mostra que os efeitos do campo gravita-
cional nao podem ser anulados numa regiao suficientemente pequena do espaco sao
as “forcas de maré”[27] ou tidal forces, relacionadas diretamente ao tensor de Rie-
mann. Portanto, a afirmacao de que essa regiao infinitesimal do espago-tempo seria
livre de campos gravitacionais é questionavel, ja que concordamos que a existéncia
de uma forga gravitacional seria causada por um campo gravitacional, nao sendo
razoavel admitir que possa haver uma forca sem um campo associado nessa regiao.
Além disso deve ser salientado que o principio da equivaléncia na formulagao de Ein-
stein é feito sobre o espacgo-tempo de Minkowski; a transformacao das quantidades
fisicas de K para K é uma mudanca de referenciais, e ndo uma transformacao de
coordenadas.

A versao de Einstein do principio da equivaléncia[25] consiste em considerar

. A . . . . !
um sistema de referéncia K (“sistema Galileano”), e um outro referencial K, o qual
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estd uniformemente acelerado em relacao a K. Einstein conclui que assumindo-se a
existéncia de um campo gravitacional homogéneo em K, é possivel considerar que
o ultimo esta em repouso.

O principio da equivaléncia segue da igualdade entre as massas inercial e
gravitacional, e estabelece a equivaléncia, pela adicao de um campo gravitacional
apropriado, entre um referencial nao-inercial e outro inercial. Devemos destacar
que por uma transformagao de coordenadas nao ¢é possivel reduzir-se o campo de
tetradas ou o tensor de torcao em um ponto do espaco-tempo aos seus equiva-
lentes para o espaco-tempo plano. Argumentos baseados no principio infinitesimal
da equivaléncia nao sao conclusivos e nao podem ser usados para se excluir a pos-
sibilidade de definigdo da densidade de energia gravitacional (ou equivalentemente,
concluir que a impossibilidade ¢ intrinseca a gravitacao, independentemente da abor-

dagem matemadtica utilizada).

2.5 Expressao Regularizada Para a Densidade de Momento-

Energia Gravitacional

Conforme ja enfatizado, o momento-energia gravitacional P* obtido no con-
texto do TEGR apresenta diversas caracteristicas esperadas para uma defini¢ao con-
sistente da mesma. Para espacos assintoticamente planos, P(®) é a energia de ADM,
o que esta de acordo com a literatura. E conhecido, para teorias da gravitacao que

trabalham com tetradas, que no limite r — oo,

1
o = o+ e (1/7), 241

e que a condigao d,e”, = O(1/r?) é vélida, no limite assintdtico em que r — oco. No
limite assintdtico, 7, coincide com o tensor métrico de Minkowski, 7,,. Para campos

. B : n a o
que satisfazem g,, = 74, temos a importante conseqiiéncia que e® ,(t,z,y, z) = 5#

e portanto 7% ,, = 0. Assim podemos estabelecer um espaco-tempo de referéncia,
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escolhendo um campo de tetradas tal que T ,, = 0 para qualquer sistema de coor-
denadas. Entretanto, para um campo arbitrario de tetradas com o qual se obtém o
tensor métrico do espago-tempo plano, nao necessariamente temos 7° ,, = 0, o que
é utilizado como argumento para afirmar que a expressao para o momento-energia
aqui utilizado é restrita a uma classe de observadores caracterizados por um campo
de tetradas (para o espago-tempo plano) em que 7%, = 0.

O momento-energia em teorias classicas depende do referencial, caracteristica
também esperada na gravitacao[20, 21, 28]. A energia total de um corpo relativistico,
por exemplo, depende do referencial. Afirmamos que um conjunto de campo de
tetradas é adaptado a observadores ideais presentes em um espago-tempo determi-
nado por g,,. A infinidade de possiveis observadores ¢ relacionada com a infinidade
de campos de tetradas e” , que podem ser obtidas através de transformagoes SO(3,1)
locais de Lorentz consistentes com g, .

Seja z#(s) a linha-mundo C de um observador, e assim u# = dz*/ds é a
sua velocidade ao longo de C. A velocidade do observador é identificada como a
componente a = (0) de e, *, e sua acelera¢ao como sua respectiva derivada absoluta

ao longo de C[29],

ut(s) = ey ", (2.45)

Du* . De(o)“
ds  ds

al' =

= uo‘Vae(o) . (2.46)

onde a derivada covariante acima é construida através dos simbolos de Christoffel.

Vemos assim que e, * determina a velocidade e a aceleragao do observador ao
longo da linha-mundo C. Em outras palavras, os seis graus de liberdade adicionais
das tetradas, com respeito ao tensor métrico g,,, fixam o sistema de referéncia
adaptado ao observador. Se e, — 4} no limite r — oo, entao e, estd adaptado a

observadores estaciondrios no infinito espacial, e desse modo P© é a prépria energia

de ADM.
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Na discussao sobre o formalismo Hamiltoniano foi mostrada a expressao

r momen nonicamen nju 3 mponen r Cai
ara P% e o momento canonicamente co ado as componentes das tetradas e,;,
1% = —4keX . Integrando sobre uma superficie espacial tridimensional obtemos

o momento-energia gravitacional nessa regiao V[14, 21],
P = — / d3 0, 11", (2.47)
v
que pode ser reescrita como uma integral de superficie,

P =— f{ dS, %", (2.48)
S—o00

sendo as quantidades de campo calculadas sobre a superficie S, ou seja, com r — oo.

Nas duas expressoes acima, esta assumido implicitamente que o espaco-
tempo de referéncia é tal que as tetradas para o espacgo-tempo plano fornecem
T, = 0; agora devemos considerar que essa condi¢ao nao é necessariamente satis-
feita, ou seja, as tetradas escolhidas podem gerar T ,, # 0. A generalizacao é obtida
subtraindo-se um termo as expressoes obtidas, que levem em conta essa energia para
0 espago-tempo plano, assim como no formalismo de Brown-York[2].

Seja T ,,(E) = 0,E*, — 0,E* , o tensor de torcao obtido com as tetradas
planas F¢,, e [1%(E) seus respectivos momentos conjugados; com isso a expressao

regularizada para o momento-energia gravitacional P* é[30]
P = — / dPx0), [I1% () — 1" (E)). (2.49)
v

Dessa forma, garante-se que para o espaco-tempo plano, ou seja e, = E*, temos
o momento-energia igual a zero. O espago-tempo de referéncia, descrito por £, é
obtido anulando-se todos os parametros fisicos de e®, (massa, momento angular e

etc.). A expressao (2.46) fica, neste caso (para uma superficie S qualquer),
P = — f{ dSi[TI% () — ¥ (E)]. (2.50)
S—o0

Seja e, um conjunto de tetradas para qual tenhamos, para o espaco-tempo

plano, 7%, = 0, e que satisfaga a equacao (2.42),

1
6(1;14 = /r]CL,LL + Eha#(l/r)
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A partir dessa tetrada pode-se construir outro conjunto, através de transformacoes

locais de Lorentz

&, = A"y(x)e’ . (2.51)

Analisando-se a equacao (2.42) vemos que, no limite de r — oo temos
&y = A (0) + (1/2)R" ). (2.52)

Identificando E*, = %, A b(SZ = Efj e A",hb, = ﬁ“u, temos

_ 1~
L (2.53)

Novamente analisando-se a equagao (2.42) vemos que para o conjunto de tetradas

e®,, o tensor de torgao é
1
T W = 5(8uh“ y—O0,h" ), (2.54)

e com a penultima equagao portanto temos

1 - N
T, (e) =T (E) = 5(8uha » — O,h" ). (2.55)

Na expressao (2.47) que nos da o momento-energia P entra agora a diferenga
entre os momentos canonicamente conjugados, [I1°*(e) — I1°*(E)]; essa diferenca ¢

proporcional a diferencga entre 7}, (e) e T}, (E), conforme abaixo[30]:
% (e) —TI°*(E) = —4k[ee® X% (e) — EE® ,SM%(B))
>~ _4RFE® ,[SM%(e) — YR (E)]
= —4kE (A"0)) [S1%(e) — SHOM(E)]. (2.56)

Aqui fizemos e = det(e® ) = det(E® ) = E no limite r — oo. O tensor 240 (e)— Sr0k(E)

é escrito em termos de quantidades como:

Tyw(€) = Dyw(B) = €T u(e) = BT (E)

12

[ -
Eaxé(auh“ » — O,h* )

= (Al AR — (A (257)
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No limite r — oo os elementos A%, do grupo SO(3,1) s@o assumidos da ordem de

O(r°%); como temos A, A%y = My, a equacao acima fica
~ ~ 1
Toun(€) = Do) = 5@ — O, 259
e concluindo temos
SOk (e) — SHOR(E) 22 1% (e) — $HM(E), (2.59)

no limite r — oo.

Como os coeficientes A, que levam e, em £, sao arbitrarios, concluimos
que todas as tetradas que geram o tensor métrico fornecem o mesmo momento-
energia gravitacional, a menos de uma transformagao SO(3,1) global.

Antes de encerrar essa secao é interessante enfatizarmos que, na literatura,
é comum considerar a teoria aqui descrita como um caso da relatividade geral de
Einstein, obtida através de uma transformacao de gauge translacional. Para tal,
argumenta-se que o lagrangeano da teoria é invariante por transformacoes do tipo
SO(3,1)locais, a menos de uma divergéncia total. O termo de divergéncia é descar-
tado, e dessa forma conclui-se que a teoria possui simetria local. Entretanto tal
procedimento é erroneo, pois sob integracao no infinito espacial nao se pode garan-
tir o anulamento do termo de divergéncia[31], especialmente nos casos em que esses
elementos possuem o comportamento assintético de const. + O(1/r)[22]. Portanto,
a acao aqui utilizada nao é invariante sob tais transformacoes, apesar de garantida

a invariancia global conforme discutido acima.



Capitulo 3

Buraco Negro de Kerr

3.1 Propriedades da Solugao de Kerr

A solucao de Kerr descreve buracos negros em rotacao, e é um sistema larga-
mente conhecido e trabalhado na literatura. Kerr obteve originalmente a métrica

trabalhando com coordenadas do tipo cartesianas (¢, z,y, 2)[32],

y 2mr® [ 2
ds? = dtQ—de—dyz—dZQ—L (dt (xdz + ydy) + %(ydx — xdy) + ;dz) ,

rt 4+ a?z? a+ 12 + 72
(3.1)
onde
t = v—r,
x = rsinfcos ¢+ asinfsin ¢,
y = rsinfsing — asinfcos ¢,
z = rcosf. (3.2)

30
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J& quando escrita em termos de coordenadas “esféricas” (a coordenada r co-
incide com a coordenada radial usualmente conhecida apenas para grandes distancias),

na forma de Boyer-Lindquist, a métrica assume a seguinte forma:

L2
, sin”f

ds® = %(dt — asin® fdg)

2
; > [(r2 + a2)d¢ — adt]? — %er —p2d0?, (3.3)

onde

A = 7?4 a* - 2mr,

p* = r*+a’cos’d. (3.4)

A dltima forma é mais util ou clara para que sejam obtidas as propriedades da
solugao de Kerr. Inicialmente vemos que ela depende de dois parametros, m e a,
sendo que quando fazemos a = 0 recuperamos a solugdo de Schwarzschild (nas
coordenadas apropriadas) com m sendo o mesmo parametro desta ultima, e assim
m é também chamada de massa geométrica, ou a propria massa do buraco negro. Os
coeficientes da métrica sao independentes tanto de £ quanto de ¢, sendo assim trata-
se de uma solugao estaciondria e axialmente simétrica (a solugao é invariante sob
rotagoes em torno do eixo z). J4 o parametro a estd relacionado com a velocidade
angular do buraco negro, ou seja, sendo J o momento angular na direcao z, entao
a = J/m é o momento angular por unidade de massa do sistema. Além disso pode-
se concluir também, analisando-se a solucao de Kerr, que no infinito espacial temos
Jab — Mab, OU s€ja, ¢ uma solucao assintoticamente plana. Resumindo, a métrica de
Kerr descreve um buraco negro estacionario, axialmente simétrico e assintoticamente
plano, que gira com um momento angular especifico a.

E importante definir algumas regioes que envolvem esse buraco negro, in-
vestigando o comportamento da métrica. Vemos que a componente goy pode ser

nula, o que define duas distancias,

rt =m+ (m* — a®cos? 9)/2. (3.5)
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Jé observando g1 vemos que existe uma singularidade, que define dois hor-

izontes de eventos, que surgem quando
A=r*—2mr+a® =0, (3.6)

ou seja,

ry =m=+ (r2 —a?)Y2 (3.7)

Resumindo vemos que a componente gop € nula nos dois pontos 77}, positiva na
regiao r* < r <13 e negativa no resto do espaco; enquanto g;; € negativa na regiao
r_ <r <rg, tende ao infinito em r = r, e r = r_ e positiva no resto do espago. A
regiao ry < r < r} ¢ denominada ergosfera, sendo bastante importante no conhecido

processo de extragao de energia de Penrose.

3.2 Construcao dos campos de tetradas

Antes de apresentarmos o campo de tetradas utilizado, discutiremos breve-
mente a construcao dos campos como referenciais. Inicialmente, seja o espaco-tempo
de Minkowski, que possui coordenadas x*; ao mesmo tempo esse espacgo-tempo é
preenchido com coordenadas ¢® (esse iltimo sistema de coordenadas determina um
referencial global). Se esses dois sistemas de coordenadas descrevem o espago-tempo
de Minkowski, a matriz de transformacao que relaciona esses sistemas define o campo
de tetradas para o espacgo-tempo plano,

e, = _8q“
B an’

(3.8)

assim, a transformagao d¢® = e%,(z)dz" sendo integrada em todo o espago, temos a
chamada transformacdao holonomica entre ¢* e z*. Seja E°, o conjunto de tetradas

obtido para o espago plano; a condicao|14]

E(i)j(t,l’,y, Z) = E(j)i(t7x>y7 2)7 (39)
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ou seja, a simetria no setor espacial E;);, garante que ¢” nao esta em rotagao em
relacdo a . Por sua vez, um boost entre ¢® e z* leva a E(¥), # 0; em coordenadas

cartesianas temos

v oz7 00
vy v 0 0
E (t,z,y,2) = , (3.10)
0 1 0
0 0 0 1

onde 7y é o fator de Lorentz,y = 1/4/1 — Z—; Assim para que ¢* e x* nao sejam sim-
plesmente relacionados por um boost, devemos ter a seguinte condi¢ao (equivalente
a EOy =0):

Eu’ =0, (3.11)
que é conhecida como condicao de gauge temporal de Schwinger, ou em outras
palavras garante que ha uma tnica escala de tempo para os dois sistemas de coor-
denadas. Ambas as condig¢oes acima descritas fixam seis graus de liberdade para as

tetradas, que conforme ja mencionado fixam o sistema de referéncia adaptado a um

observador.

3.3 Aplicacao para a métrica de Kerr

Iniciamos a discussao da métrica de Kerr reescrevendo-a,

2 9 . 26 2 22 : 28
ds? = —¢—2dt2 - Xs%dqbdt + %er + p*do? + L;ddﬁz, (3.12)
p p P
onde
X = 2amr, (3.13)
Y2 = (r* +a*)? — Ad’sin® 0, (3.14)

P? = A —a*sin® 0. (3.15)
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Impondo as condigcoes de simetria no setor espacial e de gauge temporal, um possivel

conjunto de tetradas construido para o sistema é[14]:

—}J\/wug—ism?e 0 0 0

%psin& sin ¢ \%siné’ cos¢ p cosB cos o —%Siné’ sin ¢
Cap =
' _zipsme cos ¢ \/LZ sinf sing p cosf sin ¢ %sme cos ¢
0 \%COS@ —p sinf 0

(3.16)
Uma caracteristica importante da tetrada acima é que ela possui o comportamento
assintético discutido na secao 2.5; assim podemos concluir, de acordo com a prépria
discussao daquela se¢ao, que (3.16) acima estd adaptada a observadores estaciondrios
localizados no infinito. Assim a tetrada acima pode ser utilizada para obter-se o
momento e a energia para o buraco negro de Kerr[14]. Mas existem infinitas tetradas
possiveis capazes de gerar o mesmo elemento de linha para uma dada configuracao de
campo gravitacional; no caso aqui tratado, é possivel escrever um outro conjunto de

tetradas que possui uma forma muito mais simples, que possui a forma genérica[30]

-A 0 0 O
0 20 0
Cap = VA , (3.17)
0 0 p 0
B 0o 0 C

e que também obedece ao gauge temporal de Schwinger. A tetrada também repre-

senta observadores estaticos no infinito; para r — oo temos:

€ = (0, 1,0, 0) = é(T),
e = (0,0,7,0) = €,
6(3)M = (0, 0, O,TSiH 6) = é(d’)? (318)

que formam uma base (sendo é(,), €9 e €(4) 0s vetores unitdrios) para a classe de

observadores adaptados no infinito espacial.
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Utilizando a relacao e e, = g, ¢ possivel obter as expressoes de A, B e

C,
x2sin? 0 + ?¥2\ 2
A= ( P22 ) 7
5 - _Xsine7
P
Cc = 28:19. (3.19)

De posse disso, agora podemos calcular a energia propriamente dita. Para
isso temos que calcular as componentes do tensor de torcao 7%, = d,e%,—0,¢e%,, uti-
lizando para isso a tetrada (3.17) acima. Observando a expressao para o momento-
energia gravitacional dada em (2.46), para a = (0), e com a expressao para o
momento canonicamente conjugado (2.35), vemos que precisaremos de uma com-
ponente especifica do tensor . no caso (% de acordo com as caracteristicas
particulares da métrica e da tetrada, essa componente é escrita como

1
(0001 _ (0) 52001 _ 56(O)O(T(ml — g7, (3.20)

Relacionaremos aqui as componentes nao-nulas do tensor 7T :

T = o SinQPGA_i_E;QwZ)?)m 014,
I = st
7013 _ o Sin;gixé¢2)3/2 0 A,
7023 _ —PEX Or A,

(x2sin? 0 + Y2p2)3/2
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A
T2 _ Ealpa

7301 _ XpXA A+ PAEAB + x0)

(x2sin® 0 + £22)327 " Ssin O(x2sin® 6 + £2¢2)’

2 p(320,B + x9,C)

7302 _ XP 9, A

(x?sin? 0 + X22)3/2 * Y sin O(x2sin? § + ¥2¢2)’
718 _ —px?A0 A pA(%0,C — x sin® 00, B)

Y(x2sin? 0 + X22)3/2  Tsin® O(y2sin? 0 + N2q)2)’
s _ —px20,A p(20,C — x sin? 00, B)

Y(x2sin? 6 4+ $2442)3/2 © Tsin® §(x2sin? 6 + X24)2)
Precisamos também de T, que é obtido de T = T°,', e ap6s calculamos 790! —

g"T", cujo valor é

—32A0,p pXAOC
T001 _ oot _ — 1 s — = — 21 OIS (3.21)
p(x2sin® 0 + ¥2?)  sinfp(x?sin” 0 + X2)?)
Apés isso, e com algumas simplificagbes aqui omitidas, obtemos
1 VA
MO (e) = —4kex @0 = 8—£(812) sin 6. (3.22)
T p

J4 o célculo de IO ( E) pode ser feito anulando-se os parametros fisicos (no

caso, m e a) na tetrada, o que nos da
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1 00 0
. 0 1 0 0
E*, = 00 . 0 , (3.23)
0 0 0 rsinf
ou apenas fazendo m = a = 0 na expressdo obtida para I1(0'(¢), e assim,
noYE) = L sine. (3.24)
A

Agora substituimos na expressao para o momento-energia (2.47), para uma

superficie de raio r constante[30],

PO = = § dse [O() - O¥(E)
5
_ / d9d¢—sm9<—§\/—_(a £)+r). (3.25)
De posse dessa expressao, dois limites sao interessantes de ser calculados, no caso
a energia total (ou seja, fazendo-se r — o0) e a energia contida no horizonte de
eventos externo r = rt,
Inicialmente fazendo r — oo, temos

1
(0) >~ —q] —_ — =
pWY) = /7“—>oo dfd¢ e smﬁ( r(1 ) + 7’) m, (3.26)

r

que é o resultado obtido na literatura.

Quanto ao caso da integragao sobre r = r*, observando a expressao (3.20)
vemos que o fator A aparece nos dois termos do numerador; entretanto a regiao
r = r* é definida justamente por A = 0, e portanto temos H(O)l(e) = 0, restando

apenas o termo IV (E),

P = — é - dSi[TI*(e) — I*(E)] = 7{; - dS I1%"(E)

1
= / dfdp—rsinh =r*t
r=r+ 4m
= m+vm?—a? (3.27)
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Assim, este resultado representa metade do valor esperado para a massa
irredutivel do buraco negro de Kerr, e portanto a classe de observadores aos quais
(3.17) estd adaptado nao ¢é adequada para a andlise da massa irredutivel. Com a
tetrada (3.16), adaptada a observadores no infinito, obtém-se um valor apropriado
para a energia contida no horizonte de eventos[33]. Enfatizamos que a expressao
(2.48) é 1til para se obter valores totais do momento-energia gravitacional, a partir

de qualquer configuragao de campos de tetradas para o sistema.



Capitulo 4

Métrica de Bondi

4.1 Propriedades da métrica de Bondi

A métrica de Bondi[34] foi obtida inicialmente como motivac¢do no estudo
de ondas gravitacionais, sendo que ela descreve a radiagao gravitacional de um sis-
tema sem rotacao, isolado, com simetria axial e em um espago assintoticamente
plano. Nesse caso é importante o comportamento do campo a grandes distancias,
e assim deve escolhido um sistema de coordenadas que permita expansoes para tais
distancias, e que além disso evitem termos do tipo logr, pois estes nao permitem
expansoes em poténcias negativas de r. Em sua andlise, Bondi et al. assumiram
que o espago-tempo quadridimensional possui simetria axial (e assim g, /0¢ = 0)
e simetria por reflexdo; de acordo com [35], a hipétese de tais simetrias nao gera
perda essencial de generalidade no desenvolvimento. Suponha que uma fonte de
luz esteja em um ponto O, sobre o eixo de simetria, e que em volta de O se possa
colocar uma pequena esfera, sobre a qual se possa definir o angulo azimutal ¢, o
angulo 6 e uma coordenada temporal u. Uma geodésica nula é definida como u, 0 e
¢ constantes, e apenas a coordenada r varia ao longo desse raio de luz; desse modo

a métrica deve ser construida com g;; = 0. Com outro argumento, Bondi mostra
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que também deve-se ter gjo = 0. J4 os elementos geo € gs3 sao relacionados por|[34]

T4 Sin2 9 = (§223933, (41)

0 que garante que o elemento de superficie para u = cte. e r = cte. vale de fato

r?sin 0dfd¢. Além disso as seguintes condicoes sao obtidas na andlise de Bondi:
Y =T = gos = go1 = go2 = 0. (4.2)

Com as consideragoes acima, o elemento de linha da métrica de Bondi é

escrito como

ds* = — <¥62ﬁ - U2r2627) du?—2¢* dudr —2Ur*e® dudf+r*(e*'df*+e~ " sin? 0d¢?);
(4.3)
a métrica portanto possui a forma
—Ye2 4 Ukt —e?’ —Ur?e® 0
—e28 0 0 0
Juv = U2 0 2.2y 0 (4.4)
0 0 0 r2e~* sin? 0
A métrica inversa, que serd utilizada posteriormente, é escrita como
0 —e 2 0 0
—e W L2 _ye 2 0
g = ; _TUe—Qﬁ e;# . ) (4.5)
0 0 0 S5
As equagoes de Einstein obtidas sao:
{816 — %r(@w)ﬂ r~t =0, (4.6)

o [7“462(7_5)81U] — 2r2[0,023 — 010y + 20170y — 2001 — 201y cot 0] =0, (4.7)
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1
200V + 51t U)? = 010U = 4r0sU — r*0yU cot 0

4262511 — (30yy — 2050) cot O — DDy + 2047(0a7923)] = 0, (4.8)

27’3081(7’7) —+ (1 — 7‘(917)81‘/ — (7’8181’}/ + 81’}/)‘/ — 7’(1 — T817>82U
—12(cot @ — Doy) LU + 1(2rd1007y + 2097y + 1017y cot ) U

4621 — (39yy — 2053) cot. @ — Drdary 4 20577(Day — 0o3)] = 0. (4.9)

Uma primeira observacao que pode ser feita é que apenas a quarta das equagoes
envolve a diferenciacao com relacao ao tempo retardado u = t — r; sem entrar nos
detalhes das fungoes de integracao, se tivermos v para um dado valor de u, a primeira
das equacoes permite que se obtenha (3, e com isso a segunda determina U e com isso
a terceira delas determina V. Da quarta delas pode-se obter a derivada temporal
de 7, e portanto o mesmo v pode ser obtido no no préximo instante u, e reinicia-
se o processo. As constantes de integracao sao eliminadas analisando-se o sistema
de coordenadas e as condi¢oes do problema. Assim, pode-se concluir que, a partir
da estrutura das equacoes de Einstein para o sistema, conhecendo-se a situacao
do mesmo para um dado instante de tempo u, ela é conhecida para os instantes
posteriores, e caso aconteca algo de diferente com esse sistema, essa informacao
deve estar contida na derivada temporal de 7, ou a chamada fun¢do news[34], que
serd trabalhada aqui como Oc/0u.

Sera 1til conhecer o comportamento assintotico das fungoes envolvidas na

métrica:
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1% oM 1 |od dc\’ e 1, p
=l %—%dcose—(%) —40(%)c0t0—§c (1 + 8cot=0)
1 (Oc 1 Jc 9
U= 3 (%4—200%9) +ﬁ <2d+36%c0t9+4c cot9> + - (4.10)

sendo M (u,0) o aspecto de massa, e d(u,8) o aspecto de dipolo do sistema.
Para o calculo da energia total e da perda de energia total no espaco-tempo
de Bondi podemos utilizar uma expressao simples para os campos de tetradas, e

aplicar a expressdo regularizada (2.47) para P, A tetrada utilizada aqui é

()7 e ()77 0 0
0 (K)o 0
“n = —Ure? 0 re’ 0 7 (4.11)
0 0 0 rsinfe™

sendo os parametros V', U, v e 3 fungoes de u, r e 6.

4.2 Resultados

As componentes nao-nulas do tensor de torcao 7“,,, para o campo de

tetradas definido anteriormente, sao

1/2 —-1/2
T001 = (K) 6’8 {80 — <K> 661 — 81
T r
1/2
(F) <
r
1/2
(7)<
T

_ (K)m eﬂ] } — Ure {ay[Ure"]}

r

—Ure” [0y(re”) + 02(Ure)],

—Ure’05(Ure"),
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T201 = 7"6761(U7"67),

Too2 = 1 [0p(reY) + 02 (Ure?)],

T203 = Tevag(UreV),

T212 = T‘6761 (Te”’),
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Tooz = —re’d3(re?),

T303 = rsinfle”70y(rsinfe™7),

T313 = rsinfe 70, (rsinfe™7),

T393 = rsinfle 7 0y(rsinfe” 7).

O procedimento é andlogo ao feito para para a métrica de Kerr; necessitamos
calcular £ que em termos da métrica e das torcdes, tem como componentes nao-

nulas:

(001 __ ey 001 01770 e, 101 1170 011
)y _T(T +g T>+T(T +g T =g T, (4.12)
TO01 0101 0L 0101 12 (4.13)

TlOl — 901901901T010 =+ 901901912T012 + 901901911T110 + 901911912T112

+ """ 9" Toro + 9% 9% 9" Tona, (4.14)

T° = ¢"¢" T+ 9" ¢" Ton + 9" " Ty + ¢" 9" Tony

+ 901912T121 + 901922T221 + 901933T331, (415>
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T = ¢"g" T + 9% 9" T2 + 6" 6" Tono + 9”9 Torz + * 9" Tag
+ 99T+ 6" g o1 + 929 Tora + ¢” g Tia0 + g1 ¢ T2
+ ¢" g% Tos0 + 9" 6 Toor + 9V 6% Tazo + 9" g% Taz1 + 9" g% T30, (4.16)

Assim temos, apds as simplificagoes possiveis,

e(0) (0

0 1

E(O)Ol _ (901901922T221+g01901933T331)_ (g[)lgOl922T220_|_g()1901933T330_|_901912933T332).

2 2

(4.17)
E assim, substituindo a forma explicita da métrica e das componentes da

torcao encontramos

goo _ (VY 7Pe® 1 oWsine) (Ve (4.18)
S\ r 2 sinf 00 r ro '

Relembrando a expressao para a energia gravitacional:
PO = E=— / d*20; 1%
V—o0
= - f dSy[TTO% () — TR (E)]
S—o00
= / dfdgdke [0 (e) — SON(E)]

(4.19)

Vamos analisar as integrais que surgem de L% (e) e X001 E) separada-
mente. Para cada um dos termos temos duas integrais, de acordo com (4.18). Para

2008 (e), a primeira delas é, com k = 1/167 e e = \/—g = e*’r?sin,

1 —1/2 1 0
lim _/d9d¢€2ﬁr2 sin @ (K) 6735 3(U sSin )
T

r—oo0 8T sin 0 06
1 /7 ~1/2 "y
= Jim | dor P <¥) 8(%;“) (4.20)

entretanto temos que, com os limites assintéticos apropriados,

ﬂ ~1/2 : ,r :
lim dor*e" v OUsinb) = lim dGrQM, (4.21)
= Jo T 89 = Jo (99
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mas como a fungao U(#)sinf se anula em 6 = 0,7 [34]a integral acima se anula.
Do mesmo modo o termo andlogo referente & integracio de (9 (E) nao contribui
para o resultado final.

Com relacdo & integracdo do segundo termo de X(9°!(e), convém inicial-

mente analisarmos seu comportamento assintético,
V\"? e M\N1_ 1 M

_(_> E e (1-E) 2242 (4.22)
r r

e para o termo analogo em X(0°!(E) basta zerarmos o parametro M, obtendo nesse

lim
T—00

caso —1/r, que ird se cancelar com o termo igual em (4.22); reunindo todas essas
consideraces obtemos, na integracao de P,
1 T M
E = - lim dfe*r? sin 0—, (4.23)
r

Tr—00 0

onde novamente usando os limites assintdticos, temos como resultado final
1 [ )
E = 5/ df sin OM (u, 6), (4.24)
0

sendo essa a expressao exata para a energia de Bondi, em um dado instante u[34].



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho discutimos inicialmente a Relatividade Geral em termos
gerais, apresentando as equacoes de Einstein e as dificuldades inerentes para se
definir uma densidade de momento-energia gravitacional consistente com a teoria.

Em seguida discutimos o principio da equivaléncia, e como este poderia
afetar essa definicao de momento-energia, se seria uma impossibilidade intrinseca
a gravitagao ou apenas uma dificuldade da formulacao métrica da Relatividade.
A conclusao é que o principio da equivaléncia, em sua forma original ou em sua
versao “infinitesimal” (o que concluimos ser uma extensao equivocada do principio),
nao pode ser usado como argumento para excluir a possibilidade de se definir uma
expressao para o momento-energia gravitacional.

Apresentamos o Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral, que pos-
sui uma formulagao geométrica diferente, e com a qual é possivel se obter uma
densidade de energia local, através de seu formalismo Hamiltoniano. Analisando o
formalismo Lagrangeano e suas equacoes, vemos que a partir dele é possivel se obter
as equacoes de Einstein, mostrando a equivaléncia entre as teorias.

A expressao para o momento-energia do TEGR foi aqui estendida para o
caso de um conjunto arbitrario de campos de tetradas que geram o tensor métrico,
e para os quais nao necessariamente temos condigoes de contorno assintéticas, e que

desse modo nao fornecem para o espago-tempo plano energia gravitacional nula.
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Essa extensao é possivel através da inclusao de um termo de subtracao do espaco-
tempo de referéncia adequado, onde o campo de tetradas para esse espago-tempo
de referéncia é obtido anulando-se os parametros fisicos do tensor métrico.

Em seguida estudamos a métrica de Kerr, que descreve um buraco negro
em rotacao. Foi construido um conjunto de campos de tetrada adequado, e com
ele calculada a energia total do sistema e a energia contida no horizonte de eventos
externo. A energia total obtida coincide com o resultado da literatura. Entretanto
o resultado para a integracao no horizonte de eventos difere da massa irredutivel do
buraco negro. Isso é explicado pelo fato de o referencial determinado pela tetrada
utilizada nao estar adaptado a observadores no infinito espacial.

Foi estudado também o espaco-tempo de Bondi, que descreve um sistema
axialmente simétrico, isolado e assintoticamente plano que emite ondas gravita-
cionais. Foi apresentada a métrica, e construido um conjunto de campos de tetradas
compativel. Com este encontramos o valor conhecido para a energia de Bondi, in-
tegrando a expressao da energia gravitacional em todo o espago-tempo.

Assim os resultados obtidos aqui e em outros trabalhos permitem concluir
que o Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral proporciona uma anélise
adequada do momento-energia gravitacional e que a expressao regularizada obtida
para o mesmo permite sua extensao para campos de tetrada arbitrarios. Os re-
sultados devem assim estimular pesquisas para outros sistemas fisicos e em outros

campos de estudo como a Cosmologia por exemplo.
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