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Resumo

A Teoria da transformagao de Ribaucour para hipersuperficies em formas espaciais é
apresentada. E mostrado um método para obter superficies linear Weingarten em for-
mas espaciais tridimensionais. Aplicando a teoria da transformacoes de Ribaucour ao
cilindro, obtemos uma familia a dois parametros de superficies linear Weingarten. Uma
nova familia a um parametro de superficies com curvatura média constante completas na
esfera unitdria, localmente associada ao toro plano é obtida. Construimos uma familia de
superficies com curvatura média constante igual a 1 no espago hiperbdlico tridimensional
que sao localmente associadas a prima da superficie de Enneper.



Abstract

The theory of Ribaucour transformations for hypersurfaces in space forms is presented.
A method to obtaining linear Weingarten surfaces in a three-dimensional space form is
showed. By applying the theory to the cylinder, we obtain a two-parameter family of linear
Weingarten surfaces. A new one-parameter family of complete constant mean curvature
surfaces in the unit sphere, locally associated to the flat torus, is obtained. We construct
new families of constant mean curvature 1 (cme-1) surfaces which are locally associated
to Enneper cousin.



Introducao

O estudo das superficies com curvatura média constante em formas espaciais tem sido
bem desenvolvido nos 1iltimos anos, principalmente em duas direcoes: teoria e construcao
de superficies com curvatura média constante. Os métodos usados na construcao de su-
perficies com curvatura média constante sdo: o método da pertubargao [K1, K2J; sistemas
integraveis [Bo, PSJ; superficies prima conjugadas [Ka, La]; e um tipo de representacao de
Weierstrass [DH, KMS]. Recentemente, superficies com curvatura média constante com-
pletas foram construidas aplicando outro método, baseado nas transformacoes de Ribau-
cour. Estas transformacoes para hipersuperficies nas formas espaciais foram estudadas
por Bianchi em 1918-1919 [Bi]. A teoria classica mostra que as transformagoes de Rib-
aucour podem ser usadas para construir superficies com curvatura Gaussiana constante e
superficies com curvatura média constante a partir de uma dada supeficie do mesmo tipo.
Entretanto, a primeira aplicacao deste método para superficies minimas e superficies com
curvatura média constante em R? foi obtida recentemente por Corro, Ferreira e Tenenblat
em [CFT1, CFT3]. Eles construiram novas familias de superficies minimas completas
associadas a superficie de Enneper e ao catendide. Além disso, superficies com curvatura
média constante completas foram obtidas aplicando a teoria ao cilindro e a superficie de
Delaunay.

Em [CFT1], a teoria cldssica da transformacao de Ribaucour foi estendida para su-
perficies linear Weingarten em R3, fornecendo uma versao unificada dos resultados cldssicos.
Aplicando a transformacao de Ribaucour ao cilindro, foi provado a existéncia de superficies
linear Weingarten hiperbélica completas imersas em R3, em contraste com o teorema de
Hilbert’s que afirma a nao existéncia de superficies completas de curvartura constante
negativa imersa em R3.

A teoria classica das transformagcoes de Ribaucour considera hipersuperficies parametrizadas



por linhas de curvaturas, cujas curvaturas principais tem multiplicidade um. Embora, isto
nao seja afirmado explicitamente. Em [CFT4], a defini¢do de uma transformagcao de Rib-
aucour no espaco Euclidiano é revisado, extendendo o conceito para subvariedades com
ambiente normal plano, cujas curvaturas principais tem multiplicidade maior que um.

A teoria das transformacoes de Ribaucour para hipersuperficies M™ em uma forma
espacial WH(E),E = 0,+1, foi estabelecida por Wang e Tenenblat em [WT1]. Além
disso, as autoras mostraram que para qualquer hipersuperficie M™ C WH(E) que admite
campo de vetores principais ortonormais, existe uma hipersuperficie totalmente imbilica
de M localmente associada a M por uma transformacdo de Ribaucour. Um método
para obter superficies linear Weingarten em M (k) a partir de uma dada superficie linear
Weingarten também é apresentado, bem como um método para construir superficies com
curvatura média constante completas a um parametro na esfera unitdria S*, associada
ao toro plano por uma transformacao de Ribaucour. Em [WT2], as autoras aplicaram a
teoria obtida em [WT1] para as superficies com curvatura média constante igual a 1 no
espaco hiperbdlico tridimensional, em particular para a prima da superficie de Enneper.

Este trabalho foi baseado nos artigos [CFT1], [WT1] e [WT2] tendo como objetivo
apresentar a teoria geral das transformacoes de Ribaucour para hipersuperficies em for-
mas espaciais, bem como a teoria das transformacoes de Ribaucour para superficies lin-
ear Weingarten em MS(E) (cf, [WT1]). Além disso, apresentar, num mesmo trabalho,
aplicagoes das transformacoes de Ribaucour nas formas espaciais; aplicando a trans-
formagao de Ribaucour ao cilindro em R?® (cf, [CFT1]), ao toro plano em S? (cf, [WT1])
e & prima da superficie de Enneper em H? (cf, [WT?2]).

Descrevemos a seguir o conteudo de cada capitulo deste trabalho.

No Capitulo 1, introduzimos a teoria local das hipersuperficies M"™ em uma forma
espacial WH(E),E = 0, +1 através de formas diferenciais e equacoes de estrutura, apli-
cando a teoria em particular, as superficies em i (k). Descrevemos ainda as superficies
no espaco hiperbélico com curvatura média igual a 1 usando um tipo de representacao de
Weierstrass obtendo ,em particular, a prima da superficie de Enneper.

Iniciamos o Capitulo 2 com a defini¢ao da transformacao de Ribaucour para hipersu-
perficies nas formas espaciais. Esta definicao tem também uma forma local. O primeiro
teorema no estudo das transformacoes de Ribaucour é caracteriza-la em termos de equacoes

diferenciais. Estas equacoes se reduzem em um sistema de equacoes diferenciais lineares.



Mostramos também que para hipersuperficies M de S**! ou H"*!, que admite um campo
de vetores principais ortonormais, a existéncia de hipersuperficies totalmente timbilicas,
localmente associadas a M por uma transformacao de Ribaucour. Na secao seguinte es-
tudamos as transformagoes de Ribaucour para superficies linear Weingarten em Mg(E)
Lembrando que uma superficie linear Weingarten em Hg(E) é uma superficie cuja cur-

vatura Gaussiana e curvatura média K e H satisfazem a relacio a + SH +v(K — k) =0

1 2
onde a, ey €R, 3% —4day #0, H = (X e K = MA24+k, \,i=1,2sd0 as cur-

2
vaturas principais de M. Provamos uma condicao suficiente para que a transformacao de
Ribaucour transforme uma superficie linear Weingarten em outra superficie linear Wein-
garten do mesmo tipo. Esta condicao fornece um sistema integravel de equagoes diferen-
ciais cujas solugoes permite-nos obter superficies linear Weingarten em e (E) a partir de
outra superficie linear Weingarten. Como um caso particular, estudamos transformagoes
de Ribaucour entre superficies com curvatura média constante imersas em i (k).

No Capitulo 3, aplicamos a teoria da transformacao de Ribaucour para superficies lin-
ear Weingarten no espaco Eucliadiano R?, na esfera unitaria S® e no espaco hiperbélico H?.
Na primeira secao considerarmos o cilindro como uma superficie linear Weingarten satis-
fazendo —3 + H +~vK = 0, obtemos uma familia a dois parametros )?cv em R? associados
ao cilindro por uma transformacao de Ribaucour que sao superficies linear Weingarten.
Em seguida construimos uma familia a um parametro de superficies de curvatura média
constante completas na esfera unitaria S3, associada ao toro plano. Como um caso par-
ticular , conseguimos uma familia de superfices minimas completas localmente associado
ao toro de Clifford por uma transformacao de Ribaucour. Finalmente, construimos uma
familia de superficies imersas em H?, com curvatura média constante igual a 1. Estas
superficies sao localmente associadas, por uma transformacao de Ribaucour, a prima da

superficie de Enneper.



Capitulo 1

Método do Referencial movel

1.1 Formas diferenciais

Nesta se¢ao vamos desenvolver a teoria das superficies utilizando o método do referencial
movel. Este método consiste essencialmente em escolher adequadamente, para cada ponto
da superficie, uma base ortonormal ej, es, e5 de R? de tal forma, que os vetores e;, e; sao
tangentes a superficie. As demontracoes das propriedades e teorema desta secao podem
ser encontrados em [dC2, dC3|. Vamos introduzir a nogao de formas diferenciais em R”".

Consideremos o espaco vetorial R" e denotamos por R™" o espaco dual de R", isto é,
o conjunto das aplicagoes lineares de R™ em R. O espago dual, munido com as operacoes

usuais de fungoes é um espago vetorial.

Definicao 1.1. Uma forma de grau 1 ou uma I1-forma em um aberto U de R™ é uma
aplicagdo w que para cada v = (1, ...,x,) € U associa w, € R"". Isto €, w, € uma fungdo

linear de R™ em R e portanto w, € da forma
wy = aq(z)dry + ... + aydx,,

onde dx; : R" — R i =1...,n, € a base dual da base canonica de R™. w € dita diferencial

em U se a;,i =1,...,n, sao funcoes diferencidveis de R™ em R.

Exemplo 1.2. Com a notagao anterior, temos que dx;,v = 1,...,n, sao 1-formas difer-

enciais em R"™.

Exemplo 1.3. Seja f uma funcao diferencidvel de um aberto U de R™ em R. FEntao, a

aplicacio df : U — R™ , que para cada v € U associa df,, a diferencial de f em x, é uma
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1-forma diferencial, pois temos

A soma de 1-formas diferenciais w e w em U C R™ é definida como a soma de fungoes,

isto é, w + @ é uma 1-forma diferencial que para cada x € U associa
(WH+ W)y = wy + Wy

Se w é uma 1-forma diferencial em U C R" e f : U — R é uma funcao diferenciavel,

definimos o produto fw como sendo a 1-forma diferencial tal que para cada = € U associa

(fw)e = f(z)w,.

A seguir vamos definir duas operacoes de produto para 1-formas diferenciais. Para
isto, lembramos que uma aplicagao B : R” x R” — R é dita bilinear se for linear em cada

componente, isto é, para quaisquer vetores vy, vy, v3 em R™ e niimeros reais a e b

B(avy + bug,v3) = aB(vy,v3) + bB(vs,v3),
B(vy,ave +bvz) = aB(vy,v2) + bB(vy, v3).

Uma aplicagao B : R" x R" — R ¢é dita alternada ou anti-simétrica se
B(’Ul, ’02) = —B<U2, 'Ul).

Definicao 1.4. Sejam w e w 1-formas diferenciais em um aberto U C R™. O produto
tensorial de w e W, denotado por w ® W ou ww, € uma aplicacao que para cada v € U,

associa uma transformacgao bilinear (ww),: R™ x R" — R definida por
(ww)l‘(vla 02) = wx(vl)wx(v2)

onde v1,v9 € R".

Na definicao acima, a ordem dos fatores w e W deve ser observada, ja que, em geral
ww # ww. O produto tensorial ww serd denotado por w?. A operacao produto tensorial

satisfaz as seguintes propriedades.



Proposigao 1.5. Sejam w,w,w 1-formas diferenciais em um aberto U CR" e f : U — R

uma funcao diferencidvel. Entao

(a) (w+ 00 = ww + ww,

(b) w(w+w) = ww + ww,

(c) (fw)w =w(fW) = fuwi,

d) sew = i a;dx; e w0 = i bjdz;, entdao ww = i a;bjdx;dz;,
i=1 j=1 t,j=1

onde fww € a aplicagdo que para cada x € U associa f(x)(ww),.

A partir do produto tensorial de duas 1-formas , podemos definir uma outra operacao

chamada produto exterior.

Definigao 1.6. Sejam w e W I-formas diferenciais em um aberto U C R™. O produto
exterior de w e W, denotado por w AW, é uma aplicagao que para cada v € U associa uma

transformacao bilinear e alternada (w A@),: R™ x R™ — R definida por
(WAD), = (W), — (Ww)g-
Observagao 1.7. Seqgue-se desta definicao, que para quaisquer vetores vi,vy € R que

Wy (Ul) We (U2)
Wy (Ul) Wy (UQ)

Portanto, (du A dv),(e1,e2) =1, duANdu=dvANdv=0, duldv=—dvAdu.

(WAD)z(v1,v9) =

O produto exterior satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 1.8. Sejam w,w,w 1-formas diferenciais em um aberto U C R" e f : U — R

uma funcgao diferencidavel. Entao

(a) WA @+D)=wAT+wAw,

(b) (WH+HOAT=wADT+TAD,

(©) (o) AT = wA () = fw AT,

(d) sew = Z a;dr; e w0 = Z bjdz;, entao w Nw = Z(aibj —a;b;)dx; A dx;,
i=1 j=1 B,j=1

(e) WAWD=—WAw,

(f) w e w sao linearmentes independente, se e somente, se para todo x € U, (w AN @), # 0.



Definicao 1.9. Uma forma diferencial de grau r ou wma r-forma diferencial em um
aberto U de R™ € uma aplicagdao ¢ que, para cada x € U, associa uma transformac¢ao

r-linear alternada ¢, : R™ x R" x ... x R® — R, dada por

qu == Z A“ZT(I)dI“ VANPYRAN dl’,’T == ZA[dI‘],
1

11 <...<tp<n

onde I =1y,...,1,.. As funcoes Ay sao funcoes diferencidveis de U em R.

Temos que o produto exterior de r 1-formas diferenciais é uma r-forma diferencial.
Uma funcao diferenciavel f : R™ — R é dita 0-forma diferencial. A seguir vamos introduzir

o conceito da diferencial exterior de uma r-forma obtendo uma r + 1-forma diferencial.
Definicao 1.10. Seja w = ZA[dZE[ uma r-forma diferencial em U C R™, onde I =

I
1, -y 0. A diferencial exterior de w, denotada por dw, é a r + 1-forma diferencial em U

definida por
0A
dw = dAr Ndxy = ——dx; Ndxy.

A diferencial exterior satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 1.11. Sejam w,w r-formas diferenciais em um aberto U CR" e f : U — R

uma funcao diferencidvel. Entao

(a) d(w+w) = dw + dw,

(b) d(dw) =0,

(¢) dwAW) =dv AT+ (—1)'w A dw,
(d) d(fw)=df Nw+ (—1)" fdw.

Definicao 1.12. Seja w, uma r-forma diferencial em um aberto U C R™. Dizemos que
w € fechada se dw = 0. Dizemos que w € exata se existe uma (r — 1)-forma diferencial 0

tal que df = w.
Proposicao 1.13. Toda forma diferencial exata € fechada.
De fato, seja w uma r-forma exata, logo existe uma (r—1)-forma 6 tal que df = w. Mas

d(df) = dw que implica dw = 0 pela propriedade (c¢) da proposi¢do anterior. Portanto w

¢é fechada.



Observagao 1.14. A reciproca geral da proposicao € falsa. Basta considerar

_ T Yy _ 2

Temos que w € fechada, mas nao € exata em U. Entretanto, num dominio adequado vale

a reciproca.

Definicao 1.15. Uma regiao U C R™ € dita estrelada em relagao a um ponto p € U se

todo segmento de q € U a p estd contido em U.

Lema 1.16. Lema de Poincaré: Se w é uma r-forma fechada em uma regiao U C R"

estrelada em relagao a um ponto, entao w € exata.

Definicao 1.17. Uma p-uplas de 1-formas em um aberto U C R™ é uma aplicagao ) que,

para cada x € U, associa uma transformacao linear €2, : R™ — RP isto é
() = (L), .. %)),

onde Qi =1,....p sdo 1-formas diferenciais e v € R™.

Se Q, A sao duas p-uplas de 1-formas diferenciais em U C R™ e f é uma funcao
diferenciavel em U, definimos a soma €2 + A e o produto f€2 como soma e produto de

funcoes, isto é, se

Q = (Q..,00),
A = (A, AP),

entao,

Q+A = (Q'+AH . QP+ AP),
Q= (fQ . ).

De modo inteiramente andlogo definimos uma p-uplas de 2-formas diferenciais em
U C R"™ como sendo uma aplicacao ® que, para cada x € U, associa uma transformacao
bilinear ®, : R® x R®" — RP cujas fungoes coordenadas (@), ..., (P?), sao 2-formas

diferenciais.



Definicao 1.18. Dizemos que as 1-formas wy = 0, ...,w, = 0 linearmente independentes
¢ integrdvel se para todo x € R" ¥ existe um aberto U C R*, 0 € U e uma aplicacdo
X : U C R* — R diferencidvel tal que X(0) = z, dX, : R® — R"™ injetiva onde
dX,(R") = D, = {v € R (w),(v) = ... = (wp).(v) = 0}.

Definigao 1.19. Umar-forma A se anula em D se A(vy, ...,v,) = 0, para todo (vy, ...,v,.) €
D.

Definicao 1.20. O conjunto das 1-formas que se anulam em D é o ideal gerado por

w1, ..., Wk, denotado por J.

Definicao 1.21. O ideal J é fechado se dJ C J, isto €, para toda 1-forma w em J,
dw € J.

Temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.22. Sejam wq,...,wy I-formas que geram o ideal J. Entao o ideal J é

fechado se e somente se,
k
dwi == E Wy VAN 0]‘2'
Jj=1

onde 0j; sao I-formas.

Concluimos esta se¢ao, enunciando o Teorema de Frobenius que serd de grande utili-

dade no desenvolvimento deste trabalho.

Teorema 1.23. Teorema de Frobenius: O ideal J € integrdvel se e somente se o ideal
J € fechado.

1.2 Equacoes de Estrutura

Seja U C R™ um aberto do R” e sejam ey, ..., e,, n campos diferencidveis de vetores em U
de tal modo que, para todo p € U, se tenha < e;,e; >= 0;;, onde 6;; =0set# jed;; =1
sei=73,1,7=1,...,n. Un tal conjunto de vetores é chamado um referencial ortonormal
movel em U. De agora em diante, omitiremos os adjetivos ortonormal e mével.

A partir do referencial {e;} podemos definir formas diferenciais lineares wy, ..., w, pela
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condicao w;(e;) = d;;; em outras palavras, em cada ponto p € U, a base {(w;),} é a base
dual da base {(e;)}. O conjunto das formas diferenciais {w;} é chamado coreferencial
associado ao referencial {e;}.

Cada campo {e;} pode ser pensado como uma aplicacao diferenciavel e; : U C R" —
R”™. A diferencial (de;), : R® — R", em p € U, é uma aplicagao linear. Portanto, para
todo v € R" podemos escrever

n

(dei)p(v) = Z(wij)p (v)e;.

J=1

Portanto temos (wj;), ¢ uma forma linear em R™. Como e; é um campo diferenciavel, w;;

¢ uma forma diferencial linear. Com estes significados, escreveremos
n
dei = E Wij€j, (11)
j=1

como definigao das formas w;;, que sao chamadas formas de conexao do R™ no referencial
{e;}. Pela equagao (1.1) temos

Wi =< dei,ej > .
Derivando a expressao < e;,e; >= 0;;, obteremos
0=< dei, e; >+ < 6i7d6j >= wy;j + Wy,

isto ¢, as formas de conexao w;; = —wj; sao anti-simétricas nos indicies ¢, j.

O ponto fundamental no método do referencial mével é que as formas w;, w;; satisfazem
as chamadas equacoes de estrutura de Elie Cartan, cuja demonstragao pode ser encontrada
em [dC3].

Teorema 1.24. (Equacoes de estrutura do R™ )- Seja {e;} um referencial mdvel ortonor-
mal em um aberto U C R™. Sejam {w;} o coreferencial associado a {e;}, e w;; as formas

de conexdo de U no referencial {e;}. Entao:

dw; = Zwk/\wk,-, (1.2)
k

dwij = Zwik/\wkj, (13)
k

onde, k=1,...,n.
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Agora enuciaremos o Lema de Cartan, cuja demonstragao pode ser encontrada em
[dC3].

Lema 1.25. Seja V' um espago vetorial de dimensao n. Sejam wy,...,w, : V — R,
r <n, formas lineares em V' linearmente independentes. Suponhamos que existam formas

lineares 01, ...,0, : V — R satisfazendo a sequinte condi¢ao:

zr:wi A Ql =0.
=1

Entao
‘91‘ = E (lijw]', Z,j = ]., T aij = aji-
J
Aplicaremos agora as equacoes de estrutura para hipersuperficies nas formas espaciais.
Seja M™1(k), k = 0, £1 a forma espacial simplesmente conexa de curvatura seccional
k. Seja IL"*2 o conjunto com z = (xg, 71, ..., Tpy1) € R"? dotado com o produto interno

n+1

<,y >=—ZoYo + Y Tili.
=1

Considere o espaco hiperbdlico como a subvariedade:

H" = {2z ¢ L""?| < z,2 >= —1,7¢ > 0}.

Considere uma hipersuperficie orientédvel M em MnH(E), onde W”H(E) = S"* C
R™*? quando k = 1, MRH(E) = H™' ¢ L"*2 quando k = —1 ¢ M"" (k) = R™! quando
k=0

Seja e;,¢ = 1, ...,n um referencial ortonormal tangente a M e N um campo de vetores
normais unitarios definido sobre M. Denote por w; a 1-forma dual a e; e w;;,1 <i,j < n,

as formas de conexao definidas por
dwi = szj N Wy, onde Wij + Wi = 0. (14)
J#i

As equagoes de Gauss sao dadas por:

n
dwij = Zwlk A Wkj + Win-+1 N Wn+15 — Ewi A Wy, (15)
k=1
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onde Win41 = —Wpt1i =< dei, N >.

As equacoes de Codazzi sao:
dwm+1 == Zwij VAN Win+1 (16)
j=1

Se o campo de vetores e;, definido acima sao dire¢oes principais correspondendo as cur-
vaturas principais —\!, 1 < i < n, entdo

Win+1 = —)\iwi, dN(BZ) = )\161 (17)

Vamos considerar uma hipersuperficie M em R™"™! H"™! ou S"*! parametrizada por

linhas de curvaturas ortogonais, X (uy, ..., u,) onde X denota o vetor posigao em R™ 1 R™+2
n

e R"2. A primeira forma fundamental de M ¢é determinada por I = Zw? onde
i
w; = a;du; e a; = |X,,| sdo fungoes diferencidveis. As diregoes principais sao e; = ’i,
@;
onde X ; denota a derivada parcial com respeito a u;. Segue de (1.4) que
1 8(12' 8aj
Wij = ——w; + W 1.8
“ a;a; ( auj ’ au, / ( )

onde 1 <1,7 <n.

De fato, temos que w; = a;du; e logo

~ 8ai
7j=1
~ 1 da
= — ¢ a;du; A ajdu;
— a;a; Ou;
=1
= — — Wi N W
a;a; Ou; J
Segue de (1.4) que
1 (%Li i 1 a&j 1 8&,‘ +8aj
Wii = — W; wi=—»|\——w; + —w; | .
I a;Q; an ;a4 8uz I ;a4 8uj 6%1 I

Em particular, vamos aplicar a teoria vista anteriormente as superficies em M?3(k).

Portanto, seja U C R? aberto e considere X : U € S — M?3(k) uma imersdo, isto é X é



13

diferenciavel e dX,, : T,S — T,S injetiva. Seja V uma vizinhanca de X (p) em M3(k) tal
que X(U) C V. Entao V tem um referencial ortonormal mével adaptado ey, es, €3, onde
e; e ey sejam tangentes a X (U) e e3 seja normal a X (U).

Em V estao definidas as formas w; do coreferencial de {e;},7 = 1,2,3 e as formas de
Cconexao Wis = —Wsl, W3y = —Wo3, Wiz = —ws1. lais formas satisfazem as equagoes de
estrutura dadas por (1.4) e (1.5).

Aimersio X : U C S — V C M?(k) induz em U formas X*(w;) e X*(wy;), 1,7 = 1,2, 3.
Como X* comuta com a diferencial exterior e o produto exterior, tais formas satisfazem
as equacoes (1.4) e (1.5). Observe que X*(ws) = 0, pois para todo ¢ € U e todo v € T,S,
teremos dX (v) = aje; + agey e portanto X*(ws) = wsdX (v) = wz(aje; + azes) = 0.

Vamos identificar U com X (U), assim também convencionaremos X*(w;) = w; e
X*(wjj) = w;j. Como ws = 0 quando restrito a X(U), temos que dwsz = 0 que implica que
wi A wiz + ws A wez = 0. Pelo Lema de Cartan, temos

w1z = hiywy + hiows
wa3 = haiwy + hoows

onde hia = he1. A matriz (h,;) dada por
—hi1 —hio
B} —
(i) ( oy —hao
é a matriz da diferencial da aplicacio es : U — M?3(k) na base {e1,e;}. Como |es| = 1,
esta ultima aplicacao toma valores na esfera unitaria . Fixemos uma orientagao em U e
escolhemos o referencial {ej, ez, €3} de tal modo que , para todo ¢ € U, (e1)g, (e2), formam
uma base de 7,5 na orientagao escolhida e (e1),, (€2)q, (€3), sSejam uma base positiva de
M?3(k). Neste caso, a aplicacdo e : U — S? C M3(k) estd completamente definida e ¢
chamada a aplicacao normal de Gauss em U.
Como (h;j) é simétrica concluimos que des é uma aplicagdo auto-adjunta. Logo, tal

aplicacao pode ser diagonalizada, com valores préprios —A!, —\? reais , e vetores préprios

ortogonais. E usual definir a curvatura Gaussiana K de S em p por

K — k = det(des), = M'A\* = hi1hgg — h,.

_ hi1 + hao

A curvatura média H é dada por H = —§t7’(d63)p 5
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Proposigao 1.26. Sejam ey, es, e3 um triedo movel associado a uma superficie S. Entdao

as formas diferenciais wi,ws e w;; satisfazem as sequintes equagoes

dwlz = —le A W9 (19)
2le/\WQ = Wy N\ waog + wiz N wo. (110)
Demonstracao.
dw12 = W13 VAN W3y — Ewl VAN W2
= —(h1iwi + h1awa) A (hatwi + hoows) — kwi A wo
= [—(hlthQ - h%Q) — E]wl N Wy = —le N\ Wa.
Agora
w1 N W23 + W13 A Wy = W1 A (h21w1 + h22w2) + (h11w1 + hué«)g) A W2
= hggwl A wy + h11w1 N %)
= (h11 + hog)wi Awe = 2Hwy A wy,
onde usamos o fato que w; A w; = 0. ]

A equagao (1.9) é denominada equacao de Gauss. A primeira forma fundamental em
T,S ¢é dada por
L(v) =< v,v >,= (w + w3),(v). (1.11)

De fato, seja v = ae; + bes, logo < v,v >= a? + b%. Portanto

(Wi +wh)(v) = wi)wi(v) +w(v)ws(v)
= wi(ae; + beg)wi(aey + bes) + wolaeq + bes)ws(aer + bey)

= 4+ =<vv>.

Analogamente, como e3 é normal a superficie segue que a segunda forma fundamental é
dada por
I1,(v) = — < des(v), (v) >= (wiwi3 + wWawa3) (V). (1.12)
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1.3 Superficies CMC-1 no Espaco Hiperbdlico

O assunto desta secao é dar uma representacao de Weierstrass para superficies de cur-
vatura média igual a 1 no espaco hiperbdlico. Alguns resultados nesta se¢ao serao apre-
sentados sem demonstragao as quais podem ser encontrados em [GGJ. Tal representacao
depende da aplicacao de Gauss hiperbdlica e daremos um exemplo construindo a superficie
prima da superficie de Enneper.

Considere o espago de Lorentz L' = {x = (x¢, 21, T2, 73) € R*} com o produto interno
<,y >= —ToYo + T1Y1 + TaY2 + T3Y3.
O modelo de Minkowsky para o espago Hiperbdlico é a subvariedade
H? = {r e LY < x,2 >= —1,29 > 0}.

Em H? consideramos a orientacao induzida a partir de IL* para que os vetores vy, v, V3
em T,H? formem uma base orientada se {p, 1, 12,v3} é uma base orientada positiva de
]L4

Seja X : M — H3 uma imersao isométrica de uma superficie Riemanniana orientavel

M no espago hiperbdlico e N(p) o vetor normal unitdrio em p € M. Nas coordendas

isotérmicas locais z = u + iv, temos || X,|| = | Xu]| = A, < Xy, Xy >= 0 e N é tal que
1 1
{X(p), XXU’ XXU’ N(p)} é uma base postiva ortogonal de T,LL*.

Considere a aplicacao ® : H*> — D dada por

1 T9 T3
(I)(%,l’bxz,?b’s) = (17 T,

e o vetor d®(N(p)) onde D = {(xg, x1, T2, x3)| T = 1,22 + 23 + 23 < 1}.

Definicao 1.27. A aplicacio de Gauss hiperbdlica de uma imersio X : M — H? €
n: M — 0D dada por n(p) = ®(X(p)) + td®(N(p)) onde t >0 e n(p) € ID.

Segue imediatamente que:

Lema 1.28. A aplicacao de Gauss hiperbolica n de uma imersio X : M — H3 € dada
por

1
=— (X +N).
" I0+N0( )
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Demonstragao. Para X (p) = (xg, x1, z2,23) ¢ N = (No, N1, N2, N3) temos que

Como n(p) = ®(X(p)) + td®(N(p)) estd no cone —z2 + 23 + 23 + 22 = 0 temos

xo —tNy)2  t?
(o 0)+ _

< : >= —
n(p),n(p) pr 2

A solugao t comt >0 ét = . Portanto

To + No

n(p) = ®(X(p))+td®(N(p))

N, 1
- Oﬂif?@)+ _ (——;X+—N)
To To Lo xo + No Zy Zo

1
= —X(l— No ) Ly
o) $0+N0 $0+N0
1
= X+N
l‘o'f-No( )

]

Observacao 1.29. Visto que o vetor X+N também estd no cone, entao existe) : U — R,
1

<n,X >

tal que ¥ (p)n(p) = X(p) + N(p), Vpe U ¢

1
< n, X >n

¥(p) = =29+ No=— < X+ N,ey >, eg = (1,0,0,0)

N = - X.

Trabalhando com a aplicacao de Gauss hiperbdlica, para superficies com curvatura
média constante igual a 1, temos um teorema de representacao local similar a repre-

sentacao de Weierstrass para superficies minimas no espaco euclidiano.

Teorema 1.30. Seja X : M — H3 uma imersao nao-umbilica em H? com curvatura

2Reh  2Imh 1 —|h|?
— (1 1.13
n(2) ( ’1+\h\2’1+|h|2’1+\h|2) ( )

média 1 e
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a sua aplicagcao de Gauss hiperbdlica. Denotando X (z) = (x¢(2), x1(2), x2(2), 23(2)), as
fungoes reais ¢1(z) = xo(2) + 23(2) e Ppa(2) = xo(2) — x3(2) e as fungoes complexas

03(2) = x1(2) + ixo(2) satisfazem

(P19 =1+ ’¢3‘2
Oy, 0¢s
B, hg (1.14)
00, _ 100

\ 0z  h 0z

Reciprocamente, dada uma funcdao holomorfa nao-constante h : U C C — C, duas funcoes
reais ¢1 e ¢y (2 > 0) e uma fung¢ao complexa ¢z satisfazendo (1.14) no dominio simples-

mente conexo U, entao

$1(2) + ¢2(2)

X(z) = (#,Re%(z),m%(z), M) (1.15)

2

define uma imersao conforme em H3 com curvatura média constante iqual a 1 e a sua

aplicacao de Gauss hiperbdlica n € dada por h como acima.

A demonstracao do teorema pode ser encontrada em [GG].

Observacao 1.31. A condicdo de compatibilidade para as duas equacoes diferenciais

parciais em (1.14) é a mesma e escreve
Im{hAg¢3} = 0. (1.16)

Portanto cada equagao do sistema (1.14) tem as condigoes de integrabilidade dada por

(1.16).

Exemplo 1.32. O sistema (1.14) também admite solugdes como ¢3(z) = F(2)G(2) com

F e G fungoes holomorfas. Neste caso se
F'(2) = h(2)G'(2) (1.17)

a condi¢do de integrabilidade (1.17) é verificada.

As duas iltimas equagoes em (1.14) pode ser integrada e as solugoes sao
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Modificaremos estas solucoes para ter a primeira equagao satisfeita; neste caso, tomaremos
Fi,F5,Gy e G como em (1.17), A e B constantes reais tais que
¢ = AR+ BB
Oy = A\GiQ + B\GQ_|2
¢35 = ARG + BFyGy
com
AB(F Gy — FyGh)(F1Gy — FyGy) = 1. (1.18)

FEscolhendo
h(z) = tanh Az, G (z) = cosh Az, G5(z) = zcosh Az,

obtemos as superficies chamadas a prima da superficie de Enneper. Consequentemente
por (1.17) e (1.18),

1
Fi(z) = Xcosh)\z,

1 1
Fy(z) = X (z cosh Az — Xsenh /\z) :

1
Gi(z) = Xsenh)\z,
Ga(z) = ~(zsenhrz— = cosh A
2(2) = +(zsenhAz — TcoshAz

e AB = |\°% X € C. A primeira forma fundamental da prima da superficie de Enneper é

2
ds* = {X + X|Z|2} |dz|?.

1 1
Tomando os valores A = =, A = = —— iremos obter a superficie prima da

—— ¢ B
2 44/2 8v/2

superficie de Enneper que sera trabalhada no Capitulo 3, que é

V2

X(z,y) 27(

2 — |2

|22 + 6
= ¢
4

2|2 + 6
L L NS

osh(x) — z senh(x), enh(z) (1.19)

2|2 — 2

—x cosh(x), sen(y) — ycos(y), cos(y) —y sen(y)) ;

onde z = x +iy. Calculando a aplicagdo de Gauss hiperbdlica de X dada por (1.13) onde
1
h(z) = tanh 3% obtemos

n(z) = (cosh x,senh z, seny, — cos y).

cosh x
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Um célculo facil mostra que

V2|2 +2
<n,X>=-—— )
4 coshzx

Portanto, pela Observacao 1.29 temos que o vetor normal N de X é

1
N= _<n,X>n_X
4 coshzx 1
V2|22 42 cosha
2v/2

|2|2 + 2

(cosh z,senh z,seny, — cosy) — X

(cosh z,senh z,seny, — cosy) — X.

A primeira forma fundamental de X dada por (1.19) é

2 |Z|2+2
32

ds (dz?* + dy?).

(1.20)



Capitulo 2

Transformacoes de Ribaucour

Neste capitulo apresentamos a teoria geral das transformacoes de Ribaucour para hipersu-
perficies em formas espaciais e o estudo das transformagcoes de Ribaucour para construcao
de superficies linear Weingarten em i (k). Os resultados deste capitulo podem ser en-

contrados em [WT1].

2.1 Transformacoes de Ribaucour para Hipersuperficies

Esta secao contém a definicao e a teoria basica da transformacao de Ribaucour para
hipersuperficies na forma espacial.

Motivado pelas definigoes classica e moderna da transformacgao de Ribaucour para
hipersuperficies em R"*!, introduzimos uma definicao similar para hipersuperficies sobre

uma forma espacial.

Defini¢ao 2.1. (i) Uma congruéncia de esferas geodésicas em WH(E) ¢ uma familia
a n-parametros de esferas geodésicas em WH(E) tal que o conjunto dos centros das
esferas € uma hipersuperficie de WH(E) e o raio das esferas sio dados por uma

fungao diferenciavel sobre a hipersuperficie.

(i) Uma envoltdria da congruéncia de esferas geodésicas é uma subvariedade n-dimensional
M de M”JA(E), tal que cada ponto de M € tangente a uma esfera geodésica da con-

gruéncia de esferas geodésicas.

20
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(11i) Sejam M e M hipersuperficies em WH(E). Dizemos que M e M sdo associadas
por uma congruéncias de esferas geodésicas se existe um difeomorfismo ¢ : M — M
tal que, para os pontos correspondentes p e ¥ (p), M e M sdo tangentes a uma

mesma esfera geodésica da congruéncias de esferas geodésicas.

Um caso especial importante do item (iii) é quando diy aplica n campos de vetores

principais de M a n campos de vetores principais de M.

Definicao 2.2. Seja M uma hipersuperficie orientada em M”+1(E). Suponha que existe n
campos de vetores principais ortonormais e, ..., e, definidos sobre M. Uma hipersuperficie
orientdvel M C WH(E) estd associada a M por uma transformagao de Ribaucour com
respeito a €;, ..., e,, se existe uma funcao diferencidvel h : M — R, um difeomorfismo
v M — M e um campo de vetores normais unitirios N e NdeMeM respectivamente,

tais que:

(i) exp, h(p)N(p) = expy, hp)N@(p)), ¥V p € M, onde exp ¢ a exponencial da
aplicacao de M ;

(i) O subconjunto S = {exp, h(p)N(p)lp € M} € uma subvariedade de dimensao n de
M;

(iii) dip(e;),i = 1,...,n, sao diregoes principais ortogonais de M.

Observagao 2.3. Sejam M e M hipersuperficies de M”H(E) como na Definigao 2.2.
Considerando M como R™1 St c R"2 oy H"' € L2 podemos reescrever a condicdo

(1) acima como
p+h(p)N(p) = (p) + h(p)N(¥(p))  pE M,

onde

_ [ tan(é(p)), &M —(0,3), sek=1,
hp) = { tanh(o(p)), ¢: M — R, se k= —1.

Podemos formular uma defini¢ao local.

Definicao 2.4. Seja M uma hipersuperficie orientada em MnH(E), k=0,1—1. Suponha

que existe n campos de vetores principais ortonormais e, ..., e, definidos sobre M. Dize-

mos que uma hipersuperficie M c WH(E) esta localmente associada a M por uma
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transformacdo de Ribaucour com respeito a ey, ..., e, se, para qualquer q € M, eriste uma
vizinhanca V de q em M e um subconjunto aberto V-C M tal que V € associado a V. por

uma transformacao de Ribaucour com respeito a eq, ..., e,.

O seguinte teorema é uma caracterizacao da transformacao de Ribaucour em termos

de equacoes diferenciais, quando o espaco ambiente é a forma espacial M (k), k= 0,1, —1.

Teorema 2.5. Seja M uma hipersuperficie orientada em MRH(E), k=0,1—1. Suponha
que existem n campos de vetores principais ortonormais ey, ..., e, definidos sobre M. Uma
hipersuperficie McC WH(E) esta localmente associada a M por uma transformacao de
Ribaucour com respeito a eq, ..., e, se, e somente, para todo p € ]T/[/, existe parametrizacao
X:UCR'— M C HHH(E) de uma vizinhanc¢a de p e uma funcao diferencidvel
nao-nula h

h:U — R, quando k = 0,1,

h:U — (—1,1) quando k = —1,

tal que
X = X + (N — N),

onde X € uma parametrizacao de um subconjunto aberto de M, N é um campo de vetores

normais unitdrios de M e o campo de vetores normais unitdrios N de M ¢é dado por

~ 1 n . _ _
N=—+——— 27%; + (A + kh* — 1)N +2khX |, 2.1
o (S @ v ). e
com
;_ dh(e) i
7t = — A= AN 2.2

e h satisfaz as equacoes diferenciais

i=1

onde 1 <i#j<n.

O argumento da demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em [WT1]

Observe que h satisfaz um sistema de equacoes nao lineares de segunda ordem. O

proximo resultado lineariza o problema da obtencao de h.
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Proposicao 2.6. Se h é uma solug¢ao de (2.3) que nao se anula num dominio simples-

mente conexo, entao h = W onde W é uma func¢ao nao-nula e as funcoes ,8; e W

satisfazem
00e) = 3 Owile), P47 (2.4
k=1
i=1
i=1

Q
Reciprocamente, suponha (2.4), (2.5) e (2.6) sdo satisfeitas entdo h = W ¢ uma solugdao
de (2.3).

1 n
Demonstrag¢ao. Seja h uma solu¢ao nao-nula de (2.3), entao ¢ = 7 Zkak ¢ uma 1-
k=1

forma fechada. Logo sobre um dominio simplesmente conexo existe uma funcao difer-

enciavel  tal que d(log ) = 1. Definimos
Q,; = dQ(ez), W =

Temos que (2.5) vale e

Seja d(log Q) = 1, logo temos

dQ(e;)

Q)
Obtendo Z' = WZ Por (2.2)

Z' = R (2.7)
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Q; : s
Logo obtemos que dh(e;) = W(l + hA"). Igualando as duas expressoes de dh(e;) encon-

Portanto, como €); # 0 temos

tradas acima, obtemos

Donde segue (2.6). De (2.7) temos

gio) (e;)
dZ'(e;) wowW W
— 2iygct
w + w W
in(ej) P
= D VAVAS

W +

Concluindo que
i i di(ey)
dZ'(e;) = NZ'Z7 = WJ

De (2.3) temos
- 1 "
’;:1: w k(ej) W (ej) Pt Ww k(€]>

Portanto concluimos que
n
in(€j> = Z kaik(ej).
k=1

Mostrando que a equagao (2.4) é satisfeita.

Agora suponha que as equagoes (2.4),(2.5) e (2.6) sao satisfeitas, de (2.7) concluimos
que a equagao (2.3) é satisfeita. Definimos h = W entao segue que dh(e;) = Z(1 +
hAY). O

. . . Y —n+1l 7 5
A partir de agora, consideraremos que uma hipersuperficie M em M (k), k =
0,1, —1 esta localmente associada a M por uma transformacao de Ribaucour com re-

speito ao conjunto de diregoes principais ey, ..., e,, sobre M, se existem fungoes §2,§2; e W,
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localmente definidas satisfazendo o sistema (2.4), (2.5) e (2.6). Quando todas as curvat-
uras principais de M sao distintas, apenas dizemos que M est4 associado a M por uma
transformacao de Ribaucour.

O Teorema 2.5 pode ser reescrito da seguinte forma.

Teorema 2.7. Seja M C M”H(E) uma hipersuperficie parametrizada por X : U C R" —
M. Suponha que e;,1 < i < n sao campos de vetores ortonormais de direcoes principais
e N é um campo vetores normais unitdrios de M, dN(e;) = Ne;, 1 < i@ < n . Uma
hipersuperficie M C M”H(E) esta localmente associada a M por uma transformagao
de Ribaucour com respeito a e, ...,e, se, € somente, para qualquer p € ]\7, existe um
subconjunto aberto V-C U, funcioes nao-nulas W,Q,8; : V C U — R, que sao solucoes do
sistema (2.4), (2.5) e (2.6) satisfazendo WS(W+NQ)(S—QT) #£0, ¢ X :V CR* — M

uma parametrizacao de M, dada por

X = <1 - 2?2) x o2 <ZQ e — WN) (2.8)

onde

S =3"()? + k2 + W2 (2.9)

Demonstracao. Vimos no Teorema 2.5 que o campo de vetores normais N é dado por:

~ 1 n A _ —
N = —— 27%; + (A + kh®> — 1)N + 2khX
At ER2 41 ; e ) ]
1 L Q, S Q2 EQ? — W2 o)
= 2—2614—( k=1"% )N+2k—X
<3 [Z W % T
_ v 2296 ——2W N +2kQX
= 3 .

W [ < —
— N+2§ (ZQiei+k‘QX—WN>.

=1
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Na prova acima usamos as equacoes (2.2) e (2.7). Como X = X + h(N — N) temos

—92
S

~ 9] n _
X = X (E Qiei+k:QX—WN>
=1

2k Q

A condigao WS(W + \i§Q2) # 0, para todo i segue do fato de h =

nulos.

Q
w

e 1 4+ h\' serem nao

]

Se M ¢é parametrizada por linhas de curvaturas ortogonais, assumimos que e; sao

campos de vetores unitarios tangentes a curvas coordenadas, isto é, e; = 22 onde a; =|
a
Xy, |- Neste caso, usando (1.8), verificamos que o sistema (2.4), (2.5) e (2.6) é dado por
0%, 1 Oa;
L= - | £ i 2.10
o5}
e a (2.11)
ow ,
= —a;\'0;. 2.12
u. a (2.12)
De fato, de (1.8) temos
08,
au] - in(aje.])

Além disso,
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Para terminar, calculamos,

ow
(9ui

= dW(a;e )
= —ZQi)\iwi(ajej)
i=1

Agora mostraremos que o sistema de equagoes (2.4), (2.5) e (2.6) é integravel.

Proposicao 2.8. A equagao (2.4) é a condi¢do de integrabilidade do sistema (2.5) e (2.6)

para 2 e W.

Demonstracao. Considere o ideal I gerado pelas 1-formas que se anulam
a = d2-) Qu
i=1
Bo= AW+ QNw;=dW = Q.
i=1 i=1

Usando a equagio dw; = Y7, wij A wj, temos que:

da:—ildQZ/\wl—iQZdwz:—ildﬁl/\wl—iﬁlliwm/\w]

i=1 i

Considere agora a 1-forma v; = df); — Z?Zl Q,w;;. Temos entao que,

doo = _zn: (’72 + zn:qu)ij) Nw; — zn:znjglww /\Cdj
i=1 Jj=1

n n n - J;é:% n
= —Z”)/z/\wl — ZZijij N w; +ZZijij N wj
i=1 i=1 j#i i g

n
= — Z’YZ /\wi.
i=1
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Analogamente, calculando df usando a equacao de Codazzi (1.6) obtemos:
g = - Z dQ N\ winq1 — Z Qidwin1
i=1 i=1
= - Z A N\ win41 — Z Q; Z Wij N\ Wint1
i=1 =1 j=1
= - Z(% + Z Qjwij) A Wing1 — Z Z Qiwij A Wint1
i=1 j=1

i=1 j=1
n

= —E Yi N\ Wint1-
i=1

Mostramos que o ideal I é fechado sobre a diferencial exterior. Portanto pelo Teorema de

Frobenius o sistema (2.5) e (2.6) é integravel. O

Teorema 2.9. Seja M uma hipersuperficie orientada em MnJrl(E), e; campos de vetores
ortonormais nas direcoes principais definida sobre M e N um campo de vetores normais
unitdrios de M, dN(e;) = Ne;, 1 < i < n. Suponha que uma hipersuperficie M C
WnH(E) ¢ localmente associada a M por uma transformacao de Ribaucour com respeito

aeq,...,e,. Entao as curvaturas principais de M para cada 1 <1 < n sao dadas por

~  WT'+ XS
N=gTar (213)
onde Q;, Q e W satisfaz (2.4)-(2.6) e
k=1

onde S € dado por (2.9).

A demonstracdo do teorema pode ser encontrada em [WT1]. Nesta mesma demon-
stracao encontramos outra maneira de calcular as curvaturas \’, que serd bastante titil, a

saber ,
i dS(e; )W + Q\'S

(2.15)

se ; # 0.

Para hipersuperficies M do espaco Euclidiano que admite campos de vetores principais
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ortonormais, ey, ..., e,, consegue-se mostrar (ver [CFT3]) que um subconjunto aberto de
R™ ou S", esta localmente associado a M por uma transformacao de Ribaucour com

respeito a e;. O seguinte teorema estende o resultado para hipersuperficies em S"*! ou
HnJrl

Teorema 2.10. Seja M uma hipersuperficie em M”+1(E) que admite n campos de vetores
de direcoes principais ortonormais e;, i = 1,...,n. Para quaisquer constantes reais by # 0

e by, o sistema de equacoes

k

dQ} = iini,
=1

dWw = igiwin—kl'
=1

¢ integravel. A fungdo S—2(byQ2+b W) = ¢ € uma constante determinada pelas condi¢oes
iniciais. Considerando ¢ = 0, a hipersuperficie associada é um subconjunto aberto de
uma hipersuperficie totalmente umbilica (respectivamente totalmente geodésica) se by # 0

(respectivamente by = 0).

Demonstracao. A prova de que o sistema de equagoes é integravel é similar a demonstracao
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da Proposicao 2.8. Segue de (2.9) que

d(S — 2(boS2 + by W)

dS — 2(bodS2 + bidW) (2.16)

> " 204dSY; + 2kQAQ + 2W AW — 2(bodS2 + by dW)

i=1

2 Z Ql (Z kaik + (bo — EQ)wl + (bl — W)WinJrl)
i=1 k

2kQ) zn: Qw; +2W z": Qiwing1 — 2 (bo z”: Qiw; + by z”: Qi%‘nﬂ)
=1 =1

=1 i=1

2 Z Qz Z(kazk + bowi - EQQ)% + blme
i=1 k
Wwini1 + kQw; + Wwin 1 — bow; — biwini1 — Wwiny1)

i=1 k =1 k

Portanto, podemos escolher as condigoes iniciais de forma que S — 2(by$2 + b;W) = 0.

Finalmente, segue de (2.13) que curvatura principal da hipersuperficie associada é dada

bo

or —.

Com efeito, calcularemos primeiro 7% que é dado por (2.14).

k=1

= 2 (Z Qrwir(ei) + (by — kQ)w;(e5) — (by — W)Nw;(e;) + Z Quwyi(e:) — WA —|—EQ>
k

k=1

= 2(bp — EQ — b\ + WA — WA +kQ)

= 2by — 20\

Calculando Ai por (2.13), temos:

)\i

WT 415 W(2by — 201 X) + X' (2(boS2 + by W)

S—QTF — 2(beQ + W) — Q(2by — 26, \)

200W — 20, WAF + 2b6QN" + 25, W N

26982 + 20, W — 202 + 2b; QN

200(W + QX)) by

21 (W +QX) by
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Portanto, a hipersuperficie associada é um subconjunto aberto de uma hipersuperficie

totalmente umbilica para by # 0 e totalmente geodésica para by = 0. O]

Observe que o sistema de equagoes do Teorema 2.10 contém (2.4)-(2.6).
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2.2 Transformacoes de Ribaucour para Superficies
Linear Weingarten

Nesta secao, usaremos a teoria da secao anterior para estudar as transformacoes de Rib-

aucour para superficies linear Weingarten nas formas espaciais tridimensionais.

Definicao 2.11. Uma superficie linear Weingarten em M?’(E) € uma superficie cuja

curvatura Gaussiana, K, e curvatura média, H, satisfazem a relagao

a+BH+vy(K—k)=0 (2.17)
(AL + 2%

5 e K = M)\ + k.

onde o, B ey ER, 2 —4day#0, H=—

O resultado a seguir fornece uma condicao suficiente para uma transformacao de Rib-
aucour associar uma superficie linear Weingarten a outra superficie linear Weingarten do

mesmo tipo, isto é, preservando as constantes a, 3 e 7.

Teorema 2.12. Seja M uma superficie em M?’(E), k =0,1—1 que admite um referencial
ortonormal de direcdes principais e1,es. Seja M uma superficie reqular associada a M
por uma transformagao de Ribaucour com respeito a e;. Suponha que as fungoes €2; # 0, €2

e W que satisfazem o sistema (2.4)-(2.6) satisfazem também a relag¢ao algébrica
S = 2c(af¥? + BAW +AW?), (2.18)

onde S € dado por (2.9), ¢ # 0 e a, 3 e v sdo constantes reais tais que (3* — 4ay # 0.
Entio M ¢é uma superficie linear Weingarten satisfazendo o + ﬁf] + 7([? —k)=0se e
somente se, o + BH + (K — k) = 0 vale para a surperficie M, onde K, K e H,Ef sa0
as curvaturas Gaussianas e médias de M e M respectivamente. Além disso, M ndo tem

pontos umbilicos se, e somente se, M nao tem pontos umbilicos.

Demonstracao. Introduza a seguinte notagao para o lado esquerdo da equacao algébrica
P = (a2 + BOW +yW?), (2.19)
Assim S satisfaz S = 2¢P, e segue a partir de (2.4) e (2.6) que
dS = 2cdP = 20(2anQ + QAW + W dQ + 27WdW)

= 2¢ | (20 + W) Z Quwi + (B2 + 29W) Z Qiwis
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Obtendo )
dS = 2¢) [(2a9 + BW )w; + (29W + BQ)wis] (2.20)

Portanto usando (2.19) e (2.20) temos

WdS(e;) + SUN = 2¢Q{[(2aQ + BW) — (29W + BQN]W + X' P}. (2.21)
Analogamente
SQ; — QdS(e;) = 2¢Q{ P — Q[(2aQ + W) — (29W + Q)N }. (2.22)

Por hipétese, ; # 0 para todo i, portanto a partir de (2.15), (2.21) e (2.22), conseguimos

T 200W + W2 — 292 — BONW 4+ a2\ + N BQW 4+ AN W2
B a2 + BOW + W2 — 2002 — BOW + 29QXW + SO\

(20QW + BW?2) + N (a? — yW?)
(29QW + 2N — (a2 — yW2)

Na ordem para concluir a prova, introduziremos a seguinte notagao:

L =2aQW 4+ BW?, T =a? —yW? e Q = 29QW + BO%

Entao, .
5o LA
QN —T)
Considerando I' o numerador da expressao
~ ~ - B (L+NT L+ NT (L + A'T) (L + \°T)
atBH+yK -k =e—o\on—T T oe—7) T on_T on_T
—(A\L+ )2 —
Substituindo —(+X) por H e A)\? por (K — k), obtemos

I' = T*a+BH+~(K —k)]—28T°H + L(BT +~L) — 2TH(—aQ + L)
— Q(K —k)(—aQ + 8T) + BLQH
= (T*+QL)[a+ BH +~v(K — k)] + (BT +vL — aQ)[L — 2TH — Q(K — k)].

Temos que (6T + vL — aQ) = 0. De fato:
B(a2? — yW?2) + y(2aQW + BW?) — a(29QW + BQ?) = af0? — vBW? + 2ayQW +
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YBW?2 — 20yQW — aBQ? = 0.
Portanto,
I'=(T?+QL)[a+ BH + (K — k)].
Mas segue que
52
T?+ QL= P%= 12 # 0, pois por hipotese §2; # 0.
C ~ ~ p— [
Portanto, concluimos que o — 3H +~(K —k) = 0 se, e somente se, a+SH +~v(K —k) = 0,
demonstrando a primeira parte.

Para concluir a desmonstragao observe que

oo o LENT _LNT
QN =T QX —-T
- (T? + QL) 2
- av—noe-n" )

O

O sistema (2.4), (2.5) e (2.6) com a condigao adicional (2.18) é sempre integravel
quando nos iniciamos a partir de uma superficie linear Weingarten, isto €, temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.13. Seja M uma superficie linear Weingarten em M3(k), que admite campos
de vetores principais ortonormais. Suponha que a curvatura Gaussiana e média de M

satisfazem o + BH + v(K — k) = 0. Entdo para qualquer constante ¢ # 0, o sistema de

equacoes
2
aQ = > Qu, (2.23)
i=1
2
i=1

aQ;, = Z Qjwij + {(2ca — k)Q — BeW w; + {eBQ + (2¢y — 1)W hwis, i # 5.
J
(2.25)

¢ integravel. Qualquer solugdo satisfaz (2.18) sobre um dominio simplesmente conexo U

sempre que as condicoes iniciais dadas satisfazem (2.18). Além disso, quando k = 0, ou
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k=1 coma # 0, qualquer solucdo do sistema definido sobre U € identicamente nulo

(assim S =0) ou S nao se anula.

Demonstra¢ao. Vamos considerar o ideal I gerado pelas 1-formas
2
i=1
2
¢ = dW -3 Qs
i=1
Qi = dQZ — Z ijij — {(200[ — E)Q — BCW}(UZ' — {CﬁQ + (20’7 - 1)W}wi3,i 7é j
J
Temos que
2 2
i=1 i

Por outro lado,

91' /\wi = dQZ /\wi - Zijij‘ /\wi.

J

Logo
DA Aw = > O Awi+ Y Y Qi Aw;
| = iei/\wﬁi(;jz%/\wi
ST ST
i j

Substituindo Z dQ; A w; em (2.26), obtemos

o =—=> 0 Awi+ Y Qdwj = Qudw; = = 0; Aw.
% 7 7 7

Agora calculando

2 2
=1 i
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Por outro lado,

91' A Wiz — dQl A Wiz — Z ijij A Wi3.

J

Logo pela equacao de Codazzi temos
ZdQl’/\a}ig = Z@i/\wig—i-ZZijij/\wig
i i i
= ZQZ /\wig — Zdewig.
i J

Substituindo Z dQ; A\ wiz em (2.27), obtemos

dgb = — ZQZ /\6%'3 + Zdeu)jg — ZQidu}ig = —201 /\wig.
i J i i

Agora calculando df);, obtemos
dgl = — Z(dﬂj A wij — Q]dww) — {(20& — E)wz + Cﬁwig} A\ dQ

+ {Bew; — (2ve — Dwi} AdW — [(2ca — k)Q — cBW]dw; — [cBQ + (2v¢ — 1) W]dw;s.
(2.28)

Segue da equacao de Gauss que

Zﬁj VAN Wij = Zde N Wij + Z Qk[dw;m — W3 N ws; + Ewk N wi]
J J k

— {(2ca —k)Q — cBWw; Awij — {eBQ+ (2yc — D)W wiz A wij.

Substituindo Z dS); Aw;;j na equacao (2.28) e reduzindo os termos semelhantes, obtemos
J

db; = —0; /\CUij‘{‘Qk[—Wkg/\LUgi—i—EWk/\wi] —{(2ca—k)w;i+cBuwiz yNdQ+{ Bew; — (2cy—1)wiz }AdW.

Somando e subtraindo {(2ca — k)w; +cBwis} AD, Qiw; e {Bew; — (2cy — Dwis} A, Qiwis

na equagao acima e calculando os termos semelhantes iremos obter

dO; = —0;\wij+{Bewi+(2cy—1)wiz }Ad+{ (2ca—k)wi+cBwiz } NO—2c8 (a+BH+y (K —k)w; Aw;,
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onde i # j. E visto que M é uma superficie Linear Weingarten temos que

dQZ = —Hj A wij -+ {ﬁcwi + (26’)/ — 1)&)1'3} A ¢ —+ {(200& — E)wz + Cﬁwig} NO.
E segue que [ é fechado sobre a diferencial exterior, o que implica que o sistema (2.23),
(2.24) e (2.25) ¢ integravel pelo Teorema de Frobenius.
Observamos que para qualquer solucao (2.23)- (2.25) do sistema, d(S—2cP) = 0, onde
P ¢é dado por (2.19). De fato,

2
d(S —2cP) = Z 20,;dY; + 2kQdQY + 2W AW — 4caQdQ) — 2¢5QAW — 2¢WdQ — deyW dW

=1

2
= 2 Z Q{dQ + (W — cBQ — 2eyW)wis — [(2ca — k)Q + BeW]w;}

2 2 2 2
= 2 Z Qz Z ijij =2 Z Z Qinij = 0.
i J i=1 j

para ¢ # j. Portanto, quando consideramos a condicao inicial para o ponto py tal que
(S —2cP)(po) = 0, sabemos que S = 2¢P é valido sobre um dominio conexo.

Quando k = 1 ou k = 0, suponha que S(py) = 0 para algum py € U. Segue de (2.9)
que 21,2, Q2 e W se anulam em p,. Visto que U é simplesmente conexo, a unicidade da
solucao para o sistema implica que 2 = 0y = Qy = W = 0 sobre U e portanto S = 0
sobre U. O]

Teorema 2.14. Seja M wuma surperficie linear Weingarten em MB(E),E = +1,0, sat-
isfazendo o + fH + (K — E) = 0, que admite campos de vetores ortonormais eq,es.
Suponha que M € localmente parametrizada por X : U C R? — M C W3(E) Entao
qualquer superficie linear Weingarten parametrizada em Ms(E) localmente associada a X
por uma transformacao de Ribaucour com respeito a ey, e, como no Teorema 2.12, é dada

por

- 2% 20 [
X=(1- X - — Qe; —WN 2.2
( S) S(;Z@W» (2.29)
onde Q,Q;,i=1,2, e W sao solugoes de (2.23), (2.24) e (2.25) e X ¢ definido sobre
U ={(u1,us) € U:T?>+2TQH + Q*(K — k) # 0}, (2.30)

onde T = af2? —yW? e Q = 29QW + B3QO2.



38

Demonstragao. Pelo Teorema 2.7, somente precisamos mostrar que X definido por (2.29),
sobre U , € uma superficie parametrizada em M?’(E). Visto que S = 2¢P, onde P é dado
por (2.19) e a diferencial de S é dado por (2.20). Segue de (2.5) e (2.6) que

QO 1 [
d (—) = o3 | D Qwi2cP — 2cQdP
S =
1 [ 2 2
= = > Quwi2eP = 2eQ) {209+ BW )w; + (29W + BQ)wis I
Li=1 7
1 2
Y Z Qifwi(YW? — aQ?) — wis (B + 29yWQ)].
=1

Fazendo 1; = w;(7W? — aQ?) — wi3(B0? + 29WQ), temos

0 1 &
1(5) = g o 0

Por um calculo anélogo, obtemos:

Q2 Q 2 2 2
d (§> = ;[(nyw + BOW )w; — (2yWQ + B )w;s]€2;.

Usando (2.23), (2.24) e (2.25), concluimos que

1
dXz;;méz,

onde
1 -
6 = —5(FNQX + (cP — Qf)er — Duyer + LIWN), (2.31)
- L, -
6y = 5(—]{;92(2)( + (P — Q3)es — U aer + QW N), (2.32)

sao vetores ortonormais. Portanto, X 6 uma imersdo quando n; A ny # 0, isto é, sobre o
subconjunto U dado por (2.30). De fato, fazendo T = aQ? — yW?2 e Q = 29QW + 52,

obtemos
mAn = (—Tw — Quiz) A (—Tws — Quss)
= T2(w1 A\ u)g) —+ TQ(wl N Wa3 + w13 N WQ) + QQ(wlg N w23)
= T*(w1 Aws) +2TQH (w1 Aws) + Q*(K — k) (wy A ws)
= (T? +2TQH + Q*(K — k))(wy A ws).
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Temos entdo que 7, A1y # 0 se, e somente se, T2 +2TQH + Q*(K — k) # 0. n

Observagao 2.15. A partir da prova do Teorema 2.14 sabemos que as diregoes €1, es de
X sdo dadas por (2.81) e (2.82). Além disso, suas formas duais sio

1 1
G = 0= pwilyW? = aQ?) — wig(BQ? + 2WQ)
1 .
= SO —aQ+ (B2 + 29W)N s, i = 1,2

Considerando H constante, « = —H,3 =1 e v = 0 nos Teoremas 2.12, 2.13 e 2.14,
temos os casos de curvatura média constante (cmc) H (se H = 0, é o caso de superficie
minfmas). Observe que A\! # A\? é equivalente a \' # —H e \? # —H.

Na demonstracao do Teorema 2.12 vimos que
SO — QdS(e;) = 2¢{P — Q[(2a + W) — (29W + BQ)N]}.
Paraa=—H,3=1¢e~v =0, obtemos
SQ; — QdS(e;) = 2cQ0*(\' + H).

Portanto, o fato de M néo ter pontos umbilicos com €2; # 0 implica que S€;—QdS(e;) # 0.
Podemos afirmar os seguintes corolérios, tendo em vista « = —H, 3 =1 e v = 0, sobre os

Teoremas 2.13 ¢ 2.14.

. : . -3 — .
Corolario 2.16. Seja M uma superficie em M (k) que admite campos de vetores de
direcoes principais ortonormais ey, eo. Se M € uma superficie com curvatura média con-

stante H, entdao para qualquer constante ¢ # 0 o sistema de equagoes

2
dQ = ZQM@', (2-33)
=1
2
i=1

J

€ integrdvel. Se
—k+c*—2cH > 0, (2.36)
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entdo qualquer solugcao sobre um dominio simplesmente conexo U satisfaz
S =2cQ(—HQ+ W), (2.37)

sempre que as condicdes iniciais satisfaca (2.37). Além disso, quando k = 1 ou k = 0

com H # 0, para qualquer solu¢ao nao-trivial a funcdo S nao se anula sobre U.

Demonstragao. Necessitamos exigir que ¢ # 0 também satisfaga (2.36), se nés queremos
que (2.37) seja satisfeito por uma solugao nao trivial. De fato, visto que S é dado por

(2.9), a condigao algébrica (2.37) converte a:

2
D () + EQ? + W2 = 2c(aQ? + BAW + yW?) = —2cHQO? + 2QW.

k=1

Logo, temos que

D () + (W = c)? + (k= & +2cH)Q* = 0.

k=1

Portanto, —k + ¢ — 2cH > 0. Il

Corolario 2.17. Seja M uma superficie com curvatura média constante H em MS(E)
parametrizada por X : U C R? — M C M3(E)., que admite campos de vetores de direcoes
principais ortonormais e1, eo. Entao qualquer superficie com curvatura média constante H
parametrizada em M (), localmente associada a X por uma Transformacdo de Ribaucour

como no Teorema (2.12) é dado por

- kQ 1 2
X = (1 — m) X - O HD) (; Qie; — WN) : (2.38)

onde Q,Q;,i=1,2, e W sao solugdes de (2.33), (2.34) e (2.35) com a constante ¢ # 0 e
—k+c?—2cH > 0.

A demonstragao deste coroldrio ¢ feita substituindo S dado por (2.37) na equagao
(2.29) obtida na prova do Teorema (2.14).



Capitulo 3

Aplicacoes da Transformacao de
Ribaucour

Neste capitulo apresentamos aplicagoes das transformacoes de Ribaucour nas formas es-
paciais. Aplicando os resultados do capitulo anterior ao cilindro em R3 (cf, [CFT1]), ao

toro plano em S* (cf, [WT1]) e & prima da superficie de Enneper em H? (cf, [WT2]).

3.1 Aplicacoes da Transformacao de Ribaucour no
Espaco Euclidiano

Nesta secao, aplicando a transformacao de Ribaucour ao cilindro, iremos obter uma familia

a dois parametros (¢, ) de superficies linear Weingarten associadas.

Teorema 3.1. Considere o cilindro parametrizado por
X (u1,ug) = (cos(uy),sen(us),ur), (ur,us) € R? (3.1)

1
como uma Superficie Linear Weingarten satisfazendo —3 + H+~K = 0. Uma superficie

parametrizada, X.,, € uma superficie linear Weingarten localmente associada a X por

uma transformacao de Ribaucour como no Teorema 2.14 se, e somente se, ele € dado por

S v 2(f +9)
T T g - 7

onde N € o campo de vetores normais unitdrios interno ao cilindro, ¢ # 0 e vy sao

(f,Xm + g,Xuz - gN) (32)

41
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constantes reais tais que
E(ey) =1 —c(2y+1) (3.3)

e ¢ nao sao simultaneamente positivos, e f(uy), g(ug) sdo solugoes das equagoes

f"+ef =0, (3.4)
9" +& = 0 (3.5)

com as condi¢oes iniciais satisfazendo
((f)? + (') + €97 +cf?) (u},up) = 0. (3.6)

Além disso, )A(/CV ¢ uma superficie reqular definida sobre o subconjunto de U onde
((f +9)* +299°) (f* + 22y + Dfg + 2y + 1g*) #0. (3.7)

Demonstracao. Os coeficientes da primeira forma fundamental do cilindrosao F = G =1
e ' = 0. Portanto a primeira forma fundamental do cilindro é ds? = du? + du3. Temos
que A\ =0 e A2 = —1. Na ordem para obter a transformacao de Ribaucour, precisamos

resolver o seguinte sistema de equacgoes

0 of) ow

= 07 = Qi7
que ¢é obtida a partir de (2.10), (2.11) e (2.12).
A superficie associada serd Linear Weingarten quando €y, Q9, W e  satisfazem

891 8Q2
el ~-0 “it2
o c(W ) e “

— N, 1<jAi<2 (3.8)

= (c— 1+ 2cy)W.

De fato, derivando a condigao algébrica (2.18) em relagao a u; em ambos os lados e usando
(3.8) obtemos:

o

25—+ QW (=A') = 2e(—QQ" + BU=AQ) + BWQ + 29(= A ));
1

o

— = (-0 :

B, c(—Q+ W)

0N
O caso 0_2 = (¢—142cy)W é anal6go ao primeiro, s6 que deriva-se a condicao algébrica
Uz

(2.18) em relagao a us .
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0N 0N
Temos também que = 0, que segue do fato de —l—0e——=Q,. Portanto
Ouqus Ous Ouy
segue que €2 = f(u1)+g(us), onde f e g sdo fungdes de u; e uy respectivamente. Portanto
, ow
Q= fleQy =g. A partir de e —\'€); temos que T Qy = ¢'. Logo temos
U; Uz
W = g + a, onde a é uma constante real. Logo,
o
— = c(W-=Q);
0, ( )

f(u) = clglug) +a— (f(ur) + g(uz)).

Portanto f”(u1) + ¢f(u1) — ac = 0. Analogamente prova-se que ¢” + £(g + a) = 0.

Segue a partir destas equacoes e das expressoes de {2 e W que, sem perda de generalidade,
podemos considerar a = 0. Portanto, f e g satisfazem as equagoes (3.4) e (3.5). Além
disso, f e g devem satisfazer a condigao algébrica (condigao inicial) (2.18), que resulta em
(3.6).

Visto que a condigao (3.6) deve ser identicamente satisfeita pela solugao nao-trivial
das fungoes f e g, concluimos que as constantes ¢ # 0 e 7 sao de tal modo que ¢ e £ nao
podem ser simultaneamente positivos.

Além disso, a partir de (2.29) concluimos que a superficie linear Weingarten associada

a X é dada por (3.2). Com efeito, vimos que

S = 2c(aQ? + AW +yW?)
1
S = 2 (—Q(f +9)" +(f+9)g+ 792>
= —cf?+cg® + 2cvg?

= 2y+1Dg* - 1.

Temos também que
2
Xy Xy
SRICANEN
; a a2
= f/Xm + g/Xuz'

Portanto, substituindo as duas expressoes obtidas acima na equagao (2.29) e considerando
k = 0 por estarmos no espaco Euclidiano, obtemos a equacio (3.2).

Agora, iremos obter o dominio onde X ¢é uma superficie regular. Pelo Teorema 2.14
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sabemos que X é uma superficie regular sobre um subconjunto U se T? + 2TQH +

QYK — k) #0, onde T = a2 —yW? e Q = 29QW + 392, No nosso caso, como K = 0
1

e H= 5 © dominio é dado por T(T + @) # 0. Logo

T(T+Q) = (=(f+9)°—2v9") (=(f +9)> = 27> + 47 fg + 4vg° + 2(f + 9)°)
= (-(f+9°=2v9") (P + g +2fg+ 279>+ 47[9)
= ((f+9*+290%) (FP+22y+ D fg+ (27 +1)g%) #0.

]

A familia da superficies linear Weingarten dado por (3.2) inclui o cilindro. De fato, se
escolhermos as condicoes iniciais tais que f =0, g # 0 para £ < 0ou f # 0, g = 0 para
¢ < 0, conseguimos uma reparametrizacao do cilindro.

Agora introduziremos uma notagao, que sera 1til no resultado seguinte. Uma rotagao

de um angulo # no plano zy de R? serd denotada por

cosf) —senf 0
Ry= | senf cosf 0 |. (3.9)
0 0 1

Denotamos por Ty a translacao definida por
T5(w,y, 2) = (z,y, 2 +0). (3.10)

Teorema 3.2. Considere uma Superficie Linear Weingarten associdada ao cilindro e
parametrizada por (3.2). Ezcluindo o cilindro:
i) Se ¢€ >0, entdo qualquer surpeficie Xcv tem curvas de singularidades.
ii) Se c€ < 0 entdo, por movimentos rigidos de R?, a superficie ch ¢ determinada pelas
fungoes

f = &a Ly sen(v/cuy) g = cosh(/|€]us) sec>0,£ <0 (3.11)

c
f = cosh(y/]cluy) g = 62\/gsen(\/§u2) sec<0,§>0 (3.12)

onde €1 = £1, ¢ # 0 e vy sdo numeros reais e {(c,y) € definido por (3.3).
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Demonstracao. Pela resolugao das equagoes diferenciais (3.4) e (3.5), observamos que as

fungoes f e g da familia de superficie descrita por (3.2) sao dadas por

f= ay cos(y/cuq) + by sen(y/cuy) se ¢ > 0,
~ | aicosh(y/|clur) + by senh(y/|c|u;) se ¢ <0,

AoUo + b2 s€ 5 = Oa
g =21 agcosh(y/|€[uz) + by senh(y/]€]ug) se € <0,
as cos(v/Euy) + by sen(v/Euy) se £ >0,

onde as contantes satisfazem a relacao algébrica dada por (3.6),

ag=by=ay=0 sec>0e&=0,

c(b] —al)—a3=0 sec<0e&=0,

c(bl +a})+&(a3—b03) =0 sec>0e <0,
c(b? —al) —€(a3 —b3) =0 sec<0e& <0,
c(b] —af) —&(a3+13) =0 sec<0e>0.

Demonstraremos a primeira relacao sendo as outras analogas. Temos que

/= —apv/csen(y/cuy) + byy/ccos(v/cu) se ¢ > 0,
| ary/|e| senh(y/|c|uy) + bi+/|c| cosh(y/]clur) se ¢ < 0,

as se £ =0,
g =13 as\/|€senh(~/]€]ua) + ba/]€] cosh(y/]€]us) se & < 0,
—agv/Esen(v/Euy) + bay/E cos(v/Euy) se £ > 0.

Pela relacao (3.6), obtemos:

[—a1v/esen(y/cuy) + biv/ccos(v/eu))? + a3 + clay cos(v/euy) + by sen(yeuy))? = 0,
ajclsen?(v/cuy) + cos®(veup )] + biclsen?(vewy) + cos*(Veur )] + a5 = 0.

Portanto temos que c(a? + b?) + a3 = 0. Como ¢ > 0, obtemos a relagao algebrica dada

pora; =b; =a;=0sec>0e&=0.
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Se ¢ > 0e & =0, entao a superficie X reduz ao cilindro. De fato, pois f =0eg=10by e

teremos por (3.2) que

S v 2(f +9)
S [y o7

= X+

(f,Xm + g,Xuz - gN)

c(2y + 1)N
2 2
= (COS(UZ) — m cos(uz), sen(ug) — m Sen(uz),ul)

= (pcos(uz), psen(uz),u1).

2
d = 1——
Onde p ( c(2y+1)

Sec < 0ef =0, existem curvas em R? onde (3.7) se anulam. Se c€ > 0, pelo Teorema

). Logo, X é um cilindro.

3.1 ¢ e £(¢,y) ndo podem ser simultaneamente positivos, entdao ¢ < 0 e & < 0. Neste

caso, as funcoes f e g sao dadas como acima, v < - existem quatro curvas sobre R?

determinadas por (3.7) onde X ndo é regular. De fato, por (3.7), as quatro curvas que se

anulam sao dadas por

fH9xVv2hg=0, [+ 2y+1)g+v2v(27+1)g=0.

Sec > 0e & < 0, entao escolhendo a; = by = 0, temos by = +as, f = 0e g =
as exp(£+/[€|usz) e a superficie X se reduz a uma reparametrizacao do cilindro. De fato,

por (3.2) temos

~ 2 ;

X, = X— m(g Xuy, — gN)

B 2(a2\/Eexp(j:\/Eu2)X 2
(27 + 1) exp(£+/[€]us) P2y + )

2
= X- ﬁ& €1 X, — N).

onde na ultima equagao usamos o fato de £(¢,y) = 1 — ¢(2y + 1). Substituindo X e N

por suas respectivas coordenadas obtemos que X é dado por

X - ( (1 - 12?) cos (1) — %_g(i\/m sen(us)), (1 - &) sen(u)
- eV eos(u). )
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bastando mostrar que a reparametrizacao acima é um cilindro. Com efeito, verifica-se

(2 (gesm) -

facilmente que

Logo, fazendo
2 2
cos(Y) = (1 - 1—_§> . sen(Y) = <—ﬁ<i\/@) .
Portanto,

X = (cos(Y)cos(ug) —sen(Y)sen(us), cos(Y) sen(uz) + sen(Y) cos(uz), uy)
= (cos(Y + ug),sen(Y + ug),u).

que implica que X 6 um cilindro.

Portanto, excluindo o cilindro, podemos assumir que a} + b? # 0 e

f=e |%| sen(A + v/cuy), g = cosh(B + v/|€[us).

De fato, temos que
f = ay cos(v/cuy) + by sen(v/cuy ),

e dividindo e multiplicando a equagao acima por y/a? + b}, obtemos

ay bl
=1/a? 4+ b? | ————= cos(\/cu;) + ———=sen(\/cu;) | .
f 1 1 <\/m (\/_ 1) \/m (\/_ 1))
E como
2 ) 2
L S I (N S R
N JZL B
Fazendo
aq bl
sen(A) = | — |, cos(A) = | — | .
) (m) ) <m>
Temos

f = y/a? + b} (sen(A) cos(v/eur) + cos(A) sen(v/cuy))

= \/a? + b2 (sen(A + Veuy)) .
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Como a — b3 # 0, analogamente obtemos que

g = /a3 —b3cosh(B + +/||us).

Como as constantes \/a? + b? e \/a? — b3 ndo alteram as parametrizagoes de )?cw assum-
imos que y/a3 — b3 = 1 e calculando +/a? + b7 na condigao algebrica (3.6), temos que

(a3 4+ b})c = —¢, obtendo portanto que y/a? + b = 14/ @ Logo obtemos
c

f=e |%| sen(A + v/cuy), g = cosh(B + \/Eug)

Analogamente, se ¢ < 0 e £ > 0, entao excluindo o cilindro, podemos assumir /a3 — b3 #

0 e assim
f = cosh(A 4+ /|clus), g= 52\/gsen(B + V/€uy).

Agora concluimos a demonstracao do teorema observando que as constantes A e B, sem
perda de generalidade, podemos considera-las nulas. Podemos verificar que as superficies
com diferentes valores de A e B sdo congruentes por movimentos rigidos em R3. De fato,

usando a notagao X.,4p para superficies X, com valores fixados A e B, temos

chAB =R_sB ~c*yOO oh+T 4
NG

Vel

A B
onde h(uy,uy) = (ul + —,us + —) R, T sao a rotagao e translacao dado por (3.9)

Vid ™ Vi

e (3.10). Logo, visto que a rotagdo é uma transformagao linear temos que

= 2

Ko = Bg o X0 - oot (PR o X0

+ g’R_L OXU2(h)—gR_BON(h)) +T a4 .
€l Vel e
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= (o (g (e B e (e )
|

= <cos<m+£—i) sen(m—i—ﬁ——i) uy + A )
Ve Vi) ve Vi) ]

— <COS(U2)7 sen(uz), u1 + i)

¢l

Anlagamente, temos que

Ro Xy, (h) = (0707 1) = Xus,
Ro X,,(h) = (—sen(uy),cos(us),0) = X,,,
RoN(h) = (—cos(uz),—sen(uy),0) = N.

Portanto, temos

R 5 oX(h) = (COS(UQ),sen(u2),u1+ %)

2(f +9)
c[(2y +1)g* — f?]

Fazendo a translacao 7' _a_ na tultima coordenda na equacao acima, obtemos que

Vel

(f,Xul + g/Xu2 - gN)

R,£ Nc'yOO oh+ Tfi = )?C’W
e A

mostrando que as surperficies com diferente valores de A, B sdo congruentes por movi-

mentos rigidos. O]

Pode-se mostrar que a superficie regular )N(w, dada pelo teorema anterior é completa.
Além disso, os parametros pertencem a uma regiao constituida por duas componentes
conexas de R%2. Uma destas componentes contém curvas que fornecem surpeficies com
n-bolhas que sao 1-periddicas, tendo género zero e dois fins de indice geométrico finito.

Pode-se mostrar também que sua curvatura total é nula, enquanto a curvatura total
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absoluta ¢ 8mn. A demonstrancao destes fatos podem ser encontradas em [CFT1].
Agora, descreveremos uma familia a um parametro de superficies com curvatura média
constante H = 3 obtida a partir do cilindro por uma transformacao de Ribaucour. A
superficie estd contida na classe de superficies linear Weingarten descritas no Teorema
3.1, onde restrigimos v = 0. Estas superficies podem ser obtidas diretamente a partir do

cilindro pela aplicacao da transformacao de Ribaucour como nos Corolarios 2.16 e 2.17.

Corolario 3.3. FEzxcluindo o cilindro, qualquer superficie parametrizada com curvatura
. 1 . .
média constante H = 3 localmente associdada ao cilindro por uma transformacao de

Ribaucour como no Teorema 3.1 é dada, a menos de um movimento rigido de R, por

Xe= X+ ﬁ(f’xm +9'X., = gN) (3.13)

onde N € o campo de vetores normais interno ao cilindro parametrizado por (3.1), ¢ é

uma constante real tal que ¢ < 0 ou ¢ > 1, e as fungoes f(uy) e g(uz) sdo dadas por

c—1

f = a sen(v/cuy) e g = cosh(vc — lug) sec>1, (3.14)

f = cosh(y/|c|uy) e g =¢ |C| sen(v'1 — cug) sec <0, (3.15)

1—c

onde g; = 1.

Demonstrag¢ao. Considerando v = 0 em (3.2)-(3.6), conseguimos o lado direito de (3.13),

onde f e g sao solucoes de
f"+ecf =0, "+ (1—¢)g=0 (3.16)
e as condigoes iniciais de f e g devem satisfazer

() + () + (1= 0)g”* + cf?) (uf, uz) = 0. (3.17)

Além disso, visto que esta ultima condicao pode ser identificamente satisfeita por solucoes
nao triviais das fungoes f e g, concluimos que a constante ¢ # 0 é tal que ¢(1 — ¢) < 0,
pois ¢ e 1 — ¢ nao podem ser simultaneamente positivos, assim temos ¢ < 0 ou ¢ > 1.
Portanto quando ¢ = 1, segue de (3.17) que g = by onde by # 0 é uma constante real e

f =0. Neste caso X reduz ao cilindro e portanto ¢ # 1.
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A partir de (3.3) temos que £ = 1 — ¢. Portanto usando o Teorema 3.2, concluimos
que se ¢ > 1 entao (3.11) se reduz a (3.14) e se ¢ < 0 entdo (3.12) se reduz a (3.15),

concluindo a demonstracao do corolario. O
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3.2 Aplicagcoes da Transformacao de Ribaucour na
Esfera

Nesta secao, construiremos uma familia de superficies com curvatura média constante
localmente associadas ao toro plano S? utilizando a transformacao de Ribaucour como no

Teorema 2.14. Como caso especial, obtemos uma nova familia de superficie minimas em

S3.
Teorema 3.4. Considere o toro T? parametrizado por
X (uy,us) = (e1cos(uy), cp sen(uy), ca cos(us), ca sen(us)), (ur,us) € R2. (3.18)

como uma superficie de curvatura média constante H, onde ¢y, co sao constantes positivas

satisfazendo
1
4c=1, e H:—(%—ﬁ>. (3.19)

2 C1 Co
Uma superficie parametrizada X, € uma superficie de curvatura média constante H local-
mente associada a X por uma transformacdao de Ribaucour como no Coroldrio 2.17 se, e

Ccy Co =, 1 C2
somente se, c € | —o0o,—— | U |—,00 | e X, € um toro sece€ ¢ ——,— p ou

Co 1 e’ ¢
~ 2c1co(3 f — c3g) plete 1, ,
X.=(1- X — X —9Xu,) — N
(- ) Y g (e N 0
(3.20)
onde
N = (—cycos(uy), —cosen(uy ), ¢1 cos(uz), c1 sen(us)), (3.21)
e f(uy) e g(ug) sao solugioes das equagoes
1" €1 " C2
f—i—(l—c—)f:(), g—i—(l—i—c—)g:O, (3.22)
Co &1

satisfazendo a condi¢ao inicial

1f’2+ ! ’2+1 = f2+1 14 ¢2) 2| Wl ud) =0 (3.23)
— — S (1—=c— — c— ul,ug) = 0. .
Co clg 3 o c 1 g 12

Além disso, X, € uma superficie reqular definida sobre

U = {(ul,m) < R2

8]

— flu) — Z—ig(uQ) # 0} : (3.24)

C2
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Demonstra¢ao. Como X é dado por (3.18), temos que

dX = (—cysen(uy)duy,cy cos(uy)duy, —co sen(ug)dug, ¢ cos(ug)dus)
= (—sen(uy),cos(uy),0,0)ciduy + (0,0, —sen(us), cos(usz))cadus.

X, Xy

— ey = — ¢4 = X e calculando
X (Xl

Fixando e; =

€3 = ( — cgcos(uy), —cosen(uy ), ¢1 cos(uz), ¢ sen(ug))

para que {ey, €9, €3, €4} seja um referencial ortonormal de T?, temos que o vetor unitério

normal do Toro é dado por (3.21). A primeira forma fundamental é
ds® =< dX,,dX, >= cidu] + c3du3, (3.25)

implicando que w; = ¢1duy e wy = codus.

A segunda forma fundamental é dada por
Il = cico(duf — du3). (3.26)
De fato, pois Il = wiwi3 + wawss, €

de; = (—cos(ur),—sen(u;),0,0)dus,
de; = (0,0, — cos(us), —sen(us)) dus,

des = ( — cgsen(uy )duy, —cg cos(uy )duy, ¢ sen(ug)dusg, ¢ cos(ug)dug).
Donde
W = < d€1, ey >= 0.
wiz = < d€1, €3 >= coduy.
woz = < deg, €3 >= _Cldu2.

Portanto, obtemos (3.26).

Segue que as curvas coordendas de T? sdo linhas de curvaturas e que
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Portanto, T? tem curvatura Gaussiana nula e a curvatura média de T? ¢ dado por (3.19).
Visto que S = 2c¢Q(—HQ + W), temos pelo Corolério 2.16 que

2
S () (W = Q) + (F — & + 2¢H)Q? = 0.
k=1
o que implica em 1 — ¢ + 2cH < 0, isto ¢, ¢ > 2 ouc < _ 9 Assim se ¢ € (—2, @>,
€1 C2 Ccy €1

X, nao existe.

Co 1
de Ribaucour, precisamos resolver o seguinte sistema de equagoes diferenciais obtidas a

partir de (2.4), (2.5) e (2.6):
08,

c c
Suponha agora que ¢ € (—oo, ——1) U <—2, oo). Na ordem para obter a transformacao

= 0 s 3.27
P, N (3.27)
Q
gw = ¢, i=1,2. (3.28)
8U1 &
ow
8_u2 = —¢19s. (3.30)

com a condicao algébrica adicional

() + () + Q% + W2 = 2cQ(—HQ + W). (3.31)
2
A partir de (3.27) e (3.29) sabemos que = 0 que implica que
8u1u2
W = f(u1) + g(u2), (3.32)

onde f e g sao funcoes de u; e uy respectivamente.

Tomando a derivada de (3.31) em relacao a u; e usando o sistema de equagoes acima,

conseguimos
o0 ow 01} 01} ow 09}
20— +2W 2€) -2 W—-—H)+2Q| ——H—| = 0
By W ga T B 2, )+ 2 (aul am) :
Q)
Ql% + WCQQl + 90191 — clelW + clelHQ — CQCQQl + CHQClﬂl = 0;
Uy
o
— + W+ (14 2cH)e1Q — cai W — ¢ = 0. (3.33)

8u1
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Analogamente, sé que derivando (3.31) em relacao a up conseguimos

o2
(9_u2 — W4 (14 2cH) o) — ccoW + cc12 = 0. (3.34)
2
As equagdes (3.29) e (3.30) implicam em
1ow 1 1 oW 1
G =——==f Q=———=——¢ 3.35
! Co aul Cgf ’ 2 C1 0u2 Clg ( )
) o2 1 o0 1
1 " 2 "
L =4 3.36
8u1 Cgf 8U2 Clg ( )

Por outro lado, multiplicando as equagoes (3.33) e (3.34) por ¢; e ¢y respectivamente,

somando ambas as equacoes e usando o fato que ¢? + ¢3 = 1 deduzimos que

o 082y

—_— —+ (1 +2cH)Q —cW =0. 3.37
Clau1+028u2+(+c ) —c (3.37)
Por um calculo anédlogo obtemos
o)y 02y
— —c=— Q2+ W =0. 3.38
< (9?,61 “ 8u2 Git ( )

Isolando € em (3.37) e (3.38) temos

Q = (_Cl%_cg%‘f‘CW)( L

ouy Ous 1+—26H)
QO = (02?9_211 — clg—ii —{—W) %
Eliminando €2 a partir das equagoes acima obtemos
cey 2211 + 6622222 + (14 2cH — AW
(1 + 2¢H) (022—211 - Cl%) 0. (3.39)

Substituindo W = f + g e (3.36) na equag@o acima, temos

1 1 , 1
CcC1 (_f//) +cco (—_g//) +(1+2CH—02)(f—|—g)—|—(1—|—20H) (CZ—f” o — _g,,) —0.

Co Ccq o o
Portanto,

<(1+20H) +c 1) f (1 +2cH) =) f

c
C2

— <cc—1 -1+ 2cH)> g"+ (= (1+2cH))g =d. (3.40)

C2
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onde d é constante.

A partir do Coroldrio 2.16 sabemos que 1 + 2cH — ¢? < 0. Segue de (3.40) que

. d d
s I LA 341
I=l—Tmm—e 979" T _e (3-41)

onde fve g sao solugoes de (3.22), respectivamente. De fato, vamos denotar o = ((1 +2cH) + cﬁ>
€2

~ d
e = ((1 +2cH) — 02). Logo, por (3.40) temos af” + 3f = d e como f = f — 3 obtemos

af "+ Bf =af" +Bf —d=0.
5]

Portanto af” + 6]?: 0 que é equivalente a f” + —]7: 0. Portanto para fser solucao de
a

c
(3.22) basta mostrar que h — 1 — ¢—. Com efeito, temos
(6] Co

o= ((1+2cH)+cﬁ) :1+c(c—2—ﬁ>+cﬁ:q+ccg.

C2 C1 C2 C2 1

Analogamente, temos

c1Co + ccg — cc% — 020102

0=

C1C2
Portanto temos

B c10o + cci — cct — Feien\ o1 + coy

E N ( C1Co ) C1
CICR S _caentee) !
 caetcedd cfercen) cy

Analogamente, g é solucao de (3.22).

Agora temos que

~ 1~ 1
W:f+g:f+g, Ql = —fl, QQ = ——g,. (342)
€2 €1
A partir de (3.32), (3.36), (3.38) podemos calcular €.
1/ 09 o0 1 1 1
Q= (ot tW ) == co—f"+ta—g"+f+yg

c ouy Ous c C 1
1 1~ o =~

= "+ +frg)=—(f"+5" +[+9) (3.43)
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Assim, a partir da expressao de )?C, podemos supor, sem perda de generalidade, que d = 0.

Usando (3.22) encontramos
0= (fﬂ - gc—2) . (3.44)
Co C1

Segue do Corolario 2.17 que X, é dado por

~ Q 1 2
X:<1—m)x’—m<;mei—w1\7>.

Mas,

0 AL —_(2f — i)

Co C1 C1Co

c — N c2 C1 C2 B C% C%
N T [CR ) RE 5

2 —
C1C2 (Cl 029) _ 20102(]6‘3% - QC%)

e (fd g Udrod)

Analogamente temos que
1 2c3c2
=2 (3.45)
(W—=HQ)  (fcl +9c3)

Observe que:

2

1 1
ZQiei = Qe + Qyey = C—f’(el) — C—g'(eg)
i1

2 1

1 !
— (X, — g X.).
Clcz(f L — 9 Xu,)

Portanto substituindo a equagao obtida acima e usando (3.45) e (3.32) concluimos que
X, ¢ dado por (3.20).

Substituindo (3.32), (3.35) e (3.44) em (3.31), obtemos (3.23). De fato, calculando o lado
esquerdo da igualdade de (3.31) temos

() + () + Q2+ W = (if/)Z(
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Por outro lado,

2:Q(~HQ+ W) = Kf——g )<f+g>—§(9—c—1) (§f2—2fg+§gzﬂ

C1 C2

e 2 2
= fic—= (1 - > g’c (1 + )
Co 2 C1 1

Igualando os dois lados obtidos acima conseguimos

L, ? L, ? C% 2 2 C1 C% 2 C2
—f + —g + 1+—2 f—fC— + 1+—2 g+gc =
Co C1 c5 Co 1 C1
1 \? 1 \° 1 1 c
<—f’> + (—g') + = (1 — c—) 2+ = (1 +c—2) g
Co C1 02 Co 1 C1

que é a equagao (3.23). A partir do Teorema 2.14, sabemos que X, é definido sobre
U={(u,u) € U:T*+2TQH + Q*(K — 1) # 0}. Visto que a = —H, f =1¢ vy =0,
temos que T'= —HO? e Q = Q2. Logo

T? +2TQH + Q*(K — 1) = H*Q* = 2Q'H* — Q% = O*(—O?H? — 1) # 0,

que implica em ) # 0. Portanto temos que U é dado por (3.24).

. ‘ C1 C2 ~ Ty
Se 1+ 2cH —c® =0, isto é, c = —— ou ¢ = —, entao X, é um toro. De fato, vamos
Co C1
. . C1 . .
considerar primeiro o caso que ¢ = ——. Segue de (3.40) que g” = 0, pois verifica-se
C2

facilmente que ¢ — (1 + 2cH) = 0. Deste modo
g(ug) = aus + b. (3.46)

onde a e b s@o constantes. A partir de (3.35) temos

L DV
aUQ &1 C1
Sabemos que
QO =(u) - %auQ +b, beR. (3.47)
1
o« , 1 =
Usando —f = = {"(uy), temos l(uy) = — f(u1) + d, que fornece
o oy C2

Q=) - Zaus + b+ d). (3.48)

C2 C1
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Assim, a partir de (3.36), (3.38) e (3.48), obtemos

A f g+ (ﬁf(ul)—gaurl—(gjt@) =0,
Ccy \ C c1

2 \ C2
que implica que

2
[+ 2f+au2+b+ 2f—auQ+ (b+d)—0

Portanto,
f"+i2 = AG+d) —b=d.
Logo

f—blcos( >+bgsen( )+02d1
Co Co

De (3.50) temos que (b + d) = —%(b +dy). Logo
1

Q = —f( D) = Zauy + (b + d)

C1

= C—2f - 0—1(9 + d1).

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

Portanto, ) satisfaz (3.27). Por outro lado, deduzimos a partir da condi¢ao algébrica

1
(2.37) que a = by = by = 0. Com efeito, segue de (3.35) que Qy = ——¢' =
C1

g = auz + b. Calculando S e usando a equagao (3.52), temos

S o= (D)’ + (L) ++W?

51

2 2 2 2
1
f’) +(——a> + [P+ 2fg+ g7 S f —2fg —2fdi +

(9°

2 a\? c? c2
+ (——) + f? (1 + —§) + ¢ <1+ _g) —2fd, + (2gd1 + d?).

1 .
——a, pols
&1
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Além disso,

1
20(W — HQ) = 2cQ(f+g—§(?—%>Q)
1 2
J .9 d c ct

— 2Ll T a

¢ (2+2 2+2c§( g+d)+ 2c§f

02 C2 C
S A TR ORI RAR: VESITAYS

2 C2
+ 92 + gd1 — gdl d2 C ( + dl) —Zf(g + dl)
1 15

‘i G 2, G
— —% (1+—%)+22fd + g2 —d+ %(g—kdl).

Igualando S = 2c¢Q(W — HSY), obtemos:
1 2 2 1 2 2 2
Co c1 s c3 & &
_ 54 % Cg 2.
¢ 51 01
1.\’ 2 1 1
(—f’) + (—ﬁ) + f2 ( ) —2fd, ( ) &2 =0;
Co C1 02 2
1.\° 2 1
()« (2 ()
Cy C1 G5
Substituindo f dado por (3.51) na tltima equagao conseguimos
1 Uy Uy 2 a\?
— | —bisen | — | +bacos | — + | ——
(65 Co Co C1
1 (751 Uy 2
+ = (bicos| — ) +bysen | — =0.
(65 Cy (&)

Uy - .
— ] nao se anulam simultane-
C2

amente, s6 podemos ter a = b; = by = 0. Este fato nos fornece que f = c3d; e g = b.

- - Uy
Portanto, como ¢y, ¢y sao nao nulos e o sen (—) e cos (
C2

Assim, por (3.32) e (3.52) implica que
W = c3d, + b, Q=——=d — —b.
Portanto, obtemos

X, = (ry cos(uq), r sen(uy ), ro cos(us), o sen(us)), (3.53)
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onde

ri = <1 — ﬁ) ¢+ (—1)1%, i 7 7, (3.54)

sao constantes. De fato, calculando

- Q 1 2
Xe = (1_ c(W—HQ))X_ (W — HQ) (;Qiei_WN>’

onde X e N sao dados por (3.18) e (3.21) respectivamente. Como f" = ¢’ = 0, segue que

Z Qe; = (f'Xu, — ¢’ Xu,) = 0. Para facilitar os cdlculos vamos denotar
0102

p:(l‘ﬁ)’ =

Logo

X, = pX—7N

p(c1 cos(uy), ¢ sen(uy ), co cos(us), co sen(us))

+ 7T(—cgcos(uy), —casen(uy ), ¢y cos(us), c1 sen(usg))

( pc1 — Teg) cos(uy), (pep — Teg) sen(uy), (pea + 7eq) cos(uz), (pea + 7c1) sen(ug))
= (rycos(uy),ry sen(uq), ra cos(us), ra sen(usg)).

onde ry, ry é dado por (3.54). Consequentemente, X, é um toro. Do mesmo modo,

C .
podemos provar que quando ¢ = —, X. é também um toro. O
C1

Teorema 3.5. As superficies X, obtida no Teorema anterior sao superficies de curvatura
média constante H completas contidas na esfera unitdria S*. Excluindo o Toro e a menos

de uma isometria de S*, X, ¢ dada por (5.20) onde ¢ > 2,
&1

f= (5%, /_L77 cosh(v/—nuy), g = sen(y/vuy), (3.55)

onde

n(c)zl—c%, u(c)=1+c2—2, §£1, (u1,up) € R. (3.56)
2 1
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Demonstragao. As fungoes f e g descritas por (3.20) sao dadas por

C

= aycosh(v/ —vuy) + by senh(v—rvus), sec< ——,

C2

f = ajcos(y/nuy) + by sen(y/nuq), (3.57)
9

f = aycosh(y/—nuy) + by senh(y/—nuy), (3.58)
¢

g = aycos(yv/vuy) + bysen(y/vus), sec> —.
G

onde 7 e v sado fungoes de ¢ definidas por (3.56), pois f e g sdo solugbes das equagoes
dadas por (3.22).
A partir de condigao inicial dada por (3.23) segue que as constantes a;, b;,7 = 1,2

satisfazem as seguintes condigoes:

1 1

—n(ai +b7) + Sv(a; —b3) = 0, se c < —ﬂ, (3.59)

iy(b?—cﬂ)Jri(? b)) = 0 @ 3.60
sV — 4y onaz +b3) = 0, sec > (3.60)

Provaremos a equacao (3.59), sendo (3.60) andloga. Seja

"= —aiymsen(y/nui) + biy/ncos(y/nui),
g = asV/—vsenh(v/—vuy) + byv/—v cosh(v/—vug).
Substituindo f’, ¢, f e g na condicao (3.23), obtemos

(l) 277(—a1 sen(y/muy) + by cos(y/mus))? + (C—ll) 2(—V)(a2 senh(v/—vus) + by cosh(v—vus))”

C2

1

1\? 1\?

+ (c_) n(ay cos(y/nuy) + by sen(\/ﬁul))2 + (c_) v(ay cosh(v/—vuy) + by senh(v/—rug))?* = 0
2

que implica que

1 1
gmai +b3) + C—%v(aé — b3).

. C1 ~ ~
Considere o caso ¢ < ——. Se a; = by =0, entao f e g sao dados por
(&)

f=0, g = ag(cosh(v/—vusy) £ senh(v/—vuy)). (3.61)
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A partir de (3.20) temos que

X, = (c1 cos(uy), ¢y sen(uy), co cos(ug = A), cosen(ug £ A)),

que implica que X, é um toro. De fato, por (3.61) a parametrizagao de X, dada por (3.20)

X, = (1 + 26162) 4 (—Lg’Xm - gN)

se reduz a

C cg C1C2
2 2 2c?
= (1 + ClcQ) X+ AevTox,, + 29N,
c ccy c

onde € = £1. Substituindo X e N dados por (3.18) e (3.21) respectivamente na equagao

acima e sabendo que X,, = (0,0, —cy sen(us), c2 cos(ug)) obtemos

= 2
X, = (1 + 6162) (¢1 cos(uy), ¢q sen(uy), co cos(usg), co sen(uz))
c

2 2
+ =L —v(0,0, —cg sen(ug), ca cos(ug)) + i(—02 cos(uy), —cgsen(uy ), ¢ cos(us), ¢q sen(usg))
ey c

20102

2
= (01 cos(uy ), ¢y sen(uy), co ( cos(ug) + cos(ug) + ﬂev —vsen(uy)
CCo
2¢3

2¢3 2 2
L4 COS(UQ)) , CQ< Qe sen(ug) + sen(ug) + ke ey cos(ug) + —+ sen(uQ))).

CCo C CCo CCo

Desenvolvendo a terceira coordenada da equacao acima, verificamos que ela é igual a

2 2c3 2
9% Cl) + =L —Vsen(uQ)}
c ces

= |:COS(U2) (1 +
CCo

2 2
= o |:COS(U2) (M) + ey sen(uﬂ}.

CCo CCo

ccy + 2¢1\ 2 2c 2
Agora calculando <#) + (—16 —1/) , VEmos que

CCo CCo

0203—1-40201202—1—4(:% N {40% (_ 1_00_2)] .
c2c3

Logo temos que

(M) — cos(A), (@e _y) — sen(A).

CCo
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Portanto a terceira coordenada obtida é dada por
co(cos(ug) cos(A) £ sen(ug) sen(A)) = o cos(ug £ A).

Analogamente a quarta coordenada é dada por ¢y sen(us + A), mostrando que X, é um
toro. Portanto, excluindo o toro, podemos assumir que a? + b3 # 0. Neste caso, usando
(3.58) e (3.59) podemos ver que

[ =sen(y/nui + Ay), g= (5% i,/ cosh(v/—vus + By), (3.62)
S\ =
onde
sen(A;) = S — cos(A;) = _ b
RV VT
) ob
cosh(B;) = a2 senh(B;) = 2

2 2’

2 2’
as — bs Vas —b;

e 0 = £1, de modo que das > 0. De fato, por (3.58) temos que
[ = ajcos(y/nuy) + by sen(y/nuy)
b
= \/CLQ—I—bQ(LCOS 1) + ——m—— sen(y/7u )
1 1 \/m <\/_ 1) \/m (\/_ 1)

Como
2 2
<a_) +<b_> _
temos

f = /a2 +b? <sen(A1) cos(y/nuy) + cos(A;) Sen(\/ﬁul))

= 1/ad + b¥sen(y/nus + Aj).

Como a? + b? # 0, temos por (3.59) que a3 — b3 # 0 e deste modo

g = agcosh(v/ —vug) + by senh(v/—vuy)

5@2 (51)2
= /a2 — b3 (— cosh(v/—vusg) + ————= senh(v/—vu )
2 2 \/ﬂ ( 2) \/ﬂ ( 2)

Logo,

< Sas >2_( by )2_1
Va3 =1 3-8
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Portanto

g = /a3 — 03 (COSh(Bl) cosh(v/—vuy) + senh(B;) senh(\/—_l/uz))

= /a3 — b3 cosh(v/—vuy + By).

As constantes \/a? + b2 e \/a2 — b2 nao alteram a parametrizacao X, e fazendo /a2 4 b2 =
1 e calculando /a3 — b3 em (3.59), conseguimos

1 9 9 1
C_%V(CLQ —by) = _0_377’

que implica que
/2 12 G /n
azy —bs=0—, ] —,
2 — 03 o\ =

onde podemos concluir que f e g sdo dadas por (3.62).

(65) .
Agora suponha que ¢ > —. Pelo mesmo argumento usado anteriormente, sabemos
C1

que quando ay = by = 0, X, é um toro e quando a2 + b3 # 0, temos

f= 5% v cosh(yv/—nuy + As), g = sen(v/vuy + Bs), (3.63)

1 —

IE

e 0 = +1, de modo que da; > 0.
Segue de (3.44) e da expressao de f e g que, para qualquer ¢ € (—oo, —ﬁ> U (0—2, oo) ,
Co
U =TR? onde U é dado por (3.24), isto é, X, é definido sobre todo o plano.
Observe que quando ¢ < —ﬁ, temos
Ca

X,y (ur,ug) = R(*Al -5,) 0 Xc 000 h(ug, uz),

onde

A B
h(“l)“?) - (U1+7%,u2+ \/_1—1/) )

e Ry : R* — R* é dado por

Ry 1 (01, 72,23, 24) — (21 cos(0) — 2 sen(f), 1 sen(f) + x4 cos(6),
x3c08(p) — xasen(¢), xzsen(@) + x4 cos(9)).

A demonstragao desse fato se faz analogamente como no Teorema 3.2.

;- T oy C1
Portanto, todas as superficies de curvatura média constante X, 4, p,, ¢ € (—oo, ——)
Ca
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com diferentes valores de Ay, By sao congruentes. Analogamente, as superficies com cur-
ST oy C2 . ‘
vatura média constante X, 4, p,, ¢ € | —, 00 | com diferentes valores de Ay, By também
C1
sao congruentes.

Portanto, sem perda de generalidade podemos considerar em (3.62) e (3.63)
Al == Bl - A2 - B2 - O (364)

Agora provaremos que as superficies X, e Xoy_. sao congruentes. A partir da Ob-

servacao 2.15, a métrica de )~(c ¢ dada por

C

2
—y o~ 1 ,
ds? =0 + w5 = E ﬁ[nyQ — al? + (B + 29W)QNT2 (| X, | dus ).
i=1

Onde )
a:_H:__(g_C_l)a ﬂ:177207
2 C1 Co
P =a?+ QW = —HQ? + QW.
Portanto, deduzimos de \! = —@, A = ﬁ, que
&1 Ca
20 2.3\2
ds? = —(lec ¢39c) (Adu? + cidu3) = V*(Adu? + cadul), (3.65)

(A fe+ Bge)?

onde f. e g. sdo dado por (3.62), (3.63), com (3.64). De fato,

1
ds? = mm[(ﬂ + A2 (| Xy, |duy)? + (H 4 N2 (| Xy, |dus)?).

Mas,

1/ 1
Analogamente (H + \?)? = 1 (—)

Segue de (3.45) que
1 264

(W—HQ)  (fei+gc3)
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Como |X,,| = ¢; temos

ds? = (20—%63>2 (ﬁf - 6—29)2L[62du2 + cdus)
¢ fei + gck o c 4ec3t T

(c%fc—cggc)z 252 292\ _ 12723 92 27 2
— —(sz 20 (cidui + cyduy) = 7 (cidui + csduy).
1Jc¢ 2Jc
c c
Observe que ¢ > = se, e somente se, 2H — ¢ < ——L. De fato,
C1 Co

C2 & 1
1 C2 C2

. . Co , .
é equivalente a ¢ > —. Além disso,
C1

n2H —c) = 1- (2H—c)<ﬂ)

Analogamente v(2H — ¢) = —n(c).

Co
Portanto se ¢ > —, temos
1

C4

f2H70<U/1) = gc(ﬂz), g2ch(u2) = C—%fc(ﬁl)a

onde u; = 2uQ e Uy = gul. De fato, usando as equagoes (3.62), (3.63) e (3.64) temos
C1 Co
c 2H —c
ggH,C<u2) = (SC—: % cosh (\/ —IJ(QH — C)'LLQ)
4
s& v(c) % cosh (C_2 _ (C)Uz)
e\ —n(c) & €1
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~ Co ~ ~ 1 ,
onde w; = —uy. Analogamente for_.(u;) = g.(uz), onde uy = —wu;. Portanto concluimos
C1 (&)
ad ad (&) (&1 N ..
que Xo(uy,uz) e Xog_o| —ug, —uy | tém as mesmas primeira e segunda forma fundamen-
C1 (&)

tal. Portanto, X, e Xyy_. a0 congruentes por uma isometria em S®.

o . . C2
Vamos mostrar agora que cada X, é completa. Somente precisamos considerar ¢ > —.
C1

neste caso, segue de (3.63) e (3.65) que

e — 39 cilfel = clgel >1_ 2¢39c|
A fe+ c39¢ Alfel +e3lgel A\ fel + ¢3ge|
2¢3
> 1-— > 0.

2 c2 V(C)
Gt o\ oo

Portanto, existe um r > 0 tal que w.(u1,us) > 7r,V(up,us) € R% Precisamos mostrar
que qualquer curva divergente na superficie )?C tem comprimento infinito. Tal curva é da
forma a(t) = Xo(ui(t), us(t)), onde limy_oo(u2(t) + u3(t)) = co. Podemos supor que o
é parametrizada pelo comprimento de arco, isto é (u})* + (u4)? = 1. O comprimento da

curva « é

I(a) = /000 1/)(0((25)\/6%(1/1)2 + 2 (uh)2dt > /000 min{cy, co} - rdr = oc.

Isto mostra que )N(c é completa. Il

1 . . .
Se nos Teoremas 3.4 € 3.5 ¢; = ¢5 = E, temos uma familia de surpeficies minimas

em S? localmente associada ao toro de Clifford por uma Transformacao de Ribaucour.

Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.6. Considere o toro de Clifford T? em S® parametrizado por
1
X (u1,ug) = —=(cos(uy), sen(uy), cos(uz), sen(us)), (ur,us) € R%

V2

Ezxcluindo o toro de Clifford e a menos de uma isometria de S®, uma superficie parametrizada
X., onde ¢ # 0, é uma superficie minima localmente associada ¢ X por uma Trans-

formagao de Ribaucour se, e somente se, ¢ > 1 e X, € dado por

c(f+g) c(f+9g)

+L(— cos(uy), —sen(uy), cos(us),sen(uz)),

V2

)}c: (1—Q)X—L(f’Xul —¢'X.,)
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onde

f=0 crl cosh(ve — luy), g =sen(ve+ luy),

c—1

§ = £1, (u1,us) € R% Cada superficie da familia X. € uma superficie minima completa

em S3.
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3.3 Aplicacoes da Transformacoes de Ribaucour no
Espaco Hiperbdlico

Nesta secao, aplicando a teoria da Secao 2 do Capitulo 2, construiremos uma familia
de superficies completas em H?, com curvatura média constante H = 1 (cmc-1). As
superficies encontradas sao localmente associada a prima da superficie de Enneper obtida

na tultima secao do Capitulo 1.

Teorema 3.7. Considere M a prima da superficie de Enneper em H? parametrizada por

2 246 2+6
X (uy,us) = g (’Z’T—i— cosh(uy) — uy senh(uy), 12 4+ senh(u;) (3.66)
2— |z 2> =2

—uy cosh(uy), sen(uy) — ug cos(us), cos(ug) — us sen(uz)) ,

onde z = (u1,uz) € R%. Uma superficie parametrizada X, com curvatura média constante
1 em H3 estd localmente associada a X por uma transformacdo de Ribaucour como no

Corolario 2.17 se, e somente se, excluindo a superficie M,

X, = (1 - %)X + m <WY - 22;96) (3.67)

X,
onde e; = —— e c € R"\ {0},

[ X,
= _\/Ti e i T (R(w) = w B () = Glug) + G (w2)) (3.68)
+ \{—gcb(R(ul) +Glus)),
i (Guz) = R(w))  R'(uy)
b= ¢ Ty (3.69)
Qy = UQ(R(UI)(p_ o) + G/(QUQ)a (3.70)
W= o V2(G(u2) — R(w)) .
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2v2
Yy = m(cosh(ul),senh(ul),sen(ug),—cos(uQ)), (3.72)

b = |2]*+2. (3.73)

R(uy) = sen(vVe — lug + Ay), G(ug) = 0 cosh(ve — lug + As), (3.74)
quando ¢ > 1,
R(uy) = d cosh(v/1 — cus + Bs), G(uz) = sen(v1 — cus + By), (3.75)

quando ¢ < 1, ¢ # 0, onde 6 = +1 e Ay, Ay, By e By sdo constantes, 2,1,y ¢ W

satisfazem a condicdo inicial
Q2+ Q2+ W2 = 2eQW + (2¢ — 1)Q* = 0. (3.76)

Além disso, X, € uma superficie reqular definida sobre

U= {(ul,u2) € R2HQ(Q — W)](ul, ’LL2) 7& O} (377)
Demonstragao. Segue de (1.20) que o campo de vetor unitario N de M é dado por
N=-X+4Y, (3.78)

onde X e Y sao dados por (3.67) e (3.72), respectivamente e a primeira forma fundamental

de M é dada por
2

32
Agora calcularemos a segunda forma fundamental, que é obtida a partir de

ds® =< dX,dX >= ~-(du? + du3).

II = — <dX,dN >=<dX,dX > — <dX,dY >
2

= ﬁ(duf +duz)— < dX,dY > .

Bastando calcular < dX,dY >, logo

<dX,dY >=< X, Yy, > dul+ (< Xy,, Yy, >+ < X, Y, >)durdus+ < Xy, Yy, > dus,
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onde
Xy, = g — % cosh(uy) + (MiT—i-G — 1) senh(uy), —% senh(uy)
+ (’Z|24+ 6_ 1) cosh(uy), —% sen(us), 1; COS(UQ))
V2 (uy Us Ug 2— ‘Z|2
Xy, = - (? cosh(uy), B senh(uy), b} sen(us) + ( 4 1) cos(uz),
_ % cos(ug) + <2 _4|Z‘2 - 1) SGH(UQ)),
Y, = ( ¢2 cosh(ul) + % senh(uy), — ;21 senh(up) + %ﬁ cosh(uy),
_ %sen(z@) 2;:21 cos(uQ)),
Y, = ( - 2¢7 cosh(uy), —W 2 senh(uy), _W ® sen(ugp) + %ﬁ cos(ug), % cos(uz)
+ %5 sen(uz)).

Logo, temos que

2 2¢/2 2/z]> 6
<Xu1,Yu1>=£ _\/_+\/_|z| V2
2 ¢ 2¢ 2¢
- (383
o 20 ¢
(2427 1
N 2¢ 2
1
Analogamente < X,,,,Y,, >= —5 Um calculo facil mostra que

< Xy, Yo, >+ <X, Yy, >=0.
1 1
Portanto, temos — < dX,dY >= —§du% + §du§ Logo

2
1 = ?2(du1+du2) <dX,dY >

N\ o (1,
= (-= d S+ %)
< 3 T3 )T g Ty )M
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onde ¢ é dado por (3.73). As curvas coordenadas de M sao linhas de curvaturas. Portanto,

32 42X,
€ = oy — ;
¢? ¢
W2X, W2X, . o
onde i = 1,2. Logo {e; = \/; Loeg = \/;5 } é uma base ortonormal de diregoes

principais. {w; = dus} é a base dual de {ey, e2}. As formas de conexao

id“l; Wy = —=
4v2 4v2
de M sao dadas por (1.8).

Logo, temos que

Wig =

g(\/i ¢ V2 ¢du2)

207 2ug——=du; + —2u; ——

8 TP 8 7 4y2

2
= —(—Ugdul + UldUQ).

¢

Considere \', A\? as curvaturas principais de M, entao

16 16
pet N =1+ pet (3.79)

Ou seja, M tem curvatura média constante igual a 1.

“Al=1-=

Para encontrar superficies com curvatura média constantes 1 localmente associada a
M por uma transformacao de Ribaucour com respeito as direcoes principais, precisamos

resolver o seguinte sistema obtido a partir de (2.33), (2.34) e (2.35):

2_2221 _ Qz%, (3.80)
g_izf _ Ql%a (3.81)
22 _ \/5591»7 (3.82)
(?Z _ % | (3.83)
gi: _ —Qj% _ 4;\’5/5[(20 —1)Q— W + (eQ = W), i # J, (3.84)

com a condicdo incial satisfazendo (3.76) onde, pelo Corolario 2.17 a constante ¢ nao se

anula.
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Considerando a derivada de (3.80) com respeito a u; e usando (3.81), temos

8291 aQ2 ¢u1 a ()bul
et~ e e ()
_ ¢UQ Qbul L&A oY ¢ <2¢ — Ouy 2u1)
Yo 0 Oundy, ¢?
¢U2¢u1 + an an ¢u1
= ¢? Oug uy Ouy ¢
us Pus 1 up ) 02
oyt (_ 0 ) o

Portanto, obtemos

6291 N (¢u1 B i) 891 0 ¢u2¢u1 =0. (385)

Ausduy ¢ E

A equagao (3.85) pode ser resolvida explicitamente. De fato, vamos reduzir a equagao

acima por
0?0, o)
A —BQ; =0
8u28u1 * 8’&2 ! ’
onde 5 . b b
A= (Cm_ ) B = PufPu
( ¢ Ul) ¢?
A
Temos que 8— = B. Logo
Ouz
2
0 +A8§21_ 81491:0’

3uzc9u1 8u2 6U2

o [0 0 o [0
Ous <8u1) Ouy (Afh) = Ouy (8u1 A0 >

Q
Portanto temos % + AQy = f(uq). Se €y é do tipo ; = hexp <— / Adu1> temos que

U

que implica que

o0

T L. = hy, exp ( /Adul) — Ahexp (— /Adul) = hy, exp < - /Adul) — AQq,
Uy
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o
isto é, g + AQy = hy, exp ( /Adu1>, ou seja h,, exp ( — /Adul) = f(uy). Mas

1
A= (% — —) e integrando A obtemos

¢ w
[ Adus / X

) In(uy) 1n( (uz))

= In (i) + In(g(u2)).
Uy
Portanto, temos

B, €Xp <— /Adul) — By, exp < ~In (%) - ln(g(u2))) = hy, (% : g(;)).

U 1
Logo, conseguimos que h,, ( !

E ' 9(“2)

) = f(uy) ou seja h,, = uig(uQ)f(ul). Integrando
1

a ultima equacao obtemos

h = glus) / OF (ur)duy,

onde F(uy) = f;m) E como ©y = hexp < - /Adul) conseguimos
1

U1

Ql = UQ /¢F U1 du1
¢ g(us)

- “1/¢F ).

Portanto, a solucao geral da (3.85) é dada por

Ql U1( UQ /ng (51 dul) (386)

¢

onde G(uy) = e temos que F'(u;) (respectivamente G(uz)) é uma funcdo arbitraria

1
g(us2)
de u; (respectivamente us).

Analogamente, temos que

0y = % (R(ul) + / ¢>Q(u2)du2>, (3.87)
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onde R(uy) (respectivamente Q(uz)) é uma funcao arbitraria de u; (respectivamente us).

A partir de (3.82) conseguimos

O(¢h) _ 9(¢ds)
aUQ N 8u1 ’

(3.88)
Substituindo (3.86) e (3.87) em (3.88) temos

” (G/(uz) + 2, / F(ul)dul) - (R’(ul) + 2uy / Q<u2)du2>. (3.89)
Assim,

G (us)

U2

R (uy)

Uy

) / Q1) dus —

onde d é uma constante. Sem perda de generalidade, podemos supor que d = 0.

) / Flun)du = d, (3.90)

Portanto, temos

] L

Glun) = 2 / u2( / Q(uQ)dUQ)duQ. (3.91)
R(uw) = 2 / ul( / F(ul)dul)dul. (3.92)

Usando integracao por partes as equagoes (3.91) e (3.92) resultam em

Analogamente

/ 6Q(uz)dus = %—G(m), (3.93)
/ OF (w)du; = (ZS];(:l)—R(ul).

Segue de (3.86) e (3.87) que
P = ul(G(U,Q)—R(ul))—l—%(uﬁ, (3.94)
Py = uQ(R(ul)—G(uQ))ju%(“Z). (3.95)

Integrando os dois lados da igualdade a equagao (3.94) temos

2
/qﬁQldul = <% + m) G(UQ) + gR(ul) - 2/u1R(u1)du1,
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onde m é uma constante. Derivando a equagao anterior em relacao a us, obtemos:

i/md = uj+ G’ (ug) + ua R(uy)
Oty 1aU1 = 5 m Ug U1t (U7 ),

subtraindo a equacao (3.95) com a equac@o anterior, conseguimos

2

Assim, deduzimos a partir de (3.82) que

Q = \/?5/¢Qldul+\/?§/ (ngz—aiuQ/ngldul)duQ

_ \1/_6§¢(R(u1) + G(ug)) — g(/ulR(ul)dul "‘/UQG(U/Q)duQ)- (3.97)

00 V26
aul N 8

) em relagao a uy obtemos

o0 _ o0 (§/¢Qldu1>+if(u2),

2
De fato, temos que que implica que 2 = \/?_ / &y duy + f(ug) e derivando

8_u2 8_u2 Ouy

que ¢é equivalente a

8”2 ? 3u2
Logo
2 0
f(UQ) = \/?—/ <¢QQ — —/¢Qldu1)du2,
Uz
Portanto,
Q= £/¢Q1du1 + Q/ <¢QQ - i/ngldul)duQ
8 8 8u2

Agora, temos que

Q- g ((“; + m> Glua) + %R(ul) - Q/UIR(ul)dul) + ‘/g [(“; m> R(u)

n
.\ gG(m) B Z/UQG(UQ)dUQ _ (“_% 1 m)G(u2) _ (“_5 + m) R(m)}

2 2
- \1/_6§¢(R(u1> + G(u2)) = \/TE(/UIR(u1>dU1 + /U2G(U2)dﬂ2

N—



78

Vamos considerar a notacdo A = —\'Q,¢, B = —\2,¢, entdo

/Adu1 = /)\ ¢ = /(1— —) | éduy

= (2 +m>G(u2)+ 8(G(“2)¢ R(u))

+ % —2/u1R(u1)du1,

e obtemos que

0 2 , 8(¢pG" — 2us(G — R
a—ug/Adul:<%+m>G(u2)+mR+ (¢ ¢22( )),
concluindo que
0 u3 ,
U9 2
De fato,
0 16 0
16 G’ 0
= (1 + E) (UQ(R(U1) - G(Uz)) + ¢ Q(UQ)) — 8’&2 /Adw
2
— ((b 2“1 — m) G,(UQ) — U,QG(UQ)
uj :
1
Deste modo, obtemos de (3.83) que ow = —m = QA. Logo W = @ /Aduﬁ-
Ouy 8 8 8
f(ug), portanto
oW V2 9
6_u2 = 3 8u2 /Adu1 + —f(UQ)

2 py = V(5L [ aa).

Flus) = g/ (B - %/Adul)dUQ.

que dara
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Logo,

W:?[/Aduﬁ/(t}—% Adul)dugl.

Agora calculando W temos que

W= \/g{ (“21 + m) Gug) + 8(G<“2>¢_ R(w)) d)R;ul)

— 2/u1R(u1)du1 +/ {(1 + u; —m)G' (ug) — UQG(UQ)} du2}
- @{ (ul n m) Glus) + 8(Cluz) = R(w)) ¢R(u1)

8 2 ¢
~ 9 / s Run)duy + Clus) — mC(us) + 22 U ) — 2 / e dug}
_ v2(¢ WQ; Bw)) | g{gG(ug) 2/u1R wn)duy —2/u2G(u2)du2}
_ \/_( (W; R(uy ))+Q

Verifica-se que as fungoes 4, 2, 2 e W dadas por (3.94), (3.95), (3.97) e (3.71) satisfazem
o sistema de equagdes dados por (3.80)-(3.83). Vamos determinar R e G usando a condigao
(3.76).

A partir de (3.84) temos

1 891 2U2 \/§ 1 \/§ 1

——— t Q— — —(A W+ —2c—1+cA)Q2 = 0. 3.99

¢8u1+ 25 8( +¢) +8(c +cA) (3.99)

1 892 2’U1 \/§ 9 \/§ 2

—— 4+ — - —(A W+ —2c—1+cA)Q2 = 0. 3.100
Tomando a derivada de (3.94) com respeito a uy, conseguimos

o

¢— + 2uq§) = (G(u2) - R(U1)) n QSR”(Ul).

2

(3.101)

De fato, por (3.94)
o0, ((G(uz) = R(wr)) = ua R (w1)) ¢ — 2wy (wr (G (uz) — R(w))) n R'(w1)

8u1 ¢2
que implica que
o)y

Ouy = (G(u2) — R(w)) — w1 R (u1) —
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De modo andlogo, sé que derivando (3.95) com respeito a us, obtemos

o0 G"
¢—2 + 2u = (R(uy) — G(ug)) + e 2(“2). (3.102)
Somando as equagoes (3.99) e (3.100) temos que
109 109, V2
q_b@_ulJra@uQ Ql ¢ QQ¢ T<C_1)<W_Q)

Dividindo as equagoes (3.101) e (3.102) por ¢* e depois somando ambas obtemos que

1 an 1 092 2U2 R’ G"
-~ %a IO Wuiad Se Wt NN S
50u | $ous 1¢ "2 25 29

Portanto, a partir das duas equacoes obtidas anteriormente concluimos que

R+ G" \/§
o) 2
Substituindo (3.71) em (3.103), encontramos

R'+G" V2 V2(G(us) — R(wy))

Y- 1) (W - Q). (3.103)

5 = 7(0—1)(9—1— 5 — Q)
— (c— (G(UQ) - R(Ul))
= (c—1) 3 ,
que nos da
R'+(c—1)R=-G"+(c—1)G =, (3.104)

onde v é uma constante.

1% ~ v ~ ~
Observe que R = R+—— G=G+ — —, onde R e GG sao solugoes das equagoes

(c— 1)’ (c—1)
R'+(c—1)R=0, G"—(c—1)G =0.
De fato, pois
R'+(c—1)R=R'+(c—1)R—v=0.

A partir das expressoes de )A(:C, W,y e Qq, sem perda de generalidade, podemos supor

que v = 0. Assim, temos a partir de (3.104) que

R//(ul)
c—1"

G”(Ug)
c—1"

R(Ul) = — G(UQ) =
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que implica em

1
/ulR(ul)dul + /UQG<U2)dU2 = 1 (R — ulR’ -G + UQG/) +m, (3105)
onde m é uma constante. De fato, como
R’ 1
urR(uy) = —ul—(ul) /ulR(ul)dul = — /ulR"(ul)dul.
c—1 c—1
Temos
/ulR”(ul)dul = w R'(uy) — /R’(ul)dul
== ulR'(ul) - R(Ul)
Logo,

/ s R(un)duy = %(le) — R (w) + or.

Analogamente temos

/UgG(Ug)dUg = Ci 1 (—G(UQ) + UQG,(UQ)) + Co.

Adicionando as duas integrais obtidas acima, obtemos a expressao (3.105). Assim, obte-
mos a partir de (3.97) e (3.105) que

V2 V2 1 , N V2
Eqﬁ(R(ul) + G(u2)) — R (R— w1 R — G+ uG") — - (3.106)

Substituindo (3.69), (3.70), (3.71) e (3.106) na condigao algébrica (3.76), temos

O —

0 = QF+Q5+W?—2eQW + (2¢ — 1)Q?

_ l _ 2 (R/2+G,2) (G_R) w R — G’ 2_\/§ _ —c
= ¢(G R)* + 1 + 5 (R 2G') + ng(G R)(1—¢)
_ 1 , (R°+G") (G-R) N (GP =R (L—c)
= 5(G—R) + 1 + 5 (1 R — ueG") + 1
_R-OR-G) (R-C) o (G-R)
5 5 (—u R +uG) — (1 —¢) 3
G R (GP-RY(1-¢) (G—-Rym(l—c)
— i — 5 _
Portanto,
AR (- R)1-c) (1— c)m<G mEL (3.107)

4
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Vamos considerar o caso ¢ > 1. Neste caso, as funcoes R e G na superficie X, descrita

por (3.67), sao dadas por

R(uy) = aqcos(Ve— luy) + bysen(ve — luy), (3.108)
G(uz) = agcosh(ve — lug) + by senh(ve — lug),
onde ai,as, by e by sao constantes.

Substituindo (3.108) em (3.107) e simplificando, obtemos que

(c—=1)(af+b2—a2+03) (1—c)m(G— R)
1 - ¢

De fato, bastar calcular G + R” + (G? — R?)(1 — ¢). Logo
(c = 1)[( = arsen(ve — Lug) 4 by cos(Ve — lul))2 + (@ senh(ve — Lus) + by cosh(ve — 1u2))2}
— (¢ —1)[(az cosh(Ve — Lus) + by senh(ve — 1uQ)) (a1 cos(Ve — Lug) + by sen(vVe — 1u1))2]

= (c— 1)(@% + bf - a2 + bg)

= 0. (3.109)

Portanto, temos a equagao (3.109), que resulta em
ai+b=a3—byem=0. (3.110)

Assim, 2 é dado por (3.68).
Segue da Observagao 2.15, que a métrica de X, é dado por

B = B3 = (O A ) (00 M)’

- (e ) ) (2 )

- m{(m%“l)?* (‘“2%%“2)2}

= WoaE ® (du1 + du3). (3.111)

Se (a1, b1) = (0,0), entdao R e G sao dados por

R(uy) =0, G(us) = as( cosh(ve — lus) & senh(ve — 1uy)).
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A partir de (3.68), sabemos que

C —

Agora, de (3.71) temos

que implica em

2

ds? = i(dul + du3), onde 1+ = ui + (
s
¢’

3

[\]

) 2

onde (W — Q)? =

02
De fato, por (3.111), basta calcularmos

ﬁ
92:%@@ _1( Giuz\/cTG))z

Portanto

02 8 8Q? 1<¢ 1 Us )2

- - - = _Z(Zz +
W_02¢ 262 2\4 -1 Vet
1/, 4 duy \?
= 2 +
32<u1+u2+ +c—1 —0_1>

2 2
! T+ (ut 2 +2
= —lu .
32\ ! T Je—1

Sabemos que as curvaturas principais de X, sao dadas por

i (20QW + BIW?) + N1 (aQ2? — 4IW?)
C (29 + )N — (af22 — 4W2)

Logo
3o —20W + W2 - \'Q?* L+ (W — Q)2
¢ Q2 + 02 o 16
Q2 ( -1+ = e + 1>
(W —0Q)2 ¢ 1 32 1 16
= 4o 14+ o=
+ 02 8 2 + 2 + k3
Analogamente, temos que
~9 16
)\c - —1 - 7
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Combinando as curvaturas principais Al, A2 com o fato de que X, é parametrizado por

linhas de curvaturas, implica que a segunda forma fundamental de )?c ¢ dado por

II = =M\ Edu; — X2Gduy
16 ¢2 16 2
= | 1+ )V=Fdlt = —1= 2 ) 2
< +L?F)32 “1 ( L%:)32 2
1 2 1 42

— (o E a1 (= E )k

( 2+32> “1+(2+32) =
2

Ve—1

fundamentais, concluimos que X e X, sao congruentes.

Visto que X (uq,us) e X, <u1, Uy £ ) , possuem a mesma primeira e segunda formas

Portanto, excluindo a prima da superficie de Enneper, podemos supor que (a1, b;) # 0,

e neste caso, temos

R(u1) = y/a?+b¥sen(ve— lug + Ay),
G(uz) = /a2 —b30cosh(Ve — lug + Ay),

e 0 =1 ou —1 de modo que day > 0. A demonstracao desse fato se faz analogamente
como no Teorema 3.2 e 3.5.

Visto que (3.110) vale, podemos supor a partir da expressao )?C que
R(uy) = sen(vVe — 1uy + Ay), G(ug) = dcosh(vc — lug + As).

O caso ¢ < 1 é analogo e sera omitida.
Pelo Coroldrio 2.16, sabemos que 1+ ¢? — 2c > 0, isto é, ¢ # 1. A partir de (2.38) e
(3.78), concluimos que X, é dado por (3.67). De fato, temos que S = 2¢Q(W — ), logo

X, = (1+C(M/§)—_W)X—ﬁ(gﬂm—W(—X+Y))
- (”a(WQ—m‘c<WW—Q>>X+m<WY‘§;%)

— (1_%)X+M(WY—§;Q@-).
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A partir de (3.67), X, é bem definido sobre
U = {(uy,us) € R2(W — Q) (uy,us) # 0} (3.112)

A partir do Teorema 2.14, )N(c é uma superficie regular em

U= {(u,uz) € U(T?* +2TQH + Q(K + 1))(uy,uz) # 0}.

Vistoque o = —H,3=1,7=0, temos T = aQ? —yW? = -2 e Q = 29QW + Q% = Q2.
474
Temos que K = — {5] # 0. De fato,

K = XW—E:<—1+£)(—1—£>—1
__E__Fr
~ et el
U = {(u,uz) € U|[T? +2TQH + Q(K + 1)](u1, up) # 0}

= {(Ul,UQ> S U|[Q4 — 2Q4 + Q4(K+ 1)](”1,1@) 7é 0}
= {(uy,up) € U|[Q*K](uy,us) # 0}.

Logo

Portanto, concluimos que

U = {(u1,u2) € U|[QK](u1,us) # 0}.

RE
E entao segue a partir de K = — {a] #0e (3.112) que

U = {(u1,u2) € R?[[UW — Q)] (us, uz) # 0}.

Isto completa a demonstragao de Teorema 3.7 [

As superficies )?c obtidas no Teorema 3.7 para qualquer ¢ # 1,0 sao superficies regu-

lares completas definidas sobre R* — {py, k € Z}, onde

1
Pe = 1(2k7r+(5g—A1,A2), quando ¢ > 1,
C_
1(32k+67TB) doc<1
= — D1, 4R - — , quando c .
s A g

Esta demonstracao sera omitida e pode ser encontrada em [WT2].
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