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Resumo

Neste trabalho é feito um estudo da gravidade através de equacao de Einstein utili-
zando a aproximagcao pés-newtoniana, que ¢ um método de lineariza-la indicado para obje-
tos se movendo nao-relativisticamente. Mostra-se que com essa aproximacao é possivel se
construir, com os elementos independentes do tensor métrico, campos regidos por equagoes
semelhantes as de Maxwell quando fixado o gauge de Lorentz. Finalmente calculamos a
promediacao de tais campos para sistemas do tipo sistemas solares, o que nos permite a
definicao de campos efetivos em grande escala.



Abstract

In this work a study of the gravity is made using Einstein equation in the post-
Newtonian approach. This method makes the equation linear and is used to treat non-
relativistic objects. It enables us to construct, from metric-independent elements, fields
that are governed by equations similar to the Maxwell ones in Lorentz gauge. Finally we
promediate the fields for solar systems, what allows a large-scale definition for effective

fields.
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Notacao

Indices latinos como ¢, 7, k por exemplo, variam sobre os trés indices de coordenadas

espaciais, usualmente, 1,2,3 ou x,y, z.

Indices gregos como «, (3,7 entre outros correm sobre os quatro indices de espaco-

tempo num sistema de coordenadas inerciais, 0,1,2,3 ou t, x,y, 2.

Indices gregos como pu, v, A,k por exemplo correm sobre os quatro indices de um

sistema de coordenadas gerais.

Os sistemas de coordenadas inerciais sao, geralmente, representados por £ e o0s sis-

temas gerais por x*.

A métrica em um sistema de coordenadas inercial é a de Minkowski representada por

Mg cuja diagonal é —1,+1, +1,+1.

Tri-vetores cartesianos sao representados com uma seta em cima, e os tensores em

negrito.

Sera adotada a convencao de Einstein da soma, ou seja, indices repetidos indicam

uma soma implicita.

A velocidade da luz é tomada como a unidade.
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INTRODUCAO

A teoria da gravitagao tem inicio com Isaac Newton (1642-1727) quando, nos Principia
(1), ele a descreve como a causa que mantém o sol e os planetas ligados. Esse foi um
grande passo no sentido da universalizagao da fisica, pois agora ela colocava um fim no
conceito de esfera lunar aristotélical e abordava todo o universo com a mesma teoria. A
gravitacao newtoniana gerava 6timos resultados, mas um aspecto da teoria newtoniana

parecia insatisfatorio, a natureza da forca gravitacional.

Uma formulacao mais concreta desta dificuldade s6 pode ser elaborada com o advento
da relatividade especial em 1905, formulada por Albert Einstein (1879-1955). Como
resultado dessa teoria qualquer interacao sé poderia se propagar a uma velocidade inferior
ou igual a velocidade da luz, o que tornou mais aparente o problema da natureza da
gravidade, pois esta era, na teoria newtoniana, instantanea. Isto motivou Einstein a
construir uma nova teoria da gravitacao, respeitando a estrutura de relatividade especial,
a teoria da relatividade geral em 1916. FEsta teoria trazia de imediato a resposta ao

problema de Newton, a gravidade era a curvatura do espago-tempo.

Com tais explicacoes muitos fisicos abandonaram o estudo da gravitagao, até que
devido as observacoes astronomicas feitas entre as décadas de 60 a 80, como as estrelas
de néutrons e a expansao do universo, reacenderam o interesse por tal area. Diante de
inimeros dados observacionais os astrofisicos perceberam que precisavam aprimorar o

estudo da gravitacao para lidarem com os fenomenos recém observados.

Devido ao fato de que somente sao conhecidas duas interacoes de longo alcance, a
gravitacao e o eletromagnetismo, surgiu a idéia que poderia haver alguma relacao entre
ambos e a descoberta desse vinculo poderia contribuir para uma melhor compreensao da
gravidade, principalmente no sentido da quantizacao desta, ja que o eletromagnetismo é

quantizavel.

Michel Faraday (1791-1867) na metade do século XIX foi, ao que parece, o primeiro

a imaginar que a gravitacao e o eletromagnetismo teriam alguma relacao entre si. Ape-

! Aristételes dividia o universo no mundo sub-lunar(corruptivel, imperfeito) e o mundo supra-lunar
(eterno, perfeito e imutdvel).
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sar das experiéncias realizadas por Faraday terem sido de fundamental importancia para
o desenvolvimento do eletromagnetismo, ele nao conseguiu encontrar nenhuma relagao
com a gravidade. Mesmo os resultados negativos das experiéncias neste sentido nao aba-
laram a profunda convicgao de Faraday a respeito da existéncia desse vinculo. Quando
Maxwell (1831-1879) publicou o trabalho no qual demonstrava que os fendmenos elétricos e
magnéticos eram manifestacoes de um mesmo campo, o eletromagnético, surgiu a ambigao
de unificar esses fenomenos com os gravitacionais, descrito até entao pela teoria newto-
niana. Apods a reformulagao da gravidade em 1916 por Einstein as tentativas de unificar
as interacoes de longo alcance tomaram um novo rumo e em 1918 Weyl (2) publicou um
trabalho no qual propunha modificar a conexao métrica da relatividade geral por outra
na qual o campo eletromagnético estaria contido, o que, do ponto de vista matematico,
significava abandonar a geometria riemanniana. Outra tentativa de modificar a geometria
de modo a unificar as duas interagoes foi proposta por Kaluza (3) em 1921. A proposta de
Kaluza consistia em manter a geometria riemanniana, mas incluir mais uma dimensao es-
pacial, a qual ele nao associava um sentido fisico direto. O préprio Einstein convenceu-se
que deveria existir tal relagao e dedicou os ultimos anos de sua vida a busca da chamada

teoria de campo unificado.

Apesar de todas as tentativas frustradas de unificacao feitas por grandes nomes da

ciéncia persiste a crenca que tal conexao existe.

Neste trabalho mostramos mais uma face dessa relagao entre o campo gravitacional e
o eletromagnético. Nao pretendemos aqui tentar unificar os campos mais sim demonstrar
que em certas condigoes podemos construir campos gravitacionais que sao regidos por
equacoes idénticas as do eletromagnetismo, e a liberdade da teoria de Einstein recai na
liberdade da teoria de Maxwell. A fixacao de tal liberdade é quem determina que a

velocidade de propagacao da informagao ¢é a da luz.

Obteremos nesse trabalho campos médios cosmoldgicos considerando a matéria orga-
nizada em sistemas locais - tipo sistemas solares - em oposicao ao que foi feito por Fri-
edmann (4) onde se considera a matéria igualmente distribuida, e se obtém uma solugao

satisfatéria em grande escala - maior que as consideradas nesse trabalho.
Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma:

No capitulo 1 iremos fazer uma introducao as idéias da relatividade geral. Seguimos
uma linha de indagacoes e experimentos tedricos que irda nos mostrar a incompatibilidade
tedrica entre a teoria newtoniana da gravidade com o eletromagnetismo e que ird nos guiar

a uma nova teoria da gravitacao através do estudo do movimento acelerado, relacionando-
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o com a curvatura do espaco-tempo.

No capitulo 2 usaremos o guia apresentado no capitulo 1 de forma a incluir os efeitos
da gravidade na estrutura da relatividade especial, demonstrando que o potencial gravi-
tacional é o tensor métrico. Estudaremos o problema da curvatura, pois é ela quem nos
permite construir uma equacao de campo para a gravitacao, a equacao de Einstein. E
finalmente ressaltaremos a liberdade inerente a teoria, a covariancia geral, o que nos per-
mite fixar um sistema de coordenadas, de forma andloga ao eletromagnetismo que possui a
liberdade de gauge. Iremos ainda definir um sistema de coordenadas através da condicao
de coordenadas harmoénicas que nos permitirda uma grande simplificacao na linearizacao

da equacao de campo.

No terceiro capitulo apresentaremos um método para linearizar a equagao de Eins-
tein conhecida como aproximacao pds-newtoniana. Ela consiste em expandir o tensor
métrico em série de potencias da velocidade média em torno da métrica de Minkowski.
Este método ¢é interessante para estudar a trajetéria das particulas em um campo gravi-
tacional gerado por matéria nao-relativistica, onde v < 1. Escolhemos usar essa apro-
ximagao porque iremos aplicd-la a sistemas do tipo sistemas solares, onde a matéria é
nao-relativistica, o que ¢ indicado pelos bons resultados experimentais obtidos com o uso

da mecanica newtoniana.

No quarto capitulo utilizaremos os quatro elementos independentes da métrica ob-
tidos na aproximacao tomada no capitulo anterior para associa-los aos quatro termos
independentes do quadri-potencial eletromagnético A*. Mostraremos que a condicao de
coordenadas harmonicas nao satisfeita trivialmente se reduz ao gauge de Lorentz. Desta
forma definiremos os campos gravito-eletromagnéticos da mesma forma que no eletro-
magnetismo quando fixado o gauge de Lorenz. Finalmente calcularemos o campo médio
em uma distribuicao de matéria concentrada em sistema solares considerando a dimensao
destes muito menores que as dimensoes consideradas, de modo a expandi-los em multipo-
los. Desta forma poderemos definir os campos efetivos cosmoldgicos com tal distribuicao

de matéria.

Esse trabalho conta com um apéndice no qual aplicamos a aproximacao pés-newtoniana
para obtermos a métrica, em coordenadas harmonicas, para o problema de dois corpos
puntiformes fixos. Em seguida calculamos os campos gravito-eletromagnéticos para tal

distribuicao de matéria.
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1 FUNDAMENTOS DA TEORIA
DA RELATIVIDADE GERAL

Neste primeiro capitulo iremos fazer uma introdugao as idéias basicas da relatividade
geral. Iniciaremos analisando a incompatibilidade tedrica de duas teorias bem funda-
mentadas e verificadas experimentalmente, e a solucao que Einstein encontrou, em 1905,
formulando assim a teoria da relatividade especial. Porém o préprio Einstein percebeu
que esta nova teoria conflitava com outra bem estabelecida teoria, a gravitacao de Newton.
Estava ai a necessidade de uma nova teoria, a relatividade geral. Veremos os principios
e fundamentos dessa teoria, como ela conecta o movimento acelerado a gravidade e como

ela altera a geometria do espaco-tempo.

1.1 A teoria da relatividade especial

Em junho de 1905, Albert Einstein apresentou um artigo técnico aos Anais da Fisica
(5), no qual ele se defrontou com um paradoxo a respeito da luz que o fascinava desde a

adolescéncia. O paradoxo que o perturbou por 10 anos era o seguinte.

Em meados do século XIX, depois de estudar atentamente o trabalho experimental
do fisico inglés Michael Faraday, o fisico escocés James Clerk Maxwell conseguiu unificar
a eletricidade e o magnetismo por meio do campo eletromagnético. Além de unir todos os
fenomenos elétricos e magnéticos em um esquema matematico unico, a teoria de Maxwell
demonstrou - inesperadamente - que os pulsos eletromagnéticos se deslocam a uma velo-
cidade constante e imutavel, a velocidade da luz. A partir dai, Maxwell concebeu a idéia

de que a prépria luz é um tipo especifico de onda eletromagnética.

Porém a mecanica newtoniana nao privilegiava nenhum sistema inercial, sendo as
relagoes de um sistema com outro dado pelas transformacoes de Galileu. Ou seja, a

equacao de movimento - a segunda lei de Newton - possui a mesma forma quando escrita
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em termos de um novo conjunto de coordenadas do tipo
Z'= R+ 0t +d,

t'=t+r,

onde U, d e T sao quaisquer constantes reais, e R é qualquer matriz real e ortogonal. As
transformacoes acima formam um grupo de 10 parametros chamado de Grupo de Galileu

!, Uma conseqiiéncia imediata desta invariancia é a inexisténcia do movimento absoluto.

Unindo esses dois elementos estd formado o paradoxo, pois claramente a eletro-
dinamica de Maxwell nao possui a mesma invariancia, ja que a velocidade da luz independe

do referencial.

No artigo citado, Einstein propoe que as transformagoes de Galileu sejam substituidas

por outra transformacao espaco-temporal de 10 parametros, as transformacoes de Lorentz

L, -t
o (1_1}2)1/2’

g t-UE
o (1—1}2)1/2'

Estas transformacoes foram desenvolvidas e demonstradas por Lorentz(6)(7) com base no
experimento de Michelson-Morley(8) e deixam as equagdes de Maxwell e a velocidade da
luz invariantes. Como a mecanica Newtoniana nao era invariante sob o grupo de Lorentz,
Einstein teve que modificar a lei de movimento de modo a obedecer esta nova invariancia?.
Com essa mudanca Einstein mudou as concepcoes habituais de espaco e tempo, que em
1908 foi unificado por Minkowski em uma estrutura conhecida como continum quadridi-

mensional de espago-tempo(9), construindo assim a Teoria da Relatividade Especial.

1.2 Questoes levantadas pela relatividade especial

Por meio da relatividade especial, Einstein resolveu o conflito entre a mecanica de
Newton e a eletrodinamica de Maxwell. O resultado foi a alteracao da mecanica cldssica
pela mecanica relativistica, criando assim um esquema matematico capaz de descrever
todas as leis fisicas, e nao s6 as leis da mecanica, em qualquer sistema inercial. Mas

o problema se tornou o mesmo da época de Newton. Uma questao fundamental ainda

LA invaridncia das leis da mecénica & estas transformacoes é chamada de Invariancia de Galileu, ou
Principio da Relatividade de Galileu.

2A invariancia das leis da fisica & estas transformacoes é chamada de Invaridncia de Lorenz, ou Principio
da Relatividade Especial.
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nao foi resolvida: existe um sistema inercial? 3 Sabemos sobre as leis da natureza, sua
invariabilidade com respeito a transformacao de Lorentz e sua validade para todos os
sistemas inerciais movendo-se uniformemente uns em relacao aos outros. Temos as leis,

mas nao conhecemos a estrutura a qual referi-las.

Outra questao levantada pela relatividade especial é que como resultado das trans-
formacoes de Lorentz nenhum sinal pode se propagar com velocidade superior a da luz. A
interacao eletromagnética satisfaz esta condicao, entretanto ela nao é satisfeita pela des-
cricao newtoniana da gravidade. Nesta teoria um corpo exerce atragao gravitacional sobre
outro com uma intensidade determinada apenas pela massa dos objetos envolvidos e pela
distancia que os separa. Essa intensidade nao depende do tempo que os objetos fiquem
na presenca um do outro. Ou seja, se a massa ou a distancia se modificarem os objetos
sentirao instantaneamente a mudanca ocorrida na sua interacao gravitacional. Embora
faga previsoes precisas a respeito do movimento dos corpos que sofrem a influéncia da
gravidade, a gravitacao newtoniana nao oferece qualquer informacao quanto a natureza
dessa forca. Newton estava bem consciente das limitacoes de sua teoria, em suas proprias

palavras

”Que a gravidade seja algo inato, inerente e essencial a materia, de tal maneira que um
corpo possa agir sobre outro a distancia através do vacuo e sem a medicao de qualquer
outra coisa que pudesse transmitir a sua forca, é, para mim, absurdo tao grande que
nao creio que possa existir um homem capaz de pensar com competéncia em matérias

filoséficas e nele incorrer.” (1)

As duas questoes acima levantadas parecem completamente independentes, mas o
principio da equivaléncia formulado por Einstein em 1907 nos revela que estes dois pro-

blemas, o da gravidade e o dos sistemas nao-inerciais, estao intimamente ligados.

1.3 O principio da equivaléncia

O principio da equivaléncia se baseia na igualdade entre a massa gravitacional? e a

massa inercial °, vista na mecanica newtoniana como uma coincidéncia, que foi verificada,

3Esse problema foi estudado por Ernst Mach em 1880 e sua hipétese que a distribuicdo de matéria
do universo influenciaria na determinacao dos sistemas inerciais ficou conhecida como principio de Mach.
De forma que um sistema inercial seria aquele fixo no centro de massa do universo ou se movendo com
velocidade constante em relacao a este ponto.

4Massa gravitacional é a carga de forca gravitacional, como o corpo interage gravitacionalmente. Ea
massa que aparece na lei da gravitacao de Newton.

5Massa inercial é uma medida da inércia do corpo, como ele reage a uma forca. E a massa que aparece
na segunda lei de Newton.
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por Galileu, Huygens, Newton, Bessel e Eotvos (este tltimo chegando a uma precisdo
de uma parte em 109)(10). Einstein percebeu que, como conseqiiéncia, um campo gra-
vitacional externo, estatico e homogéneo nao pode ser detectado por um observador em
queda livre, pois tanto o observador quanto seus corpos de prova respondem ao campo
gravitacional com a mesma aceleracao. Isso é facil de ser provado para um sistema de
particulas, movendo com velocidades nao relativisticas sob a influéncia de forcas internas,
F (Z,— ), e um campo gravitacional externo g. A equagao de movimento para a n-ésima
particula é ,

mn% = mag+ Y F(# — Tn). (1.1)

m

Realizando uma transformagao nao galileana de coordenas espago-temporais

=/

' =7—=gt*, t =t,

DO | =

de modo que g serd cancelado por uma forca inercial, e a equacao de movimento toma a

forma
221
m %_E F(Z, — 2,
n - n m )
dt?
m
O observador original O que usa as coordenadas ¥ e t, e o observador em queda livre O’
que usa I’ e t’, ndo detectardao nenhuma diferenca nas leis da mecanica, exceto pelo fato
de que O dird que sente um campo gravitacional, enquanto O’ nao o sentira. O principio
da equivaléncia diz que esse cancelamento da for¢a gravitacional com a forga inercial sera

obtida para todos os sistemas em queda livre, sendo ou nao descritos por equagoes simples

como a (1.1).

Embora as forcas inerciais nao cancelem exatamente as forgas gravitacionais para um
sistema em queda livre em um campo gravitacional nao-homogéneo ou dependente do
tempo, podemos esperar um cancelamento aproximado se restringirmos nossa atencao
em uma pequena regiao do espaco e do tempo de modo que o campo possa ser tomado
como constante nessa regiao. Podemos, entao, formular o principio da equivaléncia da
forma: para todo ponto do espago-tempo em um campo gravitacional arbitrario é possivel
escolher um sistema local de coordenadas inerciais de modo que, na regiao infinitamente
pequena do ponto em questao, as leis da natureza tomam a mesma forma que em um

sistema cartesiano de coordenadas nao acelerado na auséncia da gravidade.

Essa descricao completa o trabalho iniciado pela relatividade especial. Através do
principio da relatividade, a teoria da relatividade especial estabelece a equivaléncia dos

pontos de vista observacionais: as leis da fisica sao idénticas para todos os observado-
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res que se movem a velocidades constantes. Mas essa é uma equivaléncia limitada pois
exclui todos os referenciais acelerados. O principio da equivaléncia mostra-nos como abar-
car todos os pontos de vista em um s6 sistema igualitario. Nao ha diferenca entre um
ponto de vista acelerado sem campo gravitacional e um ponto de vista nao acelerado com
campo gravitacional. Podemos, entao, invocar o mesmo principio e declarar que todos os
observadores, independentemente do seu estado de movimento, podem-se considerar esta-
cionarios, desde que incluam um campo gravitacional adequado na descricao do ambiente

que os envolve.

A descoberta desse vinculo profundo entre a gravidade e o movimento acelerado é
a chave para o entendimento da gravidade. A razao é que esta é misteriosa, é uma
grande forga, presente em toda a vida do cosmos, mas é fugidia e etérea. Por outro
lado, o movimento acelerado, embora mais complicado que o movimento uniforme, é
concreto e tangivel. Ao encontrar um nexo fundamental entre ambos, Einstein verificou
que poderia usar o conhecimento do movimento como um instrumento poderoso para
alcancar o conhecimento da gravidade. Para chegar a esse objetivo é necessario estabelecer
um segundo elo na cadeia que une a gravidade e o movimento acelerado: a curvatura do

espaco e do tempo, que agora vamos considerar.

1.4 A aceleracao e a curvatura do espaco-tempo

Verificaremos, agora, como os referenciais nao inerciais descrevem os eventos. Nos
concentraremos, por simplicidade, no movimento circular uniforme. Consideremos dois
observadores A e B, como mostra a figura 1, de modo que o observador A ird medir
o raio do circulo enquanto o B ird medir a circunferéncia. Quando B for fazer a sua
medida, sua régua sofrera a contracao de Lorentz, prevista pela relatividade especial. De
modo que ele obterda um resultado maior que o obtido por um observador estacionario.
Mas o mesmo nao ocorre com o observador A pois o seu instrumento de medida estara
perpendicular ao movimento, nao sofrendo a contracao de Lorentz, e obtera o mesmo valor
de um observador estacionario. De modo que a razao da circunferéncia pelo raio dara
maior que 27 para os observadores sobre o disco, ja que para o observador em repouso
é valida a geometria euclidiana. Concluimos entao que no movimento acelerado nao é
valida a geometria euclidiana, logo, pelo principio da equivaléncia, na presenca de um
campo gravitacional também nao o é. Como tal geometria sé é valida num espaco plano

a conclusao de Einstein foi que a gravidade curva o espaco.® Discutimos apenas um tipo

6Na verdade a gravidade é a curvatura do espaco-tempo.
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Figura 1: Disco Rigido em Rotacao

particular de movimento acelerado, mas Einstein mostrou que para todas as instancias

de movimento acelerado verifica-se um resultado similar: a curvatura do espaco.

A relatividade especial jé abolira o espaco e o tempo como entidades separadas, como
disse Minkowski em 1908: ”"Daqui em diante, o espago e o tempo, como categorias se-
paradas, se converterao em meras sombras, e apenas a uniao entre ambos se mantera
como conceito independente”. De modo que devemos esperar que o movimento acelerado

também curve o tempo’. Mas o que significa tempo curvo?

Para responder a essa pergunta voltemos ao exemplo acima. Agora o observador B
e o0 observador A estao munidos de relégios. O observador A ird, no sentido radial, se
dirigir a B. De acordo com a relatividade especial quanto maior for a velocidade de um
observador mais devagar o tempo passa para ele, de modo que o relégio de B anda mais
devagar que o de A, mas a medida que este se afasta do centro do circulo o ritmo do seu

relogio vai diminuindo, até que, quando encontrar B os ritmos serao iguais.

De modo que o tempo é curvo se o ritmo da sua passagem difere de um lugar para

outro.

Vemos do exemplo que quanto maior a aceleragao mais vagarosa ¢ a passagem do
tempo, ou seja, mais acentuada é a curvatura do tempo. Pelo principio da equivaléncia
concluimos que quanto mais forte for o campo gravitacional maior é a curvatura do espaco-

tempo.

"Historicamente Einstein chegou primeiro a curvatura do tempo pelo deslocamento para o vermelho
de um pulso eletromagnético em um campo gravitacional nao uniforme(11).
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2 A TEORIA DA
RELATIVIDADE GERAL

Neste capitulo iremos utilizar os fundamentos conceituais desenvolvidos no capitulo
anterior para dar forma matematica a relatividade geral. Iniciaremos incluindo os efeitos
da gravidade na estrutura formada pela relatividade especial, através do principio da
equivaléncia. Em seguida abordaremos o problema matemético da curvatura do espaco-
tempo, para desenvolver as ferramentas necessarias para a construgao de uma equagao

para o campo gravitacional, a equacao de Einstein.

2.1 Forcas gravitacionais

Para introduzirmos os efeitos da gravidade na equacao de movimento consideremos
uma particula movendo-se livremente sobre a influéncia somente de forgas gravitacionais.
De acordo com o principio da equivaléncia, num sistema em queda livre £* cuja a equacao

de movimento é dada pela relatividade especial

82&“0{
=0 2.1
87_2 ) ( )
onde d7 é o tempo proprio
dr? = —napdE®de”. (2.2)

Agora tomemos um outro sistema de coordenadas quaisquer z*. De modo que as coorde-

nadas em queda livre £~ sao fungoes de z#, e a (2.1) nos dé

s
dr \ Oxz* dt

0> d%at 0% dat dav

Ox+ dr? + OxrOx” dr dr
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Multiplicando essa expressao por dz*/9¢%, e usando a conhecida regra do produto

08 0% _ o
Oxk O
obtemos a equacao de movimento
d*a? dat dx”
0= AT 2.3
dr? Wodr dr’ (2.3)
onde Ff;u ¢ a conexao afim, definida por
A 2o
p o 0 087 (2.4)
K 0&> QxHOx”
O tempo proéprio (2.2) pode ser expresso em um sistema de coordenadas arbitrario
oc” P
2 _ S N v
A" = =g D dx S dz",
ou
dr? = —g,,datdx”, (2.5)
onde g, ¢ o tensor métrico, definido por
O£~ O¢P
Guv = naﬁ@ OV . (26)

2.2 A conexao afim I‘f;u

Comparando a equagao de movimento para um referencial com gravidade (2.3) e a
equagao para um referencial em queda livre (2.1) observamos que a conexao afim Fl’)y é
que determina a forca gravitacional, enquanto que o intervalo de tempo proprio entre dois

eventos ¢ determinado pelo tensor métrico g, .

Vamos inicialmente mostrar que g,,,, € o potencial gravitacional; ou seja, suas deriva-
das determinam o campo Fi‘w. Para tal diferenciaremos o tensor métrico, dado por (2.6),
com respeito a z*, obtendo

o9 _ € 08 og 0
or>  Ox oxt OV o ozH Oz Oxv s

Utilizando a defini¢do (2.4) e em seguida a (2.6)
Ogu 1, 062 0E° , 06~ 0¢”
e T P R T P
= 8.9 + T, 9
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Somando-se a esta equacao a mesma com os indices u e A trocados e subtraindo a mesma

com v e )\ invertidos encontramos’

aguu + ag)\u B agu)\
or» Ozt Oz

9oL+ Goul S + GorLn +
9ol — 9oaI'7, — Ioul'ox
= 2g,1%,

Multiplicando essa tltima equacao por g*°2 obtemos finalmente

(2.7)

o :1 vo 8g;u/ ag)\u N ag,u)\
M 99 ox? oz oxv |-

Convém observarmos que a conexao afim nao é um tensor, pois quando passamos de

x# para um sistema diferente 2™, ela se transforma, de acordo com (2.4), da forma

I
L ot Oz Oxp O« Oz \ Oz Ox°
0z OxP [ 0x° Ox™ 0% N 0Pz 0>
OxP O£~ | Ox™ Ox'm Qx™0x®  Ox'MOz'” Ox°

ox* o2 02 dx” O (890" 85‘1)

Novamente pela definicao da conexao afim

A T o A 2,.0
%8x ox p +8i 0“x (2.8)

OxP Ox'* Ox™ ™ ™7 OzP Ox'mOzxv’

A
PW =

O primeiro termo do lado direito é o que se esperaria obter se Ffw fosse um tensor; mas

como o segundo termo ¢ nao-homogéneo, a conexao nao ¢ um tensor.

2.3 O limite newtoniano

Para obtermos maiores informacoes sobre essa nova descricao da gravidade vejamos
como os seus efeitos, introduzidos na equacao de movimento pela conexao afim, se com-
portam no dominio de validade da teoria newtoniana. Para tal temos que considerar o
caso em que as particulas se movem lentamente (em comparagao com a velocidade da luz)

em um campo gravitacional fraco. Se as particulas se movem suficientemente devagar,

ILembrando que Ff)u e gy sao simétricos na troca dos indices p e v.
20nde ¢g¥? ¢ a inversa de g,., ou seja
vo __ o
9 Gup = 5/)7
definida por
1% ag
vo _ ap0z” Oz

R TI T
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poderemos desprezar dz/dr frente a dt/dr, e escrever (2.3) como

d?at dt
H e =
— + T (m) 0.

Sendo o campo estaciondrio, todas as derivadas temporais de g, sao nulas, de modo que

TH = _l gl“/ 8900
00 27 Qxv
Finalmente, se o campo é fraco, poderemos escolher um sistema de coordenadas

proximo ao minkowskiano no qual

9ap = Nap + hap,  |hapl < 1.

Em primeira ordem em h,g,

1 .530hoo

e — ——pefZ 00
00 2" 9P

Que substituido na equac¢ao de movimento (2.3) da

(2.9)

dr? 2 \dr
’t 0
dr? '
Como a solugao da segunda equacgao é dt/dr constante, entdao podemos escrever a primeira
como ,
a1
— = —Vhy.
e 2"
O resultado newtoniano correspondente é
d*7
— = —Vo¢.
dt? ¢

Onde ¢ é o potencial gravitacional. Comparando os dois resultados concluimos que
hoo = —2¢

A constante aditiva foi feita zero pois a métrica deve ser minkowskiana a grandes distancias,

ou seja hgy deve ir a zero. De modo que

goo = —(1 4+ 2¢). (2.10)

O potencial gravitacional ¢ é da ordem de 1073 na superficie de um préton, 107 na da

terra, 107% na do sol e 107 na das estrelas anas brancas(12). Se torna evidente que as
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distorcoes em g,,, produzidas pela gravitagao sao, geralmente, muito pequenas.

2.4 O principio da covariancia geral

Nas secoes anteriores nos usamos o principio da equivaléncia para obter os efeitos da
gravidade em sistemas fisicos de acordo com o seguinte método: escrevemos as equacoes
que precisamos em um sistema de coordenadas localmente inercial, de acordo com a
relatividade especial, e realizamos uma transformacao de coordenadas para encontrar as
equacoes correspondentes em um sistema de coordenadas geral. Poderiamos continuar
com este método, mas ele se demonstra muito trabalhoso quando, por exemplo, aplicado
as equacoes de campo para o eletromagnetismo e para a gravidade. Em vez disso, usaremos
um método diferente, com o mesmo contetido fisico, mas muito mais elegante na aparéncia
e conveniente na execucao. Esse método é baseado numa versao alternativa do principio
da equivaléncia, conhecido como Principio da Covariancia Geral. Ele garante que as
equacoes fisicas serao validas em um campo gravitacional qualquer, se duas condigoes

forem satisfeitas:

1. As equacoes devem ser satisfeitas na auséncia da gravidade; ou seja, concordam
com as leis da relatividade especial quando o tensor métrico g, for igual ao tensor de

Minkowski 7,4 € a conexao afim I'g, vai a zero.

2. As equagbes possuam covariancia geral; ou seja, elas preservem a forma sob trans-

formagoes de coordenadas gerais (nao s6 transformagoes de Lorentz) x — a'.

Para vermos que o principio da covariancia geral é um versao do principio da equi-
valéncia, suponha que exista um campo gravitacional arbitrario, e considere qualquer
equacao que satisfaca essas duas condigoes. De acordo com a condicao 2, essa equacao
serd verdadeira em todos os sistemas de coordenadas se o for em um deles. Porém em
qualquer ponto dado existe um classe de sistemas, os sistemas localmente inerciais, nos
quais os efeitos da gravidade estao ausentes. A condicao 1 nos diz que a nossa equacao é

valida nesse sistema, e conseqiientemente em todos os sistemas de coordenadas.

De acordo com a segunda condicao as equagoes devem ser invariantes sobre trans-
formagoes de coordenadas quaisquer; ou seja, devem ser escalares perante essas trans-
formagoes. Podemos construir escalares pela contragao de tensores, porém veremos agora
que a derivada de um tensor geralmente nao é um tensor, assim, para satisfazer essa

condicao precisaremos de uma nova derivada, que seréd trabalhada agora.
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2.4.1 A derivada covariante

Consideremos um vetor contravariante V*, que obedece a seguinte lei de transformacao

ox'*
V=V,
ox”

Derivando com respeito a z/* obtemos

oV 9a™ dxP OVY  9%a'* da’ v

= 2.11
oz ox? Ox'* Oz Ox¥OxP Ox'™ ( )

O primeiro termo do lado direito é o que se esperaria obter se 9V */dx* fosse um tensor;

o segundo termo € o que destréi o comportamento tensorial.

Apesar de OV /92> ndo ser um tensor, podemos usa-lo para construir um. Usando

(2.8) observamos que

Ox'™ Oz Ox” _, D%’ OaP Ox7) O™
Ozv Oz™ Oz'™ 7 JxrOx® Ox'™ Ox'" | Ox7™
ox't dxP _, QP OxP

= ™ Vve— Ve, 2.12
oxv oz *° O0xPOx° Ox'* ( )

wyste
ryve =

Somando (2.11) a (2.12) o termo nao homogéneo se cancelard, de modo que a quantidade

oVH .
T + IV

se transformara como um tensor. O que nos permite definir a derivada covariante de um

vetor contravariante

ovH

AT oA

O procedimento andlogo para um vetor covariante V), nos permite definir a derivada

v +TH VR (2.13)

covariante de um tensor covariante

v, .
Vin = 55 — TV (2.14)

Essa definicao pode ser estendida facilmente para um tensor geral.

A derivada covariante com respeito a ” de um tensor é igual a sua derivada ordindaria
com respeito a 27, adicionando para cada indice contravariante ;4 um termo com I'} vezes
o tensor com p renomeado por v e subtraindo para cada indice covariante A um termo
com ['}, vezes o tensor com A trocado por k. Por exemplo

o a o vo loa v K o
T, = T+ T T + TG T = T3, T
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A derivada covariante possui propriedades semelhantes & derivada ordinaria, dentre
elas a de ser um operador linear e de gozar da regra de Leibniz do produto. Outro

resultado importante é que a derivada covariante da métrica é nula, ou seja:
v = 0. (2.15)

Mas a principal importancia da derivada covariante reside em duas das suas propriedades:
ela converte tensores em outros tensores, e se reduz a derivada ordinaria na auséncia da
gravidade, ou seja, quando I'Y, = 0. Essas propriedades sugerem o seguinte algoritmo
para incluir os efeitos da gravidade em sistemas fisicos: escrever as equagoes de acordo
com a relatividade especial, que sao validas na auséncia da gravidade, substituir 7,, por
guw € todas as derivadas por derivadas covariantes. As equagoes resultantes possuirao
covariancia geral e serao corretas na auséencia da gravidade, e de acordo com o principio

da covariancia geral, elas serao vélidas na presenca do campo gravitacional.

2.5 O tensor de curvatura

Vimos no primeiro capitulo que a gravidade estd ligada a curvatura do espago-tempo.
Assim, para prosseguirmos com o nosso programa de construir uma equagao de campo
para gravidade devemos abordar o problema puramente matematico da curvatura, que foi
desenvolvido, dentre outros, por Gauss e Riemann. Como mostrado na sessao 2.2, o tensor
métrico g,, € o potencial gravitacional. Entao vamos investigar quais sao os tensores que
podem ser formados com ele e suas derivadas. Mas como mostra a equacao (2.15) nao
podemos usar a derivacao covariante da métrica para obter tal tensor. Se usarmos apenas
g € suas derivadas primeiras, nenhum novo tensor podera ser construido, pois, para um
dado ponto, é possivel encontrar um sistema de coordenadas no qual as derivadas primeiras
da métrica sejam nulas. Entao neste sistema de coordenadas o tal tensor serd um dos que
podem ser formados somente pelo tensor métrico ou pelo seu determinante. Como esta é
uma igualdade entre tensores ela devera ser valida em todos os sistemas coordenados. O
proximo passo € tentar construir um tensor com as derivadas segundas da métrica. Como
nao podemos aplicar a derivada covariante duas vezes nela, a aplicaremos em um vetor

qualquer V*, o que nos leva ao tensor de terceira ordem

9>V ove ove ovA
A _ oV A A p 9V~
View = oz Oz 1 oxH e oz 1w oxP +
or

A o [ 2oV A o
T0, 0,V 4 S22V ) L, V7.
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Os termos com derivadas de V* nao permitem que encontremos tal tensor, mas por sorte
esses termos sao simétricos na troca dos indices p por v, de modo que podemos elimind-los
fazendo

o, or;

A A _ L A A o
VA% =V = |0 = 2 4 DT, DT | V.

Como o lado esquerdo dessa expressao é um tensor e V7 é um vetor, entao o termo
entre colchetes também é um tensor. Observe que o simbolo de Christoffel Ffw ¢é formado

somente pelo tensor métrico e suas derivadas primeiras, entao o tensor

ory,  or,
R, = o mw +I) e, =T, 17, (2.16)

é formado somente pela métrica e suas derivadas de até segunda ordem, e ainda é linear em
suas derivadas segundas. Esse é o tensor procurado, conhecido como tensor de curvatura
de Riemann-Christoffel, e foi demonstrado que é o tnico tensor com tais propriedades
- ser formado pelo tensor métrico e suas primeiras e segundas derivadas, e ser linear
nas derivadas segundas. Obviamente outros tensores podem ser formados usando g,
para formar combinagoes lineares de R;wn Os que nos serao mais uteis sao suas formas

contraidas, o tensor de Ricci

— DA
RHU = R,u)\cﬂ
e a curvatura escalar
o
R = g“ Rua-

A importancia matematica do tensor de Riemann-Christoffel é que em um sistema de
coordenadas onde o tensor métrico é constante ele se anula, pois a propria conexao se
anula. Entao, devido o carater tensorial de Rf;l,p, em um sistema arbitrario -onde a
métrica provavelmente nao serd constante- ele também se anulara. A nulidade do tensor
de Riemann-Christoffel ¢ uma condicao necessaria -e também suficiente- para que g, seja
constante mediante uma escolha apropriada do sistema da referéncia. No problema da

gravidade isso corresponde a conseguir a validade da teoria da relatividade especial num

dominio finito mediante uma escolha conveniente do sistema de coordenadas.

2.5.1 A identidade de Bianchi

Iremos agora desenvolver uma identidade que nos sera muito 1til quando formos

construir a equacao de campo da gravidade. Vimos anteriormente que

VA =V, =RV (2.17)

v
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De modo que
V2 o =V o = R VO + R

suvp opvip ouv

Ve (2.18)

Fazendo permutagoes ciclicas nos indices p, v e p obtemos as expressoes

A A DA o A o

4 sopy 4 swpv Ropu;vv + Ropuv 32 (2.19)
A A DA o A o

\% o \%4 oo = Rovp;uv + RWPV " (2.20)

Lembrando que, pela prépria equacao (2.17), R = é anti-simétrico na troca dos indices p

7
por v, entao se fizermos (2.18) + (2.19) + (2.20) encontramos que

A
+ Rovmu

(R}, + R

Tuvip oppsv

Jve=o.
Como a expressao acima de ver vélida para todo V7 entao

R 4+ R

ouvip TppsY

+R), . =0, (2.21)

ovpip T
que é a identidade de Bianchi.

Devido & equagao (2.15) podemos contrair A com g em (2.21) e obter

Rou;p - Rap;l/ - RM = 07

ovpip

e novamente contrair o com p

Ou seja, obtemos que

R,*==R,,. (2.22)

2.6 A equacao do campo gravitacional

Iremos agora construir uma equacao de campo para a gravidade, pois até agora sé
conseguimos incluir os efeitos gravitacionais nos sistemas fisicos através da métrica - que
é o potencial gravitacional; porém nao temos condicoes, até agora, de determina-la. A
procurada equacao deverd, dentro do seu limite de validade, concordar com a equacao de

Poisson para o potencial gravitacional newtoniano

V3¢ = 47Gp, (2.23)
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onde p representa a densidade de matéria. A teoria da relatividade especial levou a con-
clusao de que a massa inerte nao é mais do que energia®, cuja expressio matemética
completa se encontra num tensor simétrico de segunda ordem - o tensor momento-energia
T%. Como foi demonstrado na seciao 2.2, nesta nova teoria da gravitacio o potencial
gravitacional é dado pelo tensor métrico, de modo devemos substituir o potencial gravi-

tacional newtoniano ¢ por g,,. Como
p == Too
a equagao (2.23) nos leva a crer que no limite newtoniano é valido
V2900 = koo, (2.24)
que de acordo com o resultado obtido em (2.10) obtemos que
k = —8rG.

A equagao de campo (2.24) é baseada na suposigdo que um campo fraco e estacionario é
gerado pela matéria nao-relativistica, mas nao é invariante de Lorentz da forma que esta
escrita. No entanto esta equagao nos leva a supor que a equagao de campo fraco para

uma distribuigao geral de energia e momento, 7,3, deve possuir a forma
Gag = —87TGT045, (2.25)

onde Go3 ¢ um tensor composto pela combinagao linear da métrica e suas primeiras e
segundas derivadas. De acordo com o principio da equivaléncia a equacao que governa

um campo gravitacional arbitrariamente forte deve ser da forma
G, = —87GT,,, (2.26)

onde G, se reduz a G,g no regime de campo fraco, e T, é um tensor momento-energia

geral.

Vimos na se¢ao anterior que o tensor mais geral que pode ser formado com no maximo
segundas derivadas da métrica e linear nestas é o tensor de curvatura de Riemann-
Christoffel, R}’)m. A anti-simetria do tensor Rj,,. nos permite construir somente dois

tensores por contracao com essas caracteristicas, que sao o tensor de Ricci e a curvatura

3 Através da famosa equacio E = m(c?).
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escalar. De modo que a forma mais geral do tensor procurado é
G = C1Bu + Cagpu R. (2.27)
Como o tensor de momento-energia deve se conservar, no sentido da derivagao covariante
T," =0,
entao, de acordo com (2.26) e com (2.27) e utilizando a relagao (2.21)

0=¢G,»* = (CIR;W + CQQ;WR);M

7
= CIRW;AL + Cog,w R
1
— (501 + CQ) R;V.
Dessa maneira encontramos duas possibilidades: ou Cy = —C1/2 ou R, é zero sempre.

Iremos rejeitar a segunda possibilidade, pois usando (2.27) em (2.26) e contraindo os
indices

G‘Z = (Cl + 402)R = —SWGT:

Entao se R, for nulo, T/, serd nulo sempre, o que nao ¢ verdade, por exemplo, para

o caso da matéria nao-homogénea e nao-relativistica. De modo que devemos aceitar a

primeira possibilidade para obtermos que

1
GMV = Cl (RMV — agwR) .

Finalmente para calcularmos () retornaremos ao limite newtoniano estacionario onde a

métrica é dada por (2.10) para obtermos, com o uso de (2.9) em (2.16), que
1
Ry = §V2900-
Como no limite tomado a tnica componente do tensor momento-energia nao nulo é
Too = p,

entao, pela equacao (2.25), paraa =ie =7

Ou seja,
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De modo que
g 3
R = naﬁRaﬁ = 0" R;; — Ry = §R — Roo,

L R= 2R00.

Eparaa=0(=0

1
Gy = O (Roo - §HOOR> = —87rGp
= Cl (Roo + Roo) = —87TGp
= (1 V?gg = —8rGp.

Substituindo o resultado (2.10) e comparando com (2.23) concluimos que C; = 1. O que

nos fornece o tensor de curvatura de Einstein

1
GHV = RNV - §gl“’R'

E conseqiientemente a equacgao de Einstein
1
R, — égw,R = —81GT),. (2.28)

Este magnifico resultado concorda com a discussao feita no primeiro capitulo pois o lado
esquerdo da equacao de Einstein é puramente geométrico, representado por um tensor
de curvatura; enquanto que o lado direito s6 possui termos de energia. De modo que
podemos concluir que a energia é a fonte da curvatura do espaco-tempo e é exatamente

essa curvatura a responsavel pela interacao gravitacional.

Finalmente iremos escrever a equacao de Einstein de outra forma que nos serda tutil
mais tarde. Nesta equacao, contraindo p com v através do tensor métrico, encontramos
que

1
R— 595}% = —8nGT},
o R=4nGT}.
De modo que a equacao de Einstein pode ser escrita da forma

1
Ry, = —81G [TW - ég“,,T} , (2.29)

onde foi introduzido o escalar de Laue T = T[j.
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2.7 Graus de liberdade da teoria

O tensor de curvatura de Einstein, desenvolvido na secdo anterior, é um tensor
simétrico e como o espaco é quadridimensional isso significa que ele possui 10 componen-
tes independentes. De modo que a equagao de campo (2.28) consiste em um conjunto de
10 equacoes algebricamente independentes. O tensor métrico a ser determinado também
possui 10 componentes independentes, e a primeira vista poderiamos pensar que a equacao
de Einstein -com condigoes de contorno definidas- é suficiente para determinar a métrica
univocamente. Mas isso nao acontece, pois mesmo sendo algebricamente independentes,
as 10 componentes de G, estao relacionadas por leis de conservacao, na forma de quatro
identidades diferenciais, as identidades de Bianchi

G,"=0.

1L

Ou seja, elas nao formam 10 equagoes funcionalmente independentes, mas somente 6 (10
-4), nos deixando com quatro graus de liberdade na determinac¢ao das 10 componentes
desconhecidas de g,,,. Esses graus de liberdade correspondem ao fato que se g, ¢ solugao
da equagao de Einstein entao g, também o é, onde g,,, ¢ obtido de g, através de uma
transformacao de coordenadas geral x — 2. Tal transformacao de coordenadas envolve

quatro fungdes arbitrarias z'#(x), gerando as solugoes de (2.28) exatamente quatro graus

de liberdade.

A questao da equacao de Einstein de determinar a métrica univocamente é analoga
ao problema de determinar univocamente o potencial vetor A, através das equacoes de
Maxwell. Podemos escrever, na forma covariante de Lorentz, as equacoes de Maxwell em
termos do potencial vetor na forma
02 AP

A, - L2
* Qxe0xs

—Ja.

Novamente essas quatro equacoes nao determinam univocamente os quatro termos de A,
porqueé o lado esquerdo dessas equacoes estao relacionadas por uma lei de conservacao na

forma de uma identidade diferencial analoga as identidades de Bianchi

i {5214& _

02 AP
ox® } =0

Or*dxh
De modo que o ntimero de equagdes funcionalmente independentes sao somente 3 (4 -1),
deixando livre um grau de liberdade na solucao das quatro componentes de A,. Esse

grau de liberdade obviamente corresponde a invariancia de gauge; dada uma solugao A,,
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podemos encontrar outra solucao da forma Al = A, + 0®/Jz*, com P arbitrario.

A ambigiiidade nas solugoes das equacoes de Maxwell e de Einstein podem ser re-
movidas com escolhas apropriadas. No caso do eletromagnetismo podemos fazer isso
escolhendo um gauge particular, por exemplo, dada uma solucao A,, podemos construir

uma solugao A/, de modo que

0A™
oz 0

Com isso obtemos o gauge
9 0A”
0 ® + =0,
ox™

que é conhecido como gauge de Lorentz.

Da mesma forma podemos eliminar a ambigiiidade no tensor métrico adotando um
sistema de coordenadas em particular. A escolha do sistema de coordenadas pode ser
expressa por quatro condicoes de coordenadas, as quais, em adicao as seis equacgoes de

Einstein independentes, determina a solu¢ao univocamente.

Uma escolha conveniente de um sistema coordenado é dado pelas condicoes de coor-

denadas harmonicas

I =g"T,, = 0. (2.30)

Para mostrar que é possivel encontrar um sistema de coordenadas que satisfaca tal

condi¢do vamos lembrar a lei de transformagao da conexao afim (2.3)

%’A dx” 027 _, ox'  0xP

OxP Ox'* Ox' ™ ™7 OzP Ox'MOzV’

I
I'n =
Contraindo essa expressao com ¢'*¥ | encontramos

a SL’/)‘ 82 LL’,)‘

M= TP — g7 —
oxP g oxrhedzo

Se I'” for diferente de zero, podemos encontrar o novo sistema de coordenadas z'* resol-

vendo as equagoes diferenciais parciais de segunda ordem

321’/)‘ 83:”\
po — p
2 &Upl“ . (2.31)

9

Uma funcao ¢ é dita harmonica se [12¢ é nulo, onde [J? é o invariante d’Alambertiano,
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definido por

6 = g"om =g ( i )

o
D¢ I
_ Av T T
-7 (89&890” F)‘”&W)
D¢ ¢
= gV _Tw
9 00z d Oxk’

Se a condicao de coordenadas harmonicas (2.31) é satisfeita, entao as préprias coordenadas
sao funcoes harmonicas

O%z* =0,
o que justifica a aplicacao do adjetivo "harmonico” a esse sistema de coordenadas.

Na auséncia do campo gravitacional, um obvio sistema de coordenadas ¢ o de Min-
kowski, no qual a condi¢ao (2.30) é satisfeita trivialmente, pois a conexao afim é nula.
Na presenca de um campo gravitacional fraco um sistema de coordenadas harmonicas
pode ser construido como um sistema proximo ao minkowskiano. Outra vantagem desse
sistema de coordenadas, como serd visto no proximo capitulo, é que ele produz grandes
simplificagoes na equacao de Einstein quando utilizamos a aproximagao pds-newtoniana,

similar a simplificacao causada nas equacoes de Maxwell pelo uso do gauge de Lorentz.
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3 APROXIMACAO
POS-NEWTONIANA

Obtivemos, no capitulo anterior, a equacao de campo que nos permite encontrar o
potencial gravitacional - o tensor métrico - sendo conhecida a distribuicao de energia e
momento do sistema em questao. Porém a equacao de Einstein é nao linear, devido a
processos de auto-inducao, e em geral nao conseguimos encontrar uma solugao exata. As
solucgoes exatas sao obtidas impondo fortissimas condigoes de simetria e de independéncia
temporal - quando se obtém solucoes como a de Schwarzschild. Mas nao devemos nos
contentar com essas solucoes, pois os sistemas fisicos de interesse, como o sistema solar,
nao sao nem estaticos nem isotropicos. Porém os efeitos causados pelos campos gravita-
cionais dos planetas podem ser considerados como perturbacoes num sistema como o de
Schwarzschild.

Nesse contexto escolhemos utilizar a aproximacao pés-newtoniana que é indicada para
sistemas em que as particulas se movem lentamente - em comparacao com a velocidade
da luz - unidas pela atracao gravitacional, como o sistema solar. Historicamente a apro-
ximacao pés-newtoniana foi desenvolvida para estudar o problema do movimento(13), ou
seja, encontrar a equagao de movimento para particulas massivas sobre a acao somente de
um campo gravitacional. Porém no presente trabalho daremos um outro enfoque a este

método de expansao em série de poténcias.

3.1 A equacao de movimento

Consideremos um sistema de corpos, como o sol e os planetas, que estao ligados
somente por uma atragao gravitacional mitua, de modo que m, 7 e v sejam os valores
tipicos de massa, distancia e velocidade dos corpos envolvidos. E um resultado conhecido

da mecanica newtoniana que a energia cinética média, %fm’)z, tem a mesma magnitude da
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energia potencial média, Gm? /7, entao

Gm
%~ —— ~ On.
T

A aproximacao pdés-newtoniana consiste em um método para obter as equacoes de movi-
mento do sistema em ordens de ¥% o que é equivalente a Gm/7, e é satisfatério quando
7 < 11 A equacao de movimento newtoniana

d*x’
é de ordem de v%/7. No nosso trabalho nos contentaremos em ir um termo adiante de

Newton, ou seja, computarmos a equagio de movimento em ordem de v!/r. Para tal

observemos que a equagao da geodésica (2.3),

d?xH dz¥ dz?
r# =0
dr? Tl dr dr ’

nos fornece, respectivamente, para p =0 e u =1, que

d*t B o dx” dz*
dr2 " dr dr’
Pt dx” da?
dr2 ~—  Mdr dr

De modo que a aceleragao serda dada por

Pot o (dr\ P’ (dr\Pdo' Pt
ez \dt) dr? dt ) dr dr?

; dz” dz? 7o dx? dz* da’

YA dt dt VA dt dt dt

) ‘ N ; o da? dx®
— 7 170 : iT0 i
= oo (500 = 2T,) T+ (205T0u = o) T +

o Az dx* dxt

R (v

(3.1)
De onde vemos que para cumprir o nosso programa ¢é necessario conhecermos
i 4
Iy, em ordem de v°/7,

6; € [0 em ordem de #°/7,
'), eT); em ordem de v°/F,

9, em ordem de /7.

IEsse procedimento também é uma expansao em poténcias do inverso da velocidade da luz, que no
sistema de unidades naturais utilizado perde o sentido, ja que ¢ = 1.
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3.2 A aproximacao pos-newtoniana

Da nossa experiéncia com a solu¢ao de Schwarzschild (14), esperamos que seja possivel

achar um sistema de coordenadas cuja métrica seja aproximadamente a de Minkowski,

2

N, com correcoes expandidas em ordens de poténcia em v°. Em particular esperamos

2

que
O
go = —1+Ggp+geot+--,
CRNY
95 = Oy+gyt+g;+--,
ORENC

gio = Gio T 9ot -

Uma justificativa para as poténcias impares em g;o é o fato de ter paridade impar sob
inversao temporal, mas a real justificativa é o fato desse sistema se [gemonstrar ser uma
solugao consistente para a equagao de Einstein. Nao hd o termo de g,, ja& que na prépria
solucao de Schwarzschild esse termo nao esta presente. Da relacao entre a métrica e sua
inversa

9" gve = 0L,

encontramos que a inversa do tensor métrico é dado pela expansao

00 (2] (4]
9" = —1—=9gw—90—""",
N 2 [
2 —
g7 = 0y — Gy — 95—,
(3] (5]
0 _
g° = Gio T Yo+ -

A conexao afim pode ser obtida pela relacao (2.7)

1 dg 9o Ogur
T — Zghe pv pA Y9y
A 2g ox + oz oxP

Na hora de calcular os termos de I'!, deveremos levar em conta que as escalas de distancia
e tempo no nosso sistema sao dados por 7 e 7/v respectivamente, de modo que as derivadas
espaciais e temporais sao de ordem
0 1 0
-~ —~
oxt 7 ot

2Qutra forma de chegar a tais resultados é através de um principio variacional, feito por Infeld em
(15).

v
=
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Devido a expansao de g,,, encontramos as seguintes expansoes

[2] [4]
o H M [ ? 0
Iy, = T+ T+ (para I, ij, Lo,
[3] [5]

= Ffj,\ + FfA + -+ - (para Féj7 Fgm F?j)'

(V]
Onde o simbolo I' /i denota os termos de I'", de ordem de vV /7. Os termos dessa expansao

que Serao necessarios para o nosso programa sao, em termos da métrica,

(2]

e 1 09y
i 10gy 3.2
00 2 8372 Y ( )
\ (4] (3] L B
= _ _lagoo 99,9 Jrl[g]'agoo
0o 2 Oxt ot 27 Qi
(3] [2] 8] 7
[3]1“ _ 1 9959 i 99, _ 9950
0j 2 | Oxd ot oxt |’
-0 2 2 -
2 1| dgy L 99 09
kT o | gak T Qad oxrt |’
. -6[21 ]
1 dg
Foo = 2 ago’
o a[21
1
I = 590
)
reo— o

Observamos que para tal é necessario conhecermos da métrica as componentes ggg em
ordem de v, g;o em ordem de v% e g;; em ordem de 2. O que estd de acordo com a nossa
intencao de ir a uma ordem além de Newton, pois na mecanica newtoniana goy ¢ dado na
ordem ©? e g;o e g;; na ordem de v°. Para prosseguir com o nosso programa de obter as
equagoes aproximadas da métrica calculemos o tensor de Ricci

A A
R o T, B ar,,
e A T Ay OxA

P A A
+I0,T), =0T,

De acordo com a expansao obtida para a conexao afim obtemos

[2] [4]
RNV = ROO + ROO + .- (pal"a ROOa RZ])?
(3] [5]

= Ry + Ry + - (para Ry;),
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[V]
onde o simbolo R, representa o termo de R, com ordem de o™ /7. Utilizando os termos
conhecidos da conexao encontramos

(2]

(2] 8F60
00 83:2‘7
[4] aF]z‘ 31[:1]1' (2 [2] (2] (2]
Ry = —2 - o Jfrg‘réo_réorzj'v
ot ox’ ! J
(21, (3]
o aFiJj oLy,
B = 5 = G
(2] [2]k mk
Ay - Gaegh-Gh
7 oxJ oxk

ou, substituindo os valores obtidos dos I'’s

[2] 1,

Ry = 2 V900,

" a2[21 a2[3} W 8[2] 8[2] o g [2]
10%g; G 1 1 09g;; g 1 g

Ry = 555 — 725 D4 —V?gp — = ,] 20— 59575 o
2 Ot oxriot 2 2 0zt Oz’ 27 OxtOxd

CIE P [
19990 9900 , 1990 g5

Jr4 oxt Ot 4 Oxt Oxt’
[2] [3] 2]
E] . 1 62,%‘]‘ 1 aQQjO 1 8291‘3‘ n 1 2[3]
0 T 09090 20100  20m09f 2 0
2] (2] 2] 2]
I[;] 1 Py 1 Pgy 1 gy 1 Py +1 o
9T T 20400 | 202101 20x%0r  20xF0xi | 2 9

Para obter uma simplificacdo nas equacoes obtidas acima iremos quebrar a covariancia
geral através de uma escolha conveniente do sistema de coordenadas. Para tal definiremos
a# de forma a obedecer a condicao de coordenadas harmonicas® discutida no capitulo

anterior
A — A
=g FW =0.

De onde obtemos, para A\ = 0 em terceira ordem e A = ¢ em segunda ordem, respectiva-

mente, as condigoes
a[2] 8[3] a[2]
oo 9 giQ + i _ 0, (3.3)
ot ox’ ot
2] [2] [2]
9900 + 28927' _ agjj
ox? oxi  Or'

3Condicao esta também conhecida como gauge de Einstein.

~0. (3.4)
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Desse par de condigoes encontramos as relacoes que serao uteis a nossa simplificacao

2[2] 2[2] 2[2]
9w 95 P95 _,
oxtoxk 0rioxk  OxiOxk ’
2 @ 2
9 9o +269kj _ Py _o,

OxtOxk Oxioxt  Ox'Oxk
2] (2] [2] [2]
g0 | P9 | Pay Py 0
Oridzk  Oxidxk = Oxidxt  Oxidxk

Munidos dessas relagoes, obtemos as féormulas simplificadas do tensor de Ricci

(2] 1 @
Ry = §V2900,
[2) (3] (2] 2 [
}%} _ EVQM _ 1% _ gy _ 1[2] P goo lagoo 9900
w09 009 otz oxtot 991 Oxidzri 2 9rt Ozt
(3] (3]
RzO = %vzgm?
(2] 1_,m
Rzg = §v gz]

3.3 Equacoes de campo aproximadas

Finalmente para chegarmos nas equagoes desejadas basta calcular as fontes das com-
ponentes do tensor de Ricci. Para tal utilizaremos a equacao de campo de Einstein na
forma (2.28)

R, = —87GS,, (3.5)
onde
1
S;U'V = T;U'V — ég“"T' (36)

Devido a expansao de R,,,, concluimos, por consisténcia da equacao de Einstein, que S,

e

deve seguir a mesma regra, porém, como G ¢ da ordem de 792 /m, devemos diminuir duas

ordens nessa expansao. Obtendo

(0] (2]
Sl“/ = SOO + SOO + - (para SOO) Slj)7
(1l (3]

= S+ Spo + -+ - (para Sp;),

(V]
. . 7N 72 ~
onde S5, indica o termo de Sy, de ordem de v /2. Como g, segue um expansao
parecida, espera-se que, por consisténcia, 7}, siga a mesma expansao, o que corrobora a

interpretacao que T% representa a densidade de energia, T a densidade de momento e T
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o fluxo de momento. Devido a este ultimo esperamos que nao haja termos independentes

da velocidade na expansao de 7%, ou seja, esperamos que

TOO — %JOO + /_Z[-Qv]OO 4. ’
) (1], [4]

TZO — TZO+T10+"',
[2] [4]

T9 = TY94T49 ...,

[N]
onde T #” denota o termo de T"* em ordem de mv”™ /r® 4. Com essa expansdo e a de g,

obtemos as fontes das componentes do tensor de Ricci necessarias a nossa aproximacao

(1] (1l

Soi = -7,
(0] 1 [0]
Soo = §T007

[2] 1.2, CANCN
Spy = 5[T — 2900 T +T"],

1] [1]0A

_ i
SOi = -T 9
[0]

1 [0]00

v

Substituindo as componentes obtidas na equacao de campo (3.5), encontramos que as

equacoes de campo em coordenadas harmonicas sao consistentes com as expansoes utili-

zadas e sao
[2] [0]
Vi = —87GTY, (3.7)
" 82[2] 2 62[2] 8[2] a[2]
oo 900 900 9900
\%& = 200 200 700
oo o2 " 9igpon  oxi ow
(2] (2] (o] (2]
— 87G[T™ —2g,, T + T" (3.8)
(3] (1]
Vi, = 167GTY, (3.9)
[2] [0]
VQQU = —87TG52‘J'T00. (310)

3.4 Tensor momento-energia de matéria

Para encontrarmos o tensor momento-energia geral necessario para obtermos as equa-
¢oes de campo iremos considerar um sistema de particulas em queda livre que interagem

gravitacionalmente e, ocasionalmente, por colisoes localizadas. O referente tensor dado

(0] (21
4Em particular 7% é a densidade de massa, enquanto 7% a densidade de energia nao relativistica.
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pela relatividade especial é
T8 = Z My, dazﬁ54(:c — Ty).
De acordo com o principio da equivaléncia, tal tensor na presenca da gravitacao é

nv _1/22mn dx”54( ). (3.11)

O fator g~'/2 se d4 pois 6*(z — x,) ndo se transforma como um escalar, mas como um
tensor densidade de peso 1, ou seja, g~/25*(z — x,,) é que se transforma com um escalar.

Podemos ainda escrever (3.11) na forma

TR g2z ) zn:m"dngt) dxgt(t) (%) (@ 7). (3.12)

Para calcularmos o médulo do determinante da métrica, g, usaremos a seguinte identidade

0 0
1 Y _ Y
Tr{M x)‘M} =5 In |Det M|,

onde M é uma matriz arbitraria com determinante diferente de zero. Fazendo-a igual a

g, obtemos

x99

0 ;0 . 0
= QOO@QOO +2¢° o J0i +g J@gm‘
CINNE B Bl 25 @
(-1- 900)%900 + 2901‘%901 + (dij — gij)@gzj
o [2] [2]
@(T%o + gii)7

Q

Q

[2] [2]
“g=1—gp+9g;+ 0@4)- (3.13)

Para calcularmos dt/dr, usaremos a relagao valida na relatividade especial
NagUn Uy = =

onde, novamente, usando o principio da equivaléncia, obtemos que para uma métrica
qualquer
9, ULU) = =1, (3.14)

onde U é o quadrivetor velocidade dz# /dr,, ou seja

dt
= (1,7,).
Un dTn(7,U7l)
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Usando (3.14)

dt \? ;
E [QOO + 2gZOU _'_gljv v ] = _17
dt 1
R [—g00 — 2gi0v}, — gijusvd] 2.

Utilizando as expansoes na métrica feitas na aproximacao pds-newtoniana encontramos

que

NI

dt (2 NS
ar [1 — Y00 — Ui - 0(1’4)

I

Finalmente estamos aptos a encontrar, usando (3.13) e (3.15) em (3.12), que

0 12 qe 121
T = (1 00— 580 T mal1 + o0+ 510 ~ (6 + O
1[21 1oy, »
= St (a0 — 3+ eDIOE — 4 (0) + O,
; 1[2] 1[2] . 1[2] 1 . . B
™ = (1+ 5900 - 5922) Zmnvn(l + 5900 + 5”2)5@ — @, (1)) + O(°)

2]
= S, 1+ (g — 583+ S02)J3(E - 2, (1)) + O,

11

. 1
T = (142 900 gu Zmnv (14 5900 + 502)0(F = (1)) + O(0")

2

[2] 1@ 1 . . B
= Zmnv Uj gOO - agu + 21)")]5(1’ - l‘n(t)) + O(’U4).

Ou seja, os termos que necessitamos para as equacoes de campo aproximadas sao

[0]

T® = p, (3.16)
2 1, CEERC

T = 5P0U” T Po (goo - igzz) ; (3.17)
- ,

T = ji, (3.18)
(2 o

T = pov't?, (3.19)

onde
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3.4.1 Leis de conservagao

Iremos agora verificar as leis de conservacao do tensor momento-energia geral encon-

trado, ou seja
aTH

v o v A Av —
T'u o — W + FM)\IWJ + FZ)\T — 0,
oT™
e = —T0\ T =T, T (3.20)

Expandindo até termos da ordem de mw /7! para v = 0, obtemos

or+° 0 rrpA A0
o —F“/\T“ —Fﬁ/\T
aTOO 8Ti0 ; ;
ot + O = _FgoTﬂO - ng’T“ - Fg,\T/\O - FiAT)\O
5 o 5 o
T T
5 T =0 (3.21)

pois o lado direito desta equacao s6 possui termos de ordem superior a desejada. Substi-

tuindo as expressoes (3.16) e (3.18) encontramos primeira lei de conservagao

- 0
V.o + 20

0t 5 =0, (3.22)

que € a lei de conservagao da massa. Nao é surpresa que a massa seja conservada na
aproximacao pos-newtoniana, pois uma grande taxa de conversao de massa em energia
ird produzir temperaturas nas quais as particulas do nosso sistema irao se mover relati-
visticamente, em oposicao a v < 1. A equacao (3.21) pode ser escrita de outra forma,

pois de acordo com (3.7) e (3.9)

/1[3]00: _LVZS]
grG T
Po_ 1 o
167G~ 7"

De modo que
[0] (1] [3] 2]

o T o 16:G" |or o

=0.
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(3] (2]
Como g, € g9 devem ir a zero no infinito, concluimos que

a[3] a[2]
G0 Y00

- —2—==0. 3.23
oxt ot ( )

E, expandindo a equagao (3.20) em termos da ordem de mv?/7* para v =i

o1 w i T A iz TAz‘
Ori “Ha T =T
or% 917 ; i 0 _ i ik Y N

o 2]
oT% 9T 2 (0]

+ —— = T}, T%.
ot o’

Substituindo as expressoes (3.18), (3.19) e (3.2) obtemos que

9o L1 P
e + V. [jo?] = §P0V9007

que podemos reconhecer como a conservagao do momento. Usando a lei de conservagao

da massa na equagao acima encontramos

dJ L ov [0 - o
% + V.[jot] = sy + U {ﬁ + V.jo} + poU. VU
ov
di
Lo dtv

ou seja, a conservagao do momento serd satisfeita se, e somente se, cada particula obedecer
a equacao de movimento

v 1_P

3.5 Solucao das equacgoes de campo aproximadas

Como j& conhecemos os termos do tensor momento-energia geral, (3.16)-(3.19), pode-
mos voltar as equagoes de campo aproximadas, (3.7)-(3.10), e obter os termos da expansao

do tensor métrico. De modo que substituindo a equagao (3.16) em (3.7) encontramos que

(2]
V200 = —87Gpy. (3.25)
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Comparando esta equagao com a equagao de campo newtoniana (2.23) concluimos que

[2]
Goo = —2¢n. (3.26)

onde, a partir de agora, mudaremos a notagao usada anteriormente e denominaremos o
potencial gravitacional newtoniano de ¢,,. Realizando o mesmo procedimento na equagao

(3.10) obtemos que
(2] (2]

9i; = 05900 = —204jPn. (3.27)
Finalmente podemos calcular por (3.15) com (3.26), de acordo com a aproximagao tomada,
que
dt

1
L
dr, ¢+2U"

2
E por (3.17) a componente Ty,

(2] 1, (2] 102
Ty = 50V + po (goo - égm)

1
= po¢n + §p0027 (328)

que é a densidade de energia nao-relativistica, que concorda com o que foi dito na nota
de rodapé da pédgina 40. Substituindo essas solugoes na equagao (3.8), encontramos a

expressao

: 4. Pbu  O0u 06,
v2gOO = —2 8:2 + 52]¢n ¢ -4 ¢ ¢ —

ox0xI ort Ox'
SWG[TOO +4¢, T +T4].

[0] (2]

Podemos melhorar essa equacao usando a identidade

a(bn 8¢n o 1 2,92 2
com a qual obtemos que
2 P¢n 2 2 42 2
Vi = —2 52 + 40,V — 2V70;, + 40, V7, —
(2]
—SWG[TOO + 4<;5nT00 +T")
P¢n, S0 2 42 200
= -2 BT + 327TG¢nT —2Vop, — 8nGT™ —
[0] [2)
—321G¢p, T® — 8 GT"
2¢ [2] [2]
= 2V, — 2[5 +4nG(T™ + TY),

ot?
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onde, substituindo as expressoes (3.28) e (3.19)

[4] 82 " 3
V(g0 + 202) = =2 l a:; + 47 Gpg (Qf)n + 502>] )

Para simplificar, facamos
)

Joo T 2‘25% = 2.
Ou seja, o termo de quarta ordem em v da componente ggg da métrica é dado por

(4]

Yoo = _2(¢i +), (3.29)

onde, o campo de quarta ordem v é definido por

Do

2,0
VY= ot2

+ 471G py {gbn + 2“2] . (3.30)

Finalmente utilizando a expressao (3.18) em (3.9)
(3] A
Vg, = 167G, (3.31)
Como p e jo e conseqilentemente ¢,, vao a zero no infinito - o que corrobora a expansao

feita sobre a métrica minkowskiana - podemos, usando o teorema de Green, concluir das

equagoes (3.25)-(3.27), (3.30) e (3.31) que

;3)0 = =2, = —2G/d3x’%, (3.32)
;ij = —25z‘jG/d3x/7p;<f ;%t,?
g0 = —4G / d%"é(f ft)| (3.33)
Y = —i |fd_3xa;,| 82¢"8(£I’t) -G %Po(f',t) {gbn(f/,t) + gqﬂ(a}”,t)}
(3.34)

4]
Para obter o termo g,, basta substituir essas solugoes em (3.29).

Vamos verificar como essas solucoes alteram as condig¢oes de coordenadas. A condicao

(3.3) toma a forma
3]
Oy, Qagio 95 Odn

ot " oxi ot

[3]
a¢n agz‘O
ot * ox?

4 —0, (3.35)
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ea (3.4) 9 " "
Oy, i O,
oxt J ori

Verificamos que essas solugoes tornam a condigao (3.4) trivial enquanto que a (3.3) é
(3]

um acoplamento entre g,, e o potencial gravitacional newtoniano. E esse acoplamento

satisfaz a lei de conservacao da massa (3.23), enquanto que a conservagao do momento

serd satisfeita, devido a (3.24), se e somente se,

dv

— = —Vo,, 3.36

L (3.36)
que ¢é a lei de movimento de Newton.

Isto nos permite compilar um programa para calcular a equagao de movimento das

particulas na aproximacao tomada

I) Resolver o problema newtoniano; ou seja, resolver a (3.36) e (3.32) para obter ¢, e
Z(t).

IT) Usar os resultados obtidos em (I) para obter o campo v e obter as componentes
CYNNE

restantes da métrica, gy, € g,o-

IIT) Finalmente, com esses resultados, calcular as corregbes pdés-newtoniana da tra-

jetéria através da (3.1).
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4 PROMEDIACAO DOS
CAMPOS GRAVITO-
ELETROMAGNETICOS

No capitulo anterior utilizamos a aproximagao pods-newtoniana para solucionar a
equacao de Einstein e obter as componentes do tensor métrico em ordens de poténcia
de v. Neste capitulo iremos, com os termos independentes da métrica, construir os cam-
pos gravito-eletromagnéticos, que sao campos que obedecem equacoes semelhantes as
de Maxwell. Braginski (16) chegou a equagoes parecidas usando a aproximagao pos-
newtoniana parametrizada (17), enquanto Campbell a deixou na forma tensorial(18)(19).
No presente trabalho iremos atras de deduzir tais equacgoes utilizando os resultados do
capitulo anterior e encontrar os campos efetivos para um conjunto de sistemas do tipo
sistemas solares, de modo analogo ao que é feito para obter as equagoes macroscopicas do

eletromagnetismo(20).

Como vimos a relatividade geral possui uma simetria chamada covariancia geral e
que para obtermos fisica de suas equacoes é necessario quebrarmos essa simetria, com a
fixacao do sistema de coordenadas, de modo analogo ao caso eletromagnético em que é
preciso fixar o gauge. Esse é um exemplo dos pontos que as duas teorias tem em comum,

porém existem pontos que diferem bastante nessas teorias.

Na teoria de Newton da gravitacao um problema é a falta de liberdade do campo
gravitacional, pois esse campo é totalmente definido por um tnico potencial definido pela
equagao de Poisson (2.23) enquanto que o eletromagnetismo é determinado por um campo
escalar e um campo vetorial. Podemos pensar o potencial gravitacional newtoniano como
analogo ao potencial escalar eletromagnético, mas para prosseguir com uma analogia entre

ambas as teorias precisamos ainda de um potencial vetor para a gravidade.

Na teoria de Einstein o campo gravitacional ganha mais liberdade pois agora ele é

determinado pelas 10 componentes independentes do tensor métrico, agora é a gravidade
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quem tem muita liberdade em relacao ao eletromagnetismo. Outro problema gerado
pela teoria da relatividade geral é que suas equagoes sao nao-lineares enquanto que as
equacoes de Maxwell sao lineares. De modo que, para criarmos uma analogia entre ambas
nesse contexto temos como desafio linearizar a relatividade geral e reduzir a liberdade da
métrica. E com este objetivo que utilizamos a aproximacgao pds-newtoniana que é um dos

dois principais métodos de linearizar a equacao de Einstein!.

Historicamente fazer uma analogia entre ambos é algo que vem tomando a atencao
dos fisicos desde 1893 quando Heaviside(21) investigou como a energia se propaga em
um campo gravitacional. Ele propos um vetor de Poynting gravitacional que continha
componentes magnéticas da gravitacao, isso mais de 30 anos antes da teoria de Einstein.
Apés a descoberta da relatividade geral Forward(22) foi o primeiro a escrever as equagoes
da relatividade geral linearizadas em uma estrutura tipo Maxwell e propos experimentos
para detectar os campos gravito-magnéticos(23). Experimentos mais recentemente em su-
percondutores foram propostos por Li(24)(25)(26) seguindo as corregoes introduzidas por

deWitt(27) e Ross(28) na equagao de London para incluir os campos gravito-magnéticos.

4.1 As equacoes de Maxwell-Einstein

No capitulo anterior encontramos, utilizando a aproximagao em quarta ordem, que a

componente 00 da métrica é dada por

goo = —1— 2, —2¢; — 2
= —1-2(¢n+7) —2(n+¥)*+ O (v°),

e em segunda ordem, que

9i; = 03 (1 —2¢n)
= 0y [1-2(dn+9) + O (7")] .

De modo que se definirmos

b= bnt+ 0, (4.1)
e, de acordo com (3.35),
118
Ai = Zg0i7

1O outro é a aproximacao de campo fraco.
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obteremos, de acordo com a aproximacao tomada até aqui, que

goo = —1—2¢— 2<Z527 (4-2)
goi = 4A,,

Onde, de acordo com (3.30) e (2.23)

Vi = V¢, + V%

P 3 5
E, de acordo com (3.31), que
V2A = 4nGjy. (4.5)

Da solucao do tensor métrico obtida observamos que ha somente quatro fatores indepen-
dentes, o escalar ¢ e as trés componentes do vetor A. De modo que podemos identifica-los
como as quatro componentes do quadrivetor eletromagnético A*. Mais uma indicacao que
estamos no caminho certo para construir uma analogia entre a gravitacao, na aproximagao
tomada, e o eletromagnetismo é que a condicao de coordenadas harmonicas nao satisfeita

trivialmente (3.35), nos fornece a condigao

8¢n e
A=
BT +V 0,
ou, devido a aproximacao tomada
0¢ >
— A=0. 4.
o +V 0 (4.6)

Que, analogo ao eletromagnetismo, é o gauge de Lorentz.

Para chegarmos nas equagcoes em si usaremos a identidade vetorial
V2A = V(V.A) -V x (V x A),
e o gauge de Lorentz na equacao (4.5) para obter que

V(V.A) =V x (V x A) = 4Gy,

SV x (VxA)=—47Gjy — %. (4.7)

Estamos, agora, aptos a definir os campos gravito-elétrico e gravito-magnético de forma



andloga ao eletromagnetismo quando é fixado o gauge de Lorentz, ou seja

~ 0A
E, = —V¢——
I TS
B, = VxA
De onde encontramos que
-~ 0A
Vop=—-E,— —
(b g at Y
que substituida em (4.7), junto com (4.9), nos fornece
= . OE, A
B, = —4rGiy+ 2 72
V x g 7Tj0+ 8t+8t2’

e em (4.4), junto com (4.6)

0 (0o, 3 5
. OV.A OV.A 3
- 3
V.Eg = —47TGp0 |:1 + (bn + §U2:| .
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(4.10)

(4.11)

(4.12)

Da proépria definigdo dos campos gravito-elétrico, (4.8), gravito-magnético, (4.9), encon-

tramos as equacoes restantes

—

V.B,=V.(Vx4) =0,

€
. A
Vx B, — —Vx(ve) - X
ot
_ _839
ot

Ou seja, obtemos o conjunto de equagoes de Maxwell-Einstein

VE, = ——p |1+ ¢n+ 202,
V.B, = 0,
. OB
VX E, = =
ﬁ . OE
VX B, = _Ng]0+8—;7

(4.13)
(4.14)

(4.15)

(4.16)

onde na tultima equacao foi desprezado o termo com derivada segunda no tempo de ff,



pois esse termo ¢ de ordem de ¥°. Foi definido

1
9= G
e
Ly = 4G,

de modo que, da mesma maneira que no caso eletromagnético,

Egltg = Eofto = 1.
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(4.17)

Destas equacgoes podemos encontrar as equacoes de onda de modo semelhante ao que é

feito no caso eletromagnético. Aplicando o rotacional na equagao (4.16) e em seguida

usando a (4.15) e a (4.13) encontramos

ﬂ B
VxVxE, = —% )
V(V.E,) - V?E, = ug% — a;gg
VZEg - a;tEQg = E—lgv [Po + podn + 3,0002} + ﬂg%
V2E, — a;tE;g _ 5_19 68_-7} +V (po + podn + ngUQ)] . (4.18)

Analogamente para o campo gravito-magnético aplicaremos o rotacional em (4.15) e usa-

remos a (4.16) e a (4.14) para encontrarmos

B, =
V xV x B, o
. . - B
V(V.By) —V?’B, = —pu,V x jo— 81529
V2B, = 1,V X jo.

L0 ,
—1gV X jo+ =V x E

(4.19)

Na tltima passagem foi desprezado o termo com derivadas segunda de B, pois esse termo

é de ordem superior a aproximacao tomada, mas de outra forma esse termo se cancelaria

com o termo de derivadas segunda de ff, que foi desprezado na obtencao da equacao

(4.16).

Podemos utilizar o teorema de Green para obtermos a solucao de (4.18) e (4.19) que
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sao
, B |05(Z 1) 3
E = — ) / Sl = 2 27 =1 4
g G/‘f—f/‘ [ ot +V pO<3j 7t)+p0¢n<x 7t>+2p0v (SL’ 7t) )
RET
(4.20)
N Iy S v
B, = —G/d3x’v>ijo—<i€,’>, (4.21)
-2

onde o colchete [ |gpr significa que o instante ¢ tem que ser o tempo retardado, t' =

t—|7— 1.

As diferencas destas equagoes para as de Maxwell sao os sinais negativos nas fontes dos
campos gravito-elétricos e gravito-magnéticos, o que se da devido ao fato que a gravidade
é atrativa enquanto que o eletromagnetismo é repulsivo para cargas iguais; outra diferenca
estd na fonte do campo gravito-elétrico que nao é somente a densidade de matéria mas
entra termos proporcionais a densidade de energia gravitacional e de energia cinética,
o que provém do fato que nao sé a massa interage gravitacionalmente mas também a

energia.

4.2 Deducao das equacoes macroscopicas

Iremos deduzir as equagoes de Maxwell-Einstein efetivas para o caso de sistemas for-
mados por varios sistemas do tipo solar. Para tal consideremos que os corpos envolvidos

produzam campos que obedecem as equacoes

. 1 3
Ve, = — |po+ =pov” + podn | ,
g 2
Vb, = 0,
b,
V X gg - _8—'[;97
- - 0e,
Vixby = —pgjo+ a—tg-

A média espacial de uma fungao F'(Z,t) em relagdo a uma fungao de ensaio w() é definida

como

(F(Z,t)) = / &B2'w(T)F (T — T, 1), (4.22)

onde w(Z) é uma fungao real, ndo-nula numa vizinhanga de & = 0 e normalizada a unidade
em todo o espaco. Afortunadamente, a funcao de ensaio nao precisa ser especificada em
detalhe; tudo o que se necessita sao propriedades gerais de continuidade e de variagao

suave que permitam a rapida convergéncia do desenvolvimento em série de Taylor sobre
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distancias de dimensoes do tamanho dos sistemas solares.

Uma vez que as derivadas espaciais e temporais entram na equagao de Maxwell-
Einstein, devemos considerar essas operacoes em relacao a promediacao, definida em

(4.22). Evidentemente, temos que

O, i [ow, W OF,_. . JOF
AP ) = [ @) S x,t>—<8xi>,
0

o (P(@,0) = <%_1;’>.

As operagoes de derivagao em relagao ao espago e ao tempo comutam, portanto, com a

e analogamente

operacao de promediacao.

Podemos agora considerar a promediacao das equagoes de Maxwell-Einstein. Os cam-
pos F, e By, campos gravito-elétrico e gravito-magnético macroscopicos, serao definidos

como as médias dos campos € e b,

De modo que as equacoes de Maxwell-Einstein promediadas sao

. 1 3
viE = L [<po>+—<pov2>+<po¢n> ,
Eg 2
V.B, = 0,
Vxﬁg = —%,
L - OE

Para encontrarmos as equagoes desejadas precisamos calcular as médias espaciais de py,

Po®n, Pov? € Jo, que vamos calcular a seguir.

4.2.1 Calculo da média espacial de pg

Considerando que em grande escala os corpos envolvidos possam ser tomados como

pontuais, no sistema de coordenadas ilustrado na figura 2, a densidade de matéria p, pode
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Figura 2: Sistemas de coordenadas locais. E utilizado para escrever a posi¢ao dos corpos
ligados aos sistemas locais, onde z; = x, + x;,

ser escrita como

po = Y, mid(E =)+ Y Y md(F - &)

j(livre) nj(n)
= > mps(@—T) + > > md(F — T — F), (4.23)
j(livre) n  j(n)

onde ¥, orienta o centro de massa do n-ésimo sistema local e o primeiro termo de py é a
contribuicao dos corpos livres desses sistemas. O segundo termo representa a contribuicao
desses sistemas, de modo que a média da densidade de matéria do n-ésimo sistema local

é dada por

<po>n o= (> md(d— iy — ) ) = /w(gj > mid(E — @, — &, — §)d’s
()

i(n)
(n)

Se as dimensoes desses sistemas locais forem muito menores que as dimensodes considera-
das, entao podemos expandir w(Z — Z,, — Zj,,) em série de Taylor em torno de Z;, = 0,

cuja expansao ¢

1
w(Z — 2) — (5, V)w(Z — 7,) + §(fjn.V)2w(f —Zp)
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De modo que

1
< po>p = Zm] [ T — @) — (Zpn.V)w(Z — Z,) + é(fjn.V)Qw(f— Tp) 4o

J(n)
R~ Zm] (¥ —Z,) — Z(mjfjn).Vw(f — ) +
J(n Jj(n)

+§ Z M (Tjn- V) [T V(T = Tn)].

Como 7, orienta o centro de massa do n-ésimo sistema local entao
E m; T, = g m;(Z; — E m;T; — E MLy = Mp Ty — My Ly = 0,
j(n) j(n) J(n) j(n)

onde

E mj = My,

j(n)

E observemos que

Ep DN To@ = 8] = (@i |l = 3)

_ a% {(fjn)ia% [(Zjn)kw(Z — fn)]}
- V. B (@il - 5]
- V[ (@t - )]

83%
= V.V [FnZ (@ — T,)]).

Definindo o momento de quadrupolo do n-ésimo sistema local como
— 1 g -
j(n)
obtemos que

< po>n &~ muw(Z—7,)+ V. [V.]qw(@—z,)]]

= <mb(F— ) > +V.[V. < q,6(F — &) >].

V. <Z q,0(7 — :?n)>]

= P+ V.[V.Q (4.24)

Entao, de acordo com (4.23),

<pyp> = <Z mjésc—xj> <Zmn :c—:z:n>—|—V

j(livre)
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onde definimos a densidade de matéria livre
pr = < > myd(F - & > + <Zmn6(f— fn)> :
j(livre) n

e a densidade de momento de quadrupolo

= <Z q,0(7 — :En)> .

O resultado (4.24) é semelhante ao obtido no caso eletromagnético com a carga elétrica
trocada pela massa, porém a resposta encontrada nao possui o termo analogo ao momento
de dipolo pois esse termo corresponde a média da soma do momento linear de cada sistema
local, que é nulo devido ao sistema de referéncia tomado sobre o centro de massa dos

sistemas locais.

4.2.2 C(Calculo da média espacial de fo

De modo andlogo ao que foi feito em p, podemos escrever, usando o mesmo sistema

de referéncia, j, da seguinte forma

jo = Z m;U;6( —l—ZZm]v] 7))

j(livre) n j(n)
= Z m;U;6( )+ Z Z m; (T, + Ujp)0(Z — Ty — Tjpr), (4.25)
j(livre) n j(n)
onde
.4z
’Uj = %

Novamente, o primeiro termo é a contribuicao da massa livre enquanto que o segundo
somatorio é a contribuicao dos corpos ligados. Logo, a média da corrente de matéria do

n-ésimo sistema local é dada por

<o >n = /w(st) > m (@, + Ujn)0(E — F — Fjy — §)d’s

(n)

= Zmy Uy, + Ujn )W (T — Ty — Tjn).
J(n)
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Expandindo, novamente, w(Z — Z,, — Z;,) em série de Taylor em torno de %, = 0 obtemos
e — — — N N — N 1 — 2 N —
<jo>n = Z m;(Uy, + Upn) |w(Z — &) — (Z5,,.V)w(Z — Z,) + §(xjn.V) w(Z — Zy,)

- @, Z [mw(T — Z,) — (m;ZT,).Vw(T — %,)] +

j(n)
+anV V. [ MG i W (& ] + Z m; U w(Z — Z,)] —
j(n)
1
— Z [(mjﬁjnfjn).Vw(f— Z,) — V.V. [ M Ujn L jn @ jnw (T — fn)H
j(n)
~ M, U,w(Z — @) + 0, V.V.][qw(Z — Z,)] +
S gt (E — Fa) — (yTayn) Vo (E — )], (4.26)

onde na ultima passagem foi desprezado o termo com ¥}, %}, %y, que é tomado com muito

pequeno. Novamente teremos uma simplificagao devido o sistema utilizado, pois
— d — I~
ijvjn = @ ijxjn = 0
i(n) i(n)

Para melhorarmos essa equagao usaremos que

d _ daqy dw(Z — @)
pr [an.-Vw(Z —2,)] = % Nw(Z —7,) +q,.V o
= 3 Z M [BjnTin + Uin@jn] . VW(T — ) — Qu.V [T, V(T — T,)]
i(n)

= Y (mTnEn).Vu(d — Z,) — q,.V [1,. V(@ — Z,)] +
i(n)

1
+§ ; mj [fjngjn — 6jnfjn] Vw(f — fn),
j(n

d
i(n)

1
-3 > m(Ejn X ) V(T — ), (4.27)

j(n)

e a identidade

VNV [Quw(F — B)] = V.V [aquw(F — Z)] — V X V. [qn X Tw(F — )]
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Substituindo esses resultados em (4.26), encontramos que

<Jo>n A Mplaw(Z — ) + V.V [0 aquw(Z — Zp)] — V X V. [qn X Tyw(Z — Z)] —

d L 1 . . L
T [ V(7 — 7)] + B ij(xjn X Uj,). V(@ — @) —
i(n)

= (m,0,0 ( Tp)) — VX V. Aqy X 0,0(% —Z,)) — EV (quw(Z —2,)) +
+V X ([l d(Z — @) ,

onde definimos o momento gravito-magnético do n-ésimo sistema local como

= — E m;(Zjn X Ujp).

J(n

De acordo com (4.25),

(i) ~ii- dva v

M—-V. <Z Qn X T,0(T fn)>] , (4.28)

onde foi definido a densidade de corrente livre

ir = < Z m;U;0( ])> + <Z My U0 (T — fn)> :
(livre) n

e a gravito-magnetizacao

4.2.3 Calculo da média espacial de pyv?

Iremos calcular agora a média espacial do termo proporcional a pov? que é o termo
que representa a contribuicao da energia cinética. De modo analogo ao que foi feito no

cdlculo das médias anteriores iremos escrever esse termo da forma
pov? = g mj )+ E E my (U, + Uk 5(f—fn — Tgp)- (4.29)
j(livre) n  k(n)

Novamente, o primeiro termo é proporcional a energia cinética dos corpos livres e o se-

gundo dos objetos ligados aos sistemas locais. Observemos separadamente a contribuicao
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do termo ligado

<p0U2>n = ka (UZ —+ Ulin -+ 2Unﬁkn) U}(f— Ty — fkn)

= ka (vi + v+ ZUn.Ukn) (w(Z — ) — (Zen.V)w (¥ — 7))+
1 - 2 — —
+ é(x;mV) w(Z — Zy)
~ muuiw(T — T,) + V.V.quuiw(T — 7,) + kav,m (¥ —1Z,) —

k(n)

—20,. Y [N T V0 (F — T,). (4.30)

Para melhorarmos essa expressao usaremos a identidade (4.27) obtida no calculo da média

de j’o, e que
Un% [qn-vw(f_ fn)] - %V [qn-gnw(f_ fn)] — V. [qn-%w(f_ fn):| )
para obtermos que
dt dt

k(n)
+1,.V X V. [q, X w(Z& —&,)] —

—0,.V X [flpw(F — T,)] + V.V.[quoiw (T — T,)].

Finalmente usaremos que

TV X V. o X Gw(Z — T)] — T0.V X [flnw(F — T)] =
V. (o X ) X Tow (T — B)] + V[T, X flnw(E — T))],

na expressao acima de modo a obter, a partir da equacao (4.30), que

<p01)2>n <mnv25 > V.V. <qn1)25 (Z — 7, > + <Z myvz, 0( fn)> —

k(n)
0 dvy,

—ZEV. (4p U, 0(Z — 7)) + 2V. <qn.ﬁ5(x - xn)> -

OV (G X ) X Tud(F — F)) — 2V (T X Fnd(T — T)) -

Como cada corpo segue a equagao de movimento dada por (3.36)

dvn

dt = v¢na
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entao, podemos escrever o seguinte termo como

<qn.dd—?5(f—fn)> — <qn > Gm] "o8(T — fn)> +

) i~

< > ZG g = I T 5<f—fn>>'

mim#£n k(m |xm _xn+ka|

Podemos expandir ainda esse tltimo termo em série de Taylor em torno de X, = 0, de

modo que
— X, + a:k Gmy, . . . o~
= Gmmi(_xjm — fn)
| T — Ty

onde o vetor unitério n,,, ¢ dado por

_ (fm _fn)
Nmn = ‘fm — fn‘ .

Finalmente podemos voltar a equacdo (4.29) para obter a expressao desejada
{pov*) ~ (pOUQ)f — V.4, — V.V.By, (4.31)

onde foi definido a energia cinética livre

(pov?) <Z mv?s(T >+ <;mnvi5(f— > <Zkavkn n)>,

liv n  k(n)

e as quantidades

A, = 2 <Z T X (T — :zn)> 9 <Z qn.GmmMé(f— :zn)> -
x
Z—T . ) I

o j(liv.) j

B, = <Z A 020(Z — :z»’n)> +2 <Z(qn X T) X U, 0(T — fn)> :

n

4.2.4 Calculo da média espacial de py¢,

Finalmente calcularemos a média do termo que representa a contribuicao da energia

gravitacional newtoniana na fonte do campo gravito-elétrico. Usando o sistema de coorde-
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nadas definido no cédlculo da média da densidade de matéria, figura 2, podemos escreve-lo

CcOo1mo

oo = S maE-g) | Y oy e
j(livre) k(livre)k#j |l‘ xk| n  k(n) |l‘ Il'k|
G G

D IPLULCESARDY ‘*_Tn;MJFZZ ﬁ

m j(m) k(livre) k(nlggéj(m)
G G L
- X L EREPEmr X S o n ta e
j(livre) ](klwre j(livre) n  k(n)

G ‘ L S -
PP B |<>

k(livre) m  j(m

Gmjmy,
- §(Z— 2, — o).
E)DY T — (Fon — ) T Tm)

™ G

O primeiro termo acima é a interacao gravitacional dos corpos livres -por isso & > j

para nao contar duas vezes a mesma interagao. O segundo e o terceiro é a interacao dos
corpos livres com os corpos ligados e o tltimo ¢ a interagao entre os corpos ligados, como
nao ha auto-interacao gravitacional k(n) # j(m), para tal ou m # n ou j(m) # k(m).

Observemos separadamente a média do ultimo termo
0T — Ty — Tjon — S
<minci = 32 % ijmk/w(§)|f = ni(fkjm—fj)ldgs
m n n m
T A ’
Gm;m
NS DD DL A

e T

J

+3°% %w@_ T — Bjn).
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Expandindo |Z,, — Z,, — (Zgn — :i"jm)rl em torno de Ty, — Tjp = 0, para m #n, e w(T —

Ty, — Zjm) em torno de Z;j,, = 0 obtemos que

xkn - x]n‘

Gm;m . - - o
<oon i = 3D L W B @Vl - B

1 Gm.:
+—(fjn.V)2w(f—a?n>} +3 ) %[H

\)

Gm,,
< PoPn >a2 Z Fn— 7 |{mmw( )+ V.V [qnw(Z — 7))} +
71;{L<n " "
(@ — ) .
+ Z Gm, En Z V.M, ZmZjmw(Z — Zy,)]
Y J(m)
Gma,my, -, . Gm,dm -, .
<Z -l x’”)>+v'v'<z Tl m)>+
e me
Gmn Tm T, N N
—|—2V <qu _’(—f|3)( _xm)>
A e

m.n Tm — Tp n ik Tjn — Tkn
m<n 1<k
Gmnqm 7oz Gmymy, o,
+V.V () —En) )+ (D) (T - E) )+
m<n j7<k:




Nos concentremos agora na média do terceiro termo de py¢,

G
<podn s o= D DY T —TZ:T—?:%\ W(E = T — Zjm)

k(livre) m j(m

Q

— T+ T
k(lzvre m  j(m) k ]m‘

G S
- (E TE ) -
k(livre

m . j(m)

v < >SS - m)>+

k(livre) m  j(m)

vV, < 5 zzé”ik‘;;cs m>>.

k(livre) m  j(m

E, finalmente, juntando a contribuicao de todos os termos obtemos que

< podn >= (potn)s — V. A, + V.V.By,

SL’)>—|—
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> ZZW Oy {o0(F = ) = V[ 0(F = F)] +

e

onde
Gm;my, Gmim
oy = (£ % @) )+ 3 TY S
jlwre)k(,gl re) (livre) m  k(n)
Gmym 7z Gma,my, -, .
+<kz IPPLLTER > <z|xm_m _xm>>+
(livre) m  j(m) my
i ZZ ijmk _)—:Z")
. | Zjn — T S
J#k
A= (XSS e )+ (LN i) ) -
b k(livre) ™ j(m |x] — Ty - |Zjn — Thnl
J#k
G n\4tm n - -
i e
Gmyq; 7z GmnQm .
B = (I DT ) (3 e
ZUT‘Q m m;&"

x]n - xkn‘

Gmk] —»—»
AT ),
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4.3 Campos macroscopicos

Nas secoes anteriores calculamos as médias necessarias ao calculo das equacgoes de

Maxwell-Einstein promediadas. Em fim encontramos o resultado

1 3 3 - 3
V.E, = - pr+V.V.Q+ 5 (povz)f + §V.A2 + év.v.BQ +
g

+(potn) s + VA + V.V.Bl} , (4.32)
V.B, = 0,
Vxﬁg = —%,
- - 0 - oL
Vx B, = —ugijrugaV.Q—ung M—-V. <an xvné(az—xn)> +
OE,
9. 4.33
o (4.33)

Reorganizando a equacao (4.32) da forma

(V.Q+ 500+ VB + (A58 )| = [0+ 5 (r?), + (non) |

g

v.|E+ 2
g

nos permite definir o campo

- = 1 35 3
D,~ E,+ . (VQ+ A+ VB2+A1+VB) (4.34)
g

de modo a tornar valida a equacao

. 1 3
V.Dy=—— [Pf +5 (pov?) ; + (pocbn)f] :
Eg 2
Da definigao (4.34) isolamos
= = 1
Eg%Dg - (VQ+ A2+ VB2+A1+VB)
g

afim de substituir na equagao (4.33) para encontrarmos

LD,

.0 ’ DR
VX By~ —figjs+ o5 V-Q — 1V X [M_v' <an”n5(x_x")> ot

o 2o ‘Vﬁ o TV

Eg

1 <8VQ 304, OB, 0A, 8B>
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Devido a propriedade (4.17), mantida do eletromagnetismo

exatamente como no caso eletromagnético. Finalmente encontramos que

V x B +M9M Ng <an><’l}n :E—l‘n)>] z_:ug]e+ﬁ

onde foi definido a corrente efetiva

. - 304, 3_0B, O0A, OB,
Je®irt oo T3V T YV a

Definiremos da mesma forma que na teoria eletromagnética

ﬁg B—i—,ugM [TAY <anxvn :L’—a:n)>,

de modo a validar

» . dD
V x Hg = _Mg]e+ a—tg
Finalmente as equacoes obtidas foram
V.0, = = |pr+2 (p?) + (o)
£ f 9 0 f 0¥n)f| »
V.B, = 0,
5 dB
VxE, = ——*2
* S ot ’
. . 9D
H, = —u,je g,
V x H, Hale + =5,

Finalmente observemos que, tomando a promediacao na lei de conservacao da massa
(3.22)

- 0
<> +=< >= (.
\Y% Jo +6t 0

Substituindo as expressoes (4.24) e (4.28)
M-V. <Z Qn X Tp0(Z — )>

.9 9
0 = V{jy-5VQ+Vx b “los+V.V.Q]

o -2 8 8pf 8
= Vijr—5,VVQ+ L+ 5 VV.Q
8

Que € a lei de conservacao da massa livre. As equactes macroscépicas obtidas indicam a
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lei de conservacao

- 0 3
0 = V.je -+ E |:pf —+ 5 (pov2)f —+ (po(bn)f:|

. 304, 3_ 0B, 0A, OB,
ity Vet TV a

= V. +

9]
T [/)f + g (/JOUQ)f + (Po%)f}

304, 3_ 0B, O0A, 0B,
2o 2V T o TV

0

= V. + o E (POUQ)f + (Podn) s

Essa lei de conservacao obtida indica que os termos que entram na definicao da corrente
efetiva, além da corrente livre, representam uma corrente associada aos termos que apa-
recem na fonte do campo gravito-elétrico, a menos da densidade livre. O que nos indica
uma simetria muito maior nas equacoes macroscopicas do que nas equagoes fundamen-
tais, ja que nestas ultimas a fonte do campo gravito-magnético era somente o fluxo de
matéria, sem levar em conta o fluxo de outras formas de energia, enquanto que a fonte do
campo gravito-elétrico as levava em conta. Nas equagoes macroscopicas essa assimetria

foi quebrada pois a fonte do campo ﬁg ¢é o fluxo da fonte do campo 59.
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CONCLUSAO

Mostramos, neste trabalho, que com os elementos independentes da métrica expan-
dida na aproximacgao pos-newtoniana de quarta ordem na velocidade média é possivel
construir campos que obedecem equacoes similares as de Maxwell do eletromagnetismo
quando fixado o gauge de Lorentz. Através dessas equacoes se torna evidente que nao
somente a matéria interage gravitacionalmente mais também a energia - no caso a po-
tencial gravitacional e a energia cinética. Devido ao gauge obedecido por tais campos,
proveniente da fixacao de coordenadas, a propagacao desses campos se da a velocidade

da luz, o que corrobora com o espirito da relatividade especial.

Com esses campos gravito-eletromagnéticos encontramos os campos efetivos para uma
distribuicao de matéria organizada em sistemas locais, como o que ocorre no universo,
onde a matéria estd organizada em estruturas discretas, como os sistemas solares, em
uma escala, galaxias, em uma escala maior, e, finalmente, em grupos de galaxias; somente
depois desse tltimo nivel é que podemos usar o modelo de Friedmann, onde se pressupoe
a matéria homogeneamente distribuida. As equacoes obtidas para esses campos efetivos,
59 e Flg, apresentaram uma simetria maior que as equacoes dos campos fundamentais,
ja que as fontes satisfazem uma equacao de continuidade de mesma ordem, ou seja, a
fonte do campo ﬁg ¢é o fluxo associado a fonte do campo ﬁg. Mostramos que a definicao
desses campos é bastante simplificado ao escolhermos o sistema de coordenadas fixado

nos centros de massa dos sistemas locais, onde os termos de dipolo zeram.

Como perspectivas de estudos posteriores a serem feitos com base nos conhecimentos

expostos bem como nos resultados obtidos nesta dissertacao podemos exemplificar:

1. A inclusao de particulas carregadas eletricamente, de modo a acoplar o campo

gravito-eletromagnético ao campo eletromagnético.

2. Aplicar as equacoes de Maxwell-Einstein & um sistema binario e verificar se, como
na caso eletromagnético, hé radiacao de energia. Obtendo uma resposta positiva a essa
questao entao, por exemplo, o sistema solar estaria destinado ao colapso. Um calculo do
tempo necessario para esse colapso poderia indicar a necessidade de se postular, assim

como fez Rutherford para o atomo de hidrogénio, que um sistema estacionario nao irradia.
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3. Prosseguir com a aproximagao pés-newtoniana em ordens superiores as considera-

das neste trabalho e verificar o que ocorre com os campos descritos aqui.

4. Utilizar fungoes de ensaio explicitas no calculo dos campos médios. 5. Incluir a
constante cosmoldgica na estrutura aqui apresentada e verificar como ela afeta os campos

gravito-eletromagnéticos.
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APENDICE A - O problema de dois corpos

puntiformes fixos

Como aplicagao da aproximacao pds-newtoniana e dos campos gravito-eletromagnéti-
cos iremos considerar dois corpos pontuais de massa m; e msy fixos nas posicoes T e I

respectivamente. De modo que a densidade de matéria desse sistema é dada por
po = mlé(f — l_"l) + mgé(f — fg),

e a densidade de energia gravitacional por

Gmima . _, Gmamy . _, Gmims L.
n = ) — 2%y) — ) — P )=—"(F-7 10) — .
pO(Z5 ‘f—fl‘ ('T 1’2) |f—fQ‘ (.T 1’1) |3—j»1 —f2|[ (SL’ xl)_'_ (.T 1’2)]

De acordo com as equagoes (3.32),(3.34) e a defini¢ao (4.1)

A3z’
6 = bu+i= =G [ o @) + (@)

A3z’ L, L
= -G m[mlé(az — 1) +mad(Z' — o)) +
mime A’ . . - -
G? N — N —
+ |:Z,»1 _ fg| |f— l_”|[ (.T xl) + (.T 'TQ)]
- _G |: mq i mo :| i G2 mime |: 1 i 1
7 =] |7 — 2 |71 — @] [[T— 71| |7~ 7

E, de acordo com (3.33),
Y9i; = 0.
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A componente puramente temporal da métrica pode ser obtida por (4.2)

goo = —1—2¢—2¢2
1 1
_ _1—2{—G{4m2 n ﬁm{} Gr e [ﬁ o ”—
|7 — 21|  |&— 2y |71 — Zo| ||Z— 71|  |&— 2y

2
o2 ) o ]
|7 — 2|  |T— s |71 — Zo| || — 24| |7 — s

_ 1+[ - 2Gmy } [ 2Gm2 2G*m3 } B
17— 2| x—azl\? 17— Ty |7 — T
IR L TN e B
71— 2| [T — 3] |7 — 2 W—%\ |7 — 2y
+ g { L 1 H (A.1)
T1 = @] [T -2 |77

E a componente puramente espacial, por (4.3)

gii = 0i(1—20)
_ 5Z~j—25ij{—G|:_)m1_» +_}m2_»:| G2 miMme |: 1_» +_}1_»:|}
7 — 21| |72 |71 — o] [|Z— 2] [T — 2
2G 2G
= s [L | e [ 22| -
— 41

.T—fz

—24,;,G2 12 { o } . (A.2)

|7y — 2| || — 21| |Z— 2y
Podemos observar que essas solugoes sao compostas pelas solugoes originadas por cada
massa separadamente mais um termo de interacao. Em uma melhor aproximacao pode-
mos substituir as solucoes aproximadas independentes por seus valores exatos, mantendo
a aproximagao somente no termo de interacao. A solucao exata do problema de Schwarzs-

child,para uma massa M situada na origem, em coordenadas harmoénicas é (12)

L= MG/r | 2GM 2G°MP

goo:_1+MG/rN_ L rz
1+MG 5t MG\’ 1+ MG/r [aizi
Jig Y r 1—MG/r \ r? )’
goi = 0.

Na aproximacao tomada esse resultado se converte em (12)

2GM  2G*M?
goo = —1+ - TR
r r
MG
gij = 0ij (1 + 27) ;

goi = 0.
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De modo que as solugbes (A.1) e (A.2) podem ser escritas como

1—Gm /|7 =7 1—Gmy/|T — 15
J00 1+ Gmi /|7 — 1| 1+ Gma/|7 — 7o
1 1
_gqr Tz {ﬁ o }{1—2(;{ LI L B
|71 — Zo| || — 24|  |Z— 2y |7 — 2| |Z— 2y
—|—G2 miMme |: 1 X 1 :|}
|7y —Zo| || Z— 71|  |F—2a]] )
e
Gij =

O+ij)ax+Q"M?f1+mﬁmﬂﬂm<W—ﬁxﬂ—ﬁ»

|I—fl| f—f1| 1—m1G/|f—:?1|

LG NG\ LG )i - Bl (@ = ah) @ — o)
+ t == it == —mClr— & NP
|7 — 2y |7 — 2y meG /|% — Zs| |7 — &
5. — 95,22 1 1
K R A A R N [ B S

Finalmente usaremos as solugdes (4.20) e (4.21) para obtermos que

B, -0
e
~ a3z’ .
E, = G = _,/|V (po(Z") + popn(Z "))
A3’
= -G ————— V' [m10(Z' — Z1) + mad(Z' — Zy) —
|7 — 2|

Gm1m2 _,, R _,, :|
— —16 — 7))+ 0¥ -7
|IL’1—I‘2|[ ( 1) ( 2)]

m 1— Gm1 5(f — _»2) X
’ | —To| ) |77
G
—i—G/d%’V"f_ 7 my (1 — 7 Tfl_ﬁé\) 0T — 7))+
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De acordo com o teorema da divergéncia (29)

/d?’x/v/{; [ml (1 — FL{) 5(51_1—;1)+
|Z— 2| |71 — s
G
s (1 == ) 0@ — ) | =
|71 — T
/ =1 {ml ( FL%,) 0@ — @)+
17— 7| |Z1 — @y

G
+meo (1 - #) 67" — 52)] nda,

|T1 — s

que é igual a zero ja que o argumento da integral vai a zero no infinito. E como (29)

1 r—7
v = — )
|7 — 7| |7 — 2|3
De modo que
— l_"—fl Gm2
E, = -G [|d&r———— |m |[1——= )6 — 7))+
; [ i m (1 ) e =)
Gm . N
+m2(1— L )5( '—$z)}
|1 —
G r— 7 G 7 — 7
= =G (1= ) S o (1 ) SR
|Ty — 71| ) |& — 74 |To — 71| ) |& — 25

Podemos observar desse resultado final que a ”carga” de campo gravito-eletromagnético

m 1—7Gm2

oo (1 G
? [Ty — 21| )

Ou seja a interacao gravitacional mutua diminui a ”carga” de campo. Esse resultado

da particula 1 é

e da particula 2

demonstra explicitamente como a energia do campo gravitacional contribui para o campo

final.
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