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Resumo

Um resultado conhecido da Teoria de Grupos, devido a J. Thompson, diz que se um
subgrupo maximal de um grupo finito GG é nilpotente de ordem impar, entao G é solivel.
Neste trabalho, apresentamos uma generalizacao deste resultado, devido a Y. Wang, o
qual estabelece que se G é um grupo finito, A é um grupo 7(G)-solivel agindo sobre
G por automorfismos e existe um subgrupo A-invariante maximal M de G tal que M é
nilpotente e o 2-subgrupo de Sylow de M nao possui grupo quociente isomorfo ao grupo

diedral de ordem 8, entao G é solivel.



Abstract

A known result of Theory of Groups, due to J. Thompson, establishes that if a
maximal subgroup of a finite group G is nilpotent of odd order, then G is soluble. In this
work, we study a generalization of this result, due to Y. Wang, which states that if G is
a finite group, A is a 7(G)-solvable group that acts on G by automorphism and there is
a nilpotent maximal A-invariant subgroup M of G such that M does not has quotient

group isomorphic to the dihedral group of order 8, then G is solvable.

vi



Indice de Notacoes

0 conjunto vazio.
Imf imagem do conjunto A pela f.
(m,n) maximo divisor comum entre m e n.
[, y] xty~lwy
(X) subgrupo gerado por X.
(X, Y] (lz,y] - x€eX eyeY)
Tn(G) n-ésimo termo da série central inferior de G.
o(G) subgrupo de Frattini de G.
&n(Q) n-ésimo termo da série central superior de G.
/ conjunto dos nimeros inteiros.

7
L, A
|A| cardinalidade do conjunto A.
J(P) subgrupo de Thompson de P.
KxH produto direto de K por H.
N¢(H) normalizador de H em G.
0:(G) m-subgrupo normal maximal de G.
SL(2,3) {A € GL(2,Z3)|det A =1}.
Sym/(S) grupo simétrico do conjunto S.
|G : H| indice do subgrupo H em G.
o(z) ordem do elemento x.
ACB A é um subconjunto préprio de B.
ACB A é um subconjunto de B.

HLSG H é um subgrupo de G

Vil



Aut(G)
Ce(H)
Ca(9)
dimpV
stab(i)
Ve

G

S oy
GF(p")
GL(n, F)
GL(V|F)
H<aG
H char G
Hx K

Hx

Mat(n, F)
tr(M)
ch(G)

grupo de automorfismos de G.

centralizador de H em G.

{r € G : ¢(x) =z}, onde ¢ € Aut(G)

dimensao de V sobre F'.

estabilizador da letra 1.

subgrupo derivado de G.

n-ésimo termo da série derivada de G.

grupo quociente de G por um subgrupo normal H.
corpo finito com p” elementos.

grupo das matrizes nao singulares sobre F'.
grupo dos operadores lineares nao singulares de V| F.
H é um subgrupo normal de G.

H ¢é um subgrupo caracteristico de G.

produto semi-direto de K por H.

{z=*hx : h € H}.

{hx : h e H}.

V' é um espaco vetorial sobre F'.

ylay.

{zy :zeX eyeY}.

{yhz : he H}.

centro de G.

grupo diedral de ordem n.

conjunto dos divisores primos de |G|.

conjunto das matrizes n x n com entradas em F.
traco da matriz M.

anel caracter de G.

{zv:ze X, yeVY}.

produto entrelacado de H por G.

intersecao de todos os conjugados de H.

p-subgrupo de Sylow

viil



Sumario

Introducao 1
1 Resultados Preliminares 3
1.1 Subgrupo Comutador e Subgrupos Caracteristicos . . . . . . . ... ... 3
1.2 Grupos Soluveis e Nilpotentes . . . . . . . . .. . ... ... ... .... 6
1.3 Apresentacao de Grupos . . . . . . . . ... 10
1.4 Produto Semi-Direto . . . . . . . . . ... 12
1.5 Grupo de Frobenius . . . . . . . . . ... 13
1.6 Representacoes de Grupos . . . . . . . . . ... 15
1.7 Grupo Linear GL(2,q) . . . . . . oo 18
2 mw-Separabilidade 20
2.1 O Teorema de Schur-Zassenhaus . . . . . . ... ... ... ........ 22
2.2 Grupos m-Separaveis . . . . .. ... e e e 28
3 p-Estabilidade 36
3.1 Grupos p-Estéveis . . . . . . ... 36
3.2 p-Estabilidade em Grupos p-Soluveis . . . . . .. ... .. ... ..... 47
4 Os Teoremas de Glauberman-Thompson 53
4.1 Subgrupo de Thompson . . . . . . . .. .. .. ... ... ... .... 54
4.2 Grupos p-Nilpotentes . . . . . . . . . ... 66
5 p-Singularidades 72

1X



5.1 Caracteres . . . . . ..,
5.2 Transfer de Caracter . . . . . . . . . . . .,

5.3 Singularidades . . . . . . ...

6 O Critério de Solubilidade de Wang
6.1 Teoremade Wang . . . . . . . . .. .

Bibliografia

Referéncias Bibliograficas

97
97

103

104



Introducao

Uma classe de grupos que vem sendo intensamente estudada ao longo dos anos ¢ a
dos grupos solivers. Tais grupos foram e, ainda sao, alvos de pesquisa de matematicos
do mundo inteiro, dentre os quais destacamos P. Hall, J. Thompson, Z. Janko e O. J.
Schmidt. Descobrir propriedades destes grupos e condigoes suficientes para um grupo
ser soluvel, sao alguns dos topicos pesquisados por estes matematicos e que continuam a
render excelentes trabalhos na area de Algebra.

O. J. Schmidt provou que se todos os subgrupos maximais de um grupo finito G
sao nilpotentes, entao G é solivel. Alguns anos mais tarde, J. Thompson mostrou que
para obter-se a conclusao de Schmidt, é suficiente que o grupo G possua um subgrupo
maximal nilpotente de ordem fmpar.

Em seguida, Z. Janko mostrou que um grupo finito G é soliivel se contém um subgrupo
maximal M nilpotente com 2-subgrupo de Sylow de classe de nilpoténcia no maximo 2.

Num trabalho publicado em 1998, [10], Y. Wang demonstrou o seguinte:

Teorema. Seja G um grupo finito e A um grupo agindo por automorfismos sobre
G. Suponhamos que A € w(G)-solivel. Se existe um subgrupo A-invariante mazximal
nilpotente M de G tal que o 2-subgrupo de Sylow de M ndo possui grupo quociente
1somorfo a Dg, entao G € solivel.

O objetivo deste trabalho é apresentar a demonstragao do Teorema de Wang,
constante no Capitulo 6. Nos cinco capitulos anteriores, encontram-se a maioria dos
conceitos e resultados necessarios para um bom entendimento desta e das demais demon-
stragoes estabelecidas no Capitulo 6.

No primeiro capitulo, apresentamos alguns requisitos minimos para o desenvolvimento



deste trabalho, tais como: subgrupos comutadores e caracteristicos, grupos soluveis e
nilpotentes, grupos livres, grupo de Frobenius, produto semi-direto, representagoes de
grupos e propriedades do grupo linear GL(2, q).

No Capitulo 2, expomos, primeiramente, a demonstracao do Teorema de Schur-
Zassenhaus, que fornece uma condi¢ao suficiente para a existéncia e conjugacao de -
subgrupos de Hall. Na sequéncia, introduzimos as defini¢oes e algumas propriedades dos
grupos m-separaveis e m-soluveis, onde 7 é um conjunto nao vazio de primos.

Em seguida, no Capitulo 3, estudamos um assunto pouco abordado na literatura
matematica. Trata-se dos chamados grupos p-estdveis, onde p é um primo. O objetivo
primeiro é estabelecer condicoes suficientes para um grupo finito ser p-estavel, através do
Teorema 3.6, para que na sequéncia possamos obter propriedades dos grupos fortemente
p-soluveis, onde p é um primo.

No inicio do Capitulo 4, apresentamos a construgao do chamado subgrupo de Thomp-
son e obtemos algumas de suas propriedades. Como veremos, o normalizador do centro
de tal subgrupo desempenha o papel de “protagonista’no Teorema da p-Nilpoténcia de
Glauberman-Thompson, que nos da uma condicao suficiente para que um grupo finito
seja p-nilpotente. Para finalizar o capitulo, vamos demonstrar o Teorema de Thompson.

Com a teoria estabelecida nos Capitulos 1, 2, 3 e 4, é possivel demonstrarmos o
Teorema de Wang, desde que 2 nao divida |M]. Se 2 divide | M|, precisamos recorrer ao
Teorema de T. Yoshida, que diz o seguinte:

Teorema Se P € um S,-subgrupo de um grupo finito G que nao possui grupo quociente
isomorfo a Z, Z,, entaio PNG = PN Ng(P)'.

Como a demonstracao do Teorema de Yoshida envolve o conceito de p-singularidade
em um grupo, onde p é um primo, dedicamos o Capitulo 5 ao estudo de transfer de
caracter e p-singularidades.

Finalmente, no Capitulo 6, demonstramos o Teorema de Wang e concluimos o tra-
balho com um exemplo, onde mostramos que existe um grupo soluvel que nao possui um
subgrupo maximal nilpotente, mas tem um subgrupo A-invariante maximal nilpotente,

para um grupo A conveniente.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste primeiro capitulo vamos estabelecer alguns conceitos e resultados da Teoria
de Grupos que nos serao uteis para o desenvolvimento do trabalho. Em geral nao
apresentamos as demonstracoes destes resultados, mas tomamos o cuidado de sempre
indicar uma bibliografia na qual o leitor interessado podera obté-las. Esperamos que o
leitor domine tépicos basicos da Teoria de Grupos e Teoria de Mdédulos. Observamos que
as notacoes aqui usadas sao as cldssicas e encontradas na maioria dos livros relacionados
a grupos. Caso o leitor tenha duvidas quanto a isso, basta consultar nosso indice de

notacao no inicio do trabalho.

1.1 Subgrupo Comutador e Subgrupos Caracteristicos

Neste primeiro capitulo, convencionamos que G sempre denotard um grupo arbitrario,
a menos que se mencione o contrario. A notacao X C Y significa que X é um subconjunto
préprio de Y, enquanto que X C Y significa que X é um subconjunto de Y. Usamos a
notacao H < G para indicar que H é um subgrupo de G.

Se a,b € G, o conjugado b~'ab é escrito a® e o elemento a~'b~'ab é chamado de
comutador de a e b e denotado por [a,b]. O subgrupo de G gerado por todos os comu-

tadores é chamado subgrupo comutador ou subgrupo derivado de G e denotado por G'.



Tal subgrupo tem sua importancia, pois através dele é possivel determinar quando um

grupo quociente é abeliano, como mostra a

Proposicao 1.1 ([6], pdg. 33) O subgrupo comutador G' de G é normal em G. Além

disso, se H <1 G, entao T € abeliano se, e somente se, G' < H.

Se H e K sao subconjuntos nao vazios de G, o subgrupo ([h, k] : h € H k€ K) de G é
denotado por [H, K]. N6s podemos estender a defini¢ao dos comutadores [h, k] (e [H, K])
para um nimero arbitrdrio de elementos (e subconjuntos) de G da seguinte maneira:
sex; € G, 1 <i<mn, n>2 definimos [x1,zs,--,x,], recursivamente, colocando
[z, 29, x,] = [[x1, 22, +,Xn_1],2,]. Analogamente, se X;, 1 < i < n, n > 2, sdo
subconjuntos nao vazios de G, colocamos [X1, Xo, -+, X,] = [X1, Xo, -+, Xpno1], Xu).
Para simplificar, escrevemos (indutivamente sobre m) [X;, X;;m] = [[X;, X;;m — 1], X]
para m > 0 e [X;, X;;0] = X;.

Os comutadores possuem varias propriedades que apresentamos nos dois proximos

resultados.

Proposicao 1.2 ([2/, pdg. 18-20) Sejam x,y,z € G e H, K, L < G. Temos
(1) vy, 2] = [z, 2]ly, 2] e [z,yz] = [x, 2] [z, y]*

(ii) Sey comuta com z e [x,G] € abeliano, entao [v,y, z] = [z, z,y|;

(iti) [z,y]™" = [y, 2l;

(iv) o,y 2 [y, 271 a2, a7yt = 1

Lyl = [yl

(v) Se [z,y] comuta com ambos x ey, entdo [z,y]™' = [z~
(vi) [Lema dos Trés Subgrupos]. Se [H, K, L] =[K,L,H| =1, entdo [L,H, K] =1;
(vii) [H, K| < (H, K);

(viii) [H, K] = [K, H].

Proposicao 1.3 ([6], pag. 112) Se H,K < G e f: G — L for um homomorfismo de
grupos, entao f([H,K]) = [f(H), f(K)].



Os p-grupos finitos possuem duas propriedades interessantes, dadas pela
Proposicao 1.4 ([2], pdg. 7 e 31) Seja G um p-grupo finito. Temos que:
(i) Se H é um subgrupo proprio de G, entio Ng(H) D H;
(i1) Se K é um subgrupo normal ndo trivial de G, entao K N Z(G) # 1.

Dado um subgrupo H de G e g € G, o subconjunto g~*Hg = {g~'hg : h € H}
¢ chamado de conjugado de H por g e denotado por HY. Observe que H <1 G se, e
somente se, H = HY para todo g € G. O normalizador de H em G é o subgrupo
Ng(H) = {a € G : H* = H}, enquanto o centralizador de H em G é o subgrupo
Co(H)={a€eG:ah=ha,V he H}.

Escrevemos sempre a expressao “S,-subgrupo de G”querendo dizer “p-subgrupo de
Sylow de G”. Se G é um grupo finito, ele pode ser escrito como um produto de certos

subgrupos, como mostra o

Teorema 1.5 (Argumento de Frattini) (/6/, pdg. 81) Seja K um subgrupo normal
de um grupo finito G. Se P é um Sy,-subgrupo de K (para algum primo p), entdio
G = KNg(P).

Demonstragao: Seja ¢ € G. Entao, g 'Pg < ¢g'Kg = K, pois K <« G. Como
|g~'Pg| = |P|, temos que g~'Pg é um S,-subgrupo de K e, assim, existe k € K tal que
k='Pk = g7'Pg. Portanto, P = (gk™')"'P(gk™"), de modo que gk~! € Ng(P). Logo,
g=(gk ')k € Ng(P)K = KNg(P). O

Um grupo finito G isomorfo a Z, x --- X Z,, p primo, é chamado p-grupo abeliano

elementar. Claramente, um p-grupo abeliano elementar G pode ser visto como um espago

vetorial sobre o corpo Z,. Neste caso, temos o

Teorema 1.6 ([2], pdg. 30) Seja G um p-grupo abeliano elementar. Entao Aut(G) é

1somorfo ao grupo dos operadores lineares de G.

Dizemos que um elemento g € G é um p-elemento, p primo, se g tem ordem poténcia

de p.



E facil ver que todo elemento de Ng(H) induz por conjugacao um automorfismo de

G. Isto juntamente com o teorema anterior dao sentido ao enunciado do

Teorema 1.7 ([2], pdg. 32) Seja H um p-subgrupo abeliano elementar de um grupo fito
G e x um p-elemento de Ng(H). Se ¢, denota o operador linear de H, visto como espago
vetorial sobre Z,, entao o polinomio minimal de ¢, € (X —1)", onde r € o menor inteiro
tal que |h,x,xz,---,x| =1 para todo h € H.

que [ W p

Observe que se a € G, a aplicagao 7, : G — G, dada por v,(x) = a~'za, para todo
r € G, define um automorfismo de G. Claramente, um subgrupo N é normal em G
se, e somente se, 7,(N) = N, para todo a € G. Porém, podem existir subgrupos H de
G tais que ¢(H) = H para todo automorfismo ¢ de G. Estes subgrupos sao chamados
subgrupos caracteristicos de G. Escrevemos H char G se H é um subgrupo caracteristico
de G. Certamente, Z(G) char G.

Suponhamos que H é um subgrupo de G tal que ¢(H) < H para todo ¢ € Aut(G).
Como ¢! € Aut(G), temos ¢~ (H) < H, de modo que H = ¢(¢'(H)) < ¢(H) e, assim,
¢(H) = H. Portanto, H char G se, e somente se, ¢(H) < H para todo ¢ € Aut(G).

Usando-se isso, é facil demonstrar a

Proposicao 1.8 (/6], pdg. 104) Sejam H, K, N < G.
(i) Se H char K e K char G, entio H char G;
(i1) Se H char K ¢ K < G, entao H < G;

H G
(iii) Se N char G, N < H e NChaTN entao H char G.

1.2 Grupos Soliveis e Nilpotentes

O conceito de grupo soluvel é, certamente, um dos mais importantes da Teoria de
Grupos. Um dos primeiros matematicos a usar essa nocao foi E. Galois quando estudou

a possibilidade de um polinémio, com coeficientes sobre um determinado corpo, ter suas
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raizes expressas por radicais. Daremos, neste secao, a definicao de grupos soltuveis e
nilpotentes e, em seguida, veremos algumas propriedades dos mesmos. As demonstragoes
dos resultados podem ser encontradas em [6] e [2].

Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Dizemos que H é um subgrupo normal
minimal de G, se H # 1 e nao existe um subgrupo normal K de G tal que 1 < K < H.
Por outro lado, se nao existe um subgrupo normal K de G tal que H < K < G, dizemos
que H é um subgrupo normal maximal de G.

Uma série normal de um grupo G é uma sequéncia de subgrupos
G=Gy,>G>--->G,=1

na qual G,1; < G; para todo i. Os grupos fatores desta série normal sao os grupos

7

quocientes ——, para ¢t =0,1,---,n — 1.
Gita
Sejam
e
G=Gy>G >--->G,=1 (1.2)

duas séries normais de um grupo G. Dizemos que a série (1.2) é um refinamento da série
(1.1), se Gy, Gy, - - -, G,, é uma subsequéncia de Hy, Hy,- -+, H,,. A série (1.1) é chamada
uma série de composi¢cao, se G, é um subgrupo normal maximal em G; ou G; 11 = G,
para todo i. Cada grupo fator de uma série de composicao de GG é chamado de fator
de composi¢ao de G. Dizemos que (1.1) e (1.2) sdo séries equivalentes se existe uma
correspondéncia biunivoca entre seus grupos fatores nao triviais onde fatores correspon-
dentes sao isomorfos.

As séries de um grupo possuem um propriedade peculiar dada pela

Proposicao 1.9 (Jordan-Hdélder) (/6/, pag. 100) Quaisquer duas séries de composi¢ao

de um grupo G sao equivalentes.

Um grupo é chamado grupo solivel, se ele possui uma série normal em que cada grupo
fator é abeliano. E facil ver que um grupo finito é solivel se, e somente se, ele possui

uma série normal cujos grupos fatores sao ciclicos de ordem prima.

7



Vamos agora apresentar algumas propriedades de grupos soliveis.
Proposicao 1.10 (/6], pdg. 102-105)
(i) Subgrupo e imagem homomdrfica de grupo solivel sao soliveis;
.. G ~ e g ~ 7/ 7z
(ii) Se H<1G e ambos, H e 77 $a0 soliveis, entao G € soluvel;
(i4i) Produto direto de grupos soliveis € solivel;
(iv) Todo p-grupo finito € solivel;

(v) Se G for um grupo solivel finito, entdo todo subgrupo normal minimal de G € um

p-grupo abeliano elementar para algum primo p;

Os subgrupos comutadores superiores de um grupo G sao definidos indutivamente por
GO — G; G+ — )
i.6, GU*tY ¢ o subgrupo comutador de G®. A série
G=GO>Gg0 >...>G0H...
é chamada de série derivada de G. E facil mostrar, por inducéo sobre i, que GOtV char G.

Os grupos soluveis sao caracterizados através de suas séries derivadas, como mostra

o proximo resultado.

Proposigao 1.11 (/6], pdg. 105) Um grupo G ¢ solivel se, e somente se, G™ =1 para

algum n.

Note que se H, K char G e ¢ € Aut(G), entao pela Proposigao 1.3, tem-se ¢([H, K|) =
[0(H),o(K)] = [H, K], isto é, [H, K] char G. Assim, os subgrupos v;(G) de G definidos
indutivamente por: 71 (G) = G e v,11(G) = [%(G), G, i > 1, sdo caracterfsticos em G. E
claro que v;11(G) < vi(G), para todo i > 1. A série

G =m(G) 2 7%(G) = -%u(G) = -

¢é chamada série central inferior do grupo G. Note que esta série pode nao ser normal,
pois ela pode nao atingir 1.

O préximo resultado nos da uma propriedade da série central inferior.

8



Proposicao 1.12 (2], pdg. 209) Se G € um grupo finito, x € v;(G) ey € v;(G), entao

Um grupo G é dito nilpotente se existe um inteiro ¢ tal que 7.41(G) = 1. O menor
de tais ¢ é chamado classe de nilpoténcia do grupo G e denotada por cl(G).

Um subgrupo M de G é dito subgrupo maximal de G se nao existir subgrupo H de
Gtalque M C H C G.

A seguir vamos estabelecer algumas propriedades de grupos nilpotentes.
Proposicao 1.13 (6], pdg. 115-117)
(i) Todo subgrupo H de um grupo nilpotente G € nilpotente e cl(H) < cl(G);
) . .G o
(ii) Se G € nilpotente e H<1G, entao o ¢ nilpotente com classe de nilpoténcia < cl(G);
(#1i) Produto direto de grupos nilpotentes € nilpotente;
(iv) Todo p-grupo finito € nilpotente;
(v) Todo grupo nilpotente € solivel;

(vi) Um grupo finito G € nilpotente se, e somente se, G € o produto direto de seus

Sp-subgrupos;

(vit) Se G € um grupo nilpotente, entao todo subgrupo mazimal H de G é normal em G

e tem indice primo;
(viii) Se G # 1 € nilpotente, entio Z(G) # 1;

Como Z(S3) = 1, o item (viii) do teorema anterior mostra que Ss nao é nilpotente.
No entanto, ambos A3 = Zs e S3/A3 = Z, sdo abelianos e, portanto, nilpotentes. Isto
mostra que o item (#i) da Proposigao 1.10 nao é valida para grupos nilpotentes.

Observe que se G for um grupo finito, entao sempre existem subgrupos maximais.
Isso nao é valido para o caso em que G ¢ infinito e um exemplo é o grupo aditivo dos

racionais Q. Isto motiva a



Definigao 1.14 Se M ¢ o conjunto de todos os subgrupos mazimais de G, define-se o

subgrupo de Frattini de G, denotado por ®(G), do sequinte modo:

() M, se M#
O(G) = Mem :
G, se M=
Claramente, ®(G) char G e, assim, ®(G) < G. Além disso, temos a
Proposigao 1.15 (/6/, pdg. 123)

(1) [Frattini, 1885]. Se G é um grupo finito, entao ®(G) € nilpotente;

(ii) Se G € um p-grupo finito, entao ®(G) = G'GP, onde GP € o subgrupo de G gerado

por todas as p-ésimas poténcias de elementos de G;

) . .G .
(iii) Se G é um p-grupo finito, entio —— € um espago vetorial sobre o corpo Z,.

(G)
Diremos que um automorfismo de ordem finita ¢ de um grupo G é um p’-automorfismo,

se sua ordem nao é divisivel por p.

Teorema 1.16 (Burnside) (/2/, pag. 174) Seja ¢ um p'-automorfismo de um p-grupo
finito P que induz a identidade sobre P/®(P). Entao, 1 € o automorfismo identidade de
P.

1.3 Apresentacao de Grupos

Um grupo F' é dito livre sobre um conjunto X C F' se, para todo grupo G e toda

funcao 6 : X — @, existe um tnico homomorfismo ¢ : F' — G tal que

para todo x € X. A cardinalidade de X é chamada de posto de F'.

Proposicao 1.17 ([4], pdg. 7) Todo grupo é uma imagem homomdrfica de algum grupo

livre.
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Seja G um grupo e ¢ : F' — G um epimorfismo de um grupo livre F' = F'(X) sobre G.
Temos entao que G = %, onde K é o kernel de ¢. Agora, seja R um subconjunto de F' que
gera K como subgrupo normal de F, i.é, <R>F = K. Observamos que X e R determinam
G, a menos de isomorfismo. Portanto, escrevemos G = ( X | R) e chamamos esta uma
apresentacdo livre, ou simplesmente apresentacdo, do grupo G. Os elementos de X sao
denominados geradores e os de R relatores. Dizemos que G € finitamente apresentado se
existe uma apresentagdo G = ( X | R ), onde X e R sao finitos. Quando X = {z1,---,z,}
e R={ry, -,ry} é comum escrevermos G = (xy,-+-,x,|r = 1,---r, = 1). Neste

caso, chamamos r; = 1, 1 < i < m, de relagoes definidoras para G

Exemplo 1.18 Um grupo ciclico G de ordem m tem apresentagao
G=(x|zm=1)
e o grupo diedral de ordem 2n, Ds,, tem apresenta¢ao
Dy = (zyyla® =Ly =1Ly =y ')

Teorema 1.19 [Teste da Substituicao] ([4], pdg. 29) Sejam G um grupo com apresen-
tagio G = (X |R), H um grupo e 6 : X — H wuma fun¢do. Entdo, 0 se estende a
um homomorfismo 0 : G — H se, e somente se, 0§ € consistente com todas as relacoes
definidoras para G, i.€, se para todo x € X e todo r € R, o resultado da substituicao de

x por O(x) em r dd a identidade de H.

O proéximo resultado nos fornece a apresentacao do produto direto de dois grupos, a

partir da apresentacao dos mesmos.

Proposicao 1.20 ([4], pdg. 32). Se G e H sao grupos com apresentacoes G = ( X | R)

e H=(Y|S), respectivamente, entao o produto direto G x H tem apresentagdo

(X, Y|R,S,[X,Y]).
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1.4 Produto Semi-Direto

Sejam A e G dois grupos. Diremos que A age (a direita) sobre G' por automorfismos,

se existe uma funcgao

p: AxG — G
(,g9) +— g°

tal que:
(i) g' = g para todo g € G;
(i) (g%)P = g paratodo g € G e a, 3 € 4;

(iii) Para todo o € A a fungao ¢, : G — G definida por ¢,(g) = g%, para todo g € G,

¢ um automorfismo de G.

A fungdo ¢ é chamado de agao por automorfismos (a direita) de A sobre G . Um
subgrupo H de G é chamado de subgrupo A-invariante, se h® € H para todo h € H e
ae A

Ressaltamos que neste trabalho todas as agoes por automorfismos serao a direita, a
menos que se mencione o contrario.

Um grupo G é um produto semi-direto de seus subgrupos H e K,se K <G, G=HK
eHNK=1.

Agora, seja ¢ : A x K — K, denotada por («, k) — k%, uma acdo de A sobre K
por automorfismos. E facil ver que o conjunto G = {(a, k) : @ € A, k € K} munido com

a operagao
(0417 kl)(OQ; k2) = (0410427 k?ka)

¢ um grupo, cujo elemento neutro é (14,1x) e o inverso de (o, k) é (o™, (k_l)o‘_l).
Consideremos os subconjuntos A* = {(a,1g) :a € A} e K* = {(1a,k) : k € K} de

G. E claro que A* é um subgrupo de G isomorfo a A pelo isomorfismo o — (v, 1)
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e K* é um subgrupo de G isomorfo a K pelo isomorfismo k —— (14, k). Obviamente,

G=A"K*"e A*N K* = (14,1k). Mais ainda, para todo a € A e k € K, temos

(o, 1) (1a, B) (v, 1) = (14, k%) € K* (1.3)

(1a, k) Mo, 1) 1 (Aa, k) (o, 1) = (14, B 1EY) € K* (1.4)

Observe que por (1.3), o elemento (14, k) de K* é transformado no elemento (14, k%)
pela conjugagao por (o, 1k ). Isto mostra que K* <1 G. Pelos isomorfismos de A em A* e
de K em K* definidos anteriormente, é natural identificarmos A e K com suas imagens
A* e K* em G, respectivamente. Portanto, obtemos a seguinte conclusao: existe um
grupo G tal que G = AK, K <G, ANK =1, atka = k% e ko tka = k7 'k*. Tal
grupo G é chamado de produto semi-direto de K por A com respeito a acao ¢ e denotado
por A x K.

A relacao (1.4), motiva a definirmos em G o comutador de k e a como sendo o
elemento [k, a] = k7'k% de K. Também, o subgrupo comutador de K e A ¢ definido por
K, Al = ([k,a] : k€ K, a€A).

O subconjunto Cx(A) = {k € K : k* = k,V a € A} de K é, certamente, um

subgrupo A-invariante de K, chamado centralizador de A sobre K.

1.5 Grupo de Frobenius

Nesta secao, vamos definir e estabelecer algumas propriedades do chamado grupo de
Frobenius. Trataremos apenas de grupos finitos. Se S for um conjunto, denotaremos
por Sym(S) o grupo de todas as permutagdes de S com a operagdo de composicao de
funcoes.

Seja G' um grupo de permutagoes de um conjunto finito S, i.é, G é um subgrupo de
Sym(S). Diremos que G é um grupo de permutagoes transitivo sobre S, se para quaisquer

s, s’ € 5, existe v € G tal que y(s) = ¢'. E facil ver que o conjunto de todos os elementos
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de G que fixam um elemento s de S é um subgrupo de G. Tal subgrupo serd chamado
de estabilizador de s e denotado por stab(s).

Sejam H um subgrupo de um grupo G e S = {z1H,---,z,H} o conjunto de todas
as classes laterais a esquerda distintas de H em G. Note que para cada x € GG, a funcao
a, : S — S dada por a,(z;H) = zz;H estd bem definida e é uma permutacao de S.
Além disso, o,y = o,y para quaisquer z,y € G, de modo que, a fungao ay : G —
Sym(S), definida por ay(x) = a, para todo x € G, é um homomorfismo. Chamamos ay
de representacao permutacional transitiva de G sobre o conjunto S das classes laterais a
esquerda de H em G.

Mais geralmente, se G é um grupo e S é um conjunto, todo homomorfismo
a: G — Sym(S) é chamado uma representacdo permutacional de G sobre S. Também
é usual dizer que GG age sobre o conjunto S. Diremos que « é uma representacao permuta-
cional transitiva se a(G) for um grupo permutacional transitivo sobre S. Os elementos
de S serao chamados de letras . Se o e o sao representacoes permutacionais transiti-
vas sobre os conjuntos S e S’, respectivamente, diremos que « e o sdo equivalentes, se
existir uma bijecao 6 : S — S’ tal que o/(g) = fa(g)0~!, para todo g € G. O primeiro
resultado nos diz que toda representacao permutacional transitiva é equivalente a uma

representacao particular.

Teorema 1.21 ([2], pdg. 34) Toda representa¢ao permutacional transitiva de um grupo
finito G € equivalente a uma representacao de um grupo G sobre o conjunto das classes

laterais a esquerda de algum subgrupo de G.

O caso particular H = 1 tem uma importancia peculiar. Certamente Kerag =1 e,
neste caso, p = ay é um monomorfismo de G' no grupo das permutagoes de grau |G|.
Chamaremos esta representacao permutacional de representagao regqular a esquerda de
G. Tal representacao tem a propriedade que somente a identidade fixa mais que uma
letra.

A classe de grupos de permutacoes transitivas nos quais somente a identidade fixa mais
de uma letra, mas stab(i) # 1 para alguma letra i, é fundamental para o nosso trabalho.

Um grupo de permutagoes transitivo que satisfaz estas duas condigoes, é chamado grupo
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de Frobenius, por ter sido ele o primeiro a estuda-los.

Frobenius descobriu uma propriedade muito interessante desta classe de grupos.

Teorema 1.22 (/2], pdg. 140) Sejam G um grupo de Frobenius e H o estabilizador de
uma letra. Entao o subconjunto K de G constituido da identidade juntamente com todos

0s elementos que nao fixram letras é um subgrupo normal de G cuja ordem € |G : H|.

O subgrupo K do teorema acima é chamado kernel de Frobenius de G e o estabilizador

H é chamado de complemento de Frobenius de G.

Observagao 1.23 Como K \ 1 nao fiza letra, temos K N H = 1. Além disso, seque do
HK

Teorema de Frobenius e do Teorema de Lagrange que |G| = |H| - |K| = |I|-Iﬁ—l|(| = |HK|

e, portanto, G = K x H.

O resultado a seguir nos da uma condigao necessaria e suficiente para que um grupo

seja um grupo de Frobenius.

Teorema 1.24 (/2] pdg. 39) Seja H um subgrupo nao trivial de um grupo finito G.
Entao G € um grupo de Frobenius com complemento H se, e somente se, HN H* =1

para todo x € G\ H.

1.6 Representacoes de Grupos

Na secao 1.5, chamamos de representacao permutacional a um homomorfismo de um
grupo G no grupo Sym(S), onde S é um conjunto. Na presente sec¢ao, iremos estudar
algumas propriedades de homomorfismos de um grupo no grupo dos operadores lineares
inversiveis de um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo F'. Todos os grupos
desta secao serao finitos.

Sejam G um grupo, V/F um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo
F e GL(V,F) o grupo dos operadores lineares inversiveis de V. Um homomorfismo
¢ : G — GL(V,F) é chamado de representa¢ao de G sobre V/F. Se ¢ leva todos

os elementos de G no operador identidade, dizemos que a representacao é trivial. A
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dimensao de V/F é chamada grau da representagdo ¢. Se A é um subgrupo de ¢(G) e
W um subespaco de V tal que A(W) C W, diremos que W é A-invariante.

Ha dois tipos de representacoes muito importantes: as fiéis e as irredutiveis. Se o
kernel de uma representacgao ¢ for igual a 1, diremos que ¢ é uma representacao fiel. Se 0 e
V forem os tnicos subespagos ¢(G)-invariantes de V', diremos que ¢ é uma representagdo
wrredutivel.

O proximo resultado nos fornece informacoes sobre representagoes irredutiveis de
p-grupos e sobre a existéncia de subgrupos normais em grupos que possuem represen-

tagoes fiéis irredutiveis.

Proposicao 1.25 ([2], pdg. 62)

(i) Toda representagdao irredutivel de um p-grupo sobre um espago vetorial sobre um
corpo de caracteristica p € trivial. FEquivalentemente, um p-grupo nao trivial ndo
possui uma representacao fiel e irredutivel sobre um espaco vetorial sobre um corpo

de caracteristica p.

(ii) Se G possui uma representacao fiel e irredutivel sobre um espago vetorial V/F,
onde F € um corpo de caracteristica p, entao G nao possui p-subgrupos normais

nao triviais.

No ultimo resultado desta secao, vamos ver uma condig¢ao para que uma representacao

seja trivial.

Proposigao 1.26 (/2/, pdag. 69) Seja ¢ uma representagio de G sobre V/F e assuma

que F' tenha caracteristica nula ou relativamente prima com |G|. Se
V=VioVhod---DVy1 =0

¢ uma sequéncia de subespagos ¢(G)-invariantes tal que ¢(G) age trivialmente sobre cada

entao ¢ € a representacao trivial sobre V.

Vigr
Observacao 1.27 Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo

F, B =A{v,ve,...,v,} uma base de V e denotemos por GL(n, F) o grupo das matrizes
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wversiveis n X n com entradas em F. Como € usual, nds associaremos a cada T perten-
cente a GL(V, F) a matriz Tz de T com respeito a base 3 dada. Sabemos que a aplicacdo
ag: GL(V,F) — GL(n,F) dada por ag(T) = Ts é um isomorfismo. Assim, toda
representacao ¢ de G sobre V' induz um homomorfismo de G em GL(n, F) através da
composi¢ao ago ¢. De um modo geral, um homomorfismo ¢ : G — GL(n, F) é chama-
do de F'-representacao matricial de G. O numero n é chamado grau da representa¢ao
matricial. Duas representacoes matriciais ¢ e Y de G sdo ditas equivalentes, se existe
uma matriz M € GL(n, F) tal que ¥(g) = M~ - ¢(g) - M, para todo g € G. Observamos
que representacoes matriciais obtidas de uma representacao ¢ de G sobre V' por bases
diferentes sdo equivalentes. As representacoes matriciais nos serdao muito uteis quando

estudarmos os caracteres de um grupo no Capitulo 5.

Seja G'um grupo, F' um corpo e consideremos o conjunto F'G = {erc ;T : ap € F}

Sobre F'G, definimos a soma de dois elementos ) . a,x e Y . byx por

zelG

Dorec Wl + D cqbet =3 cqlan + by)x

e o produto por

(ZzGG’ amx) (ZzeG blx) =2 G ZyeG(awby)xy-

E facil ver que, com estas operagoes, F'G é um anel.

Se ¢ : G — GL(V/F) é uma representagao, fagamos a seguinte identificagao:
zu=¢(x)(u), YueV, Yoed.

Definindo (3", ¢ @) -u = >, 5 a.(zu), paratodou € V etodo Y, - a,x € FG, temos
que V/F torna-se um F'G-médulo a esquerda. Neste caso, diremos simplesmente que V/F
é um G-maodulo. Quando isso é feito, cada elemento de GG torna-se um operador linear de
V' e podemos adaptar para G-mddulos todos os conceitos anteriormente definidos para
representagoes. Assim, um subespago de V' ¢(G)-invariante torna-se G-submdédulo de V/;
V' é um G-mddulo irredutivel se 0 e V sao os tnicos G-submédulos e V' é um G-maddulo
fiel se apenas o elemento neutro de G determina o operador identidade de V. Os demais

conceitos de representacoes possuem interpretagoes analogas.
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Reciprocamente, se V/F é um G-médulo, entdo para cada x € G, a aplicagdo
T, :V — V dada por T,(v) = zv, para todo v € V| é um operador linear inversivel de
V. Assim, a aplicagao ¢ : G — GL(V, F) definida por ¢(z) = T,, é uma representacao
de G sobre V/F. Portanto, as nogoes de representacao de G e G-médulo sado equivalentes

e nds usaremos o conceito que for mais conveniente em cada ocasiao.

1.7 Grupo Linear GL(2,q)

O grupo GL(2, q) das matrizes 2 x 2 inversiveis com entradas no corpo finito GF(q) de
g elementos, possui uma importancia particular no nosso trabalho, principalmente quando
estudarmos os grupos p-estaveis no Capitulo 3. Por isso nés estabeleceremos algumas de
suas propriedades, que nao serao demonstradas, mas o leitor podera encontré-las em [2]
e [6].

GL(2,q) é conhecido como grupo linear geral (de dimensao 2); seu subgrupo consti-
tuido das matrizes de determinate 1, é chamado o grupo linear especial e é denotado
por SL(2,q). O centro de GL(2,q) consiste de todas as matrizes escalares e o grupo
quociente correspondente, PGL(2,q), é chamado de grupo linear projetivo. Finalmente,
a imagem Lo(q) de SL(2,q) em PGL(2,q) é chamado grupo linear projetivo especial.

Os resultados a seguir nos fornecem a descrigao dos Sp-subgrupos de SL(2,¢q) e uma

condicao necessaria e suficiente para que Ly(q) seja simples.
Proposicao 1.28 (/2], pdg. 42 e [6], pag. 225)

(i) Um Sy-subgrupo de SL(2,q) € abeliano elementar se q for par e € quatérnio gener-

alizado se q for impar;
(i1) SL(2,p) nao é solivel para todo primo p > 5.
(11i) La(q) € simples se, e somente se, q > 3;

Também temos o
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Teorema 1.29 (Dickson) (/2], pdg. 44) Sejam \ um gerador de GF(p") sobre o corpo

10 11
primo de ordem p, p impar, e L = < , > Entdao uma das sequintes

Al 0 1
condigoes se verifica:

(1) L =SL(2,p")

(ii)) pr =9, | Z(L) |=2, L/Z(L) € isomorfo a As e L contém um subgrupo isomorfo
a SL(2,3).
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Capitulo 2

m-Separabilidade

Seja m um conjunto nao vazio de primos. Um numero inteiro n é dito ser um
m-nimero se todos seus fatores primos estao em 7 e é um 7’-ndmero, se nenhum de
seus fatores primos estd em 7.

Enfatizamos que, ao longo do trabalho, 7 sempre denotard um conjunto nao vazio de
primos e todos os grupo serao finitos, a menos que se mencione o contrario. Ressaltamos
ainda, que se G é um grupo, denotaremos por 7(G) o conjunto de todos os divisores
primos de |G].

Um grupo G é um 7-grupo, se a ordem de cada um dos seus elementos é um m-nimero
e é um 7'-grupo se a ordem de cada elemento é um 7’-nimero.

Observe que m-subgrupos maximais de um grupo G sempre existem, mas eles nao sao
necessariamente conjugados quando 7 contém mais que um primo. Se GG é um grupo, um
m-subgrupo H de G tal que |G : H| é um 7'-nimero é chamado de w-subgrupo de Hall de
G. Note que, se H é um m-subgrupo de Hall de GG, entao segue direto da definicao que
H é um 7-subgrupo maximal de G . Além disso, é facil ver que os termos “p-subgrupos
de Hall”e “p-subgrupos de Sylow”sao sinonimos.

Em contraste com os m-subgrupos maximais, os m-subgrupos de Hall nem sempre
existem. Por exemplo, se G = Ay e 7 = {3,5}, um m-subgrupo de Hall de Aj deveria
ter indice 4. Porém, As nao possui subgrupo de ordem 15. Logo, As nao possui um

{3,5}-subgrupo de Hall. Veremos adiante que em um grupo solivel, os m-subgrupos de
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Hall sempre existem e formam uma tnica classe de conjugagcao.

Os m-subgrupos normais desempenham um papel especial. Suponhamos que H e K

HK ., H
K HNnK

grupos de modo que H K é um m-grupo. Consequentemente, o subgrupo gerado por todos

sao m-subgrupos de GG com K < G. Entao, claramente, H N K e sao -

os m-subgrupos normais de G é um 7w-grupo. Este é o inico m-subgrupo normal maximal
de G e é denotado por O,(G). Note que se ¢ € Aut(G), entdao ¢(O,(G)) < G, pelo
Teorema da Correspondéncia, de modo que ¢(O,(G)) < O,(G) por definigao. Portanto,
O.(Q) char G.

Definicao 2.1 Um subgrupo H de G ¢é dito ser subnormal em G, quando existem sub-
grupos Hy = H, Hy, ---, H = G de G, distintos dois a dois, tais que H = Hy < Hy,
H < H,, -+, H 1< H =G.

Proposigao 2.2 Seja G um grupo e m um conjunto nao vazio de primos.
(i) Se H é um mw-subgrupo subnormal de G, entao H < O,(G);

(i) O-(G) € a intersecao de todos os m-subgrupos mazimais de G. Em particular,

O(Q) estd contido em todo w-subgrupo de Hall de G.

Demonstracao: (i) Por hipdtese, existe uma série H = Hy < H; < ---H;, = G de
subgrupos de G distintos dois a dois. Faremos a demonstragao por indugao sobre [,
observando que se [ < 1, entdo H <G e H < O,(G). Suponha [ > 1. A hipétese de
inducao garante que H < O,(H;_1).

Como O, (H;_1) char H,_y e H;_; <G, temos da Proposicao 1.8 (ii) que O, (H,—1) <G
e, portanto, O, (H,_1) < O,(G). Logo, pela hipdtese de inducao, H < O,(G).

(77) Sejam R = O,(G) e S um m-subgrupo maximal qualquer de G. Entao RS é um 7-
subgrupo de GG. Portanto, R < S, pela maximilidade de S. Por outro lado, a intersecao
de todos os m-subgrupos maximais de G é certamente normal em G e, portanto, esta

contido em R. O
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2.1 O Teorema de Schur-Zassenhaus

O teorema a seguir, deve ser encarado como um dos principais resultados da Teoria
de Grupos, por ser uma reciproca fraca do Teorema de Lagrange, ou seja, sob algumas

condicoes ele nos garante a existéncia de subgrupos de certa ordem.

Teorema 2.3 (Schur-Zassenhaus) Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Supon-
hamos que [N| =n e |G : N| = m sejam relativamente primos. Entdo G contém subgru-

pos de ordem m e quaisquer dois deles sao conjugados em G.

Demonstracao: (i) Caso: N abeliano.

Seja Q) = % Visto que N é abeliano, é facil mostrar que a aplicacao a9" = a9, para
todo gN € Q) e todo a € GG, é uma acao bem definida. Para cada x em @), nés escolhemos
um representante t, de modo que o conjunto 7' = {t, : x € Q} é uma transversal de N
em G, i.é., um subconjunto de G constituido de um representante de cada classe lateral
de N em G. Como t,t, pertence a classe t,t,N = t,,N, existe c(z,y) € N tal que
tyty = tyyc(x,y). Aplicando esta equacado e a lei associativa (t,t,)t, = t,(t,t.), obtemos

a relacao

c(zy, z)e(z,y)* = c(x,yz)c(y, 2), (2.1)

que é valida para todo z,y, z € Q.

Agora, considere o elemento d(y) = H c(x,y), o qual estd em N. Tomando o produto

zeQ
das equagoes (2.1) para todo x € @ temos, do fato de N ser abeliano, que

11ty 2) ] e, 9)® = T] el v2) I ] ew, 2)- (2.2)

r€Q z€Q z€Q z€EQ

Note que H c(y,z) = c(y,2)™, pois |Q] = m e c(y, z) ndo envolve z. Também temos
z€EQ

H clx,y)” = <H oz, y))z e H c(zy, z) = d(z), pois xy percorre () quando z percorre
T€EQ zeQ z€Q
Q. Assim, obtemos da equacao (2.2) que d(2)d(y)* = d(yz)c(y, z)™, ou ainda,

d(yz) = d(y)*d(2)c(y,z)™. (2.3)
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Como (m,n) = 1, temos do Teorema de Bezout, que existem a e b inteiros tais que
am + bn = 1. Tomando e(y) = d(y)™%, temos e(y)™ = d(y)~ "™ = d(y) "' = d(y)~'.

Deste modo, existe um elemento e(y) em N tal que e(y)™ = d(y)~' e (2.3) torna-

m

se e(yz)™" = (e(y)e(2)ely, 2)) ™
e(yz) = e(y)?e(z)c(y, z). Colocando S, = t.e(z), para todo = € G, temos

Visto que N é abeliano e (m,n) = 1, obtemos

5,5, =ttt e(y)te(2) = tLe(y) e(z) = tyacly, 2)e(y)e(z) = tae(yz) = Sy..

Isto mostra que a aplicagao 6 : Q — G dada por 6(z) = S, é um homomorfismo. Além
disso, se # € Kerf, entao S, = 1 e, assim, t, = e(x)”! € N, i.é., o representante da
classe lateral € @) estd em N. Logo, x = N = 1g, o que implica Kertl = 1 e entao
|[Imf| = |Q| = m. Portanto, G possui um subgrupo de ordem m, a saber, Im#.
Suponhamos agora que H e H* sao dois subgrupos de GG de ordem m. Vamos mostrar
que existe ¢ € G tal que H* = ¢ 'Hc. Como |H| = |H*|=m = |G : N|, NH, NH* < G
e (|H|,IN|])=1,temos G=HN, HNN =1,G=H*N e H* NN = 1. Além disso, se
x € @, entdao x = gN para algum g € G. Mas, g = h,n’ para algum h, € Hen' € N, o
que implica = h, N. Analogamente, x = h’ N para algum h} € H*.
HN H*N

Considere os homomorfismos ¢; : @ = ~ He ¢y : Q = N H*

dados por ¢1(x) = h, e ¢o(x) = h, respectivamente. Como h,N = x = hIN, h! =

hya(r) para algum a(r) € N. No entanto, hyya(zy) = hy, = hih; = hea(x)hya(y) =

hehyhy ta(z)hya(y) = heya(z)?a(y) e deduzimos, portanto, a relagao

alay) = a(x)a(y). (2.4)

Defina b = H a(x). Fazendo o produto das equagoes (2.4) sobre todo = € ), obtemos

r€Q
b= []a@y) =[] a@)? [] aly) = t¥a(y)™
zeQ TEQ TEQR
Visto que (m,n) = 1, existem ki, ko € 7Z tais que kym + kan = 1 e, assim,
b = phmtken — (pF1)™ & existe ¢ € N tal que b = ¢™. Deste modo, a equacao
b = ba(y)™ torna-se ¢ = (¢™)a(y)™ = (Pa(y))™ e entdo ¢ = a(y), ou ainda,

a(y) = ¢ Ye. Portanto, levando-se em conta que ¢¥ = (c‘l)hy, temos

h! = hya(y) = hyc Ve = hy(h,

1.1 _ 1
¥ , € thy)e=c"thyc.
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Logo, H* = ¢ *Hc = H°.

(1) Existéncia - Caso geral

Procederemos por indugao sobre |G|, notando ser 6bvio se |G| = 1. A hipdtese de
inducao garante que o teorema ¢é valido para todo grupo que esté nas hipdteses e tenha
ordem menor que |G].

Sejam p um divisor primo de |[N| e P um S,-subgrupo de N. Coloquemos L = N¢(P)
e C'=Z(P). Como C char P, segue que L < Ng(C) = M. Pelo Argumento de Frattini,
temos G = LN e, como L < M, segue que G = M N. Denotemos por N; o subgrupo
normal N N M de M e note que |M : Ny| = |G : N| = m. Visto que C' # 1, pela
Proposicao 1.13 (iv) e (viii), temos |M| < |G|, onde M = M/C. Além disso, C' < N; <
M com C, Ny <t M. Entdo, pelo Terceiro Teorema do Isomorfismo, N; = N, /C << M e
|M : Ni| = |[M : Ni| =m. Como N; é subgrupo de N, temos que |N;| é relativamente
prima com |M : N;|. Assim, pela hipétese de inducdo, existe um subgrupo X = % de
M cuja ordem é m, de modo que, X N N; = 1. Disso temos M = XNy, o que implica
M=XN;. Unavez que C < X e(C <Ny, C < XNN;. Se C < XN Np, entao existe
xr em X N N; que nao esta em C. Mas dai, a classe xC ¢é diferente de C' e pertence a
X NNy, o que nio ocorre. Logo, C' = X N N;. Além disso, | X : C| = m é relativamente
prima com |C'|. Visto que C' é abeliano, temos do caso anterior que X tem um subgrupo
de ordem m. Portanto, G' também possui.

(737) Conjugacao - caso N soluvel.

Denotemos por m o conjunto de divisores primos de m e escrevamos R = O, (G).
Sejam H e K dois subgrupos de GG, ambos de ordem m. Entao |G : H| = |G : K| = n
que é um 7’-ntmero, de modo que H e K sao m-subgrupos de Hall. Pela Proposicao 2.2
(ii), R < H N K. Passando para o quociente G = %, temos que, H = % e K = %
sao m-subgrupos de Hall. Note que se H e K forem conjugados, entao existe g € G tal
que K = HY e, portanto, K = HY, ou seja, K e H serdo conjugados. Além disso, pela
maximilidade de O,(G), tem-se O,(G) = 1. Deste modo, basta mostrar o teorema para
o caso em que O, (G) = 1. Claro que podemos assumir m # 1 e, assim, N # G

Seja L/N um subgrupo normal minimal de G/N. Visto que este tltimo é soluvel,

L
temos da Proposigao 1.10 (v) que N é um p-grupo abeliano elementar para algum primo
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HNL)N L

disso |L : HNL| = |LH : (HNL)H| = |LH : H| de modo que |L : HN L| é um

p em w. Agora H N L é um S,-subgrupo de L, pois H N L =

divisor de n e, assim, |L : H N L| é um 7’-nimero e, consequentemente, um p’-nimero.
O mesmo ocorre com K N L. Entao, pelo Teorema de Sylow, existe g € G tal que
HNL=(KNL)J Mas como % < %, segue do Teorema da Correspondéncia que L G
e,assim, HNL = (K NL)Y=K9N L. Escrevendo S no lugar de H N L nés concluimos
que S < J, onde J = (H, KY).

Suponhamos que J = G. Entao S < GG, e como S é um 7-grupo, pois S < H, segue
que S é um w-subgrupo normal de G e, consequentemente, S < R =1. Assim, LNH =1
e isto forga L a ser um p’-grupo. Mas isso nao pode ocorrer, uma vez que % é um
p-grupo. Disso segue que |J| < |G|. Como H e K9 sao subgrupos de J de ordem m,
temos da hipdtese de inducao que H e K9 sao conjugados em J e, portanto, H e K sao
conjugados em G.

(1v) Conjugacao - caso N soluvel.

Sejam H e K subgrupos de G de ordem m. Como N/N’ é abeliano e N/N' <
G/N’, segue do item (i) que existe g € G tal que (HN’/N’)QNI = KN'/N'. Dai, HY <
KN'. Agora, note que N char G < G, de modo que N® < G para todo i. Como
NW/N®@ § abeliano e N/N® < G/N® | temos do item (i) que existe go € G tal que
(HN(Z)/N(Z))”N(Q) = KN®/N®@  Dai, H? < KN®. Repetindo-se esse processo,
podemos mostrar que existe g, € G tal que H% < KN® para todo k. Como N é
soltivel, existe um inteiro I tal que N = 1 e, portanto, existe ¢, € G tal que H% < K.
Disso e de |[H9%| = |K|, temos H% = K. Logo, H e K sao conjugados.

(v) Conjugagao - caso geral

Uma vez que m e n sao relativamente primos, um dos dois deve ser impar. Se n é
fmpar, entao pelo Teorema de Feit-Thompson (que diz que todo grupo de ordem fmpar é

. o ) , L G
solivel) temos que N ¢é soluvel e recaimos no caso (iv). Se m é fmpar, entdo ¢ solivel

e recaimos no caso (7ii). Logo, o resultado segue. O

Observe que o Teorema de Feit-Thompson é apenas usado para provar a conjugacao

. . G, .
e somente no caso de nao sabermos a priori que N ou N é soluvel.
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Corolario 2.4 Com a notagao do Teorema de Schur-Zassenhaus, seja my um divisor de
m. Se K é um subgrupo de G de ordem my, entao K estd contido em um subgrupo de

ordem m.

Demonstragao: Sejam H e K subgrupos de G' de ordem m e mq, respectivamente.

Entao G = HN e, consequentemente, KN = (KN)NG = (KN)N(HN) = ((KN)NH) N.
KN

Disto, do Segundo Teorema do Isomorfismo e de H NN = 1, segue que N =KNNH.

K
Por outro lado, do Segundo Teorema do Isomorfismo e de NN K = 1, vem que N =K.
Portanto, |[KN N H| = |KN : N| = |K| = my, de modo que K e KN N H tem a mesma
ordem. Pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, existe g € G tal que K = (KN N H)? < HY.

Como|HY| = m, o resultado segue. a

Seja K um subgrupo de um grupo G nao necessariamente normal. Dizemos que um
subgrupo H de G é um complemento de K em Gse G=KHe KNH =1.

Note que na demonstragao do Teorema de Schur-Zassenhaus, nés tomamos 7 como o
conjunto de primos divisores de m. Podemos tomar 7 como sendo o conjunto dos primos

divisores de |N| = n. Neste caso, o teorema tem a seguinte formulagao:

Teorema 2.5 Seja N um w-subgrupo de Hall normal em G. Entdo, G possui um w'-
subgrupo de Hall K que € um complemento de N em G e quaisquer dois m'-subgrupos de

Hall sao conjugados.
Usaremos esta formulacao para a demonstragao dos préximos dois teoremas.

Teorema 2.6 Seja A um 7'-grupo de automorfismos do w-grupo G. Entdo para cada

primo p em T, temos:
i) A deiza invariante algum S,-subgrupo de G;
g P Y

(i1) Quaisquer dois S,-subgrupos A-invariantes de G sao conjugados por elementos de

CG(A%'

(111) Qualquer p-subgrupo A-invariante de G estd contido em um Sy,-subgrupo A-invariante

de G .
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Demonstracao: Como A < Aut(G), A age naturalmente por automorfismos sobre G.
Seja G* o produto semi-direto de G por A. Assim, G é um mw-subgrupo de Hall normal
de G* ¢ A é um 7’-subgrupo de Hall de G* que também é um complemento de G em G*.
Pelas observagoes anteriores, qualquer outro 7n’-subgrupo de Hall de G* é conjugado a A
por algum elemento de G*. Visto que G* = AG, podemos claramente assumir que este
elemento de conjugacao esta em G.

(i) Tomemos P um Sy-subgrupo de G e seja N = Ng«(P). Pelo Argumento de

G* GN N
Frattini, G* = GN e, assim, A & — = o de modo que |[N : NNG| =

G G  NnG'’

|Al. Como |A] é um 7'-nimero, N NG é um 7-subgrupo de Hall de N. Uma vez que

GNN<N, GNN éum w-subgrupo de Hall normal de N. Logo, pela observacao anterior,
N possui um 7’-subgrupo de Hall B, que é um complemento de G N N em N e assim,
|B| = |N : GN N| = |A|. Portanto, B é um n’-subgrupo de Hall de G* e, entao, A = B*
para algum z € GG. Porém, B deixa P invariante, pois B < N e, consequentemente, B*
deixa P invariante. Logo, A deixa o S,-subgrupo P* invariante, provando (7).

(i7) Sejam P e @ dois Sp-subgrupos de G’ A-invariantes. Vamos mostrar que existe
2 € Cq(A) ={g€G:g°=gVoe A} tal que P = Q*. Pelo Teorema de Sylow,
existe x € G tal que P = Q* e, consequentemente, A* deixa ()® = P invariante. Visto
que A e A® deixam P invariante, ambos estao contidos em N = Ng«(P). Assim cada
um deles é um 7’-subgrupo de Hall de NV, pois A e A® sao n’-subgrupos de Hall de G*.
Como vimos no item (i), G N N é um m-subgrupo de Hall normal de N. Logo, pelo
Teorema de Schur-Zassenhaus, existe y € G N N tal que A = (A*)Y. Tomemos z = xy,
de modo que z € G, pois =,y € G. Agora, como y normaliza P, pois y € N, temos
que Q° = (Q*)Y = PY = P Afirmamos que z € Cg(A). De fato, em G* tem-se que
(2, A] = (z7'¢7'2¢ : ¢ € A) C A, pois como z normaliza A, z7'¢~'2 € A e entao
27 1p7t2¢ € A. Por outro lado, como G <1 G* temos que 2z '¢~1z¢ € G, para todo ¢ € A
e assim, [z, A] C G. Logo, [z, A] C GNA =1 e, com isso, z° = z para todo ¢ € A, ou
seja, z € Cg(A).

(77i) Seja @ um p-subgrupo A-invariante de G e seja P um p-subgrupo A-invariante
maximal de G contendo (). Vamos mostrar que P é um S,-subgrupo de G. Como A

é um grupo de automorfismos de G e P é A-invariante, temos que para todo y € P,
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existe x € P tal que ¢(x) = y para todo ¢ € A. Assim, se ¢ € N = Ng(P), entao
y?9) = ¢(2)?9) = ¢(29) € P, pois 29 € P. Deste modo N é A-invariante e, portanto,
A age como um grupo de automorfismos sobre N. Pelo item (i), existe um S,-subgrupo
R de N que é A-invariante. Agora note que P é um p-grupo normal de N e como
consequéncia do Teorema de Sylow temos que P esta contido em todo Sp,-subgrupo de
N, em particular, P C R. Uma vez que  C R, pela escolha maximal de P, devemos
ter P = R. Por outro lado, como P é um p-subgrupo de GG segue do Teorema de Sylow
que existe um Sy-subgrupo S de G tal que P C S. Se P C S, entao pela Proposigao 1.4
(i) temos P C Ng(P). Mas Ng(P) C SN Ng(P)=SNN. Dai, PC NNS, ou seja,
um Sy,-subgrupo de N estd contido estritamente num p-subgrupo de N, absurdo. Logo,

P =S, como queriamos. a

2.2 Grupos m-Separaveis

Estudaremos agora uma classe de grupos extremamente importantes para a Teoria
de Grupos. Trata-se dos grupos m-separaveis. A propriedade mais interessante destes
grupos ¢ que qualquer um de seus m-subgrupos sempre esta contido em um 7-subgrupo
de Hall e quaisquer dois m-subgrupos de Hall sao conjugados. Este resultado deve-se a P.
Hall e S. Cunihin, e serd demonstrado mais adiante, no Teorema 2.11. Por hora vamos

definir grupos m-separaveis e obter algumas propriedades basicas desta classe de grupos.

Definicao 2.7 Um grupo G € dito ser m-separavel se ele possui uma série normal na

qual cada fator é um w-grupo ou um T -grupo.

Por exemplo, se G for um grupo finito solivel, entao G é w-separavel para todo
conjunto de primos nao vazio 7, pois GG possui uma série normal cujos fatores tem ordem
prima.

Note que os conceitos de m-separabilidade e 7’-separabilidade sao equivalentes. Também

é facil provar que subgrupos e imagem homomorfica de grupo w-separavel é m-separavel.
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Dado um grupo G, construiremos agora uma série especial de subgrupos normais.

Esta série nos permitira dar uma caracterizagao para grupos m-separaveis.

Definicao 2.8 Se G € um grupo, a ©'w-série superior de G é a série
1:PQ<]N0<IP1<1N1<]"'<]Pm<]Nm"',

definida por

N, (G\ Pu (G
E‘O”’<R> N, _O“(Ni)‘

Assim temos, por exemplo, que Ny = O (G) e

O,FJ,D(IG) - % = O (%) = O (wach))'

Deste modo, P; é a imagem inversa em G do m-subgrupo normal maximal de

G
OW’(G) .

Algumas vezes é conveniente escrever os primeiros termos da 7'm-série superior Ny, Py,

Ny,--- como

Oﬂ/(G)7 OW’W(G)’ O7r’7r7r’(G)a T

Como O (G/P;) e O, (G/N;) sao caracteristicos em G/ P; e G/N;, respectivamente, segue

que N;/P; e P;11/N; sdo caracteristicos em G/P; e G/N;, respectivamente. Além disso,

Ny char G, de modo que indutivamente e pelo Lema 1.8 (7i7), a série (2.5) é uma série de

subgrupos caracteristicos de G cujos fatores sao alternadamente 7’-grupos e m-grupos.

Além da 7'm-série superior de um grupo, podem existir outras 7'm-séries , 1.6, séries

normais cujos fatores sao, alternadamente, 7’ e m-grupos. O resultado a seguir relaciona

estas séries de subgrupos.

Proposicao 2.9 Sejam G um grupo m-separdvel e

l1=Hy<xKgy<xHi <K< ---<H, <K, =G
Hia

K
uma 7'w-série, i.¢€, o, € um 7' -grupo e
i i

onde P; e N; sao termos da w'mw-série superior de G. Em particular N,, = G.
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Demonstragao: Faremos a demonstracao por indugao sobre 7, observando que para
1 = 0 temos H; < P;. Suponhamos que para algum 2, 0 < < m, H; < P;. Entao,
K;P;/P; é um 7’-grupo subnormal de G/ P;, pois

K.P _HaP, __ EuP,
B TR P,

pelo Segundo Teorema do Isomorfismo. Além disso, |K;P; : Pi| = |K; : K; N P;| e como
H;, < K; e H; < P, tem-se H; < K; N P;,. Logo, |K;P; : P;| é um divisor de |K; : H,|,
que é um 7'-nimero. Portanto, K;P;/P; é um n’-subgrupo subnormal de G/P; e, assim,
pela Proposigao 2.2, K;P;/P; < O (G/P;,) = N;/P;, de modo que K; < K;P;, < N;.
Assim, pelo mesmo motivo de antes H; 1 N;/N; é um m-subgrupo subnormal de G/N; e

novamente pela Proposicao 2.2, H;y; < P;,,. Logo, o resultado segue por indugao. O

Segue imediatamente do resultado anterior que um grupo G é m-separavel se, e so-
mente se, ele coincide com algum termo de sua 7'7-série superior. Mais ainda, a 7'm-série
superior é uma 7'm-série mais curta.

Para demonstrarmos o proximo resultado, precisamos de algumas definigoes.

Dado um grupo G, sabemos que para todo g € G, a funcao pu, : G — G definida por
pg(x) = g tag é um automorfismo de G e o subconjunto Inn(G) = {p, : g € G} é um
subgrupo de Aut(G). Uma Inn(G)-série de G é uma série normal 1 = Go<G1<- - - <G| =
G, onde cada G; 1 < i <[ é Inn(G)-invariante. Uma Inn(G)-série que nao admite
refinamento préprio por subgrupos Inn(G)-invariantes é chamado uma série principal
de G. Cada grupo quociente da série principal é chamado um fator principal. Note que
uma série principal nao pode ser refinada por subgrupos Inn(G)-invariantes, mas pode
ser refinada por subgrupos que nao sejam Inn(G)-invariantes. Além disso, cada elemento
de uma série principal é normal em G, pois cada elemento é Inn(G)-invariante.

Um grupo que nao possui subgrupos caracteristicos préprios nao triviais é chamado
caracteristicamente simples. Um subgrupo normal minimal N de um grupo G é carac-
teristicamente simples, pois se existisse 1 # H < N tal que H char N, terfamos H <1 G,
pela Proposigao 1.8 (i), contrariando a minimilidade de N.

Daremos agora uma caracterizacao dos grupos m-separaveis, através da

Proposicao 2.10 As sequintes propriedades de um grupo G sdo equivalentes:

30



(i) G € mw-separdvel;
(i) Todo fator principal de G é um w-grupo ou um 7'-grupo;
(i1i) Todo fator de composi¢ao de G é um m-grupo ou um ' -grupo.
Demonstracao: (i) implica (i7). Seja 1 = Gy <Gy < --- < G, = G uma série
Git1

G

ultimos sao caracteristicamente simples, pois se existir um subgrupo préprio nao trivial

principal de G. Como G é w-separavel, cada G;;1 = ¢é m-separavel. Mas estes

H;,1 de G;y1 que é caracteristico em G;;1, entao, em particular, H;;y < G;11, 0 que

implica H; 1 < Gipq. Além disso, H; 1 é Inn(G)-invariante. Com efeito, se h € H;yq e

Ya € Inn(G), entao 7, : Gi41 — G411 dada por 7,(2G;) = (7.(2))G; é um isomorfismo,
pois Gy, é ,-invariante e, assim, v,(h) € H,;, se, e somente se, J,(hG;) € H;y;. Porém,
¥4(hG;) realmente pertence a Hy, 1, j4 que Hyychar Giq. Logo, v4(h) € Hijq e Hiyy é
Inn(G)-invariante. Portanto, H;,1 pode ser acrescentado na série principal de modo que
ela possui um refinamento préprio, contradicao. Como O, (m) char Gi11, segue que
Oy (m) =1ou Oy (m) = (i41. Se ocorrer a segunda igualdade, entdo G, é um
7’-grupo e o resultado segue. Se ocorrer a primeira igualdade, entdao o elemento P; da

m'm-série de Gipq 6 igual a Oy (Gig1). Como Oy (Giy1) char Giyq temos Oy (Gigq) =1

ou O, (m) = m Visto que a primeira nao ocorre, pois G;.1 é m-separéavel e, entao,
sua, 7' m-série superior termina em G;1, segue que G; 41 é um 7m-grupo e o resultado segue.
(1) implica (7ii). Refine a série principal até uma série de composi¢ao. Como cada
fator de composicao continua sendo um 7 ou 7’-grupo, a implicacao segue da Proposicao
1.9.
(iii) implica (i).E ¢bvio. O
Finalmente estamos aptos a demonstrar o Teorema de P.Hall-Cunihin.

Teorema 2.11 (P.Hall-Cunihin) Seja G um grupo w-separdvel. Entao todo m-subgrupo
de G estd contido em algum m-subgrupo de Hall e quaisquer dois w-subgrupos de Hall sdo

conjugados.

Demonstracao: Note que todo m-subgrupo de G esta contido em algum mw-subgrupo

maximal de G, pois G é finito. Assim, é suficiente provarmos que todo w-subgrupo
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maximal P é um 7-subgrupo de Hall e que quaisquer dois m-subgrupos de Hall sao
conjugados. Isto sera feito por indugao sobre |G|, observando que o resultado é 6bvio
para |G| = 1. A hipétese de inducdo garante que para todo grupo m-separavel G tal que
|G| < |G|, o teorema é valido.

Seja R = O,(G) e suponhamos primeiro que R # 1. Visto que a interse¢ao de todos os
m-subgrupos maximais estd contida em P, temos da Proposicao 2.2 que R < P e também
R<1P, pois R<1G. Como P é um 7-subgrupo maximal de G, tem-se que P = P/R é um
m-subgrupo maximal de G = G/R e, pela hipétese de inducdo, P é um m-subgrupo de
Hall de G, i.é, |G : P| = \E : F| é um 7'-nimero e, deste modo, P é um mw-subgrupo de
Hall de G. Se Q for outro m-subgrupo de Hall de G, entdo Q = Q/R é um 7-subgrupo
de Hall de G. Pela hipétese de inducdo, existe g € G tal que Q = (F)QN = P9. Logo,
@ = PY, como desejado.

Agora suponhamos que R = 1. Como G é m-separavel, G coincide com um dos
termos de sua 7'm-série superior. Assim, temos S = O (G) # 1. Sendo PS/S um 7-
grupo, pela hipdtese de indugao, PS/S esta contido em algum m-subgrupo de Hall /S
de G/S. Agora, tomando N = S, G = @ no Corolario 2.4, temos que o w-subgrupo P
estd contido em algum m-subgrupo de Hall P* de (). Note que pela maximilidade de P,
devemos ter P = P* e, consequentemente, P é um mw-subgrupo de Hall de ). Assim,
|G: P|=|G:Q| |Q : P| é um n'-nimero, ou seja P é um m-subgrupo de Hall de G. Se
P, for um outro m-subgrupo de Hall de GG, entao do Segundo Teorema do Isomorfismo
ede PNS =P NS =1resulta que P,S/S e PS/S sao m-subgrupos de Hall de G/S.
Pela hipétese de inducdo, existe g € G tal que (P,.S/S)?° = PS/S. Assim, P9 < PS.
Aplicando o Teorema de Schur-Zassenhaus, (com G = PS e N = S), obtemos que P e

P, sao conjugados, e o teorema estd demonstrado. O

Demonstraremos agora um teorema que nos sera muito util futuramente.

Teorema 2.12 Se G € um grupo w-separdvel, entio Ca(Or(G)) < O,(G), onde G =
G/0.(G).

Demonstracao: Basta supormos que O (G) = 1 e provar que Cg(O,(G)) < O,(G).
De fato, se O (G) # 1, vamos para o grupo quociente G, onde teremos O, (@) =1leG
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m-separavel. Dai, pelo caso O./(G) = 1 obteremos que Cg (O,T (@)) <O, (E)

Coloquemos P = O,(G) e C' = Cg(P). Como P < G temos C' < G. Pela Proposicao
1.8 (11), PNC = Z(P) <G e, entado, tem-se Z(P)<1C, de modo que Z(P) < O,(C). Por
outro lado, de O,(C) char C < G, vem que O,(C) < G e, assim, O,(C) < O.(G). Dali,
0,(C) < PNC = Z(P) e disto segue que Z(P) = O,(C).

Suponhamos que C' £ P. Entao, Z(P) < C, de onde temos O,(C) = Z(P) < C.
Como C é m-separdvel, pois G o é, C' coincide com um dos termos de sua 7'm-série
superior. Sabemos que os subgrupos que formam esta série sao caracteristicosem C' cujos
fatores sao alternadamente 7’-grupos e m-grupos. Disso, de O (C) < On(G) = 1 e
do fato que O,(C) < C segue que existe um subgrupo caracteristico L de C' tal que
O:(C) < Le % ¢ um 7'-grupo. Assim, O,(C) < L e (|O(C)|,|L : O-(C)|) = 1.
Pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, existe um subgrupo K de L tal que |K| = |L : O,(C)|
e, consequentemente, L = KO,(C) e KNO,(C) =1. Agora, L = K x O,(C). De fato,
K < C = Cg(0O,(@Q)), ou seja, os elementos de K comutam com todos os elementos
de O,(G) e, em particular, com os elementos de O,(C). Disso obtemos que K < L e
L = K x O,(C). Observamos que K é um n'-subgrupo de Hall de L, pois |K| é um
m’-ntdmero e (|K|,|L : K|) = 1. Logo, segue do Teorema de Schur-Zassenhaus que se
existe outro subgrupo de L com ordem igual a |K]|, entao eles sdo conjugados. Mas,
como K < L, K é o tnico n’-subgrupo de Hall de L e pela Proposigao 2.2, K = O./(L).
Assim, K char L char C < G e isto implica em K <1 G. Logo, K < O.(G) =1 e, entao,
L = O,(C). Mas isto contradiz a escolha de L. O

Um grupo G é m-solivel se todo fator de composi¢ao de G é um n’-grupo ou um
p-grupo para algum primo p € w. Note que todo grupo m-solivel é em particular 7-
separavel. No caso em que 7 possui um tnico primo p, p-solubilidade e p-separabilidade
sao obviamente equivalentes, mas em geral um grupo m-separavel nao é w-solivel. Por
exemplo, o grupo das permutacoes S5 é {2,3,5}-separdvel mas nao é {2, 3, 5}-solivel.
Além disso, se G é um grupo soluvel entao todo fator de composicao é um p-grupo, de
modo que para qualquer conjunto de primos 7, teremos G m-soluvel. Se H for um m-grupo
m-soluvel, entao é claro que todo fator de composi¢ao é um p-grupo para algum primo

p € m. Também, como no caso de m-separabilidade, subgrupos e imagens homomorfas de
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grupos m-soltuveis sao m-soluveis.
Um caso particularmente interessante de grupo m-soltivel é quando 7 é constituido de

um unico primo. Neste caso temos o

Teorema 2.13 (Hall-Higman) Seja G um grupo p-solivel, com O, (G) = 1 e colo-
quemos H = O,(G). Entao a conjugagao induz uma representacao fiel de G/H sobre o

espago vetorial H/®(H) sobre Z,.

Demonstragao: Denotemos o grupo por H. Do Teorema 1.15 (ii) segue que

H
O(H)
®(H) = H'H? onde HP é o subgrupo de G gerado por todas as p-ésimas poténcias de
elementos de H e que ®(H) char H. Como H < G, temos ®(H) < G. Para cada = € G,
definimos ¢, : H — H por ¢, (h) = zhr—L. Claramente ¢, é um automorfismo de H de

modo que ¢, é um operador linear nao singular de H, visto como espaco vetorial sobre

L. E facil ver que a aplicacdo, ¢ : G — GL (ﬁ, Zp), definida por ¥ (z) = ¢,, é um

homomorfismo. Deste modo, é fielmente representado sobre GL (F, Zp).

er
Mostraremos que Kery = H. Com efeito,

Kery = {g€G:¢,(h)=hVheH}
= {g€G:ghg ' =hVhe H}
= {g€G:[h,g ' €®(H),Yhe H}.

Assim, H C Kerty, uma vez que H C ®(H). Agora coloquemos C' = Kery e D =
Cg(H). Sendo H <G, D < G. Obviamente, D C C' e, pelo Teorema 2.12, D C H, de
modo que D é um p-grupo. Assim, se mostrarmos que % é um p-grupo, obteremos que
C é um p-grupo. Como também C' < G, teremos C C O,(G) = H e H C C, de modo
que C' = H, como desejamos.

Suponhamos que exista um p’-elemento  nao trivial em C/D e seja x um represen-
tante de Z em C. Se o(x) = p*bh, onde s > 0 e (p,b) = 1, entao y = 2" e §j = 2P’ D

1 ¢ um p’-automorfismo

sao p’-elementos. Agora, ¢ : H — H dada por ¢(h) = yhy~
de H e induz a funcio identidade de H, pois y € Kerty. Assim, pelo Teorema 1.16, ¢
é o automorfismo identidade de H e, entdo, y € Cg(H) = D. Isso nos dd que y é um

p-elemento, uma contradi¢ao. Portanto, C'/D é um p-grupo. O
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Teorema 2.14 Se P é um S,-subgrupo de um grupo p-solivel, entao
CG(P N Op’p(G>> - Op’p(G)-

Em particular, Z(P) C Op,(G).

Demonstragao: Seja Q = PN O0,,(G) e G = G/Oy(G). Como O,,(G) < G, segue
que @ é um Sy-subgrupo de O,(G). Note que O,(G) é aplicado sobrejetivamente
sobre Oy, (G) /Oy (G) = O, (G). A imagem de Q em O,(G) é QOy(G)/Oy(G), e pelo

Segundo Teorema do Isomorfismo, |QO, (G) : Oy (G)| = |Q|. Como O,(G) é um p-grupo
e |0,(G)| divide |0y, (G)| = |Q| - b, onde p t b, temos da igualdade anterior que Q é

aplicado sobrejetivamente sobre O,(G). Se © € Cg(Q), entdo T € Cx(O,(Q)) e, assim,

Ce(Q) é aplicado em Cx(0,(G)). Pelo Teorema 2.12, temos que Cz(0,(G)) C O,(G) e,
entdo, a imagem de C(Q) estd contida em O,(G), de modo que Cq(Q) C Oy, (G).
Visto que os elementos de Z(P) comutam com os elementos de ), temos que

Z(P) - CG(Q) - Op/p(G)' U
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Capitulo 3

p-Estabilidade

No Capitulo 1, apresentamos alguns resultados e defini¢oes de representagoes de um
grupo finito G e também estabelecemos algumas propriedades dos grupos lineares. No
que segue, estamos interessados em aplicar aqueles conceitos e resultados para obtermos

informagoes de uma classe de grupos chamados grupos p-estdveis.

3.1 Grupos p-Estaveis

Se V/F é um G-médulo fiel, onde F' é um corpo de caracteristica p, nés podemos
perguntar se algum p-elemento de G' tem um polinomio minimal quadrdtico. A resposta
para esta pergunta é de fundamental importancia para o desenrolar deste trabalho. Se
p = 2, qualquer elemento z de G de ordem 2 satisfaz o polinémio X% —1 = (X —1)? de
grau 2 (sobre F') e este deve ser o polinémio minimal de z, pois caso contrario p(X) =
X — 1 seria seu polinémio minimal e, assim, para todo v € V| (x — 1)v = 0, de modo que
xv = v para todo v € V, contradizendo o fato de V/F ser um G-médulo fiel. Nés vemos
entao que a questao levantada anteriormente é significativa apenas quando p é impar.

Se G = SL(2,p) age de forma natural sobre um espago vetorial bidimensional V'
sobre Z,, entao todo elemento de G tem um polinomio caracteristico quadratico. Assim,

um p-elemento nao trivial certamente tem um polindmio minimal quadréatico neste caso.
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Portanto, existem grupos G e G-mdédulos fiéis V' sobre corpos de caracteristica p, p
impar, em que um p-elemento de G tem um polindmio minimal quadratico. Noés estamos
interessados em grupos G e G-moddulos onde isso nao ocorra, e daremos a tais grupos um

nome especial através da

Definicao 3.1 Seja G um grupo que ndao possui p-subgrupos normais nao triviais, p
impar. Uma representacao fiel ¢ de G sobre um espago vetorial V' sobre o corpo GF(p™)
serd chamada p-estdvel se menhum p-elemento de ¢(G) tem um polindmio minimal
quadrdtico sobre V.. Mais ainda, nos dizemos que G € um grupo p-estavel se todas rep-

resentacgoes fiéis de G sao p-estdveis.

Nesta secao daremos, através do Teorema 3.6, condigoes suficientes para que um grupo
sem p-subgrupos normais nao triviais seja p-estavel. Este resultado pode ser visto como
o mais importante desta secao e sera de grande importancia na se¢ao seguinte.

Nossa anélise de p-estabilidade depende do seguinte resultado:

Teorema 3.2 Seja G um grupo de transformacoes lineares agindo fiel e irredutivelmente
sobre um espago vetorial V' sobre um fecho algébrico F' de Z,, e suponha que G € gerado
por dois p-elementos que tém um polinomio minimal quadrdtico sobre V. Entdo G contém

um subgrupo isomorfo a SL(2,p).

Demonstracao: Sejam z;, xs os dois geradores dados de G. Seja V; = Cy(z;) =
{veV:xw=uv}1<i<2 Visto que x; é um p-elemento e F tem caracteristica p,
segue facilmente do Binomio de Newton que z; anula (X —1)2. Além disso, x; nao anula
X —1 pois sendo x; seria a transformagao identidade. Consequentemente, (z; —1)*V = 0,
1 < <2, onde 1 denota a transformagcao identidade de V. Colocando W; = (x; — 1)V,
segue que (z; — 1)W; = 0 e, assim, W; C V;, 1 < i < 2. Dai temos (z; — 1)V C V, e
(x;—1)W; = 0. Portanto, x; —1 é uma transformagao linear de V em V; com Ker(x;—1) =
Vi. Mas dimpV = dimgker(x; — 1) + dimp(x; — 1)V = dimp(V;) + dimp(z; — 1)V <
dimpV; + dimgV;, pois (z; — 1)V C V;. Se escrevemos d = dimpV e d; = dimpV;, temos
qued§2di,i.é,g§di,1§i§2.
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Suponhamos que d; ou dy seja maior que g Neste caso W = Vi NV, # 0, pois se
VinVy = 0, entao dimp(V14+Vs) = di+ds > d = dimpV , absurdo. Mas W é G-invariante,
pois x1 e xq, que geram G, agem trivialmente sobre W. Visto que G age irredutivelmente
sobre V', obtemos V = W, i.é, todo elemento de G age como a transformagao identidade
sobre os elementos de V', contrariando o fato de G agir fielmente sobre V. Portanto,
di = dy = 2 o que implica, d = 2m, onde d; = dy, = m e W = 0. Em particular,
V=Vol.

Agora, se v € V, entdo (x;—1)v € Vi, ou seja, x1—1 aplica V5 em V4. Como VNV, =0
e as dimensoes de V] e V5 sao iguais, segue que ;1 — 1 é um isomorfismo de V5 sobre V.
Analogamente, xo — 1 é um isomorfismo de V; sobre V5. Seja {v; : 1 < i < m} uma base
de Vo e vy = (1, — D, 1 < i < m. Entdo os vy,,; formam uma base de Vi, de modo
que By = {v; : 1 <i < 2m} forma uma base de V. Relativa a essa base podemos calcular
a matriz das transformacoes 1,z : V. — V. Como vy, 4; = (21 — 1)v; = 21v; — v;, temos
T1U; = V; + Ui, 1 <@ < m. Deste modo a matriz da transformagao de z; em relacao a

base Gy é

I 0
I I

Calculemos a matriz da transformagao x de ordem 2m x 2m. Como {v; : 1 <i < m}
¢ uma base de V5 temos z9v; = v;, 1 < i < m. Visto que vy,4; = (21 — 1)v;,0btém-se
(2 — 1)(Umas) = (2 — 1) (21 — Vv, e dai, zo(vmys) = (2 — 1) (21 — 1)v; + vy, para
1 <i<m. Mas, (x3 — 1)(z1 — 1)v; = 1,01 + -+ - + AmiUm, a;; € F. Logo, a matriz da

transformagao de xs em relagdo a base {v; : 1 <1i < 2m} é

I R
Ay = (3.2)
0 I

onde R é a matriz do isomorfismo de V; em V5, determinado por x5 — 1 em relacao a base
{v; : 1 <i < m} de V,. Assim, R é nao singular.
Visto que F' é algebricamente fechado, existe uma matriz nao singular ), m x m, tal

que S = Q 'RQ estd na forma canoénica de Jordan. Se nds conjugamos as matrizes A,
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e As pela matriz

p- (9" (3.3)
0 @

o qual corresponde a uma mudanca de base de V', as matrizes de x; e x5 com respeito a

essa nova base sao, respectivamente:

By =D ' (A,D) = A, (3.4)

By = DY (4;,D) = (3.5)

onde S = Q7 'RQ.

Visto que S é nao singular, (por ser produto de matrizes nao singulares), na forma
canonica de Jordan, as entradas de sua diagonal sao nao nulas e S é uma matriz triangular
inferior. Seja A\ a entrada de S no canto superior esquerdo. Finalmente, seja P a matriz
permutacional 2m x 2m obtida pela troca da linha 2 pela linha m+1 da matriz identidade
e conjugue B; e By por P. E facil ver que com respeito a nova base correspondente

{u; : 1 <i <2m} de V, as matrizes C e Cy de x1 e x5 tém respectivamente a forma

100 --- 0 1 X0 --- 0
Ci=1110 ---0 e Co=|1010 ---0 (3.6)
E I 3 X *
2mx2m 2mx2m

Assim, ndés vemos que x; e ro deixa invariante o subespaco U de V' gerado por u; e

ug . Desde que G = (x1,x2), G deixa U invariante e pela irredutibilidade de G sobre V'

10
temos U = V. Portanto, dimpV = 2 e GG é isomorfo a um grupo gerado por
11
LA . . :
e . Visto que Z,(X) é um corpo finito, nés podemos concluir do Teorema 1.29
0 1
que G contém um subgrupo isomorfo a SL(2,p). O

A seguir veremos um resultado que nao diz respeito diretamente a grupos p-estaveis,
mas este, juntamente com o Teorema 3.2, nos darao uma propriedade de relevo dos grupos

p-estaveis.
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Teorema 3.3 Seja K uma classe de conjugacao de p-elementos de um grupo G. Se todo

par de elementos de K gera um p-grupo, entao K estd contido em um p-subgrupo normal

de G.

Demonstragao: Seja K = {g 'ag : ¢ € G} a classe de conjugacao de a cuja ordem
é p" e note que os elementos de K sao p-elementos. Provaremos o teorema por inducao
sobre | G |, observando que se | G |= 1, o teorema ¢é imediato. O teorema é obviamente
valido para o caso K = 1 e, portanto, basta considerarmos dois casos:

(i) Op(G) # 1, K #1

(i1) Op(G) =1, K # 1.

Suponhamos que temos (i). Se ¢:G — G ¢ um homomorfismo sobrejetor de
grupos, entao a imagem K de K em G é uma classe de conjugacio de p-elementos de G e
cada par de elementos de K gera um p-grupo. Portanto, K estd nas hipéteses do teorema
e se | G |<| G |, pela hipétese de inducio, K C O,(G). Como O,(G) # 1, podemos

tomar, em particular, o homomorfismo canénico o : G — = G e concluir que

i} i 0,(G)
K C 0,(G). Mas o Teorema da Correspondéncia garante que a imagem inversa L de

O,(G) por a é um subgrupo normal de G que contém Kera = O,(G). Além disso,

al, : L — O,(G) é um homomorfismo sobrejetor, de modo que pelo Primeiro Teorema

do Isomorfismo, = 0,(G). Uma vez que Ker(aly) < Ker(a) = O,(G) e

0,(G) sdo p—grupég,e:gﬂfs)e que L é um p-grupo e, assim, L é um p-subgrupo normal de
G. Visto que K C L, pois K C O,(G), temos K contido em um p-subgrupo normal de
G e o teorema segue.

Agora, mostraremos que o caso (i) nao pode ocorrer. Mas primeiro provaremos o
seguinte:

(A) Se H é um subgrupo préprio de G, entdao K N H C O,(H).

De fato, se H é um subgrupo proprio de GG, entao certamente K N H é a uniao de
algumas classes de conjugacao Ky, Ks, - -+ K, de p-elementos de H. Visto que cada par
de elementos de K; gera um p-grupo, pois K; C K, segue da hipdtese de indugao que
cada K; estd contido em algum p-subgrupo normal de H e, assim, K; C O,(H), para
todo 1 < i <r. Logo, KN H C O,(H).

Agora, introduziremos duas familias de p-grupos:
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H ={H:H#1, Hnao é um S,-subgrupo de G e H = O,(Ng(H))};

Ho={H:H#1, O,(Ng(H)) nao é um S,-subgrupo de Ng(H)}.

Segue do Teorema de Sylow e da definicao de H que se H € H, entao H C P para
algum Sy,-subgrupo P de G. Dali, temos da Proposigao 1.4 (i) que H C Np(H) C Ng(H).
Assim, H C PN Ng(H) e, portanto, H = O,(Ng(H)) nao é um S,-subgrupo de Ng(H),
de modo que H € Hy. Logo, H C H,.

Vamos provar as seguintes duas propriedades dos conjuntos H e H.

(B) Se Hy € Hy, entdo existe H € H contendo Hy tal que Ng(Hy) C Ng(H).
(C) Se H € H e L é um subgrupo de G contendo N¢(H), entao O,(L) C H.

Para provarmos (B), escolhemos um p-subgrupo H de G com Hy C H de ordem
maximal tal que Ny = Ng(Hy) € Ng(H) = N. Mostraremos que H € H. Obviamente
H < N e, entao, HC H* = O,(N). Assim, Hy C H*. Além disso, como H* < N, segue
que Ng € Ng(H™). Portanto, encontramos um p-subgrupo H* de G contendo H tal que
Hy C H* e Ng(Hy) C Ng(H*). Pela maximilidade da ordem de H, temos |H| = |H*|
e, consequentemente, H = H* = O,(Ng(H)). Assim, para que H pertenca a H, resta
mostrarmos que H nao ¢ um Sp,-subgrupo de G. Suponhamos o contrdrio. Entao H
também serd um Sy,-subgrupo de L = HN, < Ng(H), e disso temos que L/H serda um
p/-grupo. Portanto, pelo Segundo Teorema do Isomorfismo, temos que No/H N Ny é um
p/-grupo. Mas, como H N Ny é um p-subgrupo normal de Ny, entdao No/H N Ny é um
p/-grupo somente se |H N Ny| é a maior poténcia de p que divide |NVy|, ou seja, somente se
HN Ny = 0,(Ng) e HN Ny é um Sy-subgrupo de Ny. Logo, temos O,(Ny) = O,(Ng(H,))
um S,-subgrupo de Ng(Hy) contradizendo o fato que Hy € Hy. Portanto, H nao ¢ um
Sp-subgrupo de G e (B) estd demonstrado.

Provemos a propriedade (C). Sejam H € H e L um subgrupo de G tal que N =
Ng(H) C L. Nao ¢ dificil ver que O,(L) é a intersegao de todos os S,-subgrupos de L.
Portanto, se provarmos que H ¢ a intersecao de alguns S)-subgrupos R; de L teremos
O,(L) C H.

Novamente, O,(N) é a intersecao de todos os S,-subgrupos de N que nés denotaremos
por P, 1 < ¢ < n. Também temos H = O,(N), pois H € H. Como cada P, é um

p-subgrupo de L, temos do Teorema de Sylow que cada F; estd contido em algum .S-
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n

subgrupo @); de L. Coloquemos M = in e notemos que H = O,(N) = ﬂR- C M.

i=1 i=1
Por outro lado, Ny,(H) C MNN = ﬁQiﬂN = ﬁPi = H. Como H C Ny (H), tem-se
H = Ny(H). Assim, se H C M, enfc?o segue dallélroposi(;éo 1.4 (1) que H C Ny(H), o
que nao ocorre. Deste modo, H = M = ﬁ Q;, provando (C).

Para provarmos que (ii) nao ocorre blgslta mostrarmos a seguinte afirmacao:

(D) Se P e @ sao quaisquer dois S,-subgrupos de G tais que K N PN Q # (), entdo
KNP CQ.

De fato, suponhamos que (D) seja vélido. Se existir um S,-subgrupo P de G que nao
contém K, entao existe z em K que nao estd em P. Temos também que K NP # (), pois
como a ¢ um p-elemento, a pertence a algum S,-subgrupo A de G. Mas, pelo Teorema
de Sylow, existe g € G tal que P = A9, de modo que a? € AN K = PN K. Tomemos
y € KN P. Deste modo, =,y € K e pela hipétese (z,y) é um p-grupo e, portanto, (x,y)
estd contido em algum S,-subgrupo @ de G. Assim, y € K N PN Q, e item (D) implica
que KNP C Q, de modo que KNP C KNQ. Analogamente, pelo item (D) temos que
KN C P,eentao KN C KN P. Portanto, K N P = K N Q. Porém, x pertence
a K N @ e nao pertence a K N P, uma contradi¢ao. Logo, o Sy-subgrupo tomado acima
nao existe, e, deste modo, K C O,(G) = 1, contradicdo, pois K # 1.

Suponhamos que (D) seja falso. Entao existe pelo menos um par de S,-subgrupos
Pe@deG taisque KNPNQ # 0 com KNP ¢ Q. Dentre todos tais pares vamos
escolher P e () de tal maneira que H = P N @ tenha ordem maximal. Note que P # @,
e disso obtemos facilmente que H C P e H C Q. Seja N = Ng(H) e sejam R e S
Sp-subgrupos de G tais que RNN e SN N sao S,-subgrupos de N com Np(H) C RNN e
No(H) € SNN. Como, pela Proposicao 1.4 (i), H C Np(H)e H C Ng(H), H C PNRe
H c QNS. Disso obtemos KNPNR # () e KNSNQ # (. Pela escolha de P e (), devemos
ter KNP CRe KNS C Q. Assim sendo, (D) deve ser falso para o par R, S, pois caso
contrario, teriamos K N R C S e, consequentemente, K NP C KNRC KNS CAQ,o
que nao ocorre. Mais ainda, como RN N e SN N sao S,-subgrupos de N e O,(N) < N,
temos O,(N) C RN N e O,(N) C SN N, de modo que O,(N) € RN S. Além disso,
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visto que H é um p-grupo e H < N, segue que H C O,(N). Assim, H C RN S e entdo
0 # KNHCKNRNS. Logo, encontramos dois Sy-subgrupos R, S de G tais que
KNRNS#0eKNRZS. Pela escolha maximal de P e @ temos |[RN S| < |H|. Visto
que H C RN S, segue que |H| =|RNS|e H=RNS. Dai, como H C O,(N) C RNS,
tem-se H = O,(N). Disso, de H # 1 e de H nao ser S,-subgrupo de G, segue que
H € H. Note que RNN e SN N sao Sy-subgrupos de N. Uma vez que |[RN S| é também
maximal e (D) é falso para R, S, podemos substituir P, () por R, S, se necessario. Assim,
podemos supor que PN N e Q NN sao S,-subgrupos de V.

Nés produzimos, portanto, um par (H, P) com H € H e P um S,-subgrupo de G tal
que HC P, KNH#0, KNP ¢ He PNNg(H) é um S,-subgrupo de Ng(H). Dentre
todos os pares que satisfazem estas condicoes, escolhamos (H*, P*) tal que |P*NNg(H*)|
seja maximal. Para obtermos uma contradi¢cao basta mostrarmos que
() P*C Ng(H”).

De fato, suponhamos (E) vélido e seja N* = Ng(H*). Visto que H* = O,(N¥),
e Oy(G) = 1, temos N* C G. Assim, por (A) obtemos K N N* C H*. Por (FE),
KnNP*CKNN*e, assim, K N P* C H*, contradizendo a escolha de (H*, P*).

Vamos provar (E). Suponhamos que P* ¢ N* e sejam Hy = (KNH*) e Ny = Ng(Hp).
Claramente, os elementos de K N H* sao permutados pela conjugacao por elementos de
N*. Disso obtemos Hy << N* e, portanto, N* C Ny. Além disso, como no parédgrafo
anterior, tem-se K N N* C H*. Visto que H* C P*, segue que K N N* N P* C H*
e isto implica, K N P* N N* C K N H*. Por outro lado, como H* é um p-grupo,
H* < N* e P*NN* é um Sy-subgrupo de N*, temos que H* C P* N N* de modo que
KnNH*C KNP N N* Logo, KNP*NN*=KnNH*. Isto implica que Np«(P* N N*)
permuta por conjugacao os elementos de K N H* e, portanto, Np«(P* N N*) normaliza
Hy, ou ainda Np«(P*N N*) C Ny. Visto que P*N N* C P*, nés obtemos da Proposigao
1.4 (i) que P*NN* C Np-(P*N N*) C Nyn P*. Logo, P*N N* C P*N Ny. Por outro
lado, como H* € H e Ny contém N*, tem-se do item (C) que O,(Ny) € H*. Portanto,
O,(Nog) C P*N Ny e, assim sendo, O,(Np) nao é um S,-subgrupo de Ny concluindo-se
que Hy € Hy.

Finalmente, pela propriedade (B) existe H; € H com Hy C H; tal que Ny C Ny,
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onde Ny = Ng(Hy). Seja P, um S,-subgrupo de G tal que P, N N; é um S,-subgrupo de
Ni. Como Ny C Ny, segue que P*N Ny C P*N Ny. Deste modo, |Py N Ny| > |P*N Ny| >
|IP*NN*| e # KNH* C KNH;. Assim encontramos um par (Hy, Py), com H; € He Py
um Sy-subgrupo de G, tal que KNH; # 0 e |[PiNNg(Hy)| > |P*NNg(H*)| Também, H;
¢ um p-subgrupo normal de N;, de modo que H; estd contido em todos os S,-subgrupos
de Ny, em particular, H; C PN N; C P;. Pela escolha de (H*, P*), temos KNP, C H;.
Uma vez que N* C Ny, outra aplicacao de (C) resulta que Hy = O,(N;) € H*. Assim,
KNP, C H C H*, evisto que H* C P*, obtemos K NP, C K N P*. Mas, pelo Teorema
de Sylow, existe g € G tal que P* = P de modo que |K N P| = |K N P*|. Logo,
KNP = KnNP, C H* contradizendo a escolha de (H*, P*). Isto conclui a prova de
(E). O

Observagao 3.4 Seja V/F um espago vetorial sobre um corpo F de caracteristica p e
T € GL(V,F) um p-elemento. Entao, existe r € N tal que T?" = 1, de modo que T
satisfaz o polinomio P(X) = X?" —1 sobre F. Por outro lado, pelo Binémio de Newton,
e por F' ter caracteristica p, temos P(X) = (X —1)?". Como o polinomio minimal m(X)

de T divide P(X), m(X) = (X —1)°, para algum s € N.

Dizemos que um grupo K estd envolvido em G se K é isomorfo a uma imagem homo-
morfa de um subgrupo H de G. O nosso préximo resultado nos diz que sob determinadas

condigbes um grupo nao p-estavel envolve SL(2, p).

Teorema 3.5 Seja G um grupo sem p-subgrupos normais além dos triviais, p impar. Se

G nao € p-estdvel, entao G envolve SL(2,p).

Demonstracao: Nos precisamos mostrar que uma imagem homomorfica de algum
subgrupo de G é isomorfa a SL(2,p). Como G nao é p-estével, existe uma representagao
fiel ¢ de G sobre um espaco vetorial V' sobre GF'(p™), para algum n, que nao é p-estavel,
i.6., algum p-elemento de ¢(G) tem polinémio minimal quadrético. Nés olharemos V'
como um espago vetorial sobre o fecho algébrico F' de GF (p") e V/F como um G-médulo,
lembrando que a ac¢do de g € G sobre u € V' é dada por gu = (¢(g))u. Seja z € G um

p-elemento de G com polindmio minimal quadratico.
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Se K ¢é a classe de conjugacao contendo x, entao todo elemento de K possui polinomio
minimal quadrético sobre V, pois se P(X) = X2+ aX + b, a,b € F é o polinomio
minimal de x sobre V e se g lzg € K, com g € G, entao para todo v € V, tem-se
(P(g7'zg))(v) = 0. Além disso, g~'xg nao anula X — 1, pois ¢ é fiel. Também, como G
nao possui p-subgrupos normais nao triviais, a contra-positiva do Teorema 3.3 garante a
existéncia de um elemento y € K tal que H = (z,y) nao é um p-grupo.

Seja

V=Vo>VW>D---DV,1=0 (3.7)

um sequéncia de subespacos H-invariantes de V' tal que H age irredutivelmente sobre cada

Vi = V;—ii-l .1 <i < m eseja N; o kernel da representacao de H sobre V;. Mostraremos
agora que N; C H para algum i, 1 < ¢ < m. Suponhamos que para todo i, 1 < i < m,
tenhamos H = N;. Como H nao é um p-grupo, existe um primo ¢ # p, tal que ¢ divide
|H|. Assim sendo, H possui um p’-subgrupo nao trivial . Uma vez que H = V] para
todoie Q C H, temos (Q C N; para todo 7, ou seja , () induz a transformacao identidade
sobre V;. Em resumo temos: Q age sobre V/F; a caracterfstica de F' é relativamente
prima com |Q|; na sequéncia (3.7) cada V; é Q-invariante; ) age trivialmente sobre cada
V;. Entao pela Proposicao 1.26, Q age trivialmente sobre V', contradizendo o fato de G
ser um G-médulo fiel.

Assim, N; C H para algum 4. Para tal i, sejam H = N e T,y, respectivamente,
as imagens de x,y em H pelo homomorfismo canénico de mocho que H = (z, 7). Como
o polindémio minimal de x tem grau 2, o polindmio minimal de Z sobre V; é (X — 1)2
ou (X — 1), pela observacao anterior. Se for X — 1, entdo 7 age trivialmente sobre V;,
de modo que Z = 1 e H = (y) é um p-grupo. Como H age irredutivelmente sobre
Vi e H age fielmente sobre V;, pois apenas os elementos de N; agem trivialmente sobre
Vi e N; é o elemento neutro de H, temos que H é um p-grupo nao trivial agindo fiel
e irredutivelmente sobre V;/F. Pela Proposicio 1.25 (i), H = 1 e, entdao, N; = H,
contradizendo nossa escolha de i. Logo, Z tem polindmio minimal de grau 2 sobre V;.
Analogamente, y tem polinomio minimal de grau 2.

Agora, H pode ser visto como um grupo de transformacoes lineares agindo fiel e ir-

redutivelmente sobre V;/F onde F ¢ o fecho algébrico de Z,. Além disso, H ¢ gerado
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por dois elementos T e y§ que possuem polinomio minimal quadratico. Sendo essas ex-
atamente as hipdteses do Teorema 3.2, temos que H contém um subgrupo isomorfo a
SL(2,p). Portanto, SL(2,p) é isomorfo a uma imagem homomorfa de algum subgrupo

de GG, provando o teorema. O

O ultimo resultado é o mais importante dessa secao e ele nos dara condigoes suficientes

para que um grupo seja p-estavel.

Teorema 3.6 Seja G um grupo que ndao possui p-subgrupos normais nao triviais, com p

impar, satisfazendo uma das sequintes condigcoes:
(a) G € de ordem impar;
(b) Um Sy-subgrupo de G € abeliano;
(¢c) G ¢é solivel e oup >5, oup=3 e SL(2,3) ndo estd envolvido em G.

Entdao, G € p-estavel.

Demonstracao: (a) Suponhamos que G tenha ordem impar e seja ¢ um homomorfismo
qualquer de G e H um subgrupo de G. Entao |¢p(H)| é impar. Uma vez que SL(2,p)
tem ordem par a contra-positiva do Teorema 3.5 garante que G é p-estavel.

(b) Agora seja S um Sp-subgrupo de G e suponhamos que G nao é p-estavel. Entao
pelo Teorema 3.5 existem um subgrupo H de G e um homomorfismo de grupos ¢ : H — J
tal que SL(2,p) é isomorfo a J. Como todos os S,-subgrupos de J sao isomorfos, temos
que todo Ss-subgrupo K de J é isomorfo ao grupo dos quatérnios generalizado pela
Proposigao 1.28 (7). Visto que ¢ é sobrejetora, existem subgrupos R, @) de S tais que
Q<Re g = K. Assim, g ¢ isomorfo a um grupo quatérnio. Como este grupo nao é
abeliano, S também nao é.

(c) Se G é soluvel, p = 3 e SL(2,3) nao estd envolvido em G entdo G é p-estavel
pelo Teorema 3.5. Suponha que G seja solivel e p > 5. Note que pelo Lema 1.28
(1ii), SL(2,p) nao é solivel para p > 5. Por outro lado, grupos soliveis nao envolvem
grupos nao soluveis, pelo Proposigao 1.10 (7). Assim, SL(2,p) néo estd envolvido em G

e, portanto, G é p-estavel, pelo Teorema 3.5. O
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3.2 p-Estabilidade em Grupos p-Soluveis

Nesta secao vamos estudar p-estabilidade para o caso particular em que os grupos
sao p-soluveis. Nossos resultados sobre p-estabilidade juntamente com as propriedades
gerais de grupos p-soliveis estabelecidos nas duas se¢oes anteriores nos dao trés resultados
muito interessantes. O primeiro deles, nos da uma condicao suficiente para que um grupo

p-solivel seja p-estavel, para p um primo impar.

Teorema 3.7 Seja G um grupo p-solivel em que O,(G) =1 e suponhamos que p > 5

oup=3eSL(2,3) nio estd envolvido em G. Entio G € p-estdvel.

Demonstragao: Suponhamos que G nao seja p-estavel, i.¢, existe uma representagao fiel
¢ de G sobre um espago vetorial V' sobre GF(p") tal que algum p-elemento ¢(z) € ¢(G)
possui um polinémio minimal quadratico.

Sejam P = (x) e |P| =p", H = Oy(G). Visto que Oy (G) = O,(G) = 1, tomando
m = {p'} no Teorema 2.12 temos Cu(H) < H. Dai, como PN H =1, Cp(H) = 1.
Assim, a aplicacdo ¢ : P — Aut(H) definida por ¢(a) = 7,-1 é um homomorfismo
injetor, onde 7,(h) = h* para todo h € H. Deste modo, P = Im ¢ e |Im ¢| = p". Entao
P pode ser visto como um grupo de automorfismos de H. Tomando 7 como sendo o
conjunto dos divisores primos de H e G = H no Teorema 2.6 (i), temos que P deixa
um S,-subgrupo ) de H invariante por conjugacao, para cada primo ¢ € m. Visto que
2 (P) = (g € P:o(g) = p) ndo centraliza H, temos que €;(P) nao centraliza algum @
e, claramente, para tal @, temos Cp(Q) = 1.

Seja K = PQ. Entao O,(K) C P. Como para todo h € O,(K) e g€ Q, h™*g thg €
O,(K), pois O,(K) < K, temos [0,(K),Q] C O,(K) C P. Também, h™'g~'h € Q, pois
P deixa @ invariante por conjugacao, de modo que h='g~thg € Q, 1.6, [O,(K),Q] C Q.
Disso temos [O,(K),Q] € PN = 1. Portanto, O,(K) centraliza @) e do fato de
O,(K) C P, segue que O,(K) C Cp(Q) = 1. Como |K| = |P||Q| = p"¢®, temos do
Teorema de Burnside que K é soluvel. Além disso, K nao possui nenhum p-subgrupo

normal ndo trivial, pois O,(K) = 1. Mais ainda, SL(2,3) nao estd envolvido em K para
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p = 3. Portanto, K é p-estavel pelo Teorema 3.6 (iii). Visto que x € K e K é fielmente
representado sobre V| pois G o é, temos que x nao possui polinomio minimal quadratico,

contradizendo nossa escolha. O

Chamaremos um grupo p-soluvel de fortemente p-solivel se p > 5 ou se p = 3 e
SL(2,3) nao esta envolvido em G. Por exemplo, S é fortemente 3-solivel. De fato,
Sy é 3-soluvel por ser soluvel. Uma imagem homomorfa de qualquer subgrupo de Sj3
tem ordem 1, 2, 3 ou 6. Visto que SL(2,3) tem ordem 24, temos que SL(2,3) nao esta
envolvido em S3 e, portanto, S5 é fortemente 3-solivel. Além disso, todo grupo Z,, p > 5,
¢é fortemente p-soluvel.

Note que com este novo conceito, o Teorema 3.7 pode ser enunciado da seguinte forma:
Todo grupo G fortemente p-solivel com O,(G) =1 € p-estdvel.

Os subgrupos abelianos normais de um S,-subgrupo de um grupo fortemente p-soltivel

G estao contidos em um subgrupo particular de G como nos mostra o

Teorema 3.8 Se P ¢ um S,-subgrupo de um grupo fortemente p-solivel G, entao todo

subgrupo abeliano normal de P estd contido em Oy,(G).

Demonstracao: Basta supormos O, (G) = 1 e mostrarmos que todo subgrupo abeliano
normal A de P é tal que A C O,(G). De fato, sejam G; = G/O,(G) e P, = P/Oy(G).
Como Oy (G;) = 1 e P, é um Sy-subgrupo de G, Ay = A/O,(G) é um subgrupo abeliano
normal de P; e claramente G é fortemente p-solivel. Segue entao que A; C O, (G1) =
O,pp(G)/0y(G), o que implica A C O,(G). Portanto, suponhamos que O, (G) = 1.
Sejam R = O,(G), V = R/®(R) e G = G/R. Entao, pelo Teorema 2.13, G é fielmente
representado sobre o espago vetorial V' sobre Z,. Mas G também é fortemente p-solivel
e Op(a) = 1. Portanto, pelo Teorema 3.7, G é p-estavel, de modo que a representacdo
de G sobre V é p-estavel.

Agora seja A um subgrupo normal abeliano de P e A a sua imagem em G. Visto que
A< P, [P,A] C A e como A é abeliano, temos [P, A, A] = 1. Como R é a intersegao

de todos os S,-subgrupos de G, R C P, de modo que [R, A, A] = 1. Consequentemente,
R A®(R) AP(R)
®(R)" ©(R) " ©(R)
(veja Teorema 2.13), temos [V, A, A] = 1.

= 1. Como a acdo de G sobre V é a induzida por conjugacdo,
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Pelo Teorema 1.7, cada # € A induz um operador linear de V' que satisfaz o polinomio
(X — 1) Visto que seu polindmio minimal divide (X — 1)? e que a representacao de
G sobre V é p-estével, segue que o polinémio minimal de Z é X — 1, para todo Z € A.
Assim, A age trivialmente sobre V. Como a representacio de G sobre V ¢é fiel, temos

que A =1 e, portanto, A C R = O,(G). O

Lema 3.9 Seja G um grupo fortemente p-solivel e P um p-subgrupo de G. Se N <

Ng(P), entao existe um subgrupo normal K de P invariante por conjuga¢ao por elemen-
P

tos de N tal que — € um p-grupo abeliano elementar e tal que N age irredutivelmente

K
por conjugagao sobre P/ K.

Demonstracao: Visto que ®(P)char P, ®(P) é invariante pela conjugacao por el-

ementos de N. Além disso, P = é um p-grupo abeliano elementar. Assim, se

o(P)

N age irredutivelmente por conjugacao sobre P entdo o teorema segue. Sendo, existe
um subgrupo K satisfazendo as seguintes condigées: P O K D ®(P), K <P e K ¢é
invariante pela conjugacao por elementos de N. Dentre todos os subgrupos de P que
satisfazem essas condigoes, seja K um de ordem maximal. Logo, N age irredutivelmente
sobre % Agora, seja gK € % Como P é um p-grupo abeliano elementar, temos que
existe um inteiro r tal que g” ®(P) = ®(P), ou seja, ¢ € ®(P) C K. Além disso,
P C P'P?P = &(P) C K. Da Proposigao 1.1, temos que % é abeliano. Portanto % é

um p-grupo abeliano elementar e o lema esta provado. O

Sejam GG um grupo, A um subgrupo de Aut(G). E facil ver que se N é um subgrupo
normal A-invariante de G e ¢ € A, entao a aplicagao ¢* : G/N — G/N definida por
¢*(gN) = ¢(g)N ¢é um automorfismo de G/N. Diremos que A age trivialmente sobre

G/N se ¢* é a fungao identidade de G/N para todo ¢ € A.
Sejam G um grupo, A um subgrupo de Aut(G) e

uma série normal de G. Dizemos que A estabiliza a série (3.8), se cada G; é A-invariante
Gi-

e A age trivialmente sobre cada fator 1< <n.

7
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Veremos agora uma condigao necesséria e suficiente para que um subgrupo de Aut(G)

estabilize uma série normal de G.

Lema 3.10 Um subgrupo A de Aut(G) estabiliza a série normal
G=Gy2G,2---DG, =1 (3.9)

se, e somente se, cada G; € A-invariante e [G;, A] C Gipq, 0<i<n—1.

Demonstracao: Isso segue do fato que ¢*(xGy1) = Gi41 para todo x € Gy e ¢ € A

se, e somente se, x~'¢(x) = [z, ] € G;41 para todo z € G e ¢ € A. a

Com este lema podemos provar o

Teorema 3.11 Seja A um p'-grupo de automorfismos do p-grupo P que estabiliza alguma

série normal de P. Entdo, A =1.

Demonstracao: Seja P=Fy 2 P, O --- O P, = 1 uma série normal de P estabilizada
por A. Procederemos por inducao sobre n, observando que o resultado é ébvio paran = 1.
A hipétese de indugao garante que se A estabiliza uma normal de comprimento < n de um
p-grupo, entdao A = 1. Note que se ¢ € A, ¢|p, € Aut(Py) e, entao, A induz um p'-grupo
de automorfismos de P; e A estabiliza a série normal P, O --- O P, = 1 de P;. Pela
hipétese de indugao, A age trivialmente sobre P;. Além disso, A age trivialmente sobre
%, por hipé6tese. Logo, [z, ¢] € Py, paratodox € Pe ¢ € A. Dal, ¢(x) = zz, para algum
z € P;. Como ¢ age trivialmente sobre Pj, ¢*(z) = ¢(x2) = ¢(x)9(2) = (v2)z = 222
Segue facilmente, por inducao, que ¢(x) = xz*, para todo i. Em particular, se m = o(¢),
temos x = ¢™ () = x2™, de modo que 2™ = 1. Como p nao divide m e z é um p-elemento,

temos que z = 1 e, assim, ¢(x) = x para todo = € P e todo ¢ € A, ou seja, A = 1. O

A forma mais conveniente deste resultado é dado pelo

Corolario 3.12 Se A € um subgrupo do grupo dos automorfismos de um p-grupo P tal

que A estabiliza alguma série normal de P, entdo A é um p-grupo.
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Demonstracao: Se ¢ € A e p ndo é um divisor de o(¢), pelo Teorema 3.11, (¢) = 1.
Em outras palavras, A nao possui p’-automorfismos nao triviais. Portanto, A é um p-

grupo. O

Para finalizar esta secao, apresentaremos um resultado que sera de grande utilidade

para o estudo dos Teoremas de Glauberman e de Thompson no préximo capitulo.

Teorema 3.13 Sejam G um grupo fortemente p-solivel e P um p-subgrupo de G tal que
Oy (G)P < G. Entao, se A é um p-subgrupo de Ng(P) com a propriedade [P, A, A] =1,

temos

ACq(P) Nq(P)
ColP) gO”(Oi(P))‘

Demonstracao: Seja N = Ng(P). Aplicando o Lema 3.9 tantas vezes quantas forem

necessarias, construimos uma série normal N-invariante de P,

PzplDPQD"'DPn+1:1 (310)

i

tal que cada P, = é abeliano elementar e N age irredutivelmente sobre P, por

i+1
conjugacao.

Seja H; o kernel da representacdo de N sobre P,. Como N; = % age fiel e irredu-
tivelmente sobre P, visto como um espago vetorial sobre Z,, temos qlie O,(N;) =1 pelo
Teorema 1.25 (ii). Logo, como N é fortemente p-soltivel, pois N o é, segue do Teorema
3.7 que N; é p-estavel.

Por outro lado, como [P, A, A] = 1, da mesma maneira que no Teorema 3.8, temos
[P, Aj, A;] = 1, onde A; é a imagem de A em N;. Mas segue do Teorema 1.7, como na

prova do Teorema 3.8, que A; = 1 e portanto, A C H;, paratodoi, 1 < i < n. Concluimos
n

que AC H= ﬂ H;. Mas como H < N, segue que cada P; é H-invariante, 1 <1 <n-+1
i=1 _
e pela definicao de cada H;, temos que H age trivialmente sobre cada P;, 1 <i<n-+1.

Como C' = Cg(P) fixa, por conjugagao, os elementos de P, temos, claramente, que C fixa
cada P, por conjugacdo. Assim, C' C H. Uma vez que H < N, cada elemento a € H induz

por conjugacao um automorfismo 7y, de P, de modo que a aplicagao v : H — Aut(P)
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definida por y(a) = 7,, é um homomorfismo, com Kery = C N H = C. Portanto,
g > Imy e, assim, podemos ver H/C' como um subgrupo de Aut(P). Disso e do que
vimos antes, temos que H/C estabiliza a série (3.10) e, entao, pelo Corolédrio 3.12 temos
que H/C é um p-grupo. Mas, H/C < N/C, e, portanto, H/C < O,(N/C). Como A C H

e C < H, temos AC < H, de modo que, AC/C < H/C'. Logo, AC/C < O,(N/C). O
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Capitulo 4

Os Teoremas de

Glauberman-Thompson

Neste capitulo iremos estudar vérios resultados, e muitos destes sao atribuidos aos
grandes matematicos George Glauberman e John Thompson. No entanto, nosso prin-
cipal objetivo é demonstrar dois teoremas notaveis na Teoria de Grupos. O primeiro
deles, conhecido como Teorema da p-Nilpoténcia de Glauberman-Thompson, diz sim-
plesmente que se o normalizador de um determinado subgrupo H de um grupo finito
G é p-nilpotente, p primo impar, entao o grupo G também é p-nilpotente, enquan-
to o segundo da uma condicao suficiente para que um grupo finito seja soluvel. As
demonstragoes sao relativamente extensas, mas nao dificeis de serem entendidas e de-
pendem basicamente de varios resultados preliminares; dos quais alguns ja foram vistos
em segoes anteriores e outros serao apresentados no decorrer deste capitulo. Mais ainda,
ambas as demonstragoes dependem da construcao do subgrupo H mencionado acima.
Isto nao é uma tarefa complicada, porém, nés precisaremos de varias propriedades deste
subgrupo até estarmos aptos para ver estes dois resultados.

Neste capitulo todos os grupo serao finitos, a menos que se mencione o contrario.
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4.1 Subgrupo de Thompson

Seja G um grupo fortemente p-solivel, com p impar, e P um S,-subgrupo. Nesta
segdo, iremos construir um subgrupo H de P tal que Z(H) < G. Estabeleceremos este
resultado posteriormente e ressaltamos que sua demonstragao é devida a G. Glaubeman
e depende, em partes, de resultados e conceitos de J. Thompson.

Para qualquer p-grupo P, definimos A(P) como sendo o conjunto de todos os sub-

grupos abelianos de P de ordem maximal.

Exemplo 4.1 Considere o classico grupo multiplicativo H = {£1, +i, +j, £k}, chamado
Grupo Quatérnio, que satisfaz as sequintes relagoes: > = j2 = k?> = —1, ij =k, jk =
i, ki=7, ji=—k, kj=—i, 1tk=—]. Efdcil ver que os unicos subgrupos abelianos

de ordem mazimal de H sao (i), (j), (k) e, assim, A(H) = {(i), (), (k) }.
Os elementos de A(P) possuem a seguinte propriedade bésica:

Lema 4.2 Se A € A(P), entio A= Cp(A); em particular, Z(P) C A.

Demonstracao: Claramente A C Cp(A). Agora, tomemos = € Cp(A) e consideremos
o subgrupo (A, z) de P. Como A ¢ abeliano e x € Cp(A) temos que (A, z) é abeliano e
contém A. Pela maximilidade de A, devemos ter z € A. Logo, A = Cp(A). Visto que
Z(P) C Cp(A), tem-se Z(P) C A. O

Seja P um p-grupo. O subgrupo J(P) = (A : A € A(P)), é chamado subgrupo de
Thompson de P.

Exemplo 4.3 Para os grupo H do exemplo anterior, temos que J(H) = H.

Como o subgrupo de Thompson esta definido apenas para p-grupos, daqui por diante

P denotard um p-grupo a menos que se mencione o contrario.

Observagao 4.4 Seja P um p-grupo, ¢ € Aut(P) e A € A(P). Claramente ¢(A) €
abeliano e |p(A)| = |A|, de modo que ¢ permuta os elementos de A(P) entre si. Disso

seque que J(P) € invariante para todo automorfismo de P, de modo que J(P)char P.
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Como Z(J(P))char J(P), tem-se Z(J(P))char P e, assim sendo, J(P) possui pro-

priedades interessantes e que nos ajudarao mais adiante.

As propriedades de J(P) mostradas na observagao anterior sdo vélidas para todo
p-grupo P. Mas se P fosse um S,-subgrupo de um grupo G, entao J(P) teria mais

propriedades? O préximo resultado responde esta pergunta.

Proposicao 4.5 Seja P um S,-subgrupo de G. Entdao temos:

(i) Se R € um subgrupo de P que contém um elemento de A(P), entio A(R) C A(P)
e J(R) C J(P). Em particular, se J(P) C R, entao J(P) = J(R).

(i) Se Q = P*, x € G, entio J(Q) = J(P)".
(i1i) Se Q) € um S,-subgrupo de G contendo J(P), entao J(q) = J(P).

(iv) J(P) € caracteristico em qualquer p-subgrupo de G em que estd contido.

Demonstracao: (i) Seja A € A(P) tal que A C R C P. Entao, obviamente, A € A(R).
Disso e do fato de todos os elementos de A(R) terem a mesma ordem, segue que 0s
elementos de A(R) tem a mesma ordem dos elementos de A(P). Portanto, A(R) C A(P)
e, consequentemente, J(R) C J(P). Em particular, se 7(P) C R, entdo R contém todos
os elementos de A(P). Assim, todo elemento de A(P) é um elemento de A(R), de modo
que J(P) C J(R) e segue entao que J(P) = J(R), provando ().

(17) Seja @ = P*, com xz € GG. Como @ e P sao isomorfos, segue que se A € A(P)
entdo A® € A(Q). Por outro lado, se B® € A(Q), entdo B < P ¢é abeliano e como
|B| = |B”| segue que B € A(P). Assim, A(Q) = {A* : A € A(P)} e, portanto,
J(Q)=JT(P)".

(74i) Suponhamos que J(P) C Q. Entao certamente A C @, para todo A € A(P).
Disso e de ) = P, para algum = € G, segue que todo A € A(P) também pertence a
A(Q), i.é, A(P) C A(Q). Logo, J(P) C J(Q). Além disso, pelo item (ii), |T(Q)| =
|T(P)*| = |TJ(P)|. Portanto, J(P) = J(Q) e (iii) é valido.

(1v) Finalmente, suponhamos que J(P) C S, onde S é um p-subgrupo de G. Seja @
um Sy,-subgrupo de G contendo S. Dai, J(P) C S C Q e por (#i), temos J (P) = J(Q).
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Logo, por (i), J(Q) = J(S5). Visto que J(S) char S, temos J(P)char S e o lema esta

provado. O

Lema 4.6 Seja A € A(P) e B um subgrupo de P. Entdo B normaliza A se, e somente
se, [B, A, A] = 1.

Demonstracao: Se B normaliza A, entdo [B, A] C A e como A é abeliano, [B, A, A| =
1. Reciprocamente, se [B, A, A] = 1, entao [B, A] centraliza A, i.é, [B, A] C Cp(A) e,

portanto, pelo Lema 4.2, obtemos [B, A] C A. Isto implica que B normaliza A. O

Agora vamos demonstrar um resultado devido a Thompson e que é mais uma pro-

priedade de A(P).

Teorema 4.7 (Thompson) Seja A € A(P) ex € P. Se M = [z, A] € abeliano, entdo
MC4(M) € A(P).

Demonstracao: Seja C' = Cy(M). Visto que M é abeliano, claramente MC' é um
grupo abeliano. Portanto, necessitamos apenas mostrar que |[MC| > |A|, pois entao
MC € A(P) pela defini¢ao de A(P). De M ser abeliano, segue trivialmente que CNM =
AN M. Pelo Lema 4.2, A = Cp(A) e assim, CNM =ANM =Cp(A)NM = Cy(A).
|M||Ca(M)]
Portanto, |[MC| = ————=
|Car(A)]

anterior, se mostrarmos que

e a conclusao desejada |MC| > | A seguira da igualdade

M| 1A
[Car(A)] = 1Ca(M)

Porém para estabelecermos (4.1), é suficiente mostrarmos que se u e v sao elementos

(4.1)

de A pertencentes a classes laterais distintas de C4(M), ent@o os elementos [z, u] e [z, v]
de M pertencem a classes laterais distintas de Cy/(A).

Suponhamos que [z, u] e [z, v] pertengam a mesma classe lateral de Cj/(A). Entao,
y = [z,u] z,v] € Op(A). Mas y = (x7'z¥) " (z712¥) = (2)"'2?, e como y centraliza
A, segue que y = uyu~' = y* . Destas duas tltimas igualdades, obtemos y = [, vu~].

1

1. a] =1, para todo a € A. Mas como vu™' e a

Visto que y centraliza A, segue que [z, vu~
comutam por A ser abeliano e como [z, A] também é abeliano, segue da Proposigao 1.2(i7)

que [z,vu"t a] = [z,a,vu"!], de modo que [z,a,vu~!] = 1. Assim, vu~! centraliza [z, a]
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para todo a € A. Portanto, vu™t € C4(M) e, assim, vC (M) = uC4(M) contrariando a

escolha de v e w. O

Suponhamos que um elemento A de A(P) normaliza um subgrupo abeliano B de P,
mas que B nao normalize A. Sob essas hipéteses, o resultado a seguir mostra a existéncia

de um elemento de A(P) com duas propriedades importantes.

Teorema 4.8 (Teorema da Substituicao de Thompson) Sejam A € A(P) e B um
subgrupo abeliano de P. Se A normaliza B, mas B nao normaliza A, entao existe um

elemento A* em A(P) com as sequintes propriedades:
(1) ANB C A*N B;

(i1) A* normaliza A.

Demonstragao: Como A normaliza B, segue trivialmente que AB é um grupo e B
¢ normal em AB. Temos também que N = Np(A) < AB e como B nao normaliza A,
segue que N C B. Do Teorema da Correspondéncia, temos B/N <<AB/N e, assim, B/N
¢ um subgrupo normal nao trivial do p-grupo AB/N. Entao pela Proposicao 1.4 (ii),
B/N N Z(AB/N) # 1 e portanto, podemos escolher z € B\ N tal que sua imagem
xN estd em Z(AB/N). Assim, para todo a € A, obtemos [z,a|N = N e portanto,
[z, A] € N. Tomando M = [z, A], temos que M ¢ abeliano, pois M < N < B. Logo,
A* = MCy(M) € A(P), pelo Teorema 4.7. Vamos mostrar que A* tem as propriedades
requeridas.

Primeiro de tudo, M normaliza A, pois M C N = Ng(A). Visto que Ca(M) C
A, segue que A* normaliza A, provando o item (ii). Mais ainda, visto que A e B
sao abelianos, e que © € B, temos que A N B centraliza ambos x e A, de modo que
ANB C Ca(M)N B C A*. Por outro lado, M = [z, A] € A, pois z ¢ N, de modo que
ANB C M(ANB). Mas, M C A*NBe ANB C A*NB. Logo, ANB C M(ANB) C A*NB,

provando o teorema. O

Corolario 4.9 Seja B um subgrupo normal abeliano de P. Entao, existe um elemento

A de A(P) tal que B normaliza A.
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Demonstracao: Neste caso, todo elemento de A(P) normaliza B, pois B <1 P. Escolha
A € A(P) tal que AN B é maximal. Se B nao normaliza A, entao pelo teorema anterior,

existe A* € A(P) tal que AN B C A* N B, contradizendo a escolha de A. O

Observe que o subgrupo B do Teorema da Substituicao de Thompson é nilpotente,
por ser abeliano. Este resultado pode ser estendido para o caso em que B é um subgrupo
normal do p-grupo P com classe de nilpoténcia no maximo 2 tal que B’ C Z(J(P)).

Porém, antes de demonstrarmos isto, nés introduziremos um lema, relembrando que para

quaisquer grupos A e B definimos [B, A;0] = B e [B, A;i] = [[B, A;i — 1], A], i < 1.

Lema 4.10 Seja P um p-grupo da forma P = AB com B<P, B' C Z(P) e A abeliano.
Seja n o menor inteiro positivo tal que B, A;n| é abeliano. Entdo valem as sequintes

propriedades:

(i) Para i > 2, todo elemento x € ~;(P) pode ser escrito da forma x = bV, onde

be[B,A;i—1]eb € B;
(i) [B,A;i+ 1] C [B, A;i] para todo i > 0.
(i11) Se [B,A;n+ 1] =1 entao n <2 e a classe de nilpoténcia de P é < 4.

Demonstragao: Note que como P é nilpotente, existe um inteiro positivo k£ tal que
Y&(P) = [yx—1(P), P] = 1. Agora, claramente [B, A;i] C ~;(P) para todo i. Deste modo,
B, Ak — 1] C y,—1(P) = 1. Mas, [vx-1(P),7-1(P)] C [vk-1(P), P] e, assim, vy;_1(P) é
abeliano. Logo, [B, A; k — 1] é abeliano e n estd bem definido.
(i) Vamos dividir a prova em dois casos:
1° caso: B ¢é abeliano.
P_ 4B

C — =
omoB B

por inducao sobre i, que v;(P) C B, para i > 2. Visto que B é abeliano, para todos

P
=~ A, o grupo B é abeliano. Usando-se este fato, é facil mostrar,
be B, a€ Aex € (P), obtemos [ba,x] = a” b 'z bar = atx" 0 bar = [a, |
Isto implica que para todo ¢ > 2,
Vit (P) = [i(P), Pl = [P.7(P)] = [BA,%(P)] = [A,%(P)] = [w(P), Al (42)
Usando (4.2) e indugao sobre ¢ nés provaremos que v;(P) = [B, A; i — 1] para todo i > 2.
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Mostraremos primeiro que v2(P) = [B, A]. Pela Proposigao 1.2 (i), temos que para
acA beBexeP,
[ab, 2] = [a, 2]’[b, ). (4.3)

b

Mas, como [a,z] € P C B, de B ser abeliano, tem-se [a, 2|’ = [a, x| e, portanto, (4.3)

reduz-se a

[ab, x] = [a, z][b, x] (4.4)

Assim, todo gerador de P’ estd em [A, P][B, P]. Logo, P’ C [A, P]|B, P]. Porém, usando-
se que A, B sao abelianos e que P = BA, mostra-se facilmente que [B, P| = [B, A] e
[A, P] = [A,B] = [B, A]. Assim, P’ C [B,A]. Como [B,A] C [P, P] = P’, temos que
72(P) = P' = [B, A].

A hipétese de indugao garante que v;(P) = [B, A;i — 1]. Disso e de (4.2) tem-se
vie1(P) = [B, A;1]. Logo, (i) é vélido.

2° caso: B nao é abeliano.

B
Pela Proposicao 1.1, i é abeliano e, pelo caso anterior,

P B AB' .
wz) =551 (45)
Mostremos que todo = € ;(P) é da forma z = b0, com b € [B, A;i — 1] e b € B'. (%)
P
Notemos primeiro que tomando o homomorfismo canonico de P em 5 na Proposicao

1.3, mostra-se que por inducao sobre 7 que

Bl

— 1. (4.6)

v (P)B' P [B,A;i—1]B [B AB'
B :%( ) ¢ B _[5’7”
Com estas igualdades, mostra-se (x). Portanto, o item (i) estd provado.

(77) Basta mostrarmos que A normaliza cada [B, A;i], pois se isso é vdlido, entao,
(B, A;i+ 1] = [[B, A;i], A] C [B, A;i]. Faremos a demonstragao por indugao sobre i,
observando ser trivial para ¢ = 0. A hipdtese de inducao garante que A normaliza
[B, A;i]. Pela Proposi¢ao 1.2 (vi), segue que [B, A;i+ 1] = [[B, A;1], A] < ([B, A;i], A).
Visto que A C ([B, A;i], A), temos que A normaliza [B, A;i + 1], provando (ii).

(74i) Finalmente suponhamos que [B, A;n + 1] = 1. Pelo item (i) e pela hipotese,

temos Y,42(P) € B’ C Z(P) e, consequentemente, Y,13(P) = [Yn42(P), P] =1
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Seja m o maior inteiro nao excedendo 5(n + 4). Visto que n > 1, temos m > 2.

= N=
—~ o~

Além disso, segue da definigdo de m que z(n + 3) < m, de modo que 2m > n + 3.
Assim, pela Proposi¢ao 1.12; [v,(P), Ym(P)] € Yimgm(P) = Yam(P). Mas de 2m > n+ 3,
obtemos Yo, (P) < Yni3(P), de modo que [y, (P),ym(P)] = 1 e, portanto, 7,,(P) deve
ser abeliano. Assim, de (4.5) e (4.6), [B, A;m — 1] abeliano também. Uma vez que m — 1
é positivo, segue da nossa definicao de n que m—1 > n. Logo,n < m—1 < %(n+4) —1=
242 6 entdo n < 2. Como yp43(P) = 1 é valido v5(P) = 1 e, consequentemente, cl(P) < 4,

provando (ii1). O

Agora estamos em condigoes de estender o Teorema da Substituicao de Thompson.

Teorema 4.11 (Teorema da Substituicao de Glauberman) Seja P um p-grupo, p
impar e seja B um subgrupo normal de P de classe de nilpoténcia no maximo 2 tal que
B ' C Z(J(P)). Se A é um elemento de A(P) que nao é normalizado por B, entao existe

um elemento A* em A(P) satisfazendo:
(1) ANB C A*N B;

(ii) A* normaliza A.

Demonstragao: Tomemos o produto ¢ = AB. Como A C @, pelo Lema 4.5 (i),
A(Q) C A(P) e J(Q) C J(P). Além disso, como Z(J(P)) centraliza A C J(P), tem-
se Z(J(P)) C Cp(A) = A, pelo Teorema 4.2. Visto que A € A(P), Q < Pe ACQ,
o argumento usado no Lema 4.5 (i) mostra que A C J(Q) e, entao Z(J(P)) C J(Q).
Disso e do fato de J(Q) € J(P), segue que Z(J(P)) C Z(J(Q)). Portanto, B’ C
Z(J(Q)) e assim as hipdteses do teorema valem para Q). Uma vez que A(Q) C A(P),
basta exibirmos um elemento A* em A(Q) com as propriedades requeridas. Portanto,
podemos assumir que P = AB. Como a classe de nilpoténcia de B é no méaximo 2,
temos claramente B’ C Z(B). Mas B’ C Z(J(P)) C A, de modo que B' C ANZ(B) =
Z(A)NZ(B) C Z(AB) = Z(P). Logo, B' C Z(P). Considere n o menor inteiro positivo
tal que [B, A;n] é abeliano. Vamos separar a prova em dois casos:

1° caso: [B,A,n+1] # 1.
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Seja r 0 menor inteiro positivo tal que [B, A;r| = 1. Entdor > n+2 > 3, poisn > 1.
Portanto, [B, A;r — 3] estd bem definido. Além disso, [B, A;r — 2] nao centraliza A, pois
caso contrario, terfamos [B, A;r — 1| = [[B, A;r — 2|, A] = 1, o que nao ocorre pelo modo
como r foi tomado. Portanto, podemos tomar = € [B, A;r — 3] tal que A nao centraliza
[z, A]. Coloquemos M = [z, A]. Entao, M C [B, A;r — 2] e como r > n + 2, temos do
Lema 4.10(i7) que [B, A;r — 2] C [B, A;n], de maneira que M C [B, A;n]. Disso e da
escolha de n, segue que M é abeliano. Portanto, A* = MCy(M) € A(P) pelo Teorema
4.7.

Agora, [B,AN B,A|] C [B,B,A] = [B,A] C [Z(P),A] = 1e[ANDB,AB] C
[A, A, Bl = [A’, B] = [1, B] = 1. Logo, pelo Lema dos Trés Subgrupos, [A, B, ANB]=1e
portanto, ANB centraliza [A, B] = B, A] = [B, A; 1]. Assim, pelo item (i7) do Lema 4.10,
AN B centraliza [B, A;i] para todo ¢ > 1. Em particular, AN B centraliza M C [B, A;n|
e assim, centraliza A*. Por outro lado, M ¢ A, uma vez que A nao centraliza M. Como
A normaliza B temos claramente que [B, A;r—3] C B. Assim, € B e novamente por A
normalizar B, M = [z, A] C B. Deste modo, ANB C M(ANB)C BN A*. Além disso,
como A é abeliano e C4(M) C A, segue que os elementos de Cy(M) comutam com os
elementos de A e entdo [A*, A] = [MCy(M), A] = [M, A]. De M C [B, A;r—2], obtemos
[A*, A Al = [M, A, A] C [B,A;r] = 1. Pelo Lema 4.6, A* normaliza A. Portanto, A*
tem as propriedades requeridas.

2° caso: [B,A;n+1]=1

Neste caso, n < 2 pelo Lema 4.10 (i7i). Visto que B nao normaliza A por hipétese,
segue do Lema 4.6 que [B, A,2] = [B, A, A] # 1 e assim, n = 2. Provaremos agora que
[z, A] é abeliano para todo z € B. Sejam u,v € A e apliquemos a Proposigao 1.2 (iv)

colocando z,u™! e w = [x,v] no lugar de z,y, z, respectivamente, para obtermos
)V w, e u ) =1 (4.7)

Como A normaliza B, segue que [z,u], w € B, de modo que [z,u,w] € B' C Z(P). Pela
mesma razao [u',w !, z] € Z(P). Além disso, como [w,x"'] € B’ C Z(P), temos que

[w, z7', u™!] = 1. Portanto, (4.7) reduz-se a
[z, u, w][u™t, wh 2] = 1. (4.8)
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Uma vez que [u~!,w™, 2] € Z(P), [u™',w™, 2] comuta, em particular, com [u= w™!] e
x. Logo, pela Proposicao 1.2 (iii) e (v) obtemos
T I e e I e [ Vs e | e T P (4.9)
Agora (4.8) e (4.9) juntamente com w = [z, v] dao:
[z, ul, [, v]) = [[[z, 0] w2 (4.10)
Nés simplificaremos o termo [[z,v]™!,u™!]. Seja P = g, A = ABBj/ e B = g

Visto que [[B, A, A], A] = 1, temos [[B, A, A], A] = 1, de modo que [B, A, A] centraliza

A. Mas como [B, A, A] C B, segue que [B, A, A] C B = Z(B), pois B ¢ abeliano. Por-

tanto, [B, A, A] C Z(P). Logo, colocando [[B, A], A] no lugar de G e :v,v], u~! no lugar
2

(v) temos [[a:, u } [z, 0], u }

,u]. Disso e da Proposigao 1.3, obtemos [[:c v, u” } = [[x v]~! u—l]

de = e y, respectivamente, na Proposicao 1.

E

Fe] -
e [[az,v],u—l] - = [z,v,u]. Logo,

-1

[[x,v]_l,u_l] = [[x,v],u_l] (mob B') e [z,v,u] = [[m,v],u‘l} _1(m0d B'). (4.11)

Visto que v e u comutam e % C B é abeliano, temos que [z, A] = [z, A] é abeliano.
Pela Proposicao 1.2 (i), [z, v,u| = [z, 4, v], o que implica [z, v, u] = [z, u,v]. Disso vem
que

[z, v,u] = [z, u,v](mod B'). (4.12)

Como B’ C Z(P), segue de (4.10), (4.11) e (4.12) que
[[JZ,U], [l‘,?}“ = [[m,u, v]? JZ] (413)
Por simetria,
[[z,v], [z, u]] = [[x,v,u], 2] = [[z,u,v], x]. (4.14)

Visto que [[z,v], [z, u]] = [[z, u], [z, v]] ! pela Proposigao 1.2 (ii1), segue de (4.13) e (4.14)
que [[z,u],[z,v]]*> = 1. Como P é um p-grupo, com p fmpar, temos [[z,u], [z,v]] = 1.
De u e v serem elementos arbitrarios de A, segue que [z, A] é abeliano para todo = € B,

como desejavamos.
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Uma vez que B nao normaliza A, temos do Lema 4.6 que [B, A, A] # 1 e, entao,
[B, A] nao centraliza A. Escolha z € B tal que [z, A] nao centraliza A. Colocando
M = [z, A] e aplicando o Teorema 4.7, obtemos A* = MC4(M) € A(P). Como no
1° caso, AN B centraliza [B, A]. Uma vez que M C [B, A], temos, em particular, que
ANB C Ca(M). Além disso, M ¢ A. Em suma, ANB C C4(M), M C Be
M ¢ A. Logo, ANB C M(ANB) C MC4(M) = A*. Da mesma maneira que no 1°
caso, como Cy(M) centraliza A, segue que [A*, A, A] = [MCy(M), A, A] = [M, A, Al
Por outro lado, M C [B, A] o que implica [M, A, A] C [B,A, A A] = [B,A;3] = 1.
Logo,[A*, A, A] = 1 e o Lema 4.6 garante que A* normaliza A. Portanto, A* possui as

propriedades desejadas e o teorema esta demonstrado. O

Observagao 4.12 O fato de p ser impar foi usado somente no 2° caso, onde B, A; 3] =

1. Portanto, o Teorema 4.11 € vdlido para p = 2 se assumirmos B, A; 3] # 1.
Como no caso do Teorema 4.8, para o teorema anterior temos o

Corolario 4.13 Com as hipdteses do Teorema 4.11, existe um elemento A em A(P) tal

que B normaliza A.

Demonstracao: A demonstracao é analogo ao Corolario 4.9, porém usando o Teorema

4.11 no lugar do Teorema 4.8. O

Observe que os Teoremas 2.14 e 3.13 mostram que para todo grupo fortemente p-

soluvel G valem as seguintes afirmagoes:
(I) Se @ é um Sy-subgrupo de O,,(G), entdo Ce(Q) C Oy,(G).

(II) Seja P um p-subgrupo de G tal que O, (G)P < G. Entao, se A é um p-subgrupo

. ACq(P) Ng(P)
N~(P PA Al =1 — 5 & ’
de N¢(P) com a propriedade [P, A, A] = 1, temos Co(P) ~ Op (CG(P)>

Os S,-subgrupos de um grupo que satisfazem (/7), p impar, possuem um propriedade

peculiar:

Teorema 4.14 (Glauberman) Seja B um p-subgrupo normal nao trivial de um grupo

G que satisfaz (I1), p impar. Se P € um S,-subgrupo de G, entao BN Z(J(P)) < G.
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Demonstracao: Suponhamos que o teorema seja falso e seja B # 1 um p-subgrupo
normal de G de menor ordem tal que o teorema nao valha. Sejam Z = Z(J(P)) e By o
fecho normal de ZN B em G, i.é, By = (29: 2 € BNZ, g€ G). De B <G, resulta que
By C Becomo ZNB C By, temos Z N By = Z N B. Assim, pela escolha minimal de B,
devemos ter By = B.

Agora, como B é nilpotente, por ser um p-grupo, temos claramente que B’ C B, e,
entdo, Z N B’ é um subgrupo normal de G, pela minimilidade de B. Visto que Z < P,
temos [Z N B, B] C Z N B'. Logo, para todo z € G,

(ZNB)*,Bl=[(ZNB)*,B*| = (ZNB),Bf C (ZNB)Y =2ZNnB,  (4.15)

pois B e Z N B’ sao normais em G. Como B = B; ¢é gerado por todos tais (Z N B)*
obtemos B’ C Z N B’ C Z, e, entdo, Z N B centraliza B’. Disso temos claramente que
(Z N B)* centraliza B'*, para todo x € G. De B’ char B, B <G, segue que B"" = B,
para todo x € G. Assim, (Z N B)* também centraliza B’, para todo x € G. Mas,
entdo, B centraliza B’ e, portanto, B’ C Z(B). Logo, concluimos que v3(B) = 1 e,
dai, cl(B) < 2. Assim, B tem a estrutura requerida para aplicarmos o Teorema da
Substituicao de Glauberman e seu corolario.

Seja L o maior subgrupo normal de G que normaliza Z N B. Entao PN L é um
Sp-subgrupo de L. Como J(P N L)char PN L e todo elemento de Ng(P N L) induz,
por conjugacao, um automorfismo de P N L, temos Ng(P N L) C Ng(J(P N L)). Pelo
Argumento de Frattini, G = LNg(PN L) C LNg(J(PNL)). Assim, G = LN, onde
N = Ng(J(PNL)). Se J(P) C PNL,entao J(P) = J(PN L), pelo Teorema 4.5
(7). Neste caso, N normaliza Z, e de B < GG, segue que N normaliza Z N B. Mas
entao, G = LN normaliza Z N B e Z N B < G, contrariando nossa escolha de B. Logo,
J(P)¢ LNP.

Pelo Corolario 4.13 e Lema 4.6, existe um elemento A em A(P) tal que [B, A, A] = 1.
Como B < G, temos Oy(G)B <G e A C Ng(B). Como G satisfaz (I1), AC/C C
O,(N¢(B)/C) = O,(G/C), onde C = Cg(B). Em particular, C' também centraliza
Z N B. Uma vez que Cchar B <1 G, temos C' < G e, portanto, LC é um subgrupo

normal em G que normaliza Z N B. Nossa escolha maximal de L forca C' C L. Disso
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segue trivialmente que ¢ : G/C — G = G/L dado por (xC) = zL estd bem definida
e ¢ um homomorfismo sobrejetor. Dai, AC/C ¢ levado sobre AL/L. Por outro lado,
gB(Op (G/C’)) ¢ um p-subgrupo normal em G e, portanto, gz_5<0p<G/C’>> C 0,(G).
Disso e de AC/C C O, <G/C’> temos AL/L C O,(G). Porém, nés mostraremos que
0,(G) = 1. De fato, seja K a imagem inversa de O,(G) em G. Entdao, K <G e, assim,
PN K éum Sy-subgrupo de K. Da mesma forma que na demonstracao do Teorema 2.14
temos que PN K é aplicado sobrejetivamente sobre O,(G), ou seja, LPNK) = 0,(G).
Portanto, K = L(P N K). Mas, P N K normaliza Z N B e, além disso, PN K < G pelo

Teorema da Correspondéncia. Logo, pela escolha de L, temos PN K C L e dai, K = L.

Portanto, O,(G) = 1. Visto que % C O,(G), temos A C LN P. Tomando R =PNL
no Lema 4.5(i), obtemos J(PN L) C J(P). Como A € A(P)e A C PN L, temos
AC J(PNL). Note ainda que Z C Z(A) = A, de modo que Z C AC J(PNL),eisto
implica que ZN B C Z(J(PNL)). Escrevamos X = Z(J(PNL)). De X char (PN L)
obtemos Ng(P N L) C Ng(X). Uma vez que L <G e LN P é um Sy-subgrupo de L,
temos do Argumento de Frattini que G = LNg(P N L) e, entdo, G = LNg(X). Agora,
ZNB C X, demodo que ((ZNB)*: x € Ng(X)) C X. Assim, como L normaliza Z N B,
B é o fecho normal de ZN B em G e G = LNg(X), obtemos B C X. Em particular, B
¢é abeliano.

Uma vez que J(P) € LN P, existe um elemento A; € A(P) tal que A; € L. Nos
afirmamos que [B, A1, A;] # 1. De fato, se [B, A1, A;] = 1, entdo o argumento utilizado
anteriormente para A pode ser aplicado para A; afim de obter que A; C L, contradizendo
a escolha de A;.

Finalmente, dentre todos os elementos de A(P) que nado estdo contidos em L,
escolhemos A; tal que |A; N B| é maximal. Pelo Lema 4.6, B nao normaliza A;. Visto
que A; normaliza B, o Teorema da Substituicao de Thompson pode ser aplicado para
mostrar que existe um elemento A* € A(P) tal que Ay N B C A* N B e A* normaliza
A;. Devido a nossa escolha maximal de A;, devemos ter A* C L e, consequentemente,
A* C PNL. Logo, A* C J(PNL). Assim, X = Z(J(PNL)) C Cp(A*) = A* pelo Lema
4.2. Mas, B C X, de modo que, [B, A1, A1] C [X, Ay, Ay] C [A*, Ay, Ay] = 1, pois A*

normaliza A;, contradizendo o fato de [B, A, A;] # 1. Portanto, o teorema esté provado.
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Como consequéncia do resultado anterior temos o

Teorema 4.15 (Glauberman) Seja G um grupo fortemente p-solivel com p impar e

tal que O, (G) = 1. Se P for um S,-subgrupo de G, entio Z(J(P)) < G.

Demonstracao: Como Z(J(P)) é um subgrupo normal abeliano de P, temos do
Teorema 3.8 que Z(J(P)) C Opp(G) = O,(G) ja que por hipétese O, (G) = 1. Colo-
cando B = O,(G) no Teorema 4.14, segue que Z(J(P)) = Z(J(P)) N O,(G) < G, como

queriamos. O

4.2 Grupos p-Nilpotentes

Uma classe de grupos particularmente importantes no nosso trabalho sao os chamados
grupos p-nilpotentes. Nesta secao vamos definir este conceito e em seguida iremos apre-
sentar uma condicao suficiente para um grupo ser p-nilpotente. Para finalizar o capitulo,

vamos estabelecer uma condicao suficiente para um grupo ser solivel.

Definicao 4.16 Um grupo G € p-nilpotente, onde p é um primo, se ele possui um p'-

subgrupo de Hall normal.

Se um grupo G é p-nilpotente e N é um p’-subgrupo de Hall normal de G, entao
claramente existe um S,-subgrupo P de G tal que G = NP. Como N < Oy (G) e N é
um p'-subgrupo de Hall, temos N = O,(G) e, assim, G = Oy (G)P. Reciprocamente,
se G = Oy (G)P, para algum S,-subgrupo P de G, entdo |G : Oy (G)| = |P| e G serd
p-nilpotente. Logo, G ¢é p-nilpotente se, e somente se, existe um S,-subgrupo P tal que
G = Oy (G)P. Dessa equivaléncia, segue também que G é p-nilpotente se, e somente se,
G = 0y,(G).

Sabemos que todo grupo finito nilpotente GG é produto de seus subgrupos de Sylow,

de modo que todo grupo finito nilpotente é p-nilpotente, para todo p € 7(G).
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Observagao 4.17 Seja G um grupo p-nilpotente, H < G ¢ K <1 G. Se denotarmos

por N o p'-subgrupo de Hall normal de G, entdo cdlculos triviais mostram que H N N
KN G

e a sao, respectivamente, p'-subgrupos de Hall normais em H e e Isto mostra que

subgrupos e quocientes de grupos p-nilpotentes sao p-nilpotentes.

No que segue, veremos uma caracterizagao de grupos p-nilpotentes, devido a Frobe-
nius. Sua demonstragdo nao serd apresentada, mas o leitor podera obté-la em [2], pdgina

253.

Teorema 4.18 (Frobenius) Um grupo G ¢é p-nilpotente se, e somente se, uma das

sequintes condigoes estd satisfeita:

Ng(H)
(Cl) CG(H)

¢ um p-grupo para todo p-subgrupo H # 1 de G;
(b) No(H) € p-nilpotente para todo p-subgrupo H # 1 de G.

Para p um primo impar, Thompson mostrou que se os normalizadores de certos dois
subgrupos caracteristicos de um Sp-subgrupo P de G sao p-nilpotentes, entao G' também
é p-nilpotente. O proximo resultado da um refinamento deste resultado e, de fato, mostra
que a p-nilpoténcia apenas de Ng(Z(J(P))) é suficiente para garantir que G também é

p-nilpotente.

Teorema 4.19 (Glauberman-Thompson) Se P € um S,-subgrupo de G, p impar, e
se Na(Z(J(P))) € p-nilpotente, entao G também é p-nilpotente.

Demonstragao: Faremos a demonstracao por indugao sobre |G|, observando que o
teorema é 6bvio para |G| = 1. Em particular, todo subgrupo préprio D de G contendo
P é p-nilpotente, pois Np(Z(J(P))) € Ng(Z(J(P))). Suponhamos que Ng(Z(T(P)))
¢é p-nilpotente, mas G nao. Entao, pelo Teorema de Frobenius, existe um p-subgrupo
H nao trivial de G tal que Ng(H) nao é p-nilpotente. Dentre todos tais subgrupos,
vamos escolher H de forma que um S,-subgrupo de N = Ng(H) tenha ordem maximal.
Se By for um S,-subgrupo de N, entao claramente H C Fy. Por outro lado, Fy estd

contido em um S,-subgrupo ) de G e pelo Teorema de Sylow, Py < ) = P* para algum
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x € G. Observamos que pela Proposigao 4.5 (ii), J(Q) = J(P)” e, entdao, Ng(Z(J(Q))) é
também p-nilpotente. Assim, substituindo P por um conjugado adequado, se necessario,
podemos assumir Py < P, de modo que H < P. Como Py < PN N temos P = PN N.
Portanto, sem perdas, podemos assumir que P N N é um S,-subgrupo de N.

Mostraremos que P C N. Suponhamos o contrario e coloquemos R = PN N,
L = Nn(Z(J(R))) e M = Ng(Z(J(R))), de modo que L C M e R C P. Mas entao
R C Np(R) pela Proposigao 1.4 (i). Como Z(J(R)) char R, temos Np(R) C M e, assim,
R C M N P. Portanto, um S,-subgrupo de M tem ordem maior que a ordem de um
Sp-subgrupo de N e entao M ¢é p-nilpotente, pela escolha maximal de H. Por outro
lado, |[N| < |G| e L C M ¢ p-nilpotente. Por indugao, N é p-nilpotente, contradizendo a
escolha de H. Logo, P C N e o primeiro paragrafo forca N = G.

Claramente nossas hipéteses valem também para G/O,(G). Portanto, se O, (G) #
1, entdo, por indugdo, G/O,(G) é p-nilpotente e pelo Teorema da Correspondéncia e
Terceiro Teorema do Isomorfismo, G' também é, contradi¢ao. Logo, Oy (G) = 1. Visto
que O,(G) # 1 e Ng(H) = G = Ng(O,(G)), obtemos que H e O,(G) tém as mesmas
propriedades e, portanto, podemos supor sem perda que H = O,(G). Assim H < G.
Observamos que H C P, pois, caso contrario, teriamos P <1 G e, entao, Z(J(P)) <G, o
que implicaria G = Ng(Z(J(P))) e, consequentemente, G seria p-nilpotente.

Agora, sejam G = % e P a imagem de P em G, de modo que P # 1. Sejam N; =
Na(Z(J(P))) e Ny e Hy as imagens inversas de Ny e Z(J(P)) em G, respectivamente.
Entdao Ny = Ng(H,) e H C H,. Também, Ng(P) C N; e entdo P C Ny, de modo que
P C N;. Além disso, N; C G, pois de outro modo, H; seria um p-subgrupo normal de
G e, entao, terfamos Hy C O,(G) = H C Hy, uma contradi¢ao. Visto que N; contém P,
N, é p-nilpotente pela hipétese de inducdo e, com isso, N; também é p-nilpotente. Mas
agora, aplicando inducdo sobre G, cuja ordem é menor que a ordem de G obtemos que
G é p-nilpotente.

Assim, G = O,,(G) e entdo G = O,,,(G), em particular, G é p-soltivel. Observamos
que se G for fortemente p-solivel, como O, (G) = 1, obtemos do Teorema 1.28 (i) que
Z(J(P)) < G de modo que Ng(Z(J(P))) = G e, pela hipdtese sobre Ng(Z(T(P))),

tém-se que G também é p-nilpotente. Vamos mostrar que, de fato, G é fortemente p-
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soluvel. Mas por G ser um grupo p-soluvel, G sera fortemente p-soluvel se p > 5 ou p = 3
e SL(2,3) nao esta envolvido em G. Logo, se p > 5 entdao a demonstragao acaba aqui.
Se p = 3, entao pelo Teorema 1.28 (i), basta mostrarmos que os Sy-subgrupos de G s@o
abelianos.

Como P C G = Ng(Oy(@G)), cada g € P induz por conjugagdo um automorfismo
75 de Oy (G). Além disso, v : P — Aut(Oy(G)) dada por v(g) = v5-1 é um homo-
morfismo. Logo, P/Kery = Imy e assim P/Kervy pode ser visto como um subgrupo de
Aut(Oy(G)). Tomando 7' = {p}, A= P/Kerye G = 0,(G) no Teorema 2.6, segue do
item (i) que P/Kervy normaliza um S,-subgrupo @ de O, (G) para cada primo g # p, em
particular, P normaliza Z(Q). Seja G a imagem inversa de PZ(Q) em G, de modo que
G1 = PQy, onde @ é um g-grupo abeliano isomorfo a Z(Q). Mostremos que G; = G.
Visto que P C G, se G; C G, entao pela hipotese de inducao, GGy é p-nilpotente, ou seja,
G possui um p’-subgrupo de Hall normal, que neste caso deve ser o proprio Q1. Disso
temos [H,Q1] € HNQ; = 1, e, assim, @ centraliza H. Porém, como G é p-separavel,
O, (G) =1e H = 0,(G), segue do Teorema 2.12 que Cs(H) C H C P e, entao, Q; C H,
uma contradicao. Portanto, G = G; = PQ); e os Sy-subgrupos de GG sao necessariamente

abelianos. Logo, G é fortemente p-solivel quando p = 3 e o teorema esta provado. O

Na verdade o resultado é falso para p = 2 como vemos no

Exemplo 4.20 Sejam G = Sy e P = ((24),(1234)). Colocando o = (1234) e § = (24),
temos que ot = 32 =1 e = Baf = o. Assim, P é um grupo diedral de ordem 8.
Também € fdcil ver que Z(P) = {Id,a*} = {Id, (13)(24)}.

Como P nao € abeliano e («) € abeliano de ordem 4, os subgrupos abelianos mazimais
de P tém ordem 4 e, assim, (o) € A(P). Além disso, Ay = {Id,a? 3,a?3} é um
subgrupo abeliano de P e, portanto, Ay € A(P). Logo, P = (a, A1) C J(P) e, como
P D J(P), obtemos J(P) = P. Portanto, Z(J(P)) = Z(P) = {Id, (13)(24)}.

Calculemos Ng(Z(J(P))). Como ((13)(24))" = (13)(24) para todo v € P, seque
que P < Ng(Z(J(P))) e, assim, |Nag(Z(J(P)))| > 8. Pelo Teorema de Lagrange,
INa(Z(TJ(P)))| = 8, 12 ou 24. Note que 12 ndo pode ser, pois senio Ng(Z(JT(P)))
teria um subgrupo de ordem 8. Ng(Z(J(P))) # Sa, pois tomando v = (123) € Sy, temos
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((13)(24))" = (14)(32) & ((13)(24)). Logo, Ng(Z(J(P))) = P. Visto que P € nilpotente,
por ser um 2-grupo, P € 2-nilpotente e, assim, Ng(Z(J(P))) é 2-nilpotente. Porém, S,
nao € 2-nilpotente, pois se fosse, entao Sy teria um subgrupo normal N de ordem 3. Mas
entdo, N seria o tinico Ss-subgrupo de Sy, o que € um absurdo, ja que ((123)) e ((132))

sao Sz-subgrupos distintos de Sy.

Finalmente vamos ver uma condicao suficiente para que um grupo seja solivel.

Teorema 4.21 (Thompson) Se um subgrupo mazimal de um grupo G é nilpotente de

ordem impar, entao G € soluvel.

Demonstracao: Seja M um subgrupo maximal de G nilpotente de ordem impar.
Faremos a demonstracao por indugao sobre |G| notando que o teorema é 6bvio se |G| = 1.
Suponhamos primeiro que M contém um subgrupo normal nao trivial H de G. Entao,
M/H é um subgrupo maximal de G/H e é nilpotente de ordem impar. Portanto, por
inducao, G/H é soluvel. Visto que H < M é nilpotente, H é solivel e pela Proposicao
1.10 (iv), G é soluvel. Logo, podemos assumir que M nao possui subgrupos normais nao
triviais de G.

Se M = 1, a maximilidade de M implica que G tem ordem prima e, portanto, G é
solivel. Assim, podemos assumir ainda que M # 1. Sejam P um S,-subgrupo de M
comp € 1(M)=me N = Ng(P). Como M é nilpotente, a Proposigao 1.13 (iv) mostra
que P <1 M e disso temos M C N. Se N = G, entao P <1 G e como P < M, temos uma
contradicao. Assim, N C G e a maximilidade de M nos da M = N. Disso e do fato de P
estar contido em algum Sy,-subgrupo S de G, temos Ng(P) = SN Ng(P)=SNM = P.
Agora, a contrapositiva da Proposigao 1.4 (i) nos d& P = S. Logo, |G : M| e p sdo
relativamente primos. Como isso vale para todo p € 7, temos que M ¢é um 7w-subgrupo
de Hall de G. Além disso, sabemos que Z(J (P)) char P<tM, de modo que Z(J (P))<1M
e um argumento andlogo ao anterior mostra que M = Ng(Z(J(P))). Visto que todo
grupo nilpotente é p-nilpotente, segue que M = Ng(Z(J(P))) é p-nilpotente. Como p
é impar, o Teorema de Glauberman-Thompson implica que G possui um p’-subgrupo de
Hall normal L,. Este argumento ¢é vélido para todo p € m. Coloquemos L = (. Ly

de modo que L < G. Agora, G = PL, com PN L, =1 e portanto L, contém todos os
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p’-elementos de G. Vemos entao que L é um 7’-grupo. Logo, L é, de fato, um n’-subgrupo
de Hall de G, pois % é um m-grupo. Desta forma temos que G = ML com LN M =1
e L << G. Mostraremos que L ¢ nilpotente. Disso e do fato que M é também nilpotente,
seguird que L e % =~ M sao soluveis. Dali, pela Proposigao 1.10 (i7), G sera soluvel.
Seja () um subgrupo de Sylow de L. Entao G = Ng(Q)L pelo Argumento de Frattini.
De L < G segue claramente que Np(Q) < Ng(Q). Pelo Teorema de Schur-Zassenhaus,
Ne(Q) = XN(Q) para algum subgrupo X de Ng(Q). Isto ddA G = XN (Q)L = XL,
de modo que X é um outro complemento de L e, entao, X = MY para algum g € G,
pela segunda parte do Teorema de Schur-Zassenhaus. Disso segue que X é um subgrupo
maximal de G. Além disso, como X normaliza @), pois X C Ng(Q), temos que X@Q é
um subgrupo de G e Q < X Q. Assim, X < X@Q < G. Pela maximalidade de X, devemos
ter G = X @, pois @ € X. Logo, @ < X@Q = G. Concluimos entdo que todo subgrupo de

Sylow de L é normal em G e, assim, em L. Portanto, L é nilpotente, como desejado. O

Observacao 4.22 Para encerrarmos o capitulo, vamos mostrar que o Teorema de Thomp-
son nao vale se a ordem do subgrupo mazximal nilpotente for par. De fato, pela Proposicao
1.28 (ii), Lo(17) é simples e como Lo(17) nao tem ordem prima, seque que Lo(17) ndo é
soluvel. Por outro lado, Ly(17) possui um subgrupo mazimal de ordem 32, que é nilpotente

por ser um 2-grupo.
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Capitulo 5

p-Singularidades

Sejam G um grupo finito, P um Sy-subgrupo de G e K um subgrupo normal de G tal
que G/K é um p-grupo abeliano. Entao, G’ C K e G = KP, pois G/K é um p-grupo.
Em particular, P N G’ < K e o homomorfismo canénico ¢ : P — KP/K induz um
epimorfismo ¢ : P/PNG' — KP/K = G/K. Além disso, pelo Terceiro Teorema do
Isomorfismo, existe um isomorfismo ¢ : G/K — P/P N K. Deste modo temos que,
Yo : P/PNG — P/PN K éum epimorfismo. Portanto, G/K = ¢¢(P/PNG")

Agora, G/G' é abeliano e, como G’ <1 G, temos que P NG’ é um S,-subgrupo de G'.
Seja N a imagem inversa de Oy (G/G’) em G. E facil ver que PNG' = PNN, N<Ge
G/N é um p-grupo abeliano isomorfo a P/P N G'. Portanto, concluimos que:

Se P € um S,-subgrupo de um grupo finito G e K um subgrupo normal de G tal
que G/K € um p-grupo abeliano, entio PNG' < K e G/K € isomorfo a uma imagem
homomeorfica de P/PNG'. Mais ainda, existe um subgrupo normal N de G tal que G/N
¢ isomorfo a P/PNG'.

Isto mostra a importancia do subgrupo PNG’, que é chamado de subgrupo focal de P
em (G. Ha varios resultados que dao uma descri¢ao mais simplificada deste subgrupo. Por
exemplo, quando P é abeliano, o Teorema 7.4.4 de [6], afirma que PNG’ = PN Ng(P)'.

Num trabalho publicado no final da década de 60, T. Yoshida mostrou que se P nao
possui grupo quociente isomorfo a Z, ! Z,, também temos P N G' = P N Ng(P)'. Neste

capitulo, o objetivo principal é apresentar a demonstracao do Teorema de Yoshida. Para
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tanto, iremos estudar algumas propriedades de dois novos conceitos: transfer de caracter
e p-singularidades.

Observamos que neste capitulo G sempre denotard um grupo finito e p um primo.

5.1 Caracteres

Nesta se¢ao apresentamos o conceito de caracter de um grupo e algumas de suas
propriedades. Em seguida veremos um método para se obter, a partir de um caracter de
um subgrupo, um caracter para o grupo todo.

Os resultados desta secao nao serao provados, mas o leitor poderd encontrar suas
demonstracoes no Capitulo 2 de [1].

Seja ¢ uma C-representacao matricial de um grupo G, i.é, ¢ é um homomorfismo
de G em GL(n,C) e seja 0 = tr¢g : G — C a funcao definida por 0(g) =traco(é(g))
para todo g € G, ou seja, 6(g) é a soma dos elementos da diagonal principal de ¢(g). A
funcao 0 é chamada o caracter de G admitido pela C-representacdo ¢. Dizemos que 0 é um
caracter de G se 6 é o caracter admitido por alguma C-representagao de GG. O grau de um
caracter é o grau de uma representacao que o admite. Chamamos de caracter principal,
e denotamos por 1g, ao caracter admitido pela C-representagao 7 : G — GL(1,C) dada
por 7(g) = 1 para todo g € G.

Vamos ver agora algumas propriedades de caracteres.

Lema 5.1 O caracter 6 admitido pela C-representacao ¢ de G satisfaz as sequintes pro-

priedades:
(i) 0(1) é o grau de ¢;

(i) Para todo g € G, 0(g) € uma soma de raizes complezas da unidade;

(i) Para todo g € G, 6(g7") = 0(g)

(iv) 6 é uma fungao constante nas classes de conjugagao.
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Sejam x e # dois caracteres de um grupo G. Definimos as aplicagoes 6 + xy : G — C
e - x: G — C, respectivamente, por (0 +x)(g) = 0(g) + x(g) e (0 - x)(g9) = 0(g) - x(9),
para todo g € G. Vamos mostrar que 6 + x e 6 - x sao caracteres de G, i.é, existem
C-representacoes A e ¥ de GG que admitem 6 + y e 6 - Y como caracteres. Para isso
precisamos da nocao de soma direta e produto tensorial de C-representacoes matriciais
de um grupo.

Denotamos por Mat(n, F') o conjunto das matrizes n x n com entradas no corpo F.

Sejam M = (aj);; € Mat(m,F) e N = (Br)ky € Mat(n, F), onde F é um corpo.

(i) Denotamos por M & N a matriz (m + n) x (m + n) sobre F, definida por

M 0
M& N = . Tal matriz é chamada soma direta de M e N,

0 N

(ii) Definimos o bloco P, de ordem m por Py = (s M = (55 - tij)1<i,j<m- Denotamos
por M ® N a matriz mn x mn formada pelos blocos (Prs)1<,s<n. Essa matriz é

chamada produto tensorial de M e N.

Observamos que (M & N)- (B&C) =M -B& N -C, onde M,C € Mat(m,F) e
N, B € Mat(n, F'). Também temos, claramente, que se M € GL(m,F)e N € GL(n, F),
entdo M ® N € GL(mn, F).

Sejam ¢ : G — GL(m,C) e ¢ : G — GL(n,C) duas C-representagoes matriciais de
G de graus n e m, respectivamente. Denotamos por ¢ @ 1, a funcao
pdY : G — GL(m + n,C) dada por (¢ ®¥)(g9) = é(g9) ® ¥(g), para todo g € G.
E facil ver que ¢ @1 é¢ um homomorfismo e, portanto, ¢ &1 define uma C-representagao
matricial de G de grau n + m, que é chamada de soma direta de ¢ e 1. Analogamente,
a fungdo ¢ ® ¥ : G — GL(mn,C) definida por (¢ ® ¢)(g9) = ¢(g) ® ¥(g), para todo
g € GG, é um homomorfismo, de modo que ¢ ® ¥ define uma C-representacao matricial
de G de grau mn. Esta representacao é chamada de produto tensorial de ¢ e ).

Agora, sejam 6 e x sao os caracteres admitidos pelas representacoes ¢ e 1), respecti-

vamente. Entao, para todo g € G, temos:

tr((9@v)(g)) = tr(d(g) ®¥(g)) = tr(o(g)) +tr(¥(g)) = 0(g) +x(g9) = (0 +x)(g) (5.1)
tr((p @ ¥)(g)) = tr(é(g) ® ¥(g)) = tr(o(g)) - tr(¥(g)) = 0(g) - x(g9) = (0 - x)(9) (5.2)
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Logo, as representagoes ¢p@ 1 e ¢+ admitem 6+ x e -y como caracter, respectivamente.

Observe que a operagao de multiplicacao de caracteres de G ¢é associativo e distributivo
em relagao a operacao de adigdo. Além disso, o conjunto dos caracteres de G nao é um
grupo com a operacao de adicao, pois a func¢ao nula de G em C nao é admitida como
caracter por nenhuma representacao de (. Para isso, definimos o conceito caracter
generalizado de G. Dados dois caracteres 6 e y de GG, chamamos xy — 6 de caracter
generalizado de G.

Sejam y = x1 — x2 € 8 = 6, — 0y dois caracteres generalizados de G. Definimos
X+0=x1+601)—(xa+02)ex-0=x1-01+x2:-02— (x1-02+ x2-01). O conjunto de
todos os caracteres generalizados munido com estas duas operacoes é um anel comutativo,
com identidade 1, chamado anel caracter de G, que é denotado por ch(G).

Um caso particular de caracter é aquele admitido por uma representacao de grau 1.
Tal caracter é chamado de caracter linear. O conjunto de todos os caracteres lineares de
um grupo G é denotado por G. Como GL(1,C) é isomorfo a C*, existe um homomorfismo
do grupo G em C*. E f4cil ver que G é um grupo com respeito a multiplicagao de
caracteres, onde o elemento neutro é o caracter 1.

Vamos estudar agora um método de construcao de caracteres de um grupo a partir
de caracteres de um subgrupo.

Se H é um subgrupo de um grupo G, chamamos de transversal a direita de H em G
o subconjunto 7" de G constituido de um elemento de cada classe lateral a direita de H
em GG

Seja H um subgrupo de um grupo G de indice m e sejam T' = {g1,92," -, gm} uma
transversal a direita de H em G ¢ ¢ : H — GL(n, F') uma representagao matricial de
H de grau n. Definimos uma funcio ¢ : G — Mat(n, F) por Qg(g) =0, seg¢& He
é(g) = ¢(g), se g € H, onde 0,, denota a matriz nula n x n.

Agora, se g € G e 4,5 € {1,2,---,m}, coloquemos B;;(g) = qg(giggj’l), de modo
que B;j(g) = 0, se giggj_1 ¢ H. Definimos ¢¢ : G — Mat(mn, F) por ¢%(g) =

(BZ]<g>)l§1,]§m para todo g € G.

Lema 5.2 (i) ¢ definida acima é uma F-representacio matricial de G de grau mn,

chamada representacao induzida em G pela representacao ¢ de H.
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(i1) Quaisquer duas F-representacoes induzidas em G, através de duas escolhas de

transversais, sao equivalentes.

Chamamos ¢ de representacdo induzida em G pela representacio ¢ de H.
Observamos que se ¢ = 1y é a representacio unitaria de H, entdo ¢ é uma repre-

sentacao permutacional de G.

Observagao 5.3 Consideremos a notagao estabelecida acima e tome y € G. Sabemos
que para cada v, existe uma unica classe lateral Hg; contendo g;y, de modo que existe
apenas um i’ tal que giygy ' € H. Dai, se j # 1, entao ¢(giyg; ) = 0 e portanto cada
linha (ou coluna) da matriz ¢¢(y) possui apenas um elemento nao nulo. Em particular,
15%(y) € uma matriz m x m cujas linha (ou colunas) possuem apenas um elemento 1
e 0s demais sao todos nulos. Deste modo pode-se permutar as linhas (ou colunas) da
matriz 1% (y) até obtermos a matriz identidade de ordem m. Suponha que sejam k tais
permutagoes. Assim, o nimero de permutagoes das linhas (ou colunas) da matriz ¢©(y)

até se obter a matriz diagonal formada pelos blocos ¢(giygy~"') é mk.

Se ¢¢ é a representacao induzida em G pela representacao ¢ de H e tr(¢) = 6,
denotamos tr(¢%) por 6% e diremos que 6% é o caracter induzido em G pelo caracter 6

de H.

O préximo resultado estabelece, entre outras, uma férmula para calcular 6.

Lema 5.4 Sejam H um subgrupo de G e ¢ uma C-representacao de H com 0 = tro.
Considere a func¢ao 6:G — C dada por

. 0, se g¢H
0(g) = :
0(g), se ge H
Temos:
(i) Se g € G, entdo 6%(g Z rgrt);
€G

(ii) 6% independe da escolha da transversal @ direita de H.
(iii) Se x : H — C é um caracter de H, entio (0 + x)¢ = 09 + x©
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Observacao 5.5 Seria conveniente se pudéssemos calcular ¢ sem precisarmos percor-
rer x por todo o grupo G. Para tanto, tomemos T = {q1, g2, -, gm} uma transversal a
direita de H em G. Como G = Hg U---UHg,, €0 é constante nas classes de conjuga¢ao
de H, temos

ZZé hgigg:'h") = ZZ@ 999" = 0(gi99:7")-
1=1 heH i=1 heH i=1

Sejam = 6 — x um caracter generalizado de G. Definimos € = 6 — x¢. E f4cil

ver que a férmula p%(g) = | H| Z f(rgr~") continua vélida.
el

Lema 5.6 (Frobenius) Sejam H e M subgrupos de G tais que H C M C G. Seja 6

um caracter generalizado de H e j wm caracter generalizado de G. Entao:
(i) [Transitividade da indugdo] (HM)G =0¢

(ii) 0 - = (0 uly)°

5.2 Transfer de Caracter

Sejam x um caracter de G e ¢ é uma representacao matricial que admite o carac-
ter y. Definimos det(x) : G — C* por det(x)(g) = det(¢(g)), para todo g € G. E
claro que det(x) é um homomorfismo de G em C*, de modo que det(x) é um carac-
ter linear de G. Agora, dado um caracter generalizado x = x1 — x2 de G, definimos
det(x)(g) = det(x1)(g) - (det(x2)(g)) ™", para todo g € G. E facil ver que det é um ho-
momorfismo do grupo aditivo dos caracteres generalizados de G no grupo multiplicativo
dos caracteres lineares de G.

Se x e 6 sao caracteres de GG admitidos pelas representacoes matriciais ¢ e 1, respec-

tivamente, entao para todo g € GG, temos

det(x0)(g) = det((¢ ® ¥)(g)) = (detp(g))" - (detip(g))™ = (det(x))"(g) - (det ()™ (g),
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onde n e m sdo, respectivamente, o grau de e y. Assim, det(x0) = det(x)?Wdet(9)XD),
Esta ultima igualdade pode ser facilmente estendida para caracteres generalizados, i.¢é,
se x e 0 sdo caracteres generalizados de G, entdo det(x6) = det(x)?Mdet(9)XM.

Para todo subgrupo H de G e 0 € ch(H), definimos

T (0) = det(6 — (1)15°).

A aplica¢do Ty@ : ch(H) — G ¢ chamada um transfer de caracter. Sempre que estiver
explicito quem ¢é o subgrupo H de G, denotamos um transfer de caracter simplesmente
por T, Se nao houver confusio, denotaremos a restricio de T'¢ aos subgrupos de H
pela mesma notagao.

Em seguida vamos estabelecer quatro propriedades, que nada mais sao que formulas

para facilitar o calculo do transfer de caracter.

Lema 5.7 Sejam H um subgrupo de G e 0,6,,05 € ch(H). Entao valem as sequintes

afirmacgoes:
(i) TC(0) = T(det(0));

(i) TC(6,10,) = T (0,)% - TC(02)", onde d; = 0;(1). Em particular, T%|; é um homo-

morfismo de H em G;
(iii) Se H < K < G, entdo Tx“ (T (0)) = T (0);

(iv) Se x € ch(G), entdo Ty (x|,) = det(x) !,

Demonstragao: (i) Vamos provar primeiro que (i) é valido se 6 for um caracter de H.
Seja ¢ uma representagao matricial de H com caracter 6 e grau d, i.é, 0(1) = d. Seja
zi, 1 <1 < n um conjunto completo de representantes das classes laterais a direita de H
em G. Sabe-se que a representacao induzida ¢%: G — GL(nd,C) ¢ tal que % (y) é
uma matriz n X n em blocos cuja entrada (7, 5) é a matriz d x d q@(a:iya:j_l).

Seja y € (. Para cada i, existe uma unica classe lateral Hx; contendo xz;y, de

modo que existe apenas um 4’ tal que z;yzy ' € H. Pela Observacao 5.3, temos que
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det(8°)(y) = det(¢(y)) =

tuindo ¢ por detf, temos que

det ((det0)“ (y))

Agora,

Disso segue finalmente que

T¢(deth)(y) =

Logo, T%(6)

(sgn(y

det(0°
det( 9G

det 9G

det(0%)(y
det 9G

r;yry ') onde sgn = detly®. Substi-

deet

sgn(y) H det ((detd)(z;yzy "))
sgn(y) H det(det(¢(ziyazyr~)))
sgn(y) H det(p(ziyzy "))

-1

sgn(y)det(6)(y) (sgn(y)?)

sgn(y)'~"det(07)(y)- (5.3)
- 01 )1HG)(3/)
- ((detf(1)
)+ (e
)+ ((sgn(y (5.4)

det((detd))(y) - ((det(detd(1)15%))(y)) ™
det((detd))(y) - ((det(det(d(1))15))(y)) "
det((det®))(y) - ((det1)(y)) ™
det((detd))(y) - (sgn(y)) ™
sgn(y)' = det(6°)(y) - (sgn(y)) por (5.3)
det(09)(y) - (sgn(y)’)~"

T¢(0)(y) por (5.4).

= T%(det(f)), para todo caracter 6 de H. Se 6 for um caracter generalizado,

entdo do fato de T ser um homomorfismo do grupo aditivo dos caracteres generalizados

no grupo multiplicativo dos caracteres lineares de G, segue que T%(6)

= TG(det(0)).
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(ii) Sejam ;1 e x» dois caracteres generalizados de H. Como det e T sao homomorfis-
mos, temos det(x1)-det(x2) = det(x1+x2) e T%(x1+x2) = T¢(x1)-T¢(x2). Disso e de (i)
temos T(det(x1)det(x2)) = T (x1+x2) = T%(x1) - T (x2) = T (det(x1)) - T (det(x2)).

Assim,
TG(9192) = TG(det(9192)) = TG(d6t<91)d2 . det(eg)dl) = TG(91)d2 . TG(QQ)dI.

Em particular, se 6,60, € H, entao 0(1) = 65(1) = 1 e, consequentemente, T%|; é um
homomorfismo de H em G.

(iii) De (i) e de (0%)% = 09, resulta que
Tx(Tu™(0)) = Tx%(0" —6(1)1™)
= det (0% —0(1)15™) — (0%(1) — 0(1)15" (1))1£°)
= det ((0")° = 0(1)(1"™) — (0% (1) = 0(1) 1" (1))1x°)
= det (09 —0(1)15% — (|K : H| - 0(1) — 0(1) - |K : H| - 17(1))1°)
= det(#° — 6(1)15°)
= Ty(h).

(iv) Sabemos do Lema 5.6 (ii) que (x|)¢ = x - 1x%. Assim, para todo y € G,

TN ) y) = det (x-1a% = x(1)1) (v)
= det (x - 1) (y) - (det(x(1)15) (1))
= [(@et(0) O (det(15 )] () - ((det1 ) O (y))
= (det()'“") ().

-1

-1

|

ados \ um caracter de H e t € G, escrevemos A (g) = A(tgt™!) para todo g € G.
Dados A terde Het e G Al

O préximo resultado nos d4 uma maneira alternativa para calcular \¢|.

Teorema 5.8 (Mackey) Sejam H e K subgrupos de G, A\ um caracter de H, R =

{t1, -, tm} um conjunto completo de representantes das (H, K)-classes duplas em G,
m
K,=KNH%eX, =N | | 1<i<m. Entio, /\G‘ = g (A)E.
K T
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Demonstracao: Seja U = {uy,---,u,} uma transversal a direita de H em G =
m
U Ht, K tal que {uy, -, us, }, {tsy1, " Usy}s oy {Us, 41, ", Us, } sSA0 conjuntos de
;zi)resentantes classes laterais a direita de H em Ht1 K, Ht,K,---, Ht,, K, respectiva-
mente. Note que: para 1 < i < s1, u; = hyitiky; para s+ 1 < @ < 89, u; = hoitoksy;;

- para Sy + 1 < @ < Sy, u;p = hytykn, onde cada hy; € H e cada kj; € K.
Sabemos que o ndmero de classes laterais de H em Ht;K é |K : Hi N K|, 1 <1i<m.
Assim, o nimero de elementos em uma transversal a direita de H% N K em K ¢ igual
ao numero de representantes das classes laterais a direita de H em Ht; K. Claramente,
{k1i 1 <i<si}, {koi:s1+1<i<so}, - {kmi:Sma+1<i<s,} sdo transversais
de HhNn K, H2NK, ---, H™ N K em K, respectivamente.

Sejam k € K e A\ um caracter de H admitido pela representacao ¢. Entao,

= g S\(uikufl) = N X(ulkuZ ! A (wiku; ™) -+ A (wiku;

i=s1+1 1 =Sm—1+1

81 S1 S1

Vamos analisar Z S\(ulkufl) Note que Z X(uikufl) = Z S\(tlkukklfltfl), onde
i=1 i=1 i=1

se tlklik‘]ﬁiiltl_l ¢ H

. 0,

Atikyikky ') =

A(tlkhl{?l{?h_ltl_1> Se tlk’ukkli_ltl_l eH
0,
),

se l{?likkuil g Htl NK

Atrkiky ™ se kukky e HWOK

Agora, vamos calcular (A, )% (k). Observe que

S1

B Hth)K <k) Z <)\t171

i=1

)X (k) = (X

)(kuk]flfl),

H'1NnK

onde

’ 0, se kykk; '¢d HiNK
<)\t1—1 t )(k:ukklfl) - B b ¢
HUNK N (kykky ™Y, se kykky e HUNK

0, se kykky ‘¢ H'NK
/\(flklikk‘li_ltlil), Se ]’Clik}k}h‘_l € Htl NK
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Logo, )\tl E A u@kul . Procedendo da mesma forma com as outras parce-

las de A%(k), concluimos que A% (k) = (A,)* (k). O

=1

O préximo resultado nos déd uma férmula alternativa para calcularmos T (\)(z),

quando A € H e z é um elemento de G.

Lema 5.9 (Decomposicdo de Mackey) (i) Sejam H K < G, A\ € H, R um con-
Junto completo de representantes das (H, K)-classes duplas em G, K, = K N HY e

= H TKQK()\Q)'

geER

Ag = M para todo g € R. Entio, Tu(\)
Kg

(i) Seja H < G, z € G, A € H, R um conjunto completo das (H, K)-classes duplas

em G e e, = |(x) : (x) N HY| para todo g € R. Entio, Ty®(\)(x) = H Mgaog™).
geER

0 (i al _ K al _ K
Demonstracao: (i) Pelo Teorema de Mackey, A ‘K = Z)\g e ly ‘K = Z Ik,

geR geER
Assim,
Tul)| = det(3° A, A1 Z 1, ) = det (D2 (0™ = A (1, %) ) = TT 752
K geR geR geER

(17) Agora, seja K = (z). Deﬁnlmos K, e A\; como em (i). Entdo e, = |K : K,|, para
todo g € R. Seja g € R. Visto que K ¢ ciclico, K tem um caracter linear p, tal que

fy| = Ag. Assim, Ty " (),) = (detpiy)* 5l = 11 % pelo Lema 5.7 (iv) e porque p1, € K.
K.q

Como 2% € K, e iy 6 um homomorfismo, temos Tx,* (A)(z) = Ag(z%) = A(ga®rg~?).

Por (i), obtemos que T%(\)(z) = H T, (\)(x) = H Mgzg™t) e (ii) estd provado.
geR gER

O

Para subconjuntos X e Y de G, escrevemos X¥ = {2¥ : v € X,y € Y}. Se

TY\)(z) # 1, x € G, obtém-se um informagio importante sobre o kernel de A através

do

Corolario 5.10 Sejam H <G, z € G e\ € H. Se TS(\)(z) # 1, entdo

()N H ¢ Ker.
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Demonstracao: Sejam K = (x), R um conjunto completo de representantes das
(H, K)-classes duplas em G e e, = |K : K N HY| para todo g € R. Como z% € K, =
K N HY, temos que gz®g~' € HN K% Agora suponhamos que K¢ N H C Ker.
Entao, A(gr®g~!) = 1, para todo g € R e pelo Lema 5.9 (ii), segue que T¢(\)(x) =

H AMgz®g~') = 1, contradizendo a hipétese. O
geR

No decorrer desta secao, usamos as seguintes notagoes: Sejam X um grupo e Y um
subgrupo de X. Denotamos o homomorfismo restricio X —— Y por Ry ou simples-
mente Ry, quando nao houver confusao. Para qualquer subgrupo A de X , colocamos

At ={r e X :\z)=1,V X € A}. Este é chamado de anulador de A. Denotamos por

X, o unico S,-subgrupo de H. Escrevemos RyX e TvX no lugar de Ry X \ %, € Ty~ v,
respectivamwente, sempre que for conveniente e ndo houver confusdo. Também, OP(X)

é o subgrupo gerado por todos os p’-elementos de X e X'(p) = X'OP(X).

Lema 5.11 Sejam p um primo e H < G tal que (|G : H|,p) = 1. Entao

(i) A composi¢io TS o Ry : G, — H, — G, €um isomorfismo e H, = (ImRpy)x

(KerT®).

(ii) Seja P um p-subgrupo de H e suponhamos que PN HPH' < K < PNGPG'. Entdo
existe \ € H tal que o(\) = p, K < Ker\ e N|p # 1.

Demonstracao: (i) Coloquemos R = Ry e T = T. Pela definicao de R e pelo Lema
5.7 (i) temos que T' o R é um homomorfismo. Do Lema 5.7 (iv), segue que para todo
pe Gy T(R(p) = T(uly) = (det(p))GH = plGH Seja p € Ker(T o R). Entéo
plGHl = lg , onde 15 ¢ o elemento neutro do grupo multiplicativo ép. Como |@p| =",
para algum inteiro r, (|G : H|,p) = 1 e pl®H = lg,, segue que p = 15 e, portanto,
T o R ¢ injetora. Visto que C;‘p é finito, temos que T' o R é um isomorfismo. Assim, R
é um monomorﬁ§mo e T é um epimorfismo. Também, ImR N KerT = 1. Disso e de

~

5 H
ImR=G,= Ke:T’ obtemos H,, = ImR x KerT.

(i1) Suponhamos que nao exista A € H tal que o(\) = p, T¢(\) = 1, K < Ker\

e AMp # 1. Seja A o grupo de todos os caracteres \ € H tais que HPH'K C Ker) e
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M = R(Q4(G,)). Como G, é abeliano, e Q(G,) = {1 € G, : o(1) = p} U {1}, segue que
os elementos nao triviais de M tém ordem p.

Afirmamos que M < A.

De fato, como M < H'p < H, basta mostrarmos que HPH'K C Ker), para todo
A€ M. Para cada h € H, A(h?) = X°(h) = 1g(h) = 1 e entdo H? C KerA. E claro que
H' C Ker\. Para vermos que K C Ker), basta usarmos a hipétese K < P N GPG' <
HNGPG'. Portanto, HPH'K C KerA e M < A. Disso segue que A O (KerT N A)M.
Vamos mostrar agora que (KerT N A)M D A. Se A € A, entdo para todo h € H temos
N(h) = M(h)? = A(h?) = 1 e, assim, A\ € H,. Pelo item (i), A = Ry ()0 = p| 6, onde
1€ Gyebe KerT. Note que pelo Lema 5.7 (iv), temos T(\) = T'(u|g) = ! e isto
implica que 1¢ = pl%#P de modo que o(x)||G : H|p. Por outro lado, o(u)||G,| = p" e
entdo o(u)|mdce(p”, |G : H|p) = p. Logo, o(u) = p, se u # 1. Assim, Ry(u) € M. Por
outro lado, 8 = Ry (u)™*X € AN KetT e, portanto, A = (KerT N A)M.

Agora, vamos provar que P < (AN KerT)t. Pelo que assumimos no inicio, segue
que para todo A € H, temos o(\) # p ou T(\) # 1 ou H £ Ker) ou A|p = 1. Tomemos
A€ AN KerT. Como o(A) = pe K < PN GPG, da mesma maneira que antes,
obtemos K < Ker\. Logo, pelo que assumimos acima, devemos ter A|p = 1, ou seja,
P < (AN KerT)t. Assim, PNGPG' < (AN KerT)* N M+ < (AN KerT)M)*+ = A+,
de modo que PN GPG' < PN HPH'K < K. Mas isso contraria a hipétese. Portanto,

(71) é valido e o lema estd provado. O

O dltimo resultado desta segao é devido a Tate-Thompson e sera utilizado no préximo
topico a ser estudado. Sua demonstracao serd omitida, mas o leitor interessado podera

encontra-la em [8].

Teorema 5.12 (Tate-Thompson) Seja H um subgrupo de um grupo G de indice rela-
tivamente primo com p, p primo e K < HNG'(p). Suponhamos que HNGPG' = HPH'K.

Temos:
(i) HNG'(p) = H'(p)K;

(ii)) Se K < H e K <OP(G), entao HNOP(G) = OP(H)K.
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5.3 Singularidades

A maior parte desta secao é uma preparacao para demonstrarmos o resultado principal
deste capitulo apresentado no Teorema 5.27. Para tanto, precisamos do conceito de

singularidade.

Definicao 5.13 Sejam H um grupo finito, S um subgrupo de H, x um p-elemento de
H e X\ um caracter linear de S de ordem p. Dizemos que (S, \, z) € uma p-singularidade

em H se:

(a) T"(M)(x) # 1;

(b) (xPY1 NS C Ker).

O subgrupo S, o caracter linear \ e o p-elemento x sao chamados um subgrupo singular
(ou simplesmente uma singularidade), um caracter singular, e um elemento singular da

singularidade (S, A, z), respectivamente.

Exemplo 5.14 Tome H = Ay, S = ((123)), p = 3 e A o caracter linear de S de
ordem 3 dado por A(1) = 1, M(123) = w, A(132) = @, onde w = ¢35 € C. Note
que (2P NS C Ker)\, onde x = (123). Portanto, para mostrarmos que (S, \,x) é
uma 3-singularidade em H, basta checarmos que Ts™ (\)(z) # 1. Para isso, precisamos

encontrar as matrizes ¢ (x) e v (x), onde ¢ e 1 sdo representagoes matriciais de S que

admitem X e 1g como caracteres, respectivamente. F facil ver que

T =A{g1 =192 = (12)(34), 95 = (13)(24), 94 = (14)(23)}

’

¢ uma transversal de S em H. Sabemos que ¢ (x) = (Bjj(x))1<ij<4 onde By(x) =
Mgizg;™) € C*

L estao em P e sdo todos iquais a

Note que apenas g11g1~", g2xgs ™", gsxga™ ", gags”
(123), de modo que By1(x) = Bas(x) = Bsa(x) = Bs(x) = w e os demais B;;(x) sdo

nulos. Portanto,
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w 0 0 0 1000
00 w0 0010
o' (x) = e YH(z)=
000 w 0001
0w 00 0100

-1

Logo, T*(\)(z) = det(\(z))- (det(1s™)(z)) " =w #1 e (S, A\, x) € uma p-singularidade

em Ay.

O primeiro resultado desta secao é composto por 5 itens e nos mostra como obtermos

singularidades a partir de uma singularidade conhecida.

Lema 5.15 Seja (S, A, z) uma p-singularidade em um grupo finito H. Entdo valem as

sequintes afirmacoes:
(i) Para a,b € H, (S¢, P 2®) € também uma p-singularidade em H.

S
(ii)) Se N é um subgrupo normal de H contido em Ker\, entao (N,X,xN) ¢ uma

H S
p-singularidade em N onde X' € o caracter linear de N induzido por \

(111) Se P € um S,-subgrupo de S, entao (P, \|p,z) € também uma p-singularidade em

H.
(iv) Se S < R < H, entio (R, Ts"(\),x) é também p-singularidade em H

(v) Sex € L < H, entdo existe um conjugado R = S™ de S tal que (LN R, )\h71|mR, x)
¢ uma p-singularidade em L. Além disso, se H = LS, entdo (S N L, \|gnr,x) é

uma p-singularidade em L.

Demonstracio: (i) Recordemos que A ' (s) = A(asa™') para todo s € S. E facil
ver que S® < H, z° é um p-elemento de H e A" 6 um caracter linear de S® de ordem
p. Portanto, resta provarmos (a) e (b) da definicio 5.13. Note que {((z°)P) NS¢ =
(xPYH N 8% Assim, se g € {(z°)P) N S® entdo g = s* € (2P)¥ para algum s € S.
Deste modo, s € ()7 NS e X* '(g) = X\* '(5*) = A(s) = 1. Logo, g € KerA® ', i.é,
((zPPYT N S* C Ker\® .
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Para verificarmos (a), devemos calcular (¢ ) (y) e (¢ga)? (y), onde y € H e 9% ' e
¢sa sa0, respectivamente, representagoes matriciais que admitem Alel ga COIMO carac-
teres. Seja T'= {g1, "+, gm} uma transversal de S* em H. Entdao U = {agy, -, agn} é

uma transversal de S em H. Sabemos que (¥ ) (y) = (Bij(Y)1<i j<m: onde

0, se gyg; ' ¢S

Bij (1/) = .
A (giyg; Y, se giyg; Tl € S

Disso e da definicio de A\* ', obtemos que (¥* )7 (y) = ™ (y) e (¢g0)" (y) = ¢" (y),
onde ¥ e ¢ sao representacoes matriciais de H que admitem A e 1g como caracteres,
respectivamente e as representacoes induzidas 1 e ¢ sao determinadas pela transversal
U. Deste modo, T, # (A ") (z%) = det(y (a)) = det(p™ (z%)) ™" - TH (M) (z) # 1.

(17) Claramente basta verificar os {tens (a) e (b) da definigao 5.13. Como X é um
caracter linear de % induzido por A temos que XN(gN) = A(g), para todo g € S e,
assim, gN € Ker )\ se, e somente se, g € Ker A\. Se g é um elemento de S tal que
gN € (zPN)YA/N 0 (S/N), entdo gN = (2P")"N para algum inteiro r e h € H. Assim,
(xP)h = gn para algum n € N e, daf, (zP")" € (2?)P NS C KerX. Como também
N C Ker), temos g = (z7")'n~! € Ker) e, consequentemente, gN € Ker\'.

Vamos provar (a). Por hipdtese, N < H, N C KerA C S C H. Do Terceiro
Teorema do Isomorfismo segue que |H : S| = |H : S|, onde H = H/N e S = S/N. Seja
{hy,---, h} uma transversal de S em H. Entdo {hy,---,h;} é uma transversal de S e H.
Assim, "7 (z) = (X’ (Eﬁ:ﬁj_l)> , onde ¢ é uma representacao matricial de S/N

1<i,j<m
. = =1 _ 5 _
que admite A’ como caracter. Como h;zh; € S se e somente se h;zh; '€ S, tem-se que

):’(Ei:iﬁj_l) # 0 se e somente se S\(hixhj_l) # 0. Assim, /() = <5\(hixh]~_1)>
e, portanto, TgH(a_c) # 1, pois Ts™ (z) # 1.
(ii1) Claramente, (zF)? N P C (2P)¥ NS C Ker A. Assim, para todo y € (zP)? N P

1<i,j<m

temos A(y) = 1 e, consequentemente, \|p = 1. Portanto, (z) N P C KerA|p. Além
disso, P C S C H e assim, pelo Lema 5.7 itens (iii), (iv), (i7) e (i), valem as seguintes
igualdades:

|S:P| _ ( |S:P|‘

Tp" (Alp) = Ts™ (Tp* (Alp)) = Ts" (det(N)5F1) = (Ts" (det(N))) Ts" (M)
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57 #£ 1, pois Ts? (M) (x) é

Deste modo, Tp" (A|p)(z) = Ts" (N\)¥F(z) = (T (\)(2))
um p-elemento e |S : P| é um p’-elemento.

(iv) Como Ts™(8) € R, para todo # € S, basta mostrarmos os itens (a) e (b) da
definicdo 5.13. Pelo Lema 5.7 (ii1), Tr" (Ts™(\))(x) = Ts™ (\)(z) # 1 e (a) esté provado.
Suponhamos que (zP)# N R ¢ KerTs™()\). Entdo, existem um inteiro k e h em H tais
que ((zP)*)" € R e Ts™(A)(x®PPh) #£ 1. Assim, pelo Corolério 5.10, temos (zPWMEN S ¢
KerX. Como (z@®OME NG < (aP)H N S segue que (xP)7 NS ¢ Ker), contradizendo a
hipétese. Portanto, (iv) estd provado.

(v) Visto que TH(N)(z) # 1, (T (X\)|1) (z) # 1. Por outro lado, segue do Teorema
da Decomposi¢ao de Mackey que (T7(N\)[.) (z) = l_ITL(>\h_1 |LAsr)(x), onde h percorre
h

um conjunto completo de representantes das (S, L)-classes duplas em H e, portanto,
existe h € H tal que TH(p)(x) # 1, onde = N '|gr € R = S". Além disso,
@Y NS NI C (@)Y NS C Ker e é facil ver que (Ker\)" C Keru. Logo,
(xPYENRNL < <<xf">Lh71 nsn Lh1>h < (Ker\)" < Keru. Portanto o ftem (b) estd

provado e o lema segue. |

Sejam H, G grupos finitos, 2 um conjunto finito e a : G — Sym(2) uma represen-
tagao permutacional de G. Seja Map (£2, H) o conjunto de todas as fung¢oes de Q2 em H.
Para f,g € Map(Q, H) definimos fg colocando (fg)(i) = f(i)g(i) para todo i € Q. E
facil ver que com este produto de fungées, o conjunto Map (£2, H) é um grupo, onde o
elemento neutro é a fungao f. dada por f.(i) = 1 para todo i € Q e o elemento inverso
de f € Map (2, H) é a funcao f~! definida por f~1(i) = f(i)~* para todo i € Q.

Agora, para toda f € Map (2, H) e v € G definimos f* : Q@ — H, colocando
f*(i) = f(z1), para todo ¢ € 2, onde i indica a a¢do de z sobre i, 1.6, xi = «a(z)(7).
Note que para todo = € G, a aplicacao ¥ : Map (Q, H) — Map (2, H) definida por
V(f) = f* é um automorfismo de Map (2, H). Além disso, (f*)Y = f*Y para todo
v,y € Ge fl' = f. Assim, G age sobre Map (2, H) por automorfismos e, portanto,
podemos formar o produto semi-direto de Map (2, H) por G, que denotamos por H1G e
chamamos de produto entrelagado de H por G construido da representacao permutacional

a. O subgrupo normal Map (2, H) é chamado subgrupo base de H ! G.
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Denote n = |§2|. Claramente a aplicacao

¢: Hx---xH — Map(Q,H)
h=(hy, - hy) — o¢p:Q— H
i — hy
¢ um isomorfismo. Deste modo podemos dizer que Map (€2, H) é isomorfo a n cépias de
H.
Neste trabalho, o produto entrelacado Z, { Z, sempre serd construido a partir da

representacao regular de Z,,.

Exemplo 5.16 Seja Map (Zs,Zo) = { fo, f1, f2, f3}, onde

fo: 0— 0 fi: O0—1 fo: 0—0 f3: O0r—1

1— 0 1—1 1—1 1— 0

E fdcil ver que a = (1, f1) ey = (1, f2) geram Zo 7o, o = v* = (0, fy) e aya = ~3.

Portanto, Zo 1 Zs € isomorfo ao grupo diedral de ordem 8, Dsg.

Observagao 5.17 Suponhamos que na definicao acima, H seja um grupo ciclico de

ordem v gerado por h. E facil ver que Map (Q, H) € gerado pelas || fungoes v; dadas

porvi(j) =h, sei=jevi(j) =1, sei #j.

Observagao 5.18 Sejam G um grupo de permutacgoes transitivo sobre Q = {1,--- n}
e Y o estabilizador de 1. Vamos mostrar que |G : Y| = n. Seja i € Q. Visto que G €
transitivo, existe x; € G tal que z;(1) = i. Entdo, para todo y € Y, temos z;y(1) = i.
Reciprocamente, se x(1) =i, entdo x;'x(1) = 1 e, assim, x € x;Y. Portanto, ;¥ ¢ um
conjunto completo de elementos transformando 1 em i. Em particular, x;¥ # z;Y, se
1 # 7. Além disso, um elemento de G transforma 1 em i, para algum i, de modo que todo
elemento de G estd em ;Y para algum i, 1 <i <n. Logo, o conjunto {z;Y : 1 <i <n}
¢ um conjunto completo de classes laterais a esquerda de Y em G e, assim, |G : Y| = n.
De modo geral, se G é um grupo de permutacoes transitivo sobre um conjunto finito {2 e

Y o estabilizador de uma letra de Q, entdo |G : Y| = Q.

Com esta ultima observagao, faz sentido o seguinte resultado:
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Lema 5.19 Sejam G um grupo de permutacoes transitivo sobre um conjunto finito €,
Y o estabilizador de uma letra e C' um grupo ciclico de ordem p gerado por c. Do grupo
permutacional G, construa o produto entrelacado H = C' ! G com subgrupo base V =

CIGY1. Entdo, Y x V é uma p-singularidade em H com elemento singular pertencente a

V.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor que 2 = {1,---,n}. Da
hipdtese temos que G age transitivamente sobre Q@ = {1,---,n}. O subgrupo base V' de
H é gerado pelo conjunto {vy,vs, -, v,}, onde cada v; é dado pela Observagao 5.17. E
claro que {vy, vy, -, v,} é invariante pela acdo de G. Como Y fixa um elemento de €2,
podemos assumir que Y fixa v,. Seja S=Y x V< He K=Y x (v1---v,_1), de modo
que S = K X (v,)

Visto que % ¢ um grupo ciclico, 17 possui caracteres lineares. Tomemos X' um destes
caracteres, de modo que A = N oa : S — C* seja um caracter linear de S cujo kernel
contém K, onde o é o homomorfismo canonico de S em T

Afirmacio: Se t € S, entdo tv,t~* € K. Com efeito, suponhamos que v,! ¢ K.
Entao, como {vy, vy, -, v,} é G-invariante, devemos ter vfl_l = v, 0 que implica que ¢t}
fixa v,. Logo, t71 € Y C S e, portanto, t € S.

Claramente, |H : S| = |G Y| = n. Tomemos {1 ty, -+, t,} uma transversal de S

em H. Entao, A\ (v,) Z)\ ) = M) —I—Z)\ 1. Agora, para 2 < i < n,

vt € K, de modo que /\(vn N o= At = 1. Logo, M (v,) = n — 1+ \v,).
Analogamente, 157 (v,) = n. Portanto, (A — 15)(v,) = (A — 15)(v,), de modo que
Ts" (N (vn) = A(v,) # 1. Além disso, como v,P = 1, temos que (v,?) NS =1 C Ker\.

Logo, (S, A\, v,) é uma p-singularidade em H. O

Observagao 5.20 No Lema 5.19, temos |C G| = |V|- |G| e |Y x V| = |V|- Y],
de modo que |[CUG : Y x V| = |G : Y|. Agora considere o caso particular G = Z,
agindo sobre Z, por soma, Y o estabilizador de 0 € Z, e C = Z,. Entio, |Y| =1 e,

portanto, eziste um subgrupo singular V- de Z, ! Z, (V éY x V do Lema 5.19) tal que
Zp Y Zyy V| =2y Y| =p
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Se H é um subgrupo de um grupo G, denotamos por Hg a intersecao de todos os

conjugados de H. Claramente, H; < G.

Observagao 5.21 Seja S um subgrupo de um grupo P e V = Sp. Denotemos por P/S

o conjunto de todas as classes laterais a esquerda de S em P. Certamente, a aplica¢ao
¢p: P — Sym(P/S)
xr — ¢ P/S— P/S
gS — x9S
¢ uma representag¢ao permutacional de P sobre P/S cujo kernel é Sp = V. Entao, ¢
induz um homomorfismo ¢ : P/V — Sym(P/S). Quando S <1 P, entio V = S ¢ a

representacio ¢ é a representacdo reqular de P/S.

A demonstracao do proximo resultado sera omitida, mas o leitor podera encontra-la

na pagina 9 de [9].

Lema 5.22 Sejam (S, A, z) uma singularidade em um p-grupo P, V = Sp, K = Ker ),
P =P/Kp eV =V/Kp. Assuma que x pertence a V. Entdo P = 7,1 P/V, onde o
produto entrelagado é construido da representa¢ao permutacional de P/V sobre o con-
junto P/S e o subgrupo base ¢ isomorfo a V. Em particular, V ¢ abeliano elementar de

dimensdo |P : S|.
Vamos estudar agora algumas propriedades de singularidades em p-grupos.

Lema 5.23 Sejam P um p-grupo, M um subgrupo mazimal de P, \ € M, K = KerXe
u € P\M. Entao temos:

(i) Tar" (V)| =A%, onde w=1+u+ - +uP~ e Torm (V) (1) = AuP);
. ) : : . P
(ii) Se (M, )\, x) € uma singularidade em P para um elemento x em P, entdo — =

P
7,1 L.

Demonstracao: (i) Como P é um p-grupo, P é nilpotente e, portanto, seu subgrupo

maximal M é normal em P e disso segue que |P : M| = p. Claramente {1,u,---,uP~'} é
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uma transversal de M em P. Sejam v e ¢, respectivamente, representacoes matriciais de
P que admitem X e 1), como caracteres. Se x € M, entao u'z(u’)~! € M, de modo que
a matriz " (x) é a matriz diagonal (a;;)1<; j<p, onde a; = AN tz(u™1)™), 1 <i<p
e a matriz ¢”'(z) é a identidade p x p. Assim, temos Ty " (N)(z) = det (W7 — 1y/7) (z) =
-1 -1

h Au'z(u')™) = i‘[ A () = A%(z). Logo, Tar"(A)|ar = A™.

- Agora, provemozsz (zque Tr” (N (1) = A(wP). Dividimos em dois casos.

1° caso: (u) = P. Nesta situagao temos M(u) = P, M N (u) = M e existe apenas
uma (M, (u))-classe dupla em P. Dai, temos e; = |[(u) : M N (u)| = [(u) : M| = p e, pelo
Lema 5.9 (i1), Tam (N (1) = A(uP).

2° caso: (u) # P. Neste caso, os fatos de M ser maximal e normal em P e u & M,
garantem que M(u) = P e M N (u) = 1 e, novamente, existe apenas uma (M, (u))-classe
dupla em P. Além disso, e; = [(u) : M N (u)| = [{(u)| = p. Pelo Lema 5.9 (ii), obtemos
To" (N (1) = A(wP) e (i) estd demonstrado.

(17) Seja (M, A, x) é uma singularidade em P. Afirmamos que x € M. Com efeito,
suponhamos que z ¢ M. Como [P : M] = p, temos que 2z € M. Por outro lado, como
x € P\ M, segue do ftem (i) e da definicio de singularidade que \(x?) = Ty/"(\)(x) # 1,
de modo que 27 ¢ Ker. Disso e de (2?)” N M C Ker), obtemos z¥ & (z7)F N M. Como
2P € (zP)P) segue que 2P € M, contradi¢io. Portanto, visto que Mp = M e v € M,

P
podemos aplicar o Lema 5.22 e a Observagao 5.21 para obter I = Zp i &2y 72y O
P

No que segue, iremos apresentar uma caracterizagao de p-grupos que nao possuem

subgrupos singulares préprios.

Lema 5.24 Seja P um p-grupo. Entdo P nao possui subgrupo singular proprio se, e

somente se, P nao possui grupo quociente isomorfo a Zy Z,.

Demonstracao: Suponhamos que P possui um subgrupo normal N tal que P/N =
Zy ! Zy. Por esse isomorfismo e pela Observagao 5.20, P/N possui uma singularidade,
digamos (M/N,X,zN), com p = |P/N : M/N| = |P : M|. Logo, M é um subgrupo
préprio de P. Além disso, x é um p-elemento e A = N oa : M — C* é um caracter
linear de M, onde « é 0 homomorfismo candénico de M em M/N. Note para todom € M,

AP(m) = A(mP) = N(a(mP)) = N(a(m)?) = N ((mN)P) = NP(mN) = 1.
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Vamos mostrar que (zP)’' N M C KerX e Ti,(\)(z) # 1.

Seja y € (zP)P' N M. Entao, y = (27" )9 € M onde g € P. Entao, a(y) = yN € M/N
eay) =yN =g 2P gN = g"'Na?" gN = (2" N)9V, ou seja, a(y) € (2?)7/VN N M/N C
Ker)N. Assim, A\(y) = N(a(y)) = 1. Portanto, (zP)’' N M C Ker\.

Agora, como |P/N : M/N| = |P : M|, um raciocinio anélogo aquele realizado no
item (ii) do Lema 5.15 nos dd que T%;(A\)(z) # 1. Logo, (M, \,x) é uma p-singularidade
em P com M um subgrupo préprio de P.

Suponhamos que P possui um subgrupo singular préprio S. Afirmamos que P possui
um subgrupo maximal singular. De fato, se S for maximal, a afirmacao segue. Se S nao
for maximal, entao existe um subgrupo R tal que S < R < P. Como S é singular em H,
segue do Lema 5.15 (iv) que R também ¢é singular em H. Se R for maximal, a afirmagao
estd provada. Sendao, repete-se o processo até encontrarmos um subgrupo singular M que

seja maximal. Pelo Lema 5.23 (4i), P possui um grupo quociente isomorfo a Z,!Z,. O

O préximo resultado serd o tltimo antes de enunciarmos e demonstrarmos o teorema

que ¢é o objetivo central dessa secao.

Lema 5.25 Sejam H um subgrupo de um grupo G com indice relativamente primo com
p, P um p-subgrupo de H e P* um subgrupo de P. Suponhamos que uma das sequintes

condigoes esteja satisfeita:
(a) P éum S,-subgrupo de G e PNH' < P* < PNG';
(b) PNHPH' < P* < PNGPG';
Entao temos:
(i) Eziste A € H tal que o) =p, Tp®(\) =1, P* < Ker) e \p #1;
(ii) Seja x € P\ Ker) tal que (xP)¢ N H C Ker\. Para cada g € G, escreva

Hy = HOHY, Ag = )‘71|Hg ’ )‘g_1|Hg
P,=POHY,  N,=\lp.
Entao existe g € G\ H tal que (Hy, Ay, x) e (Py, Ny, x) sio p-singularidades em H

e P, respectivamente.
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Demonstracao:  Suponhamos (a) vélido. Neste caso afirmamos que ®(P)PP <
PNGPGE'. De fato, como P é um p-grupo finito, ®(P) = PPP’ e, entdo, de P* < PNG’,
resulta ®(P)P* < PN GPGE'. Se ®(P)P* = PN GPG’, aplicando o item (i) do Teorema
5.12, obtemos P N G'(p) = P'(p)P*. Assim, como PNG < PNG'(p) e P(p)P* = P*
(pois P' C P*), chegamos a PNG’ < P* < PNG’, uma contradi¢ao. Portanto, ®(P)P* <
PNGPG'. Além disso, PN HPH' < ®(P)P*. Assim, PN H’H' < o(P)P* < PN GPEH,
de modo que é suficiente provarmos o lema assumindo apenas (b).

(1) Para mostrarmos o item (7), basta tomarmos K = P* no Lema 5.11 (7).

(i7) Seja R um conjunto completo de representantes das (H, H)-classes duplas em
G. Sabemos que para todo g € R, HgH ¢é a unido de |H : H N HY| classes laterais a
direita distintas de H em HgH. Disso e da cardinalidade de uma classe lateral de H

em G ser |H|, temos que |HgH| = |H : HN HY| - |H|. Como G = U HgH (uniao
geR
disjunta), segue que |G| = Z|H9H| = |H|Z|H : H N HY de onde obtemos que
geR geR
G :H| =Y |H:HnNH
geER
Do ftem (i), existe A € H tal que o(A) = p, Ty®(\) = 1 e A|p # 1. Por hipétese,

z € P\ KerXe (p,|G: H|) = 1. Disso obtemos 1 # \1¢Hl(z) e Ty%(\)(z) = 1, de

modo que
R CIRT PV ) (55)
Tomando K = H no Lema 5.9 (7), temos
=TI 70," (|, ) () (5.6)

gER

Além disso, como A é um caracter linear, temos detA = A e, portanto, tomando y =
A, G=HeH = H,no Lema 5.7 (iv), obtemos

-1

A1l ) = (NE) ™ (@) = (T, (M) (2),

para todo g € R. Portanto,

H (THQH(MHQ))_I (z) = H )\—\G:Hg\(x) — /\—deR\G:Hgl(x) — )\—IG:H\(J;)_ (5.7)

geR geR
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Logo, de (5.5), (5.6) e (5.7) obtemos

1A T @ ()™ @) TT (1,70 ) ) (@)

=TT @, Ola) ™ @) (T, ') ()
geR

= [ 7" (2)(x)
geR

Assim, existe g € G tal que Ty, (N\,)(z) # 1. Visto que A tem ordem p, A\ 7|y, e
/\971| H, também possuem ordem p. Como o produto de caracteres ¢ comutativo, segue
que A\, tem ordem p. Além disso, ¢ ¢ H, pois caso contrario, terfamos H, = H, de
modo que para todo h € H = H,, ghg~! € H e de X ser homomorfismo obterfamos
Ag(h) = AL (WA (h) = XY (W) A(ghg™) = 1, de onde viria que Tu," () (z) = 1,
contradigdo. Portanto, para mostrarmos que (H,, Ay, z) é uma p-singularidade em H,
resta provarmos que (zP)’NH, C Ker),. Por hipétese, (zP)*NH C Ker), de onde temos
(xPYENH C KerX e (zPY2 N HI C (Ker\)?. Mais ainda, se y € KerAN (Ker))?, entao
y € KerAey = g 'hg para algum h € Ker), e daf obtemos que \,(y) = AL ()N (y) =
(M) " A(h) = 1, ou seja, y € Ker),. Logo, (zP)? N H, < KerAN (Ker\)? < Ker),.
Antes de demonstrarmos a segunda afirmagdo do item (i7), observamos que
PNH" = PN(HNH) = PANHNH" = PN H" e A" |pogn = X, Visto
que (Hy, Ay, z) é uma p-singularidade em H e + € P < H, obtemos do Lema 5.15 (v)

/

g ) = (PN H," )\gh_l | pra,n» @) € uma p-singularidade

que existe h € H tal que (P, A
em P. Se necessdrio, substituimos g por gh™! e temos, portanto, que (P, Xg,x) ¢ uma

p-singularidade em P. O

Observacao 5.26 Sejam H < G e P um S,-subgrupo de H. Se x € PY N H, entdo
x=y9 € H, para algumy € P e g € G. Como o(x) = o(y9) = o(y), temos que x é um
p-elemento de H e, portanto, x € ), onde ) € um S,-subgrupo de H. Pelo Teorema de
Sylow, existe h € H tal que Q = P" e, entio x € PH. Assim, P° N H C P". Uma vez
que a inclusdo contrdria é obvia, temos P N H = P,

Agora, consideremos o caso particular em que H = Ng(P), A € H e tomemos

x € P\ Ker\ um elemento de ordem minimal. Iremos mostrar que (xP)¢ N H C Ker.
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Com efeito, seja ((xP)*)9 € (xP) N H, onde k € Z e g € G. Entdo, ((x7)*)9 € PINH C
PSNH C PH. Assim sendo, evistem y € P e h € H tais que ((xP)*)9 = y". Mas como
H = N¢(P), seque que ((zP)*)9 € P. Logo, devemos ter ((xP)*)9 € Ker), pois caso
contrdrio ((xP)*)9 seria um elemento em P\ Ker\ com ordem menor que o(z), o que

contraria a escolha de x.
Finalmente temos o resultado desejado.

Teorema 5.27 (T.Yoshida) Se P é um S,-subgrupo de um grupo G que ndo possui
grupo quociente isomorfo a Zy Z,, entéo PN G = PN Ng(P)'

Demonstragao: Suponhamos que P N Ng(P) < PN G’ e seja H = Ng(P). Como
P é um S,-subgrupo de G e P C H, |G : H| ¢ relativamente primo com p. Assim, pelo
Lema 5.25 (i), existe A € H tal que o(A\) = p e Ty%(\) = 1. Sejax € P\ KerA de ordem
minimal. Entdo pela Observagdo 5.26, (z7)¢ N H C Ker\. Assim, pelo Lema 5.25 (i),
existe g € G\ H tal que PN HY é um subgrupo singular de P com elemento singular z.
Agora, PN HY < P. De fato, se PN HY = P, entao P C HY, o que implica Pyt C H.
Visto que |PY ‘| = |P| e P é um Sp-subgrupo de H, segue que P97 éum Sp-subgrupo de
H e, portanto, existe h € H tal que pst = ph, Assim, P" = P e, consequentemente,
hg € Ng(P) = H. Uma vez que h € H, temos g € H, contradigdo. Logo P possui um
subgrupo singular proprio e, entao, pelo Lema 5.24, P possui um subgrupo quociente

isomorfo a Z, 1 Z,, e o teorema estd provado. O
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Capitulo 6

O Critério de Solubilidade de Wang

Como vimos no final do Capitulo 3, o Teorema de Thompson (4.21) afirma que se
um grupo finito G possui um subgrupo maximal nilpotente de ordem impar, entao G
¢é soluvel. Janko generalizou este resultado substituindo a hipdtese “subgrupo maximal
nilpotente de ordem impar” por “subgrupo maximal nilpotente possuindo um Ss-subgrupo
de classe de nilpoténcia no maximo 2”7. Em 1998, Y. Wang publicou um artigo no qual
ele generaliza o Teorema de Thompson e de Janko. Nos apresentamos este resultado de
Wang através do Teorema 6.2, que nos diz o seguinte:

Sejam G um grupo finito e A um grupo agindo sobre G por automorfismos.
Suponhamos que A é m(G)-solivel. Se existe um subgrupo A-invariante maximal M
de G tal que M ¢ nilpotente e o Sy-subgrupo de M nao possui grupo quociente isomorfo

a Dg, entao G € solivel.

6.1 Teorema de Wang

Nesta secao, todos os grupos serao finitos. Em geral, se A for um grupo que age
sobre um grupo G, denotamos por letras gregas os elementos de A e seus subcon-
juntos e utilizamos letras latinas para denotar os elementos de G e seu subconjuntos.

Dizemos que a acao de A sobre G é irredutivel se 1 e G sdo os unicos subgrupos
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A-invariantes de G.

Seja G um grupo. Quando um grupo 7(G)-solivel A age sobre G por automorfismos
e a acao ¢ irredutivel, é possivel concluir algo sobre a estrutura de GG, como veremos no
préximo resultado. Além de seu belissimo teor matematico, este resultado desempenha

um papel crucial na demonstragao do Teorema de Wang, como veremos adiante.

Lema 6.1 Sejam G um grupo finito e A um grupo agindo sobre G por automorfismos.
Suponhamos que A € (G)-solivel. Se A age irredutivelmente sobre G, entao G € um

p-grupo abeliano elementar.

Demonstracao: Se A = 1, entao todos os subgrupos de GG sao A-invariantes. Por outro
lado os tnicos subgrupos de G' A-invariantes sao 1 e G, pois A age irredutivelmente sobre
G. Portanto, os tnicos subgrupos de G sdo 1 e GG, de modo que |G| = p, para algum
primo p e o lema segue. Seja K o kernel da agao de A sobre G i.é., K = {a € A;¢9* =
g,V g € G}). Claramente K < A. A agao de A sobre G induz naturalmente uma agao
de A/K sobre G e, certamente, A age irredutivelmente sobre G se, e somente se, —
age irredutivelmente sobre G. Assim, podemos supor que A age fielmente sobre G, ou
seja, K = 1. Consideremos A # 1 e seja L um subgrupo normal minimal de A. O
subgrupo Co(L) = {g € G : g7 = ¢,V v € L} de G é A-invariante. Visto que A age
irredutivelmente sobre G, Cg(L) = 1 ou Cg(L) = G. Se Cg(L) = G, entdo todos os
elementos de GG sao fixados pelos elementos de L. Como A age fielmente sobre GG, temos
L =1, contradizendo a defini¢cdo de L ser normal minimal. Portanto, Cs(L) = 1.

Afirmacao: (|G|, |L]) = 1.

Com efeito, como L ¢ um subgrupo normal minimal de A, existe uma série de com-
posicao de A contendo L e L sendo o primeiro subgrupo nao trivial contendo 1. Logo,
L = % é um p-grupo para algum p € 7(G) ou um w(G)'-grupo, pois A é m(G)-solivel.
Suponhamos que L seja um p-grupo com p € m(G). Sabemos que para todo g € G, a
L-é6rbita de g é o conjunto O(g) = {¢” : v € L} e |O(g)| divide |L|, i.é., |O(g)| é uma
poténcia de p. Além disso, as L-6rbitas de G formam uma partigao de G' e se g € Cg(L),

entdao O(g) = {g}. Deste modo, se R = {g1,¢2, -, ¢} ¢ um subconjunto de G tal que
G = U O(g;) (unido disjunta), entao

i=1
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Gl =) 10(9)|=Ca(L)|+ Y [0(g)l =1+kp=Lmodp

geER gER\Cc(L)
e, assim, (|G|,p) = 1, contradi¢do. Portanto, L é um 7(G)-subgrupo e (|G|, |L|) = 1,
como queriamos.

Assim, L pode ser visto como um 7(G)'-grupo de automorfismos de G e, entao, pelo
Teorema 2.6 item (i), para todo primo p € 7(G) existe um Sy-subgrupo P de G que é
L-invariante. O mesmo teorema, item (i¢), fornece que P é o tinico S,-subgrupo com esta
propriedade, visto que Cg(L) = 1. Uma vez que L < A, temos (P*)F = (PL)* = P,
para todo a € A. A unicidade de P mostra que P* = P e, assim, P é A-invariante.
Pela irredutibilidade da agao de A sobre G temos P = G. Além disso, como ®(P)charP,
temos que ®(P) é A-invariante e, daf a irredutibilidade da ac¢ao de A nos dé que ®(P) = 1,

uma vez que ¢(P) < P. Portanto, G = ¢ um p-grupo abeliano elementar. a

o(P)
Se um grupo M possui apenas um Sy-subgrupo, ele sera denotado por Ms.
O lema anterior juntamente com os Teoremas 4.19 e 5.27 nos serao extremamente
uteis para obtermos a generalizacao dos Teorema de Thompson e Janko mencionada na

introducao deste capitulo.

Teorema 6.2 (Wang) Sejam G um grupo e A um grupo agindo sobre G por automor-
fismos. Suponhamos que A é w(G)-solivel. Se eziste um subgrupo A-invariante maximal
M de G tal que M ¢ nilpotente e My nao possui grupo quociente isomorfo a Dy, entao

G € soluvel.

Demonstracao: Suponhamos que o resultado seja falso e seja G um contra exemplo
de ordem minimal. Assim, todo grupo que esta nas hipéteses do teorema e tem ordem
menor que |G| é solivel. Entao:

(1) M nao contém subgrupos normais A-invariantes nao triviais de G.

De fato, suponhamos que exista um subgrupo normal nao trivial N de G A-invariante
contido em M. O grupo A age sobre G/N da seguinte forma: sea € Ae Ng € G/N = G,
entdao (Ng)* = N(g*). Disso e da hipdtese sobre M, obtemos que M /N é um subgrupo
A-invariante maximal nilpotente de G. Além disso, (M/N), nio tem grupo quociente

isomorfo a Dg, pois M ndo possui. Assim G satisfaz as hipéteses do teorema e |G| < |G].
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Logo, G é solivel. Como N < M segue que N é nilpotente e, portanto, solivel. Pela
Proposigao 1.10 (ii), G é solivel, contradicao.

(2) M ¢é um subgrupo de Hall de G.

De fato, sejam p € w(M) e P um Sp-subgrupo de M. Pela Proposicao 1.13 (vi),
P < M e, assim, P ¢ o tnico Sp-subgrupo de M. Visto que M ¢é A-invariante e que A
age sobre G como um grupo de automorfismos, temos P* C M e |P*| = |P|, para todo
a € A. Logo, P* é um S,-subgrupo de M e, entao, P* = P, para todo oo € A. Agora,
tome g € Ng(P), « € Aey € P. Una vez que A age sobre G por automorfismos e P é
A-invariante, temos y = z para algum x € P. Assim, 9" = (¢ 'zg)® € P. Portanto, P
e Ng(P) sao ambos subgrupos A-invariantes de G. De P <1 M, segue que M < Ng(P).
Se M < Ng(P), entao existe um subgrupo A-invariante de G contendo propriamente M.
Pela maximilidade de M devemos ter G = Ng(P), o que implica P <1 G, contradizendo
(1). Logo, M = Ng(P). Como P esta contido em algum S,-subgrupo S de G, temos
Ns(P) = SN Ng(P) = SNM = P, pois SN M é um p-subgrupo de M que contém
P. Agora, a contrapositiva da Proposicao 1.4 (i), implica P = S, ou seja, P é um
Sp-subgrupo de G. Logo, |G : M| é relativamente primo com p. Como isso vale para
todo p € (M), concluimos que M é um 7(M)-subgrupo de Hall de G, provando (2).

(3) G é p-nilpotente, para todo p € w(M).

Sejam p € w(M) e P um S,-subgrupo de M. Visto que J(P) é um p-grupo,
Z(J(P)) # 1. Além disso, Z(J(P)) char J(P)char P e P é A-invariante, pelo pardgrafo
anterior, de modo que Z(J(P)) é A-invariante. Mais ainda, visto que A age sobre
Z(J(P)) como um grupo de automorfismos, é facil mostrar, como no paragrafo ante-
rior, que Ng(Z(J(P)) também é A-invariante. Como Z(J(P)) < M, temos de (1) que
Ng(Z(J(P))) < G. De Z(J(P))char P resulta que Ng(P) < Ng(Z(J(P))) e, assim,
M < Ng(P) < Ng(Z(J(P))) < G. Portanto, Ng(Z(J(P))) é um subgrupo A-invariante
préprio de G, contendo M. Pela maximilidade de M, obtémos M = Ng(Z(J(P))) e,
assim, Ng(Z(J(P))) é p-nilpotente, para todo p € m(M). Se p é impar, entdo o Teorema
de Glauberman Thompson (4.19) implica que G é p-nilpotente. Se p = 2, entao de (2)
segue que P é um Ss-subgrupo de G e Ng(P) = M, de modo que Ng(P) é 2-nilpotente.
Por outro lado, Z3 1 Zy = Dg. Uma vez que P = M,, a hipotese sobre My garante
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que P nao possui grupo quociente isomorfo a Zy ! Z5. Dali, pelo Teorema 5.27 temos
PNG = PN Ng(P) =Pn M. Isto implica que G é 2-nilpotente.
Por (3), G = Oy (G)P para todo p € m(M), onde P é um S,-subgrupo de G. Assim

como na demonstra¢ao do Teorema de Thompson (4.21), temos que se K = ﬂ Oy (G)
pem(M)
entdo K <G e G = KM, com KN M = 1. Mais ainda, como Oy (G) char G, para

todo p € w(M), segue que K charG. Por outro lado, visto que A age sobre G por
automorfismos, e M é A-invariante, podemos formar o produto semi-direto A x M =
{(a,m) : € A, m € M}. Claramente A x M age sobre G por automorfismos pela a¢ao
g™ = m~lg*m, para todo (a,m) € Ax M e todo g € G. Além disso, de K char G,
segue que K é (A x M)-invariante. Vamos mostrar que A x M age irredutivelmente
sobre K. De fato, suponhamos que exista 1 # K; < K tal que K; é (A x M)-invariante.
Logo, M normaliza K; e, assim, KyM é um subgrupo de G. Além disso, K; é A-
invariante e, como M também é A-invariante, K1 M é um subgrupo A-invariante de G,
com M < Ki1M < KM = G, contradizendo a escolha de M. Como M é nilpotente temos
que M é soluvel e, consequentemente, M é p-solivel para todo primo p e, assim, M é
7(G)-solivel. Visto que A é w(G)-soluvel, por hipdtese, temos que A x M é 7(G)-soluvel.
Pelo Lema 6.1, K é um grupo abeliano elementar e, portanto, K é solivel. Como % =M

é soluvel, segue da Proposicao 1.10 (ii) que G é soluvel, contradizendo nossa escolha de

G. O

No exemplo a seguir vamos exibir um grupo solivel que nao possui subgrupo maximal
nilpotente, mas tem um subgrupo A-invariante maximal nilpotente, para um grupo con-
veniente A. Isso mostra que o Teorema 6.2 nao é uma generalizagao trivial do Teorema

de Thompson.

Exemplo 6.3 Denotemos por C, um grupo ciclico de ordem p. Consideremos os produ-
tos diretos Cyy x C1y = (a, b | a'' =b" =a,b] =1) e Cs5x Cs=(c, d | & =d° =
lc,d] = 1). Definindo
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gbc:{a,b}—>C’11XC’11 ¢d:{a,b}—>C’11><C'11
a — a‘=at a — a%=qa®

b — =10 b — b =pt

¢ facil ver que ¢. e ¢gq sao consistentes com as relacoes definidoras de C11 X Ch1. Logo, pelo
Teste da Substituicao, O se estende a um
homomorfismo ¢ : Cyy x Cpy — C1y x C1; € ¢a se estende a um homomorfismo
¢Zz :Cn x Cyp — Cii x Chy.

Vamos mostrar que ¢, e ¢, sao automomorfismos de C1y x Cyy. Para tanto, basta
mostrarmos que ¢, e ¢, sdo epimorfismos, jd que Cy; x C1y € finito. Mas isto seque do
fato que (a*) = {a) = (a5 € (8°) = (B) = (b1).

Consideremos a sequinte aplicacdo:

¢:{c,d} — Aut(Cy; x Cyy) .
¢ — 4
d — ¢
E facil ver que ¢ se estende a um homomorfismo ¢ :Cs x C5 — Aut(Cyy x Chy) -

Logo, podemos formar o produto semi-direto G = (C5 x C5) X (Cy1 x C1) de C11 x Cpy
G

por Cs x Cs. Visto que C11 x Cp € ———
Cn x Cny

= (5 x C5 sao soluveis por serem p-grupos,
seque que G € soluvel.

Tomemos agora a fungio « : {a,b,c,d} — G definida por a(a) = b, a(b) = a,
alc) =d e ald) = c. E claro que a ¢ consistente com todas as relagdes definidoras de
G, de modo que, pelo Teste da Substituicdo, « se estende a um endomorfismo o de G.
Mais ainda, pelo modo como « estd definida, € facil ver que o € bijetora e, assim, o/ €
um automorfismo de G. Além disso, certamente o' tem ordem 2. Portanto, A = (o)
age por automorfismos sobre G.

(1) G nao possui subgrupo mazximal nilpotente de G.

De fato, seja M um subgrupo mazimal de G. Nao é dificil verificar que |G : M| =5 ou
11. Suponhamos que |G : M| = 5. Entao |M| = 11%-5, de modo que M = (m)({a) x (b)),
onde m € um elemento de ordem 5 em M. Assim, (m) € um Ss-subgrupo de M. Se M

¢ nilpotente, entdo, pelo Teorema 1.13, (m) <t M. Consequentemente, m® = m = m>.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que m = c'd’. Agora, note que a¢ = a*',
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o =a¥, b = e b =Y. Disso e de m* = m = mb, obtemos a = a™ = a*'¥ ¢
b=b"=b"", i.é 4’57 = 1(mod11) e 547 = 1(mod11). Visto que 5 = 4?(mod11),
obtemos 4% = 1(mod11) e 4*% = 1(mod11). Disso e de 4° = 1(mod11), temos
i+ 2j =0(mod5) e 2i+ j = 0(modb). Assim, 5|(i + j) e 5|(i — j). Logo, b|i e 5|j, de
onde temos que m = 1, uma contradicao. Portanto, M nao € nilpotente.

Suponhamos |G : M| = 11. Entao, |M|=5%-11 e, como M < G, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que M contém (c) x (d) e M possui um elemento m =
a't’ de ordem 11. De [a,b] = 1, obtemos V¥ = b b4 = q¥pPiq Y=Y = mem™ €
M. SelV # 1, entao j é relativamente primo com 11 = |b|, de onde obtemos que
M = ({c) x {d)) x (b). Se b’ =1, entio a' # 1 e, uma argumentagdo andloga a anterior
mostra-se que M = ({c) x (d)) X (a). Porém, nenhum destes é nilpotente.

(2) () x (d) € um subgrupo (&')-invariante mazximal nilpotente.

Claramente, {(c) x (d) é um subgrupo {(&')-invariante e nilpotente. Mais ainda, se
existir um subgrupo M de G tal que {(c) x (d) < M < G, entdo, como foi provado
anteriormente, M = ((c) x (d)) x (a) ou M = ({(c¢) x (d)) x (b). Certamente, nenhum

destes € (/)-invariante, pois '(a) =b e o/(b) = a
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