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Resumo

Consideramos redes de mapas acoplados com interacoes de longo alcance para estudar
a sincronizacao de caos. Redes de mapas acoplados tém sido investigadas intensi-
vamente desde os anos 80 como modelos para entender muitos fendmenos espago
temporais observados em sistemas espacialmente estendidos, consequentemente caos
espaco temporal. Usamos o parametro de ordem complexo para quantificar a sin-
cronizacao de caos em uma rede unidimensional de mapas logisticos acoplados com
a intensidade de acoplamento variando conforme uma lei de poténcia. Dependendo
do nimero de mapas, da intensidade de acoplamento e do alcance das interacoes,
a sincronizacao de caos completa pode ser obtida. Além disso, também calculamos
o espectro de Lyapunov que fornece as informagoes sobre o grau de caoticidade da

rede.
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Abstract

We considered coupled maps lattices with long-range interactions to study chaos
synchronization. Coupled map lattices have been intensively investigated since early
80’s as models to understand many spatiotemporal phenomena observed in extended
spattially system, consequently spatiotemporal chaos. We used the complex order
parameter to quantify chaos synchronization for a one-dimensional chain of coupled
logistic maps with a coupling strength which varies with the lattice in a power-law
fashion. Depending on the range of the interactions, complete chaos synchronization
may be attained. Furthermore, we also calculated the Lyapunov spectrum which

give us information about the degreeof chaoticity of the lattice.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas dinamicos tem recebido grande atencao da comu-
nidade cientifica recentemente. Entende-se por sistema dinamico todo o sistema que
evolui no tempo, qualquer que seja a sua natureza, a qual pode ser fisica, bioldgica,
quimica, social ou economica. Como exemplos de sistemas dinamicos pode-se citar
um circuito elétrico, o sistema nervoso de um ser vivo ou uma populacao de neurénios.
A teoria dos sistemas dinamicos permite descrever a evolucao temporal de um sis-
tema para entender ou prever o seu comportamento futuro. Os sistemas dinamicos
podem ser classificados quanto a variavel temporal, a qual pode ser discreta, repre-
sentados por mapas, e de tempo continuo, os quais sao representados por equagoes
diferenciais. As equagoes podem ser lineares ou nao-lineares, com parametros fixos ou
variaveis no tempo. O comportamento dinamico de um sistema pode ser modificado

se seus parametros sao alterados.

Esta dissertacao trata de um sistema dinamico de tempo discreto e
aborda uma equacao do tipo nao-linear, resolvida pelo uso de recursos computa-
cionais. O interesse em se analisar um sistema dinamico e seu comportamento surge
da curiosidade de saber se eventos existentes na natureza podem ser modelados por

equacoes matematicas. A andlise de modelos matematicos pode revelar aspectos



importantes de fenomenos bioldgicos, fisicos, quimicos e sociais, e requer o uso de

técnicas sofisticadas para a interpretacao dos resultados obtidos [1].

O ntumero de trabalhos existentes em sistemas dinamicos nao-lineares
vem aumentando com o passar do tempo, e o conceito de atrator cadtico surgiu de
um trabalho meteorolégico de Lorenz realizado em 1963 [2]. Enquanto coletava da-
dos e os analisava através de trés equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem,
Lorenz descobriu que determinados sistemas podiam possuir comportamentos dife-
rentes mesmo partindo de condigOes iniciais muito proximas. A partir deste fato
muitos trabalhos surgiram na drea de caos [3]. Caos ¢ entendido como um compor-
tamento aperidodico que apresenta sensibilidade as condicoes iniciais. Isto significa
que duas trajetérias que originam-se de condigoes iniciais ligeiramente diferentes,
afastam-se exponencialmente com o passar do tempo, obstruindo a capacidade de

prever o estado futuro do sistema.

Para o estudo de um sistema dinamico pode-se utilizar um modelo
espaco-temporal. As redes de mapas acoplados foram introduzidas a partir de 1983
[4, 5] como uma forma de estudar caos espago temporal. Nessas redes o espago
e o tempo sao discretos enquanto que a variavel de estado é continua. As redes
de mapas acoplados nao necessitam de muito tempo computacional, pois o tempo,
neste caso, ¢é discreto, possibilitando uma maior facilidade para a sua implementacao
computacional, diferentemente de sistemas fisicos que sao modelados por equacoes
diferenciais acopladas. Do ponto de vista computacional, o tempo de processamento
gasto com o estudo numérico deste tipo de rede é muito grande devido a natureza
continua de sua variavel temporal, o que torna o estudo da dinamica do sistema
bastante dificil. Certas redes de mapas acoplados exibem fenomenos interessantes

como intermiténcia [6, 56], sincronizacao e supressao de caos [7, 18].

Alguns trabalhos sobre redes de mapas acoplados abordam redes onde

a interacao entre os elementos ou sitios é local, ou seja, somente os sitios vizinhos



contribuem para o acoplamento na rede [4]. Em outros trabalhos, as redes em estudo
possuem um acoplamento com interacao nao-local do tipo campo médio, isto €, cada
sitio interage com os demais sitios da rede com a mesma intensidade [8]. Nesta
dissertacao, investiga-se uma rede de mapas acoplados onde a interacao entre os sitios
¢ nao-local, contudo a intensidade da interagao decai segundo uma lei de poténcia
com a distancia ao longo da rede. O acoplamento tipo lei de poténcia apresenta
um parametro efetivo de alcance, e a criagao de uma rede acoplada localmente ou
acoplada globalmente pode ser realizada variando-se a intensidade do alcance da

interagao.

As contribuigoes para este trabalho concentram-se principalmente nos
estudos recentes de Tessone e colaboradores [9], os quais mostraram que duas réplicas
acopladas de sistemas espacialmente estendidos sincronizam para um estado cadtico
espaco temporal comum acima de uma certa amplitude de acoplamento, e passam a
apresentar esta dinamica ap6s o acoplamento. Na referéncia [9], a transigdo para a
sincronizacao foi estudada como uma transicao de fase de sistemas em nao equilibrio,
e propriedades criticas foram analisadas variando-se o alcance da interagao. A
transicao encontrada ¢ do tipo continua, enquanto que os indices criticos variam con-
tinuamente com o expoente da lei de poténcia que caracteriza a interagao. Evidéncias
numeéricas fortes indicam que a transicao pertence a classe de universalidade da
familia de Percolacao Direcionada Anomala encontrada por espalhamento via voo
de Levy de processos epidémicos. A Percolacao Direcionada Anomala aparece em
espalhamento epidemiolégico, sempre que o agente infeccioso pode executar voos de
Levy. Na difusao do tipo Levy, voos longos sao intercalados com saltos mais curtos,
de modo que uma regiao muito maior é coberta pelo agente. Tal processo, pode
ser modelado assumindo, por exemplo, em uma rede unidimensional, que um sitio ja

infectado propaga a doenca para algum outro sitio obedecendo a uma lei de poténcia.

Neste trabalho, o comportamento de uma rede de mapas acoplados

serd analisado através da sincronizagao. A andlise de fenomenos de sincronizagao



na evolugao de sistemas dinamicos, iniciou-se no século XVII com a descoberta de
Christian Huygens, de que dois péndulos de relégio, muito fracamente acoplados,
tornavam-se sincronizados em fase. Sistemas de osciladores acoplados podem ser
encontrados na natureza, inclusive nos seres vivos. Um exemplo pode ser visto no
comportamento coletivo de algumas espécies de vaga-lumes que, na época do acasala-
mento, apagam e acendem suas luzes de forma sincronizada [10, 11]. Mais recente-
mente, a busca por sincronizagao voltou-se para sistemas cadticos. O fenomeno da
sincronizacao cadtica pode ser observavel em muitos sistemas fisicos reais, como por
exemplo, sistemas elétricos, sistemas de lasers [12], sistemas bioldgicos [1], jungoes

de Josephson [13] e também em novas técnicas de comunicagao [14].

A caracterizacao da dinamica temporal de uma rede de mapas acopla-
dos pode ser feita mediante a determinacao e anélise do espectro de expoentes de
Lyapunov e pela dimensao de Lyapunov. Cada expoente do espectro é uma medida
da taxa com que duas trajetorias instaveis se afastam no espaco de fases a medida que
o tempo evolui. Se os expoentes de Lyapunov sao negativos, as trajetorias convergem
e a evolucao nao é cadtica. Se um ou mais expoentes de Lyapunov sao positivos,
significa que as trajetérias divergem, e a evolugao seréd cadtica, e, portanto, sensivel
as condigoes iniciais. O espectro de Lyapunov de mapas logisticos com acoplamento
local foi estudado por Kaneko [15], Crutchfield [16] e Isola [17]. O espectro de Lya-
punov de mapas com acoplamento tipo lei de poténcia assim como a dimensao de

Lyapunov podem ser encontrados em trabalhos de [19, 20, 21, 22].

A rede e suas caracteristicas sao investigadas de modo que a proposta
deste trabalho consiste em: 1) estudar o comportamento dinamico coletivo obtido
na rede com acoplamento de longo alcance; 2) utilizar o parametro de ordem para
o diagndstico de sincronizagao cadtica; 3) identificar no espaco de parametros as
regides de sincronizacdo; 4) caracterizar a dinamica da rede através da andlise do

espectro de Lyapunov e da dimensao de Lyapunov.



Esta dissertacao de mestrado estd organizada da seguinte forma: o
capitulo dois contém conceitos fundamentais da teoria de sistemas dinamicos, pon-
tos fixos e drbitas periddicas, atratores, um método para o calculo do expoente de
Lyapunov para mapas unidimensionais e finalmente apresenta-se um breve estudo
sobre o mapa logistico, utilizado como dinamica da rede. O capitulo trés aborda os
conceitos basicos de rede de mapas acoplados, formas de acoplamento, acoplamentos
usuais e dinamica local da rede. O capitulo quatro trata da rede de mapas acopla-
dos com interacao do tipo lei de poténcia, cujo maior interesse é o de encontrar a
sincronizacao e, além disso, verificar a presenca de platos de sincronizacao e inter-
miténcia. Isso sera feito pela analise do parametro de ordem complexo proposto por
Kuramoto que possibilita a caracterizacao destes estados. O capitulo cinco apresenta
o estudo do espectro de expoentes de Lyapunov em uma rede de mapas acoplados
utilizando-se o acoplamento de alcance varidvel, o qual permite a transicao entre
o acoplamento local e global, e ainda, o estudo do espectro de Lyapunov para o
acoplamento de longo alcance e a dimensao de Lyapunov com o objetivo de se evi-
denciar a sincronizacao cadtica. Finalmente, o capitulo seis apresenta as conclusoes

do trabalho.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos de dinamica nao-

linear considerados relevantes para uma melhor compreensao dos temas abordados.

2.1 Sistemas dinamicos

Um sistema dinamico consiste de uma regra deterministica e de um
conjunto de possiveis estados, os quais representam informagoes que caracterizam
o sistema em um certo instante de tempo. Um sistema dinamico é descrito por
varidveis dependentes e varidveis independentes, que variam no tempo [25, 54]. O
seu estado é representado pelos valores do conjunto de varidveis dependentes num
certo instante de tempo e o espaco de estados possiveis é denominado espaco de fase.
A seqiiéncia de estados ao longo do tempo define uma curva nesse espaco de fase,
denominada trajetoéria. A medida que o tempo aumenta, as trajetorias podem ou nao
convergir para um conjunto de dimensao inferior, denominado atrator. Um atrator
é um estado para o qual o sistema evolui no tempo a partir de certas condicoes
iniciais. A evolucao de um sistema é descrita por um conjunto de equacoes discretas

ou continuas as quais permitem a previsao do futuro, dado o passado do sistema.



Um sistema dinamico continuo é caracterizado por um conjunto de

equacoes diferenciais. Um exemplo é o sistema de equacoes ordinarias de primeira

dx(t)
dt

ordem. No tempo, = F(z,t), na qual z(t) é um vetor D-dimensional e F
uma funcao D-dimensional de x e t. Se as variaveis dependentes e o tempo forem

continuos, essas regras serao equagoes diferenciais ordindrias [26, 54].

Um sistema dinamico discreto é caracterizado pela iteragao de uma
funcao. A funcao que descreve tal sistema é chamada de mapa e é representada na
forma z,.1 = f(x,), onde o tempo n é um valor discreto inteiro e f(z,) é uma
funcao linear ou nao-linear. A escolha da lei f, pode dar origem a diferentes tipos
de comportamentos. Se f for uma funcao linear em x, esta dinamica é simples e
depende da escolha de f. Observa-se que, a maioria dos fenomenos ou leis sao nao-
lineares, o que torna a sua andlise mais complexa, exigindo o uso de conhecimentos
mais elaborados. Para ilustrar a riqueza de comportamentos gerados por um sistema

nao-linear, considera-se o mapa logistico.

2.2 Pontos fixos e 6rbitas periédicas

O objetivo basico da teoria de sistemas dinamicos é compreender o
comportamento final ou assintético de um processo iterativo. Mas no que consiste
este processo? Seja uma funcao f de R em R. Inicialmente, preocupa-se em tomar
um ponto zy do dominio desta fun¢do e conhecer a sua imagem f(xg). Porém,
f(zo) também pode ser um ponto do dominio de f, e pode-se saber a sua imagem
f(f(zo)). Continuando assim pode-se saber quem sao os pontos g, f(zo), f(f(x0)),
f(f(f(z0))), e assim por diante. Este conjunto de pontos é chamado de érbita ou

trajetoria do ponto xg.

Segundo Lorenz, érbitas sao as representacoes no espaco de fases de

uma seqiiéncia cronolégica continua ou discreta de estados [27]. Dado um zy € R,



e um sistema dinamico discreto f, define-se uma orbita de xg sobre f como uma
seqiiéncia de pontos xg, 21 = f(x0), T2 = f@(20), ..., zp = f™(x0), ... . O ponto

zo ¢ denominado de semente da érbita [28].

Existem varios tipos de d6rbitas em sistemas dinamicos. Uma érbita
considerada importante é o ponto firo. Um ponto x* é fixo se satisfaz f(z*) =

z*. Se f*(z*) = f(f(z*)) = f(z*) = z* e, em geral, f"(z*) = x*, entdao a drbita
do ponto fixo é a seqiiéncia z*, x*, ..., ou seja, um ponto fixo “nunca se move”.
Os pontos fixos para mapas sao encontrados resolvendo a equacdo f(x) = x ou
geometricamente, examinando-se a intersecao do grafico de f com a linha diagonal

y = x. Nas equagoes diferenciais, ao invés de pontos fixos, tém-se os pontos de

it — .

equilibrio que sao determinados pela condigao —;

Outro tipo de érbita é a periddica, ou ciclica. O ponto x* é periédico
se f¥(z*) = 2* para algum k > 0. O k minimo é denominado de perfodo da érbita.
Se xg é periddico com periodo k, entao a dérbita de zg é uma seqiiéncia repetida
de ntmeros: g, f(x0), ..., f* (o), zo, f(x0), ..., fF1(x0). Para encontrar pon-
tos de perfodo k, no caso de sistemas discretos, é necessario resolver f*(z) = .
Sabendo-se da simplicidade dos tipos de orbitas, estas podem evoluir de maneira
complexa e cadtica. Uma das caracteristicas de sistemas cadticos é a presenca de
orbitas que nao se repetem e ocupam todo o dominio da funcao, ou seja, passam
arbitrariamente perto de qualquer ponto em um dado intervalo de tempo. Essas sao
as Orbitas densas. Além da localizacao dos pontos fixos que representam os esta-
dos estacionarios do sistema, pode-se obter informagoes importantes analisando sua

estabilidade, permitindo entender o comportamento dinamico em sua vizinhanca.

Para estudar a estabilidade de um ponto fixo z* de z,11 = f(z,)
deve-se verificar o que ocorre com as sucessivas iteragoes a partir de um ponto x,

préximo de z*. Seja o ponto z, préximo de z*, isto é, x, = x* + §,,. A distancia



entre estes pontos é dada por

A distancia evolui para
Op+1 = |Tnt1 — &7 = | flzn) — 27| = | f(2" + 6n) — 27, (2.2)

expandindo o mapa f(z) em série de Taylor em torno de z* tem-se:

flz* 4 6,) = f(z*) +5n<dj;(;)> + ;&(dgf)) + ..., (2.3)

onde os termos da expansao que contenham poténcias de ¢, de ordem igual ou
superior a dois serao desprezados. Para que esta linearizagao seja valida, d,, deve ser
tomado suficientemente pequeno. De (2.2) e (2.3), admitindo-se ¢,, pequeno a ponto

de se desprezar os termos de ordem superior a dois em §,, levam a seguinte expressao

w(%).

Se 0,41 < 0, as iteragoes convergem para o ponto fixo z* e este é

para d,41

(2.4)

a0 = ) =0, (L) a -

estdvel (atrator). A condigao necessaria e suficiente para isso é

().

Se 0,.1 > 0, as iteracoes divergem do ponto fixo z* e este é instavel
+ G

<1. (2.5)

(repulsor), e é caracterizado pela condigao

().

Pode-se ainda observar o caso em que a derivada do sistema seja igual a 1. Nesse caso,

> 1. (2.6)

a linearizacao efetuada nao é suficiente para afirmar se o ponto fixo é ou nao estavel.
O caso em que a derivada seja igual a 0 onde o ponto mais estével é eqiiidistante dos

extremos, sendo denominado de super-estavel.



Conclui-se entao, que os estados seguintes x1, s, ..., T,, gerados a
partir de g tomado proximo de z*, podem se aproximar ou se afastar do ponto fixo
xz*. O nimero de pontos fixos em um dado sistema depende do grau da funcao f
que descreve o sistema. Por exemplo, se a funcao for do segundo grau, podem haver
no maximo dois pontos fixos. No caso de todos os pontos serem instaveis, o estado

do sistema nunca converge para um ponto, sua evolucao temporal ira oscilar entre

alguns valores (6rbita periédica), ou nunca passard por um mesmo estado.

2.3 Atratores

Um atrator é um conjunto invariante para o qual as érbitas convergem
depois de um tempo suficientemente longo [29]. Atrator é a figura construida no
espago de fases quando varios estados iniciais evoluem por um tempo longo e elimina-
se o tempo transiente. Entende-se por tempo transiente o tempo necessario para que
o sistema evolua para um comportamento assintotico. Por exemplo, o ponto fixo é um
atrator: dada uma condi¢ao inicial na vizinhanga do ponto, o estado ira evoluir para o
ponto fixo e permanecera neste ponto. Sistemas com dinamica periddica, apresentam
atratores periddicos. Mesmo os sistemas cadticos, que nao apresentam convergencia
de orbitas, podem apresentar uma espécie de atrator denominado atrator estranho,
o qual apresenta estrutura fractal. O conjunto de todos os pontos no espacgo de
estados que convergem para um determinado atrator, denomina-se bacia de atracao

desse atrator.

Sistemas dinamicos que possuem atratores sao denominados sistemas
dissipativos, porque o comportamento destes levam a perda de energia para o meio
ambiente. Geometricamente, esses sistemas sofrem contracoes em volumes do espaco
de estados, isto é, se for escolhida uma regiao desse espago cujos pontos sao usados

como condicoes iniciais do sistema, percebe-se que conforme o estado evolui, as

10



6rbitas geradas convergem ou tendem para regides menores, em termos de volume,
do que a regiao que inicialmente as geraram. QOutra categoria de sistemas sao os
conservativos que, diferentemente dos dissipativos, preservam volumes do espaco de
estados. O que caracteriza este tipo de sistema, é que nao ha convergéncia nem

divergéncia das érbitas, como se o sistema sempre conservasse sua energia.

Um sistema com dinamica cadtica apresenta um atrator caético. Um
atrator cadtico é um conjunto que possui dependéncia sensivel as condigoes iniciais.
Esse fato é resultado de duas érbitas muito proximas do sistema que divergem com-
pletamente, conforme o sistema evolui no tempo. Um sistema cadtico é resultado
de uma lei deterministica de evolucao, isto é, sempre o mesmo comportamento é
gerado, sob as mesmas condigoes. A aperiodicidade é o que impossibilita previsoes a
longo prazo a respeito do estado do sistema. E interessante observar que uma Orbita
caodtica visita sempre um ponto distinto do espaco de estados, nunca passando pelo

mesmo ponto mais do que uma vez, em qualquer instante de tempo.

O comportamento cadtico é comum e pode existir em modelos sim-
ples, como é o caso do mapa logistico. O estudo e a previsao do comportamento
caotico pode ser feito por meio de medidas. Uma das maneiras de se investigar o
comportamento cadtico de um sistema é através do calculo dos expoentes de Lya-

punov do mesmo.

2.4 Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov expressa a taxa média de expansao ou de
contracao da distancia entre duas trajetorias caracterizadas por condicoes iniciais
muito préximas. Medir o expoente de Lyapunov entre duas trajetorias é equivalente
a medir o expoente em um conjunto de trajetorias. Para cada dimensao do espaco

de fases existe um expoente associado que determina o comportamento do conjunto
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ocupado pelas condigoes iniciais ao longo do tempo.

Na seqiiéncia, apresenta-se um método para calcular o expoente de

Lyapunov para mapas unidimensionais.

Dado o mapa unidimensional

Tnt1 = f(zn), (2.7)

sejam dois pontos iniciais préximos xgy e yo e a distancia entre eles dg = |yo — o]
Admite-se que depois de uma iteragao a nova distancia seja 0; = |y; — x1|. Pode-se

relacionar dy e d; e as sucessivas distancias a partir de uma variagao exponencial,

(51 = 6)\1(50,
52 = 6/\251 = 6)\1+)\250,
571 = €>\"6n_1 = 6>\1+)\2+m+>\"(50 == em&) (28)

onde A = W mede a taxa exponencial média de expansao das trajetérias
vizinhas. Se A > 0, hd uma expansao do conjunto, se A = 0, o conjunto se mantém

e se A < 0, hd uma contragao. A relagao (2.8) permite escrever

| /(o) — f™(wo)| = ™6y
A= |y 29)

00

onde f™(zg) indica a n-ésima iteragdo de f(xg). Deve-se considerar uma distancia

inicial infinitesimal (0p — 0) e um numero infinito de iteragoes (n — 00)

‘ S (zo+60) =™ (%0)

A= lim lim L1In 5
n 0

n—00 §o—0

A= lim L n 42020
n dxg

n—oo

: (2.10)

logo A é por definicao o expoente de Lyapunov do mapa e constitui uma medida

de divergéncia exponencial (A > 0) ou de contragdo (A < 0), ndo dependendo da
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trajetoria vizinha, mas podendo depender do ponto inicial xy. Pela regra da cadeia,

d d
f(iUn—l) m

()

d$0

F(tns) - di]f(wo), (2.11)

dxnfl

onde z; = fi(xg) é o resultado da i-ésima iteragao do mapa a partir da condicio

inicial xy. Substituindo (2.11) em (2.10) obtém-se

T S/ ()]

=0

A= lim lln

n—00 N,

(2.12)

Pode-se separar o logaritmo do produtério em somas, e o logaritmo natural do
nimero de Lyapunov, expoente de Lyapunov, pode ser escrito como
1 n—1

A= lim = In|f(z)| (2.13)

n oo
L

onde n indica o numero de iteracoes em que o sistema é observado, f’ é a derivada
da lei de evolucao do sistema, que é calculada em cada ponto x; de uma orbita
gerada sob uma condicao inicial. Valores positivos para os expoentes de Lyapunov
(a0 menos um deles sendo positivo) indicam caos. Valores negativos indicam com-
portamentos convergentes, como periddico ou de ponto fixo. Valores nulos indicam

quase-periodicidade ou mudanga de comportamento (pontos de bifurcagao).

A teoria da bifurcacao esta sendo muito estudada em sistemas dinami-
cos e tenta-se encontrar mecanismos pelos quais sistemas mudam de um comporta-
mento simples para um comportamento complexo [30]. O aparecimento de caos em
sistemas dinamicos esta ligado a ocorréncia de bifurcagoes [29]. O processo de bi-
furcacao pode ser considerado como sendo a passagem de um estado de equilibrio
para um estado de comportamento periddico e, a seguir, para um estado de com-
portamento cadtico. Este processo depende da existéncia de um certo niimero de

variaveis, acopladas entre si, e com mudancas.

Para um mapa em R™, cada dérbita tem m nimeros de Lyapunov, que
medem as taxas da separacao do ponto atual da orbita ao longo das direcoes orto-

gonais no espaco de fases, diregoes estas determinadas pela dinamica do mapa. Um
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mapa de m dimensoes, pode ser escrito como x,11 = f(xy,), com z e f pertencentes

a R™. O espectro de expoentes de Lyapunov é definido por

n—1
(eM, e, ... etm) = nli_)rgo(médulo dos autovalores de [ J(z;))7, (2.14)
i=0
e pode-se escrever o expoente \ da forma
1 n—1
A= lim —1In {mo’dulo dos autovalores de [ [ J(a:i)}, (2.15)

onde J(z;) é a matriz Jacobiana do mapa calculada em z; = f*(xy), isto é

_ Ofi

(2.16)

Os expoentes de Lyapunov sao calculados para cada uma das m di-
mensoes ou variaveis de estado do sistema considerado. A secao seguinte apresenta o
mapa logistico que é um mapa nao-linear, de tempo discreto, de dimensao unitaria e

usualmente utilizado para ilustrar muitas das caracteristicas de sistemas dinamicos.

2.5 O mapa logistico

No final do século XVIII o nimero de pobres na sociedade inglesa
era consideravel e para entender tal fato, em 1798, Thomas Malthus publicou seu
“Ensaio sobre o principio da popula¢ao” [31]. Ele relacionou a populacao P, de
uma geracao n + 1 com a populacao P, da geracao n, supondo que a populacao
aumentava progressivamente na dependéncia de um fator de crescimento. Pode-se

escrever o modelo de Malthus como
P, =CP,, (2.17)

onden = 0,1,2, ..., indicam as sucessivas geracoes populacionais e C' o fator de cresci-
mento por geracao relacionado com a taxa de crescimento (taxa de natalidade menos

a taxa de mortalidade). Este modelo também descreve um crescimento exponencial
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ilimitado para C' > 1 e um decaimento até a extingao para C' < 1 [32]. Thomas
Malthus afirmava que a populagao crescia em uma progressao geométrica, enquanto
que os meios de subsisténcia aumentavam em uma progressao aritmética, portanto,
de forma mais lenta, justificando a escassez de alimento da época. Inspirado no
trabalho de Malthus, o matemadtico Pierre-Fragois Verhulst (1804-1849) questionou
o crescimento indefinido das populagoes e sugeriu que haveriam fatores de inibigcao
do crescimento. As populagoes chegariam a um valor maximo P,,.,, a uma taxa que
seria proporcional a diferenca entre o niimero maximo e o niimero atual de individuos
(Pmaz — P,). De acordo com o modelo apresentado na equagao (2.17), C' nao seria

mais uma constante, mas uma funcao de P,
C = k(Ppaz — Pn), (2.18)

de forma que

Poi1 = k(Poas — Po) Py, (2.19)

dividindo os dois membros da equagao (2.19) pelo nimero maximo de individuos
dessa populagao e denotando x,, = P,/ Ppax € 1 = k/ Paz, pode-se escrever a equagao

(2.19) na forma conhecida como mapa logistico:

Tpni1 = f(x,) = re, (1 — z,), (2.20)

sendo r > 0, x,.1 ¢ uma parabola de concavidade voltada para baixo com o seu valor
maximo em x = % Uma vez que nao faz sentido populacgoes negativas, este modelo
exige que 0 < 2o < 1e 0 <r <4. Dado um valor inicial zy obtém-se um valor x1,
para este valor, calcula-se x5, e assim por diante. Os valores de x sempre estarao
no intervalo entre 0 e 1. Dependendo do valor do parametro de controle r pode-se
evidenciar varios tipos de comportamento dinamico: o valor de x pode convergir
para um ponto fixo; ou oscilar entre 2, 4, 8, ... valores diferentes; ou ainda pode
varrer infinitos valores de forma a nunca retornar a um mesmo ponto. Por possuir

esta riqueza de comportamentos o mapa logistico ficou muito conhecido [30].

O mapa logistico apresenta comportamentos diferentes quando o seu

parametro de controle r for variado. A figura (2.1) mostra quatro comportamentos
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da dinamica do mapa logistico para diferentes valores de r partindo todos de uma
condicao inicial igual zo = 0,1. No mapa logistico, em que r = 2,8, a condicao
inicial evolui para o ponto fixo x* = 0,642891. Com parametro de controle r = 3, 3,
o sistema evolui para uma érbita de periodo 2, apresentando os z = 0,476158 e
x = 0,822753 para a variavel de estado. Com parametro de controle r = 3,5, o
sistema evolui para uma orbita de periodo 4 com os seguintes valores para a variavel
de estado x = 0,385327, x = 0,827013, x = 0,493294 ¢ x = 0,872818. Com r =
3,9, o mapa logistico apresenta sensibilidade as condigoes iniciais ou comportamento

caotico.

Para entender melhor estes comportamentos, é necessario um estudo
sobre a estabilidade de pontos fixos nos mapas analisados. Assumindo f(z*) = 2* na

equagao (2.20), chega-se aos pontos fixos 27 = 0 e 25 = 1—+. Como % =r(1-2x),

df (x)
dx

os valores associados a x] e x5 pela equagao v = sa0 73 =71 ey = 2 —r. Estes
pontos serao estaveis quando |y| < 1, e instdveis quando |y| > 1. Para 0 < r < 1,
x] = 0 é assintoticamente estdvel, logo x,, converge assintoticamente para z] = 0.
Em r = 1, ocorre uma bifurcacao e os pontos de equilibrio trocam suas estabilidades.
No intervalo 1 < r < 3, 7 = 0 é instavel, enquanto que z3 ¢ assintoticamente estavel
e x, converge para r5 = 1 — % Para r = 3 tem-se uma bifurcacao de duplicagao
de periodo, surgindo uma orbita estavel de periodo 2, ou seja, a érbita estavel deixa

de ser o ponto fixo e passa a oscilar periodicamente entre dois valores, que chama-se

orbita de periodo 2.

A identificacao dos pontos de periodo 2 se d4 assumindo que f*(z*) =
x*, sendo que f2(x,) = f(f(x,)). Para r = 3,45 a érbita de perfodo 2 fica instdvel
e sofre uma bifurcagao de periodo, gerando uma orbita estavel de periodo 4. A
medida que o valor de r aumenta, as bifurcacoes passam a ocorrer indefinidamente.
Para visualizar as bifurcagoes, constroi-se um diagrama de érbitas, onde sao salvas as
solugoes atratoras (os transientes sao eliminados). Tempo transiente corresponde aos

primeiros pontos da orbita que sao normalmente desprezados pois o que interessa na
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Figura 2.1: Comportamentos da dinamica do mapa logistico z,11 = rz,(1 — z,)
para diferentes valores de r e condigao inicial zo = 0, 1. (a) r = 2,8, 0o mapa logistico
exibe um ponto fixo atrator; (b) r = 3, 3, érbita de periodo 2; (¢) r = 3,5, érbita de

periodo 4; (d) r = 3,9, comportamento cadtico.
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dinamica é o comportamento final. A figura (2.2) apresenta o diagrama de drbitas,

onde pode-se observar a cascata de bifurcagoes e janelas de periodicidade.

Sabe-se que para o valor do parametro r = 4, o mapa apresenta
comportamento completamente cadtico. Para qualquer valor de r < 3, nao existem
orbitas periodicas com periodos maiores do que um. Para o intervalo 1 < r < 3,
qualquer condicao inicial que satisfaca 0 < z < 1 faz com que o atrator se aproxime
dex=1- % Para r = 3 ocorre um duplicacao de periodo, ou seja, aumentando o
valor de r aparecem érbitas de periodo 2, 4, 8,... até um periodo infinito préximo de
r = 3,56994, devido a orbita ficar instavel. No intervalo de 3,56994 < r < 4 o mapa

apresenta um comportamento que varia entre cadtico e janelas periddicas.

Conforme foi visto na secao anterior, os expoentes de Lyapunov sao
utilizados para calcular a taxa de divergéncia de trajetorias, quantificando a sen-
sibilidade as condigoes iniciais. A funcao que define o mapa logistico depende do
parametro de controle r. Entao, o valor de A também dependera desse parametro.
Ao se construir o grafico de r em funcao de A pode-se identificar para quais valores de
r tem-se dependéncia em relagao as condigoes iniciais (A > 0) e, portanto, sob quais
condigbes o sistema apresenta comportamento cadtico. Na figura (2.3) apresenta-
se a variacao do expoente de Lyapunov com o parametro de controle para o mapa
logistico. Observa-se que nos pontos de bifurcacao o expoente de Lyapunov é nulo,

nas regioes periddicas é negativo e nas regices cadticas é positivo.

Para observar com detalhes, estabelece-se uma relacao entre os dia-
gramas de bifurcagao, figura (2.3 a e ¢) e do expoente de Lyapunov, figura (2.3 b e
d) . Um expoente de Lyapunov negativo caracteriza um ponto atrator, pela figura
percebe-se que isto ocorre para valores iniciais de r, onde o valor do expoente esta
abaixo de zero, sendo apenas igual a zero nos pontos onde ocorrem as bifurcacoes.
Por outro lado, para r aproximadamente igual a 3,5 o expoente torna-se positivo,

e é a partir dai que surgem as primeiras Orbitas cadticas. Pode-se perceber através
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Figura 2.2: Diagrama de bifurcacoes para o mapa logistico, com uma condic¢ao inicial
igual a 0, 1 e 1000 iteracoes sendo 900 desprezadas. (a) panorama geral; (b) ampliagao

do intervalo 3,6 < r < 3,8 para visualizagao de janelas de periodicidade.
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da ampliacdo do intervalo 3,6 < r < 3,8, que na regiao clara (janelas), o expoente

torna-se negativo novamente, voltando logo depois a ser positivo.

Figura 2.3: (a) Diagrama de bifurcagdo do mapa logistico; (b) variacao do expoente
de Lyapunov; (c) ampliagao do intervalo 3,6 < r < 3,8; (d) variagdo do expoente de

Lyapunov.
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Capitulo 3

Rede de Mapas Acoplados

Neste capitulo serao estabelecidas definicoes para a rede de mapas
acoplados com ligacoes locais e nao-locais e para a rede de mapas acoplados onde a
interacao entre os sitios decai segundo uma lei de poténcia que sera objeto de estudo

neste trabalho.

3.1 Conceitos basicos

Redes de mapas acoplados foram introduzidos em Dinamica nao-linear
a partir de 1983 [4, 5, 8, 15, 34, 35]. Desde entao este tépico vem sendo objeto
de estudos por parte de varios grupos de pesquisa. As redes de mapas acoplados
representam sistemas nos quais os espago e o tempo sao discretos e a variavel de
estado é continua. Elas tém sido escolhidas com certa freqiiéncia para o estudo da
dinamica espaco-temporal, isto porque sua implementacao é mais simples em relagao

a sistemas de varidveis continuas.

A maior motivagao para o estudo das redes de mapas acoplados tem

sido a investigacao de caos espago-temporal. Caos espago-temporal é uma dinamica
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irregular, em um sistema deterministico espacialmente extenso, que ocorre no espago-
tempo e cujo grau de liberdade diverge quando o sistema aumenta [35]. Redes de
mapas acoplados sao sistemas que apresentam um ntmero finito de graus de liberdade
espacial. A cada grau de liberdade espacial pode-se atribuir uma variavel de estado
que caracteriza alguma propriedade fisica do sistema que varia com o espaco e o

tempo [25].

Uma rede de mapas acoplados pode consistir em um conjunto de N
sitios distribuidos espacialmente sobre uma reta (rede unidimensional), como mostra

a figura (3.1).

i=1 1=2 i=3 i=4 i=N

Figura 3.1: Rede N-dimensional.

A cada sitio da rede é atribuida uma variavel de estado continua x(¥,
onde 7 =1,2,..., N é o indice que identifica o i-ésimo sitio numa rede unidimensional
com N sitios. O tempo é discretizado na forma usual n = 0,1,2, ..., tal que (9
seja a variavel de estado do sitio ¢ no tempo n. A evolucao de uma variavel de
estado é governada pela dinamica local, regida por um mapa x — f(z) que avanga
discretamente no tempo e pelo acoplamento a outros sitios por meio de uma certa

prescricao [25].

O conjunto das condigoes iniciais para os sitios da rede pode ser um
conjunto aleatoriamente distribuido, por ser esta uma situagao interessante quando
se estuda comportamentos mais gerais da rede. Quanto as condigoes de contorno
impostas sobre a rede de mapas acoplados, varias formas podem ser usadas: fixas,
livres, periddicas, mistas. Nesta dissertacao sera tratado apenas o caso em que a rede

¢ unidimensional com condicoes iniciais aleatdrias e condigoes de contorno periddicas,
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de modo que o ultimo sitio da rede sera considerado vizinho do primeiro. A figura
(3.2) mostra uma rede com condi¢do de contorno periédica constituida por cinco

sitios.

1=5

. i=2
1=

1=3

Figura 3.2: Rede com condicao de contorno periédica. Representacao para N =5

A evolugao dinamica da varidavel de estado de um sitio é dirigida pelo
tipo de mapeamento efetuado no sitio e pela intensidade e forma do acoplamento
do mesmo com os demais sitios da rede. Estas duas varidveis sao responsaveis por
todo e qualquer tipo de comportamento coletivo exibido pela rede. O acoplamento
é responsavel por fazer com que um grande nimero de sitios interajam enquanto
evoluem no tempo, gerando através de suas varidaveis de estado, estruturas espaciais

que contribuem para influenciar a dinamica temporal [36].

3.2 Formas de acoplamento

Existem na literatura diversas formas de se fazer o acoplamento em
uma rede, e podem ser citados acoplamentos locais, nao-locais, lineares e futuros.

Nos acoplamentos locais a dinamica de cada sitio depende apenas dos vizinhos, en-
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quanto que acoplamentos nao-locais possuem sitios que sao influenciados por sitios
distantes. Dentre os acoplamentos locais, os de maior interesse e mais encontrados
na literatura sao: acoplamento aditivo, acoplamento total ou bidirecional, acopla-
mento unidirecional e acoplamento Laplaciano ou difusivo. Um tipo genérico de

acoplamento local é dado pelo termo de acoplamento
O, 101 (20)) = 209 («) + eng («)) + g () (3.1)

onde o vetor &= (eq, eg, €1,) é chamado de nicleo do acoplamento. Podem-se destacar
quatro casos interessantes: acoplamento aditivo: €9 = 0, eg = £r; acoplamento
Laplaciano ou difusivo: —% = er = €r; acoplamento totalistico: g = —3,er =€ =
1 . . . . . _ _ . . . .

3; acoplamento unidirecional: —eq = €1, eg = 0. Para o caso unidirecional o sistema
possui difusao assimétrica, enquanto que os outros possuem difusao simétrica. O
acoplamento Laplaciano é o mais utilizado nos estudos de redes de mapas acoplados
localmente

22 = o(x?) + £ [o(ai) = 29(o10) + 9 o). 32

onde € ¢ a intensidade do acoplamento. O nome é decorrente do fato que o termo

de acoplamento pode ser considerado como a discretizacao de uma derivada segunda

espacial

0%g(x 1 i1 i i1
agx(Z) . §[g(x< ) = 29(2?) + g ()] (3.3)

onde o parametro de rede espacial é igual a um: Az = (i+1)—i = 1. Estas derivadas
ocorrem em termos difusivos de equagdes de reagao e difusao [25]. A fungao g(x)
define a dinamica de acoplamento e existem dois casos de interesse, o acoplamento
linear, g(z) = x e o acoplamento futuro, g(x) = f(z). O acoplamento futuro tem
como vantagem o fato da variavel de estado em cada sitio permanecer dentro do
mesmo dominio que teria o mapa isolado. Como exemplo, o acoplamento laplaciano

futuro é dado por

CUgj—)i-l = f(J?,Z’)) + %[f(xs_1)> _ 2f<xnl)) + f(l‘g—’_l))}
ath = - (el?) + Sl + 1 ()] 39



O acoplamento global é um caso extremo de acoplamento nao-local,
onde todos os sitios interagem entre si. Um acoplamento global justifica-se, por
exemplo, numa simulacao computacional de uma rede neural, onde cada unidade
(neur6nio) interage com uma grande quantidade de outras unidades. Existem, ainda,
acoplamentos nao-locais de alcance variado, isto é, o acoplamento leva em conta
a distancia de um sitio ao outro. Este é o caso do acoplamento do tipo lei de
poténcia, que serd utilizado em uma rede de mapas acoplados e também serd o tipo
de acoplamento estudado, sendo de grande interesse e discutido com mais detalhes
[19, 22, 23]. O acoplamento do tipo lei de poténcia foi estudado por Rogers e Wile
[38] para uma cadeia de osciladores e, estendido por Viana e Batista para redes de

mapas acoplados [39].

De forma geral, a equacao que define uma rede unidimensional de

mapas acoplados ¢é
ri = f(@)) + V), (3.5)
onde C'” é um termo genérico de acoplamento, que pode depender de todos os sitios,

inclusive o proprio sitioi e 7 =1,2,3,..., N — 1.

Na literatura sobre rede de mapas acoplados, qualquer rede em suas

N componentes pode ser escrita na forma de um mapa N-dimensional, ou seja,

(N)

Tpy1 = C(z,) onde x, = (z(V 22 0

) representa um vetor N-dimensional
(z,, € RN) que evolui a tempo discreto. O conjunto das componentes deste vetor em
um instante de tempo é denominado de perfil da rede ou distribuicao espacial dos

T,

3.3 Acoplamentos usuais

O acoplamento entre os sitios pode ser resumido em dois tipos: local

e nao-local. No acoplamento local, cada sitio ¢ estd acoplado somente com os sitios

25



vizinhos mais proximos ¢ — 1 e i+ 1. Como exemplos deste caso, pode-se citar a rede

descrita pela equacao

SLF@) + Fal D), (3.6)

it = (1—e)f(al) +
que é um exemplo particular chamado de rede difusiva de mapas acoplados, a rede

com acoplamento aditivo

2y = F@D) 4 e[f (D) + f(alitD)), (3.7)

e a rede com acoplamento unidirecional

2y = (1= o) f(al?) +ef(aliD), (3.8)

sendo que nesta rede a interagao ocorre de maneira assimétrica.

No acoplamento nao-local cada sitio ¢ pode estar acoplado com um
nimero de sitios mais distantes. Um exemplo deste caso, e que sera utilizado neste
trabalho, é o acoplamento cujo alcance da interagao ¢ variavel. Em particular, con-
sidere que a interacao entre os sitios vizinhos decai com a distancia na rede segundo
uma lei de poténcia [19, 20, 22, 23]. Pode-se afirmar que quanto mais afastados os

sitios estiverem, menor a sua influéncia com o sitio ¢ considerado.

O acoplamento do tipo lei de poténcia é dado por

!

= 0 =af (o) + S S ) ()] 69

J=1 J°
onde os parametros ¢ (0 > 0) e € (0 < ¢ < 1) controlam o alcance da interagao
entre os sitios da rede e a intensidade do acoplamento. O somatério expressa a
contribuicao dos sitios a esquerda e a direita de um sitio ¢ considerado e n representa

um fator de normalizacao

1 1 1 1
=2 — 4+ — 3.10
]ZIJ ( +20+30+ +N/J> ( )
onde N’ = ¥=1 para N= tamanho da rede com N um ntmero impar. A equacio

(3.9) exibe dois limites interessantes, cada um caracterizando um tipo especial de
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interacao dentro da rede. O acoplamento tipo lei de poténcia pode ser considerado

como uma forma de interpolagao entre os casos limites, que sao o global e o local.

Se 0 = 0 entao

_22

1 1 1 1
Jlj ( .

a equagao (3.9) torna-se:

il = <1—e>f<xff>>+N‘i f () + ) +

Fai™D) + @) o fal ™)+ fa, ). (3.12)

N-1

Considerando que N’ = =5

e que as condicoes de contorno sao peridédicas a soma
entre colchetes, representa a soma sobre todos os sitios da rede com excegao do sitio

i. Assim, a equagao (3.12) pode ser escrita como

2 = (1= f ) + Z Fa). (3.13)

J=1,j#i

Este resultado, conhecido como acoplamento do tipo campo médio, representa um
caso extremo de acoplamento nao-local pois cada sitio ¢ interage com o valor médio
de todos os sitios da rede. A intensidade de acoplamento € pode assumir um valor
no intervalo [0,1], N é o tamanho da rede e i é a posigao de cada sitio na rede,
sendo?=1,2,3,..., N, xg) sao as variaveis de estado calculadas no tempo discreto,

e f: R — R é um mapa em geral com dinamica cadtica.

Se 0 — 00, entao

1 1 1 1
) =2 — =24+ — 4+ — 4+ ...+ =2 3.14
]ZI ] ( 20 3(7 Nla) ( )
e somente o termo j = 1 permanece no somatério no termo de acoplamento da

equagao (3.9). Considerando que n — 2, obtém-se a equagao para uma rede de

mapas acoplados com interacao simétrica

= (=) + S + R 4
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onde somente os primeiros vizinhos ¢ — 1 e 7 4+ 1 contribuem para o termo de acopla-

2y = (1 —e)f(al)) +

mento. A intensidade de acoplamento € pode assumir um valor no intervalo [0, 1]. O
fator 2 que divide o parametro de acoplamento normaliza a equagao e i é a posicao
de cada sitio na rede, sendo i = 1,2,3,..., N. Este resultado representa o caso de

acoplamento local.

O acoplamento do tipo lei de poténcia é interessante porque consi-
dera os tipos de ligacoes mais provaveis de ocorrerem em sistemas reais como redes
neuroldgicas [43] ou em sistemas com de comportamentos ferromagnéticos [44]. Este
tipo de acoplamento também foi estendido por Viana e Batista para uma rede de

mapas acoplados [42].

Acoplamentos nao-locais sao importantes para o estudo e compreen-
sao da arquitetura de redes neurais com producao local de informagao [42], também
podem ser estudadas na discretizacao de algumas equagoes integro-diferenciais par-
ciais modelando reagoes fisico-quimicas [43]. De forma geral, modelos de redes de
mapas acoplados tém servido para observar fenomenos ocorridos em fluidos e plasma,

como, por exemplo, propagacao de sélitons, turbuléncia, entre outros [44].

3.4 Dinamica local da rede

Quanto a escolha da dinamica local, existem diversos mapas que po-
dem representar a funcao f(z). A dinamica local tem sido investigada por meio de
mapas de baixa dimensionalidade bem conhecidos. O exemplo mais estudado é o

mapa logistico expresso por f(x) = rz(1 — z) [30] onde = € [0,1] é a varidvel de
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estado, r € [0,4] é o parametro de controle do mapa. Outro exemplo de dinamica
local seria 0 mapa do seno-circulo f(z) =z 4+ w + fsen(2rz) (mod. 1) [45], onde
z € [0,1] é uma varidvel angular (fase), 0 < w < 1 uma freqiiéncia natural, e
K > 0 um parametro de nao-linearidade. Mapas lineares por partes, como o mapa
de Bernoulli f(z) =2z (mod. 1), o mapa da tenda f(z) = a|3 — |z — 5||, também
merecem destaque. O moédulo 1 na equacao do mapa de Bernoulli significa que a
cada iterada do mapa, subtrai-se o valor obtido da unidade até que o préximo valor

a ser iterado seja menor que 1.

Quanto a mapas bidimensionais, as investigagoes tem se concentrado
no mapa de Hénon f(z,y) = (a — 2* + by, x) e no mapa padrao de Chirikov-Taylor
Pni1 = pn + Ksen(0,41), 0,11 = 0, + p,, [25]. Pode-se classificar o tipo de dinamica
local em relagao aos mapas como homogéneas, quando os mapas sao idénticos em
todos os sitios e nao-homogéneas, quando ocorrem mudancgas nos parametros dos

mapas ou ocorrem mapas diferentes.

3.5 Rede de mapas acoplados com interacao de

longo alcance

A rede estudada nesta dissertacao é dado pela equacao

ra = (1=e)f@@d)+

o) 2 @) g, )

onde 0 (0 > 0) e e (0 < e < 1) sdo os parametros que controlam o alcance da
interacao entre os sitios da rede e a intensidade do acoplamento respectivamente, n
e i sdo indices de tempo e espago discretos [9]. O modelo tem sido estudado no caso
totalmente acoplado, isto é, para j,(¢) = m com M = Y=L e n(o) =230, L.

A varidvel m corresponde a varidvel j e o valor de M corresponde a N’. M indica
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o tamanho da rede, um ntmero sempre impar, para que se observe a simetria na
rede. Fazendo as substituicoes adequadamente percebe-se que a expressao para o
acoplamento do tipo lei de poténcia é a mesma representada em (3.9)

™)+ fla ). (3.18)

() S
Ty = (1—¢)f(z z:: m—
Escrita desta forma tem-se novamente a expressao para o acoplamento tipo lei de
poténcia usual, bem conhecido na literatura [19], o qual foi estudado tanto numérica
quanto analiticamente através da sua dinamica de sincronizacao. Dos trabalhos
existentes na literatura, sabe-se que para este sistema, quando ¢ = 0 existe um
comportamento de acoplamento global, ou seja, todos os sitios interagem entre si e

quando o — o0 o acoplamento ¢ local, ou seja, onde apenas os primeiros vizinhos

interagem no acoplamento da rede.

Nesta dissertagao, considera-se uma versao de (3.17), onde j,,(¢) =
g™ — 1, com ¢ valores escolhidos tais como ¢ = 2, ¢ = 4 e ¢ = 8 [9]. A soma na
equagao (3.17) estende-se para M = log, 5 e n(o) = 230 .—)]a é o fator de
normalizacdo. A razao para a escolha de j,,(¢) = ¢™ — 1 tem a vantagem de ser
conveniente do ponto de vista computacional, pelo fato de existir uma quantidade

menor de ligacoes do sitio considerado com os demais sitios da rede.

A rede aqui estudada é representada como em (3.9), uma rede de
acoplamento de longo alcance, onde cada sitio é governado por um mapa logistico

dado por

2i—a"+1) (i+¢™—1) .
n(o) 7= (@™ — 1)0[f( n )+ flan ), (3.19)

onde adota-se a condicdo de contorno periédica z® = z(¥*9 de modo que o 1ltimo
sitio da rede é considerado vizinho do primeiro. O tamanho N da rede dado pela
expressao N = 2¢M depende da escolha de ¢ e de M. Pode-se observar que o nimero

de sitios da rede é um nimero par. A equagao (3.19) representando o sistema em
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estudo, é mostrada através de um esquema grafico na figura (3.3), onde foi utilizado
q = 2 e M = 2 para obter uma rede de oito sitios ou N = 8. Decidiu-se inicialmente,
estudar uma rede de tamanho menor e esta, por sua vez, foi a escolhida. Nesta
rede cada sitio deve ser acoplado diretamente a outros quatro, sendo dois destes
acoplamentos com os vizinhos da esquerda e dois com os vizinhos da direita, e isto
fica atribuido ao valor dado para M. O valor de ¢™ indica a posi¢ao de cada sitio
em relacdo ao sitio considerado. As ligacGes foram representadas para um tunico
sitio para que a figura nao ficasse com muitas linhas. Cada ligagao corresponde a
um acoplamento de menor intensidade quanto mais afastados os sitios acoplados se

situarem.

1=5

Figura 3.3: Ilustragao para uma rede do tipo (3.17), com j,,(¢) = ¢™ — 1 e condigao

de contorno periddica, g =2, M = 2 e N = 8 sitios.

Num primeiro momento, procurou-se deixar fixo o valor para ¢ sendo
este igual a 2 e variar o valor para M, utilizando 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 e obter a
representacao grafica da varidvel () pelo sitio i. Utilizou-se somente o valor 2 para

q porque para valores maiores que 2 a rede cresce rapidamente.
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Um dos objetivos deste trabalho é o de identificar no espaco de
parametros as regioes onde existe sincronizagao e as regioes onde nao existe sin-
cronizacao. A sincronizacao é um processo de comportamento coletivo. Em uma
rede de mapas acoplados, a sincronizacao acontece quando todos os sitios possuem
o mesmo valor para a variavel de estado em um instante de tempo n. Considerando
uma rede de 8 sitios com ¢ = 2, M = 2 e r = 4 para o parametro de controle do mapa
logistico, porque para r = 4 o mapa possui comportamento completamente cadtico,
esta rede pode apresentar comportamento nao sincronizado ou sincronizado, depen-
dendo dos parametros o e €. Estudou-se inicialmente o caso da rede ter o parametro
o = 0,0 e o parametro ¢ varidvel. A figura (3.4 a), na qual foi utilizada ¢ = 0, 1,
mostra o perfil de uma rede de mapas acoplados onde nao ocorre sincronizacao, isto
é, as variaveis de estado nao possuem o mesmo valor. Para ¢ = 0,7, pode-se observar
na figura (3.4 b) que se verifica a sincronizacao de caos 2V = 2(2) = 28 = = (V)

A sincronizacao de caos serda abordada mais detalhadamente nas proximas secoes.
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Figura 3.4: Perfil de uma rede de mapas acoplados de tamanho N = 8 sendo g =2 e
M = 2, considerando 40050 iteragdes e 40000 desprezadas. (a) comportamento nao
sincronizado parar = 4,0, 0 = 0,0 e e =0, 1. (b) comportamento sincronizado para

r=400=0,0ee=0,7.
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Capitulo 4

Sincronizacao de caos

Neste capitulo sera abordado o estudo espago-temporal de uma rede
de mapas acoplados com interagao de longo alcance, verificando as condicoes para a
existéncia da intermiténcia e da sincronizacao de caos através de seu parametro de

acoplamento.

4.1 Sincronizacao

Acoplamentos nao-locais em sistemas espacialmente estendidos per-
mitem que a interagao se estenda a varios sitios, favorecendo a ocorréncia de um
fenomeno coletivo bastante estudado, a sincronizagdo. A sincronizacao pode ser en-
tendida como o inicio do estudo da complexidade espago-temporal, uma vez que
considera redes que sao compostas de véarios sitios. A sincronizacao de caos se refere
a processos de ajuste entre dois ou mais sistemas cadticos para um comportamento
comum devido ao acoplamento entre eles [18]. O estudo de ritmos sincronizados ¢ im-
portante devido a sua aplicabilidade em estudos fisioldgicos, biolégicos, tecnoldgicos,
entre outros. Células nervosas, por exemplo, geram locomocoes sincronizadas com

fases definidas dependendo da relacao entre suas espécies e seus deslocamentos. Em
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geral, o estudo de oscilagoes sincronizadas é importante para analisar os efeitos dos
estimulos em ritmos fisiopatolégicos intrinsecos [47]. A sincronizagao cadtica tem se
tornado um campo de pesquisa importante, especialmente por suas aplicagoes em
controle e comunicacoes seguras e tem sido observada em varios arranjos experimen-

tais desde laser até reacoes quimicas [9].

Em uma rede de mapas acoplados, pode-se observar a sincronizacao
parcial que é caracterizada pela existéncia de platos possuindo sitios com o mesmo
valor da variavel de estado em um dado instante de tempo n, ou seja, :cff) = xﬁf“) =
r(+2) = = z0+0 sendo k a extensdo do platd e k € Z. Do ponto de vista
experimental, esta igualdade deve ser observada a menos de uma certa tolerancia.
Sei=1e k=N —1, entao a rede estard sincronizada em amplitude, fenomeno co-
nhecido como sincronizacao completa de amplitudes. Nesta situagao, o perfil da rede
¢ uniforme. Se a sincronizacao persiste enquanto o tempo evolui, toda a dinamica da
rede que esta contida em um espaco de fase de dimensao NN, passa a residir em um

subespago de dimensdo um (variedade de sincronizagao S), portanto, de dimensao

inferior.

Para que um sistema possua sincronizagao completa, é necessario a
presenca de uma variedade de sincronizacao. Variedade é um conjunto que local-
mente tem a estrutura do Espaco Euclidiano e é freqiientemente encontrada como
uma superficie N-dimensional imersa no espago real de ordem N [48]. A variedade
é um hiperplano onde se verifica a estabilidade do estado sincronizado caso ocorra
um pequeno deslocamento transversal, decaindo com o tempo, para esta variedade
[49]. Como um outro exemplo, pode-se supor dois sistemas acoplados cujas varidveis
de estado sejam x; e x4, existindo sincronizacao entre eles, haverd uma variedade de

sincronizacao representada por uma reta de 45° no plano, ou seja, x; = .

Quando a rede estd completamente sincronizada o valor da variavel
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de estado é comum a todos os sitios, ou seja,

20 = 2@ — 4

n —_— .

=M = (4.1)

e como este estado é uma possivel solucao para uma rede com acoplamento de longo
alcance e substituindo na equagao (3.9), resulta em
N
S = (L= () + o S 2F(s)] = ). (42)
n(o) = J°

Assim, tomando r = 4,0, s, evolui caoticamente a medida que n varia. Esta situacao
é conhecida na literatura como sincronizacao de caos. Por outro lado, se s,, evolui de
forma periédica no tempo ocorre a sincronizagao periddica [46]. O resultado anterior
mostra que, independente do valor de r, a variedade de sincronizagao S é invariante
sob a aplicagdo do mapa f(s,). Qualquer condi¢ao inicial xéi) para a rede que
pertenca a S gerard padrdes espaco-temporais z() que residem em S para todos os
tempos n [20]. O processo de formagao e aumento no nimero de platos sincronizados
¢é observado quando se aumenta a interagao na rede entre os mapas acoplados, o que
é conseguido através do decréscimo de o e do aumento no parametro de acoplamento

€. Neste processo, pode-se chegar na sincronizacao completa e, desta forma verificar

como isso acontece.

A sincronizacao em uma rede de mapas acoplados pode ser verificada
através de diagnésticos nimericos [19, 20]. Para uma rede de mapas acoplados pode-
se usar como diagnostico de sincronizacao a dispersao das amplitudes do perfil da
rede, em relacdo a sua média espacial < z >,= + >~ z{), em um certo instante de

tempo n,

(NI

1 X
(0)n = [7 Y- <z > (4.3)
N-135
Neste caso, o estado sincronizado é reconhecido quando a dispersao em torno da
média espacial é nula [18].
Um outro diagnéstico para a sincronizacao de amplitudes para a rede

(3.9) é proporcionado pelo parametro de ordem complexo z,, introduzido por Ku-
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ramoto [19, 50], e adaptado para rede de mapas acoplados como
N
zn = Ry, exp(2mig,) = Z exp(2miz)), (4.4)

onde as quantidades R, e ¢ representam, respectivamente, a amplitude e o angulo
de um vetor de fase em um instante de tempo n de uma rede unidimensional com
condigoes de contorno periddicas. A equagdo (4.4) é composta pelo termo com-
plexo exp(2miz¥)) que fica expresso pela relagdo de Euler. Como exp(27rila:£f)) =
cos(2rz9)) +isen(2mx()), calculando o médulo [(cos(2mz7))? +sen(27rx7(f))2} * ¢ sub-

stituindo em (4.4) resulta em

{ Zcos omal Zsen (2mz))? } 1. (4.5)

7j=1

O parametro de ordem ¢é utilizado para caracterizar os estados completamente sin-
cronizados, ou seja, quando os sitios possuem o mesmo valor de (). Neste caso a
grandeza do parametro de ordem é igual a um para todo o tempo, com fase cons-
tante [39] e diz-se, entdo, que o sistema estd completamente sincronizado. Para
mapas desacoplados tem-se um padrao em que as amplitudes dos sitios sao nao cor-
relacionadas, que podem ser consideradas como variaveis aleatérias. Para este caso, o
parametro de ordem é menor do que um (R < 1). Quando considera-se sincronizagao
completa, espera-se que a grandeza do parametro de ordem tenha um valor constante

igual a um.

Através da pesquisa constatou-se que as redes com ¢ =2 e M =1,
N =4 sitios, g =2e¢ M =2, N = 8 sitios, ¢ =2 e M = 3, N = 16 sitios apresentam
sincronizagao de caos e o parametro de ordem é igual a um. A figura (4.1) mostra o
comportamento da rede com ¢ = 2, M = 2 e N = 8§ sitios através deste parametro,
para dois diferentes valores da intensidade do acoplamento . E possivel verificar que
para o valor de ¢ = 0,7, a rede possui comportamento sincronizado, enquanto que
para um valor de € = 0, 1, a sincronizacao nao ocorre. Dessa forma, para valores da
intensidade de acoplamento menores que um determinado valor, a rede possui um

comportamento nao sincronizado. Este valor sera determinado posteriormente.
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1,2 T T

Figura 4.1: Parametro de ordem versus tempo para uma rede de mapas logisticos
acoplados, sendo N = 8, o tamanho da rede, » = 4,0, o parametro de controle, con-
siderando 100 iteragoes. O gréafico com circunferéncias corresponde a sincronizagao

para € = 0,7 e com quadrados corresponde a nao sincronizacao para € = 0, 1.
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Varias simulagoes foram feitas com o objetivo de se determinar um
valor para o tamanho da rede que apresentasse o comportamento que se pretendia
investigar, neste caso uma regiao de sincronizagao da rede, no espaco de parametros.
Com o tamanho da rede definido, N = 256 passou-se a estudar a dinamica do
sistema através de seus possiveis estados sincronizados variando os parametros, € de
acoplamento, o de alcance e r de controle do mapa logistico utilizado como dinamica
local da rede. O valor utilizado para o parametro de controle r passa a ser 3,69, valor
este definido porque encontra-se no intervalo 3,6 < r < 4,0, onde o mapa apresenta

um comportamento que varia entre cadtico e janelas periodicas.

Considerando-se ¢ = 2 e M = 7, o tamanho da rede é dado por
N = 2¢M sendo neste caso, N = 256 o tamanho da rede utilizado neste trabalho. A
partir da figura (4.2) é facil caracterizar os estados nao sincronizado, intermitente e
sincronizado fazendo o parametro e assumir trés diferentes valores. Na figura (4.2
a) nao ocorre sincronizagao de caos pois R é menor que um para todo o tempo n.
Quando os sitios oscilam de modo irregular, estando em alguns instantes de tempo
nao sincronizados e em outros instantes sincronizados, o parametro R oscila exibindo
comportamento de intermiténcia, figura (4.2 b). Quando todos os sitios da rede estao
sincronizados em todo instante de tempo, R nao oscila com o decorrer das iteragoes

e é igual a um, figura (4.2 ¢).

Utiliza-se a média temporal do parametro de ordem para analisar o
comportamento dessa grandeza com a variagao dos parametros do sistema. O valor

médio é calculado pela expressao

R, = E— > Ry, (4.6)

N2 =M pi

sendo desprezadas n; iteragoes transientes. Na expressao, ni e ny indicam o tempo.

A figura (4.3) exibe um intervalo de valores para a intensidade do
acoplamento ¢ que vai de 0,7 a 0,85 aproximadamente, onde o parametro de ordem

médio torna-se constante e igual um, o que como ja foi mencionado, caracteriza a

39



076 T T T T T T

04 H "

0,2 -

0 20 40 60 80 100 120

0 20 40 60 80 100 120

08+ -

04+ —

Figura 4.2: Parametro de ordem versus tempo para uma rede de mapas logisticos
acoplados do tipo (3.19), com j,,(¢) = ¢ — 1l paraqg=2e M =7 ,r = 3,69 o
parametro de controle, considerando 120 iteragoes. (a) o = 0,0 e € = 0,01 carac-
terizando o estado nao sincronizado; (b) o = 0,0 e € = 0, 7 caracterizando o estado

intermitente; (¢) 0 = 0,0 e € = 0,75 caracterizando o estado sincronizado.
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presenca de um estado sincronizado.

1,2 T T T T T

0,8 — —

0,4

Figura 4.3: Parametro de ordem médio versus intensidade de acoplamento para uma
rede do tipo (3.19), com j,,(¢) = ¢™ — 1 de tamanho N = 256, r = 3,69 e 0 = 0,0

com 100000 iteracoes e 50000 iteracoes transientes desprezadas.

Pode-se observar na figura (4.4) a dependéncia do parametro de ordem
médio R,, com o parametro que controla o alcance. No intervalo 0 < ¢ < 0,1, com

e = 0,75, a rede apresenta sincronizacao de caos.

A figura (4.5) mostra o comportamento da rede com a variagao do
parametro de controle » do mapa logistico, para as redes de tamanho N = 8 e

N = 256 que estao sendo usadas neste trabalho. Para a rede de tamanho N = 8,
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Figura 4.4: Parametro de ordem médio versus alcance da interagao para uma rede de

tamanho N = 256, r = 3,69 e ¢ = 0,75 com 100000 iteracoes e 50000 desprezadas.
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considerando € = 0,75, 0 = 0,0, a mesma apresenta o estado de sincronizagao para
todo r. Para a rede de tamanho N = 256, e utilizando as mesmas condigoes descritas,
observa-se o mesmo comportamento, porém, para determinados valores de r, a rede

sal do estado sincronizado.

1,2 T T T T

0,8 — ]

o' 0,6 — —

0,4 — —

0,2 — —
()

3,6 3,7 3,8 3,9 4
1’2 T I T I T I T

0,8 —

o' 0,6 — —
0,4 — —

021 (b) -

Q
3,6 3,7 3,8 3,9 4

Figura 4.5: Parametro de ordem médio versus parametro de controle para uma rede:
(a) de tamanho N =8 e e = 0, 75; (b) de tamanho N = 256 e ¢ = 0, 75, com 100000

iteracoes e 80000 desprezadas.

Para determinados valores de € e de o, ocorre a formacao de platos de
sincronizacao ao longo do tempo. Estes platos sao estruturas que se mantém cons-

tantes no tempo, isto é, com o passar do tempo o sistema continua com o parametro
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de ordem igual a um, no entanto, em alguns momentos, o sistema sai desse estado
apresentando estouros, ou seja, o estado sincronizado ¢ perdido durante um intervalo

de tempo.

A sincronizagao completa no regime cadtico, segundo pesquisas re-
centes [19], ocorre na forma de uma transigdo via intermiténcia. O termo inter-
miténcia foi usado em dinamica dos fluidos para descrever sinais de investigacao
em fluidos que alternavam entre porgoes suaves e porgoes que possuiam explosoes,
interpretadas como estados laminares e turbulentos no fluido [56]. A transi¢ao via in-
termiténcia é observada quando a intensidade de acoplamento entre os sitios da rede
atinge um certo valor. O valor critico encontrado para a rede em estudo, N = 256,

=2 M=7,06=0,0er=3,69 ¢éc=0,669. O valor critico é aquele que separa a
regiao onde a rede nunca sincroniza completamente da regiao onde a rede apresenta

sincronizacao completa apds um certo transiente.

Delimita-se no espaco de parametros, o versus €, as regioes onde
ocorre ou nao a sincronizagdo de caos. Na figura (4.6) pode-se observar 2 regioes:
a regiao branca, onde nao hé sincronizacao e 0 < R < 1, e a regiao preta, onde
ha sincronizacao, e R = 1. Observa-se que o tamanho da rede, com os demais

parametros fixos, faz com que a area da regiao de sincronizacao diminua.

Para verificar a variacao do comprimento da regiao de sincronizacao
de caos considerou-se valores de € préximos do valor 0,75 e uma média dos pontos
(0,¢) foi realizada para diminuir os erros de flutuagdes. Utilizou-se os tamanhos das
redes N =8 N =16, N = 32, N = 64, N = 128 e N = 256 para se encontrar
um alcance de interacao o que fosse maximo, onde ocorre a sincronizacao. Fez-se
a intensidade de acoplamento variar no intervalo de 0,75 < ¢ < 0,78 o que pode
ser verificado na figura (4.7). Os valores encontrados para ¢ foram: 2,96; 1,184;
0,689; 0,421; 0,249 e 0,134, respectivamente, de acordo com os tamanhos das redes

citadas anteriormente. Esta distribuicao é adequada por um ajuste que segue uma
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Figura 4.6: Intensidade do acoplamento versus alcance da interacao para a rede de
tamanho, (a) N = 8, (b) N = 256 sitios, » = 3,69 com 100000 iteragoes e 50000
desprezadas. Na regiao branca nao ocorre sincronizagao de caos e na regiao preta ha

sincronizacao de caos.

45



lei de poténcia. O ajuste dado pela equacao Ao = aNP, fornece o = 14,595 e
0 = —0,85108, sendo —0,9944121 o coeficiente de correlacao dos dados observados.

Figura 4.7: Comprimento da regiao de sincronizacao versus tamanho da rede para
100000 iteracdes e 50000 desprezadas como transiente. A equacio Ao = aNP,
fornece a = 14,595 e B = —0,85108, sendo —0, 9944121 o coeficiente de correlacao

dos dados observados

4.2 Distribuicao de tamanho dos platos

Nesta segao sera tratado o caso da rede ter o parametro o fixo e o

parametro € variavel.
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Em um sistema deterministico é comum, para alguns valores de para-
metros, que exista um comportamento intermitente do sistema. Um sistema in-
termitente, nao vai, ao longo do tempo, ter sempre um comportamento constante,
sendo que em alguns intervalos de tempo ele passa a ter estouros. Estes estouros sao
uma das caracteristicas de estados intermitentes, eles ocorrem entre comportamen-
tos periodicos, chamados laminares, e acontecem quando um parametro é variado,
chegando a um valor critico. Como ja mencionado, o valor critico encontrado para a
rede de tamanho N = 256 foi € = 0,669, o qual sera utilizado para a determinacao

dos tamanhos dos platos de sincronizagao.

O tamanho das regioes laminares ou platos existentes em um com-
portamento intermitente é determinado pelo tempo 7 em que o sistema permanece
nesta regiao. Supondo um sistema onde o tempo é uma varidvel discreta, o menor
comprimento de uma fase laminar é dois, assim, quando um valor menor que este ¢é
atingido, considera-se que nao existe regiao intermitente, ou seja, o sistema estd nao
sincronizado. Quando o tempo 7 é o maximo utilizado para a iteracao da rede, existe
apenas uma grande regiao laminar, e o sistema atinge seu estado sincronizado. Na
regiao onde a intermiténcia ocorre, essas fases laminares variam entre dois e o valor
maximo, sendo intercaladas por regioes de estouros que indicam a saida do sistema

da variedade de sincronizagao [37].

Quando aumenta a diferenca entre o valor do parametro € e seu valor
critico, a duragao média dos estados laminares diminui e os estouros ocorrem com
mais freqiiéncia. No comportamento intermitente, os tamanhos das regides laminares
sao relacionadas com os valores de €. Tal comportamento permanece estavel no
tempo para um valor de € desde que este nao chegue ao valor critico, que por sua

vez, indica o limite desta fase.

Os platos, ao qual associa-se um comprimento, estao indicados na

figura (4.8) que representa a evolucao temporal da rede de tamanho N = 256. Os
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tamanhos destes platos correspondem ao nimero de iteragoes com R = 1 e considera-
se aqui que o menor plato é de tamanho dois. O parametro de ordem pode evoluir
constituindo uma regiao laminar e por sua vez, evoluir através de explosoes apresen-
tando R < 1. O comprimento 7 é associado ao periodo de tempo em que R = 1,
continuamente. O resultado desta rica dinamica temporal associada a presenca de
uma extensao espacial é a intermiténcia, ou seja, um regime onde regioes laminares

e cadticas coexistem no espago e no tempo, como mostra a figura (4.8).

0,98

0,96

0,94 —

0’92 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
7000 7500 8000 8500 9000 9500 10000

n

Figura 4.8: Sucessao de regioes laminares e cadticas registradas a partir do instante

7000 das 10000 iteracoes realizadas, com € = 0,66, r = 3,69, 0 = 0,0 e N = 256.

Uma caracteristica da transicao intermitente para a sincronizacao ¢é
caracteristica universal da distribuicao estatistica das regides laminares. Na figura
(4.9) apresenta-se um histograma normalizado para o nimero de regides laminares

com respeito aos seus comprimentos. A curva exibe duas leis de escala. Este tipo
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de distribui¢ao onde existem duas leis de escala (existéncia de um “ombro” na dis-
tribuicao) é tipico de sistemas que exibem comportamento intermitente onde um
termo ruidoso ¢ adicionado as equagoes envolvidas. Neste caso, o valor da variavel

onde a curva muda de comportamento estd relacionada ao nivel de ruido [19, 43].
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Figura 4.9: Histograma normalizado para um nimero relativo de platos de sin-

cronizacao para € = 0,6690 e 0 = 0,0 e rede de tamanho N = 256.

Dois regimes diferentes aparecem na figura (4.9). Para regioes la-
minares pequenas o histograma é ajustado por uma lei de poténcia 7¢; enquanto que

—KT

a escala é exponencial e para intervalos grandes. O ajuste da funcao representada

por quadrados é dado pela equagio P(7) = 2,40117~ 19459 apresentando coeficiente
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de correlagao igual a 0,96323 e coeficiente angular (inclinagao) igual a —1,9459. No
canto superior da figura, aparece o histograma normalizado para um niimero relativo
de platos de sincronizacao, para € = 0,6690 e ¢ = 0,0 da rede de tamanho N = 256.
A linha sélida representa a regressao com inclinacao —1,9459. O ajuste da fungao
representada por circunferéncias é do tipo exponencial e é dado pela equagao P(7) =
0, 00016063~ 90944737 apresentando coeficiente de correlacao igual a 0,9653181 e
coeficiente angular (inclinagao) igual a —0,0044737. No canto inferior da mesma
figura, aparece o histograma normalizado para um ntmero relativo de platos de
sincronizacao, para € = 0,6690 e 0 = 0,0 da rede de tamanho N = 256. A linha

solida representa a regressao com inclinagao —0,0044737.
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Capitulo 5

Espectro de Lyapunov

Neste capitulo sera verificado o comportamento da rede de mapas
acoplados com interacao de longo alcance através do espectro de Lyapunov. O
espectro de Lyapunov serd utilizado na determinacao da dimensao de Lyapunov.

Fenomenos como intermiténcia, sincronizacao e supressao de caos serao abordados.

5.1 Espectro de Lyapunov de uma rede de mapas

logisticos acoplados

Uma rede com N mapas unidimensionais acoplados pode ser visua-

lizada como um grande sistema dinamico com N dimensoes

xS“LzJ)rl = fQ(xﬁll)’xng)?xS))’ 7‘7;51]\[))
e = S0, 2@, 2P a), (5.1)

Como foi visto na segao (2.4), os expoentes de Lyapunov caracterizam
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o quanto em média a taxa com a qual uma pequena distancia no espaco de fases
ird ser ampliada ou reduzida. Em um mapa N-dimensional existem N direcoes
independentes e, a cada uma delas, associa-se um expoente de Lyapunov. O conjunto
ordenado A\ > Ay > ... > Ay, formado pelos N expoentes constitui o espectro de
Lyapunov. Sendo assim, deve-se primeiramente calcular o produto ordenado de n

matrizes Jacobianas do mapa N-dimensional

An - Jl.JQ ..... Jn—l'Jn:HJla

o f@)

O produto da Jacobiana ao longo da trajetéria determina o espectro
de Lyapunov através da evolugao dos autovalores dessa matriz. Os expoentes de
Lyapunov \; s@o dados pelos logaritmos naturais dos autovalores da matriz A,, divi-
didos pelo nimero de iteracoes, fazendo este ultimo tender a infinito. Cada expoente

estd associado a um autovetor unitario u;.

1
A = nlggo(ﬁ) In || Anui|. (5.3)

A matriz Jacobiana da rede é determinada pela derivada da matriz,

denominada de matriz das derivadas parciais e representada por

1 1 1 1
dui)y  Owyly  dmy), 0w,
T T (R
8In+1 ax;+1 8a“n«l»l
890(%1)) 8125?)) ax(ﬁf’;)
Jn — azn+1 8xn+1 axn+1 e N . (54)
oxl 0al) 02l
N N N N
83751+)1 83”5~31 89”5#)1 e Bwiﬁl
oz 0P 9zl oz

Considerando a rede de mapas com acoplamento local

S[F@SD) + f(28)), (5.5)

B = (1= ) f @) + 5
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reescreve-se os termos da matriz a fim de facilitar a sua visualizacao fazendo com
(@)

que ?’}jf = £/ ¢ (1 —¢) = £, a matriz Jacobiana a cada instante de tempo é dada
por
¢ f L1 %f/(lz) 0 e %f/(LN)
%f/(Q,l) 5f/(2,2) %f/(2,3)
J, = 0 S LGOI . , (5.6)
N, NN
%f’( 1) 0 0 coe EfINN)

onde N denota o tamanho da rede de mapas acoplados.

O produto das Jacobianas fornece uma matriz nao simétrica. De-
vido a nao simetria dessa matriz, usa-se a reducao a forma superior de Hessenberg
para calcular os autovalores. A sensibilidade no calculo dos autovalores a erros
numéricos durante a execucao dos algoritmos pode ser reduzida pelo procedimento
denominado de balanceamento. Os erros encontrados por procedimentos numéricos
sao proporcionais a norma Euclidiana da matriz, isto é, para a raiz quadrada da
soma dos quadrados dos elementos da matriz. A idéia do balanceamento consiste
em usar transformacoes similares para fazer linhas e colunas correspondentes da
matriz terem normas comparaveis, reduzindo-se assim a norma total da matriz. Tal
processo mantém os autovalores da matriz inalterados. Uma matriz simétrica ja
¢ balanceada. O balanceamento é um procedimento de operacoes de ordem N2
Como o balanceamento leva mais do que uma pequena porcentagem do tempo total
necessario para calcular os autovalores, é recomendado usar o balanceamento para
matrizes nao simétricas. O algoritmo devido a Osborne, consiste em uma seqiiéncia
de transformacoes similares por matrizes diagonais. A saida é a matriz que é ba-
lanceada na norma dada pela adi¢ao de valores nos elementos da matriz. Isto é mais
eficiente do que usar a norma FEuclidiana e igualmente efetivo: uma grande reducao
em uma norma implica uma grande reducao das outras. Se os elementos da diagonal
de saida de qualquer linha ou coluna da matriz sao todos zero, entao o elemento da

diagonal é um autovalor [53].
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Depois do balanceamento reduz-se a matriz Jacobiana a forma de
Hessenberg. Uma matriz de Hessenberg superior tem zeros abaixo da diagonal exceto
para a primeira linha subdiagonal. Por exemplo, na matriz 6 x 6, os elementos

diferentes de zero sao

e b e e
b e e

o o o o =
o o o X o= <
S o koM o=
S ok M e

X X
Na reducao, é usado um procedimento andlogo a eliminacao de Gauss com pi-
votamento. Com a matriz na forma de Hessenberg calcula-se os autovalores por
meio de uma transformacao J = QR, onde Q é uma matriz ortogonal e R é uma

matriz triangular superior [53].

Para a analise do espectro de Lyapunov de uma rede de mapas acopla-
dos, utiliza-se o mapa logistico dado por z,1 = ra,(1—=,), onde r é o parametro de
controle. Com a variacao do parametro de controle r e do acoplamento &, observam-
se alteracgoes no espectro de Lyapunov. As alteragoes ocorrem devido as modificagoes
na dinamica da rede [34]. Quando os mapas estao desacoplados (¢ = 0) eles apre-
sentam comportamento cadtico, ou seja, o espectro de Lyapunov apresenta todos os
seus valores positivos. Quando a rede apresenta caos espaco temporal, o espectro
de Lyapunov apresenta valores positivos, e exibe uma forma de decaimento em sua

representagao geométrica [7].
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5.2 Espectro de Lyapunov para o acoplamento de

longo alcance

Considerando-se a rede de mapas com alcance, que esta sendo estudada

nesta dissertagao

2y = 1-e)f(@?) +

[f (@™ ) + flaf ), (5.7)

exemplifica-se o calculo da matriz Jacobiana para uma rede de 8 sftios com condicoes

de contorno periddicas, onde ¢ = 2, M = 2 e n(o) = 2 Z . Denotando

an“H Fd) o & = (1 —¢), tem-se

é.fl(l’l) %f/(l,Z) 0 if/(lA) 0 if/(l,ﬁ) 0 §f/(1,8)

4
if@@ £ f'(22) if@ﬁ) 0 if@@ 0 if@ﬂ 0
E ) ) € 4 € £1(3,6 € £1(3,8
0 megﬁ £f/(3:3) 4f43) 0 4fd ) 0 4f¢ )

if@ﬂ 0 %fﬂﬁ £ %fﬂﬁ 0 if@ﬂ 0

0 ifmam 0 %fK&Q 5fmam if%&& 0 éfd&&
if@ﬂ 0 if@& 0 if@@ £ f1(6:6) if@ﬂ 0

0 ifd%% 0 ifdﬂ@ 0 ifd%& gfdlﬂ ifd%&
ifK&D 0 %f«&w 0 %fm&m 0 ifd&ﬂ £ f(88)

(5.8)
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No caso de 0 — oo, a matriz Jacobiana J torna-se

5f/(171) %f/(lﬂ) 0 0 0 0 0 %f/(l,B)
< f/(271) 3 ff(2,2) < f/(2,3) 0 0 0 0 0
0 % f/(3,2) 3 ff(3,3) % f/(374) 0 0 0 0
g 0 0 % f'(473) 13 f/(474) % f/(4,5) 0 0 0
0 0 0 %f/(574) §f/(5’5) %f/(&ﬁ) 0 0
0 0 0 0 5OV £f@PY) §00 0

0 0 0 0 0 % f/(776) 3 f/(7,7) % f'(7,8)

% f/(&l) 0 0 0 0 0 % f/(8,7) 3 f/(8,8)

(5.9)

que é a matriz Jacobiana para o acoplamento local. Verifica-se que a Jacobiana, no

caso de o0 = 0, ¢ diferente da obtida utilizando-se o acoplamento tipo lei de poténcia

usual .
= (1= 9fa) + - > j%[f<x£f—j>> T ) (5.10)

que para ¢ = 0 torna-se o acoplamento global do campo médio, e a matriz Jacobiana

apresenta a forma matricial

ff/(l’l) ﬁf/(lg) ﬁf/(l,?)) L. ﬁf/(l’N)
ﬁf/(&l) €f1(2,2) ﬁf/(z,?,)
Jn= | g fOD FE BN ey . : (5.11)
ﬁf/(N,l) A e - gf/(N,N)

Para calcular os expoentes de Lyapunov transforma-se a Jacobiana
em uma matriz superior de Hessenberg e em seguida obtém-se seus autovalores. Com
os expoentes de Lyapunov analisamos o comportamento para o caso do acoplamento
g=2eM =7. A figura (4.2) exibe o parametro de ordem em fung¢ao do tempo
para a rede de mapas logisticos acoplados ¢ = 2, M =7, N = 256 e r = 3,69
e a figura (5.1) mostra o espectro de Lyapunov obtidos para a situacao da figura

(4.2 a) e (4.2 ¢). Entao, a figura (4.2 a) representa um estado nao sincronizado
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com ¢ = 0,01, e para esta situagao, a figura (5.1 a) exibe o espectro de Lyapunov
que apresenta os seus valores positivos, indicando um comportamento cadtico. A
figura (4.2 c) representa um estado sincronizado e pelo espectro de Lyapunov (5.1
b), observa-se que apenas um expoente de Lyapunov é positivo enquanto que os

demais sao negativos caracterizando a sincronizagao cadtica.

5.3 Dimensao de Lyapunov

Uma outra forma de estudar a rede de mapas acoplados é através da

dimensao de Lyapunov. Considerando um mapa em R” e uma érbita com expoentes
p

de Lyapunov Ay > --- > Ay e p como o maior inteiro tal que Z A; > 0, entao define-
i=1
se a dimensao de Lyapunov D da érbita como

0 se nenhum p existe
D= p+Wl+1IZ€=1 Ai sep< N : (5.12)
N sep=N

indicando que a dimensao de Lyapunov é zero quando todos os expoentes sao nega-
tivos ou ¢ igual ao valor do tamanho da rede quando todos os expoentes de Lyapunov
sao positivos, e por fim valores intermediarios na situacao em que o maior inteiro

para o somatério positivo seja menor que o tamanho da rede [30].

A figura (5.2) mostra o célculo da dimensao de Lyapunov para uma
rede com N = 256 mapas acoplados variando a intensidade de acoplamento. Para
valores de € de 0,0 até aproximadamente 0,05, com o = 0,0, a dimensao ¢é 256, indi-
cando que todos os valores dos expoentes de Lyapunov sao positivos. Para ¢ de valor
0,66, abaixo do ¢ critico, observou-se um valor baixo da dimensao de Lyapunov, ca-
racterizando a sincronizacao de caos para a rede investigada. Para os demais valores
do acoplamento, aparecem muitos expoentes de Lyapunov positivos e alguns poucos

negativos, pela observacao dos dados. No caso da rede nao apresentar nenhum ex-
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Figura 5.1: Espectro de Lyapunov, (a) 0 = 0,0, e = 0,01 e r = 3,69 (b) ¢ = 0,0,
e=0,75er = 3,69, sendo realizadas 40000 iteracoes transientes para N = 256.
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poente de Lyapunov positivo, a dimensao é igual a zero e nao ocorre comportamento

caotico.

Observando a figura (5.2), dimensao pela intensidade do acoplamento,
com mais detalhes, duas novas caracteristicas aparecem relacionadas ao parametro
de acoplamento. Para determinados valores do parametro de acoplamento, a rede
apresenta perda de comportamento cadtico. Esta situagao é denominada supressao
de caos e indica que, mesmo a rede sendo formada por sitios cadticos, o acoplamento
entre eles, de alguma forma, faz com que a rede apresente comportamento periddico
ou quase-periédico. A primeira caracteristica é a supressao de caos na rede para
e = 0,16, como mostra a figura (5.3 a) e para € = 0,33 na figura (5.3 b) com 100050
iteragoes realizadas e 100000 de transiente. Quando ocorre a supressao de caos a
dimensao de Lyapunov é igual a zero, isto devido ao fato de todos os expoentes de
Lyapunov serem negativos. A segunda caracteristica, a qual ocorre para € = 0,94, é

o aparecimento da estrutura zigzag, que é caracterizada pela condicao:

(@)~ 29)a) — af) <. (5.9
ou a condicao
@) =)@l — ) <0, (514)

comz* =1— %, ponto fixo instavel para o mapa logistico.

A dinamica temporal da estrutura zigzag, no caso em estudo, é de
periodo 2 como mostra a figura (5.3 ¢). As estruturas zigzag sdo importantes pois
podem levar a uma rota de quase periodicidade para o caos [16]. O movimento
quase-periodico em um espago de fases é um terceiro movimento nao cadtico possivel
além do periddico. O movimento periédico ocorre quando apds um certo intervalo de
tempo a dOrbita retorna ao mesmo ponto de partida percorrendo assim sempre uma
mesma trajetoria. O movimento quase-periddico pode ser considerado como uma
mistura de movimentos periddicos de varias freqiiéncias fundamentais diferentes e

ocorre frequentemente em sistemas dissipativos [54].
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Figura 5.2: Dimensao de Lyapunov pela intensidade do acoplamento £ para a rede

com N =256, 0 =0,0er =3,69.
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0 52 104 156 208 260

Figura 5.3: Perfil da rede de 256 mapas logisticos acoplados exibindo: (a) supressao
de caos para € = 0,16, 0 = 0,0, r = 3,69; (b) supressao de caos para ¢ = 0,33, 0 =
0,0, r = 3,69; (c) estrutura zigzag para ¢ = 0,94, o0 = 0,0, r = 3,69, considerando
nas tres situacoes 100050 iteracoes e 100000 desprezadas.
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Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho teve por objetivo o estudo de uma rede de mapas
logisticos acoplados, fazendo uso de um acoplamento onde a interacao entre sitios
decai com a distancia entre os mesmos segundo uma lei de poténcia. O parametro
o, que controla o alcance da interacao entre os sitios, permitiu que a rede apresen-
tasse um acoplamento nao-local, sendo que cada sitio interagiu somente com alguns
sitios da rede, diferente do acoplamento existente na literatura, em que todos os
sitios interagem entre si. Foi considerada uma versao modificada de acoplamento
com j = ¢ —1, sendo conveniente em termos de simulacao computacional, pelo fato
de um sitio ficar conectado somente com alguns sitios da rede. As redes utilizadas
neste trabalho foram determinadas através da escolha de ¢ e de M e o seu tamanho
pela expressao N = 2¢M, portanto, uma rede de 8 sitios e outra de 256 sitios foram

as escolhidas para o estudo da sua dinamica.

O acoplamento nao-local permite que a interacao se estenda a varios
sitios, favorecendo a ocorréncia da sincronizacao, logo, a principal contribui¢ao no es-
tudo das redes mencionadas referiu-se ao entendimento e compreensao do fenomeno
da sincronizacao. Foi possivel observar que dependendo dos valores do parametro

de acoplamento ¢, a rede de 8 sitios apresentou diferentes perfis. Valores pequenos
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para o parametro de acoplamento €, como € = 0, 1 caracterizou um comportamento
nao sincronizado, ao passo que, para € = 0,7, a rede teve um comportamento sin-

cronizado.

A sincronizacao foi diagnosticada através do valor do parametro de
ordem complexo. Para a rede de 256 sitios, fixado o valor do parametro de controle
do mapa em r = 3,69, constatou-se sincronizacao de caos para determinados valores
do parametro de acoplamento e de interacao. Observou-se, também, que quando
os sitios oscilavam de modo irregular, o parametro de ordem exibiu comportamento
intermitente. Como a dinamica desta rede apresentou intermiténcia pode-se estudar
os platos através da distribuicao de seus respectivos tamanhos. Verificou-se que
o tamanho dos platos e sua quantidade obedecem a uma lei de poténcia (platos
pequenos) e a uma lei exponencial (platos grandes). E, ainda, pode-se observar no
espaco de parametros, regioes que nao apresentaram sincronizacao de caos. Para
esta rede, também foi calculado o parametro de ordem médio e fixado ¢ = 0,0
observou-se sincronizacao de caos no intervalo de valores de 0,7 a 0,85 para €. Este
comportamento também ocorreu no intervalo de 0,0 a 0,1 para ¢ e considerando

e=20,75.

A sincronizacao completa ocorreu na forma de uma transicao via in-
termiténcia, observada quando a intensidade de acoplamento ¢ atingiu um valor
critico. O valor critico encontrado para a rede de 256 sitios foi € = 0,669. Foi ve-
rificado que para valores do parametro de acoplamento menores que o valor critico
citado nao levam esta rede a sincronizacao completa. Identificou-se no espago de
parametros, (o, €), uma regiao onde h4 sincronizagdo com R = 1 e outra regiao onde
nao ha sincronizacao de caos com 0 < R < 1. Ficou evidente que quanto maior a

rede menor a regiao de sincronizagao.

Para detectar a sincronizacao de outra forma, estudou-se o espectro de

Lyapunov de mapas logisticos acoplados utilizando o acoplamento de longo alcance.
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Calculou-se o espectro de Lyapunov para verificar a caoticidade da rede de 256
sitios e a sincronizagao de caos. Pode-se observar que quando o valor do parametro
de acoplamento ¢ = 0,01, a rede apresentou comportamento caodtico, ou seja, o
espectro de Lyapunov apresentou todos os seus valores positivos, enquanto que para
e = 0,75, esta mesma rede atingiu o estado de sincronizagao, ou seja, o espectro
de Lyapunov apresentou o primeiro expoente positivo e todos os demais negativos.
Com os expoentes de Lyapunov foi possivel obter a dimensao de Lyapunov. Pelos
resultados obtidos, concluiu-se que para valores de € de 0,0 até aproximadamente
0,05, o valor da dimensao foi 256, indicando que todos os valores dos expoentes
de Lyapunov encontrados sao positivos. Para e de valor aproximado 0, 66, proximo
do € critico, observou-se um valor baixo da dimensao de Lyapunov, caracterizando
a sincronizagao de caos para a rede investigada. Também verificou-se o caso em
que ocorre a supressao de caos para alguns valores de €, tais como ¢ = 0,16 e
e = 0,33. Outra caracteristica observada nesta rede de 256 sitios foi o aparecimento

da estrutura zigzag, a qual ocorreu para € = 0, 94.

Esta rede de 256 sitios acoplados com interacao de longo alcance
mostrou comportamentos indicando a sincronizacao de caos, intermiténcia e su-
pressao de caos para valores do parametro de acoplamento diferentes dos ja obtidos
na literatura por meio da rede com alcance usual. Destacou-se que, neste trabalho,
alguns calculos e resultados foram obtidos através do que se conhece na area sobre
redes de mapas acoplados. Procurou-se obter valores para poder comparar com os

valores até entao conhecidos.

Como trabalho futuro, pode-se investigar a dinamica transversal da

variedade de sincronizacao.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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