UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE FisicA

Descoeréncia de Superposicoes Quanticas Complexas

Leomar Alves de Souza

Tese submetida ao programa de Pos-
Graduagao em Fisica da Universidade de
Brasilia como parte dos requisitos para

obtencao do titulo de Doutor em Fisica

ORIENTADOR: Prof. Dr. Viktor Dodonov

BRASILIA

25 de Setembro de 2007



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Agradecimentos

ao Professor Viktor Dodonov, pela escolha do tema, discussoes e apoio.

Aos professores do Instituto de fisica da UNB, em especial ao Dr. Anibal Figueredo, Dr.

Tarcisio Marciano R. Filho, Dr. Ademir. Santana.

Aos companheiros do Grupo de Optica Quantica do Instituto de fisica da Universidade

Federal de Goiés.

Ao amigo José Rildo de Oliveira Queiroz, pela animagao e vérios favores.
Ao amigo Jeferson, pela disposicao.

Aos funcionarios do Instituto de Fisica da UNB, em especial a Célia.

Em especial & minha esposa Sandra, pelo apoio, dedicacao, compreensao e carinho em

todos os momentos.
Em especial as minhas filhas, por suportar minha auséncia como pai.

aos meus pais, Mario e Euripia, que mesmo sem informacao souberam orientar-me nos

estudos.

Aos meus irmaos e irmas, que sempre me deram forca ao longo desse trabalho.
Ao meu sogro Juvenal e minha sogra Romilda, pelo apoio e incentivo.

ao Pr Nonato, pelo apoio e incentivo.

ao Pr Roberto amaral, pelo apoio.

ao amigo Ardiley, pelas discussoes e incentivos.

Enfim, agradeco a Deus, a quem dedico toda honra e toda gléria.



Este trabalho foi financiado pela CAPES.



Conteudo

Lista de Figuras iii
Resumo 1
Abstract 1
1 Introducao 1
2 Superposicao de Dois Estados de Niimero deslocados 7
2.1 Funcaode Wigner . . . . . . . . .. e 8
2.2 Superposicao de Dois Estados de Numero Deslocados . . . . . . ... ... ... 9
2.3 Evolucao Temporal da Fungao de Wigner . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 15
2.4 Dinamica da Descoeréncia . . . . . . . . . . .o 18
2.4.1 A Pureza Quantica como Indicador de Descoeréncia . . . . . . . .. . .. 20

2.4.2  Decaimento do pico de interferéncia da Funcao de Wigner na Origem . . 23

2.5 Conclusao . . . . . . . 35

3 Generalizagao da Descoeréncia da Superposicao de N Estados de Numero

Deslocados 39
3.1 Fungao de Wigner da Superposicao de N Estados de Nimero Deslocados . . . . 40
3.2 Evolugao Temporal da Funcao de Wigner . . . . . . . . .. ... ... ... ... 43
3.3 Tempo de Descoeréncia . . . . . . . . . . .. 52

3.3.1 A Pureza Quantica Como Indicador de Descoeréncia . . . . . .. .. .. 52

3.3.2 Taxa de Decaimento do Pico Central de Interferéncia . . . . . . . . . .. 55



3.4 Exemplos . . . ..
3.4.1 Superposicao de Estados de Numero Deslocados em um Circulo . . . . .
3.4.2 Superposicao do Estado de Nimero Deslocados em Uma Linha Reta . . .
3.4.3 Superposicao de Quatro Estados de Numero Deslocados em Linha Reta .

3.5 Funcao de Wigner para Sistemas amplificados . . . . . . . ... ... ... ...

3.6 Conclusao . . . . . .,

4 Descoeréncia da Superposicoes Estados Coerentes de Muitos Modos
4.1 Estados Coerentes de Muitos-Modos . . . . . . . . . .. ... ... ... ...,
4.2 Evolucao Temporal da Funcao de Wigner . . . . . . . .. . ... ... ... ...
4.3 A pureza Quantica Como Indicador de Descoeréncia . . . . . . . . . . ... ...

4.4 Conclusao . . . . .

5 Amortecimento na Fase
5.1 Evolugao da Funcao de Wigner . . . . . . . . . . . .. ... ... ...

5.2 Conclusao . . . . .

6 Descoeréncia de Superposicoes de Estados Adicionado-Fétons

6.0.1 Conclusao . . . . . . ..
Conclusoes
A Fatores de Boltzmann
B Dedugao da Férmula (2.25)
C O Propagador da Equacao de Fokker Planck

D Dedugao da Equacgao de Fokker-Planck na Forma de Wigner

1

80
82
83
38
92

106
111

114

116

120

122

125



Lista de Figuras

2.1 A fungio de Wigner Fy(z) (2.7) (para z real) correspondente a uma superposicao par do estado de nimero
deslocado com a = 7 para m = 10 (linha sélida) e m = 0 (linha pontilhada). . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2 A funcdo de Wigner Fi,(z) dada em (2.9) (para z real) correspondente a uma superposi¢do par de estado de
nimero deslocados, com a = 7, para m = 10 (linha sélida) e m = 0 (linha pontilhada). .
2.3 A densidade de probabilidade Gy, (z) (2.15) para uma superposigio par de estados de nimero deslocados (2.1) 15
2.4 O ndmero médio de fotons P, dado na férmula (2.35) para uma superposigao par de dois estados nimero
deslocados, com a = 5 versus o parametro m. . . . . . . . . 0 0 e uu e e e e e e e e e e 22

25 A funcao de Wigner Fp,(z;7) (2.26) (para z real) para uma superposigao par de dois estados nimero deslocados,

com a = 7, para m = 10(linha continua) e m = 0 (linha pontilhada), no instante do tempo compacto
71 = 0.01 & (2a2), no caso de um sistema atenuador em uma temperatura zero (¢ =1) . . . . . . . . . . 24
2.6 Os mesmos dados da figura (2.5), mas para 72 = 0.03 = 37, 75

2.7 A funcao de Wigner Fy, (z;7) (2.26) (para z real) para uma superposigao par de dois estados nimero deslocados,

com a? = 20, para m = 20 (linha continua) e m = 0 (linha pontilhada), no instante do tempo compacto

73 = 0.025 &~ (2a:2), no caso de um sistema atenuador em uma temperatura zero (c =1) . . . . . . . . . 206
2.8  0s mesmos dados da figura 6, mas para 74 = 0.075 = 373 e 2T
29 A dependéncia da altura do pico de interferéncia normalizado da fungéo fn,(7) dada pela férmula (2.37), "no

tempo compacto” T, para um sistema atenuador com temperatura zero, para « = 6 e m = 0,18,36,54 ( esta

ordem corresponde as linhas de cima para baixo préximo do eixo vertical) . . . . . . . . . . . . ... 28
2.10 Esquerda: dependéncia da altura do pico de interferéncia normalizado da fungao fm, (7) dada pela férmula (2.37),

“no tempo compacto” 7, para um sistema atenuador com temperatura zero, para o = 50 e m = 0, 18, 36, 54.

Direita: a dependéncia da altura do pico de interferéncia normalizado da funcdo fm(7) dada pela férmula

(2.37), “no tempo compacto” 7, para um sistema atenuador com teperatura zero, para o = 100 e m = 0, 18, 36, 54 29

2.11 A dependéncia do tempo de descoeréncia em escala (2.47) na razdo x = m/a? paraa=50e3=3 . . . . . 32

1l



2.12
2.13
2.14

2.15

3.1

3.2
3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

A dependéncia do tempo de descoeréncia em escala (2.47) na razdo r = m/a2 paraa=10e 3 =3

A dependéncia do tempo de descoeréncia em escala (2.47) na razio = m/a? para a = 100 e 3 = 3

A dependéncia do valor maximo de T ( o qual é encontrado para m = a?) em fungio do pardmetro § (neste
caso o = 50) .

A dependéncia da altura do pico de interferéncia renormalizado gm (7) (2.48) no tempo compacto 7, neste caso
para um sistema atenuador na temperatura zero, para @ = 6 e m = 0, 18,36, 54,72 (os valores sdo 0s mesmos
da figura 8 , mas agora a ordem das linhas é invertidas, ou seja, as linhas mais préximas do topo correspondem

aos maiores valores de m)

Esta figura mostra a funcdo f(z) = exp(—2z)Lm (4x) para m = 30 juntamente com a fungdo exp(—2z)(gréfico
pontilhado) no intervalo z < 2

Esta figura mostra a fungio f(z) = exp(—2xz)Lm (4z) para m = 30 no intervalo = > 1

A funcdo de Wigner Fi,(z;7) (3.12) (para z real) para uma superposicdo par de seis estados de numero
deslocados, com ;a1 = 450 = —4;a3 = 12; a4 = —12; 5 = 20; a6 = —20, para m = 10 (linha continua) e
m = 0 (linha pontilhada), no instante do tempo compacto 73 = 0, no caso de um sistema atenuador em uma
temperatura zero (o =1) .

A funcdo de Wigner Fi,(z;7) (3.12) (para z real) para uma superposicdo par de seis estados de numero
deslocados, com ;a1 = 4;a2 = —4;a3 = 1204 = —12;a5 = 20; a6 = —20, para m = 10 (linha continua)
e m = 0 (linha pontilhada), no instante do tempo compacto 71 = 0.031(= (2a2), no caso de um sistema
atenuador em uma temperatura zero (o =1) .

A funcao de Wigner Fi,(z;7) (3.12) (para z real) para uma superposigdo par de seis estados de nimero
deslocados, com ;a1 = 4;a2 = —4;a3 = 12,4 = —12;a5 = 20; 6 = —20, para m = 10(linha continua) e
m = 0 (linha pontilhada), no instante do tempo compacto 72 = 0.062 = 271, no caso de um sistema atenuador
em uma temperatura zero (o = 1)

A funcdo de Wigner Fp,(z;7) (3.12) (para z real) para uma superposicdo par de seis estados de nimero
deslocados, com ;a1 = 4500 = —4;a3 = 12;04 = —12; 5 = 20; a6 = —20, para m = 10 (linha continua) e
m = 0 (linha pontilhada), no instante do tempo compacto 73 = 0.093 = 371(~ (1/2a?), no caso de um sistema
atenuador em uma temperatura zero (c =1) .

A altura normaliza do pico central de interferéncia dada pela fungdo (3.38) versus o tempo 7 para superposicoes
dos estados de nimero deslocados em um circulo com raio |a| = 10 e diferentes valores do ntimero de Fock,
m = 10,40, 70,100 (seguindo esta ordem no lado esquerdo da figura de cima para baixo e invertendo no lado

direito).

v

33
34

35

36

43
44

48

49

20

51

62



3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

O negativo do logaritmo da altura do pico central de interferéncia F' = — In(f) versus o tempo 7 adimensional
para superposigao de estados de nimero deslocados em um circulo com raio |a| = 10 para diferentes valores do
niimero de Fock m = 10,40, 70,100 (de cima para baixo, no lado direito da figura) .

O tempo de descoeréncia final normalizado T' = 2|a\27'f versus o nimeros de componentes N de uma inicial
superposicdo de estados de nimeros deslocados em um circulo com |a| = 50, para 8 = e/2 com diferentes
valores de excitagao m fixados.

O tempo de descoeréncia final normalizado T' = 2\a|2'rf versus o numeros de excitagao m de uma superposicao
inicial de estados de nimeros deslocados em um circulo com |a| = 50, para 8 = e¢/2 com diferentes nimeros de
componentes N fixados.

O negativo da fungao logaritmica da pureza quantica L = — In g para uma superposicao inicial de N estados
coerentes (quando m = 0 e p é dado pela equagio (3.44) versus o parametro T = 2|a|?7. As linhas de baixo
para cima corresponde aos valores de N variando de 2 até 14 ( neste exemplo N pode ser tanto par quanto
fmpar). A linha envelope corresponde & férmula aproximada (3.46). .

Funcdo de Wigner F(z) (3.12)com Im(z) = 0 para uma superposicdo de quatro estados coerentes (m = 0)
em uma linha, com pesos iguais, locados inicialmente nos pontos a1 = —ag = 5 e a3 = —ayq = 15 para trés
instantes de tempo 7 = 0(linha superior), 7 = 74, = 0.004 (linha intermedidria) e 7 = 74 = 0.02 (linha inferior)
a qual corresponde para um pardmetro 8 = e/2.

Fungao de Wigner F(z) (3.12)com Im(z) = 0 para uma superposi¢ao de quatro estados em uma linha, com
pesos iguais, locados inicialmente nos pontos a; = —az =4 e a3 = —ayg = 12 no instantes de tempo 7 = 0.04
com pesos iguais, mais diferentes valores de m, o grafico pontilhado corresponde a m = 0 e a linha sélida
corresponde a m = oe% = 16.

O negativo da fungdo logaritmica para a pureza quantica L = —In(u) (onde a pureza é dada pela equagdo
(3.28)) versus o tempo T para superposi¢does de quatro estados coerentes em uma linha, sendo os pesos x
das componentes da superposi¢ao diferentes. Os parametros sdo fixados no tempo de descoeréncia inicial
Tin = 1/450 e na posicdo inicial da primeira componente a1 = 5 (veja a equagao (3.57)).

O negativo da fungdo logaritmica para a altura do pico central de interferéncia normalizado F = — In(f) (onde
a f é dada pela equag@o (3.34)) versus o tempo T para superposi¢des de quatro estados coerentes em uma
linha, sendo os pesos x das componentes da superposi¢ao diferentes. Os pardmetros sao fixados no tempo de

descoeréncia inicial 7;, = 1/450 e na posigéo inicial da primeira componente o1 = 5 (veja a equagéo (3.57)).

63

64

65

66

70

71

73



3.16

3.17

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

5.1

5.2
5.3
5.4
5.5
5.6

A fungio de Wigner em escala F(Z), dada pela equacdo (3.59) com Im(z) = 0, contra o argumento Z em
escala (os tilds sobre z foram omitidos) no caso de amplificagdo do sistema (o = —0.9) da construcdo inicial
de uma superposicao de dois estados de nimero deslocado com ¢; = ¢ = 1/4/2, para diferentes valores de
m = 0,1,10,16. A linha sélida para m = 16 tem um pico forte no centro, enquanto a linha para m = 10 mostra
dois picos no centro abaixo do pico para m = 16.

A mesma figura 3.16, mas para uma superposi¢ao inicial impar de dois estados de nimero deslocado com
c1 = —c2 = l/ﬁ e a1 = —ag = 4, para dois valores m = 10,16, A linha sélida corresponde a m = 16 e nédo

mostra nenhum pico no centro.

Funcio de Wigner na origem dada pela equacdo (4.20) para estados emaranhados |A|? = n|al? com os
parametros @ = 5 e n = 25 para o primeiro grafico de cima para baixo e o segundo gréifico com a = 25 e
n = 5.

Funcgdo de Wigner na origem dada pela equacdo (4.20) fazendo f™ para estados fatorizados com os pardmetros
a =5 en = 25 para o primeiro grafico de cima para baixo e o segundo grafico com o = 25 e n = 5.

Tempo de descoeréncia final contra n para estados emaranhados, dado pela equagdo (4.21) com os pardmetros
B=2 a=2, a=4,a="7en variando no intervalo 1 < n < 100, de cima para baixo temos o primeiro gréafico
para = 2 o segundo para o = 4 e terceiro para a = 7.

Tempo de descoeréncia final contra n para estados fatorizados, dado equagao (4.22) com os pardmetros § = 2,
a=2,a=4, a ="7en variando no intervalo 1 < n < 100.

A pureza quantica dada pela equagéo (4.25) para estados emaranhados e fatorizados contra o tempo 7, de cima
para baixo préximo do eixo vertical. O primeiro e o quarto gréficos representam a pureza quéntica para estados
fatorizados com o = 0.7, n = 25, « = 5 e n = 5 respectivamente. O segundo e o terceiro gréficos representam

os estados emaranhados com o = 0.7, n = 25, « = 5 e n = 5 respectivamente.

O —In(C) onde C é coeréncia quantica dada pela equagdo (5.11) para estados coerentes inicial par, contra o
tempo 7.

A fungdo F(z) para z imagindrio puro e a = 5; para diferentes valores de 7 = 0;0.2;2.7 (de cima para baixo).
A fungdo F(z) para z real e a = 5; para diferentes valores de 7 = 0;0.2;2.7 (de cima para baixo).

A funcéo F(z) para z real ae a = 5; para diferentes valores de 7 = 0;0.2;2.7 (de cima para baixo).

A fungdo F(z) para ¢ = w/4 e a = 5; para diferentes valores de 7 = 0,0.2,2.7 (de cima para baixo).

A funcéo f(z) = F(z,7) — F(z,00) para ¢ = 7/4 e a = 5; para diferentes valores de 7 = 0, 0.2 (de cima para

baixo).

vi

76

77

87

88

89

90

91

97

100

101

102

103



5.7

5.8

6.1

6.2

6.3

6.4

Al

A funcgéo f(z) = F(z,7) — F(z,00) para ¢ = 7/2 e a = 5; para diferentes valores de 7 = 0, 0.2 (de cima para

baixo).

A fungédo f(z) = F(z,7) — F(z,00) para ¢ = 0 e a = 5; para diferentes valores de 7 = 0,0.2 (de cima para baixo).

O tempo de descoeréncia final normalizado T = 2\oc|2’rf contra o numero de excitagdo m para um estado
coerente adicionado-fétons inicial, com diferentes valores de o = 2,4,8,16. O TDF 77 é a solugao da equagao
f(rg) = 1/(28), onde a fungao f(7) é dada por (6.12) e valor limiar é escolhido como § = 2.

O negativo do logaritmo da altura do pico central de interferéncia normalizado do estado coerente adicionado-
fétons (6.12) com « = 5 e diferentes ntimeros de excitagdo m.

A fungdo de Wigner F(z) (6.3), (para z real e positivo) para um estado coerente par (m = 0) e « = 7 (linha
sélida) e o estado coerente par adicionado-fétons (6.3), com o = 7 e m = 10 (linha pontilhada).

A fungdo de Wigner F(z) (6.3) (para z = iy com y real e positivo) com o« = 7 e m = 10 . Estes graficos

mostram que a fungdo de Wigner assume valores negativos, o que ocorre apenas para estados ndo cléssicos.

Energia por atomo contra a temperatura para o sistema de 4&tomos com dois niveis. Podemos observar que os

valores de energias mais altas sempre correspondem a temperaturas negativas.

vii

104
105

110

111

112

113

119



Resumo

Estudamos a descoeréncia de uma superposicao de estados de ntimero deslocados da
forma Zszl cxD(ar)]g), onde |g) é um estado nao deslocado e D(«) é o operador deslocamento
usual, dentro da estrutura da equacao mestre padrao para um oscilador harmonico amortecido
ou amplificado interagindo com um reservatério insensivel a fase (térmico). Comparamos o
grau de descoeréncia através de duas medidas simples: a pureza quantica e a altura do pico
central de interferéncia da fungao de Wigner. Mostramos que para N > 2, ou seja, componentes
‘mesoscospicas’ da superposigao, o processo de descoeréncia nao pode ser caracterizado por um
unico tempo de desoceréncia. Desde entao nés distinguimos o 'tempo de descoeréncia inicial’
(TDI) e o ‘tempo de descoeréncia final’ (TDF) e estudamos suas dependéncias nos parametros
ar e N. Expressoes exatas e explicitas sdo obtidas no caso especial de |g) = |m), isto é, para
superposigoes (simétricas) de estados de nimero deslocados. Nés mostramos que superposigoes
com um grande nimero de componentes N e uma estrutura interna rica (m ~ |al?) pode
ser mais resistente contra a descoeréncia que as superposicoes simples de dois estados coer-
estes (com m = (). Comparando a descoeréncia de uma superposigao de estados coerentes de
n-modos, noés mostramos que TDF de estados inicialmente fatorizados pode ser significativa-
mente maior que dos estados inicialmente emaranhdos com a mesma energia, especialmente se
n > 1. Nés comparamos a taxa de descoeréncia de superposi¢oes pares/impares de estados
de nimero deslocados |m, )y e os estados coerentes adicionado fotons |a, m)y. Mostramos
que suas dependéncias em m sao totalmente diferentes. Por dltimo, nds encontramos ex-
pressoes analiticas para funcao de Wigner e a pureza quantica dependente do tempo para
estados coerentes pares/fmpares no caso de uma fase amortecida. Neste caso, o TDI tem a
mesma dependéncia na distancia entre as duas componentes da superposi¢ao como no caso do

amortecimento da amplitude. Porém, para tempos longos, os comportamentos no TDF sao



completamente diferentes, porque o estado estacionario assintotico nao é termico, mas sim um

estado fortemente nao-cléssico (embora altamente misturado).



Abstract

Within the framework of the standard master equation for a quantum damped or amplified
harmonic oscillator interacting with a phase-insensitive (thermal) reservoir, we study the deco-
herence of superpositions of displaced quantum states of the form S°1 | ¢ D(ax)|g), where |g)
is an arbitrary ‘fiducial’ state and ﬁ(a) is the usual displacement operator. We compare two
simple measures of degree of decoherence: the quantum purity and the height of the central
interference peak of the Wigner function. We show that for N > 2 ‘mesoscopic’ components
of the superposition, the decoherence process cannot be characterized by a single decoherence
time. Therefore we distinguish the ‘initial decoherence time’ (IDT) and ‘final decoherence time’
(FDT) and study their dependence on the parameters oy and N. Explicit exact expressions
are obtained in the special case of |g) = |m), i.e., for (symmetrical) superpositions of displaced
number states. We show that superposition with a big number of components N and rich ‘in-
ternal structure’ (m ~ |a|?) can be more robust against decoherence than simple superpositions
of two coherent states (with m = 0), even if the initial decoherence times coincide. Compar-
ing the decoherence of n-mode superpositions of coherent states, we show that the FDT of
initially factorized states can be significantly bigger than that of initially maximally entangled
states with the same initial energy, especially if n > 1. We find analytical expressions for
the Wigner function and the time-dependent purity of even/odd coherent states in the case
of phase damping. In this case, the IDT has the same dependence on the distance between
the two components of the superposition as in the case of amplitude damping. However, the
long-time behavior and the FDT are quite different, because the asymptotical stationary state
is not a thermal one, but a strongly non-classical (although highly mixed) state. Finally, we
compare the decoherence rates of even/odd superpositions of displaced number states |m, )+

and photon-added coherent states |a, m)+ and show that their dependence on m are different.



Capitulo 1

Introducao

A Mecanica Quantica trabalha bem em toda sua aplicacao prética. Nao é conhecido
nenhum exemplo de conflito entre suas determinagoes e experimentos. Sem a fisica quantica nao
poderiamos explicar o comportamento dos sélidos e os efeitos nao-classicos do campo luminoso.
Ja passado um século apds o seu inicio e os debates sobre a relacao da Mecanica Quantica com
um mundo fisico real continua, pois sistemas quanticos sao regidos pelas superposicoes, devido

a linearidade da equagao de Schrédinger,

LAY _ -

e estas superposicoes sao muito dificeis de serem detectadas classicamente. No entanto até hoje
nao existe nenhuma indicagao de uma fronteira entre o comportamento quantico e classico no
qual falha a equagao de Schrodinger (1.1). Assim a raiz de nosso problema com a Mecanica
Quantica é o choque entre o principio da superposicao, que é conseqiiéncia da linearidade da
equacao (1.1) e a realidade classica cotidiana na qual este principio parece ser violado. O

fato chave e indiscutivel é que sistemas quanticos macroscopicos nunca estao isolados do seu



1. Introdugao 2

ambiente. Portanto nao se deveria esperar que eles seguissem a equacao de Schrodinger, que
sO é aplicavel a sistemas fechados, com uma evolugao unitaria que condena todos os sistemas
quanticos a pureza (a evolu¢do unitdria é caracterizada por ser continua, linear, determin-
ista e reversivel). Como resultado sistemas normalmente considerados classicos sofrem (ou
beneficiam-se) da perda de coeréncia quantica para o ambiente, sendo o desconhecimento desta
parte da ciéncia um desafio para os dias de hoje.

Com relacao a Mecanica Quantica, podemos verificar alguns estagios bem definidos. O
primeiro estégio foi a sua formulagao que ocorreu entre 1900 até 1927. O segundo, os efeitos
nao-classicos que nao podiam ser explicados com uma teoria classica. O terceiro foi definido
nas duas ultimas décadas pela eletrodinamica de cavidades que tornou possivel a preparacao
e manipulagao de estados do campo liminoso em cavidades (estados nao-classicos), através
da interacao atomo-campo dando condigoes, por exemplo: de observar oscilagoes de Rabi, os
atomos circulares de Rydberg no vicuo ou em campos coerentes pouco excitados [1]; geragao e
detecgao de estados de Fock [2]; demonstragao de uma porta lgica quantica controlada [3]; a
geracao e a deteccao de estados de Fock |2) com um tinico dtomo [4]; a geracao de estado tipo
gato de Schrodinger [5].

Devido a estes avancgos nos tltimos anos, o problema da descoeréncia da superposicao
de estados quanticos esta exigindo uma atencao maior por parte dos pesquisadores. Os efeitos
de interferéncia sao exclusivos das superposicoes e os problemas da instabilidade das super-
posicoes sao causados pela degradagao destes efeitos de interferéncia, (o que nés chamamos
de descoeréncia) devido a influéncia do meio ambiente, dificultando assim a geracao eficiente
destas superposicoes. Em particular, esse problema é uma das dificudades centrais a serem
resolvidas para o funcionamento robusto dos computadores quanticos e a geragao de super-

posicao de estados. Em sintese, nao podemos falar na geragao eficiente de nenhum tipo de
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estados sem levar em conta a descoeréncia. Apesar de existirem centenas de trabalhos nessa
area, que podem ser encontrados no reviews [6,7], comegando pelo trabalho pioneiro de Caldeira
e Leggett [8],sobre descoeréncia de superposigoes quanticas macrocépicas, no inicio da década
de 80, até agora,com uma pequena excegao [9-12], somente superposi¢oes de pacotes gaus-
sianos descrevendo estados coerentes ou comprimidos foram considerados [13,14]. O efeito
de dissipacao nas oscilagoes da distribuicao do nimero de fétons para o estado comprimido
foi estudado em [15]. Os autores também mostraram que estas oscilagdes sdo evidéncias da
interferéncia no espago de fase. Algumas propriedades para o estado de nimero deslocado
foram calculadas em [16]; onde foi mostrado pelos autores que as caracteristicas de um estado
de niimero deslocado sao relativamente robustas quando estd incluida a dissipagao da energia.
Usando o formalismo da distribuicao de quase-probabilidade e, resolvendo a equacao de Fokker-
Planck, os autores em [17] descreveram a evolugao temporal de “estados gatos”no espaco de
fase e derivaram a taxa de decaimento da coeréncia quantica. Um dos modelos de “estados
gatos”de Schrodinger freqiientemente mais usado é baseado na notagao de estado coerente “par

e impar”introduzido em [18]. Esses estados tém a forma

@) = Ni(Ja])[D(a) £ D(=a)]|0), (1.2)

onde N. é o fator de normalizagao, |0) é o estado de vécuo e

~

D(a) = exp(aa’ — a*a), (1.3)

¢ o operador deslocamento. Como foi mostrado por Cadeira, Leggett e Buzek em [6,8], o
tempo de descoeréncia para a superposigao (1.2) com |a|? > 1 é inversamente proporcional ao

quadrado da distancia entre as componentes:

Tdesco ~ 7‘6l/(2|a|2) (14)
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onde T, é o tempo de relaxagao do sistema. Foi mostrado por Caldeira e Leggett [8] (também
podemos ver na equagao) (1.4) que o tempo de descoeréncia cai rapidamente com o aumento
da distancia entre os componentes da superposicao, apesar de existirem possibilidades de in-
fluenciar esse tempo, usando reservatérios nao-térmicos (comprimidos ou outros). Mas, nestes
casos, as componentes da superposicao nao téem nenhuma “estrutura”interna. Podemos dizer,
segundo a terminologia usada, que os "gatos de Schrodinger”sao “lisos”nestes casos. Nos pre-
tendemos estudar os problemas da descoeréncia de superposi¢oes mais complicadas (e mais
proximas para sistemas macroscopicos realisticos), quando as componentes da superposigoes
tém algumas “estruturas finas” (para os chamados “gatos peludos”), como a superposi¢ao de
estados de Fock deslocados (SEFD) de um tnico modo do campo que nés consideraremos
como uma generalizagdo da equagao (1.2) dada por:
N
vy = A2 Z crD(ay)|m) (1.5)
k=1

e a superposicao de dois estados coerentes de muitos modos como,
[As) = N2 (14) £] - 4)). (1.6)

Na equagao (1.5), |m) é o estado de Fock, ¢, s@o coeficientes complexos constantes e A é um fator
de normalizacdo, na equacao (1.6) o fator de normalizacio é dado por N. Os estados D(a)|m)
sao conhecidos hoje como estado de nimero deslocado. Suas propriedades foram estudadas
por muitos autores (que usaram outros nomes algumas vezes ) [19], e métodos de geragao e
reconstrugao foram considerados em [20]. A superposi¢ao de estados coerentes (m = 0) em
um circulo ( ou seja oy = |a|exp(igy)), foram estudadas em [21-31], e superposi¢oes discretas
de estados coerentes em uma linha reta foram consideradas em [25-31,33]. A superposigao de
estados coerentes mais geral foi estudada em [34,35]. A descoeréncia de superposi¢oes multiplas

do estado coerente foi analisada em [36,37]. As propriedades estatisticas, a compressao nas
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quadraturas e propostas para a gera¢ao da superposi¢ao (1.5) com m > 1 e ¢ = 1 foram
estudadas em [10,38]. O problema da descoeréncia destes estados foi considerado em [10, 11],
mas somente para pequenos valores dos parametros m e |a|, ndo sendo estes valores suficientes
para fazer um andlise mais profunda da descoeréncia destes estados.

O nosso objetivo é resolver a equacao mestre (ou equivalentemente a equagao de Fokker-
Planck para a fungao de Wigner), que descreve os processo de relaxacao e descoeréncia para
estados iniciais escolhidos, e ainda analisar o comportamento temporal de diferentes medidas de
descoeréncia. As perguntas que devem ser respondidas, entre outras , sao as seguintes: Como
a estrutura fina (o nimero de Fock m, a distancia entre as componentes ay, o nimero de com-
ponentes da superposigao e os pesos de cada componente) influencia o tempo de descoeréncia?
Se existe alguma competicao entre o tamanho de cada componente m e a distancia entre as
componentes «j ou entre o nimero de componentes e a distancia entre elas? Existe algum
valor de uma das variaveis em questao que pode alterar o tempo de descoeréncia? Podemos
controlar o tempo de descoeréncia?

O plano deste trababalho é como segue. No capitulo 2, nés estudaremos a descoeréncia
da superposicao de dois estados de nimero deslocados onde: apresentamos uma maneira simples
para determinar a funcao de Wigner para a superposicao de dois estados de niimero desloca-
dos em termos dos polinémios de Laguerre; analisaremos a estrutura da funcao de Wigner
enfatizando o papel do pico central de interferéncia, o qual é ausente na coordenada da densi-
dade de probabilidade; discutiremos a evolugao da fungao de Wigner, governada pela equagao
mestre, para sistemas atenuadores e amplificadores insensivel a fase; também compararemos
duas possiveis definigoes do tempo de descoeréncia, uma baseada na razao inicial de decaimento
da pureza quantica e a outra baseada na razao de decrescimento do pico de interferéncia da

funcao de Wigner na origem do espaco de fase. No capitulo 3, generalizaremos nossa super-
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posicao para N estados de niimero e repetiremos todos os passos do capitulo 2. No capitulo
4, estudaremos a descoeréncia para a superposicao de dois estados coerentes de muitos-modos,
seguindo o capitulo 3. No capitulo 5 nés estudaremos a descoeréncia de uma superposicao de
estados coerentes via amortecimento na fase. No capitulo 6, nés estudaremos a descoeréncia

de superposicoes adicionado-fotons. Por ultimo nds apresentamos as conclusoes.



Capitulo 2

Superposicao de Dois Estados de

Numero deslocados

Como mencionamos anteriormente, neste capitulo, nés vamos trabalhar com a super-
posi¢ao de dois estados de numero deslocados, que pode ser definida a partir da equagao (1.5)

fazendo k variar de 1 até 2, o que resulta em
la;m)y = A7V2 | D(a) + D(—a)| |m). (2.1)

Neste caso 0s pesos ¢, sao iguais e g = —ay. Segue como definido anteriormente, |m) e D(w).

Nossa escolha inicial pela superposicao de dois estados de nimero deslocados definidos
na equagao (2.1) é explicada por dois motivos. Primeiro, a fun¢ao de onda ou a fungao de
Wigner deste estado, tem uma rica “estrutura fina”devido a presenca adicional do parametro
discreto m. Segundo, o estado (2.1) ainda é bastante simples para permitir um tratamento
analitico. Neste trabalho nés consideraremos a evolugao do estado definido em (2.1), quando o
oscilador em questao interage com um sistema atenuador ou amplificador linear médio. Como

mencionado no capitulo 1, uma de nossas linhas de trabalho é analisar como o parametro
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adicional m pode mudar a férmula (1.4), quando m ~ |a|? >> 1

2.1 Funcao de Wigner

E bem conhecido que o principio da incerteza faz com que o conceito de espago de
fase em mecanica quantica seja bastante probleméatico. Como uma particula nao pode ter si-
multaneamente bem definida a sua posicao e momento, nés nao podemos definir a probabilidade
de uma particula possuir posi¢ao g e momento ao mesmo tempo, isto é, nés nao podemos definir
uma verdadeira distribuicao de probabilidade no espaco de fase para uma particula em um sis-
tema quantico. No entanto, funcoes, que tém como caracteristica alguma semelhanca com as
fungdes de distribuigoes no espaco de fase (as fungoes de distribuicoes de quasi-probabilidade),
tém provado ser de grande uso para o estudo de sistemas em Mecanica Quantica. Elas nao sao
uteis apenas como ferramentas de calculo mas também podem prover perspicacias dentro das
conexoes entre as Mecanicas Classica e Quantica.

A razao para este ultimo ponto é que as distribuicoes de quase-probabilidade nos per-
mitem calcular e expressar médias em sistemas quanticos, em uma forma que é muito sim-
ilar quando comparamos com sistemas classicos. A primeira destas distribuigoes de quase-
probabilidade foi introduzida por Wigner em 1932 [40] para estudar corregdes quanticas em
relagdo a mecanica estatistica cléssica. Esta distribuicao particular é conhecida hoje em dia

como fungao de Wigner.
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2.2 Funcao de Wigner para Superposicao de Dois Esta-

dos de Numero Deslocados

Para obtermos a funcao de Wigner da superposicao de estados deslocados, nds consid-

eraremos que a funcao de onda na representacao de coordenadas tem a forma
Vi(z) = AV [p(z — a) £ p(z + a)], (2.2)

onde a é um parametro de deslocamento real, e A é um fator de normalizacao. Nos estamos
supondo que a fung¢ao () é localizada em uma regiao finita do espago. Isto significa que nesta

regiao existe uma extensao caracteristica L e o comprimento de correlacao L., tal que
(@) <€, |z[>L e |p(x)ple+ L)l <n (2.3)

seja satisfeita para pequenos parametros € e 7. Se o parametro de deslocamento a é suficien-
temente grande, a > L, L., entao as componentes da superposi¢ao sao bem separadas, logo a
densidade de probabilidade na representagao de coordenadas no estado definido em (2.2) resulta

[P (2)]* = A_l{lw(iv —a)’ +|p(z + a)* £ 2Re[p(z — a)l¢*(z + a)l]}- (2.4)

Esta formacao nao mostra nenhuma interferéncia notavel entre as duas componentes da super-
posicao, mostrando claramente trés termos bem indepedentes. Isto porque o ultimo termo na
equagao (2.4) é sempre muito pequeno devido as condigoes na equagao (2.3). Como alguém
poderia entender que o estado em estudo nao é uma mistura classica, mais sim uma super-
posicao quantica 7 A melhor maneira para fazer este discernimento é, ao invés de analisarmos

|U(z)|* na equagao (2.4), analisaremos a fungao de Wigner [41]

W(a.p) = / do ¢ (q — v/2plq + v/2), (2.5)
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onde (z|p|z") é o elemento de matriz do operador estatistico p na base de coordenadas, sendo
p = |U)(¥| . Para simplicidade da férmula, nés assumimos i = 1; além disto, nds também
usaremos algumas vezes o argumento complexo z = (¢ + ip)/v/2 e também a notacao F(z) =

7 W (q,p). Logo, pela condi¢ao de normalizacao temos

/W(q,p)dqdp/@ﬂ) = /F(z)dzz =Trp=1, (2.6)

onde d?z == dRe(z)dIm(z).
Suponha que a funcao de Wigner F,,(z), correspondente a funcao de onda de um estado
nao deslocado, seja conhecida. Entao a funcao de Wigner para a superposicao de estados

representada em (2.2) tem a forma
Fy(z) = A7V [F,(2 — a) + F,(z + a) & 2 cos(2pa) F,(2)] (2.7)

onde p é a coordenada de momento da funcao de Wigner e a = a/y/2 estando isto em acordo
com a defini¢ao de z. Assim nds assumimos daqui por diante que « é real e positivo (isto ndo
resultaria em algum tipo de perda nos resultados fisicos, porque em um caso genérico, onde o
parametro de deslocamento é complexo, seria necessaria apenas uma rotagao no plano de fase).
Para obtermos a equacao (2.7), precisamos substituir a fungao de onda (2.2) na equagao (2.5),
e assim chegamos a quatro integrais. Desse modo podemos ver que duas delas representam o
primeiro e segundo termo no lado direito da equagao (2.7). As outras duas integrais restantes

tém a forma

/dv e?o(gEta—v/2)*(qFa+v/2).
Fazendo a mudanca de variavel v = u 4 2a, podemos verificar que a soma destas duas integrais
resultam no tltimo termo da equagao (2.7).

Analisando a fungao de Wigner dada pela equagao (2.7) podemos verificar a existéncia

de trés picos bem separados (contando que o parametro « seja grande). Além dos dois picos
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que ocorrem com centros em z = +«, podemos verificar a existéncia do pico central em z =
0, cuja altura (o valor de |[F,| em z = 0) é duas vezes a altura dos picos laterais (veja a
figura 2.1. Isto é verdadeiro para uma fungao ¢(zx), que possa satisfazer as condigbes dadas
em (2.3). A existéncia do pico central é a melhor manifestagdo que a superposi¢ao oferece
para inidicar a natureza quantica do estado. Alguem poderia pensar que o pico central é o
resultado de algum tipo de truque matematico, porque este pico nao aparece na densidade de
probabilidade na representacao de coordenadas. Mas é bem conhecido na literatura que o valor
da funcao de Wigner pode ser medido em cada ponto do espaco de fase, incluindo também
a origem, e esta medida tem claro significado fisico [42]. Uma das principais caracteristicas
do pico central ¢é a sua fragilidade devido a presenca de fortes oscilagoes proveniente do termo
cos(2pa), (relembrando que o parametro de deslocamento a é grande), assim o pico é sensivel
para pequenas pertubacoes do estado quantico. Por esta razao, nés estudaremos a evolucao
temporal da parte central da funcao de Wigner, pois neste ponto podemos obter, de modo
muito simples, informagoes sobre a descoeréncia das superposicoes quanticas.

Poderfamos multiplicar o segundo termo na férmula (2.2) por um fator de fase ar-
bitrario exp(ix), em vez de usarmos os coeficientes +1. Isto resultaria no deslocamento do
fator 4 cos(2pa) para um novo fator correspondente a + cos(2pa + x). Para este caso, o pico
central nao ocorrerd mais na origem todas as vezes que x # 0,7. Isto nos levard a uma
desnecessaria complicacao técnica, sem mudancas e ganhos fisicos. Por esta razao, nés optamos
por trabalhar com superposi¢oes pares e impares, as quais apresentam ter um quadro mais claro
para entendimentos.

Agora néds retornaremos para o caso concreto do estado inicial (2.1). A fungao de

Wigner para o estado de Fock |m) é bem conhecida do artigo escrito por Groenewold [43],

F(z) = 2(—1)’"6_2'Z|2Lm(4|z|2). (2.8)

™
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Figura 2.1: A funcio de Wigner Fy(z) (2.7) (para z real) correspondente a uma superposigdo par do estado de nimero

deslocado com a = 7 para m = 10 (linha sélida) e m = 0 (linha pontilhada).

Usando (2.8) na equacao (2.7), nés obtemos a seguinte fungao de Wigner ( a expressao segue

valendo para todo nimero complexo arbitrario «)

Fo(z) = 21" {Am (4)a = 2|*) + Ay, (4] + 2)

TA
+2 cos [AIm (o 2)] A, (42]?) } (2.9)
onde
An(@) = exp(—2/2) L () (2.10)

e L,(z) = LY (z) representa os polindémios de Laguerre [45] dados por

= (m+k n
g: —nwu£+m(_”' (2.11)
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O fator de normalizacdo A pode ser facilmente calculado usando a defini¢do dada em (2.1),
fazendo (a;m|a;m) =1 e, em seguida, usando as férmulas para elementos de matriz do oper-

ador de deslocamento na base de Fock [44], dadas por: para n > m

R m! 2
(m[D(y)|n) = g(—’y*)’%m@*h‘ LG (17 ?) (2.12)

e para m > n,
a n! m—n_—|y|? m—n
(mlD(3)In) = || 2oy PR L (o ), (213)

Noés conseguimos chegar ao seguinte fator de normalizagao
A =2+ 2exp(—2|a|*) L, (4|al?). (2.14)

Agora, mostraremos que o comportamento da funcao de Wigner, dada pela equagao
(2.9) nas proximidades do centro de cada pico, nao é influenciado pela presenca dos outros dois
picos com a condi¢ao imposta sobre «, (@ >> 1). As demonstragoes sao obtidas usando as
propriedades da funcao A,,(z). Em [45,46] é mostrado entre outras propriedades que |A,,(x)| <
1 para x > 0 e qualquer valor inteiro de m. Obviamente Ag(x) é exponencialmente pequeno
para x >> 1, e 0o mesmo argumento ¢ verdade se m ~ 1. Se m >> 1, podemos usar o resultado
da secc¢ao 10.15 de [45] que é relacionado para o comportamento assintético dos polinomios de
Laguerre. No dominio da monotonocidade temos x > v = 4m + 2 >> 1, o que nos leva em
A () = (27)7V2[x(x — v)]71/*. Considerando que no dominio das oscilagoes nds temos x < v,
o valor absoluto de A,,(z) nio excede o valor A,,(z) =~ (2m)"?[z(v — 2)]""/*. No dominio de
transi¢ao, temos ¥ ~ v e a expansio dada em [45] resulta na estimativa |A,, ()] < m~/3
Consequentimente |A,,(x)| << 1 para qualquer valor de m quando x >> 1.

Este resultado tem duas conseqiiéncias importantes. Primeiro, significa que os estados
|, m) e | — a, m) sdo quase ortogonais para qualquer valor de m ( até mesmo para m >> |a/?
se |a| >> 1, porque {a,m| — a,m) = A,,(4]al?)). Segundo, o fator de normalizagiao dado em

2.14 estd bem préximo de 2 para |a| >> 1.
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A existéncia dos picos separados com uma estrutura fina na funcao (2.9) é ilustrada na
figura 2.2 (é mostrado somente a parte z > 0, devido a propriedade F(z) = F(—z) para o estado
em estudo). Para fazermos comparagoes plotamos na figura 2, a densidade de probabilidade
de coordenada G' = |¥(x)|*> como funcdo de uma escala variada z = z/v/2 para a mesma

superposicao de estados de niimero deslocados

G (2) = (2™mIAVT) e 2= 1, (V2(2 — @) + e 25+ 1 (V2(2 + ) (2.15)

onde H,,(z) sdo os polinémios de Hermite. Nds vemos que a fun¢ao G,,(z) ¢ indistinguivel de
zero para valores pequenos de z e nenhum traco de interferéncia entre as duas componentes

pode ser observado.

0.6\
0.44|

\ /
0.2 | / \

A

0 AT VN
IR AR AR

—0.2 1

Figura 2.2: A fungio de Wigner Fi,(z) dada em (2.9) (para z real) correspondente a uma superposigio par de estado de

numero deslocados, com o = 7, para m = 10 (linha sélida) e m = 0 (linha pontilhada).
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F(2)
0.14

0.12 —
0.1
0.08 —
0.06 —
0.04 —

0.02 1

Figura 2.3: A densidade de probabilidade G, (2) (2.15) para uma superposigio par de estados de nimero deslocados (2.1)

2.3 Evolucao Temporal da Funcao de Wigner

Assumimos que a evolugao irreversivel do estado quantico (na representacao de in-
teracao onde as oscilagoes sdo rapidamente suprimidas nas altas freqiiéncias do oscilador) é

governada pela equagao mestre dada pela forma [47-50]

ap
ot

= nM\ (2&/)&T —alap — p&Td) + 1N, (Z&Tpd —aa'p — p&dT) , (2.16)
onde @ e a' sdao os usuais operadores bosonicos de aniquilacao e criacio de fétons. O parametro
positivo 1 é proporcional ao coeficiente de acoplamento entre o oscilador (ou o modo do campo
escolhido) e o reservatorio. Os parametros N; e Ny podem ser interpretados, por exemplo, como
o numero de dtomos do reservatério ( ressonantemente interagindo com o oscilador) no estado

fundamental e excitado respectivamente. O caso para N; > N, corresponde a um sistema

atenuador; quando ocorre Ny > N; temos um sistema amplificado.
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A dependéncia temporal da fungao de Wigner W(q, p,t) obedece a equacao de Fokker-

Panck, a qual poder ser obtida com um pouco de dlgebra a partir da equagao (2.16)

ow 0 0 W OPW
e w — W)+ D 2.17
= )+ o o) + 0 (25 S0 217)
onde
1
v =mnoNg D=§77No
Ny — N,
N, = N, + N. -2 2.1
0 1+ N o N+ N, (2.18)
1—0' NQ
A) — — . 2.1
<n> 20’ Nl—Ng ( 9)

O parametro de assimetria o pode variar no intervalo [-1,1], sendo este parametro positivo para
um sistema atenuador e negativo para um sistema amplificado. A solu¢do da equagao (2.17)

poder ser determinada resolvendo a integral

Wi(q,p;t) = //C(q,p;th’,p’,O)W(Q’,p’;O)dq’dp’- (2.20)

O propagador K(q,p:t|l¢,p,0) pode ser calculado por meios de métodos diferentes como
mostrado em [39, 51, 52]. Uma expressao explicita para o caso mais geral de operadores
quadréticos multidimencionais dependente do tempo (com respeito a ¢, p, d/dq, d/dp), no lado

direito da equagao de Fokker-Planck, foi dada em [39]. Para o sistema que nés estamos trabal-

}, (2.21)

hando, a forma geral dada em [39] é reduzida para [53]

K(q,p;tld,p',0) = (77) " exp { — 7@+ + G (" +p7) —2G (dq+ P'p)

onde

T(t) =[1 - G*(t)]/o, G(t) =exp(—t) =1 —oT,

t(r) = —(27) 'In(1 — o). (2.22)
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Note que 7(t) > 0 independentemente do sinal do parametro o. No limite quando temos t — 0,
nos temos 7 ~ 2nNyt = 4Dt = 2vt/o, assim o parametro 7 nao depende de o (ou seja nao
depende da temperatura efetiva) se o coeficiente de difusdo D for fixado. Porém, para um
coeficiente de amortecimento fixado, o tempo usual ¢ pode ser muito menor que 7, se |o| << 1
(isto é, caso de altas temperaturas). Para um sistema dissipativo nés temos G(t) < 1 e para
um sistema amplificativo nés temos G(t) > 1.

Também vale a pena observar uma conseqiiéncia bem conhecida da equagao (2.16), isto

é, a equacdo para o nimero médio de fotons (n) = Tr(paa’)

% = —2v(n) + No(1 — o), (2.23)

cuja solucao é:
Ng(l - O')
2y

a qual assegura, para o estado inicial arbitrario, o mesmo valor inicial (n)y. Na equacio (2.24)

(n)(t) = (n)oe " + (1—e™2), (2.24)

podemos verificar que o tempo de relaxagao do sistema (2|y|)~ nao depende do estado inicial;
porém isto pode ser um processo mais complicado.
Aplicando o propagador dado pela equagao (2.21) na funcao de Wigner dada na equagao

(2.9) e usando a férmula (veja o apéndice B)

/dazdy exp(—g[z? + y*] + cx + dy) L, (a[z® + 7))
_ n 2 d2 2 d2
_ Mexp (L) L, (M) (2.25)
g 4g 4g9(g — a)
chegaremos a seguinte expresao para a fungao de Wigner dependente do tempo
ym y G2 )
Fo(z,71) = W{ exp (—|Ga — z|*/X) x Ly, <—W|Ga — Z|

2
+exp (—|Ga + z|*/X) Ly, <—%\Ga + z|2) + 2Re

exp ( [2iGIm(za) — |2]* — 7|af?] /X>

} (2.26)

XLy, ([t — Gzl[ta + Gz]* /[ XY])




2.4 Dinamica da Descoeréncia 18

onde X(t) e Y(t) sdo dados por

1

Xt)==[rt) +G*W))==[1+7(1-0)], Y(t)= 5[7(1&) —~G*W)] =<1 —7(1+0)]. (2:27)

N | =
N | —
N | —

Uma expresao mais complicada para a fungao de Wigner dependente do tempo, F,,(z,t), foi
obtida por Alkader em [31,32] com a ajuda da funcao caracteristica. Esta expressao obtida
em [31,32] pode ser reduzida para (2.26), levando em conta algumas identidades para a soma
dos polinomios de Laguerre. Aqui temos trés casos de interesse especial para andlise: o = £1, 0.
Note que, para um dado valor do coeficiente v de amortecimento ou amplificagao do sistema,
o coeficiente de difusao D é minimo para o = £1.

Para 0 =1 (o sistema é atenuador e possui temperatura zero ) nés temos X (t) = 1/2,
Y(t)=1-1/2,7(t) =1 — exp(—27t), G(t) = exp(—t) = V1 —T ey > 0.

Para ¢ = —1 (o sistema é amplificado) nés temos X (¢t) = 7+ 1/2, Y(t) = —1/2,
7(t) = —1 + exp(—2vt), G(t) = exp(|y]t) = VI + T ey < 0.

O caso para 0 = 0 (o reservatério com temperatura infinita) o sistema nao possui
amplificacao nem relaxacao, ou seja, o coeficiente 7 = 0, mas o coeficiente de difusao D ¢é

diferente de zero. A fungao de Wigner é dada pela equagao (2.26), onde resultaria em G = 1,

X(t) = (r+1)/2, Y(t) = (r — 1)/2, e 7(t) = ADt,

2.4 Dinamica da Descoeréncia

Para definir, e também calcular o tempo de descoeréncia, primeiramente precisamos
de alguma medida C(t) que seja fun¢ao de uma unica varidvel no tempo, a qual podera servir
como uma indicadora simples para o grau de coeréncia de um estado quantico (porque a fungdo
de Wigner total ou a matriz densidade depende de muitas varidveis). Inicialmente iremos

normalizar esta fun¢do com uma condigao inicial C(0) = 1, e supondo que C(t) < 1 para t > 0,
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de forma que a coeréncia degrada (descoeréncia) com o passar do tempo. Aqui temos pelo
menos duas possibilidades simples para definir o tempo de descoeréncia. Primeiro: podemos
escolher algum valor 7 < 1 e entao definimos o tempo ¢, "n-descoeréncia”’como uma solucao
para a equacao

C(t,) = n. (2.28)

Neste caso, temos que conhecer a func¢ao C(t) para algum invervalo de tempo finito e resolver a
equagao neste intervalo (2.28) (na maioria dos casos numericamente). Uma outra possibilidade
é definir o “tempo de descoeréncia inicial” (TDI) ¢;,,, simplesmente como o inverso da derivada
de C(t) em t = 0:

t, = [dC/dt]i=o. (2.29)

Uma vantagem técnica da definicio dada em (2.29) é que a derivada inicial da fungao C pode
ser encontrada para alguns casos sem qualquer conhecimento prévio de C(t) para t > 0 (veja
algumas ilustragoes nas secgoes seguintes). Os exemplos conhecidos s@o relacionados para a
descoeréncia de uma simples superposicao inicial de dois estados coerentes. Todas as defini¢oes
sao de fato equivalentes, porque no caso destes exemplos a func¢ao C(t) estava muito préxima
de uma funcao exponencial. Neste caso especifico, cada um dos tempos pode ser transformado

no outro tempo por uma simples transformacao nos calculos:
tin = tn:l/ea tn = tlin ln(l/n) (230)

Um dos objetivos de deste trabalho é mostrar que para superposi¢oes com uma es-
trutura mais rica (superposigdes com duas ou mais componentes N ou com alto “nivel de
excitagao”m de cada componente da superposi¢ao), a definigao dada em (2.29) nao caracter-
iza corretamente o processo de descoeréncia, e dentro desta estrutura mais rica, a escolha da

definigao dada em (2.28) é a mais apropriada quando nds escolhemos um nivel 7 de coeréncia
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tolerante. Nas préximas subseccoes, nds apresentaremos e compararemos duas funcoes C: a

pureza quantica e a altura do pico central de interferéncia.

2.4.1 A Pureza Quantica como Indicador de Descoeréncia

Toda a informacao da evolucao do sistema quantico, incluindo o tempo de de-
scoeréncia, estd guardada na func¢do (2.26). Uma das maneiras mais simples de determinar o
tempo de descoeréncia, é calcular a derivada em relacao ao tempo do operador estatistico p no
instante inicial ¢t = 0. Uma grande vantagem em usar este caminho, é que a derivada em relacao
ao tempo (que é a idéia bédsica) pode ser calculada com um pouco de algebra diretamente da
equagao mestre (2.16) no instante ¢ = 0, sem resolver esta equagao para t > 0. Por exemplo,
usando a pureza quantica, dada por u = Tr(p?) como uma medida do grau de coeréncia, nds
podemos obter imediatamente da equagao mestre, dada em (2.16), a expressao universal para a
razao de decaimento desta quantidade (a coeréncia) em um estado arbitrério inicialmente puro

p=|U)¥| = p? estudada em [54,55]
flli=o = 2T7(pp)li=0 = —2nNo(1 — o + 2P), (2.31)

onde P é dado por
P = (vlafaly) — [(vlalu)|*. (2.32)

Entdo podemos chamar a quantidade 72", = (|fi]s=0) ™" como o tempo descoeréncia inicial (TDI).
A equacao dada em (2.31) mostra que a razao inicial de depuragao é sempre maior para o caso
de amplificacao, que corresponde a ¢ = —1, quando comparada com o caso de atenuacao no
qual 0 = 1, para os mesmos estados iniciais. Se o produto nNy (isto é , o coeficiente de difusao)
é fixado, entao a diferenca ¢ significante somente para estados iniciais, os quais estao proximos

do estado coerente (ou véicuo) quando P << 1. Porém, se o parametro fixado for o coeficiente
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de amortecimento 7, entao a equagao dada em (2.31) é escrita como segue
fli=0 = —27(1 — 0 + 2P) /0, (2.33)

na qual podemos ver que diminuindo o parametro o (isto equivale a um aumento na temper-
atura) resultard em um significante incremento na taxa de descoeréncia (o que é esperado).
Obviamente que (V|a|¥) = 0 para o estado inicial (2.1). O valor médio dado em

(Ulata|¥) para o estado encontrado em (2.1) pode ser calculado com a ajuda das relacoes

~ A A

aD(a) = D(a) (@ +a), a'D(a)= D(a) (a' +a*)
aln) = /nln — 1), a'|n) = vn + 1n + 1), (2.34)

em conjunto com a férmula dada pela equagao (2.13) e a identidade L%(x) — L _,(x) = L2 ().

Com um pouco de dlgebra conseguimos chegar ao resultado

2|a*Ap(4|al?)
1+ A (daf?)’

(Ulata|T) =m+ |af* F (2.35)

onde a funcao A(x) foi definida na equagao (2.10). Na figura 2.4, mostramos a dependéncia do
numero médio de fotons inicial P, isto é, tempo de descoeréncia inicial inverso, em funcao do
parametro m para a = 5 em uma superposi¢ao de estados par. Vimos que para m < |a/?, a
contribuigao do ultimo termo em (2.35) é insignificante, assim o tempo de descoeréncia inicial
7" decresce monotonicamente com o crescimento de m ou |a|?. Um resultado aproximadamente
similar foi obtido em Braunstein [9], que calculou a derivada em relagdo ao tempo no momento
inicial da quantidade Re(4)in(—alp|a).

Mas a figura (2.4) demonstra claramente a existéncia de oscilagoes em P (conseqiien-
temente também em 73%) para m > |af>. Usando a férmula assintética 10.15(1) encontrada
em [45] para a fungao A(z), nés podemos escrever a equagao (2.35) no dominio das oscilagoes

da seguinte forma

|of®

1/4
(lataly) =~ m+ |a® F <Z71T2am) cos (4|alv/m — w/4) . (2.36)
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Figura 2.4: O ntimero médio de fotons P, dado na férmula (2.35) para uma superposigao par de dois estados niimero deslocados,

com o = 5 versus o parametro m.

Embora a amplitude das oscilagoes decresca com o incremento de m, isto ainda é da ordem de
a >> 1, se a razao m/|a| nao for muito grande. De fato, uma precisdo mais assintética na

forma da expansdo de Tricomi leva a uma amplitude das oscilacdes da ordem de |a|*/3

, isto se
a razdo m/|a| estiver préxima de 1 (mas excedendo o valor da unidade).

Analisando a situacao, nés podemos chegar a conclusdes muito importantes. Primeira:
o decrescimento monotonico do tempo de descoeréncia com aumento do parametro m nao é
uma lei universal, mas sim podendo ser violada por superposicao quantica com uma desen-
volvida “estrutura fina” (quando m é grande suficiente). Segunda: o “tempo de descoeréncia
inicial’nao caracteriza o processo de descoeréncia completamente, sendo unicamente um dos

muitos parametros diferentes que deveria ser levado em conta para obter uma descricao completa

do processo de descoeréncia [53]. Terceira: o original TDI é uma conseqiiéncia da existéncia
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de alguma lei de escala na dependéncia do tempo da quantidade que caracteriza o grau de
descoréncia e coeréncia. No caso da superposicao de estados coerentes, estas dependéncias
tém uma forma exponencial que pode ser vista em [6, 8], como sendo exp(—¢|a|*yt), onde £ é
um coeficiente numérico, e esta dependéncia resulta na equagao (1.4) (veja também a equagdo
(2.41). Mas no caso de superposi¢oes mais complicadas, caracterizadas por véarios parametros,
é dificil esperar a existéncia de uma lei de escala semelhante (e ndo hd nenhuma razao para
esperar dependéncias exponenciais como a anterior). Conseqiientemente apenas conhecimento
da derivada inicial pode ser insuficiente para a descricao completa do processo de descoeréncia.

Parece razoavel procurarmos a dependéncia do tempo de algumas quantidades, sensivel
a presenca ou auséncia de efeitos de interferéncia quantica, para algum intervalo de tempo mais
longo. A pureza dificilmente pode servir bem este propésito [53]. Por exemplo, no estégio
inicial da evolugao, a pureza de um estado, que coincide com a usual superposicao de estados
coerentes (1.2) no momento inicial, ndo pode decrescer para um valor menor que pu = 1/2,
que ¢é a pureza de uma mistura incoerente de dois estados ortogonais. Além disso, no curso
da seguinte evolugao, a pureza pode voltar ao valor de unidade inicial (no caso de um sistema
atenuador para uma temperatura igual a zero) ou tender assintoticamente para alguns pequenos
valores (no caso de um reservatdrio de altas temperaturas), mas estes valores assintéticos nao
tém nenhuma relagao com a descoeréncia.

Por este motivo, nés precisamos usar outro tipo de funcao na qual possamos medir a

descoeréncia.

2.4.2 Decaimento do pico de interferéncia da Funcao de Wigner na
Origem

Descoeréncia segnifica o desaparecimento da interferéncia gerada pelas diferentes com-
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ponentes de uma superposicao inicial de estados . Estas interferéncias resultam, em particlar,
nas tipicas franjas, na parte central da distribuicao de quase-probabilidade no espaco de fase

inicial (veja a figura 2.2). Nas figuras 2.5-2.8 nés plotamos dois graficos em cada uma delas e
mostramos a evolucao da funcao de Wigner para uma susperposicao de estados coerentes par

em conjunto com uma superposi¢ao de dois estados de nimero deslocadados para diferentes
valores de parametros m e a.

0.3; F(2)

0.2 "

o1d|

0 /\/\A Al /\ AN
vy 8\/\/\/10 2

: Ty

Figura 2.5 A funcdo de Wigner Fp,(z;7) (2.26) (para z real) para uma superposigdo par de dois estados ntimero deslocados,

de um sistema atenuador em uma temperatura zero (o

com a = 7, para m = 10(linha continua) e m = 0 (linha pontilhada), no instante do tempo compacto 71 = 0.01 ~ (2a?), no caso
= 1)

Nas figuras 2.5-2.8 nés podemos fazer observagoes muito importantes, tais como:

- O pico central de interferéncia da superposigado com m = 0 (sem a “estrutura fina”da

funcao de onda inicial) desaparece mais rapido do que no caso quando m # 0. Além disso, o
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empo de sobrevivéncia da estrutura de interferéncia no centro aumenta com o incremento da

razao m/a’,

- Para uma razao m/a® relativamente pequena, o padrao de interferéncia na origem
[44

para uma “estrutura fina” desaparece muito mais rapidamente, quando comparada com os picos

laterais constituintes do sistema. Porém, esta situacao torna-se invertida quando temos a razao
m/a? = 1.

0.3 F(2)

0.2

0.1+

YV

12
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Flgura 2.6: Os mesmos dados da figura (2.5), mas para 7o = 0.03 = 37|

Baseado nestas observacoes, deduzimos que importantes informacoes referentes ao

tempo de descoeréncia podem ser obitidas analisando a evolucao da altura do pico de in-
terferéncia, dado pelo dltimo termo da fungao de Wigner (2.26) dependente do tempo com

z = 0. Normalizando esta quantidade para 7 = 0, obtemos a seguinte fungao (relembrando que
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F(2) ~

0.3

Figura 2.7 A fungao de Wigner Fy,(2;7) (2.26) (para z real) para uma superposi¢ao par de dois estados niimero deslocados,
com o2 = 20, para m = 20 (linha continua) e m = 0 (linha pontilhada), no instante do tempo compacto 73 = 0.025 =~ (2a2), no

caso de um sistema atenuador em uma temperatura zero (¢ = 1)

assumimos que « é um numero real e positivo):

[1—7(1+4a)™ 270? 4720
L7 = o)t P T =gy * I (72 - 0—7)2> | (2:37)

A expancao em série de Taylor desta funcao com respeito a 7 resulta na seguinte expressao

fm(7—> =

fu(7) = 1=7(2m+20% +1-0) +72 [ 2m(m—1)+2a" +8ma+(1-0) (40® + dm + 1 = o) [++--

(2.38)
Se levarmos em conta apenas o primeiro termo desta expangao (o termo linear) que equivale ao
célculo da primeira derivada de f,,(7) em relagao ao tempo com 7 = 0 (em [56] foi usada uma
aproximacao semelhante para estimar o tempo de descoeréncia para m = 0), nés chegamos

novamente a um TDI que decresce aproximadamente com (m+a?)~!. Na equacao (2.35 nds ja
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Figura 2.8: Os mesmos dados da figura 6, mas para 74 = 0.075 = 373

haviamos obtido este resultado e concluimos que ele sozinho nao era suficiente para descrever

o processo de descoeréncia. Porém na expansao da equagao (2.37), o segundo termo indica que

apds algum intervalo de tempo finito (embora pequeno) a func¢ao f,,(7) pode decrescer mais

lentamente para grandes valores de m enquanto que para valores menores de m a funcao

decrescera mais rapidamente. Isto pode ser confirmado na figura 2.9.

Um outro fato que podemos observar através f,,(7) dada pela férmula (2.37), é que

para o > 50 os graficos se sobrepoem para diferentes valores de m. Em outras palavras o

comportamento da funcao de Wigner na origem para uma superposi¢ao de estados de nimero

deslocados com o deslocamento das componentes o > 50, é 0 mesmo comportamento de uma

superposicao de estados coerentes com o deslocamento das componentes o > 50, ou seja, o

tempo de descoeréncia é o mesmo em todas superposigoes. Isto pode ser conferido nas figuras

2.10. Um tempo de descoeréncia condicional 75" pode ser definido como um tempo necessério
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Figura 2.9: A dependéncia da altura do pico de interferéncia normalizado da fungio fm () dada pela férmula (2.37), "no
tempo compacto” 7, para um sistema atenuador com temperatura zero, para o = 6 e m = 0, 18,36, 54 ( esta ordem corresponde as

linhas de cima para baixo préximo do eixo vertical)

para diminuir a fungao f,,(7) do valor inicial 1 para algum valor fixado exp(—/f) < 1, entdo
Propomos a equacao:

(5™ = exp(—0). (2.39)

Esta defini¢ao pode ser chamada de “tempo de descoeréncia final do pico de interferéncia” (TDF).
Como ilustragdo vamos usar um caso simples para ¢ = 1 (sistema atenuador em uma

temperatura zero). Neste caso temos

fm(T) = (1= 27)"exp (=27|a|*) L, (%) (2.40)
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i .1U! Esquerda: dependéncia da altura do pico de interferéncia normalizado da fungao fn,(7) dada pela férmula (2.37),
Figura 2.10: E da: depend da altura d de interf lizado da fung dada pela férmula (2.37
“no tempo compacto” T, para um sistema atenuador com temperatura zero, para o = 50 e m = 0, 18, 36, 54. Direita: a dependéncia
da altura do pico de interferéncia normalizado da funcéo fm,(7) dada pela férmula (2.37), “no tempo compacto”r, para um sistema

atenuador com teperatura zero, para « = 100 e m = 0, 18, 36, 54

e para m = 0 ou seja, uma superposicao de estados coerentes, a equacao (2.39) torna-se

¥ = B/(2|a]?) (2.41)

e verificando esta equagao concluimos que ela estd de acordo com a equacgao (1.4). Substituindo
a equacao (2.41) em (2.40) e usando os polinomios de Laguerre de ordem 1, nés obtemos a fungao
f1(T) como sendo

fizs”) = e P+ (6~ 1)/laf]. (242)

neste caso podemos verificar que 7'1(1) = 71(0), onde Tﬁ(l) < Téo) paraf < le Tﬁ(l) > Téo) para § > 1.

Este exemplo mostra que para 3 > 1 o tempo de descoeéncia pode aumentar com o incremento
do ntmero de excitagdo m, neste caso na fungao (2.42) aparece um fator multiplicativo que
indica um acréscimo na altura do pico de interferéncia, significando que o pico levara mais tempo
para diminuir até a altura exp(—[3). Este efeito pode ser verificado com mais evidéncia quando

temos m ~ a? >> 1. Para ficar mais claro comparamos as figuras 2.6 e 2.8, as quais mostram
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o comportamento da funcao de Wigner para um intervalo de tempo que é trés vezes maior
que o tempo “inicial de descoeréncia” (2a?)~!. O pico central de interferéncia da superposicao
de estado com o numero de Fock m = 20 na figura 2.8 ainda tem uma significante altura e
uma boa estrutura desenvolvida, enquanto o pico de interferéncia gaussiano da superposicao
de estados para m = 0 ja estd quase desapararecendo neste momento.

Para grandes valores dos parametros m e a o tratamento numérico dos polinémios
de Laguerre torna-se muito dificil. Por esta razao ndés faremos algumas modificagoes para
facilitar a busca por melhores resultados. Notando que os polindmios de Laguerre na férmula
(2.37) sdo negativos para 0 < 7 < (1 + 0)~', nds podemos fazer uso da férmula assintética de
Hilb dada em [45], L, (—2) ~ exp(—x/2)Io(v/4nzx), esta aproximacio acontece uniformemente
com respeito a z (incluindo valores pequenos de x ) para n >> 1 (onde Iy é a funcao de
Bessel modificada), reescrevendo a fungao (2.37) com o auxilio da aproximacao anterior, noés
conseguimos uma nova fun¢ao na qual podemos trabalhar com grandes valores de m e « sem

nenhum problema, e esta nova fungao é:

£r) L-r(to) (_27‘|a|2(1—07)) ><10< Ar|a|y/m ) (2.4

[1+7(1—o)*! (1—o7)? =7 [(1—o7)2 — 72"/

Uma solugio aproximada de (2.37) para grandes valores de a? e m pode ser encontrada se
o parametro 3 for também grande (é suficiente atribuir ao paramentro [ poucas unidades a
mais que 1). Entretanto, para m ~ a?, nés podemos esperar, olhando para férmula (2.41),
que Tgay/m ~ [ > 1. Neste caso nés podemos usar a férmula assintGtica para a fungao de
Bessel modificada Iy(z) ~ (272)~Y/?exp(z) e escrever o lado direito da funcio (3.38) como
fm(7) = exp|—R,,(7)]. Para pequenos valores de 7 nés podemos aproximar a fungao R,,(7)

para:

Rn(7) = 27 (a0 — \/ﬁ)2 (1+o07)+ %ln (87ray/m) + (1 —0/2) — ;17'2 (1—40+0%), (2.44)

k

onde os termos que contém as poténcias 7% com k > 2 nao sao mostrados.
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Se os valores de «, m e | — y/m| sdo grandes, entdo a principal contribuigao no lado

direito da equagao (2.44) é dada pelo primeiro termo, assim a solu¢ao aproximada para a
equacao R, (1) =0 ¢

) B/ [2(a — Vim)?) (2.45)

Desta titima equagao nés podemos verificar que o tempo de descoeréncia 75" aumenta com o

crescimento de m, neste caso temos que m < a?. Logicamente que a férmula (2.45) nao é vélida

para m & a?, porque neste caso o segundo termo no lado direito da equacao (2.44) excede o

primeiro para |1 — /m/a| < /4rBexp(—f3). A solucdo aproximada para m = m, = a? é
7" ~ exp(20)/[8ma?]. (2.46)

Assim podemos verificar que o tempo de descoeréncia para superposicoes com m ~ a? pode
exceder o tempo de descoeréncia dado na equagao (2.41) por exp(253)/(4n3) vezes. Para =3
(quando temos exp(—/3) = 0.05 a razao dada pela equagao (2.46) em relagao a equagao (2.41) é
da ordem de 10. Analisando com atengao a equagao (2.44) nés podemos verificar que o terceiro
e quarto termos no lado direito podém ser eleminados , contando que a? seja bastante grande.
Conseqiientimente, o parametro o (que representa a temperatura efetiva) tem muito pouca
influéncia na taxa de descoeréncia na escala de 7. Se o coeficiente de difusao D dado na equacgao
de Fokker-Planck for fixado, entao a mesma conclusao é valida para a taxa de descoeréncia
em termos do tempo usual . Se o parametro fixado for o coeficiente de amortecimento -,
entao o tempo de descoeréncia neste caso sera proporcional ao produto o713, assim o tempo
de descoeréncia diminui com o decrescimento de |o| (isto é, com o aumento da temperatura
efetiva), como se espera

Na figura 2.11 mostramos a dependéncia do tempo de descoeréncia em uma escala dada
por

T = 207" /8 (2.47)
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na razao r = m/a? para o = 50 e 3 = 3. A normalizagao foi escolhida de tal maneira que T = 1
para m = 0. Em acordo com equagao (2.46), T' depende apenas de z e f nao dependendo de «,
pois « é fixado e x depende de m. Célculos numéricos mostram que, realmente, T’ praticamente
nao depende de « para « > 50, para comprovar este fato basta comparar as figuras 2.11, 2.12, e
2.13 para as quais os valores de « sao respectivamente (« = 50; 10; 100) e os valores maximos de
T respectivamente sao (T = 10,70;7,33; 10, 72) e a dependéncia T'(«) para os valores fixados de
x e (0 para grandes valores de « é bastante fraca. Na figura 2.14 nés mostramos a dependéncia
do valor maximo de T (o qual é encontrado para m = a?) em fungao do parametro 3, nesta
figura podemos verificar que aumentando o valor de beta, também aumentamos o tempo de
descoeréncia, e este resultado concorda qualitativamente com formula aproximada dada em

(2.46).

10

Figura 2.11: A dependéncia do tempo de descoeréncia em escala (2.47) na razio x = m/a? paraa =50 e 8 =3
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Figura 2.12: A dependéncia do tempo de descoeréncia em escala (2.47) na razdo ¢ = m/a2 para o= 10 e 8 =3

N6s definimos e normalizamos a fungao f,,(7) dada em (2.37) como sendo a altura

do pico central de interferéncia dependente do tempo (isto foi feito tomando o terceiro termo

de (2.26) e dividindo-o pela funcao F,(7) inicial, ou seja, em 7 = 0 e z = 0). Nds também

podemos normalizar a funcao de Wigner com o dobro do valor no centro do estado de Fock

deslocado; isto pode ser feito fazendo z = £G(t)a no mesmo instante ( veja formula (2.37)).

Esta nova funcao renormalizada é dada pela funcao

() = eap(— ) )

cuja expansao em série de Taylor resulta em

gm(T) =1 =270% +270*(1 — 0 +2m + o?) + ...

(2.48)

(2.49)

O TDI definido no termo linear desta expansao nao depende de m. Mas podemos
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10+

Figura 2.13: A dependéncia do tempo de descoeréncia em escala (2.47) na razio z = m/a? para a =100 e 8 = 3

verificar na figura 2.15 que as curvas com grandes valores de m estao acima das curvas com
menores valores de m. FEste comportamento pode ser interpretado como outra confirmacao
da manifestacao de que a superposicao de estados de nimero deslocados com grandes valores
de m sao mais robustos a descoeréncia. Além do mais, isto reflete outra caracteristica impor-
tante no processo de descoeréncia para superposicoes com grandes valores do “ntimero quantico
interno”m, o qual pode ser vista com clareza também na figura (2.8), nesta figura verificamos
que a estrutura que constitui o pacote da funcao de Wigner em z = 4« é destruida mais
rapidamente quando comparado com o termo de interferéncia entre estes pacotes na origem.
Este fato ilustra mais uma vez que é muito dificil, ou quase impossivel, achar um tinico tempo
de descoeréncia, porque este tempo depende, na realidade, da escolha da base com respeito a

qual a descoeréncia ird acontecer [53]. O répido desaparecimento das franjas de interferéncia
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Figura 2.14: a dependéncia do valor méximo de T ( o qual é encontrado para m = a?) em fungio do parametro 3 (neste caso

a = 50)

na regiao “sob a Gaussiana”(veja figura 2.8) pode ser explicado pelo efeito de destruigao dos
elementos fora da diagonal do operador densidade que descreve a superposicao de estados de
numero deslocado em z = +a, isto acontece porque os estados de Fock apresentam uma maior
fragilidade com respeito a influéncia do ambiente. Por outro lado as franjas centrais, que cor-
respondem aos elementos fora da diagonal do operador densidade para uma superposicao de

estados coerentes par e impar, se mostram mais resistentes em relacao a influéncia do ambiente.

2.5 Conclusao

Calculamos varios parametros para a caracterizagao da razao de descoeréncia para
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Figura 2.15: A dependéncia da altura do pico de interferéncia renormalizado gm () (2.48) no tempo compacto 7, neste caso
para um sistema atenuador na temperatura zero, para « = 6 e m = 0, 18,36, 54,72 (os valores sdo os mesmos da figura 8 , mas

agora a ordem das linhas é invertidas, ou seja, as linhas mais préximas do topo correspondem aos maiores valores de m)

uma superposicao de estados de nimero deslocados no ambiente, descrita pela equagao mestre
padrao para sistemas amplificadores e atenuadores insensiveis a fase. As principais motivacoes
para o nosso estudo foram: a caréncia de estudos em descoeréncia dentro da area da Optica
Quantica, a possibilidade de anélise de um modelo com uma estrutura analiticamente simples e
como uma rica estrutura interna das superposigdes quanticas (além do tamanho delas) influen-
cia a descoeréncia. Sabendo que os efeitos de interferéncia quantica sao fortemente suprimidos
por objetos macroscopicos reais, os quais nao sao apenas grandes, mas tém também uma estru-
tura interna muito complicada. Alguém poderia esperar que um aumento do numero quantico

interno m para uma superposicao de estados de nimero deslocados |a;m) com o parametro |«|
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fixado resultaria no decrescimento do tempo de descoeréncia. Porém uma situagao real torna-
se mais complicada porque o tempo de descoeréncia pode variar inversamente proporcional ao
|a|? apenas para superposigao de estados coerentes, quando temos m = 0. Mostramos que o
tempo de descoeréncia para superposicoes mais complicadas depende, de fato, da escolha da
medida de descoeréncia e do nivel de confianca, que é usado para decidir se a coeréncia inicial é
perdida ou nao. O tempo de descoeréncia, deduzido da derivada em relagao ao tempo do valor
inicial da pureza quantica, mostra oscilagoes como uma funcao de m para m > |al?. Por essa
razao nds propusemos outra definicao para o tempo de descoeréncia, que é baseada na andlise
da altura do pico central de interferéncia da fungao de Wigner dada pela fungao normalizada
fm(7) dependente do tempo. Considerando que a fungao f,,(7) ndo possui nenhum fator de
proporcionalidade para m # 0, nés definimos um nivel £ = exp(—f) < 1 abaixo do qual a
fungao f,,(7) pode ser considerada tao pequena que podemos afirmar que a coeréncia inicial
foi perdida. Nossos resultados mostram que, para & = 1/2 ou £ = 1/e = 0.37, o “tempo de
descoeréncia final do pico de interferéencia” TDF decresce monotonicamente com o incremento
de m. Alguém poderia questionar que estas duas escolhas de £ sao completamente arbitrarias,
embora elas sejam freqlientimente usadas por certas razoes. Porém, o valor 0.37 nao é muito
pequeno, estritamente falando. Um resultado interessante obtido neste trabalho é que baixando
o nivel de &, por exemplo para o valor £ ~ /exp(—1.4) =~ 0.25 (veja figura 2.14), o qual nédo esté
muito distante de 0.5 e também nao é muito pequeno, podemos verificar que se aumentarmos
o valor de m = 0 até m = |a|? o TDF serd também aumentado. A razao dos valores do TDF
para m = |a|? e m = 0 é da ordem de 5 para £ ~ 0.1 e 10 para & ~ 0.05. Estas observagoes
mostram que, dentro de certas condicoes, (e talvez dentro de um certo senso) superposigoes
macroscopicas com uma estrutura interna rica pode apresentar um tempo de descoeréncia maior

que as superposicoes mais simples, como a superposicoes de estados coerentes, embora este re-
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sultado pareca ser contraditério. Portanto, seria muito interessante estudar, nesta mesma linha
de trabalho, outros tipos de superposicao quantica “com estrutura interna”, além da super-
posicao de estados de niimero deslocados, e também outros tipos de reservatérios, além de

outros tipos de processos de relaxacao/amplificagao.



Capitulo 3

Generalizacao da Descoeréncia da
Superposicao de N Estados de Numero

Deslocados

Como mencionado na introducao deste trabalho, no capitulo 2 estudamos a descoeréncia
da superposicao de dois estados de niimero deslocados, e neste no capitulo iremos generalizar
o estudo da Descoeréncia para Superposicao de N Estados de Ntumero Deslocados. Para isto,

nos consideraremos a generalizagao da férmula (1.2)
@) = Ni(laf)[D(a) £ D(=a)]|0),
onde N. é o fator de normalizagao, |0) é o estado de vécuo, que generalizando resulta em:

N
) = A2 chﬁ<ak)‘m>'
k=1

Nesta nova equagao ¢ representa coeficientes complexos constantes, relembrando que neste

caso A é um fator de normalizagao, |m) é o estado de Fock e D(a) é o operador deslocamento.

39
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Seguindo a mesma linha de trabalho do capitulo anterior, na Sec.I, nés analisaremos a
estrutura da funcao de Wigner de uma superposi¢ao genérica de estados de nimero deslocados,
com um grande nimero de componentes, enfatizando o papel do pico central de interferéncia, o
qual esta ausente na representacao de coordenadas da densidade de probabilidade. A evolucao
da superposigao de estado dada em (1.5), inicialmente pura, governada pela equagao mestre,
¢ estudada na Sec. II. Estudaremos diferentes aproximagoes para a definicao do “tempo de
descoeréncia”, na Sec. III, onde ndés compararemos a evolucao temporal da pureza quantica
com a altura do pico central de interferéncia da funcao de Wigner. A comparagao entre tempo
de descoeréncia final e inicial em funcao dos parametros a,m e N para estados superpostos
em um circulo e em uma linha ¢é feita na Sec. IV. Na Sec. V nés mostramos a passagem da
superposicao quantica inicial para um estado classico, isto para o caso de sistemas amplificados.

Na seccao VI nés apresentamos os resultados e discussao.

3.1 Funcao de Wigner da Superposicao de N Estados de

Nuimero Deslocados

Se o valor absoluto da diferenca entre os parametros de deslocamentos oy, e «; for
bastante grande ( para k # j), entdo podemos afirmar que as componentes da superposi¢ao
de estado dadas em (1.5) praticamente nao se sobrepoem. Neste caso, como alguém poderia
verificar se a superposicao em estudo é uma mistura classica ou uma superposicao quantica? A
melhor maneira para fazer esta analise é, ao invés de analisarmos a densidade de probabilidade
no espaco das coordenadas, analisamos a estrutura da fungao de Wigner [41].

Usando os mesmos procedimentos do capitulo 2, e considerando que a fun¢ao de Wigner

F,(z) de um estado |g) ndo deslocado seja conhecida (neste caso nds estamos supondo que o
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estado de Fock |m) dado na equacdo (1.5) seja um estado arbitrario |g)). Entao fazendo uso
de um pouco de dlgebra, depois de um certo esforco, conseguimos chegar a fungao de Wigner

para superposicao de estados dada em (1.5) que tem a seguinte forma generalizada:

N
Fy(z) = A1 Z cicpFy(z — ag»;:)) X eXp(QiIm[ZOz;)z* — ag.;)agz)*]), (3.1)
jk=1
onde temos
w1 +
a§k) =35 (a; £ag) = ia,(cj). (3.2)

Podemos verificar facilmente que a funcao dada em (3.1) é real se a funcdo de Wigner F,(z)
for real. Cada um dos N? termos incluidos na soma dada em (3.1) tem a mesma estrutura
da funcao de Wigner do estado |g), mas estes termos sao deslocados por um valor complexo
ozg.?:) no espaco de fase e multiplicado por um fator de fase dependente z (com excegao para os
termos da diagonal, ou seja, j = k). A interferéncia quantica aparece devido aos termos fora
da diagonal (os termos fora da diagonal, ndo aparecem em misturas classicas). Estes termos de
interferéncia sao mais explicitos no caso em que o niimero de componentes da superposicao N
seja par, e se todos os parametros de deslocamentos «y puderem ser divididos em N/2 pares
(ag, —ag) com os pesos iguais para os coeficientes |c;|? e para cada componente de fase do par,
porque neste caso nés podemos constatar um grande pico de interferéncia no ponto central em
z = 0, a altura destes pico pode ser N vezes maior que a altura de cada pico constituinte da
fungao de Wigner em z = +qy,. Isto é verdade para qualquer estado arbitrario |g), obedecendo
sempre a condigao de que a quantidade |y, £ a;| tem que ser bastante grande (obviamente,
para k # j no caso do sinal negativo). Desde entdo ndés podemos assumir que a condi¢ao

de sobreposigao entre as diferentes componentes da superposicao dada em (1.5) é desprezivel.

Usando esta condicao, nés podemos escrever o fator de normalizagao da seguinte maneira

N
A=l (3.3)
k=1
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com uma pequena corregao da ordem de exp(—|ay £ a;|?).

A existencia da altura do pico central de interferéncia é a melhor manifestagao de
uma superposicao e também uma Otima indicacao da natureza quantica de um estado. Além
do mais, o valor da funcao de Wigner na origem pode ser medido, e esta medida tem muitos
significados fisicos importantes [58]. Por outro lado, a estrutura do pico central é muito sensivel
em relagao a qualquer pertubacao do estado quantico. Essa sensibilidade é devida a presenca de
fortes oscilagoes dos termos onde temos j # k. Por esta razao, estudando a evolugao temporal
da parte central da fungao de Wigner, nés podemos obter informacoes sobre a descoeréncia da
superposi¢ao quantica de um modo muito simples ( veja também [56,59]).

Neste trabalho nés consideraremos a fungao de Wigner para o estado de Fock |m) dada
em [43] por

Fin(2) = (2/m)(=1)™ exp(=2/2[*) L (4]2]%), (3.4)

onde L,,(z) = ng)(a:) sao os polinomios de Laguerre, definidos de acordo com [60],

nz — Zl';;k]z Tl (3.5)
Fazendo a substituicao da equagao (3.4) na equagao (3.1), isto resultard na funcdo de Wigner
para uma superposicao de N de estados de Fock Deslocados, que é escrita do seguinte modo:
(G VR U oDP? ()5 _ () () B
v(z) = — Z cjckexp{ 2|z — a7+ 2iIm (20, 2" — a; a5 )} L, (4|z | >
" (3.6)
Esta equacao é a generalizacao da férmula encontrada em [34] para a superposi¢ao de estados
coerentes (m = 0) ela também generaliza a férmula deduzida em [38] para m arbritrério (mas
para o caso onde ¢ = 1 e |ag| = constante, distribuido uniformemente no espago de fase).

O comportamento da fungao f,,(x) = exp(—2x)L,,(4z) é mostrado na figura (3.1 e 3.2). Nés

vimos que esta funcao mostra uma estrutura muito rica se m >> 1, e isto é interessante para
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—0.2—: X

Figura 3.1: Esta figura mostra a funcio f(z) = exp(—2z)Lm(4z) para m = 30 juntamente com a funcio exp(—2z)(grafico

pontilhado) no intervalo z < 2

estudarmos como esta estrutura influéncia o tempo de descoeréncia nas susperposicoes. Neste
momento é extremamente importante mencionar uma significante diferenca no comportamento
da funcao f,,(z) para o caso com m =0 e m >> 1: fo(x) vai rapidamente para zero quando
x > 1, para m >> 1 este mesmo fenomeno ocorre somente se x > m. Conseqiientemente,
a fungao (3.4) decresce exponencialmente na regigo classicamente proibida |z|* > m, onde a

energia do oscilador excede o valor mhw (relembrando que |z|* = (¢* + p?)/2.

3.2 Evolucao Temporal da Funcao de Wigner

Assumimos que uma evolugao irreversivel do estado quantico na representacao de in-

teracao (onde as oscilagoes réapidas do oscilador de alta-frequéncia sao eliminadas) é governada
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Figura 3.2: Esta figura mostra a funcio f(x) = exp(—2z)Lm (4z) para m = 30 no intervalo z > 1

pela equagao mestre padrao dada em (2.16) [47-50].
A funcdo de Wigner dependente do tempo W(q,p,t) obedece a equacao de Fokker-

Planck, a qual podemos encontrar com um pouco de algebra a partir da equagao (2.16)

ow 0 0 O*W  OPW
- i D .
ot 0Oq (WW) " dp (fpr) " ( dq* * Op? ) (3.7

onde os valores de D e v s@o dados em (2.18). O parametro de assimetria o pode variar

no intervalo [—1, 1], sendo este parametro positivo para sistemas atenuadores, e negativo para
sistemas amplificadores. A solucao da equagao (3.7) pode ser escrita em termos das coordenadas
complexas dada por:

F(zt) = /lC(z;t|z',O)F(z’;O)dz'. (3.8)

onde K(z;t|z’;0) é um propagador e pode ser calculado por muitas maneiras diferentes [7,61].

Tranformando a forma explicita, dada em [7,62], de (¢, p) para a varidvel z (e levando em conta
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que dqdp = 2d?z), n6s obtemos

2

K(z;t|]2';0) = 2 exp ( 0

= 2 - G(t)] ) (3.9)

onde t, G(t) e 7(t) sao dados em (2.22). Aqui podemos notar que 7(¢) > 0 ¢é independente do

sinal do parametro . Notamos também que no limite { — 0o nds temos
T & 2nupt = 4Dt = 24t/ o,

entdo verificamos que o parametro 7 nao depende de o (isto é, ndo depende da temperatura
efetiva) se o coeficiente de difusao D for fixado. Porém, para um coenficiente de amortecimento
~ fixado, o usual tempo ¢ pode ser muito menor que 7, logicamente que isto acontece se |o| << 1
(isto é o caso de altas-temperaturas). Para sistemas atenuadores nés temos G(t) < 1 e para
sistemas amplificadores G(t) > 1.

Se o > 0 (isto é, um banho térmico com temperatura nao-negativa), entao G(t) — 0
quando t — 00, de maneira que K(z;00|z’;0) nao depende de 2. Isto significa que qualquer

funcao de Wigner inicial tendera assimtoticamente para a funcao de Wigner de equilibrio.

F.,(2) = (20/7) exp(—2a]2|?). (3.10)

Conseqiientemente todas as caracteristicas individuais da fungao (3.1), incluindo sua estrutura

fina mostradas nas figuras (3.1 e 3.2), desaparece para t >> ty, = 7L

Assim t;, pode ser
chamado de tempo de thermalizacao do sistema. Este tempo nao depende, em detalhes, da
superposicao de estados inicial.

Porém, temos outras escalas de tempo, da ordem de t,/|cax|? < t, a qual corresponde
a um processo de descoeréncia, isto é, uma rapida transformacao do estado quantico inicial

para uma mistura classica e o desaparecimento dos efeitos de interferéncia. Estas escalas sao

altamente sensiveis em relacao ao estado inicial.
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Aplicando o propagador dado na equagao (3.9) para a fungao inicial, dada em (3.1)
com F,(z) dado por (3.4), e usando a férmula (a qual é uma versao complexa de uma férmula
andloga encontrada em [57])

(g —a)" &n adn
d*zexp (—g|z|* + €2 +nz*) Ly, (a]z|*) = ———"—exp (— L,(———, (3.11)
[ e ) L (afef?) = T e () 1, (S
Nos obtemos apds uma certa algebra a seguinte forma explicita para a funcao de Wigner

dependente do tempo:

N

2(=1)mrm . 2 T,
F(Z,t) = W Z CjC €XP |:—g|2’2 — gO&jCkk
J,k=1

°G, . 1
+= (zaf + 2"ay) = 5 (loyl* + |ak|2)}

4 *
X Lim (E [Gz =%kl [Gz = Xin] ) ; (3.12)
onde
1 1
Vik = 5(7”%' +sag), Xk = §(Saj + rag), (3.13)
M) =2V s(t) = 2X (3.14)

e as expressoes para X e Y sdo dadas pela equagao (2.27). Uma expressao equivalente para
a fungao de Wigner ( menos compacta) foi obtida em [11] para o caso de estados de ntimero
deslocados, distribuidos uniformemente ao longo de um circulo |a| = const com coeficientes
iguais ¢ = 1.

Como mencionamos no capitulo anterior, descoeréncia significa o desaparecimento dos
termos de interferéncia gerados pelas diferentes componentes de uma superposicao de estados
inicial. No capitulo 2, nas figuras 2.5-2.8, mostramos a fungao de Wigner para superposigao de
dois estados de niimero deslocados, e verificamos que o pico central de interferéncia da super-
posicao com m = 0 (sem a “estrutura fina”da fungao de onda inicial) desaparece mais rapido do

que no caso quando m # 0. Além disso, o tempo de sobrevivéncia da estrutura de interferéncia
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no centro aumenta com o incremento da razao m/a?®. Para uma razao m/a? relativamente
pequena, a estrutura de interferéncia na origem para uma “estrutura fina”, desaparece muito
mais rapidamente, quando comparada com os picos laterais constituintes do sistema. Porém,
esta situagao torna-se invertida quando temos a razao m/a® ~ 1. Essas mesmas observagoes
foram verificadas quando nés temos superposicoes com um ntumero maior de componentes, tais
como: quatro e seis componentes. Além do mais, verificamos que o tempo de sobrevivéncia da
estrutura de interferéncia, que ocorre fora da origem, também aumenta com o incremento da
razao m/a?. Por tltimo, verificamos que para o caso de seis componentes, mesmo apés um
tempo trés vezes maior que o tempo 7 = (1/2a?), a funcao de Wigner, ainda apresenta uma
estrutura de oscilagoes tanto para as componentes, quanto para os termos de interferéncia. Isto
pode ser verificado nas figura 3.3-3.6.

Os termos da diagonal (j = k) da fungao (3.12) representa uma mistura quantica da
funcao descrevendo uma evolugao independente de cada componente que constitui a super-

posicao inicial:

N
2(—1)mrm™ 2
Rt = 2EEEE S lape (<2 - ol

Aﬂ-sm+1
k=1

4 2
X Lo, (i |z — Gak|2> : (3.15)
s

Com um pouco de algebra e usando as equagdes (3.3) e (3.11), verificamos que a integral de

Fy(z,t) sobre todo o plano de fase apresenta uma normalizacao correta,

/Fd(z;t)dQZ =1,

logicamente que neste caso devemos excluir um pequeno fator de correcao exponencial devido
a contribuigao dos termos fora da diagonal, os quais sdo proporcionais a exp(—|a; — ag|*/2).
Se ¢ > 0, entao todos picos individuais com centro dado nos pontos ( = Gay sao

transferidos para um unico pico em z = 0 quando ¢ — o0 e, neste caso, a fungao (3.15),
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Figura 3.3 A funcio de Wigner Fm(z;7) (3.12) (para z real) para uma superposigao par de seis estados de niimero deslocados,
com ;a1 = 40 = —4;a3 = 12,04 = —12; 5 = 20; 6 = —20, para m = 10 (linha continua) e m = 0 (linha pontilhada), no
instante do tempo compacto 73 = 0, no caso de um sistema atenuador em uma temperatura zero (a = 1)

transforma-se na fungao (3.10). A memodria do estado quantico inicialmente puro, dado em
(3.1), esté contida nos termos fora da diagonal j # k encontrada em (3.12). Os pesos relativos

destes termos podem ser caracterizado pela altura dos picos de interferéncia criados por dois

termos com indices j e k fixados nos pontos

Cjk = G(T)(Oéj + Ozk)/Q (316)

(na equagao (3.16), verificamos que o fator G(7) é o responsavel pela flutuacdo da posicao do

pico em relacdo ao tempo). Substituindo z por G(7)(a; + a)/2 no lado direito da soma dada
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Figura 3.4: A funcio de Wigner Fm(z;7) (3.12) (para z real) para uma superposigao par de seis estados de niimero deslocados,
com ;a1 = 40 = —4;a3 = 12,04 = —12; 5 = 20; 6 = —20, para m = 10 (linha continua) e m = 0 (linha pontilhada), no

instante do tempo compacto 71 = 0.031(= (2a2), no caso de um sistema atenuador em uma temperatura zero (o = 1)

equacgao (3.12), podemos expressar a altura reduzida dos picos como:

T 72
Fy = Bexp [~ -l = 52| X L (= =l = o?). (3.17)
onde
Bjr, = 2Re {cjc;, exp [ilm (oj07)]} (3.18)

Logicamente que o valor total da funcao de Wigner F((;;) pode ser diferente de Fj;, devido a
pequenas corregoes dos outros termos da superposi¢ao. Além disto, o ponto (j; pode aciden-

talmente pertencer a mais de um par de indices ou coincidir acidentamente com algum valor

de (.
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Figura 3.5 A funcio de Wigner Fm(z;7) (3.12) (para z real) para uma superposigao par de seis estados de niimero deslocados,
com ;a1 = 4y = —4;a3 = 12,4 = —12;a5 = 20; 6 = —20, para m = 10(linha continua) e m = 0 (linha pontilhada), no
instante do tempo compacto T2 = 0.062 = 271, no caso de um sistema atenuador em uma temperatura zero (o = 1)

Se ¢ > 0, entdo G(t) — 0, 7 — 1/, s — 1/o, e r — —1/0 quando t — o0.

Conseqiientemente

1
|ij,|t_>Oo < 2lcjcx| exp (—5 |y, — ozj|2) X Ly, (|ak — aj|2) ’ (3.19)

e neste caso, podemos verificar que o lado direito da equagao (3.19) é muito menor que a unidade
para |ay, — Oéj|2 > 1 e para qualquer valor de m [57]. Isto de fato ocorre como nés esperamos,
os termos fora da diagonal tornam-se assintoticamente despreziveis. Isto pode ser interpretado
como o tempo de descoeréncia total. Além disso, como (j; — 0 quando t — oo, podemos
concluir que os termos Fj,(oo)(ou seja a equacao (3.17)) sdo cancelados exatamente pelos

termos exponencialmente pequenos da constante de normalizacao A, os quais foram omitidos
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Figura 3.6: A funcio de Wigner Fm(z;7) (3.12) (para z real) para uma superposigao par de seis estados de niimero deslocados,
com ;a1 = 40 = —4;a3 = 12,04 = —12; 5 = 20; 6 = —20, para m = 10 (linha continua) e m = 0 (linha pontilhada), no

instante do tempo compacto 73 = 0.093 = 371(~ (1/2a?), no caso de um sistema atenuador em uma temperatura zero (o = 1)

na equagao (3.3). Conseqiientemente, os termos fora da diagonal desaparecem, levando a fungao
dada em (3.12) assintoticamente a concordar com a funcao dada em (3.10).

A desigualdade dada em (3.19) permanece valida no caso limite o = 0, quando temos:
v=0,G({t)=1,7=4Dt, r =1—71 e por tltimo s = 1 + 7. Conseqiientemente, os termos fora
da diagonal desaparecem assintoticamente, sendo este um caso de descoeréncia nao dissipativa.
Nesta situacao, os centros dos pacotes iniciais nao mudam de posi¢ao, embora as larguras dos
pacotes tornem-se tao grande que eles podem se sobrepor. Ainda podemos perceber que os
fatores exponenciais exp(—2|z — | /s) ndo sado extremamente pequenos apenas na regiao

|z — ak|2 < 7, e para |rs| & 72 quando 7 > 1, os polinémios de Laguerre no lado direito da
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equagao dada em (3.15) tende para 1, e a funcdo de Wigner tende assintoticamente para uma

mistura diagonal de pocotes Gaussianos

N
. 2 2 2 2
F(z;7)— A_MZ lek|” exp (—; |z — ) : (3.20)

k=1

O comportamento assintético da funciao de Wigner para t > |y|™!, no caso para
sistemas amplificadores o < 0, é mais interessante, especialmente quando o é um valor préximo
de —1. Este é um caso especial que nos iremos considerar na Sec. V. Na seccao III, estudaremos
em detalhes o que acontece com os termos fora da diagonal da fungao dada em (2.26) na escala

do tempo dada como: t ~ |yai|™t.

3.3 Tempo de Descoeréncia

3.3.1 A Pureza Quantica Como Indicador de Descoeréncia

A pureza quantica p = Tr(p*) é usada freqiientemente como um dos indicadores mais

simples da coeréncia [?,63,64], a qual pode ser calculada por meios da férmula

= 7T/F2(z)d22. (3.21)

O valor inicial da pureza é dado por ©(0) = 1, e quando t > t;, a pureza vai para
o valor de equilibrio u., = o (isto para ¢ > 0). Mas antes que isto ocorra, a pureza vai

rapidamente (durante um tempo da ordem de ty/|ax|?) para um valor intermedidrio

N
ot = > 2, (3.22)
k=1

onde

N N
de = e’/ el D di=1. (3.23)
k=1 k=1
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A férmula dada em (3.22) corresponde a pureza de uma mistura de N estados ortogonais puros.
Para o nosso caso, temos uma aproximagao, isto porque as componentes da superposi¢ao (1.5)
nao sao exatamente ortogonais, mas as corregoes sao exponencialmente pequenas, da ordem
de exp(—|ax|?), exp(—|ar — a;]*) (k # j), isto para |a,| > 1. A pureza de cada componente
é aproximadamente conservada em uma escala de tempo da ordem de tg, /||, porque nesta
escala de tempo nés podemos omitir as mudangas das fungoes s(7) e r(7) dadas na equacao
(3.12), logicamente que nesta escala nds substituiremos s(7) e r(7) pelo valor da unidade. Assim
nos podemos definir o tempo de descoeréncia como o tempo necessario para tornar a funcao
inicial p(t) préxima do valor dado em (3.22).

A integral dada em (3.21) em conjunto com a funcao (3.12) pode ser facilmente calcu-
lada para m = 0, o que na verdade é uma superposicao de estados coerentes em ¢ = 0. Usando

a férmula (3.11) com n = 0 nés obtemos

N
9ik9Gmn T *
o= JAQS exp [_(aj — ) (ay — ag) ] , (3.24)

S
Jk,mn=1

onde
o= cxciexp [asa = 5 (sl + onf?) | (3.29
Como supomos inicialmente que |a; — ax| > 1 para j # k, entdo podemos perceber que os
unicos termos que contribuem significativamente para a soma dada na equagao (3.24) s@o os
temos com j = k e m = n para t << ty,. Assim podemos simplificar a equacao (3.24) para
(aqui nds fizemos s = 1)
N
= Z dkdmexp(—r\ak—am|2>, T L1, (3.26)
k,m=1
onde os coeficientes d, foram definidos na equagao (3.23). A equagao (3.26) mostra claramente
que, para superposi¢oes com mais de dois estados coerentes (uma superposigdo mesoscépia),

pode possuir mais de um tempo de descoeréncia.
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Nesta, seccao e na seguinte, limitamos a uma superposicao com um numero par de
estados coerentes, os quais podem ser divididos simetricamente em pares com respeito a origem

do plano de fase. Assumindo que
Qgk—1 = —Q2k, Cog—1 = Cak, (3.27)

e também |as| < Jay| < ... < |an|. Neste caso a equagao (3.26) sera substituida por

N/2
pw=2 Z dopdom, [exp ( — T|agg — a2m|2) + exp ( — T|agg + a2m|2>} , (3.28)
k,m=1
e para T << 1 obtemos
N/2
p=1-47> " dylaxl* + O(r%). (3.29)
k=1

O tempo de descoeréncia inicial mencionado em (2.29) pode ser escrito na forma
N/2
Tin' = |dp/dr|r=o = 4 Z dag|ovap . (3.30)

k=1

O lado direito da equagio (3.30) é proporcional ao nimero médio de fotons (a'a) no estado
incial. A vantagem do TDI, baseado na “pureza quantica, é que este tempo pode ser calculado
para um estado inicial arbritdrio, até mesmo quando as integrais (3.8) e (3.21) nao podem
ser calculadas analiticamente. Realmente, uma conseqiiéncia imediata da equagao (2.16) é a

férmula dada na equagao (2.31) e citada em [55,57,63], que pode ser escrita na forma

il = —27}1/0(1 —o+2[{a'a) — [(a)"] _, ) (3.31)
Os valores médios em ¢t = 0 podem ser calculados para qualquer valor de m com a ajuda das

relagoes dadas em (2.34) e auxilio da relacdo

~

D(ew,) D(ay) = D(a; — ay) explilm(ajay)],
em conjunto com as férmulas para os elementos de matriz (m|D(v)|n) = D) [44]

mh(_aynme=RPR2 LM (14 ]2), n > m

n!

DO —

mn

mym e PR (), mzn
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Em [57] foi mostrado que |exp(—m/2)L£r]f) (x)] < 1 para k =0,1 e x >> 1, independentemente
do valor do indice m (isto é, até mesmo se m ~ z). Por essa razao, calculando o dobro da
soma dos valores médios, nés estamos retendo apenas os termos da diagonal com o; = ay,. Isto

resulta na seguinte generalizacao da férmula dada em (3.30) dentro das condigdes de (3.27):

N/2
Tin' &2 2m + 4 Z o] ovag|?. (3.32)
k=1

O termo omitido mostra alguns comportamentos de oscilagoes como funcao de m, se m > |ay |2
Porém como foi mostrado em [57], a méxima amplitude destas oscilacoes é da ordem de |a|*/3
se m ~ |af®. Conseqiientemente, estas oscilagdes nao mudam significativamente o TDI (veja
em [57]).

Porém, o TDI nao pode ser uma medida universal da taxa de descoeréncia, porque
Tin pode se tornar muito pequeno, simplesmente pelo acréscimo do maior valor de |ay|?, sem a
realizacao de mudanca de valores nos outros parametros, até mesmo se dy < di com k # N.
Obviamente, que o ultimo membro da superposi¢ao é completamente insignificante neste caso,

e nada realmente ocorre com o estado quantico para o tempo 7;,.

3.3.2 Taxa de Decaimento do Pico Central de Interferéncia

Outro indicador simples do grau de descoeréncia pode ser a altura de alguns picos de
interferéncia dentro da estrutura da funcdo de Wigner [56,57,59]. As posigoes destes picos
sao fornecidas pela férmula dada em (3.16). A altura maxima inicial de cada pico (em 7 = 0)
dada por |B;i| pode ser duas vezes maior que altura do pico constiuinte de cada componente da
superposicao, que neste caso é centrado em z = Gay, ou em z = G (se for o caso de |¢;| = |ck]).
Porém, o valor de Bj;, ¢ muito sensivel para valores concretos dos ntimeros complexos «; e ay,
(em relacao a suas fases), a nao ser que eles fiquem localizados no mesmo raio com origem

no ponto z = 0. Além disso, B;; pode exceder o dobro da altura dos picos constituintes, se
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acidentalmente 7)), coincidir com alguns valores de 7, ou até mesmos com outros pares (Q,, )
dando os mesmos valores (s = (j;. conseqilentemente a funcao F'((;) nao pode servir como
um inidicador universal para qualquer combinacao de indice (j, k).

Um bom indicador de descoeréncia é a altura do pico central de interferéncia em z = 0
(isto dentro das condigbes impostas em (3.27), porque todos N pares de estados locados nos
pontos ay e —ay, contribui para F'(0,7), logicamente que isto implica no comportamento da
altura inicial de F'(0,0), podendo esta altura ser N vezes maior que a altura de qualquer pico das
componenentes da superposi¢ao F(c;,0) (isto ocorre se todos os coeficientes ¢; apresentarem
os mesmos valores). Além disso, o valor dado por F'(0,0) nao depende em momento algum da
posicao «a; do centro de cada pico dos componenetes da superposicao. Diante disto é razoavel
usar a altura normalizada como um indicador de descoeréncia, para isto dividimos F'(o, T) pelo

valor inicial. Assim conseguimos chegar ao seguinte indicador de descoeréncia:

flr) =2 (3.33)

Fazendo uso das condigoes dada em (3.27) nés conseguimos obter uma férmula explicita para

a altura normalizada do pico central de interferéncia dada por:

N/2

2rm o 472
.f(T) — gm+1 ngk exXp |:—?‘042k|2:| X Lm <_g|a2kl2) s (334)

k=1

onde os coeficientes dj, sao definidos pela equagao (3.23). A equacao (3.34) mostra claramente
que a evolucao da altura do pico central de interferéncia nao é exponencial em qualquer caso
genérico, onde o nimero de componentes da superposicao for maior que 2. Por esta razao, é
muito dificil ou quase impossivel a introducao de um unico tempo de descoeréncia para um
caso genérico. O TDI 7, fornece unicamente o tempo de desaparecimento da interferéncia
entre as componentes da superposicao que estao mais distantes. Contudo este parametro é

insuficiente para cacterizar todo o processo, especialmente se N > 1 ou se dy < 1. O padrao



3.3.2 Taxa de Decaimento do Pico Central de Interferéncia 57

de interferéncia desaparece totalmente somente apdés um tempo final de descoeréncia 15 ~ || ™2
(contando que d; nao seja muito menor que os outros coeficientes d). o qual pode ser muito
maior que o tempo de desocoeéncia inicial 7;,. Em particular, o incrementando o tamanho das
componentes da superposicao de estado pelo aumento do |ay| (ou adicionado novas componetes
com parametros de deslocamentos maiores) nao afeta o tempo de descoerencia final 7y.

Os primeiros termos da expansao em série de Taylor do lado direito da equacao (3.34)

sao os sequintes:

N/2 N/2
f(t) ~ 1-— 7'|:2m +1-— J+4Zd2k’a2k’2:| —|—7’2 {42@;6]042;{\2(]@2“2 +4dm+ 2 — 20)
k=1

k=1

+2m? + 2m(1 — 20) + (1 — 0) T . (3.35)

Olhando para o termo linear (com respeito a 7) em (3.35), podemos concluir que o o tempo
f-descoeréncia inicial definido como 7' = |df /dT|,=¢, coindice com o tempo ju-descoeréncia
dado em (3.32) (onde o termo 1 — o foi omitido). De fato esta coincidéncia acontece para
superposicoes arbitrarias, contando que elas tenham uma paridade definida com respeito a
reflexdo © — —x. Entretando a quantidade 0W/0t|,_, pode ser encontrada diretamente da
equagao de Fokker-Plank (2.17), sem qualquer conhecimento da fungao de Wigner W(q, p,t)
para t > 0. Por outro lado, a funcao de Wigner para um estado quantico puro com paridade
definida tem uma propriedade notavel, esta propriedade afirma que as derivadas da funcao de
Wigner na origem do espago de fase (¢, p) sdo determinadas completamente pelos valores médios
dos dominios e o produto dos operadores canénicos [65]. Em particular, podemos escrever:

-1 W

-1 0°W
AW 0q? =p=0

/A2 /A2
= (p°), e (@) (3.36)

Colocando estes expressoes no lado direito da equagdo 2.17) em t = 0, levando em conta as
equagoes (2.18) e (2.22), nés obtemos a derivada df /dr|,—o = 0 — (p*) — (%), a qual coincide

exatamente com a equacio (2.31), devido as relagoes (p?) + (§%) = 2(a'a) + 1 e (a) = 0.
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Verificamos que o TDI quando levado em conta apenas os dois primeiros termos da
expansao dada em (3.35) decresce com o incremento do parametro m. Mas por outro lado, se
levarmos em conta os trés primeiros termos da expansao dada em (3.35), o termo quadratico
indica que aumentado o valor de m, nés podemos reduzir a velocidade de decaimento da funcao
f. Conseqlientemente, os estados com m > 0 pode possuir um tempo de descoeréncia final maior
que os estados com m = 0. Este comportamento torna-se especialmete mais claro quando nés
temos m >> 1, desde entao a férmula dada em (3.35) mostra que a influéncia do parametro
m é mais significante para m ~ |a|? > 1. Neste caso nés podemos substituir os polinémios de

Laguerre de argumento negativos pela férmula de aproximacao assintética de Hilb dada em [45]
Ly (—x) ~ exp(—x/2)[o(V4mz), (3.37)

onde Iy(z) representa as fungdes de Bessel modificadas. A férmula (3.37) acontece uniforme-
mente com respeito a x ( incluindo pequenos valores) para m >> 1. Entao podemos escrever

a equacao (3.34) da seguinte forma:

N/2

2 2T o1 2 A7 |oar|/m
f(T) = gml kz:;d% exp (_EG |a2k| ) x Iy (T . (3.38)

Para 7 << 1 e m >> 1, o raio 7™ /s™*! pode ser representado com uma precisao suficiente,
e da mesma forma para a parte exponencial exp(—2m7) (os termos da ordem de m7? no
argumento da func¢ao exponencial podem ser omitidos obviamente). Por outro lado, se o ar-
gumento da funcao de Bessel, 47|ag|/m, é sgnificativamente maior que uma unidade (isto
acontece somente no regime final da descoeréncia, quando a fungao f(7) poderd ser muito pe-
quena), Entao nés podemos usar a férmula assintética para as fungoes de Bessel modificadas,
Io(7) =~ (2nz)" /% exp(x). Além disso, podemos ainda substituir s(7) = r(7) = G(7) = 1 no

argumento da parte exponencial e na fungao de Bessel (as corregoes sao da ordem |a*72 < 1,
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if |a]*7 ~ 1). Com estas aproximagoes nés podemos reescrever a equagao (3.38) como:

2 e | = 2r (o] = V)|
flr) =~y -

k=1 (27r7|ak\\/ﬁ) - o

Testes numéricos nao mostram diferenga visivel entre as fungoes (3.38) e (3.39) para |a|*r > 2
e quando m/|al? > 1/3.

De acordo com a equagao (3.39), nés podemos verificar que a taxa de decrescimento
do pico central de interferéncia se torna essencialmente lento, se um dos valores de |ay| for
um valor préximo de y/m. Para superposi¢oes nestas condigoes que mencionamos, o tempo
de descoeréncia final pode ser muito maior que o tempo de descoeréncia inicial. T;,. Estas

caracteristicas sao ilustradas na proxima secgao.

3.4 Exemplos

3.4.1 Superposicao de Estados de Numero Deslocados em um Circulo

Consideraremos dois casos. O primeiro exemplo corresponde a uma superposicao de
estados de numero deslocados, distribuidos uniformemente ao longo de um circulo |a,| = const

com idénticas amplitudes, ou seja, ¢, = const, de modo que d,, = 1/N e também

2mi(n — 1)

N ], n=12,...,N.

a, = |af exp [

A condicao |a; —ag| > 1 implica 2|«a|sin(7/N) > 1. Assim assumimos que N < N4, ~ 27|
Dentro destas condigoes, a férmula dada em (3.34) nao depende mais do parametro N (para ver
isto basta observar que a exponencial e os polinémios de Laguerre dentro da soma nao dependem

de N podendo ser retirado de dentro da soma, sobrando na soma somente d; cuja soma é a
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unidade) para a altura do pico central de inferéncia normalizado. Como uma conseqiiéncia, o

tempo de descoeréncia inicial nao depende do niimero estados superpostos neste caso.
Notando que a altura do pico central de interferéncia é N vezes maior que a altura de

qualquer pico das componentes da superposigao (centralizado em z = «a; quando 7 = 0, nés

definimos o tempo de descoeréncia final (TDF) 7 como a solucao da equagao

flrp) =1/(NB), B=1, (3.40)

esta equacao mostra o instante quando o pico de interferéncia se torna (3 vezes menor que
a altura inicial do pico central de das componentes. Esta definicao parece ser bem razoavel,
porque dificilmente alguém pode dizer que o pico de interferéncia desapareceu, se o pico de
interferéncia permanece mais alto que os picos das componetes da superposicao. A escolha
de ( ¢é simplemente por conveniéncia. Este parametro pode ser fixado de tal modo que para
uma simples superposicao de estados coerentes (quando a fungao f(7) é simplesmente uma
fungao exponencial para ¢ = 1) temos o tempo de descoeréncia inicial e final coincidindo.
Para verificar os calculos, basta calcular o tempo de descoeréncia inicial e final e depois igualar
os resultados e resolver para (; neste caso nés vamos encontrar 3 = e¢/2 ~ 1.36. Se estamos
interessados em um tempo de descoeréncia final maior que o tempo de descoeréncia inicial,
basta fazer 5 > e/2 na equagao (3.40).

Em todas ilustragoes nesta seccdo, consideramos o caso para ¢ = 1 (ou seja, a tem-
peratura no reservatério é zero), quando s = 1 e r = 1 — 27. Para estas condi¢oes pode ser
mostrado que TDF reduzido na escala 7; quase nao depende do parametro o, incluindo seus
sinais. Se levarmos em conta o valor concreto de o, nés teremos uma correcao da ordem de
67 ~ |yag| ™t a qual pode ser omitida. Na usual escala — ¢, o tempo de descoeréncia diminui
com o decrescimento do parametro o (que corresponte a um crescimento no valor absoluto

da temperatura T'), falando aproximadamente, como t; ~ 7r0/v (isto e, a medida que 7!
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esteja no limite da alta temperatura) em acordo com a equagao (2.22) para 7 << 1. Porém, ¢,
permanece finito até mesmo para um infinita temperatura; isto se o coeficiente de difusao D,
definido na equagao (2.18) for fixado.

Para m = 0 nés temos uma férmula exata e simples

_ In(NB)

7O(N) = NalF In(N BT, (3.41)

Conseqiientemente, colocando mais estados coerentes no circulo com um raio fixado no plano
complexo-a (isto é, para a energia e o tempo de descoeréncia inicial fixados) isto resultaria em
um incremento logaritmico para o tempo de descoeréncia final em funcao do nimero de estados
superpostos N.

Um comportamento tipico da fungdo f(7) dada em (3.38), para pequeno valores de
7 e diferentes valores de m, é mostrada na figura 3.7. Para uma escolha do valor de o como
sendo |a| = 10, o tempo de descoeréncia inicial para uma superposicao de estados coerentes

(m=0) é dado por Ti(,?) = 0.005, e nesta situacdo podemos verificar através da figura (3.7), que

~ . . . 0
a fungao f(7) decresce mais rapidamente com o incremento dos valores de m quando 7 < 70

m
De acordo com a equacao (3.32), o tempo de desocreréncia inicial descresce mais devagar com o
incremento do valor de m, que pode ser verificado com o resultado Ti(:l:|a|2) = 7'2-(,3) /2. Uma outra
maneira de observar este comportamento, é verificar que o declive da linha, que corresponde
a m = 10, estda muito mais préximo da linha que o corresponde a m = 0 quando comparado
com m = 100 = |a? (a linha para m = 0 ndo é mostrada na figura (3.7)). Porém o valor de
f(min) = 1/e = 0.37 ndo é extremamente pequeno, e olhando para pequenos valores de f para
T maior que 7;,, nés podemos verifiar que a situacao torna-se invertida, ou seja, o decaimento
do pico central de interferéncia da superposicoes de estados com valores de m maior, torna-se

mais lento. Isto pode ser visto na figura 3.8.

E conveniente normalizar o tempo de descoeréncia final em relacao ao tempo de de-
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Figura 3.7: A altura normaliza do pico central de interferéncia dada pela func¢do (3.38) versus o tempo 7 para superposigoes
dos estados de nimero deslocados em um circulo com raio |a| = 10 e diferentes valores do nimero de Fock, m = 10,40, 70,100

(seguindo esta ordem no lado esquerdo da figura de cima para baixo e invertendo no lado direito).

scoeréncia inicial TDI 7.0 = (2|a|2)~!, isto e, nés consideraremos a quantidade T = 2|a|?7;.
Resolvendo a equagao (3.38) numericamente, obtemos a dependencia de T em relagdo am e N,
que estao mostradas nas figuras 3.9 e 3.10. Podemos perceber que uma superposicao de estados
com m = |a|? apresenta um tempo de descoeréncia maximo, o qual pode ser muito maior que o
tempo de descoeréncia para superposicoes de estados coerentes (m = 0), especialmente quando
temos um grande nimero de componentes N. Este comportamento é explicado pela equacao
(3.39), a qual resulta em uma simples férmula aproximada, para o tempo de descoeréncia final
maximo:

7_ngzlozIZ) ~ Ti(r?)N252/(47T)' (3.42)
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Figura 3.8: o negativo do logaritmo da altura do pico central de interferéncia F' = —In(f) versus o tempo 7 adimensional
para superposicdo de estados de nimero deslocados em um circulo com raio || = 10 para diferentes valores do nimero de Fock

m = 10,40, 70,100 (de cima para baixo, no lado direito da figura)

Consequentemente, o tempo de descoeréncia final cresce como N? para N > 1 e |a|* ~ m.
Isto pode ser visto claramente na figura 3.9. Neste caso 3.10 mostra que 7y decresce com o
incremento de m para N = 2, em contraste com as superposi¢oes que possuem mais de duas
componentes. Isto é devido ao fato de termos escolhido um valor de 3 relativamente pequeno
dado por § = e/2. Fazendo com que beta assuma valores maiores como por exemplo: 3 > 2,
noés observamos o incremento do tempo descoeréncia final 74 para N = 2.

Note que quando deduzimos a férmula (3.34), nds omitimos a contribui¢do das compo-

nentes da superposi¢ao com termos j = k para o valor da fungao de Wigner na origem(z = 0).
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Figura 3.9: o tempo de descoeréncia final normalizado T' = 2|a|27'f versus o numeros de componentes N de uma inicial
superposicdo de estados de ntimeros deslocados em um circulo com |a| = 50, para 8 = e¢/2 com diferentes valores de excitagdo m

fixados.

O peso relativo desta contribuicao em 7 = 0 ¢é igual

5f = exp ( - 2|a|2>Lm<4|a|2> ~ Jo (4|a|m> (3.43)

(aqui usamos novamente a férmula assintética de Hilb, onde Jy(x) representa a usual fungao

de Bessel). Conseqiientemente,
~1/2
‘51"‘ < <27r|a|\/ﬁ) <1, la|>1,

até mesmo se m ~ |a|?. Para m < |a|? nés temos uma corre¢ao exponencialmente pequena,

da ordem dé:

‘(5]”‘ ~ exp(— 2|a\2).
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Figura 3.10: o tempo de descoeréncia final normalizado T' = 2|a|27—f versus o nimeros de excitacdo m de uma superposi¢ao
inicial de estados de nimeros deslocados em um circulo com |a| = 50, para 8 = e/2 com diferentes nimeros de componentes N

fixados.

Para m = 0, a dependéncia temporal da pureza, no caso especial da férmula (3.26) é

dada por:
| V-1
n=5 kz_o exp [—47|al?sin®(7k/N)] . (3.44)

Usando a férmula da soma de Euler-Maclaurin dada em [66]:

SF(k) ~ / : Fk)dk + - [F(O) + F(N)] (3.45)

2
k=0

e a conhecida representacao integral das fungoes de Bessel modificadas

2nly(z) = /27r exp|z cos ¢|do,
0
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noés obtemos uma férmula aproximada, a qual é boa para N > 1 (mas claro que N deve também

estar dentro da condicao N < 27|a]):
1~ exp(—27|al*) I (27]af?). (3.46)

O comportamento da funcao L = — In p para diferentes valores de N estd mostrado na figura

3.11. Todas as linhas apresentam o mesmo declive inicial, de acordo com a equagao (3.29).

2.5

1.5

0.5

Figura 3.11: o negativo da funcao logaritmica da pureza quantica L = —In u para uma superposicao inicial de N estados
coerentes (quando m = 0 e p é dado pela equagdo (3.44) versus o pardmetro T = 2|a\2‘r. As linhas de baixo para cima corresponde
aos valores de N variando de 2 até 14 ( neste exemplo N pode ser tanto par quanto {mpar). A linha envelope corresponde a férmula

aproximada (3.46).

Porém para grandes valores de N, os valores intermediarios assintéticos da pureza quantica,

Wine = 1/N, sdo alcancados apés um tempo, o qual é significativamente maior que o TDI
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_ 2\—1
Tin = (2]ar|?) ™.
Podemos definir o tempo de descoeréncia final para a pureza 7, como sendo a solugao
da equacao

1(Tfu) = Hint | / fint = €, (3.47)

onde € ¢ um nimero pequeno fixado € < 1. Exigindo que 74, = 7, para N = 2, obtemos o valor
e = e 2~ 0.135. Usando a equagdo (3.44) em conjuto com a equacio (3.47), nés encontramos

uma nova equacao aparentemente mais facil de trabalhar

N-1
Z exp { — 47¢|a? sin? (Wk/N)] =e. (3.48)
k=1
Obviamente, que para ¢ < 1 and N > 1, é suficiente levar em conta apenas o primeiro termo
no lado direito da equagao (3.48) (se este termo for igual a €, entao o segundo termo é da ordem

de €*). Assim podemos obter uma dependéncia quadratica do tempo de pu-descoeréncia final

em funcao no nimero de componentes da superposicao N dada por:

N \? 1 )
Ty = (M) In(1/e) = §Tm(N/7T) In(1/e). (3.49)

a qual deixa claro que a equacao escrita, nesta forma, apresenta uma visao analitica mais

simples e compacta.

3.4.2 Superposicao do Estado de Niimero Deslocados em Uma Linha

Reta

Agora iremos trabalhar com superposi¢oes com um nimero para de estados N < 2|«

com pesos iguais a dp = 1/N, distribuidos uniformente ao longo de uma linha reta,

agp-1 =al2k—1), k=1,2,...,N/2,
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de forma que 2a é uma distancia constante entre as componentes vizinhas; o parametro de

deslocamento méximo é dado por |ay| = a(N —1). Entdo param =0e o =1

2

2a2< 2  N+1 2, N =2

Tin = N2—1)=—oﬁv—={ : (3.50)
3 3 YN -1 2o

gOéN, >>1

Conseqilientemente, se o deslocamento méximo |ay| for fixado, entdo o tempo de descoeréncia
inicial ndo depende do nimero de componentes N (isto para N >> 1). Comparando as
equagoes (3.34) e (3.40) e também levando em conta que os termos com k > 1 decresce mais

rapidamente que os primeiros termos, nés podemos concluir que o tempo de descoerénica final

pode encontrado da equagao dada por:

2r™ 2T 472 1
gm+1 exp [—?‘@1’2} Ly (——]a1|2) = Ea (3.51)

rs

a qual nao contém N. Para m = 0 obtemos, ao invés de uma dependéncia logaritmica em N
como obtida na equagdo dada em (3.41), uma dependéncia quadratica em relagdo ao niimero

de componentes da superposigdo N para o tempo de descoeréncia final (isto se 7, for fixado):

i (N) = ﬂ = %NQ In (2ﬁ>fm, N> 1. (3.52)
2‘041

O tempo de descoeréncia final aumenta com o incremento de m, mas a sua dependéncia em
relacdo a m ¢é muito menos expressiva quando se trata de superposi¢oes em um circulo (a nao
ser que 5 >> 1). O valor mdximo para o tempo de descoeréncia final 7 f é alcan¢ado novamente

quando m = |a;|? (isto para 3 > 2):

Sty BB
f 2m|ay)? 3w

N7, N>1. (3.53)

O tempo de descoeréncia final praticamente nao depende de m, quando m é pequeno, comparado

com o deslocamento do tltimo estado superposto m < |a;|* < |ax|?. Nés nao consideramos
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valores para m >> |ay|?, porque estes valores resultaria na sobreposigdo entre as componentes
da superposicao da funcao de Wigner inicial.
A férmula (3.26) para o caso considerado em estudo poder ser reescrita como (para

m = 0) 1 ) v
uzﬁ—i—m; (N—k) exp(—Ta2(2k)2>, T, (3.54)

k=
de forma que a equagdo dada em (3.47) assume a forma

NZ_I (1 - WN) exp ( - Ta2(2k)2) =¢/2. (3.55)

aqui mais uma vez nds consideraremos apenas o primeiro termo no lado esquerdo da equacao

(3.55). assim nés obtemos

7, =In (2/e> Ja? = éTmNz In (z/e), N> 1. (3.56)

3.4.3 Superposicao de Quatro Estados de Numero Deslocados em

Linha Reta

Para facilitar o entendimento em relacao a dinamica da descoerénica da superposicao
de muitos componentes, consideraremos uma superposi¢ao de quatro estados deslocados e dis-
tribuidos ao longo de uma linha reta. Nas figuras 3.12 e 3.13, nds ilustramos o caso no qual
todas as componentes da superposicao possuem pesos iguais. Na figura 3.12 nds mostramos a
fungao de Wigner (3.12) com a parte imagindria de z igual a zero Im(z) = 0 para m = 0 (uma
superposicao de estados coerentes), em trés instantes de tempo: 7 = 0, 7 = 73, (calculados
de acordo com a equagdo (3.30)) e 7 = 7 (calculado de acordo com a equacao (3.40) com
B = e/2). Os picos representando cada uma das componentes da superposi¢ao sao locados nos
pontos z = £5 e z = £15, e os picos que aparecem nos pontos z = 0 e z = 10 sao causados

pelos termos de interferéncia. A altura inicial do pico em z = 5 é trés vezes maior que a altura
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do pico inicial em z = 15 devido a coincidéncia acidental do pico de interferéncia formado
pelo par de estados com as = —5 eaz = 15. J4 que F(z) = F(—z) para os estados que es-
tamos trabalhando, nao mostramos a funcao de Wigner correspondente ao semi-eixo negativo.
Podemos verificar que, embora a altura do pico central de interferéncia no instante 7;, é duas
vezes menor quando comparada com a altura em 7 = 0, ele é ainda maior que a altura dos picos
correspondentes de cada uma componentes. De fato, dificilmente alguém poderia acreditar que
ocorreria uma descoeréncia vital neste instante de tempo. Somente apdés um tempo 75 (o qual
é 5 vezes maior que T;,; neste exemplo) a altura do pico central de interferéncia torna-se menor

que os picos das componentes da superposi¢ao

Figura 3.12: Funcdo de Wigner F(z) (3.12)com Im(z) = 0 para uma superposicao de quatro estados coerentes (m = 0) em uma
linha, com pesos iguais, locados inicialmente nos pontos a1 = —a2 =5 e ag = —ay = 15 para trés instantes de tempo 7 = 0(linha

superior), 7 = Tj, = 0.004 (linha intermedidria) e 7 = 74 = 0.02 (linha inferior) a qual corresponde para um parametro 3 = e/2.



3.4.3 Superposicao de Quatro Estados de Numero Deslocados em Linha Reta 71

Na figura 3.13, nés ilustramos a diferenca entre superposicao de estados coerentes e
estados de niimero deslocados com grandes valores do nimero de Fock (m). O tempo escolhido
é o instante 7 = 0.04, o qual é 6.4 vezes maior que o tempo de descoeréncia inicial, calculado
em acordo com a equagao (3.30). Este tempo também é maior que o tempo final de descoréncia
(TDF) 0.033 para superposi¢oes Gaussianas, calculadas de acordo com a equacgao (3.52). Para
este contexto ndés podemos verificar que os picos de interferéncias da superposicao Gaussiana
estao significativamente abaixo dos picos das componentes da superposicao. Neste mesmo
tempo, os picos de interferéncias dos estados nao Gaussianos estao quase trés vezes maior que

que o pico das componentes.

F

0.165
o.14—f .
0.125
o.1—f
0.085
o.oe—f
0.04 ]
o.oz—f

o

—0.02

Figura 3.13: Funcio de Wigner F(2) (3.12)com Im(z) = 0 para uma superposi¢ao de quatro estados em uma linha, com pesos
iguais, locados inicialmente nos pontos a; = —a2 = 4 e a3 = —a4 = 12 no instantes de tempo 7 = 0.04 com pesos iguais, mais

diferentes valores de m, o gréafico pontilhado corresponde a m = 0 e a linha sélida corresponde a m = a% = 16.
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Para estudar a influéncia dos pesos das componentes diferentes da superposicao no
tempo de descoeréncia, nés vamos considerar superposicoes de quatro estado com a; = —ap,
a3 = —ay, dy =dy =x/2 eds =dy = (1 —x)/2. O nimero médio de fotons inicial, isto é, o

tempo de descoeréncia primério (3.30) foi mantido fixo, imposto pela limitagao
zlog > 4 (1 — 2)|as|? = (27i) " = const. (3.57)

Na figura 3.14 nés mostramos a fungao L = —Inpu(7) para diferentes valores do peso z e
fixados valores de a; = 5 e 7;,,' = 450 (de forma que as = 15 para z = 0). Podemos ver
atraves da equacao (3.28) que a pureza se aproxima assintéticamente de um valor constante
foo = [2% + (1 — x)?] /2 apds um intervalo de tempo, o qual é significativamente maior que o
TDI 7;,, até mesmo para pequenos valores de x. Na figura 3.15 mostramos que a diferencga entre
o tempo de descoeréncia inicial e final se torna bem mais evidente quando nds consideramos a
dependéncia temporal do negativo da fungao logaritimica para a altura do pico central de inter-
feréncia normalizado F' = —In(f), onde f é dado pela equagao (3.34). Embora todas as curvas,
comecam com a mesma inclinagao inicial em 7 = 0, correspondendo ao tempo de descoeréncia
inicial 7;,, estes parametro nao tem nada em comum com tempo real de descoeréncia, exceto
para o caso em que o peso = das componentes interna da superposi¢do seja muito pequeno (por

exemplo: x menor que 0.1, e para este caso o parametro ( na equagao (3.52) é maior que €/2).

3.5 O Comportamento da Funcao de Wigner Para um

Tempo Longo em Sistemas Amplificados

Nesta seccao analizaremos o comportamento assintotico para a funcao de Wigner dada

pela equagao (3.12) quando ¢t — oo no caso de sistemas amplificados (o < 0). Se ¢ > —1, entao
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L 1
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Figura 3.14: O negativo da funco logarftmica para a pureza quantica I = — In(x) (onde a pureza é dada pela equagio (3.28))
versus o tempo 7 para superposigoes de quatro estados coerentes em uma linha, sendo os pesos z das componentes da superposi¢ao
diferentes. Os parametros sdo fixados no tempo de descoeréncia inicial 7;, = 1/450 e na posigdo inicial da primeira componente

a1 =5 (veja a equagdo (3.57)).

assintoticamente nés podemos escrever

G2

G=exp(yft) >1, T~ ol
LG _ G|+
o] ’ ol

Conseqiientemente, fazendo a substituicao de z = G(t)Z, nés podemos reescrever a fungao
(3.12) para 7 > 1 como:

F(zt) =G X1)F(3), (3.58)



3.5 Funcao de Wigner para Sistemas amplificados 74

F
1 x=0
2.5+
x=0. 2
2,
1.5
x=0.5
1,
] x=0. 8
0] 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
1 T
Figura 3.15: o negativo da fungao logaritmica para a altura do pico central de interferéncia normalizado F' = — In(f) (onde

a f é dada pela equagdo (3.34)) versus o tempo 7 para superposi¢des de quatro estados coerentes em uma linha, sendo os pesos z

das componentes da superposicdo diferentes. Os pardmetros sdo fixados no tempo de descoeréncia inicial 7;, = 1/450 e na posigao

inicial da primeira componente a1 = 5 (veja a equagao (3.57)).

onde
2|1 — o)™ < 2o 1 - |o]
F(?) = cf % N il B T B Ll B
(z) A']T(l + |O-|)m-‘rl j%::l C]Ck eXp |: 1 + |0_| |Z| + 1 + |O_|a]ak:
2’0‘ ~ ok ~% 1 4 +) —)*
T o] (g + 27a5) = 5 (loy” + |ak|2)] X Lu, (— 1_—022§k Z50" ), (3.59)
e
() 1 1
Zjx' = lo| 2—5(%’+04k) ol —ow) (3.60)

Percebemos que a funcao de Wigner assintética toma uma forma congelada em termos da

varidvel escalada z. O fator dependente do tempo G™2(7) na equagao (3.58) é o responsdvel
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pela normalizacao correta, devido a relacao d?z = G?d?Z. Por outro lado, analisando a funcao
(3.58) verificamos que F?(z) decai em funcdo do tempo de acordo com G~%(7), enquanto a
pureza quantica dada pela equagao (3.21) decai em concordancia com G~2(7) = exp(—2|7|t).

No entanto, a contribuigao dos termos fora da diagonal na funcao (3.59), ndo podem
ser omitidos quando 7 > 1, porque os valores absolutos dos argumentos dos polinomios de
Laguerre no lado direito da equagao sao muito maiores que os valores absolutos da funcao
exponencial com argumentos correspondentes, com os mesmos valores da variavel Z (isto é,
para o proximo de -1) Este fato pode ser interpretado como um resurgimento dos efeitos de
interferéncia (a fungao de Wigner assintética depende da fase dos coeficientes ¢;, e ndo apenas
de seus valores absolutos). Isto é claramente visto, quando comparamos as figuras 3.16 e 3.17,
as quais mostram uma parte da funcao de Wigner congelada F (%) com Z real para superposigoes
pares e impares de dois estados de niimero deslocados com diferentes valores do niimero de Fock
m. Para m =0 e m = 1, as curvas das superposicoes pares e impares praticamente coincidem
inicialmente, de tal forma que estes valores de m nao sao considerados na figura 3.17. Mas
quando m estd préximo de |a|?, a diferenca se torna bastante notavel. Por exemplo, o pico
central de interferéncia para uma superposigao par com m = 16 (veja figura 3.16) é totalmente
destruido no caso de uma superposicao impar, como mostrado na figura 3.17.

Porém, estas interferéncias tém uma natureza clédssica, e ndo quantica (ou talves tenha
a natureza mais classica da quantica) . Na forma mais distinta, este fenomeno pode ser visto no
caso de limite, como um amplificador quantico ideal, caracterizado pelo parametro o = —1 (este
caso pode também ser pensado como sendo um amplificador com temperaturas nao positivas).
Entdo 7 ~ G? e s &~ 27, mas r = 1, de maneira que a fungiao (3.12) passa a ter a forma

assintotica
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Figura 3.16: A funcio de Wigner em escala F(Z), dada pela equacio (3.59) com Im(z) = 0, contra o argumento 7 em escala

(os tilds sobre z foram omitidos) no caso de amplificacdo do sistema (¢ = —0.9) da construgao inicial de uma superposicdo de dois

estados de ntimero deslocado com ¢; = ca = 1/\/5, para diferentes valores de m = 0,1,10,16. A linha sélida para m = 16 tem um

pico forte no centro, enquanto a linha para m = 10 mostra dois picos no centro abaixo do pico para m = 16.

N
2(_1)771 * =12 % ~* 1
Fzr) = ngl cjcpexp | = [Z[+ Zag + Zay — 5 (la* + lax[?)
Lo 27 [z - ak} [z - aj} . (3.61)
Dentro da condi¢ao
o <z - ak> (z - aj> > m?, (3.62)

Podemos substituir os polinomios de Laguerre pelo maior termo da soma dada na equacao

(3.5), ou seja, Ly, (x) = (—x)™/m!, e assim simplificar o lado direito da funcao dada em (3.61)
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Figura 3.17: A mesma figura 3.16, mas para uma superposi¢ao inicial impar de dois estados de nimero deslocado com

c1 = —cg = 1/\/5 e a1 = —ag = 4, para dois valores m = 10, 16, A linha sélida corresponde a m = 16 e ndo mostra nenhum pico
no centro.
para
N m
F(z;1) = (Arrm!)™! Z CiCr [(2 —ay)(Z — ozj)*}
k=1
X exp [— 212 + Zak + 2 a; — (|oy[? + |a,€|2)/2] (3.63)

E notdvel que o lado direito da equagao (3.63) pode ser representada por uma forma fatorada

como o modulo quadrado de alguma funcao de onda de Wigner

F(z;71) =W(z;7)¥" (2, 7), (3.64)

77
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de tal forma que podemos escrever

U(z;7) = (Arrm!) =12 i ¢ (2 — OzJ')*m

X exp {—% 2= oy +ilm (Fay)| . (3.65)
j=1

A equagao (3.64) mostra que a fungdo de Wigner assintética é positiva em todos os pontos
do espaco de fase. Isto signfica que o estado assintético é totalmente classico. Por outro
lado, a equagao (3.65) mostra que estes estados cldssicos sdo muito sensiveis em relagao a fase
dos coeficientes ¢;. Vale mencionar que a funcao (3.65) nao sé lembram os valores exatos de

coeficientes da superposi¢do quantica inicial (2.1), mas também preserva a memoéria da forma

inicial dos pacotes de onda que constitui a superposicao, através do fator pre-exponencial m.

3.6 Conclusao

Os principais resultados deste trabalho sao os seguintes: Obtivemos uma féormula sim-
ples para a fungao de Wigner dada pela equagao (3.1) para uma superposicao de estados de
ntimero deslocados arbitrarios, (gerados por um operador de deslocamento atuando em um
estado de nimero) em termos da fun¢ao de Wigner do estado de nimero nao deslocado. Nos
obtivemos uma férmula exata dada em (3.12), para descrever a evolu¢ao da fun¢ao de Wigner
de uma superposicao de um numero arbitrario de estados de niimero deslocados com o mesmo
nimero de excitagdo m, governado pela equagao mestre padrao (2.16), ambas no caso de re-
laxacao para um estado térmico com uma temperatura arbitraria, no caso de um amplificador
quantico insensivel a fase.

Comparamos duas definicoes para o tempo de descoeréncia: uma baseada na evolugao
temporal da pureza quantica (tempo p-descoeréncia) e a outra baseada na evolu¢ao temporal
do pico central de interferéncia o tempo f-descoeréncia inicial. Mostramos que ambas aprox-

imagoes correspondem a resultados idénticos para o tempo de descoeréncia inicial (TDI) no
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caso de superposigoes simétricas. Nos demonstramos que o (TDI) pode ser considerado como
uma caracteristica confidvel no processo de descoeréncia, apenas para os casos mais simples
como a superposicao de dois estados coerentes. Em casos com uma estrutura mais rica, tais
como superposicoes com mais de duas componentes de estados coerentes bem separadas, ou
compoenentes com uma estrutura interna (representada pelos estados de nimero deslocados),
noés introduzimos o conceito de tempo de descoeréncia final TDF. A Funcao f-aprozimada para
o calculo do tempo de descoerécia final TDF é muito mais simples e transparente que a funcao
u-aproximada, porque esta tltima pode ser usada de fato, somente para uma superposicao ini-
cial de estados coerentes. Para superposi¢coes com um estrutura mais fina, o calculo da pureza
quantica em qualquer instante do tempo se torna um problema extremamente dificil, até mesmo
se for conhecido uma expressao explicita para a funcao de Wigner. Ao contrario disto, a andlise
e o calculo do pico de interferéncia podem ser facilmente executados para qualquer da variavel
tempo. Mostramos também que, embora o u-TDF e f-TDF nao coincidam em nenhum caso
genérico, os seus comportamentos qualitativos sdo similares. Ambos os tempos incrementam
siginficativamente (por vérias vezes ou até mesmo por ordens de magnitudes), se for acrescen-
tado o nimero de componentes N ou o numero de excitacao m na superposicao de estados,
mantendo o valor do TDI. Conseqlientemente superposi¢oes com uma estrutura mais rica pode
ser mais resistente contra a descoeréncia do que simples superposicoes de dois estados coerentes
(pacotes Gaussinos), embora estes resultados possam ser vistos contra a intui¢ao. Finalmente,
nos mostramos como uma susperposicao quantica inicial é transformada em uma superposicao

classica no caso de amplificacoes insensiveis a fase.



Capitulo 4

Descoeréncia da Superposicoes Estados

Coerentes de Muitos Modos

Nos ultimos anos, varios trabalhos sobre estados coerentes pares e impares de um 1inico
modo do oscilador tem sido apresentado na literatura. Os estados coerentes pares e impares
de um tnico modo foram inicialmente estudados em [18] e analisados mais detalhadamente
em [34,67,68]. A teoria para a geracao destes estados foi discutidas em [69, 70]. Estados nao-
classicos de dois modos, via superposicao de estados coerentes de dois modos, foram estudados
em [71], neste caso foi mostrado que dentro de certas condigoes estas superposicoes de estados
podem exibir efeitos nao classicos, tais como: compressao de dois modos e estatistica sub-
Poissoniana. A superposicao par e impar de muitos-modos do estado coerentes foi analisada
em [91], para este caso foi mostrada a forma explicita para: a distribui¢ao de fétons, fungao-
Q e funcao de Wigner. Em particular é mostrado que, dentro de certas condigoes, para o
caso de dois modos, existe uma forte correlacao entre esses modos, que é responsavel pela

compressao dos dois modos no caso de uma superposi¢ao de estados coerentes par. Estados

80



4. Descoeréncia da Superposicoes Estados Coerentes de Muitos Modos 81

coerentes emaranhados, teletransporte e descoeréncia foram estudados em [73], neste estudo
foi verificado que estados coerentes emaranhados sao resistentes a absoc¢ao do ruido de féton
quando comparado com estados polarizados bifotons emaranhados. Multi-partes do estado
coerente emaranhado foram considerados em [74], neste caso foi proposto um esquema para a
geracao de multi-partes do estado coerente emaranhado, via emaranhamento trocado, com um
exemplo de realizacao fisica em ion armadilhado.

Como pode ser visto, existem poucos estudos sobre a descoeréncia da superposicao
de estados coerentes de muitos-modos. Neste capitulo nés estudaremos a descoeréncia de su-
perposicoes de estados coerentes de muitos-modos, comparando duas familias de estados. A
Primeira consiste de estados totalmente fatorizados, que neste caso, nada mais é o produto

direto dos estados coerente par/impar.

Ay = [T NVellanl) (o) = | = ) - (4.1)

k=1

A segunda familia consiste estados coerentes par com muitas-dimensoes introduzido em [72,78]
[A)s = Ny (|A) +| = A)) (4.2)

onde |A) = |ay, ag, as...a,,). Ao contréario do estado (4.1), todos os modos do estado (4.2) s@o
fortemente emaranhados. Nosso objetivo é verificar como o incremento do niimero de modos
n influencia taxa de descoeréncia e se existe alguma diferenca entre a taxa de descoeréncia dos
estados (4.1) e (4.2), com o mesmo vetor A, pois, informagoes sobre o emaranhamento quantico
e a descoeréncia sao extremamente importantes para informacao quantica.

Este capitulo serd desenvolvido da seguinte maneira. Na I seccao nés estudaremos
a funcao de Wigner dependente do tempo para uma superposicao de estados coerentes de
muitos-modos nos padroes da equacao mestre. A pureza quantica serd analisada na seccao II.
Na seccao III, nds estudaremos o emaranhamento para uma superposicao de estados coerentes

de muitos-modos. Concluiremos na seccao I'V.
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4.1 Funcao de Wigner Independente do Tempo Para Uma

Superposicao de Estados Coerentes de Muitos-Modos

Neste trabalho, usaremos a definicao da superposicao de estados coerentes de muitos-

modos, definida em [78] e dada pela equagao (4.2)
45) = Na(|14) £ - 4))
onde o estado coerente de muitos modos |A) é definido como:
|A) = |y, ag, ag...a,) = D(A)|0) (4.3)

o qual é criado pela atuagao do operador de deslocamento de muitos-modos D(A) no estado de
vacuo de |0) . Logicamente, a superposigao de estados coerentes de muitos modos nada mais
é que uma generalizacao de uma superposicao de estados coerentes de um tinico modo [?]. O

fator de normalizacao Ny para uma superposicao de estados coerentes de muitos-modos é dado

por:
1
Ny = 72 (4.4)
(201 + eap(~2/4P2))
onde A = aq, a9, as...c,, € um vetor complexo e seu médulo é:
AP = [on]” + ol + Jas* + . + |an]* = D o (4.5)
m=1

Apo6s um pouco de algebra, podemos escrever a superposicao de estados coerentes de muitos

modos na base de niimero da seguinte maneira:
ez AP g gmn e
A =Ny = X <1j:(—1) hnz.. ”)|n>. (4.6)

A fungao de Wigner independente do tempo para os estados coerentes de muitos-modos,

n

¢ dada pela equagao (16) em [91]

Al? Bl?
Waps(qp) = 2"e:cp[ — 277 +2AZ* +2/B" — AB* — % — %1 (4.7)
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Para superposicoes de estados coerentes de muitos modos, par e impar, a funcao de Wigner

independente do tempo, serd uma combinagao da equacao (4.7)

Wa.(q,p) = INP*|Wiap=a)(q,p) £ Wiap=—a)(q,p) £ Wa5-1)(¢,P) + Wi—a,-—1)(¢:D) |
(4.8)
onde a férmula explicita de N1 é dada na equagao (4.4. Para o caso de muitos modos foram

usadas as seguintes notagcoes
Z=(Z1,Zy..2)  Z=(qn +ip)/V2 (4.9)

AZY = onZf + anZs + ... + a2

\Z12 = 2,75 + Zy 75 + .. 202 (4.10)

4.2 Evolucao Temporal da Funcao de Wigner

Novamente assumiremos que a evolugao irreversivel de um estado quantico (onde as
oscilagoes répidadas do oscilador de alta-frequéncia sao eleminadas) é governada pela equacao
mestre. Supomos que cada modo ¢ acoplado para o seu préprio reservatério térmico, de forma

que a equagao mestre é uma generalizagao direta da equagao da (2.16):

0 u o o it o o o
a—f = Z [le (2akpaL - a,takp — pa,tak) + Ny, <2a£pak — aka,tp — pakazﬂ ) (4.11)
k=1

Onde a; e &Z sao os usuais operadores de aniquilacao e criagao. O parametro positivo n é

proporcional ao coeficiente de acoplamento entre o oscilador e o reservatorio. Os parametros
Ny e Ny, podem ser interpretados como o nuimero de atomos do reservatério interagindo

ressonantemente com o oscilador no estado fundamental e excitado respectivamente.
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A fungao de Wigner dependente do tempo W (q,p,t) obedece & equagao de Fokker-

Plank, a qual pode ser determinada através da equagao (4.11),

W < { d d PW  PW
— = —— (@i W) + =— (pW) + D (—+— 4.12
ot ; 8qk( ¥ W) 3pk( pilV) "\og T op? (4.12)
onde os parametros sao definidos da seguinte maneira:
1 Ny — Noy,
=noNok, Dip= =nNox = 20k, Nop = N1+ Nop, ck=———— k=1.n. (4.13
V& = N0 Nog k 277 0k = Yk 0k 1k 2k Nip + Nog ( )

Como mencionamos nos capitulos anteriores, o parametro ¢ pode variar no intervalo [-1,1],
sendo positivo para um sistema atenuador e negativo para um sistema amplificador. A solucao

da equagao (4.12) pode ser escrita em termos das coordenadas complexas como
Wiz t) = /K(z;t|z’,O)W(z'; 0)d?z". (4.14)

onde cada argumento complexo seria substituido por um vetor n-dimensional. Obviamente que
a equagao (4.11) nao mistura os diferentes modos. Nesta condi¢do o propagador total é um

produto de n propagadores

K(z;t2';0) = [ [ (25 112}: 0), (4.15)
j=1
onde cada funcao KCj(z;;t]25;0) tem a forma (3.9). Em principio, todos coeficientes 1y, Ny e

Ny podem ser diferentes (como fungoes de k). Mas aqui nds trabalharemos com todos indices

iguais em k. Usando a forma explicita, dada em (3.9)

2

2l 02| ) (4.16)

L. /.~ — —2 —
K(z;;t|z';;0) = p—r exp (

onde as expressoes para G(t), 7(t) e t(7) sdo dadas em (2.22).
Aplicando o propagador dado na equacao (4.16) para a funcao inicial dada em (4.8)

e usando (4.15) em conjunto com a férmula (a qual é uma versdo complexa de uma férmula
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andloga encontrada em [57])

/d2z exp (—glz]* + &2 4+ nz*) Ly, (alz]?) = 7r(ggn——+1a)"exp (%) L, <%) . (4.17)

nés obtemos apés uma certa algebra (fazendo F' = W/m), uma férmula explicita para a funcao

de Wigner dependente do tempo para o estado emaranhado inicial dado em (4.3):

e (—2]z—GA\2> (—2\2+GA\2)
e = wn(rG!2+T>”{€xp (Gr+7 “GE+)
|22 + 7| A|? iImAZ*
i2exp[—2< (GE+7) )}cos[zllépizﬂ]} (4.18)

Para o estado fatorizado inicial (4.1), nés temos
T N2 (|awl) 2 2
F — TR ——~ u — Gal? - Gou|?
(2, 7) k”l s (7) {exp { S<T>|zk o ] + exp { S<7_)]zk + Gay|

+2exp {_% (2l + T|ak|2)} cos [%Im (akzk*)} } | (4.19)

Neste capitulo, temos dois bons motivos para trabalhar com a fungao Wigner na origem.
Primeiro: levando em conta um alto grau de dificuldade em trabalhar com z diferente de
zero dado na expresao (4.10). Segundo: as observagoes feitas nos dois capitulos anteriores e
também discutidas em [57], onde nés mostramos que informagoes importantes sobre o tempo
de descoeréncia podem ser obtidas analisando a altura do pico central de interferéncia. Entao,
seguindo esta mesma linha de raciocinio, nesta seccao, nés estudaremos o tempo de descoeréncia
para o caso de uma superposicao de estados coerentes de muitos modos, através do pico central
de interferéncia, que é dado pelo ultimo termo da funcao de Wigner dependente do tempo
(4.18), em z = 0. Normalizando esta quantidade pelo seu valor inicial em 7 = 0, nés obtemos

a seguinte fungao

(0,7) 1 —27| AJ?

fo) - xp(ir )
£0,0) (G +n “PYap+ 7

(4.20)
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E interessante comparar se existe diferenca entre o tempo de descoeréncia inicial para os estados
emaranhados e fatorizado. Para estudar uma superposicao estados coerentes de muitos modos
emaranhados, (um caso particular) fazemos |A|> = n|al? na equagao (4.20). A figura (4.1)
mostra dois graficos de f contra 7, de cima para baixo, o primeiro grafico corresponde a o = 5
e n = 25, o segundo corresponde a o = 25 e n = 5, 0s quais mostram que o crescimento
de n faz com que o tempo de descoeréncia inicial do pico central de interferéncia decai mais
suavemente quando comparado com o crescimento de «. Para uma superposicao de coerentes
de muitos modos fatorizados, basta fazer f™. A figura (4.2) possui os mesmos parametros da
figura (4.1) e sdo idénticas. Com isto podemos verificar que o tempo de descoeréncia inicial
para o pico central de interferéncia é o mesmo, tanto para estados emaranhados quanto para
estados fatorizados.

Definimos o tempo de descoeréncia final nos dois capitulos anteriores, como sendo o
tempo necesséario para a funcao f variar do valor inicial 1 até uma altura fixada 1/26 < 1. O
tempo descoeréncia final para o pico central de interferéncia da funcao de Wigner para estados
emaranhados f(7) = 1/20 é dado por

T = mln@ﬁ), (4.21)
o qual pode ser obtido fazendo algumas aproximacoes e levando em conta que |A[*> >> 1.
Quando repetimos os calculos para f"(7) = 1/2"(3, que corresponde a estados separados, obte-
mos a equacao

e ). (4.92)

a 2n|a|?
Podemos observar que os tempos de descoeréncia final para os estados emaranhados e fator-
izados apresentam comportamentos diferentes, o que pode ser verificado através das equagoes
(4.21) e (4.22) e nas figuras (4.3) e (4.4). O contrério ocorre com o tempo de descoeréncia ini-

cal para os mesmo estados. Uma outra observagao interessante pode ser feita quando fazemos
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i .17 Funcgao de Wigner na origem dada pela equacao (4. para estados emaranhados = n|a|® com os parametros
Figura 4.1: de W dada pel 4.20 d hados |A|2 2

a =5 en = 25 para o primeiro gréifico de cima para baixo e o segundo grafico com o = 25 e n = 5.

n — o0 na equacao para estados fatorizados correspondente ao tempo final de descoeréncia
(4.22), que resulta em:
In(2
T = 2) (4.23)

= W'
Desta equacao e também das figuras (4.3) e (4.4), podemos observar que o tempo de descoeréncia
final para estados fatorizados nao depende de n, quando n é muito grande, dependendo apenas
de 1/|a|*. Enquanto que o tempo de descoeréncia final para estados emaranhados depende de
1/n|al? e consequentemente decaindo mais rapido com o incremento de n. Também observamos
que o tempo de descoeréncia final torna-se constante quando o nimero de modos é muito grande,

ou seja, n >> 1.
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Figura 4.2: Funcao de Wigner na origem dada pela equagdo (4.20) fazendo f™ para estados fatorizados com os parametros

a =5 en = 25 para o primeiro grifico de cima para baixo e o segundo grafico com a = 25 e n = 5.

4.3 A pureza Quantica Como Indicador de Descoeréncia

Como falamos antes, a pureza qudntica p = Tr(p?) é usada freqiientemente como um
dos indicadores mais simples da coeréncia [?,63,64], a qual pode ser calculada por meio da

formula

p=m / F?(2)d®z. (4.24)
O valor inicial da pureza é dado por u(0) = 1, e quando t > t;;, a pureza vai para o valor de
equilibrio ., = o (isto para o > 0).

Podemos calcular a integral (4.24) com certa facilidade, usando a fungao (4.18), apds
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Figura 4.3: Tempo de descoeréncia final contra n para estados emaranhados, dado pela equacdo (4.21) com os parametros
B=2 a=2 a=4, a=7Ten variando no intervalo 1 < n < 100, de cima para baixo temos o primeiro grafico para @ = 2 o

segundo para a = 4 e terceiro para o = 7.

uma certa algebra nés obtemos

1
w(r) = ﬁ{l + e:z:p[ - 4|A|2]
i4ea7p[ — 2|A|2} + exp[%Gf’:] + 6xp[’_G4|Z—‘f|ﬂ } (4.25)

Na figura (4.5), apresentamos os graficos da pureza quantica dada pela equagao (4.25). O
primeiro grafico de cima para baixo proximo do eixo vertical representa a pureza quantica
para estados fatorizados, onde fizemos p(7)". O segundo representa a pureza quantica para
estados emaranhados, onde usamos |A|*> = n|a|?, ambas purezas com @ = 0.7 e n = 25. O

terceiro e quarto grafico respresentam a pureza quantica para estados emaranhados e fatorizados
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Figura 4.4: Tempo de descoeréncia final contra n para estados fatorizados, dado equagao (4.22) com os pardmetros 3 = 2,

a =2, a=4,a=7en variando no intervalo 1 <n < 100.

respectivamente, com parametros « = 5 e n = 5. Verificamos que a pureza quantica é mais
robusta para estados fatorizados quando comparada com estados emaranhados, ambas com
parametros a = 0.7 e n = 25. Quando incrementamos o valor de «, fazendo « =5en =25, a
situacao fica invertida.

Podemos definir tempo de descoeréncia final para a pureza com estados emaranhados
como sendo a solucao da equagao

_1
s, (4.26)

N | —

onde € é algum nimero pequeno € << 1 (da ordem de ¢ = 0.1 ou € = 0.05. Levando a equagao

dada em (4.25) na equagao (4.26) e considerando o fato que |A|*> >> 1, nés conseguimos chegar
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Figura 4.5 A pureza quantica dada pela equagao (4.25) para estados emaranhados e fatorizados contra o tempo 7, de cima
para baixo préximo do eixo vertical. O primeiro e o quarto gréaficos representam a pureza quantica para estados fatorizados com
a=0.7,n= 25, a =5 en = 5 respectivamente. O segundo e o terceiro graficos representam os estados emaranhados com o = 0.7,

n = 25, « = 5 e n = 5 respectivamente.

T = mln<%) (4.27)

O tempo de descoeréncia final relacionado com a pureza para os estados fatorizados,

pode ser obtido a partir da solucao da equagao
=€, (4.28)

a qual apds a subistituigao de p(7) dada na equagao (4.25) em (4.28) e com o auxilio de algumas
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aproximacoes (levando em conta que |A|? >> 1) chegamos a

T= ﬁln(%) (4.29)

Das equagoes (4.27) e (4.29) podemos verificar que o tempo de descoeréncia final da pureza
quantica para estados emaranhados decresce em funcao 1/4n|al?, enquanto que o tempo de
descoeréncia final da pureza quantica para estados fatorizados decai em fungao de 1/4|af?,.
Também podemos verificar nestas equagcoes, que sendo n > 1, o tempo de descoerécia final para
os estados fatorizados é maior que o tempo de descoeréncia final para os estados emaranhados,
pois, neste caso, o tempo de descoeréncia final para estados fatorizados é multiplicado por
In(n/e€). (lembrando que estamos trabalhando com muitos modos, mais estes modos sao iguais

a1 = 09 = A3.... = Oy = (.

4.4 Conclusao

Calculamos parametros que caracterizam a razao de descoeréncia para uma super-
posicao de estados coerentes de muitos modos, descrito pela equacao mestre insensivel a fase
para sistemas amplificadores e atenuadores. Estudamos a descoeréncia de duas maneiras: de-
caimento do pico central de interferéncia e pureza quantica. Verificamos que o tempo de
descoeréncia inicial, representado pelo pico central de interferéncia, é o mesmo para estados
emaranhados quanto para estados fatorizados. O tempo de descoeréncia final para o pico central
de interferéncia mostra que os estados fatorizados sao mais robustos que os estados emaranhdos,
também verificamos que o tempo de descoeréncia final para estados fatorizados nao depende do
niumero de modos n quando n — oo. Verificamos que o decaimento inicial da pureza quantica
pode ser alternado, ou seja, para a < 1, os estados fatorizados sao mais robustos que os esta-

dos emaranhados, quando « > 1, a situagao se inverte. O tempo de descoeréncia final para a
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pureza quantica mostra que os estados fatorizados sao mais robustos quando comparados com
os estados emaranhados, além disto, nao depende do niimero de modos n, dependem apenas

de 1/]al? e e.



Capitulo 5

Descoeréncia da Superposicao de
Estados Coerentes via Amortecimento

na Fase

Nesta seccao nés estudaremos a descoeréncia de uma superposicao de estados coerentes
via amortecimento da fase. Podemos considerar a interacao com o ambiente via operador de
nimero do oscilador. Neste tipo de amortecimento a energia nao é amortecida. O operador de
a'a é uma constante de movimento, pois [a'a; H] = 0 e neste caso a'a é também um observavel
quantico nao demolidor.

A equacao mestre para o operador densidade reduzido do sistema na representacao de

interagdo para uma temperatura finita [76] é dada por:

)
a—f - % 2%ph — pa2 — a2p (5.1)

onde vy é uma constante de amortecimento.

94
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O célculo de py,, = (m|p|n), pode ser feito da seguinte maneira: introduzindo (m|n)
nos dois lados da equacgao (5.1) e usando relagao ciclica para os operadores a e a', nés con-
seguimos chegar a equagao

omlplny _ v,
gl il )20t (5.2)

Resolvendo esta tultima equagao obtemos

. . 1
(el = (mlaaexp | -5 - 2. (5.3
A equagao (5.3) mostra que a coeréncia entre uma superposicao de dois estados de niimero difer-

entes 6 amortecida pelo fator exp[—2~t(m — n)?]. Calculando (m|p|n)o para uma superposicao

de estados coerentes, que pode ser expandida na base de niimero, obtemos

(mlpsln)o = V' Pee* D0 [ (1 (1) (-1 5.

r o, . ~
onde N ¢ um fator de normalizacao dado por:

, 1
V201 £ exp(—2[aP)

Obviamente que, para os estados coerentes par e impar iniciais, apenas os elementos de matriz

(5.5)

dos estados com niimeros m e n pares ou impares simultaneamente sao diferentes de zero

o a2k (%)%
k ) — . .
k1o 2300 = o (5:6)
&2k+1(a*>2j+1
2k + 1)p_[2) + 1)o = (5.7)

sinh(|af2y/(2k + DI(2j + 1)1

Uma medida razoavel da coeréncia de um estado quantico superposto pode ser dada por:

=D I{Elpl)l*. (5-8)
ik

Desde entao os elementos (m|ps|n); sdo simétricos com respeito a m e n, e a dupla soma em

(5.8) pode ser escrita da seguinte maneira:

222!k|p|3 = ZZ (ol + n)i| (5.9)

k=0 j>k
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Daqui por diante nds usaremos a variavel tempo como sendo 7 = ~t. Para um fixado valor de
n, a dltima soma sobre k em (5.9) pode ser facilmente calculada para os elementos (k|p|k + n)
dados pelas equacoes (5.6) e (5.7). Fazendo uma comparacao destas somas com uma expanssao
em série de Taylor para as fungoes de Bessel J,(2x) e as fung¢oes Bessel modificadas I, (2z)
| (Z 1yt ©  2miv
J,(2) :;m ,(21) Z T (5.10)
e separando as somas sobre os valores pares e impares do somatério de indice m, conseguimos

obter a coeréncia para um estado coerente par inicial que é como segue

]2n(2|a|2) + J2n(2|04|2) —4n27

= E A1
C+<T> [COSh(|O[2>]2 € ) (5 )
n=1
e para um estado impar inicial, obtemos
 La(2af?) = S (2laf?) e
C_(r)= E T 5.12
7) senh(la®)]2  © (5.12)

n=1
As somas (5.11) e (5.12) podem ser calculadas analiticamente em 7 = 0, para isto fazemos uso

das identidades

x)+2 Z Jop(x) =1, Ip(z) + 2 Z Li(x) = cosh(z) (5.13)
cosh(2x) = cosh?(z) + senh®(x) = 2cosh?®(x) — 1 = 1 + 2senh?(z). (5.14)

Os resultados sao os seguintes:

Lo(2]af?) + Jo(2]al)

C(0)=1— Teos(a® (5.15)
) =1 - M=kt 510

Na figura 5.1, nés mostramos —In(C') contra 7 onde C' é a coeréncia quantica dada pela equagao

(5.11). O célculo nimerico para os graficos foi feito com o limite superior da soma em (5.11)
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sendo 100, ou seja, o numero de fotons é truncado em 100. Este valor é grande suficiente
para a convergéncia numérica. Nos observamos que, quando incrementamos o parametro o, o
decaimento da coeréncia quantica torna-se mais acentuado. Verificamos também que o TDI para
este caso apresenta o mesmo comportamento dos estados com a amplitude amortecida. Porém,
para longos tempos o TDF para sistemas com a fase e amplitude amortecida sao completamente
diferentes, porque o estado estacionario assintotico nao € termico, mas sim um estado fortemente

nao-classico (embora altamente misturado).

-1 n(Q

44 a=50

Figura 5.1: o —In(C) onde C é coeréncia quantica dada pela equagao (5.11) para estados coerentes inicial par, contra o tempo
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5.1 Evolucao da Funcao de Wigner

Considerando que os elementos de matriz do operador estatistico dependente do tempo
sao conhecidos na base de Fock (5.3), a funcao de Wigner dependente do tempo pode ser

calculada com a ajuda da férmula Cahill-Glauber.

Z )" (nlpD(22)|n) =2 Y (=1)"(nlplm)(m|D(2z)|n), (5.17)
onde z = (q + ip)/v/2 é uma varidvel complexa e D(2z) = exp (2za' — 2z%a) é o conhecido
operador deslocamento. Os elementos de matriz (m|D(2z)|n) sdo também bem conhecidos:

) \/;( 22" )”m—2l |2L(" m)(4‘z|) n>m
(m|D(2z)|n) = (5.18)

B LIIAL), mzn
onde os LY significam os polinomios de Laguerre generalizados. E conveniente dividir a dupla
soma na segunda igualdade de (5.17) em trés partes: uma tinica soma com m = n e duas duplas
somas com m > n e n > m, respectivamente. Nas duas tltimas somas, escrevemos m =n + k
oun = m + k e fazemos a primeira soma sobre n ou m para valores fixados de k = 1,2,.. ..

Entao usanda a férmula

Z © i k)'L(k)<x> = (zy) 2%V T, (24/77) , (5.19)

n=0
nods obtemos, para o estado par inicial a seguinte expresdo para a fungao F(z) = W(z)/n:

exp (—2|z[?)

F
+Hz7) 7 cosh (|a?)

{e_|“2[0(4|za|) + el*F Iy (4]za])

+ 22 [e"o“ngn(4|za|) + e‘o‘|2J2n(4|za|)] COS(2ng0)e_2m2}, (5.20)
n=1

onde a fase ¢ é definida de acordo com a relagao

za*

exp(2ip) = (5.21)
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Para estados impares iniciais, obtemos

exp (—2|2[)

—laf? _ plol?
F (z,7) sinh (o) e N Iy(4]zal) — e Ty (4]za)
+ QZ[e_|a|2_fgn(4\zoz|)—e|a|2J2n(4|za|) cos(2ngp)e 2™ b (5.22)
n=1

Figura 5.2: A funcdo F(z) para z imagindrio puro e a = 5; para diferentes valores de 7 = 0;0.2;2.7 (de cima para baixo).
A figura (5.2) mostra o gréfico de F(z), dado pela equagao (5.20), onde mais uma vez
truncamos o limite superior da soma dada pela equagao (5.20) em 100, suficiente para a série
numérica convergir. Nessa figura, z é um numero imaginario puro, « = 5 e 7 = 0;0.2;2.7
de cima para baixo respectivamente. Observamos que, mesmo com um tempo relativamente
grande, as oscilagoes ainda sao visiveis, mostrando que o amortecimento na fase nao atinge
fortemente os termos de interferéncia.

As figuras 5.3 e 5.4 mostram graficos de F'(z), dados pela equagao (5.20), onde z é um
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Figura 5.3: A fungiio F(z) para z real e o = 5; para diferentes valores de 7 = 0;0.2; 2.7 (de cima para baixo).

nimero real, « = 5e 7 = 0;0.2; 2.7, de cima para baixo respectivamente. Podemos verificar que
as oscilagoes préxima da origem sao mais resistentes quando comparadas com as componentes
da superposicao, mesmos para tempos relativamente grandes. Observamos que os estados
estacionarios que que surgem do processo de amortecimento da fase, continuam sendo altamente
nao-cléassicos, pois a funcao de Wigner proxima da origem no espago de fase apresenta valores
negativos. Assim podemos dizer que o estado é um estado de mistura altamente nao-classico. A
figura (5.5) mostra o gréfico de F'(z) dado pelo equagao (5.20), para o niimero complexo z com
uma fase ¢ = 7/4 com o =5 e 7 = 0;0.2;2.7 de cima para baixo respectivamente. Mais uma
vez, mesmo para tempos relativamente grandes as oscilagdes nao sao totalmente destruidas
Nas figuras 5.6-5.8, sdo mostrados graficos para f(z) = F(z,7) — F(z,00), sendo a

funcao F'(z,7) dada pela equacao (5.20). Nestes graficos temos f(z) para 7™ =0;02e a =5
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Figura 5.4: A fungdo F'(z) para z real ae a = 5; para diferentes valores de 7 = 0;0.2;2.7 (de cima para baixo).

para todas figuras e uma fase p = 7/2; w/4;0 para cada uma das figuras respectivamente. f(z)
fornece informagdes sobre o termo de interferéncia de F'(z, 7), mostrando que cada componente
da superposicao tem uma contribuicao direta na interferéncia, pois na auséncia dos termos das
componentes, o termo de interferéncia na origem é zero . Na figura (5.6), podemos observar
que o termo de interferéncia para 7 = 0;0.2 e uma fase ¢ = 7/4, quase ndo apresenta oscilagoes
préximo da origem, ou seja, para estes instante a descoeréncia ja evoluiu bastante. Nas figuras
(5.7 e 5.8), que corresponde as fases p = 7/2;0, @« = 5 e 0os mesmos tempos da figura anterior,
as oscilagoes de f(z) ainda sdao bem explicitas, mostrando uma maior resisténcia em relac¢ao
a descoeréncia. Para as figuras (5.6-5.8), nés verificamos que a fase foi fundamental para o

processo de descoeréncia.
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Figura 5.5: A fungiio F(z) para ¢ = m/4 e o = 5; para diferentes valores de 7 = 0,0.2,2.7 (de cima para baixo).

5.2 Conclusao

Estudamos a descoeréncia para uma superposicao de estados coerentes par e impar
de um unico modo do campo, descrito pela equacao mestre sensivel a fase. Analisamos a de-
scoeréncia de duas maneiras: através da coeréncia quantica e da fungao de Wigner. Verificamos
que a coeréncia quantica para esses estados apresenta um decaimento mais acentuado quando
incrementamos a distancia entre as componentes da superposicao. A fungao de Wigner, mostra
que a superposicao de estados coerentes com amortecimento na fase, é mais resistente quando
comparada com superposicoes de estados insensiveis a fase, pois os estados com fase amortecida,
mesmo para tempos grandes apresentam oscilagoes mais ou menos acentuado, dependo da fase
do niimero complexo z. Isto ocorre porque o estado estaciondario assintético nao é termico,mas

sim um estado fortemente nao-cldssico (embora altamente misturado)
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F(z) |

Figura 5.6: A fungio f(z) = F(z,7) — F(z,00) para ¢ = w/4 e a = 5; para diferentes valores de 7 = 0, 0.2 (de cima para

baixo).
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F(z,7) — F(z,00) para ¢ = 7/2 e a = b; para diferentes valores de 7 = 0, 0.2 (de cima para

i A funcdo f(z) =

Figura 5.7

baixo).
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Figura 9.8: A fungdo f(z) = F(z,7) — F(z,00) para ¢ = 0 e a = 5; para diferentes valores de 7 = 0,0.2 (de cima para baixo).



Capitulo 6

Descoeréncia de Superposicoes de

Estados Adicionado-Fdotons

No terceiro e quarto capitulos deste trabalho e em [57], estudamos como o nimero

inicial de fétons m influéncia a razao descoeréncia das superposicoes

m.a)s = B [ D(a) £ D(=a)| m) = BE) [D(e) = D(-a)| a0}, (6.1)

+ S(E)  ~ L ..
onde BYE) e BYE) sio fatores de normalizacao. Isto é interessante para comparar o compor-
tamento destas superposicoes com a descoeréncia de outras superposicoes, onde os operadores

D(a) e a'™ séo colocados na ordem oposta:

A

o, m)s = BEa [|o) £ | — a)] = BEghm [b(a) + D(—a)] 10). (6.2)

am am

O estado |a,m) = a"™|a) foi introduzido por Agarwal e Tara [77] e chamado estado coerente
adicionado-fotons. O estado (6.2), foi introduzido e estudado em [78], e chamado estados coer-
entes par/impar adicionado-foétons (ECPIAF). Foi mostrado em [78] varias expressoes analiticas

das fungbes que caraterizam estes estados. Foi verificado que os estados (6.2) nao exibem o

106
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fenomeno de compressao nas quadraturas do campo. Os autores também demonstraram que a
estatatistica do campo nestes estados é sub-Poissoniana. Foi mostrado que a funcao-Q tem, em
sua forma, um tinico pico com uma cratera funda em um gama extensiva de parametros, porém
com o incremento de m a largura do pico também aumenta, e a diferenca entre a funcao-Q
do estado par e impar desaparece. Comparando a fungao de Wigner do estado par e impar,
verificou-se que suas formas sao similares, mas a parte central do estado impar é invertida em
relacao ao estado par. Contudo naquele trabalho nao foi estudada a funcao de Wigner com
grandes parametros como: a = 2,3,4.. e m = 20, 50, 100. Também nao foi estado a descoeréncia
desses estados.

Nesta seccao estudaremos a descoeréncia dos estados coerentes pares e impares, exci-
tados através da funcao de Wigner e também estudaremos a funcao de Wigner, com grandes
paramentros. Vamos partir dos resultados ja obtidos em [78]. A fungao de Wigner normalizada

do estado (6.2) é dada por:

(1) el
7L (o)

2029 Re {exp(—Q(z —a)(z + a*)) L ((2z —a)(27 + a*))} } (6.3)

Fi(z) = {G_QZ_O‘P Ly (|22 — of’) + e el L (122 + af?)

onde z = (¢ +ip)/V2 e

LE(2) = € Ly(—2) £ € Lyy(2) (6.4)

onde L,,(z) representa os polinomios de Laguerre.

Infelizmente, a integral (3.8) nao pode ser calculada de uma forma analitica simples,
devido aos diferentes argumentos da fungao exponencial e os polinomios de Laguerre em (3.9) e
(6.3). Mas uma vez ndés podemos mostrar a vantagem de estudar a evolucao da altura do pico
central de interferéncia. Neste caso nao podemos calcular a funcao de Wigner em todo espaco

de fase mas podemos calcula-la na origem. Estes caculos sao baseados na notavel representacao
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da fungao de Wigner em termos dos elementos de matriz do operador estatistico na base de
Fock [44].

(—=1)"(n|pD(22)In). (6.5)

WE

Wi(z)=2

Il
o

n

Sua conseqiiéncia imediata é uma férmula simples para o valor W (z) no ponto z = 0:

W(0)=2) (=1)"(n|pln). (6.6)

A saber esta férmula deu origem a métodos de reconstrucao experimental da funcao de Wigner
[42].

Uma vantagem da férmula (6.6) para estudar a descoeréncia é que ela nos permite
calcular a evolucao da altura do pico central de interferéncia sem calcular a funcao de Wigner
dependente do tempo em todos os pontos do espaco de fase, em particular sem qualquer con-
hecimento da fun¢ao de Wigner inicial. Isto ocorre porque W (0,¢) é nada mais que duas vezes

o valor da funcdo geradora dos elementos da diagonal

Gy,t) =Y _pat)y" (6.7)

(onde y é uma variavel auxiliar) no ponto y = —1. A funcéo G(y) para o ECPIAF inicial, foi

calculado em [78]:

m L (ylal?)
Por outro lado a dungao G(y, t) satisfaz a equacao diferencial de primeira ordem [7]
oG oG
— =2v(1 —y)|1 1—y)|— —2vv(1 — .
5 = (L =y)l+v(l—y) o w(l-y)G, (6.9)

A qual é uma conseqiiéncia imediata da equagao mestre (??). O coeficiente de amortecimento -y
foi definido na equacao Eq. (2.18) e v = (7) é o niimero médio de quanta no equilibrio definido

pela equagao. (2.19). Uma solugao geral para a equagao (6.9) pode ser verificada em [7,79-83]

y+ U(1+V)(1—y))
1+ vu(l—y) ’

G(y,t) = 1+ vu(l—y)] 'Go ( (6.10)
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onde Gy(y) = G(y,0) e u = 1 — exp(—27t). Fazendo y = —1 e levando em conta as relagdes
14 2uv = s(1) e 1 —2u(1+v) = r(7), onde as fungdes (7) e r(7) foram definidas nas equagoes

(3.14 e 2.22), nés obtemos

2 r(7)
F(0,t) = Gol|l ——F= ).
00 = 7% (-5)
A funcio Gy(y) é dada pela equacio (6.8). Fazendo uso da propriedade £E(z) = +£E(—2),

nos chegamos na formula para altura do pico central de interferéncia dependente do tempo

normalizado, que é dada por:

[r(OI" L5, (la*r(r)/s(r)
[s(I™ L5 (laf?)

() = (6.11)

Como nds estamos interessados no caso |a| > 1, O segundo termo na fungao £ (z) pode ser
omitido para z > 1 (porque L,,(z) < exp(z/2) para z > 0 [45]). Conseqiientemente, a equagao

(6.11) pode ser simplificada como segue (note que s — r = 27)

(7) = [r(T)]" Lin(—|a[*r(1) /(1)) (_Q?Twz) 7 (6.12)

() () —
o SO L~ [af?)

de maneira que nao existe diferenca no comportamentdo entre as superposicoes pares e impares.

A férmula (6.12) é bastante diferente da férmula (3.34) para superposicao de estados de nimero
deslocados |m, ) e |m,—a) (se N = 2). Testes numéricos mostram que ambos, TDI e TDF
que seguem da equagao (6.12), decrescem monotonicamente com o incremento do nimero de
excitacdo m, ao contrario do caso representado pela equacao (3.34), veja a figura 6.1. Porém,
a figura 6.2, a qual é completamente diferente da figura 3.7 mostra de fato que a funcao (6.12)
estd muito préxima de uma funcao exponencial. Neste caso, o TDF pode ser obtido do TDI por
uma simples transformagao dos célculos (2.30). Talvez, a diferenca notével no comportamento
do pico central de interferéncia das superposi¢oes de estados de nimero deslocados (SEND)
e os estados coerentes par/impar adicionado-fétons (ECPIAF), seja explicada pelo fato de as

formulas das fungoes correspondentes a cada um destes estados serem completamente diferentes.
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T 1 oL,
’ Tt e e L, a=16
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Figura 6.1: o tempo de descoeréncia final normalizado T' = 2|a\27'f contra o nimero de excitagao m para um estado coerente
adicionado-fétons inicial, com diferentes valores de @ = 2,4,8,16. O TDF 7 é a solugao da equacao f(7¢) = 1/(20), onde a fungao

f(r) é dada por (6.12) e valor limiar é escolhido como 8 = 2.

A funcao de Wigner para uma SEND tem uma estrutura interna rica mostrada na figura 3.3;
ao contrario, a funcdo de Wigner para ECPIAF com grandes parametros de separagao |o|,
nao exibe nenhuma estrutura fina, como pode ser visto na figura 6.3. Nesta figura também
verificamos que quando aumentamos o valor de m = 0 para m = 10, as posi¢oes dos picos das
componentes sao deslocados, como se tivéssemos aumentado o valor do parametro o = 7 para
a =9. Esta caracteristica nao foi observada em [78]. Na figura 6.4, nés mostramos W, (z) para
z imaginario. Neste caso, verificamos que os estados mais excitados sao mais robustos. Estes
graficos também mostram que a funcao de Wigner assume valores negativos, o que ocorre para

estados nao-classicos.
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Figura 6.2: o negativo do logaritmo da altura do pico central de interferéncia normalizado do estado coerente adicionado-fétons

(6.12) com a = 5 e diferentes ntimeros de excitacdo m.

6.0.1 Conclusao

Partimos da Funcao de Wigner independente do tempo para ECPIAF. Devido as difi-
culdades em calcular uma integral para o produto dos diferentes argumentos da funcao expo-
nencial e os polinomios de Laguerre em todo espaco de fase, nés calculamos a funcao de Wigner
na origem onde usamos os elementos de matriz do operador estatistico na base de Fock [44].
Verificamos que nao ha diferenca entre o tempo de descoeréncia inicial e final. Também veri-
ficamos que o ECPIAF nao apresenta nenhuma estrutura interna, e quando incrementamos a

excitacao m, as componentes sao deslocadas.
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10

Figura 6.3: A funcdo de Wigner F(z) (6.3), (para z real e positivo) para um estado coerente par (m = 0) e a = 7 (linha sélida)

e o estado coerente par adicionado-fétons (6.3), com o« = 7 e m = 10 (linha pontilhada).
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—21

Figura 6.4: A fungdo de Wigner F(z) (6.3) (para z = iy com y real e positivo) com o« =7 e m = 10 . Estes gréficos mostram

que a fungao de Wigner assume valores negativos, o que ocorre apenas para estados nao cldssicos.



Conclusoes

Obtivemos uma férmula simples para determinar a funcao de Wigner de superposicoes
de estados de nimero deslocados, em termos da funcao de Wigner nao deslocada 2.7. Obtemos
férmulas exatas governadas pela equagdo mestre padrao (2.16), sensivel e insensivel a fase,
que descrevem a evolugao temporal da funcao de Wigner para varias superposicoes como:
superposicao de N estados de numero deslocados, superposicao de estados coerentes de muitos
modos, superposicao de estados coerentes sensiveis a fase. Por ultimo os estados coerentes
par/ifmpar adicionado-fétons (ECPIAF) foram também considerados.

Comparamos duas definicoes para o tempo de descoeréncia: uma baseada na evolugao
temporal da pureza quantica (tempo u-descoeréncia) e a outra, baseada na evolugao temporal
do pico central de interferéncia o tempo f-descoeréncia inicial. No6s mostramos que ambas
aproximagoes correspondem a resultados idénticos para o tempo de descoeréncia inicial (TDI),
no caso de superposi¢oes simétricas. Nés demonstramos que o (TDI) pode ser considerado
como uma caracteristica confidvel no processo de descoeréncia, apenas para 0s casos mais
simples como a superposicao de dois estados coerentes. Em casos com uma estrutura mais rica,
tais como superposi¢oes com mais de duas componentes de estados coerentes bem separadas,
ou componentes com uma estrutura interna (representada pelos estados de nimero deslocados),
noés introduzimos o conceito de tempo de descoeréncia final TDF. A Funcao f-aprorimada para

o calculo do tempo de descoerécia final TDF é muito mais simples e transparente que a funcao
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pu-aproximada, porque esta tultima pode ser usada de fato, somente para uma superposicao
inicial de estados coerentes. Para superposicoes com um estrutura mais fina, o calculo da
pureza quantica em qualquer instante do tempo se torna um problema extremamente dificil, até
mesmo se for conhecida uma expressao explicita para a funcao de Wigner. Ao contrario disto, a
analise e o calculo do pico de interferéncia podem ser facilmente executados para qualquer valor
da variavel tempo. Mostramos também que, embora o u-TDF e f-TDF nao coincidam em
nenhum caso genérico, os seus comportamentos qualitativos sdo similares. Ambos os tempos
incrementam significativamente (por varias vezes ou até mesmo por ordens de magnitudes), se
for acrescentado o nimero de componentes N ou o nimero de excitacao m na superposicao
de estados, mantendo o valor do TDI. Conseqlientemente superposi¢oes com uma estrutura
mais rica podem ser mais resistentes contra a descoeréncia do que simples superposicoes de
dois estados coerentes (pacotes Gaussianos), embora estes resultados possam ser vistos contra
a intuicao. Para uma superposicao de estados coerentes par e impar sensiveis a fase, a funcao
de Wigner é mais resistente quando comparada com superposicoes de estados insensiveis a fase,
pois os estados com fase amortecida, mesmo para tempos grandes apresentam oscilagoes mais
ou menos acentuadas, dependendo da fase do nimero complexo z. Para os estados coerentes de
muitos modos, verificamos que os tempos de descoeréncia inicial para o pico de interferéncia,
sao os mesmo para os estados emaranhados e fatorizados, o mesmo nao ocorrendo para os
tempos finais. Os tempos de descoeréncia iniciais para a pureza quantica podem se inverter
dependendo do valor de «y. Para ECPIAF verificamos que nao ha diferenga entre o tempo
de descoeréncia inicial e final. Também verificamos que o ECPIAF nao apresenta nenhuma

estrutura interna, e, quando incrementamos a excitagao m, as componentes sao deslocadas.



Apendice A

Fatores de Boltzmann

Vamos dicutir neste apéndice um modelo drasticamente simplificado constituido por
Ny atomos em um reservatoério (interagindo ressonantemente com um oscilador) que podem ser
encontrados em dois estados, com energias 0 ou € > 0, ou seja, estado fundamental e excitado
respectivamente. A especificacao do estado microscépico desse sistema requer o conhecimento
da energia de cada atomo. Estamos, portanto, diante de um problema combinatorio. Con-
siderando uma situa¢ao com N; dtomos no estado fundamental (energia nula) e Ny = Ny — N1
atomos no estado excitado (energia ( € > 0), o numero de estados microscépicos acessiveis ao
sistema é dado pelo fator combinatério

Np!
K —

B N1!<NO - N1>!. (A1)

Dada a energia total E = ¢(INyg — N;), ficam definidos os valores de Ny e Ny. Entao podemos

escrever a equagao anterior em funcao da energia E e o nimero total de atomos Ny,

K(E, No) = . (A.2)
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Calculando o logaritmo da equagdo (A.2), nés obtemos

In[k(E, N)] = In(N) — In (NO - 5)! - m(g) } (A.3)

€ €

Para obter a entropia, vamos escrever a expansao de Stirling, para a equacao (A.3)

Infk(E, N)] = Nin(N) — (NO - E)ln (NO - 5) - (§>zn(§>. (A4)

€ € € €

No limite termodinamico, quando temos, Ny, £ — oo, com F /Ny = u sendo uma constante,

podemos com um pouco de algebra obter uma expresao para entropia que é como segue

s(u) = limNiokBln[/{(E, No)] = —kp (1 - %)m (1 - %‘) — kg (%)ln (%) (A.5)

Note que a entropia é uma fungao concava da energia. Para u = 0, a entropia dever ser nula, pois
todas os dtomos encontram-se no estado fundamental, com energia nula (pois a temperatura
¢ nula, de acordo com a equagao (2.18), ¢ = 1). A entropia é maxima para u = €/2, para
verificar esta condicao, basta derivar a equacao (A.5) com relagao a u e igualar a zero, e isto
corresponde a uma situagao de temperatura infinita, em que os dois niveis de energia dos dtomos
sao praticamente idénticos. De acordo com a equacao (2.18), temos o = 0, com metade dos
atomos em cada nivel.

A equacao de estado na representacao da entropia é dada por

-t o(i-2) -0 (2)]

A patir da equacao de estado na representacao da entropia, podemos obter uma expressao para

energia em funcao da temperatura escrita na forma,

ce—S¢

ST A

onde estamos utilizando a notagao ¢ = 1/kgT. Desta equacao podemos determinar os valores

de N7 e Ny em funcao de Ny, sendo:

Ny = Mo (A3)

1+ e:cp( — (e)
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e
Noexp( — Ce)
1+ e:vp( — Ce)
onde fizemos
K
U= No

Considerando um atomo isolado, poderiamos atribuir as probabiliades

1 eS¢

B = — = —
P e 2T I e

(A.10)

de que os niveis com energia nula ou energia ¢ > 0 respectivamente estejam ocupados. Estes
termos de probabilidades sao conhecidos como os bem conhecidos fatores de Boltzmann, que
definem as probabilidades de ocupagao dos estados de um inico atomo num sistema de dtomos
nao-interagentes a uma determinada temperatura 7. A energia representada pela equacao,
dada em (A.7), também pode ser obtida por meio da férmula do valor médio, u = 0x By + ex Bs.
Na figura A.1, é apresentado um esbogo de u contra a temperatura T (como By > By, verifica-
se a igualdades dos fatores de Boltzmann apenas para 7' — o0), a energia varia do valor nulo
(no estado fundamental que corresponde a uma temperatura zero, quando todos os dtomos
encontram-se no estado fundamental, e novamente de acordo com (2.18), o = 1), até o valor
méaximo €/2 (quando a temperatura T — oo e os dois niveis ficam igualmente populados
e, neste caso, novamente em concordancia com (2.18) temos o = 0). A parte superior do
grafico corresponde a energias negativas. Podemos observar que qualquer temperatura negativa
corresponde a uma situagao mais energética, com energias maiores do que as situagoes com
temperaturas positivas. Neste caso, trabalhando com os fatores de Boltzmann, B; e B,, em
uma situacao com temperaturas negativas, deve-se ter B; < Bs; em outras palavras, deve-se

inverter a populacao dos niveis, logicamente que isso poderia ser feito invertendo o sinal de e.



A. Fatores de Boltzmann 119

Figura Al: Energia por dtomo contra a temperatura para o sistema de &tomos com dois niveis. Podemos observar que os

valores de energias mais altas sempre correspondem a temperaturas negativas.



Apeéendice B

Deducgao da Formula (2.25)

Nesta secgao vamos mostrar como podemos obter a férmula dada em (2.25), para isto
vamos designar o lado esquerdo da equacgao (2.25) pelo simbolo I,,. Usando a fungao geradora

para os polinomios de Laguerre, que sdo bem conhecidas para (|z| < 1), nés podemos escrever

o= (1-2) e 2). o

assim iremos calcular primeiramente a integral

oo d2 .
n=0

onde nos introduzimos um novo vetor em duas dimensoes r = (x,y) e k = (¢, d). Obviamente
que o lado direito da equagao (B.2) é o produto de duas integrais Gassiana ( relembrando que

|z| < 1), deste modo podemos calcular a integral imediatamente:

= T ex K(L-2) : :
I(Z)_g+<a—z>z p<4[g+(a—g)z}) (B:3)

Fazendo a subtituicao
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nés podemos reescrever o lado direito da equacao (B.3) como

10 =g 5 0 5] o

N6s podemos perceber que (B.4) possui a mesma estrutura quando comparada com o lado
direito da equacao (B.1). Expandindo I(y) em termos de uma série de poténcias em y, e logo
em seguida substituindo y por z(g — a) e retornando para a primeira igualdade em (B.2), entao

conseguimos finalmente chegar a férmula (2.25).



Apéndice C

O Propagador da Equacao de Fokker

Planck

Dentro de certas condigoes, o processo de relaxacao de sistemas quanticos lineares de
n dimensoes ( tais como osciladores acoplados ou particulas carregadas num campo eletro-
magnético homogéneo e confinado por um potencial parabdlico) pode ser descrito através da

equacao de Fokker Planck para a fun¢ao de Wigner [84,85]

ow 0 W
ot y; (Ay + K) R 0y 0y,

(C.1)

ondei,j = 1,2..,2n, o vetor y de 2n dimensoes consiste de combinagoes lineares das coordenadas
cartesianas ¢; e dos momentos canonicamente conjugados p; (no caso mais simples y=(q,p). A
matriz de deriva A e o vetor K nao depende do vetor variavel y, embora eles possam, em geral,
ter dependéncias temporais arbitrarias. Contudo a matriz de difusdo simétrica D = ||D;;|| néo
pode ser abitraria, pois as solugoes fisicamente aceitaveis para a equacao (C.1) devem satisfazer

a condicao da semidefinicao positiva do operador estatistico correspondente. Essa condicao é
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atendida pela pela matriz
ih ~
D, :D—i—Z(AZH—ZA),
que é semidefinida positiva. Os elementos da matriz anti-simétrica 3 = ||2;;|| sdo os comuta-
dores
(AP
Y = 7 [?Jj,yk]-
No caso de uma unica coordenada espacial, a condicao matricial D, > 0 é equivalente a trés

condigbes escalares [86-88]

h? ?
DypDyy — D2, = detD > 16 <TTA> (C.2)
D,, D
Dyp>0, Dy,>0 D=| = " (C.3)
‘qu qu

Levando em conta que a equacao dada em (C.1) equivale a equagao de Schré com um hamil-
toniano quadrético efetivo(ndo hermitiano), o propagador G(y,y ,t), que sastisfaz a equacio
seguinte

Wit = [ dyGlo.y W (.0) (1)
Esse propagador pode ser calculado com a ajuda do método dos invariantes dependentes do
tempo dado em [89,90]. Contudo para obter sua forma explicita é suficiente saber que esse
propagador é gaussiano, entao, como qualquer funcao de Wigner gaussiana [84,91], ele pode

ser escrito como

) 1 —1/2
Gl 1) = 5 (4t ()

2
1 _
xexp{ -3 [y - y*(t)} K [y - y*(t)} } (C.5)
onde y,(y',t) é o valor médio do vetor no espaco de fase y e K,(t) é a matriz das variancias.

As formas explicitas de y, e K, sao encontradas resolvendo as equacoes que sao definidas em
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conseqliéncia imediata da equagao de Fokker-Planck (C.1)
K, =AK, + K,A+2D (C.6)

y=ay+ K. (C.7)

Dentro das condicoes iniciais K,(0) = 0 e y.(y,0) = 4/, que sdo equivalentes & propriedade
G(y,y,0) = 0(y — ') que distingue o propagador de todos os outros. No caso em que estamos
trabalhando, as solugoes das equagoes (C.6) e (C.7) nos levam ao propagador dado na equagao

(2.21).



Apéndice D

Deducao da Equacao de Fokker-Planck

na Forma de Wigner

Partindo da equagao mestre dada em (2.16),

0 Nt ata i At .
a—? = 1M\ (ZapaT —alap — paTa) + NN, (2ana —aalp — paaT) , (D.1)
vamos determinar a equagao (2.17). Para isto fazemos

G Qb s
a' =

— 4= -— D.2
7 7 (D.2)
e, em seguida, substituimos @ e a' dados em (D.2) na equacao (D.1) e com um pouco de algebra,
obtemos
dp @p P PG pp’
9P _ (N N)( W————————>
ot ( A R S A N
QPP PGP 1PGD  1PDPq
+<N1—N2> (zppq—i—qup—i— q§p+ p2q,0+ ,02qp+ p2q>' (D.3)

No passo seguinte, faremos uso da definicao de p e ¢ como segue
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Em seguida devemos calcular cada termo da equagao (D.3), lembrando que

- - (R e (o S-SR o

e ap6s uma agebra exaustiva nds obtemos (fizemos i = 1)

%_vz/ = (M=) a% (a)+ (M=) 8% (pw)+ (™ —;- N,) 8(;42@ (™ ;r N,) 8;;/. (D.6)

A partir da equagao (D.6) nés podemos escrever a equagao desejada

ow 9 0 PW  PW
= = D D.7
= e )+ o o)+ 0 (504 S0 D7)
onde
1 N, — N.
v=noNy D=-nNy No=N+Ny o=-—1 "2 (D.8)

2 Ny + Ny
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