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Resumo

O teleparalelismo equivalente a Relatividade Geral (TEGR) é uma descri¢ao
alternativa do campo gravitacional em termos de um campo de tétradas, que corre-
spondem as variaveis dinamicas do sistema. O TEGR permite-nos tratar de maneira
adequada o problema de definicao da energia, momento angular e momento do
campo gravitacional. Construiremos uma expressao para o momento angular do
campo gravitacional que seja independente de coordenadas. Verificaremos que o
momento e momento angular formam uma representacao do grupo de Poincaré, o
que nos permite definir os invariantes de Casimir. Aplicaremos os resultados para
algumas configuragoes simples de tétradas e investigaremos as consequéncias de tais

resultados.
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Abstract

The teleparallel equivalent of general relativity (TEGR) is a viable alter-
native geometrical description of General Relativity in terms of the tetrad field. In
the framework of the TEGR it has been possible to address the longstanding prob-
lem of defining the energy, momentum and angular momentum of the gravitational
field. We find that the gravitational energy-momentum and angular momentum
correspond to a representation of the Poincaré group. This result allows us to define
Casimir type invariants for the gravitational field. We shall apply this results in

some simple configuration of tetrads.
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Capitulo 1

Introducao

Um entendimento mais completo e profundo da Relatividade Geral de Ein-
stein requer o conhecimento da estrutura das equacoes de campo, solugoes e suas
consequéncias, bem como a compreensao de propriedades tais como: a energia, mo-
mento e momento angular do campo gravitacional [1]. Devido ao surgimento de
problemas na interpretagao, e mesmo na definicao dessas propriedades, que sao in-
dispensaveis a completa compreensao da teoria, torna-se necessaria uma nova abor-
dagem, porém equivalente, para a descricao do campo gravitacional.

Na abordagem geométrica da gravitacao surgem diversos problemas con-
ceituais tais como a inexisténcia de uma densidade para energia gravitacional, e
existem sérias dificuldades quando tentamos construir uma teoria de calibre na ten-
tativa de se unificar as quatro interagoes fundamentais da natureza. Parte dessa di-
ficuldade advém de extensoes equivocadas do Principio da Equivaléncia. Um outro
problema é que a interacao gravitacional é muito fraca caracterizando a chamada
“hierarquia das interagoes”.

A teoria de Yang-Mills [2] descreve com sucesso trés das quatro interagoes
fundamentais. A gravitagao é uma interacao que permanece alheia a essa unificagao.
Existem duas razoes que explicam esse fato. A primeira é que a Lagrangeana,
na visao geométrica, é linear na curvatura, sendo que no teorema de Noether [3]
(embasamento Matematico da teoria de Yang-Mills) a Lagrangeana é quadratica.

A segunda é que nao se sabe qual é realmente a simetria de calibre da gravitagao,



logo nao podemos construir nenhum observavel da teoria, uma vez que a expressao
de Noether para os observaveis define uma conexao dada em uma representagao do
grupo de calibre que nesse caso é desconhecido.

Logo, temos que abordar a gravitagao sob um outro ponto de vista que nos
permita resolver alguns dos problemas citados e que recupere os ganhos e conquistas
da visao geométrica. Isso é feito através do chamado Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral (TEGR). Antes, porém, temos que introduzir alguns conceitos
fundamentais.

Um campo de tétradas é um conjunto de vetores linearmente independentes
que obedecem uma relacao de ortonormalidade. Esses vetores sao usados para con-
struir uma base capaz de descrever um espaco-tempo. As primeiras tentativas de
se descrever o campo gravitacional por meio de tétradas sao atribuidas a Einstein
na tentativa de se unir a gravitagao e o eletromagnetismo [4]. A caracteristica mais
importante das tétradas é que o Principio da Equivaléncia surge de maneira natural.
Isso se deve ao fato que a descricao usada divide o espago-tempo fisico em espacos-
tempos tangentes planos, sendo o campo de tétradas responsavel por essa conexao,
estabelecendo assim uma classe de observadores. Eis ai o sentido fisico do campo de
tétradas que sera explorado mais profundamente no Capitulo 4.

No espago-tempo caracterizado por um campo de tétradas dois vetores sao
chamados paralelos se possuem componentes idénticos com respeito a um campo lo-
cal de tétradas. Claro que se pudermos construir uma derivada covariante que, apli-
cada sobre um campo de tétradas, se anula identicamente, a caracteristica anterior é
preservada e podemos definir o conceito de paralelismo absoluto ou teleparalelismo,
no espago-tempo [5].

Se usarmos a conexao de Cartan, I'* ,, = €**d,e,,, podemos construir a
chamada geometria Teleparalela que é menos restritiva do que a geometria Rie-
manniana. Uma geometria Riemanniana corresponde a uma classe de geometrias
Teleparalelas. Isso significa que dada uma geometria Riemanniana (caracterizada

por um tensor métrico) existem diversas maneiras de se construir geometrias Telepar-



alelas (caracterizadas por campos de tétradas). Isso pode ser verificado através da
relagao entre o tensor métrico e um campo de tétradas g,, = e* ,eq,. Um escalar de
curvatura construido a partir dessa conexao ¢é identicamente nulo, o que permite es-
crever a densidade de Lagrangeana como combinag¢ao quadratica do tensor de torgao
(que é a parte anti-simétrica da conexao de Cartan).

Com essa caracteristica tem sido possivel modificar a visao de que é licito
zerar o campo gravitacional por uma simples transformacgao de coordenadas, uma
vez que o tensor de tor¢ao nao pode ser zerado em um ponto do espago-tempo pela
referida transformacéo [6]. E necessario observar a diferenca patente que existe entre
uma transformacao passiva e outra ativa para que se possa compreender o engano de
se atribuir a energia gravitacional a caracteristica supracitada. Ou seja, um engano
de interpretacao tem gerado a idéia da nao localizabilidade da energia gravitacional.

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral (TEGR) é uma de-
scrigao alternativa do campo gravitacional em termos de um campo de tétradas [7],
que correspondem as variaveis dinamicas do sistema. Apesar de ainda ser objeto de
estudo e investigagao, o TEGR parece-nos ser uma alternativa mais viavel. Enten-
demos ser assim, pois no contexto do TEGR tem sido possivel tratar de maneira ad-
equada o problema de definicao da energia, momento angular e momento do campo
gravitacional. Os objetos adequados a essa descricao sao os campos de tétradas,
uma vez que produzem o campo gravitacional e ao mesmo tempo estabelecem uma
classe de observadores.

Assim, nesse contexto, no esforco de tentar caracterizar as simetrias do
sistema, construimos a Lagrangeana [8] e através da execugao de uma transformagcao
de Legendre definimos o que é chamado de formulacao Hamiltoniana da gravitagao
[9]. Entretanto sabemos que essa formulagao nem sempre é bem definida. Para que
isso ocorra é necessario que os vinculos satisfagam uma algebra e que, além disso,
essa algebra seja de primeira classe. Isso significa que cada vinculo deve comutar
com todos os outros, ou seja, o “produto” entre os vinculos deve ser escrito apenas

em termos dos préprios vinculos.



Quando consistente, a formulacao Hamiltoniana nao sé garante que a evolugao
temporal das quantidades de campo sejam bem definidas, como também permite
o entendimento da teoria fisica por uma perspectiva diferente. Nessa dissertagao
lidamos com o formalismo Hamiltoniano com vinculos, desenvolvido por Dirac e
que tem se mostrado muito util por mostrar explicitamente a forma do momento
angular e energia-momento gravitacionais. Podemos ter uma idéia desse formal-
ismo analisando as equagoes de Einstein no vacuo. Nem todas as equacoes sao
dinamicas, existindo uma quantidade delas que sao algebricamente satisfeitas, o que
sao chamadas de vinculos da teoria. Assim é possivel entrever a necessidade de se
utilizar um formalismo que leve naturalmente em consideracao a existéncia desses
vinculos, para um correto tratamento do sistema.

Nos capitulos 2 e 3, a partir de uma formulagao Hamiltoniana bem definida,
interpretamos as equacoes de vinculos como defini¢oes do momento angular e energia-
momento gravitacionais e procuramos definir o momento angular para que seja
independente de coordenadas. Isso se justifica pelo fato do conjunto de vinculos
primarios satisfazerem a dlgebra de momento angular. Com isso, e considerando o
colchete de Poisson definido no espago de fase da teoria, como sendo o produto da
algebra, encontramos que a energia-momento e o momento angular gravitacionais
correspondam a uma representacao do grupo de Poincaré. Esse resultado permite
escrever os operadores de Casimir do campo gravitacional. Essas quantidades sao
invariantes gerados pela teoria. Essas quantidades e por consequéncia os geradores
do grupo serao definidos no espaco de fase da teoria.

Regge e Teitelboim [10] obtiveram um formalismo Hamiltoniano para Rel-
atividade Geral que é manifestadamente invariante sob transformacgoes do grupo de
Poincaré no infinito, através da introducao de dez novos pares de variaveis canonicas.
A andlise subsequente feita por York [11] mostrou que uma definigao prépria do mo-
mento angular gravitacional requer um comportamento assintotico adequado das
componentes do Tensor de Ricci. Beig e 6 Murchada [12] analisaram a forma exata

das condicoes de fronteira necessarias para definir-se energia, momento e momento



angular do campo gravitacional. Szabados [13], além disso, encontrou as condigdes
necessarias que produzem valores finitos para as quantidades mencionadas acima.
Em todas essas andlises as transformagoes de Poincaré sao realizadas em regioes
assintoticas do espago-tempo.

A investigacao dos auto-valores dos operadores de Casimir poderia ter aplicacao
a uma possivel teoria quantica da gravitacao, uma vez que essas quantidades tém
intima relacdo com a massa e o spin de particulas nas ondas gravitacionais. Além
disso, vamos investigar a definicaio do momento angular mais profundamente, bem
como explorar a forma da expressao regularizada para essa grandeza fisica, no sen-
tido de se eliminarem possiveis infinitos quando as integrais sao calculadas. Uma
expressao regularizada para algum objeto significa, essencialmente, subtrair a quan-
tidade desse objeto definida no espaco-tempo plano. Isso se torna necessario para
afastar a existéncia de energia-momento ou momento angular na auséncia de campo
gravitacional.

Notagao: indices de espago-tempo p, v, ... e indices SO(3,1) a, b, ... variam de
0 a 3. Indices de espaco e tempo sio indicados de acordo com p = 0,7, a = (0), (4).
O campo de tétradas ¢ denotado por e*,, e o tensor de torcao de acordo com
Topw = Opeay — Oyeqy. O tensor métrico do espago-tempo de Minkowski levanta e
abaixa indices e ¢é fixado por 1, = €queng””’ = (—+++). O determinante do campo

de tétradas é indicado por e = det(e® ).



Capitulo 2

O Teleparalelismo Equivalente a

Relatividade Geral

2.1 Introducgao

Procuraremos mostrar como estabelecer a formulacao Lagrangeana e Hamil-
toniana [9] do TEGR. As equagoes de campo serao obtidas a partir da formulagao
Lagrangeana, que ¢ baseada no anulamento do escalar de curvatura quando escrito
em termos da conexao de spin.

Tradicionalmente a densidade de Hamiltoniana é obtida quando decompo-
mos o espaco-tempo em hipersuperficies tridimensionais do tipo espaco e que sao
deformadas com o auxilio das funcoes lapso N e shift N*, as quais agem na direcao
normal e tangencial dessas hipersuperficies espaciais respectivamente, gerando o
espago-tempo fisico. Entretanto neste capitulo construiremos a densidade de Hamil-
toniana por meio de uma transformacao de Legendre aplicada a densidade de La-
grangeana. A partir disso definiremos as expressoes para o momento angular e
energia-momento gravitacionais.

Construir uma formulacao Hamiltoniana da gravitagao é importante pois as



equacoes se tornam menos complexas, uma vez que as equagcoes diferenciais envolvem
derivadas de primeira ordem. Algumas caracteristicas do sistema sao melhores ob-
servadas, permitindo-nos retirar informacgoes que, muitas vezes, sao obscuras no
contexto do formalismo Lagrangeano. E, fundamentalmente, esse enfoque pode nos

permitir a quantizacao do campo gravitacional.

2.2 A Formulacao Lagrangeana

A densidade de Lagrangeana para o campo gravitacional no TEGR ¢ dada

por:

1 1
Lies,) = —ke (ZTabCTabc + éTabchac —T°T,) — Ly
= —keX®™T,y. — Ly, (2.1)

onde k = 1/(167), G = ¢ = 1, e Ly, é a densidade de Lagrangeana para os campos de
matéria. No vacuo, notamos que a densidade de Lagrangeana ¢ invariante por trans-
formagoes gerais de coordenadas e por transformagoes de Lorentz globais SO(3,1)
(se requerermos que a teoria exiba invariancia local de Lorentz, deverifamos intoduzir
uma conexao wyq, do grupoS0O(3,1) local, o que nao sera feitonesta dissertacao). O

tensor L%¢ é definido por:

1 1
Zabc — Z(Tvabc + Tbac o Tcab) + 5(77(1ch . nach) ’ (22)

e T® =T",% As equacdes de campo sao obtidas a partir de (2.1), por meio de sua
variacao funcional em relagao a e* e sao dadas por:
1 1

ea,\ebua,,(eEb)‘”) —e(X™ aLowy — Zea“Tdeszd) = EeTau. (2.3)

Como £%°T,,. é proporcional ao escalar de curvatura a menos de uma di-

vergéncia total, pode-se mostrar, por calculos explicitos, que o lado esquerdo de



(2.3) ¢é exatamente igual ao tensor de Einstein. Isso mostra a equivaléncia entre a
teoria em questao e a Relatividade Geral,o que justifica o préprio nome da teoria. As
tétradas, como sempre, convertem indices de espaco-tempo em indices de Lorentz.

As equagoes de campo (2.3) podem ser reescritas na forma:

1
0, (eXV) = e e L (1 + T | (2.4)
onde
N = k(A4S — g T) (2.5)

¢ interpretado como o tensor de energia momento do campo gravitacional.

2.3 A Formulacao Hamiltoniana

Para obtermos a formulagdo Hamiltoniana do TEGR [9] temos que, primeira-
mente, estabelecer o espaco de fase da teoria. Como a densidade de Lagrangeana
nao contém explicitamente e,y, essa quantidade surge como um multiplicador de
Lagrange. O momento canonicamente conjugado a eq; ¢ dado por 1% = §L/dé,;.
A formulagdo Hamiltoniana (nao explicitamente covariante) é obtida reescrevendo
a densidade de Lagrangeana na forma L = p§ — H, em termos de ey, I1% e dos
multiplicadores de Lagrange. Executando a transformagao de Legendre, chegamos

a densidade de Hamiltoniana [9] na forma:

H = eq0C® + ag '™ + g, T% (2.6)

mais termos de superficie. «a;; e (5 sao multiplicadores de Lagrange.
Apés resolvermos as equagoes de campo identificamos oy, = 1/2(Tior + Troi)
e By = Thoe. C%, T e T'* sao vinculos de primeira classe, garantindo que a teoria é

bem definida.



O vinculo C% é escrito como C* = —9,I1% + h, onde h® é uma expressao
muito complicada das variaveis de campo. A forma integral das equacgoes de vinculo

C® = 0, nos permite definir o vetor de energia-momento gravitacional P [1], [15]:

Pt =— / d>x 0,11 . (2.7)
Vv

V' é um volume arbitrario do espaco tridimensional. Essa é uma definigao consis-
tente pois diversas aplicagdes indicam que (2.7) representa a energia-momento grav-
itacional contida em um volume V em espacos vazios. No espaco de configuracoes,

temos:

% = —4kex" (2.8)

O surgimento de divergéncias totais na forma de densidades escalares ou
vetoriais é possivel no contexto de teorias contruidas a partir do tensor de tor¢ao, o
que nao ¢é o caso de teorias métricas da gravitacao.

O colchete de Poisson entre duas quantidades de campo F e G é dado por:

L/ 6F G 5P 6G
{FGh= / d “”((sem-(x) ST (z) ~ 8T () 5%(3;)) ' (2:9)

Calculando o colchete de Poisson entre os vinculos T'%(x), ¥ (y), vemos que eles

satisfazem a dlgebra de momento angular [9], isso justifica a interpretagdo de uma
forma simplificada do vinculo como definicao do momento angular, tal qual é feito
para a energia-momento.

Em vista disso é importante reescrevermos a densidade de Hamiltoniana
H de uma forma mais simples [16]. Para isso simplificamos os vinculos I'* e T'¥,
reescrevendo-os como um tnico vinculo I'®.  Acreditamos que C° tem uma sim-
plificacao andloga, porém ainda nao a encontramos. Nao ¢ dificil verificar que a

densidade de Hamiltoniana pode ser escrita como:

1
H = e,00" + §>\ab1““b, (2.10)
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onde A\, = — Ay, sa0 multiplicadores de Lagrange e sao identificados como \jx = i
e Aok = =M = Br. ' = —T'% encerra ambos os vinculos I'** e I'* através das
relacoes T = e, %, FT%, Tk = T = ¢,%,* T%. Podemos mostrar que I'** se

escreve CoI1no.

% = M + 4ke(X2% — xP00) (2.11)

com M = e¢ Meb S MW = — MY MM é definido por:

M* = oIl = ¢, TI% — ¢, FTI* | (2.12)

MO% = TI% = ¢, 0TI . (2.13)

De maneira andloga a definicdo de P [14], a forma integral da equacao de

vinculo I'® = 0 motiva a definicio do momento angular do espaco-tempo:

M = —4ke(x% — yb0a) (2.14)

e que, portanto, define

L — / >z e e’ , MM (2.15)
\%

como o quadri-momento angular do campo gravitacional [16]. Essa expressao é
invariante sob transformagoes de coordenadas do espago tridimensional.

Notamos que o lado direito da equagao (2.14), bem como o lado direito da
equacao (2.8) existe o indice temporal 0, além de notarmos a presenca do determi-
nante do campo de tétradas e. Esse determinante sempre pode ser escrito como o
produto da funcao lapso com o determinante das tétradas restritas ao espaco tridi-
mensional. Por causa dessas caracteristicas o lado direito das equagoes (2.8) e (2.14)
sao invariantes sob reparametrizagoes temporais.

E importante enfatizar que P® e L% transformam covariantemente sob

transformagoes globais SO(3,1). Essas quantidades sdo definidas no espago de fase
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da teoria, logo, para calcularmos essas expressoes, devemos usar uma configuragao
particular de campo, entendendo que os lados direitos de (2.8) e (2.14) devem ser

considerados no espaco de configuracoes da teoria.



Capitulo 3

O Grupo de Poincaré

3.1 Introducao

A teoria de grupos originalmente se desenvolveu como um brago da Matematica
pura, se mostrando uma extraordinaria ferramenta para formalizar conceitos semi-
intuitivos e explorar simetrias no contexto da Fisica. Ou seja, a teoria de grupos é
fundamental para identificar e formalizar simetrias.

O instrumental produzido pela teoria de grupos encontrou um grande acol-
himento em Fisica, produzindo aplicagoes e resultados significativos em diversas
areas, tais como Estado Sélido, Fisica Atomica e Molecular e Cristalografia.

O estudo do grupo de Poincaré é de vital importancia para a compreensao
da Fisica existente por tras dos intimeros processos da natureza. E bem conhecida
quao grande influéncia esse conhecimento exerce em Fisica de Particulas e Campos.
Logo quando identificamos que uma simetria de um sistema fisico pode ser descrita
através do grupo de Poincaré pensamos, preferencialmente, nos invariantes que a
teoria gera. A invariancia apresentada é um conceito-chave no entendimento de
novos fenomenos e desenvolvimento apropriado de teorias fisicas

Compreender a gravidade do ponto de vista de uma teoria de calibre do

grupo de Poincaré é um ponto de partida para tentarmos, de alguma forma, ligé-la

12
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as demais forcas da natureza, de modo analogo a teoria de calibre de Yang-Mills.
Neste capitulo desenvolveremos a teoria de representagoes de grupos [17],

abordando grupos de Lie e especificamente o grupo de Poincaré. Apresentaremos

como construir os invariantes de Casimir do grupo, comparando-os com aqueles

construidos para o campo gravitacional.

3.2 Representacoes do Grupo de Poincaré

Um grupo G é um conjunto de elementos a, b, c... para os quais uma dada
lei de composicao ou “multiplicacao” define um “produto”entre dois elementos do

grupo, satisfazendo os seguintes postulados:

Se a e b sao dois elementos do grupo, entao ab também é;

Multiplicacao é associativa, ou seja, a(bc) = (ab)c;

e O grupo contém um elemento e chamado elemento identidade, tal que para

todo elemento do grupo temos ea = ae = a.

e Se a é um elemento do conjunto, existe um elemento b tal que ab = ba = e.

O elemento b é chamado de inverso e denotado por b= a™'.

Um conjunto de operadores (A, B, C..) em um espaco vetorial L, forma um
grupo se forem respeitados os postulados acima. O produto de dois operadores é

construido segundo a forma pela qual eles agem nos vetores de L, ou seja:

Cx = A(Bx), (3.1)

para todo x pertencete a L. O operador identidade transforma os vetores neles
mesmos. Todos os operadores do grupo possuem inversos.

Se fizermos um mapeamento do espaco L em outro L', usando um operador
T, obtemos um grupo isomoérfico (porque é inversivel) de operadores em L' que se

relacionam com os operadores do espaco L pela seguinte transformacao:
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A =TAT™, (3.2)

onde A é qualquer operador de L e A" representa qualquer um de L’.

Antes de continuar nossa anélise temos que definir o que é homomorfismo,
necessario para escrevermos, de maneira inequivoca, o conceito de representagoes de
grupos.

Um homomorfismo de um grupo G em um grupo G’ é uma correspondéncia
entre os elementos de G e G’ que preserva a lei de composicao dos grupos. Segundo
essa definicdo um elemento de G’ pode ser imagem de véarios elementos de G, uma
vez que a correspondéncia nao é uma associacao “um-a-um’entre os elementos.

Se propusermos uma correspondéncia homomérfica entre elementos de um
grupo G e elementos de um grupo de operadores D(G) em um espago vetorial L,

obedecendo as relagoes:

D(E) = 1, (3.3)

sendo R, S e E elementos do grupo G, com FE representando o operador neutro, entao
dizemos que D(G) é uma representagao do grupo G no espago de representacao L.

Uma representacao linear é aquela construida em termos de operadores lin-
eares. Se escolhemos uma base num espago n-dimensional L, os operadores lineares
da representacao podem ser descritos através de matrizes, assim obtemos um ma-
peamento homomoérfico de um grupo G em um grupo de n X n matrizes D(G). Ou
seja, uma representacao matricial do grupo G. Dito de outra forma, a condigao de
linearidade significa que podemos associar uma matriz a cada elemento D(R) da
representacao em uma dada base do espaco vetorial L.

Assim, um grupo pode ter uma infinidade de representacoes em espacos de

dimensoes distintas. O grau do grupo é o nimero de dimensoes do espago vetorial
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L. Se fizermos uma mudanca de base em algum espaco vetorial, os elementos da

representacao transformam-se sob a agao de um operador C, da maneira seguinte:

D'(R) = CD(R)C. (3.4)

Os elementos D'(R) também formam uma representagdo do grupo que é
equivalente a D(R). No caso de representagoes matriciais, entre duas representacoes
equivalentes o trago das matrizes é invariante.

Quando o mapeamento homomoérfico se reduz para um isomérfico (uma
correspondéncia de um para um) dizemos que a representagao é “fiel”.

Ainda temos que tecer alguns comentarios sobre grupos continuos e espe-
cialmente sobre grupos de Lie, uma vez que o grupo de Poincaré também é um grupo
de Lie.

Um grupo é dito ser continuo se alguma relagao de proximidade ¢ imposta
sobre os elementos do grupo-variedade. O termo usado anteriormente advém do fato
que grupos continuos finitos tém uma estreita relagao com a definigao de variedades,
uma vez que o conceito de proximidade é dado por um conjunto de fungoes em um
espaco e expresso em termos da distancia nesse espaco de funcoes. Assim, imagi-
namos que variacoes infinitesimais de um dos fatores produza variagoes infinitesimais
no produto de dois elementos do grupo.

Dado um grupo continuo G, os elementos do grupo sao associados a pontos
em uma variedade e sao descritos por funcoes continuas de seus parametros. A lei

de composicao pode ser descrita simbolicamente por:

c= f(a,b). (3.5)

Quando f é uma funcao analitica, no sentido de que pode ser expandida em
séries de poténcias convergentes no espaco de N parametros, o grupo G é chamado
de grupo de Lie finito de N parametros.

Se os elementos do grupo de Lie sao operadores em uma variedade V, entao
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temos um grupo de transformacao. Para o caso de grupos de transformacao de
coordenadas no espaco-tempo plano, um exemplo é o grupo de Poincaré. Quando
a transformacao induzida em V por G é linear, naturalmente, os elementos de G
possuem uma representacao matricial em alguma base escolhida em V.
Consideremos um grupo continuo de transformagao de coordenadas em uma

variedade V com um parametro. A lei de composicao pode ser escrita como:

¥ = f(z;a). (3.6)

Uma variagao infinitesimal de a para a + da resulta em uma mudanca de z’
para z’ 4+ dx’. Logo podemos expandir f em torno de da = 0 (devido a hipdtese de

continudade) tal que:

,  (0f(z,a+da)
dCC = <T 6a:0>5a. (37)

Imediatamente somos induzidos a escrever a variacao de uma fungao F

quando variamos o parametro do grupo:

com X dado por:

_ (Of(x,a+ da) 0
X= () e (3.9)

X ¢é chamado o gerador do grupo, uma vez que podemos escrever qualquer

elemento do grupo com o auxilio do operador X, da seguinte maneira:

F' = F+dF
= (1+daX)F. (3.10)
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Generalizando a expressao dos geradores para um grupo de Lie com r

parametros temos:

X, — i (8]”(9(;,@ + da)

0
- . A1
dab 5a:0> oxt (3.11)

O Teorema de Lie nos diz que o comutador entre dois geradores do grupo

=1

pode ser escrito como combinacao linear dos proprios operadores infinitesimais X,.
Ou seja,

[(Xo, X3) = C%L Xy, (3.12)

a

onde C% sdo as chamadas constates de estrutura. Provar que C¢% sao realmente
constantes é bem simples, porém um pouco longo. Nao mostraremos a prova dessa
afirmagao pois isso seria estender muito o assunto, fugindo aos objetivos estabeleci-
dos.

A relacao acima define uma algebra denominada algebra de Lie. Os ger-
adores do grupo formam um espaco vetorial e a representacao construida nesse
espago é chamada de Representagao Adjunta. Uma Representacao Adjunta matri-
cial é construida através das constantes de estrutura.

Além disso, os geradores infinitesimais do grupo satisfazem a identidade de

Jacobi

[Xa, Xp], Xe] + [[Xe, Xal, Xo] + [[Xe, Xe], Xa] =0, (3.13)

resultando em

cLce +0ics +Cies =0. (3.14)

a

Logo temos que resolver n equagoes quadraticas para determinarmos as
constantes de estrutura. Essa é uma dificuldade que surge quando tentamos escrever
uma representacao linear do grupo de Lie. E bom enfatizar que as propriedades do

grupo podem ser reproduzidas pela dlgebra de Lie. Ou seja, é possivel mostrar que
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existe uma relacao entre o grupo de Lie e sua respectiva algebra e que uma vez
construida ela pode ser usada pera escrevermos uma representacao do grupo.
Tendo em vista o que foi exposto, estamos aptos a prosseguir na construgao
de uma representacao do grupo de Poincaré.
O grupo de Poincaré é outro nome para o grupo de Lorentz nao-homogéneo,
o qual engloba transformacoes lineares, “boosts”, rotagoes e inversoes que deixam
22

1% = —z% + x? invariante. A transformagao mais geral do grupo de Poincaré em

um espaco-tempo plano é:

z, =Nz, +a,, (3.15)

onde a, ¢ um quadrivetor constante e portanto ¢ independente de z. Como as

translacoes nao podem ser representadas por meio de uma matriz 4 x 4 agindo em

x nao podemos obter uma representagao do grupo em termos dessas matrizes.
Para conseguirmos isso, considere primeiramente uma transformacao de

Lorentz infinitesimal no espaco plano, da forma:

AMV =MNw — Euv (316)

onde

A'y,uA’y v = Nuw - (317)

Substituindo (3.16) em (3.17) vemos que €, deve ser obrigatoriamente an-
tisimétrico. Aplicando (3.16) em x, obtemos ), = v, —€,"z,. Alternativamente
podemos obter o mesmo resultado através da aplicacao do operador exp(—%igw,L“”)

sobre xz,, onde L,, é o momento angular generalizado, sendo definido por:

L,, =i(x,0, —x,0,). (3.18)

Uma vez definido L,, temos que calcular as relacoes de comutacao entre

esses operadores diferenciais. Fazendo isso e depois de algum esforco algébrico,
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chegamos a:

[Lyws Lpo) = =1(MupLive = Mo Lup + Mvo Ly = NwpLipo) - (3.19)

Essa relacao de comutacgao adquire as feigoes tradicionais quando separamos
os geradores em momentos angulares tridimensionais e “boosts” que sao os L.
Agora vamos considerar uma translacao infinitesimal da seguinte maneira:

x!, =z, — £,. De maneira andloga vamos assumir que essa transformacao pode ser

I
obtida através da aplicacao do operador exp(ie, ") sobre z,, onde P, é o operador

quadri-momento P, = i0,. Esses operadores claramente comutam entre si:

[Py, P)]=0. (3.20)

Agora resta-nos calcular as relagoes de comutagao entre os momentos angu-
lares generalizados e os quadri-momentos. Novamente, depois de cédlculos simples,

obtemos:

[P,Lu LPU] = i(nuppo - nuchp) . (321)

As relagoes (3.19), (3.20) e (3.21) formam a &dlgebra do grupo de Poincaré
porque ¢é construida em termos de operadores que sao capazes de gerar as trans-
formacoes que definem o referido grupo. Nesse sentido, pode-se dizer que essas
relacoes sao uma representagao do grupo de Poincaré.

Voltando agora ao material discutido no capitulo anterior, calculamos o
colchete de Poisson entre as quantidades definidas por (2.7) e (2.15), sendo que para

isso temos que calcular suas derivadas funcionais:

5Lab 3 0 a b v
= /d $5€ck(2’) [e ue M ]

1) . . g
_ 3 a b (0] a b 70 a b iJ
_ /d:c(;eCk(Z)[e el 5 MO € b o M - e i 5 MY

= (n"e"o(2) — "€ o(2)) M*(2)
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(e j(2) — e’ ()1 (2)
+(e” (2) — e j(2)) MM (2)
=TI (2) + P (2) . (3.22)

Lembrando que M% = ¢, TI% e M¥ = ¢, 'I1% — e, /I1* podemos escrever

(')‘ Lab
ST (2)

Analizando a expressao de P® vemos que depende apenas de I1%; logo es-

= 0%" 1 (2) — obe® i (2). (3.23)

crevemos imediatamente os seguintes resultados:

JpP°

Secp(2) 0,

ypPe 3 0
= _ — —2). .24
ST (2) /d zd; 8:5’“5 (x — 2) (3.24)

Com isso chegamos a uma forma similar as relagoes (3.19), (3.20) e (3.21)

[16]:

{p*, P} = 0,

{Pa7 Lbc}
{Lab’ Lcd}

_Tlabpc + T]ach 7

_naCLbd o ndeac + ,r]adLbc 4 T]bCLad . (325>

Aqui substituimos a relacao de comutacao como sendo o “produto”da algebra
pela relagao dada pelo colchete de Poisson. O fator imagindrio que aparece nas
relagoes (3.19), (3.20) e (3.21) refere-se a unitariedade do grupo. Para as relagoes
(3.25), exigimos apenas a ortogonalidade.

Assim, podemos afirmar que P® e L%, definidos para o campo gravitacional
no TEGR, formam uma representacao do grupo de Poincaré, no sentido discutido
anteriormente. E, além disso, notamos quao consistentes sao essas definicoes quando
chamamos P® e L% de energia-momento e momento angular gravitacionais respec-

tivamente.
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3.3 Operadores de Casimir para o Campo Gravitacional

Particulas em geral sao caracterizadas por duas propriedades basicas, o spin
e amassa. Claro que existem outras propriedades tais como cor e sabor, por exemplo,
mas que nao serao tratadas nesse trabalho. A massa é um invariante associado ao
operador momento, enquanto o spin é associado a uma rotagao definida no espaco
vetorial abstrato sobre o qual o grupo atua e que guarda relagao com o mundo real,
uma vez que o spin ¢ observavel. Em termos dos operadores da dlgebra de Poincaré,
massa e spin sao dois auto-valores de dois operadores quadraticos de Casimir.

A vantagem dos operadores de Casimir é que eles podem ser usados para
caracterizar representacoes irredutiveis do grupo em questao. A ordem de uma
representacao irredutivel é igual ao nimero de operadores de Casimir. Portanto,
para o grupo de Poincaré, temos apenas dois operadores, um ligado a massa e o
outro ligado ao momento-angular (ou spin).

Em termos dos elementos de base da algebra X, o operador de Casimir ¢

definido como:

C=g"X,X,, (3.26)

onde g"” é a métrica que define o espaco da dlgebra.

Definido dessa maneira o operador de Casimir é um invariante da teoria.
Um invariante é um escalar sob a acao da lei de composicao do grupo. Existem
varias maneiras de se construir invariantes, no entanto vamos nos concentrar na
maneira especificada por (3.26). Como as propriedades do grupo podem sempre ser
recuperadas por meio da respectiva algebra de Lie, vamos tomar a lei de composigao
como sendo o “produto”da algebra.

Calculando o comutador entre C' e os geradores do grupo, temos:

[C’ XA] = ng[XpXm X/\]

= ngXp[de X)\] + gPU [Xp7 X)\]XO'
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= ¢CH X, X, + g7 Ch X, X,

= ¢7CL(X, X, + X, X,). (3.27)

Quando levamos em consideragao o fato que C),,, ¢ totalmente anti-simétrico, ime-

diatamente vemos que:

[C, X, =0. (3.28)

Assim, C' representa uma quantidade invariante.
Para a élgebra de Poincaré o primeiro desses operadores é P? = P,P". Ele

¢ invariante sob a acao do grupo de Lorentz e sob translagoes. Isso significa que:

[PZ,PM] = 07
[P?, L) = 0, (3.29)

o que pode ser verificado diretamente com a ajuda da identidade de Jacobi.

O segundo operador de Casimir é w?

de Pauli-Lubanski, definido por

= w,w*, onde w,, representa o vetor

1
Wy = =S Eupo L P, (3.30)

onde €,,,, ¢ a densidade de Levi-Civita. Verificamos facilmente que w? comuta com

os demais geradores do grupo,

[w27pﬂ] =0,

[w?, L] = 0. (3.31)

Agindo sobre o auto-estado de P,, num sistema de referéncia em repouso,
quando P, = (m,0), o operador w, se reduz a w; = mJ; e w* = —m?J%  Assim
podemos definir um conjunto completo de auto-vetores e auto-valores para w? e P2,

tal que:
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Pzwm,s = m2wm,s 5

’U.)me,s = —mQS(S + 1)¢m7s 5 (332)

onde m é a massa e 1 representa o espaco vetorial sobre o qual o grupo de Poincaré
age. Quando m = 0 a particula passa a ser caracterizada pela componente do spin
ao longo da direcao do momento, J.P. Esse operador é chamado de helicidade e
seus auto-valores sao convenientemente chamados de A. Nesse caso o auto-valor de
w? é s em vez de s(s+ 1).

Tendo em vista as defini¢oes anteriores podemos construir o vetor de Pauli-

Lubanski gravitacional W,:

1
MﬁlzzgawmfﬁLaﬂ (3.33)

Onde €404 € novamente a densidade de Levi-Civita. Verificamos facilmente
que W, comuta com P%. Portanto definimos as quantidades de Casimir do campo

gravitacional como:

P2 = nabpapba

W2 = nW,W,. (3.34)

Vemos claramente que essas quantidades obedecem as mesmas relagoes de
comutagao (3.29) e (3.31) construidas anteriormente, mas calculadas considerando o
colchete de Poisson. Portanto podemos dizer que essas quantidades sao invariantes
da configuragao gravitacional [16].

Essas quantidades tém um importante papel na caracterizacao do campo
gravitacional. Elas podem ser usadas para procurar representacoes irredutiveis do
grupo, uma vez que elas sao operadores de Casimir. Devemos analisar como W, e

P, produzem informagdes a respeito da helicidade das ondas gravitacionais planas.
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Verificaremos também se o campo gravitacional admite ondas com helicidade A = 1

21].



Capitulo 4

Sistemas de Referéncia e o Momento

Angular Gravitacional

4.1 Introducao

A idéia de um espaco e tempo absolutos criada por Newton nos induz a
pensar que observadores em repouso ou que se movem com velocidade constante
em relagao a esse tal espaco absoluto sao privilegiados em relacao a todos os outros
observadores. Essa é a idéia de sistemas de referéncia inerciais e a causa desse
dogmatismo ¢ um problema de dificil interpretacao em Fisica.

A Relatividade Especial de Einstein veio mostrar que esse absolutismo era
apenas aparente, ou seja, nao hé razao para se privilegiar um referencial em partic-
ular, dada a caracteristica relativistica exibida pela natureza. Isso se deve também
ao principio da isotropia do espaco aliada a relacao existente entre coordenadas es-
paciais e o tempo, o que é expresso através da imposicao de que a velocidade da luz
¢ constante.

O conceito de sistemas de referéncia foi e continua a ser muito importante

em Fisica, especialmente para a Relatividade Geral, para a qual o principio da

25
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equivaléncia assume um papel fundamental. Na Relatividade Restrita afirmar que
“todos os sistemas de referéncia inerciais sao equivalentes”é possivel devido a sime-
tria local de Lorentz. Compreender a Relatividade Geral do ponto de vista de uma
simetria local de Lorentz é justificavel pelas consequéncias que advém desse fato e
tem sua motivacao no impacto que a teoria de calibre de Yang-Mills teve em Fisica
de Particulas e Teoria Quantica de Campos.

A simetria de um sistema fisico ¢ matematicamente levada em conta quando
da construcao da Lagrangeana que o descreve. Logo a andlise de simetrias leva ao
entendimento do funcionamento da Natureza. Procurar compreender sistemas de
referéncia como consequéncia das simetrias de alguma transformagao global ou local
é um passo fundamental no entendimento de uma teoria.

Neste capitulo mostraremos a interpretacao do campo de tétradas como
sistemas de referéncia, além de abordar a construcao de expressoes regularizadas,

aplicando a teoria a duas configuracoes de tétradas simples.

4.2 Campos de Tétradas como Sistemas de Referéncia e Ex-

pressoes Regularizadas para o Momento Angular

As invariancias exibidas pela Lagrangeana (2.1), as quais mencionadas ante-
riormente, sao responsaveis pela interpretacao do campo de tétradas como sistemas
de referéncia. Ou seja, a invariancia da teoria por transformagoes globais SO(3,1)
estabelece que dois campos de tétradas que (i) sdo solugoes das equagdes de campo,
(i) produzem o mesmo tensor métrico e (iii) ndo se relacionam por nenhuma trans-
formacao global de Lorentz, descrevem dois sistemas de referéncia diferentes. Assim
podemos adotar o significado fisico desses objetos como sendo sistemas de referéncia
adaptados a observadores ideais no espaco-tempo.

Cada conjunto de tétradas define uma classe de sistemas de referéncia [18].

Se denotamos por z#(s) a linha mundo C' de um observador no espago-tempo, e
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por ut(s) = da*/ds sua velocidade ao longo de C, podemos fazer a identificagao da
velocidade do observador com a componente a = (0) de e, * [19]. A aceleracao do
observador ¢ dado por a* = Du*/ds = Dey*/ds = u*Vae@*, onde a derivada
covariante ¢é escrita em termos dos simbolos de Christoffel.

Vemos, entao, que e, * determina a velocidade e aceleragao, ao longo de uma
linha mundo, de um observador adaptado a um sistema de referéncia. Deste ponto
de vista, concluimos que um conjunto de tétradas, para os quais e()* descreve uma
congruéencia de curvas do tipo tempo, é adaptado a uma classe de observadores em
particular. A titulo de comparagao, devemos lembrar que se e*, — 47 no limite
r — 00, entao e* , ¢ adaptado a observadores estéticos no infinito espacial.

No sentido de estimarmos a energia-momento e o momento angular grav-
itacionais para um sistema fisico, temos que calcular o lado direito de (2.8) e (2.14),
com isso podemos saber se as expressoes definidas anteriormente para P?® e L% sao
bem definidas. Isso s6 sera possivel se considerarmos um conjunto de tétradas, tais
que, no limite do espaco-tempo plano, tivermos T, (e) = 0.

Entretanto, existem configuracoes de tétradas £ ,, no espago-tempo plano,
para as quais temos T,,,(E) # 0, consequentemente obtemos valores para P* e
L% que nao se anulam quando consideramos o referido limite, ou seja,podemos
encontrar energia e momento na auséncia de campo gravitacional. Assim torna-se
necessario o uso de expressoes regularizadas para tais quantidades. A regularizacao
da energia-momento gravitacional foi discutido em detalhes em [18]. O processo é
conceitualmente o mesmo realizado em [11], consistindo o processo em basicamente
subtrair a energia do espago-tempo plano.

Se denotarmos 7° ,,(E) = 9,E* ,— 9, E* , e [I%(E) como sendo a expressao
de II% construida usando-se as tétradas planas E“,, entdo podemos escrever a

expressao regularizada para o tensor de energia-momento gravitacional como:

Pt =~ / d*z O[T (e) — TI**(E)] . (4.1)

Essa definicao garante que a energia-momento do espago-tempo plano serda
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sempre nula. O espago-tempo de referéncia é determinado pelo conjunto de tétradas
E®,, obtido de e®, requerendo que alguns parametros fisicos tais como massa,
momento angular e etc, se anulem.

Podemos estabelecer a expressao regularizada para o momento angular de

forma andloga a 4.1 como se segue:

L = / 3z [M®(e) — M (E))]. (4.2)
\%

As expressoes (4.1) e (4.2) podem ser usadas para calcularmos a energia-
momento e o0 momento angular gravitacionais para uma configuracao arbitraria de

tétradas.

4.3 O Momento Angular da Casca Esférica em Rotacao

Apresentaremos em detalhes uma aplica¢ao da defini¢ao (4.2) para o espago-
tempo de uma casca esférica em rotacao [20]. Consideraremos, na andlise das ex-
pressoes, um movimento de rotacao lento. E uma configuracao matematicamente
simples e nao-singular de campo gravitacional que exibe efeitos rotacionais e é sem-
pre regular. No limite para momentos angulares pequenos a métrica para tal con-
figuracao corresponde a forma assintética do tensor métrico de Kerr. A motivagao
principal para considerar essa métrica é a construcao de uma fonte realistica para
uma regiao exterior do espago-tempo de Kerr, e, portanto, para conectar a ultima
regiao com um espago-tempo livre de singularidades.

Para uma casca de raio ry e massa total m = 2«a, como visto por um

observador no infinito, a métrica é dada por:

ds? = =V2dt* + *dr® + r2d6? + r?sin® O(dg — Qdt)?] (4.3)

onde
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v _ 7"()—O[7
To + &
o
@D = 77Z)0:1_’__7
To
Q = O, (4.4)
parar < rg, €
v o— r—oz’
r+ «
o
1/1 = 1+_a
r
7“01/12 3
- (w20> Q. (4.5)

para r > rq.

O tensor métrico dado por (4.3) é solucao das equacoes de Einstein até
primeira ordem em €). A quantidade {2y é constante e representa a velocidade
angular de arrasto de observadores localmente inerciais no interior da casca esférica.
E necessario calcularmos os componentes contra-variantes do tensor métrico, o que

nos leva a:

% 0 0 — &
0o L o0 0
v U
g = ) (4.6)
0 0 = 0
2_ 120924 gin2
- 00 SEmEet

Vamos considerar duas configuracoes de tétradas e discutir as suas inter-

pretacoes fisicas enquanto sistemas de referéncia. A primeira delas é dada por:

-V 0 0 0
Qry?sinf sing 2% sinf cos¢ r¢? cosf cos¢p —riy? sinf sin ¢
—Qry?sinf cos¢p % sinf sing % cosh sing  riy? sinf cos ¢

0 % cos 0 —rip? sin 6 0
(4.7)
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O determinante de e* , pode ser imediatamente calculado, sendo o seu valor

e =Vr2® sinf. O campo de tétradas acima gera a seguinte quadri-velocidade:

1
c©"(t,r,0,0) = 17(1,0,0,9), (4.8)

sendo 1/V o fator de normaliza¢ao. Assim concluimos que um observador na posi¢ao
radial r se move ao longo de uma trajetéria circular €(r) em torno da fonte.

Para encontararmos os componentes do momento angular gravitacional faz-
se necessario o calculo das componentes de T),, = e \T,,,, sendo aquelas nao nulas

iguais a:

1
Toow = VO,V — 581(97“1/12)2 sin? 4,
T30 = 7?01 (Qryp?)sin® 6,
Tooe = —(Qry?*)?sinf cosb,

Ty0o = Qr?¢*sinf cosh,

Tz = —Qrytsin?é,

Toos = —Qrtsin cosb,

To, = 7’21/12<81w2> )

Tois = —Qr*?*(00°)sin6,

T35 = r2*(01)*)sind. (4.9)

Seguindo no mesmo esforgo, depois de simples manipulacoes algébricas,

obtemos:

1

Yoo = §(T001 — gooTh)
1 1

2301 = Z(T301 — To1s + Thos) — 5903T1 ;
1

Yooz = =Tooz2,

2
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1
Y03 = Z(Tloza + To13 + T501)

1
Yo1g = §(T212 + g2211) ,

1 1
Yoz = Z(Tow + Tho3 — Ti01) + 5903T1 ;
1
2313 = §(T313 + g33711)
1
Yoz = §T203 . (4.10)

Considerando as relagoes eV ,g"* = ¢? ,g" = 0, a expressdo para M 1@

pode ser simplificada para:

MO = e gh [(ea) )@ | — (@, gh3)e® 1] %

X [9002301 — ¢"%03 — 9032313] (4.11)

Em vista da relacao ¢"°%301 — ¢"% 103 — ¢**%313 = 0, chegamos & conclusao

que

MIYE =, (4.12)

Os outros componentes espaciais também se anulam, ou seja, MG =
M®B) = 0. Isso nos permite concluir que LWV, a parte espacial do momento
angular gravitacional de uma casca esférica em rotacao, é zero. Esse é um resultado
esperado, haja vista a prépria interpretagdo do campo de tétradas (4.7). Ou seja,
um observador que se move em torno de uma fonte com a mesma frequéncia com
que esta descreve seu movimento nao é capaz de sentir nenhum efeito referente ao
momento angular.

Agora vamos utilizar uma outra configuracao de tétradas cuja interpretacao
também ¢é simples quando considerada do ponto de vista do sistema de referéncia.

Vamos considerar
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—-X 0 0 Z
0 %sinf cos¢g rip?cosh cos¢ —Y sinf sing
Cap = : (4.13)
0 ?sinfsing ri?cosf sing Y sinh cosd
0 Y% cos 6 —r1)?sin 6 0

onde

= (V2= r’Q%*sin®0)'/2,
1
Z = X Qrptsin? 6,
Y = %mﬁ. (4.14)

O campo de tétradas acima produz o campo de velocidades seguinte:

1
e "(t,,0,0) = (X,O,O,O) : (4.15)

Com isso vemos que (4.13) é adaptado a observadores estéticos no espago-
tempo, de maneira similar ao que foi feito para (4.7).

As componentes de T),, diferentes de zero sao:

Toor = XX,

T30 = —ZO0X,

Thy = XX,

Taoa = —Z0X,

Ty = T2¢2(81¢2) )

Tos = Xo0Z,

Tsizs = —Z017 + (01Y — )Y sin? 0,
Toos = X7,

Tsos = —Z0,7Z +Y(0,Y)sin?0 — (rp? — Y)Y sinf cos@ . (4.16)
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Os tracos do tensor de torcao sao:

Ty = ¢"Too1 + g% (Ts01 — Torz) — 9% To1a — 9% Tyu3,

Ty = 900T002 + 903(T302 - T023) - 933T323 )

sendo Ty e T3 componentes nulas.
As quantidades acima dao origem as seguintes componentes nao-nulas de

2)\“”1

1
Yoo = §(T001 — gooT1),

1 1
Y301 = Z(T?)Ol — Torz) — §QO3T1 )

1
Yoo = E(TOOQ — gooT),

1 1
Y302 = Z(T?’OQ - T023) - 5903T2,
1
Y03 = ZL(TOB + T501) ,
1
Y = —5911T2 ;
1
Yo12 = §(T212 + g22T1)
1 1
Yoz = Z(TOB —T5m) + 5903T1 ;
1
Y313 = §(T313 + g33Th) ,
1 1
Yoz = Z—L(Tozza — Ts02) + 5903T2 ;
1
Y3 = §(T323 + g331%) . (4.17)

Fazendo uso da definigdo (2.14), tomada para as componentes a = (1) e

b = (2), chegamos & expressao exata de M) que é dada por:

MOE = —2/%(6(1) 36(2) 1— e 16(2) 3) X [900903911(T001 - 900T1)
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—900911933(T013 + gosT1) + 903903911(T301 — gosT1)

—9% 9" g% (Taus + 933T1)] — 2ke(e!) 3e®) 5 — e 16 5) x

1

X [900903922(%02 - 900T2)900922933 (§(T302 - T023) - 903T2>

1
—g%¢% g% <§(T023 — Ti00) + 903T2)

9% 99> (Taos + 933T2)] : (4.18)
Obviamente, a expressao acima é muito complicada. No sentido de sim-

plifica-la, vamos adotar duas hipdteses. Assumiremos que:

r’Q? << 1, (4.19)
ro >> . (4.20)

A condicao (4.19) expressa a fato de que o tensor métrico dado por (4.3)
é solucao das equacoes de Einstein para o limite de rotacoes lentas, enquanto que
a hipdtese (4.20) simplifica sobremaneira os calculos e é valida quando tomamos o
limite Newtoniano da gravitagao. Tanto a relagao (4.19) quanto a (4.20) implicam
X = (V2 —r2Q%)*sin? #)'/2? como sendo sempre real, permitindo-nos afastar algum
inconveniente conceitual.

A relagao (4.19) simplifica (4.18) para:

MDEO) o —le(e(l) 36(2) |- e 18(2) 5) X
X [900903911(%01 - 900T1) - 900911933T013]
+ ke(e(l) 5@, — e e 3)g% g2 g% Thos . (4.21)

Com o auxilio da condic¢ao (4.20) e substituindo os valores das respectivas

componentes de T,,,, obtemos uma forma bem mais simples e aproximada para

MOE.

nz

1 1
MO® = —4k[2aQrsin® 0 = ZQrsin® 0 + S0 sind cos? 6 ] , (4.22)
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para r > 7q.

A integracao dos dois tltimos termos da expressao acima diverge. Esse
comportamento pode ser entendido quando analisamos a relagao existente entre o
parametro a e as componentes do tensor de tor¢ao T4, -

Como m = 2a, temos no espaco-tempo plano a condicao que o = 0. En-
tretanto, para essa condicao, encontramos que T(gy3 = 01 Z e T(g)23 = 022, logo
concluimos que Tp13 # 0 e Tia3 # 0 nesse limite. As duas ultimas quantidades se
comportam como O(r~2sin?#) e O(r~!sin @ cos ), respectivamente. Consequente-
mente sera necessario o uso da definicao regularizada do momento angular gravita-
cional.

Na expressao (4.22) os dois ultimos termos sao gerados pelas componentes
Toi3 e Thez, enquanto que o primeiro termo vem precisamente de 91¢* = —(2a) /r?
que aparece na combinacao Tpg; — gooZ1. Assim é facil perceber que para r < rg o
primeiro termo se anula, uma vez que 1 neste dominio é constante. Os outros dois
termos permanecem inalterados.

A expressao regularizada para M M) é obtida quando subtraimos o valor de
M®@) no limite o« = 0, j& que o é o tinico parametro fisico associado & configuracao,

obtendo finalmente o seguinte:

1
MO (q) = MO (o = () = —4—204((27’) sin® 4, (4.23)
T
para r > 1y €
MO (q) - MO (¢ =0) =0, (4.24)

para 7 < ro. Na notacdo da definagio (4.2) temos que MM®(a) — MO (¢ =
0) = MW (e) — MMWA)(E), cuja veracidade se torna evidente quando pensamos
que o = 0 conduz ao espaco-tempo plano, descrito pelos campos de tétradas £ ,.

Integrando M™M®) em todo o espaco obtemos:

8 4dm
LW~ _ 25 _ g 4.25
3’/”0 37’0 ’ ( )
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onde

J = %(ro@bgmo . (4.26)

Os outros componentes de M®U) de maneira analoga sao escritos como:

MOE)

I

“oke(e® 4e® | — oM B )
x [9009039“(T o1 — goo ) — 9009”933%13]
+ ke(eW 3¢5 — e 16 5) 0223370 (4.27)

MO® o _oke(e® 6@, — @ 6@ ) x

X [900903911(T001 - QooTl) - 900911933T013]

+ k‘e(e(l) sy — M ,e® 3)g% g2 g% Thas . (4.28)

Quando integramos MM ®) e M(2B) devemos lembrar que fo% cos pdp =0 e
f027r sin ¢d¢ = 0, que aparecem nas combinacdes (e 3 | —e() 1eB) ) (eM) 3¢, —
eM e 3), (e® 3¢ | — @ 1B 3) e (e 3@ 5 — eV e 5) tornando-se simples

concluir

1B — 16 _ g (4.29)

Chegamos precisamente ao mesmo valor, em termos absolutos, encontrado
em [1]. Cohen [20] identifica J dado pela equagdo (4.26) como sendo valor Newto-
niano do momento angular de uma casca esférica em rotacao. E possivel escrever
LM como produto do momento de inércia da fonte por €y, que representa a ve-
locidade angular de sistemas de referéncia inerciais no interior da casca esférica. Ou

seja, podemos escrever LV [1] como:

2
LO® = _ <§mr§> Q. (4.30)

Levando-se em conta a discussao apresentada em [1] podemos afirmar que (4.30)

representa o momento angular do campo gravitacional e nao da fonte.
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Para campos gravitacionais fracos esperamos que o momento angular tenha
intensidade pequena. Para configuracoes tipicas (no limite newtoniano) o campo
gravitacional de uma casca esférica de massa m ¢é desprezivel, logo, o momento
angular também o serd. No entanto, alguns célculos na literatura [22] mostram que
o momento angular do espago-tempo de uma casca esférica em rotacao tem a mesma
ordem de magnitude do momento angular da fonte, resultado que esta em desacordo

com a nossa analise.



Capitulo 5

Conclusao e Perspectivas

Nesta dissertacao abordamos uma expressao para o momento angular grav-
itacional na formulacgao Teleparalela. As definicoes para o momento angular e
energia-momento gravitacionais sao invariantes por transformacoes de coordenadas
no espaco tridimensional e por reparametrizagoes temporais. Apesar disso o mo-
mento angular se mostra dependente do sistema de referéncia (podemos observar
essa caracteristica no ambito da Mecénica Classica), o que nao é inconsistente com
a interpretagao fisica de referencial e nem com o principio da equivaléncia. Cheg-
amos a conclusdo que P® e L%, tal qual foram definidos, formam uma representacao
do grupo de Poincaré. Analizamos a necessidade de se empregar expressoes regular-
izadas para P® e L, aplicando esse conhecimento ao célculo do momento angular
de uma casca esférica em rotagao.

Estabelecemos expressoes que permitem o cdlculo da energia-momento e
do momento angular gravitacionais para uma configuragao de tétradas arbitraria.
Isso foi feito considerando a forma das expressoes regularizadas, ou seja, temos que
subtrair das expressdes de P® e L® o valor dessas quantidades no limite tendendo
ao espaco plano. Devemos ainda investigar se esse procedimento elimina todos
os infinitos quando as integrais sao calculadas. Uma vez que isso é estabelecido,
podemos adotar esse procedimento para eliminacao de divergéncias. Este assunto

serd analisado mais detalhadamente no futuro.

38
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Assim, os resultados obtidos para a casca esférica parecem ser corretos, haja
vista a propria consisténcia das defini¢oes de energia-momento e momento angular
gravitacionais, como exposto no2 Capitulos 2 e 4. Porém temos que investigar e
entender melhor a escolha de referenciais, o que equivale a dizer, como escolher um
campo de tétradas adaptado a um observador. Esse é um procedimento necesséario
pois lidamos com conceitos fundamentais em Fisica e um dos pilares da propria
Relatividade que é a questao dos referenciais.

Investigaremos mais profundamente os valores para as quantidades de Casimir,
definidas anteriormente, bem como as consequéncias que nascem da tentativa de se
caracterizar o spin das ondas gravitacionais. E importante tentar compreender a
teoria da gravitacao, aqui considerada, como sendo uma teoria de calibre do grupo
de Poincaré, levando-se em conta a relevancia do grupo de Poincaré e suas repre-
sentacoes para a teoria quantica de campos. Ou seja, podemos usar de alguma forma
essa informagao para construir uma teoria quantica da gravitacgao.

Aplicaremos as expressoes do momento angular gravitacional para um bu-
raco negro em rotacao cuja solucao ¢ dada pela métrica de Kerr. Esse ¢ um pro-
cedimento bem complicado, pois a solucao parece ter uma indeterminacao quando
executamos a integragao [1]. Assim, na tentativa de resolvermos esse problema va-
mos usar as expressoes regularizadas e acreditamos que uma escolha mais adequada
de coordenadas também se fard necessaria para evitarmos singularidades.

Aplicaremos, também, essas expressoes para uma esfera solida em rotacao,
analizando os valores do momento e momento angular, bem como sua relacao com as
quantidades do tipo invariantes de Casimir. Estudaremos como esse comportamento
se modifica com a aplicacao de um “boost”a configuracao da casca esférica.

No sentido de fornecer resultados que sao passiveis de observacao, podemos
verificar se 0 momento angular do campo, para algumas das configuragoes citadas
anteriormente, fornece uma medida do momento de inércia da fonte. Essa é uma car-
acteristica desejavel pois a Astrofisica, no campo pratico, tem tido enormes avangos

recentemente, o que abre espaco para o confronto entre teoria e experimento. Uma
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teoria fisica respeitavel deve ser capaz de prever alguns aspectos da natureza aptos
a serem corroborados pela experiéncia. Sem isso ficamos apenas no campo da es-
peculacao, fugindo, mesmo, do espirito do Método Cientifico desenvolvido ao longo

da historia da humanidade.
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