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Resumo

Neste trabalho consideramos a interacao nao ressonante entre campos
opticos e condensados de Bose-Einstein. Utilizamos um modelo de fotodeteccao
continua para estudar os efeitos da contagem de k fétons do campo ptico sobre
as propriedades dos atomos do condensado. Obtivemos o operador densidade do
sistema interagente condicionado a contagem de k fotons e uma relacao entre os
momentos da distribuicao de fotons e os momentos da distribuicao de atomos. Ana-
lisamos os efeitos da fotocontagem sobre os dtomos em dois casos especificos: no
primeiro caso, analisamos os efeitos da fotocontagem sobre o estado de um conden-
sado puro a temperatura zero e no segundo caso, sobre a dinamica de tunelamento

de um condensado puro a temperatura zero confinado num duplo pogo de potencial.
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Abstract

In this work we consider an off - resonant interaction between optical fields
and a Bose - Einstein condensation. We used a continuous photo detection model to
study the effects of the counting of k photons of the optical field upon the properties
of the atoms in the condensate. We have obtained the density operator of the
interacting system conditioned to count k photons and one relation between the
moments of the distribution of photons and the moments of the distribution of atoms.
We analyze the effects of the photo counting in two specific cases: in the first case,
we analyze the effects of the photo counting upon the state of a pure condensate
at zero temperature and in the second case, upon the tunneling dynamics of a pure

condensate at zero temperature confined in an double well potential like.
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Capitulo 1
Introducao

Em 1924, o fisico indiano Satyendra Nath Bose mandou para o fisico alemao
Albert Einstein um trabalho no qual ele derivava a lei de Planck para a radiacao
de corpo negro tratando os fétons como um géas de particulas idénticas. Em 1925,
Einstein generalizou a teoria de Bose considerando um gés ideal de atomos idénticos
no qual o nimero de particulas é conservado. No mesmo ano ele previu um fenémeno
muito peculiar para temperaturas suficientemente baixas. Abaixo de uma certa
temperatura critica, T, as particulas perdem a sua identidade individual e passam
a atuar como uma entidade tnica, através de uma ocupagao macroscopica do estado
quantico de menor energia do sistema [1]. Einstein considerou N particulas nao rela-
tivisticas de massa m, dentro de uma caixa de volume V', com condicoes peridédicas
de contorno. No limite termodinamico, verificou que ocorreria uma transicao de fase

abaixo da temperatura critica T, que para um gas ideal tridimensional homogéneo é
2

definida por Ty = <<(3”/2))§ %, onde p = % é a densidade de particulas,  (3/2) ~

2,612 é a funcao zeta de Riemann, A é a constante de Plank h dividida por 27 e

kp é a constante de Boltzmann. O comprimento de onda térmico de de Broglie

é N\ (T) = (TEZZQT)UQ Para temperaturas T' < T¢, em que a distancia entre as
particulas é da ordem do seu comprimento de onda de de Broglie, a razao entre o
nimero de particulas no estado fundamental Ny e o niimero total de particulas N
tende a % — 11— (%) 3/2, ou seja, no limite de T' — 0 todas as particulas tendem ao
estado fundamental, Ny — N. Hoje em dia sabe-se que esse fenomeno, chamado de
condensacao de Bose-Einstein (BEC), é possivel apenas para particulas conhecidas

como bosons - particulas cujo spin total é multiplo inteiro de 4. Durante um longo



tempo pensava-se que era impossivel observar experimentalmente a condensagao de
Bose-Einstein, pois a matéria torna-se solida a temperaturas T' > T para densidades
tipicas e a pressao atmosférica, com excessao do hélio, que se torna liquido nessas
condigoes (o hélio é a tinica substancia que nao se solidifica sob pressao atmosférica
mesmo a temperaturas extremamente baixas). O isétopo mais comum do hélio
(He?), que é um bdson, apresenta uma transicao entre a fase liquida normal e uma
fase superfluida, que no passado foi associada & transi¢ao de Bose-Einstein [2], mas
nesse caso, a interacao entre os atomos é muito mais forte comparada com a interagao
entre os dtomos contidos no gés predito por Einstein de forma que 22 < 0.1 [3].
Desde a década de setenta os experimentalistas perseguiram o sonho de relizar a
condensacao de Bose-Eisntein em sistemas de baixas densidades (gases). Devido
a sua baixa massa, o hidrogénio foi usado intensivamente [4-8]. Na década de
noventa, os atomos alcalinos comecaram a ser estudados. Setenta anos se passaram
desde as previsoes tedricas de Einstein até as primeiras realizagoes experimentais de
condensacoes de Bose-Einstein, em gases de dtomos diluidos a temperaturas muito
préximas do zero absoluto da escala Kelvin (K') de temperatura.

Em 1995, devido ao imenso progresso das técnicas de resfriamento e apri-
sionamento de atomos, foi obtido experimentalmente o primeiro BEC usando-se
dtomos de rubidio Rb® [9] na Joint Institute for Laboratory Astrophysics (JILA).
No mesmo ano, dois outros BECs foram obtidos: um com dtomos de sédio Na?® [10]
no Massachusetts Institute of Technology (MIT) e outro usando-se atomos de litio
Li7 [11] na Rice University. Para atingir temperaturas da ordem de K e densidades
da ordem de 10'cm ™3 foi preciso confinar os 4tomos em armadilhas magnéto - Sticas
(alterando assim a temperatura critica T> [12]) e combinar técnicas de resfriamento
a laser [13] e resfriamento evaporativo [14].

Um dos interesses em condensados de Bose - Einstein deve-se ao fato de
tratar-se de um sistema quantico macroscépico e, sem divida, uma importante ferra-
menta para o estudo das bases da Mecanica Quantica. Desde as primeiras realizagoes
experimentais em 1995, muita pesquisa sobre as propriedades 6ticas, propriedades
estatisticas, efeitos de tunelamento e interferéncia em BEC vem sendo realizada no
sentido de se obter mais conhecimento e de se utilizar desse fascinante fenémeno.
Em particular, a interagao entre um condensado com a luz tem sido um campo

de grande interesse e muitos estudos vem sendo desenvolvidos, como por exemplo,



o estudo de espalhamento de luz por condensados [15,16], do indice de refragao
de condensados [17], da detecgao ética da fase relativa entre dois condensados [18]
etc., onde os campos luminosos sao tratados classicamente e usados para testar as
propriedades dos atomos. Por outro lado, resultados interessantes sao revelados
levando-se em conta o carater quantico da luz, de forma que o sistema atomos-luz
torna-se uma entidade dinamicamente acoplada, como a possibilidade de ampliagao
de campos éticos e atomicos [19-21], emaranhamento entre atomos e luz [20,22], o
controle 6tico das propriedades estatisticas do dtomos [23,24], etc.

Nessa dissertacao consideramos um sistema confinado dentro de uma cavi-
dade de alto fator de qualidade, formado por atomos bosonicos ultra frios, armadi-
lhados num potencial externo V(r), interagindo via dipolo elétrico com dois campos
eletromagnéticos monocromaticos: um campo fraco de cavidade tratado quanti-
camente e um laser tratado classicamente com intensidade fixa. Um detector de
fotons detecta fétons do campo quantizado. Em particular, estamos interessados
em estudar os efeitos da fotocontagem sobre as propriedades dos atomos. Para
tratar o detector usamos um modelo de fotodetecgao continua proposto por Srinivas
e Davies [25] em 1980, que leva em conta os efeitos do detector sobre campo de
luz, que por sua vez interage com os atomos na amostra. Entre as motivagoes de
se estudar processos que incluem fotodeteccao continua podemos citar a possibili-
dade de monitoramento e controle das propriedades dos atomos e a criagao de novos
métodos de medida dessas propriedades.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2 apresen-
tamos o modelo usado para descrever o sistema de interesse; no capitulo 3 apresenta-
mos o modelo de fotodeteccao continua de Srinivas e Davies; no capitulo 4 aplicamos
o modelo de Srinivas e Davies no sistema de interesse; no capiluto 5 tratamos de dois
casos particulares exemplificando os resultados obtidos no capitulo 3 e, finalmente,

no capitulo 6 apresentamos as conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2

Condensado de Bose-Einstein
interagindo com o campo

eletromagnético

2.1 Descricao do modelo

O sistema fisico estudado é constituido por uma amostra de N &atomos
bosonicos, ultrafrios, confinados em um potencial externo V(r), interagindo com
um campo eletromagnético. Consideraremos inicialmente que a amostra atomica
que compoe o sistema é suficientemente diluida de forma que podemos desprezar a
interagao atomica, ou seja, podemos desprezar as colisoes entre os atomos.

Os atomos sao tratados como sistemas quanticos de dois niveis com
freqiiéncia de transicao w,. Eles interagem, via dipolo elétrico, com dois modos do
campo eletromagnético ortogonalmente polarizados, de freqiiéncias w; e wy, respecti-
vamente, ambas fora da ressonancia com qualquer transicao atomica. O campo com
freqiiéncia wy serd chamado de modo 1 e sera tratado quanticamente via operadores
de criacao e aniquilagao de fotons, 61 e a1, a0 passo que o campo com freqiiéncia wo
serd chamado de modo 2 e serd tratado classicamente e com intensidade fixa. Os
operadores de criacao e aniquilacao de fotons do modo 1 satisfazem a regra usual

de comutagao, a saber:

[al,aﬂ — 1. (2.1)



Figura 2.1: Esquema da cavidade circular.

O sistema esta contido dentro de uma cavidade circular de perimetro L como
mostra a figura 2.1. O condensado de Bose-Einstein é colocado entre os espelhos e2
e e3. Um detector de fétons sensivel apenas a polarizagao do modo 1 é adaptado
ao espelho €2, de modo que as propriedades do BEC podem ser monitoradas pela
fotocontagem do modo 1.

O hamiltoniano total de um sistema formado por atomos interagindo com

a radiacao eletromagnética sempre pode ser decomposto em trés partes

~

H = ﬁdtomos + ﬁ[luz + ﬁdtomos—luza (22)

onde ﬁdtomos e PAIZW sao, respectivamente, os hamiltonianos da amostra atomica e
do campo de luz nao interagentes e ﬁdtomos,luz ¢ o hamiltoniano da interacao entre
eles.

Para considerar o cardter quantico estatistico dos atomos [35] vamos des-
creveé-los no formalismo de segunda quantizacao através dos operadores de campo
(I\l;(e)(r) e (I\lg(e)(r). O operador de campo \TJL(G) (r) cria dtomos no estado funda-
mental (excitado) na posigao r do centro de massa, e o operador de campo \T/g(e) (r)
aniquila 4tomos no estado fundamental (excitado) na posigao r do centro de massa;

os operadores de campo satisfazem a relacao bosonica de comutacao, isto é,

-~

B (r), ¥} ()] = o0 (e =), (2.3)

5



onde 7,7 = g, e.
Assim, em segunda quantizacao, a contribuicao atomica para o hamiltoniano
2.2 é dada por

Hitomos = / &t (r) Ho W, (r) + / PrUt (v) (Han + hw,) U, (1), (2.4)
onde H., = % + V(r) é o hamiltoniano do centro de massa de um tnico atomo,
sendo }Ajcm o operador momentum linear do centro de massa do atomo e m a sua
massa. Em geral, V(r) = V,(r) para os atomos que se encontram no estado funda-
mental e V(r) = V,(r) para os dtomos que se encontram no estado excitado, porém,
vamos considerar por simplicidade que V,(r) = V.(r). A contribui¢do do campo

Otico serd

flluz - hwliﬂal (25)

E finalmente, a parte do hamiltoniano que descreve a interacao entre os atomos e a

luz é dada, em segunda quantizagao, da seguinte forma:

~

Hdtomos—luz = h (glal /d%"@l (I') (eikl.r) (I\[g (I‘) + gika-{ /d37’§[}; (I') (e_ikl.r) \/I}e (I')) +

+h (92a2 / &t (r) (%) U, (r) + giaj / d*ril (r) (e7%er) P, (r)) .
(2.6)

As constantes g; e g estao relacionadas com a intensidade de acoplamento entre
os atomos e os modos 1 e 2 respectivamente, e k; e ky sao os nimeros de onda
associados a cada um destes modos. Substituindo as equagoes 2.4, 2.5 e 2.6 no

hamiltoniano 2.2, obtemos
i = / &>t (v) Hop 0, (r) + / &0t () (Hom + hw,) U, (v) + hayala +

+h (glal /d?’r\/l}l (r) (eikl'r) \/I\/g (r) + gfﬁi /dg’r@; (r) (e”'kl'r) \/I}e (r)) +
+h (gQCLQ / #Prut (r) (e™=) \T/g (r) + g5a3 / d%@; (r) (e™=™) U, (r)) :



A partir do hamiltoniano 2.7 podemos calcular as equagoes de movimento
de Heisenberg para os operadores de campo atomico e 6tico obtendo os seguintes

resultados:

dbe(r) _ (Hcm

n + wa) v, (r) —i (glaleikl'r + g2a2€ik2'r) LT’g (r) (2.8)

dv H,., ~ . il Cikor) 2
o) __Hlen ) i (grale 7+ ggaze =) B ) (29)
dt h
da ~ A
% = —iw @y — z’gf/d?’r\lf; (r) (eizk”) P, (r) (2.10)

2.1.1 Regime nao ressonante

Vamos considerar o caso em que a amostra atomica foi preparada de forma
que todos os seus atomos ocupam o estado interno de menor energia, ou seja, o estado
fundamental. Além disso, vamos considerar também que as freqiiéncias w; e wy dos
campos Oticos sao varias ordens de grandeza maior que a freqiiéncia de transicao
atomica w, tal que a diferenca hA = h(wy —w,) > (Hen) seja satisfeita. Neste
regime nao ressonante, processos em que um féton é absorvido, promovendo atomos
para o estado excitado, sao muito pouco provaveis e podem ser desprezados. Dessa
forma, podemos eliminar a dinamica do estado excitado e escrever o hamiltoniano
2.7 apenas em termos do estado fundamental.

Introduzindo o operador

U, (1) = 'V, (1) (2.11)

obtemos a seguinte equacao de movimento

dv, (r) _ i (Hem
at i

— A) v, (r)—1 (91516“‘1'” + ggﬁge’b'r) @g (r), (2.12)
onde definimos o operador a; = €*2'G,, cuja equacao de movimento é

day

- = —ida — ig; / i (x) (e7™) V. (x) (2.13)
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(Hem)
h

sendo § = w; —wsy. Por outro lado, consideramos A > , de forma que podemos

desprezar o movimento do centro de massa dos atomos

dv. (r)
d

No regime nao ressonante

= iAT, (r) — i (91317 + godoe™2™) T, (r) . (2.14)

v, (r)
~ 0; 2.15
dt Y ( )
logo, a equagao 2.14 torna-se
T 1 ~ _ikir ~ ko T
U, (r) ~ X (gra1e™ ™ + goase™™) Wy (1). (2.16)

Substituindo a equacgao 2.16 nas equacoes 2.9 e 2.10 eliminamos o estado
excitado da dinamica do sistema e as equacoes de movimento resultantes dessa

substituicao podem ser obtidas através do seguinte hamiltoniano efetivo:

ﬁefetivo = /dgr@j] (I')

2 2 * * %k
a 2~ _ikr A kx| 3
(Hcm + h—|g2’A| 2 ) + h—gli 2aie k ~l—h—glgA2 20,e'% U, (r) +

2
g ~ ~ PSR
+h (5 + % / dgr\IJ; (r) ¥, (r)) alay,
(2.17)

onde k = k2 — kl.

2.1.2 Colisoes atomicas

Embora o potencial de interacao verdadeiro entre os atomos bosonicos que
compoem a amostra seja muito complexo, o regime operacional das experiécias atuais
é tal que as interacoes atomicas podem de fato ser tratadas com muita precisao
usando um modelo bem simplificado. Em particular, devido as baixas densidades
das amostras gasosas produzidas em laboratério (~ 10%c¢m™3) juntamente com as
baixas energias dos atomos contidos nessas amostras, a interacao atomica pode
ser aproximada de forma a considerar apenas colisoes binarias, ou seja, os atomos
colidem dois a dois (e colisoes entre trés ou mais dtomos sao despresadas). Assim o

potencial de interagao atomico pode ser aproximado pela seguinte férmula



4mth?a
m
onde a é o comprimento de espalhamento e m é a massa dos atomos. Em segunda

Ur—r1)=U(r—71) =

§(r—r') (2.18)

quantizagao, o hamiltoniano que descreve a interagao entre atomos pode ser escrito

como se segue [37]:

~ 1 ~ o~ o~ o~
Hdtomo—dtomo = §/d3T/d3T/\I’T(r)\IJT(I',)U(I‘ - I'/)\I’(I',)\II(I'), (219)
logo,
~ B UO 3. =4 o o~ ~
Hdtomo—dtomo - 7 d’r¥ (I‘)\If (I‘)\I’(I‘)\D(I‘) (220)

Considerando o regime nao ressonante de interacao entre a amostra atomica
e os campos Oticos, a probabilidade de ocupacao do estado excitado é muito pequena
se o sistema for preparado de forma que os atomos ocupem apenas o estado fun-
damental, entao podemos desprezar as colisoes entre atomos no estado excitado e
entre atomos no estado excitado com atomos no estado fundamental. Portanto,

~ U, ~ ~ ~ ~
Hdtomo—dtomo = 70 dST\PLO‘)\PL(I‘)\I}g(I’)\IJg(I‘). (221)

Incluindo o termo de colisdo 2.21 no hamiltoniano 2.17 obtemos

j—\[efetivo = /dgrifjj] (I‘)

’92’2 |a2]2 919202~ . 919505~ per| &
(Hcm + hT + ﬁlTaie ker h—i 25, ek U, (r) +

2
g e N L U ST I
+h (6 1ok / ) (r) U, <r>) ala + / & (o) T (1) T, (1), (r).

(2.22)

2.1.3 Expansao dos operadores de campo atomico

Os operadores de campo atomico, @Z (r)e \ng (r), podem ser representados
por uma expansao em termos de um conjunto completo e ortogonal de funcoes de

onda ¢; (r), isto é,

Wi (r) =) @l (r) (2.23)



Uy (r) =) Cuppn (1), (2.24)

onde

/al?’rgp,*1 (r) ©m (r) = dpm (2.25)

Z on (r) @5 (X)) =6 (r —1'). (2.26)

Substituindo as expansoes 2.23 e 2.24 na relacao de comutagao 2.3 leva ao seguinte

resultado:

Z‘Pm o (r) [Cm 0] =6 (r 1), (2.27)

onde concluimos que os coeficientes da expansao devem satisfazer a seguinte relagao

de comutagao

(G, El] = Sn, (2.28)

para que a equacao 2.26 seja satisfeita. Esses coeficientes sao interpretados como

sendo os operadores de criagao (¢f) e aniquilagao (¢,) de dtomos que se encontram

no estado ¢, (r). O operador nimero total de dtomos é definido como sendo

ny = Zn, Zc Ci. (2.29)

No caso onde o sistema nao é expllcltamente dependente do tempo, ou seja,
V (r,t) = V(r), é conveniente escolher o conjunto de autofungées da equagao de

Schrodinger estacionaria como sendo a base da expansao dos operadores de campo

Heptpn () = (% + V(r)> ¢n (r) = Enpn (r), (2.30)

onde F, ¢é a energia associada ao nivel n do potencial confinante.

Entao, o hamiltoniano efetivo 2.22 pode ser reescrito da seguinte forma:
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Hepetivo = 3 (En+h—’92’A’ “ ) . (hglf”A*ZAmnc cn+Hc)

n m,mn

(s

A = / Frot (r) e g, (r) = (m] =% |n) | (2.32)

¢ o elemento de matriz de transicao atomica entre os modos m e n da armadilha

) aya; + Z /@klmnﬁzﬁlcmcn, (2.31)

klmn

onde

devido ao campo 6tico. Além de desvios na freqiiéncia proporcionais ao nimero de
atomos e de fotons, o hamiltoniano acima causa transicoes entre os niveis da armadi-
lha. Entretanto nao estamos interessados na situacao em que excitagoes Oticas entre
diferentes modos da armadilha ocorra, pois essas excitacoes podem trazer efeitos
indesejados como aumento de temperatura no condensado, o que poderia estra-
gar o seu carater principal (a ocupagdo macroscopica do estado de menor energia).
No arranjo da cavidade circular, k; e ky (onde |kio| = 2“7") sao ambos colineares
a dimensao longitudinal do condensado L., o qual é considerada muito pequena
comparada com o perimetro da cavidade circular L (veja figura 2.1). Dessa forma
podemos considerar (m|e~*T |n) & §,,,, no limite % — 0, e as transigoes entre
modos sao eliminadas do problema. Esta aproximacao inclue o caso em que k; ~ ky
(ou seja, k ~ 0 e portanto d ~ 0), o qual consideraremos daqui por diante. Logo o

hamiltoniano 2.31 torna-se

2 2
7 a A A~ A~
Hefeti’uo = E (En + hw> /Cjzcn + g /’lemn/c\;;/c\;rcmcn

n kilmn

Ou

~
~

Hefeti'uo - dtomos 1 hF* (nA) I + hF (ﬁA) 61 + h£ (ﬁA) EIZL], (234)

onde fizemos F (n4) = glgAQG’QnA E(ny) = |gi|2ﬁA e

11



2 2
Hdtomos = Z (En + h%) /C\Iz/c\n + Z Kklmn/c\}tqlc\lf/c\m/c\n (235)

n klmn

Note que

[ﬁefemo,m] —0. (2.36)

Naturalmente existe uma classe de hamiltonianos que possuem a forma da equacgao
2.34 e cujo numero total de atomos é uma quantidade conservada. Na préxima
secao vamos considerar dois exemplos de sistemas que podem ser descritos pelo

hamiltoniano efetivo 2.34.

2.2 Exemplos

Para simplificar vamos considerar o caso em que todos os a&tomos ocupam o
estado fundamental da armadilha n = 0, ou seja, vamos considerar um condensado
puro & temperatura zero (7" = 0). Nesse caso a parte atomica do hamiltoniano total

dado pela equagao 2.35 reduz-se a

2 2
Hdtomos == (EO + h%) ﬁA + RE\E/C%/C\OEO- (237)

Lembrando que [/C\(), /c%] = 1, podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma

2 2
Hzitomos - <E0 + h%) h\A + HﬁA (ﬁA - 1) ) (238)

onde o niimero total de &tomos na amostra, 4 = EOE(T), é uma quantidade conservada.

O hamiltoniano total do sistema é

A

n [h (gli@m) al+h (—glgz%m) al} . (2.39)

21 12 9
Hefetivo = (Eo + hM) Na+kna(ma—1)+h <|gi| ﬁA) a];/dl
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O hamiltoniano 2.34 inclue outras possibilidades como por exemplo o caso
em que o potencial confinante V' (r) é identificado como sendo o pogo duplo [36] dado
pela férmula (veja apéndice A)

1 9 9
Vir)= S (Jr|] —a)”. (2.40)
Atomos confinados em potenciais harmonicos duplos tornou-se um tépico interes-
sante, pois esse tipo de potencial é realista e proporciona um exemplo simples de
armadilhas usadas em experiéncias com BEC realizadas por Davis et al. [10].
Nesse caso a expansao dos operadores de campo atomico (1.23) e (1.24) séo

substituidas pelas seguintes expansoes:

B} 1) = 3 (2 i 0+ T i (1) (2.41)
U, (r) = > (Cnrn (X) + CraPra (1)) (2.42)

n

A parte atomica do hamiltoniano, despresando-se colisdes por simplicidade, serd

2, 2
Hdtomos = Z (En + h%) </C\E,n/C\L7ﬂ + ﬁR,nER,n> —FLZ Qn (ELn/C\R,n + /c\]LR,n/C\Lm)
n n

(2.43)
onde ’ci’n (¢L.n) € 0 operador de criagao (aniquilagao) de d&tomos no pogo da esquerda,
’ci%’n (Crn) é 0 operador de criagao (aniquilacao) de dtomos no pogo da direita e o
nimero total de dtomos na amostra é a soma do nimero de atomos contidos no
poco da esquerda com o numero de atomos contidos no poco da direita, isto é,
na=y., <’c”2n/c\Ln + éi%’nER’n) . O segundo termo no hamiltoniano acima representa
o tunelamento atomico através da barreira de potencial que separa o pogo da es-
querda do poco da direita, onde €,, é a freqiiéncia de tunelamento dos atomos que
se encontram no nivel n da armadilha. Novamente [ﬁefetivoyﬁA] = 0, ou seja, o
nimero total de atomos na amostra se conserva. O hamiltoniano de um conden-
sado puro confinado num duplo pogo de potencial interagindo com o campo ético

desprezando-se as colisoes interatdomicas serd [38]
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A A
+ {ﬁ (glf 2nA> a; +h (gl“(Z 2n,4> al] : (2.44)

onde agora 7ig = ¢} oCL0 + CroCrO = Cr.CL + CriR.

2 2 2
Hefetivo = (EO + hM> ﬁA - hQ (EE/C\R +E-§%/C\L) + (h’gll 6161> ﬁA

No préximo capitulo sera apresentado o modelo de fotodetecgao continua de-
senvolvido por Srinivas e Davies; no capitulo 3 apresentaremos um desenvolvimento
formal da aplicagao desse modelo considerando apenas a classe de hamiltonianos
representados pela formula 2.34 cujo numero total de atomos é uma quantidade
conservada, e, no capiltulo 4 ilustraremos os dois casos particulares dados pelos
hamiltonianos 2.39 e 2.44
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Capitulo 3
Processo de fotodeteccao continua.

Durante muito tempo, a teoria de medidas em mecanica quantica desen-
volvida pelo matemdtico hingaro John von Neumann (1903 - 1957) [39] foi usada
para tratar os mais diversos processos sujeitos a medigoes. John von Neumann
distingiiiu duas dinamicas no processo de evolucao de um sistema quantico: uma
evolucao unitaria dada pela equacao de Schrodinger e outra nao unitaria responsavel
pelo colapso da fun¢ao de onda (o postulado da projecao de von Neumann). De
acordo com essa teoria, o processo quantico de fotodetecgao é dividida em duas eta-
pas. Na primeira etapa o campo otico e o detector se acoplam via uma interagao
unitaria estabelecendo uma correlagao quantica entre eles. Esse processo é reversivel
pois a interacao é unitaria. Na segunda etapa, o nimero de conversoes fotoelétricas
é lido instantaneamente, produzindo um novo estado quantico do campo otico via
reducao nao unitaria do estado. Portanto o processo de medida é irreversivel so-
mente na segunda etapa. Entretanto, um processo de fotodetecgao real distingue-se
do processo descrito acima pois o nimero de fotoelétrons nao é medido de uma
Unica vez, mas sequencialmente um a um. A informacao referente ao registro de
uma fotocontagem é lida em tempo real ao longo do periodo de medicao. A reducao
do estado do campo 6tico ocorre continuamente e a evolucao é nao unitaria.

No comego da década de setenta, foi desenvolvida uma teoria axiomatica
para tratar processos que s6 poderiam ser descritos satisfatériamente dentro de um
contexto que considerava medig¢oes continuas em mecanica quantica. O enfoque
principal desta nova teoria era a andlise de resultados experimentais envolvendo

contagem de fétons. O estudo tedrico de tais processos quanticos de fotodeteccao

15



continua foi primeiramente descrito por Davies [40], que lhe deu o nome de ”Pro-
cessos quanticos estocdsticos”, e detalhado independentemente em trabalhos pos-
teriores de Srinivas e Davies [41-44]. Por conseqiiéncia de seus esforcos, em 1981,
Srinivas e Davies publicaram em conjunto um trabalho seminal no qual desenvolvem
um modelo para analisar processos de fotocontagem baseado na teoria de medidas
continuas [25]. Nesse trabalho eles discutiram as limita¢oes dos modelos de fo-
todeteccao disponiveis na época, e mostraram que a principal diferenca entre esses
modelos e o modelo proposto por eles estava no fato de que este ultimo levava em
conta as modificagoes produzidas na distribuicao do campo de luz devido a presenca
do detector. Em particular, eles mostraram como a féormula derivada por Glauber,
Mandel e outros [26-29], levava a conseqiiéncias nao fisicas, tal como a probabilidade
de contagem negativa para tempos longos. Para o caso de um modo do campo livre,
existia uma férmula alternativa de fotocontagem desenvovida por Mollow, Scully e
colaboradores [30-33], e Selloni et al [34], a qual era livre dessas caracteristicas nao
fisicas e que era obtida através de um procedimento que levava em conta o efeito
do detector sobre o campo de luz. Na secao 2.1 apresentaremos uma breve revisao
do modelo de fotodetecgao continua proposto por Srinivas e Davies, restringindo-
nos aos aspectos mais relevantes para essa dissertacao. A titulo de ilustracao na
secao 2.2 aplicaremos o modelo SD no caso mais simples: o campo eletromagnético
livre monomodal. Veremos que ao aplicarmos o modelo SD no caso do campo livre
monomodal, obtemos uma férmula para a probabilidade de contagem idéntica a
férmula obtida por Mollow e Scully [30,31].

3.1 Modelo de Srinivas e Davies de fotodeteccao

continua.

O principio bésico por trds do modelo SD é o mesmo principio que esta
por tras da teoria quantica de operacoes e efeitos, ou seja, toda vez que o sistema
representado pelo operador densidade p é submetido a um experimento (instantaneo

ou nao) e um certo resultado é observado, entdao o estado pdés-medicao sera sempre

da forma T—f[;%], onde ¢ é uma transformagao linear positiva tal que 0 < Tr[ep] < 1.

Essa transformacao linear, ¢, é chamada de operacao [45,46]. A probabilidade de se

—~

observar esse resultado especifico serd Pr (¢) = Tr[ep]. Se o sistema, cujo estado num
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tempo inicial ¢y seja representado pelo operador densidade p(ty), for submetido a
uma seqiiéncia de dois experimentos com resultados correspondentes as operagoes €,
e €9, respectivamente, entao o estado do sistema logo depois o segundo experimento

serd, p(t) = —2512 (to))], onde T'r[eqe1p(to)] é a probabilidade conjunta associada a

Trle2e1p(to)]
observagao desses resultados na experiéncia.

Assim, através do formalismo de operacoes e efeitos, um experimento em
que um fotodetector realiza medidas sobre o sistema pode ser caracterizado por um
conjunto de operacoes Ny, 1,+-) (k) para cada inteiro & > 0 e todo intervalo de tempo
semi-aberto [to, to + 7), onde £y é o tempo inicial em que o detector é ligado. Estas
operacoes tem o seguinte significado: se o sistema no tempo t, é representado pelo
operador p (ty) e se o fotodetector registra k contagens durante o intervalo de tempo
[to, to + 7) no qual realiza medigdes continuas, entao o estado do sistema no tempo
to + T sera
ot 7 = Niosoen) ()7lt0) )

Tr[Nity,to1+r) (k) plto)]

e a probabilidade Pr (k, [to, to + 7)) que k contagens sejam registradas nesse intervalo

de tempo sera

Pr (k7 [tO; to + T)) = TT[N[to,toJrT) (k) ﬁ(tO)] (32)

Portanto, a teoria matematica de processos quanticos de fotocontagem de-
pendera do estudo das propriedades das operagoes N, ++7) (k). O estudo apresen-
tado a seguir sobre as propriedades das operagoes N 1 1r) (k) se restringird aos
chamados "processos homogéneos de fotocontagem”, para o qual Ny, 44-) (k) € in-
dependente do tempo inicial ¢y, que daqui por diante sera considerado identicamente

igual a zero, ou seja,

N[t07t0+T) (k) = N; (k) . (3.3)

Processos homogéneos de fotocontagem podem ser caracterizados através dos

seguintes axiomas e propriedades:

1. Para cada intervalo de tempo t > 0 e para cada k > 0 existe uma operagao

Ny (k), tal que, para qualquer operador densidade normalizado p
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0 < Tr[N, (k)7 < 1. (3.4)

2. A operacao T; definida como se segue

ﬂzﬁimw) (3.5)

satisfaz, para qualquer operador densidade normalizado p, a seguinte pro-

priedade

Tr[T,p] = 1. (3.6)

3. Propriedade associativa

k
Niger, (k) = > Ny, (k2) Ny, (k) (3.7)
k1=0
para k = ki + ko.
4. Identidade

lim N; (0) p = p, (3.8)

para todo operador densidade p.

Podemos entender o significado das propriedades 1-4 lembrando que a pro-
babilidade de contagem de k fétons durante o intervalo de tempo t é Pr(k,t) =
Tr[Ng (k) p(0)]. Assim:

e a propriedade 1 assegura que a probabilidade dada pela equagao acima assume

valores dentro do intervalo [0, 1], ou seja,

0<Pr(kt) <1 (3.9)
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e a propriedade 2 assegura a normalizacao dessa probabilidade

f: Pr(k,t) = 1. (3.10)

e a propriedade 3 relaciona a probabilidade conjunta Pr (ky,t1; ks, t2), de que ky
contagens sejam registradas no intervalo de tempo t;, e ky contagens sejam
registradas no intervalo de tempo 5, com a probabilidade de que k = ky + ks

contagens sejam registradas no intervalo de tempo t = t; + t5, ou seja,

k
Pr(k,t) = Y Pr(ky, tr; ko, ta), (3.11)

k1=0

para k = ki + ko.

e a propriedade 4 implica que

Pr%Pr (0,¢) = 1. (3.12)

Portanto, podemos dizer que as propriedades 1-4 asseguram o carater probabilistico
da féormula 3.2 quando consideramos processos homogénios de fotocontagem.
A operagao Ny (k) é dada em termos de duas operagoes fundamentais, S; e

J, como se segue

t2
0

t tr
Nt(k)ﬁ(o):/ dtk/ dtk_l.../ dt1St—t, J St,—t,_,---J S, p(0) . (3.13)
0 0

Portanto, segue da relagdo acima que a probabilidade de se contar k fétons durante

um intervalo de tempo t sera
t tr [2)
Pr (k, t) = / dtk/ dtk_l/ dtlTT [St—tk‘]Stk—tk_l°"JSt1ﬁ(0)j| . (314)
0 0 0

O operador densidade para processos homogenéos de fotocontagem sera

_ NB)H0)
T[N, (k) p(0)]

p(t) (3.15)
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As operacoes S; e J caracterizam completamente o processo de fotodeteccao
continua. A operacao S; representa o processo de nao contagem de fétons durante
um intervalo de tempo ¢ e é responsavel pela evolucao nao unitaria do sistema entre
contagens. A operacao J, conhecida como operagdao de salto quantico, representa o
processo de contagem e é responsavel pela absorcao instantanea de um tnico féton
do campo pelo detector. E importante mencionar que no modelo SD o detector de
fotons nao registra dois ou mais fétons ao mesmo tempo. As operagoes S; e J sao
definidas da seguinte maneira:

Sip = BipB] (3.16)

N
Jp = lim —=p, (3.17)

e satisfazem as seguintes propriedades:

St1+t2)/0\: Sty Stzﬁa (3-18)
. Ne(m) ..
121(1) .= 0, (3.19)

para m > 2.

Sendo o operador R definido da seguinte forma

Tr [ﬁﬁz} — Tr[J7], (3.20)

e sendo Y o gerador do semi-grupo By, tal que

Sip = exp (Yt) pexp (YTt) (3.21)

entao R e Y se relacionam como se segue

Tr [ﬁé] = Tr[Jp] = —Tr [Yp+pYT] (3.22)

para qualquer p.
A probabilidade P (J) 7 de ocorrer uma contagem num intervalo de tempo

infinitesimal 7 é dada por

P()yr=Tr[Jp(t)], (3.23)

20



e o estado do sistema imediatamente apds o processo de contagem sera

W
) = mim e

onde t* indica um tempo infinitesimalmente posterior a t. Por outro lado, a pro-

(3.24)

babilidade P (S;) de nenhuma contagem ocorrer num intervalo de tempo 7 ¢ dada

por

P(S,) = Tr (S5 (1)], (3.25)
e o estado do sistema sera
_ 5.5 (1)
plt+7)=r 55 (1) (3.26)

As probabilidades dadas pelas equacoes 3.23 e 3.25 s@ao complementares, isto é,

P(J)r+P(S,) =1, (3.27)

pois J e S, sao eventos mutuamente esclusivos.

A equagao 3.27 é equivalente a equagao 3.22 (veja apéndice B) quando a
identidade 3.21 é valida, portanto podemos concluir que a equacao 3.22 representa
a complementariedade entre probabilidades dos eventos mutuamente exclusivos J e
S

Até agora a nossa andlise mostrou que na caracterizacao do processo de
fotodeteccao os operadores J e S; sao completamente independentes exceto pela
relacao 3.22. Se na auséncia de qualquer medicao o sistema evolui de acordo com o
hamiltoniano H , entao a escolha

R

7 ~
Y=——H-= 2
; 5 (3.28)

automaticamente satisfaz a relacao 3.22. Se a escolha acima for adotada para o
gerador Y, o semi-grupo S; é completamente determinado através da operagao de
salto quantico J e do hamiltoniano do sistema H. Um processo quantico de foto-
contagem onde Y é dado pela equacao 3.28 é conhecido como processo quantico de
fotocontagem canodnico, e nesse caso é totalmente caracterizado pela operacao de

salto quantico J. Na situacao onde o detector nao esta ligado devemos ter J =0, o
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que implica em R= 0, logo obtemos Y = —%f[ de tal forma que S;p (a evolucao do

sistema entre contagens) dado pela equagao 3.21 se reduz a evolugao unitaria

exp (—%flt) pexp (%f]t) (3.29)

como deveria ser.

3.2 Exemplo: fotocontagem de um unico modo

do campo livre.

Nesta se¢ao vamos ilustrar o formalismo desenvolvido por Srinivas e Davies
considerando o caso mais simples possivel: um campo eletromagnético monomodal
nao interagente. Se @' e @ sdo os operadores de criacdo e aniquilacdo de fétons, tal que

[E, aT} =1, entao a evolugao do campo livre monomodal é dada pelo hamiltoniano

H = hwoa'a, (3.30)

onde wy ¢ a freqiiéncia caracteristica do modo do campo.

Toda vez que o experimento sinalizar a contagem de um féton, o campo
perdeu um foton para o detector que o absorveu, ou seja, se o estado do campo
eletromagnético logo antes da contagem era um estado que continha n fétons, depois
do processo de uma contagem o novo estado do sistema é um estado que contém

n — 1 fotons. Entao é razoavel escolher

J = ~yapa', (3.31)

onde v é um parametro caracteristico do acoplamento entre o detector e o campo,
e estd relacionado com a eficiéncia do detector. Uma vez escolhido o superoperador

J, o operador R definido pela equagao 3.20 sera

R = ~a'a, (3.32)

e considerando um processo de contagem canonico, de forma que o gerador Y seja

dado pela equacao 3.28, entao

22



Y = — (wo . z%) ata. (3.33)

Consequentemente, pela férmula 3.21, temos

Sip = e_i(wo_i%)aTatﬁei<‘*’°+i%)aTat. (3.34)

A probabilidade de se contar k fotons durante o intervalo de tempo ¢, no
qual o detector permaneceu ligado, é dada pela formula 3.14. Usando a propriedade
3.18 do superoperador S; dada na secao anterior podemos reescrever a equagao 3.14
da seguinte forma:

t tr to
Pr(k,t) = / dty, / dty_i... / dtyTr [SeS—1, J Sty Sty . J Sty S—1,JS1,S—4, I S P (0)] .
o ’ (3.35)

Da mesma forma usando a propriedade 3.18 o estado do sistema dado pela equacao

3.15 torna-se

oy dty [3F dtypy... o dt1SpS—4, J Sy S-

5(t) = by J 81,81, J 81,51, J 81, P (0)
= Pr(k,t) '
(3.36)
Como
S_y JS,p = ve Yae v peY ate Y = 4 Aty ) pAT (1), (3.37)
onde
A(ty) = e ge (3.38)
Al(ty) = ¥ gte Yt (3.39)
entao

S0 4, ISy 51, TS0, S0, JSu, P = YF S A(t) .. A(t)pAT (1) ... AT(t,).  (3.40)
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Substituindo Y nas equagoes 3.38 e 3.39 e levando em conta o seguinte
teorema: Se A e B sdo dois operadores nao comutantes e £ é um parametro qualquer,

entao

Bt~ Bre[A8]+ 5 [A[A8]]+ S [A[A[AB]]] 4. D

é possivel mostrar que

-~ i(wo+id)t
At(ty) = ate’ ™9™, (3.43)

Logo, a 3.35 e a 3.36 tornam-se

Pr (k,t) = Tr [S,J"5 ( / dt, / dty_;. / dtye ) (3.44)

y(t1+to+.tg)

(1) = SLA(0) fo dtkfo dtp_1.. fo dte”
= Pr(k,t)

A integral acima da como resultado

t b v (ty+tot...t 1—e k
I:/ dtk/ dtk_l.../ dtye " % (3.46)
0 0 0 7ok

de forma que a probabilidade e o estado do sistema sao respectivamente

(3.45)

(1—e )"

Pr(k,t) = ]

Tr [S:J*p (0)] (3.47)

S,J%5(0)
M0 = T T

Assumindo que o operador densidade p (0) seja expandido da seguinte forma

(3.48)

= B |m) (n]. (3.49)

entao a probabilidade 3.47 torna-se

24



Pr(k,t) =Y ( " ) (1=e)" (€)™ Brm. (3.50)

m=k k
A féormula 3.50 para a probabilidade de contagem de k fétons durante um intervalo
de tempo t é identica a féormula obtida por Mollow, Scully e outros. Com base na

desigualdade

0< ( 7: ) 1-a)f (™" <1 (3.51)

para 0 < a < 1 e sabendo que py,, é sempre um nimero real positivo (P, > 0),
vemos que a probabilidade 3.50 é sempre positiva, como deveria ser.

Através da equagao 3.48 podemos examinar a evolugao nao unitaria do
estado para dois estados iniciais tipicos, isto é, o estado de numero e o estado

coerente. No primeiro caso temos

p (0) = |no) (nol , (3.52)

onde ny é o numero médio de fétons inicialmente contido no campo eletromagnético.

Pela equacao 3.48

p") (t) = [no — k) (no — kI, (3.53)

ou seja, o campo de luz permanece no mesmo estado de ntimero apds o processo de
nao contagem de fotons mas o seu autovalor decresce de 1 para o processo de uma
contagem; no final do processo de deteccao de k fotons temos o estado cujo niimero
médio é ng — k ja que esses fétons foram absorvidos pelo detector. No segundo caso
o estado inicial ¢ o estado coerente [47], assim

p(0) = |« a:e—|a|Qme n 3.54

p(0) = la) (al mn\/m|><|7 (3.54)
onde |a) é autovetor do operador de aniquil¢ao de f6tons @ com autovalor complexo

a = |al e, isto é,

ala) =ala). (3.55)

A evolugao nao unitaria do estado coerente inicial é obtida com a ajuda da 3.48
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ﬁ(k) (t) =

(3.56)

ae—i(wo—i%)t> <a€—i(wo—i%)t _

Ao contrario do estado de numero, o estado coerente nao muda no processo de

uma contagem pois o estado coerente é um autoestado do operador a. Portanto,
a operacao J sobre o estado coerente nao muda o estado produzindo simplesmente
um fator constante |oz]2 que é cancelado por um fator identico no denominador da
3.48. Entretanto a amplitude do estado coerente decresce exponencialmente durante

o processo de nao contagem.
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Capitulo 4

Processo de fotodeteccao continua
no caso em que a radiacao interage

com a matéria.

Neste capitulo aplicaremos o modelo de fotodetecgao continua proposto por

Srinivas e Davies usando o hamiltoniano efetivo 2.34 obtido no capitulo 1

~

Hefetivo = Adtomos + hF(ﬁA>a+ hF*(ﬁA)aT + ﬁ£ (ﬁA) /dTa, (41)

onde [ﬁefetivoaﬁA} =0, £ (na) = %ﬁA e F'(ny) = %@1. O operador nimero
de atomos aplicado num estado atoémico de nimero resultara em 14 [n) = n |n), logo
F(na)|n)y = F(n)|n) = F,|n) (onde fizemos F,, = F(n) para simplificar a notacao).
Encontraremos uma férmula para a probabilidade Pr(k,t) de se contar k fétons
durante um intervalo de tempo t e para o operador densidade p*)(¢) condicionado
a contagem de k fétons durante o intervalo de tempo t, sem considerar nenhuma

forma explicita para o hamiltoniano dos atomos livres, Hsiomos, N€M para o niimero

total de d4tomos na amostra 7 4.
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4.1 Processo de fotodeteccao continua: Modelo

SD.

O objetivo principal de qualquer teoria de fotodeteccao é a obtencao de uma
formula para a probabilidade de se contar k fétons durante o intervalo de tempo ¢
no qual o detector permaneceu ligado. Vimos no capitulo 2 que essa probabilidade

¢ dada pela férmula:

Pr(k,t) = Tr[N:(k)p(0)], (4.2)
onde a operagdo N;(k) aplicada no estado inicial p(0) é dada em termos de duas
operagoes fundamentais (que caracterizam completamente o processo de fotode-
tecgao continua), Sy e J, da seguinte forma

t ty to
Nt<k)ﬁ(0) - / dtk/ dtkl/ dtlst,tkejstk,tk71JStlﬁ(O) (43)
0 0 0
A operagao S; representa o processo de nao contagem durante um intervalo de tempo
t, e é responsavel pela evolugao nao unitaria do sistema entre contagens. A operacao
J, conhecida como operacao de salto quantico, representa o processo de contagem e é

responsavel pela absorcao instantanea de um tnico féton do campo. Vimos também

que se o operador R que atua no espaco de Hilbert, for definido da seguinte forma:

Tr [ﬁﬁz} = Tr[J7], (4.4)

e se S; for definido em termos do gerador Y como se segue

Sip=e"pe" ", (4.5)

entao R e Y se relacionam da seguinte maneira

Tr [ﬁﬁ] =Tr[Jpl = —Tr Y5+ pY'] (4.6)

para qualquer p, e a escolha Y= —% A—%E satisfaz a igualdade acima. Vimos que

a escolha mais razodvel para o superoperador J é Jp = ~vapa' o que implica em

~

R = ~a'a. (4.7)
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Usando a propriedade

Stk—tk_l - StkS—tk_lﬂ (48)

podemos reescrever o integrando da equagao 4.3 da seguinte forma:

St—tk JStk—tk—l JStlﬁ(O) = StS_tk JStk S_tk—l JStk—l ...S_tl JStlﬁ(O) (49)

Logo,

St Styty T S P(0) = S0 (Alta) Aty ). A)PO)AT (1) AT (1) AT (1) )

(4.10)

onde
Aty) = eV gt (4.11)
At(ty) = e gte Yt (4.12)

Substituindo a equagao 4.10 na equacao 4.3 obtemos

t R t3 R to . R R R
N,(k)p(0) = ~*S, / dt Aty)... {/ dty A(ty) {/ dtlA(tl)ﬁ(O)AT(tl)} AT(tQ)} LAT(ty).
0 0 0
(4.13)
Considerando um sistema representado pelo hamiltoniano efetivo dado pela

equagao 4.1, o gerador Y torna-se

Y=—iO, — iF(fa)ad — iF*(fa)al — iw (M) a'a, (4.14)
onde fizemos
~  H
O4 = %‘ (4.15)
NI P SN |
w(na) = <f () 22> : (4.16)

para simplificar a notacao. Substituindo a equacao 4.14 nas equacoes 4.11 e 4.12

obtemos
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-~ A - s skt S TP 0 Y R AR I P
A(tk) _ €+19Atk+zFatk+zF a't+iwa atkae 1@ ptp—iFat,—iF*alty —iwa'aty (417)

1 _ +i@Atk+iF/dtk+iF*aTtk+iu}*aTatk’\ 77:@)Atk7’L'Fatk7iF*/thk7iw*aTatk
Al(ty) = e a'e (4.18)

Usando o teorema de Baker-Hausdorff em sua forma especial podemos simplificar as
equagoes 4.17 e 4.18. O teorema ¢é anunciado a seguir: Se A e B sao dois operadores

que satisfazem a condicao

entao
eATB _ oA B ~5[AB] _ B,A 5[AB] (4.20)
Assim,
/Al(tk) _ eiFatk+iF*6Ttk+iwaTatkae—iFatk—iF*aTtk—iwaTatk (4_21)
Al(ty) = eFatetiF altytiv"alat g o —iFat,—iF*al ty—iw*ataty, (4.22)

O céleulo de A(ty,) e de Af(t;) estdo detalhados no Apéndice C e o resultado apre-

sentamos a seguir:

~ . F* )
A(ty) = ae ™" 4 — (e — 1) (4.23)
w
At ~t _iw*t F w*t
Al(ty) =a'e™ ™ + — (e —1). (4.24)
w

Para efeito de simplificagao na notacao faremos as seguintes transformagoes:

D (1) = iw () (4.25)
G (fa) = FF (%i)) (4.26)



de forma que

A(ty) = Ge T 4G (e Tt — 1) (4.27)

Al(ty) =ate Tt — i@ (e7T70 — 1) (4.28)

Agora, calculando as integrais na equagao 4.13, cujos detalhes sao apresen-

tados no Apéndice D, chegamos ao seguinte resultado

NE)D(0) = 15 [P (] [S:700)], (4.29)

onde

ASA \
Fn (t) = {_—(r m +’%*) (emTmHTR)t 1) + GmGnt}
(CH C Gr A2
+7 {2 [F_n (et —1) — - (e tmt — 1)} } (4.30)
A = a+1G,y, (4.31)

e consideramos que o estado inicial do sistema atomos-luz é dado por

P(0) = Bitomos (0) ® Piu=(0) = Y CC[m) (n] @ |a) (o] (4.32)

m,n
Ou seja, o estado inicial da luz é o estado coerente e o estado inicial dos atomos é
uma superposicao arbitraria.

O préximo passo em dire¢ao a obtencao da probabilidade Pr (k, t) é o calculo
de S;p(0), assim

Sip(0) = Z CmC'Ze*iéAt’i(FaJrF*aT*“’afa)t Im, &) (n, a (iOat+i( FatFral+wrata)t _

m,n

_ ZCmCZ <efi(:)At m) (n| e+ié,4t> |:€—i<Fma+FT’;laT+wmaTa)t la) (o i+ Frat+wnata)t 7

m,n

onde e f(FatFraltwata)t ),y omi(Fnathnaltena'a)

t\m> ja que F(na)|n) =

F(n)|n) = F,|n). Supondo que
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et |m) = e~ nt [m), (4.34)

entao

e—z@At ‘m> <n’ €+i@)At — o HOm—bn)t ’m> <n‘ ’ (435)

pois @A = @2 Logo,

Sip(0) =Y - CrnCrie™" = m) (n] @ [ (1)) (an (1)), (4.36)
onde
|am (t)) _ efi(Fma+F;;ﬁT+wmaTa)t |a> ' (437)

Para calcularmos a equagao 4.37 recorremos a técnica de ordenamento normal des-

crita no Apéndice E e obtemos o seguinte resultado:

| (1)) = AW +B(a—3lal? {[1+D(®)]a+C(1)}al 10, (4.38)
onde
—Imt 1
Alt) = —F,.G, (e - ) RGu (4.39)
Fo , _

B(t) =iz (e Fmt 1) (4.40)
Ct) =iGp (e = 1), (4.41)

de forma que
L+ D®)]a+CEt)=Ae ™ —iG,, (4.42)

N R :

A(t) + B(t)a = iF,, T (e7"'mt — 1) +iGpt| . (4.43)

Logo,
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|@m(t)> _ 67%‘a|2€iFm[%(87FMt_1)+iGmt] e%(Afne*Fmt—iGm)aT ’0> ' <444)

Mas como
|O_/> — ¢ 2|o¢\ aat |O> 6%‘042 |Oé> — eaaT |O> 7 (445)
entao
eb(85eTmiGn)at o) — e3ARe TGl N Tt g,y (4.46)
Portanto,
an(t)) = e Mol i [F (e ) iG] e TGl po Tty
(4.47)

Dessa forma a equagao 4.36 torna-se finalmente

S0 ZO Cre™ O |5, (1) (Bu(8)] @ m) {n]. (1.48)
onde
O (t) = Age " —iGy (4.49)
— 1 2 2 ; Fm o 7Fmt . 2 *
D, (t) = ) (Ja* = [Bu(®)[7) +7 F_Am (e —1) + (|G| T, — 6) t] -
(4.50)
Substituindo a equacao 4.48 na equacao D.24 obtemos
N(R)B(0) = 7D CnCy [Frnn (D] ™50 |5, (1)) (Bu(B)] @ [m) (]

(4.51)
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Assim, a probabilidade dada pela equagao 4.2 estd a um passo de ser en-

contrada. Para tanto devemos calcular o trago total da equacao 4.51

Pr(k,t) = Tr[Ny(k)p(0)] =

o0

= > (na,np| N(k)p(0) [na,nr) . (4.52)

na,np=0
Na equagao 4.52 {|n4)} formam uma base que representa o subespago de Hilbert
dos dtomos enquanto que {|ng)} formam uma base que representa o subespago de
Hilbert do campo de luz. Podemos resolver a equagao 4.52 substituindo Ny(k)p(0)

na equagao e usando a relagdo de completesa das bases {|na)} e {|ng)}. Assim,

Privt) = 3 S GO Fn (0] O (4 () | (1)) (B(0) o) =
.S 0 S G Frn (O] OS50 ) (malm) 5 (Bl (o (1)) =
- oy P (€925 () (3,030 —

_ % Z Con oy [Fonm (£)]F P OF¥5(0) (4.53)

E possivel demonstrar que

By () + BF, () = —Fonm (1) (4.54)

Portanto,

1
Pr(k,t) = > 1Cwl [Fongn (£)]F €T, (4.55)

¢ a probalidade de se contar k fétons durante um intervalo de tempo ¢ quando o
hamiltoniano do sistema acoplado atomos-luz é dado pela formula 4.1 e o nimero
total de atomos é uma quantidade conservada. Note que a probabilidade Pr (k,t) ja

estd devidamente normalizada (veja a equacao 3.10 do capitulo 2)

2 Prikt) = 3 |Gl {Z%[fm,m <t>]’“} e~ Fmmlt) —

m k
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= Yleufernnte ) -
= Z|Cm| =1. (4.56)

m

Lembrando que operador densidade do sistema condicionado a contagem de

k fétons durante um intervalo de tempo ¢ é dado por

TrN; (k) p(0)]

entao, pela equacao 4.51, obtemos o estado do sistema &dtomos-luz condicionado a

(4.57)

contagem de k fotons

M0 = i 77 22, OnCi P (O 5050 30 (0] o) o

(4.58)
A partir da férmula 4.58 obtemos o estado do sistema nao condicionado que

é definido como se segue:

=Y Pr(k,)p®(t) = Y CuCre® OO a5, (1)) (B,(1)] @ [m) (n].
k

m,n

(4.59)

Portanto, usando o modelo de Srinivas e Davies descrito no capitulo 2, obti-

vemos uma férmula para a probabilidade de se contar k fétons durante o intervalo
de tempo ¢t e uma férmula para o estado do sistema atomos-luz condicionado a
contagem de k fétons durante o mesmo intervalo de tempo ¢. Chegamos nessas
formulas usando uma forma geral, férmula 2.34, para o hamiltoniano que repre-
senta o sistema atomos-luz descrito no capitulo 1 sem a necessidade de especificar
a forma explicita da parte puramente atomica do hamiltoniano, ﬁdtomom apenas
considerando o numero total de a&tomos uma quantidade conservada. No proximo
capitulo consideraremos dois casos especificos de interesse e estudaremos o efeito da

contagem de fétons sobre a dinamica dos dtomos no condensado.
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4.2 Estatistica de fotocontagem

Uma vez obtida a distribuicao de probabilidade 4.55 podemos calcular os
momentos associados a ela [48]. Sendo (k") o r — ésimo momento associado a

distribuicao 4.55, entao

(k) = Pr(k,t)k", (4.60)

ou seja,
) = 33 K (B (0] T (461)
k!
E m ’
Logo,
_ 0 "
(k™) = Z |Cm|2€ Frm,m (1) (]:m,m (t) 8]—"—(t)) efm,m(t)7 (4.62)
onde definimos
0 " 0 0
— = —_— | ... _— 4.
(‘/Tmm’b 8Fm,m) (Fm,m a.lfmﬁn) (fm,m a:ltm,m) ) ( 63)

r vezes. Assim, o primeiro momento sera

(k) = Z |Cm|2~7:m,m (t) = (Framna () - (4.64)

m

Vamos analisar o comportamento do primeiro momento (k) em duas situacoes limi-
tes: o limite de tempos curtos (7t < 1) e o limite de tempos longos (vt > 1). No

limite de tempos curtos a funcao F,, ,, (t) dada pela férmula D.25 torna-se

Fonom (1) >~ 7~ |a|2t + % [Fm || sin ¢ — 2 |a|2] 12

+% [al*7* + 2F}, + Fulal (3ysing + 26, cos ¢)] %, (4.65)

que para |a| = 0 reduz-se a
o V2.3
Fonm (t) =~ gFmt : (4.66)

xq* ~
Lembrando que F;, = glg%m, entao
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(k) = '%53 (glfaz)Q (R2). (4.67)

A equagao 4.67 nos mostra que a partir do valor médio do niimero de f6tons podemos
obter informacao acerca do valor do segundo momento do nimero de atomos no
condensado [49].

Por outro lado, no limite de tempos longos a fungao F,, ., (t) torna-se

2
t, (4.68)

919202

fm,m(t)§’7|Gm|2t:’7 &

2
Yo slal
5 —|—Z—A m

onde usamos as igualdades 4.25 e 4.26. Logo,
2
AR (a)*
) ) (4.69)

2
) a equacao 4.69 torna-se

‘ 2

No limite (3)° > (14

() = (o) | 222 (7). (4.70)

e novamente a partir do valor médio do niimero de fétons podemos obter informacao

acerca do segundo momento associado ao nimero de atomos no condensado.
Através da equacao 4.62 podemos calcular os outros momentos. Por exem-

plo: o segundo momento sera

(k) = > 10wl [(Faun (0)° + Fonan ()] = {(Faans (6))°) + (Fasna (8)), (4.71)

m

o terceiro momento sera

(K) = D 1O [(Fonm (0)° + 3 (Fom (1) + Fonm (1)] =
= <(FnA7nA (t))3> +3 <("TNAJLA (t))2> + <F7lA7TbA (t)> ) (4-72)

e assim sucessivamente.

Pela 4.64 a equacao 4.71 pode ser reescrita como se segue:
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(Frama (1)) = (k) = (k) (4.73)

e a equacao 4.72 pode ser reescrita com a ajuda da 4.73 como se segue:

{(Frma ))°) = (K*) + 3 (k*) — 2(k), (4.74)
ou seja, através dos momentos do numero de fétons obtemos informacao sobre
os momentos da fungdo F,, ., (t). Considerando apenas o termo dominante
em F,,.,(t) para tempos longos, vt > 1, dado pela equacao 4.68 e no limite
(%)2 > (%)%btemog

20t gaaz |7

o7y {(Aa)™). (4.75)

Portanto, os momentos pares do niimero de atomos na amostra podem ser obtidos

(k") =~ (1)

diretamente medindo-se os momentos do numero de fétons.
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Capitulo 5

Efeito da contagem sobre os

atomos

Neste capitulo aplicaremos os resultados obtidos no capitulo anterior, ilus-
trando os efeitos da fotocontagem sobre os dtomos, considerando dois casos es-
pecificos de interesse: no primeiro consideraremos o caso em que o hamiltoniano do
sistema ¢ dado pela férmula 2.39 e ilustraremos os efeitos da fotocontagem sobre o
estado atomico através da funcao de quase probabilidade conhecida como fungao Q
de Husimi; no segundo caso consideraremos o hamiltoniano dado pela férmula 2.44
e ilustraremos os efeitos da fotocontagem sobre a diferenga de populagao entre os
pogos da esquerda e direita.

Para se observar os efeitos da fotocontagem sobre os atomos é necessario
calcular o operador densidade da parte puramente atomica, Patomos (), que é obtido
através do operador densidade total do sistema atomos-luz calculando-se o traco

parcial sobre a luz, ou seja,

b\dtomos (t) = Trluz [ﬁ(t)] : (51)

Partindo do operador densidade condicionado a contagem de k fétons dado pela

(k)

férmula 4.58 podemos célcular py,, () através da equagao 5.1, assim,

~(k) (t) =

patomos

mpr Zc C [Fonn (D] PO (5 (1)[8,,(8)) @ [m) (n],
(5.2)
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onde

(B (8)|Bm(£)) = &3 (BmOF B OF ) +Bn()-85(0) (5.3)

Portanto, pela equacao 5.2 vemos que o estado dos atomos é afetado pela fotocon-
tagem com excessao do estado de niimero, um auto estado do operador niimero total
de dtomos 14 que é uma quantidade conservada.

Podemos calcular também o operador densidade dos atomos nao condi-
cionado pela contagem de fétons usando a equagao 4.59 no lugar da 4.58. Nesse

caso,

Pitomos (t) = Y ConCrem WSO mal) (5. (1) 8, (1)) @ |m) (n]. (5.4)

m,n

Pela equacao 5.4 podemos observar que os termos fora da diagonal

(1 Patomos () [n) = CpyCrre®m T Fmn® (5 (1)|5,,(1)) (5.5)

sao afetados pela fotocontagem enquanto que os termos diagonais nao sao afetados,

pois
<m| ﬁdtomos (t> ‘m> = ’Cm’2 . (56)

5.1 Condensado puro com colisoes

A partir do operador densidade atomico 5.2, podemos calcular a funcao
de Husimi condicionada a contagem de fétons. A funcao de Husimi é definida em

termos do operador densidade da seguinte forma [50]

Q(@,0°) = (ol Picomon (1)) 5.7

ou seja, @ («, a*) é proporcional aos elementos diagonais do operador densidade na
representacao do estado coerente. Logo a fungao de Husimi condicionada a contagem

de fétons serd
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—loal? n m
(k) * 4 € Lo (o

(5.8)

onde o indice A em « 4 diferencia o estado dos atomos do estado da luz.
Podemos representar graficamente as curvas de nivel associadas a fungao
Q™ (g, a,t), e para ilustrar vamos considerar o estado inicial dos d&tomos como

sendo um estado coerente, ou seja,

loal? BF
\/m!.

Substituindo 5.9 na equagao 5.8 obtemos

Cm=¢€" (5.9)

e |04A‘ _lﬁAI

— Pr P t Z 514 6,4 OéA (OéA> []_—m’n (mk €<1>m(t)+<b;;(t) <ﬁn(t)\ﬁm(t)>

(k) *

(5.10)
Considerando o hamiltoniano 2.39, que representa um condensado puro a

T = 0 interagindo com dois modos do campo 6tico,

A

n [h (glia% ) al + 1 (—glgAﬂQﬁA) al} , (5.11)

entdo, pela equacio 4.15 e como © 4 |m) = 6,, |m), temos

2 2
Hefetivo = (Eo 4 plel el ) Aa+ KA (fa— 1)+ B ('92 ﬁA> ala,

o, = (Eoylolloaly ko (5.12)

que ¢ a fase introduzida pelo processo de colisao atomica e pelo bombeio classico
(modo 2 do campo eletromagnético).

Por outro lado, a titulo de comparagao representaremos graficamente trés
situacoes distintas que estao contidas na equacao 5.10: a evolucao do sistema com-
posto apenas por atomos (g1 = go = v = k = 0); a evolugao do sistema composto

por atomos interagindo com os dois modos do campo eletromagnético, porém, sem
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levar em conta os efeitos da contagem de fétons, ou seja, com o detector desligado
(91,92 # 0 ey = k = 0); e por tltimo a evolugao do sistema condicionado a contagem
de fétons (g1, g2, v,k # 0).

Para ¢; = go = v =k = 0 a equacgao 5.10 torna-se

‘O‘Al _‘BA‘Z o o N
Q(k)) (CYA, Oé*A, t) o 2 :ﬁA ﬁAm'njl( A) e m(t)—i—q)n(t)’ (513)
onde agora (veja equagao 4.50)
E
O, (t) = —ib,t = —i (%m + %m (m — 1)) t. (5.14)

Na figura 5.1 mostramos as curvas de nivel associadas a fungao de Husimi 5.13
para ®,,(t) dado pela 5.14. As imagens revelam a famosa dinamica de ”colapso” e
"revival” (do inglés Collapse and Revival), veja Wright et al. [51,52], tipica de um
feixe de luz se propagando num meio Kerr [53]. Devido a soma discreta de termos
que possuem diferentes fases (uma soma de fungées seno e cosseno), os termos na
equacao 5.13 interferem construtivamente ou destrutivamente. Assim observamos
que inicialmente a fase que é bem definida (Fig. 5.1 (a)) torna-se cada vez mais
difusa & medida que o tempo passa (Fig. 5.1 (b) e (c)), no tempo t = h/2U o
sistema evoluiu para uma superposicao de dois estados coerentes cujas fases estao
defasadas de 180° (Fig. 5.1 (d)), em seguida (para tempos maiores que t = h/2U)
a fase torna-se difusa novamente (Fig. 5.1 (e) e (f)), até que para t = A/U o estado
inicial do sistema ¢ integralmente recuperado [54].

Quando o sistema ¢é formado por atomos interagindo com o campo eletro-
magnético (g1, g2 # 0 e v = k = 0) obtemos uma dinamica de ”colapso” e "revival”
muito semelhante ao caso anterior, pois os termos de interacao sao muito pareci-
dos aos termos de colisao, ou seja, os termos sao semelhantes aqueles encontrados
em processos em que a luz propaga-se num meio Kerr. Nesse caso a férmula 5.13
para a funcao de Husime e a igualdade 5.14 devem ser substituidas pelas seguintes

equagoes:

o—loal®—18aP?

Q (as, o, t) o Z By ﬁA a'’y (aA) o Pm ()P} (1) <5n(t)|ﬁm<t)>

min!

(5.15)
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Figura 5.1: Curvas de nivel da fungdo Q de Husimi 5.13. As imagens (a)-(g)
mostram a projecio |(aa|B4)|> de um estado coerente |a4) de amplitude complexa
a s com relagdo ao estado do sistema evoluido |G4(t)) em diferentes instantes de
tempo. Para ilustrar, consideramos |3 A\2 = 3 e nao levamos em conta a energia do
ponto zero (Ey = 0). Em (a) t=0; (b) t=0.1; (c) t=0.4; (d) t=0.5; (e) t=0.6; (f)
t=0.9; (g) t=1 em unidades de /U onde U = km(m — 1).

D, (1) = —% (la)* = [Bu(D)[?) + 7 fj—’”A; (et — 1) + (i |Gl *Ts, — O) t|

" (5.16)
onde T',, = i§,. A introducao de novos termos em ®,,(t) devido ao campo 6tico
afeta a fase como mostra a figura 5.2 onde apresentamos a representacao grafica das

curvas de nivel associadas a func¢do de Husimi 5.15 para ®,,(¢) dado pela 5.16.
Considerando o estado do sistema condicionado a contagem de fétons deve-
mos usar a funcao de Husimi 5.10 onde a expressao para ®,,(t) continua sendo dada
pela 5.16 mas agora I',,, =1 (fm — z%) A seguir temos a representagao grafica das
curvas de nivel associadas a fungao de Husimi 5.10 para ®,,(t) dado pela 5.16 para
dois casos distintos: na Fig. 5.3 temos o caso em que o detector permaneceu ligado
mas nenhum féton foi registrado, e na Fig. 5.4 temos o caso em que trées fétons

foram registrados.
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Figura 5.2: Curvas de nivel da funcao Q de Husimi quando os atomos interagem
com o campo eletromagnético. Da mesma forma que a Fig. 5.1, as imagens (a)-(g)
mostram a projecio |(aa|B4)|° de um estado coerente |ay) de amplitude complexa
ay com relagdo ao estado do sistema evoluido |G4(t)) em diferentes instantes de
tempo. Para ilustrar, consideramos |3 A\Q = 3 e nao levamos em conta a energia do
ponto zero (Ey = 0). Em (a) t=0; (b) t=0.1; (c) t=0.4; (d) t=0.5; (e) t=0.6; (f)
t=0.9; (g) t=1 em unidades de h/U onde U = km(m — 1).

A figura 5.3 nos mostra que a partir do tempo vt = 0,9 o estado dos atomos
condicionado & contagem, quando nenhum f6tons é registrado (k = 0), ndo muda
mais com o tempo, e a dinamica de ”colapso” e "revival” é suprimida. Notamos um
comportamento semelhante quando contamos k = 3 fétons (Figura 5.4), porém, o
tempo para se atingir o regime estaciondrio é maior (vt = 2,6).

Assim, podemos observar a partir das imagens nas figuras 5.3 e 5.4, que a
contagem de foétons induz uma difusao irreversivel na fase suprimindo a dinamica
de " colapso” e "revival”.

A figura 5.5 mostra a distribuicao de probabilidades 4.55 para o estado
atomico inicial coerente dado pela 5.9 em cinco casos distintos: nenhum féton re-
gistrado, um féton registrado, trés fotons registrados, seis fotons registrados e dez

fotons registrados.
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Agora, calculando a func¢ao Q de Husimi usando o operador densidade nao

condicionado dado pela equacao 5.4 chegamos ao seguinte resultado:

e —Joal? ZC C*aA OéA)' m () +@% () +Fm,n(t) <ﬁn(t)‘ﬁm(t)> (5.17)

Q (OéAa aA:

A figura 5.6 mostra a fung¢ao de Husimi nao condicionada a contagem de fétons,
equacao 5.17, para diferentes tempos e para C), dado pela 5.9.

Podemos observar através das imagens na figura 5.6, que inicialmente a
dindmica de ”colapso” e "revival” estd presente (Fig 5.6 (a) - (k)), porém, para
tempos grandes (Fig 5.6 (1) - (p)) a fase do condensado novamente sofre uma

difusao irreversivel suprimindo a dinamica de ”colapso” e "revival”.

5.2 Condensado puro confinado num poco duplo

de potencial.

Nessa se¢ao vamos considerar um condensado puro (7" = 0), suficientemente
diluido para que possamos desprezar as colisoes atomicas, confinado num poco duplo

de potencial cujo hamiltoniano do sistema ¢ dado por (veja férmula 2.44)

ﬁefetivo = (EO + h—|gQ|A| 02| ) — hQ) (chR+cRcL> + ( |gi| /dial> na

n [h (glf"% ) al + 7 (glgzazm) al] . (5.18)

Para ilustrar o efeito da fotocontagem sobre os a&tomos confinados num pocgo

duplo de potencial, vamos calcular a diferenca de populagao entre o poco da esquerda

e 0 poco da direita condicionada a contagem de fotons, ou seja, vamos calcular

(DY) = Tr [ D (0) Bisnes ()] (5.19)
onde
D(0) =2 — el (5.20)



é a diferenca de populacao entre o poco da esquerda e o poco da direita no tempo

inicial ty = 0. Calculando o trago na equagao 5.19 chegamos ao seguinte resultado:

1 —Fonm:
(DY) =t 2= M= ™ Ol Fonimn (O] €T cos (2021)

m,n

(5.21)
onde €2 é a freqiiéncia de tunelamento.
Vamos ilustrar os efeitos da fotocontagem sobre a diferenca de populagao
5.21 em funcao do tempo através do grafico de <D(’“) (t)> Como foi feito ante-
riormente vamos considerar dois casos distintos que estao embutidos na equacgao
5.21: a diferenga de populacao quando o sistema é composto apenas por atomos
(91 = g2 = v = k = 0); e a diferenga de populagdo condicionado a contagem de
fétons (g1, 92,7, k # 0).

Para ¢y = go = v =k = 0 a equagao 5.21 torna-se
(D(t)) = (m —n)|Cpl* cos (2021) . (5.22)

Note que no caso em que os atomos interagem com os campos éticos mas o detector
estd desligado (g1,92 # 0 e v = k = 0), a diferenca de populagao também é dada
pela 5.22, ou seja, a interacao dos atomos com os campos 6ticos nao afeta a diferenca
de populagao. A equagao 5.22 mostra que a diferenga de populagao entre os pogos
da esquerda e direita é oscilante no tempo, satisfazendo a tipica dinamica de tunela-
mento. A figura 5.7 mostra o comportamento oscilante da diferenca de populgao
5.22 em fungao do tempo para dois estados iniciais: a figura 5.7 (a) mostra o caso
em que o estado inicial atomico é um estado de ntimero no poc¢o da esquerda e o

vacuo no poco da direita, isto €,

Crnn = Omun s On.0, (5.23)

enquanto que a figura 5.7 (b) mostra o comportamento oscilante da diferenca de
populagao 5.22 em funcao do tempo para o caso em que o estado inicial atomico é

um estado coerente no poco da esquerda e o vacuo no poco da direita, ou seja,

_lBal? B
Cmnze 2 —A

| N (5.24)
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Considerando o estado do sistema condicionado a contagem de fétons deve-

mos usar a diferenca de populacao dada pela 5.21 onde

Aa Aa* )
Fanon) = |-y (O ) 160
m,n 0,p

. Gm,nAgj';; —_T* ¢ G;pA%n —Fm nt
+7{Z{T(€ o =1) - ﬁ( ]}<525

para I'y, ,, = ¢ (fm,n — %) A probabilidade na equacao 5.21 sera

Tl Z |Conn* [z (£)]F €7 Tmmiman (0, (5.26)

Vemos que no caso em que o sistema estd condicionado a contagem de fétons, a
diferenca de populacio dada pela 5.21 é afetada pela presenca da funcio e=7mmmn(®)
quando k = 0, e pela fungao [Finnmn (t)]ke*fmv";m»"(t) quando k£ # 0, ou seja, as
oscilagoes tipicas do tunelamento sdo moduladas por essas funcoes. A seguir temos
alguns graficos de <D(k) (t)> em funcao do tempo t considerando o estado inicial
dos atomos como sendo um estado coerente do lado esquerdo e o vacuo do lado
direito, isto é, Cy,,, = 6_@ 5—%5”,0. Na Fig. 5.8 temos o caso em que o detector
permaneceu ligado mas nenhum féton foi registrado (k = 0), na Fig. 5.9 trés f6tons
foram registrados (k = 3), na Fig. 5.10 seis fétons foram registrados (k = 6) e nas
figuras 5.11 e 5.12 dez fétons foram registrados.

Podemos observar pelas figuras 5.8 - 5.12 que o efeito da contagem sobre as
oscilacoes é um amortecimento devido ao termo e~7mmma(t) presente na diferenca
de populacao dada pela equacao 5.21, porém, no caso em que nenhum féton é
contado (k = 0) o amortecimento é maior que no caso em que fétons sao contados
(k # 0) e quanto maior o nimero de contagem de fétons, mais oscilagoes ocorrem

na diferenca de populacao antes de atingir o regime estacionario, ou seja, o regime

no qual a diferenca de populacao é aproximadamente igual a zero.
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Figura 5.3: Curvas de nivel da funcao Q de Husimi condicionada a contagem quando
nenhum féton é registrado, ou seja, k = 0. Em (a) t=0; (b) t=0.1; (c) t=0.4; (d)
t=0.5; (e) t=0.6; (f) t=0.9; (g) t=1, (h) t=1.5; (i) t=2.0; (j) t=2.3; (k) t=2.5;
(1) t=2.6; (m) t=2.9; (n) t=3.0; (o) t=10; (p) t=20 em unidades de 1/~ .
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Figura 5.4: Curvas de nivel da funcao Q de Husimi condicionada a contagem de trés
fétons, ou seja, k = 3 .Em (a) t=0; (b) t=0.1; (c) t=0.4; (d) t=0.5; (e) t=0.6; (f)
t=0.9; (g) t=1, (h) t=1.5; (i) t=2.0; (j) t=2.3; (k) t=2.5; (1) t=2.6; (m) t=2.9;
(n) t=3.0; (o) t=10; (p) t=20 em unidades de 1/ .
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Figura 5.5: Distribuicao de probabilidade 4.55 para o estado inicial coerente dado
pela 5.14 em cinco casos distintos. Da esquerda para direita, a distribuicao de
probabilidade de se contar nenhum féton, um féton, trés fétons, seis fétons e dez
|2

fétons respectivamente. Para ilustrar, consideramos |G4]° = 3 e nao levamos em

conta a energia do ponto zero (Ey = 0).
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Figura 5.6: Curvas de nivel da funcao Q de Husimi nao condicionada a contagem
de fétons. Em (a) t=0; (b) t=0.5; (c) t=1.0; (d) t=1.5; (e) t=2.0; (f) t=2.5; (g)
t=3.0, (h) t=3.5; (i) t=4.0; (j) t=4.5; (k) t=5.0; (1) t=20; (m) t=30; (n) t=>50;
(o) t=100; (p) t=1000 em unidades de 1/ .
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Figura 5.7: A figura acima mostra o comportamento oscilante da diferenga de pop-

ulagao 5.20 em fungao do tempo ¢ para dois estados iniciais distintos. Em (a) temos

um estado inicial de nimero N 4 = 10 no pog¢o da esquerda e o vacuo no pogo

da direita, ou seja, Cypn = dm100n0; em (b) temos um estado in}ci?l coerente no
_1Bal pm

pogo da esquerda e o vacuo no pogo da direita, ou seja, C, , =€~ 2 Ja0n,0; onde

consideramos |34]* = 10.
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Figura 5.8: A diferenca de populagao em fungao do tempo quando k = 0 fétons
sao registrados. Usamos os seguintes paramentros |6A]2 =10, |o]* = 10, A = 1,

g1 =04,9=04,v=1eQ=1.

53



(D 1)
10}

£ '.'J 1

-2
_n

A ﬂ fll ﬁ'l.jﬂl ﬁuﬂuﬁuﬂuﬂunuﬂvnununvnéﬁu__u s g iy
IR 40 60 80

I
-2
il

Figura 5.9: A diferenca de populagao em fungao do tempo quando k = 3 fétons
sao registrados. Usamos os seguintes paramentros |6A]2 =10, |o]* = 10, A = 1,

g1 =04,9=04,v=1eQ=1.
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Figura 5.10: A diferenca de populagao em funcao do tempo quando k£ = 6 fétons
sao registrados. Usamos os seguintes paramentros |6A]2 =10, |o]* = 10, A = 1,
g1 =04,9=04,v=1eQ=1.
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Figura 5.11: A diferenca de populagao em funcao do tempo quando k£ = 10 fétons
sao registrados. Usamos os seguintes paramentros |6A]2 = 10, |a|2 =10, A =1,
g1=04, =04, vy=1eQ=1.
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Figura 5.12: A diferenca de populagao em funcao do tempo quando k£ = 10 fétons
sao registrados. Usamos os seguintes paramentros |6A]2 = 10, |a|2 =10, A =1,
g1=04, =04, vy=1eQ=1.
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Capitulo 6
Conclusoes e perspectivas

Nessa dissertacao consideramos um sistema formado por atomos bosonicos
ultra frios confinados num potencial externo V (r), interagindo via dipolo elétrico
com dois campos eletromagnéticos monocroméaticos: um campo fraco de cavidade
tratado quanticamente e um laser tratado classicamente e com intensidade fixa.
Obtivemos um hamiltoniano efetivo de interacao entre atomos e luz que é propor-
cional ao nimero de atomos na amostra. Consideramos a deteccao de fétons do
campo quantizado e o efeito desta sobre a dinamica do sistema interagente dtomos-
luz. Obtivemos o operador densidade do sistema atomos-luz condicionado a con-
tagem de k fétons e a funcgao distribuicao de probabilidade da contagem de fétons.
Encontramos uma relagao entre os momentos associados ao nimero de fétons e os
momentos associados ao numero de atomos. Em particular, mostramos que no li-
mite de tempos é possivel inferir os momentos pares associado ao niimero de atomos
diretamente da medida dos momentos do niimero de fotons. Estudamos os efeitos

da contagem de fétons sobre os atomos em dois casos especificos:

e Um condensado puro a temperatura zero com colisoes atomicas via potencial
de contato tipo funcao delta. Ilustramos os efeitos da contagem de fétons sobre
o estado dos dtomos através da funcao de distribuicao de Husimi. Vimos que
o estado dos atomos nao é afetado quando estes se encontram inicialmente
em um estado de numero. Como o nimero de atomos é uma quantidade
conservada o efeito da contagem é observado na varidvel conjugada, ou seja,
na fase. O efeito da contagem ¢é produzir uma difusao de fase, que elimina a

dinamica de “colapso” e “revival” dos atomos.
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e Um condensado puro sem interacoes atomicas, a temperatura zero e sob acao
de um potencial externo do tipo poco duplo. Neste caso, estudamos o efeito da
contagem sobre a dinamica de tunelamento, através da diferenca de populacao
de atomos nos potenciais. Observamos que as oscilagoes tipicas do tunelamento
sao amortecidas pela agao do detector na auséncia de contagem (k=0), sendo

menor o amortecimento no caso em que k - fétons sao contados.

Concluindo, seria interessante para trabalhos futuros um estudo detalhado
das condicoes experimentais de implementacao do sistema considerado, a possibili-
dade de geracao de estados condicionados a contagem de fétons e inclusao de colisoes

na dinamica de tunelamento.
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Apeéendice A

Atomo de dois niveis, confinado
num duplo poco de potencial,
interagindo com um modo do

campo eletromagnético.

Considere o seguinte potencial simétrico conhecido como potencial

harmonico duplo [36]

V(z) = %mwQ (2] — a)?. (A1)

Este potencial possui dois pogos separados por uma barreira de potencial que serao
chamados de pogo da esquerda (L) e poco da direita (R) (veja a figura A.1).
O hamiltoniano que descreve os graus de liberdade translacionais de um

atomo confinado num potencial externo desta natureza é

2

P 1
Hep = = + —mw? —a)? A2
i e L (|rem| —a)”, (A.2)

onde m é a massa total do atomo, P,., e r., sao os operadores de momentum e

posicao do centro de massa respectivamente, w é a freqiiéncia angular caracteristica
do potencial confinante e o parametro a é a metade da distancia entre os dois
minimos do potencial.

Seja {|L,n),|R,n)} uma base que descreve completamente o movimento

do centro de massa do dtomo, onde |L,n) e |R,n) sdo respectivamente o estado do
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0 -

—Zn -10 10 Z0

Figura A.1: Pogo duplo de potencial. Grafico de V (z) = smw? (|z| — a)” em funcéo

de x para a = 10.

atomo no pogo da esqueda com energia E, e o estado do a&tomo no pogo da direita
com a mesma energia (onde F, é a energia associada ao n-ésimo nivel do potencial

confinante). Estes vetores satisfazem as relagoes de ortonormalidade e completeza

(L,n|L,m) = (R,n|R,m) = 0pm (A.3)
(L,n|R,n) = (R,n|L,n) =0 (A4)
> (IL,n) (L,n|+ |R,n) (R,n|) = 1. (A.5)

n

Por outro lado, notando que o hamiltoniano do centro de massa do atomo
comuta com o operador paridade ([H.n, II] = 0), podemos encontrar uma nova base
formada por autovetores que diagonalizam o hamiltoniano do centro de massa e
o operador paridade simultaneamente [55]. Esta nova base serd designada pelos

autovetores [56]
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S,m) = iz (IR,n) + |L,n)) (A6)

1
V2

Estes novos autovetores também satisfazem as relagoes de ortonormalidade e com-

|A,n) = (|IR,n) —|L,n)). (A.7)

pleteza

(S,n|S,m) = (A,n|A,m) = 0pm (A.8)
(S,n|A,n) = (A,n|S;n) =0 (A.9)
> (18, m) (S,n|+|A,n) (A,n]) = 1. (A.10)

n

Temos ainda as seguintes equacoes de autovalores:

He |S, 1) = En |S, 1) (A.11)
He | A1) = Eop |A,n) (A.12)
I1|S,n) = +|S, n) (A.13)
I[A,n) = —|A,n). (A.14)

Podemos inverter as equagoes A.6 e A.7 e escrever |R,n) e |L,n) como uma

combinagao linear de |S,n) e |A,n); assim

1
|R,n) = E (|S,n) + |A,n)) (A.15)
IL,n) = == (IS, n) — |4, n)). (A.16)

V2
Aplicando a relagao de completeza A.5 em ambos os lados do hamiltoniano

do centro de massa

62



Heop = (Z (|R,n) (R,n| + |L,n) <L,n!)> Her, (Z (12, m) (R, m[ + L, m) <L,m\)> ,
" (A.17)

n

obtemos

Hew = Y |R.n)(R.n|Hopn|R,m) (R,m|+ > |L,n) (L,n| Hp |L,m) (L, m| +

n,m n,m

+ 3 |Ron) (R,n| Hop |Lym) (Lym|+ Y | Lyn) (L, n| He |R,m) (R, m.

(A.18)

Calculando cada termo separadamente chegamos ao seguinte resultado

Hen = E(|R.n) (R.n|+|L,n) (L,n]) = hY_ Qu(|R,n) (L,n| + |L,n) (R,n|),
' " (A.19)

onde

1
—ﬁ(

é a frequéncia de tunelamento atomico através da barreira de potencial existente en-

Q, Eun — E.) (A.20)

tre o poco da esquerda e o poco da direita. A partir do hamiltoniano dado pela A.19
podemos calcular os elementos da matriz que o representa. Na base {|R,n), |L,n)}

o hamiltoniano acima ¢é representado pela seguinte matriz:

E, —hQ,
H = . (A.21)
—nQ,  E,

Na base {|S,n),|A,n)} o hamiltoniano é representado pela seguinte matriz:

E, — ), 0
H= . (A.22)
0 E, + k82,
Ou seja,
E,, = E, — ), (A.23)
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Eun = E, + A, (A.24)

Até agora sé consideramos o movimento do centro de massa do atomo. Se
considerarmos os graus de liberdade internos do atomo, o hamiltoniano total do

atomo sera composto de dois termos

HA = Hcm + Hina <A25)

onde H;, representa os graus de liberdade internos do dtomo. Sendo |g) o vetor que
representa o estado fundamental e |e) o vetor que representa o estado excitado de

um atomo de dois niveis, entao

Hiy |g) = E,4|g) (A.26)

Hm ‘€> = Ee ’€> ) (A27)

onde F, — E, = hw, ¢ a diferenca de energia entre o estado excitado e o estado
fundamental dada em termos da freqiiéncia de transigao atomica w,. Os vetores |g)

e |e) satisfazem a relagao de ortonormailidade

(ilg) = 0ij, (A.28)

onde 7,5 = g, €.
Uma base mais completa para descrevermos ambos os graus de liberdade

atomico € a seguinte:

{|L7n7g>7|L7n7€>7|R7n7g>7|R7n7g>}' <A'29)

A relacao de completeza correspondente sera

> (1L n,g) {Lon.gl + [Lon,e) (Lon.e| + |R,n.g) (R,n. gl + |Ron,e) (R,m,e]) = 1.

(A.30)

Aplicando a relagao de completeza nos dois lados do hamiltoniano H 4, obtemos
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Hy = Y (E.+ Eg)(|L.n,g)(Ln,gl+|R.n,g) (R n,g|)+
+Z(En + E€)<|Lvn7 6) <L7n7 €| + |R7n76> <R7n76|) +
—> 2 (|L,n,g) (R,n, gl +|L,n,e) (R,n,e|) —

- ZhQn (|R,?’L,g> <Lanag| + |R,7’l, 6> <L7n76|) : (A31)

Podemos considerar, sem perdas de generalidade, que a energia do estado funda-
mental é identicamente nula de forma que F., = hw,.

Portanto,

Hy = > Eu(|L,n,g)(L,n,gl+|R,n,g) (Rn,gl|) +
+ > (Eu+ hwa)(|IL,n,€) (L,n,e| +|R,n,e) (R,ne]) +
—> B (|L,n,g) (R.n, gl +|L,n,e) (R,n,e|) —

=Y B0 (IR,n, ) (L,n,g| + |R,n,e) (L,n,el), (A.32)

¢ o hamiltoniano de um tunico atomo de dois niveis confinado num duplo poco de
potencial.

O hamiltoniano total do sistema formado por um 1inico a&tomo de dois niveis,
confinado num duplo poco de potencial, interagiragindo com um modo do campo

otico pode ser dividido em trés partes,

H=Hj+ He + Hi, (A.33)

onde Hgs é o hamiltoniano do campo livre e H; é o hamiltoniano que descreve a
interacao do dtomo com os campos de luz. O hamiltoniano do campo livre é dado

pela seguinte férmula:

He =Y hwgalay, (A.34)
k
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onde desprezou-se a energia do ponto zero (%hwk) Se considerarmos apenas um

modo do campo, temos:

He = hwidlay. (A.35)

O hamiltoniano que descreve a interacao atomo-campo, na aproximacao de dipolo

elétrico, é dado pela seguinte formula:

H; = —et-E (Tom, t) . (A.36)

O operador T é o operador de posicao do eletron do dtomo; ele age no espaco dos
graus de liberdade internos do atomo. O operador campo elétrico E ¢ calculado na

posicao do centro de massa do atomo, e é dado pela seguinte formula:

E (rem, t) = E €Lk (ak . ik Tem—iwpt 4 /dz . eilk’“m“‘”kt) , (A.37)
k
onde ¢, = 22”’; é uma constante e €, é o vetor de polarizagdo (considerado real
o

por simplicidade).
Na representacao de Schrodinger podemos desprezar a evolugao temporal

dos operadores. Levando em conta apenas um modo do campo temos entao:

E(r.,) =€ (ZZ~ erem 4 3. e_ik'rc’") ) (A.38)
Dessa forma:
Hy = —ere (a-e™m +a' - g7 rem) (A.39)

Aplicando a relagao de completeza dos dois lados de H; obtemos:

Hp = (Z (In, v, 1) (n,a,i!)> H; (Z (Im, 8, 7) <m’ﬁ,jl)) : (A.40)

n,o,t m,3,j

onde a, 3 =L,R e i,j=g,e. Sendo:

pij = —e (il |j) (A.41)
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(a]B) = da,p (A.42)

Wom = (n| €T im) = W2 = (n] e ™ |m). (A.43)
Entao:
Hy =Y Y pijee (Wma + Wi,a') In, o, i) (m,,a, j|. (A.44)
nm 4,5 o
Nada sera alterado se fizermos a seguinte troca:
Wr o n,a,i) (myay gl = W lm,aud) (n,, a, g (A.45)

Portanto,

Hy =S50S hg (Wi In, a,3) (m, , a, j| + Wit fm, i) (n,a, ), (A.46)

n,m %,j o

.. "AE
onde ¢¥ = @thl

¢ a constante de acoplamento entre o d4tomo e o campo eletro-
magnético. O elemento de matriz de transigao de dipolo elétrico p;; é complexo, de
forma que p;; = (pi;)* = ¢°* = (¢)*. Como ¢" = 0, podemos escrever g = g e

g* = g%, logo:

H = Z hWoama(g |n, o, e) (m, o, g| + g* |n, a, g) (m, a, e|) (A.4T7)

n,Mm,o

+Wr at(gm, o, e) (n, o, gl + g Im, a, g) (n, a, e])].

O hamiltoniano acima é composto de quatro termos. Por outro lado dois
destes termos nao conservam energia. Na aproximacao de Onda Girante despreza-

mos os termos que nao conservam energia. Assim:

H; = Z h [anmal In, a,e) (m,a, g| + g*W;m?iI |m, a, g) (n, a, el . (A.48)

n,m,o
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Portanto, o hamiltoniano do sistema formado por um atomo de dois niveis,
confinado no potencial harmonico duplo, interagindo com um modo do campo de

luz na aproximagao de dipolo elétrico e aproximacao de onda girante é:

Hr = Y Eu(|L,n,g)(Ln, gl +|Rn,g)(Rn,g|)+
+Z(En + hwo)(|Lyn,e) (Lyn,e| + |R,n,e) (R,n,e|) +
= W (|L,n, g) (R,n,g| + |L,n,e) (R, n,e| + |R,n,g) (L.n, g| + |R,n,e) (L,n,e|)
+ 37 [ gWamtis In, s €) (m, gl + g Wil s o, 6) (. el

+hwialay, (A.49)

onde a = L, R.
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Apeéendice B

Prova da equivaléncia entre as

equacoes 3.22 e 3.27

Como vimos no capitulo 2 os eventos J e S, sao mutuamente exclusivos, ou
seja, eles nao podem ocorrer simultaneamente. Assim, a soma de suas probabilidade

deve ser identicamente igual a unidade (equagao 3.27)

P(J)At+ P (Sa;) = 1. (B.1)

Entao

Tr[Jp) At + Tr [Sap] = 1. (B.2)

Dividindo a equacao B.2 por At e tomando o limite para At — 0, obtemos

: . 1 .1
S A+ o, (377 ) = fim, ()

Por outro lado quando a relagao 3.21 é vélida temos

Sap = exp (Y At) pexp (YTAt) , (B.4)

de forma que podemos reescrever a equacao B.3 da seguinte maneira:

: ~ : 1 YAt~ YTAt] TR |
o, 7 i, (37 [25] ) =t 9

No limite para At — 0 podemos expandir as exponenciais da seguinte forma
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Y At)? YiAt)?
YAl peY AL — (1 + YAt + % + ) D (1 +YTAL + % + ) , (B.6)

e considerando apenas os termos em primeira ordem em At a B.6 torna-se

VALY A — 54 BYTAL + Y AL (B.7)

Substituindo a igualdade B.7 na equacao B.5, e sadendo que T'r [p] = 1, temos

1
. ~ . o A9 T ~ —
Alirilo Tr[Jp| + Al}srilo (AtTT [pYTAL + YpAt]) 0. (B.8)
Ou seja,
. ~ . ~ A T o
Al}frilo Tr[Jp| + AI%IEO (Tr [Yp+pYT]) =0. (B.9)

Como Tr [Jp] e Tr [pYT + Y] séo independentes do tempo

Tr[Jpl+Tr [Yp+pYT] = 0. (B.10)

Sendo T'r [ﬁﬁ] = Tr[Jp], obtemos finalmente a equacao 3.22 do capitulo 2

Tr [ﬁﬁ] = Tr[Jpl = —Tr [Yp+pvT]. (B.11)

Portanto, mostramos que as equacgoes 3.22 e 3.27 sao equivalentes.
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Apéndice C

Célculo de A (t;) e de AT (¢.).

Para calcularmos A\(tk) e Af (tr), vamos usar o seguinte teorema: Se AeB

sao dois operadores nao comutantes e £ é um parametro qualquer, entao

@Bt~ Bre[A8]+ S [A[A8]]+ S [A[A[AB]]] 4. (©D

C.1 Cilculo de A (t;):
Sendo

-~ (FarFeatrwata)ti~ —i( FatrF*at+wata
A(tk) — 61(Fa+F a'+twa a)tkae z(Fa+F a'+wa a)tk (02)
entao, pelo teorema citado acima, devemos calcular os seguintes comutadores:

1. Primeiro comutador:

[(F*ET%—wbﬁa)ﬁ] = F*[ a]l +wla a, a) =
= —F"—wa (C.3)

2. Segundo comutador:

[(F*/dT + waTa) ,—wa} = —Fw [aT,/d] —w? [’a\Ta, /d] =
= Fw+w’a (C4)
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3. Terceiro comutador:
[(F*EZJr + wETE) ,wza] = F*u? [ET,E} +u? [a*a, a} =
= —Fv?—uw’a (C.5)
4. quarto comutador:
[(F*ET +wa'a) ,—w'd] = —F'® [EL\T,ZL\} —wt [a*a a) =
= F*wi+w'a (C.6)

e assim por diante. Dessa forma:

it)? ity)!
(itr) (—F*w2 _ w35) i (2416')

(F*o® + w'a) + ... (C.7)

Reagrupando os termos na série acima, obtemos:

Alty) = a{1 + [—iwty] + [—iwt] + [t + } +

2! 3!
N PR [—iwty] + it + (C.8)
Portanto:
1 -~ —iwt F* —iwt
Alty) =ae ™™ + — (e — 1) (C.9)

w

C.2 Cilculo de Af (t;):

Podemos calcular AT () da mesma maneira que foi caleulado A (¢;,). Sendo:

-~ i FatFat+oata)ty~ —i( FatF*at+w*ata
AT(tk) — 61<Fa+F a'+w*a a)tka’[e 'L(Fa+F a'4+w*a a)tk (C]_O)
entao, pelo teorema citado acima, devemos calcular os seguintes comutadores:
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1. Primeiro comutador:
[(Fa—l— w*&Ta) ,Ezﬂ = F [Ei, EL\T] + w* [ZL\T@ Zzﬂ =
= F4wal
2. Segundo comutador:
[(Fa+w'da),wal] = Fo'[a.a] +w? [aa,al] =
= Fuw'+ w2l

3. Terceiro comutador:

[(Fa +wd'd) ,w?al] = Fw?[aal] +w? [ald,al] =

= Fuw*? 4+ w3l

4. Quarto comutador:

[(Fa+wata) ,w?al] = Fw®[a,al] +w™ [ald,a1] =

— FW*3+W*4aT

e assim por diante. Dessa forma:

(ity,)?
21
ity)
4!

Alty) = at + (ity) (F + wa’) +

(ity,)*
3!

Reagrupando os termos da série acima, obtemos:

(Fuw* + w*QaT) +
4

—~

+ (Fw™? 4 w*a) +

Al(ty) = a‘“{1+[m*tk]+ o 3

F tw*]
+—*{1—1+[m*tk]+ it +}

. 9 . 3
Wt Wt
it | ] +} +

w 21
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(Fu)*3 + w*4a) + ...

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)



Portanto:

Af(t,) =afe™ ™ 4 ; (e —1) (C.17)
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Apendice D
Calculo das integrais.

Na expressao abaixo

= t k/\ k). ’ 2/\ 2 h 1/\ 1/\ AT 1 AT 2 ...AT k
I /Oth(t) {/0 th(t){/O th(t)p(O)A(t)}A(t)} A(t()Dl)

devemos primeiramente calcular a integral

I = / ; Aty A(t)p(0) At (1) (D.2)

Sabemos pelo Apéndice C, que A\(tl) e A\T(tl) sao dados pelas seguintes formulas:
Alty) = ae ™t +iG (7T — 1), (D.3)

Alty) =ate ™t — i@ (e — 1) (D.4)

assim,

to
I = / dty [ae ™ +iG (e —1)] p(0) [a'e " —iG* (e —1)] . (D.5)
0

Supondo que o estado inicial p(0) seja o seguinte:

p(0) =Y CuCi lm,a) (n,al, (D.6)

m,n
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(onde @|a) = ala) e na|n) = nin)) e como F = F(ny) e I' = I'(na), faremos
F(na)|ny = F,|n) e T'(ni4) |n) =T, |n), entao

[ae™"" +iG (e = 1)] Im, @) = [ae™" ™" +iGy (e = 1)] Im, ), (D.7)

(n,af [aTe™ —iG* (e7" = 1)] = [afe " —iG* (e —1)] (n,af. (D.8)

Logo:
R to F* ) X Fn i
[1 — ,0(0)/ dtl l:ael“mh 4+ (eszmn 1)} {a*epntl =" (e*Fntl 1)
0 Fm F:L
(D.9)
Ou:
to
L= (0) [ dnf ) (D.10)
0

onde fizemos:

@ (b)) = [ae ™ 4G (e7 T = 1)] [afe T —iGF (e —1)] . (D.11)

Substituindo a equacao D.10 na equacao D.1, obtemos:

Ny(K)p(0) = ~%S, /0 tdtkfx(tk)...{ /0 ’ dts A(t2)p(0) Al (t) /0 : dty f%n(tl)}...ﬁ(tk).

(D.12)
Mas:
At)p(0)AT(ty) = p(0) {ae_r’”tz + z?—m (e7"mt2 — 1)} {a*e—ritz - z% (e7Tnt> — 1)] .
: ' (D.13)
Ou seja:

76



Alt2)p(0) At (t2) = B(0) £2 (L)

Portanto:

t th to k
N,(K)p(0) = +*S,p(0) / dty / dtp... / diy [ T £ ().
0 0 j=1

0

Ou:

Nu(k)p(0) = 7" [Sip(0)] 1,

onde

t t to
- / dt 2 (1) / s £ (t)... / dtfe ().
0 0 0

Fazendo:

/ e () = / dglte) = g(t) — 9(0),

= [Caste).. [ agten 20O

Portanto, por inducao finita, concluimos que:
k
l9(t) — g(0)]
k! '
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Por outro lado, pela equacao D.7:

g(t) — g(0) = / dts 2 (1), (D.21)

Para nao carregar na notagao faremos a seguinte transformagao em f%  (tx):

A% = o +iGy, (D.22)

Assim:

t
g(t) —g(0) = / dty, (A%e’rmt’“ — iG’m) (Aﬁ*e’rflt’“ + ZG;) =
0

t
— / dty [A2 A2 e Tmt T — g (G, A% e Tnlk — GEA% e Tmi0) 4+ G, Gr] =
0
A2 Ao

— __-mn —(Tm+T5)t 1 G G*T
T 13 ) Cn
TGmAY L Ga A o
i [T(e Fit 1) - S (T
(D.23)
Substituindo a equacao D.23 na equacao D.8, e a D.8 na D.5, obtemos
1
Ni(k)p = 3 [Frnn ()" [Si], (D.24)
onde
AY A .
1) = ——mn (o=t 1) 4 G GEt
Fnan (1) 7{ T ) + GG
G A& . G* A
+ {z {F—” (et —1) - " (e7tmt — 1)} } (D.25)
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Apendice E

Solucao da equacao de
Schrodinger através da técnica de

ordenamento normal.

A equagao de Schrodinger

o) o
in S = (o)) (E1)

possui uma solucao da forma

~

[(t)) = Ult, to) [¢(t0)) » (E.2)
onde U (t,t0) satisfaz a equagao de Schrédinger

maUgt’ W _ G 1) (E.3)

sujeito a condigao inicial

~

Ulto, to) = 1. (E4)

Vamos assumir que o hamiltoniano, quando ordenado normalmente, seja da

seguinte forma

H(@al t) =Y h(t)atam. (E.5)
Im
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Os coeficientes da expangao, hy, (), sdo nimeros complexos. Entdo, a equacao E.3

torna-se

aU t to Zhlm ATZA (t to) (E6)

Lembrando do teorema: Se m é um niimero inteiro e f(a,a’) = f™(a,a') =
f@(a,at) entao,

anf(@a) = N{(a|a"f@,a")|a)} = N{( az*)m7(”)(a,a*,t)}, (E.7)

onde f(n) (a,a*,t) = (a| f(@,a') |a) e N é o operador ordenamento normal, a equagio

E.6 pode ser reescrita da seguinte forma:

ih% = hun(t) @h'nN { (a + ai*)mﬁ(")(a, o, t)} : (E.8)
onde

T™(a, 0", t) = (| U(@,a", 1) |a) . (E.9)

O operador ordenamento normal N substitui a* por @' e o por @, mantendo
todos os @’s a esquerda de todos os @’s. Se aplicarmos o estado coérente |a) em

ambos os lados da equacao E.8 obteremos

(n) m
ou ¥ 9\
h T ;m hym () (a+ 804*) U (E.10)

ja que o lado direito da equacao E.8 esta ordenado normalmente. Quando a equacao

E.10 é resolvida, obtemos |¢(t)) através da equagao E.2 notando que

[6(6)) = Tt to) (ko)) = N{T (a0, 1) } [¥(t)) (E11)
Vamos aplicar a técnica de solugao da equacao de Schrodinger usando or-

denamento normal num exemplo simples: o oscilador harmoénico forcado. O hamil-

toniano de um oscilador harmoénico forcado é

H = hwa'd + hFa + hFa', (E.12)
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de forma que

oU . . .
ih—r = hwa'alU + hFaU + hF*a'U. (E.13)

Usando o teorema anunciado acima, reescrevemos a equacao E.13 como se segue

U N 0 \ —=(n) 0 \ —=(n) —(n)

7 + 7 7 * *

i waN{(a—i—aa*)U }+FN{(a+aa*>U + FN{aT"}.
(E.14)

Tomando os elementos da diagonal, em ambos os lados da equacao acima, na base

do estado coérente, obtemos

7=(n)
2 at —|:wa <a+%)+F<a+%)+FQ:|U . (E15)

Para resolver a equacao acima costuma-se adotar o seguinte ” Ansatz”

T = Claa™) (E.16)

onde

G(a,a,t) = A(t) + B(t)a + C(t)a* + D(t)a*a. (E.17)
Substituindo a equacao E.16 na equacao E.15
. (dA dB ac dD

— + — —a + —a" = *+ F D)+ F*a*. (E.1
i dt+dta+ dta+dtaa> (wa™+ F)(a+C+aD)+ Fra*. (E.18)

Comparando ambos os lados da equacao E.18 chegamos no seguinte conjunto de

equagoes diferenciais:

dA
Y E.1
i C (E.19)
dB
2 _F4FD E.20
i— + (E.20)
d
id—f — F* 4+ wC (E.21)
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dD
Ja que U(t = 0) = 1, entdao: A(0) = B(0) = C(0) = D(0) = 0. As solugoes das

equacoes diferenciais acima sao facilmente obtidas

D(t)=e ™ —1 (E.23)

C(t) = % (e7™r—1) (E.24)

B(t) = g (e7™r—1) (E.25)

A(t) = —iFf* {z (e_iw;_ b _ t} . (E.26)

Portanto, pelas equacgoes E.11 e E.16

W) = U tO)W(to = N {AOFBOarCOaTD0Y 1) (1)) =
= Alg N{e O‘a}e 0 . (E.27)

Para o caso especial em que o estado inicial [1)(y)) é o estado coerente |a),

segue da equagao E.27 (e do fato de f(a) |a) = f(a)|a)) que

|¢(t)> _ eA(t)—l—B(t)aeC(t)aTeD(t)aaT |a> . (E28)

Se expressarmos |a) como se segue

o) = ezl @ |0y (E.29)

entao vemos que a equacgao E.28 pode ser reescrita da seguinte forma:

’w(t» _ eA(t)+B( )a7—|a| {[1+D( Ya+C(t)Yat |O> (E30)

logo o estado coerente se transforma em outro estado coerente.
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