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Resumo

Nesta dissertacdo abordamos a tomografia de sistemas discretos, entendida como a repre-
sentacdo e a reconstrugéo de estados. Para a tomografia utilizamos fungGes distribuigdo de
pseudo-probabilidades simétricas. Os coeficientes dessa funcédo distribuicdo de "probabilida-
des" sdo "probabilidades conjuntas™, que eventualmente podem ser negativas, associadas a ob-
servaveis incompativeis. As "probabilidades negativas" contém ndo so informacgéo sobre as
medicdes de contagens, mas também sobre o estado quéntico dos sistemas. Apresentamos 0
argumento de Scully, Walther e Schleich que utiliza interferéncia na dupla-fenda para dar um
significado as "probabilidades negativas” e propomos um exemplo alternativo utilizando divi-
sores de feixe e um Unico foton. Assim, além de definir fun¢Ges de distribuicdo baseadas em
eixos de quantizacdo generalizados para direcGes quaisquer, apresentamos a interpretacao fisica
das "probabilidades negativas” decorrentes. Mostramos porque toda explicacdo que possa ser
feita para justificar "probabilidade negativa" parece ser contraditdria e nio é convincente. E na
interpretacdo das pseudo-probabilidades onde esta o coragdo ndo sé do presente trabalho, mas

também, de toda a Mecéanica Quantica, o seu Unico mistério, como diz Feynman.



Abstract

In this dissertation we approached the tomography of discrete systems, understood as the re-
presentation and the reconstruction of states. For the tomography we used distribution functions
of symmetrical pseudo-probabilities. The coefficients of the distribution function of "probabi-
lities" are "joint probabilities™, that eventually can be negative, associated to incompatible ob-
servables. The "negative probabilities” contains not only information about the measurements
of counts, but also on the quantum state of the systems. We present the argument of Scully,
Walther and Schleich that uses double slit interference to give a meaning to the "negative pro-
babilities" and we propose one alternative example using beam splitters and an single photon.
Like this, moreover we define distribution functions based in generalized quantization axes for
any directions, we present the physical interpretation of the resulting "negative probabilities”.
We showed the reason because all explanation usually done to justify "negative probabilities"”
seems to be contradictory and are not convincing. Is the interpretation of the "negative pro-
babilities" that retain the heart, not only of the present work, but also, of the whole Quantum

Mechanics, its only mystery, as Feynman says.
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Capitulo 1

Introducao

No comego do século 20 os fisicos espantaram-se com uma crescente aparicao de fenémenos
estranhos!, os quais demonstraram a inadequacao da fisica cldssica para descrevé-los. Notou-se
que a luz e os elétrons, por exemplo, comportavam-se como ondas e algumas vezes como particu-
las. Esta ambigiiidade aparente foi completamente descrita de 1925 a 1927, com a formulacao da
teoria chamada Mecdnica Qudntica. A nova teoria afirma que hd experimentos para os quais um
resultado exato é fundamentalmente imprevisivel e que, nestes casos, temos que nos satisfazer
em calcular probabilidades.

Um dos problemas mais bésicos da Mecanica Quéntica estd na caracterizacao dos estados
quanticos (sua representa¢ao tomografica) e sua reconstrucao a partir de dados medidos. A
reconstrucao de um estado quéntico requer medicao de um conjunto completo de observéveis

2,3

em um ensemble de cépias identicamente preparadas do sistema Entao, a tomografia pode

ser definida como a reconstrucao das representacoes dos estados, como por exemplo, a recon-

strucao das funcoes distribuicao de pseudo-probabilidades® 7.

Mas, como deve ser esperado de
um trabalho tedrico sobre tomografia de estados quénticos, estaremos muito mais interessados
nas representagoes, ou seja, nas funcoes distribuicao de pseudo-probabilidades do que na sua
reconstrucao em termos de dados medidos, embora mostraremos como isso pode ser feito no caso
de medigoes projetivas, mas sem nos preocuparmos com detalhes experimentais.

5,6,8

Scully e Cohen ao desenvolverem a fungao distribui¢ao simétrica acabaram derivando as

%10 mas nao

chamadas "probabilidades negativas", que haviam sido sugeridas por Feynman
calculadas por ele. Mostraremos que estas "probabilidades" correspondem ao analogo discreto
das funcoes de Wigner de posicao e momento.

As "probabilidades negativas" para sistemas de qubits s@o particularmente interessantes, pois
leva a concepgoes que contrastam com o senso comum de maneira mais imediata que a funcao de

Wigner de varidveis continuas. Entao, da mesma forma que parece absurdo uma particula passar

através de duas fendas ao mesmo tempo, parece absurdo falar em "probabilidades negativas".
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Assim, além de repetir o célculo e motivacao das fungoes de distribuicao de pseudo-probabilidades,

estudaremos o conceito de "probabilidade negativa". Mostraremos porque toda explicacao que
possa ser feita para justificar o conceito de "probabilidade negativa" parece contraditéria e nao
é convincente. Nao simplesmente repetimos as distribuicoes existentes. Em nossa formulacao,
introduzimos eixos de quantizagao no espago de Bloch dos sistemas discretos, generalizando as
distribuicoes para o conceito de distribuicao de pseudo-probabilidades associadas a observaveis
incompativeis.

Estamos sempre pensando em probabilidade como nossa tinica fonte de informagao sobre os
sistemas, no sentido de que qualquer coisa que se saiba sobre o sistema, ou pode ser reduzida
a probabilidades ou foram obtidas a partir de probabilidades. Assim, estudamos a teoria de

11,12 "que permite inferir dados desconhecidos a partir de informacao parcial,

informagao de Jaynes
visando explorar mais amplamente o conceito de informacao contida em probabilidades.
Propomos um gedankenexperiment, envolvendo um tnico féton e divisores de feixe, para cal-
cular "probabilidades negativas", dando uma interpretacao alternativa a interpretagao via duas
fendas com detectores "qual caminho"®. E, por fim, explicamos fisicamente o conceito de "prob-

abilidade negativa" através da introducao de limites cldssicos esperados para as probabilidades

conjuntas.
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Capitulo 2

Funcao distribuicao Simétrica

2.1 Ferramentas Algébricas e matrizes densidade

Os operadores da algebra su (2) juntamente com a matriz identidade, expressos de forma her-
mitiana, formam um conjunto completa para expressar qualquer operador hermitiano de dimen-
sao dois (inclusive operadores densidade ou, também chamados, estatisticos). A sua importancia

? no contexto da definicao de um simulador quantico

foi primeiramente considerada por Feynman
universal.

Feynman® aborda a questao da simulacao em fisica, colocando o problema do que seria um
simulador universal. Simular nao significa fazer exatamente o que um sistema fisico faz, mas
fazer uma bijegao do sistema fisico em um outro (o computador) e executar neste operagoes com
as mesmas probabilidades daquelas executadas no sistema original.

O conceito de simulacao para Feynman é diferente do conceito usual. Da forma como ele
define simulacao, ele considera que o computador que simula é, na verdade, uma "cépia" do
sistema simulado.Dessa forma, um computador cldssico nao seria capaz de simular um sistema
quéantico, pois neste poderiam ocorrer eventos com probabilidades negativas. Um tal simulador
universal seria o computador quantico.

Um computador quantico, imaginado de uma maneira simplificada, seria um sistema quantico

onde cada ponto do espago-tempo teria apenas dois estados possiveis de base: ou o ponto esta

ocupado ou esta desocupado. Os operadores associados com um dado ponto sao:

Q=5 = = (. —i5,), (2.1)
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10 1
n=a'a= =—-(1+6.), (2.3)
00/ 2
. [1 0
I= . (2.4)
0 1

A propésito, no lado direito aparecem as matrizes de Pauli que sao escritas a seguir:

6o=1= , 01 =0, = , Og =0y = , 03 =0, = . (2.5)

Algumas de suas propriedades sao'3:

1. {65,6;} = 20,,1;

2. [64,0;] = 2i€;j30%;

4. tro; = 0;

5. tr(6,0;) = 2d;j;

6. 5'15']5'7” = (5,~j€7m + Zez]ké-ka-ma

7. tr (6’1&Jé’m) = 22€zjk5km = 2261]7711

Utilizamos i, j, k € {1,2,3), {A, B} — AB+ BAe [A, B] — AB - BA.

2.1.1 Bits quanticos e esfera de Bloch

O bit é a unidade fundamental de informacao e computagao cldssicas. Na computacgao e
informacao quanticas, temos o conceito andlogo, o bit quantico ou qubit!?. Descrevemos os
qubits como objetos matematicos abstratos independentes de qualquer sistema fisico particular,
mas que podem ser realizados em sistemas fisicos. A vantagem de descrever qubits como objetos
matematicos abstratos é que podemos construir uma teoria geral da computagao quéantica e
informacao quantica sem nos preoculpar com um sistema especifico para a sua realizacao.

Analogamente ao bit cldssico, que pode estar em dois estados (0 ou 1 ), o qubit pode estar
em dois estados também, |0) ou |1). A notagao "|)" é a chamada notagdo de Dirac e é a notagao

padrao da Mecanica Quéantica. Os estados |0) e |1) sdo vetores e formam uma base {|0),|1)},
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chamada base computacional do espago de 1-qubit, com

3l0) = —0), (2.6)

asll) = +[1), (2.7)

ou seja, |0) e |1) sdo auto-estados de 63 com autovalores —1 e 1, respectivamente.
Entao, a diferenca entre bits e qubits é que os qubits podem estar em outros estados, além

de |0) ou |1). E possivel formar combinagcoes lineares destes estados, chamadas superposicdes:
|¢) = a|0) + b|1), a,b e C. (2.8)

Os nimeros a e b sdo chamados amplitudes de probabilidade; a probabilidade para medir |0) é |a\2
e a probabilidade para medir |1) ¢ [b]*. A condicio de que as probabilidades se somam resultando

1 é, desta forma, expressa pela condi¢ao de normalizacao do vetor de estado
la|* + |b]* = 1. (2.9)

Assim, o estado de 1-qubit é um vetor unitdrio no espaco vetorial complexo bidimensional.

Pode-se parametrizar o qubit em termos de coordenadas esféricas 6 e ¢
17(0, ¢)) = cos (0/2) |1) + e sin (6/2)[0);0 <O < 7m,0< ¢ <21 (2.10)
e definir o vetor polarizacao ou vetor de Bloch pelas suas componentes

P, =tr(ps;), i=1,23, (2.11)

23: (P)* = P?, (2.12)

k=1

ou seja,

P, = Psinflcos ¢, P, = Psinflsin¢, P3 = Pcos0, (2.13)

e p & a matriz densidade, a ser definida na secao seguinte.

Os nidmeros 6 e ¢ definem um ponto na esfera tridimensional unitdria, como mostrado na
figura 2-1. Esta esfera é chamada esfera de Bloch; ela fornece um meio de visualizar um tnico
qubit. De qualquer forma, esta representacao grafica é limitada porque nao é possivel fazé-la
para miltiplos qubits.

Para entender como muiltiplos qubits sao descritos matematicamente vamos analizar o caso

de 2-qubits. Se fossem dois bits cldssicos haveriam quatro estados possiveis, 00, 01, 10 e
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1)
Figura 2-1: Representacao de 1-qubit na esfera de Bloch!'4.

11. Correspondentimente, um sistema de 2-qubits tem quatro estados da base computacional
{]00),|01),|10),]|11)}. Um par de qubits pode existir como uma superposicao desses quatro
estados, tal que o estado do par de qubits envolve amplitudes de probabilidade complexas (coefi-

cientes da combinacao linear)
|¥) = a0 [00) + aor [01) + a0 [10) + any [11). (2.14)

Similarmente ao caso de 1-qubit, a probabilidade para obter o estado |00) é |0600|27 e, semel-
hantemente, para os demais estados da base. A condicao de que as probabilidades se somam

resultando 1 é, desta forma, expressa pela condicao de normalizacao do vetor de estado
|CY00|2 + |CY01|2 + ’0410|2 + !&11|2 = 1. (2.15)

De forma andloga ao caso de 2-qubit descremos um niimero qualquer de qubits em termos de

vetores de estados.

2.1.2 Descricao de qubits pela matriz densidade

A descricao em termos de vetores de estado pode ser aplicada apenas para estados puros. En-
tao, define-se o operador densidade (também chamado operador estatistico ou matriz densidade)
que contém o méximo de informagao possivel de ser obtida sobre um dado sistema. Podemos,

desta maneira, descrever tanto sistemas puros, quanto sistemas mistos.
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Matriz densidade de 1-qubit

O operador densidade para 1-qubit pode ser escrito como

com a = 1/2 (pois tré; = 0 e trp = 1) e tr(po;) = 2b;6;; = 2b; = (6,) = b; = (1/2)(6;) =

(1/2) P;, assim pode-se escrever

= (/2 (I+P-3) (2.17)

onde

~

P = Pji+ Pyj + Psk (2.18)

¢é o vetor polarizacao ou vetor de Bloch, e como
trp* < 1 (2.19)

temos

Pl<1, (2.20)

onde a igualdade é vélida apenas para estados puros.

Matriz densidade de N-qubits

No caso geral de um sistema de N-qubits utilizamos os operadores da dlgebra su (QN ) para
representar os observéveis. Tais operadores constituem um conjunto de 2 — 1 operadores lin-

earmente independentes dados pela diferenca de dois conjuntos

~

N
6, (j); i;=0,1,2,3; k=0,..,2°" — 1} — {/\0,07",70 = ® 69 (j)} . (2.21)

Jj=1

I Q=

{)\k_(i17i2,...7iN) =

7j=1

Cada indice k é especificado por uma seqiiéncia (1,42, ...,75). Cada indice i; pode assumir

quatro valores possiveis e hd um total de 4V = 22V

possibilidades para o indice k. Numeramos
essas possibilidades de 0 a 22V — 1. Denominamos a N-upla de zeros por k& = 0, as demais
combinacoes sao numeradas sem um ordenamento especifico, ou seja, para cada combinacao
(11,12, ..., in) # (0,0,...,0) adotamos um nimero de 1 a 2*¥ — 1, mas escolhido de maneira

aleatéria. Nao é um niimero especifico para um determinada combinacao. Qualquer numeragao
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que se adotar estd correta, pois interessa apenas o conjunto de operadores que se pode montar

com esse procedimento. Também deve ser lembrado que 69 = I, 61 = 6,, 62 =0, e 03 =0, €
que cada fndice* j indica a um determinado qubit j.

Das propriedades dos operadores de Pauli vemos imediatamente que
() A=, (i) tred, = 0. (2.22)

Fisicamente a condigao (i) implica que se tratam de observaveis, ou seja, operadores hermitianos.

15,16

Por outro lado, é bem estabelecido que o conjunto (que inclui a identidade)

{Xk, k:O,...,22N—1}, (2.23)

forma uma base completa para o conjunto de todos os operadores lineares no espaco de Hilbert
de dimensao 2. Dai qualquer operador hermitiano, incluindo operadores densidade, podem ser

expandidos por eles, permitindo descrever sistemas de N-qubits!®16

2N 1
U = Zaijk, o € R. (2.24)
k=0

A matriz densidade mais geral possivel para 2-qubits pode, entao, ser escrita como

p(1,2) = % IMRIQ)+IN)@P((2)-5(2)+P(1)-5(1)®1(2) +Zcij(1,2)&i(1) ®6;(2).
! (2.25)

onde

Cy = (6:(1) @6, (2)). (2.26)

Para sistemas descorrelacionados (separdveis), a matriz densidade pode ser escrita como um

produto das matrizes de cada sistema

pie12) = p(ep@ =2 (T +PM)-7) e (12)+PR)-7@2)
= J(fmeim+inePE) ¢+ PO s0)el@)
+P1) (1) e P2 5(2)) (2.27)
Cij (1,2) =P, (1) P (2). (2.28)

*Quando ndo apresentarmos o indice que rotula os qubits é porque ha apenas um tinico qubit.
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E observa-se que

(f(1) +P(1)- 5(1)) , (2.29)

p(2) = trip(1,2) = (f(2)+13(2).5(2)> (2.30)

onde os vetores P (1) e P(2) ndo sdo necessariamente iguais. A partir da expressio (2.25),

calcula-se
2

P()| +

202 (1,2) ) (2.31)

=1

1
tr(p*(1,2)) == |1
devendo ser satisfeita a desigualdade

—

B[

202 (1,2) (2.32)

ig=1

onde a igualdade vale somente para estados puros.

2.1.3 Eixos de quantizagao na esfera de Bloch

Para tornar mais geral a descricao dos spins, definimos novos operadores 7; - ¢ de spin asso-

ciados com eixos de quantizacdo especificados por orientacoes espaciais 7; (Veja Figura 2-2):

{ri-a}, i=1,2,3,4,.. (2.33)
Fy
% f
g i
_ "?:;.-L__1_:_-.,:.-’J

Figura 2-2: Direcoes de projecao em 1-qubit .

E verifica-se que

|74(0:, &) = |7i(6s, &5)) (2.34)

&3
Ql

P+ & |=74(0i, ;) = — |[=74(0, &;)) - (2.35)



Além disso, os operadores (2.33) satisfazem a seguinte regra de comutagao

(1)

)

()

(71 - &,y 5] = [x 6ir

com

A A A

5: (0'1,0'2,0'3),

l'gl) = sin 91 COS ¢i> l’g) = sin 61 sin ¢i7 xél) = CO8 Hi’

ou seja, 7; € um versor escrito em coordenadas esféricas.

Além disso, o anticomutador esté ligado ao produto escalar entre versores

{5,725} = {aV6, 205, b = a2l {51,0,) = 271 - 7l

7 7

A A

O Ot O U
(7"1‘0')(7'2'0'):5{{7“1'0',7“2'0’}+[7"1‘U,?"Q'U]]:7"1-7'214—@7'1/\7'2.0'.

Verifica-se que (71 - &) (fy - &) = [(Fy - @) (71 - )]

Definimos o projetor associado a um eixo de quantizagao 7; de 1-qubit

5'j:| = 2Zl’§l)$‘§2)€”k5k = 22 (fl A fg) . O_",

fiy

1+ cosf; e isind,;

. 1
(F£7:-8) = |7 (0, 0)) (& (06| = 5

N —

e®isinf; 1F cosb;

Podemos escrever 7; - & como a diferenca entre dois projetores

Fie @ = |7 (0, 0)) (7 (01, 80) | — | =7 (0, 0)) (= (61, 6) | =TT —T1,

—7(0;,9;)) = | (m —0;,¢; + 7)) e os projetores sdo complementares:

A~

T =17 (85, 0)) (7 (B, 8) | + | — 7 (85, 0)) (=7 (63, 6;) | = TP + 119

Além disso, os projetores para um mesmo versor 7; sao exclusivos

~ [

O =n9n% = o

(2.36)

(2.37)
(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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e, em geral, para versores diferentes 7; e 7;, temos

HSF)HSﬁ) = Z<I+Ti'0+rj‘0'+Ti'O'Tj'U)
# 0, (2.46)

ou seja, o produto de dois projetores nao é, necessariamente, um projetor em um espaco vetorial

real. O produto normalizado

tr (H@H@) 2 (147 - 75)
é um projetor em um espaco vetorial complexo.
Também, temos que
N2 g
(H@) - (2.48)
E um projetor nao é inversivel, pois
det 117 = 0, (2.49)

para qualquer direcao 7;. Além disso, os projetores para um mesmo qubit, para versores diferentes

7; e 7j, nao comutam entre si:

~@) 70 ..
[ng), Hgf)} = i AT 0. (2.50)
O anticomutador é dado por
S () A ~@) oG L. -
{00} =1 09 + 5 77— 1) 1, (2.51)

A probabilidade de projecao em uma diregao especificada por 7; na esfera de Bloch de 1-qubit
(ou a probabilidade de uma particula de spin-1/2 passar por um filtro de Stern-Gerlach na diregao
7;) € definida como

4 p 1 S
PO =1 (p19) = 5 (147 P). (2.52)

Para dois qubits, a probabilidade conjunta do primeiro qubit se projetar em 7; e o segundo

qubit se projetar em 7;, ¢ definida como
P (+i5+) = tria (p(1,2) TP () I (2)) (2.53)
onde p(1,2) é o estado do par de qubits, e

[ﬂﬁ? (1), 1% (2)] ~0. (2.54)
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1 qubit 2 qubits (1, 2)
» i ()Y (2)
II l) projecao conjunta na direcao
projetor associado a especificada por 7; no qubit 1
direcao 7; e na direcao especificada

por 7; no qubit 2

Pf) =tr (pf[ﬂ?)

i~z 2
i1 )|
probabilidade de projecao
do qubit na direcao 7;

P9 (1) = try, (p (1,2) 1% (1))
= HHJZ (1) ‘¢1,2> ‘

probabilidade de projecao na direcao

R 2 AU
nao comutatividade

especificada por 7; no qubit 1
nf mn? ) =y 2
comutatividade

P2 = $1rp {10, 10 )
"probabilidade" de "projecao'

conjunta nas direcoes =+ 7; e
+7; em um mesmo qubit

!

P (i) = triz [p(1,2) 11 (1) 1 (2)]
probabilidade de projecao conjunta na
direcao especificada por =+ 7; no qubit 1 e
na direcao especiﬁcada por =+ 7; no qubit 2

202 0] ( PL2)

em projecoes seqiienciais

[0 B9 @) fora)| =P (+i+)
nao ha dlferenga em fazer projecoes conjuntas
ou seqiienciais, pois 0s projetores comutam

entre si

= (v (2 —a?)
X H( I _ 19 (0
= pi) 4 pld) _ plid) _ plid)
correlacao entre as projecoes
nas diregoes 7; e 7;

A

Cyj (1,2) =t W 2) (H“ (1) -1 ()
® <H(J) ﬂ
_P(+u+1)+P< -
i
correlacao entre as projecoes nas direcoes
7; no qubit 1 e 7; no qubit 2

Tabela 2.1: Os projetores tém propriedades bem diferentes mas, andlogas, para uma particula e
duas particulas.

Na tabela 2.1 comparamos algumas propriedades dos projetores para uma particula com as

propriedades dos projetores para duas particulas.

Efeito de um projetor sobre o operador densidade de 1-qubit

Um projetor, atuando sobre o operador (2.17), deve funcionar como um "filtro", cujo efeito
¢ dado por

I pIL, =/ (2.55)
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ou seja,

= ) () (1250
- LAy
_ %(1+f~P>f{ = o1, (2.56)

Podemos pensar no exemplo de um feixe de particulas de spin-1/2 que incide sobre um filtro de

Stern-Gerlach orientado na diregao 7. A intensidade do feixe de saida é regulada pelo fator
(1 s P>. (2.57)

Notamos que

e 1 . 3)\2
tr () :Z<1+T'P> <1, (2.58)

assim, a intensidade do feixe se conservard, apds emergir do "filtro", apenas se 7 for paralelo a
P.EseP= —7, entao
I, pIl,. =0, (2.59)

Pelas equagoes (2.56) e (2.58) vemos que o feixe de saida do "filtro" de Stern-Gerlach fica
polarizado na direcdo da orientacdao do campo magnético, mas a expressao p' niao estd normal-
izada, pois esperdvamos que o feixe de saida fosse puro, ou seja, que tr (,b/)2 = 1. A normalizagao

é, entao, feita como o
11, pIl .
Lﬁ = I1,, (2.60)
tr (pm)

expressao valida apenas quando 7 - P # —1. Mas notemos que, com a normalizacao, perde-se a

informacao sobre a intensidade do feixe de saida.

2.1.4 Eixos de quantizacao no espaco de fase de posicao e momentum

Estudamos varidveis generalizadas associadas a eixos de quantizacao no espago de Bloch de
1-qubit. Da mesma forma, no espaco de fase de posicao e momentum linear, a partir de um par

de varidgveis (p, ) satisfazendo a regra de comutacao

(G, p| = ih, (2.61)
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podemos definir novas varidveis associadas a eixos de quantizacao 7 e 7/

i

FeoX = e%<q2+p2)ede*5<q2+p2)9 = Gcosf + psinf (2.62)

P X = e%<q2+p2)0ﬁ6_%<q2+”2)0 = —(@sinf + pcos (2.63)

correspondendo a uma rotacao de um angulo 6 no espaco de fase. Os versores no espaco de fase,
7 e 7, se escrevem como

7 = cos 0 + sin ) (2.64)

7 = cos (9 + g) i+ sin <9 + g) j = —sin i+ cos 6], (2.65)

e sao as direcoes correspondentes ao final das rotacoes, com
77 = 0. (2.66)

A varidvel X = Gt 4+ pj é um vetor no espaco de fase.

Para duas direcoes distintas as relacoes, de comutagao sao dadas por

[fl X7y )Z'} = R ATy k (2.67)

Assim, em principio, poderiamos proceder de maneira andloga ao que foi feito para spin-1/2
e definir projetores associados a direcoes 7 no espaco de fase. Porém nao faremos isso, pois
o motivo que o fizemos para o sistema de spin-1/2 foi porque a sua fungdo de Wigner, a ser
desenvolvida, assim o exige. Porém a funcao de Wigner de posicao e momentum linear, na
forma como tradicionalmente aparece na literatura, estd relacionada apenas com o produto dos

projetores |q){q| e |p)(p|, conforme demonstraremos na segao 2.2.

2.1.5 Reconstrucao de estados quanticos de N-qubits

Podemos reconstruir tanto o operador densidade, quanto as funcoes distribuicao a serem
definidas a seguir. Isto é, sempre se consegue expressar as correlagoes em termos de medicoes de

contagens experimentais. Isto ocorre porque os operadores sao associados aos eixos de quantiza-



23

¢ao, em termos de projetores. Por exemplo, da equagao (2.43), temos

=Y ¥ 2) - 1% v ) - o® o a¥ @) + 0o 1)a®» 2). (2.69)

De forma alternativa, para expressar os operadores de Pauli em termos de diregoes quaisquer,

considera-se o projetor associado a uma direcao ¢ na particula j, que é escrito como

¢
¢

e utilizando-se trés diregoes, é possivel expressar as trés matrizes de Pauli em termos de projetores

S

() +7:- ;)

() +26.(7) + 283, () + 216.()) (2.70)

n? () =

NN I NN
S

e, conseqiientemente, pode-se expressar os valores médios das matrizes de Pauli em termos de

medigoes de contagens:

1) /. o 1 1 1 A .
Y () A AV 2 20\ [6.0)
7(2) o 2 2 2 N .
nPG) | =550 | +3 a:ﬁ) x5 xg> &,(j) (2.71)
73) Fos 3 3 3 " .
i () I; (j) 2P 2P 2P ) \6.()

ou

62(J)
ay(J) | =
5(J)
B 1
xgz)xgz) e )xgs) _ (xgl)x< )0 )xga)) 2 xg)xg)
| - <x§2>x§3> _ x§2>x§3>) x<1>x§3> NOMNO (:rl 22 _ 4 xgz))
100 o) (o) < a00) e

L)+ 2ﬂi> ()
< || I (G) + 2112 () (2.72)
I () + 211 ()

Este esquema simples permite fazer a reconstrucao de qualquer objeto fisico descrito neste tra-

balho. Por exemplo, para 3-qubits podemos reconstruir qualquer correlagao

5:(1)6,(2)54(2) (2.73)
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escrevendo cada ¢;(j), j = 1,2,3, em fungdo dos projetores, a partir da equagao (2.72). Apare-

cerdao produtos de projetores dos trés qubits (pois cada ;(j) serd substituido por uma combi-
nacao linear de projetores) e os valores médios desses produtos de projetores sao probabilidades

mensuraveis diretamente.

2.2 Funcao distribuicao Simétrica para 1-qubit e dois eixos
de quantizacao

Inicialmente, o conceito de funcao distribuicao de "probabilidades" foi emprestado da estatis-
tica puramente matemética para ser usada na Fisica (originalmente na Fisica Classica). Na Fisica

1717 mas encontrou dificuldades, uma vez que a relacdo

Quantica o mesmo conceito tornou-se ti
de incerteza entre observaveis incompativeis tornou a definicao de espago de fase problematica,
pois uma particula nao pode ter posicao e momentum linear simultaneamente bem definidos.
Analogamente, nao se pode determinar simultaneamente os observaveis 71 - & e 75 - & associados
aos eixos de quantizacao 71 e 73 de uma mesma particula. Ou seja, em ambos 0s casos nao se
pode definir uma distribuicdo de "probabilidades" conjunta verdadeira. Apesar disso, pode-se
definir funcoes que apresentam uma semelhanca com as funcoes de distribuicao no espago de fase
cléssico, chamadas funcoes distribuicao de pseudo-probabilidades (ou "probabilidades", entre as-
pas), que provaram ser de grande utilidade no estudo dos sistemas quénticos. Elas sdo titeis
nao apenas como ferramentas de cdlculo, mas também ajudam na tarefa de conectar a Mecénica
Estatistica Cldssica & Mecanica Estatistica Quantica.

A razao das fungoes de distribui¢ao de "probabilidades" serem 1iteis na tarefa de realizar
a conexao entre a Mecanica Estatistica Cldssica e a Mecénica Estatistica Quantica é que dis-
tribuigoes de pseudo-probabilidades permitem expressar os cédlculos de médias na Mecéanica Es-
tatistica Quéantica de maneira muito similar aos cédlculos de médias classicas. Como um exemplo
especifico é interessante considerar uma particula em uma dimensao com sua posicao e momen-
tum linear denotados por ¢ e p, respectivamente. Classicamente a particula é descrita por uma
distribuigao no espago de fase Pc (p,q). A média de uma fungao da posi¢ado e momento A (p, q)

pode Ser expressa Ccomo
“+o0o

(A)e = / dqdpA (g.p) Pe (¢, p).- (2.74)

—00
Se uma particula é descrita por uma matriz densidade p, a média de uma funcao da posicao

¢ do momento A (g, p) escreve-se

<A> =Ty (pA) . (2.75)
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O uso de uma distribuigao de pseudo-probabilidade, P, (¢, p), permite expressar tal média como

—+00

(4) = [ dudpA, 0.0 Py a.p), (276)

—00

onde a funcdo A, (¢,p) é um mapa do operador A (q,p) por uma regra de correspondéncia bem
definida, para um mesmo tipo de mapa pu.

No caso das varidveis 71 -7 e 75 - pode se fazer um procedimento semelhante. Para se calcular
o valor esperado de um observével A (71 - &, 79 - &) que seja uma fungao polinomial de argumentos

71-0 e Ty - 0, em termos da matriz densidade p, faz-se o célculo:
<A> = tr [pA (1 - &, 5)} . (2.77)

Introduzindo-se o operador que lembra a fungao delta de Dirac,

(=)= [ o [-ie (s-)]. @)

onde b ¢ um operador e s ¢ a varidvel associada, define-se a fungao A (s1, s2) como

“+o0o
A(TA'I . E,fg . (5") = /A (81,82) (5(81 - TAl : 5) (5(82 - 722 : E) d81d82 (279)
e o valor médio expressa-se como
+oo
<A> = tr [ﬁfl] = /A (s1,82)tr [pd (s1 — 71+ 3)0 (s2 — 72 - )] ds1dss
+oo
= /A (Sl, 82) P (Sl, 82) dSldSQ, (280)

definindo-se a fun¢ao distribuicao

P (s1,82) =tr[pd(s; —71-7) 0 (sg — 7o - )] (2.81)
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que pode ser complexa. A fim de assegurar que P (s1, $2) seja real, define-se a forma simetrizada

1 — A —
Ps (s1,82) = tr( 5{5 §1—7T1-0),0 (89 —7"2-0)})
_ dbl —zbl(sl—f“l-a) db2 —zbz(sz—fz-&')
277
v dby b
i(b1s1+bas ib171-G ibate-0 1602
= 5//e 11+“tr(p{e” e }) 12 (2.82)
Também defini-se as fungoes caracteristicas simétrica e de Weyl como
R
M, (by, bs) —tr( M, (bl,bQ)) = Str (p {77, 7Y (2.83)
e
My (By, Ba) = tr(pe!+5277), (2.84)

respectivamente, com 1, s9, b1, by € R e as fungoes distribuicao de probabilidades nada mais sao
do que a transformada de Fourier das fungoes caracteristicas. A definicao das fungoes caracteris-
ticas é necessdria, pois a partir delas a funcao distribuicao é obtida como uma transformacao
de Fourier como na equagao (2.82) e as varidveis reais s; e sy sdo as varidveis envolvidas na
transformacao de Fourier. Veremos a seguir que, apds a transformacao, as varidveis reais s; e
s9 podem assumir apenas dois valores, +1 e —1, como era esperado de varidveis associadas a
observiaveis de "spin".

O operador M, (b1, by) pode ser escrito como

~

1 e ) . A
M, = 3 {ezbm 7 gl "} = (cos by cos by — 71 + To 8in by sinby) [

+i (sin by cos by) 71 - & + i (cos by sinbg) 7 + 7, (2.85)

portanto, a funcao distribuicao simétrica é escrita como

“+o00
db,db
ib1s1—1ibas 14V2
Py (s1,82) = /e vz Mo (b, by) ——— iz
— 00
“+o0o
= /e‘“’lsl_’bzs2 [cos by cos by — 71 + T9 sin by sin by
— 0

=1 dbydby

+ i (sin by cos by) 7y - P+i (cosbysinby) 7y - P 2 (2.86)
0
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Lembrando que P=tr (pd) é o vetor de polarizagao. Uma integral tipica que ocorre em (2.86) é

+oo
1 —ib1s1 ,—ib2sa
—— [ cos by cosbye e dbidby =
42
—00
+00 +oo
— (eibl + e—ibl) e—iblsl dbl % (eibz + e—ibz) e—ibzsz db?
47 4
SN —00

e, usando a definicao da funcao J, tem-se’

P, (s1,82) = P16 (1 —51)0 (1 —82) + P (1 —51)6(1+ s9)

FP S (1+5)0(1—s9)+P_6(1+5)8(1+sy), (2.87)

onde os nimeros P,y sao os coeficientes da distribuicao e sao escritos como

1 o 5
Peo= (1+i ot iy Paiy P), (2.88)
1 — —
Po= (1= i+ iy PipP), (2.89)
1 5 -
p_+:Z(1_721.722_721.p+722.p>’ (2.90)
1 — —
Em termos dos projetores,
1 A . 11 - -
Pes =5 ({0 00}) = 55 ({(T£72-2) . (T£72-9) )
1 — —
:Z<1:tf1-P:tf2-Pif1-f2). (2.92)

Os sinais em P, se referem aos sinais que precedem os versores 71 e 7. Cada elemento P
toma valores no intervalo [—1/8; 1], valido para quaisquer vetores 7, 75 e P.
As probabilidades marginais, que dependem da polarizacao do feixe de particulas, escrevem-se

Ccomo

1 =

PY = P 4+P_ = S +71-P), (2.93)
1 —

P? = p,+P_ = s(L+72 P), (2.94)
1 —

PY = p_4P = 5= P), (2.95)
(2) Lo . B

PP = P+ P = (17 P), (2.96)

comOﬁPf) <1.
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E também de (2.88) a (2.91), temos

Poy+ P == (147 ) (2.97)

N —

1
P+7+P,+:§(1—7z1‘f'2) (298)

A diferenga entre as somas parciais (2.97) e (2.98) informa sobre as orientagoes dos eixos de
quantizagao

Poi+ P _— P, — P =i (2.99)

Para 0, = ¢; = ¢ =0 (i = 1,2) e P = 1, variando-se 0, e utilizando-se (2.13) obtém-se

(14 cosf), (2.100)

(1 —cosb), (2.101)

N~ DN

cujos gréficos sao dados na figura 2-3,

Pi 1.0 7

08T
0.6 T

04T

Figura 2-3: Probabilidades das contagens P, em fungao de 6, o &ngulo que caracteriza o estado.

onde a linha sélida corresponde a Pf) e linha tracejada corresponde a PY.

Ao se considerar a pseudo-probabilidade (2.88) para ¢, = ¢, = ¢ = 0 (plano xz) e para

0, =0, com P =1, obtém-se

(14 cosfy £ cosf £ cos (6 — 05)) (2.102)

R

P =
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10T
+-+ T - - -
0.8 T -
0.6 T
’
04+ ,
02+ -7 T~
- -
5 -
—
0.0 : : I :
1 2 0.
2

Figura 2-4: Pseudoprobabilidade P, em funcao de 03 para ¢, = ¢, = ¢ = 0 (plano xz) e com

01 = 0 . Deve ser observado que a linha sélida corresponde 6 = 7, a linha tracejada a 0 = 7 e

linha pontilhada a 6§ = ?jf.

ou
0 0 1
P,, = cos? 72 cos? 3 + 1 sin 0 sin 6, (2.103)
0 0 1
P,_ = sin? 32 cos? 371 sin 0 sin 05, (2.104)
0 0 1
P, = sin? 32 sin? 5 T 7 sinfsindy, (2.105)
€
0 0 1
P__ = cos? 52 sin? 5 — 7sinfsings. (2.106)

Das figuras (2-5) e (2-7) que correspondem as equagoes (?7) e (2.106), vé-se que as pseudo-
probabilidades podem tomar valores negativos em algumas regioes.

De (2.93) a (2.96), vé-se que

p-P o= 2P" 1, (2.107)
Py P = 2PP 1, (2.108)
—i P = 2PW 1, (2.109)
—#y-P = 2P® _ 1. (2.110)

Assim, das equagdes (2.107) a (2.110) e de (2.88) a (2.91) pode-se escrever as pseudo-probabilidades
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1.0 T

0.0 — T

05T

-1.0 ~

Figura 2-5: Pseudoprobabilidade P, _ em funcao de 05 para ¢, = ¢ = ¢ = 0 (plano zz) e com

01 = 0 . Deve ser observado que a linha sélida corresponde ¢ = 7, a linha tracejada a 6 = § e

linha pontilhada a 6 = %’T.

1.0 T
P, L
08 T -
-
0.6 T ‘
[
0.4 .
02T - -
- -
*
-
0.0 t i t i
1 2 3
92

Figura 2-6: Pseudoprobabilidade P_, em funcao de 05 para ¢, = ¢ = ¢ = 0 (plano zz) e com

™ s

01 = 0 . Deve ser observado que a linha sélida corresponde ¢ = 7, a linha tracejada a 6 = § e
linha pontilhada a 6 = %’T.
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0.0

05T

-1.0 —

Figura 2-7: Pseudoprobabilidade P-_ em funcao de 6 para ¢; = ¢, =
0, = 0 . Deve ser observado que a linha sélida corresponde 6 =

linha pontilhada a 6§ = %’T

em termos de quantidades mensuréveis

1

Prr =17
1

T4

1

T4
P+_:
P_+:
P =

<1+7“1 T2+T1 ﬁ+f2ﬁ)

(1+r1 iy + 2P0 —1+2P§>—1)

(<1+ 77+ 2P0 +2PP)

(1=f1fat i Py P)

.-lklr—w-lkh—*

=< (1= 2P 4 2P®),

(1=f1-f2—i1- Pty P)

.-lklr—w-lkh—*

= (-1=7 2P0 4 2PP)

<1+f1-f2—f1-ﬁ—f2-ﬁ)

.J>|>—*»J>Iﬁ—*

/—\

147y -y + 2P 2P 2)>
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¢ = 0 (plano xz) e com

™

3, a linha tracejada a 0 = 7 e

4

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

Assim como ocorre com a funcao de Wigner de varidveis continuas pode-se reconstruir as

quatro pseudo-probabilidades que dependerao das contagens (diretamente no caso de spin-1/2 e

indiretamente no caso de fétons). No caso de sistemas de 6ptica linear, nota-se que as projegoes
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na esfera de Bloch nao sao as projecoes no espago real dos polarizadores.

E interessante observar que, o fato de que PS)—I—PSI) = 1, onde Pj(Ll) e PY s3o0 as probabilidades
marginais, pode ser usado como uma maneira de medir a eficiéncia dos detectores, observado que

a soma deve resultar sempre 1.

2.2.1 Relagao entre as fungoes caracteristicas simétrica e de Weyl

Pode-se estabelecer uma relacao entre os observaveis simétricos M, e de Weyl M,,. Para duas

direcoes 71 e 79, tem-se

gy
Zﬁ (B -G + Pofe - )"

n=0
> Z
= Z 517"1 G + By - &)
n:O
oo

2n+1

+ ; EE (ByF1 - G+ Bofs - 7)™, (2.115)

€ COo1mo

. O_" = CLZ'CL]‘O'iO'j

a
= a;a; <6UIA + zez]kak) =a’l, (2.116)

concluimos que

s . & L
¢l(Bi+82) % — cosal +is - Gsin a, a = |0y + By . (2.117)
a
Mas, visto que
A a N
cosal +i— - dsina = (cos by cosby — 71 - Fosin by sinby) [
a
+1 (sinby cos by) 71 -+ & + @ (cos by sinby) 7 - 7, (2.118)
temos duas igualdades:
1. Para os termos que multiplicam I, tem-se
cos ‘31 + 52‘ = cos by cosby — T - o sin by sin by (2.119)

ou

By + B,

= arccos (cos by cos by — 71 - 75 sin by sin by) (2.120)
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2. Para os termos que multiplicam 77, tem-se

— —

—él + 62 sin Bl + 52‘ = sin by cos byt + cos by sin bats (2.121)
13, + B,
ou
sin by cos by | = =
g, = o080 ‘51 n 52‘ (2.122)
sin |8y + O,
e
sinby cosb; | = -
g, = Snlecosh |5 L5l (2.123)
sin |3, + O,

onde foi usado o produto vetorial de (2.121) por 7, e depois por 71 para obter as expressoes
para 3, e (35, respectivamente. Assim obtemos os pardmetros da funcao de Weyl, 3, e (5,

em termos dos parametros da funcao simétrica, by e bs.

2.2.2 "Probabilidades negativas" e a relagao de incerteza de Heisen-

berg

o

Atribuindo a operadores A e B, os valores A = 71 -6 e B = 79 - 7, a relacao de incerteza

((34)") ((8)") = 3 (o)) a2y

onde, AA= A — <fl> A equagao (2.124) pode ser reescrita como

(1 - <f1 : 13>2> (1 - <f2 : 13>2> > (fg : 13)2 (2.125)

estabelece que

onde TA'3 = 721 VAN 722.
Da inequacao (2.125), vemos que quando o vetor polarizagdo P é coplanar com 71 e 7, a

~\ 2 A\ 2 —
incerteza minima é igual a zero. As incertezas <<AA) > ou <<AB) > sao nulas se P for

paralelo a 7; ou 7. Se P for paralelo a 71, a pseudo-probabilidade

1 — —
P++:Z(1+f1.f2+fl.P+f2.P) (2.126)
se reduz a
1+ |P
P, = 1 (1 + 7y 7?2) . (2.127)

Ou seja, quando a incerteza é nula as probabilidades sdo positivas (probabilidades marginais)!
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2.2.3 Relagao com a funcao de Wigner de posicao e momentum

Vamos proceder de maneira andloga ao que foi feito para as varidveis de spin e deduzir uma
fungao distribuigao de posicao e momentum. Observaremos entao que, procedendo desta forma,
deduzirmos a funcao de Wigner. O objetivo dessa investigacao é averiguar a relacao das pseudo-
probabilidades negativas para uma particula de spin-1/2 com a fungdo de Wigner de varidveis

continuas p e q.

Conforme indica a equacao (2.81), calculamos a seguinte média em um estado genérico

1
P(z,p) = 5 (@){d(z~4q),d(p-p)H (@)
+o0 +o0
= %<»¢ (z) /%eiél(rqﬁ’ /%ez{z(z)ﬁ) ¢($)>
L e d_: h
— 5/ /—4171—2 2€—i(£1x+§2p) <,¢ (.I') }{eiﬁﬁ’ eifzﬁ}‘ w ($)> , (2128)
com
(¥ (z) |[e519e™2P | (2)) = (¢ (x) | (z+&,))
= (¥ (x) |97 ¢ (z+ &)
+oo
= [ty @) (2.129)
e .
(0 @) [ 4 (2)) = [ dacsy (@466 @) (2.130)
Assim,
1+oo+ood d —+o00
Plaw) = 5 [ [Sg2eromen [ar (60 @)o @ +6) + 5 (0 + &) v @)
1—tooo;o +oo - +oo
= 5[ | [ @)+ [l arg)v@ ). @)

Por outro lado, considerando os projetores associados a autoestados de posi¢ao e momentum,

) = |2y (2| (2.132)
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A

1® = |p) (p|, (2.133)

construimos o produto nao simetrizado
)1 (2.134)

e multiplicando & esquerda por (| e a direita por |1), o elemento de matriz é

+00 +oo
/dl'” <w|x//> <$//’p> <p| ¢> _ /d:IJI,Q/J* (.T”) eix”p,;b (p)
) 7+oo 1 —+00
_ w ( M\ ix''p - —iz'p / I/
/zZ) (") e 277/6 W (") do'dx
17
= 5 / O* (") Y () e TPy da (2.135)

A integral em x” é necessdria para podermos fazer uma mudanca de varidveis nas duas variaveis,
' e

Utilizando a fungao

+o0o
1 —1 *
3 [ dae v @ o+ ). (2.136)
que aparece no lado direito da equagao (2.131), e fazendo as substitui¢oes

r=21" (2.137)

r+& =1, (2.138)

¢ imediato concluir que recaimos na fungao (2.135). Por outro lado, na fungao (2.135), fazendo

as transformacoes de jacobiano 1,

" =1 =y (2.139)

=z, (2.140)

ou seja,

¥=uz-— g (2.141)
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o =+ % (2.142)

ficamos com
_|_

o +oo
[l ot poe-yoma) @

A expressao entre colchetes é a fungao de Wigner.
Desta forma, concluimos que estamos usando, para o caso de sistemas de spin, a mesma fungao

proposta por Wigner para as varidveis p e ¢ associadas aos observaveis de posi¢ao e momentum

(B e q)

2.3 Funcao distribuicao Simétrica para 1-qubit e trés eixos
de quantizacao

Para obter a funcao distribuicao simétrica de trés eixos de quantizacao, definimos a funcao

caracteristica correspondente,

M(bl,bg,bg) =1tr (ﬁM(bl,bg,bg)) s (2144)
onde 5
’ 1 ibi-G ibj-G iby-G
M(bl,bg,bg) = 5 Z ‘Eij]{;‘ebl ebf ebk . (2145)
ijk=1

Calcula-se, explicitamente, a fungao caracteristica,

M (by, ba, by) = tr <pM(b1, bs, b3)> -
= cos by cos by cos by — (cos by sin by sin bsry « 73
+ cos by sin by sin bs7*y - '3 + cos bg sin by sin by - 72)
+i(cos by cos bg sin by 71 + cos by cos bz sin byfs
. . 1. . . A
+ cos by cos by sin 373 — 3 sin by sin by sin batg - 7371
1 . . . A A a
-3 sin by sin by sin b3Ty - 7379

1 -
—g sin bl sin bg sin 63721 : 7:2723) - P. (2146)
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e obtém-se que a funcao de distribuicao em trés direcoes é dada por

—+00

P (81, So, 53) — /eib181b282b383M (bh bg, bg)

—00

dbydbydbs

s (2.147)

cujo calculo permite ecrevé-la como

P (s1,50,83) = Pryi0(1—51)8(1—89)8(1—83)+ Pry6(1—51)0(1—5)8(1+s3)
+P 1 6(1—51)0(1+s52)0(1—s3)+ Py 6(14+s51)0(1—52)6(1+s3)
FP_ (1 +51)8(1—59)0(1—s3)+ P _6(1—51)0(1+55)0(1+ s3)

+P__ 0(1+s1)0(1+s9)0 (14 s3)

YP 51 +5)8(1+59)8(1—s3), (2.148)

onde as pseudo-probabilidades sao

1 — —
Piij::g[1if1'f2if1'f3if2~f3ﬂ:f1-P:tf2~P

. P P P
iy Py day s - Tay o Tyl (2.149)

Os sinais em P, se referem aos sinais que precedem os versores 71, 7o € T'3, respectivamente.

Assim, por exemplo,

1 o o o = =
P_H__Zg[1+7‘1'7’2—7“1'7‘3—T2'T3+7‘1'P+7‘2'P

—Tg - P — 11 Fofg - — — 71 - T3fy -

(2.150)

w| oy
w| oy
oL

Escrevendo-se todas as pseudo-probabilidades explicitamente, é facil mostrar que

Z Py, =1, (2.151)

i,5,k==%

Também tem-se as pseudo-probabilidades reduzidas para duas direcoes em 1-qubit:

Pﬂ’f) = P, + P, ., somarse sobre o terceiro indice; (2.152)
P = P 4+ P __ soma-se sobre o terceiro indice; (2.153)

PJ(rlf’) = P,., + P, , soma-se sobre o segundo indice; (2.154)
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Observamos aqui que, em termos dos projetores, as pseudo-probabilidades Pyt podem ser

facilmente obtidas como

Piiy = —< > Jeiu TOTIO T > (2.155)

i,5,k=1
Pode-se dizer que, qualquer que seja o nimero de diregoes, esse procedimento permite calcular as
pseudo-probabilidades e, a partir dai, pode-se montar a funcao distribuicao simétrica, também
para qualquer mimero de diregdes. Cada elemento em Py, estd no intervalo [—1/12;1] para

quaisquer vetores 71, 7o, 73 € P.

2.4 Funcao distribuicao simétrica para 2-qubit

A funcao distribuicao para 2-qubit® pode ser escrita de maneira muito semelhante ao que foi

feito para 1-qubit; para duas diregoes para cada qubit, (veja figura 2-8) tem -se

PS (81, S9, S3, 84) =tr (p(l, 2)% {5 (81 — T'A1 . 5(1)) ,5 (82 — TAQ . 5(1))}
95 00 (s 2+ 3(2) b 51— 4 52}

—+o00+400
dbydb o L
= tr p(l 2)2 / / 4lﬂ—2 2 —i(bys1+b2s2) {ezblrl-cr(l)7 ezb2r2~a'(1)}
dbsdb, e~ (basa+bas ibsPs-G(2) _ibaty-3(2
// y (b3ss3 44){633(),644()} (2.156)

—00—00

onde s; e so se referem ao primeiro qubit e s3 e s4 se referem ao segundo qubit.
Apés cédlculos um pouco laboriosos obtém-se as pseudo-probabilidades, que aparecem na
funcao distribui¢ao como coeficientes multiplicados por funcoes delta correspondentes, de maneira,

completamente andloga ao que foi feito para um qubit:

P(E (1), 42 (1);£3(2), £4(2)) =
1
16
71 - P(1) £ 7y - P(1) & 75 - P(2) £ 74 - P(2) £ 71 - Fofs - P(2)

(1 7y - g b Py - g ok g - Fofis - 74 (2.157)

:i:T'l 7“27'4 ( ):|:7'3 7’47“1 P(l):i:f’;g?ﬂfzﬁ(l)
+(F1- 0175 - 0(2)) £ (71 - 0(1)7a - 3(2)) £ (72 - 7(1)75 - 3(2))

£ (P2 - 3(1)7e - 5(2))], (2.158)
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ou de forma mais compacta

P (1), %5 (1)1 (2), 44 (2) = o ({00 () B ) {9 2). 10 2)}) . (2150)

Os dois fatores comutam entre si, por serem de espacos diferentes. Para ficar mais claro, podemos
pensar sobre os qubits em termos de particulas (Veja figura 2-8). Assim, podemos dizer que os
rétulos antes do ponto e virgula se referem & particula 1 e os rétulos depois do ponto e virgula
se referem & particula 2; desta forma, iremos omitir os indices indicadores das particulas 1, 2.
Da esquerda para a direita os sinais + se referem as diregoes 1,2,3,4. Observe que as pseudo-
probabilidades, agora escrita como P(+1, 42; £3,+4), envolvem projegoes simultaneas nas duas
particulas e também em uma mesma particula. O estado emaranhado das duas particulas é
suposto desconhecido e o0 nosso objetivo é determind-lo através de medicoes de projecao conjuntas
nas duas particulas. O procedimento particular e os detalhes experimentais para cada sistema

possivel nao é nosso interesse aqui.

72

4
1 < G > i
73

Figura 2-8: Realizamos medigoes conjuntas (simultaneas) nas duas particulas. Interessa que elas
estejam causamente desconectadas e que se movam para os detectores, nao necessariamente em

diregOes opostas como mostra esta figura.

Observa-se que se pode calcular probabilidades marginais, como por exemplo

P (41,4243, +4) + P (41, =2 +3,+4) = P (+15+s,+4), (2.160)
P(—1,+2;+3,+4)+P(—1,—2;+3,+4) = P(_1;+37+4)7 (2161)

e
P<+1;+3,+4)+P<—1;+3,+4)IPJ(F?’J;Q (2.162)

que ¢ a pseudo-probabilidade para uma particula (neste caso, a particula 2) e duas diregdes.

Um exemplo de probabilidade envolvendo as duas particulas pode ser obtido fazendo as somas

P(—1,—2;—3,—4) + P(—1,+2;—3,—4) = P(—1;—3,—4) (2.163)



40

e
P (=1, 42543, —4) + P (=1, —2; +3,—4) = P(—1;+3, —4) (2.164)
e, posteriormente
P(—=1;—=3,—4) + P(—1;+3,—4) = P(—1;—4), (2.165)
onde
1 . 3 . B A e =
P(mima) = 7 (1= PO) =i PR+ (71 60 6(2)) (2166)

Com estas idéias é possivel estender a descricao para um nimero qualquer de qubits.

Ao utilizar-se, em cada particula, de uma dire¢do de projecao apenas, obtém-se

—+00

P (s1382) = tr ﬁ(L@/MQ_i

> (b181+1)282)6ib1f'1-3(1) ® eibzfz~5(2)
47
—00

“+o0o
1
= 12 (cos by cosby + i (7 - 0 (2)) cos by sin by
T

—00

+i (71 - & (1)) sin by cos by

— (71 - & (1) 7y - G (2)) sin by sin by) e 1 Crs1+0252) gy, qb, (2.167)

Isto resulta em uma distribuicao de probabilidades cujos coeficientes sao positivos, correspon-

dendo exatamente as contagens experimentais, pois esses coeficientes sao dados por

1 .
P(:l:l,:tg) = Z(]_:i:f“l P1:|:7‘A2'P2:|:<7‘1 0179 0'2>>
1 /7. .
= Z<<1if1&1) (]Qzl:’l“g 0'2>>
1 /- .
- Z<H§§) (1) 11 (2)>. (2.168)

Constitui importancia fundamental notar que a negatividade das pseudo-probabilidades esté
relacionada a relacao de incerteza e & nao comutatividade dos operadores. Para ter certeza disso
basta notar que a fun¢ao distribuicao para duas particulas se torna positiva ao eliminar-se os
termos que nao comutam, adotando-se uma tnica direcao de projecao em cada particula. Proba-
bilidades negativas se referem a probabilidades conjuntas associadas a observaveis incompativeis,

ou seja, que nao comutam entre si.
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Capitulo 3

Realizacao fisica de "probabilidades

negativas" 1

3.1 "Probabilidades negativas" e desigualdades de Bell

3.1.1 O "paradoxo" EPR

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen'®'” propuseram um gedankenexperiment através do qual
eles acreditavam ser possivel demonstrar que a Mecanica Quantica nao é uma teoria completa
da realidade!4.

Em esséncia, o argumento EPR ¢é o seguinte. Inicialmente define-se o conceito de "elemento de
realidade". Qualquer elemento de realidade deve ser representado em uma teoria fisica completa.
O objetivo do argumento é mostrar que a Mecénica Quantica nao é uma teoria fisica completa,
através da identificacao de elementos de realidade que nao estao incluidos na Mecénica Quéntica.
Para isso, eles introduziram o que eles denominaram de condigoes suficientes para que uma
propriedade fisica seja um elemento de realidade, a saber, que é possivel prever, com certeza, o

valor daquela propriedade. Esta condicao, na verdade, pode ser desdobrada em duas outras:

1. Os observéaveis tém propriedades fisicas independentes da observagao, hipétese conhecida

como realismo;

2. Para dois observaveis causalmente desconectados (ou seja, quando as medigoes sao efetuadas
ao mesmo tempo e considerando o fato de que influéncias fisicas nao podem se propagar mais
rapido que a luz) medigdes em um deles ndo podem influenciar o outro instantaneamente.

Hipétese conhecida como localidade.

De posse dessas hipdteses constréi-se uma quantidade fisica que obedece a elas e a uma

certa desigualdade que envolve probabilidade de eventos cléssicos, portanto, nao incompativeis,
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conhecida como desigualdade de Bell. Mas os experimentos subseqiientes & publicacao do artigo

de EPR?**?! invalidam o argumento deles e concordam com a Mecéanica Quéantica, porque a
violagao da desigualdade de Bell surge como um resultado experimental.
Para analisar alguns aspectos desse problema mais a fundo retomamos o projetor (2.42) e o

reescreveros Ccommo

20; “its gip O cog O
ﬂgi) (]) _ COS 5 e Sin 5 COS 5 , (31)
id; «iny Bi 0; :.20;
e S1n D) COS D) S1n

2 j

e considera-se a situacao mostrada na figura 3-1. Um sistema de spin-zero ¢ dividido em duas

particulas de spin-1/2, e os spins sdo, entao, anti-correlacionados (singleto). Uma particula do

par é destinada a Alice e a outra ¢é destinada a Beto:

1
[YEpR) = 7 (11405) —[0418)) - (3.2)

/ 5 v : 4 \
ALICE 2 BETO
X

Figura 3-1: Alice e Beto compartilham um par de particulas cujo estado é correlacionado. O

desenho situa-se no plano xz porque escolhemos ¢ = 0.

Para simplificar trabalhamos no plano xz, ou seja, fazemos ¢ = 0 em (3.1) e calculamos a

probabilidade conjunta de detecao simultdnea das duas particulas

P(+1;+2) = (Vppgl ﬂgrl) (A) ﬂ(f) (B) [Yepr)

1 —
= sin? w (3.3)

A probabilidade da particula de Alice ser detectada em 6; independentemente da medicao na

particula de Beto, é dada por

. 1
P (A) = (Wppal T (A) [0ppr) = 5. (3.4)

Por outro lado, Alice nao tem controle sobre o resultado da medicao de Beto pois, independen-

timente do resultado da medicao dela, temos

1
2
PP (B) = 3.
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Consideremos agora a probabilidade de que a particula de Beto seja detectada com o aparelho

de medi¢ao na direc@o 5 se sabemos que a particula de Alice foi detectada em 6, (probabilidade

condicional)
P(+1;+2) sin? 01 — 0,

P(4a|+1) = —=5—— =
ST T

(3.6)

Temos que

1, para 0, — 0y = £71
P<—|—2|+1> = . (37)
0, para 6 — 05 =0

Logo, o resultado da medicao na particula de Beto parece ter sido influenciado pelo resultado
da medicao na particula de Alice, mesmo que os dois estivessem bem separados no momento da
medicio. Este é o paradoxo da nao localidade. E um paradoxo porque EPR supdem a hipétese
da localidade.

Entretanto, Alice ndo pode enviar informacao para Beto, em velocidade mais rédpida que a
velocidade da luz, apenas ajustando o seu dngulo de medicao 6. Isto porque, ajustar o angulo
61 nao garante a deteccao na direcao 0, da particula de Beto, exceto no caso em que a particula
de Alice é detectada em 6, (deve ser lembrado que Pf) (A) =1).

O projetor complementar a (3.1) é obtido fazendo-se as substitui¢oes ; — m7—0; e ¢, — ¢, +7

na equacgao (3.1)

o sin? & e~ i gin & cos &
(@) ¢ - 2 2 2
mog={ 7 2 . (38)
e'i sin 5 cos 3 cos” F

J

Por simplicidade consideramos projegoes no plano xz (¢, = 0 em (3.8)) e calculamos

. 281_02

P(i+2) = (Dl I (AP (B) Woppr) = 5 sin? 22, (39)
P(oii=2) = Wopal 1% (AT (B) [gp) = J sin? 22, (3.10)
P(orits) = (el 10 (A) TP (B) [0p) = 3 cos? P2, (311)
P(ii=s) = (el I (A) I (B) [0p) = 7 cos? P22, (312)

que sao, respectivamente, as probabilidades de ambas as particulas, de Alice e de Beto, serem
detectadas (cada uma ao longo do eixo do detector); de ambas néo serem detectadas; etc.

Fixar o angulo 0; de Alice ndo garante que o estado de Beto seja projetado ou nao (que Beto
detecte ou nao detecte a particula), pois podemos fixar o angulo de Alice, mas Beto nao tem

informagao sobre o resultado das medigoes na particula de Alice (ela pode detectar ou nao uma
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particula na direcao ;). Observa-se que

P (+0,]0) = % (

P(4+1;42)  P(—1;+2) 1
> =3 (3.13)

POy PP (A

onde soma-se sobre os valores +6; e —f; pelo fato de Beto nao ter informacao sobre o resultado

da medicao na particula de Alice. Ou, equivalentemente
P (4+02)01) = P (415 +2) + P(—1;+2) . (3.14)

Entao, fixando o angulo 6, a probabilidade de Beto detectar a particula na direcao 0, é dada
pela mesma probabilidade de Alice detectar a particula em 6; independentemente de qualquer
medicao na particula de Beto

P (+6,]01) = PV (4) = (3.15)

1
5
Isto ¢ o mesmo que afirmar que a equagao (3.14) diz que, na verdade, nao se considera o resultado
da medicao na particula de Alice e faz-se apenas a medi¢ao na particula de Beto independente-
mente do que Alice obteve como resultado.

Como a equagao (3.15) independe de 6y, conclui-se que fixar o angulo ¢; de Alice ndo causa
influéncia sobre o resultado da medigao na particula de Beto (a probabilidade de detecgao em 65

é de 50%). O principio da causalidade é preservado.

3.1.2 Correlagcoes em duas particulas e correlacoes em uma tnica

particula

A correlagao entre duas particulas é definida como

i (12) = {1 -7 (1) - 3 (2). (3.16)
com |C12 (1,2)] < 1. Em termos de projetores, tem-se

A A

1< (v ‘ (0 (1) - 12 (1)) (P 2) - 12 (2)) ‘ RSt (3.17)

Experimentalmente costuma-se utilizar a funcao correlagao escrita como

Ci2(1,2) =

(3.18)

A A

(0] (2 0+ 1 ) (12 @)+ 12 )| v)

Assim, mesmo se houver imperfeigdes na deteccao, fica assegurado que |Cio (1,2)] < 1.
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Para o estado EPR |1 pg) vamos calcular, explicitamente, a correlagao

Crz(1,2) = (pppl (19 (1) -1V ) (AP (2) = 1% 2)) [V )
= P(+1;+2) + P(—15—2) = P(+1;—2) — P(—1; +2)
= —cos (0] —0s)

= —fy 7o (3.19)

Para 6, — 05 = 7, os detectores orientados estao na mesma dire¢do mas em sentidos opostos, e
como o estado EPR é um estado singleto, hé perfeita correlacdo das medigoes, Ci5(1,2) = 1:
quando a particula de Alice for detectada, a particula de Beto também serd, e quando a particula
de Alice nao for detectada, a particula de Beto também nao serd. Agora , para #; = 0y, 0s
detectores orientados estao na mesma direcao e no mesmo sentido, e como o estado EPR é
um estado singleto, hd uma perfeita anti-correlacdo das medigoes Ci5(1,2) = —1: quando a
particula de Alice for detectada, a particula de Beto nao serd, e quando a particula de Alice nao
for detectada, a particula de Beto sera.

Agora, vamos definir a correlagdo entre duas diregoes para uma unica particula, conforme

foram definidas para duas particulas

Cia(1) = rp(1) (M (1) =1 (1)) (AP (1) - 1@ (1))
— P+++P77—P+,—P,+
= Py, (3.20)

que é o mesmo resultado obtido para duas particulas, a menos do sinal. Essa é uma nova maneira

de olhar para o EPR. Este resultado foi obtido de outra forma por Scully, Walther e Schleich®.

3.1.3 Desigualdade de Bell para duas particulas

No experimento EPR, consideremos as seguintes identidades entre as probabilidades de medicao

conjunta
P(+1;+3) = (P (41,2543, +4) + P (41, =25 +3,+4)) + P (+15+3, —4) (3.21)
P(+1;44) = (P (41, +2;+3,+4) + P (41, —2;+3, +4)) + P (415 =3, +4), (3.22)
P(42;+3) = (P(+1,+2;+3,+4) + P(—1,42;+3, +4)) + P (2543, —4), (3.23)
P(49;44) = (P (41,42 +3,+4) + P(—1,+2;+3,+4)) + P (+2;—3,+4) . (3.24)
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Das equagoes de (3.21) a (3.23), obtém-se facilmente uma desigualdade de Bell. Inicia-se com

P (+1;43) + P(+9;+3) = P (41,4243, +1) + P (+1, —2;+3,+4) + P (+1;+3, —4)

+P (+1, 25 +3, +4) + P (=1, +2; 43, +4) + P (+2; +3, —4)3.25)
Usando as equagoes (3.22) e (3.24), nota-se que a equagao (3.25) pode ser reescrita como

P (+1;43) + P (+9;+3) = P (+2;+4) — P (+2; —3, +4)

+P (+1; —|—4) - P <—|—1; —3, +4) . (3.26)
Como classicamente, as probabilidades sao positivas, isto implica que
P (42;+4) + P (+1;+4) > P (41;+3), (3.27)

que é uma desigualdade do tipo Bell; Scully e Zubairy® obtiveram essa mesma desigualdade de
modo diferente. Considerando a forma da probabilidade (3.9), a desigualdade (3.27) é violada

para a escolha de dngulos

7 ™
9125, 9220, 932069421, (328)

Ccomo

0,15 > 0, 25. (3.29)

3.1.4 Desigualdades para uma tinica particula

De maneira andloga, pode-se construir uma desigualdade para uma unica particula. Para isso

consideramos as pseudo-probabilidades* definidas na equacao (2.149) e escrevemos

PJ(rlf) = P+ Py, (3.30)
Pﬁg) = P+ Py, (3.31)
Pﬁf’) = P+ P (3.32)

Somando (3.30) com (3.31) e subtraindo (3.32), obtemos

1,2 2,3 1,3
P+ PEY - PLY = P 4 Py

+P iy + Py — Py — Piyy (3.33)

*Quando omitimos os indices superiores ((4,7) = (1,2),(2,3),(1,3)), que especificam diregdes envolvidas

nestas "probabilidades" conjuntas, estamos supondo que as dire¢bes sdo 6bvias e ndo precisam ser especificadas.
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Ou seja,

P& 4P =PYY 4Py (3.34)

Novamente o argumento é que classicamente probabilidades sao positivas, permitindo obter
a desigualdade:
PP yp_ —PYY >0 (3.35)

Lembrando que, para ¢ = ¢; = ¢, = 0 (plano zz), temos
iy 1
Pijf) =1 [1+ cos (0; —6;) + cos (6 —6;) + cos (0 — 6,)], (3.36)
onde 6 caracteriza um estado puro de um spin polarizado no plano xz, e

P, = % (1 — cos (1 — 63) + cos (6, — 63) — cos (02 — 03) + cos (6 — 0) — cos (6 — 6)
1 1
+cos (03 — 0) — 3 cos (01 — 03) cos (05 — 0) — 3 cos (01 — 03) cos (65 — 0)

1
—3 cos (0 — 03) cos (61 — 0)) : (3.37)

e ainda, considerando ¢ = 7 /4, 0, = qualquer, 6, = 7, 05 = %, obtém-se

1 1 1 2 1 4
(R — — _ 1 —_— _— > .
<8 \/§)+(8+3\/§>Sln01+< 8+3\/§>C0891_0, (3.38)

e para 6, = m, obtemos a seguinte violacao

—1,4>0. (3.39)

3.2 A teoria da informacao de Jaynes

A teoria da informacao possibilita estabelecer funcoes distribuicao com base em conhecimento
parcial sobre um determinado sistema, e permite fazer uma inferéncia estatistica chamada esti-

112 O operador estatistico assim construido provém do

mativa pela maximizacao da entropia
principio da mdxima entropia.
A teoria de probabilidades se desenvolveu segundo duas diregoes conceitualmente distin-

11.22. a escola objetivista (Von Mises, 1957; Popper, 1959;

tas, mas matematicamente idénticas
Keynes, 1943; Carnap, 1950) e a escola subjetivista (Ramsey, 1926; De Finetti, 1972). A escola
objetivista se divide em duas outras: a escola freqiiencista (Von Mises, 1957; Popper, 1959) e a
abordagem ldgica (Keynes, 1943; Carnap, 1950).

A escola objetivista considera a probabilidade de um evento como uma propriedade fisica



48
objetiva daquele evento, e sempre é possivel, em principio, de ser medida experimentalmente

pela observacao de freqiiéncias em que aparecem em um experimento. Por outro lado, a escola
subjetivista considera as probabilidades como expressoes da ignorancia humana; a probabilidade
de um evento é simplesmente a nossa expectativa de que ele ocorrerd ou nao, baseada em alguma
informacao parcial disponivel e, entao, a medicao de outros observaveis, nao conhecidos, nao é
realizada, mas sim inferida.

Na teoria de Jaynes supoe-se conhecer os valores esperados do conjunto {<X 1> s <Xn>},
obtidos de medigoes experimentais. A partir disso, deseja-se inferir o valor esperado de outras var-
idveis ndo pertencentes ao conjunto dado. Para se calcular diretamente (sem inferéncia) precisa-se
conhecer a matriz densidade p. Mesmo que o conhecimento do conjunto {<X 1> s <Xn>} nao
seja suficiente para determinar o operador estatistico p com o méximo de informacao possivel,
podemos construir um operador estatistico, sendo o menos enviesado possivel, a partir, somente,
da informagao disponivel. Para isso, vamos maximizar a entropia, sujeita as condigoes de vinculo

associadas aos valores médios conhecidos. Entao, definimos o funcional
S[p] = ~trplnp = 3 Atr (pXn) = dotrp, (3.40)
m=1

onde os elementos do conjunto {\,,, m =0, ..., n} sdo os multiplicadores de Lagrange. Aplicando

o cdlculo variacional e fazendo uma variacao aleatéria dp, obtém-se

A

p = exp

—(1+X) T — zn:xmf(m] . (3.41)

m=1

Impondo a condi¢ao de normalizagao, trp = 1, resulta em

exp (— > Ame>
m=1

= é (3.42)

>

InZ =1+ Ao, (3.43)

onde
Z =trexp (_Z)‘WXW> (3.44)
m=1

¢é a funcao particao ja conhecida da Mecéanica Estatistica.
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Com o objetivo de determinar os valores médios <Xl>, calculamos a derivada

n AP
—1rexp (— Ame> = —trz m=1

= —ir

Por outro lado, observamos que

(%) - 7 (e <fﬁm)€m>) (3.46)

e comparando a expressao (3.46) com (3.45) e utilizando a definigdo da derivada da fungao

logaritmo, concluimos imediatamente, que

A IV
<Xl> =g ImZ=-5 (3.47)

Usa-se o operador estatistico para calcular a entropia
S=—trpnp=Y Au <Xm> +InZ (3.48)
m=1

e isto, juntamente com a equagao (3.47), implica que

(3.49)

e também se verifica, obviamente, que
oS

o =0 (3.50)

o que significa que o conjunto de parametros {);, [ =0,...,n} é aquele que torna a entropia S
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maxima.
3.2.1 Inferéncia em 1-qubit

Primeiramente, consideremos o exemplo onde é conhecido o valor médio <X1> = (11 - 0).

Utilizando a equagao (3.42), escrevemos

o Nif1d

e — 51
p 2 cosh \; (3.51)
O propio valor médio (71 - &) calculado em termos de p é dado por
<TA'1 . 5> = —tanh )\17 (352)
ou seja, estabelece-se uma relacao entre o valor médio e o multiplicador de Lagrange
A1 = tanh™! (— (7, - 7)), (3.53)
e
S =X (F1-7)+In(2cosh \;). (3.54)
Pode-se inferir o valor médio de uma segunda varigvel X, = (T - &), obtendo-se
<X2> — i fatanh ) (3.55)
= Py <X1> . (3.57)

Vé-se que se 75 for ortogonal a 7y, nada pode ser inferido, um resultado muito interessante, pois
diz respeito apenas a geometria do problema. Notamos que os valores médios <X 1> e <X2> Sa0
linearmente dependentes.

Agora, consideremos o exemplo onde sao conhecidos os valores médios
{Xi=(r-3), Xo= (i)}, (3.58)

Utilizando a equagao (3.42), escrevemos

e—)\lfl-ﬁ—)\gfz-&'

D= —— 4] = \iT1 + o7 = |d;]. 3.59
P 5 cosh a, , ai 171+ AoTa, a1 = || ( )
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Assim, inferimos o valor médio de uma terceira varidvel, X3 = (73 - &), obtendo

N tanh a R . R

<X3> = — a ! ()\17"1 + )\27"2) - T3. (360)
1

Se 73 for ortogonal & combinacao linear A7y + Ao7s nao é possivel inferir nada sobre <X3>

Por 1ltimo, considere o exemplo onde é conhecido o conjunto de valores médios
{(F1- ) (P2 0), (F5-0)}. (3.61)

Neste caso, o operador densidade pode ser escrito como

—a2-0
e 2

A:—_):)\A )\A )\A :_‘, 362
P 2 cosh ay’ as 171 + Aafg + Ag's, as = |ds ( )

O operador (3.62) deve ser igual ao operador densidade com méxima informagcao sobre o sistema,
pois, se as direcoes #(1), #2) e #(3) ndo sdo co-planares, o conjunto (3.61) contém toda a informacao

que se pode extrair do sistema. Logo, fazemos a identificagao

i 1 /. ds
A —— (] —=2Z=.Ftanh 3.63
P~ Scoshay 2 ( a 7T a2> ’ (3.63)
com
1 /- _,
f):§<I+P-6> (3.64)
e escrevemos o vetor polarizagao
- tanh
p=_2%a. (3.65)
a2
Multiplicando escalarmente por ds, obtemos
P .dy, = —aytanh as, (3.66)
verificando-se a desigualdade
0 < |P| = [tanhay| < 1. (3.67)

Para expressar o parametro A\; em termos dos elementos do conjunto (3.61), reescrevemos o

vetor polarizagao como
tanh as

P=-

(M71 4 Aafe + A373) (3.68)

a2

e, efetuando produtos vetoriais, obtemos

tanh as

(13 A fz) Ay = — A (F1 A 7o) AT, (3.69)

a2
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ou seja,

tanh as R R R
( A\ 2)/\7“3 (7“1/\7“2)/\7“3
a2

_ [ r37§-+r2< ﬁ)].p¢1@343)+fzﬁe-ﬂﬂ

= [< >T3 7“2 <X2>f3'f2f3'f1

—<X3>7”2 -7“(1)7"3'722+ <X3>723721:| . (370)

Por outro lado, o conhecimento dos elementos do conjunto (3.61) permite determinar o vetor

polarizacao, pois

(7-5) = a9P 4+ 2P, + 2P, =2PM —1 (3.71)
(Fy-3) = 2P, +20P, + 2P, =2P? —1 (3.72)
(75-3) = PP +29P, + 2P, =2P® —1 (3.73)

Nas equagcoes de (3.71) a (3.73) podemos isolar as componentes do vetor polarizacao P,, P, e P,

em termos das medigoes de contagens. O conhecimento do vetor polarizacao permite escrever

L tanh
Gy P = <Xa2> _ aI; @, (3.74)
2

Assim, podemos escrever o parametro \; a partir das equagoes (3.70) e (3.74),

A= - [<X1>(7“3'7"2)2—<X2>7‘3'7“27“3'7‘1
(%er)
—<X3>7A“2'f1723'f2+<X3>f3'72(1)}- (3.75)

Podemos proceder de forma andloga para calcular \; e As.

3.2.2 Inferéncia em 2-qubit

A fim de verificar, rapidamente, a influéncia do processo de inferéncia no estudo da informagao

contida em sistemas com mais de 1-qubit, consideremos trés exemplos simples:
1. Conhecemos o valor esperado (71 - & (1)) ;
2. Conhecemos o valor esperado (73 - 7 (2)) ;
3. Conhecemos o valor esperado (71 - 7 (1) 75 - 7 (2)) .

Assim, teremos trés operadores estatisticos, um correspondente a cada exemplo:
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3. (5 (1)g-5(2)).

Para o operador p (1) = 3 <f(1) — 71 -6 (1) tanh /\1>, temos

tr(p(1)7s-3 (1)) = —tanh Ay - 7, (3.76)
tr(p(1)ry-5(2)) = 0, (3.77)
tr(p(1)rs-a(1)ry-3(2)) = 0. (3.78)

Para o operador p(2) = 3 (f (2) — 75 - 7 (2) tanh )\2) , temos
tr(p(2)r3-5 (1)) = 0, (3.79)
tr ([A) (2) 724 . 5(2)) = —tanh )\2722 . 724, (380)
tr(p(2)rg-a (1) -5 (2)) = 0. (3.81)

Para o operador

h(1,2) = i (T 1 (@)~ 13 (1) 727 (2 tanh Ay) (3.82)

temos

tr(p(1,2)74-6(2)) = 0,

tr (ﬁ(l, 2) T‘A3 . 5(1) f4 . 5(2)) = —fl . 7237‘A2 . f4 tanh)\g. (383)

Da equagao (3.83) vemos que se a diregao 71 (particula 1) for ortogonal a direcao 73 (particula 2)
ou se a diregao 7y (particula 1) for ortogonal a 74 (particula 2), nada pode ser inferido. A mesma

equagao informa que
A3 = tanh ™ (— (7, - 7 (1) 7y - 7 (2))). (3.84)



Desigualdade de Bell com informacgao parcial

O conhecimento experimental do seguinte conjunto de "probabilidades conjuntas"

{P (+1;+2), P(4+15—2), P (=1;+2) , P (=15 —2)}

(3.85)

é suficiente para o conhecimento da variavel (71 - & (1) 79 - 0 (2)), e através desta varidvel inferi-

mos o operador estistico (3.82). Como esta varidvel contém apenas informagao parcial sobre o

sistema, queremos verificar a violacao da desigualdade de Bell para o operador estistico inferido

e comparar com violagao quando hd maxima informacao sobre o estado. Para isso, consideremos

a desigualdade de Bell
P(+a,+B) + P(+5,+c) = P(+a,+c)-

Cada uma das probabilidades indicadas podem ser calculadas seguindo o modelo

P(+a+5) = tr(p,200 0P 2))
1

= Z(l—f1~fAf2~thanhA3).

E da equacao (3.84), temos que

1 S N
P(+A,+B):1(14‘7“1'7”A7"2‘7’B<7”1'0(1)7“2"7@)))-
Analogamente,
1 A A~ A~ A~ A — A —
P(+B,+c):1(1‘1‘7“1'7”37“2'7"0(7”1'0(1)7”2'0<2)>)
e
1 ~ Ao ~ A — A —
P(+A»+C):Z(1+T1'TATQ'TC<T1'0(1)T2'U(2)>)'

Para um estado EPR, as probabilidades se escrevem como

1
P(4+a,+B) = 1 (14 cos(01 — 04)cos (0 — Op) cos (61 — 03)) ,
1
P(+B,+c) = 1 (1 + cos(y — Op) cos (02 — 0c) cos (01 — 02))
e
1
P(4a4,+¢c) = 1 (14 cos(f; — 64)cos (0 — Oc) cos (01 — 6)),

pois a correlagdo (71 - 0 (1) 7 - 0 (2)) = cos (0, — 02) é conhecida.

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)
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No caso onde hd méxima informacao sobre o estado EPR, temos

P(+a,+B) = %sin2 <0A ; QB) ; (3.94)
P(+p,+c) = %sinQ (9’9;90) (3.95)
€
1 04— 0
P (44, +c) = 581112( 4 5 C) . (3.96)

As probabilidades (3.94) a (3.96), para a escolha de dngulos

0r = 0, (3.97)
T
g = 1 (3.98)
e
T
Oc = BL (3.99)
substituidas na desigualdade (3.86), resultam na violagao
0,15 > 0, 25. (3.100)
Por outro lado, as probabilidades (3.91) a (3.93), para
e
0, =0 (3.102)

com os mesmos valores de 04, 0 e 6¢, ndo produzem violagdo da desigualdade (3.86), pois
obtemos

0,68 > 0, 25. (3.103)

Assim, concluimos que a falta de informagdo em (3.82) pode se refletir em uma violagao

menor, ou mesmo em nao violacao da desigualdade de Bell, para algumas situacoes.
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3.3 Sistema para interferéncia de um tnico atomo

3.3.1 Descricao do gedankenexperiment da dupla-fenda

Quem primeiramente mencionou o conceito de "probabilidade negativa" foi Feynman®. Porém
ele nao justificou nem deduziu tais "probabilidades". Nesta se¢ao iremos descrever a proposta de
Scully, Walther e Schleich® para a abordagem de Feynman para probabilidades negativas. A parte
da dedugao da fungao distribuicao de pseudo-probabilidade j4 foi feita no capitulo anterior. Re-
produzimos, entao, nesta secao, os resultados relativos a aplicacao da funcao distribuicao para as
correlagoes envolvendo o padrao de interferéncia, buscando interpretar as pseudo-probabilidades;
no final da secao concluimos que o argumento dos autores, para uma interpretagao de probabili-
dade de projecao conjunta em uma unica particula, nao é convincente. Assim, na secao seguinte,
propomos uma melhor argumentacao.

O esquema (veja figura 3-2) consiste de uma fonte emissora de dtomos de Rydberg! e uma
montagem micrométrica composta das seguintes partes: um par de colimadores, que sao duas
fendas cuja largura é maior que a largura do par de fendas onde se origina o padrao de in-
terferénciat; um par de cavidades detectoras colocadas entre as fendas colimadoras e as fendas

1624728 " que fornecem a informagao sobre qual o caminho

difratadoras (detectores "qual caminho
seguido pelo dtomo®; o prépio par de fendas onde se origina o padrao de interferéncia e uma tela
onde serd registrado o padrao de interferéncia.

No esquema, um laser excita o dtomo para um estado de Rydberg de longa vida [i) — |e).
Este segue em frente na direcao z e quando ele passa através da cavidade do detector de "qual
caminho" pode ocorrer ou nao a transigao |e) — |d). Se ocorrer, haverd emissao esponténea de
um féton. Se um féton for deixado pelo dtomo na cavidade 1, o estado do par de cavidades serd
11,02) (]1102) denota um féton na cavidade 1 e nenhum féton na cavidade 2), e se um féton for
deixado pelo d4tomo na cavidade 2, o estado do par de cavidades serd |0;12) (]0;112) denota um
féton na cavidade 2 e nenhum féton na cavidade 1). Supoe-se que as duas cavidades sao idénticas®

e que, portanto, ha igual probabilidade de um féton ser deixado em uma ou outra cavidade (o

atomo pode "passar" pelas duas cavidades ao mesmo tempo), logo podemos imaginar que as

t Atomos de Rydberg sio dtomos grandes, que possuem um elétron em um estado de nimero quantico "muito
grande"(ndo existe uma referéncia para a definicdo de grande, para interesses praticos n > 15 ¢ bastante sat-

isfatério??)

, € que possuem um momento de dipolo grande, podendo ser usados para interagir com campos

eletromagnéticos. Esses dtomos de Rydberg se parecem muito com dtomos de hidrogénio.

tO comprimento de onda da onda atémica deve ser maior que a distancia entre as fendas e maior que a largura
das mesmas.

§Supoe-se que o feixe atémico é de intensidade muito baixa, tal que os dtomos sdo enviados um a um.
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cavidades estejam em um estado simétrico

) =::;;=(|1 102) +(0112)) (3.104)

ou anti-simétrico

15) = == ([1102) — [0112)) . (3.105)
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Figura 3-2: Um feixe atdémico passando por uma dupla fenda tem seu padrao de interferéncia
destruido ao detectarmos por qual fenda cada dtomo passa6.

O experimento de duas fendas sem presenca de um detector, que permita determinar qual o

caminho seguido pelo dtomo, tem a sguinte funcao de onda atémica

v (R)) = 55 01 () + 0 ) 0. (3.106)

que ¢é valida para a regido entre as fendas e o anteparo. O vetor de estado |i) denota o estado

interno do dtomo. Assim, a densidade de probabilidade na tela apresenta interferéncia

P (#) -

O fendémeno pode ser visualizado na figura 3-3, de onde vemos que

[ty (PO + [ty (72) P + 005 (71) ¥y (72) + 1y (F) 05 (7%2)] - (3.107)

[\Dlr—t

7y — i =2d (3.108)

e também

R=7+d (3.109)
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logo, de (3.108) e (3.109), temos

R=7+ = : (3.110)

Figura 3-3: As funcoes v, (7)) e 1, (73) correspondem as fungoes associadas a cada fenda. A
origem do sistema de coordenadas estd no ponto O, assim 7 = 2’ + (5 — 0?) ery =2+ (E + of)

Vamos, entao, considerar o experimento de duas fendas onde o detector de "qual caminho"
estd presente (figura 3-2). Neste caso, o estado do dtomo ficard emaranhado com o estado do par

de cavidades, sendo escrito como

‘\If <ﬁ>> = a(ty (17) [1102) + 3y (72) [0112)) @ |d)
+8 (¥1 (1) + 15 (72)) [0102) ® |e), (3.111)

onde

laf? +18° = 1, (3.112)

e supoe-se que a probabilidade do d4tomo nao deixar um féton na cavidade que atravessa, é muito
pequena

16)* << 1. (3.113)

A parte espacial do estado (3.106) se emaranha com o estado do par de cavidades quando h4

emissao espontanea. Em contraste com a equagao (3.107), a densidade de probabilidade agora é
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Cavidade | Spin-1/2
1:02) | [+2) = [1)
0:15) | |=2) = 10)
) |+)
) =)

Tabela 3.1: Detector "qual caminho" e a notagao de spin-1/2.

dada por

P(R) = 11w @A) = laf (o) (7 + [, (7))
1B [ (P + [y (72)” + 97 (71) 9 (2)
1y (71) Y3 (72)] (3.114)

Entao, pode-se observar uma interferéncia muito fraca, dependendo do valor de |3 |2, ou seja, se
|8]* << 1 a interferéncia praticamente desaparece.

Entao os presentes resultados, mostram que o objetivo de Einstein é realizdvel: é possivel obter
informacao sobre qual caminho sem apelar para o argumento de espalhamento incontroldvel ou
reducao da funcao de onda. Por outro lado, o pensamento de Bohr também nao é contrariado
pelas consideragoes desse experimento, pois o comportamento de onda (interferéncia) desaparece
logo que alguém é capaz de dizer por qual caminho dtomo passou. Entao a perda de coeréncia
nas medicoes em sistemas quéanticos pode sempre ser atribuida as correlagoes entre o aparelho de
medida e o sistema observado. Dito de outra forma, a informacao é transferida para um aparelho
de medida e isto pode mudar o resultado do experimento.

Essas consideractes sao baseadas principalmente nos avancos em Optica Quantica, em partic-

2428 Neste gedankenexperiment ¢ possivel

ular no desenvolvimento das técnicas do micromaser
em principio, e realizdvel na prética, para um datomo de Rydberg grande efetuar a transicao a — b
com probabilidade 1. Isto pode acontecer mesmo que a cavidade nao contenha nenhum féton
inicialmente.

Observamos que o estado da cavidade é algebricamente isomorfo ao estado de um spin-1/2

(veja tabela 3.1). Com isto, diz-se que & possivel reproduzir a édlgebra su(2) em termos dos

estados da cavidade. De fato, tem-se

G, = I — 1 =10) (1] + |1) (0] = [0115) (1,05] + [1,05) (0115], (3.115)

oy = TP —TY = —i(j0) (1] = 1) (0]) = =i (|0112) (1102] = [1102) (01 1a]),  (3.116)

6. = TP —11% =10) (0] — |1) (1] = [0115) (01 15] — [1505) (150] . (3.117)

Para calcular probabilidades conjuntas, mesmo classicamente, calcula-se a estatistica das
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duas realizacoes simultaneamente, e nao seqiiencialmente. No caso quéntico os observdveis nao
comutam entre si e deve-se, assim, calcular a média no estado do sistema do produto simetrizado
dos projetores para obter as "probabilidades conjuntas". O resultado calculado fornece as pseudo-
probabilidades.

Por exemplo, a "probabilidade conjunta" do dtomo atravessar a cavidade 1 (|1;02)) e do

estado das duas ser o estado simétrico |s), é

P — <q, '% {|1102> (1,05] @ [5) (8], % (11105 + 0112)) ((110] + <0112|)}' \p> (3.118)

onde os estado |¥) ¢ dado pela equagdo (3.111). Essa média nao depende do estado interno do

atomo |b) e tudo se passa como se o estado |¥) fosse dado por

(W) =y (7) 1) + 5 (7) [0) (3.119)

e a "probabilidade" é calculada como

{iaat 30+ 1ot + o )

{ﬂ(f), Hf)}’ qf> . (3.120)

P++ - <\I/‘

_ <\p‘

Em uma direcao de propagacao 7; o pacote de onda pode ser escrito em termos do mdédulo

N~ N

do vetor posicao ||, como se fosse um pacote de onda unidimensional

Uy (I71]) =y ( 7+ (5— cf) D (3.121)

%(Wzl)zwa()iJr (5+5)D. (3.122)

No artigo original® os autores escolhem estas fungoes como pacotes de onda Gaussianos de forma,

M2 )2 2He-d)?) (-2
= Ne_%wlee_Z‘_uﬂlL = Ne_( w2 )6_1( w2 )
1 (€)
2 22 (g=d? (e=d)?
— Newre e m? it (3.123)

e usam apenas a parte da funcao (3.123) que depende de &, assim

_g=a? (g=a)?
2

Uy (§) = Ne wt et (3.124)

onde N é o fator de normalizacao, d é o espacamento das fendas, £ é a varidvel transversal sobre
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a tela e w é o parametro que governa a largura do pacote de onda. Para obter v, (§) basta

trocar d — —d na equagao (3.124). A justificativa para a escolha de uma fungdo gaussiana e
escrevé-la como na equagao (3.124) nao é dada pelos autores. Porém, ndo é muito dificil intuir
que tal funcao deve ser oscilante, como um co-seno, por exemplo, e que deve ser modulada por
uma exponencial, pois a altura dos picos deve reduzir-se rapidamente quando nos afastamos do

pico central. Alguém poderia, entdao, "chutar" a funcgao

) 2
¥, (§) = Ne™ w2 57 cos (€=d) :

(3.125)

Porém, suponha que calculemos, com esta funcao de onda, as probabilidades marginais¥ P, , +

= [, (&)]? e P_y+P__ = |1, (€)|? que sio, respctivamente: a probabilidade do d4tomo passar
pela fenda 1, deixando um féton na cavidade 1, tal que o estado do detector "qual caminho" se
torne |11, 02); e a probabilidade do d4tomo passar pela fenda 2, deixando um féton na cavidade
2, tal que o estado do detector "qual caminho" se torne |01, 15). Agora, notemos que se o
féton passa por uma das cavidades nao deve haver interferéncia e, contrariamente a esse fato, as
funcées |1, (€)* e [, (€)]* apresentardo um padriio tipico de interferéncia. Assim, concluimos
que a fungdo de onda conveniente para o experimento é a (3.124).

Calculando a pseudo-probabilidade (3.120) e as outras, obtém-se

Poo() - %(wl( OF + 5 1w (© +cc}) (3.126)
P (6) - %(wl -2 (wi ) +cc}) (3.127)
P = %(wz OF + 5 {1 (©) +cc}) (3.128)
P_(e) = %(wz OF — 5 10 (© +cc}) (3.129)

que se escrevem explicitamente como

1|tz (E42) 4ed]

P (§) = §N2 e T e mE cos —52 ; (3.130)
1. ., [ ea? (€42 4£d_

P+_ (f) = §N e 2w — e 2w?2 COS _w_2 y (3131)
1. ., [ a2 (£4) 4£d_

Poi(§) = 5N |75 4w s (3.132)
L[ e () ]

P__(& = §N2 et — e mT cos —52 . (3.133)

w

YAs probabilidades Py, P,_, P_, e P__ estdo definidas logo abaixo.
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As equagdes de (3.130) a (3.133) sao desenhadas nas figuras 3-4 e 3-5: (a) P, é a "probabil-
idade conjunta" da particula passar pela fenda 1 e o detector "qual caminho" (duas cavidades)
ficar no estado simétrico |s); (b) Py_ é a "probabilidade conjunta" da particula passar pela fenda,

1 e o detector "qual caminho" ficar no estado anti-simétrico |s); (c) P_ é a "probabilidade con-
junta" da particula passar pela fenda 2 e o detector "qual caminho" ficar no estado simétrico

|s); (d) P__ & a "probabilidade conjunta" da particula passar pela fenda 2 e o detector "qual
Essas correspondéncias decorrem naturalmente

caminho"  ficar no estado anti-simétrico |S).
das propriedades discutidas anteriormente, assim, na verdade, nosso calculo de "probabilidades

conjuntas" se refere a duas propriedades das cavidades.

067,
++ I:. "-, (a}
051 |
04
|
)
b3+ N
|I -"l;. .
II \,J";‘-
[0.2 \
)
| o] \.
N\ f N
// I"-. { -
-1 08 -06 04\ -0p 02 04 06 08 1
F.- RS
0.51
I
04{ |
.II II
037
-/ \". |
fy |
1 II
\02q | Y
'.I ! Y
|I |I N,
o] | \
1 lIlI ‘\‘\-
-1 08 08 H4 02 02 04 06 08 1

Figura 3-4: Pseudo-probabilidades apresentando negatividade®
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0.6

Fa |
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v (c)
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u.a.—: |
— 1 1 I|
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/ 01 |
’./f | f/ .
. /N
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Figura 3-5: Pseudo-probabilidades apresentando negatividade®.

As probabilidades marginais sao facilmente calculadas: (a) a interferéncia construtiva P (&)

P, + P ¢éencontrada perguntando-se qual é a probabilidade de termos as cavidades no estado

simétrico |s), independentemente de se saber por onde passa o 4tomo (este padrao é o mesmo que

poderia ser obtido pela funcao (3.107)); (b) a interferéncia destrutiva P (£) .. utive = £i— + P
é encontrada perguntando-se qual é a probabilidade de termos o detector "qual caminho" no es-
tado |§), independentemente de se saber por onde passa o d&tomo (este padrao de interferéncia é o
mesmo que poderia ser obtido pela fun¢ao (3.107), fazendo-se a substituicao 1 (1) + ¥, (72) —
Uy (F1) — 1y (7)); (¢) Pey + P = |1, (€)]* € a probabilidade do &tomo passa pela fenda 1,

deixando um féton na cavidade 1, tal que o estado do detector "qual caminho" se torne |1, 0);

(d) Py + P__ = |, (€)|* & a probabilidade do dtomo passar pela fenda 2, deixando um féton

construtiva ~
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na cavidade 2, tal que o estado do detector "qual caminho" se torne |0,1). Os gréficos dessas

probabilidades marginais estao nas figuras 3-6 e 3-7.

Pcomrr = P++ + P—+ II-'I I'-II (a)
{11 4
II| III
II II
peq |
| |
) 1
| {
II !I
1 0.6+ |
| 1
) |
| |
| |
I |
| 04 |
f/"\\ | | N
/ ‘\\ |'I I'| I_-"l L'\
/ Voo Vo N
/ Vo o2 \
}'r- L\ - / II-'\_./ ' ‘\
/ .
-1 - -0.8 -0.6 —0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ~ 1
A g
/ .". I." \
|II \ 0.81 .'I lll
[ [ (b)
Fow = F,_+ F__ f ',I I,' \
II I| .I I|
II | | II
| | | 1
| 0.6 { |
II II |I I|
II I I II
| | | |
I ! f I'
| i | I|I
|I IOId | I|
| | ! \
f Il II \
I | | \
|Il I | I'u
I | | |
/ / 021 | Y
! |
Ry 1] \ .
- \ 1/ ~
-lt’// I'I | \\\.
S o8 08 04 gz O 02 04 06 08 1

Figura 3-6: Funcoes densidade de probabilidades marginais.

porque advém de uma funcao gaussiana.

Sao densidades de probabilidade
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0.81

++ + -

064

0.21

0.6

0.4

0.2

-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1

Figura 3-7: Funcgoes densidade de probabilidades marginais. Sao densidades de probabilidade

porque advém de uma fun¢ao gaussiana.

3.3.2 Incerteza quantica e interferéncia de um tinico atomo

Se as cavidades forem diferentes, no sentido de que as probabilidades do dtomo passar e deixar
um féton sao diferentes para cada cavidade, o estado do sistema dtomo-cavidade nao muda sua

forma

W) = (¢ [1102) + 15 [0112)) |}, (3.134)

mas os estados da cavidade se tornam estados "rodados"

Is) — |0) (3.135)
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e
|5) — |m+0), (3.136)
ou seja,
0 .0
|0) = cos 3 |1,02) + sin 3 |0112) (3.137)
e
i 0
|7T + t9> — — sin 5 |1102> -+ cos 5 |0112> s (3138)
onde, em particular, temos
‘5> —|s) (3.139)
2
e
‘w+g> — |3). (3.140)

A "probabilidade conjunta" do dtomo passar pela cavidade 1 e esta ficar no estado "rodado"

|0) é dada por

1 )
Py =5 (@ {2, 00 ) (3.141)
onde
0 = [1,02) (1,0, (3.142)
€
. 0 0 0 0
1 = <cos 5 [1102) +sin 5 10112>) (Cos 5 (Li0| + sin o <0112|) . (3.143)
Assim,
P — b Peos? L+ Lsin 8 cos 2 (v . 3.144
et = [th1|" cos” o + 5 sin 5 cos o (VThy + ¥30) (3.144)

2 2 2 2

Por outro lado, a relagao de incerteza quantica é dada por

(] (AT w) (o] (A1) ) > ¢ o] [, 110] ) (3.145)
ou seja,
(P2 = (PO)) (P = (PO)) 2 JsinGoos (Wi —wiw). (3.140)

Utilizamos os gréficos da figura 3-8 para analisar o comportamento da pseudo-probabilidade
P, quando variamos 6. De (a) para (d) observamos que P, perde sua negatividade e gradati-
vamente se torna o gréfico para a probabilidade P, + P, _ do dtomo passar pela fenda 1.

Voltando a desigualdade (3.146) vemos que quando 6 tende a zero a incerteza minima (lado
direito da desigualdade (3.146)) também tende a zero, e isto estd de acordo com o fato de que

passamos a saber que o dtomo atravessa a cavidade (fenda) 1 com probabilidade quase 100%.
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Y,

0.1

—

0.4

02 04 06 o'Bgi-H 08 -06 -04 02 O

0.2

0.4

06

08 5 B

08 06 -04 02

-1

0 = m/50.

Figura 3-8: Dependéncia da pseudo-probabilidade P, , com o parametro 6 que especifica o estado
da cavidade. Na figura (a) 0 = 7/3, na figura (b) 6 = 7/4, na figura (c) 6 = 7/7 e na figura (d)
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Note que nao somente a incerteza minima tende a zero, pois, ja que a incerteza sobre qual fenda

o 4tomo passa tende a zero, entao o lado esquerdo da desigualdade (3.146) também tende a zero.

(2) @ (p@)>
De fato, P/ — 1e | Py Py — 0.

3.3.3 Conclusoes sobre o gedankenexperiment da dupla-fenda

Percebemos que o conceito de "probabilidades conjuntas" resiste a uma interpretacao sat-
isfatéria. O fato do dtomo passar, por exemplo, pela cavidade (fenda) 1 e, ao mesmo tempo,
deixar o par de cavidades (caracterizadas pelo f6ton depositado) em um estado de superposigao
simétrica é, aparentemente, contraditério. Se soubermos por qual fenda o d&tomo passa, estaremos
inevitavelmente destruindo o estado de superposicao das cavidades e nao haveria mais "probabil-
idades negativas". Mas essa redugao do estado das cavidades nao ocorre, pois a informagao sobre
o caminho percorrido pelo dtomo fica retida no estado do par de cavidades, que é um sistema
quantico.

As medigoes feitas pelos instrumentos de medida, sao clédssicas, assim nao temos acesso a
medicoes diretas de probabilidades negativas, entretanto podemos calculé-las a partir de quanti-
dades mensurdveis e empiricas. As "probabilidades negativas", que sao o correspondente discreto
para a funcao de Wigner, fornecem uma descri¢ao dos estados quénticos discretos similar a de-
scrigao de estados cldssicos. Sao probabilidades no senso cldssico, mas contruidas para representar
sistemas quanticos. O preco que se paga por fazer essa analogia é a introdugao da negatividade
para "probabilidades".

Entao, como as pseudo-probabilidades conjuntas nao sao probabilidades de medigao direta,
nao deve ocorrer nenhuma evolugao do estado do sistema entre um evento e outro, porque o
estado nao deve mudar entre um evento e outro. Vamos dar um exemplo pelo qual calculamos
a probabilidade de medicao seqiiencial em duas diregoes e comparamos com a "probabilidade
conjunta". Consideremos, entdo, a probabilidade de uma particula de spin-1/2; no estado |1},
passar por um filtro de Stern-Gerlach orientado na direcao +z, e depois, por outro na direcao
4z, seqiiencialmente:

H<+x ’fl(f) 13 |+2) (+2| 17

0
0

o = (v
- <¢

- g e

A

OO

2
)

(3.147)

que ¢ diferente da "probabilidade conjunta"

T,z 1 () (=2
P = = (w| {0 A} w) (3.148)
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Admitindo
0 0
|Y) = cos 3 |+2) + Sin§ |—2) (3.149)
e utilizando as expressoes
- 1
" = 5 (1+60) (3.150)
e
A 1
e = 5 (1+62) (3.151)
obtemos,
IR 2 1 1
Hn@n(ﬁ |¢)H - 5(:0522 — £ (1+cosf). (3.152)

Temos também a probabilidade de uma particula de spin-1/2, no estado |¢), passar por um filtro

de Stern-Gerlach orientado na direcao +z, e depois, por outro na direcao +z, seqiiencialmente:

ISR |¢>H2 _1 (1 +sin#) (3.153)
+ + 4 . .
Por outro lado, a "probabilidade conjunta" vale
| 6 .6 6
PJ(r+ ) = 5 (cos2 3 + sin 5 cos 5) . (3.154)

Entao, a diferenca entre "probabilidade conjunta" e probabilidade de medicao seqiiencial, é
que nas medicoes seqiienciais o estado ¢ modificado pela primeira medicao, através da projecao

do estado.
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Capitulo 4

Realizacao fisica de "probabilidades

negativas" 11

4.1 Descricao do gedankenexperiment de Mach-Zehnder

29-32 incide sobre um divisor de feixes A

Conforme ilustrado na figura 4-1, um tnico féton
(o modo Gy corresponde ao vécuo) e os dois modos ay e ag originados sao refletidos por dois
espelhos (M; e Ms) e incidem sobre um segundo divisor de feixes B. Fotodetectores (D e
D) sao colocados em cada um dos dois modos emergentes ay, e ay,. Podemos pensar em duas
montagens experimentais. Na primeira montagem, o divisor de feixes B estd presente no ponto
de intersecao dos modos ay e ag originados no divisor de feixes A. Ajustando o comprimento
de caminho dos dois modos as e a3 podemos cancelar completamente o sinal detectado pelos
detectores ou reproduzir a intensidade original de entrada. Parece evidente que o féton "segue
por dois caminhos". Na montagem alternativa removemos o segundo divisor de feixes, logo, os
detectores indicarao qual o caminho percorrido pelo féton. Como no experimento da dupla-

fenda, é impossivel, obter a informacao sobre qual o caminho e, concomitantemente, observar

interferéncia.
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Figura 4-1: Interferéncia com um tnico fé6ton. Determinados eventos neste sistema podem ter

probabilidades negativas.

O estado de inicial se escreve como

) = 10012 = fo (af) fi (al) I0o04) (4.1
onde
fo(af) =1 (4.2)
(§
fi (al) = al. (4.3)

O divisor de feixes A faz a seguinte operagao

Gy = Tady + Rado, (4.4)

a3 = Raai + Tyao, (45)

o (@g) 3 (a}) — (a;) fs (ag) - <RA il +TAa§> 3 (TAag +RAa§) (4.6)

onde R4 = isin %“‘ e Ty = cos %A, sao os coeficientes de transmissao e reflexao, respectivamente.

Os valores apresentados sao devidos ao requerimento da unitariedade (preservar o nimero de

fétons). Matricialmente, escrevemos

Qo 1sin %“‘ cos %A Qo
= (4.7)
~ 04 . Oy

as cos =& isin 2 ay
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ou
Qo —18in %“‘ cos %A as

_ ) , . (4.8)
ay cos =+ —isin =t as

Assim, o estado intermedidrio é escito como

o) = o (Radh+Tuah) fu ( Tudl + Raal ) 0205)
= Tadh |0503) + Raal |0503)

0 0
= myfumg+mméﬂmhy (4.9)
Na auséncia do divisor de feixes B, este sistema simula um qubit, pois definimos

com
(3'0 |1203> == |1203> (411)
(5]
6'0 |0213> - — |0213> y (412)
ou seja,
|1505) — |+2) (4.13)
e
10215) — |—2). (4.14)

6. = alas, (4.15)
pois
abas |0a1s) = |1505) < 6 |—2) = |+2) (4.16)
(§]
&_ = alas, (4.17)
pois

akiy |1505) = |0515) < 6_ |42) = |—2). (4.18)
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Como podemos escrever

A A A A Oy —0- . A
6, =04+06_, 6,=———— €0, =0y, (4.19)

definimos o vetor pseudo-polarizacao como

P - <O_:>¢znt ’

- <&$@+&yj+&zk> , (4.20)
P

int

Note-se que essa polarizagao nao corresponde & propriedade de polarizacao dos fétons.

O vetor pseudo-polarizagao é, entao, escrito como

= SinQAj—f—COSQAIAC, (4.21)

e estd restrito ao plano yz (¢ = m/2). Assim, uma diregdo qualquer na "esfera" de Bloch do

"l-qubit" (entre aspas porque esta restrito ao plano yz), serd dada por

~

7 = (sinf) j+ (cosf) k. (4.22)

E a probabilidade de projecao nesta direcao serd

P = <¢mt|% <]A+72 ’ 5) |¢znt>

_ % (14 cos(0+64)) . (4.23)

Seguindo o método que utilizamos para o divisor de feixes A, obtemos que o efeito do divisor

de feixes B é descrito similarmente

af, oS %B 1sin %B o (4.24)
apf, i sin 973 cos %B as
ou
as cos %B —isin %B af, (4.25)
A - . . 0p 05 N ’ ’
as —1781n - COS - af,

Considerando que agora o divisor de feixes B estd presente no esquema da figura 4-1, o estado



Féton | Spin-1/2
|1203> |+Z>
|0213) |—z)
|s') = 2= (|1205) + i]015)) [+y) = (I+2) +i]—2))
|5) = 5 (= [1205) +i[0213)) | |=y) = (= [+2) +i|-2))

Tabela 4.1: Um f6ton e spin-1/2

final é escrito, a partir do estado (4.9), como

0 0 0 0 0
W pin) = cos?A (COS EB&% + isin ?Bdk) 10£,0¢,) —l—isin?A (z sin;B

O4+0 O4+0
— cos( A"g B) 11f10f2>+z'sin< A;r B) 104,14,) .

A probabilidade do féton passar pelo caminho AM;BD, é dada por

0 0 0
Parysp, = COS27ACOS2 ( A—; B) ;

A probabilidade do féton passar pelo caminho AM;BD, é dada por

0 0 0
Pari,Bp, = 00827Asin2 ( A—g B) ;

A probabilidade do féton passar pelo caminho AM,BD; é dada por

5 0a
PAMQBDl = SlIl2 7 COS2

Y

0s+0p
2

E a probabilidade do fé6ton passar pelo caminho AM,BD, é dada por

0 0 0
Par,ep, = sinzélsin2 ( A;— B) X

Notamos que
Pan, o, + Pamvi,Bp, + Pane,Bpy + Pany,sp, = 1,

mas nao héd "probabilidade negativa" neste caso.

Com base na tabela 4.1 definimos os projetores

fISf) = [1503) (1203],
n® = 0213) (0215],

) 1 . :
MY = 5 (11203) +i[0215)) ((105] — i (021]).

2

2
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dk) |0f10f2>

(4.26)
(4.27)
(4.28)
(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
(4.33)
(4.34)
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MY = = (= [1503) +1[0515)) (— (1503] — i (0215]) (4.35)

N —

Temos agora, quatro pseudo-probabilidades: a pseudo-probabilidade conjunta do féton passar

pelo caminho AM; B e estar em uma superposicao |s') é dada por

1 /(a0
P++:§<{Hi),ﬂs_y)}>w ) (4.36)

a pseudo-probabilidade conjunta do féton passar pelo caminho AM;B e estar em uma super-

posicao |§') é dada por

1 . A
Po=5 ({0209 4
=5 " (4.37)

a pseudo-probabilidade conjunta do féton passar pelo caminho AMs;B e estar em uma super-

posicao |s') é dada por

1/ (mrn
P :—<{H(_Z),H(y)}> : 4.38
-= 5 . (4.38)

e, finalmente, a pseudo-probabilidade conjunta do fé6ton passar pelo caminho AM;B e estar em

uma superposigao |5') é dada por

j - % <{f{‘f’, ﬁ(_y)}>% . (4.39)

Assim, utilizando o estado (4.9), as pseudo-probabilidades ficam determinadas pela expressao

1
Piy = 1 (1 +£cosfy +sinfy) (4.40)
ou

1 0 1

P, = 3 cos? f + 1 sinf 4, (4.41)
1 0 1

P, = 5 cos? f ~1 sin 0 4, (4.42)
1 0 1

P, = 5 sin? 7A + 1 sinf 4, (4.43)
1 1

P = 5 sin? %A ~1 sinf 4, . (4.44)

As pseudo-probabilidades de (4.41) a (4.44) estao representadas graficamente nas figuras 4-2 e
4-3.
As probabilidades marginais sao também muito interessantes: a probabilidade do féton passar

pelo caminho AM; B é dada por
P, + P,_ = cos® %A; (4.45)



a probabilidade do féton passar pelo caminho AM>B é dada por

0
P+ P__ =sin® 7‘4;

a probabilidade do f6ton estar em uma superposicao |s’) se escreve como

P+++P_+: (]_‘I—SIHQA),

N =

a probabilidade do f6ton estar em uma superposicao |§') se escreve como

P._+P _=—(1—-sinfy);

1
2
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(4.46)

(4.47)

(4.48)

Os graficos das probabilidades marginais de (4.45) a (4.48) estao representados nas figuras 4-4 e

4-5. As marginais correspondem as probabilidades que podem ser medidas. As probabilidades

(4.47) e (4.48) mostram que quando nao sabemos por qual caminho o f6ton passa, obtemos um

padrao de interferéncia.

Ainda é importante observar que, mesmo sem a sofisticacao de um avanco tecnolégico de Otica

Quéantica como um detector "qual caminho", é possivel estudar as "probabilidades negativas".

Utilizou-se um experimento simples e que requer apenas fontes de um inico f6ton, divisores de

feixe, espelhos 100% refletores e detectores de fétons.
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Figura 4-5: Probabilidades marginais para um tnico féton.

4.1.1 Conclusoes sobre o gedankenexperiment de Mach-Zehnder

Feynman diz** que o conceito de "probabilidade negativa" é tao natural quanto o conceito
de niimero inteiro negativo. Ele diz que se uma pessoa A tem 8 magas e d4 10 magas para outra
pessoa B, a pessoa A fica com —2 macas e se posteriormente a pessoa B repassa para a pessoa
A 5 magas, esta fica com 3 macas, ou seja, 8 — 10 = =2 e —2 + 5 = 3. Obviamente, um nimero
negativo de macas é, aparentemente, absurdo. Mas, continua Feynman, se alguém se recusar a
usar tal artificio matemético, que facilita incrivelmente nossos célculos, permitindo manipular
complexas equagoes algébricas, seria este alguém taxado de ter alguma deficiéncia mental.

O conceito de "probabilidade negativa" aparece em um contexto semelhante ao descrito no
pardgrafo anterior. Como um exemplo, andlogo ao exemplo utilizado por LEIBFRIED, PFAU e

MONROE?** inspirados na idéia original de Feynman, propomos que o leitor imagine o gedanken-
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experiment do lancamento simultaneo de duas "moedas quénticas". Os resultados possiveis sao

{Ca(1)Ca(2),Ca(1)Co(2),Co(1)Ca(2),Co(1)Co(2)}, (4.49)

onde Ca (1) denota cara na moeda 1, Co (1) denota coroa na moeda 1, Ca(2) denota cara na
moeda 2 e C'o (2) denota coroa na moeda 2. As probabilidades associadas nao precisam ser iguais

para cara e coroa pois a "moeda quantica" pode ser "viciada". Vamos supor os seguintes valores

P(Ca(l)) = P(Ca(1)) =PV = i (4.50)
P(Co(1)) = P(Co(1))=PY = % (4.51)
P(Ca(2) = P(Ca(2)=P®? = i (4.52)

P(Co(2)) = P(Co(2)) =P? = 2 (4.53)

Quando as "probabilidades conjuntas" corresponderem ao produto das probabilidades indi-

viduais (eventos independentes), ou seja,

Ca(l) = +1 Co(l) < —1

Py=4 Pi=3 Ca(2)«+2, (4.54)
P+7:% Pffz% CO(2)<—>—
a correlacao serd igual a
1
P+++P__—P+_—P_+:Z, (455)

embora os eventos sejam independentes. Na matriz (4.54) observamos que as probabilidades
marginais, que sao obtidas somando-se as "probabilidades conjuntas" que estao na mesma linha
ou na mesma coluna, correspondem exatamente as probabilidades individuais para sair cada face
no langamento das moedas, como, de fato, deveria ser. Se impusermos outro tipo de correlacao

(outro estado conjunto), digamos

P+++P__—P+_—P_+:—1, (456)
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obtemos a seguinte matriz de "probabilidades conjuntas":

Ca(l) < +1 Co(l) < —1
P,=1 Ca@2«+2. (4.57)
P _=- Co(2) < —2

Py =
P+7:

=

Na matriz (4.57) as somas diagonais indicam um estado anti-correlacionado (tipo estado EPR),
pois a soma

P,+ + P+, — 1 (458)

informa que a probabilidade de sair coroa na moeda 1 e cara na moeda 2 ou sair cara na moeda

1 e coroa na moeda 2, é igual a 1, e a soma

P++ + P,, — 0 (459)

informa que, conseqiientemente, nao pode sair cara nas duas moedas ou coroa nas duas moedas.

Na matriz (4.57) ocorre que P_,, por exemplo, é maior que o valor de 3/16, pois ocorreu
uma mudanga da correlagdo que fez com que o valor 3/16 fosse extrapolado, mas as marginais
foram preservadas. Do ponto de vista classico, a introdug¢ao de uma dependéncia dos eventos
nao deveria levar a esse tipo de mudanca na correlacao que leva a probabilidades conjuntas
negativas. Assim, ocorre algo semelhante a dar 10 magas para alguém quando se tem apenas
8 macas. Como conseqiiéncia, introduzimos "probabilidades negativas" a fim de preservar as
probabilidades marginais.

O exemplo acima é muito artificial. O esquema com um féton, que propomos, além de muito
mais realista ¢ muito instrutivo para se estudar o significado fisico das "probabilidades negativas".
Através da figura (4-6) vemos que estamos com uma configuragao altamente simétrica; cada uma,
das regioes I, I1, I11, IV, V, VI, K VII e VIII possuem &rea igual. Dessa forma, é possivel
demostrar que a negatividade surge devido & dependéncia quantica dos eventos. Explicaremos a
seguir o queremos dizer com isso.

Considere que o espaco amostral descrito em (4.49) se refere agora a moedas cldssicas, inde-
pendentes e sem correlacdo. Entao cada uma das probabilidades individuais de (4.50) a (4.53)
serd igual a 1/2. Conseqiiente qualquer probabilidade conjunta da tabela (4.54) serd igual a

1

1/4. Por outro lado, se uma da probabilidades ¢ 5 e se ndo hd correlagdes, e se os eventos

forem independentes, entao a probabilidade conjunta podera ter valor maximo igual a % Um

desvio desse valor indica, no minimo, dependéncia dos eventos, no nosso caso, essa dependéncia

¢ introduzida, no caso do sitema quantico descrito na figura (4-6), pela incompatibilidade dos

observaveis associada & incerteza quantica e & superposicao de estados; a correlacao é zero assim
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como para as moedas clédssicas descritas no inicio deste pardgrafo.

Entao, existem regices (I, I1, II11, IV, V VI, VII e VIII) classicamente proibidas pela
independéncia dos eventos que sao ilustradas na figura (4-6). Se a probabilidade ultrapassa o
limite de 0, 5 ocorre algo semelhante a dever magas. Logo, a cada regiao cujos valores da pseudo-
probabilidade estd acima de 0,5 corresponde uma regiao da pseudo-probabilidade complementar
cujos valores estao abaixo de zero. Ocorrem nao somente violacoes negativas, mas também vi-
olacoes positivas do conceito de probabilidade. As pseudo-probabilidades complementares sao
aquelas ligadas por uma dupla-seta no diagrama (4.60). Isto é o significado imaginado por Feyn-

man para "probabilidades negativas", que era, no entanto, limitado por dificuldades conceituais®.

Piy «— P4

1 T (4.60)
P, — P _

Por fim, vamos resumir o conceito fisico de "probabilidades conjuntas":

...sa0 as "probabilidades" de ocorrerem eventos incompativeis conjuntos que, além
de descrever o estado quéntico correspondente, guardam as probabilidades marginais
e que contém, em seu conjunto, toda a informacao que pode ser extraida desse estado
quéantico. Eventualmente podem ser negativas, expressando violagoes da concepcao

cldssica de probabilidade.
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preenchidas com cor cinza).

Pseudo-probabilidades mostrando as regides proibidas classicamente (regides
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas futuras

O conceito de fungao distribuicao de "probabilidades" permite fazer uma representagao
matemadtica e uma representacao grafica das estados quanticos discretos. Estas representacoes,
quando reconstruidas, chamam-se tomografia quéntica.

Tais funcoes distribuicao, quando construidas para sistemas do tipo qubits, apresentam coe-
ficientes que sao interpretados como "probabilidades negativas". Sao probabilidades conjuntas
associadas a observiveis incompativeis e que nao podem ser medidas diretamente.

A pergunta imediata que se faz, é: qual o significado fisico das "probabilidades conjuntas", j&
que elas podem ser negativas e nao podem ser medidas diretamente? Respondemos esta pergunta
da seguinte forma: como essas "probabilidades" se referem a observaveis incompativeis, elas nao
podem ser medidas, por medigoes simultaneas sobre os dois observaveis, com uma precisao maior
que aquela estabelecida pela relacao de incerteza de Heisenberg. Ao compararmos um ponto de
vista cldssico para eventos totalmente independentes, a "probabilidade conjunta" quantica nao
poderia ultrapassar o maior valor esperado para o experimento onde nao hé quaisquer correlagoes
ou dependéncia de eventos. No entanto, vemos que a "probabilidades conjuntas" quantica podem
ultrapassar o maior valor esperado para eventos independentes, mas, em contrapartida, tem
regioes negativas, preservando a positividade das probabilidades marginais, que, por ventura,
podem ser medidas e contém a informagao para reconstruir as pseudo-probabilidades. Ocorre algo
parecido com um "saldo negativo de probabilidade por ultrapassar o valor méximo permitido".
A negatividade traduz o efeito do cardter quantico sobre o ponto de vista clédssico adotado no
conceito de pseudo-probabilidades, ou seja, a negatividade expressa o carater quantico do sistema.

Entao é por razoes histéricas que as "probabilidades negativas" sao criticadas. Mesmo os
nimeros inteiros negativos enfrentaram muita recusa até finalmente encontrarmos aplicacoes
para eles. Depois surgiram os nimeros complexos que, atualmente, sao largamente usados,
por exemplo, na Engenharia Elétrica e sao também, absolutamente indispensédveis na Mecéanica

Quéantica.



86
Deve ser notado que neste trabalho nao definimos observaveis de dois ou mais qubits que nao

comutam entre si. Poderia ser feito, mas acredita-se que isto apenas complica e nao traz grandes
novidades. Para 2-qubits'?, por exemplo, as direcoes de projecao 7, para os projetores, pertencem
ao R, A forma que utilizamos ¢é suficiente para caracterizar qualquer sistema discreto.

Uma idéia possivel de ser abordada, em um trabalho futuro, é baseada no fato da Mecéanica
Quantica ter, no seu fundamento, a nao comutatividade de observidveis como seu tinico mistério.
Isto, entao, é vilido em qualquer sistema quantico. Sendo assim, mesmo naqueles sistemas ditos
emaranhados a nao comutatividade estara presente, pois a Mecanica Quéntica nao pode se afastar
de suas origens. Estudar qual é a relacao exata existente talvez possibilite extrair um critério
de separabilidade para sistemas mistos (um problema em aberto), baseado simplesmente em
procurar conjuntos de observaveis que nao comutam entre si, ou que comutam "um pouco mais"
ou "um pouco menos". "Comutar menos", significa que a incerteza minima esta préxima de seu
valor maximo, e "comutar mais", significa que a incerteza minima estd préxima de zero. Quando
"comutar mais", deverd haver uma diminuicao da negatividade das "probabilidades negativas" e
uma diminuicao da violagao das desigualdades de Bell, e vice-versa.

Outro fato que pode ser estudado futuramente, diz respeito ao desenvolvimento de uma légica
Booleana nao comutativa baseada nas propriedades dos projetores e das pseudo-probabilidades.
Fizemos alguns célculos e observamos que o produto de dois projetores é também um projetor,
mas que projeta em uma direcdo complexa (na verdade, isto corresponde as propriedades das
matrizes de Pauli). Por outro lado, o comutador e o anticomutador nao sdo projetores. Poderiam

ser explorados, tanto o significado para a Légica Quantica, quanto o significado fisico desses fatos.
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Apéndice 1: Quantizacao do campo

eletromagnético

Das equagoes de Maxwell para o campo eletromagnético®® no vdcuo obtém-se (utilizando o

calibre de Coulomb) a equacao de onda

o 104

onde A é o potencial vetor. A solugao geral da equacao de onda é

(5.2)

onde ¢ é a polarizacao e gy (t) é amplitude dos modos de vibragao (esta ltima eventualmente
pode ser complexa).

E interessante lembrar também que ¢ o calibre de Coulomb
V-A=0 (5.3)
que implica na transversalidade do campo eletromagnético
ko +ky+ k. = k- =0. (5.4)

A condic¢ao de transversalidade permite dois estados de polarizacao linearmente independentes
€z, (@ =1,2) para cada vetor de onda k. B facil ver que ér ., = € i, (Figura 5-1).
Seja A\, = (E, a) . O problema dindmico presente pode ser quantizado identificando-se ¢, e

px com operadores que obedecem as relacoes de comutacao

[qA)\vﬁ)\'] = ih(s}\,/\'v (55)

[ququ)\'] = [ﬁx\aﬁ/\’] = 07 (56)
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Figura 5-1: Transversalidade do campo eletromagnético.

E conveniente fazer uma transformacao candnica (que preserva as relagoes de comutagao)

para o operador ay:
1

are M = ————— (mywiagy + P 5.7
A TN (MmawaGr + ipx) (5.7)

e seu para adjunto com A — — ), diA:
al et = L (mawrgx — iDy) (5.8)

Qm,\hb})\
onde foi utilizado cfi/\ =qe ﬁL\ = Dx-
Ou, equivalentemente
ch = f (d)\eiiwkt + dT Aeiwkt> y (59)
2m>\w,\ N

T ‘ .
By = —iy/ mAQ A (aAe—W—&EAeW). (5.10)

Assim, o potencial vetor é escrito como

oo 4 | i
At = Y\ one”
)
Arc2 h . ; ik
- Z V 7‘T/C & V 2myw) (d)\e*“‘“t * di)‘elwt) e (5:11)
)

e fazendo m, = 1, obtém-se

- 2mhc? . . o
A =3 |22, (dAe_’“*t + dike’“*t> eiF T (5.12)
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Utilizando a férmula clédssica de energia do campo eletromagnético

N 2
1 1 (0A -\ 2
——[av |55 ) +(vAd) 1
U 87T/V 02<8t> + (VA (5.13)
obtém-se o hamiltoniano do campo da radiacao livre

A 1
Hf = Zhﬂ),\ (CALI\CAL)\ + 5) . (514)
A

Pode-se verificar que

ihpy = ﬁA,Hf], (5.15)
gy = [an Ay, (5.16)
X - R
iha, = |al, fy] = —hwsal. (5.17)
Logo,
-1
Gy = iwyal (5.18)
ou
al =al (0)e™ e ay =ay (0)e N (5.19)

assim H ¢ nao depende do tempo.

O operador nimero de ocupagao de fétons no modo A é
iy = alay (5.20)
e é 6bvio que
[m,ﬁf} ~0. (5.21)

H4 conservacao do niimero de fétons e também existe uma base de auto-vetores simultaneos para
Ny e Hy: Ou seja,

Hylny) = En, |na) (5.22)

e se,

—iH;t
oty = 0) = |ny) = |a, to = 0;8) = exp < Zh ! ) v, to = 0), (5.23)
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ou seja,

—iF, t
t = Ot = ’ ’ A
lav, to i 1) E 1) (nyr ) exp( - )

A,

—ib,t
= |ny) exp( Zh 2 ) : (5.24)

entao se o sistema ¢ inicialmente um auto-estado simultaneo de 1 e Hy, ele continua assim todo

(o ) ~ —iBEn, t . .
o tempo. O méximo que pode acontecer é a modulacao de fase exp ( o ) E nesse sentido
que um observavel compativel com H; ¢ uma constante do movimento; e se esse observavel for

Ny, 0 nimero de fétons é constante. Pela equacao do movimento de Heisenberg tem-se
il = [m, ﬁf] ~0. (5.25)

Quando existirem vérios modos cujos nimeros de fétons se conservam sob H; existird uma

base do tipo
{|n>\17n)\27n)\3>---an)\na--->} (526)

com

ﬁ)\m Ny Mg Toxgy ooy MM, > = Nxm |TL)\1, Mgy Mgy ooy MAm,y > (527)

A 1
Hf ]n)\l, Mg, Mgy -+ MAm, > = (ZFL&.})\Z (Tl)\l + 5)) |nA1,nA2,n>\3, ees My > (528)
l

€ Ny, My, Mg, ---530 0 Nimero médio de fétons em cada modo. O operador ay,, ¢ o operador de

aniquilacao de um féton no modo A, = (E, Q) € dTAm é o operador de criacao de um féton no
modo A, = (K, ).

Pode-se verificar que

[ax, Ton ] = dan an (5.29)
e
[ag,ﬁx} = 6yl (5.30)
Considerando um tinico modo
Al o= @, (5.31)
nin) = nin), (5.32)
a(a'n)) = (ha')|n) = (a'n+a') In) = (n+1) (@' n)), (5.33)

logo (n + 1) é autovalor do estado a' |n).
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Analogamente,

n(aln)) = (na)|n) = (n = 1) (a[n)), (5.34)

logo, (n — 1) é o autovalor do estado a|n), assim pode-se escrever

atln) =Cy|n+1) (5.35)
€
aln) =C_In—1), (5.36)
mas
ICL|> = (n|aal |n) =n+1 (5.37)
€
IC_|* = (n|ata|n) = n, (5.38)

logo, a menos de uma fase

a'ln) =vn+1|n+1) (5.39)

aln) =+nin—1). (5.40)

Além disso,

n=(n|N|n) = (n|a'a|n) = |lan)|* > 0 (5.41)

e n nao pode ser nao inteiro (pois o nimero de fétons ¢ finito).

O vécuo para um determinado modo é

0) = a 1) (5.42)

a|0) =0 (5.43)

¢ o vetor nulo.

Um estado genérico do nimero de fétons é

|TL)\1,TL)\2,TL,\3, veey MM, > == |TL)\1> |TL)\2> |7’L)\m> (544)
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e o estado de vacuo é

|0) = 10x,) [0xy) - [Oxm) - (5.45)
O estado mais geral possivel é escrito como
n>\l

()
|n,\1,n>\2,n>\3,...,n,\m,...> =I1— ’O> (546)

Este estado é simétrico em relacao a troca de m e n entre si:
ol al |0y =al al |o) 5.47
ax,, QA A7 Ay, V79 (5.47)

o que é consistente com a estatistica de Bosi-Einstein.

O momento angular é
J=— [dVFnA (EAE—E/\E) (5.48)

(§ pode—se escrever

FA(E/\E) = E(F é)—(F-E>§
— E(F-VA/Y)—(F-E) (vwf) (5.49)
€
C(FB) (V) = (rB) A Ao [(rB) A
- (F~V)EAE+EA/¥—VA[ fﬁ)ﬂ (5.50)
logo
FA(EAE):E(F-V/\E)JF(F.V)E/\E—V/\[(F-E)E}JFE/\E. (5.51)

Os trés primeiros termos da expressao 5.51 tém dependéncia explicita em 7~ enquanto que o tltimo
nao tem.

A parte independente de 7 tem a seguinte contribui¢do para o momentum angular:

. 1 oo
f=—[av [E AN+ h.c.} . (5.52)

Esta parte representa a contribuicao das propriedades intrinsecas do campo ao momento angular



total (spin do campo). Utilizando as definigoes

- [dmc? . s
A(rt) = g v exgre™”,
A

ﬁ 190A

E = —EM 726)\]9_)\6

Obtém-se

onde foi utilizado o fato de que

Ply=preph=py =P, = Pl = pr=pa

e

— - 147TC2 o (T T

ENA=-= A psgye™ (FHE)

P ZE)\ EXP-rGy\€E
AN

Assim,

. 4N .

(E/\A) dVv = —7 GA/\E,\'ZLACI,\'V%_;;/
AN

= _47TC§ :§ :EEaAEfEa’praqua'
ac

note-se que o produto vetorial se anula se o = ¢/, logo

/ (E A A) dV = _47TCZ (€70 N € oD a4 o + €5 N E P50 1]
k

no segundo termo trocando —k — k, tem-se

/ (EnA)dv = —amed e Ne gy (h-pad g — Pratis)

i
= _47TC§ :6121 N €5, ( _F9-i2 — pﬁzqﬁl)
k

e no primeiro termo trocando-se —k — k, obtém-se

/ (E A A) av = _47TCZ€E1 N €gy (ﬁlZlql}’z - plZQQEl) :

k
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(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)



Mas,
) 1h . » . ) . . R )
Piadge = Prlin = —75 [(a—Ele “ a%e’“) (%26 ! +aT_E2em)
_ <d—k2 —iwt + &TE2ewt> (akle—zwt + dT_EleMt):|
Logo,

/ (EnA)dv = —amined" (e A dgy) (e — by, )
;

Pode-se verificar que este operador é hermitiano, assim a simetrizacao é dispensdvel.

Agora pode-se escrever

| 57 7 k
= [(BnA)av =in3h (alig, - ilyag,) . b=
E

(no caso de €, ser ortogonal a €z, ).

94

(5.62)

(5.63)

(5.64)

O operador I nao é diagonal na representacao em que as polarizagoes sao descritas pelos

vetores €z, e €,. I aniquila fétons em uma dada polarizacao linear e cria em outra polarizacao

linear.

Pode-se diagonalizar I por uma transformagao canonica:

ou

Também temos,

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)
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ou

~ 1

P ot nt

b, = 7 Gy +dg, ), (5.71)

- 1

P St at

by, = 7 (%1 wEQ) : (5.72)
logo,

P03 (i~ ) — (5.73)

k k
onde

T = ke (B, by — 0, by (5.74)

A expressao (5.74) se refere a dois modos (cada um com uma polarizagio linear) e conta o nimero

de fétons em cada modo.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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