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tenção do grau de Mestre em Matemática.
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Resumo

Nesta dissertação apresentamos alguns códigos lineares e tratamos de parâmetros

de famı́lias de códigos ćıclicos que conduzem à caracterização dos códigos de Goppa,

para o qual descrevemos cotas para a distância mı́nima quando este é dado sobre uma

variedade afim. Quando tal código é assim definido, dizemos que ele é um código

geométrico de Goppa melhorado. A primeira das cotas mencionada neste trabalho

foi dada por Feng e Rao em [6] (cota de Feng-Rao), posteriormente melhorada

por Miura em [18],[19] (cota fraca de Feng-Rao), que por sua vez foi melhorada

por G. Salazar, D. Dunn e S. B. Graham em [22] (cota indicativa e estimativa

indicativa forte), sendo que neste último artigo está fundamentada esta dissertação.

Encerramos nosso trabalho exibindo famı́lias de códigos para as quais verificamos a

veracidade das melhoras das cotas.
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Abstract

In this work we present some linear codes and we discuss about parameters of

cyclic codes families that lead to the characterization of the Goppa codes, which we

describe minimum distance bounds when it is given for an affine variety. When this

code is defined like this, we say that it is an improved geometric Goppa code. The

first bounds mentioned in this work was given by Feng and Rao in [6] (Feng-Rao

bound), later improved by Miura in [18],[19] (weakly Feng-Rao bound), that in its

turn has been improved by G. Salazar, D. Dunn and S. B. Graham in [22] (advisory

bound and strong advisory estimate). This work was based in this last article. We

finishing the dissertation showing families of codes for which we verified the veracity

of the improvement of bounds.
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3.4 Outra famı́lia de códigos para superf́ıcies não singulares . . . . . . . . 69
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Notações

Ar número indicativo formado pela soma Ñr + Er

Br conjunto dos ı́ndices (i, j) tais que hi,j ∈ Sr e para todo (u, v) tal que

u = i e v < j ou u < i e v = j temos que hu,v /∈ Sr
B∗r conjunto dos ı́ndices (i, j) tais que hi,j ∈ S∗r e hi,j é fracamente bem

comportado

Cr conjunto das submatrizes M(a,b) tais que (a, b) ∈ Pr
C ′
r conjunto das submatrizes [Sc](a,b) tais que (a, b) ∈ Pr
Dr conjunto dos divisores de hr

∆(Iq) conjunto de todos os monômios de Fq[x1, . . . , xk] que não são ĺıderes de

nenhum polinômio não nulo de Iq

δ distância mı́nima designada

δFR cota de Feng-Rao

δWFR cota fraca de Feng-Rao ou cota de Miura

δA cota indicativa

δA+ estimativa indicativa forte

Er conjunto dos pares (a, b) ∈ Pr tais que M(a,b) é extrema para hr

H sequência crescente (sobre <t) dos elementos de ∆(Iq)

Iq conjunto gerado por um ideal I ⊆ Fq[x1, . . . , xk] e pelos polinômios

xq1 − x1, . . . , x
q
k − xk

lm(f) monômio ĺıder do polinômio f

L(r) subespaço linear de R gerado por {h1, . . . , hr}

MDS Separado pela Máxima Distância

x



M matriz simétrica n× n de monômios hi,j

M(a,b) submatriz de M cujas entradas hi,j são tais que i ∈ Wa e b ∈ Wb

Nr conjunto dos ı́ndices dos monômios bem comportados

Ñr conjunto dos ı́ndices dos monômios fracamente bem comportados

Pr conjunto dos pares (a, b) ∈ W tais que a+ b = w(hr)

R anel coordenado de V (Iq)

Sr conjunto de consistência de hr

S∗r subconjunto de Sr formado por todos os monômios m ∈ Sr tais que

m <t hr+1

si(c) valor śındrome para c

si,j(c) valor śındrome para c

Sc matriz n× n de śındromes para c cujas entradas são valores śındrome

si,j(c)

[Sc](a,b) submatriz de Sc cujas entradas si,j(c) são tais que i ∈ Wa e j ∈ Wb

T k conjunto de todos os monômios de Fq[x1, . . . , xk]

V (Iq) variedade afim de Iq

W sequência não decrescente dos pesos dos elementos de H

Wa conjunto dos ı́ndices i tais que w(hi) = a

wi elemento de uma base de Fnq
∼ consistente

<t ordenação peso e lexicográfica

<,> produto interno usual de Kn, onde K é um corpo

〈∗〉 conjunto gerado por ∗

xi



Introdução

A teoria dos códigos corretores de erros é um ramo da matemática em pleno de-

senvolvimento, possuindo várias ramificações que utilizam diversas ferrametas ma-

temáticas, tais como álgebra linear, teoria de anéis e corpos, teoria dos números,

combinatória, probabilidade, análise, geometria e várias outras. Sempre utilizamos

códigos quando queremos transmitir ou armazenar dados, desta forma, eles estão

presentes em nosso cotidiano de inúmeras maneiras, por exemplo, quando assisti-

mos a um programa de televisão, quando ouvimos um CD de música, falamos ao

telefone, assistimos a um filme em DVD, navegamos pela internet, enfim, sempre

que fazemos o uso de informações digitalizadas.

A teoria dos códigos iniciou o com matemático americano Claude E. Shannon, do

Laboratório Bell, em um trabalho publicado em 1948 [23]. O trabalho inicial para

a obtenção das primeiras classes de bons códigos foi árduo, pois exigia um profundo

conhecimento de Álgebra Abstrata e Teoria de Probabilidade, sendo desenvolvido

por um grupo restrito composto basicamente por matemáticos nas décadas de 50

e 60, embora a importância prática daquele tema já fosse reconhecida pelos engen-

heiros de comunicações da época. Entretanto, só com as pesquisas espaciais e a

grande popularização dos computadores, ocorridos na década de 70, é que os enge-

nheiros começaram a se interessar por essa teoria. A partir de então, pesquisadores

vêm procurando famı́lias de bons códigos e desenvolvendo decodificadores eficientes

para os mesmos.

Na prática, a classe mais utilizada é a dos códigos lineares devido aos seus bons

algoritmos de codificação e decodificação. Os algoritmos são ditos bons no sentido
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que eles são mais eficientes e não possuem um elevado custo computacional. O

desenvolvimento mais importante na teoria de códigos corretores de erros nos últimos

anos foi a introdução de métodos para a construção de códigos lineares sobre curvas

algébricas geométricas. Estes são chamados códigos algébricos geométricos (códigos

AG) e foram introduzidos por V. D. Goppa entre 1977 e 1982. Em 1982, Tsfasman,

Vladut e Zink mostraram a existência de uma sequência de códigos AG que excedem

a cota de Gilbert-Varshamov [14]. Desde então, surgiram vários artigos tratando de

códigos AG e sua decodificação.

Feng e Rao apresentaram um eficiente algoritmo de decodificação para códigos

AG [5] e, em seguida, salientaram que pode-se aumentar a dimensão do código

sem diminuir sua capacidade de correção de erros deletando linhas desnecessárias

na matriz teste de paridade [6]. Esta última construção é dita código geométrico

de Goppa melhorado que, para alguns casos, possui parâmetros melhores que os

do código de Goppa. Para tais códigos, Feng e Rao encontraram uma cota para

a distância mı́nima, conhecida como cota de Feng-Rao. Miura observou que os

resultados de Feng e Rao podem ser obtidos usando somente álgebra linear [18],[19]

e melhorou a cota por eles dada criando a cota fraca de Feng-Rao [16] (ou cota de

Miura) que, por sua vez, foi melhorada por G. Salazar, D. Dunn e S. B. Graham

e denominada cota indicativa, a qual, em alguns casos, ainda pode ser melhorada,

não se tornando uma cota para a distânica mı́nima, mas uma estimativa para tal,

dita estimativa indicativa forte [22].

Nesta dissertação apresentamos as referidas melhoras da cota de Feng-Rao para

a distância mı́nima de códigos geométricos de Goppa melhorados quando este é dado

sobre uma variedade afim. A estrutura deste trabalho é dividida como a seguir.

O Caṕıtulo 1 traz uma introdução à teoria de códigos corretores de erros, bem

como algumas classes de códigos lineares, enfatizando os parâmetros desses códigos

e tendo o código de Goppa como a classe mais importante para o nosso estudo.

Convém salientar que uma parte considerável das demonstrações deste caṕıtulo

foram omitidas visto utilizarem resultados elementares de álgebra linear ou serem

2



muito técnicas, além de constarem em excelentes livros-texto oportunamente cita-

dos.

Em seguida, no Caṕıtulo 2, definimos códigos sobre uma variedade afim, que

são os códigos geométricos de Goppa melhorados, e apresentamos alguns conceitos

e resultados que conduzem à melhora da cota de Feng-Rao para a distância mı́nima

de tais códigos descrita por G. Salazar, D. Dunn e S. B. Graham em [22] (cota

indicativa e estimativa indicativa forte), artigo este que foi a base de nossos estudos.

Além de apresentarmos esta melhora, descrevemos também a cota de Feng-Rao e a

cota fraca de Feng-Rao ou cota de Miura, que é também uma cota para a distância

mı́nima inferior à cota indicativa.

Finalizamos no Caṕıtulo 3 apresentando três famı́lias de códigos para as quais se

aplicam as cotas dadas no Caṕıtulo 2. Para cada uma delas constrúımos códigos para

determinadas distâncias mı́nimas designadas verificando, através dos exemplos, que

os códigos cuja cota para a distância mı́nima é a cota indicativa são códigos melhores.

3



Caṕıtulo 1

Preliminares

Iniciamos este caṕıtulo apresentando conceitos e resultados básicos da teoria de

códigos corretores de erros, seguidos de uma classe desses códigos, que são os

códigos lineares os quais possuem algumas subclasses dentre elas a dos códigos

ćıclicos que por sua vez é dividido em várias famı́lias: códigos BCH, Reed-Solomon,

Reed-Solomon generalizados, alternantes e códigos de Goppa. Propriedades desses

códigos, que nos serão úteis para o desenvolvimento deste trabalho, serão apresen-

tadas neste caṕıtulo, tudo com a finalidade de compreender a melhora da cota de

Feng-Rao, a qual é uma cota para a distânica mı́nima de códigos de Goppa sobre

variedades afins.

1.1 Códigos corretores de erros

O ponto de partida para a construção de um código corretor de erros é dar um con-

junto finito A 6= ∅ chamado de alfabeto. O número de elementos de A, denotado por

|A|, será simbolizado por q. Um código corretor de erros C é qualquer subconjunto

próprio de An, para algum número natural n, e uma palavra u ∈ An será represen-

tada por (u1, . . . , un). Com o intuito de tornar precisa a noção de proximidade entre

palavras, apresentamos a seguir um modo de medir a distância entre palavras em An

e, em seguida, alguns conceitos e resultados básicos da teoria de códigos corretores
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de erros.

Definição 1.1. Dados u, v ∈ An, a distância de Hamming entre u e v é definida

como

d(u, v) := |{i : ui 6= vi, 1 ≤ i ≤ n}|.

E a distância mı́nima de um código C é o número

d := min{d(u, v) : u, v ∈ C eu 6= v}.

A distânica de Hamming é uma métrica em An de fácil verificação.

Definição 1.2. Dado um código C com distância mı́nima d, define-se κ := bd−1
2
c

onde btc representa a parte inteira de um número real t.

Veja que se u ∈ An e d(u, c) ≤ κ para algum c ∈ C, então c é a única palavra

do código satisfazendo d(u, c) ≤ κ. De fato, suponhamos que exista c′ ∈ C com

c′ 6= c tal que d(u, c′) ≤ κ, logo, d(c, c′) ≤ d(c, u) + d(u, c′) ≤ 2κ ≤ d− 1, o que é um

absurdo, pois d(c, c′) ≥ d.

Teorema 1.3. Seja C um código com distância mı́nima d. Então C pode corrigir

até κ erros e detectar até d− 1 erros.

Demonstração: Se ao transmitirmos uma palavra c do código cometemos t erros

com t ≤ κ e recebemos a palavra r, então d(c, r) = t ≤ κ, enquanto que a distância

de r a qualquer outra palavra do código é maior do que κ. Isso determina c de modo

único a partir de r.

Por outro lado, dada uma palavra do código, podemos nela introduzir até d −

1 erros sem encontrar outra palavra do código e assim, a detecção do erro será

posśıvel.

Note que, em virtude do teorema acima, um código terá maior capacidade de

correção de erros quanto maior for a sua distância mı́nima. Portanto, é fundamental

para a teoria de códigos poder calcular d ou pelo menos determinar uma cota inferior

para ele.
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1.2 Códigos lineares

A classe dos códigos lineares é a mais utilizada na prática, vem dáı a sua importância.

Para o desenvolvimento desta seção, consideremos o corpo finito K com q elementos

como sendo o alfabeto. Portanto, temos, para cada número natural n, um K-espaço

vetorial de dimensão n, denotado por Kn.

Definição 1.4. Um código C ⊂ Kn será chamado de código linear se for um

subespaço vetorial de Kn. Os elementos de C são chamados de palavras código.

Definição 1.5. Dado u ∈ Kn, define-se o peso de u como sendo o número inteiro

ω(u) := d(u,0) = |{i : ui 6= 0, 1 ≤ i ≤ n}|.

O peso do código C é o inteiro

ω := min{ω(u) : u ∈ C, u 6= 0}.

Como d(u, v) = d(u−v,0) = ω(u−v) e C é um espaço linear, a distância mı́nima

de C é equivalente a

d := min{w(x) : x ∈ C, x 6= 0}

A terna de inteiros [n, k, d] é chamada de parâmetros do código linear C, onde n

é o comprimento das palavras de C, k é a dimensão de C sobre K e d é a distância

mı́nima de C. Note que o número de elementos de C é igual a qk, onde q é o número

de elementos de K.

Em álgebra linear uma maneira de descrever subespaços vetoriais de um espaço

vetorial Kn é como imagem de transformações lineares. Para estas transformações

podemos determinar uma matriz, dita matriz da transformação. Em teoria dos

códigos, tal matriz é chamada de matriz geradora do código e definida como a

seguir.

Definição 1.6. Uma matriz geradora de um código linear C com parâmetros [n, k, d]

é uma matriz G de ordem k × n cujas linhas formam uma base para C.

6



Exemplo 1.7. O código binário C = {0000, 1011, 0101, 1110} é gerado pelo con-

junto {1011, 0101}, logo, sua matriz geradora é

G =

1 0 1 1

0 1 0 1

 .

Definição 1.8. Seja C ⊂ Kn um código linear com parâmetros [n, k, d].

i) O código dual de C, C⊥, é o complemento ortogonal do subespaço C de Kn,

C⊥ = {v ∈ Kn :< v, u >= 0, ∀u ∈ C},

onde <,> denota o produto interno usual de Kn.

ii) Uma matriz teste de paridade H para um código linear C é uma matriz geradora

para o código dual C⊥, cuja ordem é (n− k)× n.

Se tomarmos a matriz G acima descrita e nela realizarmos operações do tipo

permutação de duas linhas, multiplicação de uma linha por um escalar não nulo

e adição de um múltiplo escalar de uma linha a outra, de forma a obtermos uma

matriz do tipo G′ = (Idk |A), onde Idk é a matriz identidade k × k e A é uma

matriz k × (n − k), temos uma matriz padrão de G, ou seja, G′ = (Idk |A) é a

matriz G na forma padrão. Entretanto, realizando somente essas operações, nem

sempre encontramos uma matriz padrão de G. Nesses casos, utiliza-se operações,

além das já mencionadas, do tipo permutação de duas colunas e multiplicação de

uma coluna por um escalar não nulo, obtendo uma matriz padrão de um código

equivalente ao código C. A partir da matriz G′ obtemos que a matriz teste de

paridade H é da forma H = (−At | Idn−k).

Lema 1.9. Se C ⊂ Kn é um código linear com matriz geradora G, então

i) C⊥ é um subespaço vetorial de Kn;

ii) x ∈ C⊥ se, e somente se, Gxt = 0.

Demonstração: Ver Lema 1, Caṕıtulo 5 de [10].
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Como consequência do Lema 1.9 temos que para determinar se uma palavra c

está no código C precisamos verificar se ela está no dual de C⊥, ou seja, em (C⊥)⊥

que é igual a C, para isso temos que verificar se Hct = 0, uma vez que H é a matriz

geradora de C⊥. Isto é exatamente o que nos diz a próxima proposição.

Proposição 1.10. Seja C um código linear e suponhamos que H seja uma matriz

geradora de C⊥. Temos então, que v ∈ C se, e somente se, Hvt = 0.

Demonstração: Temos, pelo fato de que (C⊥)⊥ = C e pelo Lema 1.9 acima item

(ii), que v ∈ C se, e somente se, v ∈ (C⊥)⊥ se, e somente se, Hvt = 0.

Deste modo, o método para determinar se uma palavra v pertence ou não a um

código C se tornou mais simples. Assim, H tem a finalidade de diminuir os cálculos

relacionados a um código C. O vetor Hvt é chamado de śındrome de v.

Exemplo 1.11. Seja dado o código C sobre F2 com matriz geradora

G =


1 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 0 1 0 1 0

 .

Como G está na forma padrão é fácil calcular uma matriz teste de paridade H.

Temos que H = (−At | Idn−k), logo,

H =


1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1

 .

Dados v = (100111) e v′ = (010101), como

Hvt =


0

0

0

 e H(v′)t =


1

1

0

 6= 0,

segue que v ∈ C e v′ 6∈ C.
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Teorema 1.12. Seja H a matriz teste de paridade de um código C.

i) O peso de C é maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s − 1 colunas de

H são linearmente independentes.

ii) O peso de C é igual a s se, e somente se, quaisquer s − 1 colunas de H são

linearmente independentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstração: Para o item (i) ver Proposição 5, Caṕıtulo 5 de [10] e para o item

(ii) ver Teorema 2, Caṕıtulo 5 de [10].

Teorema 1.13. (Cota de Singleton). Os parâmetros [n, k, d] de um código linear

satisfazem à desigualdade d ≤ n− k + 1.

Demonstração: Se H é uma matriz teste de paridade, então ela tem posto n− k.

Como quaisquer d− 1 colunas de H são linearmente independentes, d− 1 é menor

ou igual ao posto de H, ou seja, d− 1 ≤ n− k, então, d ≤ n− k + 1.

Um código será dito MDS (Separado pela Máxima Distância) se valer a igualdade

d = n− k + 1.

1.3 Códigos ćıclicos

Os códigos ćıclicos são muito utilizados nas aplicações por formarem uma classe

de códigos lineares que possui bons algoritmos de codificação e de decodificação.

No que se segue, representaremos as coordenadas de Kn por (a0, . . . , an−1) para

estabelecermos um isomorfismo entre essas n-uplas e um anel de polinômios, uma vez

que, por questão de notação, o termo independente de um polinômio é representado

com ı́ndice zero.

Definição 1.14. Um código linear C ⊂ Kn será um código ćıclico se, dada a

permutação π de {0, . . . , n− 1} definida por

π(i) =

 i− 1, se i ≥ 1

n− 1, se i = 0
,
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e sendo Tπ(c0, c1, . . . , cn−1) = (cn−1, c0, . . . , cn−2), temos que Tπc ∈ C para todo

c ∈ C; ou seja, TπC ⊆ C.

Exemplo 1.15. Os seguintes códigos são ćıclicos:

i) Os códigos triviais {0} e Kn.

ii) O [3, 2, 2]-código linear {000, 110, 101, 011} sobre F2.

Exemplo 1.16. Seja v ∈ Kn. O espaço vetorial

〈v〉 = Kv +KTπv + · · ·+KT n−1
π v

é claramente um código ćıclico (note que T nπ = Id).

Como exemplo numérico considere K = F2 e seja v = (10011001) ∈ K8. Assim,

〈v〉 = K(10011001) +K(11001100) +K(01100110) +K(00110011).

Algumas questões imediatamente surgem no contexto dos códigos ćıclicos, tais

como: todo código ćıclico é da forma 〈v〉 para algum v? Como calcular o peso de

um código ćıclico? A primeira pergunta será respondida logo abaixo, entretanto, a

segunda é muito dif́ıcil de ser respondida e é, em parte, uma questão em aberto,

existindo apenas cotas para a distância mı́nima de algumas classes especiais de

códigos, tais como os códigos BCH e os códigos de Goppa, que é o alvo de nosso

estudo.

A técnica para lidar com os códigos ćıclicos consiste em enriquecer a estrutura

de espaço vetorial de Kn como segue.

Defina Rn como sendo o anel das classes residuais em K[x] módulo 〈xn − 1〉 e

considere o isomorfismo

ν : Kn → Rn

(a0, . . . , an−1) 7→ a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1

.

Temos então, que todo código linear C ⊂ Kn pode ser imerso em Rn mediante

o isomorfismo ν.
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Considerando I = I(g(x)), onde g(x) = g0 + g1x + · · · + gsx
s é um divisor de

xn − 1, facilmente verificamos que g(x), xg(x), x2g(x), . . . , xn−s−1g(x) é uma base

de I como espaço vetorial sobre K, consequentemente, temos que dado um código

ćıclico C, existe v ∈ C, v = ν−1(g(x)), tal que C = 〈v〉 = ν−1(I), deste modo, C

tem matriz geradora

G =


ν−1(g(x))

ν−1(xg(x))
...

ν−1(xn−s−1g(x))

 =


g0 g1 · · · gs 0 · · · 0

0 g0 · · · gs−1 gs · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · g0 g1 · · · gs


e dimKI = n− s.

O dual de um código ćıclico é ainda um código ćıclico.

Seja

µ : Ks → K[x]s−1 ⊂ K[x]

(a0, . . . , as−1) 7→
s−1∑
i=0

aix
i

o isomorfismo deK-espaços vetoriais, ondeK[X]s−1 é o espaço vetorial dos polinômios

de grau menor ou igual a s−1. Esse isomorfismo será de grande utilidade no próximo

teorema.

Teorema 1.17. Seja C ⊂ Kn um código ćıclico. Suponhamos que C = ν−1(I), onde

I = (g(x)), com g(x) um divisor de xn − 1 de grau s. Seja R a matriz (n − s) × s

cuja i-ésima linha é

Ri = −µ−1(ri(x)), 1 ≤ i ≤ n− s,

onde ri(x) é o resto da divisão de xs−1+i por g(x). Então, (R | Idn−s) é uma matriz

geradora de C na forma padrão.

Demonstração: Sejam qi(x) e ri(x) o quociente e o resto da divisão de xs−1+i por

g(x). Logo,

xs−1+i = g(x)qi(x) + ri(x),
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com ri(x) = 0 ou gr(ri(x)) ≤ s− 1.

Portanto, xs−1+i − ri(x) pertence a I e é evidente que esses vetores, para i =

1, . . . , n − s, são linearmente independentes sobre K. Como ν−1(xs−1+i − ri(x)) =

es−1+i − µ−1(ri(x)), temos que a matriz
−µ−1(r1(x)) 1 0 · · · 0

−µ−1(r2(x)) 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−µ−1(rn−s(x)) 0 0 · · · 1


é uma matriz geradora de C.

Como consequência do teorema acima, temos que uma matriz teste de paridade

de C é da forma H = (Ids | −Rt).

1.4 Códigos BCH

A classe de códigos Bose, Chaudhuri e Hocquenghem (BCH) binários foram primeira-

mente discorridos por A. Hocquenghem [11] em 1959 e independentemente por R. C.

Bose e D. K. Ray-Chaudhuri [1] em 1960. Generalizações dos códigos BCH binários

para códigos q-ários foram obtidos por D. Gorenstein e N. Zierler [8] em 1961.

Definição 1.18. Seja α um elemento primitivo de Fqm e denote por M (i)(x) o

polinômio minimal de αi com respeito a Fq. Um código BCH (primitivo) sobre Fq
de comprimento n = qm−1 e distância designada δ é um código ćıclico q-ário gerado

por g(x) := mmc(M (a)(x),M (a+1)(x), . . . ,M (a+δ−2)(x)) para algum inteiro a. Além

disso, o código é dito no sentido estrito se a = 1.

Quanto aos parâmetros de um código BCH, temos que seu comprimento é clara-

mente qm−1. Os próximos teoremas nos fornecem uma cota para a dimensão e para

a distância mı́nima. Suas demonstrações consistem de alguns resultados básicos da

álgebra linear e anéis de polinômios.
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Teorema 1.19. Um código BCH q-ário de comprimento qm−1 e distância designada

δ tem dimensão pelo menos qm − 1−m(δ − 1).

Demonstração: Ver Teorema 8.1.9 (ii) de [14].

Teorema 1.20. Um código BCH com distância designada δ tem distância mı́nima

pelo menos δ.

Demonstração: Ver Teorema 8.1.18 de [14].

Seja α um elemento primitivo de Fqm e seja C um código BCH com distância

mı́nima d pelo menos δ, gerado por g(x) = mmc(M (a)(x),M (a+1)(x), . . . ,M (a+δ−2)(x)).

É claro que os elementos αa, . . . , αa+δ−2 são ráızes de g(x). Seja c(x) = c0+c1x+· · ·+

cn−1x
n−1 uma palavra não nula de C tal que w(c(x)) = d. Assim, c(x) = g(x)t(x)

para algum t(x) ∈ Fq[x] e as ráızes de g(x) são ráızes de c(x), ou seja, c(αi) = 0

para todo i = a, . . . , a+ δ − 2. Em forma matricial temos:

1 αa (αa)2 · · · (αa)n−1

1 αa+1 (αa+1)2 · · · (αa+1)n−1

1 αa+2 (αa+2)2 · · · (αa+2)n−1

...
...

... · · · ...

1 αa+δ−2 (αa+δ−2)2 · · · (αa+δ−2)n−1





c0

c1

c2
...

cn−1


= 0

Deste modo, a matriz

1 αa (αa)2 · · · (αa)n−1

1 αa+1 (αa+1)2 · · · (αa+1)n−1

1 αa+2 (αa+2)2 · · · (αa+2)n−1

...
...

... · · · ...

1 αa+δ−2 (αa+δ−2)2 · · · (αa+δ−2)n−1


é uma matriz teste de paridade de um código BCH.
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1.5 Códigos Reed-Solomon

A subclasse mais importante dos códigos BCH é a classe dos códigos Reed-Solomon

(RS). Códigos RS foram introduzidos por I. S. Reed e G. Solomon [21] independen-

temente do trabalho de R. C. Bose, D. K. Ray-Chaudhuri e A. Hocquenghem.

Considere um código BCH q-ário C de comprimento qm − 1 gerado por g(x) :=

mmc(M (a)(x),M (a+1)(x), . . . ,M (a+δ−2)(x)), onde M (i)(x) é o polinômio minimal de

αi com respeito a Fq para um elemento primitivo α de Fqm . Se m = 1, temos um

código BCH q-ário de comprimento q − 1. Neste caso, α é um elemento primitivo

de Fq e, além disso, o polinômio minimal de αi com respeito a Fq é x − αi. Deste

modo, para δ ≤ q − 1 o polinômio gerador é

g(x) = mmc(x− αa, x− αa+1, . . . , x− αa+δ−2)

= (x− αa)(x− αa+1) · · · (x− αa+δ−2)

onde αa, αa+1, . . . , αa+δ−2 são dois a dois distintos.

Definição 1.21. Um código Reed-Solomon q-ário (código RS) é um código BCH

q-ário de comprimento q − 1 gerado por

g(x) = (x− αa)(x− αa+1) · · · (x− αa+δ−2),

com a ≥ 1 e 2 ≤ δ ≤ q − 1, onde α é um elemento primitivo de Fq.

Nunca consideramos códigos RS binários, pois se assim fosse, ele teria compri-

mento q − 1 = 1.

Exemplo 1.22. Considere o código RS 7-ário de comprimento 6 com polinômio

gerador g(x) = (x− 3)(x− 32)(x− 33) = 6 + x+ 3x2 + x3. Este código possui uma

matriz geradora

G =


6 1 3 1 0 0

0 6 1 3 1 0

0 0 6 1 3 1

 .
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Uma matriz teste de paridade

H =


1 4 1 1 0 0

0 1 4 1 1 0

0 0 1 4 1 1


é obtida por h(x) = (x6 − 1)/g(x) = 1 + x+ 4x2 + x3. Quaisquer 3 colunas de H é

linearmente independentes e quaisquer 4 colunas é linearmente dependente. Assim,

este é um [6,3,4]-código MDS 7-ário.

Teorema 1.23. Códigos Reed-Solomon são MDS, isto é, um código Reed-Solomon

q-ário de comprimento q−1 gerado por g(x) =
∏a+δ−2

i=a (x−αi) é um [q−1, q− δ, δ]-

código ćıclico para qualquer 2 ≤ δ ≤ q − 1.

Demonstração: Como o grau de g(x) é δ − 1, a dimensão do código é exatamente

k := q − 1 − (δ − 1) = q − δ e a distância mı́nina é pelo menos δ. Por outro lado,

pela cota de Singleton, a distância mı́nima é no máximo (q − 1) + 1− k = δ. Logo,

o código RS é MDS.

1.6 Códigos Reed-Solomon generalizados

Considere o código RS definido na seção anterior com a = 1. Neste caso, existe uma

descrição alternativa para tal código que é conveniente para o nosso propósito nesta

seção.

Teorema 1.24. Seja α um elemento primitivo do corpo finito Fq e seja 2 ≤ δ ≤ q−1.

O código q-ário RS no sentido estrito com polinômio gerador

g(x) = (x− α)(x− α2) · · · (x− αδ−1)

é igual a

{(f(1), f(α), f(α2), . . . , f(αq−2)) : f(x) ∈ Fq[x] e gr(f(x)) < q − δ}. (1.1)
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Demonstração: É fácil verificar que o conjunto (1.1) é um Fq-espaço vetorial.

Primeiro mostraremos que ele está contido no código RS gerado por g(x).

A palavra código c = (f(1), f(α), f(α2), . . . , f(αq−2)) corresponde ao polinômio

c(x) =
∑q−2

i=0 f(αi)xi ∈ Fq[x]/(xn − 1). Precisamos mostrar que g(x) divide c(x)

para que c ∈ C, isto é, c(α) = c(α2) = · · · = c(αδ−1) = 0.

Note que, para 1 ≤ k ≤ q − 2, temos que

q−2∑
i=0

αik =
(αk)q−1 − 1

αk − 1
= 0

Escreva f(x) =
∑q−δ−1

j=0 fjx
j. Então, para 1 ≤ l ≤ δ − 1,

c(αl) =

q−2∑
i=0

f(αi)(αl)i =

q−2∑
i=0

(

q−δ−1∑
j=0

fjα
ij)αil =

q−δ−1∑
j=0

fj(

q−2∑
i=0

αi(j+l)) = 0,

com 1 ≤ j + l ≤ q − 2.

A aplicação f 7−→ (f(1), f(α), f(α2), . . . , f(αq−2)) proveniente do conjunto de

polinômios em Fq[x] de grau menor que q − δ para o conjunto em (1.1) é injetora

(qualquer f(x) no núcleo desta aplicação deve ter, pelo menos q − 1 > q − δ >

gr(f(x)) zeros, mas isso somente é posśıvel se f(x) é identicamente nulo). Esta

aplicação é claramente sobrejetora, assim ela é um isomorfismo entre Fq-espaços

vetoriais. Portanto, a dimensão sobre Fq do espaço vetorial em (1.1) é q − δ, que é

a dimensão do código RS gerado por g(x). Assim, segue o teorema.

O seguinte corolário fornece explicitamente uma matriz geradora para o código

RS.

Corolário 1.25. Seja α um elemento primitivo de Fq, e seja 2 ≤ δ ≤ q − 1. A

matriz 

1 1 1 · · · 1

1 α α2 · · · αq−2

1 α2 α4 · · · α(q−2)2

...
...

...
...

...

1 αq−δ−1 α2(q−δ−1) · · · α(q−2)(q−δ−1)
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é uma matriz geradora para o código RS gerado pelo polinômio

g(x) = (x− α)(x− α2) · · · (x− αδ−1).

Uma fácil generalização da descrição do código RS no Teorema 1.24 é conduzida

a uma classe mais geral de códigos que também são MDS.

Definição 1.26. Seja n ≤ q. Seja α = (α1, . . . , αn), onde αi (1 ≤ i ≤ n) são

elementos distintos de Fqm . Seja v = (v1, . . . , vn), onde vi ∈ F∗qm para todo 1 ≤ i ≤ n.

Para k ≤ n, o código Reed-Solomon generalizado GRSk(α, v) é definido por

{(v1f(α1), v2f(α2), . . . , vnf(αn)) : f(x) ∈ Fqm [x] e gr(f(x)) < k}.

Teorema 1.27. O código generalizado RS, GRSk(α, v) tem parâmetros [n, k,

n− k + 1], assim, ele é um código MDS.

Demonstração: É óbvio que GRSk(α, v) tem comprimento n. O mesmo argumento

da prova do Teorema 1.24 mostra que sua dimensão é k. Falta mostrar que a

distância mı́nima é n− k + 1.

Para fazer isso, contamos o número máximo de zeros em uma palavra não nula

do código. Suponha que f(x) não seja identicamente nulo. Como gr(f(x)) < k,

o polinômio f(x) só pode ter, no máximo, k − 1 zeros, isto é, a palavra código

(v1f(α1), . . . , vnf(αn)) tem no máximo k−1 zeros em suas coordenadas. Em outras

palavras, o peso é pelo menos n− k+ 1, assim a distância mı́nima d de GRSk(α, v)

satisfaz d ≥ n − k + 1. Por outro lado, a cota de Singleton, Teorema 1.13, mostra

que d ≤ n− k + 1, assim, d = n− k + 1. Portanto, GRSk(α, v) é MDS.

Teorema 1.28. O dual do código generalizado RS, GRSk(α, v), sobre Fqm de com-

primento n é GRSn−k(α, v
′
) para algum v

′ ∈ (F∗qm)n.

Demonstração: Primeiro, seja k = n−1. Pelo Teorema 1.27, o dual deGRSn−1(α, v)

é um código MDS de dimensão 1, assim, ele tem parâmetros [n, 1, n]. Em particular,

sua base consiste de um vetor v
′

= (v
′
1, . . . , v

′
n), onde v

′
i ∈ F∗q para todo 1 ≤ i ≤ n.

Claramente, este código dual é GRS1(α, v
′
).

17



Segue, em particular, que para todo f(x) ∈ Fq[x] de grau menor que n−1, temos

< v
′
, c >= v1v

′

1f(α1) + · · ·+ vnv
′

nf(αn) = 0,

onde v = (v1, . . . , vn) e <,> denota o produto interno usual de Fnqm .

Agora, para um k arbitrário, afirmamos que GRSk(α, v)⊥ = GRSn−k(α, v
′
).

Uma palavra t́ıpica de GRSk(α, v) é (v1f(α1), . . . , vnf(αn)), onde f(x) ∈ Fq[x]

e gr(f(x)) ≤ k − 1, embora uma palavra t́ıpica de GRSn−k(α, v
′
) tenha a forma

(v
′
1g(α1), . . . , v

′
ng(αn)), com g(x) ∈ Fq[x] de grau menor ou igual a n− k − 1. Visto

que gr(f(x)g(x)) ≤ n− 2 < n− 1, temos

< (v1f(α1), . . . , vnf(αn)), (v
′

1g(α1), . . . , v
′

ng(αn)) >=

v1v
′

1f(α1)g(α1) + · · ·+ vnv
′

nf(αn)g(αn) = 0

Portanto,GRSn−k(α, v
′
) ⊆ GRSk(α, v)⊥. Comparando as dimensões de ambos

os códigos, temos que GRSk(α, v)⊥ ⊆ GRSn−k(α, v
′
).

Corolário 1.29. A matriz teste de paridade de GRSk(α, v) é

v
′
1 v

′
2 · · · v

′
n

v
′
1α1 v

′
2α2 · · · v

′
nαn

v
′
1α

2
1 v

′
2α

2
2 · · · v

′
nα

2
n

...
...

...
...

v
′
1α

n−k−1
1 v

′
2α

n−k−1
2 · · · v

′
nα

n−k−1
n


=



1 1 · · · 1

α1 α2 · · · αn

α2
1 α2

2 · · · α2
n

...
...

...
...

αn−k−1
1 αn−k−1

2 · · · αn−k−1
n





v
′
1 0 · · · 0

0 v
′
2 · · · 0

· · ·
...

. . .
...

0 0 · · · v
′
n


.

Observação 1.30. Observe que v
′

= (v
′
1, . . . , v

′
n) é qualquer vetor que gera o dual

de GRSk(α, v), assim, ele não é único. Em particular, a matriz teste de paridade do

corolário acima não é única.
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1.7 Códigos alternantes

Uma interessante famı́lia de códigos que surge por meio dos códigos generalizados

RS da seção anterior é a classe dos códigos alternantes. Esta é uma grande famı́lia

que inclui os códigos BCH.

Definição 1.31. Um código alternante Ak(α, v
′
) sobre um corpo finito Fq é o

subcódigo no subcorpo GRSk(α, v)|Fq , onde GRSk(α, v) é um código generalizado

RS sobre Fqm , para algum m ≥ 1.

A Observação 1.33 abaixo explica porque escolhemos v
′

na notação do código

alternante em vez de v.

Proposição 1.32. O código alternante Ak(α, v
′
) tem parâmetros [n, k

′
, d], onde

mk − (m− 1)n ≤ k
′ ≤ k e d ≥ n− k + 1.

Demonstração: Pelo Teorema 1.27, GRSk(α, v) tem parâmetros [n, k, n − k + 1].

Assim, Ak(α, v
′
) claramente tem comprimento n e sua dimensão k

′
trivialmente

satisfaz k
′ ≤ k. Como Ak(α, v

′
) é um subconjunto de GRSk(α, v), é claro que a

distância mı́nima de Ak(α, v
′
) é pelo menos a distância mı́nima de GRSk(α, v), isto

é, d ≥ n− k + 1. Agora, Ak(α, v
′
) = GRSk(α, v)|Fq := GRSk(α, v) ∩ Fnq , assim,

k
′

= dimFqAk(α, v
′
) = dimFq(GRSk(α, v) ∩ Fnq )

= dimFqGRSk(α, v) + dimFqFnq − dimFq(GRSk(α, v) + Fnq )

≥ logq |GRSk(α, v)|+ n− dimFq(Fnqm)

= logq(q
m)k + n− logq(q

m)n

= mk + n−mn = mk − (m− 1)n.

Observação 1.33. Segue diretamente da Definição 1.31 e do Corolário 1.29 que

Ak(α, v
′
) não é nada mais que

{c ∈ Fnq : Hct = 0},
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onde H é a matriz do corolário citado. Como H é determinada por α e v
′
, é

apropriado que a notação de código alternante seja expressa em termos de α e v
′
.

Note que todo elemento β ∈ Fqm pode ser escrito unicamente na forma
∑m−1

i=0 βiα
i,

onde α é um elemento primitivo de Fqm e βi ∈ Fq, para todo 0 ≤ i ≤ m − 1. Por-

tanto, se substituirmos cada entrada β de H por um vetor coluna (βo, . . . , βm−1)
t,

obtemos uma matriz H̄ (n− k)m× n com entradas em Fq, tal que Ak(α, v
′
) é

{c ∈ Fnq : H̄ct = 0}.

A matriz H̄ faz o papel da matriz teste de paridade de Ak(α, v
′
), exceto que

suas linhas não são necessariamente linearmente independentes, assim reprimimos

chamando-a de uma matriz teste de paridade de Ak(α, v
′
).

Uma outra matriz teste de paridade para os códigos alternantes é obtida se

multiplicarmos a matriz H definida no Corolário 1.29 por uma matriz quadrada D

não singular, sobre Fqm . Assim,

H̃ = DH =



d11 d12 · · · d1r

d21 d22 · · · d2r

d31 d32 · · · d3r

...
...

...
...

dr1 dr2 · · · drr





1 1 · · · 1

α1 α2 · · · αn

α2
1 α2

2 · · · α2
n

...
...

...
...

αr−1
1 αr−1

2 · · · αr−1
n





v
′
1 0 · · · 0

0 v
′
2 · · · 0

· · ·
...

. . .
...

0 0 · · · v
′
n



=


v

′
1h1(α1) v

′
2h1(α2) · · · v

′
nh1(αn)

v
′
1h2(α1) v

′
2h2(α2) · · · v

′
nh2(αn)

...
...

...
...

v
′
1hr(α1) v

′
2hr(α2) · · · v

′
nhr(αn)

 ,

onde r = n− k e

hi(x) = di1 + di2x+ di3x
2 + · · ·+ dirx

r−1, i = 1, . . . , r

é um polinômio de grau menor ou igual a r − 1 com coeficientes em Fqm .
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Se escolhermos qualquer submatriz de ordem r de H̃ e calcularmos o seu determi-

nante, obtemos o produto do determinante de D pelo determinate de Vandermonde

com elementos distintos e pelo determinante de uma submatriz diagonal. Determi-

nantes desta forma são conhecidos como alternantes e, por esta razão, os códigos

determinados por matrizes desta forma são conhecidos como códigos alternantes.

Vejamos agora alguns exemplos de códigos alternantes.

Exemplo 1.34. Para qualquer q e m, um código BCH sobre Fq é um código que

consiste de todo c ∈ Fnq que satisfaz Hct = 0, onde

H =



1 αa α2a · · · αa(n−1)

1 αa+1 α2(a+1) · · · α(a+1)(n−1)

1 αa+2 α2(a+2) · · · α(a+2)(n−1)

...
...

... · · · ...

1 αa+δ−2 α2(a+δ−2) · · · α(a+δ−2)(n−1)



=



1 1 1 · · · 1

1 α α2 · · · αn−1

1 α2 α4 · · · α(n−1)2

...
...

...
...

...

1 αδ−2 α2(δ−2) · · · α(n−1)(δ−2)





1 0 · · · 0

0 αa · · · 0

· · ·
...

. . .
...

0 0 · · · αa(n−1)


,

que está exatamente na forma do Corolário 1.29. Portanto, um código BCH é

também um código alternante.

Exemplo 1.35. Seja q = 2 e m = 3 e tome n = 6. Seja θ um elemento primitivo

de F8 que satisfaz θ3 + θ + 1 = 0. Tome v
′

= (1, . . . , 1) e α = (θ, θ2, . . . , θ6). Então

A3(α, v
′
) = {c ∈ F6

2 : Hct = 0}, onde

H =


1 1 1 1 1 1

θ θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

θ2 θ4 θ6 θ8 θ10 θ12

 .
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Então

H̄ =



1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 1

1 0 1 1 1 0

0 1 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1

1 1 1 0 0 1



,

que tem a seguinte forma escalonada:

1 0 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



.

Assim, segue que A3(α, v
′
) tem matriz geradora

G =

1 0 1 1 1 0

1 1 1 0 0 1


e que é um [6, 2, 4]-código.

1.8 Códigos de Goppa

Uma das subclasses mais importantes dos códigos alternantes é a famı́lia dos códigos

de Goppa, introduzida por V.D. Goppa [7] nos anos de 1970, os quais possuem bons
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parâmetros. Códigos de Goppa são usados também em criptografia - os sistemas

criptográficos McEliece e Niederreiter são exemplos de sistemas criptográficos de

chave pública que usam códigos de Goppa.

Definição 1.36. Seja g(x) um polinômio em Fqm [x] para algum m fixo e seja L =

{α1, . . . , αn} um subconjunto de Fqm , onde os αi são dois a dois distintos e tais que

g(αi) 6= 0 para i = 1, . . . , n. O Código de Goppa Γ(L, g) é definido como

Γ(L, g) = {(c1, . . . , cn) ∈ Fnq :
n∑
i=1

ci
g(x)− g(αi)

x− αi
g(αi)

−1 = 0}.

É claro que Γ(L, g) é um subespaço vetorial de Fnq e, portanto, é um código

linear. O polinômio g(x) é dito o polinômio de Goppa. Quando g(x) é irredut́ıvel,

Γ(L, g) é dito um código de Goppa irredut́ıvel.

A próxima proposição mostra imediatamente que os Códigos de Goppa são

exemplos de códigos alternantes.

Proposição 1.37. Para um dado polinômio de Goppa g(x) de grau t e L = {α1, . . . , αn},

temos Γ(L, g) = {c ∈ Fnq : Hct = 0}, onde

H =


g(α1)

−1 · · · g(αn)−1

α1g(α1)
−1 · · · αng(αn)−1

...
...

...

αt−1
1 g(α1)

−1 · · · αt−1
n g(αn)−1

 .

Demonstração: Ver Proposição 9.3.3 de [14].

Corolário 1.38. Para um dado polinômio de Goppa g(x) de grau t e L = {α1, . . . , αn},

o código de Goppa Γ(L, g) é um código alternante An−t(α, v
′
), onde α = (α1, . . . , αn)

e v
′
= (g(α1)

−1, . . . , g(αn)−1).

Pela Proposição 1.32 e pelo Corolário 1.38 damos imediatamente uma cota para

a dimensão e para a distância mı́nima de um código de Goppa.
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Corolário 1.39. Para um dado polinômio de Goppa g(x) de grau t e L = {α1, . . . , αn},

o código de Goppa Γ(L, g) é um código linear sobre Fq com parâmetros [n, k, d], onde

k ≥ n−mt e d ≥ t+ 1.

Exemplo 1.40. Para qualquer t tome g(x) = xt e seja L = {1, α−1, α−2, . . . , α−(qm−2)},

onde α é um elemento primitivo de Fqm (visto que n = qm − 1). Então Γ(L, g) =

{c ∈ Fnq : Hct = 0}, onde

H =


1 αt α2t · · · α(n−1)t

1 αt−1 α2(t−1) · · · α(n−1)(t−1)

...
...

...
...

...

1 α α2 · · · αn−1

 .

Note que H é uma matriz teste de paridade para um código BCH, assim, Γ(L, g) é

precisamente o código BCH.

Exemplo 1.41. Seja q = 2 e tome g(x) = α3 + x + x2, onde α é um elemento

primitivo de F8 que satisfaz α3 + α + 1 = 0. Seja L = F8, assim, n = 8 e m = 3.

Então Γ(L, g) = {c ∈ F8
2 : Hct = 0}, onde

H =

α4 α4 α 1 α α2 α2 1

0 α4 α2 α2 α4 α6 1 α6

 .

Substituindo cada entrada de H por um vetor coluna em F3
2, obtemos

H̄ =



0 0 0 1 0 0 0 1

1 1 1 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 0 0

0 1 1 1 1 1 0 1


,
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que tem a seguinte forma escalonada

1 0 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 1

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 1 1 1


.

Deste modo, Γ(L, g) tem matriz geradora

G =

1 1 1 0 1 1 1 0

1 0 1 1 0 1 0 1

 .

Portanto, Γ(L, g) tem parâmetros [8, 2, 5].
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Caṕıtulo 2

Cotas para a distância mı́nima de

códigos definidos sobre uma

variedade afim

2.1 Uma melhora da cota de Feng-Rao para a

distância mı́nima

Esta seção tem por finalidade introduzir algumas definições básicas para a teoria

de códigos sobre variedades afins. Até a segunda definição utilizaremos uma termi-

nologia geral para códigos algébricos geométricos. A partir deste ponto adotaremos

a terminologia de Feng-Rao no contexto de códigos sobre variedades afins. Os con-

ceitos e resultados serão apresentados com a finalidade de obtermos a cota fraca de

Feng-Rao (cota de Miura) para códigos duais de tais códigos. Para isso, seja Fq um

corpo com q elementos e Fkq o conjunto de todas as k-uplas de elementos em Fq.

Definição 2.1. Seja I um ideal do anel de polinômios Fq[x1, . . . , xk]. Ponha

Iq := I + 〈xq1 − x1, . . . , x
q
k − xk〉.
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A variedade afim de Iq, denotada por V (Iq), é dada por

V (Iq) := {(a1, . . . , ak) ∈ Fkq : f(a1, . . . , ak) = 0, para todo f ∈ Iq}.

Para os exemplos que seguem, faremos x1 = x, x2 = y e x3 = z. Deste modo,

consideraremos as variáveis x, y e z ordenadas lexicograficamente.

Exemplo 2.2. Considere o ideal I = 〈x2 + x+ y2 + y〉 ⊂ F4[x, y]. Então

I4 = 〈x2 + x+ y2 + y, x4 − x, y4 − y〉.

Dado f(x, y) ∈ I4 temos que

f(x, y) = t1(x, y)(x2 + x+ y2 + y) + t2(x, y)(x4 − x) + t3(x, y)(y4 − y)

para algum t1, t2, t3 ∈ F4[x, y]. Note que todo (x, y) ∈ F2
4 é raiz de x4 − x e

y4 − y, uma vez que a4 = a em F4, assim determinar as ráızes de f se reduz a

encontrar as ráızes de x2 + x + y2 + y. Para isso, consideremos F4 = F2(θ), onde

θ2 = θ + 1 para algum θ, logo F4 = {0, 1, θ, θ2} e as ráızes de x2 + x + y2 + y

são (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (θ, θ), (θ2, θ2), (θ, θ2) e (θ2, θ). Deste modo, a variedade

afim V (I4) é o conjunto formado por estes 8 pontos.

Seja R o anel coordenado da variedade afim V (Iq); isto é,

R =
Fq[x1, . . . , xk]

Iq
.

Suponha que P1, . . . , Pn seja uma ordenação dos pontos de V (Iq). Definimos a

aplicação

φ : R → Fnq

f 7→ (f(P1), . . . , f(Pn))

onde f representa a classe de equivalência f + Iq. Note que φ é bem definida e
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injetora, uma vez que

f = g ⇔ f + Iq = g + Iq

⇔ f − g ∈ Iq

⇔ ((f − g)(P1), . . . , (f − g)(Pn)) = (0, . . . , 0), P1, . . . , Pn ∈ V (Iq)

⇔ (f(P1), . . . , f(Pn)) = (g(P1), . . . , g(Pn))

⇔ φ(f) = φ(g).

A aplicação φ também é sobrejetora. De fato, pois podemos escrever

f(x1, . . . , xk) =
m∑
t=0

∑
l1+···+lk=t

al1···lkx
l1
1 · · · x

lk
k ,

onde m = gr(f) e li ≥ 0 para i = 1, . . . , k. Escolha m suficientemente grande de

forma que o sistema linear (al1···lk são as incógnitas)
f(P1) = α1

...

f(Pn) = αn

tenha solução. Assim, para todo (α1, . . . , αn) ∈ Fnq , existe f ∈ Fq[x1, . . . , xk] tal que

f(P1, . . . , Pn) = (α1, . . . , αn).

E, por último, φ é linear:

φ(αf + g) = ((αf + g)(P1), . . . , (αf + g)(Pn))

= (αf(P1), . . . , αf(Pn)) + (g(P1), . . . , g(Pn))

= α(f(P1), . . . , f(Pn)) + (g(P1), . . . , g(Pn))

= αφ(f) + φ(g).

Portanto, a aplicação φ é um isomorfismo de Fq-espaços vetoriais. Na realidade, φ é

um isomorfismo de anéis no caso em que consideramos a multiplicação em Fnq feita

coordenada a coordenada.

Seja L um Fq-subespaço vetorial do anel coordenado R.
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Definição 2.3. Os códigos C(I, L) e C⊥(I, L) sobre uma variedade afim são definidos

como:

C(I, L) = φ(L) e C⊥(I, L) = φ(L)⊥,

onde φ(L)⊥ é o complemento ortogonal de φ(L) com respeito ao produto interno

usual sobre Fnq . Tais códigos são ditos códigos geométricos de Goppa melhorados.

Em 1995, Feng e Rao determinaram uma cota inferior para a distância mı́nima

de um código da forma C⊥(I, L) sobre uma variedade afim e mostraram como

tais códigos são constrúıdos [6] (tal construção será mostrada no Caṕıtulo 3 Seção

2). Para introduzir essa cota de Feng-Rao começamos com as seguintes definições,

adotando a terminologia de Feng e Rao no contexto de códigos sobre variedades

afins.

Definição 2.4. Seja T k o conjunto dos monômios de Fq[x1, . . . , xk]. Em outras

palavras,

T k := {xα1
1 · · · x

αk
k : αi ∈ N para 1 ≤ i ≤ k}.

Definiremos uma ordenação total sobre todos os elementos de T k de acordo com

a ordenação peso e lexicográfica do monômio analisado. Para isso, seja o peso de

cada variável xi um inteiro positivo w(xi). O peso do monômio xα1
1 · · · x

αk
k é definido

como:

w(xα1
1 · · · x

αk
k ) =

k∑
i=1

αiw(xi).

Obviamente, w(1) = w(x0) = 0. Aqui, peso de um monômio é um número inteiro

positivo, que, apesar da mesma notação, não é a mesma definição de peso de uma

palavra código.

Exemplo 2.5. Para o polinômio f(x, y) = xy3 + x3 + y consideremos w(x) = 3 e

w(y) = 2, deste modo, w(xy3) = w(x) + 3w(y) = 9 e w(x3) = 3w(x) = 9.

Considere dois monômios xα1
1 · · · x

αk
k e xβ1

1 · · · x
βk

k quaisquer. Definimos uma

relação (denotada <t) destes monômios como mostrado abaixo:

xα1
1 · · · x

αk
k <t x

β1

1 · · · x
βk

k se

29



1. w(xα1
1 · · · x

αk
k ) < w(xβ1

1 · · · x
βk

k ) ou

2. w(xα1
1 · · · x

αk
k ) = w(xβ1

1 · · · x
βk

k ) e existe um m tal que αl = βl para 1 ≤ l <

m e αm < βm.

Facilmente verifica-se que esta relação é uma ordenação total, dita ordenação peso

e lexicográfica.

Exemplo 2.6. Considere monômios em três variáveis, x, y e z. Seja w(x) = 4,

w(y) = 3 e w(z) = 2. Uma comparação segundo a ordenação total de dois monômios

x2yz3 e x2y3 pode ser definida como a seguir: temos que w(x2yz3) = w(x2y3) = 17,

α1 = β1 e α2 < β2, então x2yz3 <t x
2y3.

Definição 2.7. O ∆-conjunto de um ideal I ⊆ Fq[x1, . . . , xk], denotado por ∆(I),

é definido por

∆(I) := T k \ {lm(f) : f ∈ I, f 6= 0},

onde lm(f) denota o monômio ĺıder de f sob a ordenação <t.

Dado um ideal I, consideraremos duas sequências provenientes de ∆(Iq).

Definição 2.8. Para I ⊆ Fq[x1, . . . , xk], definimos a sequência H como

H := {hi}ni=1,

que é uma sequência crescente (sobre <t) dos elementos de ∆(Iq). A sequência peso

é definida por

W := {w(hi)}ni=1.

Pela definição acima temos que W é uma sequência não decrescente, visto H ser

uma sequência crescente e dois ou mais elementos de H poderem ter o mesmo peso.

Proposição 2.9. O conjunto H = {h1, . . . , hn} é uma base para R.

Demonstração: Precisamos mostrar que os elementos de H são linearmente in-

dependentes e que eles geram R. Primeiramente, seja α1, . . . , αn elementos de Fq,
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então se α1h1 + · · ·+αnhn = 0 em R e hi = hi+Iq, temos que α1h1 + · · ·+αnhn ∈ Iq.

Supondo αn 6= 0 temos que hn é o ĺıder, absurdo, logo αn = 0 . Supondo αn−1 6= 0

temos que hn−1 é o ĺıder, absurdo, logo αn−1 = 0. Repetindo esse processo sucessiva-

mente, obtemos α1 = · · · = αn = 0. Logo, tal conjunto é linearmente independente.

Consideremos L = {lm(f) : f ∈ Iq, f 6= 0}, assim podemos escrever ∆(Iq) =

T k \ L. Suponhamos que H não gera R. Deste modo, existe f ∈ R, f = f + Iq,

com f ∈ Fq[x1, . . . , xk], tal que f /∈ [H] + Iq ([H] denota o subespaço gerado pelos

elementos de H). De fato, pois se f ∈ [H] + Iq, então existe m1 ∈ [H] e m2 ∈ Iq
tal que f = m1 + m2, logo, f = m1 + m2 + Iq = m1 + Iq, ou seja, f ∈ [H], o que é

uma contradição. Escolha f de forma que seu monômio ĺıder seja o menor posśıvel.

Podemos ter lm(f) ∈ H ou lm(f) ∈ L. Se lm(f) ∈ H, tome g = f − lm(f),

g ∈ Fq[x1, . . . , xk], logo lm(g) <t lm(f), assim, g /∈ [H] + Iq, pois se assim fosse

teŕıamos g = t1 + t2, com t1 ∈ [H] e t2 ∈ Iq, resultando que f = g + lm(f) =

(t1 + lm(f)) + t2 ∈ [H] + Iq, o que é uma contradição, portanto, lm(f) /∈ H. Se

lm(f) ∈ L, então existe t ∈ Iq tal que lm(f) = lm(t). Tome u = f − t, logo,

lm(u) <t lm(f). Deste modo, u /∈ [H] + Iq, pois se assim fosse teŕıamos u = p1 + p2

com p1 ∈ [H] e p2 ∈ Iq, resultando que f = u + t = p1 + (p2 + t) ∈ [H] + Iq, o que

é uma contradição, portanto, lm(f) /∈ L. Com isso conclúımos que se lm(f) /∈ H e

lm(f) /∈ L, então não podemos ter R 6= [H]. Portanto, H gera R.

Exemplo 2.10. Considerando a mesma situação do Exemplo 2.2 e o peso designado

w(x) = w(y) = 1 temos, analisando f(x, y) = t1(x, y)(x2 +x+y2 +y)+ t2(x, y)(x4−

x) + t3(x, y)(y4 − y), que os únicos monômios que não são ĺıderes de algum f ∈ I4
são 1, x, y, y2, y3, xy, xy2 e xy3, portanto, ∆(I4) = {xayb : 0 ≤ a ≤ 1 e 0 ≤ b ≤ 3} e

H = {1, y, x, y2, xy, y3, xy2, xy3}. Calculando o peso de cada monômio deH obtemos

a sequência W = {0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4}.

Definição 2.11. Denotemos por L(r) o subespaço linear de dimensão r de R ge-

rado pelo conjunto {h1, . . . , hr}. Mais geralmente, denotemos por L(r, v1, . . . , vl) o

subespaço de dimensão r+ l gerado por {h1, . . . , hr, hv1 , . . . , hvl
}, onde r+ 1 < v1 <
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· · · < vl para algum l ≥ 0.

Note que se l = 0, então L(r, v1, . . . , vl) = L(r).

Definição 2.12. Um monômio m é dito consistente com hr se w(m) = w(hr) e

m ∈ L(r) \ L(r − 1). Se m é consistente com hr, então escrevemos m ∼ hr.

Exemplo 2.13. Tome h6 ∈ H, onde H é dada no Exemplo 2.10. Determinemos

todos os monômios consistentes com h6 = y3. Para isso precisamos encontrar todos

os monômios m ∈ T 2 tais que m ∼ h6. Os posśıveis candidatos são: x3, y3, x2y e

xy2, visto possúırem o mesmo peso que h6. Assim, basta determinar quais deles

possuem sua classe de equivalência em L(6) \ L(5).

• x3: para αi ∈ F4, com i = 1, ..., 6,

x3 = α11 + α2y + α3x+ α4y2 + α5xy + α6y3

⇔ x3 + α11 + α2y + α3x+ α4y
2 + α5xy + α6y

3 ∈ I4,

mas é imposśıvel escrever esse polinômio na forma de um elemento de I4, deste

modo x3 /∈ L(6) \ L(5);

• y3: é o próprio h6, consequentemente, consistente com ele mesmo;

• x2y: para αi ∈ F4, com i = 1, ..., 6,

x2y = α11 + α2y + α3x+ α4y2 + α5xy + α6y3

⇔ x2y + α11 + α2y + α3x+ α4y
2 + α5xy + α6y

3

= (x2 + α5x+ α6y
2 + α4y)y + α1 + α2y + α3x ∈ I4,

tomando α1 = α2 = α3 = 0 e α4 = α5 = α6 = 1 temos

(x2 + x+ y2 + y)y ∈ I4

e como α6 6= 0, x2y ∈ L(6) \ L(5);

• xy2: é o h7, assim xy2 ∈ L(7).
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Portanto, os monômios consistentes com h6 = y3 são o próprio h6 e o monômio x2y.

Lema 2.14. Se m <t hr, então m ∈ L(r − 1).

Demonstração: Suponha m <t hr e m ∈ L(s) \L(s− 1) para algum s ≥ r. Então

m + Iq =
∑s

i=1(kihi) + Iq para algum ki ∈ Fq, com 1 ≤ i ≤ s e ks 6= 0. Deste

modo, f =
∑s

i=1(kihi)−m ∈ Iq e lm(f) = hs, com ks 6= 0 e m <t hr ≤t hs. Assim,

hs /∈ ∆(Iq) o que é uma contradição.

Como uma consequência, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 2.15. Se m ∼ hr, então hr ≤t m.

Demonstração: Suponhamos m <t hr, então, pelo Lema 2.14, m ∈ L(r − 1),

assim, m não é consistente com hr, o que é uma contradição.

Definição 2.16. Para hr = xα1
1 · · · x

αk
k ∈ H, denotemos por Dr o conjunto dos

divisores de hr e escrevamos

Dr := |Dr| =
k∏
i=1

(αi + 1).

Para hi e hj em H, denotaremos o produto hihj simplesmente como hi,j.

Resultados equivalentes aos do Apêndice A podem ser obtidos no anel coorde-

nado R mediante o isomorfismo

φ : R → Fnq

f 7→ (f(P1), . . . , f(Pn))

considerando que:

1. φ(hi) = wi, 1 ≤ i ≤ n;

2. φ(hi,j) = (hi,j(P1), . . . , hi,j(Pn)) = (hihj(P1), . . . , hihj(Pn))

= (hi(P1), . . . , hi(Pn))(hj(P1), . . . , hj(Pn)) = φ(hi)φ(hj) = wiwj;

3. φ(L(r)) =W(r) (A definição de W(r) encontra-se no Apêndice A).
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Definição 2.17. Suponha hi,j um monômio tal que hi,j ∼ hr. O monômio hi,j é

bem comportado se para cada (u, v), onde 1 ≤ u ≤ i e 1 ≤ v ≤ j, com (u, v) 6= (i, j),

temos que hu,v ∈ L(r − 1).

Definição 2.18. Suponha hi,j um monômio tal que hi,j ∼ hr. O monômio hi,j é

fracamente bem comportado se para cada (u, v), onde u < i e v = j ou u = i e v < j,

temos que hu,v ∈ L(r − 1).

Consequentemente, hi,j é bem comportado em R se, e somente se, (wi, wj) é bem

comportado em relação a ω (analogamente para fracamente bem comportado).

Definição 2.19. Para cada monômio hr ∈ H defina

Nr := {(i, j) : hi,j ∼ hr e hi,j é bem comportado}.

Analogamente, defina

Ñr := {(i, j) : hi,j ∼ hr e hi,j é fracamente bem comportado}.

Ponha Nr := |Nr| e Ñr := |Ñr|.

O inteiro Nr é devido a Feng e Rao e o inteiro Ñr é devido a Miura. Além disso,

por construção, vemos que Nr ≤ Ñr.

Exemplo 2.20. Consideremos ainda o monômio h6 = y3 ∈ H, onde H é a sequência

dada no Exemplo 2.10. Determinemos os monômios bem comportados e fracamente

bem comportados com h6. Pelo Exemplo 2.13 temos que x2y ∼ h6. Note que

h3,5 = x2y, mas h3,5 não é fracamente bem comportado, pois h2,5 = xy2 = h7 e

h7 ∈ L(7), consequentemente, h3,5 não é bem comportado. Agora, h1,6 = h6 é

fracamente bem comportado, uma vez que h1,v ∈ L(5) para 1 ≤ v ≤ 5 e L(1) ⊂

L(2) ⊂ L(3) ⊂ L(4) ⊂ L(5), consequentemente, h1,6 é também bem comportado.

Resta analisar h2,4 = h6. Temos que h2,3 = h5, h1,4 = h2,2 = h4, h1,3 = h3 e

h1,2 = h2,1 = h2. Logo, h2,3 ∈ L(5), h1,4, h2,2 ∈ L(4) ⊂ L(5), h1,3 ∈ L(3) ⊂ L(5)
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e h1,2, h2,1 ∈ L(2) ⊂ L(5). Deste modo, h2,4 é bem comportado e fracamente bem

comportado. Portanto,

N6 = Ñ6 = {(1, 6), (2, 4), (4, 2), (6, 1)}.

Lema 2.21. Seja hi, hj e hr ∈ H. Se hi,j = hr, então hi,j é bem comportado e

consistente com hr.

Demonstração: Suponha hi, hj e hr ∈ H tais que hi,j = hr, então w(hi,j) = w(hr)

e hi,j ∈ L(r) \ L(r − 1), resultando que hi,j ∼ hr. Consideremos (u, v) tal que

1 ≤ u ≤ i e 1 ≤ v ≤ j, com (u, v) 6= (i, j). Então hu,v <t hi,j = hr. Assim, pelo

Lema 2.14, hu,v ∈ L(r − 1), ou seja, hi,j é bem comportado.

Corolário 2.22. Para hr ∈ H, temos Dr ≤ Nr. Isto é, Nr é pelo menos o número

de monômios divisores de hr.

Exemplo 2.23. Considere o ideal I = 〈g〉 ⊂ Fq[x, y], onde g = xa + cyb + f(x, y),

e o peso designado w(x) = b e w(y) = a. Suponha que mdc(a, b) = 1, c 6= 0 e

w(lm(f)) < ab. Note que lm(g) = xa e, consequentemente, temos

∆(Iq) ⊆ {xα1yα2 : 0 ≤ α1 < a e 0 ≤ α2 < q}.

Quaisquer dois monômios distintos neste conjunto possuem pesos diferentes. De

fato, consideremos m1 = xα1yα2 e m2 = xβ1yβ2 monômios distintos em tal conjunto,

assim,

w(m1) = α1w(x) + α2w(y) = bα1 + aα2 e

w(m2) = β1w(x) + β2w(y) = bβ1 + aβ2.

Logo, w(m1) 6= w(m2), pois mdc(a, b) = 1, 0 ≤ α1, β1 < a, 0 ≤ α2, β2 < q e α1 6= β1

ou α2 6= β2. Como um resultado, W é uma sequência estritamente crescente.

Suponha hi, hj, hr ∈ H com w(hi) + w(hj) = w(hr). Se hi,j = hr, então, pelo

Lema 2.21, sabemos que (i, j) ∈ Nr. Se hi,j = xe1ye2 6= hr, então, pela estrutura de
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∆(Iq), observe que hr = xe1−aye2+b e que multiplicando g por xe1−aye2 , obtemos:

xe1−aye2g = xe1−aye2xa + xe1−aye2cyb + xe1−aye2f(x, y)

= xe1ye2 + xe1−aye2+bc+ xe1−aye2f(x, y)

= hi,j + chr + xe1−aye2f(x, y) ∈ I.

Logo,

hi,j = xe1−aye2g − chr − xe1−aye2f(x, y).

Como c 6= 0 temos que −chr ∈ L(r). Logo, hi,j ∈ L(r) \ L(r − 1) e hi,j ∼ hr.

Como W é uma sequência estritamente crescente, hi,j ∼ hr implica que hi,j é

bem comportado. Com isso e pela Definição 2.12, temos que:

Nr = {(i, j) : hi,j ∼ hr} = {(i, j) : w(hi) + w(hj) = w(hr)},

consequentemente,

Nr = |{(a, b) : a, b ∈ W e a+ b = w(hr)}|.

Dadas estas definições e resultados, podemos agora definir a cota de Feng-Rao e

a cota fraca de Feng-Rao para a distância mı́nima.

Definição 2.24. Considere o código C⊥(I, L), onde L = L(r, v1, . . . , vl). Defina

δFR := min{Nv : v /∈ {1, . . . , r, v1, . . . , vl}}

e

δWFR := min{Ñv : v /∈ {1, . . . , r, v1, . . . , vl}}.

O inteiro δFR é a cota de Feng-Rao para a distância mı́nima do código C⊥(I, L),

onde L = L(r, v1, . . . , vl). Isso está demonstrado em [6], que é o artigo em que Feng

e Rao definem código sobre uma variedade afim e também determinam uma cota

para a distância mı́nima de tais códigos, que é justamente a cota mencionada acima,

δFR. O número δWFR será referido como a cota fraca de Feng-Rao ou cota de Miura.

Note que, como Nr ⊆ Ñr, temos que δFR ≤ δWFR. No Caṕıtulo 3, Seções 2 e 3

discutiremos duas famı́lias de códigos nas quais podem ser vistas tal desigualdade.
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Proposição 2.25. A distância mı́nima do código C⊥(I, L), onde L = L(r, v1, . . . , vl),

é, pelo menos, δWFR.

Demonstração: Análoga à demonstração da Proposição .9 do Apêndice A, con-

siderando o isomorfismo entre R e Fnq já mencionado anteriormente e que

φ(L(r, v1, . . . , vl)) = C(I, L) = C(W), onde W = {φ(h1), . . . , φ(hr), φ(hv1), . . . ,

φ(hvl
)}.

2.2 Uma melhora da cota de Miura para a distância

mı́nima

Nesta seção novas definições e conceitos serão introduzidos, os quais conduzirão ao

ápice deste trabalho, que é descrever uma cota para a distância mı́nima melhor que

a cota fraca de Feng-Rao (cota de Miura).

Definição 2.26. Denotamos por Sr := {m1, . . . ,mlr} o conjunto completamente

ordenado de monômios consistentes com hr tais que m1 <t m2 <t · · · <t mlr .

Chamamos Sr de conjunto de consistência de hr.

Pelo Corolário 2.15 e Lema 2.21 devemos ter m1 = hr. Em geral, a maioria dos

códigos sobre variedades afins foram, no passado, considerados não tendo mais que

dois elementos em Sr, para todo r tal que 1 ≤ r ≤ n.

Exemplo 2.27. Pelo Exemplo 2.13 temos que os monômios consistentes com h6 =

y3 são o próprio h6 e o monômio x2y. Note que y3 <t x
2y, portanto, S6 = {y3, x2y}.

Definição 2.28. Ponha Br := {(i, j) : hi,j = mp ∈ Sr e não existe um hu ∈

H tal que hi,u ou hu,j seja igual a mv ∈ Sr para algum v < p}. Denote por Br

a cardinalidade de Br.

Observação 2.29. Visto que v < p se, e somente se, mv <t mp, uma descrição

alternativa de Br é a seguinte: Br = {(i, j) : hi,j ∈ Sr e para todo (u, v) tal que u =

i e v < j ou u < i e v = j, temos que hu,v /∈ Sr}.
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Exemplo 2.30. Considerando o conjunto S6 = {y3, x2y} dado no Exemplo 2.27,

obtemos B6 = {(1, 6), (2, 4), (3, 5), (4, 2), (5, 3), (6, 1)}.

Definição 2.31. Denotamos por S∗r := {m1, . . . ,ms} o conjunto completamente

ordenado de todos os monômios mp ∈ Sr tais que mp <t hr+1, ou seja, hr =

m1 <t · · · <t ms <t hr+1. Como S∗r ⊆ Sr, também chamamos Sr de conjunto de

consistência de hr.

Note que se r = n, então temos, por convenção, que S∗r = Sr.

Definição 2.32. Defina B∗r := {(i, j) : hi,j = mp ∈ S∗r e não existe um hu ∈

H tal que hi,u ou hu,j seja igual a mv ∈ S∗r para algum v < p}. Denote por B∗r

a cardinalidade de B∗r .

Observação 2.33. Como hr ∈ S∗r , temos que {(i, j) : hi,j = hr} ⊆ B∗r ⊆ Br e

portanto, Dr ≤ B∗r ≤ Br.

Uma outra maneira de ver B∗r é dada na seguinte proposição.

Proposição 2.34. Seja hr ∈ H e S∗r seu correspondente conjunto de consistência.

Então B∗r = {(i, j) : hi,j ∈ S∗r e hi,j é fracamente bem comportado}.

Demonstração: Ponha B′r := {(i, j) : hi,j ∈ S∗r e hi,j é fracamente bem com-

portado}. Mostraremos por contradição que B′r ⊆ B∗r . Suponha (i, j) ∈ B′r. Sem

perda de generalidade, assuma que existe um hu tal que hi,u ∈ S∗r , com hi,u <t hi,j.

Portanto, u < j e hi,u ∼ hr implica que hi,u ∈ L(r) \ L(r − 1). Assim, hi,j não é

fracamente bem comportado, o que é uma contradição. Deste modo, B′r ⊆ B∗r .

Suponha (i, j) ∈ B∗r . Seja (u, v) tal que u = i e v < j ou u < i e v = j.

Visto que hu,v <t hi,j <t hr+1 e w(hi,j) = w(hr), temos que w(hu,v) ≤ w(hr). Se

w(hu,v) < w(hr), então hu,v <t hr e, pelo Lema 2.14, temos hu,v ∈ L(r − 1). Se

w(hu,v) = w(hr), então hu,v ∈ L(r − 1) uma vez que hu,v <t hr+1 e hu,v /∈ S∗r .

Assim, hi,j é fracamente bem comportado. Portanto, B∗r ⊆ B′r.

Teorema 2.35. Para cada hr ∈ H temos B∗r ⊆ Ñr ⊆ Br.
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Demonstração: Pela descrição de B∗r na Proposição 2.34 vemos que B∗r ⊆ Ñr.

A seguir mostraremos por contradição que Ñr ⊆ Br. Suponha (i, j) ∈ Ñr. Sem

perda de generalidade, assuma que existe um hu tal que hi,u ∈ Sr com hi,u <t hi,j.

Portanto, u < j e hi,u ∼ hr implica que hi,u ∈ L(r) \ L(r − 1). Assim, hi,j não é

fracamente bem comportado, o que é uma contradição.

Note que, em virtude do Teorema 2.35 acima temos que Ñr ⊆ Br, entretanto,

Br * Ñr. De fato, seja (i, j) ∈ Br, então hi,j ∈ Sr e para todo (u, v) tal que u < i e

v = j ou u = i e v < j temos que hu,v /∈ Sr. Agora, hu,v /∈ Sr implica que hu,v � hr

que por sua vez implica em:

1. w(hu,v) 6= w(hr) e hu,v ∈ L(r) \ L(r − 1), logo hu,v /∈ L(r − 1) e hi,j não é

fracamente bem comportado;

2. w(hu,v) = w(hr) e hu,v /∈ L(r) \ L(r − 1), logo hu,v ∈ L(s) com s ≥ r + 1 ou

s ≤ r − 1. Quando s = r + 1 temos que hi,j é fracamente bem comportado,

nos outros casos, hi,j não é fracamente bem comportado;

3. w(hu,v) 6= w(hr) e hu,v /∈ L(r) \ L(r − 1), é a mesma análise do item 2.

Corolário 2.36. Seja hr ∈ H e Sr = {m1, . . . ,mlr} seu correspondente conjunto de

consistência. Se mlr <t hr+1, então B∗r = Ñr = Br.

Demonstração: Suponha que mlr <t hr+1. Então S∗r = Sr implica que B∗r = Br.

Com isso e pela inclusão estabelecida no Teorema 2.35 obtemos B∗r = Ñr = Br.

Corolário 2.37. Se W é uma sequência estritamente crescente, então para todo

r ≤ n temos B∗r = Br = Nr = Ñr = {(i, j) : hi,j ∼ hr}.

Demonstração: Seja hr ∈ H e Sr = {m1, . . . ,mlr} seu correspondente conjunto

de consistência. Se W é estritamente crescente, então temos que w(mlr) = w(hr) <

w(hr+1). Além disso, mlr <t hr+1 e, pelo Corolário 2.36, temos B∗r = Ñr = Br.

Suponha hi,j ∼ hr. Seja (u, v) tal que u ≤ i e v ≤ j, com (u, v) 6= (i, j). Como

W é crescente, temos w(hu,v) < w(hi,j) = w(hr). Então hu,v <t hr e, pelo Lema
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2.14, hu,v ∈ L(r − 1). Deste modo, hi,j é bem comportado. Agora, seja (u, v) tal

que u < i e v = j ou u = i e v < j, com (u, v) 6= (i, j). Como W é crescente,

w(hu,v) < w(hi,j) = w(hr). Assim, hu,v <t hr e, pelo Lema 2.14, hu,v ∈ L(r − 1),

logo hi,j é fracamente bem comportado. Portanto, pela Definição 2.19, temos que

Nr = Ñr = {(i, j) : hi,j ∼ hr}.

Corolário 2.38. Se |Sr| = 1, então B∗r = Br = Nr = Ñr com cardinalidade Dr.

Demonstração: Suponha |Sr| = 1. Então hr é o único elemento de Sr e hr <t hr+1.

Assim, pelo Corolário 2.36, B∗r = Ñr = Br. Analisando os divisores de hr vemos que

{(i, j) : hi,j = hr} = Br. Pela Observação 2.33, B∗r = Br = Ñr = Dr. Pelo Lema

2.21, temos {(i, j) : hi,j = hr} ⊆ Nr, que, pelo que acabamos de provar, resulta em

Ñr ⊆ Nr. Por outro lado, Nr ⊆ Ñr. Deste modo, temos a igualdade.

Observação 2.39. Se |Sr| = 2 (isto é, Sr = {hr,m2}), então, pela Definição 2.28,

sabemos que Br pode ser expresso como a união disjunta de dois conjuntos, a saber,

Br = {(i, j) : hi,j = hr} ∪ {(i, j) : hi,j = m2, com hi, hj /∈ Dr}.

Definição 2.40. Definimos a matriz de produtos n × n simétrica como sendo a

matriz

M := [hi,j], para 1 ≤ i, j ≤ n.

Definição 2.41. Para todo a ∈ W , defina Wa := {i : w(hi) = a}.

Definição 2.42. Para a, b ∈ W , defina M(a,b) como sendo a submatriz de M formada

por todas as entradas hi,j tais que i ∈ Wa e j ∈ Wb. Referiremos a M(a,b) como uma

submatriz de elementos de mesmo peso.

Lema 2.43. Se existe pelo menos um hi,j ∈M(a,b) tal que hi,j ∼ hr então existe pelo

menos um hu,v ∈M(a,b) tal que (u, v) ∈ Br.

Demonstração: Para Sr = {m1, . . . ,mlr} ponha p′ = min{p : mp ∈M(a,b)}. Então

hu,v = mp′ ∈M(a,b) implica que (u, v) ∈ Br.
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Definição 2.44. Dizemos que a submatriz M(a,b) é extrema para hr se existir pelo

menos um hi,j ∈ M(a,b) com hi,j ∼ hr e, para todos os hi,j, temos que hi,j não é

fracamente bem comportado.

Definição 2.45. Defina Pr := {(a, b) : a, b ∈ W e a+ b = w(hr)}. Denote por Cr o

seguinte conjunto de submatrizes de M :

Cr := {M(a,b) : (a, b) ∈ Pr}.

Note que não há duas submatrizes em Cr que compartilham uma linha ou coluna

comum com M . Também, para cada M(a,b) ∈ Cr temos M(b,a) = M t
(a,b) ∈ Cr, visto

que M é simétrica.

Definição 2.46. Defina Er := {(a, b) ∈ Pr : M(a,b) é extrema para hr} e Er = |Er|.

Definição 2.47. Defina Ar := Ñr+Er. Dizemos que Ar é o número indicativo para

hr.

Pelo Lema 2.43 e pela Definição 2.44 temos que toda matriz extrema para hr

contém um elemento hu,v tal que (u, v) ∈ Br, mas não há um elemento hi,j tal que

(i, j) ∈ Ñr. Portanto, Ñr ≤ Ar ≤ Br.

Observação 2.48. Suponha hi,j ∈ M(a,b) com hi,j ∼ hr. Então, pela Definição

2.44, M(a,b) contém um termo fracamente bem comportado consistente com hr ou é

extrema para hr. Assim,

Ar ≥ |{M(a,b) : existe um hi,j ∈M(a,b) com hi,j ∼ hr}|.

Como consequência do Lema 2.43, sabemos que se cada hu,v, tal que (u, v) ∈ Br,

ocupa uma posição em uma submatriz de elementos de mesmo peso, então Br ≤ Ar,

logo, Br = Ar.

Definição 2.49. Para um código sobre variedade afim C⊥(I, L), onde L = L(r, v1, . . . , vl),

definimos dois números:

δA := min{Av : v /∈ {1, . . . , r, v1, . . . , vl}}

41



e

δA+ := min{Bv : v /∈ {1, . . . , r, v1, . . . , vl}}.

Dizemos que δA é a cota indicativa e δA+ é a estimativa indicativa forte.

Note que, como Ñr ≤ Ar ≤ Br, temos que δWFR ≤ δA ≤ δA+ . O número δA+

parece ser um bom preditor da verdadeira distância mı́nima de C⊥(I, L). Entre-

tanto, no geral, δA+ pode ser uma estimativa superior da cota dada na Proposição

2.25.

Exemplo 2.50. Analisemos a distância mı́nima do código C⊥(I, L(5)), onde I é

o ideal dado no Exemplo 2.2 e L(5) é o subespaço gerado por {h1, . . . , h5} com

hi ∈ H, H dada no Exemplo 2.10. Para isso, determinemos δA+ , que é sua estimativa

superior. Antes, note que dimC⊥(I, L(5)) = 3, pois dimC(I, L(5)) = 5 e a base de

L(5) está contida na base de R que tem 8 elementos, conforme determinação de H

no Exemplo 2.10. Agora, elementos de C⊥(I, L(5)) são imagens de elementos de

L(5) mediante o isomorfismo φ, o qual pega um elemento de L(5) e aplica nos 8

pontos de V (I4), dados no Exemplo 2.2, assim, o comprimento de C(I, L(5)) é igual

8, consequentemente, o comprimento de C⊥(I, L(5)) também é igual a 8.

Determinemos δA+ . Para isso, precisamos determinar todos osBv tais que hv ∈ H

mas hv /∈ {h1, . . . , h5}. O Exemplo 2.30 nos fornece B6 = 6. Com h7 = xy2 e

h8 = xy3 temos que D7 = {1, x, y, y2xy, xy2} e D8 = {1, x, y, y2, y3, xy, xy2, xy3}.

Logo, pela Observação 2.33, temos que B7 ≥ D7 = 6 e B8 ≥ D8 = 8. Portanto,

δA+ = min{B6, B7, B8} = 6. Mas, pela Cota de Griesmer (cf [14] e [9]) não existe um

código quaternário com parâmetros [8, 3, 6]. Assim, δA+ é uma estimativa superior

da verdadeira distância mı́nima.

Provaremos que δA é uma cota inferior para a distância mı́nima e, deste modo,

um melhoramento de δWFR. No Caṕıtulo 3, Seção 2, examinaremos uma famı́lia de

códigos para as quais podemos demonstrar que δA+ também pode ser usada como

uma cota inferior.
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Definição 2.51. Para cada c = (c1, . . . , cn) ∈ Fnq e 1 ≤ i, j ≤ n, defina o seguinte

valor śındrome: si(c) := φ(hi)c
t e si,j(c) := φ(hi,j)c

t.

Observação 2.52. Note que c é uma palavra código de C⊥(I, L), onde

L = L(r, v1, . . . , vl) se, e somente se, si(c) = 0 para todo i ∈ {1, . . . , r, v1, . . . , vl}.

Note também que si,j(c) = 0 se hi,j ∈ L(r, v1, . . . , vl).

Definição 2.53. Definimos a matriz śındrome n × n Sc := [si,j(c)]. Tal matriz é

dita a matriz de śındromes para c.

Observação 2.54. Um fato importante que temos é que como c é uma palavra

código, o posto da matriz śındrome é precisamente o peso da palavra código.

Definição 2.55. Para a, b ∈ W , denote por [Sc](a,b) a submatriz de Sc de todas as

entradas si,j(c) tais que i ∈ Wa e j ∈ Wb.

Definição 2.56. Denote por C ′
r o seguinte conjunto de submatrizes de Sc:

C ′

r = {[Sc](a,b) : (a, b) ∈ Pr}.

Note que toda submatriz [Sc](a,b) de C ′
r corresponde de maneira natural a uma sub-

matriz M(a,b) de Cr. Além disso, não há duas submatrizes de C ′
r compartilhan-

do uma linha ou coluna comum de Sc. E ainda, para cada [Sc](a,b) ∈ C
′
r, temos

[Sc](a,b) = [Sc]
t
(a,b) ∈ C

′
r, visto que Sc é simétrica.

Teorema 2.57. Suponha que c seja uma palavra não nula do código C⊥(I, L).

Suponha que sz(c) 6= 0 e sv(c) = 0 para todo v < z. Então w(c) ≥ Az.

Demonstração: Pelas observações acima temos que

w(c) = posto Sc ≥
∑

(a,b)∈Pz

posto [Sc](a,b)

=
∑

(a,b)∈Pz\Ez

posto [Sc](a,b) +
∑

(a,b)∈Ez

posto [Sc](a,b).

Para cada (i, j) ∈ Ñz, sabemos que para todo (u, v) tal que u < i e v = j ou u = i

e v < j, temos hu,v ∈ L(z − 1) e portanto, su,v(c) = 0. Por outro lado, hi,j ∼ hz e
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sz(c) 6= 0 implica que si,j(c) 6= 0. Como não existe dois elementos (i, j), (i
′
, j

′
) ∈ Ñz

tal que i = i
′

ou j = j
′
, temos que em cada linha e em cada coluna de Sc existe, no

máximo, um elemento cujo ı́ndice está em Ñz. Portanto, existe Ñz linhas de Sc que

têm sua primeira entrada não nula em colunas diferentes. Agora, cada matriz M(a,b)

que não é extrema para hz contém pelo menos uma entrada cujos ı́ndices estão em

Ñz, logo, posto [Sc](a,b) ≥ 1. Assim,∑
(a,b)∈Pz\Ez

posto [Sc](a,b) ≥ Ñz.

Como cada matriz M(a,b) extrema para hz contém uma entrada consistente com hz,

segue que [Sc](a,b) é não nula e assim, posto [Sc](a,b) ≥ 1. Portanto, temos∑
(a,b)∈Ez

posto [Sc](a,b) ≥ Ez.

Deste modo, w(c) ≥ Ñz + Ez = Az.

Note que se c é uma palavra de C⊥(I, L) tal que sv(c) = 0 para 1 ≤ v ≤ n

então, pela Observação 2.52, c também é uma palavra do código zero-dimensional

C⊥(I, L(n)). Deste modo, c deve ser o vetor nulo.

Teorema 2.58. A distância mı́nima do código sobre variedade afim C⊥(I, L), onde

L = L(r, v1, . . . , vl), é pelo menos δA.

Demonstração: Seja c uma palavra não nula do código e z o único ı́ndice tal

que sv(c) = 0 para todo v < z e sz(c) 6= 0. Pela Observação 2.52 devemos ter

z /∈ {1, . . . , r, v1, . . . vl}, visto que c é uma palavra do código. Portanto, pelo Teorema

2.57, temos que

w(c) ≥ Az ≥ min{At : t /∈ {1, . . . , r, v1, . . . vl}} = δA.

Observação 2.59. Seja z tal que Az 6= Bz. Se pudermos mostrar que

posto Sc ≥
∑

(a,b)∈Pz

posto [Sc](a,b) ≥ Bz

44



para todo c que satisfaz z = min{v : sv(c) 6= 0}, então poderemos reafirmar o

Teorema 2.57 com Bz no lugar de Az. Se isso for verificado para cada tal z, então

poderemos reescrever o Teorema 2.58 com δA+ no lugar de δA.

Um método posśıvel para mostrar a desigualdade acima é provar que

posto [Sc](a,b) ≥ |{hi,j ∈M(a,b) : (i, j) ∈ Bz}|

para todo (a, b) ∈ Pz. De fato, pelo Lema 2.21 e a prova do Teorema 2.57, precisa-

remos examinar somente esses (a, b) ∈ Pz para os quais M(a,b) contém uma entrada

hu,v tal que (u, v) ∈ Bz, com hu,v 6= hr. No Caṕıtulo 3, Seção 2, forneceremos um

exemplo para o qual isso pode ser verificado. Deste modo, a estimativa indicativa

forte pode ser usada como uma cota inferior para a distância mı́nima.

45



Caṕıtulo 3

Aplicações

Neste caṕıtulo descreveremos certas famı́lias de códigos para as quais mostraremos

as diferenças entre os códigos constrúıdos com cada uma das cotas mencionadas no

Caṕıtulo 2, deixando claro que o código cuja cota para distância mı́nima é a indica-

tiva é maior que os constrúıdos com as cotas de Feng-Rao e Miura. Mostraremos

também uma famı́lia de códigos na qual se aplica a estimativa indicativa forte como

cota para a distânica mı́nima.

3.1 Polinômios definidos em Fq

Iniciaremos descrevendo duas famı́lias de polinômios que foram definidas por Rédei

[20] e que nos auxiliarão na descrição de códigos C⊥(I, L).

Definição 3.1. Seja Fs um subcorpo de Fq. Um polinômio f(x) ∈ Fq[x] é dito um

(Fq,Fs)-polinômio se, para cada γ ∈ Fq, temos f(γ) ∈ Fs.

É bem sabido que cada aplicação de Fq em Fq pode ser representada unica-

mente por um polinômio em Fq[x] de grau menor que q. Consideraremos (F4,F2)-

polinômios de grau no máximo 3 e (F8,F2)-polinômios de grau no máximo 7.

A proposição abaixo caracteriza os (F4,F2)-polinômios e os (F8,F2)-polinômios.

Faremos somente a demonstração do item (i), visto que a do item (ii) é análoga e
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pode ser encontrada em [20].

Proposição 3.2. (i) O polinômio f(x) = β0 + β1x + β2x
2 + β3x

3 ∈ F4[x] é um

(F4,F2)-polinômio se, e somente se, β0, β3 ∈ F2 e β2 = β2
1 .

(ii) O polinômio g(x) = β0 +β1x+ · · ·+β6x
6 +β7x

7 ∈ F8[x] é um (F8,F2)-polinômio

se, e somente se, β0, β7 ∈ F2, β2 = β2
1 , β4 = β2

2 , β6 = β2
3 e β3 = β2

5 .

Demonstração: (i) Consideremos F4 = F2(θ), onde θ2 = θ + 1. Assim, F4 =

{0, 1, θ, θ2}.

Primeiramente, suponhamos que f(x) = β0 +β1x+β2x
2 +β3x

3 seja um (F4,F2)-

polinômio. Avaliando f(x) em cada elemento de F4 e usando a Definição 3.1, obte-

mos:

f(0) = β0 ∈ F2 (3.1)

f(1) = β0 + β1 + β2 + β3 ∈ F2 (3.2)

f(θ) = β0 + β1θ + β2θ
2 + β3 ∈ F2 (3.3)

f(θ2) = β0 + β1θ
2 + β2θ + β3 ∈ F2 (3.4)

f(θ) + f(1) = β1θ
2 + β2θ ∈ F2 (3.5)

Como (3.4) e (3.5) estão em F2 podemos escrevê-las na forma

β0 + β1θ
2 + β2θ + β3 = α1 (3.6)

β1θ
2 + β2θ = α2 (3.7)

com α1, α2 ∈ F2. Assim, obtemos β3 = α1 + α2 + β0, logo, β3 ∈ F2. Resta mostrar

que β2 = β2
1 .

De (3.2) e pelo fato de que β0, β3 ∈ F2 obtemos β1 + β2 ∈ F2, então

β1 = α3 + β2 (3.8)

com α3 ∈ F2 .

Quando α2 = 0 temos β2 = β1θ. Usando (3.8) obtemos β2 = α3θ + β2θ, conse-

quentemente, β2θ = α3. Deste modo, se α3 = 0, então β2 = 0, β1 = 0 e β2 = β2
1 . Se

α3 = 1, então β2 = θ2, β1 = θ e β2 = β2
1 .
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Quando α2 = 1 temos β2θ = 1+β1θ
2. Usando (3.8) obtemos β2 = θ2 +α3θ+β2θ.

Se α3 = 0, então β2 = θ2 + β2θ, logo, β2 = 1, β1 = 1 e β2 = β2
1 . Se α3 = 1, então

β2 = θ2 +θ+β2θ, consequentemente, β2 = θ, β1 = θ2 e β2 = β2
1 . Portanto, em todos

os casos, β2 = β2
1 .

Por outro lado, suponhamos β0, β3 ∈ F2 e β2 = β2
1 . Observe que 02 + 0 = 0,

12 + 1 = 0, θ2 + θ = 1 e (θ2)2 + θ2 = 1. Assim,

f(0) = β0 ∈ F2 e f(1) = β0 + β1 + β2
1 + β3 ∈ F2.

Agora, β1θ ∈ F4, então, pela observação acima, (β1θ)
2 + β1θ ∈ F2. Portanto,

f(θ) = β3 + β1θ + β2
1θ

2 + β3 = β0 + β1θ + (β1θ)
2 + β3 ∈ F2.

Temos que θ4 = θ, deste modo, β2
1θ = β2

1θ
4. Logo, pela observação acima,

f(θ2) = β0 + β1θ
2 + β2

1θ + β3 = β0 + β1θ
2 + (β1θ

2)2 + β3 ∈ F2.

Portanto, f(x) é um (F4,F2)-polinômio.

(ii) Ver Teorema 2, página 14 de [20].

Teorema 3.3. (Teorema de König-Rados). Seja f(x) = a0 + a1x + · · · +

aq−2x
q−2 ∈ Fq[x]. Então o número de soluções não nulas da equação f(x) = 0

em Fq é igual a q − 1− r, onde r é o posto da matriz

A =


a0 a1 · · · aq−3 aq−2

a1 a2 · · · aq−2 a0

...
...

...
...

...

aq−2 a0 · · · aq−4 aq−3

 .

Demonstração: Ver Teorema 6.1 de [13].
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3.2 Uma famı́lia de códigos para curvas não sin-

gulares

Seja F o conjunto de polinômios dado por F = {f(x) + g(y) : f e g são (F8,F2)−

polinômios com gr(f) = 4 e gr(g) = 6}. Pela descrição de f(x) e g(y) dada em

F , podemos escrever f(x) = a0 + a1x + a1x
2 + a1x

4, com a0 ∈ F2 e a1 ∈ F∗8, e

g(y) = b0+b1y+b21y
2+b25y

3+b41y
4+b5y

5+b45y
6, com b0 ∈ F2, b1 ∈ F8 e b5 ∈ F∗8. Deste

modo, temos 14 polinômios de grau 4 e 112 polinômios de grau 6. Por combinação,

segue que a famı́lia F tem 784 membros.

Afirmamos que todo (F8,F2)-polinômio quaternário tem 4 ráızes distintas sobre

F8. De fato, seja f(x) um (F8,F2)-polinômio quaternário, então f(x) = a0 + a1x +

a2
1x

2 + a4
1x

4, com a0 ∈ F2 e a1 ∈ F∗8.

Tomando a0 = 1 temos que x = 0 não é solução de f(x), assim, pelo Teorema

de König-Rados, o número de soluções de f(x) é N = 7 − r, onde r é o posto da

matriz

A =



1 a1 a2
1 0 a4

1 0 0

a1 a2
1 0 a4

1 0 0 1

a2
1 0 a4

1 0 0 1 a1

0 a4
1 0 0 1 a1 a2

1

a4
1 0 0 1 a1 a2

1 0

0 0 1 a1 a2
1 0 a4

1

0 1 a1 a2
1 0 a4

1 0


.

Escalonando A obtemos
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A
′
=



1 0 0 a3
1 a4

1 a5
1 0

0 1 a1 a2
1 0 a4

1 0

0 0 1 a1 a2
1 0 a4

1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0


,

que implica que r = 3, logo, N = 4.

Tomando a0 = 0 podemos escrever f(x) na forma f(x) = x(a1 + a2
1x + a4

1x
3) =

xg(x). Claramente, x = 0 é uma solução de f(x). As demais soluções de f(x) são

as soluções de g(x) = a1 + a2
1x + a4

1x
3. Note que x = 0 não é solução de g(x), uma

vez que a1 6= 0. Deste modo, o número de soluções de f(x) é N = N
′
+ 1, onde N

′

é o número de soluções de g(x) e, pelo Teorema de König-Rados, N
′

= 7 − r, com

r igual o posto da matriz

B =



a1 a2
1 0 a4

1 0 0 0

a2
1 0 a4

1 0 0 0 a1

0 a4
1 0 0 0 a1 a2

1

a4
1 0 0 0 a1 a2

1 0

0 0 0 a1 a2
1 0 a4

1

0 0 a1 a2
1 0 a4

1 0

0 a1 a2
1 0 a4

1 0 0


.

Escalonando B obtemos a matriz
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B
′
=



1 0 0 0 a4
1 0 a2

1

0 1 0 a2
1 a3

1 a4
1 0

0 0 1 a1 0 a3
1 0

0 0 0 1 a1 0 a3
1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0


,

que implica que r = 4, logo, N
′

= 3 e N = 4. Portanto, em ambos os casos, temos

N = 4.

Agora, cada membro de nossa famı́lia tem 32 ráızes em F2
8, pois para cada a ∈ F8,

f(x) + g(a) é um (F8,F2)-polinômio, assim, f(x) + g(a) = 0 tem 32 ráızes, uma vez

que f(x) tem 4 ráızes distintas e temos 8 escolhas diferentes para a.

Escolha um t ∈ F e seja I = 〈t〉. Ponha w(x) = 3 e w(y) = 2. Consequente-

mente, os monômios x4 e y6 têm peso máximo dentre todos os monômios no suporte

de t (monômios que compõem t). Observe que t ∈ I8, com lm(t) = x4. Como um

resultado

∆(I8) = {xayb : 0 ≤ a ≤ 3 e 0 ≤ b ≤ 7}.

A sequência H é:

H = {1, y, x, y2, xy, y3, x2, xy2, y4, x2y, xy3, x3, y5, x2y2, xy4, x3y, y6, x2y3, xy5,

x3y2, y7, x2y4, xy6, x3y3, x2y5, xy7, x3y4, x2y6, x3y5, x2y7, x3y6, x3y7}

e cada um de seus monômios pode ser relacionado na seguinte tabela:
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PESO MONÔMIOS PESO MONÔMIOS

0 h1 = 1 12 h17 = y6, h18 = x2y3

2 h2 = y 13 h19 = xy5, h20 = x3y2

3 h3 = x 14 h21 = y7, h22 = x2y4

4 h4 = y2 15 h23 = xy6, h24 = x3y3

5 h5 = xy 16 h25 = x2y5

6 h6 = y3, h7 = x2 17 h26 = xy7, h27 = x3y4

7 h8 = xy2 18 h28 = x2y6

8 h9 = y4, h10 = x2y 19 h29 = x3y5

9 h11 = xy3, h12 = x3 20 h30 = x2y7

10 h13 = y5, h14 = x2y2 21 h31 = x3y6

11 h15 = xy4, h16 = x3y 23 h32 = x3y7

Tabela 3.1: Elementos de H e seus respectivos pesos.

Note que há muitos hr ∈ H satisfazendo |Sr| = 1. Neste caso, pelo Corolário

2.38, sabemos que Br é minimal, a saber, Br = Dr. Existem exatamente 8 monômios

em H que têm conjunto de consistência não trivial. São eles h17 = y6, h21 = y7,

h23 = xy6, h26 = xy7, h28 = x2y6, h30 = x2y7, h31 = x3y6 e h32 = x3y7. Examinemos

individualmente cada um desses monômios juntamente com seus números associados

Nr, Ñr, Ar e Br. Pelo Lema 2.21, precisamos somente examinar os hi,j tais que

hi,j ∼ hr, mas hi,j 6= hr.

Para h17 = y6, os posśıveis monômios que estão no seu conjunto de consistência,

exceto o próprio h17 são x2y3 e x4, visto possúırem mesmo peso. Mas x2y3 = h18,

consequentemente, x2y3 ∈ L(18), logo x2y3 /∈ S17. Analisemos x4. As contas feitas

a seguir são análogas às do Exemplo 2.13. Para αi ∈ F8, i = 1, . . . , 17,
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x4 = α11 + α2y + α3x+ α4y2 + α5xy + α6y3 + α7x2 + α8xy2 + α9y4+

α10x2y + α11xy3 + α12x3 + α13y5 + α14x2y2 + α15xy4 + α16x3y + α17y
6

⇔ x4 + α1 + α2y + α3x+ α4y
2 + α5xy + α6y

3 + α7x
2 + α8xy

2 + α9y
4+

α10x
2y + α11xy

3 + α12x
3 + α13y

5 + α14x
2y2 + α15xy

4 + α16x
3y + α17y

6

= (x4 + α7x
2 + α3x+ α1)1 + (α17y

6 + α13y
5 + α9y

4 + α6y
3 + α4y

2 + α2y)1+

α5xy + α8xy
2 + α10x

2y + α11xy
3 + α12x

3 + α14x
2y2 + α15xy

4 + α16x
3y ∈ I8

Tomando α5 = α8 = α10 = α11 = α12 = α14 = α15 = α16 = 0 e α1 = α2 = α3 =

α4 = α6 = α7 = α9 = α13 = α17 = 1 temos

(x4 + x2 + x+ 1)1 + (y6 + y5 + y4 + y3 + y2 + y)1 ∈ I8

e como α17 6= 0, x4 ∈ L(17) \ L(16). Consequentemente, x4 ∈ S17.

Portanto, S17 = {y6, x4} e

B17 = {(1, 17), (2, 13), (4, 9), (6, 6), (9, 4), (13, 2), (17, 1)} ∪ {(3, 12), (7, 7), (12, 3)}.

Assim B17 = 10 e, pelo Lema 2.21, N17 = 7.

Considere as duas submatrizes de elementos de mesmo peso M(3,9) e M(6,6) (ver

Definição 2.42). Primeiro,

M(3,9) =
(
x2y3 x4

)
=
(
h18 x4

)
.

Note que h3,12 = x4 ∈ M(3,9) não é fracamente bem comportado, visto que h3,11 =

h18. Deste modo, M(3,9) é extrema para h17. Como M(9,3) = M t
(3,9) temos que M(9,3)

também é extrema para h17. Segundo,

M(6,6) =

 y6 x2y3

x2y3 x4

 =

h17 h18

h18 x4

 .

Note que h7,7 = x4 ∈ M(6,6) não é fracamente bem comportado uma vez que h7,6 =

h18. Entretanto, M(6,6) não é extrema para h17, pois h1,17 = h17 ∈ M(6,6). Assim,

E17 = 2, Ñ17 = 7 e A17 = 9.
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Para h21 = y7 temos S21 = {y7, x4y}, com

B21 = {(1, 21), (2, 17), (4, 13), (6, 9), (9, 6), (13, 4), (17, 2), (21, 1)}

∪{(3, 16), (5, 12), (7, 10), (10, 7), (12, 5), (16, 3)}.

Examinemos as três submatrizes M(3,11), M(5,9) e M(6,8). Primeiro,

M(3,11) =
(
x2y4 x4y

)
=
(
h22 x4y

)
.

Note que h3,16 = x4y ∈M(3,11) não é fracamente bem comportado, visto que h3,15 =

h22. Portanto, M(3,11) e M(11,3) são extremas para h21. Segundo,

M(5,9) =
(
x2y4 x4y

)
=
(
h22 x4y

)
.

Observe que M(5,9) = M(3,11), consequentemente, nem h5,12 = x4y ∈ M(5,9) nem

h12,5 ∈ M(5,9) são fracamente bem comportados, pois h11,5 = h5,11 = h22. Com isso,

M(5,9) e M(9,5) são extremas para h21. Terceiro,

M(6,8) =

 y7 x2y4

x2y4 x4y

 =

h21 h22

h22 x4y

 .

Note que h7,10 = x4y ∈ M(6,8) não é fracamente bem comportado, visto que h7,9 =

h22. Porém, M(6,8) não é extrema para h21, uma vez que h1,21 = h21 ∈ M(6,8). Por

simetria, h10,7 não é fracamente bem comportado e M(8,6) não é extrema para h21.

Como resultado temos N21 = Ñ21 = 8, A21 = 12 e B21 = 14.

Para h23 = xy6 temos S23 = {xy6, x5}, com B23 = 16. Como

D23 = {1, x, y, y2, y3, y4, y5, y6, xy, xy2, xy3, xy4, xy5, xy6}

e D23 = 14, precisamos examinar somente h7,12 e h12,7. Considere a submatriz

M(6,9) =

 xy6 x3y3

x3y3 x5

 =

h23 h24

h24 x5

 .

Podemos ver que h7,12 = x5 ∈M(6,9) não é fracamente bem comportado, pois h7,11 =

h24. Além disso, M(6,9) não é extrema para h23, visto que h23 ∈M(6,9). Por simetria,
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h12,7 não é fracamente bem comportado e M(9,6) não é extrema para h23. Logo,

N23 = Ñ23 = A23 = 14.

Para h26 = xy7 temos S26 = {xy7, x2y}, com B26 = 20 e D26 = 16. Precisamos

examinar h7,16, h10,12, h12,10 e h16,7. Considere as duas submatrizes M(6,11) e M(8,9).

Primeiro,

M(6,11) =

 xy7 x3y4

x3y4 x5y

 =

h26 h27

h27 x5y

 .

Note que h7,16 = x5y ∈ M(6,11) não é fracamente bem comportado, pois h7,15 = h27.

Além disso, M(6,11) não é extrema para h26, pois h26 ∈ M(6,11). Por simetria, h16,7

não é fracamente bem comportado e M(11,6) não é extrema para h26. Segundo,

M(8,9) =

 xy7 x3y4

x3y4 x5y

 =

h26 h27

h27 x5y

 .

Observe que M(8,9) = M(6,11). Assim, nem h10,12 ∈ M(8,9) nem h12,10 ∈ M(9,8) são

fracamente bem comportados. Além disso, nem M(8,9) nem M(9,8) são extremas para

h26. Portanto, N26 = Ñ26 = A26 = 16.

Para h28 = x2y6 temos S28 = {x2y6, x6}, com B28 = 22 e D28 = 21. Como

x6 <t h29, pelo Corolário 2.36 segue que Ñ28 = A28 = B28. Vemos que h12,12 = x6

não é bem comportado, uma vez que h11,11 = h28. Deste modo, N28 = D28 = 21.

Para h30 = x2y7 temos S30 = {x2y7, x6y}, com B30 = 26 e D30 = 24. Como

x6y <t h31 sabemos, pelo Corolário 2.36, que Ñ30 = A30 = B30. Por outro lado, h12,16

e h16,12 não são bem comportados, pois h11,15 = h15,11 = h30. Assim, N30 = D30 = 24.

Para h31 = x3y6 e h32 = x3y7 temos que S31 = {x3y6, x7} e S32 = {x3y7, x7y},

com B31 = D31 = 28 e B32 = D32 = 32. Consequentemente, N31 = Ñ31 = A31 = 28

e N32 = Ñ32 = A32 = 32.

Resumimos as observações acima na Tabela 3.2.
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hr 1 y x y2 xy y3 x2 xy2

Nr 1 2 2 3 4 4 3 6

Ñr 1 2 2 3 4 4 3 6

Ar 1 2 2 3 4 4 3 6

Br 1 2 2 3 4 4 3 6

hr y4 x2y xy3 x3 y5 x2y2 xy4 x3y

Nr 5 6 8 4 6 9 10 8

Ñr 5 6 8 4 6 9 10 8

Ar 5 6 8 4 6 9 10 8

Br 5 6 8 4 6 9 10 8

hr y6 x2y3 xy5 x3y2 y7 x2y4 xy6 x3y3

Nr 7 12 12 12 8 15 14 16

Ñr 7 12 12 12 8 15 14 16

Ar 9 12 12 12 12 15 14 16

Br 10 12 12 12 14 15 16 16

hr x2y5 xy7 x3y4 x2y6 x3y5 x2y7 x3y6 x3y7

Nr 18 16 20 21 24 24 28 32

Ñr 18 16 20 22 24 26 28 32

Ar 18 16 20 22 24 26 28 32

Br 18 20 20 22 24 26 28 32

Tabela 3.2: Comparação de Nr, Ñr, Ar e Br para cada hr ∈ H.

A fim de criar códigos com parâmetros relativamente bons, seguiremos a cons-

trução de Feng-Rao de códigos geométricos de Goppa melhorados, dada em [6].

Construção: Dado uma distância mı́nima designada δ, seja {1, . . . , r, v1, . . . , vl}

o subconjunto de um conjunto {1, . . . , n} tal que

1. para 1 ≤ v ≤ r, Nv < δ e Nr+1 ≥ δ;
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2. para r + 1 < u ≤ n, se Nu < δ, então u ∈ {v1, . . . , vl}.

Deste modo, um [n, n − r − l,≥ δ] é um código linear definido por H como uma

matriz teste de paridade e dito um código geométrico de Goppa melhorado. Note

que este código é o mesmo dado na Definição 2.3. Esta construção também é válida

quando utilizamos os números Ñr, Ar e Br no lugar de Nr.

Suponha que desejamos um código com distância designada δ, isto é, queremos

que C⊥(I, L) tenha distância mı́nima pelo menos δ. Por exemplo, suponha que

δ = 12. Se usarmos os números N ou Ñ como um guia veremos que C⊥(I, L), onde

L = L(17, 21), tem distância mı́nima pelo menos 12. Em outras palavras, o maior

código que pode ser constrúıdo para esta famı́lia usando δWFR ou δFR como nossa

cota inferior para a distância mı́nima é um [32, 14,≥ 12]-código. Por outro lado, se

usarmos a cota indicativa, então vemos que L = L(17) produz um [32, 15]-código

com a melhor distância mı́nima conhecida (cf [2]). De fato, para qualquer δ tal

que 8 ≤ δ ≤ 12, os números indicativos produzem um código com uma dimensão

maior que a do código produzido pelos números Ñ (veja a Tabela 3.3), nesse sentido,

dizemos que aquele código é melhor do que este, ou seja, dados códigos com o mesmo

comprimento e a mesma distância mı́nima, o código que tiver dimensão maior será

o melhor código.

Ñr Ar

δ L C⊥(I, L) L C⊥(I, L)

8 L(10, 12, 13, 17) [32,19,8] L(10, 12, 13) [32,20,8]

9 L(13, 16, 17, 21) [32,16,9] L(13, 16) [32,18,9]

10 L(14, 16, 17, 21) [32,15,10] L(14, 16, 17) [32,16,10]

11 L(17, 21) [32,14,12] L(17) [32,15,12]

12 L(17, 21) [32,14,12] L(17) [32,15,12]

Tabela 3.3: Comparação de códigos produzidos por Ñr e Ar para 8 ≤ δ ≤ 12.

Por fim, vale mencionar que esta famı́lia produz diversos códigos bons. Por
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exemplo, quando δ ∈ {3, 4, 6, 12}, o correspondente [32, k]-código tem a melhor

distância mı́nima conhecida. Veja a Tabela 3.4.

Nr = Ñr Ar

δ L C⊥(I, L) L C⊥(I, L)

3 L(3) [32,29,3] L(3) [32,29,3]

4 L(4, 7) [32,27,4] L(4, 7) [32,27,4]

6 L(7, 9, 12) [32,23,6] L(7, 9, 12) [32,23,6]

12 L(17, 21) [32,14,12] L(17) [32,15,12]

Tabela 3.4: Comparação de códigos produzidos por Ñr e Ar para δ ∈ {3, 4, 6, 12}.

3.3 Uma famı́lia de códigos para superf́ıcies não

singulares

Seja F o conjunto de polinômios especificado por F = {f(x) + g(y) + h(z) :

f, g e h são (F4,F2) − polinômios com gr(f) = gr(h) = 3 e gr(g) = 2}. Pela des-

crição de f(x), g(y) e h(z) dada em F , podemos escrever f(x) = a0+a1x+a2
1x

2+x3,

com a0 ∈ F2 e a1 ∈ F4, g(y) = b0 + b1y + b21y
2, com b0 ∈ F2 e b1 ∈ F∗4, e

h(z) = c0 + c1z + c21z
2 + z3, com c0 ∈ F2 e c1 ∈ F4. Deste modo, temos, por

f(x), 8 polinômios, por g(y), 6 polinômios e, por h(z), 8 polinômios, resultando, por

combinação, que a famı́lia F tem 96 membros.

Afirmamos que todo (F4,F2)-polinômio quadrático tem 2 ráızes distintas sobre

F4. De fato, seja g(x) um (F4,F2)-polinômio quadrático, então g(x) = a0+a1x+a2
1x

2,

com a0 ∈ F2 e a1 ∈ F∗4.

Tomando a0 = 1 temos que x = 0 não é solução de g(x), assim, pelo Teorema de

König-Rados, o número de soluções de g(x) é N = 3− r, onde r é o posto da matriz

A =


1 a1 a2

1

a1 a2
1 1

a2
1 1 a1

 .
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Escalonando A obtemos a matriz

A
′
=


1 a1 a2

1

0 0 0

0 0 0

 ,

que implica que r = 1, logo, N = 2.

Tomando a0 = 0 podemos escrever g(x) na forma g(x) = x(a1 + a2
1x) = xk(x).

Claramente, x = 0 é uma solução de g(x). As demais soluções de g(x) são as soluções

de k(x) = a1 + a2
1x. Note que x = 0 não é solução de k(x), uma vez que a1 6= 0.

Deste modo, o número de soluções de g(x) é N = N
′
+ 1, onde N

′
é o número de

soluções de k(x) e, pelo Teorema de König-Rados, N
′

= 3− r, com r igual o posto

da matriz

B =


a1 a2

1 0

a2
1 0 a1

0 a1 a2
1

 .

Escalonando B obtemos

B
′
=


1 0 a2

1

0 1 a1

0 0 0

 ,

que implica que r = 2, logo, N
′

= 1 e N = 2. Portanto, em ambos os casos, temos

N = 2.

Agora, cada membro de nossa famı́lia tem 32 ráızes em F3
4, pois para cada a, b ∈

F4, f(a) + g(y) +h(b) é um (F4,F2)-polinômio, assim, f(a) + g(y) +h(b) = 0 tem 32

ráızes, uma vez que g(y) tem 2 ráızes distintas e temos 4 escolhas diferentes tanto

para a como para b.

Escolha t ∈ F e seja I = 〈t〉. Ponha w(x) = 2, w(y) = 3 e w(z) = 2. Assim, os

monômios x3, y2 e z3 têm peso máximo dentre todos os monômios no suporte de t.

Observe que t ∈ I4, com lm(t) = x3 e t1 = xt− (x4 − x) ∈ I4, com lm(t1) = xy2.

Como um resultado,

∆(I4) = {xaybzc : 0 ≤ a ≤ 2 e 0 ≤ b, c ≤ 3; se a 6= 0, então b ≤ 1}.
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A sequência H é:

H = {1, z, x, y, z2, xz, x2, yz, xy, z3, y2, xz2, x2z, yz2, xyz, x2y, y2z, xz3, x2z2,

yz3, y3, xyz2, x2yz, y2z2, x2z3, y3z, xyz3, x2yz2, y2z3, y3z2, x2yz3, y3z3}

e cada um de seus elementos pode ser relacionado na seguinte tabela:

PESO MONÔMIOS

0 h1 = 1

2 h2 = z, h3 = x

3 h4 = y

4 h5 = z2, h6 = xz, h7 = x2

5 h8 = yz, h9 = xy

6 h10 = z3, h11 = y2, h12 = xz2, h13 = x2z

7 h14 = yz2, h15 = xyz, h16 = x2y

8 h17 = y2z, h18 = xz3, h19 = x2z2

9 h20 = yz3, h21 = y3, h22 = xyz2, h23 = x2yz

10 h24 = y2z2, h25 = x2z3

11 h26 = y3z, h27 = xyz3, h28 = x2yz2

12 h29 = y2z3

13 h30 = y3z2, h31 = x2yz3

15 h32 = y3z3

Tabela 3.5: Elementos de H e seus respectivos pesos.

Note que muitos hr ∈ H satisfazem |Sr| = 1, neste caso, pelo Corolário 2.38,

Br = Dr. Existem 12 monômios em H que têm conjunto de consistência não trivial.

São eles: h11 = y2, h17 = y2z, h18 = xz3, h21 = y3, h24 = y2z2, h25 = x2z3, h26 = y3z,

h27 = xyz3, h29 = y2z3, h30 = y3z2, h31 = x2yz3 e h32 = y3z3. Examinemos

individualmente cada um desses monômios juntamente com seus números associados

Nr, Ñr, Ar e Br. Pelo Lema 2.21, precisamos somente examinar os hi,j tais que

hi,j ∼ hr, mas hi,j 6= hr.
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Para h11 = y2 temos S11 = {y2, x3}, com

B11 = {(1, 11), (4, 4), (11, 1)} ∪ {(3, 7), (7, 3)}.

Podemos ver que para cada (u, v) ∈ B11, hu,v se encontra em uma submatriz diferente

das demais. Pela Observação 2.48, obtemos A11 = B11 = 5. Por outro lado, h3,7

e h7,3 não são fracamente bem comportados, pois h3,6 = h6,3 = h13. Portanto,

N11 = Ñ11 = 3.

Para h17 = y2z temos S17 = {y2z, x3z}, com

B17 = {(1, 17), (2, 11), (4, 8), (8, 4), (11, 2), (17, 1)} ∪ {(3, 13), (6, 7), (7, 6), (13, 3)}.

Examinemos as duas submatrizes M(2,6) e M(4,4). Primeiro,

M(2,6) =

 z4 y2z xz3 x2z2

xz3 xy2 x2z2 x3z

 =

 z4 h17 h18 h19

h18 xy2 h19 x3z

 .

Note que h3,13 = x3z ∈ M(2,6) não é fracamente bem comportado, pois h3,12 = h19.

Além disso, M(2,6) não é extrema para h17, visto que h17 ∈M(2,6). Por simetria, h13,3

não é fracamente bem comportado e M(6,2) naõ é extrema para h17. Segundo,

M(4,4) =


z4 xz3 x2z2

xz3 x2z2 x3z

x2z2 x3z x4

 =


z4 h18 h19

h18 h19 x3z

h19 x3z x4

 .

Observe que nem h6,7 nem h7,6 são fracamente bem comportados, pois h6,6 = h19.

Assim, M(4,4) é extrema para h17. Deste modo, N17 = Ñ17 = 6, A17 = 7 e B17 = 10.

Para h18 = xz3 temos S18 = {xz3, xy2}, com

B18 = {(1, 18), (2, 12), (3, 10), (5, 6), (6, 5), (10, 3), (12, 2), (18, 1)} ∪ {(4, 9), (9, 4)}.

Como xy2 <t h19 sabemos, pelo Corolário 2.36, que Ñ18 = A18 = B18 = 10. Anali-

sando h4,9 e h9,4 vemos que eles são bem comportados. Deste modo, N18 = 10.

Para h21 = y3 temos S21 = {y3, x3y}, com

B21 = {(1, 21), (4, 11), (11, 4), (21, 1)} ∪ {(3, 16), (7, 9), (9, 7), (16, 3)}.
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Observe que para cada (u, v) ∈ B21 temos que hu,v se encontra em uma subma-

triz distinta das outras. Deste modo, pela Observação 2.48, A21 = B21 = 8. Os

monômios h3,16, h7,9, h9,7 e h16,3 não são bem comportados, pois h2,16 = h16,2 =

h6,9 = h9,6 = h23. Deste modo, N21 = Ñ21 = 4.

Para h24 = y2z2 temos S24 = {y2z2, x3z2}, com

B24 = {(1, 24), (2, 17), (4, 14), (5, 11), (8, 8), (11, 5), (14, 4), (17, 2), (24, 1)}

∪{(3, 19), (6, 13), (7, 12), (12, 7), (13, 6), (19, 3)}.

Considere as duas submatrizes M(2,8) e M(4,6). Primeiro,

M(2,8) =

y2z2 xz4 x2z3

xy2z x2z3 x3z2

 =

 h24 xz4 h25

xy2z h25 x3z2

 .

Note que h3,19 = x3z2 ∈M(2,8) não é fracamente bem comportado, visto que h3,18 =

h25. Além disso, M(2,8) não é extrema para h24, pois h24 ∈M(2,8). Por simetria, h19,3

não é fracamente bem comportado e M(2,8) não é extrema para h24. Segundo,

M(4,6) =


z5 y2z2 xz4 x2z3

xz4 xy2z x2z3 x3z2

x2z3 x2y2 x3z2 x4z

 =


z5 h24 xz4 h25

xz4 xy2z h25 x3z2

h25 x2y2 x3z2 x4z

 .

Podemos ver que nem h6,13 nem h7,12 são fracamente bem comportados, pois h6,12 =

h25. Além disso, M(4,6) não é extrema para h24, pois h24 ∈M(4,6). Por simetria, h13,6

e h12,7 não são fracamente bem comportados e M(4,6) não é extrema para h24. Logo,

N24 = Ñ24 = A24 = 9 e B24 = 15.

Para h25 = x2z3 temos S25 = {x2z3, x2y2}, com B25 = 15 e D25 = 12. Como

x2y2 <t h26, sabemos, pelo Corolário 2.36, que Ñ25 = A25 = B25. Analisando h4,16,

h16,4 e h9,9 vemos que eles são bem comportados, assim, N25 = 15.

Para h26 = y3z temos S26 = {y3z, x3yz}, com

B26 = {(1, 26), (2, 21), (4, 17), (8, 11), (11, 8), (17, 4), (21, 2), (26, 1)}

∪{(3, 23), (6, 16), (7, 15), (9, 13), (13, 9), (15, 7), (16, 6), (23, 3)}.
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Examinemos as três submatrizes M(2,9), M(4,7) e M(5,6). Primeiro,

M(2,9) =

 yz4 y3z xyz3 x2yz2

xyz3 xy3 x2yz2 x3yz

 =

yz4 h26 h27 h28

h27 xy3 h28 x3yz

 .

Note que h3,23 = x3yz ∈M(2,9) não é fracamente bem comportado, pois h3,22 = h28,

e que M(2,9) não é extrema para h26, uma vez que h26 ∈ M(2,9). Por simetria, h23,3

não é fracamente bem comportado e M(9,2) não é extrema para h26. Segundo,

M(4,7) =


yz4 xyz3 x2yz2

xyz3 x2yz2 x3yz

x2yz2 x3yz x4y

 =


yz4 h27 h28

h27 h28 x3yz

h28 x3yz x4y

 .

Observe que nem h6,16 nem h7,15 são fracamente bem comportados, pois h6,15 = h28.

Consequentemente, h16,6 e h15,7 não são fracamente bem comportados. Portanto,

M(4,7) e M(7,4) são extremas para h26. Terceiro,

M(5,6) =

 yz4 y3z xyz3 x2yz2

xyz3 xy3 x2yz2 x3yz

 =

yz4 h26 h27 h28

h27 xy3 h28 x3yz

 .

Veja que M(5,6) = M(2,9). Assim, nem h9,13 ∈ M(5,6) nem h13,9 ∈ M(6,5) são fraca-

mente bem comportados, pois h9,12 = h28. Além disso, nem M(5,6) nem M(6,5) são

extremas para h26. Logo, N26 = Ñ26 = 8, A26 = 10 e B26 = 16.

Para h27 = xyz3 temos S27 = {xyz3, xy3}, com B27 = D27 = 16. Deste modo,

N27 = Ñ27 = A27 = 16.

Para h29 = y2z3 temos S29 = {y2z3, x3z3}, com B29 = 20 e D29 = 12. Visto

que x3z3 <t h30, sabemos, pelo Corolário 2.36, que Ñ29 = A29 = B29. Note que os

monômios h7,22, h9,19, h6,23 e h13,15 não são bem comportados, pois h6,22 = h8,19 =

h12,15 = h31. Por simetria, h22,7, h19,9, h23,6 e h15,13 não são bem comportados.

Portanto, N29 = D29.

Para h30 = y3z2 temos S30 = {y3z2, x3yz2}, com B30 = 24 e D30 = 12. Note

que para hu,v = x3yz2, com (u, v) ∈ B30 e u ≤ v, temos que hu,v está em uma das

63



submatrizes M(2,11), M(4,9), M(5,8) ou M(6,7). Além disso,

M(2,11) =

y3z2 xyz4 x2yz3

xy3z x2yz3 x3yz2

 =

 h30 xyz4 h31

xy3z h31 x3yz2

 ,

M(4,9) =


yz5 y3z2 xyz4 x2yz3

xyz4 xy3z x2yz3 x3yz2

x2yz3 x2y3 x3yz2 x4yz

 =


yz5 h30 xyz4 h31

xyz4 xy3z h31 x3yz2

h31 x2y3 x3yz2 x4yz

 ,

M(5,8) = M(2,11) e M(6,7) = M t
(4,9) = M(9,4). Vemos que cada hu,v = x3yz2, com

(u, v) ∈ B30, não é fracamente bem comportado, visto que hu−1,v = h31 ou hu,v−1 =

h31. Assim, nenhuma submatriz é extrema para h30. Logo, N30 = Ñ30 = A30 = D30.

Para h31 = x2yz3 temos S31 = {x2yz3, x2y3}, com B31 = D31 = 24. Assim,

N31 = Ñ31 = A31 = 24.

Para h32 = y3z3 temos S32 = {y3z3, x3yz3}, com B32 = 32 e D32 = 16. Pelo

Corolário 2.36 sabemos que Ñ32 = A32 = B32. Note que os monômios h3,31, h9,25,

h7,27, h6,28, h16,18, h15,19, h12,23 e h13,22 não são bem comportados, uma vez que h2,30 =

h8,24 = h5,26 = h14,17 = h11,20 = h32. Deste modo, N32 = 16.

Resumimos as observações acima na Tabela 3.6.

64



hr 1 z x y z2 xz x2 yz

Nr 1 2 2 2 3 4 3 4

Ñr 1 2 2 2 3 4 3 4

Ar 1 2 2 2 3 4 3 4

Br 1 2 2 2 3 4 3 4

hr xy z3 y2 xz2 x2z yz2 xyz x2y

Nr 4 4 3 6 6 6 8 6

Ñr 4 4 3 6 6 6 8 6

Ar 4 4 5 6 6 6 8 6

Br 4 4 5 6 6 6 8 6

hr y2z xz3 x2z2 yz3 y3 xyz2 x2yz y2z2

Nr 6 10 9 8 4 12 12 9

Ñr 6 10 9 8 4 12 12 9

Ar 7 10 9 8 8 12 12 9

Br 10 10 9 8 8 12 12 15

hr x2z3 y3z xyz3 x2yz2 y2z3 y3z2 x2yz3 y3z3

Nr 15 8 16 18 12 12 24 16

Ñr 15 8 16 18 20 12 24 32

Ar 15 10 16 18 20 12 24 32

Br 15 16 16 18 20 24 24 32

Tabela 3.6: Comparação de Nr, Ñr, Ar e Br para cada hr ∈ H.

Para esta famı́lia mostraremos que a estimativa indicativa forte, δA+ , é uma

cota inferior melhor para a distância mı́nima de C⊥(I, L). Observe que Ar 6= Br

somente para r = 17, 24, 26 e 30. Usando o método mencionado na Observação

2.59, mostraremos que para estes quatro casos temos∑
(a,b)∈Pr

posto[Sc](a,b) ≥ Br,
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com c satisfazendo sr(c) 6= 0 e sv(c) = 0 para todo v < r. Assim, pela Observação

2.59, podemos substituir δA por δA+ no Teorema 2.58.

Suponha s17(c) 6= 0 e sv(c) = 0 para todo v < 17. Examinando as submatrizes

M(2,6) e M(4,4) vemos que cada uma contém duas entradas consistentes com h17

cujos ı́ndices estão em B17. Assim, pela demonstração do Teorema 2.57, é suficiente

mostrar que posto [Sc](2,6) ≥ 2 e posto [Sc](4,4) ≥ 2. Para simplificar a notação,

denote si(c) por si e si,j(c) por si,j. Como z4 ∈ L(2) e x3z ∈ S17, de M(2,6) obtemos

[Sc](2,6) =

 0 ∗ s18 s19

s18 s3,11 s19 ∗

 ,

onde ∗ indica uma entrada não nula conhecida. Note que para quaisquer valores de

s18 e s19 temos posto [Sc](2,6) = 2. Visto que x4 ∈ L(3), obtemos de M(4,4) que

[Sc](4,4) =


0 s18 s19

s18 s19 ∗

s19 ∗ 0

 .

Claramente, as duas últimas linhas são linearmente independentes e posto [Sc](4,4) ≥

2. As demais submatrizes M(a,b) ∈ C17 (ver Definição 2.45) são M(0,8), M(3,5)

(as quais contêm somente uma linha) e suas transpostas, assim, posto [Sc](0,8) =

posto [Sc](3,5) = 1. Portanto,∑
(a,b)∈P17

posto [Sc](a,b) ≥ 10 = B17.

Suponha s24(c) 6= 0 e sv(c) = 0 para todo v < 24. Examinando M(2,8) e M(4,6)

vemos que elas contêm, respectivamente, duas e três entradas consitentes com h24

cujos ı́ndices estão em B24, com isso, é suficiente mostrar que posto [Sc](2,8) ≥ 2 e

posto [Sc](4,6) ≥ 3. Como xz4 ∈ L(6) e x3z2 ∈ S24, vemos, por M(2,8) que

[Sc](2,8) =

 ∗ 0 s25

s3,17 s25 ∗

 .
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Para quaisquer valores de s25 vemos facilmente que posto [Sc](2,8) = 2. Como z5 ∈

L(5) e x4z ∈ L(6), de M(4,6) temos

[Sc](4,6) =


0 ∗ 0 s25

0 s6,11 s25 ∗

s25 s7,11 ∗ 0

 .

Para quaisquer valores de s25 temos posto [Sc](4,6) = 3. As demais submatrizes

M(a,b) ∈ C24 sãoM(0,10), M(3,7) (as quais contêm somente uma linha), M(5,5) (de ordem

2×2) e suas transpostas. Logo, posto [Sc](0,10) = posto [Sc](3,7) = 1 e posto [Sc](5,5) ≥

1. Portanto, ∑
(a,b)∈P24

posto [Sc](a,b) ≥ 15 = B24.

Suponha s26(c) 6= 0 e sv(c) = 0 para todo v < 26. Examinando M(2,9) e M(4,7),

vemos que é suficiente mostrar que posto [Sc](2,9) ≥ 2 e posto [Sc](4,7) ≥ 2. Visto que

yz4 ∈ L(8) e x3yz ∈ S26, vemos, por M(2,9), que

[Sc](2,9) =

 0 ∗ s27 s28

s27 s3,21 s28 ∗

 ,

logo posto [Sc](2,9) = 2. Como x4y ∈ L(9), de M(4,7) obtemos

[Sc](4,7) =


0 s27 s28

s27 s28 ∗

s28 ∗ 0

 ,

assim, posto [Sc](4,7) ≥ 2. As demais submatrizes M(a,b) ∈ C26 são M(0,11), M(3,8)

(as quais contêm somente uma linha), M(5,6) = M(2,9) e suas transpostas. Assim,

posto [Sc](0,11) = posto [Sc](3,8) = 1 e posto [Sc](5,6) = 2 . Portanto,∑
(a,b)∈P26

posto [Sc](a,b) ≥ 16 = B26.

Suponha s30(c) 6= 0 e sv(c) = 0 para todo v < 30. Analisando M(2,11) e M(4,9),

vemos que é suficiente mostrar que posto [Sc](2,11) ≥ 2 e posto [Sc](4,9) ≥ 3. Uma vez
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que xyz4 ∈ L(15) e x3yz2 ∈ S30, de M(2,11) temos que

[Sc](2,11) =

 ∗ 0 s31

s3,26 s31 ∗

 ,

logo, posto [Sc](2,11) = 2. Como yz5 ∈ L(14) e x4yz ∈ L(15), obtemos de M(4,9) que

[Sc](4,9) =


0 ∗ 0 s31

0 s6,21 s31 ∗

s31 s7,21 ∗ 0

 ,

assim, posto [Sc](4,9) = 3. As demais submatrizes M(a,b) ∈ C30 são M(0,13), M(3,10)

(as quais contêm somente uma linha), M(5,8) = M(2,11), M(6,7) = M t
(4,9) e suas trans-

postas. Logo, posto [Sc](0,13) = posto [Sc](3,10) = 1, posto [Sc](5,8) = 2 e posto [Sc](6,7) =

3. Portanto, ∑
(a,b)∈P30

posto [Sc](a,b) = 24 = B30.

Esta famı́lia ajuda a ver as diferenças entre as quatro cotas da distância mı́nima.

Pela Tabela 3.6, constatamos que para quaisquer duas das quatro cotas, existe uma

ampla classe de distâncias mı́nimas designadas para as quais a estimativa indicativa

forte pode garantir um código grande. De fato, para cada par de cotas existe pelo

menos dois valores de δ para os quais a diferença na dimensão é pelo menos 2.

Exemplo 3.4. Suponha que desejamos um código com distância mı́nima designada

δ = 15. Usando δFR como a cota inferior, vemos, pelos números N , que o maior

código C⊥(I, L) que pode ser constrúıdo é quando L = L(24, 26, 29, 30), a saber,

um [32, 5,≥ 15]-código. Por outro lado, se usamos δWFR ou δA, então, para L =

L(24, 26, 30), obtemos um [32, 6,≥ 15]-código. Além disso, note que a estimativa

indicativa forte, δA+ , assegura que, para L = L(23), temos um [32, 9,≥ 15]-código,

que pode corrigir 7 erros.
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3.4 Outra famı́lia de códigos para superf́ıcies não

singulares

Seja F a famı́lia de polinômios em F4[x, y, z] dada por F = {βx2z+ β2xz2 + f(x) +

g(y) + h(z) : β ∈ F∗4 e f, g e h são (F4,F2) − polinômios com gr(g) = 2, gr(f) ≤

2 e gr(h) ≤ 3}. A famı́lia F contém 576 membros, cada um com 32 ráızes em F3
4.

Escolha um t ∈ F e seja I = 〈t〉. Suponha que queremos designar pesos para

as variáveis tal que somente x2z e y2 tenham peso máximo dentre os monômios no

suporte de t. Note que t ∈ I4, com lm(t) = x2z, t1 = x2t − z(x4 − x) ∈ I4, com

lm(t1) = x2y2 e t2 = z3t− x2(z4 − z) ∈ I4, com lm(t2) = y2z3. Como um resultado,

∆(I4) = {xaybzc : 0 ≤ a, b, c ≤ 3; se a ≥ 2, então b ≤ 1 e c = 0;

se b ≥ 2, então c 6= 3}.

Observe que para cada monômio em ∆(I4), seu correspondente conjunto de con-

sitência é fixo, isto é, o conjunto de consistência é independente da posição do

monômio na sequência H. Para obtermos os números indicaticos tão grandes quanto

posśıveis, o Corolário 2.37 sugere que designemos os pesos (se posśıvel) tais que a

sequência W seja estritamente crescente.

Uma tal possibilidade é tomarmos w(x) = 8, w(y) = 9 e w(z) = 2. Então a

sequência H é

H = {1, z, z2, z3, x, y, xz, yz, xz2, yz2, xz3, yz3, x2, xy, y2, xyz, y2z, xyz2, y2z2,

xyz3, x3, x2y, xy2, y3, xy2z, y3z, xy2z2, y3z2, x3y, xy3, xy3z, xy3z2}

e a sequência

W = {0, 2, 4, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,

21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 35, 37, 39}

é estritamente crescente. Portanto, Ar = Br e obtemos a Tabela 3.7:
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hr 1 z z2 z3 x y xz yz

Ar 1 2 3 4 2 2 4 4

hr xz2 yz2 xz3 yz3 x2 xy y2 xyz

Ar 6 6 8 8 3 4 7 8

hr y2z xyz2 y2z2 xyz3 x3 x2y xy2 y3

Ar 11 12 15 16 4 6 10 12

hr xy2z y3z xy2z2 y3z2 x3y xy3 xy3z xy3z2

Ar 16 18 22 24 8 16 24 32

Tabela 3.7: Números indicativos para cada hr ∈ H.

Exemplo 3.5. Para uma distância mı́nima designada δ = 7, podemos ver que

C⊥(I, L), onde L = L(10, 13, 14, 21, 22), é um [32, 18,≥ 7]-código que pode corrigir

3 erros.
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Apêndice A

Alguns resultados de Miura

Feng e Rao apresentaram um eficiente algoritmo de decodificação para códigos

algébricos geométricos, indicando que pode-se aumentar a dimensão desses códigos

sem diminuir sua capacidade de correção de erros. Tal construção é dita código

geométrico de Goppa melhorado. Miura observou que os resultados de Feng e Rao

podem ser obtidos usando somente álgebra linear. Logo abaixo seguem alguns desses

resultados de Miura.

Seja ω = {w1, . . . , wn} uma base de Fnq . Para i = 1, . . . , n, sejaW(i) o subespaço

linear de Fnq gerado por {w1, . . . , wi}, comW(0) = {0} eW(−1) = ∅. Para a, b ∈ Fnq ,

ab ∈ Fnq denota o produto coordenada a coordenada de n-uplas de Fnq .

Definição A.1. Um par (wi, wj) é dito bem comportado em relação a ω se wiwj ∈

W(r)\W(r − 1) para algum r e wuwv ∈ W(r − 1) para todo 1 ≤ u ≤ i, 1 ≤ v ≤ j e

(u, v) 6= (i, j).

Um par (wi, wj) é dito fracamente bem comportado em relação a ω se wiwj ∈

W(r)\W(r − 1) para algum r e wuwj ∈ W(r − 1) para todo 1 ≤ u < i e wiwv ∈

W(r − 1) para todo 1 ≤ v < j.

Definição A.2. Para r = 1, . . . , n, definimos

Nr = |{(wi, wj) : (wi, wj) é bem comportado e wiwj ∈ W(r)\W(r − 1)}|

e
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Ñr = |{(wi, wj) : (wi, wj) é fracamente bem comportado e wiwj ∈ W(r)\W(r − 1)}|.

Denotemos por W um subconjunto próprio de ω = {w1, . . . , wn}. Seja C(W)⊥

o código dual do código linear gerado pelos elementos de W , C(W).

Definição A.3. Defina

δFR(W) := min{Nr : wr 6∈ W}

e

δWFR(W) := min{Ñr : wr 6∈ W}.

Facilmente podemos ver que δFR ≤ δWFR, pois bem comportado implica fraca-

mente bem comportado.

Proposição A.4. A distância mı́nima de C(W)⊥ é maior ou igual a δWFR.

Demonstração: Para y = (y1, . . . , yn) ∈ Fnq , definimos a matriz

S(y) =


w1

...

wn



y1

. . .

yn



w1

...

wn


t

Então o peso de y é igual ao posto de S(y) e a entrada (i, j) de S(y) é igual a

< y,wiwj >, onde <,> denota o produto interno usual de Fnq .

Suponha que < y,w1 >= · · · =< y,wr−1 >= 0 e < y,wr >6= 0 para algum inteiro

positivo r. Se (wi, wj) é fracamente bem comportado e wiwj ∈ W(r)\W(r − 1),

então a entrada (i, j) de S(y) é diferente de zero, porque wiwj é uma combinação

linear de w1, . . . , wr e o coeficiente de wr é não nulo. As entradas (u, j) e (i, v)

são nulas para todo 1 ≤ u < i e 1 ≤ v < j, pois wuwj e wiwv são combinações

lineares de w1, . . . , wr−1. O número de (wi, wj) fracamente bem comportado tal que

wiwj ∈ W(r)\W(r − 1)} é Ñr. Deste modo, o peso de y (= posto de S(y)) é maior

ou igual a Ñr.

Além disso, suponha que y seja uma palavra não nula do código C(W)⊥. Então

wr /∈ W , o que completa a prova.
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Conclusão

O presente trabalho teve como finalidade apresentar melhoras das cotas de Feng-Rao

e de Miura para a distância mı́nima de códigos definidos sobre uma variedade afim.

Para isso estruturamos o texto como a seguir.

No Caṕıtulo 1 apresentamos alguns requisitos para o bom entendimento da dis-

sertação. Definimos códigos lineares e uma classe desses códigos que é a dos códigos

ćıclicos, bem como uma subclasse destes que são os códigos de Goppa, de onde

originou os códigos geométricos de Goppa melhorados descritos no Caṕıtulo 2.

Já no Caṕıtulo 2 definimos códigos sobre uma variedades afim, que são os códigos

geométricos de Goppa melhorados, mostramos a cota de Feng-Rao (δFR), que é

uma cota para a distância mı́nima de tais códigos, depois mostramos uma melhora

desta cota, a cota de Miura também dita cota fraca de Feng-Rao (δWFR) e por fim

provamos que a cota indicativa (δA) é uma melhora para esta cota e que, quando

posśıvel ela pode ser substitúıda pela estimativa indicativa forte (δA+) que, sendo

assim, para alguns casos, é uma melhora da cota indicativa.

No último caṕıtulo, o Caṕıtulo 3, descrevemos famı́lias de códigos para as quais

se aplicam as cotas descritas no Caṕıtulo 2 e verificamos através de exemplos que

os códigos que têm as melhoras das cotas como cota para a distância mı́nima são

melhores, ou seja, são códigos com mesmo comprimento e mesma distância mı́nima,

porém com dimensão maior, consequentemente, temos um código com mais palavras

e satisfazendo os mesmos requisitos.

Com o estudo feito sobre códigos definidos sobre uma variedade afim verificamos

que, apesar das cotas já existentes para a distância mı́nima desses códigos, ainda há
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possibilidade de melhorá-lhas e que muito ainda há para ser feito dentro da teoria

dos códigos corretores de erros.
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[5] G. -L. Feng, T. R. N. Rao, Decoding algebraic-geometric codes up to the designed

minimum distance, IEEE Trans. Inform. Theory 39 (1993) 37-45.

[6] G. -L. Feng, T. R. N. Rao, Improved geometric goppa codes, Part I: basic theory,

IEEE Trans. Inform. Theory 41 (1995) 1678-1693.

[7] V. D. Goppa, A new class of linear error-correcting codes, Probl. Peredach.

Inform. 6(3) (1970) 24-30.

[8] D. Gorenstein and N. Zierler, A class of cyclic linear error-correcting codes in

pm symbols, J. Soc. Ind. App. Math. 9 (1961) 107-214.

[9] Griesmer Bound for Linear Codes over Finite Fields, database at

www.geocities.com/mars39.geo/griesmer.htm.

75
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