UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

UMA MELHORA DAS COTAS DE FENG-RAO E DE MIURA
PARA A DISTANCIA MINIMA DE CODIGOS DEFINIDOS
SOBRE UMA VARIEDADE AFIM

Por

ALINE MOTA DE MESQUITA

ORIENTADOR:
PROF. DR. PAULO HENRIQUE DE AZEVEDO RODRIGUES

DISSERTACAO DE MESTRADO EM MATEMATICA

GOIANIA, GOIAS
2007



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



e e

e
Sos e
UFG sistema de vl tecas ufg

Termo de Ciéncia e de Autorizacao para Disponibilizar as Teses e Dissertagoes
Eletronicas (TEDE) na Biblioteca Digital da UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de
Goids-UFG a disponibilizar gratuitamente através da Biblioteca Digital de Teses e
Dissertagdes - BDTD/UFG, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo com a
Lei n® 9610/98, o documento conforme permissoes assinaladas abaixo, para fins de
leitura, impressdo e/ou download, a titulo de divulgacdo da produgdo cientifica brasileira.
a partir desta data.

1. Identificacdo do material bibliografico: [X] Dissertacao [ ]1Tese

2. Identificacdo da Tese ou Dissertagao

Autor(a): | Aline Mota de Mesquita

CPF: | | E-mail: | amm.aline@gmail.com
Seu e-mail pode ser disponibilizado na pagina? [X]Sim [ ] Nao
Vinculo Empregaticio do autor |
| Agéncia de fomento: | Coord. de Aperf. de Pessoal de Nivel Superior | Sigla: | CAPES
Pais: | Brasil [UF: | Go | cnPI: | 00889834\0001-08

Titulo: | Uma melhora das cotas de Feng-Rao e de Miura para a distancia minima de cédigos

definidos sobre uma variedade afim.

Palavras-chave: | Codigos sobre uma variedade afim; cota de Feng-Rao; cota de Miura.

Titulo em outra lingua: | An improvement of the Feng-Rao and Miura’s bounds on minimum

distance for codes defined an affine variety.

Palavras-chave em outra lingua: | Codes on affine variety; Feng-Rao bound; Miura bound.

Area de concentracdo: | Algebra

Data defesa: (dd/mm/aaaa) 18/12/2007

Programa de Pds-Graduacao: Mestrado em Matematica

Orientador(a): | Professor Doutor Paulo Henrigue de Azevedo Rodrigues
CPF: | | E-mail: | paulo@mat.ufg.br
Co-orientador(a): |

CPF: | | E-mail: |

3. Informacodes de acesso ao documento:
Liberacdo para disponibilizacdo?* X] total [ ] parcial

Em caso de disponibilizagdo parcial, assinale as permissoes:
[ ] Capitulos. Especifique:
[ 1 Outras restricbes:

Havendo concordancia com a disponibilizagdo eletronica, torna-se imprescindivel o
envio do(s) arquivo(s) em formato digital PDF ou DOC da tese ou dissertacao.

O Sistema da Biblioteca Digital de Teses e Dissertagbes garante aos autores, que os
arquivos contendo eletronicamente as teses e ou dissertagbes, antes de sua disponibiliza-
cao, receberdo procedimentos de seguranca, criptografia (para ndo permitir copia e extra-
cao de conteudo, permitindo apenas impressao fraca) usando o padrdo do Acrobat.

._Qﬂaﬁw Data: 18 / 12 / 2007.
Assinatura do(a) autor(a)

' Em caso de restrigdo, esta poderd ser mantida por até um ano a partir da data de defesa. A extensdo deste prazo
suscita justificativa junto & coordenagdo do curso. Todo resumo e metadados ficardo sempre disponibilizados.




UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
COORDENACAO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Uma melhora das cotas de Feng-Rao e de Miura
para a distancia minima de cédigos definidos

sobre uma variedade afim

Por

Aline Mota de Mesquita

Area de concentracao: Algebra

Orientador: Prof. Dr. Paulo Henrique de Azevedo Rodrigues

Dissertacao submetida a Banca Examinadora designada pelo Conselho Diretor do
Instituto de Matematica e Estatistica, como parte dos requisitos necessarios a ob-

tencao do grau de Mestre em Matematica.

GOIANIA, GOIAS
2007



Dados Internacionais de Catalogagao-na-Publicagédo (CIP)
(GPT/BC/UFG)

Mesquita, Aline Mota de.

M582m  Uma melhora das cotas de Feng-Rao e de Miura para a
distancia minima de codigos definidos sobre uma variedade
afim / Aline Mota de Mesquita. — 2007.

771
Orientador: Prof. Dr. Paulo Henrique de Azevedo Rodrigues.

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de Goias.
Instituto de Matemética e Estatistica, 2007.

Bibliografia: f. 75-77.

1.Cddigos lineares — Codigos sobre uma variedade afim 2.
Cota de Feng-Rao 3. Cota de Miura 4. Algebra 1. Rodrigues,
Paulo Henrique de Azevedo. 1. Universidade Federal de Goias.
Instituto de Matematica e Estatistica. I11. Titulo.

CDU: 512




UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
COORDENACAO DO PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
MATEMATICA-MESTRADO

“UMA MELHORA DAS COTAS DE FENG-RAO E DE
MIURA PARA A DISTANCIA MINIMA DE CODIGOS
DEFINIDOS SOBRE UMA VARIEDADE AFIM”

por

Aline Mota de Mesquita

Dissertacio submetida 4 Banca Examinadora designada pelo Conselho
Diretor do Instituto de Matematica e Estatistica, como parte dos
requisitos necessdrios a obtencido do grau de Mestre em Matemaitica.

Goidnia, 18 de dezembro de 2007.

Banca Examinadora:

.n""_'

F v e / P
Prof. Dr. Pailo Henrique de Azevedo Rodrigues - IME/UFG

" _.|Orientador)

.l__._ XL - : {" . i . T
Prof. Dp{'FlﬁviAeonardo Cavalcanti de Moura - UnB

/ |
Prof. Dr, Mzr{o“d'osjéie iS::{J‘ffziu fﬁﬁ’ﬁFG



A meus pais: Neuza e Divino.

DEDICO



Agradecimentos

A Deus, o dono da minha vida, quem me criou e me capacitou a chegar até aqui.

Ao Professor Doutor Paulo Henrique de Azevedo Rodrigues pela grande atencao,
paciéncia e dedicacao que teve comigo durante as orientagoes. Seu auxilio foi fun-

damental no meu desenvolvimento. Muito obrigada!

A minha familia, em especial aos meus pais Neuza e Divino que sempre me apoiaram

incondicionalmente, me incentivando a cada dia. Eu os amo muito.

Aos professores do Corpo Docente do Mestrado em especial aqueles com quem cursei

alguma disciplina.

Aos meus colegas que, durante o periodo de aula, tanto contribuiram para a minha

formacao em momentos formidaveis de estudo.
A Banca Examinadora pela disponibilidade e atencao dispensada ao meu trabalho.

A Capes pelo apoio financeiro.



Resumo

Nesta dissertacao apresentamos alguns codigos lineares e tratamos de parametros
de familias de cédigos ciclicos que conduzem a caracterizacao dos cédigos de Goppa,
para o qual descrevemos cotas para a distancia minima quando este é dado sobre uma
variedade afim. Quando tal codigo é assim definido, dizemos que ele é um cédigo
geométrico de Goppa melhorado. A primeira das cotas mencionada neste trabalho
foi dada por Feng e Rao em [6] (cota de Feng-Rao), posteriormente melhorada
por Miura em [18],[19] (cota fraca de Feng-Rao), que por sua vez foi melhorada
por G. Salazar, D. Dunn e S. B. Graham em [22] (cota indicativa e estimativa
indicativa forte), sendo que neste ltimo artigo estd fundamentada esta dissertagao.
Encerramos nosso trabalho exibindo familias de cédigos para as quais verificamos a

veracidade das melhoras das cotas.
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Abstract

In this work we present some linear codes and we discuss about parameters of
cyclic codes families that lead to the characterization of the Goppa codes, which we
describe minimum distance bounds when it is given for an affine variety. When this
code is defined like this, we say that it is an improved geometric Goppa code. The
first bounds mentioned in this work was given by Feng and Rao in [6] (Feng-Rao
bound), later improved by Miura in [18],[19] (weakly Feng-Rao bound), that in its
turn has been improved by G. Salazar, D. Dunn and S. B. Graham in [22] (advisory
bound and strong advisory estimate). This work was based in this last article. We
finishing the dissertation showing families of codes for which we verified the veracity

of the improvement of bounds.
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Notacoes

Im(f)
L(r)
MDS

nimero indicativo formado pela soma Nr + B,
conjunto dos indices (i, j) tais que h; ; € S, e para todo (u,v) tal que
u=iev<jouu<ieuv=jtemos que hy, ¢S,

conjunto dos indices (i, j) tais que h;; € Si e h;; é fracamente bem
comportado

conjunto das submatrizes M, tais que (a,b) € P,

conjunto das submatrizes [S¢| ) tais que (a,b) € P,

conjunto dos divisores de h,

conjunto de todos os monomios de F [zy, ..., x)] que nao sao lideres de

nenhum polinémio nao nulo de I,

distancia minima designada

cota de Feng-Rao

cota fraca de Feng-Rao ou cota de Miura

cota indicativa

estimativa indicativa forte

conjunto dos pares (a,b) € P, tais que M, ¢ extrema para h,
sequéncia crescente (sobre <;) dos elementos de A(,)

conjunto gerado por um ideal I C [F [z, ..., zx] e pelos polinomios
xf —x, . xl —xp

monomio lider do polinémio f

subespaco linear de R gerado por {El, e ,ET}

Separado pela Maxima Distancia
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n

matriz simétrica n X n de monomios h; ;

submatriz de M cujas entradas h; ; sao tais que i € W, e b € W,
conjunto dos indices dos mondémios bem comportados

conjunto dos indices dos monomios fracamente bem comportados
conjunto dos pares (a,b) € W tais que a + b = w(h,)

anel coordenado de V()

conjunto de consisténcia de h,

subconjunto de S, formado por todos os monomios m € S, tais que
m < hr+1

valor sindrome para c

valor sindrome para ¢

matriz n x n de sindromes para c cujas entradas sao valores sindrome
5i,3(C)

submatriz de S, cujas entradas s; ;(c) sdo tais que i € W, e j € W,
conjunto de todos os monomios de [z, ..., z]

variedade afim de I

sequéncia nao decrescente dos pesos dos elementos de H

conjunto dos indices i tais que w(h;) = a

elemento de uma base de Fy

consistente

ordenacao peso e lexicografica

produto interno usual de K™, onde K é um corpo

conjunto gerado por

X1



Introducao

A teoria dos codigos corretores de erros é um ramo da matematica em pleno de-
senvolvimento, possuindo varias ramificagoes que utilizam diversas ferrametas ma-
tematicas, tais como algebra linear, teoria de anéis e corpos, teoria dos nimeros,
combinatoria, probabilidade, analise, geometria e varias outras. Sempre utilizamos
cédigos quando queremos transmitir ou armazenar dados, desta forma, eles estao
presentes em nosso cotidiano de iniimeras maneiras, por exemplo, quando assisti-
mos a um programa de televisao, quando ouvimos um CD de musica, falamos ao
telefone, assistimos a um filme em DVD, navegamos pela internet, enfim, sempre
que fazemos o uso de informacoes digitalizadas.

A teoria dos c6digos iniciou o com matematico americano Claude E. Shannon, do
Laboratério Bell, em um trabalho publicado em 1948 [23]. O trabalho inicial para
a obtencao das primeiras classes de bons codigos foi arduo, pois exigia um profundo
conhecimento de Algebra Abstrata e Teoria de Probabilidade, sendo desenvolvido
por um grupo restrito composto basicamente por matematicos nas décadas de 50
e 60, embora a importancia pratica daquele tema ja fosse reconhecida pelos engen-
heiros de comunicacoes da época. Entretanto, s6 com as pesquisas espaciais e a
grande popularizagao dos computadores, ocorridos na década de 70, é que os enge-
nheiros comecaram a se interessar por essa teoria. A partir de entao, pesquisadores
vem procurando familias de bons cédigos e desenvolvendo decodificadores eficientes
para 0s mesmos.

Na pratica, a classe mais utilizada é a dos codigos lineares devido aos seus bons

algoritmos de codificacao e decodificacao. Os algoritmos sao ditos bons no sentido



que eles sao mais eficientes e nao possuem um elevado custo computacional. O
desenvolvimento mais importante na teoria de c6digos corretores de erros nos tltimos
anos foi a introducao de métodos para a construcao de cédigos lineares sobre curvas
algébricas geométricas. Estes sdo chamados cédigos algébricos geométricos (c6digos
AG) e foram introduzidos por V. D. Goppa entre 1977 e 1982. Em 1982, Tsfasman,
Vladut e Zink mostraram a existéncia de uma sequéncia de cédigos AG que excedem
a cota de Gilbert-Varshamov [14]. Desde entao, surgiram vérios artigos tratando de
cédigos AG e sua decodificagao.

Feng e Rao apresentaram um eficiente algoritmo de decodificagao para cédigos
AG [5] e, em seguida, salientaram que pode-se aumentar a dimensao do cédigo
sem diminuir sua capacidade de corre¢ao de erros deletando linhas desnecessérias
na matriz teste de paridade [6]. Esta tltima construcao é dita cédigo geométrico
de Goppa melhorado que, para alguns casos, possui parametros melhores que os
do cédigo de Goppa. Para tais cédigos, Feng e Rao encontraram uma cota para
a distancia minima, conhecida como cota de Feng-Rao. Miura observou que os
resultados de Feng e Rao podem ser obtidos usando somente algebra linear [18],[19]
e melhorou a cota por eles dada criando a cota fraca de Feng-Rao [16] (ou cota de
Miura) que, por sua vez, foi melhorada por G. Salazar, D. Dunn e S. B. Graham
e denominada cota indicativa, a qual, em alguns casos, ainda pode ser melhorada,
nao se tornando uma cota para a distanica minima, mas uma estimativa para tal,
dita estimativa indicativa forte [22].

Nesta dissertacao apresentamos as referidas melhoras da cota de Feng-Rao para
a distancia minima de codigos geométricos de Goppa melhorados quando este é dado
sobre uma variedade afim. A estrutura deste trabalho é dividida como a seguir.

O Capitulo 1 traz uma introducao a teoria de cédigos corretores de erros, bem
como algumas classes de codigos lineares, enfatizando os parametros desses codigos
e tendo o codigo de Goppa como a classe mais importante para o nosso estudo.
Convém salientar que uma parte consideravel das demonstragoes deste capitulo

foram omitidas visto utilizarem resultados elementares de algebra linear ou serem



muito técnicas, além de constarem em excelentes livros-texto oportunamente cita-
dos.

Em seguida, no Capitulo 2, definimos cdodigos sobre uma variedade afim, que
sao os codigos geométricos de Goppa melhorados, e apresentamos alguns conceitos
e resultados que conduzem a melhora da cota de Feng-Rao para a distancia minima
de tais cdédigos descrita por G. Salazar, D. Dunn e S. B. Graham em [22] (cota
indicativa e estimativa indicativa forte), artigo este que foi a base de nossos estudos.
Além de apresentarmos esta melhora, descrevemos também a cota de Feng-Rao e a
cota fraca de Feng-Rao ou cota de Miura, que é também uma cota para a distancia
minima inferior a cota indicativa.

Finalizamos no Capitulo 3 apresentando trés familias de codigos para as quais se
aplicam as cotas dadas no Capitulo 2. Para cada uma delas construimos codigos para
determinadas distancias minimas designadas verificando, através dos exemplos, que

os codigos cuja cota para a distancia minima é a cota indicativa sao c6digos melhores.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos este capitulo apresentando conceitos e resultados basicos da teoria de
codigos corretores de erros, seguidos de uma classe desses codigos, que sao os
codigos lineares os quais possuem algumas subclasses dentre elas a dos cddigos
ciclicos que por sua vez é dividido em varias familias: codigos BCH, Reed-Solomon,
Reed-Solomon generalizados, alternantes e cédigos de Goppa. Propriedades desses
codigos, que nos serao uteis para o desenvolvimento deste trabalho, serao apresen-
tadas neste capitulo, tudo com a finalidade de compreender a melhora da cota de
Feng-Rao, a qual é uma cota para a distanica minima de codigos de Goppa sobre

variedades afins.

1.1 Cdbdigos corretores de erros

O ponto de partida para a construgao de um cédigo corretor de erros é dar um con-
junto finito A # () chamado de alfabeto. O nimero de elementos de A, denotado por
|Al, sera simbolizado por ¢. Um cddigo corretor de erros C' é qualquer subconjunto
proprio de A", para algum numero natural n, e uma palavra u € A" sera represen-
tada por (ug,...,u,). Com o intuito de tornar precisa a nogao de proximidade entre
palavras, apresentamos a seguir um modo de medir a distancia entre palavras em A"

e, em seguida, alguns conceitos e resultados basicos da teoria de cédigos corretores



de erros.

Definicao 1.1. Dados u,v € A", a distancia de Hamming entre u e v é definida
como

d(u,v) :==|{i:u; #v;,1 <i<n}.
E a distancia minima de um codigo C' é o nimero
d = min{d(u,v) : u,v € Ceu # v}.
A distanica de Hamming é uma métrica em A" de facil verificacao.

Definicao 1.2. Dado um cédigo C' com distancia minima d, define-se x := |41 ]

onde [t]| representa a parte inteira de um ndmero real ¢.

Veja que se u € A" e d(u,c) < k para algum ¢ € C, entao ¢ é a unica palavra
do cédigo satisfazendo d(u,c) < k. De fato, suponhamos que exista ¢ € C' com
d # ctal que d(u, ) < k, logo, d(c,d) < d(c,u)+d(u,d) <2k < d—1, 0 que é um

absurdo, pois d(c, ) > d.

Teorema 1.3. Seja C' um cddigo com distancia minima d. Entao C' pode corrigir

até Kk erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstragao: Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do cédigo cometemos t erros
com t < Kk e recebemos a palavra r, entao d(c,r) =t < k, enquanto que a distancia
de r a qualquer outra palavra do cédigo é maior do que k. Isso determina ¢ de modo
unico a partir de r.

Por outro lado, dada uma palavra do coédigo, podemos nela introduzir até d —
1 erros sem encontrar outra palavra do cédigo e assim, a deteccao do erro sera

possivel. O

Note que, em virtude do teorema acima, um codigo tera maior capacidade de
correcao de erros quanto maior for a sua distancia minima. Portanto, é fundamental
para a teoria de codigos poder calcular d ou pelo menos determinar uma cota inferior

para ele.



1.2 Cébdigos lineares

A classe dos cédigos lineares é a mais utilizada na pratica, vem dai a sua importancia.
Para o desenvolvimento desta se¢ao, consideremos o corpo finito K com ¢ elementos
como sendo o alfabeto. Portanto, temos, para cada niimero natural n, um K-espaco

vetorial de dimensao n, denotado por K™.

Definicao 1.4. Um cédigo C' C K" serd chamado de cddigo linear se for um

subespaco vetorial de K". Os elementos de C' sao chamados de palavras codigo.

Definicao 1.5. Dado u € K™, define-se o peso de u como sendo o niimero inteiro
w(u) :=d(u,0) = [{i:u; #0,1 <i<n}|.
O peso do codigo C' é o inteiro
w:=min{w(u) : u € C,u # 0}.

Como d(u,v) = d(u—v,0) = w(u—v) e C' é um espago linear, a distancia minima
de C é equivalente a

d :=min{w(z) :x € C,xz # 0}

A terna de inteiros [n, k, d| é chamada de parametros do cédigo linear C, onde n
é o comprimento das palavras de C, k é a dimensao de C sobre K e d é a distancia
minima de C'. Note que o ntimero de elementos de C' é igual a ¢*, onde ¢ é o niimero
de elementos de K.

Em &lgebra linear uma maneira de descrever subespagos vetoriais de um espago
vetorial K™ é como imagem de transformacoes lineares. Para estas transformacoes
podemos determinar uma matriz, dita matriz da transformacao. Em teoria dos
codigos, tal matriz é chamada de matriz geradora do cddigo e definida como a

seguir.

Definig¢ao 1.6. Uma matriz geradora de um cédigo linear C' com parametros [n, k, d

¢ uma matriz G de ordem k£ X n cujas linhas formam uma base para C.



Exemplo 1.7. O cédigo binario C' = {0000, 1011,0101, 1110} é gerado pelo con-

junto {1011,0101}, logo, sua matriz geradora é

1 011
0101

G:

Defini¢ao 1.8. Seja C' C K™ um cddigo linear com parametros [n, k, d].

i) O cédigo dual de C, C*+, é o complemento ortogonal do subespaco C' de K™,
Ct={ve K":<vu>=0,VucC},

onde <, > denota o produto interno usual de K™.
i1) Uma matriz teste de paridade H para um cédigo linear C' é uma matriz geradora

para o cédigo dual C*, cuja ordem é (n — k) X n.

Se tomarmos a matriz G acima descrita e nela realizarmos operagoes do tipo
permutacao de duas linhas, multiplicacao de uma linha por um escalar nao nulo
e adigao de um multiplo escalar de uma linha a outra, de forma a obtermos uma
matriz do tipo G' = (Idy|A), onde Id) ¢ a matriz identidade k x k e A é uma
matriz k X (n — k), temos uma matriz padrao de G, ou seja, G' = (Idiy|A) é a
matriz G na forma padrao. Entretanto, realizando somente essas operacgoes, nem
sempre encontramos uma matriz padrao de G. Nesses casos, utiliza-se operagoes,
além das ja mencionadas, do tipo permutacao de duas colunas e multiplicacao de
uma coluna por um escalar nao nulo, obtendo uma matriz padrao de um codigo
equivalente ao cédigo C'. A partir da matriz G’ obtemos que a matriz teste de

paridade H é da forma H = (—A"| Id,,_).

Lema 1.9. Se C' C K" € um cddigo linear com matriz geradora G, entao
i) Ct é um subespaco vetorial de K™;

ii) x € C* se, e somente se, Gx' = 0.

Demonstracao: Ver Lema 1, Capitulo 5 de [10]. O



Como consequéncia do Lema 1.9 temos que para determinar se uma palavra c
esta no cédigo C' precisamos verificar se ela estd no dual de C*, ou seja, em (C+)+
que é igual a C, para isso temos que verificar se Hc! = 0, uma vez que H é a matriz

geradora de O Isto é exatamente o que nos diz a préxima proposicao.

Proposicao 1.10. Seja C' um codigo linear e suponhamos que H seja uma matriz

geradora de C+. Temos entdo, que v € C se, e somente se, Hv' = 0.

Demonstragao: Temos, pelo fato de que (C*+)% = C e pelo Lema 1.9 acima item

(ii), que v € C se, e somente se, v € (C+)+ se, e somente se, Hv! = 0. ]

Deste modo, o método para determinar se uma palavra v pertence ou nao a um
cédigo C' se tornou mais simples. Assim, H tem a finalidade de diminuir os calculos

relacionados a um cédigo C. O vetor Hv' é chamado de sindrome de v.

Exemplo 1.11. Seja dado o codigo C' sobre Fy com matriz geradora

100111
G=1010011
001010

Como G esta na forma padrao é facil calcular uma matriz teste de paridade H.

Temos que H = (—A"| Id,,_4), logo,

100100
H=1111010
110001

Dados v = (100111) e v' = (010101), como

0
Hv'=]0 e H@)=]1]#0,
0

segue que v € C'ev' ¢ C.



Teorema 1.12. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C'.

i) O peso de C' € maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de
H sao linearmente independentes.

i1) O peso de C' € igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo

linearmente independentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragao: Para o item (i) ver Proposigao 5, Capitulo 5 de [10] e para o item

(1) ver Teorema 2, Capitulo 5 de [10]. O

Teorema 1.13. (Cota de Singleton). Os parametros [n, k,d] de um cdédigo linear

satisfazem a desigualdade d < n —k + 1.

Demonstragao: Se H é uma matriz teste de paridade, entao ela tem posto n — k.
Como quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente independentes, d — 1 é menor

ou igual ao posto de H, ouseja,d—1<n —k,entao, d <n—k+ 1. O

Um c6digo serd dito MDS (Separado pela Mdzima Distancia) se valer a igualdade

d=n—-—k+ 1.

1.3 Cdbdigos ciclicos

Os codigos ciclicos sao muito utilizados nas aplicagoes por formarem uma classe
de cédigos lineares que possui bons algoritmos de codificagao e de decodificagao.
No que se segue, representaremos as coordenadas de K™ por (ag,...,a, 1) para
estabelecermos um isomorfismo entre essas n-uplas e um anel de polindmios, uma vez
que, por questao de notagao, o termo independente de um polinomio é representado

com indice zero.

Definigao 1.14. Um cdédigo linear C' C K" serd um cddigo ciclico se, dada a

permutacao 7 de {0,...,n — 1} definida por



e sendo Tr(co,C1y... Cno1) = (Cno1,C0y--.,Cn_2a), temos que Trc € C para todo

c € C;ou seja, T,C C C.

Exemplo 1.15. Os seguintes cddigos sao ciclicos:
i) Os codigos triviais {0} e K.
i1) O [3,2,2]-cédigo linear {000,110, 101,011} sobre Fy.

Exemplo 1.16. Seja v € K™. O espaco vetorial
(v) = Kv+ KT+ -+ KT '

é claramente um codigo ciclico (note que T = Id).

Como exemplo numérico considere K = Fy e seja v = (10011001) € K®. Assim,
(v) = K(10011001) 4+ K(11001100) + K (01100110) + K (00110011).

Algumas questoes imediatamente surgem no contexto dos codigos ciclicos, tais
como: todo cédigo ciclico é da forma (v) para algum v? Como calcular o peso de
um cédigo ciclico? A primeira pergunta sera respondida logo abaixo, entretanto, a
segunda ¢é muito dificil de ser respondida e é, em parte, uma questao em aberto,
existindo apenas cotas para a distancia minima de algumas classes especiais de
codigos, tais como os codigos BCH e os codigos de Goppa, que é o alvo de nosso
estudo.

A técnica para lidar com os codigos ciclicos consiste em enriquecer a estrutura
de espaco vetorial de K™ como segue.

Defina R,, como sendo o anel das classes residuais em K[z| médulo (z" — 1) e

considere o isomorfismo

v K" — R,

(ao,...,an-1) = ag+ a1 + -+ + ap_12"!

Temos entao, que todo cédigo linear C' C K™ pode ser imerso em R, mediante

o isomorfismo v.
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Considerando I = I(g(x)), onde g(z) = go + g1 + - -+ + gsx° é um divisor de

™ — 1, facilmente verificamos que g(z),zg(z),22g(z), ..., 2" 1g(x) é uma base
de I como espago vetorial sobre K, consequentemente, temos que dado um codigo
ciclico C, existe v € C, v = v~ 1(g(z)), tal que C = (v) = v=1(I), deste modo, C

tem matriz geradora

v~ (g(x)) go g1 - g5 0 0
v~ (zg(z)) 0 go =+ gs—1 Gs 0

G: . = . . . . .
V_l(xn_s_lg(x)) 0 O o e go gl oo gs

edimgl =n — s.

O dual de um cédigo ciclico é ainda um cédigo ciclico.

Seja
e K — Klz|s-1 C K|x]
s—1
(ag,...,as_1) — Zaixi
i=0

o isomorfismo de K-espagos vetoriais, onde K [X];_1 é 0 espaco vetorial dos polinémios
de grau menor ou igual a s—1. Esse isomorfismo serd de grande utilidade no préximo

teorema.

Teorema 1.17. Seja C C K™ um cdédigo ciclico. Suponhamos que C' = v=(I), onde
I = (g(x)), com g(x) um divisor de x™ — 1 de grau s. Seja R a matriz (n —s) X s

cuja i-ésima linha é
R; = —p (i), 1<i<n-—s,

onde r;(x) € o resto da divisao de x*~* por g(z). Entao, (R|Id, ) é uma matriz
geradora de C' na forma padrao.

Demonstragao: Sejam ¢;(z) e r;(x) o quociente e o resto da divisao de 21

por
g(x). Logo,
27 = g(@)gi(w) + i),

11



com 7;(z) = 0 ou gr(r;(z)) < s—1.
Portanto, zs~1*% — r;(x) pertence a I e é evidente que esses vetores, para i =
1,...,n — s, sao linearmente independentes sobre K. Como v~ !(z5~ 1+ — r;(x)) =

es_14: — 1 (ri(x)), temos que a matriz

—pH(ri(x) 10 0
—pH(ra(z)) 0 1 0
—p H(rn—s(z)) 0 0 1
é uma matriz geradora de C. n

Como consequéncia do teorema acima, temos que uma matriz teste de paridade

de C é da forma H = (Ids| — R").

1.4 Cébdigos BCH

A classe de cédigos Bose, Chaudhuri e Hocquenghem (BCH) bindrios foram primeira-
mente discorridos por A. Hocquenghem [11] em 1959 e independentemente por R. C.
Bose e D. K. Ray-Chaudhuri [1] em 1960. Generalizac¢oes dos cédigos BCH binérios

para codigos g-drios foram obtidos por D. Gorenstein e N. Zierler [8] em 1961.

Definigao 1.18. Seja o um elemento primitivo de Fym e denote por M@ (x) o
polinomio minimal de o' com respeito a F,. Um cddigo BCH (primitivo) sobre F,
de comprimento n = ¢™ — 1 e distancia designada ¢ é um cédigo ciclico g-ario gerado
por g(x) := mmc(M@(x), M@ (z), ..., M+T=2)(z)) para algum inteiro a. Além

disso, o codigo é dito no sentido estrito se a = 1.

Quanto aos parametros de um coédigo BCH, temos que seu comprimento é clara-
mente ¢ — 1. Os préximos teoremas nos fornecem uma cota para a dimensao e para
a distancia minima. Suas demonstracoes consistem de alguns resultados basicos da

algebra linear e anéis de polinomios.
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Teorema 1.19. Um codigo BCH q-drio de comprimento ¢ —1 e distancia designada

d tem dimensdo pelo menos ¢™ —1 —m(J — 1).
Demonstracao: Ver Teorema 8.1.9 (i¢) de [14]. O

Teorema 1.20. Um cdodigo BCH com distancia designada 6 tem distancia minima

pelo menos 6.
Demonstracao: Ver Teorema 8.1.18 de [14]. O

Seja o um elemento primitivo de Fym e seja C um cédigo BCH com distancia
minima d pelo menos d, gerado por g(z) = mmc(M @ (z), M@ (x), ... M@T=2)(g)).
E claro que os elementos o, . . ., a®9-2 3o rafzes de g(z). Seja c(z) = co+cra+-- -+

n—1

Cn—12™ ! uma palavra nao nula de C' tal que w(c(z)) = d. Assim, c¢(z) = g(z)t(z)

para algum ¢(z) € F,[x] e as raizes de g(z) sao raizes de c(z), ou seja, c(a’) = 0

para todo i =a,...,a+ 6 — 2. Em forma matricial temos:
1 a’ aa)2 (aa)n—l o
1 aa—‘,—l (aa+1)2 ( a+1)n—1 1
1 aa+2 (aa+2)2 (O[aJrQ)nfl Co =0
1 aa+6—2 (aa+6—2)2 . (aa+5—2)n—1 Cn1
Deste modo, a matriz
1 a® aa)2 (aa)nfl
1 aa—l—l (aa+1)2 ( a—i—l)n—l
1 aa+2 (aa+2)2 (aa+2)n—1
1 aa+672 (aa+6f2)2 (aa+572)n71

¢ uma matriz teste de paridade de um cédigo BCH.
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1.5 Cébdigos Reed-Solomon

A subclasse mais importante dos cédigos BCH é a classe dos cédigos Reed-Solomon
(RS). Cédigos RS foram introduzidos por I. S. Reed e G. Solomon [21] independen-
temente do trabalho de R. C. Bose, D. K. Ray-Chaudhuri e A. Hocquenghem.
Considere um c6digo BCH g¢-ario C' de comprimento ¢™ — 1 gerado por g(x) :=
mme(M@ (z), M@t (z), ..., M@=2(z)), onde M (x) é o polindmio minimal de
o' com respeito a F, para um elemento primitivo @ de Fm. Se m = 1, temos um
cédigo BCH g-ario de comprimento ¢ — 1. Neste caso, a é um elemento primitivo
de F, e, além disso, o polinémio minimal de o' com respeito a F, é z — a'. Deste

modo, para 0 < ¢ — 1 o polinébmio gerador é

+1 a+d6—2
, .

onde a*, a® e} sao dois a dois distintos.

Definicao 1.21. Um cddigo Reed-Solomon g-ario (cédigo RS) é um cédigo BCH

g-ario de comprimento ¢ — 1 gerado por

a+1) . a+6—2)

g(a) = (z —a®)(z - a (r—a

)
coma>1e2<4<qg—1, onde o é um elemento primitivo de F,.

Nunca consideramos codigos RS bindrios, pois se assim fosse, ele teria compri-

mento ¢ — 1 = 1.

Exemplo 1.22. Considere o cédigo RS 7-ario de comprimento 6 com polindmio
gerador g(z) = (z — 3)(x — 3?)(z — 3%) = 6 + x + 32> + 23, Este cddigo possui uma

matriz geradora
6 1 3100

G=106 1310
006131
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Uma matriz teste de paridade

141100
H=1014110
001411

é obtida por h(z) = (2° — 1)/g(z) =1+ x + 42* + 2. Quaisquer 3 colunas de H é
linearmente independentes e quaisquer 4 colunas é linearmente dependente. Assim,

este é um [6,3,4]-c6digo MDS 7-drio.

Teorema 1.23. Codigos Reed-Solomon sao MDS, isto é, um codigo Reed-Solomon
a+d—2

q-drio de comprimento g —1 gerado por g(x) = [[{2. "(z —a') é um [¢—1,q9— 46, 9]-

codigo ciclico para qualquer 2 < 6 < g —1.

Demonstragao: Como o grau de g(z) é § — 1, a dimensdo do cddigo é exatamente
k:=q—1—(6—1) =g —J e a distancia minina é pelo menos ¢. Por outro lado,
pela cota de Singleton, a distancia minima é no méaximo (¢ — 1) + 1 — k = 4. Logo,

o cédigo RS é MDS. [

1.6 Cdbdigos Reed-Solomon generalizados

Considere o cédigo RS definido na secao anterior com a = 1. Neste caso, existe uma
descricao alternativa para tal codigo que é conveniente para o nosso propésito nesta

Secao.

Teorema 1.24. Seja o um elemento primitivo do corpo finito Fy e seja2 < § < g—1.

O codigo q-drio RS no sentido estrito com polinomio gerador
g(z) = (z —a)(x —a?)---(z —a’1)
€ iqual a

{(f(), f(a), f(a®), ... f(a72)) : f(2) € Fyla] e gr(f(x)) < q—0}. (1.1)
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Demonstracdo: E facil verificar que o conjunto (1.1) é um [F,-espago vetorial.
Primeiro mostraremos que ele esté contido no cédigo RS gerado por g(x).

A palavra cédigo ¢ = (f(1), f(), f(a?),..., f(a??)) corresponde ao polindémio
c(x) = S0 f(a))at € Fylz]/(2™ — 1). Precisamos mostrar que g(z) divide c(x)
para que ¢ € C, isto é, c¢(a) = c(a?) = -+ = ¢(a®™1) = 0.

Note que, para 1 < k < ¢ — 2, temos que

q—2 )q_l 1
ab =l =
i=0

Escreva f(z) = Y 10 =1 f,29. Entao, para 1 <1< 6§ —1,

q—2 q—2 gq—o-1 q—o—1 q—2

o— o—
C(O/) = f(al Z f]a Z f] o JH)) =0,

i=0 =0 j=0 =0 i=0
com 1< j+1<q—2.

A aplicacdo f —— (f(1), f(a), f(a?),..., f(a?7?)) proveniente do conjunto de
polinémios em F,[z] de grau menor que ¢ — § para o conjunto em (1.1) ¢é injetora
(qualquer f(z) no nticleo desta aplicacdo deve ter, pelo menos ¢ —1 > ¢ — 6 >
gr(f(x)) zeros, mas isso somente é possivel se f(z) é identicamente nulo). Esta
aplicacao ¢ claramente sobrejetora, assim ela ¢ um isomorfismo entre F,-espacos
vetoriais. Portanto, a dimensdo sobre F, do espaco vetorial em (1.1) é ¢ — 6, que é

a dimensao do c6digo RS gerado por g(x). Assim, segue o teorema. O

O seguinte corolario fornece explicitamente uma matriz geradora para o cédigo

RS.

Corolario 1.25. Seja oo um elemento primitivo de Fy, e seja 2 < § < qg—1. A

matriz
1 1 1 1
1 o o? ad™2
1 o? at alt=2)
1 i1 Q2=0-1) .. ,la=2)(g=6-1)
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¢ uma matriz geradora para o codigo RS gerado pelo polinomio

9(z) = (x —a)(x — o) - (z —a’").

Uma fécil generalizacao da descricao do cédigo RS no Teorema 1.24 é conduzida

a uma classe mais geral de codigos que também sao MDS.

Definigao 1.26. Seja n < ¢. Seja a = («,...,q,), onde «; (1 < i < n) sdo
elementos distintos de Fgm. Sejav = (vy,...,v,), onde v; € F}, paratodo 1 <i < n.

Para k < n, o cddigo Reed-Solomon generalizado G RSk(a,v) é definido por

{(vif(n),v2f (@), - onf(om)) - f(z) € Fymlz] e gr(f(z)) < k}.

Teorema 1.27. O cddigo generalizado RS, GRSy(a,v) tem parametros [n,k,
n —k+ 1], assim, ele é um cédigo MDS.

Demonstracao: E 6bvio que G RSk(a,v) tem comprimento n. O mesmo argumento
da prova do Teorema 1.24 mostra que sua dimensao é k. Falta mostrar que a
distancia minima é n — k + 1.

Para fazer isso, contamos o niimero maximo de zeros em uma palavra nao nula
do c6digo. Suponha que f(x) nao seja identicamente nulo. Como gr(f(z)) < k,
o polinémio f(z) sé pode ter, no méximo, k — 1 zeros, isto é, a palavra cédigo
(v1f(a1), ..., v f(,)) tem no méximo k — 1 zeros em suas coordenadas. Em outras
palavras, o peso é pelo menos n — k + 1, assim a distancia minima d de GRSk («, v)
satisfaz d > n — k + 1. Por outro lado, a cota de Singleton, Teorema 1.13, mostra

que d <n —k+1, assim, d =n — k + 1. Portanto, GRSy(a,v) é MDS. ]

Teorema 1.28. O dual do cddigo generalizado RS, GRSk(c,v), sobre Fym de com-

primento n € GRS,_(a,v") para algum v’ € (Fpm )™

Demonstragao: Primeiro, seja k = n—1. Pelo Teorema 1.27, o dual de GRS,,_1(a, v)

¢ um codigo MDS de dimensao 1, assim, ele tem parametros [n, 1,n]. Em particular,

’

sua base consiste de um vetor v' = (v, ..., v,), onde v; € [, para todo 1 < < n.

r n

Claramente, este cédigo dual é GRS («, vl).
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Segue, em particular, que para todo f(z) € F,[x] de grau menor que n— 1, temos
< Ul> c>= Ulvll.f<041) +o-t Unv;f(an) = 07

onde v = (vq,...,v,) € <,> denota o produto interno usual de Fim
Agora, para um k arbitrario, afirmamos que GRSi(o, v)* = GRS, _r(a, v').
Uma palavra tipica de GRSi(a,v) é (vif(ou),...,vnf(w)), onde f(z) € F,lx]
e gr(f(x)) < k — 1, embora uma palavra tipica de GRS,_i(a,v") tenha a forma
(v19(1), ..., v, g()), com g(z) € F,[2] de grau menor ou igual a n — k — 1. Visto

que gr(f(z)g(z)) <n—2<n—1, temos
< (vif(an), .. vaf(an)), (nig(a), ... vg(an)) >=

Ulvllf(al)g(al) Tt Unv;lf<an)g(an) =0
Portanto,G RS, _x(o,v") € GRSi(, v)*. Comparando as dimensdes de ambos

os cédigos, temos que GRSy (a, v)t € GRS, _(a,v'). O

Corolario 1.29. A matriz teste de paridade de GRSk(a,v) é

/ !

’
’Ul U2 DERY Un
/ ’ /
V10 VyQlg e U,, 0,
r 9 ) r 2 —
V1 Uy T Up ey, -
! on—k—1 ' n—k—1 " on—k—1
U1y UgQty Un Oy,
/
1 1 e 1 v, 0 - 0
/
o Q9 O 0 vy -+ 0
2 2 2
al a2 PRI an
e L A !
O/f k-1 a721 k=1 OZZ k—1 o 0 --- v,
~ ’ / / ,
Observacao 1.30. Observe que v = (vy,...,v,) é qualquer vetor que gera o dual

de GRSk(cv,v), assim, ele nao é unico. Em particular, a matriz teste de paridade do

corolario acima nao é unica.
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1.7 Cdbdigos alternantes

Uma interessante familia de cédigos que surge por meio dos codigos generalizados
RS da secao anterior é a classe dos cddigos alternantes. Esta é uma grande familia

que inclui os cédigos BCH.

Definigdo 1.31. Um cddigo alternante Aj(a,v’) sobre um corpo finito F, é o
subcddigo no subcorpo GRSy (o, v)|r,, onde GRSy (o, v) é um cédigo generalizado

RS sobre F,m, para algum m > 1.

A Observacao 1.33 abaixo explica porque escolhemos v na notacao do cédigo

alternante em vez de v.

Proposicio 1.32. O cddigo alternante Ay(a,v') tem parametros [n, k', d], onde

mk‘—(m—l)ngk‘lgkedzn—k+1.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.27, GRSy («, v) tem parametros [n,k,n — k + 1].
Assim, Ag(a,v") claramente tem comprimento n e sua dimensdo k' trivialmente
satisfaz k' < k. Como Ag(a,v") é um subconjunto de GRSy(a,v), é claro que a
distancia minima de Ay(a,v") é pelo menos a distancia minima de GRS (o, v), isto

6, d>n—k+1. Agora, Ax(a,v’) = GRSk(a, v)|r, = GRSk(a,v) Ny, assim,

’

kK= dimg,Ag(a,v') = dimg, (GRSk(a,v) N )

= dimp,GRSk(a,v) + dimg, F) — dimp, (GRS, (o, v) + F7)

> log, |GRSk(a,v)| +n — dimg, (Fin)

= log,(¢")" +n —log,(¢")"

= mk+n—mn=mk— (m—1)n.

O

Observacgao 1.33. Segue diretamente da Definicao 1.31 e do Corolério 1.29 que
Ag(a,v') ndo é nada mais que
{ceF,; : H' =0},

19



, . , . . s . ! 7’
onde H é a matriz do coroldrio citado. Como H é determinada por a e v, é

. ~ PR . ’
apropriado que a notagao de codigo alternante seja expressa em termos de v e v .

Note que todo elemento 3 € F,» pode ser escrito unicamente na forma Z’;—Ol B,
onde a é um elemento primitivo de F,m e 3; € F,, para todo 0 < i < m — 1. Por-
tanto, se substituirmos cada entrada 3 de H por um vetor coluna (f,, ..., Bm_1)"

obtemos uma matriz H (n — k)m x n com entradas em F,, tal que Az(a,v’) é
{ceF,: H =0}

A matriz H faz o papel da matriz teste de paridade de Ak(a,v'), exceto que
suas linhas nao sao necessariamente linearmente independentes, assim reprimimos
chamando-a de uma matriz teste de paridade de Ay(a,v").

Uma outra matriz teste de paridade para os cddigos alternantes é obtida se
multiplicarmos a matriz H definida no Corolario 1.29 por uma matriz quadrada D

nao singular, sobre Fym. Assim,

dyy dyg -+ dyy 1 1 1 v, 0 -+ 0
d21 d22 e d2'r' (671 Qo e Qay, 0 ,0’2 e 0
]:.I =DH = d31 d32 ce d37’ a% Oé% e ai
dyy dyp - dyy st ayt e art 0 0 - w,
Ullhl (ar) Ulghl (ovg) --- v;lhl (cun)
| viha(en) waha(a) - wpha(ay)
vihe(ar) vihe(a) oo vphe(an)

onder=n—=%te
hi(z) = diy + dipr + digx® + -+ dppa”™, i=1,...,r

¢ um polinémio de grau menor ou igual a r — 1 com coeficientes em Fym.
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Se escolhermos qualquer submatriz de ordem r de H e calcularmos o seu determi-
nante, obtemos o produto do determinante de D pelo determinate de Vandermonde
com elementos distintos e pelo determinante de uma submatriz diagonal. Determi-
nantes desta forma sao conhecidos como alternantes e, por esta razao, os codigos
determinados por matrizes desta forma sao conhecidos como codigos alternantes.

Vejamos agora alguns exemplos de cddigos alternantes.

Exemplo 1.34. Para qualquer ¢ e m, um cédigo BCH sobre F, é um cédigo que

consiste de todo ¢ € F} que satistaz H ¢ =0, onde

1 a’ a2 . aa(n—l)
1 oot a2(a+1) . a(CH’l)(?’L*l)

H = 1 aa+2 @2(a+2) . a(a+2)(n—1)
1 q@to—2 a2(a+572) . a(a+572)(n71)
1 1 1 1 1 0 0
1 « a? ant 0 a® 0

— 1 o? ot &(n—l)Q ,

1 6—2 2(6—2) a(nfl)(672) 0o o0 --- aa(nfl)

o o

que esta exatamente na forma do Corolario 1.29. Portanto, um cédigo BCH é

também um cédigo alternante.

Exemplo 1.35. Seja g =2 e m = 3 e tome n = 6. Seja # um elemento primitivo
de Fg que satisfaz 6% + 60 +1=0. Tome v’ = (1,...,1) e a = (#,6?,...,60%). Entao
As(a,v") = {c € FS : Hc! = 0}, onde

1 1 1 1 1 1
H=16 0 ¢ 0+ 0> ¢
(92 94 96 (98 910 912
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Entao

111111
00 0O0O0O
00 0O0O0O O
001011
O=(10111 0],
010111
001011
010111
111001
que tem a seguinte forma escalonada:
100011
01 0001
001011
000110
00 0O0O0O O
00 0O0O0O 0
00 0O0O0O O
00 0O0O0O O
00 0O0O0O

Assim, segue que As(a,v’) tem matriz geradora

101110
111001

e que é um [6, 2, 4]-codigo.

1.8 Cdbdigos de Goppa

Uma das subclasses mais importantes dos codigos alternantes é a familia dos codigos

de Goppa, introduzida por V.D. Goppa [7] nos anos de 1970, os quais possuem bons
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parametros. Cdédigos de Goppa sao usados também em criptografia - os sistemas
criptograficos McEliece e Niederreiter sao exemplos de sistemas criptograficos de

chave publica que usam codigos de Goppa.

Definicao 1.36. Seja g(x) um polindmio em F = [x] para algum m fixo e seja L =
{av, ..., a,} um subconjunto de Fym, onde os a; sao dois a dois distintos e tais que
g(ai) #0parai=1,...,n. O Cddigo de Goppa I'(L, g) é definido como

(L, g) ={(c1,...,¢cn) EFY Zciwg(ai>_l — 0}

X a;

E claro que I'(L,g) é um subespago vetorial de Fy e, portanto, é um cédigo
linear. O polinomio g(z) é dito o polinomio de Goppa. Quando g(z) é irredutivel,
I'(L, g) é dito um cddigo de Goppa irredutivel.

A proxima proposicao mostra imediatamente que os Cddigos de Goppa sao

exemplos de cédigos alternantes.

Proposicao 1.37. Para um dado polinomio de Goppa g(x) de graut e L = {ay, ..., a,},
temos T'(L, g) = {c € F} : Hc' = 0}, onde

g(en)™ g(an)™
H— alg(@l)_l e ang(O‘n)_l
aiTlgla)™ e ag(an)
Demonstragao: Ver Proposi¢ao 9.3.3 de [14]. ]

Corolario 1.38. Para um dado polinémio de Goppa g(x) de graut e L = {ay, ..., o},
o codigo de Goppa T'(L,g) é um cidigo alternante A,_(a,v'), onde o = (au,. .., )

ev' = (glar)™, ... glan)™).

Pela Proposicao 1.32 e pelo Coroléario 1.38 damos imediatamente uma cota para

a dimensao e para a distancia minima de um cédigo de Goppa.
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Corolario 1.39. Para um dado polinémio de Goppa g(x) de graut e L = {ay, ..., o},
o codigo de Goppa I'(L, g) € um cddigo linear sobre F, com parametros [n, k,d], onde

k>n—mted>t+1.

Exemplo 1.40. Para qualquer ¢ tome g(z) = 2t eseja L = {1,a7 !, a72,... o~ @" =2},

onde o é um elemento primitivo de Fym (visto que n = ¢™ — 1). Entao I'(L,g) =

{c € F}: Hc" = 0}, onde

1 ot o2t a(nfl)t
y 1 a1 a2t o(n=1(E=1)
1 « o? a1

Note que H é uma matriz teste de paridade para um cédigo BCH, assim, I'(L, g) é

precisamente o codigo BCH.

Exemplo 1.41. Seja ¢ = 2 e tome g(z) = o® + z + 2%, onde a é um elemento
primitivo de Fg que satisfaz o® +a + 1 = 0. Seja L = g, assim, n = 8 e m = 3.

Entao I'(L,g) = {c € F5 : Hc¢' = 0}, onde

H =

Substituindo cada entrada de H por um vetor coluna em F3, obtemos

0001O0O0O0T1
11101000
_ 11000110
H = ,
000O0O0OT1T11
01001000
01111101
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que tem a seguinte forma escalonada

1 00000O0T11
01000010
0010O0O0T1T71
0001O0O0O0T1
00001010
0000O0OT1TI1

Deste modo, I'(L, g) tem matriz geradora

11101110
10110101

G:

Portanto, I'(L, g) tem parametros (8,2, 5].
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Capitulo 2

Cotas para a distancia minima de
codigos definidos sobre uma

variedade afim

2.1 Uma melhora da cota de Feng-Rao para a
distancia minima

Esta secao tem por finalidade introduzir algumas defini¢oes basicas para a teoria
de codigos sobre variedades afins. Até a segunda defini¢ao utilizaremos uma termi-
nologia geral para cédigos algébricos geométricos. A partir deste ponto adotaremos
a terminologia de Feng-Rao no contexto de cédigos sobre variedades afins. Os con-
ceitos e resultados serao apresentados com a finalidade de obtermos a cota fraca de
Feng-Rao (cota de Miura) para codigos duais de tais cddigos. Para isso, seja F, um

corpo com ¢ elementos e IF’; o conjunto de todas as k-uplas de elementos em IF,.

Definicao 2.1. Seja I um ideal do anel de polindomios F,[zy, ..., z;]. Ponha

I, =1+ (af —xy,... 2] — ).
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A wariedade afim de I,, denotada por V(I,), é dada por
V(1) ={(a1,...,a) € IF]; : flay,...,ar) =0, para todo f € 1,}.

Para os exemplos que seguem, faremos x; = x, xo = y e x3 = 2. Deste modo,

consideraremos as variaveis x, y e z ordenadas lexicograficamente.

Exemplo 2.2. Considere o ideal I = (2 + x + y* +y) C Fylz,y]. Entao
L= +z+y +y ' —z,y" —y).
Dado f(z,y) € I4 temos que

flay) =tz )@ +z+ 97 +y) + ta(z,y) (2" — z) + t3(z,9) (y* —y)

para algum ti,ty,t3 € Fyz,y]. Note que todo (z,y) € F? é raiz de 2* — x e
y* — y, uma vez que a* = a em Fy, assim determinar as raizes de f se reduz a
encontrar as raizes de z? + x + y? + y. Para isso, consideremos F; = Fy(f), onde
6? = 0 + 1 para algum 6, logo Fy = {0,1,0,6?} e as raizes de 2% + 2 + y> +y
sao (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(0,0), (6% 62),(0,0%) e (6% 0). Deste modo, a variedade

afim V(1) é o conjunto formado por estes 8 pontos.

Seja R o anel coordenado da variedade afim V'(1,); isto é,

Fq[xl, e ,.ﬁ(}k]

q

R =
Suponha que P,..., P, seja uma ordenacdo dos pontos de V([,). Definimos a
aplicacao
¢: R — F,;
= (f(P), - f(B)

il

onde f representa a classe de equivaléncia f + I,. Note que ¢ ¢é bem definida e
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injetora, uma vez que

f=9 & f+L,=9+1,
& f—-gel,
< ((f=9(R1),....(f = 9)(P) =(0,...,0), Pr,..., P, € V()
& (f(R),... . [(P)) = (9(P1), ..., 9(F))
& o(f) = ¢

A aplicacao ¢ também é sobrejetora. De fato, pois podemos escrever
m
— (51 I
[, ag) = Qlyefy Ty Ty
t=0 l1+-+lp=t

onde m = gr(f) el; > 0 parai = 1,...,k. Escolha m suficientemente grande de

forma que o sistema linear (ay,..;, sdo as incognitas)

f(P) = a
f(P) = an
tenha solugdo. Assim, para todo (o, ..., a,) € Fy, existe f € Fy[zy,.. .,z tal que

f(Pl,...,Pn):(C(l,...,&n).

E, por dltimo, ¢ ¢ linear:

olaf +79) = (af +9)(P),....(af +9)(F))
= (af(P),....af(B)) + (9(P), ... 9(F))

= ao(f) +6(9)-

Portanto, a aplicacao ¢ ¢ um isomorfismo de F-espacos vetoriais. Na realidade, ¢ ¢
um isomorfismo de anéis no caso em que consideramos a multiplicacao em Fy feita
coordenada a coordenada.

Seja L um [ -subespaco vetorial do anel coordenado R.
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Definigao 2.3. Os cddigos C(I, L) e C*+(I, L) sobre uma variedade afim sio definidos
como:

C(I,L)=¢(L) e CHI,L)=¢(L),
onde ¢(L)* é o complemento ortogonal de ¢(L) com respeito ao produto interno

usual sobre Fy. Tais codigos sao ditos cddigos geométricos de Goppa melhorados.

Em 1995, Feng e Rao determinaram uma cota inferior para a distancia minima
de um cédigo da forma C*(I,L) sobre uma variedade afim e mostraram como
tais cddigos sao construidos [6] (tal construcao serd mostrada no Capitulo 3 Segao
2). Para introduzir essa cota de Feng-Rao comegamos com as seguintes definicoes,
adotando a terminologia de Feng e Rao no contexto de cédigos sobre variedades

afins.

Definigao 2.4. Seja T* o conjunto dos monémios de F,[x1,..., 7). Em outras
palavras,

Tk::{w?l...xzk:aieNparalgiSk‘}.

Definiremos uma ordenacao total sobre todos os elementos de 7% de acordo com
a ordenacao peso e lexicografica do monomio analisado. Para isso, seja o peso de
cada variavel z; um inteiro positivo w(z;). O peso do monémio z{" - - - z* é definido
como:
k
(0% g .
w(xlt - apk) = E a;w(z;).
i=1
Obviamente, w(1) = w(z) = 0. Aqui, peso de um mondémio é um nimero inteiro

positivo, que, apesar da mesma notacao, nao é a mesma definicao de peso de uma

palavra codigo.

Exemplo 2.5. Para o polinomio f(z,y) = xy® + 23 + y consideremos w(z) = 3 e
w(y) = 2, deste modo, w(zy?) = w(z) + 3w(y) =9 e w(x?®) = 3w(x) = 9.

Considere dois monoémios x]"--- 3" e i :cf’“ quaisquer. Definimos uma

relacao (denotada <;) destes monoémios como mostrado abaixo:

o1 ay, B1 Bk
it <p ot oeat ose
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1

1wz - z®) < w2 ou

2. w(@l - x™) = w(z -z e existe um m tal que oy = By paral < 1 <

m e ay, < Bm.

Facilmente verifica-se que esta relagao é uma ordenacao total, dita ordenacao peso

e lexicogrdfica.

Exemplo 2.6. Considere monoémios em trés varidveis, x, y e z. Seja w(x) = 4,
w(y) = 3 e w(z) = 2. Uma comparagao segundo a ordenacao total de dois monomios
r?yz3 e x%y® pode ser definida como a seguir: temos que w(z?yz?) = w(x?y®) = 17,

ap = 1 e ay < B, entao 2y <, x5,

Definicao 2.7. O A-conjunto de um ideal I C F,[zq, ..., z], denotado por A([),
é definido por
A(T) =T\ {Im(f): f €1, f # 0},

onde Im(f) denota o monomio lider de f sob a ordenacdo <.
Dado um ideal I, consideraremos duas sequéncias provenientes de A(,).
Definicao 2.8. Para [ C F [z, ..., ], definimos a sequéncia H como
H = {hi}iy,

que é uma sequéncia crescente (sobre <;) dos elementos de A(1;). A sequéncia peso
¢ definida por
W= {w(h;)}1 .

Pela defini¢ao acima temos que W é uma sequéncia nao decrescente, visto H ser

uma sequéncia crescente e dois ou mais elementos de H poderem ter o mesmo peso.
Proposicao 2.9. O conjunto H = {hy,...,h,} € uma base para R.

Demonstragao: Precisamos mostrar que os elementos de H sao linearmente in-

dependentes e que eles geram R. Primeiramente, seja a, ..., o, elementos de F,,
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entdo se aphy+- - +aph, =0em Re h; = hi+1,, temos que ayhy +- - -+ayhy, € 1.
Supondo «,, # 0 temos que h,, é o lider, absurdo, logo «,, = 0 . Supondo a,, 1 # 0
temos que h,_1 ¢é o lider, absurdo, logo a,,_1 = 0. Repetindo esse processo sucessiva-
mente, obtemos a; = --- = a,, = 0. Logo, tal conjunto é linearmente independente.

Consideremos £ = {lm(f) : f € I,, f # 0}, assim podemos escrever A(l,) =
Tk \ L. Suponhamos que H ndo gera R. Deste modo, existe f € R, f = f + I,
com f € Fylxy,...,z], tal que f ¢ [H| + I, ([H] denota o subespago gerado pelos
elementos de H). De fato, pois se f € [H] + I, entdo existe my € [H] e my € I,
tal que f = my + my, logo, f = my +mg + I, = my + I, ou seja, f € [H], o que é
uma contradicao. Escolha f de forma que seu mondémio lider seja o menor possivel.
Podemos ter Im(f) € H ou Ilm(f) € L. Se Im(f) € H, tome g = f — Im(f),
g € Fylxy, ... 2], logo Im(g) <; Im(f), assim, g ¢ [H] + I,, pois se assim fosse
terfamos g = t; + t3, com t; € [H| e ty € I, resultando que f = g+ Im(f) =
(t1 +Im(f)) +ts € [H] + I, o que é uma contradi¢do, portanto, Im(f) ¢ H. Se
Im(f) € L, entdo existe t € I, tal que Im(f) = Im(t). Tome v = f —t, logo,
Im(u) <; Im(f). Deste modo, u ¢ [H] + I,, pois se assim fosse terfamos u = p; + p2
com p; € [H] e py € I, resultando que f =u+1t=p; + (p2 +1) € [H] + I, 0 que
¢ uma contradigao, portanto, Im(f) ¢ L. Com isso concluimos que se Im(f) ¢ H e

Im(f) ¢ L, entdo ndo podemos ter R # [H]. Portanto, H gera R. O

Exemplo 2.10. Considerando a mesma situagao do Exemplo 2.2 e o peso designado
w(z) = w(y) = 1 temos, analisando f(z,y) = t1(x,y)(x* +x+y* +y) +ta2(z, y) (2 —
x) + t3(z,y)(y* — y), que os tinicos mondmios que nao sao lideres de algum f € I,
sao 1,z,y, 9% v3, 2y, vy? e xy?, portanto, A(Ly) = {z%: 0<a<1le0<b<3}e
H={1,y,z,y* zy,y>, zy* xy*}. Calculando o peso de cada monomio de H obtemos

a sequéncia W ={0,1,1,2,2,3,3,4}.

Defini¢ao 2.11. Denotemos por L(r) o subespaco linear de dimensao r de R ge-
rado pelo conjunto {hy, ..., h,}. Mais geralmente, denotemos por L(r,v1,...,v;) o

subespaco de dimensdo 7 + [ gerado por {hy, ..., e, By, ... ,Evl}, onder+1<uwv <
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-+« < v para algum [ > 0.
Note que se [ = 0, entao L(r,vy,...,v;) = L(r).

Definigao 2.12. Um mondémio m é dito consistente com h, se w(m) = w(h,) e

m € L(r)\ L(r —1). Se m é consistente com h,, entdo escrevemos m ~ h,..

Exemplo 2.13. Tome hg € H, onde H ¢é dada no Exemplo 2.10. Determinemos
todos os mondmios consistentes com hg = y>. Para isso precisamos encontrar todos
os monodmios m € T? tais que m ~ hg. Os possiveis candidatos sao: z3,y3, 2%y e
xy?, visto possuirem o mesmo peso que hg. Assim, basta determinar quais deles

possuem sua classe de equivaléncia em L(6) \ L(5).
e 13: paraa; € Fy, comi=1,....6,
3 = o1+ @+ asT + agy® + asTY + agyd
& P4 al+ QY + a3 + a4y2 + asry + a6y3 € 1y,

mas € impossivel escrever esse polinomio na forma de um elemento de I, deste

modo 2% ¢ L(6) \ L(5);
e 43: é o préprio hg, consequentemente, consistente com ele mesmo;
e 22y: para o € Fy, comi=1,...,6,

22y = onl+ ol + asT + agy? + asTY + agy®

s 2%y + agl + ooy + asz + oy’ + aszy + agy®

= (2% 4+ a5z + agy® + auy)y + g + oy + azx € Iy,
tomando oy = g = a3 =0 e oy = a5 = g = 1 temos
(P +z+y*+yyel,
e como ag # 0, 22y € L(6) \ L(5);
o 132 é 0 hy, assim xy? € L(7).
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Portanto, os mondmios consistentes com hg = y* sdo o préprio hg € 0 monoémio z2y.
Lema 2.14. Se m <; h,, entaom € L(r —1).

Demonstracao: Suponha m <; h, e m € L(s) \ L(s — 1) para algum s > r. Entao
m+ 1, =Y (kh;) + I, para algum k; € F,, com 1 < i < s e k; # 0. Deste
modo, f=>7 (kih;) —m € I, e Im(f) = hs, com ks # 0 e m <; h, <; hs. Assim,

hs ¢ A(1,;) o que é uma contradicao. O
Como uma consequéncia, obtemos o seguinte resultado.
Corolario 2.15. Se m ~ h,., entao h, <; m.

Demonstragao: Suponhamos m <; h,, entdo, pelo Lema 2.14, m € L(r — 1),

assim, m nao é consistente com h,, o que é uma contradicao. O

Defini¢ao 2.16. Para h, = z{*---23* € H, denotemos por D, o conjunto dos
divisores de h, e escrevamos

k
D, :=[D,| = [J(as + 1).
i=1
Para h; e h; em H, denotaremos o produto h;h; simplesmente como h; ;.

Resultados equivalentes aos do Apéndice A podem ser obtidos no anel coorde-

nado R mediante o isomorfismo
¢: R — F;
T = (f(P),..., f(P))

considerando que:

2. ¢(hiy) = (hij(P1), ... hij(Pn)) = (hihj(Py), ... hh;i(P,))
= (hi(P), ... hi(Po))(hi(P1), .. hi(Pn)) = ¢(ha)o(hy) = wiw;

3. ¢(L(r)) = WI(r) (A defini¢do de W(r) encontra-se no Apéndice A).
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Definicao 2.17. Suponha h; ; um monomio tal que h;; ~ h,. O monomio h;; ¢é
bem comportado se para cada (u,v),onde 1 <u<iel <wv <j, com (u,v) # (i, 7),

temos que A, € L(r —1).

Definicao 2.18. Suponha h; ; um monomio tal que h;; ~ h,. O monoémio h;; é
fracamente bem comportado se para cada (u,v),ondeu <iev=jouu=iev <j,

temos que h,, € L(r —1).

Consequentemente, h; ; é bem comportado em R se, e somente se, (w;, w;) é bem

comportado em relagdo a w (analogamente para fracamente bem comportado).

Definicao 2.19. Para cada monomio h, € H defina
N, :={(i,7) : hij ~ h, e hij é bem comportado}.

Analogamente, defina

N, ={(i,7) : hij ~ hy € hij é fracamente bem comportado}.
Ponha N, := |N,| e N, := |N,|.

O inteiro N, é devido a Feng e Rao e o inteiro NT ¢é devido a Miura. Além disso,

por construcao, vemos que N, < Nr.

Exemplo 2.20. Consideremos ainda o monoémio hg = y® € H, onde H é a sequéncia
dada no Exemplo 2.10. Determinemos os monomios bem comportados e fracamente
bem comportados com hg. Pelo Exemplo 2.13 temos que z?y ~ hg. Note que
hss = 2%y, mas hss nao ¢é fracamente bem comportado, pois hys = xy? = hy e
hr € L(7), consequentemente, hs; nao é bem comportado. Agora, hig = hg é
fracamente bem comportado, uma vez que hy, € L(5) para 1 < v < 5 e L(1) C
L(2) C L(3) C L(4) C L(b), consequentemente, hy g ¢ também bem comportado.
Resta analisar hoy = hg. Temos que hos = hs, higa = hao = hg, hig = hg e

hig = ha1 = hy. Logo, haz € L(5), hia, has € L(4) C L(5), hiz € L(3) C L(5)

34



e 5172,5271 € L(2) C L(5). Deste modo, hy4 é bem comportado e fracamente bem

comportado. Portanto,
Ns =Ny = {(1,6), (2,4), (4,2), (6,1)}.

Lema 2.21. Seja h;,hj e h, € H. Se h;; = h,, entao h;; € bem comportado e

consistente com h,.

Demonstracao: Suponha h;, h; e h, € H tais que h; ; = h,, entao w(h; ;) = w(h,)
e hi; € L(r) \ L(r — 1), resultando que h;; ~ h,. Consideremos (u,v) tal que
1 <u<iel<w<yj, com (u,v) # (i,7). Entao hy, <; hij = h,. Assim, pelo

Lema 2.14, h,, € L(r — 1), ou seja, h; ; 6 bem comportado. ]

Corolario 2.22. Para h, € H, temos D, < N,. Isto €, N, € pelo menos o nimero

de monomios divisores de h,.

Exemplo 2.23. Considere o ideal I = (g) C F,[z,y], onde g = 2 + cy® + f(z,v),
e o peso designado w(z) = b e w(y) = a. Suponha que mdc(a,b) =1, ¢ # 0 e

w(lm(f)) < ab. Note que Im(g) = x* e, consequentemente, temos
A(l) CH{z%"y?:0< oy <ae0<ay<qg}

Quaisquer dois monomios distintos neste conjunto possuem pesos diferentes. De
fato, consideremos m; = 'y e my = 2% 4% mondmios distintos em tal conjunto,
assim,

w(my) = aqw(z) + asw(y) = bag + aay e
w(my) = Srw(x) + Paw(y) = bB1 + afs.

Logo, w(my) # w(ms), pois mde(a,b) =1, 0 < ay,01 <a,0 < ay,fs < qeay # [
ou ap # (5. Como um resultado, W é uma sequéncia estritamente crescente.
Suponha h;, h;, h, € H com w(h;) + w(h;) = w(h,). Se h;; = h,, entdo, pelo

Lema 2.21, sabemos que (i, j) € N,. Se h; ; = x°'y*> # h,, entdo, pela estrutura de
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A(I,), observe que h, = 7% *? ¢ que multiplicando g por z°~?y®2, obtemos:

ej—a, e ej—a, e e1—a, e

Ty g = Tyt et Ty ey 2 Ty f (2, y)
= gy @ ayethe 4 geimager £(p 4
= h;j+ch, + 29 %Y f(z,y) € I.
Logo,
hij =% y?g — ch, — 27 "y* f(2,y).
Como ¢ # 0 temos que —ch, € L(r). Logo, h;; € L(r)\ L(r — 1) e h;j ~ h,.
Como W ¢é uma sequéncia estritamente crescente, h;; ~ h, implica que h;; é

bem comportado. Com isso e pela Definicao 2.12, temos que:
Ne=A{(1,5) « hiy ~ he} = {(i,5) s w(hi) + w(hy) = w(he)},
consequentemente,
N, =|(a,b) :a,b e W e a+b=w(h,)}|

Dadas estas definicoes e resultados, podemos agora definir a cota de Feng-Rao e

a cota fraca de Feng-Rao para a distancia minima.

Definigao 2.24. Considere o cédigo C+(I, L), onde L = L(r,v1,...,v;). Defina

drpr :=min{N, :v & {1l,....r,vy,...,u}}

OWFR = min{Nv v g {1, ..., v, 0t}

O inteiro dpr é a cota de Feng-Rao para a distancia minima do cédigo C+(I, L),
onde L = L(r,vy,...,v;). Isso estd demonstrado em [6], que é o artigo em que Feng
e Rao definem cédigo sobre uma variedade afim e também determinam uma cota
para a distancia minima de tais cédigos, que é justamente a cota mencionada acima,
O0rr. O nimero Oy pr sera referido como a cota fraca de Feng-Rao ou cota de Miura.

Note que, como N, C f\ﬁ, temos que 0pgr < dyrr. No Capitulo 3, Segoes 2 e 3

discutiremos duas familias de codigos nas quais podem ser vistas tal desigualdade.
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Proposigao 2.25. A distincia minima do cédigo C+(I, L), onde L = L(r,v1, ..., ),

€, pelo menos, dwrg.

Demonstragao: Andloga a demonstracao da Proposicao .9 do Apéndice A, con-
siderando o isomorfismo entre R e [ ja mencionado anteriormente e que
S(L(r,v1,...,v)) = C(I,L) = CW), onde W = {6(h),.... d(h), $(hey ), - .-
()} O

2.2 Uma melhora da cota de Miura para a distancia
minima

Nesta secao novas defini¢oes e conceitos serao introduzidos, os quais conduzirao ao
apice deste trabalho, que é descrever uma cota para a distancia minima melhor que

a cota fraca de Feng-Rao (cota de Miura).

Definigao 2.26. Denotamos por S, := {my,...,m;. } o conjunto completamente
ordenado de monomios consistentes com h, tais que m; <; mo <p --- <; my,.

Chamamos S, de conjunto de consisténcia de h,.

Pelo Corolario 2.15 e Lema 2.21 devemos ter m; = h,. Em geral, a maioria dos
codigos sobre variedades afins foram, no passado, considerados nao tendo mais que

dois elementos em S,., para todo r tal que 1 < r <n.

Exemplo 2.27. Pelo Exemplo 2.13 temos que os monomios consistentes com hg =

y® sao o préprio hg e o monomio z%y. Note que y3 <; 2y, portanto, Sg = {3, 2%y}.

Defini¢ao 2.28. Ponha B, := {(i,j) : h;; = m, € S, e nao existe um h, €
H tal que hi,, ou h,j seja igual a m, € S, para algum v < p}. Denote por B,

a cardinalidade de B,.

Observacao 2.29. Visto que v < p se, e somente se, m, <; m,, uma descricao
alternativa de B, é a seguinte: B, = {(i,7) : h;; € S, e para todo (u,v) tal que u =

iev<jouu<ieuv=yj temos que h,, ¢ S,}.
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Exemplo 2.30. Considerando o conjunto Sg = {y*, z*y} dado no Exemplo 2.27,
obtemos Bs = {(1,6), (2,4), (3,5), (4,2),(5,3),(6,1)}.

Definigao 2.31. Denotamos por S* := {m,...,ms} o conjunto completamente
ordenado de todos os monomios m, € S, tais que m, <; h,y1, ou seja, h, =
my <; -+ <4 mg <; hyy1. Como S C S, também chamamos S, de conjunto de

consisténcia de h,.
Note que se r = n, entao temos, por convencao, que S} = S,.

Definigao 2.32. Defina B} := {(i,j) : hi; = m, € S e nao existe um h, €
H tal que hi, ou h,; seja igual a m, € S} para algum v < p}. Denote por B}

a cardinalidade de B;.

Observagao 2.33. Como h, € S}, temos que {(4,7) : hij = h,} € B C B, e
portanto, D, < BY < B,.

Uma outra maneira de ver B} é dada na seguinte proposicao.

Proposicao 2.34. Seja h, € H e S} seu correspondente conjunto de consisténcia.

Entao B = {(i,j) : hi; € Sk e h;j é fracamente bem comportado}.

Demonstracao: Ponha B, := {(i,j) : hi; € Sieh;; é fracamente bem com-
portado}. Mostraremos por contradigao que B, C B. Suponha (i,j) € B.. Sem
perda de generalidade, assuma que existe um h,, tal que h;,, € S;, com h;, <; h; ;.
Portanto, v < j e h;, ~ h, implica que Ew € L(r) \ L(r —1). Assim, h;; nao é
fracamente bem comportado, o que é uma contradi¢ao. Deste modo, B, C B:.
Suponha (i,7) € Bf. Seja (u,v) tal que u = iev < jouu < iewv = j.
Visto que hy, <t hij <¢ hyy1 € w(h;;) = w(h,), temos que w(hy,) < w(h,). Se
w(hyy) < w(h,), entdo hy,, <¢ h, e, pelo Lema 2.14, temos Eu,v € L(r—1). Se
w(hy,) = w(h,), entdo h,, € L(r —1) uma vez que hy, <; hry1 € hy, € SE.

Assim, h; ; é fracamente bem comportado. Portanto, B C B.. O

Teorema 2.35. Para cada h, € H temos B C J\N/} C B,.
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Demonstracao: Pela descricao de B} na Proposi¢ao 2.34 vemos que B C /Vr.
A seguir mostraremos por contradi¢ao que N, C B,. Suponha (i,j) € N,. Sem
perda de generalidade, assuma que existe um h, tal que h;, € S, com h;, <; h; ;.
Portanto, u < j e h;, ~ h, implica que h;, € L(r) \ L(r —1). Assim, h;; ndo é

fracamente bem comportado, o que é uma contradicao. O

Note que, em virtude do Teorema 2.35 acima temos que N, C B,., entretanto,
B. ¢ N... De fato, seja (i,7) € By, entao h; ; € S, e para todo (u,v) tal que u <ie
v=jouu=1iev<jtemos que h,, ¢ S,. Agora, h,, ¢ S, implica que h,, = h,

que por sua vez implica em:

1. w(hyy) # w(h,) e Eu,v € L(r) \ L(r —1), logo EW ¢ L(r—1)e Ei,j nao é

fracamente bem comportado;

2. W(hyy) = w(h,) € hyy & L(r) \ L(r — 1), logo h,, € L(s) com s > r + 1 ou
s <r —1. Quando s = r + 1 temos que h;; ¢é fracamente bem comportado,

nos outros casos, h; ; nao ¢ fracamente bem comportado;
3. w(hyw) # w(hy) € hyy & L(r) \ L(r — 1), é a mesma andlise do item 2.

Corolario 2.36. Seja h, € H e S, = {my,...,my.} seu correspondente conjunto de

consisténcia. Se my, <; h,+1, entao Bf = N, = B,.

Demonstracao: Suponha que m;, <; h,41. Entao S} = S, implica que B} = B,.

Com isso e pela inclusao estabelecida no Teorema 2.35 obtemos B} = ./(//} =B, O

Corolario 2.37. Se W € uma sequéncia estritamente crescente, entdao para todo

r <n temos B = B, = N, = N, = {(i,]) : hij ~ hy}.

Demonstragao: Seja h, € H e S, = {mq,...,my.} seu correspondente conjunto

de consisténcia. Se W ¢ estritamente crescente, entao temos que w(my,) = w(h,) <

w(hyy1). Além disso, my, <; h,41 e, pelo Coroldrio 2.36, temos B} = N. =B,.
Suponha h;; ~ h,. Seja (u,v) tal que u < iewv < j, com (u,v) # (4,5). Como

W é crescente, temos w(hy,) < w(h;;) = w(h,). Entao h,, <; h, e, pelo Lema
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2.14, Euw € L(r —1). Deste modo, h;; é bem comportado. Agora, seja (u,v) tal
queu <iev=jouu=1ieuv < j com (u,v) # (i,7). Como W é crescente,
w(hy,) < w(hi;) = w(h,). Assim, h,, <; h, e, pelo Lema 2.14, h,, € L(r — 1),
logo h;; é fracamente bem comportado. Portanto, pela Definicao 2.19, temos que

M:/\N/;:{@,j) thig ~ he b [
Corolario 2.38. Se |S,.| =1, entio Bf = B, = N, = N. com cardinalidade D,.

Demonstragao: Suponha |S,| = 1. Entao h,. é o tinico elemento de S, e h,. <; h,11.
Assim, pelo Corolario 2.36, B = N, = B,. Analisando os divisores de h, vemos que
{(4,7) : hij = h,} = B,. Pela Observacao 2.33, B} = B, = N, = D,. Pelo Lema
2.21, temos {(i,7) : hi; = h.} € N,, que, pelo que acabamos de provar, resulta em

/\77, C N.,.. Por outro lado, N, C Nr. Deste modo, temos a igualdade. O

Observagao 2.39. Se |S,| = 2 (isto é, S, = {h,,ma}), entdo, pela Defini¢ao 2.28,

sabemos que B, pode ser expresso como a uniao disjunta de dois conjuntos, a saber,
B’r == {(’L,j) . hi,j == h,,‘} U {(Z,]) . hi,j = My, Ccom hi, hj ¢ DT}

Definicao 2.40. Definimos a matriz de produtos n X n simétrica como sendo a

matriz
M :=[h; ], paral<i,j<n.
Defini¢ao 2.41. Para todo a € W, defina W, := {i : w(h;) = a}.

Definigao 2.42. Para a,b € W, defina M, ;) como sendo a submatriz de M formada
por todas as entradas h; ; tais que 1 € W, e j € W,. Referiremos a M, ;) como uma

submatriz de elementos de mesmo peso.

Lema 2.43. Se existe pelo menos um h; j € Mqy) tal que h; j ~ h, entdo existe pelo

menos um hy, € My tal que (u,v) € B,.

Demonstracao: Para S, = {m4,...,my, } ponha p’ = min{p : m, € M }. Entao

Ry = my € M,y implica que (u,v) € B,. u
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Definigao 2.44. Dizemos que a submatriz M,y é extrema para h, se existir pelo

menos um h;; € My com h;; ~ h, e, para todos os h;;, temos que h;; nao é

2,79
fracamente bem comportado.

Definicao 2.45. Defina P, := {(a,b) : a,b € W e a+ b= w(h,)}. Denote por C, o

seguinte conjunto de submatrizes de M:
Cr = { My : (a,b) € P, }.

Note que nao ha duas submatrizes em C, que compartilham uma linha ou coluna
comum com M. Também, para cada My € C, temos My q) = Mfa b € C,, visto

que M é simétrica.
Definigao 2.46. Defina &, := {(a,b) € P, : M(,p) € extrema para h,} e E, = |&,|.

Definicao 2.47. Defina A, := NT + E,.. Dizemos que A, é o niumero indicativo para

hy.

Pelo Lema 2.43 e pela Definicao 2.44 temos que toda matriz extrema para h,
contém um elemento h,, tal que (u,v) € B,, mas ndo ha um elemento h;; tal que

(1,7) € N.. Portanto, N, < A, < B,.

Observagao 2.48. Suponha h;; € My com h;; ~ h,. Entao, pela Definicao
2.44, M) contém um termo fracamente bem comportado consistente com h,. ou é

extrema para h,. Assim,
A > Moy : existe um h;; € Mgy com hij ~ hy}|.

Como consequéncia do Lema 2.43, sabemos que se cada hy,, tal que (u,v) € B,,
ocupa uma posicao em uma submatriz de elementos de mesmo peso, entao B, < A,,

logo, B, = A,.

Definigao 2.49. Para um c6digo sobre variedade afim C+(I, L), onde L = L(r, vy, . ..

definimos dois numeros:

04 =min{Ay, v & {1,...,r,v1,...,u}}
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da+ :==min{B, :v ¢ {1,...,rv,...,u}}

Dizemos que d4 € a cota indicativa e d4+ € a estimativa indicativa forte.

Note que, como NT < A, < B,, temos que dywrr < 04 < da+. O nimero 4+
parece ser um bom preditor da verdadeira distancia minima de C*+(I,L). Entre-
tanto, no geral, d4+ pode ser uma estimativa superior da cota dada na Proposicao

2.25.

Exemplo 2.50. Analisemos a distancia minima do cédigo C+(1, L(5)), onde I é
o ideal dado no Exemplo 2.2 e L(5) é o subespaco gerado por {hi,...,hs} com
h; € H, H dada no Exemplo 2.10. Para isso, determinemos § 4+, que é sua estimativa
superior. Antes, note que dimC* (I, L(5)) = 3, pois dimC(I, L(5)) = 5 e a base de
L(5) esté contida na base de R que tem 8 elementos, conforme determinacao de H
no Exemplo 2.10. Agora, elementos de C*(I, L(5)) sao imagens de elementos de
L(5) mediante o isomorfismo ¢, o qual pega um elemento de L(5) e aplica nos 8
pontos de V (1), dados no Exemplo 2.2, assim, o comprimento de C(1, L(5)) ¢é igual
8, consequentemente, o comprimento de C+(7, L(5)) também é igual a 8.
Determinemos d 4+. Para isso, precisamos determinar todos os B, tais que h, € H
mas h, ¢ {hy,...,hs}. O Exemplo 2.30 nos fornece B¢ = 6. Com h; = zy* e
hs = xy? temos que D; = {1,z,y,v%vy, 2y*} e Dg = {1,x,y,y* v, vy, vy*, vy}
Logo, pela Observacao 2.33, temos que B; > D; = 6 ¢ By > Dg = 8. Portanto,
da+ = min{Bg, By, Bs} = 6. Mas, pela Cota de Griesmer (cf [14] e [9]) nao existe um
codigo quaterndrio com parametros [8,3,6]. Assim, J4+ é uma estimativa superior

da verdadeira distancia minima.

Provaremos que 64 é uma cota inferior para a distancia minima e, deste modo,
um melhoramento de dyypr. No Capitulo 3, Secao 2, examinaremos uma familia de
cédigos para as quais podemos demonstrar que d4+ também pode ser usada como

uma cota inferior.
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Definigao 2.51. Para cada ¢ = (ci,...,¢,) € Fy e 1 <i,j < n, defina o seguinte

valor sindrome: s;(c) := ¢(h;)ct e s;j(c) := ¢(hi;)ct.

Observagao 2.52. Note que ¢ é uma palavra cédigo de C*(I,L), onde
L = L(r,vy,...,v;) se, e somente se, s;(c) = 0 para todo i € {1,...,r,vy,...,v}.

Note também que s, ;(c) = 0 se h;; € L(r,vy,...,0,).

Definigao 2.53. Definimos a matriz sindrome n x n S, := [s;;(c)]. Tal matriz é

dita a matriz de sindromes para c.

Observacao 2.54. Um fato importante que temos é que como ¢ é uma palavra

c6digo, o posto da matriz sindrome é precisamente o peso da palavra codigo.

Definicao 2.55. Para a,b € W, denote por [Sc|(p) a submatriz de S, de todas as

entradas s; ;(c) tais que i € W, e j € W,
Definicao 2.56. Denote por C; o seguinte conjunto de submatrizes de S.:
C, = {[Scl@ap) : (a;b) € P,.}.

Note que toda submatriz [S.](s) de C, corresponde de maneira natural a uma sub-
matriz M,y de C,. Além disso, nao ha duas submatrizes de C;, compartilhan-
do uma linha ou coluna comum de S.. E ainda, para cada [S@p) € C,, temos

[Se)(ap) = [Sc]léa,b) € C,, visto que S, é simétrica.

Teorema 2.57. Suponha que c seja uma palavra ndo nula do cédigo C+(I,L).

Suponha que s,(c) # 0 e s,(c) = 0 para todo v < z. Entao w(c) > A,.

Demonstragao: Pelas observagoes acima temos que

w(c) = posto S, > Z posto [Selap)
(a,b)EP.

= Z posto [SC](a,b) + Z posto [Sc](a,b)'
(

(a,b)€PNE: a,b)eE,
Para cada (i,j) € N., sabemos que para todo (u,v) tal que u <iev=jouu=:1

e v < j, temos Euﬂ, € L(z — 1) e portanto, s,.(c) = 0. Por outro lado, h; ; ~ h, e
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s.(c) # 0 implica que s; ;(c) # 0. Como nao existe dois elementos (i, ), (i, j') € N.
tal que i =4 ou j = j , temos que em cada linha e em cada coluna de S, existe, no
maximo, um elemento cujo indice estd em /\N/'Z Portanto, existe J\N/'z linhas de S, que
tém sua primeira entrada nao nula em colunas diferentes. Agora, cada matriz M, )
que nao ¢é extrema para h, contém pelo menos uma entrada cujos indices estao em

./{v/;,, logo, posto [S¢](p) = 1. Assim,

Z posto [S¢](ap = N..
(a,b)EPz\Ez

Como cada matriz M, extrema para i, contém uma entrada consistente com h.,

segue que [Sc|(4p) € nao nula e assim, posto [Sc],p > 1. Portanto, temos

Deste modo, w(c) > NZ +FE,=A,. O

Note que se ¢ é uma palavra de C*+(I, L) tal que s,(c) = 0 para 1 < v < n
entao, pela Observacao 2.52, ¢ também é uma palavra do cédigo zero-dimensional

C+(I, L(n)). Deste modo, ¢ deve ser o vetor nulo.

Teorema 2.58. A distancia minima do cédigo sobre variedade afim C+(I, L), onde

L= L(r,vi,...,v), € pelo menos d4.

Demonstracgao: Seja ¢ uma palavra nao nula do cédigo e z o unico indice tal
que s,(c) = 0 para todo v < z e s,(c) # 0. Pela Observagao 2.52 devemos ter
z&{1,...,r,v1,...u}, visto que ¢ é uma palavra do cédigo. Portanto, pelo Teorema

2.57, temos que

w(c) > A, >min{A;:t ¢ {1,....,r,v1,...0}} = 0a.

Observagao 2.59. Seja z tal que A, # B,. Se pudermos mostrar que

posto Se > Y posto [Seln) > Be
(a,b)Epz
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para todo ¢ que satisfaz z = min{v : s,(c) # 0}, entdo poderemos reafirmar o
Teorema 2.57 com B, no lugar de A,. Se isso for verificado para cada tal z, entao
poderemos reescrever o Teorema 2.58 com d 4+ no lugar de d4.

Um método possivel para mostrar a desigualdade acima é provar que
posto [Sc](ap) = [{Pi; € Moy : (1,7) € B.}

para todo (a,b) € P,. De fato, pelo Lema 2.21 e a prova do Teorema 2.57, precisa-
remos examinar somente esses (a,b) € P, para os quais M, contém uma entrada
hy, tal que (u,v) € B,, com h,, # h,. No Capitulo 3, Secao 2, forneceremos um
exemplo para o qual isso pode ser verificado. Deste modo, a estimativa indicativa

forte pode ser usada como uma cota inferior para a distancia minima.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo descreveremos certas familias de cédigos para as quais mostraremos
as diferencas entre os cddigos construidos com cada uma das cotas mencionadas no
Capitulo 2, deixando claro que o cédigo cuja cota para distancia minima é a indica-
tiva é maior que os construidos com as cotas de Feng-Rao e Miura. Mostraremos
também uma familia de codigos na qual se aplica a estimativa indicativa forte como

cota para a distanica minima.

3.1 Polinémios definidos em F,

Iniciaremos descrevendo duas familias de polinomios que foram definidas por Rédei

[20] e que nos auxiliardo na descrigao de cédigos C+ (I, L).

Definigao 3.1. Seja F; um subcorpo de F,. Um polinémio f(z) € F,[z] é dito um
(F,,Fs)-polinomio se, para cada vy € Fy, temos f(vy) € Fs.

E bem sabido que cada aplicacao de I, em [F, pode ser representada unica-
mente por um polinémio em F [z] de grau menor que g. Consideraremos (Fy, Fy)-
polinémios de grau no méximo 3 e (Fg, F2)-polinomios de grau no maximo 7.

A proposigao abaixo caracteriza os (IFy, Fy)-polinomios e os (Fg, Fo)-polinomios.

Faremos somente a demonstracao do item (i), visto que a do item (ii) é andloga e
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pode ser encontrada em [20].

Proposigao 3.2. (i) O polinomio f(x) = By + fix + fox® + [a32® € Fylx] € um
(Fy, Fy)-polinomio se, e somente se, (o, 33 € Fy e Bo = B3.
(ii) O polinomio g(z) = Bo+ Brx+- -+ Bex®+ Bra” € Fg[x] é um (Fs, Fy)-polindmio
se, e somente se, (o, 1 € o, Bo = 07, Ba = 33, Bs = 05 e B3 = [3.
Demonstragao: (i) Consideremos F; = Fy(6), onde 0> = 6 + 1. Assim, Fy =
{0,1,6,6%).

Primeiramente, suponhamos que f(z) = By + 12 + f22° + 332° seja um (Fy, Fo)-

polinémio. Avaliando f(z) em cada elemento de [F4 e usando a Defini¢ao 3.1, obte-

mos:
f0) = GyeF, (3.1)
f() = Bo+ B+ Pa+ Bz €Fy (3.2)
f(0) = Bo+ 510+ 30° + f5 € Fy (3.3)
f(8%) = Bo+16° + a0 + B3 € Fy (3.4)
fO)+ (1) = 6:6°+ (b € Ty (3.5)
Como (3.4) e (3.5) estao em Fy podemos escrevé-las na forma
Bo+ B0 + 00+ B3 = (3.6)
B+ 520 = ay (3.7)

com aq,ay € Fy. Assim, obtemos (3 = a1 + as + [, logo, B3 € Fo. Resta mostrar

que B = 7.
De (3.2) e pelo fato de que [y, f5 € Fy obtemos 3; + B2 € Fq, entao

B = az+ [ (3.8)

com ag € Fy .
Quando ay = 0 temos ( = (10. Usando (3.8) obtemos 3y = aszf + (20, conse-
quentemente, 320 = a3. Deste modo, se az = 0, entao B =0, 5, = 0 e By = (2. Se

a3 =1, entao B, = 6%, 31 =0 e By = 3.
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Quando ay = 1 temos 320 = 1+ 3,0*. Usando (3.8) obtemos 3y = 62+ 30 + (320.
Se a3 = 0, entdo Bo = 0> + 320, logo, o =1, B = 1 e B = 32. Se az = 1, entao
Bo = 62+ 0+ 3,0, consequentemente, Bo = 6, B, = 62 e 3y = $7. Portanto, em todos
0s casos, 3y = (3.

Por outro lado, suponhamos Gy, 33 € Fy e 3y = 32, Observe que 02 + 0 = 0,
124+1=0,02+0=1e (0*)?+0>=1. Assim,

f0)=0oeFy e f(1)=po+ 5+ 0+ 05 €Fa
Agora, 3,0 € 4, entao, pela observacao acima, (510)* + 5,0 € Fy. Portanto,
f(0) = B3+ 510 + B10° + 5 = Bo + 10 + (510)° + b5 € Fa.
Temos que §* = @, deste modo, 320 = 326*. Logo, pela observacao acima,
F(0%) = Bo+ 10 + 570 + Bs = Bo + 510° + (616%)° + b5 € Fa.

Portanto, f(z) é um (Fy4, Fy)-polindmio.

(17) Ver Teorema 2, pagina 14 de [20]. O

Teorema 3.3. (Teorema de Konig-Rados). Seja f(x) = ag + ez + -+ +
ag2x7? € F,lz]. Entao o mimero de solugoes nio nulas da equagao f(x) = 0

em I, € igual a ¢ —1 —1, onde r € o posto da matriz

Qo ayp -+ Qg3 Qg—2
ap Gz -+ Qg2 Qg
A=
Qg—2 Gy -+ Qg—4 Gg¢-3
Demonstracao: Ver Teorema 6.1 de [13]. O

48



3.2 Uma familia de cédigos para curvas nao sin-
gulares

Seja F o conjunto de polinoémios dado por F = {f(z) + g(y) : f e g sao (Fs,Fy) —
polinomios com gr(f) = 4 e gr(g) = 6}. Pela descrigdo de f(z) e g(y) dada em
F, podemos escrever f(r) = ag + ez + a12? + ayz?, com ag € Fy e a; € F}, e
9(y) = bo+bry+b3y* +b2y3 +bly* +bsy® +biy®, com by € Fy, by € Fg e by € Fi. Deste
modo, temos 14 polinomios de grau 4 e 112 polinomios de grau 6. Por combinagao,
segue que a familia F tem 784 membros.

Afirmamos que todo (Fg, Fy)-polindmio quaternario tem 4 raizes distintas sobre
Fs. De fato, seja f(x) um (Fg, Fy)-polinomio quaternério, entao f(z) = ap + a1z +
atz? + ajxt, com ag € Fy e a; € F}.

Tomando ag = 1 temos que x = 0 nado é solugao de f(x), assim, pelo Teorema
de Koénig-Rados, o nimero de solugoes de f(x) é N =7 —r, onde r é o posto da

matriz

Escalonando A obtemos
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1 0 0 a af af 0
01 a a} 0 af 0
00 1 a a 0 af
A=[oo o0 0 0 0 of,
000 0 0 0 0
000 0 0 0 0
000 0 0 0 0

que implica que r = 3, logo, N = 4.

Tomando ag = 0 podemos escrever f(x) na forma f(x) = x(a; + alr + aiz?®) =
zg(z). Claramente, x = 0 é uma solugao de f(z). As demais solugoes de f(x) sao
as solugoes de g(r) = a; + a3z + ajz®. Note que z = 0 nao é solugio de g(z), uma
vez que a; # 0. Deste modo, o nimero de solugdes de f(x) é N = N' +1, onde N'
é o nimero de solugdes de g(z) e, pelo Teorema de Konig-Rados, N "=7—r, com

r igual o posto da matriz

Escalonando B obtemos a matriz
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100 0 af 0 a2
010 at a} af 0
001a 0 a O
B=]0001 a 0 af,
000 0 0 0 O
000 0 0 0 O
000 0 0 0 O

que implica que r = 4, logo, N’ = 3 ¢ N = 4. Portanto, em ambos 0s casos, temos
N =4.

Agora, cada membro de nossa familia tem 32 raizes em F2, pois para cada a € Fy,
f(z)+g(a) é um (Fg, Fo)-polinomio, assim, f(x)+ g(a) = 0 tem 32 raizes, uma vez
que f(z) tem 4 raizes distintas e temos 8 escolhas diferentes para a.

Escolha um t € F e seja I = (t). Ponha w(z) = 3 e w(y) = 2. Consequente-
mente, os monomios z? e y® tém peso maximo dentre todos os mondmios no suporte
de ¢ (mondmios que compdem t). Observe que t € Ig, com Im(t) = z*. Como um

resultado

A(lg) ={z%’:0<a<3e0<b< T}
A sequéncia H é:

H= {l,y,z,v%zy, v 2 xy? v*, 2%y, xy?, 23, v, %92, xyt, 23y, o5, 2P, 2y,
Py?y7, atyt ayb, BdyR 220 ay”, Pyt w?yS, 23yP ayT, P, Py T}

e cada um de seus monomios pode ser relacionado na seguinte tabela:
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PESO | MONOMIOS PESO | MONOMIOS

0 hy =1 12 hir = y°, hig = 2%y
2 hy =y 13 | hig = 2y®, hog = 239>
3 | hs=z 14 | hoy =97, hoy = 2%y*
4 hy = y? 15 | hog = 298, hoy = 23°
o hs = zy 16 | hos = 2%y°

6 he =3, hy = 2? 17 | hgg = 2y”, hoy = 23y*
7 | hg=uay’? 18 | hog = 22y®

8 hg = y*, hyo = 2%y 19 | hoy = 239°

9 hii = 2y3, hip = 23 20 | hgo = 22%y7

10 hiz =45, hiuy = 2%y 21 hs1 = 23y5

11 his = zyt, hig = 23y 23 hsy = a3y”

Tabela 3.1: Elementos de H e seus respectivos pesos.

Note que hd muitos h, € H satisfazendo |S,| = 1. Neste caso, pelo Corolédrio
2.38, sabemos que B, é¢ minimal, a saber, B, = D,. Existem exatamente 8 monomios
em H que tém conjunto de consisténcia nao trivial. Sao eles hyz = y°, hoy = ¥,
hos = 28, hog = 2y", hag = 22y®, hay = 2%y, hs1 = 2395 e hsy = 2%y". Examinemos
individualmente cada um desses monémios juntamente com seus nimeros associados
N,., NT, A, e B,. Pelo Lema 2.21, precisamos somente examinar os h;; tais que
hi,j ~ hr, mas hi,j # hr.

Para hi7 = 4%, os possiveis mondmios que estdo no seu conjunto de consisténcia,

4 visto possuirem mesmo peso. Mas 2%y® = hs,

exceto o préprio hy; sdo 2%y3 e x
consequentemente, z2y® € L(18), logo z%y® ¢ S;7. Analisemos x?. As contas feitas

a seguir sao analogas as do Exemplo 2.13. Para o; € Fg, i =1,...,17,
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A
|

a1l + o + asT + oq? + a5y + 056? + arz? + ozgx_?ﬂ + agE—F

8
|

a107%y + an@y? + apr® + ay® + aur?y? + aszy? + aierdy + oy’

& o+ g + @y + asr + auy? + asry + agy® + arr? + agry? + agyt+
a1y + anay® + anpr® + sy’ + aur?y? + aszyt + ager’y + arry®

= (2" 4 a72” + asz + 1)1 + (a7y® + awsy® + agy® + agy® + cuy® + agy) 1+

aszy + agry? + apr?y + anay® + oexd + aur?y? + asryt + ageady € Ig

Tomando as = ag = g = 11 = Qs = qu = a5 = g = 0 e v = a9 = a3 =

= Qg = iy = (ig = 113 = 17 = 1 temos
(' + 2?4+ DI+ W+t P Pyl el

e como a7 # 0, z* € L(17) \ L(16). Consequentemente, z* € S7.
Portanto, S;7 = {y% 21} e

Bir = {(1,17),(2,13),(4,9),(6,6),(9,4),(13,2), (17, 1)} U {(3,12),(7,7), (12, 3) }.

Assim By = 10 e, pelo Lema 2.21, Ny; = 7.
Considere as duas submatrizes de elementos de mesmo peso Mz gy € Mg (ver

Definicao 2.42). Primeiro,

Mz9) = <x2y3 x4) = <h18 :c4> .

Note que h312 = e M39) nao ¢ fracamente bem comportado, visto que hg;; =
his. Deste modo, M3 ) ¢ extrema para hi;. Como Mg 3y = M(t&g) temos que Mg 3)

também é extrema para hq7. Segundo,

6 2,3
Yy -y hiz  his
M6 = =

223 his a*

Note que hy7 = e M 6,6y nao é fracamente bem comportado uma vez que hyg =
his. Entretanto, M(ge) nao é extrema para hiy, pois hii7 = hiz € Mg). Assim,

E17:2,N17:7GA17:9.
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Para ho; = 4" temos Sy = {y7,3343/}> com

By = {(1,21),(2,17), (4,13),(6,9), (9,6), (13,4), (17,2), (21,1)}
U{(3,16), (5,12), (7,10), (10, 7), (12,5), (16, 3)}.

Examinemos as trés submatrizes M3 11), M(59) € Mgg). Primeiro,

M) = (1:23/4 rc“y) = <h22 :c4y) :

Note que hs3 15 = xty € M;3,11) nao é fracamente bem comportado, visto que hs ;5 =

hay. Portanto, M3 11y e M11,3) sao extremas para hy;. Segundo,

M9) = <x2y4 :v4y) = (h22 :v4y> :

Observe que M9y = M311), consequentemente, nem hs o = xty € M9y nem
hi2s € M5y sao fracamente bem comportados, pois hy15 = hs11 = hge. Com isso,

Ms9) € Mgy sao extremas para hg;. Terceiro,

?J7 1'2?/4 ho1  hay

oyt 2ty hoy xty

Note que h719 = 2ty € Mg,8) nao ¢ fracamente bem comportado, visto que hrg =
hay. Porém, Mg g) nao € extrema para hoy, uma vez que hy g = hoy € Mg). Por
simetria, hip7 nao é fracamente bem comportado e Mg ) nao ¢ extrema para ho.
Como resultado temos Ny = Ngl =8, Ay = 12 e By = 14.

Para hys = xy® temos So3 = {xy% 2%}, com Bys = 16. Como

_ 2 .3 4.5 6 2 .3 .4 5 6
D23 - {173:73/73/ Y ,L,Y,Y,Y,2Y,2Y ,2Y , Y ,TY ,TY }
e Dy3 = 14, precisamos examinar somente Az 12 € hig7. Considere a submatriz

6 3,3
xry -y hos oy
Mie,9) = =

23y 2P hoy 25

Podemos ver que hy 19 = 2° € M 6,9y nao ¢ fracamente bem comportado, pois hr 11 =

has. Além disso, Mg 9) nao é extrema para hoz, visto que hoz € Mg gy. Por simetria,
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hi27 nao é fracamente bem comportado e Mg nao é extrema para hes. Logo,
Nay = Nag = Agy = 14.

Para hog = zy” temos Sys = {xy”, 2%y}, com Bys = 20 e Dyg = 16. Precisamos
examinar hz 16, Rio,12, hi2,10 € higr. Considere as duas submatrizes Mg 11) € Mg ).

Primeiro,

553/7 33'3344 has  hay

M(G’ll) - 3,4 5 B 5
Yyt 2y hor  z°y
Note que hy 16 = 20y € Mg,11) nao é fracamente bem comportado, pois hy15 = har.
Além disso, Ms,11) nao é extrema para hgg, pois hgg € Mg 11). Por simetria, higr

nao ¢ fracamente bem comportado e M1 6 nao é extrema para hgs. Segundo,

xy’ Pyt hos h
M(&g) _ Yy Yy _ 26 27
syt 2y hayr Py
Observe que Mgy = Mg 11). Assim, nem hig12 € Mgg) nem hyo19 € Mgg) sao

fracamente bem comportados. Além disso, nem Mg g) nem Mg gy sao extremas para
hag. Portanto, Nog = Nag = Agg = 16.

Para hog = x%y% temos Sas = {x%9® 2%}, com Bas = 22 e Dyg = 21. Como
28 <, hag, pelo Corolario 2.36 segue que Nog = Asg = Bag. Vemos que hig12 = a°
nao é bem comportado, uma vez que hij 11 = heg. Deste modo, Nog = Dog = 21.

Para hzy = 22y” temos S3o = {2%y", 2%}, com Bsy = 26 e D3y = 24. Como
2%y <, hs; sabemos, pelo Corolario 2.36, que Ngo = Aszy = Bsp. Por outro lado, hia 16
e hig,12 nao sao bem comportados, pois 1,15 = his11 = hgo. Assim, N3y = Dgy = 24.

Para hs; = 23y e hsy = 2%y7 temos que S3; = {2%9%, 27} e S3p = {23y, 27y},
com B3y = D31 = 28 e B3y = D3y = 32. Consequentemente, N33 = Ngl = Az = 28
e Nay = Nag = Agy = 32.

Resumimos as observagoes acima na Tabela 3.2.

95



hy | 1 y x v | ay |y 22 | xy?
N, | 1 2 2 3 4 4 3 6
N, | 1 2 2 3 4 4 3 6
A | 1 2 2 3 4 4 3 6
B | 1 2 2 3 4 4 3 6
h, Y 22y | xy? 23 o | a2y? | gt | 2y
N, | 5 6 8 4 6 9 | 10 | 8
N, | 5 6 8 4 6 9 | 10 | 8
A | 5 6 8 4 6 9 | 10 | 8
B.| 5 6 8 4 6 9 | 10 | 8
hr yG x2y3 $y5 x3y2 y7 x2y4 wyﬁ $3y3
N | 7 | 12 ] 12 | 12 15 | 14 | 16
N | 7 | 1212 ] 12| 8 | 15| 14 | 16
Al 9 |12 | 12 | 12 | 12 | 15 | 14 | 16
B, | 10 | 12 | 12| 12 | 14 | 15 | 16 | 16
hr 1.23/5 $y7 1.33/4 .’[2y6 1'33/5 .’L’2y7 33'33/6 x3y7
N, | 18 | 16 | 20 | 21 | 24 | 24 | 28 | 32
N, | 18 | 16 | 20 | 22 | 24 | 26 | 28 | 32
A | 18 | 16 | 20 | 22 | 24 | 26 | 28 | 32
B, | 18 | 20 | 20 | 22 | 24 | 26 | 28 | 32

Tabela 3.2: Comparacao de N,, Nr, A, e B, para cada h, € H.

A fim de criar cédigos com parametros relativamente bons, seguiremos a cons-
trucao de Feng-Rao de cédigos geométricos de Goppa melhorados, dada em [6].

Constru¢ao: Dado uma distancia minima designada 9§, seja {1,...,7,vq,...

o subconjunto de um conjunto {1,...,n} tal que

l.paral<v<r, N,<de N, 1 >0;
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2. parar+1<u<n,seN, <0,entdo u € {vy,...,v}.

Deste modo, um [n,n —r — [, > §] é um cddigo linear definido por H como uma
matriz teste de paridade e dito um codigo geométrico de Goppa melhorado. Note
que este codigo é o mesmo dado na Defini¢ao 2.3. Esta construcao também é valida
quando utilizamos os ntimeros ]Vr, A, e B, no lugar de N,.

Suponha que desejamos um cédigo com distancia designada ¢, isto é, queremos
que C*+(I, L) tenha distancia minima pelo menos §. Por exemplo, suponha que
§ = 12. Se usarmos os nimeros N ou N como um guia veremos que C*(I, L), onde
L = L(17,21), tem distancia minima pelo menos 12. Em outras palavras, o maior
cédigo que pode ser construido para esta familia usando dyrr ou dpr como nossa
cota inferior para a distancia minima é um [32, 14, > 12]-cédigo. Por outro lado, se
usarmos a cota indicativa, entdo vemos que L = L(17) produz um [32, 15]-cédigo
com a melhor distancia minima conhecida (cf [2]). De fato, para qualquer ¢ tal
que 8 < § < 12, os numeros indicativos produzem um cédigo com uma dimensao
maior que a do cédigo produzido pelos niimeros N (veja a Tabela 3.3), nesse sentido,
dizemos que aquele cédigo é melhor do que este, ou seja, dados codigos com 0 mesmo
comprimento e a mesma distancia minima, o cédigo que tiver dimensao maior sera

o melhor cédigo.

N, A,
§ | L CH(I,L) | L CL(I,L)
8 | L(10,12,13,17) | [32,19,8] | L(10,12,13) | [32,20,8]
9 | L(13,16,17,21) | [32,16,9] | L(13,16) 32,18,9]
10 | L(14,16,17,21) | [32,15,10] | L(14,16,17) | [32,16,10]
11 | L(17,21) 32,14,12] | L(17) 32,15,12]
12 | L(17,21) 32,14,12] | L(17) 32,15,12]

Tabela 3.3: Comparacao de cédigos produzidos por N, e A, para 8 <9 < 12.

Por fim, vale mencionar que esta familia produz diversos cédigos bons. Por

o7



exemplo, quando & € {3,4,6,12}, o correspondente [32, k]-cédigo tem a melhor

distancia minima conhecida. Veja a Tabela 3.4.

N, = N, Ay
§ | L CH(I,L) | L CH(I,L)
3 | L(3) 32,29,3] | L(3) 32,29,3]
4 | L(4,7) 32,27.4] | L(4,7) 32,27,4]
6 | L(7,9,12) | [32,23,6] | L(7,9,12) | [32,23,6]
12 | L(17,21) | [32,14,12] | L(17) 32,15,12]

Tabela 3.4: Comparacao de coédigos produzidos por NT e A, para ¢ € {3,4,6,12}.

3.3 Uma familia de cédigos para superficies nao
singulares

Seja F o conjunto de polinomios especificado por F = {f(z) + g(y) + h(z) :
f, g e h sao (Fy,[Fy) — polinomios com gr(f) = gr(h) = 3 e gr(g) = 2}. Pela des-
crigao de f(z), g(y) e h(z) dada em F, podemos escrever f(z) = ap+ayz+aiz?+z°,
com ag € Fy e a; € Fy, gly) = by + by + b3y? com by € Fo e by € F3, e
h(z) = co+ 1z + 32% + 23, com ¢y € Fy e ¢; € Fy. Deste modo, temos, por
f(z), 8 polinémios, por g(y), 6 polindémios e, por h(z), 8 polinomios, resultando, por
combinacao, que a familia F tem 96 membros.

Afirmamos que todo (Fy, Fs)-polinémio quadrédtico tem 2 raizes distintas sobre
4. De fato, seja g(z) um (F4, Fy)-polinémio quadratico, entao g(z) = ag+ayz+aiaz?,
com ag € Fy e a; € Fj.

Tomando ag = 1 temos que = = 0 ndo é solugao de g(z), assim, pelo Teorema de

Konig-Rados, o niimero de solugoes de g(z) é N =3 —r, onde r é o posto da matriz

1 a a?
A=la a} 1
a2 1 a
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Escalonando A obtemos a matriz

1 a a
A=1o 0 o].
00 0

que implica que r = 1, logo, N = 2.

Tomando ag = 0 podemos escrever g(x) na forma g(z) = z(a; + a?z) = zk(z).
Claramente, = 0 é uma solucao de g(z). As demais solugoes de g(z) sao as solugdes
de k(z) = a; + a3x. Note que z = 0 nao é solugao de k(z), uma vez que a; # 0.
Deste modo, o ntimero de soluces de g(z) é N = N' + 1, onde N' é o ntimero de
solugbes de k(z) e, pelo Teorema de Kénig-Rados, N " =3 —r, com r igual o posto

da matriz

a; ai 0

B=1a 0 a
2
0 ar af

Escalonando B obtemos
1 0 a?

B=101 a |,
00 0
que implica que r = 2, logo, N' = 1 e N = 2. Portanto, em ambos 0s casos, temos
N = 2.

Agora, cada membro de nossa familia tem 32 raizes em F3, pois para cada a,b €
Fy, f(a)+g(y) + h(b) é um (Fy, Fs)-polinoémio, assim, f(a)+ g(y)+ h(b) = 0 tem 32
raizes, uma vez que g(y) tem 2 raizes distintas e temos 4 escolhas diferentes tanto
para a como para b.

Escolha t € F e seja [ = (t). Ponha w(z) =2, w(y) = 3 e w(z) = 2. Assim, os
monomios z3, y? e 2% tém peso maximo dentre todos os monémios no suporte de t.
Observe que t € I, com Im(t) = 23 e t; = xt — (2* — ) € I, com Im(t;) = zy*.

Como um resultado,
A(L) = {2 0<a<2e0<bc<3; sea#0, entiob < 1}.

29



A sequéncia H é:
_ 2 2 3,2 ,..2 .2 2 2, .2 3,22
H_ {1’Z7x7y7z7$27w’yz7$y7z7y’xz 7$Z7yz 7$yz7$y7yz7xz ?'IZ7

3,3 2 .2 2,2 .23 ,3 3 2,,.2 ,2.3 ,3.2 .2,.3 ,3.3
Yzt yt ayet, atyz, ytat ot e, wy 2t aty 2t yt e Pt aty 2 yPe)

e cada um de seus elementos pode ser relacionado na seguinte tabela:

PESO | MONOMIOS
0 |h =1

2 ho =12z, h3==x

3 hy =1y

4 hs = 22, hg = 2z, hy = x*

) hs =yz, hg =2y

6 hio = 23, hiy = y%, hyo = 222, hiz = 2%z
7 hiy = y2%, his = xyz, hig = 3529

8 hir =Yz, hig = x2°, hyg = 2222

9 hoo = y2°, ho1 = y?, hag = 2yz?, hog = 2%yz
10 hoy = y 22 , hos = ?2?

11 hog = Y32, hor = 2yz3, hog = a%y2?

12 hog = 3223

13 hsg = y322, hs = 2?y23

15 | hgy = 3323

Tabela 3.5: Elementos de H e seus respectivos pesos.

Note que muitos h, € H satisfazem |S,| = 1, neste caso, pelo Corolario 2.38,
B, = D,. Existem 12 monomios em H que tém conjunto de consisténcia nao trivial.
Sao eles: hy; = 32, h17 = sz, hig = 223, hoy = y3, hoy = Y222, hos = 2223, hog = 12,
hor = xyz3, hoy = . hso = y32%, hg = 2%y2® e hyy = 323, Examinemos
individualmente cada um desses monomios juntamente com seus niimeros associados

N,, N,, A, e B,. Pelo Lema 2.21, precisamos somente examinar os h;; tais que

hi,j ~ hr, mas hi,j # hT.

60



Para hy; = y? temos Sy = {y?, z*}, com
B ={(1,11),(4,4), (11, )} U{(3,7),(7,3)}.

Podemos ver que para cada (u,v) € Bi1, hy,, se encontra em uma submatriz diferente
das demais. Pela Observacao 2.48, obtemos A;; = By; = 5. Por outro lado, hs 7
e h73 nao sao fracamente bem comportados, pois hss = he3z = hiz. Portanto,
Ny =Ny =3.

Para hy; = y?z temos Si7 = {y*z, 2%z}, com
By ={(1,17),(2,11), (4,8),(8,4), (11,2), (17,1)} U {(3,13), (6,7), (7,6), (13,3)}.

Examinemos as duas submatrizes M) € M4 4). Primeiro,

2 ytr w2 2P 24 hir his hig

vz xy? 2?2 a3z his xy? hiy 232

Note que hs 13 = 3z € M2 nao é fracamente bem comportado, pois hs 12 = hig.
Além disso, M2 ) nao é extrema para hy7, visto que hi; € M(36). Por simetria, hi3 3

nao ¢ fracamente bem comportado e M 2) nao é extrema para hy7. Segundo,

24z 2?22 24 his  hig
Muay = | 222 2222 232 | = | hig hig 232
2?22 23z 2t hig z3z a*

Observe que nem hg7 nem hyg sao fracamente bem comportados, pois hgg = hig.
Assim, M, 4) é extrema para hi7. Deste modo, Ni7 = ]VN =6, A7 =7e By; = 10.

Para hig = 23 temos Sig = {x2%, xy?}, com
Bis = {(1,18),(2,12), (3, 10), (5,6), (6,5), (10,3), (12,2), (18,1)} U {(4,9), (9,4)}.

Como zy? <; hig sabemos, pelo Corolario 2.36, que le = A1y = Big = 10. Anali-
sando hyg e hg 4 vemos que eles sao bem comportados. Deste modo, N;g = 10.

Para hy; = y3 temos Sy = {3, 2%y}, com
By = {(1, 21), (4, 11), (11,4), (21, 1)} U {(3, 16)7 (7, 9), (9, 7), (16, 3)}
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Observe que para cada (u,v) € By temos que h,, se encontra em uma subma-
triz distinta das outras. Deste modo, pela Observacao 2.48, As; = By = 8. Os
monomios hs 16, hr79, ho7 € higz nao sao bem comportados, pois ho16 = higo =
heo = hgg = heg. Deste modo, Noy = Ngl =4.

Para hyy = y?2% temos Syy = {y?2?, 2322}, com

Bos = {(1,24),(2,17), (4, 14), (5,11), (8,8), (11, 5), (14, 4), (17,2), (24,1)}
U{(3,19), (6,13), (7,12), (12, 7), (13,6), (19, 3)}.

Considere as duas submatrizes M35y € My6). Primeiro,

222 xt 2?8 hoy x2* hos

3 3,2

vtz 2223 a3z ry?z  hos a3

22

Note que hs 19 = 2322 € M2,8) nao é fracamente bem comportado, visto que hs 15 =
hos. Além disso, M(2g) nao ¢ extrema para hoyg, pois hoy € M(2g). Por simetria, hig 3

nao ¢ fracamente bem comportado e Mgy nao ¢ extrema para hos. Segundo,

2 y?? a2t 2?28 25 hoy  x2t hos
Mug) = | 22 ay?z 2223 2322 | = | 22* 2y’z hey 2322
222 2%y 232 2tz hos x%y? 2322 a2tz

Podemos ver que nem hg 13 nem hy 12 sao fracamente bem comportados, pois hg 12 =
hos. Além disso, M(46) nao ¢ extrema para hoyg, pois hoy € M(46). Por simetria, hysg
e hia7 nao sao fracamente bem comportados e M4 ) nao ¢ extrema para hos. Logo,
Nyy = Noy = Agy = 9 ¢ Byy = 15.

Para hos = x°23 temos So5 = {2223, 2%y?}, com Bays = 15 e Dos = 12. Como
22y% <, hag, sabemos, pelo Coroldrio 2.36, que Nos = Ags = Bos. Analisando a6,
higa € hgg vemos que eles sao bem comportados, assim, Ny = 15.

Para hog = y32 temos Soq = {y32z, 23yz}, com

By = {(1,26),(2,21),(4,17),(8,11), (11,8), (17,4), (21,2), (26, 1)}
U{(3,23), (6,16), (7,15), (9,13), (13,9), (15, 7), (16,6), (23, 3)}.
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Examinemos as tres submatrizes M2 g), M7 e M5¢). Primeiro,

yzt Pz wyP® 2ty yz' hag hor  hos

vy xyd 2y 2dyz hor  xy® heg 2Pyz

Note que hg 23 = r3yz € M99y nao ¢é fracamente bem comportado, pois h3 2o = hos,
e que Mgy nao ¢ extrema para fhgs, uma vez que hog € Mz 9). Por simetria, hs 3

nao ¢ fracamente bem comportado e Mg 2) nao é extrema para hog. Segundo,

yzt oyt 2lyz? yzt  har  hog
Muzy = | ayz® 2%y22 23yz | = | har  hes  23y2
2?yz? yz  aty hos x3yz iy

Observe que nem hg 16 nem hz 15 sao fracamente bem comportados, pois hg 15 = has.
Consequentemente, higg € hi57 nao sao fracamente bem comportados. Portanto,

M7y e M(74) sao extremas para hgg. Terceiro,

yz4 ysz 9592’3 1292’2 ?/24 hos  hor  hog

xyzd xy? 2Py 2dyz hor xy® heg x3yz

Veja que M) = Mgy, Assim, nem hg 3 € M(56) nem hizg € Ms) sao fraca-
mente bem comportados, pois hg 12 = hgg. Além disso, nem M) nem Mg 5) sao
extremas para hog. Logo, Nog = Ngﬁ =8, Ay = 10 e Byg = 16.

Para hy; = xy2® temos Sy = {zy23, 2y*}, com By; = Dy; = 16. Deste modo,
Ny7 = Ny = Agr = 16.

Para hyg = %2 temos Sy = {y?23, 2323}, com By = 20 e Dy = 12. Visto
que 2323 <, hso, sabemos, pelo Coroldrio 2.36, que Nag = Asg = Bag. Note que os
monomios 22, ho 19, he23 € hiz 15 nao sao bem comportados, pois hg oo = hg 19 =
hi215 = hsi. Por simetria, hosr, higg, hose € his13 nao sao bem comportados.
Portanto, Nog = Daoyg.

Para hsy = y>z? temos S3g = {y>z?, 23yz?}, com By = 24 e D3y = 12. Note

que para h,, = 23yz?, com (u,v) € B3y e u < v, temos que h,,, estd em uma das
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submatrizes M2 11y, M4,9), M58 ou M. Além disso,

322 ayt 2Py hsy  xyz*  hay
M1y = = :
vz 2Pyzd adyz? ryPz  hy  adyz?
yz® 32 ayt 2?yd yz®  hsy  wxyz*  hs
Mugy = | ayzt a2z 2%yzd 23y2? | = | ayzt a2 hyy  23y2? |,
22y 2%y 2y atyz hsi 2%y 2Py 2tyz

Mg = Moy e Mgr = ]\/[(179) = My,4. Vemos que cada h,, = z*yz?, com
(u,v) € Bsp, nao é fracamente bem comportado, visto que hy_1, = h3 ou hy 1 =
hsz1. Assim, nenhuma submatriz é extrema para hgy. Logo, N3y = Ngo = Asp = Dsp.

Para h3 = z?yz® temos Sz = {2?yz3 2%y*}, com B33 = D3 = 24. Assim,
Ny = N3j = Ag = 24.

Para hzy = 1%z temos Sz = {9°23, 23y23}, com B3y, = 32 e D3y = 16. Pelo
Corolério 2.36 sabemos que Ngg = Asy = D3. Note que os monomios hg 31, hg o5,
I .27, he 28, Pi6,18, Pis 19, 12,23 € his 22 nao sao bem comportados, uma vez que hg 30 =
hg 24 = hs 26 = h1a17 = h11.20 = h32. Deste modo, N3y = 16.

Resumimos as observagoes acima na Tabela 3.6.
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hy | 1 2 x y 22| xz x? Yz
N, 1 2 2 2 3 4 3 4
N, | 1 2 2 2 3 4 3 4
A, 1 2 2 2 3 4 3 4
B, 1 2 2 2 3 4 3 4
hy | zy | 22 | 22 22 | 2%z | y2? | wyz | 2%y
N, 4 4 3 6 6 6 8 6
N.| 4 | 4| 3 6 6 | 6 8 6
A, 4 4 5} 6 6 6 8 6
B, 4 4 5! § 6 6 8 6
hy | v?z | 223 | 2222 | y2? y3 | ay? | 2?yz | yPe?
N, 6 10 9 8 4 12 12 9
N.| 6 | 10| 9 8 4 |12 | 12 |9
A, 7 10 9 8 8 12 12 9
B.| 10 10 9 8 8 12 12 15
he | 2223 | g%z | mysd | ayz2 | o228 | o822 | a2ysd | Ps8
N, | 15 8 16 18 12 12 24 16
N.| 15 | 8 | 16 | 18 | 20 | 12 | 24 | 32
A. | 15 10 16 18 20 12 24 32
B.| 15 16 16 18 20 24 24 32

Tabela 3.6: Comparacao de N,, NT, A, e B, para cada h, € H.

Para esta familia mostraremos que a estimativa indicativa forte, d4+, é uma
cota inferior melhor para a distdncia mfnima de C+(I,L). Observe que A, # B,
somente para r = 17, 24, 26 e 30. Usando o método mencionado na Observagao

2.59, mostraremos que para estes quatro casos temos

Z pOStO[Sc}(a,b) > Bm



com c satisfazendo s,.(c) # 0 e s,(c) = 0 para todo v < r. Assim, pela Observacao
2.59, podemos substituir d4 por d4+ no Teorema 2.58.

Suponha s17(c) # 0 e s,(c) = 0 para todo v < 17. Examinando as submatrizes
M6 e M4 vemos que cada uma contém duas entradas consistentes com hyy
cujos indices estao em Bi7. Assim, pela demonstracao do Teorema 2.57, é suficiente
mostrar que posto [Sc]2,6 > 2 € posto [Sc| > 2. Para simplificar a notagao,

denote s;(c) por s; e s;j(c) por s; ;. Como z* € L(2) e 2°z € Sy7, de M5 obtemos

0 * S18 S19
[Sel(26) = :

S18 83,11 S19 X

onde * indica uma entrada nao nula conhecida. Note que para quaisquer valores de

S13 € S19 temos posto [Sc]26) = 2. Visto que z* € L(3), obtemos de My 4) que

0 s18 Si9

Claramente, as duas ultimas linhas sdo linearmente independentes e posto [Sc](,4) >
2. As demais submatrizes M € Ci7 (ver Definicao 2.45) sdo M), M3z
(as quais contém somente uma linha) e suas transpostas, assim, posto [Sc]os) =

posto [S¢]s5) = 1. Portanto,

Z posto [S¢)(ap) > 10 = Bir.
(a,b)EP17

Suponha sa4(c) # 0 e s,(c) = 0 para todo v < 24. Examinando M5 € Mg
vemos que elas contém, respectivamente, duas e trés entradas consitentes com hoy
cujos indices estao em By, com isso, é suficiente mostrar que posto [Sc|ag) > 2 e

posto [Sc|e) > 3. Como zz* € L(6) e 22 € Say, vemos, por Mzg) que

* 0 S95
[Sel2s) =

8317 S25 X
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Para quaisquer valores de sy5 vemos facilmente que posto [S |25y = 2. Como 2° €

L(5) e 2*z € L(6), de M) temos

0 * 0 so5
[Sc](4,6): 0 Se11 So5 %

So5 s711 *x 0

Para quaisquer valores de so5 temos posto [SC](476) = 3. As demais submatrizes
Moy € Cos 580 Mg 10y, M(3,7) (as quais contém somente uma linha), Ms 5y (de ordem
2x2) e suas transpostas. Logo, posto [Sc|(,10) = posto [Sc|i7y = 1 e posto [Se)ss) >
1. Portanto,

Z posto [S¢)(ap) = 15 = Bau.
(a,b)EP2y

Suponha sys(c) # 0 e s,(c) = 0 para todo v < 26. Examinando M9y e M),
vemos que ¢é suficiente mostrar que posto [Sc](2,9) > 2 e posto [S¢],7) > 2. Visto que

yz* € L(8) e 2*yz € Saq, vemos, por Ma ), que

0 * So7  S98
[Sel(2,9) = ;

So7 8321 S8 X

logo posto [S.](a,9) = 2. Como z'y € L(9), de M(47) obtemos

0  s97 Sog
[Sc](4,7): So7  S2g k% )

S98 * 0

assim, posto [S¢|a7) > 2. As demais submatrizes Mqp) € Ca6 580 Mg 11y, M)
(as quais contém somente uma linha), M6 = M29) € suas transpostas. Assim,
posto [S¢l11) = posto [S.]zs) = 1 e posto [Sc];56 = 2 . Portanto,
Z Posto [S¢)(ap) > 16 = Bag.
(a,b)EP26

Suponha s3p(c) # 0 e s,(c) = 0 para todo v < 30. Analisando Mz 11) € M),

vemos que é suficiente mostrar que posto [Sc](2,11) > 2 e posto [S¢|9) > 3. Uma vez

67



que zyz* € L(15) e a®yz* € Ss, de M211) temos que

* 0 S31
[Se)211) = ,
83,26 S31 X

logo, posto [Se|211) = 2. Como yz° € L(14) e z'yz € L(15), obtemos de M) que

0 * 0 S31
[Sc](4,9): 0 Se21 S31 * )

s31 S721 * 0

assim, posto [S¢)(s9) = 3. As demais submatrizes M, € Cso s80 Mg 13y, M(3.10)
(as quais contém somente uma linha), Mgy = M,11), M(s,7) = M(t479) e suas trans-
postas. Logo, posto [Sc](o13) = posto [Sc](s10) = 1, posto [Sc|(s8) = 2 e posto [Scler) =
3. Portanto,

Z posto [Sc)(ap = 24 = Bsy.
(a,b)EP30

Esta familia ajuda a ver as diferencas entre as quatro cotas da distancia minima.
Pela Tabela 3.6, constatamos que para quaisquer duas das quatro cotas, existe uma
ampla classe de distancias minimas designadas para as quais a estimativa indicativa
forte pode garantir um codigo grande. De fato, para cada par de cotas existe pelo

menos dois valores de d para os quais a diferenca na dimensao é pelo menos 2.

Exemplo 3.4. Suponha que desejamos um coédigo com distancia minima designada
0 = 15. Usando dpr como a cota inferior, vemos, pelos nimeros N, que o maior
cédigo C+(I, L) que pode ser construido é quando L = L(24,26,29,30), a saber,
um (32,5, > 15]-c6digo. Por outro lado, se usamos dyrr ou d4, entdo, para L =
L(24,26,30), obtemos um [32,6, > 15]-cédigo. Além disso, note que a estimativa
indicativa forte, d 4+, assegura que, para L = L(23), temos um [32,9, > 15]-cédigo,

que pode corrigir 7 erros.
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3.4 QOutra familia de cédigos para superficies nao
singulares

Seja F a familia de polinémios em Fy[z,y, 2] dada por F = {B2%z + 322> + f(x) +
gly) +h(z) : B € Fie f,geh sao (Fy,Fy) — polinomios com gr(g) = 2, gr(f) <
2 e gr(h) < 3}. A familia F contém 576 membros, cada um com 32 raizes em F3.
Escolha um t € F e seja [ = (t). Suponha que queremos designar pesos para
as varidveis tal que somente 22z e y? tenham peso maximo dentre os mondmios no
suporte de t. Note que ¢t € I, com Im(t) = 2%z, t; = 2%t — z(2* — z) € I, com

Im(t;) = 2?y? e ty = 23t — 2%(2* — 2) € I, com Im(ty) = y?23. Como um resultado,

A(ly) = {2%9*2¢:0<a,b,c<3;sea>2, entaob<1ec=0;

se b > 2, entao ¢ # 3}.

Observe que para cada monomio em A(Iy), seu correspondente conjunto de con-
sitencia é fixo, isto é, o conjunto de consisténcia é independente da posicao do
monomio na sequéncia H. Para obtermos os niimeros indicaticos tao grandes quanto
possiveis, o Corolario 2.37 sugere que designemos os pesos (se possivel) tais que a
sequeéencia W seja estritamente crescente.

Uma tal possibilidade é tomarmos w(z) = 8, w(y) = 9 e w(z) = 2. Entao a

sequencia H é

— 2,3 2 .52 53 2.8 .2 2 2 2 ,2,2
H— {17272 7Z 7x7y7‘rz7yz7xz 7yZ 7mz 7yz 7'%. 7:Cy7y 7xyz7y Zﬂxyz 7y Z?

3.3 .2 2,3 .2 .3 2.2 3.2 .3 3 .3 3,2
Iyz 7"'E 7I y?'ry 7y 7'ry Z?y Z?'Iy z 7y z 7x y?'ZUy 7'Ty Z7xy z }
e a sequéencia

W= {0,2,4,6,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17, 18, 19, 20,
21,22,23,24, 25, 26, 27, 28,29, 30, 31, 33, 35, 37, 39}

é estritamente crescente. Portanto, A, = B, e obtemos a Tabela 3.7:
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hy | 1 2 2* 23 r |y | wz Yz
A, 1 2 3 4 2 2 4 4
hy | x2° | yz® | x2® | y2® | 2® | ay | y* | ayz
A, 6 6 8 8 3 4 7 8
he | v?z | zy2? | y?2% |ay2® | 22 | 2% | 2y® | P
A, | 11 12 15 16 4 6 10 12
he | zy?2 | 32 | 2y?2? | 322 | 23y | oy? | oyPe | ayPl?
A.| 16 18 22 24 8 16 24 32

Tabela 3.7: Numeros indicativos para cada h, € H.

Exemplo 3.5. Para uma distancia minima designada 6 = 7, podemos ver que
CH(I,L), onde L = L(10,13,14,21,22), é um [32,18, > 7]-cédigo que pode corrigir

3 erros.
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Apendice A
Alguns resultados de Miura

Feng e Rao apresentaram um eficiente algoritmo de decodificagao para codigos
algébricos geométricos, indicando que pode-se aumentar a dimensao desses cédigos
sem diminuir sua capacidade de correcao de erros. Tal construgao é dita codigo
geométrico de Goppa melhorado. Miura observou que os resultados de Feng e Rao
podem ser obtidos usando somente algebra linear. Logo abaixo seguem alguns desses
resultados de Miura.

Seja w = {w1, ..., w,} uma base de F}. Parai =1,...,n, seja W(i) o subespago
linear de I} gerado por {wy, ..., w;}, com W(0) = {0} e W(=1) = (). Paraa,b € I},

ab € Fy denota o produto coordenada a coordenada de n-uplas de Fy.

Defini¢ao A.1. Um par (w;,w;) é dito bem comportado em relagio a w se w;w; €
W(r)\W(r — 1) para algum r e w,w, € W(r — 1) paratodo 1 <u<i 1 <v<je
(u,v) # (i, 5).

Um par (w;,w;) é dito fracamente bem comportado em relagdo a w se wyw; €
W(r)\W(r — 1) para algum r e w,w; € W(r — 1) para todo 1 < u < i e ww, €
W(r — 1) para todo 1 < v < j.

Definicao A.2. Parar =1,...,n, definimos

N, = {(w;,w;) : (w;, w;) é bem comportado e wyw; € W(r)\W(r —1)}|
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N, = {(w;, w;) : (wy, w;) é fracamente bem comportado e wyw; € W(r)\W(r —1)}|.

Denotemos por W um subconjunto préprio de w = {wy,...,w,}. Seja C(W)*+

o cdigo dual do c6digo linear gerado pelos elementos de W, C'(W).

Definicao A.3. Defina
drr(W) := min{N, : w, ¢ W}

Swrr(W) == min{N, : w, € W}.

Facilmente podemos ver que drpr < dwrg, pois bem comportado implica fraca-

mente bem comportado.

Proposigao A.4. A distancia minima de C(W)*L € maior ou igual a dwrg.

Demonstragao: Para y = (y1,...,y,) € F}, definimos a matriz
t
wy Y1 wy
S(y) =
Wn Yn Wn

Entao o peso de y é igual ao posto de S(y) e a entrada (7,75) de S(y) é igual a
< y,w;w; >, onde <, > denota o produto interno usual de F7.
Suponha que < y,w; >=--- =< y,w,_1 >= 0e < y,w, >7# 0 para algum inteiro

positivo . Se (w;,w;) é fracamente bem comportado e w;w; € W(r)\W(r — 1),

entdo a entrada (,j) de S(y) é diferente de zero, porque w;w; é uma combinacao
linear de wy,...,w, e o coeficiente de w, é nao nulo. As entradas (u,j) e (i,v)
sao nulas para todo 1 < u <iel < v < j, pois w,w; e w;w, sao combinagoes
lineares de wy, ..., w,_1. O nimero de (w;, w;) fracamente bem comportado tal que
wiw; € W(r)\W(r — 1)} é N,.. Deste modo, o peso de y (= posto de S(y)) é maior
ou igual a N,.

Além disso, suponha que y seja uma palavra nao nula do cédigo C(W)*. Entao

w, ¢ W, o que completa a prova. ]
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Conclusao

O presente trabalho teve como finalidade apresentar melhoras das cotas de Feng-Rao
e de Miura para a distancia minima de cédigos definidos sobre uma variedade afim.
Para isso estruturamos o texto como a seguir.

No Capitulo 1 apresentamos alguns requisitos para o bom entendimento da dis-
sertacao. Definimos codigos lineares e uma classe desses codigos que é a dos cédigos
ciclicos, bem como uma subclasse destes que sao os codigos de Goppa, de onde
originou os codigos geométricos de Goppa melhorados descritos no Capitulo 2.

Ja no Capitulo 2 definimos cédigos sobre uma variedades afim, que sao os cédigos
geométricos de Goppa melhorados, mostramos a cota de Feng-Rao (drg), que é
uma cota para a distancia minima de tais cédigos, depois mostramos uma melhora
desta cota, a cota de Miura também dita cota fraca de Feng-Rao (dwrr) e por fim
provamos que a cota indicativa (d4) é uma melhora para esta cota e que, quando
possivel ela pode ser substituida pela estimativa indicativa forte (d4+) que, sendo
assim, para alguns casos, ¢ uma melhora da cota indicativa.

No ultimo capitulo, o Capitulo 3, descrevemos familias de coédigos para as quais
se aplicam as cotas descritas no Capitulo 2 e verificamos através de exemplos que
os codigos que tém as melhoras das cotas como cota para a distancia minima sao
melhores, ou seja, sao c6digos com mesmo comprimento e mesma distancia minima,
porém com dimensao maior, consequentemente, temos um cédigo com mais palavras
e satisfazendo os mesmos requisitos.

Com o estudo feito sobre c6digos definidos sobre uma variedade afim verificamos

que, apesar das cotas ja existentes para a distancia minima desses codigos, ainda ha
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possibilidade de melhoréa-lhas e que muito ainda ha para ser feito dentro da teoria

dos cédigos corretores de erros.
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