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Resumo

Os estudos na area de Avaliagdo de Desempenho de Sistemas tém evoluido nos tltimos anos,
em especial com a defini¢do do formalismo de Redes de Automatos Estocésticos (SAN) e com a
implementagao do algoritmo Shuffle, o qual implementa um método eficiente para a execugao da
multiplicacao vetor-descritor, necessaria para a resolucao de modelos SAN. Mais recentemente,
foi proposto um novo método para a multiplicagdo vetor-descritor, o método Slice, que introdu-
zindo novos conceitos, prometia na teoria ser mais eficiente que o tradicional método Shuffle. Pois
neste estudo, este recém definido e até entdao pouco explorado método, foi estudado em detalhes
e realizada uma implementacao incluindo algumas otimizagoes no seu algoritmo original. Ainda,
durante este estudo, foram realizadas algumas modificagoes no algoritmo do método Slice com o
intuito de resolver modelos SAN funcionais, uma vez que as versoes anteriores nao eram capaz
de tratar funcoes. Para demonstrar a eficiéncia do método Slice e das otimizacoes propostas,
diversos experimentos foram conduzidos utilizando dois modelos SAN. Os resultados de tempo e
custo computacional foram analisados e discutidos durante este estudo, comparando-os inclusive
com resultados do tradicional método Shuffle. Desta forma, verificou-se o quanto o método Slice
pode ser 1til na resolucao de sistemas, uma vez que os resultados praticos mostram que o método
Slice é mais eficiente que a solucao tradicional (Shuffle) na maioria dos casos.






Abstract

Studies on performance evaluation have progressed in the last years, specially with Stochastic
Automata Networks (SAN) and with the implementation of the Shuffle algorithm, which im-
plements an efficient method for vector-descriptor multiplication, needed to solve SAN models.
Recently, a new vector-descriptor method was proposed, the Slice method, presenting new con-
cepts to be more efficient than the tradicional Shuffle method. In this work the Slice method was
studied in detail and a new implementation was developed including some new optimizations.
In addition, the Slice algorithm was modified in order to solve functional SAN models, since
the previous version was unable to deal with functions. To demonstrate the performance of the
Slice method and its optimizations experiments were made using two different SAN models. The
results were analyzed and compared with Shuffle results. Thus, it was possible to verify that the
Slice method is more efficient than the tradicional Shuffle method in most cases.
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Capitulo 1

Introducao

A avaliacdo de desempenho de sistemas tem se tornado cada vez mais dificil, pois os sistemas
em geral envolvem a cada dia que passa mais detalhes, tornando-se cada vez mais complexos. O
alto nivel de detalhes dos sistemas encontrados no mundo real geram diversos problemas para
a avaliagdo de desempenho. Estes problemas vao desde a dificuldade na modelagem do sistema
em um certo formalismo, até problemas relacionados ao custo computacional necessario para o
célculo da solucao do sistema.

Um dos principais problemas encontrados na avaliagao de desempenho de sistemas ¢é a explo-
sao do nimero de estados do sistema [17]. Muitos estudos vem sendo realizados nesta area com
o intuito de encontrar técnicas para solucionar, ou a0 menos minimizar este problema. Algumas
abordagens, como o formalismo de Redes de Autématos Estocasticos (SAN) [8, 15], apresentam
uma modelagem que visa reduzir o impacto da explosao do espago de estados. Porém, ainda
assim, este problema persiste e tem se tornado uma grande barreira para a evolucao da area de
Avaliagao de Desempenho de Sistemas.

Atualmente, existem diversas técnicas para avaliacdo de desempenho de sistemas, porém ne-
nhuma delas apresenta resultados satisfatorios para todo e qualquer sistema. O que ocorre, é
que algumas técnicas sao melhores para alguns sistemas especificos, enquanto outras se mostram
mais adequadas para os demais tipos de sistemas. Portanto, estudos nesta area ainda sao realiza-
dos com grandes expectativas de bons resultados, nao pensando em encontrar uma tnica técnica
para cobrir todos os sistemas possiveis, mas principalmente para buscar melhores resultados em
termos de desempenho.

Com o surgimento do formalismo de Redes de Automatos Estocasticos (SAN - Stochastic
Automata Networks), muitos estudos voltaram-se para o célculo da resolucdo de sistemas mo-
delados por este formalismo, uma vez que em termos de armazenamento, SAN apresenta uma
forma bastante compacta e eficiente. Sendo assim, o que se espera dos estudos nesta area é uma
forma eficiente de resolver sistemas descritos por este formalismo, de maneira a exigir o menor
custo computacional possivel. Com este objetivo, duas técnicas podem ser citadas, a técnica
Shuffle, tradicional e ja bastante explorada e divulgada mundialmente [8], e a técnica Slice, mais
recente e ainda pouco divulgada, uma vez que seus estudos até entdo eram apenas tedricos [9].
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1.1 Objetivo do Trabalho

A forma mais adequada de resolver modelos SAN é utilizando-se métodos iterativos, os quais
possuem como operacao fundamental a multiplicacdo de um vetor de probabilidades m pelo ge-
rador infinitesimal @ (denominada Multiplicacao Vetor-Descritor). O objetivo principal deste
trabalho é estudar em detalhes a técnica Slice de multiplicacao vetor-descritor e provar na pra-
tica o seu bom desempenho na resolucao de sistemas. Além disso, a medida que cada parte
do algoritmo desta técnica seja completamente entendida, sdo descobertas e propostas algumas
otimizacoes, demonstrando tanto na teoria como na pratica o ganho de desempenho que cada
otimizacao resultaria.

Como um objetivo secunddrio, mas também bastante importante para a evolugao dos estudos
nesta area, pretende-se extender a técnica Slice com o intuito de resolver nao apenas modelos
com taxas exclusivamente constantes, mas também sistemas que apresentem modelagens con-
tendo taxas funcionais. De fato, isto seria fundamental para que a técnica Slice seja reconhecida
globalmente como uma boa alternativa para resolucao de modelos SAN, uma vez que a maioria
dos sistemas requerem taxas funcionais em suas modelagens.

Enfim, ao final deste estudo, serd possivel conhecer melhor a técnica Slice e saber o quanto
esta técnica realmente contribuird para a evolucao da resolucao de sistemas, ndo apenas na teo-
ria, mas também na pratica através de exemplos de modelos SAN.

1.2 Estrutura do Volume

Este trabalho é formado por cinco capitulos incluindo esta introducao e as consideracoes
finais. O estudo ¢é dividido basicamente em trés partes principais, os conceitos basicos, a técnica,
Slice na teoria e a anélise do desempenho desta técnica.

No Capitulo 2 sao apresentados todos os conceitos basicos necesséarios para o completo en-
tendimento do estudo que segue. Inicialmente é descrito o formalismo de Redes de Autématos
Estocésticos, seguido pela explicagao de como é realizada a resolucao de modelos SAN e também
defini¢ao do descritor Markoviano das SAN. Ao final, o capitulo 2 ainda apresenta a tradicional
técnica de multiplicagao vetor-descritor, conhecida como Shuffle, a qual é atualmente o parame-
tro de comparacao para qualquer nova técnica desta éarea.

O Capitulo 3 apresenta em detalhes a técnica Slice, a qual é o tema principal deste estudo.
Nas paginas deste capitulo é possivel entender como esta técnica realiza a multiplicacao vetor-
descritor, passando por cada etapa deste processo, conhecendo assim o conceito de Fator Normal
Unitario Aditivo, que é a principal inova¢ao da técnica Slice.

No capitulo seguinte, o Capitulo 4, é apresentada uma andlise numérica do desempenho da
técnica Slice, comparando-a eventualmente com o desempenho da técnica Shuffle. Fsta analise
é dividida em duas partes, uma parte teorica, em que é estimado o custo computacional para
ambas as técnicas através das formulas de custo computacional, e uma parte pratica, a qual
apresenta resultados préaticos da implementacao da técnica Slice, incluindo memoria e tempo
necesséarios para a execugao de alguns exemplos de modelos SAN.
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Finalmente, nas consideracoes finais sdo apresentadas as conclusdes em relacao ao desempe-
nho da técnica Slice para resolucao de modelos SAN, demonstrando assim a sua real contribui¢ao
para a area de avaliacao de desempenho de sistemas, bem como os possiveis trabalhos futuros
relacionados a este estudo.
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Capitulo 2

Conceltos Basicos

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos basicos importantes para o entendimento do
trabalho desenvolvido. Primeiramente, o formalismo Redes de Automatos Estocésticos é descrito
de forma a esclarecer os seus principais conceitos, o seu proposito e como é realizada a solucao de
sistemas neste formalismo. Em seguida, é apresentado o método Shuffle, uma técnica tradicional
utilizada para resolucao de sistemas modelados através do formalismo SAN. Estes conceitos sao
importantes para facilitar a compreensao da técnica Slice, a qual é o foco deste trabalho.

2.1 Redes de Autématos Estocasticos

Redes de Automatos Estocasticos (SAN) é um formalismo, baseado em Cadeias de Markov
[12, 17], para modelagem de sistemas. Seu surgimento ocorreu nos anos 80 com Plateau [13, 14].
A idéia central deste formalismo é modelar um sistema através de diversos subsistemas, chama-
dos de automatos, que podem ou nao interagir entre si. Através do uso de SAN a modelagem
se apresenta mais compacta e modular, tornando-se muito interessante em sistemas com grandes
espacos de estados.

A grande diferenga e principal vantagem de Redes de Automatos Estocésticos (SAN) em
relacao a Cadeias de Markov é exatamente a modularizacao, pois esta permite uma forma mais
eficiente de armazenamento dos dados do sistema, evitando em muitos casos a explosao do espaco
de estados [15], algo muito comum em Cadeias de Markov. Desta forma, é possivel encontrar
solucoes para sistemas maiores, com grande quantidade de dados.

E interessante ressaltar que toda SAN pode ser representada por um tinico autémato esto-
céstico, o qual contém todos os estados possiveis do sistema. Esse tinico autéomato corresponde
a Cadeia de Markov equivalente ao modelo SAN. Logo, este formalismo é capaz de manter o
poder de modelagem que se tinha com a utilizagdo de Cadeias de Markov.

A seguir, sao apresentados cada um dos conceitos relacionados as SAN e ainda uma breve in-
troducao dos métodos numéricos mais utilizados nas solugoes estaciondarias e transiente das SAN.
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2.1.1 Autdématos Estocasticos

Imagine um sistema com um conjunto finito de estados e finitas transicoes entre eles, onde o
sistema passa de um estado para outro por meio de eventos. Esta ¢ uma defini¢cdo simplificada
de um autémato estocastico.

O sistema pode encontrar-se em qualquer um de seus estados, os quais sintetizam as informa-
coOes relativas as entradas anteriores e informam ainda os possiveis comportamentos do sistema
diante das entradas seguintes [10].

A denominacao de estocéasticos atribuida a esses automatos dé-se pela razao do tempo ser
tratado como uma variavel aleatéria, a qual obedece uma distribuicao exponencial na escala de
tempo continua, ou geométrica no caso de escala de tempo discreta. Neste estudo utiliza-se a
escala de tempo continua.

2.1.2 Estados Locais e Globais

Existem duas formas de observar estados em um modelo SAN. Uma forma é observar o
estado individual de cada autdmato pertencente ao modelo, chamado este de estado local. Ou-
tra, é considerar a combinacao dos estados de todos os autématos envolvidos no modelo, o qual
denomina-se de estado global do sistema. Portanto, a mudanca do estado de qualquer autdémato
do modelo, necessariamente acarretard na mudanca do estado global do sistema.

As mudancas de estados locais nos autématos ocorrem através de transi¢oes, que por sua vez
sao disparadas pela ocorréncia de eventos ao longo do tempo. Cada transi¢ao deve ter ao menos
um evento associado a ela, podendo este ser um evento local ou sincronizante.

2.1.3 Eventos Locais e Sincronizantes

Pode-se definir um evento como uma agao relevante que modifica o estado global do sistema.
Os eventos estao diretamente associados as transicoes do modelo, isto é, sempre que um evento
ocorre, uma ou mais transicoes sao realizadas.

Em SAN, os eventos podem ser de dois tipos, locais ou sincronizantes. Eventos locais sao
aqueles que modificam o estado local de um tinico automato sem interferir no estado local dos
demais automatos do modelo. Estes eventos sao normalmente utilizados quando se quer modelar
comportamentos independentes entre autdématos.

Por outro lado, é possivel modelar sincronismo entre dois ou mais automatos através de
eventos sincronizantes. Estes eventos disparam transi¢oes em mais de um autémato, modifi-
cando assim os estados locais dos automatos envolvidos.

Todo modelo SAN para estar completo deve apresentar uma tabela de eventos. Esta tabela
contém os identificadores dos eventos, as taxas de ocorréncias e ainda o tipo de cada evento
pertencente ao modelo. Deve-se consultar essa tabela para distinguir os eventos locais dos sin-
cronizantes, uma vez que a representacao grafica nao apresenta tal informagao.
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A Figura 2.1 apresenta um modelo SAN formado por dois autématos com trés eventos locais
e um evento sincronizante, como pode ser observado na Tabela 2.1.

o(1) 1M €4
€2

Figura 2.1: Modelo SAN com 2 autématos com evento sincronizante

Evento | Taxa de Ocorréncia Tipo
e1 m Local
€9 D Local
es3 T3 Sincronizante
e4 T4 Local

Tabela 2.1: Taxa de ocorréncia e tipo dos eventos do modelo SAN apresentado na Figura 2.1.

Neste exemplo, o autémato AW possui trés estados 0(1), 1M e 2(1), enquanto que o autémato
A® do modelo possui apenas dois estados 02) e 13, O modelo apresenta ainda quatro eventos,
sendo trés eventos locais (eq, e2 e e4) e um sincronizante (e3). Quando o evento sincronizante
(e3) ocorre, 0 autdomato AW passa do estado local 2(1) para 0V ao mesmo passo que o autémato
A® sai do estado 02 e vai para o estado 1(2).

2.1.4 Taxas e Probabilidades Funcionais

Todo evento em um modelo SAN deve ter associado a si uma taxa de ocorréncia e uma pro-
babilidade de rotacdao. Tanto a taxa de ocorréncia como a probabilidade de rotacao podem ser
definidas como valores constantes ou valores funcionais. Quando as taxas e/ou probabilidades
sao definidas como valores funcionais, estas sao entao ditas taxas e/ou probabilidades funcionais.
Neste caso, os valores assumidos por estas taxas e probabilidades dependem dos estados locais
dos demais autdématos do modelo.

A utilizacdo de taxas e probabilidades funcionais proporciona uma segunda possibilidade de
interacdo entre automatos nos modelos SAN, a outra possibilidade ¢ a utilizacao de eventos
sincronizantes! como visto anteriormente. As funcdes associadas com as taxas e/ou probabilida-

LA utilizacio de taxas e probabilidades funcionais nio est4 limitada aos eventos locais e podem ser empregadas
nos eventos sincronizantes exatamente como nos eventos locais.
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des permitem atribuir a um mesmo evento diferentes valores conforme o estado global do sistema.

o
‘ €5
€3 02
64(7’(’2) €1
(O
o(1) 1(1) €y
€2

Figura 2.2: Modelo SAN com dois autématos, um evento sincronizante e uma taxa funcional

Evento | Taxa de Ocorréncia Tipo
e1 a5l Local
es T9 Local
es T3 Local
e4 T4 Sincronizante
es fi Local

Tabela 2.2: Taxa de ocorréncia dos eventos do modelo SAN apresentado na Figura 2.2.

A Figura 2.2 apresenta um exemplo de modelo SAN com 2 autéomatos, o primeiro com 3
estados e o segundo com 2 estados. Neste exemplo, pode-se observar no autémato AW 3 uti-
lizacdo de probabilidades para as diferentes transicoes do evento sincronizante e4. Além disso,
analisando a Tabela 2.2, nota-se que o evento e; do autéomato A@ possui uma funcio f1 associ-
ada a sua taxa de ocorréncia. Dessa forma, a taxa de ocorréncia deste evento serd determinada
pela funcao fi.

A funcao fi por sua vez é definida por:

A1 se automato A esta no estado 0(;
fi=<0 seautomato A esta no estado 1();

Mo se automato AW esta no estado 2(1);

Isto significa que a transi¢ao do estado 0@ para o estado 13 ocorre com uma taxa de ocor-
réncia Aq, caso o autéomato A esteja no estado 0V, ocorre com uma taxa \g, caso o autéomato
AW esteja no estado 2(1) e néo ocorre caso o autémato A esteja no estado 1M

2.1.5 Funcao de Atingibilidade

Funcao de atingibilidade nada mais é do que uma fun¢ao booleana que determina os estados
atingiveis em um modelo SAN. Esta fun¢ao deve ser utilizada sempre que for identificado que um
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ou mais estados do sistema nunca serdo alcangados. Por outro lado, a funcao de atingibilidade
deve assumir o valor 1 caso todos os estados do modelo SAN sejam atingiveis.

Considerando a Figura 2.1 podemos supor, por exemplo, que o automato AM n3o pode se
encontrar no estado 2(Y) se o automato A estiver no estado 1(2), e vice-versa.

Para isto deve-se definir a seguinte funcio de atingibilidade?:

reachability = ! ((st AV == 2 && (st A®) == 12)));

Dessa forma, os possiveis estados globais desta SAN seriam: 0V0®) 0112 1MW) 1(1)1(2)
e 2003,

2.1.6 Funcoes de Integracao

As fungoes de integragao podem ser definidas em qualquer modelo SAN. A proposta destas
funcoes é obter a probabilidade do modelo encontrar-se em um determinado estado.

As funcdes de integracio® podem ser definidas de forma a avaliarem a probabilidade do modelo
estar em um conjunto de estados, podendo obter assim indices de desempenho e confiabilidade
do modelo. A avaliacao dessas funcoes é realizada sobre o vetor de probabilidades que contém
a probabilidade do modelo se encontrar em cada um de seus possiveis estados. Por exemplo,
considerando a SAN apresentada na Figura 2.2, a funcao de integracao f, definida abaixo,
avaliaria a probabilidade do autémato AM) estar no estado 2(1):

f=(st AW == 2

2.2 Solucao Estacionaria das SAN

2.2.1 Meétodos Numeéricos Iterativos

Existem alguns métodos iterativos que podem ser aplicados & resolugao das SAN, entre estes,
destaca-se: o método de Arnoldi, GMRES e o método da Poténcia implementados na ferramenta
PEPS [1]. Nestes métodos, a operagao basica é a multiplicacdo de um vetor de probabilidades
por uma matriz, ou seja, a cada iteracdo é gerada uma seqiiéncia 7(¥) de valores aproximados
do vetor de probabilidades estacionarias que devem convergir para a solug¢ao 7. Logo o nimero
de iteracoes torna-se um fator relevante na verificacao do custo total de aplicacao destes métodos.

O Método da Poténcia em especial serd o foco do estudo comparativo deste trabalho, uma
vez que serao estudados algoritmos de resolucao de SAN que se utilizam deste método. Todos
0s conceitos vistos nesta se¢ao podem ser encontrados com maiores detalhes em [6, 11, 17].

2A funcao de atingibilidade utiliza a mesma notacio da linguagem de programacio C.
®Da mesma forma que as funcoes de atingibilidade, as funcdes de integracio fazem uso da sintaxe da linguagem
de programacao C.
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O Método da Poténcia Tradicional

O principio basico deste método ¢, através da multiplicacio de um vetor de probabilidades (%)

por uma matriz de probabilidades P, obter o vetor solucao ou auto-vetor 7, isto se considerarmos
que a matriz P estara elevada no oo, ou seja, 7 = 7(®) P>, Normalmente, as solucdes dos
métodos iterativos, como é o caso do método da Poténcia, sao obtidas através de aproximacoes
constantes, onde uma solucao é considerada satisfatoria somente se obedece a algum critério de
tolerancia estabelecido. Este critério pode ser observado através da diferenca entre as iteracoes
anteriores e a atual iteracdo. Desta forma, a solucio esperada ¢ 7(") | e para sabermos seu valor
é necessario conhecer o valor de 7("~1)| e assim sucessivamente, como a seguir:

0 — 20 p
22 = O p
B = @ p

) — (1) p

Portanto, para o cdlculo do vetor de probabilidades estacionarias 7™, considera-se o esquema
iterativo descrito genericamente por ™ = z0=1 P No ambito da multiplicacio vetor-
descritor necessaria para solucao de modelos SAN, considera-se P uma dada matriz de transicao
@, que deve estar normalizada (aqui representada como %), somada a uma matriz identidade
I. Além disto, 7(9 pode ser um vetor de probabilidades inicialmente equiprovavel, ou um vetor
inicializado com probabilidades pré-definidas segundo algum critério. A solucao que buscamos
neste caso é um vetor de probabilidades normalizado, onde a soma de seus elementos ¢é igual a
1. Logo, o sistema linear a resolver é:

Considerando que um descritor SAN é um gerador infinitesimal dado por (% + 1), a solucao
estacionaria de uma SAN ¢é simplesmente a resolucdo deste sistema linear. Neste caso, com
matrizes de transigao, realiza-se o seguinte esquema de iteragoes:

M — p(n=1) (% + I) (2.1)

Neste esquema de iteracoes demonstrado na Equacao 2.1, tem-se o termo (% + I) que re-
presenta uma matriz de probabilidade (denominada matriz P anteriormente). Logo, o esquema
iterativo pode ser representado por:



2.3. O DESCRITOR MARKOVIANO DAS SAN 29

3
1
-
=

|

3
—
S

+
~
N——

3
B
w
&

|

3
—
(V)
)

3
S
|
3
G
TN TN TN

DO PO BIO
+
~
N————

_.I_
~
N———

™ = g1 (%—i—[)

Note que o esquema iterativo pode também ser descrito como:

2 =D 4 e % (2.2)

2.3 O Descritor Markoviano das SAN

Para entender o Descritor Markoviano das SAN, primeiramente é necessario compreender o
conceito de matriz de transicao de um autéomato estocastico.

A matriz de transicdo de um automato estocastico nada mais é que uma representacao ma-
tricial das possiveis trocas de estados do autdémato, levando-se em conta também as taxas das
transicoes.

Para entender como pode-se obter a matriz de transicao correspondente a um determinado
automato estocéstico, consideremos a cadeia de Markov descrita na Figura 2.3. A matriz de
transicao () desta cadeia de Markov ¢ uma matriz quadrada de ordem n¢ igual ao ntumero de
estados pertencentes a esta cadeia, neste caso, ng = 4 (estados A, B, C' e D respectivamente).

Figura 2.3: Exemplo de cadeia de Markov

Cada linha e cada coluna da matriz de transicao () é associada a um estado da cadeia de
Markov segundo a ordem lexicografica dos mesmos. Logo, considerando o exemplo dado, a
primeira linha e a primeira coluna de () correspondem ao estado A, a segunda linha e a segunda
coluna correspondem ao estado B, assim como a terceira linha e a terceira coluna correspondem
ao estado C, e a quarta linha e quarta coluna ao estado D). Sendo assim, a matriz de transi¢cao
@ correspondente & cadeia de Markov representada pela Figura 2.3 é:
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—T1 1 0 0

0= 0 —m Ty 0

o Ts 0 —(T4+T5) 74
U 0 —(73)

Os elementos ¢;; de uma matriz () correspondem as taxas de disparo das transigoes do auto-
mato estocastico que se estd sendo representando, considerando o estado associado a linha ¢
como o estado de partida da transicao e o estado associado & coluna j o estado de chegada desta
mesma transicao. Dessa forma, obtém-se os elementos nao-diagonais da matriz (), os elementos
da diagonal principal desta matriz sao definidos de forma a ser nula a soma dos elementos em
cada uma das linhas da matriz. Assim, a diagonal expressard o ajuste necessario para que a
soma de todos os elementos de cada linha seja igual a zero. Portanto, os elementos da diagonal
principal serdao necessariamente negativos ou nulos.

O formalismo SAN fornece uma descri¢gao compacta da matriz de transi¢ao (gerador infinite-
simal) correspondente & Cadeia de Markov associada ao modelo completo, a qual é chamada de
Descritor Markoviano. Essa é mais uma vantagem do formalismo SAN em relacao aos demais
formalismos.

O descritor Markoviano, considerando as matrizes de transicao de cada autémato do modelo,
descreve de forma algébrica o gerador infinitesimal da cadeia de Markov associada & SAN [6, 15].

Cada automato estocastico A® de uma modelo SAN possui uma matriz de transicio local
Q;Z), que agrupa todas as taxas correspondentes as transigoes locais, e 2F matrizes de transigao
sincronizantes, as quais agrupam todas as taxas de transi¢coes dos eventos sincronizantes e do
conjunto ¢, chamadas Qg e Qiz_), onde F ¢ o total de eventos sincronizantes do modelo SAN e ¢
é o conjunto de identificadores destes eventos. Estas matrizes de transicao, locais e sincronizan-
tes, sao utilizadas para expressar o descritor Markoviano de uma rede de autdématos estocasticos,
como apresentado nas secoes subseqiientes.

2.3.1 Definicao do Descritor Markoviano

O descritor Markoviano de uma rede de automatos estocésticos é descrito através de ope-
racoes tensoriais entre as matrizes de transicao do modelo. Este descritor é expresso em duas
partes: a parte local, que corresponde as transi¢oes locais de cada autéomato do modelo, e a parte

sincronizante, que corresponde as transicoes disparadas pelos eventos sincronizantes pertencentes
ao modelo SAN.

Parte Local do Descritor Markoviano

A parte local do descritor Markoviano é definida por uma soma tensorial das matrizes locais
de cada automato do modelo, como segue:

Q=D e
=1
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Considerando o exemplo de modelo SAN apresentado pela Figura 2.1, vejamos como seriam
descritos os seus eventos locais. Para cada automato A® do modelo, existe uma matriz de
transicao local in) associada. Logo, para o exemplo da Figura 2.1 tem-se duas matrizes locais,
Ql(l) e Ql(z). A matriz de transicao local Q); do automato equivalente a esta rede de automatos
estocasticos corresponde a soma tensorial das matrizes de transicoes locais, como é mostrado a
seguir:

=000~ 0o nn|®() ")

0 0 0 ™o
—(m1) 0 1 0 0 0
T4 —(T1 + T4) 0 T1 0 0
o 0 0 —(Tz) 0 T2 0
Q= 0 0 . —(n+m)|0 0w
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 7y —(Ta)

Portanto, uma matriz de transicao local agrupa todas as taxas dos eventos locais do autémato.
Se o modelo SAN da Figura 2.1 apresentasse somente eventos locais, o gerador infinitesimal @
do autémato equivalente a este modelo seria simplesmente & soma tensorial* das matrizes de
transicao locais do modelo.

Parte Sincronizante do Descritor Markoviano

A parte sincronizante do descritor Markoviano é composta pelas matrizes de transicao dos
eventos sincronizantes do modelo SAN. Para cada evento sincronizante e para cada autémato
do modelo sao descritas duas matrizes: uma descrevendo as ocorréncias do evento sincronizante
(matriz positiva), e a outra (matriz negativa) descrevendo o ajuste diagonal correspondente a
cada taxa descrita na matriz de ocorréncia.

Para cada evento sincronizante do modelo SAN ¢é definido um autémato mestre e um ou mais
automatos escravos, dentre os automatos que sofrem influéncia destes eventos. Podem ainda exis-
tir automatos que nao sao influenciados por determinados eventos sincronizantes. Neste caso, as
matrizes positivas e negativas destes eventos para estes autdmatos serao matrizes identidade, uma
vez que nao ocorrerd nenhuma mudanca de estado nestes automatos em decorréncia de tal evento.

A matriz positiva correspondente ao autdémato mestre contém a taxa de disparo de um dado
evento sincronizante e, enquanto que as matrizes positivas dos autdématos escravos contém uma
taxa de disparo igual a um, ou igual a probabilidade da transicdo relacionada ao evento ocorrer.
Vejamos a parte sincronizante positiva do modelo SAN da Figura 2.1 considerando o automato
A®M mestre para o evento sincronizante es:

1) o @ R 0 1
Q=Qz®Qy=| 000 ®(OO)

€3 €3
T3

*A defini¢do de soma e produto tensorial pode ser vista no apéndice A.
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0 0]/0 0]0 0
0 0/0 0[0 0

|0 0ofJoofo o
Qsr=10 0lo olo o
0 73]/0 0[]0 0

0 0/0 0[0 0

As matrizes de ajuste diagonal, ou matrizes negativas, possuem apenas elementos na diagonal
principal, os quais correspondem aos ajustes correspondentes as taxas apresentadas nas matrizes
positivas. Na matriz do autémato mestre, a taxa ¢ igual a da matriz positiva, porém negativa, ao
passo que nas matrizes dos autématos escravos, as taxas sao sempre iguais a um. Sendo assim,
para o exemplo da Figura 2.1 teriamos as seguintes matrizes negativas, considerando o autémato
A®M como mestre:

(1) @) SO 10
Q; =0 ®Q=[00 o0 ®(00>
0 0 —13

0 0lo ol o o
0 0l0 0| 0 O
Q_oooooo
es | 0o o0l0 O] O O
0 0[]0 O]—-m 0
0 0l0 0| 0 O

Portanto, para cada evento sincronizante do modelo SAN sao descritos dois produtos tenso-
riais, um produto das matrizes positivas e outro das matrizes negativas, sendo definido generi-
camente pela seguinte equacao:

Q=X | ® el+®, e’
=1

ece i=1

O Descritor Markoviano Completo

Como dito anteriormente, o descritor Markoviano é composto de duas partes, a parte corres-
pondente as matrizes de transi¢ao locais e a parte contendo as matrizes sincronizantes (positivas
e negativas). Sendo assim, o descritor Markoviano completo para o exemplo da Figura 2.1 pode
ser descrito da seguinte forma:
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Q = Q" @ @Y
g
Q" ® Qijﬁ

e; P
1) (2)
Qeg ? Qeg

Resultando para este exemplo no seguinte descritor Markoviano:

—(m1) 0 1 0 0 0
T4 —(711 + 74) 0 sl 0 0
B 0 0 —(12) 0 T 0
Q - 0 0 T4 —(7'2 + 7'4) 0 T2
0 T3 0 0 —(Tg) 0

0 0 0 0 i —(Ta)

Portanto, considerando que o descritor Markoviano completo é a soma da parte local com a
parte sincronizante de cada autémato do modelo SAN, pode-se descrevé-lo genericamente atra-
vés da seguinte equagao:

n n

=@, "+ 2 [ ®, e+ R,
i=1

i=1 ece \ i=1

Considerando ainda que uma soma tensorial entre matrizes é decomposta na soma convenci-
onal de produtos tensoriais destas matrizes ®, o descritor Markoviano pode ser descrito de outra
forma como mostra a Tabela 2.3, a qual apresenta todas as matrizes de transicao necessarias
para descrever uma rede de automatos estocasticos.

2.4 Técnica Shuffle

Também conhecida como Técnica de Embaralhamento, a técnica Shuffle® [2, 6, 8] implementa
uma, técnica tradicional utilizada em uma das operacoes fundamentais realizadas pelos métodos
iterativos, a multiplicacdo de um vetor de probabilidades v, pelo gerador infinitesimal ). Esta
multiplicagao é dada pela seguinte expressao, sendo N o nimero de autématos na rede, e E o
naumero de eventos sincronizantes:

(N+2E) [ N " (N+2E) N 0
V@ =v Z; ®g Q| = Z; v ®g Q5
J= i=1 J= i=1

A definicao de soma tensorial pode ser vista em detalhes na secao A.1.2 do apéndice A.
®A técnica ou algoritmo Shuffle foi desenvolvido por Fernandes, Plateau e Stewart [8]. Apesar de ndo ter
recebido inicialmente esta denominagao, o mesmo vem sendo recentemente denominado como tal [3].
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1
Poe L, ® 9 Iy, © I,
g 5 g g9 g9
L, © Q7 © @ Iy, ©® Iny
g g g9 g9
N
ITL1 X In2 X e ® Ql(Nfl) ® ITLN
g g g g N
Im ® In2 ® ® InN—l ® Ql()
z g g g g
QY © Q¥ © ... o QWY o QW
g g g9 g9
e’ :
Q. ® Qp e - o QY e QfY
2E’ g g g9 g9
N— N
QY o Q¥ o QMY e QWY
g g g g
o
(1) @) (N-1) (V)
) & QY w o QWY g QW
E g E g g9 E g9 E

Tabela 2.3: Descritor Markoviano

Em especial, sao tratadas as particularidades envolvidas na seguinte operacao de multiplica-
Gao:

> o)
v ®g o
i=1

A seguir, serao estabelecidas algumas defini¢des sobre seqiiéncias finitas de matrizes, impor-
tantes para a apresentagao do algoritmo utilizado no método Shuffie.

Sejam
n; dimensao da i-ésima matriz de uma seqiiéncia;

nleft;  produto das dimensdes de todas as matrizes & esquerda da i-ésima matriz de uma
seqiiéncia, i.e., H2;11 ng (caso particular: nleft; = 1);

nright; produto das dimensoes de todas as matrizes & direita da ¢-ésima matriz de uma
seqiiéncia, i.e., H]k\[:Hl ng (caso particular: nrighty = 1);
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n; produto das dimensoes de todas as matrizes exceto a i-ésima matriz de uma seqiién-
. . N _ .
cia, i.e., szl,k#i nk (n; = nleft; nright;);

Veremos na proxima secao que através da propriedade de decomposicao de produtos tensoriais
a multiplicacao de um vetor v pelo termo ®Z]\i 1 Q" pode ser reescrita de uma forma mais mo-
dular utilizando-se fatores normais. Fator normal é um caso especial de produto tensorial entre

uma matriz ) e uma matriz identidade I, sendo dois fatores normais possiveis: Q ® I e I ® Q.
g g
Assim, a implementacao desta operacao torna-se mais flexivel.

2.4.1 Multiplicagao de Fatores Normais

Com o intuito de decompor o termo ®l]\i 1 Q1 e assim facilitar a operacio de multiplicacio
do vetor pelo termo, faz-se uso da propriedade de decomposicao de produtos tensoriais mostrada
abaixo.

N o N A
® AD = H (Inlefti ® AD ® Inrz‘ghti)

i=1 i=1
N ; . . .
Dessa forma, o termo @), QY pode ser reescrito da seguinte maneira:

Q(l) ® Q(Q) ® ... R Q(Nfl) ® Q(N) — Q(l) ® Inrightl X
Inleftg @ Q(z) @ Inrightg X

InleftN,l & Q(N_l) b2y Inm'ghtN,1 X
InleftN ® Q(N)

Essa nova forma de calcular o produto tensorial entre as matrizes da SAN simplifica bastante
a multiplicagao do vetor v pelo descritor infinitesimal ). Pois agora, é possivel multiplicar o vetor
por cada fator normal individualmente, podendo-se criar fases bem distintas. Assim, o calculo
como um todo se torna mais modular e o custo com memoéria diminui consideravelmente, uma
vez que nao é mais necessario gerar todo o descritor Markoviano antes de efetuar a multiplicagao
com o vetor.

Vale salientar que tudo isso é possivel gracas a propriedade de associatividade da multipli-
cacdo (convencional) de matrizes. Além disto, a propriedade da comutatividade entre fatores
normais (citada na Equagao A.13 da Se¢ao A.1.3) permite a multiplica¢do de fatores normais em
qualquer ordem, se necessario.

Sendo assim, para calcular o produto vetor-descritor, basta multiplicar o vetor v pelo pri-
meiro fator normal, multiplicar entao o resultado pelo segundo fator normal, e assim por diante,
até o ultimo dos fatores normais.

Por exemplo, considerando as trés matrizes A, A@ e A®) anteriormente terfamos o se-
guinte produto a resolver:
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v x (AY @ A® @ AB))

Aplicando a propriedade de decomposi¢do de produtos tensoriais, temos agora as seguintes
operacoes a realizar:

v X (AY @ I, @ I,) X (In, ® AD @ I,,) x (In, ® I, ® A®))

Ou simplesmente:

v X (A(l) ® Im"ightl) X (Inleftg ® A(Q) ® Inrightg) X (Inleftg ® A(g))

Portanto, genericamente temos:

v X (A(l) ® Im"ightl) X (Inleftg ® A(Z) ® Inm’ghtg) X oo X (InleftN b2y A(N))

Onde, N é o nimero total de matrizes da SAN.

Claramente nota-se que agora é possivel realizar a multiplicacao do vetor por cada matriz
individualmente, nao sendo mais necessario trabalhar com todas as matrizes em um mesmo mo-
mento.

Nas proximas se¢oes veremos como funciona e como foi implementado o algoritmo de Deslo-
camento para a multiplicacao do vetor v por cada tipo de fator normal.

Multiplicacdo do Ultimo Fator Normal

A multiplicagao do vetor v pelo ultimo fator normal é dada por:

v X InleftN ® Q(N)

Sabe-se que o produto tensorial de uma matriz identidade por uma matriz M qualquer sem-
pre resulta em uma matriz de blocos diagonais, onde cada bloco é a propria matriz M. Logo, a
matriz resultante do produto tensorial I cf¢, ® QW) ¢ uma matriz de nlefty blocos diagonais,
onde cada bloco ¢ simplesmente a matriz Q). Dessa forma, podemos dividir o vetor v em
nlefty vetores (chamados de z;,) com ny elementos e multiplicar cada um destes com a matriz
QW) que corresponde ao bloco diagonal da matriz resultante. A Figura 2.4 ilustra como seria
este procedimento.

O Algoritmo 2.1 mostra os passos da multiplicagdo v X I ey @ QW) . Este algoritmo possui
um [oop principal (linha 2) que realiza cada multiplicagao do vetor z;, pela matriz QW) Interna-
mente, existem ainda dois outros lagos (linha 4 e 10) que servem para gerar o vetor z;, extraindo
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v [nleff,y & Q(N)

ny QW)

L J L _

Figura 2.4: Multiplicagao v X ey ® QY

valores do vetor v, como mostra a Figura 2.5, e para acumular os resultados da multiplicagdo no
vetor v. Na linha 8 ocorre a multiplicacio propriamente dita do vetor z;, pela matriz Q&) e o
resultado armazenado em outro vetor denominado z,,; de mesmo tamanho do vetor z;,. Note
que todo o procedimento é realizado apenas com a utilizacdo do vetor v e da matriz QW) nao
sendo necessario gerar a matriz e fiy ® Q™) em nenhum momento.

Zin
[teragao 1 [ cee }
Zin ’ .
[teracao 2 [ }
Zin

[teracao nlefty

Figura 2.5: Algoritmo de multiplicacdo do tltimo fator normal

Multiplicagao do Primeiro Fator Normal

A multiplicacao do vetor v pelo primeiro fator normal é dada por:
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Algoritmo 2.1

1 base =0;

2 for k=1,2,..., nlefty

3 do index = base + 1;

4 for [ =1,2,...,ny

5 do z;,[l] = v[index];

6 index = index + 1;
7 end do

8 multiply  zow = zin X QW);
9 index = base + 1;

10 for [ =1,2,...,ny

11 do vlindex| = zou[l];
12 index = index + 1;
13 end do

14 base = base + ny;

15 end do

Algoritmo 2.1: Multiplicacdo v X Ipjepiy @ Q(N)

v X Q(l) ® Inm'ghtl

A multiplicacdo do vetor v pelo primeiro fator normal é semelhante a do ultimo fator normal,
a unica diferenca estd no processo de extragao dos valores do vetor v para gerar cada vetor zj,.
Essa diferenca se da pelo fato da matriz QY @ I nright; Possuir uma forma distinta em relagao a
matriz envolvida na outra multiplicacao, veja abaixo:

1 1 1
qgglnrz‘ghtl Q§7Q)Inright1 o Q§,,)11 Im"ightl
(1)I . I .. . I ..
(1) QQJ nrighty QQQ nrighty Q27n1 nrighty
Q ® Inm’ghn = . . .
& 1) 1
qnhllnrightl qn11721nright1 e qnllmllnrz‘ghtl

Dessa forma, para gerar o vetor z;, nao basta extrair ny elementos consecutivos do vetor
v, é preciso extrair os elementos alternadamente, como mostra a Figura 2.6. Isto é, tem-se que
buscar um elemento a cada nright; elementos do vetor v.

O algoritmo 2.2 apresenta a multiplicacao do vetor v pela matriz QW Iyright, - Este al-
goritmo forma nright; vetores z;, buscando os elementos alternadamente no vetor v (linhas
4-7). Realiza a multiplicacio do vetor z;, pela matriz QM) (linha 8) e acumula o resultado no
vetor auxiliar z,,. Este vetor entao é atribuido ao vetor v (linhas 10-13) que ao final contera o
resultado de toda a operacao.
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nright, nright,

S TR R P N YR N

TT 1)

Zin

Iteragao 1

Iteragao 2

Zin
[teragao nright,

Figura 2.6: Execugao da multiplicacao do primeiro fator normal

Multiplicagao Completa

A multiplicagdo do vetor v pelos demais fatores normais (do segundo fator normal ao pentl-
timo fator normal) é realizada com a combinagao das duas outras. A técnica béasica consiste em
aplicar a propriedade da pseudo-comutatividade do fator normal:

Inlefti ® Q(Z) ® I"”thi =Py x (Inlefti ® Inm’ghti o2y Q(Z)> PO'T
onde o é a permutagao que vai de{l,...,i—1,i,5+1,...,N} (2.3)
af{l,...i—1i+1,...,N,i}.

Isto nos leva a sempre multiplicar os fatores normais, inclusive o primeiro e o tultimo, da
seguinte maneira:

Inlefti ® Inm’ghti ® Q(Z) = Iﬁi ® Q(Z)

As multiplicacoes sao realizadas sempre de acordo com a posicio da matriz Q). O Algo-
ritmo 2.3 resume os passos implementados para multiplicar um vetor v por um produto tensorial
®£\L1Q(i). Neste algoritmo os fatores normais sao tratados do primeiro ao tultimo. Entretanto,
de acordo com a propriedade da comutatividade dos fatores normais, outra ordem pode também
ser aplicada. Note que as multiplicagoes pelo primeiro e pelo ultimo fator normal também sao
cobertos por este algoritmo, logo os algoritmos 2.1 e 2.2 nao precisam serem implementados, sao
usados apenas para o entendimento.

O Algoritmo 2.3 forma nleft; x nright; vetores z;, buscando os elementos nas posicoes cor-
retas do vetor v (linhas 6-9), conforme o nright;. Em seguida, realiza a multiplicagdo do vetor
Zin pela matriz Q(i) (linha 10) e acumula o resultado no vetor auxiliar z,,:. Este vetor entdo é
atribuido, de forma analoga a extragao, ao vetor v (linhas 12-15) que ao final tera o resultado de
toda a multiplicagao.
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Algoritmo 2.2

1 base =0;

2 for j=1,2,..., nright,

3 do index = base + j;

4 for [ =1,2,...,n

5 do z;,[l] = v[index];

6 index = index + nrighty;
7 end do

8 multiply  zow = zin x QW;
9 index = base + j;

10 for [ =1,2,...,m

11 do vlindex| = zou[l];

12 index = index + nrighty;
13 end do

14 end do

Algoritmo 2.2: Multiplicacao v X QW Inright

2.4.2 Etapas da Multiplicagao Vetor-Descritor

Esta secao apresenta através de um exemplo todas as etapas que constituem o procedimento
de multiplicacao vetor-descritor.

Considere um modelo SAN definido por trés automatos: AL, A@ e AG).

Multiplicagao da Parte Local

A multiplicacao do vetor v pela parte local do descritor passa pelos seguintes termos, sendo
Ql(z) o descritor correspondente & descricao das transicoes locais de cada autéomato 4:

WLy ® Ly Ly ©QP ©Ly Iy © 1,0 QY
g g g g g g

Cada termo ¢é multiplicado pelo vetor v previamente inicializado. O resultado de cada mul-
tiplicacao é entao acumulado em um vetor auxiliar w. Apos realizar as multiplicacdes com cada
um dos trés termos, o valor resultante acumulado no vetor w é entao atribuido novamente as
posigoes de v. O que ocorre, na realidade, resume-se nas seguintes operagoes:

v X ( 51) ® I, ® I,,,) — Resultado armazenado no vetor w
g g

v X (In,

«®

Ql(z) ® I,,) — Resultado acumulado no vetor w
9

v X (In, @ In, ® Ql(g)) — Resultado acumulado no vetor w
g g
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Algoritmo 2.3

1 fori=1,2,...,N

2 do base=0;

3 for k=1,2,..., nleft;

4 do for j=1,2,..., nright;

5 do index = base + j;

6 for 1 =1,2,...,n;

7 do z;,[l] = v[index];

8 index = index + nright;;
9 end do

10 multiply  zour = zip X QW:
11 index = base + j;

12 for l=1,2,...,n;

13 do v[indez| = zou[l];

14 index = index + nright;;
15 end do

16 end do

17 base = base + (nright; x n;);

18 end do

19 end do

Algoritmo 2.3: Multiplicagao v X ®£1Q(i)

Multiplicagao da Parte Sincronizante

Deve-se multiplicar o vetor v pelo descritor de cada evento sincronizante e;. Supondo que a
SAN possua trés eventos sincronizantes (e1, ea € e3), as seguintes operacoes sao necessarias:

y X (In, @In, ® Qg)) — Resultado armazenado no vetor z

Resultados em z sao entao acumulados no vetor w



42 CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS

v X (Qey ® I, ® Ip,,) — Resultado armazenado no vetor z
g g

8
X

(In, ® Q&? ® In,) — Resultado armazenado no vetor y
g g
y X (In, @I, ® QS;)) — Resultado acumulado no vetor z
g g

Resultados em z sao entao acumulados no vetor w

E importante salientar que a multiplicacdo pela parte sincronizante deve ser realizada tanto
para a parte positiva quanto para a parte negativa, portanto o procedimento acima deve ser
realizado duas vezes.

Ao final, o vetor auxiliar w contém o resultado da multiplicacao do vetor v pelo descritor
Markoviano do modelo, mostrado de forma geral na Tabela 2.3, ou seja:

w=v[(@D, ) +(®, QD+ (®, Q)=
i=1 j=1

J=1

(N+2E

) N
Q=3 Q)
J=1 =1

2.4.3 Custo Computacional

O custo computacional do algoritmo Shuffle, segundo seus criadores[8], para realizar o pro-
duto de um vetor por um termo tensorial é obtido pelo niimero de multiplicacdes vetor-matriz
executadas (linha 10 do Algoritmo 2.3). Para cada iteracdao ¢ do algoritmo sdo executadas
nleft; x nright; multiplicagbes vetor-matriz com matrizes de tamanho n;. Supondo que as ma-
trizes Q) nio possuem elementos nulos, o nimero de multiplicacdes para cada produto vetor-
matriz ¢ igual a (n;)?. Lembrando que n; x n; = nleft; x nright; x n; = Hiil n;, o custo
computacional do Algoritmo Shuffle é definido por:

N N N
(’fli X (nz)Q) = an X an (2.4)
; =1 =1

=1

Porém, normalmente as matrizes Q¥ possuem um nimero consideravel de elementos nulos,
os quais sao desconsiderados pelo algoritmo. Logo, o nimero de multiplicacdes para cada pro-
duto vetor-matriz sera, freqiientemente, inferior a (n;)2. Assim, sendo nz; o ntimero de elementos
nio nulos de uma dada matriz Q®, o custo computacional apresentado neste algoritmo é entao:

N N Nz
(n; x TLZZ) = an X n—l (2.5)
i=1 !

i=1 i=1
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Na pratica, considerando que para obter as solugoes estacionérias dos modelos SAN é ne-
cessario multiplicar um vetor de probabilidades pelo Descritor Markoviano completo do modelo,
tem-se um custo computacional dado por:

1+2F N N nz(k)
> (H”XZ n ) (2.6)
k=1 \i=1 i=1 v

O capitulo seguinte apresenta uma descricao detalhada da técnica Slice, bem como os prin-
cipais trechos de seu algoritmo.
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Capitulo 3

Técnica de Fatiamento ou Slice

O principal problema para a resolugao de Redes de Automatos Estocésticos (SAN) vem sendo
ao longo do tempo a explosao do espago de estados. Isso se deve ao fato de que para resolver
uma SAN é necessario realizar a multiplicacao de um vetor de probabilidades pelo gerador in-
finitesimal, operacao que normalmente envolve uma grande quantidade de dados, exigindo um
alto processamento e uso de memoéria. Com o intuito de minimizar a utilizagdo de recursos com-
putacionais, diferentes técnicas vém sendo estudadas, entre elas destacam-se a técnica Shuffle!
[2, 6, 8] e a técnica Slice [9].

A técnica Slice é uma técnica recentemente descoberta que implementa a resolucao de Redes
de Automatos Estocasticos (SAN). A operagao fundamental realizada nesta técnica, assim como
na maioria das outras técnicas semelhantes, é a multiplicacao de um vetor de probabilidades v
pelo gerador infinitesimal ). Esta multiplicagdo é dada genericamente pela seguinte expressao,
sendo N o nimero de autématos na rede, e E o niimero de eventos sincronizantes:

(N+2E)

N . ) A
vQ = v Zl ®g Qy) _ ' v ®g Q§z)
j= i=1 j

Em especial, serao tratadas as particularidades envolvidas na execucao e na implementacao
da operacao de multiplicacao apresentada a seguir, visto que esta é a operagao fundamental para
a resolucao de modelos SAN.

N B
v Q,Q"
1=1

Todas as defini¢oes estabelecidas na secao 2.4 do capitulo 2 sobre seqiiéncias finitas de ma-
trizes serao da mesma forma utilizadas neste capitulo na definicao do algoritmo da técnica Slice.

'O algoritmo Shuffle foi desenvolvido por Fernandes, Plateau e Stewart [8]. Apesar de nio ter recebido
inicialmente esta denominagao, o mesmo vem sendo recentemente denominado como tal [3].
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Para realizar a multiplicacao vetor-descritor, a técnica Slice, utilizando-se de propriedades da
algebra tensorial, introduz uma nova forma de decompor esta operacao, chamada de Decompo-
si¢ao Aditiva em Fatores Normais Unitdrios Aditivos, a qual é abordada nas se¢oes subseqiientes.

3.1 Fatores Normais Unitarios Aditivos

Fatores Normais Unitarios Aditivos é uma nova maneira de decompor um produto tensorial
qualquer. O objetivo é reduzir as operagdes necesséarias para executar a multiplicacao de um
dado vetor 7() por um produto tensorial entre matrizes.

Os fatores normais unitéarios aditivos levam em consideracao as primeiras (N — 1) matrizes
componentes do produto tensorial, onde N é o niimero total de matrizes envolvidas na operacao.
Cada fator normal unitario aditivo (AUNF) p; é constituido pelo produto tensorial da matriz
resultante do produto tensorial entre as primeiras (/N — 1) matrizes contendo apenas um elemento
nao-nulo por vez, pela ultima matriz N.

T exem rodu nsori n matrizes tém ordem n= Ti r-
Por exemplo, o produto tensorial A ® B ® C, onde as matrizes tém orde 2, teria a fo
macao dos seguintes fatores normais unitarios aditivos:

1° Fator Normal Unitario Aditivo (p;)

al 1)11 00 O
0 010 O 2 Cc11 €12
0 010 O Co1 €22
0 00 O
2° Fator Normal Unitario Aditivo (p2)
0 aj1bi2]0 0
0 0 0 0 ® C11 C12
0 0 0 0 C21 €22
0 0 0 0
3° Fator Normal Unitario Aditivo (p3)
0 0[O0 O
ai; boy 010 0 ® €11 C12
0 010 O C21 €22
0 0[O0 O
16° Fator Normal Unitéario Aditivo (pi¢)
0 0|0 0
0 0|0 0 ® C11 C12
0 00 0 C21 €22
0 0|0 ago b22
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Esta decomposi¢ao é chamada de Decomposi¢io Aditiva em Fatores Normais Unitdrios Adi-
tivos, uma vez que os termos sao somados. Ao multiplicarmos cada AUNF p; pelo vetor de
probabilidades 7, cada resultado é somado em um vetor acumulador II, que ao final das multi-
plicacoes conterd a solu¢do do modelo. Segundo Webber [18], para diversos modelos tem-se um
ganho significativo em termos do numero de multiplicacoes realizadas.

3.2 Etapas da Multiplicagcao Vetor-Descritor

Essa secao apresenta as etapas que constituem a multiplicacao vetor-descritor utilizando a
decomposicao em fatores normais unitérios aditivos.

A multiplicacdo vetor-descritor é composta pela multiplicacdo do vetor de probabilidades
pela parte local e pela parte sincronizante do descritor Markoviano, como veremos a seguir.

3.2.1 Multiplicagao da Parte Local

Considerando o exemplo anterior, a multiplicagao do vetor v pela parte local do descritor
. ) . . - .
passa pelos seguintes termos, sendo ();” o descritor correspondente & descrigao das transigoes
locais de cada autémato i:

QN @I, ely, L,oQPel, I,el,2qQ
g g g g g g

Cada termo ¢é multiplicado pelo vetor v previamente inicializado. O resultado de cada mul-
tiplicacao é entao acumulado em um vetor auxiliar w. Apos realizar as multiplicacdes com cada
um dos trés termos, o valor resultante acumulado no vetor w é entao atribuido novamente as
posigoes de v. O que ocorre, na realidade, resume-se nas seguintes operagoes:

v X (Ql(l) ® I, ® I,,) — Resultado armazenado em w
7 7

v X (In, ® Ql@) ® Ip,) — Resultado acumulado em w
g g

v X (I, ® I, ® Q§3)) — Resultado acumulado em w
g g
Na préatica, o algoritmo da técnica Slice realiza a multiplicacdo da parte local do descritor
fatiando cada um destes termos, como detalhado a seguir.

A multiplicagdo do vetor de probabilidades pelo gerador infinitesimal é dividida em duas
partes da mesma forma como o descritor Markoviano, conforme exposto na se¢do 2.3 do capitulo
2. A primeira parte corresponde a multiplicacdo do vetor de probabilidades pela parte local
do modelo SAN e a segunda a multiplicacao do mesmo vetor de probabilidades pela parte sin-
cronizante do modelo. Ao final, soma-se os vetores resultantes de cada uma destas operacoes
encontrando-se entao o vetor com o resultado final da multiplicacao do vetor de probabilidades
pelo descritor Markoviano.

A Tabela 3.1 apresenta a parte local do descritor Markoviano, a qual contém apenas as matri-
zes de transicao dos eventos locais do modelo SAN. Observa-se nesta tabela que a parte local do
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gerador infinitesimal é formado pelo somatorio de N produtos tensoriais de N matrizes. Sendo
assim, a multiplicacao do vetor de probabilidades pela parte local do gerador infinitesimal pode
ser dividida em N partes, onde cada uma corresponde a multiplicacao do vetor de probabilidades
pelo produto tensorial apresentado em cada linha da Tabela 3.1.

QY © I, © ® Iy, ® Iy
g g g g

Ly © QY e © Ly, © I

>IN

Iy, ® I ® © QY ® I,
g g g g N)

Iy, ® I, ® ® Ly, ® Q
g g g g

Tabela 3.1: Parte Local do Descritor Markoviano

Percebe-se ainda que cada produto tensorial é composto por N-1 matrizes identidades e ape-
nas uma matriz Q;Z), a qual pode conter qualquer valor em seus elementos, onde i é o indice do
automato no modelo SAN. Sabe-se que em um produto tensorial, as matrizes identidades nao
modificam os elementos das demais matrizes, apenas replicam e reposicionam estes valores na
matriz resultante. Dessa forma, a matriz resultante do produto tensorial de cada linha da Tabela
3.1 serd sempre uma matriz contendo os mesmos elementos da matriz Q;Z), porém replicados e
reposicionados. Portanto, a operacao de multiplicacao do vetor de probabilidades por cada um
destes produtos tensoriais resume-se em descobrir onde cada um dos elementos nao-nulos da ma-

triz Ql(i) seria posicionado na matriz resultante, pois assim basta multiplicar estes valores pelos
elementos correspondentes no vetor de probabilidades.

Na prética, o algoritmo da técnica Slice descobre apenas onde apareceria a primeira ocorrén-

. - . i . .
cia de cada valor nao-nulo da matriz Ql( ) na matriz resultante do produto tensorial. Sabendo-se
onde estaria posicionada a primeira ocorréncia do elemento e considerando a posi¢ao da matriz

Ql(i) no produto tensorial, é possivel descobrir quais valores do vetor de probabilidades devem
ser multiplicados por este elemento nao-nulo. O Algoritmo 3.1 mostra como é realizada a mul-

tiplicagao de um valor nao-nulo da matriz () pelos elementos correspondentes no vetor de
probabilidades, onde bi e bj sao inicializados respectlvamente com a linha e a coluna da primeira

ocorréncia de uma elemento nao-nulo da matriz Ql(i) na matriz resultante, nv é o tamanho do
vetor de probabilidades, ni a dimensao da matriz Ql(i), nRight é o produto das dimensoes de
todas as matrizes a direita da matriz Ql(i), vProb o vetor de probabilidades, dElem o elemento
nao-nulo da matriz Ql(i) e vRes o vetor acumulador resultante. E importante salientar que em

momento algum os produtos tensoriais entre as matrizes identidades e as matrizes Q§ ) sio rea-
lizados, reduzindo assim consideravelmente o custo computacional de toda operacao.

Para realizar a multiplicacao do vetor de probabilidades por cada um dos N produtos tenso-
riais descritos na Tabela 3.1, o algoritmo da técnica Slice executa nz; vezes o codlgo apresentado
no Algoritmo 3.1, onde nz; é o nimero de elementos nao-nulos da matriz Ql Portanto, para



3.2. ETAPAS DA MULTIPLICACAO VETOR-DESCRITOR 49

Algoritmo 3.1

1 while (bi <nv) and (bj < nv)
2 do i=U;

3 J = by;

4 for n=0,1,...,nRight — 1
5 do vRes[j] = vRes[j] + vProbi] * dElem;
6 1 =1+ 1;

7 J=i+L

8 end do

9 bi = bi + nRight % nz,

10 bj = bj + nRight * ni;

11 end do

Algoritmo 3.1: Multiplicagdo de um elemento nao-nulo de uma matriz Ql(i) pelo vetor de proba-
bilidades

realizar a multiplicacao completa do vetor de probabilidades pela parte local do descritor Mar-
koviano, basta executar repetidas vezes o codigo apresentado no Algoritmo 3.1.

3.2.2 Multiplicagao da Parte Sincronizante

E na multiplicacdo do vetor de probabilidades pela parte sincronizante do descritor Marko-
viano que se encontra a principal diferenca entre a técnica Slice e as demais, vejamos um exemplo.

Considerando trés matrizes de ordem n; = 2 e um vetor de probabilidades 7(® de tamanho
n = 8 (n1 X ny x ng), tem-se para este exemplo a definicio de (n1? x ng?) fatores normais

unitarios aditivos, um para cada elemento nao-nulo do produto tensorial A ® B. Vejamos entao
as etapas da multiplicagdo vetor-descritor para o termo A® B® C supondo as seguintes matrizes:

(3 e (i) e (i)

e Multiplicacio de 7(®) pelo 1° Fator Normal Unitario Aditivo (p;)

1><50‘00

0 0 0|0 0 9 10

x| o ofoo | ® 1 12)]
0 0|0 0

Este AUNF é decomposto em dois fatores normais tradicionais:

O OO O
&
VRS
O =
_ O
N~
I
3
=



50 CAPITULO 3. TECNICA DE FATIAMENTO OU SLICE

O vetor () terd dois elementos nio-nulos (ordem ny da tltima matriz).

O resultado em 7(?) ¢ entdao acumulado em um vetor acumulador II.

o Multiplicacio de 7(®) pelo 2° Fator Normal Unitario Aditivo (ps)

01><6‘00

0 0 0 [0 0 9 10

= x oo Too | ® 11 12)!
0 0 [0 0

01><6‘00

) 0 0 |o o 1 oY, _

x oo Tool® o1 ))="
0o o |o o

O resultado em 7(?) ¢ entdao acumulado em um vetor acumulador II.

e E assim por diante, chegando neste exemplo em um total de 16 fatores normais unitérios
aditivos. Todos sdo multiplicados pelo vetor 7(%) seguindo as mesmas etapas demonstradas
acima. Ao final de todas essas etapas, o vetor de probabilidades II conterd a solucdo do
produto tensorial.
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Temos entao basicamente duas operacoes que devem ser realizadas para cada AUNF com o
intuito de obter o vetor de probabilidades II. Essas operacdes sdo a multiplicacdo do vetor 7(9)
pelo primeiro termo do AUNF e a multiplicacio do vetor 71 pelo segundo termo deste mesmo
AUNF.

Para entender como o algoritmo da técnica Slice realiza a multiplicagdo do vetor de pro-
babilidades pela parte sincronizante do descritor Markoviano, vejamos na Tabela 3.2 a parte
sincronizante do gerador infinitesimal, que corresponde apenas as matrizes de transicao dos
eventos sincronizantes do modelo SAN.

QY o @ o - o QT e @
g g g g
et :
QY w QY e © QY o QW
g g g g
2. |2E
QY o Q2 e o QYY e QY
g g g g
.
(1) (2) (N-1) (N)
SR e e ® _ ® ,
B g B g g B g B

Tabela 3.2: Parte Sincronizante do Descritor Markoviano

A parte sincronizante do descritor Markoviano € dividida em duas partes, uma correspon-
dendo as matrizes positivas dos eventos sincronizantes e a outra referente as matrizes negativas
destes mesmos eventos. Observando-se a Tabela 3.2, nota-se que a parte das matrizes sincroni-
zantes positiva é exatamente igual a correspondente as matrizes negativas, podendo se diferenciar
apenas no contetido das matrizes. Por este motivo, sdo apresentados a seguir apenas os detalhes
do algoritmo da técnica Slice referentes a multiplicagdo do vetor de probabilidades pela parte
positiva do gerador infinitesimal, uma vez que a operacao envolvendo a parte negativa dos even-
tos sincronizantes é realizada da mesma maneira.

Observando novamente a Tabela 3.2, percebe-se que diferentemente da parte local, a parte
sincronizante do descritor Markoviano é composto por produtos tensoriais de matrizes que nao
sao necessariamente identidades, o que torna o calculo da multiplicacdo um pouco mais compli-
cado.

Assim como na multiplicagao pela parte local do gerador infinitesimal, é possivel modularizar
o calculo da parte sincronizante em multiplicacoes mais simples. Estas correspondem as multi-
plicacdes do vetor de probabilidades por cada produto tensorial das N matrizes de cada evento
sincronizante do modelo SAN, representados por cada linha da Tabela 3.2. Além disso, como
apresentado na se¢do 3.1, o produto tensorial entre as matrizes sincronizantes é decomposto em
diversos Fatores Normais Unitarios Aditivos, que por sua vez sdo decompostos em Fatores Nor-
mais Tradicionais, tornando o célculo ainda mais modularizado. Dessa forma, a multiplicacao
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do vetor de probabilidades pela parte sincronizante do descritor Markoviano resume-se a um
somatorio do resultado da multiplicacao do vetor de probabilidades pelo primeiro Fator Normal
Tradicional do AUNF, multiplicado pelo segundo Fator Normal Tradicional do mesmo AUNF.

O Algoritmo 3.2 apresenta em linhas gerais os passos implementados para realizar a multi-
plicacao do vetor de probabilidades vProb pela parte sincronizante do descritor Markoviano.

Algoritmo 3.2

1 fore=0,1,...,nE—1

2 do while AUNF = nextAUNF|()

3 do vAux = vProb x AUN Fi;

4 vRes = vRes + vAux x AUN Fy;
) end do

6 end do

Algoritmo 3.2: Multiplicagdo do vetor de probabilidades pela parte sincronizante do descritor
Markoviano

O Algoritmo 3.2 percorre todos os eventos sincronizantes através do laco na linha 1, onde
nE é o total de eventos sincronizantes do modelo SAN. Para cada evento, um novo laco (linha
2) percorre todos os Fatores Normais Unitarios Aditivos que compoem o produto tensorial en-
tre as matrizes sincronizantes deste evento. Enfim, para cada AUNF multiplica-se o vetor de
probabilidades v Prob pelo primeiro Fator Normal Tradicional do AUNF, e em seguida, o resul-
tado armazenado em vAux é multiplicado pelo segundo Fator Normal Tradicional do AUNF e
o resultado é acumulado no vetor vRes, que ao final conteréa o vetor resultado de toda a operacao.

Para descobrir cada um dos Fatores Normais Unitarios Aditivos dos eventos sincronizantes
de um modelo SAN, basta na verdade descobrir a linha, a coluna e o valor de cada um dos
elementos da matriz resultante do produto tensorial das N — 1 primeiras matrizes sincronizantes
do evento. O Algoritmo 3.3 apresenta o cddigo necessario para descobrir cada um destes valores
com suas respectivas linhas e colunas nesta matriz resultante, sem realizar de fato o produto
tensorial entre as matrizes.

O Algoritmo 3.3 mostra como foi implementada a rotina que descobre o elemento nao-nulo
de cada AUNF. Primeiramente, verifica-se se ¢ o primeiro AUNF para calcular (linha 1), se
for, é necessario percorrer todas as matrizes para pegar um elemento de cada para calcular o
elemento nao-nulo do AUNF. A linha 6 apresenta o lago que percorre as matrizes para pegar
seus elementos. Para otimizar este processo, as multiplicacoes entre os elementos das matrizes
a medida que estao sendo realizadas sao armazenadas (linha 10) em um vetor vFator, com o
intuito de serem reutilizadas quando necessério, conforme descrito em [4]. Dessa forma, nao é ne-
cessario percorrer todas as matrizes sempre que o elemento nao-nulo de um AUNF for calculado,
nem mesmo realizar todas as multiplica¢oes novamente. A fungdo nextFElem (linha 7) retorna
um elemento nao-nulo de uma determinada matriz, ou zero caso ja tenha retornado todos. Se
todos os elementos de uma matriz ja foram utilizados, o algoritmo verifica se esta é a primeira
matriz (linha 13), caso seja, retorna zero sinalizando que nao existe mais AUNF. Caso nao seja
a primeira matriz, o algoritmo retorna para a matriz anterior (linha 16) para pegar o proximo
elemento desta matriz e entao prossegue o cilculo normalmente.
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Algoritmo 3.3

1 if Reset

2 nCurAut = 0;

3  else

4 nCurAut = nLast Aut — 1;

5 end if

6 for n =nCurAut,...,nLastAut — 1

7 do vFator[n] = nextElem(nCurAut),
8 if vFator[n]! =

9 if n>0

10 vFator[n] = vFator[n] x vFator[n — 1];
11 end if

12 else

13 if n=0

14 returnl;

15 else

16 n=mn-—2,

17 end if

18 end if

19 end do

20 returnvFator[nCurAutl;

Algoritmo 3.3: Calcula o elemento nao-nulo de cada AUNF

Nota-se que o Algoritmo 3.3 nao apresenta de que forma a linha e a coluna do elemento sao
descobertas, isto porque estas sao facilmente obtidas através do uso de uma classe que transforma
um indice composto (que contém o indice de cada matriz envolvida na operac¢ao) no indice da
matriz resultante. Por exemplo, considerando trés matrizes de ordem 2, o indice "010", que cor-
responde ao indice "0"na primeira matriz, "1"na segunda e "0"na terceira, equivaleria ao indice
"2'"na matriz resultante do produto tensorial destas matrizes. Sendo assim, o algoritmo apenas
atualiza o indice composto com as linhas e as colunas dos elementos de cada uma das matrizes
envolvidas no céalculo.

Uma vez calculado o elemento ndao-nulo do AUNF, realiza-se a multiplicacdo do vetor de
probabilidades vProb pelo primeiro Fator Normal Tradicional do AUNF, como mostra a linha
3 do Algoritmo 3.2. A implementacao desta operacao é apresentada pelo Algoritmo 3.4.

Conforme apresentado na secdo 3.1, o primeiro Fator Normal Tradicional de um AUNF é
composto pelo produto tensorial de uma matriz unitaria, que contém o elemento nao-nulo cal-
culado pelo Algoritmo 3.3, por uma matriz identidade de ordem ny, onde ny é a ordem da
matriz do ultimo evento sincronizante do modelo. Sendo assim, basta multiplicar ny elementos
consecutivos do vetor de probabilidades pelo elemento nao-nulo do AUNF, conforme mostra o
Algoritmo 3.4, onde i e j sdo respectivamente o indice da linha e da coluna do elemento nao-
nulo da matriz unitaria. Ao final desta operacao, o vetor resultante vAux conterd ny elementos
nao-nulos.
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Algoritmo 3.4

1 forn=0,1,...,ny —1

2 do vAux[j] = vProbli] x dFator;
3 1 =1+ 1;

4 J=J+t1L

5 end do

Algoritmo 3.4: Multiplicacao do vetor de probabilidades pelo primeiro Fator Normal Tradicional
do AUNF

Por fim, a ultima operacao que compoe a multiplicacao do vetor de probabilidades pela parte
sincronizante do gerador infinitesimal ¢ a multiplicacdo do vetor resultante vAuzx da operagao
anterior pelo segundo Fator Normal Tradicional do AUNF, conforme a linha 4 do Algoritmo 3.2.

O segundo Fator Normal Tradicional de cada AUNF, conforme a se¢ao 3.1, é composto pelo
produto tensorial entre uma matriz identidade de ordem nlefty e a ultima matriz, onde nlefty
¢ o produto das dimensoes de todas as matrizes a esquerda da tltima matriz do calculo. Sabe-se
que o produto tensorial de uma matriz identidade por uma matriz M qualquer sempre resulta
em uma matriz de blocos diagonais, onde cada bloco é a préopria matriz M. Logo, a matriz
resultante do produto tensorial I, ® QW) & uma matriz de nlefty blocos diagonais, onde
cada bloco é exatamente a matriz QN). Considerando que o vetor vAuz possui apenas ny
elementos nao-nulos e que estes elementos estao posicionados de forma a coincidir exatamente
com um bloco diagonal da matriz resultante, basta multiplicarmos estes elementos pela matriz
Q(N ). O Algoritmo 3.5 apresenta 0s passos necessarios para realizar esta operacao.

Algoritmo 3.5

1 index = j;

2 forl=0,1,...,ny—1

3 do zy[l] = vAuzx[index];

4 index = index + 1;

5 end do

6 multiply 2z, = zin X Q(N);
7  index = j;

8 forl=0,1,...,ny—1

9 do wvRes[index| = vRes|index] + zout[l];
10 index = index + 1;

11 end do

Algoritmo 3.5: Multiplicacao v X Tnjefiny ® Q(N)

Primeiramente, o Algoritmo 3.5 extrai os ny elementos nao-nulos do vetor vAux e coloca-os
em um vetor menor chamado de z;,, (linhas 1 a 5), onde index ¢ inicializado pelo indice da coluna
7 correspondente ao elemento nao-nulo da matriz unitaria do primeiro Fator Normal Tradicional
do AUNF. Em seguida, multiplica-se o vetor z;, pela tltima matriz (linha 6) e por fim acumula
os resultados no vetor vRes (linhas 7 a 11), que contém previamente os resultados acumulados de
todas as operacgoes anteriores. Note que todo o procedimento é realizado apenas com a utilizagao



3.3. TAXAS FUNCIONAIS NA TECNICA SLICE 25

do vetor vAux e da matriz Q(N), nao sendo necessario gerar a matriz I,jc iy ® Q(N) em nenhum
momento.

Apos realizar cada uma das operagoes descritas nesta secao, tem-se entao o vetor resultado
da multiplicacdo do vetor de probabilidades pela parte sincronizante do descritor Markoviano.
Basta entao somar este vetor com o vetor resultado da parte local para enfim encontrar-se o
vetor contendo o resultado final da multiplicacao vetor-descritor.

3.3 Taxas Funcionais na técnica Slice

A utilizacao de taxas funcionais é muito comum no formalismo de redes de autoématos esto-
casticos. Muitos modelos SANapresentam taxas funcionais com intuito de facilitar e compactar
a descricao do sistema no formalismo, uma vez que algumas peculiaridades do sistema podem
ser mais facilmente modelados utilizando-se este importante recurso.

Até entao, os poucos estudos realizados sobre o algoritmo da técnica Slice nao levaram em
consideracao a utilizacao de taxas funcionais em modelos SAN. Acreditando ser fundamental
que o algoritmo Slice funcione também para modelos envolvendo taxas funcionais, foi realizada
uma andlise do algoritmo da técnica Slice com o intuito de descobrir quais partes deveriam ser
modificadas ou até mesmo reescritas para suportar o uso de taxas funcionas nos modelos.

Porém, apo6s andlise do algoritmo original da técnica Slice, chegou-se a conclusao que o uso
de taxas funcionais nao modificaria a estrutura geral do algoritmo. A tinica parte do algoritmo
que necessitaria de uma pequena modificacao é a parte responsavel por gerar os elementos nao-
nulos de cada AUNF. Isto porque as taxas funcionais, como visto na se¢do 2.1.4 do capitulo 2,
assumem valores que dependem do estado local dos demais autématos do modelo, sendo assim
necessario sempre reavaliar todos os elementos.

Com isso, a otimizacao proposta e implementada para o cédlculo dos elementos nao-nulos de
cada AUNF apresentado no Algoritmo 3.3 nao é mais valida. Pois com o uso de taxas funcionais,
¢ necessario sempre percorrer todas as matrizes para avaliar as possiveis funcoes, uma vez que
a cada mudanca de um estado local (linha de um elemento de uma matriz de transi¢ao), todas
as outras taxas funcionais do modelo podem ser afetadas. Portanto, a otimizacao proposta na
secao 3.2.2, a qual armazena resultados parciais de multiplicagoes entre elementos de matrizes
de transi¢oes sincronizantes, nao pode ser utilizada quando o modelo SAN apresentar taxas fun-
cionais.

O Algoritmo 3.6 apresenta como é realizado o célculo dos elementos ndo-nulos de cada AUNF
para modelos SAN que incluem taxas funcionais na sua defini¢ao.

Na linha 1, a fun¢ao neztElemIndex descobre o proximo indice composto (indice de cada
matriz envolvida no calculo) para o elemento a ser calculado. Em seguida, é atribuida a varidvel
nFator o valor do elemento da primeira matriz. Depois, este valor é multiplicado pelo elemento
da segunda matriz, da terceira e assim sucessivamente (linhas 3, 4 e 5) até a pentltima matriz
do modelo. Enfim, na linha 6, a variavel nFator contera o proximo fator da AUNF que é entao
retornado.
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Algoritmo 3.6

nextElemIndex(nindex);

nFator = get Elem(0, nIndex|0]);

for n=1,...,nLastAut — 1

do nFator = nFator x get Elem(n,nIndex|[n));
end do

returnnFator;

DO W N~

Algoritmo 3.6: Calcula o elemento nao-nulo de cada AUNF para modelos SAN com taxas
funcionais

Novas alternativas de otimizac¢ao para o algoritmo da técnica Slice precisam ser estudados
no caso do uso de taxas funcionais nos modelos SAN. Em especial, seria interessante estudar
em detalhes o célculo dos elementos nao-nulos dos fatores normais unitarios aditivos (AUNF)
quando do uso de taxas funcionais, tentando-se encontrar uma forma de otimizar este célculo,
visto que a otimizagdo proposta neste estudo s6 é valida para modelos com taxas exclusivamente
constantes.

3.4 Custo Computacional

O custo computacional da técnica Slice para a parte local de um modelo SAN ¢é igual ao
custo da técnica Shuffle para esta mesma parte, uma vez que o numero de multiplicacoes em
ponto-flutuante é o mesmo, o que difere uma da outra é apenas a forma como o célculo é rea-
lizado. Portanto, considerando N o nimero de autdématos do modelo SAN, n; a dimensao da
i-ésima maftriz e nz; o namero de elementos nao-nulos da matriz 7, o custo computacional da
técnica Slice para a parte local do modelo é representado pela seguinte expressao:

N N N
[Irix> — (3.1)
=1 i=1

O custo computacional para a parte sincronizante do modelo depende do custo necesséario
para multiplicar um vetor de probabilidades m por um fator normal unitario aditivo, o qual é
representado pela expressao 3.2, onde ny e nzy sao respectivamente a dimensao e o nimero de
elementos nao-nulos da tltima matriz do termo.

(N —2)+ny +nzy (3.2)

Na expressao acima temos (N — 2) multiplicacoes entre elementos das N — 1 matrizes envol-
vidas. Além disto, como para cada AUNF sao gerados dois fatores normais tradicionais, para
o primeiro fator normal temos ny multiplicagdes pelo vetor 7, e para o segundo, nzy multi-
plicagoes. Sabendo-se que o nimero de fatores normais unitarios aditivos a tratar ¢ dado por
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todas as combinacoes de elementos nao-nulos das N — 1 matrizes iniciais, tem-se como custo
computacional total para a parte sincronizante a expressao a seguir:

N-1

nz; X [(N —2)+ny+nzy (3.3)

i=1

Portanto, o custo computacional total da técnica Slice é a soma dos custos da parte local e
sincronizante do modelo SAN, resultando na seguinte expressao:

(ﬁmxé%)Jri(ﬁlnzlx [(N—2)+nN+nzN]> (3.4)

k=1 \i=1
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Capitulo 4

Analise Numeérica

Para demonstrar o quanto a técnica Slice pode contribuir para a resolugao de modelos SAN,
este capitulo apresenta uma anélise do custo computacional e de resultados préaticos obtidos de
dois exemplos de modelos SAN.

A A2
oM
0@
€11 €8
€1 1M 36
€10 €12 €9
€16
3(1) €12
€9
12)
o(1)
A4
0
€10
e
1 €15
14)

Figura 4.1: Primeiro exemplo de modelo SAN
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Evento | Taxa de Ocorréncia Tipo
e1 T Local
€2 P Local
€3 T3 Local
€4 T4 Local
€5 T5 Local
€6 T6 Local
er 7 Local
g T8 Sincronizante
€9 T9 Sincronizante
€10 T10 Sincronizante
e11 T Sincronizante
€12 Ti2 Sincronizante
€13 T13 Sincronizante
e14 T4 Sincronizante
€15 T15 Sincronizante
€16 TG Sincronizante

Tabela 4.1: Taxa de ocorréncia dos eventos do modelo SAN apresentado na Figura 4.1.

Com intuito de fazer uma andlise completa do desempenho do algoritmo da técnica Slice,
dois exemplos de modelos SAN com diferentes caracteristicas foram criados. Além disso, para
os testes praticos, diferentes valores foram atribuidos para as taxas dos eventos locais e sincroni-
zantes dos modelos. Primeiramente, todas as taxas dos eventos dos modelos foram definidas com
valores constantes, em seguida, a maioria das taxas receberam valores funcionais, possibilitando
assim uma andlise do comportamento da técnica Slice com e sem taxas funcionais, uma vez que
a avaliacao das taxas funcionais pode gerar um custo relevante em termos de tempo de execugao.

Evento | Taxa de Ocorréncia Tipo
el T Local
€2 P Local
€3 T3 Local
€4 T4 Local
€5 T5 Local
€6 T6 Local
er (ke Sincronizante
g T8 Sincronizante
€9 T9 Sincronizante
€10 T10 Sincronizante
e11 T Sincronizante
€12 TI2 Sincronizante
€13 T13 Sincronizante
€14 T4 Sincronizante

Tabela 4.2: Taxa de ocorréncia dos eventos do modelo SAN apresentado na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Segundo exemplo de modelo SAN

As Figuras 4.1 e 4.2 apresentam os autdmatos referentes aos exemplos de modelo SAN uti-
lizados na anéalise numérica, ao passo que as Tabelas 4.1 e 4.2 descrevem respectivamente os
eventos destes modelos. Observa-se nestas tabelas que as taxas sao definidas por variaveis, pois
como dito anteriormente, estas taxas recebem diferentes valores para cada caso de teste.

Como resultado da andlise apresentada neste capitulo pretende-se obter o desempenho da
técnica Slice sem e com otimizagoes. Em especial duas otimizacoes foram testadas, a otimizagao
da diagonal, ja estudada detalhadamente em trabalhos anteriores [8], e a otimizacdo na geragao
dos fatores, a qual é proposta neste trabalho para modelos com taxas exclusivamente constantes.
Além disso, é realizada uma comparacao entre os resultados da técnica Slice e os resultados da
tradicional técnica Shuffle. Afinal, um dos objetivos da técnica Slice & apresentar uma forma
mais eficiente de resolver modelos SAN em relacao as demais técnicas existentes.
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4.1 Analise do Custo Computacional

Antes mesmo de qualquer implementacao do algoritmo da técnica Slice, é possivel verificar
na teoria qual seria o seu custo computacional. Utilizando-se da férmula do custo computacio-
nal da técnica Slice, facilmente pode-se calcular o nimero de multiplicacoes em ponto-flutuante
necessarias para realizar uma iteragao da resolucao de modelos SAN. Essa informacao é deter-
minante para avaliar na teoria o desempenho de uma técnica, uma vez que as multiplicacoes em
ponto-flutuante sdo as principais operacoes realizadas neste processo. Portanto, sabendo-se o
numero de multiplicagoes em ponto-flutuante necessarias para resolver um modelo SAN, tem-se
entdo uma noc¢ao do tempo de processamento necessario para a resolucao do modelo.

Nesta secao, serdao considerados o custo computacional da técnica Shuffle, da técnica Slice, e
também do algoritmo da técnica Slice com a otimizagao na geracao dos fatores. Além disso, estes
custos serao calculados de duas formas, a primeira sem considerar uma otimizac¢ao de pré-calculo
da diagonal [8] e a segunda considerando esta otimizagao.

A otimizacao do pré-célculo da diagonal, ou simplesmente otimizacao da diagonal, consiste em
calcular e armazenar previamente todos os elementos da diagonal principal do descritor do mo-
delo SAN, desconsiderando assim os elementos da diagonal principal das matrizes locais e todas
as matrizes negativas dos eventos sincronizantes do modelo. Com isso, diminui-se o niimero de
multiplicagoes em cada iteracao da resolu¢ao do modelo SAN. Por outro lado, o custo em memé-
ria para armazenar a diagonal principal do descritor pode ser bastante considerével dependendo
do tamanho do modelo SAN em questao, o qual serd abordado na anélise dos resultados praticos.

Observando as formulas do custo computacional da técnica Shuffle e Slice, percebe-se que o
custo para realizar os céalculos da parte local de um modelo SAN ¢ igual para as duas técnicas.
Isto ocorre pois a parte local dos modelos é representada através de uma soma tensorial, a qual
é reescrita em um somatorio de produtos tensoriais envolvendo inimeras matrizes identidades.
Por conseqiiéncia, a grande quantidade de matrizes identidades envolvidas no calculo, acaba anu-
lando a vantagem em utilizar-se a técnica Slice, uma vez que diversas multiplica¢Oes se tornam
desnecesséarias.

Analisando-se mais detalhadamente o célculo da parte local, percebe-se que este nada mais
é do que a multiplicacao de elementos de uma dada matriz do modelo por diversos elementos
do vetor de probabilidades, os quais dependem da localizacao da matriz do modelo no produto
tensorial com as matrizes identidades. Ou seja, a multiplicagdo do vetor de probabilidades por
um fator normal. Este processo é exatamente o foco da técnica Shuffle, como visto na secgao
2.4.1. Por isso, pode-se concluir que na teoria, o cilculo da parte local é realizado de forma mais
eficiente pela técnica Shuffle, pois ao contrario desta, a técnica Slice nao se preocupa com o custo
necessario para descobrir os elementos do vetor ao qual cada elemento das matrizes do modelo
devem ser multiplicados. Por outro lado, a parte local do algoritmo da técnica Slice, assim como
a parte sincronizante, é mais flexivel a implementacoes paralelas, pois a multiplicacao do vetor
de probabilidades pelas matrizes do modelo é realizada separadamente para cada elemento das
matrizes, enquanto que na técnica Shuffle esta operagao ¢é realizada utilizando-se de uma vez s6
todos os elementos de cada matriz do modelo SAN.

Sendo assim, quando se tratar de uma implementagao seqiiencial, sugere-se utilizar a técnica
Shuffle para o célculo da parte local do modelo, enquanto que para implementagoes paralelas, a
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técnica Slice mostra-se mais adequada.

4.1.1 Custo Computacional sem otimizagao da diagonal

Nesta secao serao apresentados o custo computacional para as técnicas Shuffle e Slice sem
considerar a otimizacao da diagonal. Ou seja, fazem parte do calculo todos os elementos di-
agonais das matrizes locais dos modelos, assim como todas as matrizes negativas dos eventos
sincronizantes.

Custo Computacional para o primeiro exemplo

Sabendo-se que N é o nimero total de autématos do modelo, E é o nimero de eventos sin-
cronizantes, n; ¢ o namero de estados do autdémato ¢z e que nz; é o nimero de transicoes que o
automato ¢ possui para cada evento local e sincronizante do modelo, pode-se facilmente calcular
o custo computacional para cada uma das técnicas.

Primeiramente, vejamos para o exemplo apresentado pela Figura 4.1 quais seriam os valores
para cada uma das variaveis das férmulas do custo computacional das técnicas, considerando
a parte local e sincronizante do modelo SAN. Observando a Figura 4.1 e a Tabela 4.1 sabe-se
que para este exemplo, o niimero de automatos N é 6 e o total de eventos sincronizantes E é 9.
A Tabela 4.3 apresenta ainda a defini¢do das variaveis n; e nz; para a parte local do primeiro
exemplo de modelo SAN.

(3 n; nz;
1 4 2
2 2 0
3 4 2
4 3 0
5 ) 5
6 4 4

Tabela 4.3: Definicao das variaveis para a parte local do primeiro modelo SAN

nz;
7 n;
€8 | €9 | €10 | €11 | €12 | €13 | €14 | €15 | €16

1 4 111 1 1 1 4 4 4 4
2 2 211 2 2 1 2 2 2 1
3 4 3 14| 4 4 4 1 4 4 4
4 3 3 13| 2 2 3 3 3 2 3
) 5 5 15| b 5 5 1 1 1 1
6 4 4 14| 4 4 4 3 4 4 4

Tabela 4.4: Definicao das varidveis para a parte sincronizante positiva e negativa do primeiro
modelo SAN
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Na Tabela 4.4 sao apresentadas as defini¢oes das varidveis n; e nz; para cada evento sincroni-
zante do modelo, referindo-se a parte sincronizante do primeiro exemplo de modelo SAN. Como
nenhum autémato deste modelo apresenta duas ou mais transicoes saindo de um tinico estado
para outros utilizando o mesmo evento sincronizante, pode-se considerar os valores apresentados
na Tabela 4.4 para as matrizes positivas e negativas do modelo.

Considerando as Tabelas 4.3 e 4.4, e ainda a férmula do custo computacional para a técnica
Shuffle, o primeiro exemplo de modelo SAN apresenta o seguinte custo computacional (célculo
completo no apéndice B):

1+2F N N )
3 (anxz%> — 171.992
i=1 "

k=1 i=1

Portanto, utilizando-se a técnica Shuffle sdo necessarias 171.992 multiplicagdes em ponto-
flutuante para cada iteracao da resolucao deste primeiro exemplo de modelo SAN. Desta forma,
tem-se uma noc¢ao do tempo de processamento necessario para realizar este céalculo.

Sabendo que ny e nzy sao respectivamente a ordem e o niimero de elementos nao-nulos da
matriz do altimo autémato do modelo SAN, no caso o autémato A, o custo computacional da
técnica Slice para este exemplo é (consulte o apéndice B para detalhes do célculo):

N

N 2F N—-1
(Hn x ZZ—Z> +y (H nzi X [(N—2)+nN+nzND — 20.160
i=1 v k=1 \i=1

i=1

Portanto, se a técnica Slice for utilizada para resolver este exemplo de modelo SAN, serao
necessarias apenas 20.160 multiplicacoes em ponto-flutuante para cada iteragao, ao passo que
para a técnica Shuffle seriam necessarias 171.992 destas operagoes.

Custo Computacional para o segundo exemplo

Analisando a Figura 4.2 e a Tabela 4.2 observa-se que para este segundo exemplo de modelo
SAN, o niamero de autdématos N é 6 e o total de eventos sincronizantes E é 8. As Tabelas 4.5,
4.6 e 4.7 apresentam ainda as definicoes das varidveis n; e nz; para a parte local, sincronizante
positiva e sincronizante negativa respectivamente para este modelo SAN.

Considerando os valores apresentados pelas Tabelas 4.5, 4.6 e 4.7, o calculo do custo computa-
cional da técnica Shuffle para este exemplo de modelo SAN seria (calculo completo no apéndice
B):

1+2F

N N )
3 (anZT;—Z> — 187.968
i=1 i=1

k=1
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Tabela 4.5: Defini¢ao das varidveis para a parte local do segundo modelo SAN

nz;
1 m;
€7 | €8 | €9 | €10 | €11 | €12 | €13 | €14

1 4 3 2 4 4 4 4 4 4
2 4 4 14| 4 4 4 4 4 4
3 3 3 2 2 3 3 3 3 3
4 6 6 6 | 6 2 2 2 1 6
5) 4 4 14| 4 4 2 2 1 1
6 2 2 2 1 1 2 2 2 1

Tabela 4.6: Defini¢ao das varidveis para a parte sincronizante positiva do segundo modelo SAN

nz;
7 n;
€7 1 €8 | €9 | €10 | €11 | €12 | €13 | €14

1 4 2 2| 4 4 4 4 4 4
2 4 4 14| 4 4 4 4 4 4
3 3 3 1 2 3 3 3 3 3
4 6 6 | 6|6 2 2 2 1 6
5) 4 414 4 4 2 2 1 1
6 2 2 2 1 1 2 2 2 1

Tabela 4.7: Definigao das variaveis para a parte sincronizante negativa do segundo modelo SAN

Portanto, utilizando-se a técnica Shuffle para resolver o segundo exemplo de modelo SAN,
sao necessarias 187.968 multiplicacoes em ponto-flutuante para cada iteragao da resolugao deste
modelo.

Para este mesmo exemplo, pode-se calcular também o provavel custo computacional para a
técnica Slice, o qual seria (detalhes do calculo no apéndice B):

N N Nz 2E /N-1
(an X Zn—z> +) (H nz x [(N—2)+nN+nzND = 49.344
i=1 ¢

i=1 k=1 \i=1

Portanto, se utilizarmos a técnica Slice para resolver este mesmo exemplo de modelo SAN,
serao necessarias 49.344 multiplicacoes em ponto-flutuante para cada iteracao da resolucao deste
modelo.
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Custo Computacional para Slice Otimizado

Como visto anteriormente, no capitulo 3, para modelos com taxas exclusivamente constantes
é possivel realizar uma otimizacdo no calculo da parte sincronizante dos modelos SAN. A idéia
é otimizar o processo de descoberta dos fatores normais unitarios aditivos, reaproveitando as
multiplicagoes ja realizadas entre os elementos das matrizes do termo calculado.

A formula do custo computacional original para a parte sincronizante da técnica Slice consi-
dera que as multiplicacoes entre os elementos das matrizes sao realizas toda vez para cada fator
normal unitario aditivo. Analisando novamente esta equacao, nota-se que para cada AUNF,
representadas pelo termo, sao contabilizadas N — 2 multiplicagoes.

Custo computacional original para parte sincronizante.

2F N—-1
Z (H nz; X [(N—Q) +nN+nzN]>
=1

k=1 \i=

Implementando-se a otimizacao proposta, nao se fazem necessarias tantas multiplicacoes para
descobrir os fatores normais unitarios aditivos. A logica é simples, se é preciso realizar diversas
multiplicacoes entre trés ou mais ntmeros, variando-se um nimero de cada vez, pode-se arma-
zenar uma parte do calculo para ser reaproveitada, evitando assim repeticoes de multiplicagoes
ja realizadas, vejamos um exemplo pequeno:

Expressoes para serem resolvidas:

3X4xX2x5H
3Xx4x2x8
3X4X6xX5H
3X4xX6x8

Sem otimizacao seriam necessaria 12 multiplicagoes.

3Xx4x2xH5 = 12x2x5H = 24x5 = 120
3Xx4x2x8 = 12x2x8 = 24x8 = 192
IX4Xx6xd5 = 12x6x5 = 72x5 = 360
IX4X6Xx8 = 12x6x8 = 72x8 = 576

Com otimizac¢ao seriam necessaria apenas 7 multiplicagoes.
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IX4x2x5 = 12x2x5 = 24x5 = 120
X8 = X8 = 24x8 = 192

X6xbh = 12x6x5H = 72x5 = 360

X8 = X8 = 72x8 = 576

Neste pequeno exemplo ji pode-se ter uma nog¢ao da quantidade de multiplicagdes que seriam
evitadas pela otimizagao do cdlculo. Percebe-se que os resultados intermediarios 12, 24 e 72 sdo
armazenados e reutilizados para os proximos calculos, evitando assim uma série de multiplicacoes
desnecessérias.

Logo, considerando essa otimizac¢ao, pode-se reescrever a férmula do custo computacional
para a parte sincronizante da técnica Slice da seguinte forma:

2E [(N—1r i N-1
Z Z [HTLZ@] + H nz; X [nN+nzN} (4.1)
k=1 \ i=2 Lj=1 i=1

Sendo assim, considerando que os exemplos 1 e 2 de modelo SAN apresentem apenas taxas
constantes, o custo computacional para estes utilizando o algoritmo otimizado da técnica Slice
seria (céalculo completo no apéndice B):

Exemplo 1:

N N ) 2F N-1 i N-1
(an X Z %) + Z Z [HTLZ@] + H nz; X [nN +nzN} = 17.468
i=1 ¢ k j

i=1

Exemplo 2:

N N o 2F [N—-1 - i N-1
(Hnl X Z n—l> + Z Z [anz] + H nz; X [nN —i—nzN} = 35.056
. 7 ; 3 o

4.1.2 Custo Computacional com otimizagao da diagonal

O custo computacional para as técnicas Shuffle e Slice apresentado nesta se¢ao leva em
consideracao a otimizagao da diagonal. Ou seja, sdo eliminados do cédlculo todos os elementos
diagonais das matrizes locais dos modelos, assim como todas as matrizes negativas dos eventos
sincronizantes. Dessa forma, o niumero de multiplicacoes em ponto-flutuante certamente sera re-
duzido. Vejamos a seguir como seriam os custos computacionais para os dois exemplos estudados.
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Custo Computacional para o primeiro exemplo

Tendo realizado o calculo do custo computacional sem a otimizacao da diagonal, torna-se
facil de descobrir o custo considerando esta otimizacao. Basta refazer os calculos da parte local
do modelo, uma vez que os valores de nz; para as matrizes locais sofrem modificagoes, somar
com o resultado da parte sincronizante positiva obtido anteriormente, e por fim desconsiderar o
calculo da parte sincronizante negativa do modelo SAN.

S

nz;

S T W N =,
= O W = N
N WO = O

Tabela 4.8: Definicao das varidveis para a parte local do primeiro modelo SAN

Considerando a Tabela 4.8, que apresenta a defini¢ao das varidveis n; e nz; para a parte local
do primeiro exemplo de modelo SAN com a otimizagao da diagonal, o custo computacional para
as técnicas Shuffle e Slice seriam (detalhes do calculo no apéndice B):

Custo computacional da técnica Shuffle para este modelo SAN.

1+F N N ]
nx ST Z 86.208
> (11 Z} o
1=

k=1 \i=1

Custo computacional da técnica Slice para este modelo SAN.

N N 2E /N-1
1 J—
(r[lnl X El n—z> +l§ 1 (1_[1 nz; X [(N—2)+nN+nzN}> = 10.272
1= 1= = 1=

Portanto, observa-se que com a otimizagao da diagonal, o nimero de multiplicacoes em ponto-
flutuante para cada iteracao é reduzido de forma significativa, tanto para a técnica Shuffle quanto
para a técnica Slice.

Custo Computacional para o segundo exemplo

Assim como realizado para o exemplo anterior, para descobrir o custo computacional con-
siderando a otimizagao da diagonal, deve-se recalcular apenas a parte local do segundo modelo
SAN de exemplo.
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1 n; nz;
1 4 1
2 4 2
3 3 0
4 6 2
5 4 1
6 2 0

Tabela 4.9: Defini¢ao das varidveis para a parte local do segundo modelo SAN

Considerando a Tabela 4.9, que apresenta as defini¢coes das varidveis n; e nz; para a parte
local do modelo com a otimizagao da diagonal, o custo computacional para as técnicas Shuffle e
Slice seriam (célculo completo no apéndice B):

Custo computacional da técnica Shuffle para este modelo SAN.

1+FE / N N N
7

k=1 1= =1

Custo computacional da técnica Slice para este modelo SAN.

N N 2E /N-1
? J—
(1_[171@ X El n—z> +kg 1 (1—11 nz; X [(N—2)+nN+nzN}> = 26.592
1= 1= = 1=

Portanto, mais uma vez verifica-se que com a otimizagao da diagonal, o nimero de multipli-
cagOes em ponto-flutuante para cada iteragao diminui significativamente para ambas as técnicas.

Custo Computacional para Slice Otimizado

Considerando que a otimizacao dos fatores proposta para o algoritmo da técnica Slice refere-se
somente & parte sincronizante do modelo, e que a otimizagao da diagonal nao modifica o calculo
da parte sincronizante positiva, pode-se utilizar estas duas otimizacoes em conjunto, obtendo
um custo computacional de 8.926 e 18.800 para o primeiro e segundo exemplos de modelo SAN
respectivamente.

4.1.3 Analise dos Resultados Obtidos

Apos calcular o custo computacional das técnicas Shuffle e Slice para os dois exemplos de
modelo SAN apresentados pelas Figuras 4.1 e 4.2, é possivel fazer uma anélise sobre os resultados
obtidos.
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Técnica Sem Diagonal Com Diagonal
Exemplo 1 | Exemplo 2 | Exemplo 1 | Exemplo 2
Shuffle 171.992 187.968 86.208 94.656
Slice 20.160 49.344 10.272 26.592
Slice Otimizado 17.468 35.056 8.926 18.800

Tabela 4.10: Custo Computacional para os modelos SAN de exemplo

A Tabela 4.10 apresenta os resultados do custo computacional para calcular uma iteragao da
resolugao dos exemplos 1 e 2 através das técnicas Shuffle e Slice. O custo computacional é repre-
sentado pelo numero de multiplicacoes em ponto-flutuante necesséarias para realizar o calculo.

Analisando os custos computacionais das técnicas Slice e Shuffle para os dois modelos SAN
apresentados nesta se¢do, percebe-se claramente na teoria que a técnica Slice apresenta um de-
sempenho bastante superior a técnica Shuffle na resolucao destes modelos, seja utilizando-se a
otimizacao da diagonal ou nao.

Sem a otimizacao da diagonal a técnica Slice obteve um custo computacional mais de 8,5
vezes menor para o exemplo 1 e de aproximadamente 3,8 vezes menor para o exemplo 2. Con-
siderando a otimizacao da diagonal, a técnica Slice mantém uma boa vantagem em relacao a
Shuffle, porém diminui um pouco. Para o exemplo 1, a técnica Slice apresenta um custo compu-
tacional quase 8,4 vezes melhor que a Shuffle, enquanto que para o exemplo 2 essa relagao é de
aproximadamente 3,56. Pode-se atribuir esta pequena diferenca da vantagem da técnica Slice
sobre a Shuffle, quando utiliza-se a otimizacao da diagonal, ao fato de que com esta otimizacao
nao sao contabilizadas as multiplicagbes da parte sincronizante negativa do modelo, a qual a
técnica Slice levaria vantagem em relagao a técnica Shuffle. Porém, percebe-se que para ambas
as técnicas a otimizagao da diagonal reduz consideravelmente o custo computacional, demons-
trando assim que a otimizacao da diagonal também é véilida para a técnica Slice.

Além disso, utilizando-se a otimizacao na geracao dos fatores para modelos com taxas ex-
clusivamente constantes, observa-se que o custo computacional da técnica Slice tornou-se ainda
melhor, apresentando uma redu¢ao no nimero de multiplicacoes de aproximadamente 13% e 29%
para os exemplos 1 e 2 respectivamente. O que aumenta ainda mais a vantagem da técnica Slice
em relacao a Shuffle, chegando a apresentar um custo computacional quase 10 vezes menor para
o primeiro exemplo e acima de 5 vezes menor para o segundo exemplo. Comprovando-se assim,
que a otimizagao proposta para a técnica Slice reduz significativamente o ntimero de multipli-
cacoes em ponto-flutuante necessarias para realizar o calculo de cada iteracao da resolucao do
modelo SAN.

Considerando que para resolver um modelo SAN normalmente sdo necessarias intimeras ite-
racoes e que os custos computacionais apresentados pela Tabela 4.10 sao para o calculo de apenas
uma iteragdo da resolugdo dos modelos SAN, pode-se imaginar o quanto seria o ganho total no
desempenho para a resolucao completa de um modelo SAN.
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4.2 Andlise de Resultados Praticos

A andlise do custo computacional é importante para fundamentar os estudos realizados e
também para encorajar os pesquisadores a continuar os estudos caso estes resultados teoricos
sejam positivos. Assim, considerando que os resultados da anéalise do custo computacional da
técnica Slice foram muito significativos, torna-se vilida a realizacdo de uma anélise sobre re-
sultados praticos desta técnica. Realizando essa andlise serd possivel verificar se os resultados
teoricos se confirmam na pratica, provando assim o bom desempenho da técnica Slice.

Para realizar uma andlise sobre resultados praticos foi preciso implementar o algoritmo da
técnica Slice, uma vez que nenhuma implementagdo deste algoritmo havia sido realizada até
entdo. Logo, uma nova versao da ferramenta PEPS foi desenvolvida incluindo o algoritmo da
técnica Slice. Dessa forma, foi possivel realizar testes préaticos com as duas técnicas, pois o algo-
ritmo Shuffle j& havia sido implementado nesta ferramenta.

E importante salientar que a analise realizada neste trabalho é exclusivamente numérica e
baseou-se apenas em algoritmos seqiienciais para ambas técnicas. Ou seja, nao foram realiza-
das implementacgoes paralelas e nem otimizacoes algoritmicas, como a utilizagao de pacotes de
softwares para otimizar determinadas funcdoes.

A implementacao da técnica Slice foi realizada utilizando-se o algoritmo Slice para a parte
sincronizante e o algoritmo Shuffle para o calculo da parte local dos modelos SAN, uma vez
que na teoria para implementacoes seqiienciais este apresenta-se mais adequado para esta parte.
Porém, em momento algum houve influéncia nos resultados dos testes realizados, pois a princi-
pal diferenca entre estas duas técnicas esté exatamente na parte sincronizante dos modelos SAN.

Para obter resultados praticos através da ferramenta PEPS | utilizou-se novamente os dois
exemplos de modelos SAN apresentados pelas Figuras 4.1 e 4.2. Os célculos foram realizados
sobre o sistema, operacional Linuz em um computador Pentium IV Xeon 2,2 GHz com 512 MB
de memoria cache e 4 GB de meméria principal.

Além disso, com o intuito de obter resultados de tempo mais precisos, foram executadas dez
vezes cada caso do teste, com aproximadamente 1.000 iteracoes, e considerado como resultado
final a média dos tempos obtidos. Logo, todos resultados apresentados nas tabelas e graficos das
proximas secoes sao referentes ao tempo de execugao de 1.000 iteragoes da resolugdo do modelo
SAN.

Para distinguir os resultados da técnica Slice sem e com a otimizagao da diagonal nas tabelas
e graficos apresentados nesta secdo, estabeleceu-se que a legenda Slice-SD representa resultados
da técnica Slice sem a otimizacao da diagonal, ao passo que a legenda Slice-CD representa os
resultados com esta otimizagao.

4.2.1 Resultados sem a otimizagao da diagonal

Nesta secao serao apresentados e analisados alguns resultados préaticos para a técnica Slice
sem considerar a otimizacao da diagonal. Além disso, sao apresentados os resultados para a
técnica Shuffle, porém esta utilizando a otimizagao da diagonal, uma vez que ndo existe a im-
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plementacao desta técnica sem esta otimizacao. Sendo assim, torna-se necessirio apresentar
também o total de memoéria exigida por cada uma das técnicas, para entdao possibilitar uma
andlise do custo/beneficio de cada técnica.

Resultados para modelos com taxas exclusivamente constantes

Primeiramente foram realizados testes com os dois exemplos de modelos SAN contendo ape-
nas taxas constantes, ou seja, nenhuma, taxa dos modelos foi definida através de funcao. Dessa
forma, serd possivel analisar com maior precisao o desempenho das técnicas, uma vez que o
tempo que se gastaria para avaliar func¢oes nao é contabilizado.

A Figura 4.3 apresenta o grafico com os tempos de execugao obtidos através da ferramenta
PEPS para as técnicas Shuffle e Slice para os dois exemplos SAN com taxas exclusivamente
constantes, além da memoria consumida por cada uma das técnicas.

B chufflie
B Slice-5D
B Slice-SD Otimzado

2 1 1,79

Tempo (segundos)

1 2
Exempb
Técnica Exemplo 1 Exemplo 2
Tempo | Memoéria | Tempo | Memoéria
Shuffle 1,79s | 92 KB 2,23 s | 109 KB
Slice-SD 1,60 s 3 KB 1,23 s 3 KB
Slice-SD Otimizado | 1,17 s 3 KB 1,01 s 3 KB

Figura 4.3: Tempo e memoria para a execu¢ao de modelos com taxas constantes

Observando o gréfico e a tabela da Figura 4.3, percebe-se que a técnica Slice mesmo sem utili-
zar a otimizagao da diagonal apresenta um melhor desempenho que a técnica Shuffle, tanto para
o exemplo 1 quanto para o exemplo 2. Além disso, o consumo de memoria foi bastante inferior
na técnica Slice, o que ja se previa pelo fato de esta nao estar utilizando a otimizagao da diagonal.



4.2. ANALISE DE RESULTADOS PRATICOS 73

Nota-se também, que a técnica Slice obteve um desempenho melhor para o segundo exemplo,
0 que nos leva a crer que as caracteristicas deste exemplo sejam mais favoraveis ao algoritmo da
técnica Slice.

Ainda, € possivel verificar o desempenho da técnica Slice quando utilizada a otimizacao na
geragao dos fatores normais unitarios aditivos. Percebe-se que para ambos os exemplos esta
otimizacao se mostra valida, uma vez que obteve-se uma reducao no tempo de execucao de apro-
ximadamente 27% e 18% para os exemplos 1 e 2 respectivamente.

Resultados para modelos com taxas funcionais

Uma vez analisados os desempenhos das técnicas para modelos SAN com taxas exclusiva-
mente constantes, é importante verificar também o comportamento destas técnicas quando os
modelos SAN possuem taxas funcionais. Isto porque a maioria dos sistemas modelados em SAN
exige esse tipo de taxa de transicao.

A Figura 4.4 apresenta o grafico com o tempo e a memoria exigida para a execucao das
técnicas Shuffle e Slice para os exemplos de modelos SAN com diversas taxas funcionais.

=
| shuffle
g - H Slice-50
4,42

3,99

Tempo (segundos)

Exemplo

Exemplo 1 Exemplo 2
Tempo | Memoéria | Tempo | Memoéria
Shuffle | 2,69s | 92 KB 2,89 s | 109 KB
Slice-SD | 4,42 s 3 KB 3,99 s 3 KB

Técnica

Figura 4.4: Tempo e memoria para a execucao de modelos com taxas funcionais

Os resultados apresentados pela Figura 4.4 demonstram que o custo para avaliar taxas funci-
onais ainda ¢é bastante elevado, principalmente para a técnica Slice. Percebe-se claramente isto,
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pois para modelos com taxas funcionais o seu desempenho diminuiu significativamente, tornou-se
menos eficiente que a técnica Shuffle. De qualquer forma, os resultados para a técnica Slice sao
ainda assim bastante interessantes, uma vez que esta nao fez uso da otimizacao da diagonal e
também por se tratar da sua primeira implementacao. Além disso, o estudo da otimizacao dos
fatores pode ser aprofundado, de forma a abranger também modelos com taxas funcionais, o que
certamente iria melhorar consideravelmente o desempenho da técnica nestas situacoes.

4.2.2 Resultados com a otimizacao da diagonal

Nesta secao serao apresentados e analisados alguns resultados praticos para as técnicas Shuffle
e Slice para os modelos SAN de exemplo, considerando-se a utilizagao da otimizagao da diagonal

para ambas as técnicas.

Resultados para modelos com taxas exclusivamente constantes

A Figura 4.5 apresenta o grafico com os tempos de execugao obtidos através da ferramenta
PEPS para as técnicas Shuffle e Slice para os dois exemplos SAN com taxas exclusivamente

constantes.

3 B Shuffle
B Slice-Cor
2,23 8 Slice-CD Otimizado
0
=
o
=
[wo]
2
=]
3
0,81
& 0,76
1 2
Exempb
Técnica Exemplo 1 | Exemplo 2
Shuffle 1,79 s 2,23 s
Slice-CD 0,89 s 0,86 s
Slice-CD Otimizado 0,81 s 0,76 s

Figura 4.5: Tempo de execucao para modelos com taxas constantes

Através da Figura 4.5 é possivel analisar o desempenho das técnicas Shuffle e Slice quando
utilizada a otimizacao da diagonal. Percebe-se que para os dois exemplos a técnica Slice apre-
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senta um menor tempo de execucao, chegando a ser menos da metade do tempo gasto pela
técnica Shuffle para ambos exemplos. Isso demonstra que para resolver estes exemplos a técnica
Slice certamente seria a melhor opcao.

Além disso, mais uma vez a otimizagao proposta para o processo de geracao dos fatores apre-
sentou resultados significativos.

Resultados para modelos com taxas funcionais

A Figura 4.6 apresenta o grafico com os tempos de execucao das técnicas Shuffle e Slice para
os exemplos de modelos SAN com diversas taxas funcionais.

B Shuffle
ElSlice -0

i 2,89
3 2539

Tempo (segundos)

Exemplo

Técnica | Exemplo 1 | Exemplo 2
Shuffle 2,69 s 2,89 s
Slice-CD 2,46 s 2,18 s

Figura 4.6: Tempo de execucao para modelos com taxas funcionais

A Figura 4.6 apresenta resultados bastante animadores em relacao a resolugao de modelos
SAN com taxas funcionais através da técnica Slice, uma vez que mesmo sendo a primeira imple-
mentacao desta técnica, os resultados foram consideravelmente melhores do que os obtidos pela
tradicional técnica Shuffle.

4.2.3 Exemplo com grande espaco de estados

A otimizacao da diagonal é realmente bastante interessante quando se tem disponivel memé-
ria suficiente para armazenar a diagonal do modelo sem a necessidade de realizar swap. Porém,
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se isso nao ocorrer, a otimizacao perde sua validade, podendo até piorar o desempenho da técnica
utilizada.

Considerando que a técnica Slice apresenta um custo computacional significativamente menor
que o custo apresentado pela técnica Shuffle e que os resultados praticos comprovam um melhor
desempenho para a técnica Slice, pode-se nao ser interessante utilizar a otimizagao da diagonal
para esta técnica, pois mesmo aumentando um pouco o custo computacional, o ganho na utili-
zacao da memoria seria compensador. Esta decisao deveria ser tomada caso a caso, dependendo
do tamanho do sistema modelado.

Com intuito de demonstrar que para modelos maiores a otimizagao da diagonal pode nao ser
interessante, criou-se um exemplo de modelo SAN com 12 automatos com o nimero de estados
variando entre 2 a 6, totalizando em 10.616.832 o espaco de estados do modelo. Calculou-se entao
0 tempo necessario para executar cada iteracao deste modelo utilizando-se a técnica Shuffle com
a otimizacao da diagonal e a técnica Slice sem esta otimizagao. Para os calculos foi utilizado um
computador com um processador Pentium IV 2,8 GHz, 256 MB de memoria cache e 512 MB de
memoria principal, sobre o sistema operacional Linuz. A Figura 4.7 apresenta uma tabela com o
tempo de execucao para apenas uma iteracao da resolucao deste modelo, assim como a memoria
consumida por cada técnica. Além disso, esta figura apresenta também um gréafico comparando
os tempos de execucao.

20
15,51
15
&
="
£
=
=]
ﬁ 10 -+
=]
S 6,53
Q
= 5 -
0 - |
Shuffle Slice Slice Otimizado
Técnica
Técnica Tempo | Memoria
Shuffle 15,51s | 324 MB
Slice 8,17 s | 30,4 MB
Slice Otimizado | 6,53 s | 30,4 MB

Figura 4.7: Tempo e memoria necesséarios para executar o modelo SAN de exemplo

Observando a Figura 4.7, percebe-se que para este modelo SAN, a implementacao da técnica
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Shuffle com a otimizagao da diagonal necessitou de um grande volume de memoéria, tornando
necessario a realizacao de swap, o que acabou influenciando diretamente no seu desempenho. Por
este motivo, a técnica Slice sem a otimizacao da diagonal apresentou um desempenho bastante
superior. Percebe-se ainda que utilizando a versao otimizada da técnica Slice, a qual realiza
menos multiplicagoes para calcular cada fator normal unitario aditivo, o desempenho é ainda
melhor, chegando a reduzir em aproximadamente 58% o tempo de execucao de cada iteracao.

4.2.4 Variagoes de resultados para a técnica Slice

Alguns estudos ja demonstravam que a ordem dos autdématos do modelo SAN influencia o
desempenho da técnica Slice. Na verdade, o que realmente influencia a técnica Slice, assim como
a propria técnica Shuffle, é a ordem das matrizes de cada termo do célculo da iteracao da reso-
lucdo do modelo SAN.

7 1,93

1,55
1,41
' 1,35
1,27 1,21

0,94 1,02 0,99 101

Tempo (segundos)

Teste
Teste Ordem Tempo
1 1-2-3-4-5-61 0,94 s
2 1-2—-3—-4—-6-5| 1,41 s
3 1-2—-3-6-5—-4| 1,275
4 1-2—-6—-5—-4-3| 1,025
5 1-6—-5—-4—-3-2| 1,555
6 6—-5—4—-3—-2—1] 1,93s
7 5—-4-3—-2—-1-61 0,99 s
8 5—-4—-2—-1—-6-3] 1,01s
9 4-2—-1-6-—-3-5]| 1,35
10 2—-1-6—-3—-5—-4] 1,21s

Figura 4.8: Tempo de execugao para variacoes do exemplo 1
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A técnica Shuffle, por existir a mais tempo e por ja ter sido bastante estudada, apresenta
uma implementacao onde as matrizes sao permutadas de forma a realizar o célculo de cada termo
com a melhor disposicao possivel destas matrizes. O algoritmo desta técnica foi implementado
pela primeira vez em 1987 por Plateau [16], e revisado trés vezes desde entdo. Em 1990, Atif [15]
realizou a primeira revisao, em 1994 e 1997 foi a vez de Fernandes |7, 8| dar a sua contribuicao
revisando novamente o algoritmo da técnica Shuffle. Isso demonstra o quanto a técnica Shuffle
jé foi melhorada ao longo do tempo.

Por outro lado, a técnica Slice estd apenas na sua primeira versao, implementada durante a
execucao deste trabalho. Apesar da implementacao do algoritmo desta técnica ter sido realizada
de forma cuidadosa, buscando sempre o melhor desempenho, certamente novas versoes deste
algoritmo serao implementadas no futuro. Até porque, esta primeira versao da técnica Slice nao
inclui permutagoes entre matrizes o que resultaria em um melhor desempenho da técnica. Isso
nem poderia ser realizado, pois o estudo da melhor ordem das matrizes para a técnica Slice ainda
precisa ser concluido.

Com o intuito de demonstrar como a ordem dos automatos ou das matrizes do modelo influ-
enciam diretamente no desempenho da técnica Slice, foram testados diversas variacoes da ordem
dos automatos dos exemplos 1 e 2. Para estes testes considerou-se apenas o algoritmo da técnica
Slice utilizando-se a otimizagao da diagonal, mas sem levar em consideracao a otimizacao dos
fatores normais unitarios aditivos.

As Figuras 4.8 e 4.9 apresentam diversas variagoes na ordem dos autématos dos dois modelos
SAN de exemplo, assim como o tempo necessario para executar 1.000 iteracoes para cada nova
seqiiéncia.

Analisando as Figuras 4.8 e 4.9 percebe-se que a ordem dos automatos nos modelos SAN
realmente influencia o desempenho da técnica Slice. Isso ja era esperado, uma vez que o nimero
de fatores normais unitarios aditivos depende diretamente da ordem das matrizes nos termos do
calculo. Ou seja, uma determinada seqiiéncia de automatos pode gerar mais fatores do que outra,
e conseqiientemente exigir mais multiplicagoes em ponto-flutuante, o que certamente consumiria
mais tempo para execucao.

Observando os gréficos e tabelas das Figuras 4.8 e 4.9 nota-se que os resultados sao muito
semelhantes para as seqiiéncias que apresentam o mesmo autéomato no final. Isso se deve pois
a ordem dos N — 1 primeiros automatos do modelo nao influencia o numero de fatores normais
unitarios aditivos. Por outro lado, a troca do ultimo autémato do modelo modifica as matrizes
envolvidas no cédlculo dos fatores, o que pode gerar mais ou menos fatores. Dessa forma, parece
correto dizer que para a técnica Slice o que importa é qual serd o tltimo autémato do modelo.
Porém, se considerarmos a otimizagao na geragao dos fatores, passa a ser importante também a
ordem dos N — 1 primeiros autématos, pois dependendo desta ordem a otimizacao dos fatores
pode ser mais efetiva. Além disso, se pensarmos na ordem das matrizes de cada termo individu-
almente e nao simplesmente na ordem dos autématos do modelo SAN, imagina-se que resultados
ainda melhores poderao ser alcancados.

Portanto, torna-se bastante interessante a realizacao de um estudo detalhado para descobrir
a melhor ordem das matrizes para cada termo do calculo da técnica Slice. Assim, como realizado
para a técnica Shuffle, serd possivel implementar uma nova versao da técnica Slice incorporando
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_ 192
2 1,77

1 4 0,87 0,24

0,85 0,586

Tempo (segundos)

Teste Ordem Tempo
1 1-2—-3-4-5-61| 1,335
2 1-2—-3-4—-6-5| 1,16 s
3 1-2-3-6-5—-4| 1,925
4 1-2—-6-5—-4—-3| 1,16 s
5 1-6-5—-4-3-2| 0,87s
6 6-5—-4—-3-2-11 0,945
7 6-5—-1—-3-2—-41| 1,77s
8 6—-1-3—-4-5—-210,8s
9 3—1-6—-4—-2-5]| 1,155
10 |2-3-4-6-5—-1] 0,865

Figura 4.9: Tempo de execugao para variacoes do exemplo 2

mais esta otimizacao, o que certamente resultard em um desempenho ainda melhor.

4.2.5 Analise dos Resultados Obtidos

A Figura 4.10 retne os principais resultados apresentados ao longo deste capitulo, facilitando
assim uma andlise completa do desempenho da técnica Slice.

Observando a Figura 4.10 percebe-se que mesmo sem a otimizacao da diagonal a técnica Slice
apresenta melhores resultados que a tradicional técnica Shuffle. Ou seja, com a técnica Slice é
possivel resolver modelos SAN em menos tempo e consumindo menos memoria. Além disso,
comparando os resultados obtidos, fica claro que a otimizagao na geragao dos fatores obteve
sucesso, diminuindo consideravelmente o tempo necessario para a execucao de cada iteracao da
resolu¢ao do modelo SAN.
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Tempo (segundos)

B Shuffle
O5lice-CD
B Slice-CD Ctimizado
BSlice-5D
5 Slice-50 Otimizado
1 -
0 e
1 2
Exempb
Técnica Exemplo 1 Exemplo 2
' Tempo | Memoéria | Tempo | Memoéria
Shuffle 1,79s | 92 KB 2,23 s | 109 KB
Slice-CD 0,89 s 92 KB 0,86 s | 109 KB
Slice-CD Otimizado | 0,81 s | 92 KB 0,76 s | 109 KB
Slice-SD 1,60 s 3 KB 1,23 s 3 KB

Slice-SD Otimizado

1,17s | 3KB | 1,0ls | 3KB

Figura 4.10: Resultados finais de tempo e memoria.




Capitulo 5

Consideracoes Finais

Infelizmente muitos sistemas em funcionamento hoje em dia nunca tiveram o seu desempe-
nho avaliado de forma consistente, entenda-se por sistemas nao s6 programas de computador,
mas toda e qualquer atividade que envolva dados de entrada e de saida. Por exemplo, o funci-
onamento de um posto de gasolina pode ser considerado um sistema, onde os clientes e o lucro
seriam os principais dados deste sistema. Neste caso, diversas avaliacoes sobre o seu desempenho
poderiam ser realizadas, desde a melhor forma de disponibilizar as bombas de gasolina, até o ni-
mero de funcionérios necessario e a capacidade dos tanques de combustivel, tudo isso dependendo
do niimero de clientes do posto e visando sempre a satisfacao dos clientes e o lucro do proprietario.

A precaria forma de avaliacao de sistemas ou mesmo a falta desta préatica vem prejudicando
intimeras empresas no mercado acirrado dos negdcios de hoje em dia. Diversas empresas tém
apresentado prejuizos e até mesmo encerrando suas atividades muitas vezes por falta de um
planejamento e avaliacdo adequados do seu negocio. Isso se deve pois até entdao ndo existe uma
forma consistente e de baixo custo para realizar uma boa avaliacao dos sistemas.

Atualmente, para realizar uma completa avaliagdo de um sistema razoavelmente grande, ao
qual envolve diversos fatores e peculiaridades, exigiria-se um enorme custo computacional, mui-
tas vezes tornando-se invidvel de ser realizada. Por este motivo, os estudos na area de avaliacao
de desempenho de sistemas nao podem parar, pelo contrério, deve-se investir cada vez mais nesta
area, pois tende a ser uma area bastante promissora.

Com a definigdo do formalismo de Redes de Automatos Estocésticos (SAN), a modelagem
de sistemas tornou-se mais compacta e modular, facilitando assim a modelagem de sistemas
maiores e com um maior nivel de detalhes. Porém, mesmo com o formalismo SAN, a resolucao
de alguns sistemas ainda exige um alto custo computacional, uma vez que o espago de estados
destes modelos pode ser muito grande.

Diversas técnicas para resolucao de modelos SAN vém sendo estudadas ao longo do tempo, e
muitos resultados positivos ja foram encontrados, como a criacao e aperfeicoamento da tradicio-
nal técnica Shuffle, a qual tornou-se inclusive uma referéncia mundial no assunto. Porém, novas
técnicas tém se mostrado muito interessantes e apresentado 6timos resultados, como é o caso da
técnica Slice estudada em detalhes neste trabalho.

No decorrer deste estudo foi realizada uma anélise profunda da técnica Slice, com o intuito
de explorar mais os seus pontos fortes e buscar melhorias para os seus pontos que apresentavam
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um menor desempenho. Para tanto, implementou-se a primeira versao desta técnica, tirando-a
definitivamente do papel, e possibilitando pela primeira vez uma anélise de resultados praticos do
seu desempenho para resolugao de modelos SAN. Além disso, estendeu-se o algoritmo da técnica
Slice para abranger também modelos com taxas funcionais, o que até entao nao tinha sido estu-
dado nem mesmo na teoria. Por fim, ainda foi proposta e implementada uma otimizacao em um
dos principais pontos do algoritmo desta técnica, a geracao dos fatores normais unitarios aditivos.

Apo6s implementar a técnica Slice, realizou-se entao uma série de testes em diversas situacoes,
visando analisar o desempenho da técnica na resolugao de modelos SAN. Com os resultados dos
testes realizados foi possivel constatar que a técnica Slice é realmente uma 6tima alternativa
para a resolucao de sistemas modelados pelo formalismo SAN, uma vez que seus resultados su-
peraram na maior parte das vezes a tradicional técnica Shuffle. Além disso, o fato da técnica
Slice apresentar uma maior flexibilidade para implementagoes paralelas certamente contribuira

para o seu reconhecimento nesta area de pesquisa.

Ainda como resultados adicionais deste estudo, surgem ao menos cinco possibilidades de tra-
balhos futuros. Considerando que a andlise realizada neste estudo teve como foco principal o
namero de multiplicacdes em ponto-flutuante necessarias para os céalculos e nao a forma com
que o algoritmo foi implementado, pode-se imaginar como um trabalho futuro uma andlise al-
goritmica desta técnica, visando melhorar sua implementagao. Seguindo a otimizagao realizada
neste trabalho para a geragdo dos fatores, poderia-se estudar no futuro uma forma de estender
esta otimizacao para modelos com taxas funcionais, uma vez que neste estudo esta foi limitada
a modelos com taxas exclusivamente constantes. Ainda, um estudo profundo para descobrir a
melhor ordem das matrizes dos termos do calculo poderia contribuir muito para o desempenho
da técnica Slice, como visto na andlise de resultados préticos apresentados neste trabalho.

Além disso, um outro trabalho futuro poderia estudar e propor um algoritmo hibrido, o qual
utilizaria de forma eficiente as técnicas Shuffle e Slice para cada termo do cédlculo da resolugao
do modelo SAN, levando-se em consideragao as melhores situacoes para cada técnica. Por fim,
ainda seria muito interessante a implementagao de uma versao paralela do algoritmo da técnica
Slice, pois dessa forma certamente seria possivel resolver sistemas com maiores espacos de estados.

Enfim, pode-se afirmar que este trabalho contribuiu muito para a evolucao da técnica Slice e
conseqiientemente para a area de avaliagdo de desempenho de sistemas. Pois, a partir de agora
serd possivel resolver inliimeros sistemas com esta técnica e assim seguir os estudos para quem
sabe um dia a técnica Slice tornar-se a nova referéncia mundial para resolugao de modelos SAN.
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Apéndice A

Algebra Tensorial

Sdo apresentados nas secdes a seguir os conceitos de Algebra Tensorial Classica [5] e de
Algebra Tensorial Generalizada [6], necessarios para o entendimento das SAN. A primeira se¢io
introduz os conceitos de Algebra Tensorial Classica (ATC) e cita suas principais propriedades.
Na segunda secio introduz-se a Algebra Tensorial Generalizada (ATG) e cita as propriedades de
interesse para o formalismo de SAN!.

A.1 Algebra Tensorial Classica

A Algebra Tensorial Classica ¢ definida por dois operadores matriciais:

e produto tensorial (também chamado de Produto de Kronecker);

e soma tensorial.

A notacao utilizada na definicdo dos operadores da, ATC e de suas propriedades ¢é introduzida
a medida em que se tornar necessaria.

Sejam:
N conjunto dos niimeros naturais;
R conjunto dos niimeros reais;
[a..b] subconjunto de N que contém todos os valores de a até b (a e b incluidos);
[a, b] subconjunto de R que contém todos os valores de a até b (a e b incluidos);
|a, b] subconjunto de R que contém todos os valores de a até b (a excluido, b incluido).

A.1.1 Produto Tensorial

O produto tensorial de duas matrizes A e B, de dimensoes (a3 X a3z) e (51 X (33), respec-
tivamente, é uma matriz de dimensoes (a1 X agf). Essa matriz pode ser vista como uma
matriz constituida de a1 X ag blocos, cada um de dimensdo (1 X (2. A definicdo de cada um

"Uma discussio mais abrangente sobre ATC e ATG, com demonstracio das propriedades nio-triviais, pode
ser vista em [8].
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dos elementos da matriz resultante é feita levando-se em conta a qual bloco o referido elemento
pertence e a sua posicao interna dentro desse bloco.

Sejam:
A matriz A;
A® B  produto tensorial das matrizes A e B;
A x B produto (convencional) das matrizes A e B;
;i elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A;

apk)jy  elemento da k-ésima linha do i-ésimo bloco horizontal e da [-ésima coluna do j-ésimo
bloco vertical da matriz A.

Sejam, por exemplo, as duas matrizes A e B:

B =1 by by bag bay

A:<a11 a2
b31 bza b3z bay

bi1r bz b1z bus
any a22>

O produto tensorial definido por C' = A ® B ¢ igual a:
CLHB a12B
C:
ang aggB
a11bir  a1ibiz  anbiz  anibia | a12bi1  aizbiz  aizbiz  aizbis
a11ba1  a11baa  a11baz  ai1bos | a12ba1  aizbaa  aizbaz  aizboy
- aj1bsr  a11bzz ai1bss arnbsg | a12bzr  ai2bza  ai2bzz  aiobsg
a21b11  a21bia  a1biz  ag1bia | axbin  azsbia  azsbiz  azebis

ag1ba1  a21baa  az1baz  a21bag | asobar  agoboy @bz agabay
ag1b31  a21b3z  a21b3z  az1bas | asbzr  azbza  azbsz  azbsy

Neste exemplo, o elemento cg7 (c47 = ageby3) encontra-se dentro do bloco (2,2) e sua posigao
interna neste bloco ¢ (1,3). O produto tensorial C' = A ® B ¢é definido algebricamente pela
atribuicao do valor a;;by; ao elemento de posigao (k,[) do bloco (4, j), i.e.:

CLk[jl = ijbri

: . (A.1)
onde i € [1..@1], J € [1..@2], ke [1ﬁ1] el e [1ﬁ2]

Essa representacao dos elementos da matriz correspondente ao produto tensorial induz uma
relagao de ordem sobre os elementos c;;, que é a ordem lexicografica das duplas de indice

(K1), :

Fator Normal

Um caso particular de produto tensorial é o produto tensorial de uma matriz quadrada por
uma matriz identidade. Esse produto tensorial é denominado fator normal. Com uma matriz
quadrada A e uma matriz identidade (de dimensao n) I, dois fatores normais sdo possiveis:

(A®1,) e (I, ® A).
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Sejam a matriz A do exemplo anterior e uma matriz identidade de dimensao 3:

a12
a22

aiy
a21

A:( ) Iy -

Os fatores normais A ® I3 e I3 ® A sdo:

0 ail 0 0 ai2

@ 3 21 0 0 a9 0 0 3 @
0 ax O | 0 ax O
0 0 as1 0 0 a22

S O =

0 0

10

01

ail a2 0 0 0 0

asr a2 0 0 0 0
0 0 all a2 0 0
0 0 agl any 0 0
0 0 0 0 a1l a2
0 0 0 0 as1 aoy

Um caso ainda mais particular de produto tensorial é o produto tensorial de duas matrizes
identidade. O resultado ¢ uma matriz identidade cuja dimensao é igual ao produto das dimensdes

das duas matrizes, i.e.:

A.1.2 Soma Tensorial

Diferentemente do produto tensorial, que é definido para matrizes quaisquer, a soma tensorial

é definida somente para matrizes quadradas.

Sejam:
A@® B  soma tensorial das matrizes quadradas A e B;
A+ B  soma (convencional) das matrizes A e B;
na dimensao (nimero de linhas e de colunas) da matriz quadrada A;
0ij elemento da ¢-ésima linha e da j-ésima coluna de uma matriz identidade

(0ij=1sei=jedj=0sei#j).

A soma tensorial de duas matrizes quadradas A e B é definida como a soma (convencional)

dos fatores normais das duas matrizes segundo a féormula:

A®B=(A®I,;)+ (I, ® B)

Sejam por exemplo as matrizes A e B dadas por:

e a b1

A ( 11 a2 ) B=| by
as;  a b

31

A soma tensorial dada por C = A@® B é igual a:

C=A9B=(A®13)+ (Il B)

(A.2)

bi3
bo3
b33
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all 0 ai19 0 0 bll blg b13 0 0 0
0 ail 0 a19 0 b21 b22 b23 0 0 0
C = 0 0 al 0 0 a9 + 631 bgg b33 0 0 0
asy 0 as9 0 0 0 0 0 bll blg 1)13
0 any 0 a9 0 0 0 0 b21 bzg b23
0 0 as 0 0 as9 0 0 0 631 bgg 633
a1 +bn bio bi3 a2 0 0
ba1 aiy + baa ba3 0 a2 0
- bs1 b2 air + b3z 0 0 a2
a1 0 0 az + b1y bio b3
0 as 0 ba1 agz + baa ba3
0 0 a1 b31 b2 ag + b3z

A soma tensorial C' = A® B ¢ definida algebricamente pela atribui¢ao do valor a;;0z; 4 d;5bx
ao elemento de posi¢ao (k,l) do bloco (i, j), i.e.:

Cripliin = Gii0k1 + 0540
[ik] (5] JORET Oig Okl o (A.3)
onde i,j € [l.na] e k,l € [1.np]

O operador produto tensorial (®) tem prioridade sobre o operador soma tensorial (&) e os
dois operadores tensoriais tém prioridade sobre os operadores tradicionais de multiplicacao e
adigdo de matrizes (x e +).

A.1.3 Propriedades da ATC

As propriedades da ATC de interesse para as SAN sao listadas a seguir. Suas demonstracoes
podem ser vistas em [8].

e Associatividade:

®BRC)=(A9B)® (A.4)
Ad(BaC)=(AeB)aC (A.5)
e Distributividade com relacao a soma:
(A+B)®@(C+D)=(A®C)+(B®C)+ (A® D)+ (B® D) (A.6)
e Compatibilidade com a multiplicacao:
(AxB)® (CxD)=(A®C)x (B®D) (A.7)
e Compatibilidade com a transposicao de matrizes:
(Ao B)T = AT @ BT (A.8)
e Compatibilidade com a inversdo de matrizes (se A e B sdo matrizes inversiveis):
(A B '=A"1@ B! (A.9)



A.2. ALGEBRA TENSORIAL GENERALIZADA 89

e Decomposicao em fatores normais:

A®B=(A®I,,) % (I, ® B) (A.10)

e Distributividade com relacao a multiplicacdo pela matriz identidade:
(AxB)®I,=(A®1,) x (B®I,) (A.11)
I, (Ax B)= (I, ®A) x (I, ® B) (A.12)
e Comutatividade dos fatores normais:

(A®In3) X(InA®B):(InA®B) X (A®In3) (A13)

A.2 Algebra Tensorial Generalizada.

A é&lgebra tensorial generalizada é uma extensao da édlgebra tensorial classica. A diferenca
fundamental da ATG com relagdo & ATC é a introdugdo do conceito de elementos funcionais.
Doravante, uma matriz pode ser composta de elementos constantes (pertencentes a R) ou de
elementos funcionais. Um elemento funcional é uma fungao real dos indices de linha de uma ou

mais matrizes?.

Um elemento funcional b é dito dependente da matriz A se algum indice de linha da ma-
triz A pertencer ao conjunto de parametros desse elemento funcional. Por abuso de linguagem,
denomina-se pardmetro de um elemento funcional toda matriz da qual o elemento funcional é
dependente. Uma matriz que contém ao menos um elemento funcional dependente da matriz A
¢ dita dependente da matriz A. Os pardmetros de uma matriz sdo a unido dos parametros de
todos seus elementos funcionais.

Assim como a ATC, a ATG é definida por dois operadores matriciais:

e produto tensorial generalizado;

e soma tensorial generalizada.

A notacgao definida na segao A.1 continua sendo valida para as matrizes constantes (i.e., ma-
trizes sem elementos funcionais). As matrizes com elementos funcionais, denominadas matrizes
funcionais, sao descritas com o uso da notacao seguinte:

Sejam:
ag indice de linha k da matriz A;
A(B,C) matriz funcional A que possui como parametros as matrizes B e C,
a;j(B,C) elemento funcional (i, j) da matriz A(B,C);

A(bg,C) matriz funcional A(B,C) na qual o indice de linha da matriz B j& é conhecido e igual
a k (essa matriz pode ser considerada dependente da matriz C' somente);

%i.e., o dominio dessa funcio é R" e seu contra—dominio & R
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a;j(by,C) elemento funcional (i, j) da matriz A(by,C);

A(bg,¢;) matriz funcional A(B,C) na qual os indices de linha das matrizes B e C' ja sao
conhecidos e iguais a k e [ respectivamente (uma vez que todos os parametros da matriz
sao conhecidos, pode ser considerada uma matriz constante);

a;j(br, ¢;) elemento constante (elemento funcional de valor determinado) (i, j) da matriz A(b, ¢;);

lk(A) matriz com todos os elementos iguais a zero, exceto aqueles pertencentes & linha k
que é igual a linha k da matriz A (A =>4, (,(A));

A(B) ® B(A) produto tensorial generalizado entre as matrizes A(B) e B(A);
9

A(B) ® B(A) soma tensorial generalizada entre as matrizes A(B) e B(A).
7

A.2.1 Produto Tensorial Generalizado

Sejam por exemplo duas matrizes A(B) e B(A) dadas por:

bii[A] bia[A] bi3[A]
) B(A) = | bulA] bslA] baslA]
bai[A] b3a[A] b33]A]

O produto tensorial definido por C' = A(B) ® B(A) ¢ igual a:

_( an[B] ai2[B]
A(B o < agl[[)’] CLQQ[B]

g
arr(b1)bii(ar) air(br)biz(ar) a11(br)biz(ar) | ar2(br)bii(ar) ara(bi)biz(ar) aia(bi)biz(ar)
arr(b2)bai(ar) ai1(b2)baz(ar) a11(b2)boz(ar) | ar2(b2)bai(ar) aia(b2)baa(ar) aia(b2)baz(ar)
- ar1(b3)bzi(ar) ai1(bs)bsa(ar) a11(bg)bsz(ar) | a12(b3)bsi(ar) aia(bz)bza(ar) aia(bs)bsz(ar)
az1(b1)bi1(az) az1(b1)bi2(az) a21(b1)biz(az) | a2z(bi)bii(az) aga(bi)biz(az) aze(bi)biz(az)
az1(b2)ba1(a2) az1(b2)baz(az) a21(b2)baz(az) | a2z(b2)bai(az) aga(b2)ba(az) aza(b2)baz(az)
az1(b3)bzi(az) az1(bs3)bs2(az) a21(b3)bsz(az) | a2z(b3)bsi(az) aga(b3)bsz(az) aza(b3)bsz(az)

O produto tensorial generalizado C' = A(B) ® B(.A) é definido algebricamente pela atribuicao
7

do valor a;;(bg)bri(a;) ao elemento cpizjy, i-e.:

clirpi = @i (bk)bri(a:)

(A.14)
onde i,j € [1l.na] e k,l € [1.np]

A.2.2 Soma Tensorial Generalizada

A soma tensorial generalizada é definida utilizando-se o produto tensorial generalizado na
equacao A.2:

A®B=(A®1I,,)+ (., ® B) (A.15)
g g g

Sejam as matrizes A(B) e B(.A) utilizadas para descrever o produto tensorial generalizado.
A soma tensorial definida por C' = A(B) & B(A) é igual a:
g
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a11(b1) + bi1(ar) bi2(a1) biz(a1) a12(by) 0 0
ba1(a1) a11(b2) + baa(ar) bas(ar) 0 ai2(b2) 0
c— b31(ar) b3z (a1) a11(b3) + bsz(ay) 0 0 aia(bz)
as (b1) 0 0 az2(b1) + b1 (a2) b1a(a2) bi3(az)
0 a1 (b2) 0 b1 (az) aga(b2) + baz(az) bas(az2)
0 0 a1 (bs) b1 (az) baa(az) ag2(b3) + bsz(az)

A soma tensorial generalizada C' = A(B) & B(A) é definida algebricamente pela atribuicao
9

do valor a;j(bg)dg + bri(a;)dij ao elemento cpp(jy, i-e-:

ik = @ij (k)01 + bra(ai)di; (A.16)
onde i,j € [l.na] e k,l € [1.np] '

A.2.3 Propriedades

e Distributividade do produto tensorial generalizado com relacdo & soma convencional de
maftrizes:

[A(¢, D) + B(C, D)} © [C(A,B) + D(A,B)] =
A(C,D) © C(A,B) + A(C,D)® D(A,B) +

B(C, D)@ C(AB) + B(C.D)® D(A.B) (A17)

e Associatividade do produto tensorial generalizado e da soma tensorial generalizada:
[ A(B,C) %@B(A,C) ] (?C(A,B) = A(B,C) %@ [ B(A,C) (? C(A,B)] (A.18)
[ A(B,C) ?B(A,C) ] ?C(A,B) = A(B,C) ? [ B(A,C) ? C(A,B)] (A.19)
e Distributividade com relacao a multiplicagao pela matriz identidade:
[A(C) x B(C) ] %)Inc = A(C) %) I, x B(C) %)Inc (A.20)
[ Lo %) AC)] x B(C) = I, %)A(C) X Ine %) B(C) (A.21)
e Decomposicao em fatores normais I:
A % B(A) =1,, ? B(A) x A % I, (A.22)

e Decomposicao em fatores normais II:

AB)@B=AB)®I,, x I,,®B (A.23)
g g g

Decomposicao em produto tensorial classico:

A® B(.A) = nerk(A) X B(ak) (A.24)
g k=1
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Apéndice B
Calculo do Custo Computacional

Veja a seguir o cédlculo completo do Custo Computacional das técnicas Shuffle e Slice, com
e sem as otimizacoes estudadas, para os dois exemplos de modelos SAN apresentados neste tra-
balho, representados pelas Figuras 4.1 e 4.2, e Tabelas 4.1 e 4.2 respectivamente.

B.1 Custo Computacional sem otimizacao da diagonal

Esta secao apresenta os calculos do Custo Computacional das técnicas Shuffle e Slice des-
considerando a otimizacao da diagonal.

B.1.1 Custo Computacional para o primeiro exemplo

Para realizar o célculo do Custo Computacional para o primeiro exemplo de modelo SAN,
foram considerados os valores das Tabelas 4.3 e 4.4, além das féormulas do custo computacional
da técnica Shuffle e Slice.

Técnica Shuffle

O Custo Computacional da técnica Shuffle para este modelo SAN é calculado da seguinte
forma:

Formula do custo computacional da técnica Shuffle.

1+2F N N
nz;
> (IImix >
k=1 =1 i=1

N

Célculo do termo H n; (ndo depende da parte local ou sincronizante do modelo).
i=1

4x2x4x3xb5x4 = 1.920
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N
Calculo do termo Z Nz para a parte local do modelo.

i—1

2 0 2 0 5 4 10+0+10+0+20+20 60 3

1213t s T ¢ 20 - 20

Custo computacional total para a parte local do modelo.

N N Nz
Hnix T~ 1.920x3 = b5.760
=1

N
i=1

N
Calculo do termo E —— para o evento sincronizante eg.

i—1
1 2 3 3 5 4 1 1 4
4+2+4+3+5+4 4+ +4+ + 1+ 4+ 5

nz;

N
Calculo do termo E para o evento sincronizante eg.

=1

(3

Ll 280t L i =3,
42 4 3 5 4 4 2 4 4
N’I’LZ'
Calculo do termo Z n,z para o evento sincronizante ejg.
i=1
T T S -
42 4 3 5 4 4 3 12 12
N .
Calculo do termo Z Rz para o evento sincronizante ejq.
i—1 M
T T T T R
42 4 3 5 4 4 3 12 12
N .
Calculo do termo Z nzi para o evento sincronizante ejo.
=1 T
Ll 480t L i =3,
42 4 3 5 4 4 2 4 4

N
Calculo do termo E —— para o evento sincronizante ejs.

i—1
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SRR S PO T I I UL L R
42 4 3 5 4 4 5 4 20 20 5
Calculo do termo Z Rz para o evento sincronizante ejq.

i=1
2l et = s 2 B
4 2 4 3 5 4 5 5 5
N’I’LZ'
Calculo do termo Z n.Z para o evento sincronizante ejs.
i=1
402,402 104 2 L BB
42 4 3 5 4 3 5 15 15
N .
Calculo do termo Z nzi para o evento sincronizante ejg.
i—1 v
P S VU S I U I I I I
42 4 3 5 4 2 5 10 10

Custo computacional para a parte sincronizante positiva do modelo.

E N N
nz | 19 59 59 19 21 26 73 47
Z(an2—> - 1.920><<5+4+12+12+ + ===+ )

4 "5 "5 "15 10

1.920 x <300+285 + 295 + 295 + 285 + 252 +312+292+282>
' 60

2.
1.920 x % = 32x2598 = 83.136

Sabendo que a parte sincronizante negativa deste modelo tem o mesmo custo da parte positiva,

o custo computacional total para a parte sincronizante deste modelo é:

2F N N Nz
Z( nixz ) — 83.136 +83.136 = 166.272
1

k=1 1= i=1

Logo, o custo computacional total para uma iteracao da resolugao deste modelo SAN é:

1+2F N N Nz
Z (H”XZ ) = 5.760 + 166.272 = 171.992

k=1 i=1 i=1
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Técnica Slice

Para a técnica Slice, o Custo Computacional para este modelo SAN ¢é calculado da seguinte
forma:

Formula do custo computacional da técnica Slice.

N N N 2FE /N-1

i
I—Ilnz‘XEln—i +I§1 | |1nzi><[(N—2)+nN+nzN
1= 1= = 1=

Custo computacional total para a parte local do modelo (igual ao Shuffle).

N N

nz;
Hnix ' = 1.920x3 = 5.760
=1 =1

N—1

Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante eg.
i=1

1x2x3x3x5 = 90

Calculo do termo (N — 2) +ny + nzy para o evento sincronizante esg.

(6—2)+4+4 = 12

N—1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante eg.
i=1

I1x1x4x3x5 = 60

Calculo do termo (N — 2) +ny + nzy para o evento sincronizante eg.

(6-2)+4+4 = 12

N—1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante ejg.
i=1

1x2x4x2x5H = 80
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Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante eqg.

(6-2)+4+4 = 12

N—-1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante ej.
i=1

1x2x4x2x5H = 80

Calculo do termo (N — 2) +ny + nzy para o evento sincronizante eq;.

(6-2)+4+4 = 12

N-1
Céalculo do termo H nz; para o evento sincronizante eja.
i=1

I1x1x4x3x5 = 60

Calculo do termo (N — 2) +ny + nzy para o evento sincronizante eqo.

(6-2)+4+4 = 12

N-1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante ej3.

i=1

4x2x1x3x1 = 24

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante eq3.

(6-2)+4+3 = 11

N—1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante ejq.

i=1

4x2x4x3x1 = 96
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Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante ei4.

(6-2)+4+4 = 12

N—1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante ejs.
i=1

4x2x4x2x1 = 64

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante eis.

(6—2)+4+4 = 12

N—1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante eig.

i=1

4x1x4x3x1 = 48

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante eig.

(6-2)+4+4 = 12

Custo computacional para a parte sincronizante positiva do modelo.

ZE: (fﬁlw X [(N—2)+nN+nzND _

k=1 \i=1
(90 % 12) 4 (60 x 12)+ (80 x 12) + (80 x 12) + (60 x 12)+ (24 x 11)+ (96 x 12) + (64 x 12)+ (48 x 12) =
1.080 + 720 + 960 + 960 + 720 + 264 + 1.152 + 768 + 576 = 7.200

Lembrando que a parte sincronizante positiva e negativa deste modelo possuem o mesmo custo computacional,

o custo computacional total para a parte sincronizante deste modelo é:

2F N—-1
Z (H nz; X [(N —2) +ny+ nzND = 7.200+7.200 = 14.400
k=1 =1
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Logo, o custo computacional total para uma iteragao da resolu¢ido deste modelo SAN é:

N N 2F N—-1
nz;
(l |1nl- X El Tl—z> + E ( | | nz; X [(N—Q) +nN+nzN}> = 5.760 + 14.400 = 20.160
1= 1=

k=1 \i=1

B.1.2 Custo Computacional para o segundo exemplo

Para realizar o calculo do Custo Computacional para o segundo exemplo de modelo SAN |
foram considerados os valores das Tabelas 4.5, 4.6 e 4.7.

Técnica Shuffle

O Custo Computacional da técnica Shuffle para este modelo SAN é calculado da seguinte
maneira:

Formula do custo computacional da técnica Shuffie.

1+2F N N
nz;
> (IImix >
k=1 =1 i=1

N

Célculo do termo H n; (ndo depende da parte local ou sincronizante do modelo).

i=1

4x4x3xb6x4x2 = 2304

N
Calculo do termo Z Nz para a parte local do modelo.
=1 T
24,04 2 0 6+1240+846+40 _ 32 _ 8
44 36 4 2 12 123

Custo computacional total para a parte local do modelo.

N N

: 8 18.432
IEE P 9304 x> = — 6.144
=1 =1

n; 3 3

N

Célculo do termo E —— para o evento sincronizante e7 (matriz positiva).
— n;
i=1

3 4 3 6 4 2 3 3
4 S4 44 = Zhl41414141 = 245 = 2
1TiT3 Tt TR R i
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N

Célculo do termo E —— para o evento sincronizante eg (matriz positiva).
— n;
i=1

2+4+2+6+4+2 = 2+1+2+1+1+1 = 14+4 _ 623l
44 3 6 4 2 4 3 12 12 6

nz;

N
Calculo do termo E para o evento sincronizante eg.

=1

(3

ST I TS NI
4 4 3 6 4 2 3 2 6 6
N .
Calculo do termo Z nzi para o evento sincronizante ejg.
im1 T
G T U T I I U
4 4 3 6 4 2 6 2 6 6
Calculo do termo Z Rz para o evento sincronizante ejq.
i=1
S i D R
44 3 6 4 2 6 4 12 12 6
N’I’LZ'
Calculo do termo Z VZ para o evento sincronizante ej2.
i=1
S S i T R
4 4 3 6 4 2 6 4 12 12 6
N .
Calculo do termo Z nzi para o evento sincronizante ejs.
i=1 "

SV U U I IS I S R
44 36 4 2 6 4 = 12 12
Calculo do termo Z Rz para o evento sincronizante ejq4.

i—1 M
G UL R R R P I
4 4 3 6 4 2 42 4 4

Apenas os eventos e7 e € ossuem valores diferentes para as suas matrizes positivas e ne-
7 8
ativas ois nos autoématos A(l) e A(g) existem transicoes que partem do mesmo estado para
)
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outros, tendo estes eventos associados. Dessa forma, as matrizes negativas destes eventos pos-
suirao menos elementos nao-nulos, uma vez que na matriz negativa as taxas destes eventos sao
somadas e posicionadas na diagonal principal da matriz com sinal negativo, realizando assim o
ajuste necessario ao modelo SAN. Por este motivo, é preciso recalcular o termo Zf\; 1 ”n—zj para
as matrizes negativas destes eventos, como segue:

nz;

N
Calculo do termo Z

i=1

para o evento sincronizante ez (matriz negativa).

2+4+3+6+4+2 = 2+1+1+1+1+1 = 1+5 _ i
4 4 3 6 4 2 4 2 2

Célculo do termo E —— para o evento sincronizante eg (matriz negativa).
i=1 '

2+4+1+6+4+2 - 2+1+1+1+1+1 - 10+4 B8 29
4 4 3 6 4 2 4 3 12 12 6

Custo computacional para a parte sincronizante positiva do modelo.

E N N
nz; 23 31 31 29 209 29 53 19
xS 2 oguax (24 gy 2 2 0 )
Z<1”X2n> X<4+6+6+6+6+6+12+4)

k=1 \i= i=1
2.304X(69+62+62+58+58+58+53+57> _
12
2.304x% = 192 x 477 = 91.584

Custo computacional para a parte sincronizante negativa do modelo.

inzi _ gpux (L, 29,31 029 20 29 53 19) _
ng ) "7 7"\2 6 6 6 6 6 12 4)

k=1 \i= i=1
9304 x 66 + 58 + 62 + 58 + 58 + 58 + 53 + 57 _
12
2.304 x % = 192 x 470 = 90.240

Custo computacional total para a parte sincronizante do modelo.

2F N N N
§ ( nl-><§ —Z> = 91.584 +90.240 = 181.824
k=1 \i=1 =1
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Logo, o custo computacional total para uma iteragao da resolug¢do deste modelo SAN é:

1+2F N N Nz
§ nZ-XE ] = 6.144 + 181.824 = 187.968
k=1 =1 =1

Técnica Slice

O Custo Computacional da técnica Slice para este modelo SAN é calculado da seguinte formas:

Formula do custo computacional da técnica Slice.

N N 2E /N-1
l—Ilnllen—; +kzl 1_[1nzi><[(N—2)+nN+nzN
i= 1= = 1=

Custo computacional total para a parte local do modelo (igual ao Shuffle).

N N
- 8 18.432
IEE DE_ o304x > = 2222 gqad
. . n; 3 3
=1 1=1
N-—-1

Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante ey (matriz positiva).
i=1

Ix4x3x6x4 = 864

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante ey (matriz positiva).

6-2)+2+2 = 8

N-1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante eg (matriz positiva).
i=1

2Xx4x2x6x4 = 384

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante eg (matriz positiva).

6-2)+2+2 = 8
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N—1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante eg.
i=1

4x4x2x6x4 = 768

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante eg.

6-2)+2+1 = 7

N—-1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante ejg.
i=1

4x4x3x2x4 = 384

Calculo do termo (N — 2) +ny + nzy para o evento sincronizante eqg.

6-2)+2+1 = 7

N-1
Céalculo do termo H nz; para o evento sincronizante ejj.

i=1

4x4x3x2x2 = 192

Calculo do termo (N — 2) +ny + nzy para o evento sincronizante eq.

6-2)+2+2 = 8

N—-1
Céalculo do termo H nz; para o evento sincronizante eja.

i=1

4x4x3x2x2 = 192

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante eq2.

6-2)+2+2 = 8
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N—1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante ejs.
i=1

4x4x3x1x1l = 48

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante eis.

6-2)+2+2 = 8

N—1
Céalculo do termo H nz; para o evento sincronizante ej4.
i=1

4x4x3x6x1 = 288

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante ei4.
6-2)+2+1 = 7

. N—1 .
Mais uma vez deve-se recalcular os termos [[;_; nz; e (N —2) + ny + nzy pois os eventos

e7 e eg possuem valores diferentes para as suas matrizes positivas e negativas. Sendo assim, o
cdlculo destes termos para as matrizes negativas dos eventos e; e eg sao realizados da seguinte

maneira;:

N—1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante ey (matriz negativa).
i=1

2x4x3x6x4 = 576

Calculo do termo (N — 2) + ny + nzy para o evento sincronizante e7 (matriz negativa).

6—-2)+2+2 = 8

N—1
Calculo do termo H nz; para o evento sincronizante eg (matriz negativa).

i=1

2x4x1x6x4 = 192
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Calculo do termo (N — 2) +ny + nzy para o evento sincronizante eg (matriz negativa).

6-2)+2+2 = 8

Custo computacional para a parte sincronizante positiva do modelo.

k=1
(864 x 8) + (384 x 8) + (768 x 7) + (384 x 7) 4 (192 x 8) + (192 x 8) + (48 x 8) + (288 x 7) =
6.912 + 3.072 + 5.376 + 2.688 + 1.536 + 1.536 + 384 + 2.016 = 23.520

Custo computacional para a parte sincronizante negativa do modelo.

ZE: (Jjj:”zz X [(N—2)+nN+nzND _

k=1
(576 x 8) + (192 x 8) + (768 x 7) + (384 x 7) 4 (192 x 8) + (192 x 8) + (48 x 8) + (288 x 7) =
4,608 + 1.536 -+ 5.376 + 2.688 + 1.536 + 1.536 + 384 + 2.016 = 19.680

Custo computacional total para a parte sincronizante do modelo.

2F N-1
> (H nz X [(N —2) +nn+ nzND = 23.520 +19.680 = 43.200
k=1 =1

Logo, o custo computacional total para uma iteragao da resolu¢do deste modelo SAN é:

2F

N N N—-1
nz;
(Hlnz X § 1 n—@) + ;; 1 (1_[1 nz x [(N —2)+nyn +nzND = 6.144+43.200 = 49.344
1= 1= 1=

B.1.3 Custo Computacional para Slice com Otimizacao dos Fatores

Considerando a otimizagao dos Fatores Normais Unitéarios Aditivos (AUNF) proposta para
a técnica Slice, o custo computacional desta técnica para os dois exemplos estudados é calculado
conforme apresentado nas secoes seguintes.
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Primeiro exemplo

Com a otimizacao dos Fatores na técnica Slice, o custo computacional da parte sincronizante
do primeiro exemplo de modelo SAN ¢é calculado da seguinte forma:

Custo computacional otimizado da parte sincronizante positiva do modelo.
E N-1 i N-1
g [HTLZ@] + anix [nN—}—nzN]
k=1 \ i=2 Lj=1 i=1

N—1
Calculo do termo E {H nzl} para o evento sincronizante eg.
i=2 Lj=1

.

(I1x2)+(1x2x3)4+(1x2x3x3)4+(1x2x3x3x5) = 24+6+18+90 = 116

N-1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante eg.
i=1

(Ix2x3x3x5)x(4+4) = 90x8 = 720

N—1 i
Calculo do termo Z {H nzl} para o evento sincronizante eg.
i=2 Lj=1

(Ix1)+(1x1x4)+(1x1x4x3)+(1x1x4x3x5) = 1+44+12460 = 77

N-1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante eg.

i=1

(I1x1x4x3x5)x(4+4) = 60x8 = 480

N—1 . i
Calculo do termo Z { H nzz} para o evento sincronizante ejg.
i=2 Lj=1

(Ix2)+(1x2x4)+(1x2x4x2)+(1x2x4x2x5) = 248+16+80 = 106

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ejg.
i=1

(Ix2x4x2x5)x(4+4) = 80x8 = 640
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N—1 . i
Célculo do termo Z { H nzz} para o evento sincronizante ej.
i=2 Lj=1

(Ix2)+(1x2x4)+(1x2x4x2)+(1x2x4x2x5) = 24+8+16+80 = 106

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ejq.
i=1

(Ix2x4x2x5)x(44+4) = 80x8 = 640

N—1 i
Calculo do termo E { H nzz} para o evento sincronizante ejs.
i=2 Lj=1

(Ix1)+(1x1x4)+(1x1x4x3)+(1x1x4x3x5) = 1+44+12460 = 77

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ejo.

=1

(1x1x4x3x5)x(4+4) = 60x8 = 480

N—1 i
Calculo do termo E { H nzz} para o evento sincronizante ej3.
i=2 Lj=1

(Ax2)+(4x2x1)+(4x2x1x3)+(4x2x1x3x1) = 8+8+24+24 = 64

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ejs.

=1

(Ax2x1x3x1)x(443) = 24x7 = 168

N—-1 i
Calculo do termo Z { H nzz} para o evento sincronizante ejq.

i=2 Lj=1

232

(Ax2)+(4x2x4)+(4x2x4x3)+(4x2x4x3x1) = 8+32+96+96

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ej4.
i=1

(Ax2x4x3x1)x(44+4) = 9%6x8 = 768
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N—-1
Calculo do termo Z {
i=2

i

H nzz} para o evento sincronizante ejs.
Jj=1

(Ax2)+(4x2x4)4+(4x2x4x2)+(4x2x4x2x1) = 8+32+64+64 = 168

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ejs.
i=1

(Ax2x4x2x1)x(4+4) = 64x8 = 512

N—1 i
Calculo do termo E { H nzl} para o evento sincronizante ejg.
i=2 Lj=1

Ax1)+(4x1x4)4+(4x1x4x3)+(4x1x4x3x1) = 4+16+48+48 = 116

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ejg.

=1

(Ax1x4x3x1)x(4+4) = 48x8 = 384

Custo computacional da parte sincronizante positiva do modelo.

(116 4 720) + (77 4 480) + (106 + 640) + (106 + 640) + (77 + 480)+
(64 + 168) + (232 + 768) + (168 + 512) + (116 + 384) =
836 + 557 + 746 + 746 + 557 + 232 + 1.000 + 680 + 500 = 5.854

Sabendo-se que o custo da parte sincronizante negativa é igual a positiva para este modelo,

o custo computacional total da parte sincronizante deste modelo é:

5.854 +5.8504 = 11.708

Adicionando o custo da parte local, tem-se entdao o custo computacional total do Slice otimizado para o exemplo 1.

5.760 +11.708 = 17.468
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Segundo exemplo

Considerando a otimizacao dos Fatores da técnica Slice, o custo computacional da parte sin-
cronizante do segundo exemplo de modelo SAN ¢ calculado da seguinte maneira:

Custo computacional otimizado da parte sincronizante positiva do modelo.

5 (30 [TTns] o+ T v ]

N—-1 i
Célculo do termo E { nzz} para o evento sincronizante ez (matriz positiva).
i=2 Lj=1

Bx4)+Bx4x3)+(3x4x3x6)+(3x4x3x6x4) = 124+36+216+864 = 1.128

N—-1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ey (matriz positiva).
i=1

Bx4x3x6x4)x(242) = 864x4 = 3456

N-1 i
Célculo do termo Z { H nzz} para o evento sincronizante eg (matriz positiva).
i=2 Lj=1

(2x4)+(2x4x2)+(2%x4x2x6)+(2x4x2x6x%x4) = 8+16+96+384 = 504

N-1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante eg (matriz positiva).

i=1

(2x4x2x6x4)x(242) = 384x4 = 1.536

N—1 i
Calculo do termo Z {H nzz} para o evento sincronizante eg.
i=2 Lj=1

(Ax4)+(4x4x2)+(4x4x2x6)+(4x4x2x6x4) = 16+32+192+768 = 1.008

N-1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante eg.
i=1

(Ax4x2x6x4)x (2+1) = 768x3 = 2.304
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N—1 . i
Célculo do termo Z { H nzz} para o evento sincronizante ejg.
i=2 Lj=1

(Ax4)+(4x4x3)+(4x4x3x2)+(4x4x3x2x4) = 16+ 48+ 96+ 384 544

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ejg.
i=1

(Ax4x3x2x4)x(2+1) = 384 x3 = 1.152

N—1 i
Calculo do termo E { H nzl} para o evento sincronizante ejj.
i=2 Lj=1

(Ax4)+(4x4x3)+(4x4x3x2)+(4x4x3x2x%x2) = 16+48+96+192 = 352

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ejq.

=1

(4x4x3x2x2)x(24+2) = 192x4 = 768

N-1
Calculo do termo Z {
i=2

i
H nzl} para o evento sincronizante ejs.
j=1

(Ax4)4+(4x4x3)+(4x4x3%x2)+(4x4x3%x2x%x2) = 16+48+96+192 = 352

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ej2.

=1

(4x4x3x2x2)x(24+2) = 192x4 = 768

N—-1 i
Calculo do termo Z { H nzz} para o evento sincronizante ejs.

i=2 Lj=1

(Ax4)+(4x4x3)+(4x4x3x1)+(4x4x3x1x1) = 16+48+48+48 = 160

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ejs.
i=1

(Ax4x3x1x1)x(242) = 48x4 = 192
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N—1
Calculo do termo Z {
i=2

i

H nzz} para o evento sincronizante ejq.
j=1

(Ax4)4+(4x4x3)+(4x4x3%x6)+(4x4x3x6x1) = 16+48+288+288 = 640

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ej4.
i=1

(4x4x3x6x1)x(2+1) = 288x3 = 864

Custo computacional da parte sincronizante positiva do modelo.

(1.128 + 3.456) + (504 + 1.536) + (1.008 + 2.304) + (544 + 1.152)+
(352 + 768) + (352 + 768) + (160 + 192) + (640 + 864) =
4.584 + 2.040 + 3.312 + 1.696 + 1.120 + 1.120 + 352 + 1.504 = 15.728

N-1
Calculo do termo Z {
i=2

i
H nzz} para o evento sincronizante e7 (matriz negativa).
j=1

(2x4)4+(2%x4%x3)+(2x4%x3%x6)+(2x4x3x6x4) = 8+24+144+576 = 752

N—1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante ey (matriz negativa).

=1

(2x4x3x6x4)x(242) = 576x4 = 2304

N-1, i
Calculo do termo Z { H nzz} para o evento sincronizante eg (matriz negativa).
i=2 Lj=1

2x4)+(2x4x1)+(2x4x1x6)+(2x4x1x6x4) = 8+8+48+4+192 = 256

N-1
Calculo do termo H nz; X {nN + nzN} para o evento sincronizante eg (matriz negativa).

=1

(2x4x1x6x4)x(24+2) = 192x4 = 768
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Custo computacional da parte sincronizante negativa do modelo.

(752 + 2.304) + (256 + 768) + (1.008 + 2.304) + (544 + 1.152)+
(352 + 768) + (352 + 768) + (160 + 192) + (640 4 864) =

3.056 +1.024 + 3.312 + 1.696 4+ 1.120 4+ 1.120 + 352 4+ 1.504 = 13.184

Custo computacional total para a parte sincronizante do modelo.

15.728 4 13.184 = 28.912

Adicionando o custo da parte local, tem-se entdo o custo computacional total do Slice otimizado para o exemplo 2.

6.144 4 28.912 = 35.056

B.2 Custo Computacional com otimizacao da diagonal

Esta secao apresenta os calculos do Custo Computacional das técnicas Shuffle e Slice conside-
rando a otimizacao da diagonal. Ou seja, sdo eliminados do calculo todos os elementos diagonais
das matrizes locais dos modelos SAN, assim como todas as matrizes negativas dos eventos sin-
cronizantes.

Portanto, é necessario refazer apenas os célculos da parte local dos modelos SAN, pois da
parte sincronizante basta descartar a parte negativa.

B.2.1 Custo Computacional para o primeiro exemplo

Para realizar o calculo do Custo Computacional para o primeiro exemplo de modelo SAN,
foram considerados os novos valores para a parte local, apresentados na Tabela 4.8, assim como
o célculo da parte sincronizante positiva que ja havia sido realizado.
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Técnica Shuffle

O Custo Computacional da técnica Shuffle para este modelo SAN é calculado da seguinte
forma:

Formula do custo computacional para a parte local do modelo.

N

N
nz;
[[rixd 2
. T
=1

i=1

N
Calculo do termo H ng.
i=1

4x2x4x3xb5x4 = 1.920

N
Calculo do termo Z %.

i—1

1 0 1 0 3 2 54+0+5+0+12410 32 8
172 13T T 20 ~ 2 5

Custo computacional total para a parte local do modelo.

N
< 8 15.360
[Tni e 19202 = — 3.072
X n; 5 5

Custo computacional da técnica Shuffle para este modelo SAN.

1+FE N N
> (Hn xzﬁ> — 3072 +83.136 = 86.208

k=1 \i=1 i=1

Técnica Slice

Considerando que o calculo da parte local é igual para ambas as técnicas, o Custo Compu-
tacional da técnica Slice para este modelo SAN é calculado assim:

Custo computacional da técnica Slice para este modelo SAN.

N A 2E /N—-1
‘ - i % |(N =2 = 3.072+7.200 = 10.272
(Zl_[ln xizl nl>+Z<an X [( )+nN+nzN}> 3.072 + 7.200 0.27

k=1 \i=1
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B.2.2 Custo Computacional para o segundo exemplo

Para realizar o célculo do Custo Computacional para o segundo exemplo de modelo SAN |
foram considerados os valores da Tabela 4.9, bem como o calculo da parte sincronizante positiva,
ja realizado anteriormente.

Técnica Shuffle

O Custo Computacional da técnica Shuffle para este modelo SAN é calculado da seguinte

maneira;:

1

4

2

4

Formula do custo computacional para a parte local do modelo.

N

N
nz;
[[nixd 2
. Ty
=1

i=1

N
Calculo do termo H n;.
i=1

4x4x3xb6x4x2 = 2304

N
Calculo do termo Z %.

i1 M

L0.,2 1.0 34640444340 _ 16 _ 4
36 4 2 12 123
Custo computacional total para a parte local do modelo.
N N
; 4 9.216
[Trixd 2 = 2304x; = 222 = 3072
i=1 =1 U 3 3

Custo computacional da técnica Shuffle para este modelo SAN.

1+F N N Nz
Z( n; xZ—) = 3.072+91.584 = 94.656
—1 1 i

1= i=1
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Técnica Slice

Considerando que o calculo da parte local é igual para ambas as técnicas, o Custo Compu-
tacional da técnica Slice para este modelo SAN ¢é calculado da seguinte forma:

Custo computacional da técnica Slice para este modelo SAN.
2F

N N N-1
nz;
(Hln X § 1 n—) +k§ 1 (1_[1 nz X [(N —2)+nxn +nzND = 3.072+23.520 = 26.592
1= 1= 1=

B.2.3 Custo Computacional para Slice com Otimizacao dos Fatores

Considerando que a otimizagao dos fatores para o algoritmo da técnica Slice refere-se so-
mente & parte sincronizante do modelo, e que a otimizacao da diagonal nao modifica o célculo da
parte sincronizante positiva, basta somar para cada exemplo o custo da parte local calculado na
secao B.2 com o custo otimizado da parte sincronizante positiva calculado na secao B.1.3, como
apresentado a seguir.

Primeiro exemplo

Custo computacional do Slice otimizado para o primeiro exemplo.

3.072 +5.854 = 8.926

Segundo exemplo

Custo computacional do Slice otimizado para o segundo exemplo.

3.072 +15.728 = 18.800
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