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Resumo 

 

 

Provenzano, Carlos E. C., Nieckele, Angela O. Previsão Numérica de 

Escoamento Bifásico em Tubulações Utilizando o Modelo de 
Deslizamento. Rio de Janeiro, 2007. 99 p. Dissertação de Mestrado – 
Departamento de Engenharia Mecânica, Pontifícia Universidade Católica 
do Rio de Janeiro. 

Na produção de gás e petróleo em campos de águas profundas são 

comumente encontrados trechos verticais de dutos (risers) na aproximação final 

à plataforma. Nesta configuração, podem ocorrer escoamentos bifásicos no 

regime de golfadas severas (severe slug) que gera alternância na produção da fase 

gasosa e líquida. Esta alternância é caracterizada por períodos de produção de gás 

sem líquido seguido de altas taxas de produção de ambas as fases. O regime 

severo de golfadas é geralmente descrito em quatro fases: formação da golfada, 

produção da golfada, rompimento da golfada pela fase gás e fluxo reverso do que 

restou da fase líquida. Este regime induz o escoamento a condições mais 

extremas do que um outro regime, visto que resultam em um aumento de pressão 

no duto durante a formação da golfada e em um aumento na taxa de produção 

durante a expulsão da mesma. O presente trabalho consiste da simulação 

numérica do regime de golfadas severas para um trecho de tubulação horizontal 

seguido de outro vertical, assim como apresentar uma análise de um regime 

estatisticamente permanente. A previsão do escoamento é obtida utilizando-se 

uma formulação unidimensional baseada no modelo de Drift. A freqüência das 

golfadas é comparada com outros estudos numéricos da literatura, obtendo-se 

uma concordância bastante satisfatória. 

 

 

Palavras-chave 

Escoamento bifásico; golfada; modelo de Drift; golfada severa; 

unidimensional. 
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Abstract 

 

 

Provenzano, Carlos E. C., Nieckele, Angela O. Numerical Prediction 
of Two-Phase Flow in Pipeline with the Drift-Flux Model. Rio de 
Janeiro, 2007. 99 p. MSc. Dissertation – Departamento de Engenharia 
Mecânica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

In the gas and oil offshore deep water production is usual to find risers in 

Production Unit final approach. Regarding to this configuration, two-phase flows 

can evolve to a severe slug regime that create gas and liquid alternate production. 

This cyclic behavior is characterized by periods of gas production followed by 

very high liquid and gas flow rates. The severe slug flow regime is normally 

described as occurring in four phases: slug formation, slug production, blowout, 

and liquid fallback. This flow regime introduces new conditions that can be 

found in other regimes because of the pressure increase during the slug formation 

and the large flow rates during the slug production. The present work consists of 

the numerical simulation of the severe slug flow regime into a horizontal pipeline 

section followed by a vertical section, as well as to present an statistically steady 

state analysis. The flow prediction is obtained through a one-dimensional 

formulation based on the Drift Flux Model. The slug frequency is compared with 

other numerical studies available in the literature, and a very satisfactory 

agreement is obtained. 
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Two-phase flow; slug; Drift-Flux model; severe slug; one-dimensional. 
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1 
Introdução 

Escoamentos multifásicos podem ser encontrados em diversos sistemas 

utilizados pelo homem como na geração de energia nuclear, destilação, 

processamento de alimentos, produção e transporte de óleo e gás e muitos outros. 

O entendimento do comportamento físico destes sistemas é de vital 

importância na otimização dos processos, na segurança e no projeto dos 

equipamentos envolvidos. Como exemplo, o resfriamento à água dos reatores 

nucleares, onde a passagem da água ao estado vapor e o seu escoamento em 

conjunto com a água tem grande influência no desempenho do sistema, podendo 

causar superaquecimento do mesmo. 

Escoamento multifásico também é comumente encontrado na indústria do 

petróleo, como por exemplo, no transporte da produção dos poços para as 

plataformas. A Figura 1.1 ilustra um esquema simplificado de produção offshore. 

Os poços são instalados nos reservatórios e cada reservatório possui 

características próprias a respeito das quantidades de gás, óleo e água que são 

produzidos. A produção de gás e água pode ser considerada inerente à produção 

do óleo, deste modo, os poços sempre produzem óleo, gás e água em proporções 

diversas que variam para cada poço e cada reservatório.  

 

Figura 1.1 – Esquemático de produção offshore 
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A produção de óleo e gás envolve o transporte simultâneo dos mesmos até 

uma unidade de processamento onde é realizada a separação das fases líquida e 

gasosa. Geralmente as fases são separadas em uma plataforma e são 

posteriormente conduzidas para uma base terrestre. 

No Brasil, os campos de petróleo offshore são responsáveis por cerca de 

85% da produção de óleo bruto, e estão situados em sua maioria na Bacia de 

Campos. Deste modo, o escoamento multifásico do poço à plataforma, ou 

diretamente à terra consiste em uma variável importante na produção dos poços 

nacionais; sendo assim, seu estudo é de extrema importância para o planejamento 

estratégico da produção e para o projeto dos equipamentos envolvidos na mesma. 

Escoamentos multifásicos em tubulações podem assumir diferentes 

configurações geométricas que foram divididas em alguns padrões básicos de 

acordo com o arranjo de cada fase (Wallis, 1969). De um modo geral os padrões 

podem ser agrupados em duas categorias: os padrões de escoamento disperso e de 

escoamento separado. Os padrões de escoamento disperso possuem partículas 

discretas, gotas ou bolhas com fronteira de difícil delimitação imersas em um 

volume contínuo da outra fase. Os padrões de escoamento separado possuem duas 

ou mais correntes contínuas de diferentes fluidos separados por interfaces de fácil 

delimitação.  

Ao longo do caminho entre o poço e a plataforma, as configurações do 

escoamento podem ser alteradas, passando de um padrão para outro, ou seja, 

poderá haver uma sucessão de padrões. O tipo de padrão em cada trecho do duto 

será dependente do diâmetro e inclinação do duto, das frações volumétricas entre 

as fases no trecho de interesse e das propriedades das fases. Cada padrão tem 

influência direta sobre parâmetros importantes na previsão de um escoamento tais 

como a perda de carga e a troca de calor com o ambiente. 

Dentre os diversos padrões para o caso do escoamento em duto horizontal 

podem ser encontrados os seguintes tipos de padrões: estratificado plano ou 

ondulado (Stratified Flow), bolhas alongadas (Elongated Bubble Flow), golfadas 

(Slug Flow), bolhas dispersas (Dispersed Bubble Flow) e anular (Annular Flow). 

A Figura 1.2 ilustra os padrões básicos para escoamento em duto horizontal. 

Já para tubulações verticais, podem ser encontrados os regimes no padrão de 

bolhas, bolhas dispersas e os padrões intermitentes como Golfada e Churn 

(caótico), assim como o padrão anular, como ilustrado na Fig. 1.3. Toumi (1999) 
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cita um terceiro grupo chamado de Mixed Flow, onde seriam encontrados padrões 

intermediários entre os classificados como disperso e separado. 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 1.2 - Padrões de escoamento em tubulações horizontais 

 

Figura 1.3 - Padrões de escoamento em tubulações verticais 
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O escoamento de bolhas dispensas geralmente ocorre em sistemas com altas 

vazões de líquido para uma larga faixa de vazões de gás. Neste padrão de 

escoamento, pequenas bolhas estão dispersas em uma fase líquida contínua e as 

bolhas tendem a se acumular na parte superior do tubo (no caso do escoamento 

horizontal) devido ao efeito de flutuação das mesmas. 

Em sistemas horizontais com baixas vazões de ambas as fases (líquida e 

gasosa), o efeito gravitacional causa a separação total entre as mesmas. Desta 

forma, a fase líquida escoa pela parte de baixo do duto enquanto a fase gasosa 

escoa pela parte superior. Caso a velocidade do gás aumente, a instabilidade entre 

a interface das fases cresce até que surjam ondulações na mesma. 

O aumento na velocidade do gás pode gerar ondulações que ocupem a 

totalidade da seção do duto. Quando isto ocorre há uma mudança do padrão de 

escoamento para o padrão de golfadas. O volume de líquido que bloqueia a seção 

do duto é acelerado pelo escoamento do gás carregando consigo parte do filme de 

líquido presente à frente do mesmo e atrás da golfada se desenvolve uma bolha 

(Elongated Bubble) que segue o mesmo. A sucessão de pistões de líquido e bolhas 

tende a um regime estatisticamente permanente onde o escoamento passa a 

possuir variáveis aproximadamente constantes com o tempo, como por exemplo a 

frequência de passagem das bolhas em um determinado ponto. 

Quando ocorrem vazões muito altas de gás, o mesmo tende a ocupar a parte 

central do duto deixando um anel líquido (annulus) em torno do mesmo. No caso 

de uma configuração horizontal, a camada de líquido tende a ser maior na parte de 

baixo do duto. 

Existem duas maneiras de se estudar o comportamento de escoamentos 

multifásicos: experimentalmente (correlações empíricas) ou de forma teórica. A 

abordagem experimental é muito utilizada, porém possui a limitação de ser válida 

somente se as condições do experimento forem mantidas, conseqüentemente, a 

análise de escoamentos multifásicos é dependente de modelos teóricos, que em 

geral para serem viabilizados precisam ser resolvidos computacionalmente. 

Escoamentos bifásicos estão relacionados a um movimento relativo entre as 

fases, o que implica que para analisar detalhadamente o escoamento, é necessário 

considerar a interação entre elas. Em geral, os modelos são desenvolvidos visando 

a previsão de um padrão particular de escoamento. 

Os modelos utilizados para escoamento multifásico podem ser divididos em 
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modelos de fases separadas (Multi-Fluid Models) e modelos de mistura (Mixture 

Models). Os modelos de fases separadas envolvem a descrição dos campos de 

velocidade de cada fase e são mais adequados para escoamento separado como no 

escoamento Estratificado e Anular. Já os modelos de mistura são mais adequados 

aos padrões de escoamento disperso onde a interação entre as fases é grande como 

acontece no padrão de Bolhas Dispersas. Neste modelo não há diferenciação entre 

as fases e o escoamento é tratado como uma mistura (pseudofluido). A equação da 

quantidade de movimento é formulada para a mistura e não para cada fase.  

Dentre os modelos de mistura, o modelo mais simples é o Modelo 

Homogêneo, o qual considera que as duas fases escoam com a mesma velocidade. 

Já o Modelo de Deslizamento ou Drift-Flux Model se baseia no movimento 

relativo entre as fases, chamado de deslizamento, ou escorregamento (Drift). 

Neste caso há a necessidade de se incorporar uma equação constitutiva para 

descrever o escorregamento entre as fases. 

A previsão de escoamentos multifásicos em tubulações de petróleo é muito 

importante, porém muito complicada, especialmente devido à complexa interação 

entre as diversas fases escoando. Desta forma, a solução deste tipo de escoamento 

demanda um esforço computacional muito elevado e normalmente soluções 

simplificadas são desejáveis, desde que seja respeitado um compromisso entre 

acurácia e rapidez. Visando compreender os mecanismos fundamentais 

governantes, muitas vezes é suficiente considerar apenas duas fases escoando; i.e., 

líquido e gás.  

Para o caso do escoamento em dutos longos, onde a dimensão do 

comprimento é predominante em relação às demais, é possível economizar 

esforço computacional utilizando-se uma abordagem unidimensional do 

problema. 

1.1 
Objetivo 

O objetivo do presente trabalho consiste na modelagem e simulação de 

escoamentos bifásicos em dutos utilizando-se o Modelo de Deslizamento, ou 

simplesmente Modelo Drift. 

O Modelo de Deslizamento é validado utilizando-se casos teste presentes na 

literatura. O objetivo destes testes é analisar o comportamento do modelo frente a 
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diversas situações consideradas críticas para o escoamento bifásico, como por 

exemplo, a transição de um escoamento bifásico para um escoamento monofásico 

e a capacidade do modelo se manter estável utilizando correlações complexas para 

o escorregamento entre as fases. 

Após a validação com os casos teste analisa-se um escoamento no regime de 

Golfada Severa (Severe Slug). Comparações são realizadas com dados disponíveis 

na literatura, ilustrando o bom desempenho da metodologia implementada. 

1.2 
Organização do Manuscrito 

Esta dissertação está dividida em seis capítulos, na qual este primeiro 

capítulo corresponde a Introdução. Na Introdução ressaltou-se a importância e 

complexidade do escoamento multifásico na indústria petrolífera, e definiu-se o 

objetivo do presente trabalho. A revisão bibliográfica é apresentada no Capítulo 2. 

O terceiro capítulo corresponde à modelagem matemática, onde são 

apresentadas as equações de conservação para o Modelo de Drift e demais 

considerações utilizadas para a modelagem do escoamento bifásico. 

O método numérico é apresentado no capítulo quatro, o qual descreve a 

obtenção das equações discretizadas, assim como o método de solução das 

mesmas. Informações adicionais sobre o Método Numérico são apresentadas no 

Apêndice.  

O Capítulo 5 se divide em duas partes: validação e testes com golfada 

severa (severe slug).  Na validação da metodologia são avaliados cinco casos de 

teste e comparados com soluções disponíveis na literatura. A avaliação do 

escoamento em regime de golfada severa é efetuada comparando-se os resultados 

obtidos com dados de simulações numéricas de dois artigos diferentes. 

Finalmente, no Capítulo 6 são apresentadas as conclusões referentes aos 

casos analisados, assim como sugestões e propostas para futuros testes visando 

ampliar a aplicação do modelo validado. 
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2 
Revisão Bibliográfica 

Uma vez que o escoamento multifásico pode ocorrer em diferentes padrões 

e a escolha do modelo de solução mais adequado depende do padrão escoamento, 

prever o mesmo é fundamental para a modelagem do escoamento. 

O trabalho pioneiro de Taitel e Dukler (1976) apresentou um modelo teórico 

mecanicista capaz de prever as transições entre os diversos padrões de escoamento 

para tubulações horizontais e levemente inclinadas, estabelecendo grupos 

adimensionais que representassem razões entre as forças mais importantes 

governando as transições. Barnea (1987) apresenta uma revisão de diversos 

trabalhos referentes à criação dos mapas de padrão de escoamento e validação 

experimental dos mesmos, para tubulações horizontais, inclinadas e verticais. 

Para um determinado diâmetro e fluidos conhecidos pode-se construir um 

mapa de padrões (pattern map) relacionando a velocidade, vazão mássica ou 

velocidade específica das fases com os padrões básicos (Chen, 2001). A Figura 

2.1 ilustra um mapa de padrões típico relacionando as velocidades superficiais das 

fases (ou velocidades específicas). A identificação do padrão de escoamento é 

determinante na escolha do modelo para se analisar o mesmo.  
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Figura 2.1 - Mapa de padrões típico para escoamento horizontal 
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De acordo com Omgba-Essama (2004), apesar da classificação dos padrões 

de escoamento ter sido amplamente estudada de forma empírica e teórica, a 

classificação e descrição dos escoamentos bifásicos em padrões bem definidos de 

escoamento continua sendo um processo subjetivo. As interações entre as fases 

são muito complexas e estariam longe de serem totalmente entendidas. 

Uma primeira abordagem do Modelo de Deslizamento foi proposta por 

Zuber e Findlay em 1965 (França e Lahey, 1992) e tem sido amplamente utilizada 

no cálculo da fração de vazio (ou fração de gás) no líquido e em outras equações 

constitutivas no escoamento bifásico vertical. Desde então este modelo foi 

melhorado por diversos pesquisadores (Wallis, 1969; Ishii, 1977). A abordagem 

de Zuber e Findlay é análoga à proposta por Taitel e Dukler (1976) para o cálculo 

da fração de líquido (hold-up) em escoamentos horizontais, porém supondo a 

hipótese de mistura de fases e desprezando a inclinação da tubulação.O modelo 

mais simples para representar um escoamento bifásico é o Modelo Homogêneo. 

Neste modelo, o fluido é considerado como uma mistura e todas as propriedades 

são consideradas como médias ponderadas entre as fases. O Modelo de 

Deslizamento é uma extensão do Modelo Homogêneo. A diferença entre ambos é 

que no Modelo Homogêneo as fases se deslocam na mesma velocidade, como se 

houvesse somente um fluido envolvido no escoamento. Já no Modelo de 

Deslizamento, um escorregamento entre as fases é introduzido. Por outro lado, o 

Modelo de Deslizamento pode ser considerado como uma simplificação do 

Modelo de Dois Fluidos, o qual considera que cada fase escoa separadamente, 

porém interagindo entre si. 

O fato de que no Modelo de Deslizamento as fases se deslocam com 

velocidades diferentes é uma das considerações mais importantes na modelagem 

bifásica. De acordo com Zuber e Findlay (1965) o Modelo de Deslizamento 

descreve o escorregamento entre as fases como uma combinação de dois 

mecanismos: o Parâmetro de Distribuição Co e a Velocidade de Drift Vgj. O 

primeiro resulta do fato de que a distribuição das fases na seção transversal do 

duto pode ser não é uniforme, conforme ilustrado na Fig. 1.2. O Parâmetro de 

Distribuição Co igual a 1 corresponde à distribuição uniforme, típica de 

escoamentos homogêneos, Fig. 2.2a. Já para escoamentos verticais é comum 

haver concentração do gás do centro do duto, Fig. 2.2b, onde geralmente a 

velocidade da mistura também tende a ser superior a velocidade do líquido. O 
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segundo mecanismo resulta da tendência da fase gás em migrar de forma 

ascendente pela fase líquida devido ao efeito de flutuação.  

 

Figura 2.2 – Exemplos de distribuição das fases na seção transversal de um duto 

No Modelo de Deslizamento a velocidade da fase gás ug está relacionada 

com o Fluxo volumétrico total j da seguinte forma: 

gjog VjCu +=  (2.1) 

Existem diversas correlações para avaliar Co e Vgj. Zuber e Findlay (França 

e Lahey, 1992) apresentaram valores para Co entre 1,0 e 1,5. Segundo Durlofsky e 

Aziz (2003), muitos Modelos de Deslizamento utilizam o valor de Co de 1,2 para 

os escoamentos tipo Bolha e Golfada e 1,0 quando o escoamento é do tipo Anular. 

Algumas correlações desenvolvidas mais recentemente, como por Ishii (2003), 

apontam para uma dependência maior de Co com as características dos fluidos 

(massa específica ρ e viscosidade µ) e do sistema (diâmetro D, inclinação θ, 

fração do gás αg e fluxo volumétrico j). 

Para a velocidade de Drift, as primeiras correlações já relacionavam a 

dependência de Vgj com as características dos fluidos e do sistema. Na tabela 2.1 

são apresentados alguns exemplos para Co e Vgj levantados experimentalmente por 

Zuber e Findlay em 1965, em função das massas específicas das fases (ρl; ρg), da 

gravidade g e da tensão superficial σ. 

França e Lahey Jr. (1992) apresentaram uma maneira de correlacionar dados 

experimentais para tubulações horizontais através de uma metodologia 

fundamentada nos modelos de mistura. Os dados medidos foram comparados com 

correlações disponíveis na literatura, de modo a validar os experimentos. A partir 
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deste ponto, foram propostos valores para o coeficiente de distribuição da fase 

gasosa e velocidade de escorregamento, para cada regime de escoamento das 

fases. 

Tabela 2.1 – Parâmetros da Velocidade de Escorregamento (Zuber e Findlay em 1965) 

Padrão de 
escoamento Co Vgj. 

Golfada 1,2  

Bolhas 1,2 

 

Uma vez que os parâmetros como o coeficiente de distribuição da fase 

gasosa e a velocidade de escorregamento são dependentes tanto da orientação do 

escoamento quanto do arranjo das fases, existem diversos trabalhados sobre a 

determinação destes parâmetros (Hibiki e Ishii, 2000; 2003a; 2003b; Goda et al, 

2003). Hibiki e Ishii, (2003a) ao analisar em escoamentos verticais em dutos de 

grandes diâmetros mostram que o escorregamento entre as fases resulta 

normalmente de um balanço entre as forças de arrasto e de empuxo na fase 

dispersa. Este não é o caso do escoamento horizontal (Hibiki e Ishii, 2003b). 

Ainda, se as fases estiverem separadas, a estrutura da interface influencia 

fortemente os parâmetros de escorregamento (Hibiki e Ishii, 2003b). 

Hibiki e Ishii (2003b) argumentam que a utilização de duas equações de 

quantidade de movimento, presentes no Modelo de Dois Fluidos, introduz 

complicações matemáticas consideráveis, além da grande incerteza no que diz 

respeito à especificação dos termos de interação entre as fases, podendo dar 

origem à instabilidades numéricas na solução das equações. Segundo Hibiki e 

Ishii (2003b), as dificuldades associadas ao Modelo de Dois Fluidos podem ser 

significativamente reduzidas através da formulação de modelos de mistura. 

Porém, o seu uso deve se restringir a problemas onde o movimento das fases está 

fortemente acoplado. Neste mesmo trabalho, os autores derivam analiticamente as 

equações constitutivas que especificam o movimento relativo das fases, levando 

em conta a geometria interfacial, forças de corpo, tensões cisalhantes e 

transferência de quantidade de movimento linear entre as fases, conseguindo uma 
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razoável concordância experimental. 

Geralmente os modelos de mistura são mais indicáveis para escoamentos 

verticais, devido a menor incidência de padrões segregados, mais aplicáveis aos 

modelos de fluidos separados. Segundo Coddington e Macian (2001) os Modelos 

de Escorregamento são tradicionalmente utilizados em simuladores para a 

indústria nuclear na análise do comportamento dos sistemas diante de condições 

transientes. A simplicidade dos Modelos de Deslizamento quando comparado com 

Modelos de Dois Fluidos, a boa correspondência com dados experimentais, bem 

como sua robustez, fazem com estes tenham uma ótima relação custo benefício. 

O Modelo de Deslizamento tem sido muito utilizado para a modelagem 

bifásica de escoamento em dutos tanto para sistemas gás-líquido quanto para 

líquido-líquido (Brauner, 2002).  

As correlações para prever a velocidade de escorregamento entre as fases 

dependem do padrão de escoamento. Logo, para prever escoamentos complexos 

com múltiplos padrões, é necessário utilizar algum algoritmo decisório que 

através de consultas aos mapas de padrão indique qual o padrão que ocorre em 

cada volume de controle do duto.  

Para o Modelo de Deslizamento, existe uma alternativa à construção de um 

mapa de regimes de escoamento. Dentre todas as correlações voltadas para este 

modelo, uma delas se destaca por apresentar uma correlação válida para diversos 

regimes de escoamento. Na verdade, para a aplicação da correlação, não há a 

necessidade de saber qual é o regime de escoamento vigente em cada volume de 

controle. Esta correlação foi apresentada por Chexal e Lellouche em 1986 para 

tubulações verticais e revisada em 1992 (Chexal e Lellouche, 1992) sendo 

validada para diversos fluidos (inclusive ar e água), direções de fluxo das fases e 

inclinações para o duto. Esta correlação é apresentada como opção a ser utilizada 

em alguns programas comerciais, como por exemplo, o RELAP5 (2003). A 

correlação proposta foi comparada com diversas outras correlações disponíveis na 

literatura por Chexal e Lellouche (1989) e Coddington e Macian (2001). Estes 

autores concluíram que as principais vantagens são: funções empíricas contínuas 

(sem mudanças abruptas); capacidade de lidar com frações das fases em todo o 

seu limite, e capacidade de lidar com situações limite, quando ocorre somente 

uma fase em um trecho do duto. 

A determinação da força devido ao atrito por unidade de volume Fw = τw /4, 
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onde τw é a tensão cisalhante na parede e D é o diâmetro da tubulação consiste em 

uma outra dificuldade dos modelos bifásicos unidimensionais. De um modo geral 

o atrito é estimado assumindo escoamento hidrodinâmicamente desenvolvido, 

sendo a tensão cisalhante relacionada com a perda de carga (- dP/dx) por 

4
D

xd
Pd

w ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=τ   (2.2) 

Os Modelos de Dois Fluidos necessitam da determinação da perda de carga 

de cada fase, enquanto que para os Modelos de Deslizamento deve-se estimar a 

perda de carga da mistura. 

Existem diversas correlações disponíveis na literatura para determinar a 

perda de carga bifásica. Segundo Omgba-Essama (2004) e Awad et al (2004) 

existem dois modelos principais para a perda de carga por atrito, o Modelo 

Homogêneo e o Modelo de Fases Separadas. No Modelo Homogêneo considera-

se que as fases se deslocam na mesma velocidade, o que faz com que seja 

chamado de Zero Slip Model (sem escorregamento entre as fases). Desta forma, 

no Modelo Homogêneo considera-se o escoamento como monofásico e com 

propriedades médias para o fluido. Já no Modelo de Fases Separadas o 

escoamento é tratado como se fosse dividido na fase líquida e gasosa. Este modelo 

se origina de um trabalho clássico de Lockhart e Martinelli publicado em 1949 

(Awad et al., 2004), e é às vezes referenciado como Slip Flow Model (modelo de 

escorregamento). Ainda segundo Awad et al (2004), este método é um dos mais 

simples de se utilizar e com a vantagem de que pode ser utilizado para qualquer 

padrão de escoamento. Esta flexibilidade faz com que seja amplamente utilizado 

apesar de ser reconhecidamente pouco exato. 

Segundo Awad et al (2004), Martinelli e Nelson apresentaram em 1948 uma 

correlação para a perda de carga baseada no escoamento fase líquida e a mesma 

foi relacionada com a perda de carga total do sistema. Já em 1949, Lockhart e 

Martinelli (Awad et al, 2004), apresentaram uma correlação similar baseada na 

combinação da perda de carga de ambas as fases, sendo que cada fase poderia 

estar escoando em regime laminar ou turbulento. Neste caso as perdas de carga de 

cada fase se relacionariam através do conhecido Parâmetro de Lockhart e 

Martinelli (X²), definido pela razão da perda de carga de cada fase ( )ldxdP  e 
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( )gdxdP  como 

( )
( )g

l
dxdP
dxdP

X =2  (2.3) 

Como a correlação entre X² em função das combinações de regime de 

escoamento (laminar e turbulento) de cada fase foi apresentada de forma gráfica, 

Chisholm apresentou em 1967 um sistema de equações relacionado as perdas de 

carga de cada fase com X² e uma constante relacionada à combinação entre o 

regime laminar e turbulento para cada fase. 

De acordo com Omgba-Essama (2004), Corradini em seu livro 

“Fundamentals of Multiphase Flow” percebeu que algumas correlações descritas na 

literatura eram mais adequadas para certas condições de escoamento e sugeriu uma 

tomada de decisão entre três delas (Lockhart e Martinelli, Chisholm-Baroczy e 

Friedel) a partir da relação entre as viscosidades das fases e da vazão mássica total. 

O modelo apresentado por Lockhart e Martinelli em 1949, considerado um 

clássico da literatura, especifica a perda de carga de um escoamento bifásico 

através da análise da perda de carga de cada fase como se estivessem escoando 

sozinhas pelo duto. As perdas de carga de cada fase se relacionam com a perda de 

carga bifásica através dos multiplicadores 2
gφ  e 2

lφ  definidos como: 

( )g
g dxdP

dxdP
=2φ

       ;                 ( )ll dxdP
dxdP

=2φ
 (2.4) 

Lockhart e Martinelli apresentaram a relação entre as perdas de carga das 

fases de forma gráfica, sendo mais tarde transformadas em fórmulas por Chisholm 

em 1967 como apresentado a seguir: 

22 1 XCXg ++=φ
             ;           

2
2 11

XX
C

l ++=φ
 (2.5) 

C é um parâmetro adimensional que depende se o escoamento para cada 

fase (phase-alone flows) é laminar ou turbulento. A Tabela 2.2 apresenta os 

valores sugeridos para C por Chisholm, de acordo com a combinação de regimes 

de escoamento de cada fase.   
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Tabela 2.2 – Parâmetro C de perda de carga 

Líquido Gás C 
Turbulento Turbulento 20 

Laminar Turbulento 12 
Turbulento Laminar 10 

Laminar Laminar 5 
 

A perda de carga também pode ser determinada através do uso do fator de 

atrito f utilizando as expressões para escoamento monofásico hidrodinâmicamente 

desenvolvido (Fox & McDonald, 2006), considerando o fluido como uma mistura 

homogênea, 

D
VVf

xd
pd ccm

2
ρ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−      (2.6) 

onde ρm é a massa específica da mistura, Vc é a velocidade característica que pode 

ser a velocidade média da mistura mu  ou o Fluxo volumétrico total j. O fator de 

atrito f depende do regime do escoamento, sendo o mesmo função do número de 

Reynolds Re  

m
cm DV

µ
ρ

=Re  (2.7) 

onde µm a viscosidade da mistura. Para regime laminar, Re < 2100, e o fator de 

atrito é  

Re
64

=f  (2.8) 

Enquanto que para o regime turbulento (Re > 2100), pode-se utilizar a correlação 

de Colebrook 

2
512
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D

f Re
,

,
log ε              (2.9) 

onde ε é a rugosidade da tubulação. 
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2.1 
Golfadas 

Escoamentos no regime de golfadas são intermitentes, possuindo uma 

natureza estocástica, conseqüentemente sua descrição é normalmente feita em 

termos dos valores médios do comprimento, velocidade e freqüência das golfadas 

(Taitel, 1995).  

De acordo com Fabre e Liné (1992), o comprimento médio das golfadas em 

tubulações horizontais é da ordem de 15 a 40 vezes o diâmetro do duto, 

independendo das propriedades físicas dos fluidos ou das velocidades de entrada. 

Barnea e Taitel (1993) ressaltam que pode haver uma grande variância na 

distribuição dos comprimentos das golfadas, em relação ao valor médio. 

A influência da interação entre duas bolhas alongadas consecutivas no 

comprimento das golfadas tem sido analisada experimentalmente por diversos 

autores (Moissis e Griffith, 1962; Barnea e Brauner, 1985; Fagundes Netto et al. 

2001). Mostra-se que para uma golfada persistir na tubulação, é necessário haver 

um comprimento mínimo separando duas bolhas consecutivas, para que a bolha 

de trás não seja afetada pela da frente. Recentemente, Ujang et al. (2006) e Kabiri-

Samani et al. (2007)  analisaram experimentalmente a formação e evolução de 

golfadas em tubulações horizontais. 

Do ponto de vista numérico, o padrão de golfadas pode ser analisado 

utilizando tanto o Modelo de Dois Fluidos como o Modelo de Deslizamento 

Recentemente, o grupo de Dinâmica dos Fluidos Computacional do Departamento 

de Engenharia Mecânica da PUC/Rio utilizou o Modelo de Dois Fluidos para 

investigar a formação do regime de golfadas em tubulações horizontais (Carneiro 

et al, 2005; Ortega et al., 2005) e ligeiramente inclinadas (Carneiro e Nieckele, 

2007) utilizando a metodologia apresentada por Issa e Kempf, (2003) e Bonizzi e 

Issa (2003).  

Já o Modelo de Deslizamento foco do presente trabalho, também tem sido 

utilizado para prever o padrão de golfadas, conforme evidenciado em diversos 

trabalhos na literatura (Faille e Heintzé, 1999; Evje S. e Flatten, 2005, Munkejord 

et al, 2006).  

A Golfada Severa é um caso particular do regime de golfadas que tem 

recebido bastante atenção na literatura. (Adrianov et al., 2007; Masella et al., 1998 
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e França e Lahey , 1992). 

Tengesdal (2002) define que a formação da Golfada Severa ocorre em 

quatro fases distintas, conforme ilustrado na Fig. 2.3: formação da golfada, 

produção da golfada, interrupção da golfada e fluxo reverso do que restou da fase 

líquida. A fase líquida vai se acumulando no trecho vertical da tubulação fazendo 

com que a pressão cresça gradativamente na proporção da coluna de líquido até 

que a mesma seja suficiente para expulsar todo o líquido acumulado. Durante a 

produção da golfada, a vazão de ambas as fases na saída do duto é muito superior 

à vazão na entrada do mesmo, o que pode acarretar problemas de sobrecarga nos 

vasos separadores, caso não tenham sido projetados para tal. Os altos níveis de 

pressão e vazão alcançados durante a produção da golfada acabam por 

superdimensionar todos os equipamentos envolvidos. 

 
               (a) Formação da golfada                          (b) Produção da golfada 

 
              (c) Interrupção da golfada                       (d) Retorno da fase líquida 

Figura 2.3 – Ciclo de eventos de uma Golfada Severa 
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3 
Modelagem Matemática 

Neste capítulo serão apresentadas as equações de conservação que 

governam o escoamento bifásico em tubulações baseadas no Modelo de 

Deslizamento. 

Uma vez que o interesse do presente estudo está relacionado com 

escoamento ao longo de tubulações muito compridas, a formulação estudada neste 

trabalho é unidimensional, ou seja, só serão adotadas equações para o escoamento 

ao longo do eixo do duto.  

Nas formulações unidimensionais, as informações referentes ao 

comportamento das variáveis ao longo da seção transversal são perdidas ao serem 

aproximadas por médias. Desta forma, a influência destas informações no 

escoamento deve ser introduzida de alguma forma nas equações que governam o 

fenômeno, sendo muitas vezes necessário introduzir correlações empíricas que 

representem o comportamento real das variáveis. 

A média na seção transversal de qualquer grandeza pode ser equacionada da 

seguinte forma: 

∫>=<
A

dAF
A

F 1  (3.1) 

O símbolo <  > representa a média na área. 

3.1 
Fração do Gás e do Líquido 

A definição das frações das fases varia em função do método de medição 

empregado para determinar uma proporção entre as fases. Caso o método de 

medição apure as frações das fases para uma seção transversal do tubo, as frações 

se relacionarão através da área ocupada por cada fluido (Fig. 3.1). Caso o método 

de medição apure as frações das fases em um trecho de tubulação fechando as 

válvulas à montante e a jusante do mesmo e medindo os respectivos volumes das 
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fases, as frações se relacionarão através do volume ocupado por cada fluido no 

trecho em questão (Fig. 3.2). 

Área do Líquido

Área do Gás

Seção 
Transversal 

do Duto

 
Figura 3.1 – Fração das fases por área ocupada por cada fluido 

Volume do Gás
Volume do Líquido

Válvula VálvulaDuto  
Figura 3.2 – Fração das fases por medição de volume 

Na presente modelagem, as frações de gás e líquido representam a 

proporção que cada fase ocupa em cada volume de controle que o duto for 

dividido. Apesar da definição das frações das fases poderem ser definidas de 

diversas formas, a soma das mesmas será sempre a unidade conforme mostrado 

abaixo: 

1=+ lg αα  (3.2) 

3.2 
Equações de Conservação 

Para determinar o escoamento bifásico ao longo de tubulações é necessário 

resolver as equações que governam este tipo de escoamento. A seguir estas 

equação são apresentadas, considerando o Modelo de Deslizamento. Como uma 

primeira aproximação o escoamento será considerado unidimensional, uma vez 

que o principal interesse é no escoamento em tubulações muito longas, sendo a 

variação na seção transversal menos crítica que ao longo do duto. 

Geralmente, a troca de massa entre as fases ocorre devido a fenômenos 

ligados à cavitação ou ebulição, quando a fase líquida atinge a pressão de vapor e 

parte da massa de líquido é convertida em vapor. Neste trabalho não serão 

consideradas as trocas de massa entre as fases e o escoamento será considerado 

como isotérmico. 
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As equações de conservação para o escoamento bifásico tiveram como base, 

as seguintes hipóteses: 

1) Escoamento unidimensional; 

2) Escoamento isotérmico; 

3) Ausência de mudança de fase; 

4) Viscosidade constante; 

5) Gás ideal; 

6) Velocidade do som no líquido constante; 

7) Escoamento localmente hidrodinâmicamente desenvolvido. 

8) Pressão uniforme na seção transversal, i.e., em cada fase e na interface. 

O conjunto de equações de conservação para um escoamento bifásico em 

sua forma unidimensional, utilizando a média definida na Eq. (3.1), é mostrado a 

seguir para uma tubulação que pode possuir uma inclinação θ em relação à 

direção horizontal, como mostrado na Fig. 3.3. 

 
Figura 3.3 – Ângulo de inclinação com a horizontal 

Conservação da massa para o líquido: 

( ) ( ) 0=〉〈〉〈〉〈
∂
∂

+〉〈〉〈
∂
∂

lllll u
xt

ρααρ  (3.3) 

Conservação da massa para o gás: 

( ) ( ) 0=〉〈〉〈〉〈
∂
∂

+〉〈〉〈
∂
∂

ggggg u
xt

ρααρ  (3.4) 

Conservação da quantidade de movimento para o líquido 

( ) ( )
θραα

ραρα

sen, gFF
x
P

u
x

u
t

llilwl

llllll

〉〈〉〈−+−
∂

〉〈∂
〉〈−=

=〉〈〉〈〉〈
∂
∂

+〉〈〉〈〉〈
∂
∂ 2

 (3.5) 
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Conservação da quantidade de movimento para o gás 

( ) ( )
θραα

ραρα

sen, gFF
x
P

u
x

u
t

ggigwg

gggggg

〉〈〉〈−−−
∂

〉〈∂
〉〈−=

=〉〈〉〈〉〈
∂
∂

+〉〈〉〈〉〈
∂
∂ 2

 (3.6) 

onde os subscritos l e g representam as fases líquida e gasosa, respectivamente. x e 

t são as coordenadas espacial e temporal; ρ, u e α são a massa específica, 

velocidade e frações volumétricas (ou “hold-up”) de cada fase. P é a pressão na 

seção transversal. g é a aceleração da gravidade e θ é a inclinação da tubulação 

com a horizontal. Fw,g e Fw,l representam as forças viscosas por unidade de volume 

entre gás/parede e entre líquido/parede, respectivamente, e Fi é a força por 

unidade de volume que atua na interface entre as duas fases.  

Para simplificar a apresentação, o símbolo <  > será omitido ao longo deste 

trabalho. 

As equações (3.3) à (3.6) representam as equações do Modelo de Dois 

Fluidos. Para fechar este modelo é necessário introduzir correlações para as forças 

viscosas entre fases e entre fases/paredes. 

Como mencionado, o Modelo de Deslizamento é um caso particular do 

Modelo de Fluidos, onde as equações para as fases são combinadas de forma a 

fornecer equações de conservação de massa e quantidade de movimento para a 

mistura, isto é, para determinar a velocidade de mistura mu  e pressão P. A fração 

volumétricas do gás αg pode ser obtida da equação de conservação de massa da 

fase gasosa.  

Definindo-se a massa específica da mistura ρm como 

llggm ραραρ += , (3.7) 

e a velocidade de mistura mu  como 

m

lllggg
m

uu
u

ρ
ραρα +

= , (3.8) 

a equação da continuidade para a mistura pode ser obtida com combinando-se as 

equações de conservação da massa para a fase líquida e gasosa, Eqs. (3.3) e (3.4): 
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( ) ( ) 0=+
∂
∂

++
∂
∂

lllgggllgg uu
xt

ραραραρα  (3.9) 

ou 

( ) 0=
∂
∂

+
∂

∂
mm

m u
xt

ρρ  (3.10) 

A conservação de quantidade de movimento da mistura pode ser obtida de 

forma análoga, somando-se as Eqs. (3.5) e (3.6) correspondentes a cada fase. 

( ) ( )
θρ

ραραραρα

sengF
x
P

uu
x

uu
t

mw

lllggglllggg

−−
∂
∂

−=

=+
∂
∂

++
∂
∂ 22

 (3.11) 

ou 

( )

( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

∂
∂

+

+−−
∂
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−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂

∂

222
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lllgggmm

mwmm
mm

uuu
x

gF
x
Pu

xt
u

ραραρ

θρρρ sen
 (3.12) 

Note que nas equações acima, a força que atua na interface desaparece 

naturalmente, e Fw representa a força viscosa por unidade de volume entre a 

mistura e a parede. A relação entre as velocidades de cada fase da Eq. (3.11), 

assim como o último termo da Eq. (3.12) dependem do escorregamento entre as 

fases. Para fechar este modelo é necessário introduzir correlações para a força 

viscosa entre mistura/parede e para o escorregamento entre as fases. 

A conservação de massa da fase gasosa na ausência da transferência de 

massa entre as fases é: 

( ) ( ) 0=
∂
∂

+
∂
∂

ggggg u
xt

ραρα  (3.13) 

ou 

( ) ( ) ( )[ ]gmggmgggg uu
x

u
xt

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂ ραραρα  (3.14) 

Uma das vantagens do Modelo de Deslizamento em relação ao Modelo de 
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Dois Fluidos consiste na redução do número de equações a resolver. Outra 

vantagem é a redução do número de correções para avaliar o atrito com a parede, 

pois em vez de ser necessário estimar esta grandeza para cada fase, basta estimar o 

atrito da mistura com a parede. No entanto, apesar da eliminação da força 

desconhecida na interface Fi do Modelo de Dois Fluidos, o Modelo de 

Deslizamento necessita de uma correlação para avaliar a relação entre as 

velocidades de cada fase, i.e., a velocidade de escorregamento. 

3.3 
Equações de Fechamento 

Como mencionado, as equações de conservação apresentadas não se 

encontram completas em si. Desta forma, há a necessidade de se complementar as 

equações com algumas relações empíricas para avaliar o atrito e relação entre as 

velocidades das fases. 

3.3.1 
Velocidade de Escorregamento entre as Fases 

Esta velocidade é descrita por uma correlação que representa o 

escorregamento entre as fases. Esta correlação é obtida empiricamente e varia 

com o regime de escoamento, com as características dos fluidos e com a 

inclinação do duto. 

A formulação que representa a velocidade de escorregamento entre as fases 

descreve a interação entre o Parâmetro de Distribuição (Co) e a velocidade de 

Drift (Vgj). 

Antes de definir a relação entre as velocidades das fases, é conveniente 

introduzir algumas definições: 

i) Velocidade superficial de cada fase: são as velocidades que seriam obtidas se 

somente uma fase escoasse no duto 

gg
g

g u
A

Q
Us α==      ;    ll

l
l u

A
QUs α==  (3.15) 

ii) Fluxo volumétrico total: é a velocidade composta pela soma das velocidades 

superficiais Us de ambas as fases: 
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lg UsUsj +=    (3.16) 

ou 

llgg uuj αα +=  (3.17)  

iii) Velocidade de Drift modificada gjV       

( ) jCVV ogjgj 1−+=  (3.18) 

De acordo com Zuber e Findlay (1965) a velocidade da fase gás está 

relacionada com o Fluxo volumétrico total da seguinte forma: 

gjog VjCu +=  (3.19) 

Combinando a Eq. (3.17) e (3.18), a velocidade da fase líquida pode ser 

escrita em função do Fluxo volumétrico total  como 

l

gjog
l

VjCj
u

α
α )( +−

=  (3.20) 

Por outro lado, combinando as mesmas equações, a velocidade da fase gás 

pode ser escrita em função da velocidade da fase líquida: 

go

gjllo
g C

VuC
u

α
α
−

+
=

1
 (3.21) 

Também é possível escrever as velocidades das fases em função da 

velocidade de mistura mu , ao combinarmos as Eqs. (3.8), (3.16) e (3.18), como 

gj
m
l

mg Vuu
ρ
ρ

+=  (3.22) 

gj
m

g

g

g
ml Vuu

ρ
ρ

α
α
−

−=
1

 (3.23) 

Note que o Modelo Homogêneo é um caso particular do Modelo de 
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Deslizamento, onde a velocidade de escorregamento é nula, logo, Co = 1,0 e    

Vgj.= 0,0. 

3.3.2 
Perda de Carga e Atrito 

No presente trabalho a força viscosa por unidade de volume entre a mistura 

e a parede é calculada utilizando-se as Eqs. (2.2) e (2.6), as quais são repetidas 

aqui  

 = wwF τ4   ;
4
D

xd
Pd

w ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=τ  onde  

D
VVf

xd
pd ccm

2
ρ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−   (3.24) 

sendo Vc  a velocidade característica do escoamento. As expressões utilizadas para 

o fator de atrito variaram dependendo do teste e são indicadas no Capítulo de 

Resultados. 

3.4 
Propriedades 

Para completar a formulação é necessário definir as propriedades 

termofísicas de cada fase. Como a modelagem é isotérmica, somente é necessário 

definir a massa específica e viscosidade. 

As equações de estado para a fase gás e líquida definem o comportamento 

da massa específica dos fluidos. Tanto a fase líquida quanto a fase gasosa serão 

consideradas compressíveis, sendo que o gás será considerado ideal, conforme as 

relações abaixo: 

2
l

refl
refll

a

PP ,
,

−
+= ρρ  (3.25) 

2
g

g
a

P
=ρ           ;        refg RTa =2  (3.26) 

onde ρl,ref é a massa específica de referência do líquido, avaliada na pressão de 

referencia Pl,ref . a é a velocidade do som, sendo definida como TPa )/( ρ∂∂=2 , 
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i.e., proporcional a variação da pressão com a massa específica em processos 

isotérmicos. Especificou-se al e ag como constantes, sendo ag baseada na 

temperatura de referência Tref.  

Existem diversas equações para o cálculo da viscosidade para escoamentos 

bifásicos unidimensionais. Segundo Omgba-Essama (2004), para escoamentos 

onde a fase gasosa se encontra dispersa na fase líquida e até mesmo para o 

escoamento em regime de golfada, pode-se utilizar uma forma simples de equação 

para a viscosidade da mistura. Nesta equação, utilizada no modelo Homogêneo 

(Dukler et al., 1964), e adotada neste trabalho, calcula-se uma média das 

viscosidades do gás e do líquido ponderadas pela fração de cada fase. 

llggm µαµαµ +=  (3.27) 

Tendo como premissa o escoamento isotérmico, não será considerada a 

dependência da viscosidade de cada fluido com a temperatura. Como 

simplificação, também não será considerada a dependência da viscosidade com a 

pressão. 

3.5 
Variáveis Dependentes  

Para a determinação de um escoamento bifásico, baseado no Modelo de 

Deslizamento, é necessário resolver três equações de conservação. No presente 

trabalho, duas formulações foram implementadas. Na primeira, as equações foram 

escritas de acordo com a formulação utilizada por Hibiki e Ishii (2003b), sendo as 

variáveis dependentes a velocidade da mistura mu , a pressão P e fração 

volumétrica de gás αg. Na segunda, utilizou-se a formulação de Evje e Fjelde 

(2003), no qual as variáveis dependentes são  ρl αl, ρg αg  e ρl αl ul + ρg αg ug. 

3.5.1 
mu , P e αg 

Na formulação do Modelo de Deslizamento utilizada por Hibiki e Ishii 

(2003b) as variáveis a serem resolvidas são αg, mu  e P. O conjunto de equações 

de conservação é composto pela equação de conservação de massa da mistura, Eq. 

(3.10), equação de conservação de quantidade de movimento linear da mistura, 
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Eq. (3.12) pela equação de conservação de massa da fase gás, Eq. (3.14), e pelas 

as fórmulas de velocidade de escorregamento, as quais relacionam as velocidades 

das fases com a velocidade de mistura. O conjunto de equações a ser resolvido é: 

( ) 0=
∂
∂

+
∂

∂
mm

m u
xt

ρρ  (3.28) 

( )
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ggmgggg V
x

u
xt ρ

ρραραρα  (3.30) 

A velocidade característica utilizada para calcular a força devido ao atrito 

Fw é a velocidade da mistura mu . 

A solução deste conjunto de equações foi testada com sucesso para 

escoamentos monofásicos, porém, infelizmente, este procedimento falhou no caso 

de misturas bifásicas, i.e., não foi possível obter solução convergida em nenhum 

caso. Acredita-se que para se obter sucesso com este conjunto de equações seria 

necessário utilizar um procedimento de solução mais robusto, como maior 

acoplamento entre as equações. Detalhes do método de solução deste sistema de 

equações encontram-se no Apêndice A. No Capítulo 4 será apresentado o método 

de solução somente para o conjunto de equações descrito a seguir. 

3.5.2 
ρl αl, ρg αg e ρl αl ul + ρg αg ug 

Todos os casos testados neste trabalho, cujos resultados se encontram no 

Capítulo 5, foram obtidos a partir da formulação utilizada por Evje e Fjelde 

(2003). Neste caso, as três equações utilizadas para modelar o escoamento foram: 

equação de conservação de massa para o líquido, Eq. (3.3), equação de 

conservação de massa para a fase gasosa, Eq. (3.13) e a equação de conservação 

de quantidade de movimento da mistura, Eq. (3.11). Nesta formulação as 

equações são resolvidas em função das variáveis ρlαl, ρgαg e ρlαlul + ρgαgug. 
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As equações de conservação são as seguintes: 

( ) ( ) 0=
∂
∂

+
∂
∂

lllll u
xt

ραρα  (3.31) 
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 (3.33) 

A velocidade característica utilizada para calcular a força devido ao atrito 

Fw é o fluxo volumétrico total j. 

3.6 
Condições de Contorno e Iniciais 

Como condição inicial dos casos analisados, considerou-se a tubulação 

cheia de líquido em repouso com pressão uniforme. 

Como condição de contorno, a pressão na saída foi sempre mantida 

constante. Na entrada, foram especificadas as vazões em massa de cada fase. 

mg
Pressão (Pa)

Entrada Saída

in
.

mlin
.

x

 
Figura 3.4 – Condições de contorno 
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4 
Método Numérico 

Para a solução numérica das equações de conservação do Modelo de 

Deslizamento, o método dos volumes finitos (Patankar, 1980) foi escolhido. Na 

abordagem apresentada aqui, a Equação de Conservação de Quantidade de 

Movimento da Mistura é discretizada utilizando uma malha deslocada (staggered 

grid), isto é, as velocidades são armazenadas numa posição deslocada em relação 

aos nós onde as grandezas escalares (frações volumétricas, massas específicas e 

pressão) são armazenadas. Os símbolos maiúsculos P, W e E referem-se aos 

pontos nodais principais e seus vizinhos oeste (west) e leste (east), 

respectivamente, e correspondem aos centros dos volumes de controle escalares e 

as faces dos volumes de controle vetoriais (Fig. 4.1). Já os símbolos minúsculos 

w, ww e e, referem-se às faces dos volumes de controle escalares e seus vizinhos 

dos lados oeste e leste, respectivamente, sendo os centros dos volumes de controle 

vetoriais (Fig. 4.2). A malha foi considerada uniforme, com espaçamento definido 

por ∆x. Nas fronteiras, as grandezas vetoriais (velocidades específicas das fases) 

ficam restritas a meio volume de controle. 

EPWWW

ewww ee

x

 
Figura 4.1 – Volumes de controle de grandeza escalar 

EPWWW

ewww ee

x

 
Figura 4.2 – Volumes de controle de grandeza vetorial 
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Na solução do sistema de equações descrito no Item 3.5.2, as variáveis 

dependentes ρlαl, ρgαg e ρlαlul + ρgαgug serão referenciadas daqui para frente 

respectivamente como w1, w2 e w3 conforme apresentado abaixo: 

w1 = ρl αl (4.1) 

w2 = ρg αg (4.2) 

w3 = ρl αl ul + ρg αg ug (4.3) 

Desta forma, as Eqs. (3.31) a (3.33)  podem ser reescritas da seguinte forma: 

( ) 01
1 =

∂
∂

+
∂

∂
luw

xt
w  (4.4) 

( ) 02
2 =

∂
∂

+
∂

∂
guw

xt
w

 (4.5) 

( ) ( ) θsen21
2

2
2

1
3 gwwF

x
Puwuw

xt
w

wgl +−−
∂
∂

−=+
∂
∂

+
∂

∂  (4.6) 

4.1 
Cálculo da Pressão 

A pressão é calculada em função de w1 e w2 da seguinte forma: 

primeiramente, isola-se αl da Eq. (4.1) e αg da Eq. (4.2): 

l
l

w
ρ

α 1=                   ;          
g

g
w
ρ

α 2=  (4.7) 

A seguir, ambas as expressões são substituídas na Eq. (3.2): 

1=+ lg αα    ⇒    112 =+
lg

ww
ρρ

 (4.8) 

Substituindo as equações de estado para ρg e ρl, Eqs. (3.25) e (3.26), na Eq. 

(4.8) e colocando a pressão em evidência, obtém-se uma equação algébrica de 

segundo grau para a pressão, do tipo  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412983/CA



Método Numérico _____________________________________________________ 46

a P2 + b P + c = 0, (4.9) 

onde 

2
1

la
a =  ;  2

2
2

12
0

0
l

g

l

l
l

a

aw
w

a

P
b −−−= ,

,ρ ;   (4.10) 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

2
0

0
2

2
l

l
lg

a

P
awc ,

,ρ

 (4.11) 

A pressão pode então ser facilmente determinada extraindo a raiz positiva 

da Eq. (4.9), utilizando a fórmula de Báskara: 

a
acbbP

2
42 −+−

= . (4.12) 

4.2 
Cálculo da Velocidade do Líquido 

A velocidade do líquido é calculada substituindo-se a equação que relaciona 

a velocidade do gás com a velocidade do líquido, devido ao escorregamento entre 

as fases (Eq. 3.20) na equação que define w3 (Eq. 4.3) e isolando ul: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−=

go

logg
ll

go

gjgg
l C

C
C

V
wu

α
ααρ

αρ
α

αρ
113  (4.13) 

4.3 
Cálculo da Velocidade do Gás 

A velocidade do gás é calculada a partir da equação que define w3 (Eq. 4.6): 

gg
lll

g
uwu

αρ
αρ−

= 3  (4.14) 

Para evitar que o termo ρg αg presente no denominador não cause problemas 

relativos à divisão por zero, tomou-se o cuidado para que αg nunca assuma o valor 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412983/CA



Método Numérico _____________________________________________________ 47

zero. Quando for necessário que o sistema represente um escoamento sem a 

presença da fase gasosa, αg irá assumir o valor 10-6. 

4.4 
Discretização das Equações de Conservação de Massa 

As equações de conservação de massa das fases são muito semelhantes, e o 

mesmo procedimento é empregado na discretização das duas. A equação de 

conservação de massa da fase líquida será utilizada para ilustrar o procedimento. 

De acordo com o método de volumes finitos, a Eq. (4.4) é integrada no 

volume de controle escalar ( xAd ∆=∀ ) ilustrado na Fig. 4.1, e ao longo do 

intervalo de tempo ∆t, alterando-se a ordem da integração de acordo com a 

conveniência, como ilustrado a seguir: 

011 =∫ ∫
∂

∂
+∫ ∫

∂
∂ ++ tt

t

e

w

l
e

w

tt

t
dtdx

x
uwAdxdt

t
wA

∆∆ )(  (4.15) 

logo 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 01111 =∫ −+∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+ tt

t
wlel

e

w

o
PP tduwAuwAxdwwA

∆
 (4.16) 

onde o termo ( )oPw  1  se refere ao instante de tempo anterior. 

Na integração espacial do primeiro termo, consideram-se os valores 

armazenados no ponto nodal como constantes no volume de controle. Já para 

integração temporal do segundo termo, utiliza-se um esquema totalmente 

implícito, i.e., as variáveis do instante de tempo t+∆t prevalecem durante todo o 

intervalo de tempo ∆t. Após dividir toda a equação por ∆t, a equação discretizada 

assume a forma: 

( ) ( ) ( ) ( ) 011
11 =−+

−
AuwAuwxA

t
ww

wlel
o
PP ∆

∆
 (4.17) 

Um esquema upwind de interpolação (Patankar, 1980) é utilizado para avaliar o 

valor de w1 nas faces do volume de controle, da seguinte forma 
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( ) ( ) ( ) 00 111 ,, ,, elEelPel uAwuAwAuw −−=  (4.18) 

( ) ( ) ( ) 00 111 ,, ,, wlPwlWwl uAwuAwAuw −−=  (4.19) 

Nas Equações (4.18) e (4.19), o símbolo ba,  denota o máximo valor 

entre a e b. Assim, o sistema de equações algébricas resultante para w1 possui a 

seguinte forma: 

( ) ( ) ( ) bwawawa WWEEPP ++= 111  (4.20) 

Os coeficientes aP, aE, aW e b são os seguintes: 

0,,elE uAa −=   ;    0,,wlW uAa =      ;   
t
xAao

P ∆
∆

=  (4.21) 

( )oPo
P wab 1=         ;   00 ,, ,, wlel

o
PP uAuAaa −++=    (4.22) 

Nota-se, nas equações acima, que todos os coeficientes são sempre 

positivos, o que garante que o produto da massa específica com a fração 

volumétrica de líquido seja sempre maior ou igual a zero, conforme desejado. 

A equação discretizada de w2 (equação de conservação para o gás) pode ser 

obtida de forma análoga. A equação discretizada e os coeficientes são 

( ) ( ) ( ) bwawawa WWEEPP ++= 222  (4.23) 

0,,egE uAa −=
  ;    

0,,wgW uAa =
     ;   t

xAao
P ∆

∆
=

 (4.24) 

( )oPo
P wab 2=

          ;     
00 ,, ,, wgeg

o
PP uAuAaa −++=

   (4.25) 

4.4.1 
Equação de w1 e w2 para a Entrada 

Para a fronteira, a Eq. (4.15) é aplicada ao meio volume de controle da 

fronteira, ilustrado na Fig. 4.3. A face leste é tratada de forma análoga ao volume 

de controle central. Já a condição de contorno para o fluxo de massa de líquido na 
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entrada é especificada na fronteira oeste, logo 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2 11

11 =

=

−+
−

444 3444 21
&

inwl

wlel
o
PP

lmAlu

AuwAuwxA
t

ww

l )( αρ

∆
∆

 (4.26) 

onde inlm&  é a vazão mássica da fase líquida na entrada do duto. 

 

EP

ew

x
2

ee  

Figura 4.3 – Primeiro volume de controle escalar 

Utilizando as mesmas aproximações utilizadas para um volume de controle 

central, a equação para o líquido na fronteira de entrada é igual a: 

( ) ( ) bwawa EEPP += 11          (4.27) 

onde  

0,,elE uAa −=       ;     0=Wa     ;  
t
xA

ao
P ∆

∆ 2/
=       ; (4.28) 

( ) in
o
P

o
P lmwab &+= 1     ;     0,,el

o
PP uAaa +=  (4.29) 

De forma análoga para o gás, a equação discretizada na entrada é: 

( ) ( ) bwawa EEPP += 22       (4.30) 

onde  

0,,egE uAa −=
     ;    0=Wa     ;     t

xAao
P ∆

∆ 2/
=

     ;  (4.31) 

( ) in
o
P

o
P gmwab &+= 2    ;       

0,,eg
o
PP uAaa +=

 (4.32) 
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4.4.2 
Equação de w1 e w2 para a Saída 

Assim como para a entrada, na saída utiliza-se meio volume de controle, 

como ilustrado na Fig. 4.4: 

 

W P

w e

x
2

ww  

Figura 4.4 – Último volume de controle escalar 

A Eq. (4.15) é aplicada ao volume de controle da fronteira e a face oeste é 

tratada de forma análoga ao volume de controle central. Neste caso a fronteira 

leste coincide com o ponto nodal principal, P. A equação discretizada resultante é 

( ) ( ) bwawa WWPP += 11    (4.33) 

onde    

0,,wlW uAa =       ;       0=Ea ;          
t
xAao

P ∆
∆ 2/

=   (4.34) 

( )oPo
P wab 1=       ;       elwl

o
PP uuAaa ,, , +−+= 0  (4.35) 

De forma análoga para o gás, a equação discretizada na saída é: 

( ) ( ) bwawa WWPP += 22    (4.36) 

onde    

0,,wgW uAa =     ;           0=Ea       ;    
t
xAao

P ∆
∆ 2/

=  (4.37) 

( )oPo
P wab 2=        ;      egwg

o
PP uuAaa ,, , +−+= 0  (4.38) 
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4.5 
Discretização da Equação de Conservação da Quantidade de 
Movimento da Mistura 

A obtenção da equação discretizada de conservação de quantidade de 

movimento da mistura é obtida de forma análoga às equações de conservação de 

massa. A Eq. (4.6) é integrada ao longo do intervalo de tempo ∆t, e no volume de 

controle vetorial ( xAd ∆=∀ ), que é deslocado como ilustrado na Fig. 4.2. 

Novamente a ordem de integração é alterada dependendo da conveniência, 

conforme a Eq. (4.39) a seguir: 

( )

( )

( ) tdxdwwg
D

uuf
A

tdxd
x

Puwuw
A

xdtd
t

uwuw
A

tt

t

P

W

mmm

tt

t

P

W

gl

P

W

tt

t

gl

∫ ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−−=

=∫ ∫
∂

++∂
+

+∫ ∫
∂

+∂

+

+

+

∆

∆

∆

θ
ρ

sin21

2
2

2
1

21

2

 (4.39) 

Utilizando a integração totalmente implícita no tempo, obtém-se a seguinte 

equação discretizada: 

( ) ( ) ( )

[ ] [ ]
( ) xAwwg

D

xAuuf

AuwuwAuwuw

APPxA
t

ww

ww
wmwmwmw

WgWPgPWlWPlP

WP
o
ww

∆θ
∆ρ

∆
∆

sin,,
,

,,,,,,,,

21

2
2

2
2

2
1

2
1

33

2
+−−=

=−+−

+−+
−

 (4.40) 

onde ( )oww3  é referente ao instante de tempo anterior. Os termos ww ,1  e ww ,2  

são avaliado nas faces de acordo com o esquema de interpolação linear da 

seguinte forma:  

2
11

1
WP

w
ww

w ,,
,

+
=    ;     

2
22

2
WP

w
ww

w ,,
,

+
=  (4.41) 

Uma interpolação linear também é utilizada para avaliar a velocidades das fases 

nos pontos principais P e W; 
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2
wwlwl

Wl
uu

u ,,
,

+
=    ;     

2
wwgwg

Wg
uu

u ,,
,

+
=  (4.42) 

2
wlel

El
uu

u ,,
,

+
=        ;     

2
wgeg

Eg
uu

u ,,
,

+
=  (4.43) 

A equação discretizada resultante acopla w3 com w1 e w2 da seguinte forma: 

WWPPww wfwewdwcbwa ,,,,, 21213 ++++=  (4.44) 

onde os coeficientes são iguais a: 

o
ww aa =      ;   t

xAao
w ∆

∆
=

 (4.45) 

( )APPwa
D

xAuuf
b PW

o
w

o
w

wmwmwmw
−++−= ,

,
32

∆ρ

 (4.46) 

2
2 xAgAuc Pl

∆θsin
, +=

    ;     2
2 xAgAud Pg

∆θsin
, +=

 (4.47) 

2
2 xAgAue Wl

∆θsin
, −=    ;     

2
2 xAg

Auf Wg
∆θsin

, −=  (4.48) 

4.5.1 
Equação de w3 para a Entrada 

Para esta fronteira, w3 é prescrito em função das vazões mássicas das fases 

conforme demonstrado abaixo: 

( ) ( )
A

m

A

m
uuw inin gl

inggginlllin
&&

+=+= αραρ3  (4.49) 

Desta forma, o sistema de equações algébricas resultantes para w3 possui a 

seguinte forma: 

bwa ww =,3    onde   1=wa   ;   
A

m

A

m
b inin gl &&

+=  (4.50) 
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4.5.2 
Equação de w3 para a Saída 

A variável w3 é armazenada nas faces. Para N pontos, existem N+1 faces, 

logo w3 e as velocidades da fronteira estão armazenadas na face N+1. A solução 

da equação de w3 independe do valor desta variável armazenada na última face do 

domínio. A variável w3 só seria necessária para o cálculo das velocidades das 

fases na fronteira de saída. No entanto, esta grandeza não foi utilizada, optou-se 

por obter as velocidades das fases a partir de extrapolações para o interior do 

domínio. As velocidades ul e ug do meio volume de controle ilustrado na Fig. 4.4, 

são extrapoladas para o interior do domínio de acordo com.  

( )
2

3
23

1
1

111 −
+

−−+ −
=⇒

−
=

− NlNl
Nl

NlNlNlNl uu
u

x
uu

x
uu ,,

,
,,,,

∆∆
 (4.51) 

( )
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3
23

1
1

111 −
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−−+ −
=⇒

−
=

− NgNg
Ng

NgNgNgNg uu
u

x
uu

x
uu ,,

,
,,,,

∆∆
 (4.52) 

4.6 
Solução do Sistema Algébrico 

Uma vez que a aproximação unidimensional foi utilizada, o sistema 

algébrico resultante da discretização das equações de conservação apresentadas 

nas seções anteriores não é grande. Dessa forma optou-se pelo Método MTDMA - 

MultiTriDiagonal Matrix Algorithm (Mendes e Phillipi, 2002), que é um método 

direto de solução das equações algébricas. 

O algoritmo MTDMA resolve os três sistemas de equações 

simultaneamente. As equações discretizadas podem ser representadas na seguinte 

forma matricial: 
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ou 

iiiiiii DΦCΦBΦA ++= −+ 11  (4.54) 

onde 
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⎥
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D  (4.56) 

Nas equações acima, foi adicionado um sobrescrito aos coeficientes 

principal aP, leste aE e oeste aW, de forma a indicar a que variáveis estes 

correspondem. 

Cada linha corresponde a um sistema algébrico referente a uma equação do 

Modelo de Deslizamento. A primeira linha corresponde à Equação da 

Conservação da Massa para o Líquido, Eq. (4.20), a segunda corresponde à 

Equação da Conservação da Massa para o Gás, Eq. (4.23), e a terceira 

corresponde à Equação da Conservação da Quantidade de Movimento da Mistura, 

Eq. (4.44). 

Nota-se o acoplamento entre as variáveis w1 e w2 na equação para w3 

representado pelos coeficientes “fora das diagonais” c, d, e e f.  

Para resolver este sistema, emprega-se o método TDMA, ou algoritmo de 

Thomas (Patankar, 1980), na forma matricial como mostrado a seguir: 

iiiiiii DΦCΦBΦA ++= −+ 11  (4.57) 

Supondo que podemos encontrar iΦ  em função de 1+iΦ : 

iiii QΦPΦ += +1  (4.58) 

Reescrevendo para o ponto i-1, tem-se:  111 −−− += iiii QΦPΦ , 

substituindo em (4.57) e comparando-se com a Eq. (4.58), obtém-se: 
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( )1−−
=

iii
i

i PCA
B

P     e    
( )
( )1

1
−

−
−
+

=
iii
iii

i PCA
QCD

Q   (4.59) 

Uma vez que a matriz C do primeiro nó, C1, é nula, as matrizes P e Q 

podem ser inicializadas com 

1
1

1 A
B

P =     e    
1
1

A
D

Q =i   (4.60) 

Finalmente, como a matriz B do último nó, BN, é nula, PN = 0, logo 

NN QΦ = . Dessa forma, os outros valores de iΦ  por ser obtidos por substituição 

regressiva, utilizando a Eq. (4.58). 

4.7 
Procedimento de Execução para a Solução Simultânea 

A partir das variáveis w1, w2 e w3 é possível descobrir as variáveis de 

interesse αg, αl, ug, ul e P. O fluxograma do procedimento utilizado para a solução 

das equações de conservação e determinação do campo de velocidades, pressão e 

frações em massa.é apresentado na Fig. 4.5, o qual possui os seguintes passos: 

1) Definição das condições iniciais do problema: velocidades superficiais do 

líquido e do gás na entrada e pressão na saída. 

2) Consideração da solução do passo de tempo anterior como estimativa 

inicial para a solução do passo de tempo atual 

3) Cálculo do atrito 

4) Cálculo dos coeficientes para w1 

5) Cálculo dos coeficientes para w2 

6) Cálculo dos coeficientes para w3 

7) Solução do sistema de equações pelo método MTDMA 

8) Cálculo da pressão 

9) Cálculo das massas específicas das fases 

10) Cálculo das frações das fases 
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11) Cálculo da velocidade de Deslizamento 

12) Cálculo das velocidades das fases 

13) Verificação dos resíduos das equações. Caso todos os resíduos estejam 

abaixo de uma tolerância pré-determinada ou o número máximo de 

iterações seja atingido deve-se avançar no tempo e voltar ao passo (2), caso 

contrário deve-se voltar ao passo (3) e repetir a seqüência de cálculos até 

que a convergência seja atingida. 

t = t +   t

t < tfinal? FimNão

Sim

Grandezas estimadas: solução do passo de tempo anterior

Cálculo dos coeficientes para w1, w2 e w3

Inicialização

Solução de w1, w2 e w3: MTDMA

Cálculo da Pressão

Cálculo das frações das fases

Cálculo da velocidade do líquido

Cálculo da velocidade do gás

Resíduo<Tol
Iteração>Máx

Não Sim Estimativa para a próxima iteração:
últimas grandezas geradas

 
Figura 4.5 – Fluxograma esquemático - MTDMA 

4.8 
Malha Computacional e Passo de Tempo 

A malha computacional foi considerada uniforme com espaçamento x∆ . O 

passo de tempo t∆  está intimamente ligado ao espaçamento da malha pela 

Condição de Courant–Friedrichs–Lewy ou simplesmente Condição CFL (Courant 

et al, 1967). 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412983/CA



Método Numérico _____________________________________________________ 57

A condição CFL estabelece um t∆  máximo para um determinado x∆  de 

modo a se garantir a convergência do sistema algébrico utilizados para resolver as 

equações diferenciais. Se uma onda está atravessando um volume de controle com 

largura x∆ , o passo de tempo deve ser menor que o tempo necessário para que a 

onda percorra todo o volume. A condição CFL é representada da seguinte forma: 

x
tu

CFL max
∆

∆
=  (4.61) 

onde umax é a máxima velocidade do domínio. A constante CFL depende dos tipos 

de equação a serem resolvidos e não de x∆  ou t∆  e umax representa a maior 

velocidade de propagação encontrada em um determinado instante. 

A condição CFL tem um impacto grande quando o caso a ser estudado 

necessita de uma malha muito refinada (pequenos volumes de controle), nestes 

casos o passo de tempo também será muito pequeno e consequentemente o 

esforço computacional será muito grande. Sabe-se que quanto mais refinada a 

malha mais precisa fica a solução.  

Segundo Toumi I. (1999), ao contrário do escoamento monofásico, no 

escoamento bifásico a velocidade do som na mistura não é a velocidade do som 

associada às velocidades de onda encontradas no sistema, mas sim uma 

velocidade inferior. A maior velocidade de propagação de uma onda seria 

encontrada quando escoasse somente a fase líquida. Depois de realizar diversos 

testes, adotou-se a constante CFL igual a 0,5 e uma velocidade constante e igual a 

do som no líquido. Desta forma, o passo de tempo passou a depender somente do 

espaçamento da malha e do fluido conforme apresentado abaixo: 

x
a

t
l

∆∆ 50,
=  (4.62) 

4.9 
Critério de Convergência  

O processo de discretização gera um sistema de equações algébricas para 

cada uma das equações do Modelo de Deslizamento. Considerou-se a solução 

convergida quando o maior resíduo encontrado entre todas as equações foi inferior 

a uma tolerância tol pré-definida. Com a normalização dos resíduos, é possível 
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considerar uma tolerância para as três variáveis envolvidas. Neste trabalho foi 

utilizada uma tolerância igual para as três variáveis a serem resolvidas (w1, w2 e 

w3), tol= 10-5. 

O maior resíduo da equação para a conservação da massa da fase líquida e 

da fase gasosa é definido, respectivamente, como: 

( )
( )( )

iiP

iiEiiWiiP

wa

bwawawa
wRes w

w
i

www

Ni
max

1

111
1

1
1

1
1

1
1

11max ++−
=

+−≤≤  (4.63) 

( )
( )( )
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iiEiiWiiP
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bwawawa
wRes w

w
i
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Ni
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2

222
1

2
2

2
1

2
1

22max ++−
=

+−≤≤  (4.64) 

O maior resíduo da equação de conservação da quantidade de movimento da 

mistura é definido da seguinte forma: 

( )
iiP

iiiiiiw

wa

wfwewdwcbwa
wRes

w

w
i

w

Ni
max

3

21213
1

3
3

11
33max ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++++−

=
++≤≤  (4.65) 

Nas definições acima para os resíduos máximos são calculados utilizando 

coeficientes atualizados na iteração atual, porém as variáveis w1, w2 e w3 são as 

variáveis disponíveis da iteração anterior.  

O critério final de convergência é 

( ) ( ) ( )[ ] tolwReswReswRes maxmaxmax ≤= 321max ,,maxRes   (4.66) 
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5 
Resultados 

No presente capítulo diversos casos testes são investigados visando validar a 

metodologia implementada para prever escoamentos bifásicos utilizando o 

Modelo de Deslizamento.  

Casos testes foram selecionados a partir do trabalho de Evje e Fjelde (2003) 

e visam testar situações extremas, de forma a verificar a habilidade do modelo de 

reproduzi-las.  

Após apresentar os casos de validação, aplica-se a metodologia para prever 

uma situação de golfada severa. Os resultados são comparados com os dados 

obtidos por Andrianov et al. (2007) e Masella et al. (1998) para a mesma geometria. 

5.1 
Validação 

Como mencionado no Capítulo 3, a metodologia utilizada no presente 

trabalho foi baseada no artigo de Evje e Fjelde (2003), sendo as variáveis 

dependentes grandezas auxiliares w1; w2 e w3. Evje e Fjelde (2003) utilizaram 

variações do método AUSM (Advection Upstream Splitting Method), 

empregando um procedimento de solução seqüencial das variáveis primitivas 

(variáveis físicas), com precisão de segunda ordem no espaço. Com relação a 

integração no tempo, utilizaram o método de Runge-Kutta de dois passos, também 

com precisão de segunda ordem. A principal característica do método AUSM 

consiste em separar o fluxo numa parte convectiva e outra de pressão. 

Cinco testes foram realizados, utilizando diferentes condições de contorno, 

visando gerar situações críticas para serem avaliadas. Os testes foram definidos 

exatamente como sugerido no trabalho de Evje e Fjelde (2003). Os fluidos 

utilizados são aproximações de fluidos reais como óleo e ar. As correlações que 

definem o escorregamento entre as fases são simples e não refletem um 

determinado padrão de escoamento. O objetivo destes testes é analisar o 

comportamento do modelo frente a diversas situações consideradas críticas para o 
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escoamento bifásico.  

Considerou-se um duto horizontal com as seguintes características: 

• Comprimento do duto: L = 1.000,0 m 

• Diâmetro interno: D = 0,1 m 

• Rugosidade absoluta: ε = 1,0 × 10-5 m 

As seguintes propriedades físicas foram definidas para cada fase: 

• Velocidade do som no líquido: al  = 1.000,0 m/s 

• Velocidade do som no gás: ag = 316,0 m/s 

• Massa específica do líquido de referência: ρl,ref = 1.000,0 kg/m³ 

• Massa específica do gás de referência: ρg,ref =1,0 kg/m³ 

• Viscosidade do líquido: µl = 5,0 × 10-2 Pas 

• Viscosidade do gás: µg = 5,0 × 10-6 Pas 

• Pressão de referência: pref = 1,0 × 105 Pa 

• Temperatura de referência: Tref = 293.15 K 

Os cinco casos são descritos a seguir: 

• Caso 1: Testar a convergência do modelo utilizando uma relação de 

escorregamento simples; 

• Caso 2:  Transição de escoamento bifásico para monofásico líquido; 

• Caso 3:  Transição de escoamento bifásico para monofásico gás; 

• Caso 4:  Testar a estabilidade e convergência do modelo utilizando 

uma relação de escorregamento complexa; 

• Caso 5:  Testar a convergência do modelo utilizando uma relação de 

escorregamento complexa. 

Para todos os casos considerou-se como condição inicial que o duto 

encontrava-se preenchido com líquido (αg =10-5), sendo que o escoamento sempre 

se manteve como laminar. A pressão na saída foi sempre mantida igual a pressão 

de referência. Para todos os casos especificou-se como condições de contorno a 

vazão mássica da fase líquida e gasosa na entrada. Diferentes relações para Co e 

Vgj foram especificadas para cada caso.  

Os resultados obtidos foram comparados com os dados disponíveis no 

trabalho de Evje e Fjelde (2003). Analisou-se as variações ao longo do duto das 

velocidades de cada fase (ul, ug), fração volumétrica de gás (αg) e pressão (P) para 

o instante final de simulação. 
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5.1.1 
Caso 1 

O objetivo deste teste é verificar se o modelo consegue prever um bolsão de 

gás se deslocando em um meio líquido. Simples correlações para os parâmetros da 

escorregamento entre as fases  forma utilizadas, i.e., valores constantes iguais a   

Co =1,2 e Vgj  = 0,5 m/s. Utilizou-se 200 volumes de controle ao longo da 

tubulação, igual ao utilizado no trabalho de Evje e Fjelde (2003).  

As vazões de líquido e gás crescem de zero à 3,0 kg/s e 0,02 kg/s 

respectivamente em 10 s e permanecem assim até o final da simulação em 250 s. 

É esperado que um volume de gás se desloque em direção ao fim do duto. As 

variações com o tempo das vazões mássicas na entrada da tubulação estão 

resumidas na Fig. 5.1. 

0 50 100 150 200 250

Gás
Líquido

3 kg/s

0,02 kg/s

TEMPO (s)
 

Figura 5.1 – Caso 1: Vazões mássicas na entrada em função do tempo 

 

A Figura 5.2 ilustra o perfil da fração de gás αg ao longo da tubulação, para 

o instante de tempo t = 250 s. Como inicialmente a tubulação encontrava-se cheia 

de líquido, neste instante de tempo, o gás chegou somente até aproximadamente o 

meio da tubulação, com uma fração de gás em torno de 0,45. Pode-se observar o 

mesmo comportamento que o previsto por Evje e Fjelde (2003), porém o 

resultado obtido no presente trabalho apresenta um perfil mais suave da fração de 

gás, uma vez que as aproximações utilizadas para discretizar as equações de 

conservação são de primeira ordem, enquanto que Evje e Fjelde (2003) utilizaram 

discretização de segunda ordem no tempo e no espaço.  

A comparação da distribuição de pressão para o mesmo instante de tempo,   

t = 250 s, pode ser vista na Fig. 5.3. Neste caso, como esperado, observa-se 

claramente a diferença de inclinação da queda de pressão devido a menor perda de 

carga de gases. Para esta variável a concordância entre os resultados é excelente. 
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Figura 5.2 – Caso 1: Perfil de fração de gás ao longo do duto, t = 250 s 
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Figura 5.3 – Caso 1: Perfil de pressão ao longo do duto, t = 250 s 

O perfil da velocidade do gás e do líquido ao longo do duto é apresentado na 

Fig. 5.4. Observa-se um aumento da velocidade do gás na primeira metade do 

duto devido à expansão do mesmo resultante da queda da pressão. A velocidade 

do líquido acompanha o crescimento da velocidade do gás devido à interação 

entre ambos pela relação de escorregamento. A velocidade do líquido na parte 

final do duto é praticamente constante (ul ≈1,6 m/s), devido ao fato da presença de 

gás ser pequena (αg =10-5), não influenciando a parte líquida. A velocidade do gás 

no trecho final pode ser calculada diretamente a partir da correlação de 

escorregamento, Eq. (3.19), e da Eq. (3.17), a qual para αg desprezível é                

j = αgug + αl ul ≈ ul: 

422506121 ,,,, ≈+×≈+=+= gjlogjog VuCVjCu  (5.1) 
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Novamente boa concordância é observada, sendo o desvio maior no caso da 

velocidade do líquido, devido ao gradiente mais acentuado desta na interface entre 

a mistura e o líquido. 
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                     (a) velocidade do gás.                               (b) velocidade de líquido. 

Figura 5.4 – Caso 1: Perfil de velocidade ao longo do duto, t = 250 s 

5.1.2 
Caso 2 

O objetivo deste teste é verificar se o modelo é capaz de lidar com a 

transição de escoamento bifásico para monofásico líquido. Novamente valores 

constantes foram arbitrados para os parâmetros de escorregamento entre as fases: 

Co =1,2 e Vgj =0,5 m/s. 

Como no caso anterior, as vazões de líquido e gás crescem de zero à        

12,0 kg/s e 0,08 kg/s respectivamente, em 10 s. Porém, após 50 s a vazão mássica 

de gás decresce até zero em 20 s. A simulação termina com 175 s. A variação das 

vazões mássicas com o tempo na entrada encontram-se resumidas na Fig. 5.5 

1750 50 100 150

12 kg/s

0,08 kg/s Gás
Líquido

TEMPO (s)  
Figura 5.5 – Caso 2: Vazões mássicas na entrada em função do tempo 

As figuras a seguir apresentam a comparação entre os resultados obtidos por 
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Evje e Fjelde (2003) e os obtidos pelo modelo deste trabalho ambos para 200 

volumes de controle. 

A Figura 5.6 apresenta a variação da fração de gás ao longo do duto na 

instante t = 175 s. Observa-se que o modelo foi capaz de lidar com o retorno ao 

escoamento solitário da fase líquida após um período de convivência das duas 

fases. Após cessar o fluxo de gás o mesmo se propaga em direção ao fim do duto 

sendo aprisionado entre bolsões de líquido. 
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Figura 5.6 – Caso 2: Perfil de fração de gás ao longo do duto, t = 175 s 

Assim como no caso anterior, pode-se notar uma excelente concordância 

entre os resultados com relação a magnitude e distribuição espacial da fração de 

gás. Excelente predição da perda de carga ao longo do duto (Fig. 5.7) também foi 

obtida. Observa-se novamente menor perda de carga na porção de gás e a maior 

perda de carga da parte líquida nas extremidades, como esperado. 
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Figura 5.7 – Caso 2: Perfil de pressão ao longo do duto, t = 175 s 
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A influência da fase gás na velocidade da fase líquida pode ser apreciada na 

figura referente à velocidade do líquido (Fig. 5.8b). Analisando o perfil da 

velocidade do gás ao longo do duto na Fig. 5.8a, fica claro que esta velocidade 

aumenta ao longo do trecho preenchido com gás devido a queda na pressão e 

expansão do gás na tubulação. A diferença entre a velocidade do líquido na 

entrada e na saída do duto sugere que entra menos líquido do que sai. Este efeito é 

conseqüência da expansão do gás no meio do duto que leva a um aumento do 

volume do mesmo. Como o volume do duto não se altera é necessário que o 

líquido à jusante do bolsão de gás ofereça seu espaço em forma de um aumento na 

velocidade. Mais uma vez a concordância obtida entre as soluções pode ser 

considerada satisfatória. 
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                     (a) velocidade do gás.                               (b) velocidade de líquido. 

Figura 5.8 – Caso 2: Perfil de velocidade ao longo do duto, t = 175 s.  

5.1.3 
Caso 3 

O objetivo deste teste é análogo ao teste anterior, porém, neste caso deseja-

se verificar se o modelo é capaz de lidar com a transição de escoamento bifásico 

para monofásico gás, utilizando uma relação simples para o escorregamento entre 

as fases. As mesmas correlações para Co e Vgj são utilizadas: Co =1 e Vgj =0 m/s. 

As vazões de líquido e gás crescem de zero à 12,0 kg/s e 0,04 kg/s 

respectivamente, em 10 s. Após 60 s a vazão mássica de líquido decresce até zero 

em 10 s. No tempo de 200 s a vazão mássica de líquido cresce novamente para    

12,0 kg/s em 10 s. A simulação termina após 250 s de simulação. As variações das 
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vazões mássicas da entrada com o tempo estão resumidas na Fig. 5.9. 

0 50 100 150 200 250

12 kg/s

0,04 kg/s

12 kg/s

Gás
Líquido

TEMPO (s)
 

Figura 5.9 – Caso 3: Vazões mássicas na entrada em função do tempo 

Como nos casos anteriores, especificou-se uma malha com 200 volumes de 

controle e foram comparados os resultados obtidos com os dados de Evje e Fjelde 

(2003) para a mesma malha. 

Observando a Fig. 5.10, fica claro através do perfil suave da curva obtida 

neste trabalho, que o modelo implementado teve alguma dificuldade em prever 

alterações abruptas na vazão da fase líquida, ao contrário do caso anterior, onde a 

alteração ocorreu na vazão da fase gás. Mesmo assim, o presente modelo foi capaz 

de lidar com a presença de gás em somente uma parte do escoamento. Como já 

mencionado, uma possível explicação para a obtenção do perfil mais suave da 

fração de gás consiste na precisão de primeira ordem das aproximações espaciais 

e temporais utilizadas no presente trabalho, enquanto que esquemas de segunda 

ordem no espaço e no tempo foram utilizados por Evje e Fjelde (2003). 
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Figura 5.10 – Caso 3: Perfil de fração de gás ao longo do duto, t = 250 s 

A dificuldade em acompanhar alterações bruscas na vazão mássica da fase 

líquida comprometeu um pouco a previsão da pressão, ilustrada na Fig. 5.11, 

ficando mais evidente no trecho inicial do escoamento. 
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Neste caso, observa-se que apesar das pequenas diferenças percentuais entre 

as velocidades do gás e do líquido do presente trabalho e os dados de Evje e Fjelde 

(2003), estas não são desprezíveis, como se pode ver nas Figs. 5.12a e 5.12b. 
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Figura 5.11 – Caso 3: Perfil de pressão ao longo do duto, t = 250 s 

Observa-se também nas Figs. 5.12a e 5.12b que as velocidades do gás e do 

líquido são idênticas devido ao fato dos valores utilizados para Co e gjV  

representarem escoamento homogêneo, onde não existe escorregamento entre as 

fases. Isto pode ser demonstrado utilizando-se as Eqs. (3.17) e (3.19). 

l
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gllgggjg uuuuuVjCu =
−

=⇒+=+=
α

ααα
10  (5.2) 
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                     (a) velocidade do gás.                               (b) velocidade de líquido. 

Figura 5.12 – Caso 3: Perfil de velocidade ao longo do duto, t = 250 s.  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412983/CA



Resultados ____________________________________________ 68

5.1.4 
Caso 4 

O objetivo deste caso é testar se o modelo converge para a solução correta 

utilizando uma relação mais complexa para o escorregamento entre as fases. 

Segundo Roe (1981) a relação de escorregamento é similar à utilizada para o 

padrão de escoamento tipo Golfada (Slug). Neste caso, os parâmetros da 

velocidade de escorregamento são: Co = 1 e ggjV α−= 15,0  m/s. 

As condições transientes simuladas são as mesmas do Caso 1. Desta forma, 

as vazões de líquido e gás crescem de zero à 3,0 kg/s e 0,02 kg/s respectivamente, 

em 10 s e permanecem assim até o final da simulação em 250 s, como ilustrado na 

Fig. 5.13. Assim como o Caso 1, foram utilizados 200 volumes de controle para a 

determinação do campo de velocidades, pressão e frações volumétricas. 
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Figura 5.13 – Caso 4: Vazões mássicas na entrada em função do tempo 

Analisando a Fig. 5.14, referente ao perfil da fração de gás ao longo do duto, 

pode-se notar o mesmo comportamento previsto no Caso 1, porém maiores 

valores de fração de gás podem ser observados na primeira metade do duto. Este 

resultado ilustra que as novas correlações utilizadas para o parâmetro de 

distribuição Co = 1 e velocidade de deslizamento ggjV α−= 15,0  m/s induzem 

maiores valores de fração volumétrica de gás αg. Isto pode ser explicado pelo fato 

de que para a mesma vazão mássica, as correlações utilizadas resultaram em 

velocidades do gás menores, ou seja, mais gás acumulado na tubulação (>αg). 

Analisando a Fig. 5.15, observa-se excelente concordância entre os dados do 

presente trabalho e da referência, com relação à distribuição da pressão ao longo 

do duto. As velocidades das fases são apresentadas na Fig. 5.16, onde nota-se um 

comportamento similar ao do Caso 1, para as velocidades da fase gasosa e da fase 

líquida. Comparando estes perfis com os obtidos no Caso 1, Fig. 5.4, observa-se 

uma maior velocidade de escorregamento, com maior diferença entre as fases. 
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Nota-se ainda uma alteração no perfil da velocidade do gás próximo à região de 

entrada. Mais uma vez os dois modelos apresentaram resultados muito próximos. 
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Figura 5.14 – Caso 4: Perfil de fração de gás ao longo do duto, t = 250 s 
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Figura 5.15 – Caso 4: Perfil de pressão ao longo do duto, t = 250 s 
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                     (a) velocidade do gás.                               (b) velocidade de líquido. 

Figura 5.16 – Caso 4: Perfil de velocidade ao longo do duto, t = 250 s 
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5.1.5 
Caso 5 

Visando avaliar a influência dos parâmetros da velocidade de 

escorregamento na transição do escoamento bifásico para monofásico líquido, o 

Caso 2 foi repetido com a mesma relação complexa, para o escorregamento entre 

as fases, utilizada no Caso 4, i.e.. Co = 1 e ggjV α−= 15,0  m/s.  

Como no Caso 2, as vazões de líquido e gás crescem de zero à 12,0 kg/s e       

0,08 kg/s, respectivamente, em 10 s, e após 50 s a vazão mássica de gás decresce 

até zero em 20 s (ver Fig. 5.17). A simulação termina com 175 s.  

1750 50 100 150

12 kg/s

0,08 kg/s Gás
Líquido

TEMPO (s)  
Figura 5.17 – Caso 5: Vazões mássicas na entrada em função do tempo 

Visando analisar a influência do número de volumes de controle na 

qualidade da solução, este caso foi simulado com três malhas diferentes, com 50, 

200 e 1000 volumes de controle. Inicialmente o problema foi simulado com uma 

malha com 200 volumes de controle, igual a malha utilizada por Evje e Fjelde 

(2003). Posteriormente, selecionou-se uma malha mais grosseira, com 50 volumes 

de controle e outra mais fina com 1000 volumes de controle. Este teste serve para 

investigar a influência da ordem de precisão utilizada na discretização das 

equações de conservação. 

A Figura 5.18, referente ao perfil de fração de gás, mostra que mesmo 

utilizando uma relação mais complexa para a velocidade de Deslizamento, o 

modelo continua apresentando um ótimo comportamento diante de uma transição 

para o escoamento de puro líquido a partir de um escoamento misto. É evidente 

também que o aumento no número de volumes de controle melhora a 

aproximação entre a solução do presente trabalho e a apresentada pelo artigo de 

Evje e Fjelde (2003), confirmando o comentário realizado de que os perfis mais 

suaves obtidos neste trabalho estão associados às aproximações de ordem inferior 

utilizadas. 
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Figura 5.18 – Caso 5: Perfil de fração de gás ao longo do duto, t = 175 s 

A previsão da distribuição de pressão, ilustrada na Fig. 5.19, é muito boa 

como em todos os casos anteriores. Nota-se que esta variável não é sensível a 

malha utilizada, pois mesmo com a malha grosseira de 50 volumes de controle, a 

concordância entre as soluções é excelente. 
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Figura 5.19 – Caso 5: Perfil de pressão ao longo do duto, t = 175 s 

Apesar da distribuição da pressão ao longo do duto não exigir uma malha 

refinada, o mesmo não pode ser dito com relação ao perfil das velocidades, as 

quais são ilustradas nas Figs. 5.20a e 5.20b. No entanto, com o refino da malha as 

soluções obtidas se aproximam do perfil apresentado na referência. 

Comparando as velocidades das fases obtidas neste caso, Fig. 5.20, com as 

velocidades do Caso 2, Fig. 5.8, obtidas com a correlação simplificada da 

velocidade de escorregamento, observa-se comportamento semelhante para 

velocidade do líquido, porém o vale apresentado neste caso é mais acentuado. 
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Assim como no caso anterior, verifica-se que a velocidade do gás é bem mais 

sensível a correlação utilizada para a velocidade de escorregamento. 
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                     (a) velocidade do gás.                               (b) velocidade de líquido 

Figura 5.20 – Caso 5: Perfil de velocidade ao longo do duto, t = 250 s 

5.1.6 
Testes de Malha e Passo de Tempo 

O objetivo deste item é entender como o modelo utilizado neste trabalho se 

comporta com relação a variação dos parâmetros numéricos que afetam a precisão 

da solução:  (i) número de volumes de controle (ii) tamanho do passo de tempo.  

Os casos selecionados foram os Casos 1 e 3. Os resultados do teste de malha 

são apresentados na Fig. 5.21 e do teste de passo de tempo na Fig. 5.22.  
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                               (a) Caso 1                                                      (b) Caso 3 

Figura 5.21 –  Influência na malha no perfil de fração de gás, t = 250 s 
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                            (a) Caso 1                                                   (b) Caso 3 

Figura 5.22 – Influência do passo de tempo no perfil de fração de gás, t = 250 s. 

200 volumes de controle 

Testaram-se malhas iguais a 500, 1000, 2000 e 4000 volumes de controle. 

Como esperado, observa-se que quanto mais refinada a malha mais precisa fica a 

resposta. Este resultado indica claramente que para melhorar a qualidade da 

solução, a discretização espacial de primeira ordem obriga a utilização de um alto 

número de volumes de controle.  

Para a alteração do passo de tempo foi utilizada a alteração da constante CFL 

(Courant 1967), de 0,05 a 0,5. Neste caso o número de volumes de controle foi 

mantido constante e igual a 200. Neste caso, nota-se menor sensibilidade dos 

resultados ao passo de tempo, indicando que a ordem de discretização temporal 

utilizada no presente trabalho é satisfatória. 

5.1.7 
Análise da Ordem da Discretização 

Como mostrado nos testes apresentados, observou-se que o modelo 

implementado neste trabalho apresentou soluções mais suavizadas do que as 

obtidas por Evje S. e Fjelde (2003). Mostrou-se ainda que as soluções se 

aproximam com o refino da malha, e que o refino do passo de tempo não alterou 

de forma significativa os resultados. Mencionou-se ainda que diferença entre as 

soluções deve estar relacionada com a ordem de precisão na discretização das 

equações utilizadas com cada método. Visando confirmar esta afirmação, nesta 

seção apresenta-se uma comparação entre os resultados obtidos neste trabalho 

com os resultados apresentados por Evje S. e Fjelde (2003) para esquemas de 
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primeira e segunda ordem. A análise é ilustrada somente para o Caso 1, pois 

somente para este caso Evje S. e Fjelde (2003) apresentaram uma comparação 

gráfica entre os métodos AUSM de primeira e segunda ordem. Selecionou-se uma 

malha com 200 volumes de controle.  

Os resultados das comparações para a fração de gás, pressão e velocidades 

das fases são apresentados nas Figs. 5.23, 5.24 e 5.25, respectivamente. Nestes 

gráficos também foi acrescentada uma curva denominada de “referência”, a qual 

foi obtida por Evje S. e Fjelde (2003) com uma malha extremamente fina. 

Analisando as Figs. 5.23, 5.24 e 5.25, pode-se notar que o método utilizado neste 

trabalho corresponde, como esperado, ao método de primeira ordem apresentado 

no artigo, confirmando a explicação sobre a diferença entre as soluções. 
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Figura 5.23 – Caso 1: Influência da ordem do esquema no perfil de fração de gás, 

t = 250 s. 200 volumes de controle 
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Figura 5.24 – Caso 1: Influência da ordem do esquema no perfil de pressão,  

t = 250 s. 200 volumes de controle 
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                     (a) velocidade do gás.                                (b) velocidade de líquido. 

Figura 5.25 – Caso 1: Influência da ordem do esquema no perfil de velocidade ao 

longo do duto, t = 250 s 

Mais um teste é realizado, só que agora, comparou-se a solução obtida no 

presente trabalho com uma malha de 200 volumes de controle com os dados de 

modelo AUSM segunda ordem, utilizando uma malha de 50 volumes de controle. 

Observa-se nas Figs. 5.26 e 5.47 para fração de gás, pressão e velocidades das 

fases, que para o presente modelo apresentar um desempenho similar ao método 

de segunda ordem de Evje S. e Fjelde (2003), necessita de uma malha quatro 

vezes maior.  
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                         (a) fração de gás.                                                 (b) pressão 

Figura 5.26 – Caso 1: Influência da ordem do esquema, t = 250 s. Presente: 200 

volumes; AUSM II: 50 volumes 
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                     (a) velocidade do gás.                                (b) velocidade de líquido 

Figura 5.27 – Caso 1: Influência da ordem do esquema no perfil de velocidade,  

t = 250 s. Presente: 200 volumes; AUSM II: 50 volumes 

5.2 
Golfada Severa 

Para avaliar a capacidade da presente metodologia em prever uma Golfada 

Severa, investigou-se o escoamento em uma tubulação em L, tal qual a analisada 

por Andrianov et al. (2007) e Masella et al. (1998). A Figura 5.28 ilustra a 

geometria de interesse, a qual consiste de um duto horizontal de 60 m, seguido de 

um duto vertical de 14 m. Os fluidos de trabalho utilizados nas referências e no 

presente trabalho foram ar e querosene. 

Os dados utilizados para a simulação são os seguintes: 

• Comprimento do duto: L = 74 m 

• Diâmetro interno: D = 0,05 m 

• Velocidade do som no líquido: al = 500,0 m/s 

• Velocidade do som no gás: ag = 316,0 m/s 

• Massa específica do líquido de referência: ρl = 1.000,0 kg/m³ 

• Massa específica do gás de referência: ρg = 1,0 kg/m³ 

• Pressão de referência: pref = 1,0 × 10-5 Pa 

• Temperatura de referência: Tref = 293 oC 

• Pressão na saída do duto: pout = 1,0 × 105 Pa 

• Vazão mássica de ar: ingm&  = 1,96 × 10-4 kg/s 

• Vazão mássica de querosene: inlm&  = 7,85 × 10-2 kg/s 
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Figura 5.28 – Configuração do duto para golfada severa 

 

Visando reproduzir os dados das referências (Andrianov et al., 2007 e 

Masella et al., 1998), foram utilizados os mesmos parâmetros para determinar as 

equações de fechamento de velocidade de escorregamento 

( )θα 2201 sen, loC +=  (5.3) 

( )θα sen, DgV lgj 350=  m/s (5.4) 

O fator de atrito foi considerado constante e igual a f = 0,02, como utilizado 

nas referências. Logo, a solução independe das viscosidades.  

Foi verificada a influência da correlação para determinação do fator de 

atrito. A correlação de Lockhart e Martinelli (1949) apresentada no Capítulo 2 foi 

testada, utilizando a viscosidade do líquido igual a µl = 1,5 × 10-6 Pas e a 

viscosidade do gás igual a µg = 1,5 × 10-5 Pas. A utilização da correlação não 

influenciou os resultados obtidos no presente teste.  

Os parâmetros numéricos como condição CFL e espaçamento de malha 

também foram definidos de acordo com as referências: CFL = 0,5 e ∆x = 1 m. 

O escoamento no regime de golfadas é caracterizado por comportamento 

cíclico devido o acúmulo de líquido no trecho ascendente seguido da expulsão do 

mesmo. Desta forma, o regime permanente esperado é na realidade um regime 

estatisticamente permanente, onde a freqüência e intensidade dos eventos são mais 

importantes que o momento preciso de início dos mesmos. Dessa forma, o 

escoamento foi simulado partindo do repouso e foi simulado durante 5.000s, um 

tempo relativamente grande, de forma a atingir a condição de regime 
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estatisticamente permanente. 

O escoamento é avaliado através da freqüência e intensidade das variações 

de pressão, vazão mássica e fração de líquido em três pontos de interesse: início  

(x = 0 m), fim do trecho horizontal (x = 60 m) e saída do duto (x = 74 m).  

Para visualizar a formação das golfadas, e determinar se o regime 

estatisticamente permanente foi obtido, apresenta-se na Fig. 5.29 a variação da 

pressão na base do trecho vertical (x = 60 m), desde o início da simulação. Pode-

se observar claramente que após aproximadamente 2200 s, os ciclos de pressão de 

repetem, indicando que o regime estatisticamente permanente foi atingido. 

Para avaliar o escoamento no regime estatisticamente permanente, 

selecionou-se um intervalo de 1.000 s entre os tempos 2.200 s e 3.200 s onde 

foram encontrados os resultados cíclicos mais estáveis.  
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Figura 5.29 – Variação da pressão com o tempo em x = 60 m 

As Figuras 5.30a e 5.30b ilustram a variação da pressão com o tempo após 

atingir o regime estatisticamente permanente em x = 60 m e compara com os 

resultados numéricos obtidos por Andrianov et al. (2007) e Masella et al. (1998). 

Observa-se uma boa semelhança entre os resultados previstos no presente trabalho 

e ambas as referências. Nota-se que a amplitude das oscilações da pressão são 

bem semelhantes ao trabalho de Andrianov et al. (2007) e um pouco mais 

acentuadas que as do trabalho de Masella et al. (1998). Com relação ao período 

das oscilações da pressão, observa-se uma discrepância um pouco maior, pois o 

período de golfadas previsto por Andrianov et al. (2007) foi de 260 s, enquanto o 

previsto pelo presente trabalho é de 185 s.  
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        (a) Comparação com Andrianov (2006)            (b) Comparação com Masella (1998) 

Figura 5.30 – Comparação da variação da pressão com o tempo após atingir regime 

estatisticamente permanente em x = 60m  

A Figura 5.31 apresenta a comparação da vazão de líquido, após atingir o 

regime estatisticamente permanente e os dados de Masella et al. (1998), em x = 60 

m. Observa-se que qualitativamente a solução obtida pelo presente trabalho 

concorda com os dados de Masella et al.(1998), sendo que os picos de vazão, 

assim como a freqüência que os picos ocorrem são bem semelhantes. Observa-se, 

no entanto, uma instabilidade nos dados do presente trabalho, com muitas 

oscilações quando a fração de líquido aumenta. A Figura 5.32 apresenta um teste 

de malha realizado por Andrianov et al, (2007), com relação a variação temporal 

da vazão de líquido com o tempo em x = 60m. Não foi possível comparar os 

resultados diretamente, devido à falta de informações no artigo com relação a 

unidades. No entanto, pode-se observar que o modelo de Andrianov et al. (2007), 

que utiliza um método de segunda ordem (MUSCL) também apresenta oscilações 

quando a vazão se aproxima de zero. O problema das oscilações encontrado com 

o presente modelo precisa ser mais bem avaliado. Uma análise de criteriosa da 

precisão da discretização utilizada deve ser investigada, pois como ilustrado o 

esquema de primeira ordem utilizado influencia na qualidade da solução.  

Ainda analisando a Fig. 5.31, observam-se valores negativos para a vazão 

mássica de líquido indicando que o mesmo escoa de volta para o trecho horizontal 

após a produção da parte vertical do duto. A análise da vazão em massa do 

líquido, explica porque a Golfada Severa pode causar estragos quando não 
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esperada. Durante a Golfada, a vazão mássica de líquido é de aproximadamente  

1 m³/s, o que é quase treze vezes maior que na entrada (0,07854 kg/s). 

2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000
TEMPO (s)

-2

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

Va
zã

o 
de

 L
íq

ui
do

 (m
³/h

)

Masella
Presente

 
Figura 5.31 – Comparação com Masella (1998) da vazão de líquido com o tempo após 

atingir regime estatisticamente permanente em x = 60m  

 

Figura 5.32 – Variação da vazão de líquido com o tempo em x = 60m. Teste de malha de 

Andrianov (2006)  

A Figura 5.33 apresenta a variação da fração de líquido com o tempo, no 

regime estatisticamente permanente, na entrada (x=0), na base do duto vertical 

(x=60m) e na saída da tubulação (x=74 m). Na entrada a fração de líquido oscila 

em torno de 0,45; Fig. 5.33a. Pode-se observar a formação das golfadas na base 

do trecho vertical, Fig. 5.33b, e seu reflexo na saída da tubulação, Fig. 5.33c, com 

uma freqüência quase igual, porém com valores mais baixos da fração de líquido 

que varia de 0,4 a 0.9. 
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                   (a) x = 0 m                               (b) x = 60 m                        (c) x = 74 m 

Figura 5.33 – Variação da fração de líquido com o tempo após atingir regime 

estatisticamente permanente em x = 0 m 

A variação da pressão com o tempo é ilustrada nas mesmas três 

coordenadas, na Fig. 5.35. Na saída a pressão é mantida constante. Na entrada e 

na base do duto vertical a pressão oscila com a mesma freqüência. Observa-se que 

durante o acúmulo de líquido no trecho vertical, a pressão sobe gradativamente até 

que seja suficiente para expulsar o líquido em uma golfada. 
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Figura 5.34 – Variação da pressão com o tempo, x = 0 m, 60 m e 74 m 

Vale ressaltar que as aproximações utilizadas neste trabalho para discretizar 

as equações de conservação são de primeira ordem, enquanto que Evje e Fjelde 

(2003) utilizaram discretização de segunda ordem no tempo e no espaço. Devido à 

diferença com relação à precisão da discretização empregada nos dois métodos, 

foram executados alguns testes de malha e passo de tempo conforme apresentado 

no Apêndice B. 
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6 
Conclusões e Sugestões para Trabalhos Futuros 

Desenvolveu-se um código numérico para prever escoamentos bifásicos em 

tubulações longas. Cinco casos foram testados com o objetivo de avaliar o 

comportamento do modelo diante de situações consideradas críticas. Aplicou-se o 

modelo também ao caso de Golfadas Severas (Severe Slug) em um trecho de 

tubulação horizontal seguido de outro vertical. A metodologia utilizada baseia-se 

no Modelo de Drift em sua forma unidimensional e transiente. 

As equações de conservação de massa das fases líquida e gasosa, assim 

como a equação de conservação de quantidade de movimento da mistura, foram 

discretizadas pelo método de volumes finitos, como aproximação upwind de 

primeira ordem para avaliar os fluxos convectivos e Euler implícito de primeira 

ordem para o termo transiente. O sistema algébrico resultante foi resolvido de 

forma acoplada pelo método TDMA por blocos. 

As equações de conservação que descrevem o Modelo de Drift podem ser 

combinadas de diversas formas, como encontrado na literatura disponível. 

Observou-se, no entanto, que a escolha da combinação das equações a serem 

resolvidas é fundamental para o sucesso da metodologia. 

Os escoamentos bifásicos podem ocorrer em diversos regimes, sendo o de 

Golfadas (Slug) apenas um deles. Para cada regime de escoamento deve ser 

aplicada uma correlação adequada para a chamada “velocidade de Drift” que 

representa a diferença entre as velocidades de cada fase. Para os casos teste foram 

utilizadas correlações simplificadas, como descrito no artigo utilizado para 

comparação dos dados (Evje e Fjelde, 2003). O caso de Golfada analisado neste 

trabalho também foi comparado com resultados disponíveis na literatura 

(Andrianov et al., 2007 e Masella et al., 1998). Tendo por objetivo realizar uma 

comparação entre os resultados, o caso foi definido exatamente como nas 

referências, inclusive todas as equações de fechamento, i.e., parâmetros da 

velocidade de escorregamento e fator de atrito. 
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Nos testes de validação o modelo se comportou de forma satisfatória quanto 

à estabilidade da solução e apresentou grande proximidade com os resultados do 

artigo utilizado como referência. O tempo necessário para as soluções de 

validação do modelo poderiam ser reduzidos caso fosse implementada uma malha 

variável que reduzisse o refinamento (número de nós) nos locais onde houvesse 

pouca variação das grandezas analisadas. Apesar da implementação de uma malha 

variável não aumentar o passo de tempo ela contribui para a redução no número 

de cálculos a serem executados por passo de tempo. Esta redução no tempo 

computacional total poderia ocorrer também caso fossem implementados métodos 

de segunda ordem para a derivada espacial, visto que o número de nós necessários 

para se obter a mesma resposta de um método de primeira ordem é quatro vezes 

menor (Capítulo 4). 

Na análise da Golfada Severa, notou-se que o Modelo de Drift é capaz de 

prever um regime estatisticamente permanente de formação e produção do bolsão 

de líquido que acumula no trecho vertical da tubulação. A partir da comparação 

dos resultados, notou-se uma freqüência menor de ocorrência de golfadas em 

relação ao trabalho de Andrianov et al., (2007), além de oscilações nas soluções 

das grandezas avaliadas. Não foi possível avaliar se as oscilações induziram a uma 

redução na frequência dos eventos. As equações do Modelo de Drift foram 

combinadas da mesma forma que no artigo utilizado para comparação, porém, 

Andrianov et al. (2007) utilizaram uma discretização de segunda ordem no tempo 

e no espaço, além de terem utilizado um algoritmo adaptativo de multiresolução 

para a solução do sistema algébrico. Pode-se atribuir a presença de oscilações na 

solução a ordem de discretização do presente trabalho, no entanto, uma análise 

mais aprofundada precisa ser desenvolvida. 

Outros testes de validação, não só numéricos como também experimentais, 

poderiam ser implementados de modo a ampliar a aplicabilidade do modelo a 

diferentes regimes de escoamento e configurações de dutos não abordados neste 

trabalho. Nestes testes poderiam ser implementadas diferentes correlações para a 

velocidade de Drift dependendo do regime de escoamento presente em cada parte 

do duto. Neste caso, poder-se-ia optar entre a elaboração de um algoritmo para 

decidir qual regime de escoamento estaria ocorrendo em cada trecho do duto e 

assim utilizar a correlação adequada ao regime vigente em cada volume de 

controle discretizado. Uma alternativa à construção de um mapa de fases seria 
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utilizar a correlação de Chexal e Lellouche (1992) para a velocidade de Drift, pois 

segundo os autores esta é válida para todos os regimes de escoamento. 

Algumas sugestões de trabalhos futuros que podem ser implementadas de 

modo a ampliar a aplicabilidade do modelo são: 

 Utilização de esquemas de segunda ordem para discretização 

espacial e temporal. 

 Inclusão da equação da energia para solução não isotérmica; 

 Inclusão de equações necessárias para a solução de mais um fluido 

(escoamento de três fases). 

 Inclusão de transferência de massa entre fases. 

 Estudo mais detalhado da influência do refinamento da malha e do 

passo de tempo nos resultados para o caso da Golfada Severa. 

Sugestões de casos a serem analisados: 

 Análise detalhada da formação de golfadas, com a influência da 

condição de entrada. 

 Desenvolvimento de rotinas de pós-processamento para determinar 

os parâmetros dos regimes estatisticamente permanente de golfadas, 

como comprimento, freqüência e velocidade de translação. 

 Análise do regime de bolhas dispersas. 
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Apêndice A 
Método PRIMER 

Ao longo dos últimos anos, muitos métodos foram desenvolvidos para se 

resolver equações diferenciais numericamente e de forma segregada (uma equação 

de cada vez). Nestes métodos, para a solução das velocidades, são utilizadas as 

equações de Conservação da Quantidade de Movimento. Ao contrário da 

velocidade, para a pressão não existe uma equação onde a mesma seja a variável 

principal. A única equação disponível para a solução da pressão é a Equação de 

Conservação de Massa onde ela não aparece explicitamente. Este problema foi 

resolvido pela substituição da Equação da Conservação da Quantidade de 

Movimento na Equação da conservação da Massa, criando assim uma equação 

para a solução da pressão. 

Existem diversos algoritmos para calcular os campos de pressão e 

velocidade como o SIMPLE e o SIMPLEC. Em 1981 foi introduzido um novo 

método chamado Pressure Implicit Momentum Explicit (PRIME) por Maliska e 

Raithby (1981). Ortega (2006) apresentou uma revisão deste método a qual 

denominou de PRIMER. Este foi o método selecionado para resolver as equações 

de conservação de forma segregada. 

Este algoritmo aplicado ao Modelo de Deslizamento consiste em determinar a 

velocidade da mistura a partir da Eq. (3.2), utilizando um campo de pressão 

estimado. A pressão é obtida através da solução da Eq. (3.1), utilizando a equação 

discretizada correspondente a Eq. (3.2). Com este campo de pressão a velocidade da 

mistura é corrigida de forma explícita. Finalmente a fração de gás é determinada 

pela solução da Eq. (3.3) discretizada. Equações de estado são utilizadas para 

determinar a massa específica de cada fase em função da pressão, Eqs. (2.33) e 

(2.34). Já as velocidades de cada fase são obtidas a partir da velocidade média e 

velocidade de Drift modificada, Eqs. (2.21) e (2.22). A força devido ao atrito é 

função da velocidade média mu , Eq. (2.24). 
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A técnica de solução segregada foi empregada para solução das equações de 

conservação para as variáveis primitivas αg, mu  e P conforme indicado por Ishii 

(2003). As equações de conservação são reescritas aqui para facilitar a 

apresentação:  

Conservação da massa para o gás: 
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Conservação da massa para a mistura: 
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Conservação da quantidade de movimento para a mistura: 
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As equações (A.1) a (A.3) foram discretizadas pelo método de volumes 

finitos, com as mesmas malhas e aproximações descritas no Capitulo 3, i.e., 

integração totalmente implícita no tempo e aproximação upwind para os termos 

convectivos.  

A.1 
Equação Discretizada de Conservação da Massa para o Gás 

A equação de conservação de massa para o gás toma a seguinte forma:  
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A equação de conservação de massa na entrada é discretizada de forma 

análoga ao apresentado no Capitulo 3, de tal forma que a especificar a vazão de 

massa na entrada. Para a saída, gα  é extrapolada para o interior do domínio: 
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A.2 
Discretização da Equação da Quantidade de Movimento para a 
Mistura 

A velocidade de mistura mu  é obtida a partir da solução da Equação de 

Conservação de Quantidade de Movimenta da Mistura, Eq. (A.3), discretizada 

para o volume de controle deslocado como  

( )APPbuauaua PWwwmwwemewmw −+++= ,,,  (A.11) 
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onde 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412983/CA



Método PRIMER ______________________________________________________ 92

( ) ( ) 22 ,,,,1 AuAuFFF ememwmwmewP ρρ +=+=         (A.15) 

( ) ( ) 22 ,,,,1 AuAuFFF wmwmwwmwwmwwwW ρρ +=+=  (A.16) 
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Como as vazões mássicas são prescritas na entrada, a velocidade da mistura 

pode ser escrita da seguinte forma: 

A
mm

u
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m ρ

&& +
=  

A velocidade da mistura foi extrapolada da mesma forma que as velocidades 

das fases, como descrito no capitulo 3, de acordo com a fórmula abaixo: 
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A.3 
Discretização da Equação para a Pressão 

A pressão é determinada de forma indireta através da solução da equação de 

conservação de massa da mistura, que na forma discretizada é 

0,,
0

,, =−+
∆
∆

−
∆
∆

wmwmememPmPm uAuA
t
xA

t
xA ρρρρ  (A.19) 

As velocidades de mistura nas faces do volume de controle são obtidas 

explicitamente a partir da equação algébrica para a Quantidade de Movimento da 

Mistura (Eq. A.11), onde o termo de pressão pode ser separado dos demais termos 

conforme apresentado abaixo: 
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 (A.20) 
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A dependência da massa específica com a pressão também é considerada, 

resultando em: 

bPaPaPa WWEEPP ++=  (A.21) 
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eemE dAa ,ρ=    ;               wwmW dAa ,ρ=  (A.23) 
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A pressão na saída é conhecida, já para a fronteira da entrada utiliza-se meio 

volume de controle. Aplicando-se a equação de conservação de massa neste 

volume de controle, os coeficientes são os mesmos para os volumes de controle 

centrais exceto pelo coeficiente Wa  que será considerado zero e pelo 

comprimento do volume que será ∆x/2. 
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A.4 
Procedimento de Execução para a Solução Seqüencial (TDMA) 

O Fluxograma ilustrado na Fig. A1, apresenta o procedimento de solução 

seqüencial descrito a seguir para a solução das variáveis  mu , gu , lu , P , gα  e lα : 

1) Definição das condições iniciais do problema: velocidade da mistura na 

entrada e pressão na saída. 

2) Consideração da solução do passo de tempo anterior como estimativa 

inicial para a solução do passo de tempo atual 

3) Cálculo das massas específicas das fases 

4) Cálculo da velocidade de Drift 

5) Cálculo do atrito 

6) Cálculo dos coeficientes para os sistemas de equações algébricas de mu  

7) Cálculo do resíduo para os sistemas de equações algébricas de mu  

8) Solução do sistema de equações algébricas de mu  pelo método TDMA 

9) Cálculo dos coeficientes para os sistemas de equações algébricas de P  

10) Cálculo do resíduo para os sistemas de equações algébricas de P  

11) Solução do sistema de equações algébricas de P  pelo método TDMA 

12) Correção das velocidades utilizando o novo campo de pressão 

13) Cálculo dos coeficientes para os sistemas de equações algébricas de gα  

14) Cálculo do resíduo para os sistemas de equações algébricas de gα  

15) Solução do sistema de equações algébricas de gα  pelo método TDMA 

16) Verificação dos resíduos das equações. Caso todos os resíduos estejam 

abaixo de uma tolerância pré-determinada ou o número máximo de 

iterações seja atingido deve-se avançar no tempo e voltar ao passo (2), 

caso contrário deve-se voltar ao passo (3) e repetir a seqüência de 

cálculos até que a convergência seja atingida. 
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t = t +   t
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Sim
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Correção da velocidade da mistura

Solução da equação para a fração de gás
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Figura A.1 – Fluxograma esquemático – PRIMER sequencial 
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Apêndice B 
Teste de Malha e Passo de Tempo para o Caso de Golfada 
Severa 

Diante dos resultados apresentados no Item 5.2 do Capítulo 5, foram 

realizados testes de malha e de passo de tempo para o mesmo exemplo. Para todos 

os casos garantiu-se o atendimento à condição CFL (Item 4.8). 

O teste de malha foi feito mantendo-se o passo de tempo fixo em 0,0001 s 

para os espaçamentos de 1; 0,5 e 0,25 m, já no teste de passo de tempo foi 

mantido um espaçamento de 1 m para os passos de tempo de 0,001; 0,0005 e 

0,0001 s. 

Foram gerados gráficos dos resultados para a base do trecho vertical  

(x = 60 m). Os resultados da Fração de Líquido para o teste de malha e passo de 

tempo estão apresentados a seguir. 
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Figura B.1 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,001 s 
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Figura B.2 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,0005 s 
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Figura B.3 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,0001 s 
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Figura B.4 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 0,5 m e Dt = 0,0001 s 
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Figura B.5 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 0,25 m e Dt = 0,0001 s 

 

Os resultados da Pressão para o teste de malha e passo de tempo estão 

apresentados abaixo. 
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Figura B.6 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,001 s 
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Figura B.7 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,0005 s 
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Figura B.8 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,0001 s 
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Figura B.9 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 0,5 m e Dt = 0,0001 s 
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Figura B.10 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 0,25 m e Dt = 0,0001 s 

Observa-se que com o refinamento do passo de tempo, a variação temporal 

tanto da Fração de Líquido (Figuras B1, B2 e B3) quanto da Pressão (Figuras B.6, 

B.7 e B.8), apresentou uma tendência ao aparecimento de seqüências de picos e 

vales menos uniformes, i.e., o ciclo da golfada severa apresentou picos de pressão 

de Fração de Líquido não uniformes. Pode-se afirmar com os resultados obtidos 

que a solução tornou-se independente do passo de tempo para passos de tempo 

menores que 0,0001 s. Este resultado está de acordo com os testes e conclusões 

obtidas no Capítulo 5. 

Analisando o teste referente ao refinamento da malha, tanto para a Fração de 

Líquido (Figuras B3, B4 e B5) quanto para a Pressão (Figuras B.8, B.9 e B.10), 

observa-se que houve uma tendência ao aparecimento de seqüências de picos e 

vales mais uniformes. Por limitação de recursos computacionais e tempo não foi 

possível obter uma solução independente da malha. Portanto, os resultados 

apresentados aqui, devem ser considerados apenas como resultados qualitativos 

referentes ao ciclo de uma golfada severa.  

Apesar do refinamento da malha e do passo de tempo terem provocado 

alterações nos padrões de picos e vales, não foram observadas alterações 

significativas nos períodos entre dois picos (quando consecutivos) ou em suas 

magnitudes. Não foi observada também uma diminuição nas oscilações 

(instabilidades) quando a fração de líquido tende à unidade. 
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