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Resumo 
 

 

 

Andrade, Felipe Augusto Silva; Speranza Neto, Mauro (Orientador). 
Modelos de linhas fluidas através do fluxo de potência para análise e 
simulação de transientes. Rio de Janeiro, 2007, 143 p. Dissertação de 
Mestrado - Departamento de Engenharia Mecânica, Pontifícia Universidade 
Católica do Rio de Janeiro. 

 

O estudo de fenômenos transitórios em sistemas hidráulicos está presente 

em diversos ramos da engenharia, encontra-se na área de hidrelétricas e na 

indústria do petróleo. O presente trabalho apresenta uma análise comparativa 

deste fenômeno utilizando três abordagens de modelagem distintas: o clássico 

método das características, a técnica de grafos de ligação e o tratamento através 

do fluxo de potência. No caso do método das características emprega-se o 

procedimento proposto por Streeter. Na modelagem através de grafo de ligação 

adota-se a analogia generalizada entre os sistemas fluido, mecânico e elétrico. Na 

representação pelo fluxo de potência acopla-se módulos previamente 

desenvolvidos considerando as relações de causa e efeito entre os componentes de 

um sistema. Todos os métodos foram implementados em Matlab e foram testados 

e comparados a partir de simulações em dois sistemas simples compostos de um 

reservatório, linha fluida e válvula. Os resultados obtidos através da metodologia 

de fluxo de potência aproximam-se dos encontrados pelas abordagens 

tradicionais. 

 

 

 

Palavras-Chave 
Transientes Hidráulicos, Linhas Fluidas, Método das Características, Grafos 

de Ligação, Fluxo de Potência, Simulink/MatLab. 
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Abstract 
 

 

 

Andrade, Felipe Augusto Silva; Speranza Neto, Mauro (Advisor). Fluid 
lines models for transients analysis and simulation using the power 
flow. Rio de Janeiro, 2007, 143 p. MSc. Dissertation - Departamento de 
Engenharia Mecânica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

 

The study of transitory phenomena in hydraulic systems is present in several 

branches of the engineering, in the hydroelectric power stations area and in the 

petroleum industry. The present work introduce a comparative analysis of this 

phenomenon using three approaches of distinct modeling: the classic 

characteristics method, the technique of bond graphs and the treatment through 

the power flow. In the case of characteristics method is used the procedure 

proposed by Streeter. In the modeling through bond graphs is adopted the 

generalized analogy among the fluid, mechanic and electric systems. In the 

representation by power flow modules previously developed are coupled 

considering the cause and effect relationships between components of one system. 

All methods were implemented in Matlab and were tested and compared from 

simulations in two simple systems composed of a reservoir, fluid lines and valve. 

The results obtained through the methodology of power flow are near of the 

discoveries by the traditional approaches. 

 
 
 
Keywords 

Hydraulic Transients, Fluid Lines, Characteristics Method, Bond Graphs, 

Power Flow, Simulink/Matlab. 
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1 
Introdução 

1.1. 
Motivação 

Os fenômenos transitórios em sistemas hidráulicos, que podem causar 

sérios problemas aos equipamentos e tubulações. Tem sido tratados através das 

mais variadas abordagens, dando margem ao desenvolvimento de diferentes 

teorias e metodologias de análise e simulação.  

Diversos são os fatores que podem ocasionar uma mudança no regime 

permanente de um escoamento. No caso da linha fluida de uma planta de processo 

podem-se enumerar alguma das causas para este distúrbio: 

1. Mudanças no ajuste de uma válvula, acidental ou planejada. 

2. Partida ou parada de bombas 

3. Variações nos elementos de consumo 

4. Variações na elevação dos reservatórios 

5. Vibrações geradas por equipamentos defeituosos 

 

Todos os métodos de análises de fenômenos transporte são construídos 

com base nas equações da continuidade, da quantidade de movimento linear, da 

energia e de relações entre propriedades físicas associadas ao fenômeno. Através 

de diferentes suposições restritivas, diversos métodos, analíticos e gráficos, foram 

elaborados e utilizados até a década de 60. Esses métodos, até então os únicos 

disponíveis, são aproximados e muito difíceis de serem utilizados para analisar 

sistemas de grande parte ou que possuem condições de contorno complexas. 
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A partir de 1960, com o surgimento e aprimoramento dos computadores 

digitais, novos métodos numéricos foram elaborados, tais como o Método 

Explícito de Diferenças Finitas, o Método Implícito de Diferenças Finitas e o 

Método das Características, obtendo sucesso nas soluções de uma variedade de 

problemas transientes. Lamentavelmente, os programas computacionais baseados no 

Método das Características são poucos flexíveis e têm a desvantagem de estarem 

limitados a casos particulares e de apresentar dificuldades para modelar a interação 

entre os diferentes domínios de energia: hidráulico, mecânico, elétrico, etc., como 

ocorre, por exemplo, em uma central hidrelétrica. Seu principal mérito é a exatidão, 

por considerar a tubulação como um modelo de parâmetros distribuídos. 

Um método que não tem estas limitações e que começou a ser utilizado 

em aplicações multidomínio na década de 70 é a técnica dos Grafos de Ligação. 

Curiosamente, esta técnica foi criada pelo professor Henry Paynter para modelar 

justamente a interação entre os subsistemas hidráulico, mecânico e elétrico no 

processo de geração hidrelétrica, embora tenha sido utilizada mais popularmente 

em outras aplicações. 

A grande desvantagem dos grafos de ligação é sua representação gráfica, 

uma vez que descrito por uma simbologia própria da técnica e só então modelado 

matematicamente.  

No caso do fluxo de potência, o modelo dinâmico pode ser obtido a partir de 

qualquer metodologia (Speranza Neto, 1999), através de uma forma matemática 

qualquer, empregando qualquer conjunto de variáveis, pode-se sempre definir 

como variáveis de saída as chamadas variáveis de potência: esforço e fluxo 

generalizados. Pode-se então obter modelos complexos a partir do acoplamento de 

diversos modelos menores desde que as condições de compatibilidade sejam 

satisfeitas.  
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1.2. 
Objetivo 

O objetivo principal deste trabalho de dissertação é o estudo da utilização 

da metodologia do Fluxo de Potência associada aos Grafos de Ligação para 

simulação de transientes em linhas fluidas. Pretende-se, por exemplo, verificar a 

aplicabilidade desta abordagem na determinação dos efeitos do golpe de aríete 

provocado pelo fechamento rápido de válvulas no conduto forçado. São propostos 

diversos modelos de linha fluida através de fluxo de potência para determinação 

da representação mais adequada para cada condição. As simulações através do 

Fluxo de Potência são confrontadas com as realizadas com base no método das 

Características. 
 

1.3. 
Revisão Bibliográfica 

A análise da dinâmica de sistemas fluidos requer a compreensão tanto da 

operação das válvulas, quanto do comportamento das linhas. Existem diversos 

modelos que representam com maior ou menor detalhe o comportamento dos 

elementos desses sistemas. A seguir relacionam-se alguns dos trabalhos onde são 

apresentadas análises relativas ao tema exposto nesta dissertação  

MCADAMS et al., (1969), apresentaram em seu trabalho os resultados dos 

testes de resposta utilizando fluidos à base de água e de óleo nas mangueiras de 

controle com comprimentos de 4023 a 42647 metros. O trabalho discute a 

possibilidade da utilização de simulações numéricas baseadas em medidas 

realizadas em laboratório para a definição das propriedades das mangueiras nos 

projetos dos sistemas de controle para diversas situações. São apresentadas curvas 

de resposta no domínio do tempo. 

KOVIT, (1969), oferece uma discussão qualitativa e uma estimativa do 

desempenho de umbilicais. 

MANUEL e HALL, descrevem as características do tempo de resposta do 

sistema de controle hidráulico direto para árvores de natal instaladas no campo de 

Cadlao nas Filipinas. Vinte e nove diferentes condições de operação são testadas 
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experimentalmente com o objetivo de uma comparação com as previsões 

analíticas. São também apresentadas diversas curvas de resposta do sistema. 

INAYAT-HUSSAIN et al., (1988), apresenta um modelo matemático do 

sistema hidráulico de controle utilizado nos campos de produção de Jabiru e 

Challis no mar do Timor. Neste trabalho são apresentadas as curvas de resposta no 

tempo para as posições dos pistões dos atuadores e para o decaimento da pressão 

em 2,8 km e e 5,7 km de umbilical. 

O'MAHONY, (1989), em seu trabalho faz uma analogia entre sistemas 

hidráulicos e elétricos e apresenta um modelo que representa a rigidez do fluido 

combinada com a rigidez estrutural da mangueira. São mostrados alguns 

resultados numéricos que são comparados com curvas obtidas experimentalmente. 

SOUZA e SANTOS (1993), descreve o estudo de transitórios hidráulicos 

em função de variações de potência e freqüência que ocorrem em sistemas 

hidráulicos. Neste trabalho são utilizados modelos não lineares e feitas 

comparações com exemplos da literatura através do método das características. 

OVE BRATLAND (1995), discute os modelos matemáticos disponíveis 

para a simulação do escoamento transiente e estacionário em umbilicais. Ênfase é 

dada aos sistemas submarinos. Medições são comparadas com simulações e uma 

boa concordância é obtida. Os resultados mostram que a dinâmica e o tempo de 

resposta de um sistema de controle hidráulico submarino podem ser influenciados 

por parâmetros como as propriedades elásticas do umbilical, as propriedades 

visco-elásticas do umbilical e a transição entre escoamento laminar e turbulento, e 

ainda algum mecanismo de propagação dependente da freqüência. 

EUPHEMIO, (1998), em sua dissertação aborda a modelagem do 

escoamento transiente de fluidos newtonianos em tubos de paredes finas, 

enfatizando a aplicação deste modelo a sistemas hidráulicos submarinos de 

controle de produção de petróleo. O escoamento é considerado unidimensional. O 

modelo é resolvido numericamente pelo método das características para obtenção 

dos pares pressão e vazão em cada seção de linha. 

BLAZIC et al., (2004), propõe modelos gerais e linearizados para a 

simulação de linhas hidráulicas utilizadas no transporte de diferentes fluidos. 

PIRES et al., (2005), em se trabalho apresenta resultados que mostram que o 

tipo de sistema de alívio e sua localização no duto afetam diretamente os valores 

de pressão gerados no transiente. Além disso, compara o comportamento do 
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sistema de alívio de mola e de disco de ruptura utilizando as ferramentas de um 

programa comercial e utilizando a modelagem com o método das características. 

 

1.4. 
Organização do Trabalho 

Esta dissertação esta estruturada em cinco capítulos, onde no primeiro 

encontra-se a Introdução. No segundo capítulo é apresentado o modelo clássico 

para cálculo de transitórios através do método das características, utilizando as 

equações fundamentais da mecânica dos fluidos. Também são tratadas algumas 

condições de contorno para utilização em conjunto com essa metodologia. No 

final deste capítulo é descrita uma técnica para obtenção de uma analogia dos 

circuitos elétricos e hidráulicos. 

 No terceiro capítulo é apresentada a metodologia de modelagem de uma 

linha fluida através de fluxo de potência e grafo de ligação, utilizando a analogia 

de circuitos elétricos descrita no segundo capítulo. Também são tratadas algumas 

condições de contorno empregado estas metodologias.  

 As simulações realizadas são apresentadas no quarto capítulo, tanto para 

os modelos obtidos através do fluxo de potência quanto para os obtidos através do 

método das características. Finalmente, no Capítulo 5 são discutidas as conclusões 

e sugestões da dissertação. 
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2 
Modelo Dinâmico Clássico  

2.1. 
Hipóteses para o Escoamento Transitório em uma Tubulação  

Segundo Streeter e Wylie (1978), Euphemio (1998), Matko et al. (2000), 

Blazic et al. (2003), Martins (2004), a base do modelo matemático para descrever 

o escoamento de um fluido através de uma tubulação consiste na aplicação das 

equações básicas da mecânica dos fluidos em um elemento de fluido infinitesimal 

para obtenção das equações de quantidade de movimento linear e da continuidade 

(ou conservação de massa). Tais equações devem ser resolvidas simultaneamente 

e fornecem a vazão e pressão (carga) em um determinado ponto da tubulação em 

função do tempo.  

Essas equações formam um sistema de equações diferenciais parciais do 

tipo hiperbólico não-linear cuja solução analítica exata não se pode determinar. 

Todavia, desprezando ou linearizando os termos não lineares, diversos métodos 

gráficos, analíticos e numéricos foram desenvolvidos para se chegar a uma 

solução aproximada. As variáveis dependentes são a pressão p e a velocidade V, 

numa determinada seção transversal do conduto. As variáveis independentes são a 

distância x, medida na tubulação com origem na extremidade de montante e o 

tempo t. Portanto deve-se que determinar p = p(x,t) e V = V(x,t) a partir das 

seguintes suposições: 

1. O fluido é compressível. A compressibilidade do fluido poderia resultar em 

um fluxo oscilatório. 

2. O fluxo é viscoso. A viscosidade dá origem a tensão de cisalhamento em um 

fluido em movimento. 
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3. O fluxo é isotérmico. A mudança de temperatura devido à variação de pressão 

pode ser desprezada para líquidos. Dadas estas circunstâncias, flutuações de 

temperatura poderiam ser só o resultado de efeitos de fricção, mas estes 

também serão negligenciados. Assim, a temperatura ao longo da tubulação é 

considerada constante. 

4. O fluxo é unidimensional. Todas as características do escoamento, como 

velocidade V e pressão p, só dependem da coordenada x ao longo da 

tubulação. 

 

2.2. 
Equação de Movimento 

A equação de movimento é obtida a partir do escoamento de um fluido 

através de tubo cônico ou cilíndrico. Esta equação é descrita em termos da pressão 

da media da seção transversal p(x,t) e da velocidade média V(x,t) do escoamento. 

Por conveniência, nos sistemas hidráulicos essa equação é convertida na forma de 

carga hidráulica (head) H(x,t), também chamada de altura, carga piezométrica ou 

simplesmente carga, e vazão Q(x,t). A carga H(x,t) e a vazão Q(x,t) são variáveis 

dependentes, x e t são as variáveis independentes.  

A 135HXFigura 2.1 X mostra um elemento fluido de seção transversal com área A e 

espessura xδ . Considera-se o tubo inclinado em relação à horizontal de um ângulo 

α . As forças atuantes no sistema na direção x são as forças de pressão normais às 

superfícies transversais, a força lateral exercida pelo tubo no fluido e a força 

cortante devida ao atrito do fluido. Em função da gravidade, adiciona-se um 

componente da força gravitacional na direção de z. A tensão de cisalhamento 0τ  

age na direção oposta ao movimento. 
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Figura 2.1: Volume de controle para equação de movimento. 

 

Somando-se algebricamente as forças atuantes no elemento fluido 

considerado na 136HXFigura 2.1X, na direção x, tem-se que: 

 

( )[ ] V
g

xAAsenxDxAxppxpApApA xxx
&δγαγδπτδδδ =−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++− 02

 (2.1) 

ou 

( ) VxAxsenAxDxAxpxpAxpA xxxx
&δραδγδπτδδδδ =−−++− 02

 (2.2) 

ou ainda 

VxAxsenAxDxApxpAxpAxAp xxxxx
&δραδγδπτδδδδ =−−++−− 0

2

2
 (2.3) 

onde   

p é pressão [Pa]; 

x
ppx ∂

∂
=  é derivada parcial da pressão relativa à variável de espaço [Pa/m]; 

gργ =  é o peso específico do fluido [N/mP

3
P]; 

A  é a área da seção transversal [mP

2
P]; 

xδ  é o infinitésimo do comprimento [m]; 

x
AAx ∂

∂
=  é derivada parcial da área relativa à variável de espaço [m]; 

0τ  é a tensão de cisalhamento [N/mP

2
P]; 

D  é o diâmetro da tubulação [m]; 

α  é o ângulo de inclinação da tubulação [graus]; 
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ρ  é a massa especifica do fluido [kg/mP

3
P]; 

dt
dVV =&  é a derivada total da velocidade em relação ao tempo (aceleração)[m/sP

2
P]. 

 

Simplificando e Desprezando o termo que apresenta ( 2xδ ), tem-se 

00 =+++ VAgAsenDApx
&ραρπτ     (2.4) 

No cálculo de fluxo transitório, a tensão de cisalhamento 0τ  é 
normalmente considerada como sendo a mesma que do fluxo permanente, assim, 
em termos do fator de atrito de Darcy-Weisbach, obtém-se 

80

VV
fρτ =     (2.5) 

onde   

f é o fator de atrito de Darcy-Weisbach (Diagrama de Moody); 

V  é a velocidade do fluido [m/s]. 

 

A Equação 137HX(2.5)X é desenvolvida a partir das relações para queda de 

pressão, devida a Darcy-Weisbach, e para o balanço de forças numa tubulação em 

regime permanente, ou seja 

D
fLVP
2

2

ρ=Δ       (2.6) 

e sendo L o comprimento o horizontal do tubo e a partir do balanço de forças tem-

se 

DLDP πτπ
0

2

4
=Δ     (2.7) 

e a aceleração V&  é dada por  

tx VVVV +=&       (2.8) 

Substituindo a Equação 138HX(2.8) X na Equação 139HX(2.4) X e fazendo as devidas 

simplificações obtém-se:  

0
2

=++++
D
VfV

gAsenVVV
p

tx
x α

ρ
   (2.9) 

A cota piezométrica H pode substituir a pressão, uma vez que 

)( zHgp −= ρ      (2.10) 
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e 

)()( αρρ senHgzHgp xxxx −=−=     (2.11) 

sendo z a elevação da linha de centro da tubulação. Substituindo a Equação 140HX(2.11)X 

na Equação 141HX(2.9)X e fazendo as devidas simplificações chega-se à 

0
2

=+++
D
VfV

VVVgH txx     (2.12) 

É importante ressaltar que a Equação 142HX(2.12)X só é válida para escoamento 

contendo fluidos incompressíveis (líquidos).  

 

2.3. 
Equação da Continuidade (ou Conservação de Massa) 

A equação da continuidade é obtida a partir do princípio de conservação 

de massa aplicada a um volume de controle infinitesimal xδ em um instante t, 

conforme mostra a 143HXFigura 2.2X. 

 
Figura 2.2: Volume de controle para equação da continuidade. 

 

A expressão que representa a equação da continuidade é descrita por  

( ) ( ) ( )[ ]{ } )( xA
dt
dxuVAuVAuV x δρδρρρ =−+−−−   (2.13) 

onde  novamente 

ρ  é a massa específica do fluido [kg/mP

3
P]; 

V  é a velocidade do fluido [m/s]; 

A  é a área da seção transversal [mP

2
P];  

xδ  é o infinitésimo do comprimento [m]; 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421086/CA



2 Modelo Dinâmico Clássico 29 

     

u  é a velocidade do volume de controle [m/s]; 

( )[ ] ( )[ ]
x

uVAuVA x ∂
−∂

=−
ρρ  é a derivada parcial do termo em relação a variável 

de espaço; 

)( xA
dt
d δρ  é a derivada total do termo em relação ao tempo. 

 

A derivada total em relação ao movimento axial da tubulação é dada por 

tx
u

dt
d

∂
∂

+
∂
∂

=      (2.14) 

e o aumento da taxa de variação do tempo no intervalo xδ  do volume é dado por 

xux
dt
d δδ =       (2.15) 

Fazendo as devidas simplificações na Equação 144HX(2.13)X e utilizando a 

Equação 145HX(2.14) X chega-se à 

( ) ( ) ( ) 0=++− xxx AuA
dt
dAuAV ρρρρ    (2.16) 

Utilizando derivada total em relação ao movimento axial da tubulação 

(Equação 146HX2.14X) na Equação obtém-se 

( ) ( ) ( ) ( ) 0=+++−− xtxxxx AuAAuAuuAAV ρρρρρρ   (2.17) 

ou em sua forma reduzida 

( ) ( ) 0=+ tx AAV ρρ      (2.18) 

que expandida leva à  

( ) ( ) 0=++ txx AAVAV ρρρ     (2.19) 

Aplicando a derivada parcial em relação ao movimento mássico da 

partícula nos últimos dois termos e simplificando tem-se 

( ) 01
=++ xVAA

A
ρρ

ρ
&&     (2.20) 

ou 

0=++ xV
A
A

ρ
ρ&&

     (2.21) 

onde   

A
A& é a variação da parede da tubulação por unidade de área pelo tempo [1/s]; 
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ρ
ρ&  é o indicador da compressibilidade do fluido [1/s]. 

 

Sendo a Equação 147HX(2.21) X válida para quaisquer tubos convergentes, 

divergentes, cilíndricos ou não, altamente flexíveis e para escoamento de gases ou 

líquidos. O indicador de compressibilidade do fluido é dado por 

K
P&&

=
ρ
ρ     (2.22) 

e o módulo de rigidez volumétrica é obtido a partir de 

ρρ /Δ
Δ

=
pK      (2.23) 

A variação da parede da tubulação por unidade de área pelo tempo é obtida 

a partir de 

TA
A ξ&
&

2=       (2.24) 

e 

( )12
1 σμσξ &&& −=
ET      (2.25) 

onde   

ξ BT B é a deformação lateral ou axial [1/s]; 

μ  é o modulo de Poisson do material; 

E é o modulo de elasticidade do material [N/mP

2
P]; 

σ B1B é a tensão axial na tubulação [N/mP

2
P]; 

dt
d 1

1
σ

σ =&  é a derivada total da tensão axial em relação ao tempo [N/mP

2
Ps]; 

σ B2B é a tensão radial na tubulação [N/mP

2
P]; 

dt
d 2

2
σ

σ =&  é a derivada total da tensão radial em relação ao tempo [N/mP

2
Ps]. 

 

 Utilizando as Equações 148HX(2.21)X,149HX(2.22)X,150HX(2.24)X e 151HX(2.25) X chega-se à seguinte 

expressão 

( ) 02
12 =++−

x
V

K
p

E δ
δσμσ

&
&&     (2.26) 

A tensão radial em relação a pressão é obtida através de 
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e
pD

=2σ       (2.27) 

onde   

e é a espessura da parede da tubulação [m]; 

D é o diâmetro da tubulação [m]; 

p é a pressão [Pa]. 

 

Derivando a Equação 152HX(2.27) X chega-se a  

e
Dp&

& =2σ       (2.28) 

A variação na taxa de tensão axial 1σ&  irá depender da forma que a linha 

estiver ancorada.  Segundo Streeter e Wylie (1978) são três as possibilidades: 

I. Linha ancorada somente na extremidade: 

e
Dp

De
Ap

41
&&

& ==
π

σ       (2.29) 

II. Linha ancorada contra movimento axial: 

21 σμσ && =       (2.30) 

III. Linha ancorada composta com juntas de expansão intermediárias: 

01 =σ&       (2.31) 

A linha será considerada como ancorada composta com juntas de expansão 

intermediárias, logo o Caso III é o mais adequado. Com isto, aplicando as 

Equações 153HX(2.26) X, 154HX(2.28)X e 155HX(2.31)X chega-se à 

02 =+ xVa
ρ
ρ&        (2.32) 

onde o termo a representa a celeridade ou velocidade de propagação de uma 

onda em um meio fluido finito, dada por 

11 C
Ee
DK

K
a

+
= ρ       (2.33) 

O numerador da Equação 156HX(2.33)X representa a velocidade de propagação do 

som em um meio fluido infinito, com propriedades K  e ρ . O denominador é o 

elemento modificador do som pelo fato do meio não ser infinito e sim confinado 

em tubo de diâmetro D , espessura e , e módulo de elasticidade E . Para o Caso 

III - linha ancorada composta com juntas de expansão intermediarias - 01 =C . 
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 Aplicando a cota piezométrica na Equação 157HX(2.32) X, e considerando que o 

umbilical não tem movimento transversal, logo 0=tz  e αsenzx = , chega-se ao 

seguinte resultado 

xtx V
g
aVsenHVH

2

+−+ α      (2.34) 

que é uma forma conveniente para a equação da continuidade com V e H como 

variáveis dependentes e com x e t como variáveis independentes.  

 

2.4. 
Forma Simplificada das Equações Fundamentais 

Representando a equação de movimento dada pela Equação 158HX(2.12)X em 

termos de altura H e vazão Q, sabendo que 
A
QV =  e desprezando-se o termo 

convectivo xVV  obtém-se  

0
2

1
2 =++
DgA

QfQ
Q

gA
H tx     (2.35) 

onde  novamente 

A  é a área da seção transversal [mP

2
P]; 

g  é a aceleração da gravidade [mP

2
P/s]; 

f é o fator de atrito de Darcy-Weisbach (Diagrama de Moody);  

D  é o diâmetro da tubulação [m]; 

x
HH x ∂

∂
=  é a derivada parcial da carga piezométrica relativa à variável de 

espaço; 

Q  é a vazão volumétrica [mP

3
P/s]; 

t
QQt ∂

∂
=  é a derivada parcial da vazão volumétrica relativa à variável de tempo 

[mP

3
P/s P

2
P]. 

 

A Equação 159HX(2.35)X constitui a "Equação Fundamental do Modelo Rígido", 

e traduz o comportamento transitório do escoamento de um líquido no interior de 

uma tubulação rígida. Para a sua integração é necessário especificar as condições 

iniciais (t = 0). 
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Da mesma forma, representando a equação da continuidade dada pela 

Equação 160HX(2.33) X em termos de altura H e vazão Q e desprezando-se o termo 

convectivo xVH  e o terceiro termo obtém-se 

02 =+ tx H
a
AgQ      (2.36) 

Uma observação importante relativa à dutos onde a celeridade apresenta 

valores baixos ou em que a quantidade de gás dissolvido na água é elevada, os 

termos convectivos bem como a inclinação do duto passam a influenciar o 

fenômeno. Nestes casos, portanto, os termos desprezados deverão ser 

considerados visando maior precisão dos resultados. 

 

2.5. 
Métodos de Resolução das Equações Diferenciais 

Conforme tratado na parte introdutória deste texto, diversos são os 

métodos utilizados para analisar os transitórios hidráulicos. Com o decorrer do 

tempo os métodos numéricos, passaram a substituir os métodos algébricos e 

gráficos que devido a sua menor aproximação não são convenientes para a análise 

de grandes sistemas ou sistemas tendo condições de contorno complexas. Dos 

métodos numéricos utilizados destacam-se o Método das Características, o 

Método das Diferenças Finitas e o Método dos Elementos Finitos. O método das 

características introduzido no final década de 60 por Streeter e Wylie é o mais 

utilizado para a simulação de transitórios hidráulicos. As equações diferenciais 

parciais fundamentais da quantidade de movimento e da continuidade que 

modelam uma tubulação, são expressas em forma de diferenças finitas e 

integradas numericamente no plano (x,t) com intervalos tΔ  e xΔ constantes, ou 

seja, os parâmetros são considerados em forma aproximada como distribuídos. Os 

programas computacionais baseados neste método são poucos flexíveis e têm a 

desvantagem de estarem limitados a casos particulares. Além do fato de 

apresentar dificuldades para modelar a interação entre os diferentes domínios 

físicos. 

Um método que não tem estas limitações, e que está sendo utilizado nos 

últimos anos para este fim, são os Grafos de Ligação. Esta técnica se baseia no 

fluxo de potência entre os componentes do sistema e através de sinais, linhas e 
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símbolos próprios, permite representar graficamente o modelo físico do sistema 

com parâmetros concentrados. As vantagens dos Grafos de Ligação são as de 

fornecer todas as informações necessárias à modelagem matemática do sistema 

através de representações físicas, facilitar a obtenção das equações de estados do 

mesmo, e de permitir tratamento da interação de sistemas de diferentes domínios 

físicos de forma consistente. 

 

2.6. 
Modelo Clássico Utilizando o Método das Características 

O método das características introduzido por Streeter e Wylie (1978 e 

1982) é o mais utilizado para a simulação de transitórios hidráulicos. As equações 

diferenciais parciais fundamentais da quantidade de movimento e da continuidade 

que modelam uma tubulação são expressas em forma de diferenças finitas e 

integradas numericamente no plano x-t com intervalos tΔ  e xΔ constantes, ou 

seja, os parâmetros são considerados em forma aproximada como distribuídos. 

A solução através do método das características é dada através da 

combinação das duas equações de conservação através de um multiplicador 

indeterminado, como 21 LLL λ+= . Sendo 1L  a equação de movimento Eq 161HX(2.35) X 

0
2

1
21 =+

∂
∂

+
∂
∂

=
DgA

QfQ
t
Q

gAx
HL     (2.37) 

e 2L  a equação da continuidade Eq 162HX(2.36) X em sua forma simplificada 

x
Q

gA
a

t
HL

∂
∂

+
∂

∂
=

2

2      (2.38) 

 

Quaisquer dois valores reais distintos de λ  fornecem duas equações em Q 

(vazão) e H (head) que representam o mesmo fenômeno físico que as duas 

equações originais, 1L  e 2L , e que podem substituí-las diante qualquer solução. 

Pode acontecer que resulte uma grande simplificação se dois valores particulares 

de λ forem encontrados. Com a substituição de 1L  e 2L na expressão de L e após 

algum rearranjo,tem-se 

DgA
QfQ

t
H

x
H

t
Q

x
Qa

gA
L 2

2

2
11

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
λ

λλ   (2.39) 
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O primeiro termo entre parênteses é a derivada total dtdQ  se dtdxa =2λ , 

pois do cálculo, 

t
Qa

x
V

t
Q

dt
dx

x
Q

dt
dQ

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

= 2λ   (2.40) 

Analogamente, o segundo termo entre parênteses é a derivada total dtdH  

se λ1=dtdx . 

Para que ambas as relações sejam corretas, dtdx deve ter o mesmo valor, 

isto é, 

λ
λ 12 == a

dt
dx       (2.41) 

Então 

a±=
λ
1   e  a

dt
dx

±=      (2.42) 

Assim, a expressão de L fica 

DgA
QfQ

dt
dH

adt
dQ

gA
L 22

11
+±=    (2.43) 

sujeita às condições da Eq. 163HX(2.42)X. Portanto, foram obtidos dois valores reais e 

distintos de λ  que convertem as duas equações diferenciais parciais no par de 

equações diferenciais ordinárias 164HX(2.43) X, sujeitas às Eqs. 165HX(2.42)X.  

Sendo a Eq. 166HX(2.43)X válida quando a Eq. 167HX(2.42) X é satisfeita, torna-se 

conveniente visualizar sua solução em um diagrama de x em função de t, 

conforme mostrado na 168HXFigura 2.3X. 

 

 
Figura 2.3: Gráfico, no plano x-t, das curvas CP

+
P e CP

-
P. 

 

Pode-se considerar que o tubo comece na origem O, a montante, e termine 

em L, a jusante. Desta forma, x localiza um ponto no conduto e t o instante no 
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qual as variáveis dependentes Q e H devem ser determinadas. Primeiramente, 

considera-se que as condições em A sejam conhecidas (isto é, QBAB, HBAB, XBAB e tBA B). 

Então a Eq. 169HX(2.43)X com o sinal positivo, chamada equação CP

+
P, é válida ao longo 

da linha AP, ou num prolongamento dela. A inclinação da linha AP é adxdt 1= , 

sendo a a velocidade de propagação de uma onda sonora pela tubulação. 

Multiplicando toda a Eq. 170HX(2.43)X por adt e integrando entre A e P, tem-se 

0
2 2 =++ ∫∫∫ DgA

QfQ
adtdHdQ

gA
a P

A

P

A

P

A
   (2.44) 

Uma vez que a dxadt = , a equação pode ser escrita sob a forma de diferenças 

finitas, 

( ) 0
2 2 =

Δ
+−+−

DgA
QQxf

HHQQ
gA
a AA

APAP    (2.45) 

+C    ( ) 22gdA
QxfQ

QQ
gA
aHH AA

APAP

Δ
−−−=   (2.46) 

e a correspondente equação −C  de B a P é obtida de modo análogo  

−C    ( ) 22gdA
QxfQ

QQ
gA
aHH BB

BPBP

Δ
−−−=   (2.47) 

Para simplificar as equações, são introduzidos dois termos, a impedância 

característica da tubulação 

gA
aB =       (2.48) 

e R a resistência da tubulação 

22gDA
xfR Δ

=       (2.49) 

Então 

CP

+
P:   ( ) AAAPAp QRQQQBHH −−−=     (2.50) 

 

CP

-
P:   ( ) BBBPBp QRQQQBHH +−+=     (2.51) 
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2.7. 
Algoritmo para Solução do Método das Características 

Para a solução por computador digital das equações do fenômeno 

transiente, Eqs. 171HX(2.50) X e 172HX(2.51)X, em um tubo simples, escolhe-se N trechos de igual 

comprimento de modo que NLx =Δ  e axt Δ=Δ . As linhas CP

+
P e CP

-
P são então as 

diagonais de uma malha retangular, 173HXFigura 2.4X. É conveniente uma notação 

indexada, como é mostrada na figura. Aplicando as equações a serem resolvidas 

numa seção interna, onde se deseja HBp B e QBp B, as condições no instante anterior são 

conhecidas, ou seja, QBi-1 B, HB i-1 B, QB i+1 B e HB i+1 B. Reunindo os termos conhecidos da Eq. 

174HX(2.50)X numa constante CBp B, tem-se 

( )111 −−− −+= iiiP QRBQHC      (2.52) 

 

 
Figura 2.4 : Malha retangular para a solução das equações características.  

 

e, para a Eq. 175HX(2.51)X, na constante CBM 

( )111 +++ −−= iiiM QRBQHC      (2.53) 

 

As Eqs. 176HX(2.50) X e 177HX(2.51) X tornam-se agora 

 

CP

+
P:   

II PPP BQCH −=      (2.54) 

CP

-
P:   

II PMP BQCH +=      (2.55) 

 

Com CBp B e CBM B conhecidos, a solução das Eqs. 178HX(2.54) X e 179HX(2.55) X fornece 
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( )MPP CCH
I

+=
2
1      (2.56) 

B
HC

Q I

I

PP
P

+
=      (2.57) 

Todas as seções internas podem ser calculadas deste modo, para maiores 

detalhes sobre a implementação computacional ver o código em Matlab 

(Metodo_Caracteristicas_Fortran.pdf) no apêndice do texto. 

 

2.7.1. 
Condições de Contorno 

Na extremidade de montante de uma tubulação, a Eq. 180HX(2.55)X da 

característica CP

-
P fornece uma relação entre as duas incógnitas 

1PQ  e 
1PH  (181HXFigura 

2.5 Xa). É necessária uma condição externa ao tubo para relacionar a resposta da 

tubulação com o comportamento do contorno. Esta condição pode ser um valor 

constante de uma das variáveis, tal como um reservatório de carga constante, uma 

variação especificada de uma das variáveis como função do tempo, uma relação 

algébrica entre as duas variáveis ou uma relação sob forma de equação diferencial. 

Algumas condições de contorno podem envolver outras variáveis, por exemplo, a 

rotação não conhecida de uma bomba centrífuga conectada à extremidade de 

montante de uma linha. Neste caso, deve-se dispor de duas equações 

independentes para combinar com a Eq. 182HX(2.55) X, a fim de se resolver o sistema nas 

três incógnitas a cada incremento do tempo. A condição de contorno mais simples 

é aquela na qual uma das variáveis é dada como função do tempo ou é mantida 

constante. Uma solução direta da Eq. 183HX(2.55)X na outra variável, a cada intervalo de 

tempo, fornece uma solução completa da interação do fluido na tubulação com 

esse particular contorno. Isto inclui as corretas reflexões e transmissões das ondas 

transientes de pressão e vazão que chegam ao extremo do conduto. 

 

Na extremidade de jusante da tubulação (184HXFigura 2.5Xb), a Eq. 185HX(2.54) X da 

característica CP

+
P fornece uma relação entre as duas variáveis 

1+NpH B Be 
1+NpQ  .É 

necessária uma condição externa que ou especifique uma das variáveis como 

constante ou função conhecida do tempo ou forneça uma relação entre as 

variáveis sob forma algébrica ou de equação diferencial. A mais simples condição 
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na extremidade é aquela pela qual uma variável mantida constante, como num 

extremo fechado onde 
1+NpQ é igual a zero. A Eq. 186HX(2.54)X fornece então uma 

solução direta para 
1+NpH a cada intervalo de tempo. 

 

 
Figura 2.5 : Condições no contorno.  

(a) Extremidade de montante 

(b) Extremidade de jusante 

 

2.7.1.1. 
Estudo de Casos 

O termo condição de contorno refere-se à condição na extremidade de 

cada tubulação. Pode ser um extremo de um sistema num reservatório, válvula etc. 

ou a conexão de uma tubulação à outra ou a um elemento de tipo diferente, por 

exemplo, uma bomba ou reservatório de acumulação. Para qualquer das muitas 

opções na extremidade de jusante de um conduto, a equação ao longo da 

característica CP

+
P é usada para interferir na condição de contorno escolhida em 

particular. Seguem-se algumas condições de contorno comuns e, em cada caso, ou 

a Eq. 187HX(2.54) X ou a Eq. 188HX(2.55)X é usada para representar o comportamento da 

tubulação. 

 

2.7.1.1.1. 
Válvula na Extremidade de Jusante 

Para o escoamento em regime permanente através da válvula considerada 

como um orifício, 

( ) 000 2gHACQ vd=      (2.58) 
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sendo 0Q a vazão em regime permanente, 0H a perda de carga na válvula e 

( )0vd AC  a área da abertura vezes o coeficiente de descarga. Para outra abertura 

genérica, 

PvdP gHACQ 2=     (2.59) 

A solução do sistema formado pelas Eqs. 189HX(2.59)X e 190HX(2.54)X fornece 

( ) ( )[ ] ( ) PvdvdvdP gCACACgBACgBQ
NS

22222 ++−=   (2.60) 

e 

NSNS PPP BQCH −=      (2.61) 

onde o índice 1+= NNS  se refere à seção de jusante do tubo. 

 

2.7.1.1.2. 
Junção de Dois ou Mais Condutos 

Na conexão de tubulações com diferentes propriedades, a equação da 

continuidade deve ser satisfeita a cada instante, podendo-se admitir que, na 

extremidade de cada conduto, prevaleça uma cota comum da linha piezométrica. 

Estas afirmações implicitamente pressupõem que não haja acúmulo de fluido no 

nó e também que todos os efeitos das singularidades sejam desprezados. Nos 

sistemas de múltiplas tubulações é preciso usar uma notação de índices duplos, 

com o primeiro se referindo ao número do tubo e o segundo à seção do mesmo, ou 

adotar uma numeração contínua das seções para todo o sistema. Se for usado o 

último esquema para tratar o nó da 191HXFigura 2.6X e se as Eqs. 192HX(2.54) X e 193HX(2.55) X forem 

escritas na forma a seguir, será possível obter uma solução simples, envolvendo 

uma somatória, para a carga piezométrica comum. 

 

 
Figura 2.6: Junção de tubulações.  

 

Assim para junção de 3 tubulações tem-se 
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11

1,1

,1 B
C

B
H

Q PP
P

NS

NS
+−=      (2.62) 

22

2,1

1,2 B
C

B
H

Q MP
P

NS +−=−     (2.63) 

33

3,1

1,3 B
C

B
H

Q MP
P

NS +−=−     (2.64) 

∑ ∑ +++−==
321

321

,1

10
B

C
B

C
B

C
B

HQ MMP

i
PP NS

  (2.65) 

ou 

( )∑
++

=
i

MMP
P B

BCBCBC
H

NS /1
/// 321 321

,1
    (2.66) 

Com a carga piezométrica comum calculada, as equações acima podem ser 

usadas para determinar a vazão em cada um dos tubos junto ao nó. 

 

2.7.1.1.3. 
Válvula na Linha 

Uma válvula ou orifício entre duas tubulações distintas ou inserido numa 

dada linha deve ser tratado conjuntamente com as seções extremas e contíguas dos 

condutos. Admite-se que a equação do orifício Eq. 194HX(2.59) X seja válida em qualquer 

instante para o volume de controle mostrado na 195HXFigura 2.7X. Esta hipótese despreza 

qualquer efeito de inércia ao se acelerar ou desacelerar o escoamento através da 

abertura da válvula e também implica haver um volume constante de fluido dentro 

do volume de controle indicado. Em qualquer instante as vazões nas seções 

extremas são iguais, 
1,2,1 PNSP QQ = , e a equação do orifício para escoamento no 

sentido positivo, escrita com índices para identificar tanto o tubo quanto a seção, 

fica 

)(2
1,2,1,11,2 PPvdPP HHgACQQ

NSNS
−==   0>Q   (2.67) 

Usando as Eqs. 196HX(2.54)X e 197HX(2.55) X  

NSNS PPP QBCH
,1,1 1−=      (2.68) 

1,21,2 2 PMP QBCH +=      (2.69) 
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a eliminação de 
NSPH

,1
e 

1,2PH  fornece 

( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( )MPvdvdvdP CCACgACgACgQ −++++−= 222
21

2
21 2

1,2
BBBB  (2.70) 

 

 
Figura 2.7: Válvula na linha. 

 

O sinal positivo foi escolhido diante do radical, já que se deve achar um 

PQ positivo. Além disso, PC  deve ser maior do que MC  para um PQ  positivo. De 

maneira análoga, começando com 

( )
NSNS PPvdPP HHgACQQ

,11,2,11,2
2 −−==   0<Q   (2.71) 

apenas para vazão negativa, 

( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( )PMvdvdvdP CCACgACgACgQ −++−+= 222
21

2
21 2

1,2
BBBB  (2.72) 

O sinal negativo foi escolhido diante do radical para obter um PQ  

negativo. Também, MC  deve ser maior do que PC  para uma solução negativa. 

O procedimento visa calcular PC  e MC . Se MP CC ≥ , usa-se a Eq. 198HX(2.68)X 

Se MC > PC , usa-se a Eq.199HX(2.72)X. 

 

2.7.1.1.4. 
Bomba Centrífuga com Rotação Conhecida 

Se uma bomba está operando com rotação constante ou se o motor dá a 

partida e a bomba é acelerada de uma maneira conhecida, a interação entre a 

bomba e o fluido nas tubulações adjacentes pode ser tratada por uma condição de 

contorno bastante simples. As condições de homologia de uma dada bomba, 

podem ser escritas 
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const
N
H

=2    const
N
Q

=    (2.73) 

onde H é a carga manométrica e N é a rotação da bomba. Se a curva característica 

da bomba for expressa por uma parábola, então, na forma homóloga, ela pode ser 

escrita 
2

3212 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++=

N
QC

N
QCC

N
H     (2.74) 

Os valores de 1C , 2C  e 3C são determinados para aproximar a curva da 

bomba. A compressibilidade do fluido no interior da bomba é considerada 

desprezível comparada com a do restante do sistema. Quando a Eq. 200HX(2.74) X é 

aplicada à bomba da 201HXFigura 2.8X, ela assume a forma 
2

32
2

1 ,1,1,11,2 NSNSNS PPPP QCNQCNCHH ++=−    (2.75) 

 

 
Figura 2.8: Bomba centrífuga. 

 

Quando esta equação é combinada com as Eqs. 202HX(2.54) X e 203HX(2.55) X, determina-

se a vazão 

 

( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+

−+
−−

−+
=

2/1

2
221

1
2

3

3

221 21

,1

4
11

2 NCBB
CCCNC

C
NCBBQ MP

P NS
  (2.76) 

Durante a partida de uma bomba, admite-se com freqüência um 

crescimento linear para a variação da rotação. Se a rotação da bomba é constante, 

N pode ser combinada com as constantes da curva da bomba. Também no caso da 

bomba operar ligada diretamente a um reservatório de sucção, a equação pode ser 

simplificada pela eliminação da equação ao longo da característica CP

+
P na 

tubulação de sucção. 
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2.7.1.1.5. 
Acumulador 

Vários tipos de acumuladores de ar ou gás são usados para ajudar a reduzir 

as pressões transientes em sistemas com líquidos. Numa análise do 

comportamento do acumulador mostrado na 204HXFigura 2.9X, a pressão é considerada 

como sendo a mesma em todos os pontos do volume de controle indicado em 

qualquer instante. Admite-se que o acumulador seja sem atrito e sem inércia. 

Supõe-se que o gás siga a lei politrópica reversível 

CH n
A =υ      (2.77) 

onde HBAB é a carga absoluta, igual à soma da carga efetiva com a pressão 

barométrica, υ  é o volume do gás, n é o expoente politrópico e C é uma 

constante. 

As equações seguintes expressam as relações necessárias para a solução do 

acumulador simples mostrado na 205HXFigura 2.9X. Da Eq. 206HX(2.77)X 

( ) CH n
A =Δ+ υυ0      (2.78) 

na qual 

barPA HzHH +−=      (2.79) 

é a carga absoluta no instante tt Δ+ , 0υ  é o volume conhecido no início do 

intervalo tΔ  e υΔ é a variação de volume durante tΔ . Assim, 

( )NSPP QQQQt
NS ,11,2 ,11,2

5,0 −−+Δ=Δυ     (2.80) 

 
Figura 2.9: Acumulador simples. 
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Usando as Eqs. 207HX(2.54)X e 208HX(2.55)X para eliminar 
1,2PQ e 

NSPQ
,1

, obtém-se uma 

única equação na incógnita PH , dada por  

( ) CQ
B

CHQ
B

CHtHzH
n

NS
PPMP

barP =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
++

−
Δ++− ,1

1
1,2

2
0 5,0υ   (2.81) 

Supõe-se que z mantenha o seu valor durante tΔ . Assim, pode ser 

ajustado ao novo valor fazendo zzz Δ+= , onde AAz /υΔ−=Δ , com AA  a área da 

seção transversal do acumulador. 

 

2.8. 
Seções para sistemas de Tubulações 

A abordagem de sistemas complexos de tubulações contendo dois ou mais 

tubos, deve levar em conta que o incremento de tempo para cada trecho de tubos 

deve ser igual.  

Isto envolve um cuidado na seleção do tΔ  e do número de seções JN , 

onde J  representa o tubo. Em cada tubo é necessário que 

JJ

J

Na
L

t =Δ      (2.82) 

onde 

tΔ  é o intervalo de tempo [s]; 

JL  é o comprimento do tubo no trecho J [m]; 

Ja  é a celeridade do tubo no trecho J  [m/s]; 

JN  é número de seções do tubo no trecho J . 

 

 Percebe-se rapidamente que esta relação não pode ser obtida facilmente já 

que a velocidade do som não pode ser determinada com grande exatidão para 

maioria dos sistemas. Permitindo-se então ajustes de ,..., 21 aa , pequenos, pode-se 

obter ,..., 21 NN ,em função do ajuste. Com isto a Equação (2X2.82X) assume a 

seguinte forma 

JJJ

J

Na
L

t
)1( ψ±

=Δ      (2.83) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421086/CA



2 Modelo Dinâmico Clássico 46 

     

sendo Jψ a variação da velocidade do som, em alguns casos o limite é de 0,15. 

 Na maioria dos casos é melhor alterar a velocidade do som para satisfazer 

o tΔ , do que o comprimento da tubulação. O cálculo do número de seções pode 

ser obtido a partir da Equação (HX2.83X) como sendo 

ta
L

N
JJ

J
J Δ±

=
)1( ψ

     (2.84) 

A fim de ilustrar o procedimento de obtenção do número de trechos a 

partir da Equação (X2.84X) foram propostas duas situações descritas abaixo: 

 

1. 351=L  m, 1200=a  m/s, 1,0=Δt  s, 1,0=ψ  pode-se então obter o 

número de trechos com sendo: 

366,2
1,0)1,01(1200

351
≅=

+
=N  

e 

325,3
1,0)1,01(1200

351
≅=

−
=N  

pode-se notar que a equação é válida tanto para Jψ  positivo e negativo, 

mesmo assim deve-se agora recalcular a celeridade para o valor de N=3 

utilizando a Equação (X2.82X) 

1170
11,0

351
==

Δ
=

xtN
La m/s 

refazendo o cálculo para este valor de celeridade chega-se a 

373,2
1,0)1,01(1170

351
≅=

+
=N  

e 

333,3
1,0)1,01(1200

351
≅=

−
=N  

 

2. Alterando tΔ  de 0,1s para 0,2s nota-se que o procedimento descrito acima 

não é valido 

133,1
2,0)1,01(1200

351
≅=

+
=N  

e 
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263,1
2,0)1,01(1200

351
≅=

−
=N  

como o valor da Equação ( X2.84X) não está correta neste caso 21 ≠=N , 

deve-se calcular o valor da celeridade para que a equação seja satisfeita 

novamente utilizando a Equação (X2.82X) e arbitrando o valor de N=1 

1755
12,0

351
==

Δ
=

xtN
La m/s 

refazendo o cálculo para este valor de celeridade chega-se a 

191,0
2,0)1,01(1755

351
≅=

+
=N  

e 

111,1
2,0)1,01(1755

351
≅=

−
=N  

 

2.9. 
Analogia entre Circuitos Hidráulicos e Elétricos 

Levando em conta a analogia entre sistemas hidráulicos e elétricos 

empregada pela técnica dos Grafos de Ligação, será descrito a seguir um modelo 

elétrico equivalente representativo do modelo de uma tubulação. Considere o 

trecho discretizado de uma linha de transmissão esquematizado na 211HXFigura 2.10X, 

conforme apresentado em Souza Jr. e Moreira Santos (1993), no qual  

U é a tensão entre os nós [V]; 

i é a corrente elétrica [A];  

LB/xB é a indutância por unidade de comprimento [H/m]; 

RB/xB a resistência por unidade de comprimento [Ω/m]; 

CB/xB é a capacitância por unidade de comprimento [F/m]. 
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Figura 2.10: Trecho discretizado de uma linha de transmissão. 

 

Aplicando a lei das malhas de Kirchohoff ao circuito da 212HXFigura 2.10 X 

chega-se à 

xiRx
t
iLU xx Δ+Δ

∂
∂

=Δ− //      (2.85) 

ou 

iR
t
iL

x
U

xx // −
∂
∂

−=
∂
∂       (2.86) 

A relação análoga hidráulica para Equação213HX (2.86) X é a Equação 214HX(2.35) X. 

Substituindo 
g
pH

ρ
=  e fazendo as devidas simplificações obtém-se a seguinte 

relação entre os dois sistemas 

iR
t
iL

x
U

DA
QQf

T
Q

Ax
p

xx //22
−

∂
∂

−=
∂
∂

⇔−
∂
∂

−=
∂
∂ ρρ   (2.87) 

na qual, a tensão entre os nós (U) do sistema elétrico é igual a pressão (p) do 

sistema hidráulico, e a corrente elétrica (i) é igual a vazão (Q).  

Pode-se também obter a partir da Equação 215HX(2.87)X a indutância e a 

resistência fluida por unidade de comprimento. Assim I B/xB , é dada por 

A
LI xx

ρ
== //        (2.88) 

ou ainda para um trecho de comprimento L 

A
LI f

ρ
=      (2.89) 

e a RB/x B é  

2/ 2DA
Qf

R x

ρ
=       (2.90) 

ou 
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22DA
QfL

R f

ρ
=        (2.91) 

A parte constante da Equação 216HX(2.91)X pode ser denominada resistência por 

unidade de vazão e será expressa pela letra QR/  de acordo com 

2/ 2DA
fLR Q

ρ
=       (2.92) 

No caso do capacitor, aplicando a lei dos nós chega-se a seguinte relação  

t
UC

x
i

x ∂
∂

−=
∂
∂

/       (2.93) 

Utilizando o mesmo procedimento anterior obtém-se a seguinte analogia 

com a Equação 217HX(2.36)X 

t
UC

x
i

t
P

a
A

x
Q

x ∂
∂

−=
∂
∂

⇔
∂
∂

−=
∂
∂

/2ρ
    (2.94) 

sendo a capacitância fluida ( xC/ ) descrita por 

2/ a
AC x ρ

=       (2.95) 

ou ainda para um trecho de comprimento L 

2a
ALC f ρ

=       (2.96) 

Este resultados serão empregados no item a seguir  
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3 
Modelo Dinâmico em Fluxo de Potência  

3.1. 
Fluxo de Potência & Grafo de Ligação 

O acoplamento de modelos lineares ou não-lineares de sistemas 

dinâmicos, de qualquer natureza física, pode ser obtido através do fluxo de 

potência segundo Speranza Neto (1999). 

Conforme tratado na parte introdutória em um modelo dinâmico, obtido a 

partir de qualquer metodologia, representado através de uma forma matemática 

qualquer, empregando qualquer conjunto de variáveis, pode sempre ser definido 

através variáveis de saída, as chamadas variáveis de potência: esforço e fluxo 

generalizados. Então este modelo dinâmico pode ser acoplado com o de outros 

sistemas, que sejam tratados de mesma forma, desde que se verifiquem algumas 

condições de compatibilidade entre as variáveis de potência nas portas de entrada 

e saída de cada um deles. 

Este procedimento possibilita a obtenção de modelos de sistemas 

complexos, a partir de uma base simples, aqui chamada de módulos (os modelos 

de seus sub-sistemas ou componentes), sem a necessidade de se determinar as 

equações analíticas resultantes do acoplamento destes modelos. Esta metodologia 

é particularmente interessante quando empregada em conjunto com programas 

comerciais de simulação (tipo Simulink/Matlab), nos quais são escritas as 

equações que descrevem a dinâmica de cada módulo individualmente e após a 

compatibilização das variáveis de potência de entrada e saída, o modelo do 

sistema completo está descrito, bastando apenas realizar as simulações.  

Deve-se observar que o acoplamento dos modelos só será garantido se 

verificadas determinadas condições. Quando se consegue compatibilizar 

completamente as variáveis de potência nas portas de entrada e de saída dos sub-

sistemas, o modelo resultante é totalmente equivalente àquele que seria obtido 

analiticamente, o que permite a sua simulação a partir da simples conexão dos 

módulos. 
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Entretanto quando há conflito nas relações de causa e efeito (causalidade) 

entre variáveis internas ou entre variáveis dinâmicas (graus de liberdade 

generalizados), o que é caracterizado pela presença de equações algébricas 

associando essas variáveis, estas devem ser resolvidas, sob pena da simulação não 

poder ser realizada.  

 

3.2. 
Desenvolvimento dos Módulos 

Os modelos individuais dos sub-sistemas componentes de um sistema 

complexo devem ser inicialmente obtidos, empregando-se qualquer metodologia 

disponível. Recomenda-se que se coloque este modelo na forma de equações de 

estado, com qualquer conjunto de variáveis, porém isto não é obrigatório. Deve-se 

entretanto impor como variáveis de entrada e de saída deste modelo as variáveis 

de potência: esforço (e) e fluxo (f) generalizados, que nos vários domínios físicos 

são representadas por: força e velocidade, torque e velocidade angular, tensão e 

corrente, pressão e vazão volumétrica, temperatura absoluta e fluxo de entropia. 

Este modelo será associado a uma “caixa preta” dentro da qual existirá um 

modelo matemático, linear ou não, relacionando as variáveis de entrada e de saída. 

A 218HXFigura 3.1 X mostra a representação adotada, utilizando os tradicionais diagramas 

de blocos (Fluxo de Sinal). Na 219HXFigura 3.2X introduz-se a notação do grafo de fluxo 

de potência, onde a meia seta indica, como nos Grafos de Ligação, a potência 

instantânea que flui para ou do sistema, na qual os dois tipos de variáveis (esforço 

e fluxo) encontram-se simultaneamente representados. 

 

 
TFigura 3.1: Módulo diagrama de blocoT. 

 
Figura 3.2: Módulo fluxo de potência. 
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Por exemplo se for empregado o modelo de estado associado a qualquer uma 

das duas representações acima, na sua forma linear 

 

UDXCY

UBXAX
rrr

rr&r

+=

+=     (3.1) 

 

necessariamente todas as componentes dos vetores de entrada U
r

 e de saída 

Y
r

serão variáveis de potência, mas o vetor de estado X
v

pode ser composto por 

qualquer tipo de variáveis.  

 

3.2.1. 
Modelo “T” 

Inicialmente considerou-se a representação de uma linha fluida através do 

modelo T, cujo sistema elétrico equivalente, grafo de ligação, fluxo de potência 

são mostrados na XFigura 3.3 X. Neste caso, as variáveis de entrada são as duas 

pressões ( 1P  e 2P ) nas extremidades do trecho de linha, e as variáveis de estado 

são 3: as vazões associadas a cada uma das duas inércias ( 1Q  e 2Q ) e a pressão 

( P ) no único capacitor. As variáveis de saída, empregadas para os acoplamentos 

deste módulo, são as vazões das inertâncias.  

 

 
(a) Grafo de Ligação     (b) Grafo de Fluxo de Potência 
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(C) Circuito Elétrico Análogo  

Figura 3.3: Modelo T. 

 

As equações diferencias do modelo T, considerando as resistências fluidas 

como constantes, são dadas por 

⎪
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ou na forma de estado 
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3.2.1.1. 
Parâmetros  

Os parâmetros fI (Inércia Fluida), fR  (Resistência Fluida) e fC  

(Capacitância Fluida) são obtidos a partir das Equações (221HX2.89X), ( 222HX2.91X) e ( 223HX2.96X) 

respectivamente, descritos por; 
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1. Elemento Inércia Fluida 

Relação constitutiva linear: qIp fH =  com 
A
LI f

ρ
=  

onde 

pBHB é a quantidade de movimento hidráulica (Ns/mP

2
P), sendo ppH =&  a 

pressão em (N/ mP

2
P), 

q é a vazão volumétrica (mP

3
P/s) e  

I BfB é a inércia fluida (kg/mP

4
P). 

 

No caso do modelo T com n trechos em série a inércia fluida é dada por 

nA
LIII f 221

ρ
===       (3.2) 

 

2. Elemento Resistência Fluida 

Relação constitutiva linear:  qRp f=Δ  com 22DA
qfL

R f

ρ
=  

onde 

Δp é a variação na pressão (N/mP

2
P),  

q é a vazão volumétrica (mP

3
P/s) e 

RBf B é a resistência fluida (Pa/(mP

3
P/s)). 

 

Da mesma forma como descrito para a inércia fluida para o modelo T com 

n trechos em série a resistência fluida é dada por 

221 4nDA
qfL

RRR f

ρ
===      (3.3) 

 

3. Elemento Capacitância Fluida 

Relação constitutiva linear:  Vol
C

p
f

Δ=Δ
1   com 2a

ALC f ρ
=  

onde 

Δp é a variação na pressão (N/mP

2
P),  

ΔVol é a variação no volume (mP

3
P),  

CBf B é a capacitância fluida (mP

3
P/Pa) e 

a é a celeridade (m/s). 
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Para a capacitância fluida no modelo T com n trechos em série, não há a 

divisão por dois, só por n assim o parâmetro correspondente é dado por  

2an
ALCC f ρ

==      (3.4) 

 

3.2.2. 
Modelo “π” 

A 224HXFigura 3.4X apresenta o modelo π, formado por dois capacitores, uma 

inércia, e um resistor. Possui duas entradas em vazão ( 1Q  e 2Q ), e suas saídas são 

as pressões ( 1P  e 2P ), associadas à duas das variáveis de estado, devido aos 

capacitores com causalidade integral. A outra variável de estado é a vazão na 

inércia. (Q ) Considerando novamente a resistência como constante, o modelo 

dinâmico agora é dado por 
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ou na forma de estado 
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(a) Grafo de Ligação      (b) Grafo de Fluxo de Potência 

 
(C) Circuito Elétrico Análogo  

Figura 3.4: Modelo π. 

 

3.2.2.1. 
Parâmetros  

 

Seguindo o mesmo procedimento apresentado para o modelo T pode-se 

obter os parâmetros para o modelo π como sendo. 

 

1. Elemento Inércia Fluida 

Relação constitutiva linear: qIp fH =  com 
A
LI f

ρ
=  

onde 

pBHB é a quantidade de movimento hidráulica (Ns/mP

2
P), sendo ppH =&  a 

pressão em (N/ mP

2
P), 

q é a vazão volumetria (mP

3
P/s) e  

I BfB é a inércia fluida (kg/mP

4
P). 

 

No caso do modelo “π”com n trechos em série a inércia fluida é dada por 

nA
LII f

ρ
==       (3.5) 
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Nota-se que neste caso não ocorre à divisão por 2 conforme ocorria no 

modelo T, já que só existe um indutor por trecho. 

 

2. Elemento Resistência Fluida 

Relação constitutiva linear:  qRp f=Δ  com 22DA
qfL

R f

ρ
=  

onde 

Δp é a variação na pressão (N/mP

2
P),  

q é a vazão volumetria (mP

3
P/s) e 

RBf B é a resistência fluida (Pa/(mP

3
P/s)). 

 

Conforme apresentado para a inércia fluida para o modelo π com n trechos 

em série a resistência fluida é dada por 

 

22nDA
qfL

RR f

ρ
==      (3.6) 

 

3. Elemento Capacitância Fluida 

Relação constitutiva linear:  Vol
C

p
f

Δ=Δ
1   com 2a

ALC f ρ
=  

onde 

Δp é a variação na pressão (N/mP

2
P),  

ΔVol é a variação no volume (mP

3
P),  

CBf B é a capacitância fluida (mP

3
P/Pa) e 

a é a celeridade (m/s). 

 

Para a capacitância fluida no modelo π com n trechos em série, ocorre a 

divisão por 2 e n, em virtude da presença de dois capacitores no modelo 

cujos parâmetros são dados por  

221 2 an
ALCCC f ρ

===      (3.7) 
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3.2.3. 
Modelos L ( ⎤ ) e L invertido ( ⎡ ). 

 Na 225HXFigura 3.5X tem-se duas formas possíveis do chamado modelo L: o 

direto, com fonte de pressão ( 1P ) em uma porta, a de entrada, e fonte de vazão 

( 2Q ) na outra, a de saída; e o L invertido, com fonte de vazão ( 1Q ) na porta de 

entrada e fonte de pressão ( 2P ) na porta de saída. Ambos possuem apenas duas 

variáveis de estado: a pressão no capacitor ( P ) e a vazão da inércia (Q ). Além 

dos elementos armazenadores, inclui-se um único resistor para representar a perda 

de carga na linha. As variáveis de saída em cada porta são as complementares de 

potência: no L direto, a vazão na porta de entrada e a pressão na porta de saída; no 

L invertido, a pressão na porta de entrada e a vazão na porta de saída  

 

 
(a) Grafo de Ligação L               (b) Grafo de Fluxo de Potência L 

 
(C) Circuito Elétrico Análogo  

 
(d) Grafo de Ligação L invertido              (e) Grafo de Fluxo de Potência L invertido 
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(f) Circuito Elétrico Análogo  

 
Figura 3.5: Modelos L ( ⎤ ) e L invertido ( ⎡ ). 

 

Considerando sempre as resistências constantes, as equações diferencias 

do módulo L são dadas por 
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ou na forma de estado 
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e aquelas do L invertido por 
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ou na forma de estado 
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3.2.3.1. 
Parâmetros  

No caso dos modelos L ( ⎤ ) e L invertido ( ⎡ ) a única preocupação que se 

deve ter é com o número de trechos (n), assim:   

 

1. Elemento Inércia Fluida 

Relação constitutiva linear: qIp fH =  com 
A
LI f

ρ
=  

onde 

pBHB é a quantidade de movimento hidráulica (Ns/mP

2
P), sendo ppH =&  a 

pressão em (N/ mP

2
P), 

q é a vazão volumetria (mP

3
P/s) e  

I BfB é a inércia fluida (kg/mP

4
P). 

 

No caso dos modelos L ( ⎤ ) e L invertido ( ⎡ ) com n trechos em série a 

inércia fluida é dada por 

 

nA
LII f

ρ
==       (3.8) 

 

2. Elemento Resistência Fluida 

Relação constitutiva linear:  qRp f=Δ  com 22DA
qfL

R f

ρ
=  

onde 

Δp é a variação na pressão (N/mP

2
P),  

q é a vazão volumetria (mP

3
P/s) e 
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RBf B é a resistência fluida (Pa/(mP

3
P/s)). 

 

A resistência fluida para os modelos L ( ⎤ ) e L invertido ( ⎡ ) com n 

trechos em série é dada por 

 

22nDA
qfL

RR f

ρ
==      (3.9) 

 

3. Elemento Capacitância Fluida 

Relação constitutiva linear:  Vol
C

p
f

Δ=Δ
1   com 2a

ALC f ρ
=  

onde 

Δp é a variação na pressão (N/mP

2
P),  

ΔVol é a variação no volume (mP

3
P),  

CBf B é a capacitância fluida (mP

3
P/Pa) e 

a é a celeridade (m/s). 

 

A capacitância para os modelos L ( ⎤ ) e L invertido ( ⎡ ) com n trechos em 

série é dada por 

2an
ALCC f ρ

==      (3.10) 

 

3.2.4. 
Fonte de Pressão 

Uma fonte de pressão, suposta constante ou variável no tempo, pode ser 

expressa segundo a metodologia de grafos de ligação (226HXFigura 3.6X (a)) ou através 

de fluxo de potência (227HXFigura 3.6X (b)). Observa-se pela representação da 

causalidade a relação de causa – a pressão fornecida para o sistema – e efeito – a 

vazão associada ao seu funcionamento – onde essa última variável, se necessário, 

limita a primeira, devido à limitação de potência.  
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  (a) Grafo de Ligação               (b) Grafo de Fluxo de Potência        

 
Figura 3.6: Fonte de pressão. 

 

3.2.5. 
Fonte de Vazão 

No caso fonte de vazão, também suposta constante ou variável no tempo, a 

228HXFigura 3.7X (a) traz a representação do modelo através da metodologia de grafos de 

ligação e a 229HXFigura 3.7X (b) através de fluxo de potência. Observa-se pela 

representação da causalidade a relação de causa – a vazão fornecida para o 

sistema – e efeito – a pressão associada ao seu funcionamento – onde essa última 

variável, se necessário, limita a primeira, devido à limitação de potência.  

 

 
  (a) Grafo de Ligação               (b) Grafo de Fluxo de Potência        

 
Figura 3.7: Fonte de vazão. 

 

3.2.6. 
Válvula na Extremidade de Jusante ou na Linha 

Uma das vantagens da resolução do problema de modelagem de linhas 

fluidas através do fluxo de potência é que não importa a posição da válvula da 

linha, uma vez que o problema é tratado de forma modular com variáveis de 

entrada/saída. Com isto com uma única equação pode-se representar a válvula em 

qualquer posição da linha, o que não é possível no método das características. 

O equacionamento da válvula (230HXFigura 3.8X) através do grafo de ligação 

mostrado na 231HXFigura 3.9X(a) pode ser obtido através da lei geral de queda de pressão 
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proporcional ao quadrado da vazão dada pela seguinte equação (Rosernberg e 

Karnopp, 1983):  

 

( ) ( ) vv
vd

v QQ
xAxC

ppp 2221 2
ρ

==−     (3.11) 

onde 

pBvB é o diferencial de pressão instantâneo na linha através da válvula, 

QBvB é a vazão através da válvula, 

CBd B é o coeficiente de descarga da válvula, 

ABvB é a área de abertura da válvula, 

 

sendo  

vQQQ == 21     (3.12) 

( ) ( )xAxC
R

d
v 222

ρ
=     (3.13) 

 

e fluxo de potência representativos deste efeito é mostrado na 232HXFigura 3.9X(b), no 

qual a variável de entrada do sistema é a vazão e a de saída a pressão. Neste caso 

o elemento trabalha com causalidade invertida (Resistor Fluxo Causal).  

 

 
Figura 3.8: Válvula na linha. 
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(a) Grafo de Ligação           (b) Grafo de Fluxo de Potência 

 
Figura 3.9: Grafo de Ligação Válvula na linha (Resistor Fluxo Causal). 

 

 A válvula pode ser também modelada utilizando a Equação 233HX(2.59)X. Neste 

caso a equação deve sofrer algumas alterações para adequar-se ao modelo em 

grafo de ligação (ver 234HXFigura 3.10X (a)) e fluxo de potência (ver 235HXFigura 3.10X (b)). 

Neste caso a variável de entrada do sistema é a pressão ( vp ) e a de saída a vazão 

( VQ ) (Resistor Esforço Causal). Primeiro deve-se substituir na Equação 236HX(2.59) X 

g
p

H v
p ρ

=  e Vp QQ = , em seguida deve-se  fazer algumas simplificações para 

obter a seguinte equação  

 

ρ
v

vdV
p

ACQ
2

=     (3.14) 

 
(a) Grafo de Ligação     (b) Grafo de Fluxo de Potência 

 
Figura 3.10: Grafo de Ligação Válvula na linha (Resistor Esforço Causal). 

 

 Com isto, pode-se verificar que ambos os métodos utilizaram a mesma 

equação para representar o comportamento do sistema. O método das 
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características através da Equação 237HX(2.59)X e o fluxo de potência através da 

Equações 238HX(3.11) X e 239HX(3.14) X.  

 

3.2.7. 
Junção de Dois ou Mais Condutos 

Esse elemento de conexão representa a junção de dois ou mais condutos. 

Na verdade esse componente pode ser representado por uma simples equação de 

continuidade, e a equação de conservação da vazão deve ser atendida de acordo 

com a expressão: 

312 qqq −=      (3.15) 

Nessa expressão, a vazão de saída 2q depende das vazões de entrada 1q  e 

da vazão de saída 3q . Nesse caso não se tem uma relação entre pressão e vazão, 

pois a pressão é considerada única para todos os pontos, conseqüência imediata da 

hipótese de não haver perda de carga nesse elemento. 

 Os grafos de ligação e de fluxo de potência representativos deste efeito são 

mostrados nas Figuras X3.11X (a) e (b). Pela causalidade nota-se que esse 

“componente” distribui pressão para os pontos do circuito a ele conectados. 

 

 
 

(a) Grafo de Ligação                             (b) Grafo de Fluxo de Potência 

 

Figura 3.11: Representações do Elemento de Junção de tubulações. 

 

3.2.8. 
Bomba de Deslocamento Positivo 

A 241HXFigura 3.12X (a) mostra o grafo de ligação de uma bomba de 

deslocamento positivo, incluindo os seus principais elementos, a partir do qual 

pode-se obter o seu modelo dinâmico, dado por 
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ou na forma de estado 
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onde TBmB é o torque externo fornecido por um motor, ω é a velocidade angular da 

bomba, J é o seu momento de inércia, b representa os atritos internos da bomba, 

CBBB é a capacidade volumétrica da bomba, p é a pressão na saída da bomba, C é a 

sua capacitância fluida, associada à compressibilidade do fluido e à efeitos de 

cavitação, R é a perda de carga devida à vazamentos, e QB0 B é a vazão na saída da 

bomba consumida por componentes a ela conectados. 

 

 
(a) Grafo de Ligação     (b) Grafo de Fluxo de Potência 

Figura 3.12 Bomba de Deslocamento Positivo. 

 

Considerando TBmB e QB0 B constantes no tempo, ωB∞ B e pB∞ B representam as 

condições em regime permanente, dadas por  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=∞
B

m

B

B

C
Q

b
T

RCb
bRCp 0

2     (3.16) 

( )02

1 RQCT
RCb Bm

B

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=∞ω    (3.17) 
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onde na equação de pB∞ B, a razão bR/(b + CBBPB

2
PR) representa um efeito de dissipação 

– perda de carga -  equivalente no domínio fluido, (TBmB/b – QB0B/CBBB) uma velocidade 

relativa efetiva, CBBB (TBmB/b – QB0B/CBBB) caracteriza uma vazão efetiva em regime 

permanente, e conseqüentemente o produto desses termos leva a uma pressão 

estacionária. Já na equação de ωB∞, Bo termo 1/(b + CBBPB

2
PR) representa o inverso de 

um efeito de dissipação equivalente no domínio mecânico, RQB0 B uma queda de 

pressão efetiva em regime permanente, CBBB (RQB0 B) um torque resistente gerado pela 

perda de carga, e portanto (TBmB + CBBB RQB0 B) é o torque sobre os elementos girantes 

da bomba, que dividido pela coeficiente de dissipação mecânica, leva à velocidade 

estacionária da bomba. 

Nessas condições, a eficiência total do sistema é dada por 

∞

∞=
ω

η
mT

pQ0      (3.18) 

Com isto é possível determinar as perdas internas do sistema, para fins de 

simulação computacional, uma vez conhecidas as características de rendimento da 

bomba. Assim, uma boa estimativa para os valores dos parâmetros representativos 

das perdas pode ser obtida a partir de alguns poucos testes e simulações, 

conhecida a capacidade volumétrica e a eficiência do equipamento. 

 Uma representação mais simples para a bomba pode ainda ser adotada, 

considerando como entrada a velocidade angular do motor (ΩBmB) na entrada, 

eliminando, portanto esta variável de estado do modelo dinâmico, levando a uma 

única equação diferencial dada por 

)1(1
0Qp

R
C

C
p mB −−Ω=&     (3.19) 

que poderá ser empregada dependendo do tipo da análise a ser realizada. Por 

exemplo, quando apenas os transientes fluidos são de interesse, e não há 

necessidade de se conhecer a resposta da parte mecânica, suposta como mais 

rápida que a fluida. 

 O modelo mais simples de uma bomba de deslocamento positivo, sem 

considerá-la como apenas uma fonte de vazão, é aquele no qual sua dinâmica 

como um todo e os efeitos dissipativos são desprezados, e se relaciona à saída em 

vazão com sua capacidade volumétrica e a velocidade angular de entrada. Assim, 

mBCq Ω=      (3.20) 
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3.2.9. 
Acumulador 

O acumulador hidropneumático, 243HXFigura 3.13X, representado por um 

capacitor não linear integrador composto, é um reservatório de óleo pressurizado a 

gás, ou elemento armazenador de energia que apresenta uma relação Pressão x 

Volume complexa, tipicamente não linear. A partir da escolha de um ponto de 

operação e das variações em torno desse ponto, uma aproximação linear pode ser 

bastante realista. A princípio, foi considerado um comportamento linear para o 

acumulador, na qual tem-se as variações de pressão a partir de um valor de 

pressurização inicial (pB0 B), como função do volume (V), variável integrada da 

vazão (V = ∫ q dt). 

 A relação constitutiva linear do acumulador é representada pela equação 

V
C

pp
AC

0
1

+=     (3.21) 

onde CBAC B é a chamada capacitância fluida, que depende da geometria do 

acumulador, das propriedades do fluido hidráulico e também das propriedades do 

gás confinado no seu interior, e a pressão pB0 B indica a pressurização inicial do 

acumulador.  

No caso do modelo não linear a capacitância é função do próprio volume e 

da pressão. Nos sistemas hidráulicos que possuem acumuladores a gás para 

regular as características de pressão e vazão do óleo de trabalho, o gás 

normalmente não tem tempo de trocar calor com suas vizinhanças. Assim, uma 

boa aproximação para o comportamento dos gases em um determinado ponto de 

operação (PB0 B, VB0 B) é a de um comportamento isentrópico (sendo reversível, será 

também adiabático), que conduz a uma relação constitutiva da forma 

Δ Δp
C

V=
1      (3.22) 

onde C é a capacitância do gás para o ponto de operação considerado, e pode ser 

expressa por 

C V
P

= 0

0γ
     (3.23) 
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onde VB0B e PB0 B são o volume do gás e a correspondente pressão no ponto de 

operação e γ é a relação entre os calores específicos à pressão constante e à 

volume constante. 

 

    
(a) Esquema Fisico   (b) Grafo de Fluxo de Potência 

 

Figura 3.13: Acumulador HidroPneumático – Acumulador Não Linear Integrador 

Composto. 

 

3.3. 
Acoplamento dos Módulos 

 

Obtidos os modelos individuais de cada componente, para que estes possam 

ser conectados deve-se inicialmente verificar se as variáveis de entrada e de saída 

destes modelos são compatíveis. Analisando o acoplamento entre os sistemas (1) e 

(2) mostrado na 244HXFigura 3.14X, tem-se que a variável de saída de (1) e de entrada em 

(2) é o esforço e a variável de saída de (2) e de entrada em (1) é o fluxo, o que 

garante neste caso o imediato acoplamento entre estes modelos. Diz-se então que 

os modelos têm causalidade compatível, o que se não ocorrer implica em 

alterações que serão discutidas adiante.  Lembra-se que a causalidade está 

associada à relação de causa e efeito que sempre existe em ligações onde flui 

potência, ou seja é o efeito de carga sempre presente na interação dinâmica entre 

sistemas físicos: quando um elemento fornece esforço (ou fluxo) para outro, este 

reage fornecendo fluxo (ou esforço) para o primeiro. 

Na 245HXFigura 3.14X representa-se no fluxo de potência o sentido da variável 

esforço pela barra causal (Karnopp et al. (1990)), indicando na ligação de (1) com 

(2)  que o esforço vai de (1) para (2), e conseqüentemente o fluxo retorna de (2) 
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para (1). É oportuno neste momento justificar que a notação utilizada para 

representar as ligações externas dos sub-sistemas e a relação de causa e efeito 

entre as variáveis de potência é a mesma adotada pelos Grafos de Ligação por se 

considerar que esta é a mais compacta e completa notação desenvolvida para este 

fim. 

 
Figura 3.14: Conexão de Módulos em Diagrama de Blocos e em Fluxo de Potência. 

 

Para que se possa utilizar modelos matemáticos previamente desenvolvidos 

no acoplamento de sub-modelos é necessário ainda verificar se o sentido de 

potência estabelecido para cada módulo é o mesmo. Entretanto esta situação, caso 

não ocorra, é menos restritiva que a da causalidade, pois basta inverter o sinal de 

uma equação de saída ou de entrada, de modo que a conexão por ser realizada. 

 

3.4. 
Condições de Compatibilidade 

Discute-se a seguir as condições que garantem o acoplamento entre os sub-

sistemas. Na 246HXFigura 3.15X os modelos (1) e (2) de uma ou mais portas (multiportas) 

de potência podem ser imediatamente conectados, pois tanto a causalidade quanto 

a potência são compatíveis, ou seja as variáveis de entrada e saída de cada um dos 

modelos e o sinal das equações associadas são coerentes, não havendo a 

necessidade de alterá-las para a conexão. 

 

 
Figura 3.15: Módulos com causalidade e potência compatíveis. 

 

Quando, conforme a 247HXFigura 3.16X, a potência de um sistema está em um dado 

sentido e a do outro em sentido contrário, basta inverter o sinal da equação de 

entrada em (1) ou de saída em (2) para que haja compatibilidade. Lembra-se que 

normalmente existem sistemas de mais de uma variável (de múltiplas portas ou 
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multivariável), devendo-se portanto inverter apenas o sinal da equação 

correspondente à variável de entrada ou de saída para a conexão. 

 

 
Figura 3.16: Módulos com causalidade compatível e potência invertida. 

 

Entretanto se ocorre a situação mostrada na 248HXFigura 3.17X, a princípio os 

modelos (1) e (2) não podem ser acoplados, pois como indicado neste caso a 

variável de saída de (1) é o esforço e a de entrada em (2) é o fluxo, assim como a 

de entrada em  (1) é o fluxo e a de saída de (2) é o esforço. Diz-se então que há 

conflito de causalidade, o que implica na dependência matemática entre as 

variáveis que caracterizam a dinâmica do sistema acoplado, ou seja há menos 

graus de liberdade físicos no modelo completo do que a soma dos grafos de 

ligação individuais. Isto gera uma malha algébrica (equações algébricas 

dependentes) que deve ser resolvida. 

 

 
Figura 3.17: Módulos com causalidade incompatível. 

 

A quebra da malha algébrica pode ser feita através da manipulação analítica 

das equações associadas, o que altera os modelos individuais desenvolvidos. 

Assim estará se modificando as variáveis de entrada e de saída e compatibilizando 

a causalidade. Esta é uma solução “elegante” mas trabalhosa, que pode ser 

inviável em alguns problemas, principalmente aqueles que envolvam equações 

não-lineares ou sistemas de equações retangulares, cuja inversão é difícil ou até 

mesmo impossível por metodologias tradicionais. 

Uma outra solução requer o conhecimento dos componentes que serão 

conectados, pois deve-se alterar a natureza física do acoplamento, se for possível, 

através de elementos de inversão de causalidade, como apresentado na 249HXFigura 

3.18X. Estes elementos podem ser sub-sistemas especialmente desenvolvidos ou até 

mesmo simples elementos adicionais que são introduzidos de modo a 
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compatibilizar as variáveis no acoplamento. Tomando como exemplo os sistemas 

mecânicos, a introdução de um elemento mola adicional (de grande rigidez) entre 

duas inércias permite inverter a causalidade associada a uma delas, o que 

compatibiliza a conexão, evitando a manipulação que levaria ao elemento inércia 

equivalente, sem alteração significativa no desempenho do sistema acoplado. O 

mesmo procedimento pode ser generalizado para qualquer sistema físico e suas 

conexões. 

 

 
Figura 3.18: Quebra do Conflito de Causalidade por Elementos de Inversão de 

Causalidade. 

 

Uma vez que este procedimento de acoplamento está sendo desenvolvido 

para aplicações computacionais, a quebra do conflito de causalidade através de 

recursos numéricos também não pode ser descartada. A introdução de 

“seguradores” ou de “atrasos de transporte” de retardo desprezível, prática comum 

para se resolver malhas algébricas computacionalmente, ou ainda a de “atrasos 

simples” de primeira ordem, com ganho unitário e constante de tempo também 

desprezível, sem qualquer justificativa física, pode auxiliar na solução deste 

problema (Speranza Neto e da Silva (1997)). Porém deve-se atentar para o fato 

que devido às dinâmicas destes elementos serem muito rápidas isto altera 

significativamente o tempo de simulação dos modelos assim obtidos. Este recurso 

é o equivalente computacional do apresentado na 250HXFigura 3.18X, já que se introduziu 

um elemento especial para poder conectar os sub-sistemas. 

Pode haver ainda situações de conflito de causalidade entre variáveis 

internas dos sub-sistemas, o que não acarreta em problemas mais graves. Uma vez 

que esta incompatibilidade não ocorre entre as variáveis de potência de entrada e 

saída, isto não implica em malhas algébricas entre variáveis que deveriam ser, a 

princípio, dinamicamente independentes, e portanto não há, a priori, necessidade 

de se quebrar estas malhas internas. 
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3.5. 
Acoplamento Através do Fluxo de Sinal 

Em alguns modelos é conveniente e mais simples adotar sinais de comando, 

relacionados à fontes ilimitadas, não estando portanto associados à potência, 

conforme apresentado na 251HXFigura 3.19X. Além disto pode-se também conectar sub-

sistemas através apenas de sinais, sem que haja potência fluindo entre os 

elementos acoplados. Neste caso inclusive não há necessidade destas variáveis 

serem de potência, tanto na entrada quanto na saída, como mostrado na 252HXFigura 

3.20X.  

 
Figura 3.19: Sinal de Comando, sem fluxo de potência. 

 
Figura 3.20: Conexão sem fluxo de potência, apenas com fluxo de sinal. 

 

Quando se adota hipóteses simplificadoras que permitem este tipo de 

acoplamento, comum quando se trabalha com sistemas de instrumentação e 

controle, que não geram efeito de carga para os sistemas aos quais estão 

conectados, não há preocupação com conflitos de causalidade ou 

incompatibilidades, pois qualquer variável pode ser empregada para transferir 

sinais de um sistema para o outro nestas condições. Note que em um mesmo 

sistema algumas ligações podem ser feitas através do fluxo de potência e outras 

apenas com o fluxo de sinal. 
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3.6. 
Aplicação  

Com o intuito de exemplificar a teoria descrita neste capítulo serão 

propostos três modelos de linha fluida utilizando os modelos T, Pi e L 

respectivamente onde os módulos individuais estão representados na Figura 3.21 

através de Grafo de Ligação e na Figura 3.22 através de Fluxo de Potência. 

   
Modelo T    Modelo π.   Modelos L ( ⎤ ) 

Figura 3.21: Grafo de Ligação Modelo T, Modelo π, Modelos L ( ⎤ ). 

 

   
Modelo T    Modelo π.   Modelos L ( ⎤ ) 

Figura 3.22: Fluxo de Potência Modelo T, Modelo π, Modelos L ( ⎤ ). 

 

 O modelo da linha fluida pode ser obtido de forma direta conectando em 

série os Modelos L, já que este modelo possui compatibilidade de causalidade. No 

caso dos modelos T e π a conexão em série não pode ser feita de forma direta, 

devido ao conflito de causalidade destes modelos. Em virtude deste problema é 

necessária a inclusão de um elemento de inversão de causalidade marcado de 

vermelho na Figura 3.23 e na Figura 3.24. Após a inclusão dos elementos de 

inversão de causalidade os modelos se tornam similares, de forma rápida podemos 

ver que a utilização do modelo L é direta e simples, mas esta simplicidade irá 

depender da situação de uso do modelo. 
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Figura 3.23: Grafo de Ligação analogia entre os Modelos T, Modelo π, Modelos L ( ⎤ ). 

 

 

 
 

 
 

 
Figura 3.24: Fluxo de Potência analogia entre os Modelos T, Modelo π, Modelos L ( ⎤ ). 

 

No caso do modelo T a conexão seqüencial ou em série, através das suas 

portas de entrada e saída de potência, leva, inevitavelmente às inércias com 

causalidade diferencial ou aos elementos inércia equivalentes, o que não torna o 

procedimento de acoplamento automático. Quando se trata de um único trecho de 

tubulação, com entradas em pressão, pode-se adotar este modelo para analisar tal 

sistema. Quando existem bifurcações na linha, o modelo T também pode ser 
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empregado, pelo menos no trecho da tubulação conectado ao distribuidor de vazão 

sob uma mesma pressão. 

O acoplamento de módulos π em série, para caracterizar a discretização de 

uma linha fluida de grande extensão também levaria ao aparecimento de 

elementos equivalentes, mas agora de capacitores com causalidade diferencial, o 

que não é recomendado. Entretanto, é apropriado o uso de um único módulo, 

quando as entradas são fontes de vazão – por exemplo bombas de deslocamento 

positivo e/ou válvulas de controle de vazão. 

Nota-se que a diferença dos modelos L e L invertido, consiste apenas nas 

suas arquiteturas, torna um mais apropriado para uma determinada construção do 

que o outro, e vice-versa. Pela sua versatilidade, e devido a não existência de 

restrições no que diz respeito a geração de elementos equivalentes – ou com 

causalidade diferencial, além do fato de se poder construir os outros dois modelos, 

o T e o π  através da conexão adequada de dois dos módulos L e L invertido, 

considera-se este tipo de representação como a aquela que melhor caracteriza um 

trecho de linha fluida.  
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4 
Estudo dos Casos 

 Serão discutidas a seguir as vantagens e desvantagens na aplicação de cada 

um dos procedimentos de modelagem apresentados. Nota-se inicialmente a 

completa equivalência entre os modelos matemáticos encontrados, o que não 

poderia deixar de ocorrer, uma vez que a origem de ambos é o mesmo modelo 

físico. Aquele descrito pelos Grafos de Ligação trás a vantagem de representar de 

forma clara e inequívoca o fluxo de potência, característica associada à própria 

técnica, o que leva à modularidade, fundamental para a obtenção de modelos de 

sistemas complexos a partir de uma base simples. A simplicidade de 

representação dos Grafos de fluxo de potência é outro atrativo, uma vez que 

modelos de grande porte podem ser tratados de forma consistente e eficiente. A 

consistência dos modelos é garantida pelas relações de causa e efeito entre as 

diversas variáveis, e a eficiência se encontra no número de equações de pequena 

ordem – associadas aos modelos dos componentes individuais - corretamente 

acopladas, formando um sistema de elevado grau, sem a necessidade de um 

equacionamento global. 

 

4.1. 
Modelo “T” (Analítico) 

 De modo a comparar os resultados encontrados através das duas 

metodologias, a 253HXFigura 4.1 X apresenta um sistema fluido, composto por um 

reservatório infinito, uma tubulação com 3 elementos com diferentes áreas de 

seção reta, e uma válvula, caracterizada por uma curva de fechamento, juntamente 

com os principais dados para sua análise, como as características geométricas dos 

tubos e as condições iniciais de vazão (QB0 B) comum a todos, e os head em t = 0 

(HB0 B, HB1 B, HB2 B, e HB3 B) diferentes em cada trecho em função da perda de carga. Esse 

sistema é descrito com maiores detalhes em Streeter e Wylie (1978), e em Souza 

Jr e Moreira Santos (1993), onde discute-se, respectivamente, a utilização do
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 Método das Características e um modelo análogo elétrico para solução dos 

transientes fluidos. O grafo de ligação deste sistema é mostrado na 254HXFigura 4.2X, 

empregando um modelo T para cada trecho de linha fluida, acoplados em série. 

 

 
 Figura 4.1: Sistema fluido com tubulação de área variável. 

 

 
Figura 4.2: Grafo de Ligação empregando 3 T’s em série. 

 

O modelo matemático obtido a partir do Grafo de Ligação da 255HXFigura 4.2X, 

para um único T por trecho, na forma de equações de estado, adotando como 

variáveis as vazões nas inércias e as pressões nos capacitores com causalidade 

integral é dado por 
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no qual o resistor RB25B foi considerado como um orifício com coeficiente de 

descarga variável modulado pelo tempo  

 

4.1.1. 
Modelo de Fechamento da Válvula (Resistor Fluxo Causal) 

 O modelo de fechamento da válvula (Resistor Fluxo Causal) pode ser 

obtido a partir da teoria de orifícios da mecânica dos fluidos apresentada pr 

Streeter e Wylie (1978) ou em Rosernberg e Karnopp (1983) através da expressão 

 

2
2

0

0

)(
)(

Q
Q

p
p

τ
Δ

=Δ     (4.1) 

onde  

QB0 B é a vazão em regime permanente; 

Q é a vazão na entrada da válvula; 

(Δp) B0B é o diferencial de pressão em regime permanente; 

Δp é o diferencial de pressão. 
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Pode-se notar que o elemento trabalha com a causalidade invertida 

(Resistor Fluxo Causal). Definindo-se um coeficiente adimensional de abertura da 

válvula por 

0)( vd

vd

AC
AC

=τ      (4.2) 

onde 

CBd B é o coeficiente de descarga da válvula, 

vA  é a área de abertura da válvula, 

Aplicando-se a Equação (X4.1X) no problema descrito na XFigura 4.1 X chega-se 

a seguinte expressão para o modelo de fechamento da válvula  

( ) ( )tQ
Q

p
tP 2

252
0

0
25 )(

)(
τ

Δ
=     (4.3) 

Significando que para τ = 0 a válvula encontra-se totalmente fechada e para τ = 1 

totalmente aberta e com escoamento permanente. Deve-se tomar cuidado na 

implementação do modelo da válvula quando esta se encontra totalmente fechada. 

Na prática admite-se que sempre há alguma passagem de fluido e τ → 0, mas 

nunca τ = 0. A 256HXTabela 4.1X e a 257HXFigura 4.3X apresentam a variação de τ com o tempo 

encontrada em Streeter e Wylie (1978) que é empregada no exemplo aqui tratado.  

 

Tabela 4.1: Coeficiente adimensional τ para o exemplo do Streeter e Wylie (1978). 

t (s) τ 

0,0 1,0 

0,6 0,2 

1,2 0,1 

1,8 0,0 

2,1 0,0 
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Figura 4.3: Modelo de Fechamento da Válvula (Tau). 
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4.1.2. 
Avaliação da compatibilidade entre os módulos  

A 258HXFigura 4.4X descreve a representação através de diagramas de blocos para o 

sistema descrito na 259HXFigura 4.1X, onde o reservatório foi modelado como uma fonte 

de pressão sendo a variável de entrada vazão “q” e variável de saída pressão “P”. 

O trecho fluido foi modelado a partir da equação de estado obtida pelo do grafo de 

ligação (260HXFigura 4.2X), onde as variáveis de entrada são as pressões e as variáveis de 

saída ás vazões. A variável de entrada da válvula (Resistor Fluxo Causal) é a 

vazão, e a de saída a pressão, e sua abertura é modulada pela curva de fechamento 

τ (XFigura 4.3X). 

 
Figura 4.4: Diagrama de Blocos empregando 3 T’s em série. 

 

 Pode-se notar que as variáveis de entrada e saída de cada um dos modelos 

e o sinal das equações associadas são coerentes, não havendo a necessidade de 

alterá-las para a conexão. Com isto pode se representar o sistema através do Fluxo 

de Potência conforme 261HXFigura 4.5X, onde a causalidade e potência dos módulos são 

compatíveis. 

 
Figura 4.5: Fluxo de Potência empregando 3 T’s em série. 

 

4.1.3. 
Simulação  

 A fim de se avaliar a eficiência do modelo empregou-se outras três 

discretizações para linha fluida: 3T-4T-1T, 10T-13T-3T, 10T-10T-10T, onde os 

grafos de ligação são mostrados respectivamente nas Figuras X4.6X, X4.7X e X4.8X. A 
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proporção de número de trechos para os casos 3T-4T-1T e 10T-13T-3T foi obtida 

a partir da Equação (262HX2.84X). 

 
Figura 4.6: Grafo de Ligação empregando 3T-4T-1T em série para cada um dos 3 

trechos da linha. 
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Figura 4.7: Grafo de Ligação empregando 10T-13T-3T em série para cada um dos 3 

trechos da linha. 
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Figura 4.8: Grafo de Ligação empregando 10 T’s em série para cada um dos 3 trechos 

da linha. 
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4.1.3.1. 
Obtenção do modelo de estado para nT’s  

A fim de obter uma metodologia automática de obtenção do modelo de 

estado para um número n de trechos, criou-se um modelo de estado dependente de 

n dado por: 
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no qual os coeficientes da diagonal principal iDP  são dados por  

2

3
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onde n  é o número de circuitos. Logo para 3T-4T-1T 8=n ; 10T-13T-3T 26=n  

e 10T-10T-10T 30=n . 

Os coeficientes da diagonal superior iDS  são obtidos por  

2
1

1
I

DS =  
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e utilizando a mesma metodologia, chega-se aos valores dos coeficientes da 

diagonal inferior iDI  como sendo 

( ) 085
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 Verifica-se que a montagem de modelos analíticos fechados com um 

maior número de “T’s” por trecho pode ser facilmente obtida através de um 

algoritmo que reproduz a seqüência para determinação dos coeficientes acima 

descrita. A implementação deste algoritmo utilizando a linguagem de 

programação Matlab encontra-se no Apêndice deste texto. 
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4.1.3.2. 
Parâmetros  

 Os parâmetros adotados para a simulação são listados nas 263HTabela 4.2X a 264HX4.6X, 

nas quais encontram-se indicados, além dos valores numéricos de cada parâmetro 

e suas respectivas unidades, também as propriedades do fluido e as características 

geométricas de cada trecho, baseados nos dados mostrados na 265HXFigura 4.1X. O 

método de solução numérica para todas as simulações, foi o de passo variável 

conforme descrito na figura abaixo  

 

 
Figura 4.9: Opções de solução do Simulink para os Modelos T. 

 

 

A implementação destes modelos no Simulink foi feita diretamente através 

da matriz de estado, sendo que o modelo de fechamento da válvula exigiu a 

introdução de funções Matlab específicas. Os resultados da simulação para as 

principais variáveis, comparados com aqueles encontrados em Streeter e Wylie 

(1978) são apresentados a partir da 266HXFigura 4.9X até a 267HXFigura 4.15 X. 
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Tabela 4.2: Parâmetros da linha fluida com 3 trechos distintos - Exemplo 3.7 de Streeter 

e Wylie (1978). 

Celeridade a m/s
Comprimento L m
Diâmetro D m
Área A m2

Fator de Atrito f
Aceleração da
Gravidade

g m/s2

Massa 
Específica*

ρ kg/m3

Variável Símbolo Início 
Tubo 1

Final 
Tubo 3

Unidades

Head H0 289,04 100 m
(Pressão 
Equivalente*)

(P0) (2,834) (0,981) (MPa)

Vazão 
Volumétrica

Q0 0,2 0,2 m3/s

PARÂMETROS BÁSICOS

Parâmetro Símbolo
Valores

UnidadesTubo 1 Tubo 2 Tubo 3
1200 1200 1200
351 485 115
0,3 0,2 0,15

0,0707 0,0314 0,0177
0,019 0,018 0,018
9,806 9,806 9,806

1000 1000 1000

Condições Iniciais de Simulação
Final Tubo 

1
Final 

Tubo 2
279,96
(2,745)

190,13
(1,864)

0,2 0,2
 

UObservações:  

*  A massa específica do fluido foi considerada igual a 1000 kg/mP

3
P. 
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Tabela 4.3: Parâmetros da linha fluida com 3 trechos distintos e um T por trecho. Modelo 

Grafo de Ligação. 

Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3
Celeridade a 1200 1200 1200 m/s
Comprimento L 351 485 115 m
Diâmetro D 0,3 0,2 0,15 m
Área A 0,0707 0,0314 0,0177 m2

Fator de Atrito f 0,019 0,018 0,018

Aceleração da
Gravidade

g 9,806 9,806 9,806 m/s2

Massa 
Específica*

ρ 1000 1000 1000 kg/m3

Inércia Fluida* I f 2,48 x 106 7,69 x 106 3,25 x 106 kg/m4

Capacitância 
Fluida*

C f 1,72 x 10-8 1,05 x 10-8 1,41 x 10-9 m3/Pa

Resistência 
Fluida*,**

R f 2,22 x 105 2,20 x 106 2,21 x 106 Pa/(m3/s)

PARÂMETROS BÁSICOS

Parâmetro Símbolo
Valores

Unidades

 

Head
(m)

Pressão 
Equivalente*

(MPa)

Vazão 
Volumétrica

(m³/s)

Tubo 1
( T) T 1 Entrada 289,04 2,834 0,2

Junção
Tubo 1-2 T 1-2 Saida - Entrada 279,96 2,745 0,2

Junção
Tubo 2-3 T 2-3 Saida - Entrada 190,13 1,864 0,2

Tubo 3
(1 T) T 4 Saida 100 0,981 0,2

Condições Iniciais de Simulação

Trecho
(1T-1T-1T)

Variável

 
 

Observações: 

*  A massa específica do fluido foi considerada igual a 1000 kg/mP

3
P. 

** Para uma resistência hidráulica constante, adotou-se uma vazão de 0,2 mP

3
P/s. 
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Tabela 4.4: Parâmetros da linha fluida com 3T-4T-1T por trecho. Modelo Grafo de 

Ligação. 

Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3
Celeridade a 1200 1200 1200 m/s
Comprimento L 351 485 115 m
Diâmetro D 0,3 0,2 0,15 m
Área A 0,0707 0,0314 0,0177 m2

Fator de Atrito f 0,019 0,018 0,018

Aceleração da
Gravidade

g 9,806 9,806 9,806 m/s2

Massa 
Específica*

ρ 1000 1000 1000 kg/m3

Inércia Fluida* I f 8,28 x 105 1,92 x 106 3,25 x 106 kg/m4

Capacitância 
Fluida*

C f 5,74 x 10-9 2,63 x 10-9 1,41 x 10-9 m3/Pa

Resistência 
Fluida*,**

R f 7,42 x 104 5,51 x 105 2,21 x 106 Pa/(m3/s)

PARÂMETROS BÁSICOS

Parâmetro Símbolo
Valores

Unidades

 

Head
(m)

Pressão 
Equivalente*

(MPa)

Vazão 
Volumétrica

(m³/s)

T 1 Entrada 289,04 2,834 0,2
T 1-2 Saida - Entrada 286,01 2,805 0,2
T 2-3 Saida - Entrada 282,99 2,775 0,2

Junção T 3-4 Saida - Entrada 279,96 2,745 0,2
T 4-5 Saida - Entrada 257,5 2,525 0,2
T 5-6 Saida - Entrada 235,05 2,305 0,2
T 6-7 Saida - Entrada 212,59 2,085 0,2

Junção T 7-8 Saida - Entrada 190,13 1,864 0,2
Tubo 3
(1 T) T 9 Saida 100 0,981 0,2

Condições Iniciais de Simulação
Variável

Tubo 1
(3 T)

Tubo 2
(4 T)

Trecho
(3T-4T-1T)

 
 

Observações: 

*  A massa específica do fluido foi considerada igual a 1000 kg/mP

3
P. 

** Para uma resistência hidráulica constante, adotou-se uma vazão de 0,2 mP

3
P/s. 
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Tabela 4.5: Parâmetros da linha fluida com 10T-13T-3T por trecho. Modelo Grafo de 

Ligação. 

Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3
Celeridade a 1200 1200 1200 m/s
Comprimento L 351 485 115 m
Diâmetro D 0,3 0,2 0,15 m
Área A 0,0707 0,0314 0,0177 m2

Fator de Atrito f 0,019 0,018 0,018

Aceleração da
Gravidade

g 9,806 9,806 9,806 m/s2

Massa 
Específica*

ρ 1000 1000 1000 kg/m3

Inércia Fluida* I f 2,48 x 105 5,91 x 105 1,08 x 106 kg/m4

Capacitância 
Fluida*

C f 1,72 x 10-9 8,11 x 10-10 4,70 x 10-10 m3/Pa

Resistência 
Fluida*,**

R f 2,22 x 104 1,69 x 105 7,37 x 105 Pa/(m3/s)

PARÂMETROS BÁSICOS

Parâmetro Símbolo
Valores

Unidades
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XTabela 4.5X: Parâmetros da linha fluida com 10T-13T-3T por trecho. Modelo Grafo de 

Ligação (Cont.).  

Head
(m)

Pressão 
Equivalente*

(MPa)

Vazão 
Volumétrica

(m³/s)

T 1 Entrada 289,04 2,83 0,2
T 1-2 Saida - Entrada 288,13 2,83 0,2
T 2-3 Saida - Entrada 287,22 2,82 0,2
T 3-4 Saida - Entrada 286,31 2,81 0,2
T 4-5 Saida - Entrada 285,41 2,80 0,2
T 5-6 Saida - Entrada 284,50 2,79 0,2
T 6-7 Saida - Entrada 283,59 2,78 0,2
T 7-8 Saida - Entrada 282,68 2,77 0,2
T 8-9 Saida - Entrada 281,78 2,76 0,2
T 9-10 Saida - Entrada 280,87 2,75 0,2

Junção T 10-11 Saida - Entrada 279,96 2,75 0,2
T 11-12 Saida - Entrada 273,05 2,68 0,2
T 12-13 Saida - Entrada 266,14 2,61 0,2
T 13-14 Saida - Entrada 259,23 2,54 0,2
T 14-15 Saida - Entrada 252,32 2,47 0,2
T 15-16 Saida - Entrada 245,41 2,41 0,2
T 16-17 Saida - Entrada 238,50 2,34 0,2
T 17-18 Saida - Entrada 231,59 2,27 0,2
T 18-19 Saida - Entrada 224,68 2,20 0,2
T 19-20 Saida - Entrada 217,77 2,14 0,2
T 20-21 Saida - Entrada 210,86 2,07 0,2
T 21-22 Saida - Entrada 203,95 2,00 0,2
T 22-23 Saida - Entrada 197,04 1,93 0,2

Junção T 23-24 Saida - Entrada 190,13 1,86 0,2
T 24-25 Saida - Entrada 160,09 1,57 0,2
T 25-26 Saida - Entrada 130,04 1,28 0,2
T 27 Saida 100,00 0,98 0,2

Tubo 3
(3 T)

Condições Iniciais de Simulação
Variável

Trecho
(10T-13T-3T)

Tubo 1
(10 T)

Tubo 2
(13 T)

 
Observações: 

*  A massa específica do fluido foi considerada igual a 1000 kg/mP

3
P. 

** Para uma resistência hidráulica constante, adotou-se uma vazão de 0,2 mP

3
P/s. 
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Tabela 4.6: Parâmetros da linha fluida com 10T-10T-10T por trecho. Modelo Grafo de 

Ligação. 

Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3
Celeridade a 1200 1200 1200 m/s
Comprimento L 351 485 115 m
Diâmetro D 0,3 0,2 0,15 m
Área A 0,0707 0,0314 0,0177 m2

Fator de Atrito f 0,019 0,018 0,018

Aceleração da
Gravidade

g 9,806 9,806 9,806 m/s2

Massa 
Específica*

ρ 1000 1000 1000 kg/m3

Inércia Fluida* I f 2,48 x 105 7,69 x 105 3,25 x 105 kg/m4

Capacitância 
Fluida*

C f 1,72 x 10-9 1,05 x 10-9 1,41 x 10-10 m3/Pa

Resistência 
Fluida*,**

R f 2,22 x 104 2,20 x 105 2,21x 105 Pa/(m3/s)

PARÂMETROS BÁSICOS

Parâmetro Símbolo
Valores

Unidades
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XTabela 4.6X Parâmetros da linha fluida com 10T-10T-10T por trecho. Modelo Grafo de 

Ligação (Cont.) 

Head
(m)

Pressão 
Equivalente*

(MPa)

Vazão 
Volumétrica

(m³/s)

T 1 Entrada 289,04 2,83 0,2
T 1-2 Saida - Entrada 288,13 2,83 0,2
T 2-3 Saida - Entrada 287,22 2,82 0,2
T 3-4 Saida - Entrada 286,31 2,81 0,2
T 4-5 Saida - Entrada 285,41 2,80 0,2
T 5-6 Saida - Entrada 284,50 2,79 0,2
T 6-7 Saida - Entrada 283,59 2,78 0,2
T 7-8 Saida - Entrada 282,68 2,77 0,2
T 8-9 Saida - Entrada 281,78 2,76 0,2
T 9-10 Saida - Entrada 280,87 2,75 0,2

Junção T 10-11 Saida - Entrada 279,96 2,75 0,2
T 11-12 Saida - Entrada 270,98 2,66 0,2
T 12-13 Saida - Entrada 261,99 2,57 0,2
T 13-14 Saida - Entrada 253,01 2,48 0,2
T 14-15 Saida - Entrada 244,03 2,39 0,2
T 15-16 Saida - Entrada 235,05 2,30 0,2
T 16-17 Saida - Entrada 226,06 2,22 0,2
T 17-18 Saida - Entrada 217,08 2,13 0,2
T 18-19 Saida - Entrada 208,10 2,04 0,2
T 19-20 Saida - Entrada 199,11 1,95 0,2

Junção T 20-21 Saida - Entrada 190,13 1,86 0,2
T 21-22 Saida - Entrada 181,12 1,78 0,2
T 22-23 Saida - Entrada 172,10 1,69 0,2
T 23-24 Saida - Entrada 163,09 1,60 0,2
T 24-25 Saida - Entrada 154,08 1,51 0,2
T 25-26 Saida - Entrada 145,07 1,42 0,2
T 26-27 Saida - Entrada 136,05 1,33 0,2
T 27-28 Saida - Entrada 127,04 1,25 0,2
T 28-29 Saida - Entrada 118,03 1,16 0,2
T 29-30 Saida - Entrada 109,01 1,07 0,2
T 31 Saida 100 0,98 0,2

Tubo 2
(10 T)

Tubo 3
(3 T)

Condições Iniciais de Simulação
Variável

Trecho
(10T-10T-10T)

Tubo 1
(10 T)

 
 

Observações: 

*  A massa específica do fluido foi considerada igual a 1000 kg/mP

3
P. 

** Para uma resistência hidráulica constante, adotou-se uma vazão de 0,2 mP

3
P/s. 
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Apresenta a seguir a resposta em Head x Tempo para o trecho 3, nota-se 

que com o aumento do número de discretizações o modelo se aproximou do 

Streeter.  

 
(a) Modelo com 1 T por trecho.   (b) Modelo com 3T-4T-1T por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10T-13T-3T por trecho.  (d) Modelo com 10T por trecho. 

 

 
Figura 4.10: Pressão em Head no trecho 3 da tubulação. 
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Segue abaixo a resposta em função da vazão para o trecho 3 , neste caso 

mesmos com um número pequeno de discretizações o modelo se aproximou do 

Streeter. 

 
(a) Modelo com 1 T por trecho.   (b) Modelo com 3T-4T-1T por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10T-13T-3T por trecho.  (d) Modelo com 10T por trecho. 

 
Figura 4.11: Vazão na saída do trecho 3 da tubulação. 
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A Figura 4.12 abaixo representa a resposta da pressão do sistema no trecho 

2, para quatro situações distintas de discretização, novamente o aumento do número de 

discretizações aumentou a eficiência do modelo. 
 

 
(a) Modelo com 1 T por trecho.   (b) Modelo com 3T-4T-1T por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10T-13T-3T por trecho.  (d) Modelo com 10T por trecho. 

 
Figura 4.12: Pressão em Head no trecho 2 da tubulação. 
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No caso do trecho 2 a resposta da vazão em função do tempo é descrita na 

Figura 4.13 abaixo. 

 
(a) Modelo com 1 T por trecho.   (b) Modelo com 3T-4T-1T por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10T-13T-3T por trecho.  (d) Modelo com 10T por trecho. 

 

 
Figura 4.13: Vazão na saída do trecho 2 da tubulação. 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421086/CA



4 Estudo dos Casos 99 

     

Para o trecho 1 ocorreu um comportamento um pouco diferente em relação 

aos outros trechos no intervalo de 1,7 segundos a 2,1 segundos para a resposta do 

Head x Tempo conforme descrito na figura abaixo. Mesmo com o aumento do 

número de discretizações o método teve um comportamento oscilatório o que não 

ocorre no método das características. 

 
  (a) Modelo com 1 T por trecho.   (b) Modelo com 3T-4T-1T por trecho. 

 
(c) Modelo com 10T-13T-3T por trecho.  (d) Modelo com 10T por trecho. 

 
Figura 4.14: Pressão em Head no trecho 1 da tubulação. 
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No caso da resposta em função da vazão para o trecho 1 o comportamento 

durante todo o intervalo de tempo se aproximou do Streeter, para um maior 

número de discretizações. 

 

 
(a) Modelo com 1 T por trecho.  (b) Modelo com 3T-4T-1T por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10T-13T-3T por trecho.  (d) Modelo com 10T por trecho. 

 
Figura 4.15: Vazão na saída do trecho 1 da tubulação. 
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 Analisando os resultados chega-se a conclusão que os modelos obtidos 

pelas diferentes metodologias levam à comportamentos bastante semelhantes, 

guardadas as limitações de cada representação. Um número maior de elementos T 

na representação em Grafos de Ligação praticamente igualou o comportamento 

das variáveis.  

 Outro fato interessante é que o número de elementos na discretizações não 

precisa levar em consideração a Equação (268HX2.84X). O modelo com 10 discretizações 

por trechos ficou mais próximo do método das características do que o modelo 

10T-13T-3T, isto deve-se ao fato do modelo 10T-10T-10T possuir número de 

elementos em linha fluida maior do que o outro. Uma análise física do 

comportamento do sistema será discutida posteriormente quando todos os 

modelos forem confrontados. 

 

4.2. 
Modelos L ( ⎤ ) (Módulos Acoplados) 

Apresenta-se a seguir uma metodologia alternativa de se abordar, através 

de fluxo de potência, o problema da linha fluida descrito por Streeter e Wylie 

(1978) com 3 trechos (269HXFigura 4.1X), conforme tratado no item anterior. O grafo de 

ligação desta nova configuração é mostrado na 270HXFigura 4.16X, através do 

acoplamento de módulos L em série representando cada trecho de linha fluida.  

 
Figura 4.16: Grafo de Ligação empregando 3 L’s em série. 
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Conforme mostrado anteriormente, as equações dinâmicas  para um único 

módulo L são dadas por 
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ou na forma de estado 
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 Não será necessário obter um modelo fechado representativo do sistema 

composto pelos diversos módulos. O resistor RB16 Bfoi considerado também como 

um orifício com coeficiente de descarga variável modulada pelo tempo (modelo 

de fechamento da válvula), conforme discutido a seguir. 

 

4.2.1. 
Modelo de Fechamento da Válvula (Resistor Esforço Causal) 

No caso do modelo de fechamento da válvula (Resistor Esforço Causal), 

utiliza-se também a teoria de orifícios da mecânica dos fluidos, apresentada no 

modelo de fechamento da válvula (Resistor Fluxo Causal). Para o Resistor 

Esforço Causal tem-se então 

 

p
p

Q
Q Δ

Δ
=

0

0

)(
τ     (4.4) 

onde 

QB0 B é a vazão em regime permanente. 

Q é a vazão na entrada da válvula 

(Δp) B0B é o diferencial de pressão em regime permanente. 

Δp é o diferencial de pressão. 
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Sendo τ  coeficiente adimensional de abertura da válvula definido pela 

Equação 271HX(4.2) X, onde a variação no tempo é descrita através da 272HXTabela 4.1X e da 

273HXFigura 4.3X. Nota-se que nesta forma de representação (Esforço Causal) pode-se ter 

0=τ !! 

 

4.2.2. 
Avaliação da compatibilidade entre os módulos  

Para se obter o modelo do sistema através da conexão de módulos “L” 

verificou-se a compatibilidade entre os modelos anteriormente desenvolvidos e o 

representado pela 274HXFigura 4.17X. Nota-se que especial atenção foi dada ao elemento 

resistor representativo do modelo de fechamento, no qual houve uma mudança de 

causalidade: a válvula agora recebe pressão e devolve vazão – elemento esforço 

causal, o que é mais coerente com o seu funcionamento, mas altera as equações do 

fechamento que devem ser escritas na forma inversa, como descrito 

anteriormente, mantendo a constante de tempo τ para controle da abertura. 

 

 
Figura 4.17: Diagrama de Blocos empregando 3 L’s em série. 

 

Observa-se que no caso do modelo de linha por acoplamento de módulos 

“L” (XFigura 4.18X75), não foi necessário obter o modelo analítico fechado 

representativo do sistema composto pelos diversos módulos. Deve-se ter atenção 

ao fato dos parâmetros associados ao modelo “L” serem aqueles relacionados ao 

trecho da linha fluida, mas sem qualquer divisão por 2, como ocorria no caso dos 

modelos “T” para as inércias e resistências e para as capacitâncias do modelo “π”.  

 

 
Figura 4.18: Fluxo de Potência empregando 3 L’s em série. 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421086/CA



4 Estudo dos Casos 104 

     

4.2.3. 
Simulação  

Seguindo a mesma metodologia de simulação adotada para o modelo T 

foram propostas as seguintes discretizações: 3L-4L-1L, 10L-13L-3L, 10L-10L-

10L. Cujos grafos de ligação são apresentados nas Figuras X4.19X até X4.21X : 

 

 
Figura 4.19: Grafo de Ligação empregando 3L-4L-1L em série para cada um dos 3 

trechos da linha. 
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Figura 4.20: Grafo de Ligação empregando 10L-13L-3L em série para cada um dos 3 

trechos da linha. 
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Figura 4.21: Grafo de Ligação empregando 10 L’s em série para cada um dos 3 trechos 

da linha. 
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4.2.3.1. 
Parâmetros  

 Vale ressaltar que no modelo L ( ⎤ ) não há necessidade de dividir nenhum 

dos parâmetros por 2. Os parâmetros adotados para a simulação, são listados nas 

276HXTabela 4.7X a 277HX4.10X. Conforme explicitado anteriormente nestas tabelas encontram-

se além dos valores numéricos de cada parâmetro, suas respectivas unidades, as 

propriedades do fluido, e as características geométricas de cada trecho, baseados 

nos dados mostrados na 278HXFigura 4.1X. Utilizou- se o mesmo  método de solução 

numérica utilizado no modelo T para todas as simulações, conforme descrito na 

figura abaixo  

 

 
Figura 4.22: Opções de solução do Simulink para os Modelos L. 

 

A implementação destes modelos no Simulink foi feita diretamente através 

da união de modelos L ( ⎤ ) em série, e o modelo de fechamento da válvula exigiu 

a introdução de uma nova função Matlab, diferente da apresentada no Modelo “T” 

. As Figuras 279HX4.22X até 280HX4.28X mostram os resultados da simulação para as principais 

variáveis, comparados com aqueles encontrados em Streeter e Wylie (1978).  

 
Tabela 4.7: Parâmetros da linha fluida com 3 trechos distintos e um L por trecho. Modelo 

Grafo de Ligação. 
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Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3
Celeridade a 1200 1200 1200 m/s
Comprimento L 351 485 115 m
Diâmetro D 0,3 0,2 0,15 m
Área A 0,0707 0,0314 0,0177 m2

Fator de Atrito f 0,019 0,018 0,018
Aceleração da
Gravidade

g 9,806 9,806 9,806 m/s2

Massa 
Específica*

ρ 1000 1000 1000 kg/m3

Inércia Fluida* I f 4,96 x 106 15,45 x 106 6,50 x 106 kg/m4

Capacitância 
Fluida*

C f 1,72 x 10-8 1,06 x 10-8 1,41 x 10-9 m3/Pa

Resistência 
Fluida*,**

R f 4,45 x 105 44,27 x 105 4,42 x 106 Pa/(m3/s)

PARÂMETROS BÁSICOS

Parâmetro Símbolo
Valores

Unidades
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XTabela 4.7X: Parâmetros da linha fluida com 3 trechos distintos e um L por trecho. 

Modelo Grafo de Ligação (Cont.). 

Head
(m)

Pressão 
Equivalente*

(MPa)

Vazão 
Volumétrica

(m³/s)

Tubo 1
( L) L 1 Entrada 289,04 2,834 0,2

Junção
Tubo 1-2 L 1-2 Saida - Entrada 279,96 2,745 0,2

Junção
Tubo 2-3 L 2-3 Saida - Entrada 190,13 1,864 0,2

Tubo 3
(1 L) L 4 Saida 100 0,981 0,2

Condições Iniciais de Simulação

Trecho
(1L-1L-1L)

Variável

 
 

Observações: 

*  A massa específica do fluido foi considerada igual a 1000 kg/mP

3
P. 

** Para uma resistência hidráulica constante, adotou-se uma vazão de 0,2 mP

3
P/s. 
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Tabela 4.8: Parâmetros da linha fluida com 3L-4L-1L por trecho. Modelo Grafo de 

Ligação. 

Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3
Celeridade a 1200 1200 1200 m/s
Comprimento L 351 485 115 m
Diâmetro D 0,3 0,2 0,15 m
Área A 0,0707 0,0314 0,0177 m2

Fator de Atrito f 0,019 0,018 0,018

Aceleração da
Gravidade

g 9,806 9,806 9,806 m/s2

Massa 
Específica*

ρ 1000 1000 1000 kg/m3

Inércia Fluida* I f 1,66 x 106 3,84 x 106 6,51 x 106 kg/m4

Capacitância 
Fluida*

C f 5,74 x 10-9 2,63 x 10-9 1,41 x 10-9 m3/Pa

Resistência 
Fluida*,**

R f 1,48 x 105 1,10 x 106 4,42 x 106 Pa/(m3/s)

PARÂMETROS BÁSICOS

Parâmetro Símbolo
Valores

Unidades

 

Head
(m)

Pressão 
Equivalente*

(MPa)

Vazão 
Volumétrica

(m³/s)

L 1 Entrada 289,04 2,834 0,2
L 1-2 Saida - Entrada 286,01 2,805 0,2
L 2-3 Saida - Entrada 282,99 2,775 0,2

Junção L 3-4 Saida - Entrada 279,96 2,745 0,2
L 4-5 Saida - Entrada 257,5 2,525 0,2
L 5-6 Saida - Entrada 235,05 2,305 0,2
L 6-7 Saida - Entrada 212,59 2,085 0,2

Junção L 7-8 Saida - Entrada 190,13 1,864 0,2
Tubo 3
(1 L) L 9 Saida 100 0,981 0,2

Condições Iniciais de Simulação
Variável

Tubo 1
(3 L)

Tubo 2
(4 L)

Trecho
(3L-4L-1L)

 
 

Observações: 

*  A massa específica do fluido foi considerada igual a 1000 kg/mP

3
P. 

** Para uma resistência hidráulica constante, adotou-se uma vazão de 0,2 mP

3
P/s. 
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Tabela 4.9: Parâmetros da linha fluida com 10L-13L-3L por trecho. Modelo Grafo de 

Ligação. 

Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3
Celeridade a 1200 1200 1200 m/s
Comprimento L 351 485 115 m
Diâmetro D 0,3 0,2 0,15 m
Área A 0,0707 0,0314 0,0177 m2

Fator de Atrito f 0,019 0,018 0,018

Aceleração da
Gravidade

g 9,806 9,806 9,806 m/s2

Massa 
Específica*

ρ 1000 1000 1000 kg/m3

Inércia Fluida* I f 4,97 x 105 1,18 x 106 2,17 x 106 kg/m4

Capacitância 
Fluida*

C f 1,72 x 10-9 8,11 x 10-10 4,70 x 10-10 m3/Pa

Resistência 
Fluida*,**

R f 4,45 x 104 3,39 x 105 1,47 x 106 Pa/(m3/s)

PARÂMETROS BÁSICOS

Parâmetro Símbolo
Valores

Unidades
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XTabela 4.9X: Parâmetros da linha fluida com 10L-13L-3L por trecho. Modelo Grafo 

de Ligação (Cont.). 

Head
(m)

Pressão 
Equivalente*

(MPa)

Vazão 
Volumétrica

(m³/s)

L 1 Entrada 289,04 2,83 0,2
L 1-2 Saida - Entrada 288,13 2,83 0,2
L 2-3 Saida - Entrada 287,22 2,82 0,2
L 3-4 Saida - Entrada 286,31 2,81 0,2
L 4-5 Saida - Entrada 285,41 2,80 0,2
L 5-6 Saida - Entrada 284,50 2,79 0,2
L 6-7 Saida - Entrada 283,59 2,78 0,2
L 7-8 Saida - Entrada 282,68 2,77 0,2
L 8-9 Saida - Entrada 281,78 2,76 0,2
L 9-10 Saida - Entrada 280,87 2,75 0,2

Junção L 10-11 Saida - Entrada 279,96 2,75 0,2
L 11-12 Saida - Entrada 273,05 2,68 0,2
L 12-13 Saida - Entrada 266,14 2,61 0,2
L 13-14 Saida - Entrada 259,23 2,54 0,2
L 14-15 Saida - Entrada 252,32 2,47 0,2
L 15-16 Saida - Entrada 245,41 2,41 0,2
L 16-17 Saida - Entrada 238,50 2,34 0,2
L 17-18 Saida - Entrada 231,59 2,27 0,2
L 18-19 Saida - Entrada 224,68 2,20 0,2
L 19-20 Saida - Entrada 217,77 2,14 0,2
L 20-21 Saida - Entrada 210,86 2,07 0,2
L 21-22 Saida - Entrada 203,95 2,00 0,2
L 22-23 Saida - Entrada 197,04 1,93 0,2

Junção L 23-24 Saida - Entrada 190,13 1,86 0,2
L 24-25 Saida - Entrada 160,09 1,57 0,2
L 25-26 Saida - Entrada 130,04 1,28 0,2
L 27 Saida 100,00 0,98 0,2

Tubo 3
(3 L)

Condições Iniciais de Simulação
Variável

Trecho
(10L-13L-3L)

Tubo 1
(10 L)

Tubo 2
(13 L)

 
Observações: 

*  A massa específica do fluido foi considerada igual a 1000 kg/mP

3
P. 

** Para uma resistência hidráulica constante, adotou-se uma vazão de 0,2 mP

3
P/s. 
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Tabela 4.10: Parâmetros da linha fluida com 10L-10L-10L por trecho. Modelo Grafo de 

Ligação. 

Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3
Celeridade a 1200 1200 1200 m/s
Comprimento L 351 485 115 m
Diâmetro D 0,3 0,2 0,15 m
Área A 0,0707 0,0314 0,0177 m2

Fator de Atrito f 0,019 0,018 0,018

Aceleração da
Gravidade

g 9,806 9,806 9,806 m/s2

Massa 
Específica*

ρ 1000 1000 1000 kg/m3

Inércia Fluida* I f 4,97 x 105 1,54 x 106 6,51 x 105 kg/m4

Capacitância 
Fluida*

C f 1,72 x 10-9 1,05 x 10-9 1,41 x 10-10 m3/Pa

Resistência 
Fluida*,**

R f 4,45 x 104 4,40 x 105 4,42 x 105 Pa/(m3/s)

PARÂMETROS BÁSICOS

Parâmetro Símbolo
Valores

Unidades
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XTabela 4.10X: Parâmetros da linha fluida com 10L-10L-10L por trecho. Modelo 

Grafo de Ligação (Cont.). 

Head
(m)

Pressão 
Equivalente*

(MPa)

Vazão 
Volumétrica

(m³/s)

L 1 Entrada 289,04 2,83 0,2
L 1-2 Saida - Entrada 288,13 2,83 0,2
L 2-3 Saida - Entrada 287,22 2,82 0,2
L 3-4 Saida - Entrada 286,31 2,81 0,2
L 4-5 Saida - Entrada 285,41 2,80 0,2
L 5-6 Saida - Entrada 284,50 2,79 0,2
L 6-7 Saida - Entrada 283,59 2,78 0,2
L 7-8 Saida - Entrada 282,68 2,77 0,2
L 8-9 Saida - Entrada 281,78 2,76 0,2
L 9-10 Saida - Entrada 280,87 2,75 0,2

Junção L 10-11 Saida - Entrada 279,96 2,75 0,2
L 11-12 Saida - Entrada 270,98 2,66 0,2
L 12-13 Saida - Entrada 261,99 2,57 0,2
L 13-14 Saida - Entrada 253,01 2,48 0,2
L 14-15 Saida - Entrada 244,03 2,39 0,2
L 15-16 Saida - Entrada 235,05 2,30 0,2
L 16-17 Saida - Entrada 226,06 2,22 0,2
L 17-18 Saida - Entrada 217,08 2,13 0,2
L 18-19 Saida - Entrada 208,10 2,04 0,2
L 19-20 Saida - Entrada 199,11 1,95 0,2

Junção L 20-21 Saida - Entrada 190,13 1,86 0,2
L 21-22 Saida - Entrada 181,12 1,78 0,2
L 22-23 Saida - Entrada 172,10 1,69 0,2
L 23-24 Saida - Entrada 163,09 1,60 0,2
L 24-25 Saida - Entrada 154,08 1,51 0,2
L 25-26 Saida - Entrada 145,07 1,42 0,2
L 26-27 Saida - Entrada 136,05 1,33 0,2
L 27-28 Saida - Entrada 127,04 1,25 0,2
L 28-29 Saida - Entrada 118,03 1,16 0,2
L 29-30 Saida - Entrada 109,01 1,07 0,2
L 31 Saida 100 0,98 0,2

Tubo 2
(10 L)

Tubo 3
(3 L)

Condições Iniciais de Simulação
Variável

Trecho
(10L-10L-10L)

Tubo 1
(10 L)

 
 

Observações: 

*  A massa específica do fluido foi considerada igual a 1000 kg/mP

3
P. 

** Para uma resistência hidráulica constante, adotou-se uma vazão de 0,2 mP

3
P/s. 
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Segue abaixo a resposta para o modelo L em Head x Tempo para o trecho 

3. Como ocorreu para o Modelo T o aumento no número de discretizações do 

modelo L aproximou-se da resposta obtida pelo modelo clássico do Streeter.  

 
(a) Modelo com 1L por trecho.   (b) Modelo com 3L-4L-1L por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10L-13L-3L por trecho.  (d) Modelo com 10L por trecho. 

 
Figura 4.23: Pressão em Head no trecho 3 da tubulação (Modelo L). 
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Apresenta-se a resposta em função da vazão para o modelo L no trecho 3, 

novamente conforme observado no Modelo T com um número pequeno de 

discretizações o modelo L se aproximou dos resultados obtidos pelo Streeter. 

 
(a) Modelo com 1 L por trecho.  (b) Modelo com 3L-4L-1L por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10L-13L-3L por trecho.  (d) Modelo com 10L por trecho. 

 

Figura 4.24: Vazão na saída do trecho 3 da tubulação (Modelo L).  
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Nota-se novamente com o aumento do número de discretizações o modelo 

torna-se mais eficiente, conforme apresentado abaixo para a resposta da pressão 

do sistema no trecho 2, para quatro situações distintas de discretização. 

 
(a) Modelo com 1 L por trecho.  (b) Modelo com 3L-4L-1L por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10L-13L-3L por trecho.  (d) Modelo com 10L por trecho. 

 
Figura 4.25: Pressão em Head no trecho 2 da tubulação (Modelo L). 
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Para o trecho 2 a resposta da vazão em função do tempo é descrita na Figura 

4.26 abaixo. 

 

 
(a) Modelo com 1 L por trecho.  (b) Modelo com 3L-4L-1L por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10L-13L-3L por trecho . (d) Modelo com 10L por trecho. 

 
Figura 4.26: Vazão na saída do trecho 2 da tubulação (Modelo L). 
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O mesmo comportamento apresentado para o Modelo T no intervalo de 1,7 

segundos a 2,1 segundos para a resposta do Head x Tempo ocorreu para o modelo 

L conforme descrito na figura abaixo.  

 
(a) Modelo com 1 L por trecho.  (b) Modelo com 3L-4L-1L por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10L-13L-3L por trecho.  (d) Modelo com 10L por trecho. 

 

 
Figura 4.27: Pressão em Head no trecho 1 da tubulação (Modelo L). 
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Para a resposta em função da vazão no trecho 1 o comportamento durante 

todo o intervalo de tempo se aproximou do Streeter, para um maior número de 

discretizações, seguindo o mesmo comportamento do modelo T. 

 

 
(a) Modelo com 1 L por trecho.   (b) Modelo com 3L-4L-1L por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 10L-13L-3L por trecho.  (d) Modelo com 10L por trecho. 

 

 
Figura 4.28: Vazão na saída do trecho 1 da tubulação (Modelo L). 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421086/CA



4 Estudo dos Casos 121 

     

Novamente os modelos obtidos pelas diferentes metodologias levam à 

comportamentos bastante semelhantes e um número maior de elementos L 

praticamente igualou o comportamento das variáveis. Conforme ocorreu no 

modelo T não há necessidade de levar em consideração a Equação (2�81HX2.84X) para o 

cálculo do número de discretizações por trechos. 

 

4.3. 
Comparação Modelo Analítico, Modelo por Módulos Acoplados e 
Método das Características. 

 A fim de verificar as diferenças entre o Modelo Analítico, por Módulos 

Acoplados e o Método das Características utilizou-se dois critérios para obter o 

número discretização no primeiro critério foi o número de discretizações foi 

obtido a partir na Equação (282HX2.84X) com o intervalo de tempo 01,0=Δt , obtendo as 

seguintes proporções por trecho 29-40-10. No caso da segunda discretização o 

valor de proporções foi arbitrado como sendo de 30 discretizações por trecho. As 

Figuras 283HX4.29X até 284HX4.34X apresentam os resultados desta comparação.  

 
(a) Modelo com 29T-40T-10T por trecho.       (b) Modelo com 29L-40L-10L por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 30T-30T-30T por trecho.       (d) Modelo com 30L-30L-30L por trecho. 

Figura 4.29: Pressão em Head no trecho 3 da tubulação (Modelo T x Modelo L). 
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Nota-se que com o aumento do número de discretizações o tanto o Modelo 

Analítico, como o de Módulos Acoplados aproximaram-se do Método das 

Características. Outro fato interessante que no caso do modelo através de fluxo de 

potência não há a necessidade de utilização da Equação (282HX2.84X) já que os resultados 

obtidos para o modelos 30T-30T-30T e 30L-30L-30L demonstraram tanta eficácia 

quanto os modelos 29T-40T-10T e 29L-40L-10L. 

Pode-se notar que durante o intervalo de 0 a 0,6 segundos ambos os 

métodos obtiveram uma resposta adequada ao comportamento físico do sistema, 

já que neste intervalo a válvula está fechando, com isto há um aumentado na 

pressão do sistema. Para o intervalo de 0,6 a 1,2 onde a curva de fechamento 

muda sua inclinação houve uma diferença entre o Método das Características e os 

modelos obtidos através do fluxo de potência, os quais demonstraram uma 

pequena oscilação nos valores de pressão, além do fato desses valores serem 

inferiores aos obtidos através do método das características para o mesmo 

intervalo de tempo. Fica difícil avaliar qual o resultado que está correto sem um 

modelo real para comparação. No último intervalo de simulação ambos os 

modelos obtiveram a mesma resposta a pressão caiu de forma significativa já que 

a válvula estava completamente fechada.   
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(a) Modelo com 29T-40T-10T por trecho.       (b) Modelo com 29L-40L-10L por trecho. 

 

   
(c) Modelo com 30T-30T-30T por trecho.       (d) Modelo com 30L-30L-30L por trecho. 

 

Figura 4.30: Vazão na saída do trecho 3 da tubulação (Modelo T x Modelo L). 

 

 

Vale ressaltar novamente como era de se esperar no Modelo Analítico, e 

no de Módulos Acoplados não há necessidade de utilização da Equação (2.84) 

para o cálculo do número de discretizações. A vazão acompanhou a curva de 

fechamento da válvula à medida que o orifício da válvula reduzia o tamanho de 

abertura o valor de vazão também reduzido até chegar a zero. 
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(a) Modelo com 29T-40T-10T por trecho.       (b) Modelo com 29L-40L-10L por trecho. 

 

  
 

(c) Modelo com 30T-30T-30T por trecho.       (d) Modelo com 30L-30L-30L por trecho. 

 

Figura 4.31: Pressão em Head no trecho 2 da tubulação (Modelo T x Modelo L).  

 

O mesmo comportamento descrito para o trecho 3 pode ser observado neste 

trecho, a maior diferença é que o efeito de fechamento da válvula só ocorre depois 

de 0,1 segundos devido a tempo que a onda demora para se propagar no meio 

fluido. 
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(a) Modelo com 29T-40T-10T por trecho.       (b) Modelo com 29L-40L-10L por trecho. 

 

   
(c) Modelo com 30T-30T-30T por trecho.       (d) Modelo com 30L-30L-30L por trecho. 

 

Figura 4.32: Vazão na saída do trecho 2 da tubulação (Modelo T x Modelo L). 

 

 

O efeito de queda de vazão só pode ser notado a partir de 0,1 segundos 

devido ao efeito de propagação da onda no meio. No instante de tempo de 1,7 

segundos a vazão tem o seu valor nulo, a partir deste momento o sistema possui 

vazões negativas. 
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(a) Modelo com 29T-40T-10T por trecho.       (b) Modelo com 29L-40L-10L por trecho. 

 

 
(c) Modelo com 30T-30T-30T por trecho.       (d) Modelo com 30L-30L-30L por trecho 

Figura 4.33: Pressão em Head no trecho 1 da tubulação (Modelo T x Modelo L). 

 

 

O trecho 1 foi aquele que obteve os valores com maiores discrepâncias entre 

os valores de pressão do método das características e os modelos obtidos através 

do fluxo de potência. No intervalo de 1,1 segundos a 1,4 segundos os modelos 

obtidos através do fluxo de potência obtiveram valores de pressão maiores do que 

o método das características e oscilatórios. O comportamento inverso ocorreu no 

intervalo de tempo 1,7 segundos a 2,1 segundos onde os modelos obtidos através 

do fluxo de potência obtiveram valores de pressão menores. Nota-se também que 

neste trecho valor da pressão em 2,1 segundos foi inferior ao da condição inicial. 
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(a) Modelo com 29T-40T-10T por trecho.       (b) Modelo com 29L-40L-10L por trecho. 

 

  
(c) Modelo com 30T-30T-30T por trecho.       (d) Modelo com 30L-30L-30L por trecho 
 

Figura 4.34: Vazão na saída do trecho 1 da tubulação(Modelo T x Modelo L). 

 

 No trecho 1 em virtude da efeito de propagação da onda no meio fluido, só 

pode se observar a queda de vazão após 0,5 segundos de simulação, no instante 

1,5 segundos o sistemas atingiu a vazão nula. Em 2 segundos a vazão estava igual 

á -0,085 m³/s e em 2,1 segundos igual -0,080 m³/s. 

Nota-se que com o aumento do número de trechos ambos os modelos se 

aproximaram dos resultados obtidos por Streeter e Wylie (1978), mas no caso do 

modelo T o esforço computacional foi maior do que do modelo L. No modelo T o 

tempo de simulação foi de 2 min e 10s, no caso do modelo L o tempo de 

simulação foi de 4 s, cerca de 30 vezes mais rápido do que o modelo T para um 

computador com as seguintes descrições: 

• Sistema Operacional: Microsoft Windows XP Professional SP2 

• Placa Mãe: Asus K8V SE Deluxe 

• Processador : AMD Athlon (tm)  64 2800 Mhz+ 

• Memória : 2 x 512 MB Samsung (Total : 1GB) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421086/CA



4 Estudo dos Casos 128 

     

• Disco rígido (Principal): Segate 80 GB 7200 RPM 

• Disco rígido (Backup): Samsung 80 GB 7200 RPM 

• Placa de Vídeo ATI RADEON 9600 Series AGP (256 MB 

400Mhz) 

• Monitor (Principal) : 15” NEC MultiSync M 500 

• Monitor (Extensão de Área de Trabalho): 15” Samsung 

SyncMaster 550V 

 

Esta desvantagem do modelo T deve-se ao fato do programa ter que 

trabalhar com uma matriz muito grande (159 x 159 para o modelo 29T-40T-10T 

como exemplo). Algumas técnicas podem ser aplicadas para tentar reduzir o 

tempo de simulação já que a matriz pode ser considerada simétrica e esparsa, mas 

não se enquadram no objetivo deste trabalho. 

No caso do método das características para a mesma proporção de 

discretizações por trecho (29-40-10) o tempo de simulação é inferior a 1 s, com 

uma eficiência computacional melhor que os dois métodos apresentados.  

Mas deve-se considerar também que no caso dos modelos T e L existe a 

facilidade em se estabelecer diferentes modelos a partir de uma base consistente, 

que possibilita a união dessas representações de forma praticamente imediata, sem 

a necessidade de re-equacionamento do sistema. Isso faz com que os Grafos de 

Ligação, ou sua variante, os Grafos de Fluxo de Potência, sejam muito mais 

recomendados do que o Método das Características para o desenvolvimento de 

modelos de grande porte, no qual vários sub-sistemas, até mesmo de natureza 

física distinta, estão presentes. Também a inclusão de componentes adicionais na 

linha, como bifurcações, bombas, acumuladores, e outros, que no Método das 

Características é tratado como condições de contorno, conforme discutido 

anteriormente, em Grafos de Ligação é abordado de forma condizente com a 

natureza física dos componentes, respeitando as relações de causa e efeito das 

suas variáveis de potência e caracterizando de modo coerente suas equações 

constitutivas e funções de operação. Destaca-se ainda em Grafos de Ligação não 

há confusão entre o que é metodologia de modelagem e procedimento de solução 

de modelos.  
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 Na Figura 4.35 apresenta-se um paralelo entre as duas metodologias aqui 

discutidas de modo a ilustrar as principais etapas destes procedimentos. Em ambas 

há um processo de discretização considerando trechos de tubulação de 

comprimento definido, porém nos Grafos de Ligação identifica-se a natureza de 

cada fenômeno através de elementos bem estabelecidos, e há independência entre 

as variáveis tempo e posição, o que não ocorre no Método das Características, no 

qual, além disso há uma associação entre o modelo e o algoritmo de solução. 

Entretanto chega-se à resultados semelhantes através dos dois procedimentos, que 

é a solução do sistema de equações diferenciais acopladas que descreve a 

dinâmica da tubulação, em termos da variação no tempo das pressões e vazões 

relacionadas os elementos definidos pela discretização. 

 
Figura 4.35: Fluxograma comparativo Método das Características x Grafos de Ligação. 
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4.4. 
Avaliação do Comportamento Linear e Não Linear de uma Linha 
Fluida 

 

 Avalia-se neste item o comportamento dos modelos linear e não linear dos 

efeitos de perda de carga de uma linha fluida. Em todas as simulações realizadas 

anteriormente empregou-se a representação linear para o resistor que modela as 

perdas nas linhas, por se considerar este tratamento suficiente para os objetivos a 

que se propunham os casos analisados. Entretanto não foi avaliada em qualquer 

destas situações a influência do modelo não linear. De modo a responder uma 

indagação sobre a eficiência do modelo, apresenta-se a seguir uma comparação 

dos resultados encontrados com os dois modelos submetidos à condições 

similares. 

 

 Escolheu-se como base para tal análise o teste baseado na norma API17E, 

no qual a linha é descrita por um modelo “π”. A Figura 4.36 apresenta o diagrama 

de blocos adotado para esta avaliação, que considera ambos os modelos sob as 

mesmas excitações. Inicialmente supôs-se exatamente a mesma condição do teste, 

ou seja, a linha submetida a uma pressão inicial, e em seguida tendo o fluxo 

liberado em uma das extremidades, e a variação de pressão medida na outra. As 

Figuras 4.37 até 4.42 mostram os resultados. As curvas em “vermelho” descrevem 

o comportamento não linear e as em “azul” o do modelo linear. Nota-se que, 

apesar da diferença existente, as variações encontradas não são tão significativas a 

ponto de se considerar o modelo linear pouco representativo. Evidentemente a 

linha não linear descreve melhor o comportamento dos efeitos de perda de carga, 

porém a representação linear tem vantagens no que diz respeito, principalmente, à 

estimativa do tempo de resposta dos sistemas. 
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Figura 4.36: Diagrama de blocos para comparação dos modelos de linha. 
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Figura 4.37: Vazão na entrada da linha.  Figura 4.38: Vazão na saída da linha. 
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Figura 4.39: Pressão na entrada da linha. Figura 4.40: Pressão na saída da linha. 
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Figura 4.41: Vazão na  linha. Figura 4.42: Pressão na saída da válvula. 

 

 De modo a avaliar de forma mais completa o comportamento linear e não 

linear da linha, foram realizados testes empregando uma vazão de entrada (na 

bomba) constante de 40 lpm, adotando como base para linearização da linha 

valores de vazão relativos à entrada considerada. As Figuras 4.43 a 4.48 mostram 

os resultados para um valor de vazão para linearização de 7x10-4 m3/s, 

aproximadamente 40 lpm, igual ao  utilizados nas simulações das Figuras 4.37 até 

4.42 anteriores. Nas Figuras 4.49 a 4.54 a linearização foi feita a partir de um 

valor médio de 20 lpm, metade da vazão da bomba l, e nas Figuras 4.55 até 4.60 

adota-se o valor de 40 lpm para cálculo do parâmetro constante associado à perda 

de carga. Verifica-se, em termos gerais, que os resultados não são 

significativamente alterados pela adoção de um modelo mais detalhado e 

representativo para o resistor na linha fluida. A conclusão que se chega por esta 

análise é que o modelo linear é suficiente para representar as perdas de energia 

devido às características de rugosidade e imperfeições das mangueiras ou 

componentes similares. Pela comparação dos resultados recomenda-se adotar 

como base para o cálculo do parâmetro R do modelo linear a vazão fornecida pela 

fonte, no caso de linhas diretamente conectadas à bomba, ou a vazão máxima de 

alimentação quando a mangueira não se encontra ligada à qualquer fonte. 
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Figura 4.43: Q entrada da linha (7x10-4 m3/s). Figura 4.44: Q saída da linha (7x10-4 m3/s). 
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Figura 4.45: P entrada da linha (7x10-4 m3/s).       Figura 4.46: P saída da linha (7x10-4 m3/s). 
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Figura 4.47: Q na linha (7x10-4 m3/s). Figura 4.48: P saída da válvula (7x10-4 m3/s). 
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Figura 4.49: Q entrada da linha (20 lpm).  Figura 4.50: Q saída da linha (20 lpm). 
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Figura 4.51: P entrada da linha (20 lpm).    Figura 4.52: P saída da linha (20 lpm). 
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Figura 4.53: Q na linha (20 lpm).  Figura 4.54: P na saída da válvula (20 lpm). 
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Figura 4.55: Q entrada da linha (40 lpm). Figura 4.56:Q saída da linha (40 lpm). 
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Figura 4.57 : P na entrada da linha (40 lpm).   Figura 4.58 : P na saída da linha (40 lpm). 
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Figura 4.59: Q na linha (40 lpm).  Figura 4.60: P na saída da válvula (40 lpm). 
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5 
Conclusões e Sugestões  

5.1. 
Conclusões 

Conforme pode ser observado na discussão realizada sobre o modelo da 

linha fluida, o procedimento clássico de modelagem utilizando o Método das 

Características apresenta bons resultados, porém, é limitado à análise do sistema 

sob a ótica exclusiva da mecânica dos fluidos, não permitindo a conexão dos 

“elementos fluidos” com outros sistemas dinâmicos. O procedimento de 

modelagem através dos Grafos de Ligação e da sua variação, a metodologia de 

fluxo de potência, além de totalmente operacional é multidisciplinar e modular, o 

que facilita o processo de simulação, na medida em que não requer o 

desenvolvimento do modelo matemático na forma de um sistema elevado número 

de equações diferenciais. O ambiente Simulink/Matlab é um facilitador do 

processo de simulação que vem ao encontro da modularidade desta metodologia. 

Os modelos representativos da linha hidráulica aqui apresentados são 

baseados na literatura que se utiliza da analogia do circuito hidráulico ao circuito 

elétrico. Surgem, assim, os modelos clássicos “T” e “π”, que são, na realidade, 

combinações de elementos “L”. Como a discretização de uma mangueira é 

realizada pela conexão de diversos desses elementos, deve haver uma 

preocupação com os modelos dos componentes que com eles interagem, isto é, 

deve haver uma compatibilidade causal desses elementos com seu contorno. 

Assim, a representação que mais se adequa a uma discretização “natural” é o 

elemento “L”, no qual além de serem computadas todas as características de um 

elemento fluido teórico, isto é, os efeitos inerciais, capacitivos e dissipativos, a 

compatibilidade causal é plenamente atendida entre elementos adjacentes, o que 

não ocorre com os elementos “T” e “π”. 

Ficou também evidenciado que os resultados obtidos para o sistema são 

dependentes do nível de discretização adotado para o modelo da linha fluida, isto 

é, quanto mais refinado for a representação da linha fluida, mais precisas serão as 
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respostas e mais resultados estarão disponíveis para o usuário. O número de 

elementos básicos a ser adotado para uma simulação específica depende, portanto, 

da sensibilidade do modelador e da precisão das informações disponíveis sobre o 

sistema. 

Verificou-se, que os resultados não sofrem grandes alterações pela adoção 

do modelo não linear para o resistor na linha fluida. Logo a aplicação do modelo 

linear é suficiente para representar as perdas de energia devido às características 

de rugosidade e imperfeições das mangueiras ou componentes similares. 

5.2. 
Sugestões 

Uma análise mais detalhada do modelo “T” para tentar reduzir o tempo de 

simulação, já que com este modelo é fácil de obter a partir de sua matriz de estado 

seus autovalores e autovetores. Outros testes devem ser feitos para verificar a 

eficácia do sistema com outras condições de contorno, de preferência com valores 

experimentais. 

Uma análise mais criteriosa sobre o número de elementos utilizados na 

discretização do sistema deve ser feita, para que se obtenha uma forma de calcular 

este valor evitando testes desnecessários ou com uma incerteza alta.  

Outros efeitos devem ser acrescentados neste modelo como, temperatura do 

ambiente, pressão externa na parede da linha fluida, movimentação da linha 

devido o escoamento, etc. Estes efeitos podem ser tratados como modelos ligados 

em série ou paralelo com o modelo da linha fluida já desenvolvida, levando 

sempre em consideração as condições de acoplamento. 
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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