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Resumo

Neste trabalho estudaremos o diagrama de fase de dois modelos de Ising com in-
teragoes competitivas. Primeiro, o modelo de Ising numa rede quadrada anisotrépica na
presenca de um campo externo serd estudado pelos métodos aproximativos: Bethe-Peierls
e operador diferencial. O modelo consiste de cadeias ao longo do eixo-x interagindo fer-
romagneticamente com acoplamento de exchange J, e antiferromagneticamente entre
sitios de cadeias diferentes (ao longo do eixo-y) com acoplamento de exchange J, . O
estado fundamental (7" = 0) deste modelo consiste de cadeias com spins paralelos (ferro-
magnético) alternados de sinais ao longo do eixo-y (tipo fase superantiferromagnética),
ouseja, (+ — + — +...). A presenga do campo H na direcao do eixo de facil magnetizacao
(eixo z positivo), tem como objetivo inverter os spins que estdo orientados para baixo.
Em T = 0, existe um campo critico H, = 2.J, no qual o sistema sofre uma transigao
de fase continua (2% ordem). Para H < H, temos um ordenamento tipo SAF e para
H > H. o sistema fica desordenado com uma magnetizagao induzida por campo externo.
Na auséncia de campo externo (H = 0) este modelo apresenta solugdo exata com uma
transicao de fase na temperatura critica % ~ 2.269. Com H # 0 este modelo s6 tem
solugao aproximada. Veremos que MFA apresenta uma solucao qualitativa para o dia-
grama de fase no plano (T'— H) errénea, pois prevé uma transicao de primeira ordem na
regiao de altos valores do campo externo (H ~ H,.), com um ponto tricritico separando
a linha critica da linha de primeira ordem. Outros métodos obtém apenas transicao de
segunda ordem em toda regiao de H € [0, H ], com alguns deles indicando um compor-
tamento reentrante ao redor do ponto critico H = H.. Nosso objetivo serd analisar a
existéncia ou nao da reentriancia no diagrama de fase, discutindo a potencialidade de
diversos métodos . Outro sistema que iremos estudar, é o modelo de Ising com interagoes
antiferromagnéticas entre primeiros (/1) e segundos vizinhos (J2 ) nas redes quadrada
e ctibica simples na auséncia de campo externo, que serd discutido através dos métodos
aproximativos mencionados acima. O estado fundamental deste modelo apresenta dois

tipos de ordenamento de spins dependente do valor de o = j—f O papel da interacao J, €

X



induzir frustracao, destruindo assim a fase antiferromagnética (AF) que ocorre « < a.
Para a > a,, temos ordenamento dos spins alternados paralelamente e antiparalelamente
entre cadeias (rede quadrada) e planos (rede cibica simples). Na fase AF temos uma
linha critica T.(«) que decresce & medida que « cresce, se anulando no ponto multicritico
a=q. = 22—;2 (onde zje 29 sdo os numeros de coordenagoes entre primeiros e segundos
vizinhos, respectivamente). Para a rede quadrada temos z; = zo = 4 e a rede cibica
simples z5 = 2z; = 12. Denotaremos para a > «a, a fase colinear (para o caso particular
da rede quadrada é conhecida pela fase superantiferromagnética ) de uma forma genérica.
A temperatura de transi¢ao T.(«) na fase colinear cresce & medida que « cresce, sendo

que para a rede quadrada temos linha de primeira ordem para a. < a < a; e segunda

ordem para o > oy, que se interceptam no ponto tricritico (73, a.. ). No caso da rede

cibica simples temos linha de primeira ordem para todos os valores de o > «a, = i.
Propomos um esquema, baseado na analise do comportamento térmico do parametro de
ordem, para obtencao da linha de primeira ordem usando a técnica do operador diferen-
cial, que na literatura apenas tem sido aplicada na obtencao de linha critica, de modelos

que apresentam transicao de 1° ordem.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Ordenamento Magnético

E conhecido desde a antiguidade que algumas substancias apresentam propriedades
magnéticas. Porém, somente a partir do inicio do século XX o magnetismo foi interpre-
tado do ponto de vista qualitativo por Pierre Weiss [1], em 1907. Weiss apresentou uma
teoria fenomenolégica que era capaz de explicar qualitativamente o comportamento dos
materiais ferromagnéticos. Estes materiais tém magnetizagao esponténea (sem campo
externo) abaixo de uma temperatura critica 7, (temperatura de Curie), tornando-se
paramagnéticos para T>T. (magnetizagao nula).

A idéia bésica da teoria de Weiss (campo molecular) é que um tinico momento mag-
nético, associado a um dado fon do material, interage com o restante do cristal através
de um campo, que ele chamou de campo molecular, que é proporcional a magnetizacao
(média dos momentos magnéticos) do material. Mesmo sendo introduzida vérios anos
antes do modelo atdomico de Bohr, a teoria de Weiss ainda representa o ponto de par-
tida para investigacoes de sistemas magnéticos interagentes. Na figura 1-1 apresentamos
os comportamentos das magnetizagoes em fungao da temperatura reduzida T/T,. para
os compostos ferromagnéticos constituidos pelo ferro (Fe), niquel (Ni) e cobalto (Co).

Comparamos os resultados experimentais com os obtidos teoricamente usando a teoria



Figura 1.1: Comportamento das magnetizagoes espontaneas dos compostos formados por
niquel (Ni), ferro (Fe) e cobalto (Co). As curvas tedricas sdo baseadas na teoria de Weiss

[1].

de Weiss (ver Ref.2). Numa linguagem moderna, dizemos que quando atingimos a tem-
peratura de Curie [por exemplo T, (Fe) = 770°C, T, (Ni) = 358°C', T.(Co) = 1122°C], o
sistema sofreu uma transicao de fase, onde para T’ > T, temos uma fase desordenada com
mais simetria (paramagnética) e T' < T, temos uma fase ordenada com menos simetria
(ferromagnética) - quebra espontanea da simetria.

Apesar da teoria de Weiss ser capaz de reproduzir qualitativamente vérias propriedades
magnéticas dos compostos feromagnéticos (ex.: MnSb, CrTe, CrO,, CrBrz, EuO, EuS),
esta apresenta sérias inconsisténcias do ponto de vista quantitativo. Por exemplo, Weiss
imaginava que os momentos magnéticos interagiam no interior destes materiais, dando um
ordenamento ferromagnético, cuja energia de interacao era do tipo dipolo-dipolo. Esta
energia dipolar AFE; ~ f;—; ( 1 € o momento magnético do fon e a é o parametro de rede
cristalina) nao é capaz de explicar fisicamente os altos valores de T,. Vejamos o raciocinio
qualitativo: suponhamos que nos compostos ferromagnéticos o ordenamento dos momen-
tos magnéticos ocorre porque a energia de interagao, aqui representada pela dipolar AFEy,

é suficientemente maior do que a energia térmica kg7 (kg € a constante de Boltzmann),

isto ¢, AE; > kgT. A medida que a temperatura aumenta, a magnetizacio decresce



conforme mostra a figura 1-1, e quando atingimos 7, a ordem é destruida por causa fun-
damentalmente da energia térmica ser da mesma magnitude de AFEy, isto é, AE,; ~ kgT..
Portanto, usando j ~ jp (magneton de Bohr), a ~ 1A e o valor da constante kp, esti-
mamos 7, ~ 10~' K muito inferior aos resultados experimentais 7, ~ 10*K! Concluimos
assim que a origem microscépica do forte magnetismo (altos valores de T,.) nao deve-se
a interacao magnética entre os fons nos compostos ferromagnéticos'. Modernamente as
propriedades magnéticas estao associadas aos momentos magnéticos localizados nos fons.
O elétron é o responsdvel pelo magnetismo, com o seu momento angular intrinseco, o
spin. A existéncia de um momento magnético permanente tem sua origem nas camadas
eletronicas internas d ou f quando estas se encontram incompletas [4]. Cinco grupos
de elementos na tabela periédica apresentam essas caracteristicas. Sao os grupos do

ferro (camada 3d), palddio (camada 4d), lantanio (camada 4f), platina (camada 5d) e

actineo (camada 5f). Como a camada f é mais localizada e fortemente ligada ao dtomo,
as propriedades magnéticas dos isolantes sao melhores explicadas se considerarmos sua
origem nessas camadas. No caso de metais, o magnetismo ¢é explicado pela interagao s-d,
onde o elétron da camada s é delocalizado. Esse elétron itinerante, torna-se temporari-
amente residente no dtomo em um estado tipo d antes de tunelar de volta ao estado
delocalizado [5]. No entanto se tratarmos um fon de metal isoladamente, teremos um
sistema compreendido por um spin delocalizado mais os elétrons itinerantes. A popu-
lacao de elétrons s em torno do fon tem polarizacao de spin contraria ao do momento
magnético do fon. Esta nuvem de spins antiferromagnéticos em ressonéncia préxima do
fon é chamada de compensacao de Nagaoka de ligante de Kondo. Abaixo de uma tem-
peratura caracteristica Tk, a temperatura de Kondo, os spins antiparalelos neutralizam

o momento magnético do fon e reduzem a zero seu valor observavel, no limite tedrico.

!'Devemos salientar que nos compostos magnéticos a interacio dipolar sempre estd presente, porém
por ser de natureza extremamente fraca ela sozinha nao explica o forte magnetismo. Por outro lado,
materiais orgdnicos apresentam baixos valores para T. o que torna a interacao dipolar indispensével
para descrever as propriedades magnéticas destes novos compostos [3].



Resumindo, o magnetismo presente na matéria pode ter uma das duas origens:

a) Devido aos spins localizados: magnetismo localizado (isolante);

b) Devido aos spins dos elétrons em movimento: magnetismo itinerante (metal).

Neste trabalho nos restringimos ao estudo de modelos magnéticos localizados, de-
scritos por Hamiltonianos tipo Ising com interacoes competitivas, com o objetivo de
analisar diagramas de fases.

Outra caracteristica marcante nos materiais ferromagnéticos é apresentar divergéncia

oM

na grandeza susceptibilidade magnética a campo nulo x, = (—

3 H) 1o duando a temper-

atura critica T, é atingida. Por outro lado, existem materiais que apresentam divergéncia
de x, em T' = T, mas nao sao ferromagnéticos. Por exemplo, a magnetita (Fe3O,), min-
eral conhecido desde a antigiiidade, assim como outros 6xidos de ferro com a estrutura
cristalina do espinélio material, tais como, o MgFe;O4, MnFe;O4, NiFe;O4, CoFesO4 €
CuFe;O,, apesar de apresentarem uma magnetizacao espontdnea a temperatura ambi-
ente, sao na realidade classificados como ferrimagnéticos. Estes compostos tém spins
ordenados antiparalelamente com valores distintos (S; e S, por exemplo). Este desbal-
anceamento dos spins na rede cristalina, faz com que a magnetizacao total dos ferrimag-
netos com estrutura cristalina da granada apresentem um comportamento diferente da
magnetizacdo total do apresentado na figura 1-1 para os compostos ferromagnéticos. A
medida que a temperatura cresce nos compostos ferrimagnéticos, as magnetizacoes das
sub-redes M (fons com spin-S; apontados para cima) e M, (fons com spin-Ss apontados
para baixo, com Sy < S7) decresce monoticamente e atinge uma temperatura de compen-
saGao T omp, onde a magnetizacao total M = M; + My (M; > 0 e My < 0) se anula, mas
nao caracteriza uma transicao de fase propriamente dita. Para T' > T,,,,,, a magnetiza-
¢ao total cresce e a medida que a temperatura aumenta, M atinge um ponto de maximo
e decresce até finalmente se anular novamente na temperatura critica 7, , onde para
T > T, nao temos mais ordem magnética e o sistema torna-se paramagnético. Os ferri-
magnetos com esta caracteristica marcante de existéncia de temperatura de compensacao

sdo descritos pela férmula quimica Az(Fe50;5), onde A é um metal trivalente. Vejamos
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Figura 1.2: Magnetizacao espontanea molar em funcao da temperatura das granadas de
ferro AsFe5015 obtida da Ref. 6.

alguns exemplos: YbsFe;O013[Ttomp = 0K, T. = 548K, ErsFesO013[Ttomp = 83K, T, =
556 K, HosFe5012[Tomp = 137K, T. = 567K], DysFesO013[Teomp = 226K, T. = 563K],
ThsFe5012[Tromp = 246K,T. = 568K], GdsFes013[Teomp = 286K, T. = 564°K]. Na
figura 1-2 apresentamos o comportamento da magnetizacao espontdnea em funcao da
temperatura para as granadas de ferro do tipo AzFe5012 (A é um dos elementos dos
metais das terras-raras) obtidos experimentalmente por Pauthenet [6].

Existem, porém, outros materiais, como, por exemplo a hematita ( Fe;O3) e os 6x-
idos CoO e Cry03, que na auséncia de campo externo apresentam magnetizacao total
Zero e nao sao propriamente paramagnéticos. Estes materiais sao denominados de anti-
ferromagnéticos (AF) abaixo de uma dada temperatura caracteristica, conhecida como
temperatura de Néel (Ty). Para temperaturas altas (i.e., 7' > Ty ), os dipolos apon-
tam em direcoes aleatoérias destruindo assim a ordem magnética AF. No estado AF, os
dipolos magnéticos na rede cristalina interagem de tal maneira a se orientarem (minimo
de energia) antiparalelamente. Os compostos antiferromagnéticos mais simples sao os
fluoretos FeFsy[Ty = 90K] e MnFy[Ty = 75K] que apresentam uma estrutura cristalina
de corpo centrado, e os compostos com Fs, KMnF3[Ty = 95K], KNiF3[Ty = 275K] e

RbMnF;[Ty = 82K] com estrutura de peroskita numa rede cibica simples. A estrutura
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cristalina desses materiais é constituida por uma rede magnética que se divide em ape-
nas duas subredes equivalentes (A e B) e interpenetrantes. Devido a interacao de troca
(exchange) negativa (J < 0), os momentos magnéticos sao orientados antiparalelamente
sobre toda a rede cristalina, e na auséncia de campo externo temos mg = —my4 (my e
mp sao as magnetizagoes das subredes A-up e B-down, respectivamente). Por outro lado,
existem outros antiferromagnetos que possuem estruturas mais complexas, constituidas
por vérias subredes magnéticas como, por exemplo, os compostos magnéticos de face cen-
trada MnO(Ty = 120K), FeO(Tny = 198K), CoO(Tn = 291K) e NiO(Ty = 530K), cujas
magnetizagoes das subredes sao todas colineares. Esses compostos antiferromagnéticos
apresentam em comum a propriedade da susceptibilidade magnética total x, = (g—%) He0
(M = Ma+ Mg, H — 0) exibir um ponto de méximo na temperatura Ty, diferindo dras-
ticamente dos materiais ferromagnéticos que em 7' = T, tém uma divergéncia em x,. Na
figural-3 mostramos os resultados experimentais de y, versus 7' para o composto antifer-
romagnético MnCly.4H,O obtido por Lasher, van der Broek e Gorter [7]. As curvas c e
b correspondem a x,(7") de um monocristal obtidas ao longo do campo aplicado paralelo
e perpendicular ao eixo facil de magnetizacao, respectivamente. A curva p corresponde
a susceptibilidade do pé. Rigorosamente falando, segundo Fisher, Ty nao corresponde
ao valor maximo de x, e sim ao ponto de inflexdo, que ocorre ligeiramente abaixo deste
méaximo, conforme pode ser visto na curva da direita na figural-3.

Por outro lado, diferente dos compostos ferromagnéticos, que na presenca de campo
magnético externo na direcao do eixo fdcil da magnetizacao a transicao de fase é destruida
( nao existe T, por exemplo), os antiferromagnetos na presenga do campo externo podem
exibir diversos tipos de ordenamento magnético no diagrama de fase no plano 7' — H.
Do ponto de vista tedrico, os primeiros estudos das propriedades magnéticas em compos-
tos antiferromagnéticos foram desenvolvidos por Néel [8]. A teoria de Néel corresponde a
aplicacao da teoria do campo molecular de Weiss, onde dividimos o sistema antiferromag-

nético em duas ou mais subredes interpenetrantes. Com esta teoria é possivel explicar

qualitativamente os comportamentos da susceptibilidade apresentadas na figura 1-3.
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Figura 1.3: Comportamento da susceptibilidade a campo nulo em funcao da temperatura
para o composto antiferromagnético MnCly.4H,O [7].

O comportamento de materiais antiferromagnéticos uniaxiais em campos externos
depende fortemente das intensidades relativas de suas energias de anisotropia e de inter-
cambio. Existem aqueles que sao fracamente anisotrépicos permitindo assim a rotacao
dos spins em torno do eixo de facil magnetizacao, e, tipicamente, as transicoes de fase
nestes sistemas sao acompanhados de uma rotacao nas direcoes dos spins. Exemplos
destes tipos de materiais antiferromagnéticos sao MnF,, FeFy, KCoF3, KNiF5, RbMnFj,
Cry03, NiCly.6H50. O diagrama de fase no plano T'— H apresenta trés fases distintas: i)
antiferromagnética (AF), ii) spin-flop (SP), iii) paramagnética (P). A uma temperatura
abaixo da temperatura de Néel e para pequenos valores do campo, a dire¢cao média dos
spins nas duas subredes é paralela na subrede A e antiparalela na subrede B, o que cor-
responde a fase AF. Quando o campo é aumentado acima de um valor critico, o sistema
experimenta uma transicao de fase de primeira ordem para a fase SF onde os spins nas
duas subredes sao orientados segundo um angulo de flop com a direcao do campo. Au-
mentando ainda mais o campo nesta regiao SF, o dngulo de flop vai continuamente a
zero, ocorrendo entdo uma transigao de fase de segunda ordem (ou continua) para a fase

paramagnética. Este fenomeno de flop dos spins foi previsto teoricamente por Néel [8] e
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Figura 1.4: Diagrama de fase no plano T'— H para o sal antiferromagnético NiCly.6H,O
obtido experimentalmente na Ref. 9.

tem sido observado experimentalmente num grande niimero de materiais com anisotropia
pequena. Por exemplo, na figura 1-4 apresentamos os resultados do diagrama de fase T'
versus H para o composto antiferromagnético NiCly.6H5O obtido nos anos setenta por
Nei Oliveira, Paduan e Salinas [9]. O ponto de intersegao das trés fronteiras de fase foi

identificado por Fisher e Nelson [10] como sendo o ponto bicritico.

Existem, porém, outros materiais antiferromagnéticos que sao fortemente anisotrépi-
cos, 0 que vincula os spins a permanecerem paralelos ou antiparalelos ao eixo de fécil
magnetizagao tal que as transigoes nestes materiais sao geralmente caracterizadas por
simples reversoes nas direcoes dos spins. Estes materiais, denominados de metamag-
néticos, apresentam apenas transicao de fase AF diretamente para a fase P em todo o
intervalo de temperatura. Observe que o termo metamagnetismo que usamos tem o sig-
nificado mais amplo dado por Stryjewski e Giordano [11]. Como exemplo de materiais

metamagnéticos temos CrSb, MnTe, CrCl,, FeCly, CoCly, Dy3Al5012, e sao constituidos
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Figura 1.5: Diagrama de fase T versus H para o composto Dy3Al;015[13]. A curva
continua representa a linha critica e a pontilhada uma linha de coexisténcia (primeira
ordem). O circulo cheio representa o ponto tricritico.

por uma sucessao de camadas ferromagnéticas que se alternam em sinais.

Para estes compostos metamagnéticos, a anisotropia faz com que a fase SF nao
apareca no diagrama de fase no plano T'— H, observando apenas as fases AF e P. As ca-
madas (planos) nestes compostos estdo ordenados ferromagneticamente e alternadas em
dire¢oes opostas. Teoricamente dizemos que os spins nas camadas interagem ferromag-
neticamente (.J;) e entre camadas antiferromagneticamente (.J;). Com esta competigao,
o diagrama de fase apresenta uma transigdo cotinua AF-P para baixos (altas) campos
(temperaturas) e de primeira ordem para altos (baixas) valores de campos (temperat-
uras). Existe um ponto, denominado de ponto tricritico [12], que separa as transi¢oes
continuas e descontinuas. Na figura 1-5 apresentamos os resultados experimentais do
diagrama de fase no plano T'— H para o composto Dy3Al;O015 obtido por Landau, Keen,
Schneider e Wolf [13]. Vale a pena mencionar que o ponto tricritico indicado na figura
1-5 s6 foi denominado posteriormente, logo apéds o trabalho teérico de Griffiths [12].

Do ponto de vista tedrico, os diagramas de fases experimentais mostrados nas figuras
1-4 e 1-5 para os metamagnetos com fraca e forte anisotropia, respectivamente, podem
ser analisados qualitativamente usando a teoria de Néel [8]. Na figura 1-6, mostramos os

resultados obtidos nesta aproximagao de campo molecular (teoria de Néel).
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Figura 1.6: Diagrama de fase no plano T'— H obtido via aproximagao de campo molecular.
(a) matamagneto fortemente anisotrépico, (b) metamagneto fracamente anisotrépico. As
curvas continuas sao linhas criticas (segunda ordem). As curvas tracejadas e pontilhadas
sdo linhas de coexisténcia (primeira ordem).

Vimos que devido aos arranjos dos momentos magnéticos numa rede cristalina, onde
leva-se em consideracao os valores dos spins, anisotropias, topologia da rede, etc, podemos
ter diversos tipos de ordenamentos magnéticos [14]. A presenca dos materiais magnéticos
em nossas vidas é observada desde o fma que colocamos na geladeira até a memoria
(HD) do computador. O estudo dos fendmenos magnéticos cria interface entre a Fisica
e outras ciéncias, por exemplo, a medicina. Medir os campos magnéticos produzidos
por organismos vivos pode ser ttil no entendimento de sistemas biofisicos, diagndstico
e terapia de humanos. Tais campos tém origem nas correntes que sao produzidas pela

atividade de despolarizagao das células (cérebro, coracao, nervos).

1.2 Modelagem teérica do magnetismo

Na secao anterior, apresentamos de forma sucinta alguns tipos de ordenamento magnético
na matéria, bem como discutimos diagramas de fases induzidos por campo magnético
externo em compostos antiferromagnéticos. Para explicar o forte magnetismo do ponto

de vista microscopico, Heisenberg [15] propos que o alinhamento dos spins decorria de seus
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vizinhos mais proximos. A interacao eletrostédtica entre elétrons das camadas externas de
fons adjacentes, tratada quanticamente via teoria de perturbacao, produz uma separacao
dos niveis de energia eletronicos, que pode ser entendida como a quantidade de energia
necessdria para trocar os elétrons do atomo. Por exemplo, para um sistema de dois
elétrons [14, 16], o principio de exclusao de Pauli obriga que as auto-fungées de onda dos
dois elétrons (férmions) sejam antisimétricas, e usando teoria de perturbagdo obtém-se

as auto-energias dadas por

E.=E,+ Jp (1)
com
— L — — — 62 — —
Jip = /dﬁdrzéﬂ(ﬁ)éﬁ;(ﬁ)f%(7’1)¢2(7"2) (2)
r — 7‘2‘

onde FE, é a auto-energia na auséncia da perturbacao coulombiana, (bl(ﬁ) é a auto-
funcao da particula i = 1,2 no estado 1 do sistema nao perturbado. A energia de troca
(ou exchange) Ji2 = E; (S =0)—Ey (S =1) (onde £y (S =1) e E; (S = 0) s@o as auto-
energias dos estados tripleto e singleto, respectivamente) foi proposta independentemente
por Frenkel [17] e Dorfman [18]. Quando Ji5 > 0, o estado de menor energia ¢ o tripleto e,
portanto, prevalece a orientagao dos spins paralelos (estado ferromagnético); para Jio < 0
o estado de menor energia € o singleto, prevalecendo a orientacao dos spins antiparalelos
(estado antiferromagnético). A energia de troca Ji» tem a propriedade de decrescer
rapidamente com a distancia entre os fons (decaimento exponencial), em contraste com a
interagao coulombiana que decresce mais lentamente (~ X ). A razao ¢ que Jio, Eq.(1.2),
contém o produto de fungoes de onda de elétrons ligados em diferentes micleos, portanto,
J12 dependerd do recobrimento (overlap) das fungbes de onda, e este overlap decresce
exponencialmente com a distdncia. Desta maneira, a interagao de troca corresponde
a uma interagao de curto-alcance, diferindo da interagao dipolar que é de natureza de

interagdo de longo alcance (~ % ).

11
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Usando as relagoes dos operadores de spin S e S 2(i=1,2),onde S =25+ 95,
(S =0,1), e com base nas auto-fungbes correspondentes as auto-energias dadas pela Eq.

(1.1), Dirac [19] propods o seguinte Hamiltoniano efetivo de spins?

J SN
Hiyy = E, — 712(1 +451.55), (3)

pois, de fato temos

Hiz =[ ¢1) = Ex | ¢), (4)

onde | ¢ ) e | ¢_) correspondem os auto-estados associados aos estados singleto e tripleto,
respectivamente. Generalizando para uma rede cristalina de IV spins localizados, o Hamil-

toniano efetivo, onde a interacdo de intercAmbio (ezchange) domina, é descrito por

~

H = —Zjijg-ki, (5)
(4,9)

onde (i, j) representa o somatdrio sobre todos os pares de spins ¢ e j (primeiros, segundos,
etc vizinhos), 5; = (57,57, 57) indica o operador de spin no sitio i. A Eq.(1.5) é conhecida
na literatura como modelo de Dirac-Heisenberg. Para J;; > 0 (J;; < 0) dizemos ser o
Hamiltoniano de Heisenberg ferromagnético (antiferromagnético).

Os materiais magnéticos isolantes encontrados na natureza sao, com raras excegoes,
antiferromagnéticos [20, 21]. O estado fundamental do Hamiltoniano de Heisenberg fer-
romagnético corresponde & todos os spins alinhados paralelamente. Por outro lado, o
estado fundamental deste mesmo Hamiltoniano antiferromagnético nao corresponde &
todos os spins orientados antiparalelamente (estado Néel), pois este ndo ¢ auto-estado
do Hamiltoniano. Existe uma infinidade de estados de spin total nulo (S* = 0), que

devem ser combinados para formar o estado fundamental do sistema [22]. A dificuldade

em estabelecer um estado fundamental é o maior problema teérico que surge no estudo

2Para uma dedugao do Hamiltoniano efetivo, Eq.(1.3), recomendamos ver as notas do Prof. Galvio
Ramos [16].
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do antiferromagnetismo do modelo de Heisenberg.

A interacao de troca (exchange) se caracteriza pelo fato de ser independente da orien-
tagao dos spins, ou seja, o Hamiltoniano de Heisenberg, Eq. (1.5), apresenta simetria de
rotacao dos spins. Esta transformacao implica que o Hamiltoniano de Heisenberg deve
conter apenas pares de operadores S’ , onde a forma aproximada dada pela Eq. (1.5)
representa o Hamiltoniano bilinear [16]. Varios outros termos (de origem coulombiana )
podem ser deduzidos via teoria de perturbagao de ordem superior, como, por exemplo, o

termo biquadrético

ou a interacao entre quatro spins

P
Ho=— > T (Si.Sj> (Sl.Sk> , (7)
(15,0, k)
etc.

O tipo de estrutura magneto-cristalina é determinada pela natureza e magnitude das
interacoes entre os momentos magnéticos dos fons que formam o cristal. A interacao
de troca, de origem eletrostatica (+ principio de exclusao de Pauli) e responsédvel pelo
ordenamento magnético na matéria é de natureza isotrépica, nao sendo capaz de definir
alguma orientagao dos momentos magnéticos com respeito aos eixos cristalograficos, mas
ela produz um ordenamento miituo dos spins em vdrios sitios da rede. Uma vez que a
distribuigao de spins ordenados é sempre orientada numa dada direcao (eixo de facil mag-
netizagao), definida com respeito ao eixo cristalino, devemos ter algum outro tipo de in-
teracao que torne o Hamiltoniano de Heisenberg anisotrépico. Fisicamente, as interagoes
magnéticas (dipolar, quadrupolar, etc) sdo responsaveis pela existéncia da anisotropia
magneto-cristalina, que se manifesta com a dependéncia da energia do cristal nas ori-
entacoes dos momentos magnéticos dos fons com relagao ao eixo cristalino. Podemos

dizer que num cristal existem campos magnéticos efetivos internos que tendem a orientar

13



os momentos magnéticos em uma dada direcao privilegiada. Este campo pode alterar
algumas vezes as orientacoes mmituas dos momentos magnéticos dos atomos, distorcendo
assim a estrutura magneto-cristalina.

Um primeiro tipo de anisotropia adicional na Eq. (1.5) é a interagao dipolar, que é

representada pelo seguinte Hamiltoniano:

§Z§J -3 <T?J§z> (T/l\J*;J)

2
Hdipolar = _4:uB E ) ’ (8)
(,3) K
N — N 3 .. , . A T .
onde rjj = 7; —r; & o vetor posi¢do que separa os fons i e j, rj; = —2£ & o vetor

)

unitdrio, e pp é o magneton de Bohr. Note que o somatério acima é feito sobre todos
os pares i e j de spins sobre a rede cristalina, e representa uma interagao de longo-
alcance. Devido a simetria rotacional do Hamiltoniano de Heisenberg, Eq.(1.5), prova-se
que numa rede bidimencional as interagoes (exchange) bilineares entre primeiros vizinhos
nao sao capazes de ordenar os momentos magnéticos em temperatura finita, ou seja, a
magnetizagao espontanea é nula [23]. A presenga da interacao de longo alcance, tipo
dipolar variando com a distancia #3]_, no Hamiltoniano de Heisenberg Eq.(1.5), pode
induzir ordenamento magnético em 7" > 0 numa rede 2d [24].

O magnetismo dos elementos de transicao do grupo do ferro é sempre associado ao
momento magnético dos spins. Isto ocorre porque nos cristais, formados por estes elemen-
tos, o campo cristalino geralmente remove a degenerescéncia orbital do estado eletrénico
responsdvel pelo magnetismo. O valor esperado do momento orbital de um estado nao
degenerado é zero, (o que se convencionou chamar quenching do momento orbital), isto
¢, numa primeira aproximacao a susceptibilidade estatica nao recebe contribuicao do
momento orbital. Esta contribuicao apenas aparece se levarmos em conta a interacao

spin-orbita, que é descrita pelo seguinte Hamiltoniano:

Hrs = Zf(ﬁ)zzgz, 9)
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onde € (71;) = T jy, V(r;) é a energia potencial elétrica (nicleo-elétron), L;e S; sao

~

os operadores de momento angular orbital e spin, respectivamente, no sitio i.
Usando teoria de perturbacao de 2* ordem para a energia de interagao spin-6rbita, a

Eq. (1.9), poderd ser reescrita na forma

Hy o= ZZAWS“ (10)

sendo

of ILalll!Lﬁlw
AP = 2¢ ; 7 , (11)
o tensor de anisotropia spin-6rbita, £ = <§ 2(?Z)> e E? é a auto-energia do Hamiltoniano
nao perturbado.
O Hamiltoniano usado habitualmente para descrever anisotropias ortorrombicas leva

em conta apenas os termos diagonais; assim sendo, a Eq. (1.10) ficaré:

H,= =D (597 + EY_ (517 = (8] (12)

onde E = 0 reduz-se ao caso da anisotropia uniaxial. Observe que o Hamiltoniano (12)
representa a interacao do sitio ¢ com ele mesmo (auto-interagao), que é denominada de
anisotropia de fon-unico. A Eq. (1.12) s6 é relevante para sistemas com spin S > 1/2,
pois no caso particular de spin S = 1/2 temos (S¥)?> = 1/4 ( h= 1) para qualquer
componente ¥ = z,y,z e, conseqiientemente, este termo se reduzird a uma constante
nao sendo relevante nos cédlculos das propriedades magnéticas.

A interacao spin-6rbita também pode induzir anisotropia na interacao de troca, Eq.
(1.5). Segundo van Vleck [25], a anisotropia uniaxial deste tipo tem origem no acopla-
mento dos momentos orbitais dos dtomos adjacentes, que depende nao sé da orientacao
relativa dos dois momentos, como também da orientacao destes com relagao ao eixo

que une os dois dtomos. Em termos dos spins, esse acoplamento pode ser simulado
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por uma interacao dipolar, cujo coeficiente é inteiramente disposto do coeficiente da
interagdo magnética real dada pela Eq. (1.8). Neste caso, a perturbacao é dada por

Wi, =¢& (?i)Li.Sj’ + AL;.S; e o Hamiltoniano efetivo serd escrito por

H=-Y Y Jrses’, (13)

(i,3) B
onde ijﬁ ¢é a interacao entre os sitios ¢ e j associados as componentes « e 5 dos spins.
O Hamiltoniano generalizado dado pela Eq. (1.13) contém a parte simétrica Ji(a =
B) = J5; e anti-simétrica (a # 3, Jf;ﬂ =+ Jﬁﬁ ). O termo anti-simétrico surge em redes

com baixa simetria [26], e é responsdvel em alguns compostos antiferromagnéticos pela

existéncia de um pequeno valor de magnetizagao (pequeno ferromagnetismo).

1.3 Transicao de fase e fendbmenos criticos

Da Eq. (1.13) temos, dependendo dos valores das interagdes J} , trés limites particulares

de modelos de spins:
a) Modelo de Ising
Corresponde ao caso em que J; > J77¥ , e portanto podemos aproximar o
Hamiltoniano (13) para um modelo com interagao entre a componente z dos spins 3, isto

¢,

Hi=— J;SiS; (14)
(i,5)

O Hamiltoniano (1.14) é o sistema mais simples da mecéanica estatistica e apresenta
solucdo exata em rede unidimensional e bidimensional (sem campo externo) [27]. Con-
trario ao caso do modelo Heisenberg antiferromagnético, o estado Néel, representado por

spins dispostos em direcoes alternadas sobre a rede cristalina, é auto-estado do Hamil-

3Nao estamos levando em consideracio a anisotropia de fon-tinico, Eq. (1.10), nem mesmo o acopla-
mento do spin com um campo magnético externo (energia Zeeman).
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toniano de Ising antiferromagnético. Na auséncia de campo externo, as propriedades
termodindmicas do modelo de Ising ferromagnético sao equivalentes ao caso antiferro-
magnético, isto porque temos a invariancia da func@o de particao Zp(Ji;) = Zar(—Jij).
A inclusdo do campo magnético quebra esta invariancia, Zap(—J;;) # Zr(Jij), uma vez
que, o modelo de Ising antiferromagnético com interagoes entre primeiros e segundos

vizinhos na presenga de um campo (dire¢ao axial) externo, descrito pelo Hamiltoniano

Hy=0Y SiSi+ 1> SiSi—HY S, (15)
(4,3) ((@.9)) i

descreve adequadamente o diagrama de fase dos metamagnetos fortemente anisotrépicos,
tais como FeBry, FeCl,, no plano T'— H dependendo do valor de o = % Para o =0,
numa rede cibica simples, por exemplo, temos uma linha critica (transi¢ao de fase de se-
gunda ordem ) que separa as fases AF e P, onde em 7' = 0 (estado fundamental) temos o
ponto critico H.(0) = 6.J;. Recentemente, o modelo (1.15) com « = 0 foi reestudado por
Neto e de Sousa [28] que mostraram que para a rede ctibica simples (coordenagao z = 6)
a temperatura de Néel Ty (H) decresce monoticamente a zero & medida que aumentamos
o valor do campo, se anulando no ponto critico H.(0) = 6.J;. Por outro lado, para uma
rede cibica de corpo centrado (coordenacao z = 8) foi observado um comportamento
similar para T (H) com o surgimento do fendmeno da reentrancia (duas temperaturas
criticas) ao redor do campo critico H.(0) = 8J;. A presenca da interagao (competitiva)
de segundo vizinho (a # 0 ), introduz no sistema o efeito de frustragdo. Neste sistema,
os primeiros vizinhos querem ficar orientados antiparalelamente (J; > 0 ) e surge um
conflito com os segundos vizinhos (sitios situados nas diagonais), que também querem
ficar antiferromagnéticos (J2 > 0 ), dizemos entao que para pequenos valores de a(< 1/4)
este parametro de frustracao nao é capaz de desestabilizar o ordenamento AF. Para altos
valores de a(> 1/4), o ordenamento AF entre os segundos vizinhos é predominante e o
sistema sofre uma transicao de fase, onde agora temos os spins ordenados ferromagneti-

camente nos planos alternados ao longo da diregdo do eixo de facil magnetizacao (eixo
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z). Este ordenamento dos spins na rede cibica simples é denominado de fase colinear ou
super-antiferromagnética (laminar)- SAF. Em 7" = 0, & medida que o campo aumenta, o
sistema sofre uma transicao de fase de primeira ordem no ponto de transigdo H.(0) entre
as fases AF (ou SAF) e P. Desta maneira, para « > 1/4, o diagrama de fase no plano
T — H obtido através de alguma técnica aproximativa é semelhante ao representado pela
figura 1.6 (b). Neste trabalho de dissertacad, o modelo (1.15) na auséncia de campo
externo (H = 0) serd estudaddo via técnica do operador diferencial (capitulo 3).

Recentemente, o desenvolvimento de técnicas experimentais sofisticadas tem sido ca-
paz de reduzir a dimensionalidade de um cristal magnético tornando-o bidimensional
(filme com uma unica camada). A transicdo de fase ferromagnética-paramagnética de
muitos compostos ultrafinos (L = 1,2), onde L é o nimero de camadas de dtomos,
tais como: Co/Cu(lll) [29], Fe/W(110) [30], Fe/Pd (100) [31], Fe/Ag(100) [32], Mr ou
Cr/Ag(001) [33], sao bem descristos pelo modelo de Ising 2d, Eq. (1.14). Préximo da
criticalidade, a magnetizacao espontanea do tipo M(T) ~ (T, —T)", onde B = 1/8
foi encontrada nestes compostos anisotrépicos ultrafilnos em concordancia com o resul-
tado exato do modelo de Ising numa rede quadrada [34]. Devemos salientar (ver uma
discussao, por exemplo, na Ref. 33) que a boa concordancia teoria -experimento sé
se verifica préxima da regiao critica (T' ~ T.), o que significa que a expressao exata
M(T) = {1 — sinh~*(5.J)}"/®para o modelo de Ising na rede quadrada [34] ndo ¢ capaz
de reproduzir exatamente o comportamento da magnetizagao destes compostos em todo
intervalo de temperatura (ver figura 1.7), visto que outras interagoes relevantes devem
ser consideradas a fim de reproduzir quantitativamente os resultados experimentais em
todo o intervalo de temperatura, como, por exemplo, anisotropia de fon tnico. Na regiao
critica estas interacoes sao irrelevantes.

b) Modelo XY (ou planar)

Corresponde ao caso em que ij’y > JZ, desta maneira podemos aproximar o Hamil-
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toniano (1.13) para um Hamiltoniano ( XY ou planar) com interagao entre x e y as
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Figura 1.7: Comportamento da magnetizagdo espontdnea em funcao da temperatura
reduzida Tlc para o filme de uma tnica camada de Cr depositado em ouro Ag(001)[33].
A linha continua representa a solugdo de Onsager [34] para o modelo de Ising na rede
quadrada. Os pontos () e quadrados([) representam os resultados experimentais.

componentes dos spins, ou seja,

Hay == (JLSIST + J4SYSY) (16)

iy~ g™~
z’-])

O modelo XY ou planar foi introduzido na literatura por Matsubara e Matsuda
[35] e tem solugao exata em uma dimensao [36]. Em duas dimensoes este modelo nao apre-
senta ordem magnética (magnetizacad espontanea) em temperatura nao nula. Kosterlitz
e Thouless[37] propuseram um tipo diferente de transi¢ao de fase, onde foi definida uma
ordem de longo alcance topoldgica, caracterizada por uma siibita mudanca na resposta do
sistema, & perturbacoes externas. Definiram uma temperatura de transicao Tyr, tal que
para T > Tpr a funcdo de correlagao spin-spin decai exponencialmente com a distancia
entre os pares e para 7' < Tpr a funcao de correlagao tem um decaimento segundo uma
lei de poténcia. Acredita-se que esta transicao de fase seja causada por um mecanismo de
desligamento de pares de vortice- antivértice. Um vortice (anti-vértice) é uma excitagao

topolégica na qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da excitacao gira
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de 2m(—2m) no mesmo sentido. Experimentalmente o modelo XY 3d tem sido usado para
descrever as propriedades magnéticas dos compostos CoBry e CoCly [3] bem como para
explicar as configuragoes de vértices na fase superfluida no filme (monocamada) de He*

138].
c) Modelo de Heisenberg

Neste caso, os trés termos de exchange J (v = z,y,2) sdo da mesma ordem.
No limite isotrépico J; = Ji;, o Hamiltoniano anisotrépico (1.13) reduz-se ao modelo
de Heisenberg isotrépico descrito pela Eq. (1.5). O estado fundamental (7" = 0) e
algumas excitagoes elementares do Hamiltoniano (1.5) numa rede unidimensional com
spin S = 1/2 foram resolvidos exatamente por Bethe [39] e Hulthin [40]. A generalizacao

para incluir anisotropia do tipo: Jj; = Jf’j =nJ e Jj=J foifeita anos mais tarde

por Walker [41], cuja energia por particulas do estado fundamental é dada por.

}> (17)

Outro resultado exato para o modelo de Heisenberg numa rede d-dimensional (d =

E,(n) =3 {% ~ tanh(a)

. 4

onde sech(a) = 7.

1,2) é o teorema de Mermin e Wagner [23], que afirma que este sistema nao apresenta or-
dem de longo-alcance a T>0 no limite isotrépico, que podemos resumidamente expressar

pelas desigualdades:

S

PP S(S+1)HY3, d=1

\M(T, H)| < tanhl[\/ﬁ%%%%%%ﬂi] (18)

[M[MW” ﬂ%ﬂS+Md:2

m2S(S+1)W
I+ Firm

\ Ve

— — 2
onde W = > J;j|r;—1rj| < oo, S éa magnitude do spin, H o campo externo e
(4,9)
B = ﬁ No limite de campo nulo (H = 0), a partir das desigualdades (1.18) temos
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que a tunica solugao possivel ¢ M (T, H =0) =0 (T #0).

O estudo do modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin 1/2 tem sido motivado
sobretudo por causa da possivel conexao com os compostos supercondutores de altas
temperaturas formados por planos de CuO, [42, 43], como, por exemplo, os compostos
YBasCusO7_, e Lag_, B,,CuQy . Sao compostos fortemente anisotrépicos, havendo um
forte acoplamento entre os fons de cobre pertencentes ao plano de CuOy e um fraco
acoplamento entre os planos. Em baixas temperaturas, as flutuagoes quanticas antifer-
romagnéticas sao relevantes comparadas com as térmicas.

De uma maneira geral, a transicao de fase de um sistema é caracterizada pela ex-
isténcia de singularidades nos potenciais termodindmicos e suas derivadas. Defini-se o
parametro de ordem como sendo a grandeza que é nula acima de uma temperatura critica
(fase desordenada). No sistema ferromagnético a magnetizagao é o parametro de ordem,
no antiferromagneto o pardmetro de ordem ¢ a diferenca das magnetizacoes das sub-redes
AeB,mg= % Para um ferromagneto candnico que sofre transicao de 2* ordem

(continua), ao redor do ponto critico (H = 0,7 = T, ) as grandezas termodinamicas

apresentam os seguintes comportamentos assintéticos:

i) magnetizacao

o Mt ,H=0)~(-t)? (t—0"
)y = 29 _ ( )~ ( 1) ( ) (19)
oH M(t=0,H)~ H3(H — 0%)
onde t = T;CTC e g(t, H) é a energia livre de Gibbs.
ii) susceptibilidade
D?g _
o) = (5) =l (20
0H? ) ,;_,

iii) calor especifico

0%g

O,(t) = —T (ﬁ) ~ |, (21)
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iv) fungao de correlagao

et
GC(T) ~ m (7“ — OO), (22)

onde &~ |t|”" é o comprimento de correlagdo que mede o tamanho médio dos aglomer-
ados correlacionados.

Baseados em argumentos de estabilidade dos potenciais termodinamicos, na década
de sessenta virios autores abtiveram relagoes de desigualdade entre os expoentes criticos,

tais como [44]:

/

a+28+v>2 (Rushbrooke,1963) (a)
a+p(1+45)>2 (Griffiths,1965) (b) (23)
vd > 2 —« (Josephson,1967)  (c)
(2—nv >~ (Fisher,1969) (d)

\

A determinacao experimental dos expoentes criticos {/3,0,v,a,n,v} depende espe-
cialmente da escolha do intervalo para a varidvel ¢, e o intervalo considerado pequeno
¢ uma escolha delicada que fortemente é influenciada pelo tipo de material analisado.
Dizendo de outra maneira, o primeiro problema técnico para os fisicos experimentais é
identificar a regiao critica (intervalo para t), regido esta onde temos fortes flutuagoes
térmicas®. Para sistemas magnéticos escolhe-se para regido critica |t| < 1073, enquanto
nos supercondutores temos [t| < 107! na transi¢do lambda (H2) [¢] < 1077, e assim
por diante. Esta escolha da regiao critica é feita baseada no fato de que a medida do

expoente critico nao é afetada por esta escolha, e conseqiientemente a inclinacao da curva

4Do teorema da flutuacao-dissipacio temos que a susceptibilidade magnética, que diverge em T = T,
(H = 0), esta relacionada com a flutuagdo da magnetizagdo e representa na realidade a fungad de
correlagao das flutuagdes dos spins (funcdo de correlagao correlacionada).
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reta do grafico In f(t) versus In |¢| estd relacionada com o seu expoente critico associado.
Na figura 1-8, apresentamos os comportamentos assintéticos das grandezas magnetizacao
espontanea e susceptibilidade magnética para determinar os expoentes criticos 3, ¢ e 7,
respectivamente da liga metélica Fe; , Al,, obtidos experimentalmente por Salazar [45].
Para concentracao z = 0.10 encontra-se S = 0.409, v = 1.325 e § = 4.280 , que pouco
variam com a concentracao indicando ser esta liga descrita por um Hamiltoniano tipo

Heisenberg.

Das Egs.(1.23a) e (1.23b) encontramos A = (1 — §) ++ > 0 e usando os resultados
experimentais obtidos na figura 1-8 observamos que a desigualdade nao é satisfeita (!),
onde é encontrado C' ~ —0.01652, mais préxima de uma igualdade.

Do comportamento assintético (1.21) temos que quando o > 0, o calor especifico
diverge na temperatura critica T'= T, (t = 0); por exemplo, o matamagneto FeFy (forte
anisotropia) tem « ~ 0.14, mas o metamagneto fracamente anisotrépico RbMnF3 tem
a ~ —0.14. Portanto, quando o < 0, o calor especifico Cy—g nao diverge em T = T,
porém continua com o comportamento singular. Neste caso para caracterizar de forma

apropriada a sua singularidade usamos

CH:[) >~ ACO + Ai |t|_a y (24)

onde AC, representa a descontinuidade da derivada do calor especifico em T = T..
Para determinar o expoente o na Eq. (1.24), analisamos o comportamento assintético
da grandeza %1 ~ 7' eliminando assim a constante AC, . Na figura 1-9 mostra
a capacidade molar do niquel cujo expoente « é nagativo obtido experimentalmente por

Connelly, Loomis e Mapother [46].

Podemos, ainda, ter uma singularidade para o calor especifico onde a = 0(log) .
Esta singularidade ocorre na solugao exata do modelo de Ising 2d [34], que préximo de

T ~ T, tem o seguinte comportamento assintético para C,, :
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Figura 1.8: Comportamento de In M, versus In(—t), In x; ! versus Int e In M versus In H
para a liga metalica Fe; ,Al, com z = 0.10. As inclinagoes das curvas determinam os
expoentes criticos 3, v e J, respectivamente [45].
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Figura 1.9: (a) Capacidade térmica molar isobdrica C, do niquel como fun¢io da tem-

peratura. (b) Gréfico log-log de % versus |1 — T,|. A inclinacao da reta ajustada aos
dados vale —0.90 que representa um expoente o = —0.10[46].
Co
— ~ —0.4945 In [t| 4 cte. (25)
kg

A descontinuidade do calor especifico em 7' = T,. (campo médio) também corresponde
a o =0 (desc). A solugao exata do modelo de Ising 2d, d4 os seguintes expoentes criticos
{6 = %, v = %, d=15,a=0(log),v =1,n = %}que na realidade satisfazem as igualdades
das relagoes (1.23). Assim sendo, esperamos que para qualquer sistema os expoentes

criticos nao sejam independentes mas que guardem certas relagoes entre si:

( 3

a+28+v=2
a+pB(0+1)=2
y=p0-1) (26)
vd=2—«

2-nv=y

\ Vs

onde d ¢é a dimensionalidade do sistema, onde para o modelo de Ising acima temos d = 2.
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O modelo de Ising numa rede anisotrépica, onde J e J' sdo as interagOes entre
primeiros vizinhos nas direcoes horizontal e vertical, respectivamente, foi discutido por
Onsager [34], e também por Chang [47], mostrando que os expoentes criticos deste mod-
elo independem da razao Jj/ > () , indicando uma certa universalidade nos valores dos
expoentes criticos. Considerando a varidvel de spin S? do Hamiltoniano (1.14) como
sendo continua, variando de —oo a oo , Berlin e Kac [48] obtiveram as propriedades ter-
modinamicas (exatas) deste modelo, denominado de modelo esférico. O modelo esférico
apresenta ordem de longo-alcance para dimensao d > 2, e os expoentes criticos sao dados

por:

i) regido 2 < d < 4

—N—
Q
|
‘&
|
\.Hk
ey
|
NN

2 d+ 2 1
77_m75_d_27]/_d_2777_07} (27)

que corresponde aos mesmos expoentes criticos obtidos para o gés de bésons d-dimensional

[49]. Gunton e Buckingham [49] também generalizaram o estudo da condensagao de Bose-

Einstein incluindo um espectro de energia na forma w ~ K9, onde ¢ é um nimero positivo

nao necessariamente igual a 2. Eles observaram transigao de fase (T, # 0) para o >d e os

expoentes criticos naregiao d < o < 2d sao {ﬁ = %,’y ==, a= Ci;—%f,é = flf—g, v = ﬁ,n =2 - a}

e satisfazem as relagoes (1.26), que para o caso particular o = 2 reproduz os resultados

(1.27).

ii) caso critico d =4

It _
me ™ () para (H = 0)
¢~
Xo = (1
ntin) : (28)
= w
me =~ {|t| In <‘—1|>}3 para (T' =1T,)

iii) regido de campo médio d > 4
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1

1
{04:075:577:1>5:3a’/:§a77:0} (29)

Observe que os resultados apresentados na Egs. (1.27) e (1.29) satisfazem as relagoes

de escala (1.26).

Na tabelal.l apresentamos, resumidamente, os valores dos expoentes criticos de mod-

elos tedricos que apresentam transicao de fase de segunda ordem, e comparamos com

alguns valores experimentais.
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Modelo ) a v

Ising 2d g 15 0(log) 1 1

Ising 3d 0.33 1.24 438 0.10 0.63 0.04

XY 3d 0.34 1.30 4.8 0.01 0.66 0.04

Heisenberg 3d 0.36 1.39 4.8 —-0.12 0.71 0.04
1

1=
INJEN | M)
=S

Campo médio 5 1 3 0(disc) 2 0
Materiais I6; v 0 o v n
Fe 0.39 133 435 —-0.11 - -

Co 0.44 123 3.35 —0.095 - -

Ni 0.38 1.34 4.58 —0.10 - -

Fe().g() Al().lg 0.41 1.33 4.28 —0.16 - -
Feo_go AIO.QO 042 1.35 4.26 —0.20 - -
Gd67 0033 0.41 1.16 3.60 0.02 - -
Gdgo Au20 044 1.29 3.96 —0.17 - -

Tabela 1.1: Valores teoricos e experimentais dos expoentes criticos, 5, v, a, 9, v, n.

Os resultados dos expoentes obtidos via aproximacao de campo médio sao universais,
independem da dimensao e simetria do Hamiltoniano. Na tabelal.l, observamos que
para a simetria Ising os expoentes criticos sao distintos quando analisados em dimensoes
diferentes d = 2 e d = 3, mas para topologias diferentes numa mesma dimensao estes
expoentes sao unicos. Ou seja, os expoentes criticos do modelo de Ising 3d numa rede
ciibica simples e numa rede ciibica de corpo centrado, sao os mesmos. A aproximagcao de
campo médio despreza as flutuagoes térmicas, que sao relevantes na criticalidade, e por
isto foi argumentado por Ginzburg (conhecido como critico de Ginzburg [50]) que para
d > 4 o0s expoentes criticos sao universais, independem do tipo de modelo analisado e
que os valores de campo médio sao considerados exatos. De uma outra maneira, dizemos
que para altas dimensoes d > 4 as flutuagoes sao irrelevantes. Outro resultado tedrico
interessante observado na tabela 1.1, estd relacionado com a universalidade dos expoentes

d e n para os trés modelos analisados®, cujos valores sao corroborados por célculos de

*Para d = 3 na Eq. (1.27) temos que o expoente critico § = 5 para o modelo esférico estd na mesma
barra de erro dos valores correspondentes aos trés modelos discutidos na tabela 1.1.
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grupo de renormalizagao no espago real [51].

Dos resultados apresentados para os expoentes criticos na tabela 1.1, vemos que estes
expoentes nao sao independentes entre si, satisfazem as igualdades das relacoes dadas na
Eq. (1.26), e pertencem a uma certa classe de universalidade que de uma maneira geral
é caracterizada pelos seguintes critérios:

i) Dependéncia do niumero de componentes do Hamiltoniano (simetria); por exemplo,
para os modelos Ising, XY e Heisenberg temos n = 1, n = 2, n = 3 como sendo,
respectivamente, o mimero de componentes do parametro de ordem (ou componentes de
interagoes no Hamiltoniano);

ii) Dependéncia da dimensao espacial (d) do sistema. Nao depende da topologia da
rede;

iii) Alcance das interagoes. Para sistemas com interagoes de longo-alcance os ex-
poentes criticos sao universais e equivalentes aos de campo médio®.

A principio, os expoentes criticos, definindos d, n e o alcance das interacoes, sao
independentes dos detalhes microscépicos do Hamiltoniano. Por exemplo, os expoentes
criticos do modelo de Ising numa rede quadrada apresentam valores independentes dos
valores de J,, (interacdo ao longo eixo-x) e J, (interagao ao longo do eixo-y) [34]. Portanto,
os critérios i), ii) e iii) mencionados acima para definir a classe de universalidade é uma
hipétese que é aceita para grande parte de sistemas cooperativos [44]. Porém, existem
alguns modelos que violam este critério de universalidade. O primeiro exemplo que
temos é o modelo de oito vértices, que apresenta solucao exata [27]. Este modelo tem
uma linha critica no diagrama de fase definido pelos pardmetros do modelo, na qual os
expoentes criticos variam continuamente. Definindo o parametro p no modelo, tem-se
oa=2— ﬁ, ==L ev= % que violam claramente os critérios i), ii) e iii), mas satisfazem
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as relagoes de escala (1.26).

6Interacdo de longo-alcance variando na forma Jij = ﬂ% , 0s expoentes criticos (o > 0) dependem

fortemente do valor de o. Por exemplo, solugdo do modelo esférico [48,49] obtém {a = ‘il__%f, = %, v =
- 6=§f—" v=g—-n=2-0} paral<o<2de{a=0,=3v=16=3,v=2>n=2-0}

1—0? o’

para d < o < 2d (campo médio).
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O modelo de Ising numa rede quadrada com interagao entre primeiros e segundos
Ja

J1

vizinhos, Eq. (1.15) com H = 0, mostra um comportamento nao universal para < %

(fase superantiferromagnética)’. Os primeiros estudos indicaram que o expoente critico

v varia continuamente com este pardmetro r = <2 nesta regido, e para r >

71 a

[N

universalidade é reestabelecida [52, 56]. Existe um outro modelo que viola esta hipétese
de universalidade, denominado de modelo Ashkin-Teller (AT) [27]. O modelo AT contém
no seu Hamiltoniano interacao entre quatro dtomos diferentes, e é equivalente ao modelo
de Ising com camadas interagindo via um potencial de quatro corpos. Desta maneira,
podemos concluir que modelos com interagoes competitivas podem violar a hipétese de
universalidade mas continuam satisfazendo as relagdes entre os expoentes criticos (1.26).
Sendo assim, ndo devemos nos deter a interpretar os critérios i), ii), iii) por serem estes

violados para alguns sistemas.

1.4 Teoria de Landau para pontos tricriticos

A teoria de Landau nos permite determinar qualitativamente os diagramas de fases nas
vizinhangas dos pontos criticos e multicriticos. Trata na realidade da transicao entre fases
que possuem simetrias distintas. Antes do desenvolvimento desta teoria fenomenoldgica,
vamos a seguir fazer algumas consideracoes relevantes para o seu entendimento.

Seja um sistema com n varidveis termodindmicas independentes, caracterizado por
n+1 campos {H,, Hy...H,}, sendo um deles ( H,, por exemplo) func¢ao dos demais. Por
exemplo, temperatura (1), pressao (P), potencial quimico (u), campo magnético (FI ) e
elétrico (E) sao denominados genericamente de campos. O campo dependente, para o
qual usaremos o simbolo ¢(Hy, Ha, H,,), serd chamado de potencial termodinamico. As

grandezas canonicamente conjugadas sao denominadas de densidades {p,} e podem ser

obtidas por simples derivadas.

"No capitulo 3 desta dissertacdo estudaremos esta fase superantiferromagnética em duas e trés di-
mensoes usando a técnica do operador diferencial.
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p=- (f—ﬁ)m com (i # ) (30)

E sempre possivel escolher o potencial ¢ (Hy, Ha, H,) como uma funcao concava dos
campos, implicando na estabilidade termodindmica do sistema. Para tornar as coisas
mais claras, vamos aplicar estas nocoes a alguns sistemas fisicos.

(a) Transigoes liquido-g4ds no fluido

Nestes sistemas temos ¢ = ¢g(7, P) = p(T, P) (energia livre de Gibbs por mol =

potencial quimico), H; = —P Hy =T , assim sendo teremos
— _ 99 _ 99 _ 1 ifi
p1 = —31 = 55 = V (volume especifico) (31)
py = —34 = —5 = 5 (entropia por mol)

(b) Transigoes ferromagneto-paramagneto (uniaxial)

Nestes sistemas ¢ = g(7, H) (energia livre de Gibbs), H; = H e Hy =T, obtendo

Py = —g—f] =m (magnetizagao por spin)

(32)
Py = —g—% = s (entropia por spin)

(c) Transi¢do A no H?

Neste sistema ¢(7T,, P,n) = g(T, P,n), Hi =T, Hy = —P e H3 = n (este campo nao

é acessivel a experiéncia; ele corresponderia ao conjugado do parametro de superfluidez),

ficando®:

8Na transi¢gdo A\ uma fracdo dos dtomos de hélio se condensa num mesmo estado quantico. O
pardmetro de ordem para tal transicdo é a fungdo de onda deste estado, \Il(?) . Como esta fungao
de onda é complexa, temos, portanto, um pardmetro de ordem com duas componentes ( médulo e fase),
pertencendo assim & mesma classe de universalidade do modelo XY
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P = —g—% = s (entropia por mol)
Py = g_]% =V (volume especifico) (33)
p3 = —g—f) = U (parametro.de.ordem).

E importante mencionar que um parametro muito utilizado pela experiéncia na tran-

sicao A é a densidade de superfluido (p,). Quando o superfluido se move com velocidade

— —

Vs, seu fluxo de massa é dado por uma corrente j = p,Vs. Segundo a teoria Landau-

Ginzburg [57], p, ¢ simplesmente proporcional ao quadrado do médulo da fungao de
2

onda, isto é, p, ~ ‘\Il(?)‘ . O resultado de Landau e Ginzbuirg nao funciona préximo a

transicao A\ e a relacao correta entre a densidade de superfluido e o parametro de ordem

W(7) foi obtida por Josephson [58].

Quando duas fases I e II estao em equilibrio, cada campo deve ter o mesmo valor em
ambas as fases, isto é, Hf = Hju(j =0,1,...n). Se pensarmos no espago dos n campos
independentes, esta condi¢ao de equilibrio definird uma hipersuperficie de dimenséao (n —
1) neste espago. Desde que pelo menos uma das densidades seja uma fungao descontinua
dos campos nesta hipersuperficie, entao teremos uma superficie de coexisténcia ou de
transicao de primeira ordem. Caso contrdrio teremos uma superficie critica, onde as
diferencas de densidade entre duas fases tendem a zero continuamente.

No diagrama de fase pode existir pontos nos quais varias fases coexistem, e sao denom-
inados de pontos multicriticos. De acordo com as regras de Gibbs e Zernike, a observacao
de tais pontos numa mistura de substancias pura é possivel apenas acima de um certo
nimero de componentes. Um ponto bicritico (duas fases criticas em coexisténcia ou duas
linhas criticas que se interceptam), s6 pode ser observado numa mistura com pelo menos
4 componentes. Um ponto tetracritico (quatro fases ordindrias se tornam idénticas), s6
pode ser observado numa mistura de no minimo cinco componentes, etc. Seguindo a
notacao de Gibbs, uma fase ordindria é representada pela letra A; uma fase critica (duas
fases ordindrias se tornam idénticas), pela letra B; uma fase tricritica, em que trés fases

ordindrias se tornam idénticas, pela letra C, e assim por diante. Um estado composto
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por duas fases ordindrias em coexisténcia ¢ representado por A%, o ponto triplo por A3,
um ponto critico terminal por AB, um ponto bicritico por B2, etc. Em geral, um ponto
multicritico é representado por A™ B™2 C™3 D™4... . De acordo com as regras de Gibbs,
o nimero minimo de componentes necessario para observar este ponto multicritico é
c=mq+3ms+5ms+ Tms+ ... — 2.

Neste trabalho de dissertacao nos deteremos ao estudo de ponto tricritico (ver fig.
1.5), que corresponde o ponto onde trés fases se tornam idénticas ou trés linhas criticas
se interceptam. Do ponto de vista tedrico, podemos simular um ponto tricritico, tipo o
descrito no diagrama de fase da Fig. 1.5 | a partir do Hamiltoniano (1.15) introduzindo
o campo staggered Hg que se acopla com o pardmetro de ordem mg = %(mA —mpg) =

- (8—%&) , entdo a Eq. (1.15) ficard reescrita na forma
s/)TH

H = leaiaj + JQZO’Z‘O']' — HZO‘Z' — HSZUi + HSZUj, (34)
nn nnn i icA jEB
onde nn e nnn representam a soma sobre os primeiros (nearest-neighbor) e segundos
(next-nearest-neighbor) vizinhos, respectivamente. O campo Hg é uma grandeza ex-
perimentalmente inacessivel, conjugada ao pardmetro de ordem mg. Na figura 1.10
mostramos esquematicamente o diagrama de fase tridimensional no espaco dos paramet-
ros (T, H, Hg). A linha pontilhada (L;) representa, no plano (7', H), a linha de transigao
de primeira ordem (coexisténcia das fases AF e P). A linha continua (L) representa, no
plano (T,H), a transicdo de fase de segunda ordem. Se considerarmos Hg # 0 podemos
obter duas superficies S; e Sy de transicao de fase de acordo com Hg < 0 e Hg > 0,
respectivamente. De qualquer forma, a intersecao de S; com o plano Hg = 0 serd a
linha Lo, do mesmo modo que Sy intercepta no mesmo plano seguindo a mesma linha
L,. Conseqiientemente, o ponto (73, Hy,0) foi denominado por Griffiths [12] de ponto
tricritico.
Ao redor do ponto tricritico t = T%tTt < 1 e H = H, (metamagneto), as grandezas

termodinamicas apresentam comportamentos de leis de poténcias com expoentes criticos
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Figura 1.10: Diagrama de fase esquemdtico do modelo descrito pelo Hamiltoniano
Eq.(1.34) no espago de parametro (T, H, Hg). S; e Sy representam as superficies de
primeira ordem. PTC representa o ponto tricritico.

diferentes dos relacionados ao longo da linha critica. Por exemplo, na aproximacao de
campo médio 3, = % na linha critica e 3, = 4—11 ao redor do PTC. Seja m4 o pardmetro de
ordem que ao redor de PTC vai a zero na forma m, ~ (—t, )’ portanto, Landau supos
que a energia livre g(T',m,) apresenta a seguinte expansao analitica em lei de poténcia
de m,:

b c ¢ mgH,

a
T == 2 o4 = -
g(T,my) 2m8+4m8—|—6m5 ik

(35)

onde escolhemos ¢ > 0, mas a e b sao parametros varidveis. Usando H; = 0, minimizando

a Eq. (1.35) ficaremos com:

887;CIL = ams,+bm? + em? = 0(a) (36)
52
877;(}2 = a+ 3bm2 + 5cem?t < 0(b)

Da Eq. (1.36a) encontramos cinco raizes, que sao
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ms =0, £me, £m, (37)

onde m2, =5 (—b+ M) Se a < 0, a solugao m; = 0 é um ponto de mdximo,
entdo apenas as solugbes +mgy sao fisicamente aceitdveis, e assim sendo a Eq.(1.36b)
ficard reescrita nesta solugao por
P g 1 2
(W) = izm m?, (38)
s/ ms=ms+

portanto, m,_ corresponde um ponto de maximo e my, a um ponto de minimo.

Considere agora a > 0, entao a solucao mg; = 0 é um ponto de minimo. Se b > 0, as
solucoes my = +m,y sao complexas. Assim sendo, o tinico ponto de minimo é a solucao
desordenada my = 0, e dizemos que o eixo positivo b > 0 ¢é uma linha critica, como
mostrada na figura 1.11.

Por outro lado, se a > 0 e b < 0 as trés solucoes m; = 0, £m,, sao pontos de

minimos. Escolhendo como referéncia ¢(7,0) = 0, obtemos da Eq. (1.35)

e comparando com a soluggo m?, = o= (—=b+ v/b*> — 4ac) obtida acima, obteremos

ac
b= —4,/=
3

que é uma linha de primeira ordem, onde m, tem uma descontinuidade que vai a zero na

sendo a = a,t (a, > 0). Entao vemos da Eq. (1.40) que o expoente tricritico vale 3, =

forma

1
i
Na figura 1.11 apresentamos o diagrama de fase no plano a — b. O ponto a = b = 0,

¢ > 0 que indica o término da linha de segunda ordem e inicio da linha de primeira
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ordem, é o ponto que Griffiths denotou de ponto tricritico.

1.5 Hipdétese de Widom e universalidade

A solugéo exata do modelo de Ising em duas dimensoes sem campo externo [34], repre-
senta o marco da época moderna do estudo de transicao de fase e fenémenos criticos.
Com conhecimento prévio desta solugao exata, Widom [59], e Domb e Hunter [60], obser-
A : ' £1 s — T-T¢ ]
varam que quando os parametros que caracterizam a regiao critica t = === e H variam,
c
as funcoes termodindmicas preservam a dependéncia funcional, mudando apenas em es-
cala. Assim, o comportamento critico de um sistema é ditado pela parte singular das
fungoes termodinamicas, a qual pode ser descrita apenas em termos dos parametros que

traduzem as “distancias ” ao ponto critico. Desta maneira, foi assumida para a parte

singular da energia livre uma fun¢ao homogénea generalizada do tipo

Gsing (A"t AV H) = Agsing (¢, H) (40)

onde os dois parametros x e y definem o grau de homogeneidade, fazendo com que a Eq.
(1.40) valha para qualquer valor de A.

A hipétese moderna de escala para a energia livre, Eq. (40), é mais fraca do que
a de Landau que propoe uma expansao analitica em poténcias do pardmetro de ordem.
Embora nao permita uma abordagem microscépica dos fendmenos criticos, a hipétese de
escala aponta um caminho para generalizar a equagao de Curie-Weiss, obtendo apenas

os expoentes criticos em funcao dos parametros x e y, isto é,

( 3

1—

==

_ 2y—1

Y=

;- (41)

5=

_ 2z—1
\a_ T J

Combinando as relacoes acima, mostramos, por exemplo, as identidades de Rushbrooke:
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Figura 1.11: Diagrama de fase esquemdtico da energia livre de Landau até ordem m$.
As vérias formas da energia livre nas regioes particulares sao mostradas na figura.
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a+20+~y =2, Griffiths: a+ 50+ 1) =2 e Widom: 7= (6 — 1).
Além de relacionar os expoentes criticos por intermédio de igualdades, Eq. (1.26),
a hipdtese de escala (1.40) faz predigdes especificas com relacdo a equagao de estado

magnética. Diferenciando ambos os lados da Eq. (1.40) em relagao a varidavel H, obtemos

M\, N H) = NV M(t, H),

escolhendo A" |t| = 1, encontramos

M(t,H t H
MO o () (@)

1t 2l |¢]
onde usamos as relagoes (1.41), sendo A= 36 = 5+ v . Em termos das varidveis
= % eh= ﬁ denominadas de magnetizacao e campo escalar, respectivamente,

a Eq. (1.42) pode ser reescrita na forma reduzida

onde o lado direito da Eq. (1.43) é uma func@o apenas da varidvel renormalizada h
e o sinal + estd relacionado com 7" — T . A Eq. (1.43) é uma equagao de estado
magnética ou de escala visto que ela relaciona as varidveis M, H e T. Além disso, esta
relacao implica que m como uma funcao de h recai sobre duas curvas universais diferentes;
F,(h) para temperaturas acima de T, e F_(h) para temperaturas abaixo de T.. Na

figura 1.12 temos os resultados experimentais para o ferromagneto CrBrs [61].

Resultados andlogos para a suscebtibilidade x(¢, H) e calor especifico a campo con-
stante Cy (¢, H) podem ser obtidos a partir de diferenciagdo da Eq. (1.40) e escolhendo

também \” |t| = 1. Assim sendo encontramos os seguintes escalonamentos:
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Figura 1.12: Comportamento do escalonamento (scaling) ﬁ versus %
posto ferromagneto CrBr3 obtido experimentalmente na Ref. 6. Observe os colapsos nas
duas curvas, uma para T>T, e a outra para T<T., confirmando o escalonamento (43),

e conseqiientemente a hipdtese de Widom.

para o0 com-

S _CultH) (1 A
=S =0 () =10 )

onde G4 (h) e Yy(h) sdo outras fungoes universais®.

Certificando que a hipétese de scaling (1.40) é verdadeira, necessita-se de uma expli-
cagao microscopica para tal relacao. Baseado no fato de que, préximo do ponto critico
as correlagoes do sistema tém alcance muito grande ({ — o) e detalhes de curto-alcance
nao sao fundamentais para seu comportamento, Kadanoff [62] apresentou um argumento

heuristico para chegar a Eq. (1.40). Este argumento baseia-se em dividir a rede de

tamanho a? (d é a dimensdo e a o parametro de rede) em células de tamanho a’® (onde

9Préximo do ponto tricritico representado esquematicamente na figura 1.10, as varidveis t= 1

T,
g= Hﬁf{t e H, sdo muito pequenas e medem a ”distancia "ao PTC. Assim sendo, a relacdo de scaling

para energia livre é generalizada para

Gsing (/\:vt’ )‘stv )\zg) = /\gsing (t, Hsvg) :
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a =la, e a < la < £ perto de T.). Substituindo cada célula por um tnico spin (o
que corresponde & eliminacao de graus de liberdade) e supondo que o Hamiltoniano do
novo sistema terd a mesma forma do Hamiltoniano original, com pardmetros renormal-
izados, € possivel escrever a Eq. (1.40) admitindo a invariancia da funcdo de partigao,

identificando 1 com o fator de escala da renormalizacao.

1.6 Organizacao da dissertacao

Estudos da criticalidade e termodindmica de modelos de spins classicos e quanticos com
interagoes competitivas tém motivado os tedricos, por causa sobretudo do surgimento
de diversos tipos de ordenamentos (fases moduladas, colineares, spin-liquido, vidro de
spin, etc.) e pontos multicriticos (bicriticos, tricriticos, Liffishitz, etc.). Neste trabalho,
discutimos diagramas de fases de dois modelos de Ising antiferromagnéticos, onde serao
utilizados diversos métodos aproximativos: campo médio (MFA), Bethe-Peierls (BP),
cadeia linear (LCA), operador diferencial (EFT), grupo de renormalizacdo na aproxi-
magao de campo médio (MFRG) e campo efetivo (EFRG).

No capitulo 2, o modelo de Ising numa rede quadrada anisotrépica na presenca de
um campo externo serd estudado pelos métodos aproximativos: MFA, BP(=MFRG),
LCA, EFT numa anélise de escala de rede finita e EFRG. O modelo consiste de cadeias
ao longo do eixo-x interagindo ferromagneticamente com acoplamento de exchange J,
e antiferromagneticamente entre sitios de cadeias diferentes (ao longo do eixo-y) com
acoplamento de exchange J, . O estado fundamental (7' = 0) deste modelo consiste
de cadeias com spins paralelos (ferromagnético) alternados de sinais ao longo do eixo-y
(tipo fase superantiferromagnétical®), ou seja, (+ — + — +...). A presenca do campo H
na direcao do eixo da facil magnetizacao (eixo z positivo), tem como objetivo inverter os
spins que estao orientados para baixo. Em T = 0, existe um campo critico H. = 2J,

no qual o sistema sofre uma transicdo de fase continua (2* ordem). Para H < H.

10A fase superantiferromagnética (SAF) é caracterizada no modelo de Ising frustrado com interagao
entre primeiros e segundos vizinhos numa rede quadrada.
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temos um ordenamento tipo SAF e para H > H. o sistema fica desordenado com um
magnetizagao induzida por campo externo. Na auséncia de campo externo (H = 0)
este modelo apresenta solugdo exata [34] com uma transicdo de fase na temperatura
critica % ~ 2.269. Com H # 0 este modelo sé tem solugao aproximada. Veremos
que MFA apresenta uma soluc¢ao qualitativa para o diagrama de fase no plano (7' — H)
errdnea, pois prevé uma transicao de primeira ordem na regiao de altos valores do campo
externo (H ~ H.), com um ponto tricritico separando a linha critica da linha de primeira
ordem. Outros métodos obtém apenas transicao de segunda ordem em toda regiao de
H € [0,H.], com alguns deles indicando um comportamento reentrante ao redor do
ponto critico H = H.. Nosso objetivo serd analisar a existéncia ou nao da reentrancia
no diagrama de fase, discutindo a potencialidade de diversos métodos [63].

No capitulo 3, o diagrama de fase do modelo de Ising com interagoes antiferromagnéti-
cas entre primeiros (.J;) e segundos vizinhos (J; ) nas redes quadrada e ciibica simples na
auséncia de campo externo sera discutido através dos métodos aproximativos menciona-
dos acima. O estado fundamental deste modelo apresenta dois tipos de ordenamento de
spins dependendo do valor de o = ﬁ—f A presenca da interacao .Jy é induzir frustracao,
destruindo assim a fase antiferromagnética (AF) ( @ < a.). Para a > «,, temos or-
denamento dos spins alternados paralelamente e antiparalelamente entre cadeias (rede
quadrada) e planos (rede cubica simples). Na fase AF temos uma linha critica T,(«)
que decresce a medida que « cresce, se anulando no ponto multicritico o = a, = ;712
(onde z; e z3 s@o os numeros de coordenagoes entre primeiros e segundos vizinhos, re-
spectivamente). Para a rede quadrada temos z; = 2 = 4 e para a rede ctibica simples
29 = 221 = 12. Denotaremos para « > «.. a fase colinear (que para o caso particular da
rede quadrada é conhecida como fase superantiferromagnética ) de uma forma genérica.
A temperatura de transigao T.(«) na fase colinear cresce & medida que « cresce, sendo

que para a rede quadrada temos linha de primeira ordem para a. < a < a; e segunda

ordem para a > oy, que se interceptam no ponto tricritico (73, a.. ). No caso da rede

[=

cibica simples temos linha de primeira ordem para todos os valores de a@ > a, = 7.
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Propomos um esquema, baseado na andlise do comportamento térmico do pardmetro de
ordem, para obtencao da linha de primeira ordem usando a técnica do operador diferen-
cial, que na literatura apenas tem sido aplicada na obtencao da linha critica de modelos
que apresentam transicao de 1° ordem.

Finalmente, no capitulo 4 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas futuras.

42



Capitulo 11

Teorias de Campo Efetivo: Modelo

de Ising numa Rede Anisotrdépica

2.1 Introducao

Na auséncia de solugao exata para muitos modelos de spins[27], o primeiro passo na de-
scricao das propriedades magnéticas dos mais variados modelos estatisticos é usualmente
a aplicagao de uma teoria de campo efetivo[64]. A aproximagcao de campo médio (MAF),
nas suas diversas formas (campo molecular, desigualdade de Bogoliubov, interacao de
longo-alcance, Bragg-Williams), ¢ a primeira e mais simples metodologia utilizada para
estudar fendmenos criticos, onde o conceito de campo molecular introduzido incialmente
por Weiss[1] para o ferromagnetismo e posteriormente por Néel[8] para o antiferromag-
netismo, constitui ainda técnica muito utilizada na literatura[65]. MFA encontra certas
inconsisténcias nas propriedades magnéticas quando comparamos seus resultados com
resultados experimentais, sobretudo por causa do “desprezo” das funcoes de correlacoes
presentes no tratamento de muitos corpos interagentes. Por exemplo, MFA prediz er-

roneamente uma transigao de fase para o modelo de Ising 1d (7, # 0); obtém expoentes
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criticos universais' {3 = %, vy=1,d=3,a=0 (disc),n =0, v = %} independentes da
dimensao-d e simetria do Hamiltoniano.
Desejando dar uma idéia geral de algumas teorias de campo efetivo, vamos calcular a

temperatura critica 7. do modelo de Ising com dois estados descrito pelo Hamiltoniano

H=—JY 0i0;, (0:==%1), (1)
(4.4)

onde a soma (7, j) é feita sobre os primeiros vizinhos e J > 0 (ferromagnetismo). Podemos

reescrever o Hamiltoniano (2.1) na forma

N
H= E —Jaig 0.5
i=1 7

Denotando por H; (0;) = J) o, - o0 campo interno aplicado no spin o; devido aos
146
K
spins primeiros vizinhos (z) que tendem a se orientar paralelamente, teremos o “novo”

Hamiltoniano na forma:

H = —ZHi (0:) s . (2)

Dada a dimensao-d e a topologia da rede, no Hamiltoniano (2.2), o ponto de partida

da mecanica estatistica é calcular a funcao de particao

7 — Ze’m{({”i}) 7 (3)
{oi}
onde {o;} representa as configuragoes possiveis dos N spins sobre a rede cristalina (2%
estados acessiveis).

Para rede 1d (z = 2) e diversas redes 2d [quadrada (z = 4), honeycomb (z = 3),

Kagomé (z = 4), triangular (z = 6)], a fungdo de particdo (2.3) ¢ calculada de forma

' A medida que a dimensao espacial cresce, as flutuacdes térmicas decrescem e dizemos que para d > 4
as flutuagbes sdo irrelevantes, tornando a solugdo MFA exata.
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exata[27]. O modelo de Ising 1d nao apresenta ordem de longo-alcance em T' > 0, o que
significa que T, = 0. Por outro lado, no caso do modelo de Ising 2d temos uma transicao
de fase? em T = T.(z), onde o valor de T, ¢ dependente do niimero de coordenagao z e
da topologia da rede (arranjos microscépicos dos fons magnéticos numa rede cristalina).
Em particular, no caso da rede quadrada, Onsager[34] obteve uma expressao exata para

a temperatura critica dada por

2
sinh (kBl;c) =1,

0 que equivale numericamente ao valor ’“BTT ~ 2.269... Valores de T, para outras topolo-
gias de redes 2d foram também obtidas exatamente[27]; nos limitamos aqui apenas a
analisar a rede quadrada.

Bem antes da solucao de Onsager, em 1944, para o modelo de Ising na auséncia de
campo numa rede quadrada, o tratamento qualitativo da transicao de fase em sistemas
ferromagnéticos foi aplicado por Pierre Weiss[1]. Numa visao moderna®, podemos in-
terpretar a teoria do campo molecular de Weiss aproximando o campo interno H; (o;)

presente no Hamiltoniano (2.2) por uma média, ou seja,

HiMFA ~ (H; (0;)) = zJm (4)

onde m = (o;) Vi, e a fungdo de particao (2.3) poderd ser calculada exatamente e conse-

qiientemente a magnetizagao por spin m(7') serd dada por

m(T') = tanh (BzJm) . (5)

2Em T=T., o calor especifico apresenta uma divergéncia logaritmica (expoente o = 0(log)), a magne-
1
H

tizacdo espontanea vai a zero continuamente na forma m(T)~ (1 — Tl) (B =1%), etc., o que caracteriza
c

assim uma transicdo de fase de segunda ordem.

3Na época de Weiss, a mecanica quantica ainda ensaiava os primeiros passos, portanto, o campo
molecular era pensado como sendo de origem dipolar, nao podendo assim explicar os altos valores de
T, para os ferromagnetos. Somente com o desenvolvimento da mecénica quéntica é que a verdadeira
origem (eletrostética) da interagao entre os fons foi compreendida microscopicamente (exchange).
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Devido a média tomada na Eq. (2.4), dizemos que estamos tratando o modelo de Ising
na aproximacao de campo médio (mean-field approximation-MFA). No limite de magne-
tizagao nula, obtemos o valor de 7. por

T,
bl (©

onde para a rede 1d (z = 2) encontramos erroneamente um valor finito para % =2
— A Y — A kpTe __
(onde T;. = 0 ¢é a solugao exata), e para a rede quadrada (z = 4) (ou Kagomé) =27 = 4
que é comparada com a solucao exata kB—JTC = 2.269.
Oguchi[66] desenvolveu um formalismo para corrigir MFA, onde foi usado um Hamil-

toniano formado por pares nao interagentes na forma

Hf,WFA = —Jo1,09, — (2 —1)Jm (o1, + 02p) , (7)
onde (z — 1) Jm é o campo molecular nos sitios do par de spins, oy, € 03, provocado

pelos (z) primeiros vizinhos excluindo os sitios do par na interagdo, que corresponde ao
primeiro termo do Hamiltoniano (2.7). Nesta aproximagao de campo médio em aglomer-
ado com dois spins (MFA-2) ou aproximacao de Oguchi, a magnetiza¢ao por spin pode
ser facilmente obtida?, e no limite m — 0 encontramos a temperatura critica resolvendo
auto-consistentemente a expressao

2(z—-1)J =2/
i e | Fplc
o, +e (8)

Da Eq.(2.8) obtemos ainda erroneamente T.(z = 2) # 0, e para o caso da rede quadrada

kpTe
J

temos uma pequena melhora para ~ 3.893 em comparacao com a solugao exata.

4Usando o Hamiltoniano (2.7) podemos obter a magnetizagdo por spin definida abaixo:

> 1oy +o2p) e=BH

/1 _ oios B sinh [28 (z — 1) Jm]
m = <§ (o1p + J2p)> = > o BHATFA " cosh 28 (z — 1) Jm] + 227

0102
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Figura 2.1: Esquema do aglomerado com N spins numa rede 1d para tratar o modelo de
Ising 1d na aproximacgao de campo médio com N sitios (MFA-N).

Para uma rede 1d, podemos construir sistematicamente MFA em aglomerado com N
spins, cujo Hamiltoniano aproximado serd dado por
N-1

HMEA(N) :_Jzai0i+l_=]m (01 +0n), (9)

i=1
onde o somatério na Eq. (2.9) é realizado sobre todos os pares do aglomerado de N spins

conforme estd esquamatizado na Figura 2-1.

Do Hamiltoniano (2.9) podemos obter a fun¢ao de parti¢ao usando o software MAPLE,

que é dada por

N-1
Zn(m) = Z HeK”W"“.eKm(”ﬁ”N), (10)

{o1,on} i=1

onde K = J. Encontrando explicitamente Zy(m), podemos calcular a magnetizacao
por spin m = (3 (o1 + o)) por simples derivacao da Eq. (2.10), ou seja,

1 81nZN(m)
m=--——-+ 7

5 BRm = Uy (m,T), (11)

onde por simetria ¥y (m) é uma fungdo fmpar da magnetizagdo m [ver por exemplo a
Eq. (2.5) para N = 1]. Desejando calcular a temperatura critica 7,.(/N), fazemos o limite

m — 0 na Eq. (2.11) e teremos que resolver numericamente a seguinte expressao:
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ity = (B8) o

Usando o processo de extrapolagao desenvolvido por Henkel e Schiitz[67], podemos
mostrar que no limite N — oo a temperatura critica 7 tende para o valor exato 7, = 0.

Estendendo MFA-N para tratar uma rede quadrada, Suzuki e Katori[68] utilizaram
aglomerados com N = 9,21,45,69,99 e 148 spins e obtiveram, respectivamente ’“BTT =
3.125, 2.915, 2.748, 2.679, 2.631 e 2.575, mostrando uma certa convergéncia em direcao
ao resultado exato % = 2.269, com o grande empecilho do aumento do tempo com-
putacional. Todo este esforco para se obter bons resultados para 7., nao elimina a incon-
sisténcia dos valores cldssicos para os expoentes criticos. Uma alternativa para encontrar
valores nao cldssicos para os expoentes criticos, mas mantendo a idéia simplificadade de
MFA, foi proposto na literatura por Suzuki[69], uma metodologia chamada de método
da anomalia coerente (Cohrent Anomaly Method-CAM).

Por outro lado, Bethe[70] desenvolveu um método aproximativo para tratar modelos
de ordem-desordem, e que posteriormente foi aplicado no modelo de Ising por Peierls[71]
e no modelo de Heisenberg por Weiss[72]. A aproximacao de Bethe -Peierls (BP) inclui
correlacoes de spins locais e flutuagoes, onde um aglomerado de tamanho N é tratado
exatamente e os spins circundantes sao tratados via aproximagao de campo molecular sim-
ulado pelo campo efetivo H.ss. Este campo H sy ¢ determinado auto-consistentemente
impondo a condi¢ao: o valor médio dos spins do aglomerado ¢ igual ao valor médio dos
spins cincundantes (z vizinhos). Assim sendo, o Hamiltoniano (2.1) na aproximagao BP

¢é escrito na forma

HBP(N) = —JO’OZJZ' — Heffz o . (13)
i—1 i—1

A fungao de particao para o Hamiltoniano (2.13) sera dada por[73]
Z=2(5)+2(-) . (14)
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sendo

Z(0,) = [2cosh (BHcpp + BJo,)]” . (15)

O valor médio do spin central m, = (o,) ¢ dado por

(16)

z

e o valor médio dos spins circundantes ao spin central m = <%Zaz> serd obtido pela
i=1
derivacao

B 10lnZz

== 1
m ZaLeff ’ ( 7>
onde L.s; = BH.ys, ou seja, substituindo (2.14) em (2.17) obtemos
1
m = ; {Z(+) tanh (Leff + BJ) + Z(—)tanh (Leff - ﬁj)} . (18)

Impondo a condigdo m, = m e entdo igualando a Eq. (2.16) com a Eq. (2.17),

encontramos a seguinte equagao auto-consistente para obter o campo efetivo

Z(+) {1l —tanh (Less + 5J)} = Z(—) {1 + tanh (Lesr — 5J)} . (19)

Substituindo (2.15) em (2.19) e fazendo algumas manipulagoes algébricas, finalmente

encontramos

(20)

Luss — z—1 In {COSh(Leff +ﬁJ)} '

2 cosh (Less — 5J)
Na auséncia de interagao (J = 0), da Eq. (2.20) vemos que o campo efetivo é nulo
(Lesr = 0), como esperado fisicamente. Na presenca de interacdo (J # 0), o campo
efetivo normalizado L.;s tem o papel de ordenar o sistema para 7' < T.. No limite

Less — 0, a magnetizagao vai a zero continuamente, quando atingimos a temperatura
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critica. Assim sendo, expandindo a Eq. (2.20) em poténcias de L. ;s obtemos

LS
Legy~ (z—1)tanhﬁJ{Leff—sechQ(ﬁj)%%—...} . (21)

Fazendo L.sr — 0, da Eq. (2.21) encontramos a temperatura critica

- (22)

que para a rede 1D a aproximacao BP, Eq. (2.22), encontra solugao exata T, = 0, e para
rede quadrada (z = 4) 22l = 2 ~ 2,885,

Kurata, Kikuchi e Watari[74] estudaram o modelo de Ising numa drvore de Cayley.
Construimos a arvore de Cayley com n camadas partindo inicialmente de um spin central
0,. Conectamos a este sitio, z outros sitios vizinhos que chamaremos de primeira geracao
(n = 1). Novamente conectamos a cada sitio da 1* geragdo, z outros sitios que chamare-
mos de segunda geracao (n = 2). Repetindo o processo até n-ésima geragao, obtem-se a
funcao de parti¢ao 7, exata para a drvore de Cayley com n camadas. No limite da rede
de Cayley infinita (n — o0), as propriedades termodinamicas sdo equivalentes as obtidas
na aproximagao BP. Posteriormente, Domb|[75] mostrou que a aproximacao BP resolve
exatamente o modelo de Ising na drvore de Cayley, baseada nas expansoes dos diagramas
de Mayer dados por Rusbrooke e Scans|[76].

Recentemente, Wysin e Kaplan[77] desenvolveram uma nova aproximagao de campo
médio levando em consideracao efeitos de flutuacoes. Assumiram que o campo molecular

(2.4) é agora reescrito na forma

HZMFA =2J (501.’ mt+ O, _lm_) , (23)
desta maneira a magnetizagdo m = (o;) serd dada por

ez,@Jm* — e—#BIm”

- ezBJm+ + efz,BJm* (24)
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Agora vamos obter os valores médios dos spins vizinhos o; do sitio 4, considerando em
separado o; = 1 e 0; = —1. Existe (z — 1) vizinhos ao redor do sitio j que sao segundos
vizinhos do sitio 7, € podemos supor numa primeira aproximagao que eles tém os mesmos
valores médios. Desta maneira teremos

Za.jeﬁ[crj (z—1)Jm~+Jo;]

93

+ _
m <O-j>|‘7i::t1 - Zeﬁ[o'j(z—l)Jm-‘y-JO',‘]
93 o;=*1
obtendo
m* =tanh BJ [(z —1)m 1] , (25)

Substituindo (2.25) em (2.24), e fazendo m — 0 encontramos a temperatura critica

T, pela expressao

cosh ( k;T> - l@%m . (26)

Para a rede 1d (z = 2), da Eq. (2.26) encontramos 7, = 0 de acordo com a solucao

kBTc
J

exata, enquanto para a rede quadrada temos ~ 3.312 com resultado ligeiramente

pior do que a solugao obtida na aproximacao de BP ’“BTT ~ 2.885 ( ondekB—JTC ~ 2.269 é a

solugao exata). A aproximagcao de campo médio correlacionado contém um interessante
efeito fisico, que ¢ um valor nao nulo para os campos locais m*, Eq. (2.25), para T > T,

(my = —m_ # 0), porém a magnetizacao global m é nula. Considerando o campo médio

correlacionado HMF4 = (z —1).J (6, ,m" + d,, ,m™) encontramos

eﬁJ[(z—1)m+il] _ e—,@J[(z—l)m*:tl]
+

me = <Uj> |0'i:j:1: eBI(z=1)m*+£1] 4 o BJ[(z—1)m~+£1]

(27)

Resolvendo as Eqs. (2.24) e (2.27), encontramos uma nova expressao para temperatura

critica T, dada por
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J N z-1)J
cosh (k‘BTC) = PG (28)

onde esta Eq. (2.28) obtém resultados para T, melhores do que BP. Por exemplo, T.(z =
2) = 0 e 22le ~ 2,595 para a rede quadrada (z = 4).

Um método sistemdtico para corrigir os resultados de MFA foi desenvolvido anos atrés
por Callen e colaboradores[78], onde uma expansao diagramética foi obtida. A expansao
de ordem zero representa a solugao MFA, enquanto aproximacoes de ordens superiores a
zero encontram um valor superestimado para 7, no modelo de Ising (i.e., T, > T*°),

Utilizando o formalismo da funcao de Green dependente de dois tempos e temper-

atura, Callen[79] mostrou® que para o modelo de Ising com dois estados (S = %), Eq.

(2.1), a magnetizagdo por spin m = (0;) satisfaz a seguinte identidade:

m = (o;) = <tanh KZO'H_? > , (29)
5

onde na Eq. (2.29), conhecida como identidade de Callen-Suzuki, temos no lado direito
uma média estatistica dos argumentos da funcao tangente hiperbdlica de varidveis de
spins (vizinhos ao sitio i). MFA equivale a reescrever a Eq. (2.29) como uma média
no argumento, obtendo assim uma expressao auto-consistente para a magnetizacao do
tipo dado pela Eq. (2.5). A identidade de Callen-Suzuki foi primeiramente usada para
se obter fungoes de correlacoes e temperatura critica do modelo de Ising 2d usando o
método da expansao em série de altas temperaturas [81]

Diversos autores, tais como: Matsudaira[82], Frank e Mitran[83], Tanaka e Ury[84],
Zhang e colaboradores[85], usaram a identidade de Callen-Suzuki para se obter as pro-
priedades criticas do modelo de Ising - %

Na préxima secao, abordaremos a metodologia da técnica do operador diferencial,

5 Suzuki[80] generalizou o resultado (2.29) para o caso do modelo Ising com spin S > 1, que ficou
assim conhecido na literatura como identidade de Callen-Suzuki.
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desenvolvida no final da década de setenta por Honmura e Kaneyoshi[86], que para um
aglomerado com um spin terd como ponto de partida a identidade de Callen-Suzuki,

facilitando assim o manuseio das varidveis de spins.

2.2 Técnica do operador diferencial

Da mecénica estatistica do equilibrio, o valor médio de uma grandeza representado pelo

operador A é definido no ensemble canénico por

Tr [fle’mﬂ

<A>:W,

(30)

onde T'r é o funcional trago no espago de todos os spins interagentes e descrito por um
Hamiltoniano H e Z = Tr e ¢ a funcao de particao.

Dividindo o sistema de /N particulas interagentes em duas partes: uma representando
um aglomerado 2 finito com n < N spins que descreve as interagoes dentro do aglomerado
e com a sua vizinhanca, e a parte restante 2 que nao possui nenhum spin pertencente

ao aglomerado 2, desta forma o Hamiltoniano H total poderd ser decomposto na forma

H="Hq+H,y . (31)

Seja O(€) um operador de varidveis pertencente ao aglomerado 2 e [ﬁg, Ab, } =0,
entao é possivel fatorar o trago na Eq. (2.30) por Tr = Tr'Trq, onde Trq é realizado
no sub-espago de n < N spins (£2) e 77" no sub-espago restante de n’ = N — n spins.
Desta maneira, o valor médio da grandeza O(Q) serd reescrito, segundo a definigao da

Eq. (2.30), por
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Sendo |:HQ, Hey ] = 0, entao a expressao acima podera ser reescrita na forma

B Tr’e_ﬁﬁﬁ’TmO(Q)e’Bﬁ“

0)) = — — — 32
o) Tr’e*”BH/Q'TTQO(Q)e—ﬁHQ (32)
Multiplicando a Eq. (2.32) pelo fator unitério 1 = ?6:7222 e combinando adequadamente

com as propriedades de separacao do traco e do Hamiltoniano, ficaremos com:

(O(Q)) = A i

Tr{e-o}

Comparando a Eq. (2.33) com a definicdo da média, Eq. (2.30), temos que o valor

(33)

médio de O(Q) fica reduzido ao cdlculo do trago parcial no aglomerado finito, ou seja,

Trq {O(Q)e‘ﬂﬁﬂ}
o= < Trq {e—ﬁﬁn} > ' (34)

Para o caso de modelos quanticos temos que [7/'29, 7'7’9/ } # 0 e, portanto, a Eq. (2.34)
nao ¢ exata. Sa Barreto e Fittipaldi[87] usaram de forma aproximada a Eq. (2.34) para
estudar o modelo de Ising—% com campo transverso, e os resultados foram satisfatérios

quando comparados com métodos mais elaborados (expansao em série).

2.2.1 Identidade de Callen-Suzuki

Escolhendo por simplicidade o Hamiltoniano Ising, Eq. (2.1), para um aglomerado de

apenas um spin teremos

Hy = —JalzaHy , (35)
5

—
onde § denota o vetor primeiros vizinhos.

Substituindo a Eq. (2.35) na expressao exata (2.34), obtemos a magnetizagao por
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spin m = (o1) dada por

m = <tanh KZJH? > : (36)

5
que representa a identidade de Callen-Suzuki, Eq. (2.29), obtida aqui através da média
termodindmica.

Definindo {g} como sendo qualquer grandeza que nao contenha varidvel do aglomer-

ado €2, a Eq. (2.34) poder4 ser reescrita por

Trq {O(Q)e’ﬁﬁﬂ}
<{g}O(Q)> = <{g} Tro {e—ﬁﬁﬂ} > . (37)

Para o caso do aglomerado com um spin, Eq. (2.35), teremos a identidade de Callen-

Suzuki generalizada dada por

({g}01>:<{g}tanh KZO’H_? > : (38)
r

onde {g} representa qualquer operador que nao contenha a varidgvel o;; por exemplo,

{9} = 0203,
Seja F'(x) uma fungao continua definida para qualquer valor de x e ﬁx = % o operador
diferencial; entao é possivel mostrar a seguinte identidade®:
e“PrP(2) = F(z + ) (39)

Usando F(z) = tanh(x) e a identidade (2.39), podemos reescrever a Eq. (2.36) na

o0 ~
SExpandindo em série de poténcia o operador P+ = 3~ La™DZ, entao aplicando na fungao F(x)
n=0

ficaremos
oo

Ot’\ 1 n n
e D= :ZEQ F™ (),

n=0

onde F(")(z) = ‘Z;Cf . Usando a definigao de série de Taylor F(x + «) em torno de o = 0, mostramos a

equivaléncia com a expressdo acima, Eq. (2.39).
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forma

K> o —>Bg¢
m = <e 5 1+4 >F<Z’) |x:O , (40)

ou expandindo o somatério » |, ficaremos com
—
5

m = <H6K5wlﬁ> F(2) |ao (41)

onde z é o nimero de coordenacao da rede.
Como estaremos tratando do modelo de Ising com dois estados, temos a seguinte

identidade de van der Waerdan:

e’ = cosh(\) + o;sinh()\), (o; = £1) (42)

Aplicando a identidade’ (2.42), a Eq. (2.41) ficard finalmente reescrita na forma

—

m = <H (8. + o—lﬁﬁx)> F(@) oo (43)
5
onde @, = cosh(KD,) e B, = sinh(KD,).

A Eq. (2.43) ¢ exata , mas de dificil manipulagdo matemadtica, pois envolve no se-
gundo membro fungoes de correlacoes de muitos spins, gerando assim, com auxilio da Eq.
(2.38), um conjunto infinito de equagoes acopladas de fungoes de correlagdes. Para o caso
particular de uma rede unidimensional (z = 2), S& Barreto e Fittipaldi[89] mostraram que
é possivel calcular as propriedades termodindmicas de forma exata, mas para z > 2 ape-
nas solucao aproximada é conhecida. Uma denotagao para este acoplamento de fungoes

de correlac@o entre spins é conhecida como equagoes de Dobrushim-Lanford-Ruelle[90],

e também muito utilizada em teoria de campos[91].

"Para spin S-geral, a identidade de van der Waerdan foi generalizada por Balcerzak[88].
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2.2.2 Teoria de campo efetivo em aglomerado finito

Desejando melhor ilustrar o produtério na Eq. (2.43), vamos desenvolvé-lo para o caso
z =4 (rede quadrada) e representamos por {09, 03, 04, 05} 08 spins externos ao aglom-
erado com apenas um tnico spin (o1). Sendo F(—x) = —F(z) uma fungao impar, entao
qualquer operador @par(ﬁx) aplicado nesta funcao no limite de z = 0 tem valor nulo,
ist0 &, P ,u F'(7) |s=0= 0. Assim sendo, usando esta propriedade de simetria a Eq. (2.43)

expandida ficard

5 5

LG oM ICOR R (44)

4 = 4
lip, =2
l#p#q
sendo
AV(E) = 4830, F(2) |so= & [F(4K) + 2F(2K) (45)
e
Ay() = 40,5, F(0) |aco= 5 [FUK) — 2F(2K)] (46)

onde F(z) = tanh(z) e K = /.

A Eq. (2.44) é exata e por causa da fungao de correlacdo de trés spins (0,0,04)
(I # p # q), mas o calculo da magnetizagdo m(T') fica impossibilitado, e para contornar
este obstdaculo o uso de algum tipo de desacoplamento é inevitdvel. Numa primeira

aproximagcao, usamos o seguinte desacoplamento:

(010p...04) > (01) (Op) ... (04) (47)

com [ # p... # q. Usando o desacoplamento (2.47) e a simetria translacional (o;) = m

Vi, a Eq. (2.44) ficard escrita na forma aproximada por
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1A
m_’/—Ag(T) . (48)

A Eq. (2.48) representa a teoria de campo efetivo em aglomerado com um spin,
denotada por EFT-1 (effective field theory). Nesta aproximacao, e qualquer outra descrita
anteriormente em que a magnetizacao é obtida auto-consistentemente pela expressao
m = U(m,T), os expoentes criticos sdo todos cldssicos. A temperatura critica (m — 0) é
obtida resolvendo-se numericamente A;(7.) = 1, cujo valor encontrado foi ’“BTT ~ 3.087.

Outras redes com nimero de coordenagao z podem ser tratadas no esquema EFT-1,

e a Eq. (2.43) ficard escrita na forma aproximada por

m = (@, +mB,) F() leo

Usando a propriedade gAppar(lA)m)F () |z=0= 0, ficaremos com

m=V(m,T)=> A3, ,(K)m>"! (49)
p=0
sendo
0(z—n)z! _,_,~n
A(K)= 2/~ z—n I B
n( ) (Z—?’L)'Tl' Qy ﬁcc (l’) ’I—O ) (50)

onde f(z) =1 e 0 quando x > 0 e x < 0, respectivamente. No limite m — 0 (transigao
de fase de segunda ordem), obtemos a temperatura critica 7T, resolvendo numericamente

a expressao abaixo

AT(TC) =1 s (51)

que para uma rede linear (z = 2) obtemos a solucao exata T, = 0 e para a rede ctibica
simples (z = 6) # ~ 5.073 que pode ser comparada com o resultado % ~ 4.5103

de simulacdo de Monte Carlo[92]. A medida que o mimero de coordenacio z cresce, o
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sistema fica mais correlacionado e portanto, necessitamos de mais energia térmica (kgT.)
para destruir a ordem magnética, conseqiientemente 7, cresce monoticamente. No limite
de coordenagao infinita (z — o) teremos um dado sitio da rede cristalina interagindo,
em média com mesma energia, com infinitos sitios da rede, o que equivale ao modelo de

Ising com interacao de longo-alcance (campo médio); desta maneira esperamos o limite

kBTc

o — 1.

A aproximagao de campo médio em aglomerados com um spin (MFA-1) pode ser
obtida deste presente formalismo, onde devemos aproximar a média do produtério de
exponenciais na Eq. (2.41) por produtos de médias dos argumentos das exponenciais, ou

seja,

m = H€<Kﬁzal+?>F(l’) |x:0: ezKﬁme(ZE) |x:07
Kl

aplicando a propriedade (2.39) obtemos

m = tanh(zK'm) , (52)

que corresponde ao mesmo resultado da teoria de Weiss expresso pela Eq. (2.5).

Matematicamente falando, o que difere MFA de EFT estd no tratamento exato das

2n+1

i

2n
)

auto-correlacoes nesta ultima aproximacao (i.e., 0" = 1l e o = 0, relacao de cin-

ematica de spin —%, o; = £1)® resultando na identidade de van der Waerdan, Eq. (2.42),
enquanto MFA trata estas auto-correlacoes de forma aproximada (i.e., (02) ~ (0;)?),
induzindo erroneamente a uma transigao de fase para o modelo Ising 1d (7, # 0).

Além dos valores de campo médio para os expoentes criticos, EFT-1 apresenta re-

sultados qualitativos discrepantes para a temperatura critica, que é nao distingiiir a

8De uma maneira geral, a relacdo de cinemética para spin S geral é descrito pela propriedade:

S

r=—S

onde SZ ¢ a componente z do operador de spin no sitio i.
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topologia da rede e encontra T., Eq. (2.51), dependente apenas do mimero de coor-
denacao (z). Resultados exatos para T. no modelo de Ising 2d em diversas topologias
foram encontrados|27]. Por exemplo, para a rede quadrada temos kB—JTC ~ 2.269 e para a
rede Kagomé % ~ 2.143, sendo que ambas tém mesmo nimero de coordenacao z = 4,
enquanto a rede 2d triangular tem kB—JTC ~ 3.641 diferente da rede cubica simples (3d)
% ~ 4.511, e ambas apresentam z = 6. Desejando elucidar o tratamento da topologia
da rede usando a técnica do operador diferencial, Siqueiral93] e Bobak e Jascur[94] inde-
pendentemente, usaram como ponto de partida para a identidade (2.34) um Hamiltoniano

com dois spins dado por

—6H22K0102+a101+a202 y (53)

onde a, = KZJH?;) (p=1,2).
g p
Substituindo (2.53) na Eq.(2.34), obtemos a seguinte expressao para a magnetizagao

por spin m = <% (o1 + 02)>

_ sinh (a1 + az) (54)
cosh (a; + az) + e 2K cosh (a; — az)

Podemos generalizar a identidade (2.39) para uma funcao de n varidveis, em particular

para n = 2 teremos

e De4tDy Gy 1) = Gla +a, y +b) | (55)

onde ﬁ# = a% (u = z,y) é o operador diferencial.

Usando a identidade (2.55), reescrevemos a Eq. (2.54) na forma

sendo
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sinh (z + y)
cosh (z +y) + e=2K cosh (x — y)

G(z,y) = (57)

Uma andlise mais cuidadosa na Eq. (2.56) evidencia logo a presenga de dois tipos de

vizinhos, expressos através dos somatérios > e > . Dependendo da topologia da rede,
— —
51 s

o0s spins 07 e 09 podem admitir vizinhos comuns (2’), desta maneira podemos expandir

a Eq. (2.56) ficando

z

z—1—2" z—1—-2" ! L
m — < H eKDzUH-?l H 6KDy02+FQ HeK(Dx+Dy)a?> G(l’,y) ’x,y:O ) (58)
—

—
51 2

>

Claramente, a forma explicita de vizinhos, comuns ou nao, aos sitios 1 e 2 no aglom-
erado com dois spins assegura a distin¢cao da topologia da rede. Para ilustrar a topologia
da rede no aglomerado com dois spins, na figura 2-2 apresentamos as redes Kagomé
(z = 4,2 = 1), quadrada (z = 4,2’ = 0), triangular (z = 6,2’ = 2) e ciibica simples

(z=16,2"=0).

Da Eq. (2.58) temos que a funcao G(z,y), Eq. (2.57), é impar, e, portanto, a aplicagdo
de qualquer operador par @, (D., D,) nesta fungio com os limites de v = y = 0 dard
valor nulo. Usando a identidade de van der Waerden e a aproximagao linear, a Eq. (2.58)

ficard escrita na formas:
m = (Q, + mﬁx)z_l_z,<&y + mﬁy)z_l_z’ (amy + mﬁw)zlG(m, Y) |x,y:0 (59)

onde @, = cosh(Kﬁﬂ), Bu = sinh(Kﬁu), Qpy = cosh[K (D, + ﬁy)] e Bxy = sinh[K (D, +
ﬁy)] No limite de m — 0, da Eq. (2.59) obtemos a temperatura critica (EFT-2)

resolvendo numericamente a seguinte expressao:

AP (K =1, (60)
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Figura 2.2: Estruturas topoldgicas de redes (a) Kagomé, (b) quadrada, (c) triangular,
(d) ctbica simples.

sendo

A?Z,(KC) _ [2(2 1 Z»)Az—z—2/\z—z—15 + /Az—z—l/\;—z—laz—lﬁmy G(l‘, y) |$,y:0 (61)

Ty

Da Eq. (2.60) obtemos as temperaturas criticas T, para diversas topologias de redes,
e que estao esquematizadas na figura 2-2. Na Tabela 2-1 apresentamos os resultados de
T, obtidos por EFT-1 e EFT-2, que foram comparadas com solugoes exatas em redes 2d
e simula¢ao de Monte Carlo para a rede ctibica simples (3d). Observamos claramente a
superioridade de EFT-2, do ponto de vista qualitativo, quando deparamos com andlise
da topologia de rede. Porém, os resultados quantitativos para 7, nao estao em boa con-
cordancia com os valores rigorosos. Uma andlise de finite-size-scaling pode também ser
desenvolvida para melhorar os valores de 7., mantendo ainda a simplicidade do esquema
utilizado na aproximacao de campo médio por Suzuki e Katori[68], onde no préximo capi-
tulo desta dissertacao usaremos aglomerados com quatro spins (chamado de EFT-4) para

estudar o diagrama de fase do modelo de Ising com interacoes de primeiros e segundos
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vizinhos.

Redes z 2 EFT-1 EFT-2 Exato/Monte Carlo
Kagomé 4 1 3.089 2923 2.143
Quadrada 4 0 3.089 3.025 2.269
Triangular 6 2 5073 4.950 3.641
Ctbica simples 6 0 5.073  5.039 4.511

Tabela 2.1: Valores da temperatura critica reduzida kgT,./J para diversas redes 2d e 3d
no modelo de Ising -1/2, obtidas da Eq. (2.60), comparadas com resultados exatos (2d)
e simulagao de Monte Carlo (3d) [92]

2.3 Modelo de Ising numa rede quadrada anisotrépica

na presenca de campo externo

2.3.1 Consideracoes gerais

O Hamiltoniano de Ising tem sido um dos modelos mais estudado na literatura, e
devido a sua simplicidade tedrica tem aplicacoes em diversos sistemas, tais como, sis-
temas bioldégicos (enzima alostérica, neuronios, etc), trafego, etc. Este modelo apresenta
solugdo exata em duas dimensoes (2d)[27] na auséncia de campo externo. Vimos que
na auséncia de solugao exata para diversos modelos de spins, em particular o modelo de
Ising antiferromagnético na presenca de campo magnético, varias métodos aproximativos
foram propostos (ver sec. 2.1). Um modelo interessante que nao apresenta solucao exata

(nem mesmo simulac¢ao de Monte Carlo!) é o descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H= _szaigi-‘régg + Jyzaigi-‘rﬁy - Hzaia (0; = £1), (62)
0,02 08, i

onde J, (J,) é a interagdo de exchange ao longo da direcao = (y) numa rede quadrada,
0, (d,) & o vetor primeiros vizinhos z, = 2 (2, = 2) ao longo desta direcao = (y) e H ¢

0 campo magnético externo (tomamos pug = 1).
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Na auséncia de campo externo (H = 0), o Hamiltoniano acima tem solucao exata[27],

e a temperatura critica é obtida numericamente através da seguinte expressao:

2],

sinh( 2Ja ) sinh( T

kgT.

) =1, (63)

onde para o caso particular da rede isotrépica J, = J, = J temos a solucao kgT./J =
2/In(1 + v/2) ~ 2.269.

O estado fundamental (7" = 0) do modelo acima ¢é caracterizado por cadeias ferromag-
néticas ao longo da direcao do eixo x e com spins alternados ao longo da dire¢ao do eixo y,
caracterizando assim um estado super-antiferromagnético (SAF). Definindo o parametro
r =J,/J,; na Eq. (2.62), podemos mostrar que no limite de r — 0 a temperatura critica

apresenta o seguinte comportamento assintético:
kgT./J, ~ A/In(1/r), (64)

que para o caso unidimensional (r = 0) obtemos T, = 0. Por outro lado, a solugao de
campo médio encontra kgT./J, = 2 + 2r, o que contradiz a solugao exata T, = 0 para a
rede 1d.

O comportamento logaritmico da Eq (2.64) na regido critica ("= 0,r = 0) pode ser
entendido fisicamente como segue: No limite 1d (r = 0), o comprimento de correlagao a
baixas temperaturas apresenta o comportamento exponencial do tipo &(7") ~ e?T. No
limite de temperatura nula (7" = 0), esperamos um comportamento divegente em lei de
poténcia do tipo (1) ~ r~1/¢ (onde ¢ é o expoente de crossover). Igualando os dois tipos
de comportamentos para o comprimento de correlacao, isto é, £(T") = £(r) mostramos o
desejado, Eq. (2.64). O valor médio em 7" = 0 do Hamiltoniano (2.62) por particula (N)
no estado SAF é dado por
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onde o valor médio m = E (o) do tltimo termo da Eq. (2.62) é nulo porque temos
i

metade dos spins apontando para baixo e a outra metade apontando para cima. A

medida que aumentamos o campo magnético, teremos acréscimo de energia para inverter

os spins que estao apontando para baixo. Portanto, teremos um valor critico do campo

H = H_. no qual todos os spins estarao apontando para cima, e dizemos estar no estado

paramagnético (P) induzido por campo externo. Neste estado paramagnético, a energia

média por spin é dado por

(H)r—o

=1 - H
N +r

up =

Desta maneira, igualando as energias nas duas fases (SAF e P) encontramos o campo da
transicao de primeira ordem H, = 2r.

A principal motivacao de estudar o modelo (2.62), estd particularmente na falta de
resultados exatos ou mesmo rigorosos através de simulagao de Monte Carlo, e nas diversas
aplicacoes cujos resultados sao bastante contraditérios. A seguir discutiremos diversos
métodos aproximativos aplicados no Hamilltoniano (2.62) para calcular o diagrama de
fase no plano T'— H, onde desenvolveremos em particular a técnica do operador diferencial
e a aproximagao de Bethe-Peierels. Este trabalho foi recentemente aceito para publicagao

no Physical Review B (ver apéndice).

2.3.2 Técnica do operador diferencial

Como estamos interessado em estudar a linha de estabilidade entre as fases SAF e P,
vamos dividir a rede em duas subredes interpenetrantes (A e B). Para um aglomerado

com um spin na subrede A, temos o seguinte Hamiltoniano:

Hi = _sza(l—i—ém)A + Jyza(1+6y)B —H| 014 (65)
3, 5,

De acordo com a identidade para a magnetizagao proposta na Eq. (2.34) obtemos a
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magnetizacao da subrede A my = (o14)

ma = <tanh K.Y o004 — K.Y oasys+ L > (66)

Sz Sy
onde K, = pJ,, K, = J, e L =[H.

Usando a técnica do operaor diferencial, a Eq. (2.66) pode ser reescrita na forma

ma = <exp KmZ“(H%M - KyZU(1+5y)B Dx> F(z)|,_, (67)

5o 5y
onde F(x) = tanh(x + L).

Expandindo o somatdério da Eq. (2.67), ficaremos com:

2 2
ma = <£I exp [KmU(l-HSx)AD:c} .y exp [_Ky0(1+5y)BDx}> F(z)|,—- (68)

Usando agora a identidade de van der Warden, definida pela Eq. (2.42), reescrevere-

mos a Eq. (2.68) na forma
2 2
ma = <(1;[ [Oém + U(H—%)ﬁx] 6H [Oéy — 0(1+5y)ﬁy}> F(l‘)|x:0 . (69)
x )
onde «a, = cosh(K,D,) e 8, = sinh(K,D,).
Como foi visto anteriormente na Sec. 2.2, a Eq. (2.69) possui fungoes de correlagao
de vérios spins, entao o cdlculo da magnetizagao por spin s6 é possivel aplicando-se algum

tipo de desacoplamento; neste caso, aplicaremos a aproximagao de ordem zero dada pela

Eq. (2.47) e entdo a Eq. (2.69) ficara:

ma = (@, +maB,)”. (o, —msB,)’ F(z)|,_,. (70)

De maneira andloga a que desenvolvemos os cdlculos para a subrede A, podemos obter
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a magnetizacao da subrede B na aproximacao linear, que serd dada por
2
mp = <a$ + m36$)2 . (ay - mAﬁy) F(‘r)laj:O * (71)

Definindo duas novas varidveis, a magnetizacao total m = % (ma + mp) e a magneti-

zagao staggered my = 3 (ma —mg),

ms = Ai(m)mg + As(m)m? (72)

m = Ag(m) + Ay(m)m? + Ay(m)m3, (73)

sendo

Ao(m) = ajal +2 (Ozmﬁmaz = ayﬁyai) m + (0%25532, + agﬁi — Ozmﬁmayﬁy) m2+

(74)
2 (08,03 — 0y 8,02) m + B28mA} (2.

Ar(m) = 2 { (e + oy B,07) = (uB.0y + oyB,57) m} F(a)l,_y,  (75)

Ag(m) = {3 By + ay B + daway 8,8, + 2 (auB, 8y — ,8,57) m — 283 8,m* } Fl)],,

(76)
Ag(m) = 2 (0B, By + 0y B,57) F ()|, (77)
Ay(m) = 328, F(@)],—p- (78)

onde os coeficientes A,(m) sao determinados usando a identidade e*P= F(z) = F(z + a)
em conjunto com o software MAPLE 9.0. Resolvendo numericamente as Eqgs. (2.72)
e (2.73), obtemos uma transi¢do de fase continua em 7" = T (H) para todo valor de
H € [0,H.). Temos que Tn(H) decresce monoticamente com o aumento do campo

externo, se anulando no valor H = H. = 2r, onde r = J,/ J,.
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2.3.3 Aproximacao de Bethe-Peierls

Tomaremos como ponto de partida o Hamiltoniano para certo aglomerado contendo um
spin central 0,4 associado a subrede A, sob a agdo de um campo externo H, com quatro
spins periféricos, sendo que dois sdo da subrede A (B) sob a acao de um campo efetivo
H# (HE) que tem o papel de simular o efeito do restante da rede cristalina. Assim sendo,

o Hamiltoniano para este spin especificos serd dado por

Hoa = —Hooa— (H+ Hp) (014 +024) — (H + HE) (015 + 025)

—Jo0on (014 + 014) + Jyooa (015 + 028) . (79)

Da Eq. (2.79) podemos obter de imediato a funcao de partigao

ZOA(L7 Ly, LB) _ E eorltLa(o1ato24)+Lp(018+028) (Koooa(014+024) o= Kyooa(o15+028)

00A,05A,B=%1

(80)
onde L=p3H,Ly=L+BHp, Lp=L+BHE K,=p3J,e K, = BJ,, que apds algumas

manipulagoes algébricas ficaremos

Zoa(L, L, L) = 2 {e*Eatle) cosh (L + 2K, — 2K,) + 2¢*L4 cosh(L + 2K, )+
eXLa=Le) cosh (L + 2K, + 2K,) + 2e2L5 cosh(L — 2K,)+
4cosh(L) + 2e7 28 cosh(L + 2K,) + e 2Fa~Ls) cosh(L — 2K, — 2K,)+
2e 2L cosh(L — 2K,) + e 2Eatls) cosh(L — 2K, + 2K,) }

(81)

As magnetizagoes m,4 € m, podem ser obtidas por derivacao direta da funcao de

particao Z,4, ou seja,

81nZOA

5L (82)

meA = <UoA> -
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1 1(91nZOA

ma = 5 (014 + 094) = 3 9L

(83)

Substituindo a Eq. (2.81) nas Eqgs. (2.82) e (2.83), obtemos m,4 € ma, respectiva-

mente, pelas seguintes expressoes:

mea = 2 {e2Latle) gsinh (L + 2K, — 2K,) + 2¢**4 sinh(L + 2K, )+
eXLa=Le)sinh (L + 2K, + 2K,) + 2e2L sinh(L — 2K,,)+
4sinh(L) + 2e72E8 sinh(L 4 2K,) + e 2La=Lo) ginh(L — 2K, — 2K,)+
2e2Lasinh(L — 2K,) + e 2Eatle) sinh(L — 2K, + 2K,) } /Zoa

(84)

ma = 2 {e*Latts) cosh (L + 2K, — 2K,) + 2¢*44 cosh(L + 2K, )+
ez(LA_LB) cosh (L + QKJZ + 2Ky) — 6_2(LA_LB) COSh(L - QKQ; - 2Ky)_ (85)
2?4 cosh(L — 2K,) — e ?FatEs) cosh(L — 2K, + 2K,) } /Z,a

O mesmo procedimento pode ser efetuado para a subrede B, onde o Hamiltoniano

serd dado por

MHop = —Hoop — (H + Hg) (014 + 024) = (H + HE) (015 + 025)

—J005 (018 + 018) + Jyoo5 (014 + 024) , (86)

A fungao de partigao Z,g(L, L4, Lg) é definida como na Eq. (2.80), com a simples

substituicao de H,4 por H,p, ou seja,

Z,5(L,La, L) = E elooptlalo1ato24)+Lp(018+028) (Keoop(o18+028) o= Kyoon(014+024)

0oB,0;A,B=*1

(87)
Comparando a Eq. (2.79) com a Eq. (2.86), observando a seguinte propriedade
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de simetria por inversdo: Li — Lp e Lgp — Lga, prova-se que Z,g(L,La,Lp) =

Zoa(L, L, Ls). Analogamente podemos definir as magnetizagoes da subrede B por

Jln ZoB
oL

Mo = <UOB> -

1 lﬁanoB

mp = 5 (01 + 02B) =

Substituindo a Eq. (2.87) nas Egs. (2.88) e (2.89), obtemos

mep = 2 {e?Fatle) sinh (L 4 2K, — 2K,) + 2¢*# sinh(L + 2K,)+
e 2Ea=Le)ginh (L + 2K, + 2K,) + 2e2L4 sinh(L — 2K,)+
4sinh(L) + 224 sinh(L + 2K,) } / Zop

mp = 2{e2FaTLs) cosh (L + 2K, — 2K,) + 2¢*7 cosh(L + 2K,)+
e 2La=Le) cosh (L + 2K, + 2K,) — e*La=Ls) cosh(L — 2K, — 2K,)—
2e72L5 cosh(L — 2K,) — e 2Fatle) cosh(L — 2K, + 2K,)} /Z,p

Definindo as novas variaveis:

T2 0Lg

(90)

(92)

os campos efetivos H4 e HE sdo determinados como uma fungdo de T, H e r = J,/J,
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assumindo-se a seguinte condigao (hip6tese de Bethe):

MoA = MA
) (93)
Mop = Mp
ou em funcao das magnetizagoes total m e staggered m, podemos reescrever a condicao

(93) na forma
moS(Lta Ls) = mS(Lta Ls)

(94)
my(Lt, Ls) = m(Ly, L)

onde da Eq. (2.94) determinamos os campos L; e L.

Fixando valores para r e H, e resolvendo numericamente a Eq. (2.94) observamos que
o parametro de ordem mg decresce continuamente a zero (Ls — 0) quando nos aproxi-
mamos do valor critico T = Ty (H). A forma como a temperatura critica Ty descrece
com o aumento da temperatura serd analisada mais adiante, quando compararemos os

diversos resultados discutidos nesta dissertacao e outros existentes na literatura.

2.3.4 Campo médio

Existem algumas formas diferentes de resolver um Hamiltoniano de spins interagentes via
aproximagao de campo médio (campo molecular de Weiss, interagao de longo-alcance,
Bragg-Williams); a seguir usaremos a forma variacional que usa como ponto de partida

a desigualdade de Bogoliubov. Separando o Hamiltoniano H na forma

H=H,+H, (95)

é possivel mostrar a seguinte desigualdade (exata)

G(H) <@ =G(H,) + (H —H,)

i o’

(96)
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sendo

G(H,) = —kpTn Z,, (97)

B Tr{Ae P}

<A>o - ZOTT{G,BHO}v

(98)

onde Z, = Tr{e M}
Na aproximagdo de campo médio, usamos a desigualdade (2.96) para um Hamil-
toniano H, escrito numa forma trivial em fungdo de pardmetro(s) variacional. Para

aglomerado com um spin, consideramos o seguinte Hamiltoniano trivial

Ho=—(a+H)Y oia— (g +H) ois (99)

i€A i€B
onde 7,4 e np sao os parametros variacionais a serem determinados com a minimizacao
do funcional ®(n,,n5).
Substituindo o Hamiltoniano (2.99) na Eq.(2.96) e usando as relagdes (2.97) e (2.98),

obtemos
, / 1
¢<7J7VA7JHB) = -3 In[4cosh 3 (H +ny4)cosh 5 (H +ng)] +rmamp — 5 (m% +m3%) +
A I8
2Jmm,4 + 2JmmB’ (100)
sendo
my, = (04,) = tanh 8 (H +1,), (u= A, B) (101)

Minimizando a Eq. (2.100) com relagoes as magnetizagoes das subredes A e B, obte-

mos os parametros variacionais por

My _ 2may — 2rmp, se = A (102)
Jo 2mp — 2rmy, se = B
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Finalmente, substituindo a Eq. (2.102) nas Egs. (2.100) e (2.101) ficaremos

1
my4 = tanh [; (h+2my — 2rm3)1 , (103)

1
mp = tanh l; (h+2mp — 2rmA)1 (104)

e a energia livre

1 1 1
f=—tln 4cosh; (h+2ma —2rmpg) cosh; (h+2mp — 2rmA)] —rmamptg (m% +m3) .
(105)

onde t = kgT/J, e h = H/J,. Definindo as novas varidveis m = 3 (m4 + mp) e mg =

=

5 (ma —mg), podemos reescrever as Egs. (2.102), (2.103) e (2.104) na seguinte forma

simplificada

f(ms) = —tz In {2 cosh% [h+ (1 =7r)m+2(=1)" (1 +7)msg] }+(1 —r)ym*+(1+r)mé

= (106)
m = %Ztanh% Bt 2(1—r)ym+ 2 (=1 (1 + r)ms)], (107)
= —Z tanh h+2(1—7)m+2(=1)" (1 +7r)mg)] (108)

Resolvendo numericamente as Egs. (2.107) e (2.108), em conjunto com a condigao da
igualdade entre as energias livres entre as duas fases SAF (m; # 0) e P (m, = 0), isto
é, fsar(ms) = fp(0) (construcao de Maxwell), mostramos que para pequenos valores de
campo a transi¢ao é de segunda ordem (m, = 0) e para altos valores temos a presenga de
uma transi¢do de primeira ordem (m; # 0). O ponto que separa no diagrama de fase no

plano T'— H as linhas de transicoes de primeira e segunda ordem é denominado de ponto
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tricritico (PTC). Devemos salientar, que os resultados de campo médio para estudar este
modelo anisotrépico foram tratados preliminarmente por Katsura e Fijimori[95], onde a

versao de Bragg-Williams foi utilizada; aqui apresentamos a versao do método variacional.

2.3.5 Aproximacao da cadeia linear

Vimos na Sec. 2.1 que a aproximagao de campo médio (MFA) pode ser aplicada no
esquema de finite size scaling. Por outro lado, o modelo (2.62) tem sido tratado na
literatura na aproximagao da cadeia linear (LCA)[96]. O método LCA consiste em tratar
de forma exata uma cadeia linear usando o método da matriz de transferéncia, onde as
interacoes entre as cadeias sao feitas via aproximagao de campo médio. Seja uma dada
cadeia linear (que supomos ser ao longo da dire¢ao do eixo x, sem perda de generalidade)

composta de sitios da subrede A, entao teremos o seguinte Hamiltoniano efetivo:

=—J, ZUzAU(zH Hj ZJ““’ (109)

onde H# = H — 2J,mp. O modelo efetivo (2.109) pode ser resolvido de forma exata
usando a técnica da matriz de transferéncia, e o resultado para a magnetizagao da subrede
A é dado por

2K, o _
g — e*#sinh (L — 2K,mp) ' (110)

\/1 + €4 sinh® (L — 2K, mpg)

De forma andloga podemos obter a magnetizacao para a subrede B, que é dada por

2K, _
—_— e*=sinh (L — 2K,my) ' (111)

1+ €tk sinh? (L — 26,m.)

Inserindo my = m + mg e mgp = m — mg nas Egs. (2.110) e (2.111), obtemos,
resolvendo numericamente, m; (parametro de ordem) e m, como uma fungao de 7', H e

r. A magnetizacao staggered mg tende a zero continuamente quando a temperatura se
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aproxima do valor critico T (H) (r fixo), caracterizando assim uma transi¢ao de fase para
qualquer valor de H € [0, H.).Desta maneira, fazendo ms — 0 encontramos o seguinte

conjunto de equacoes acopladas para obter Ty como uma funcao do campo externo H:

™ ginh [(h — 2rm,) /TN

. 112
m - (112)
e
2re?/ ™ [W — sinh?® [(h — 2rm,) /Ty]] cosh [(h — 2rm,) /Ty] . 13
W?’TN - ( )
sendo
W = /14 TN sinh? [(h — 2rmp) /Ty (114)

onde Ty = kgTy/J, e h=H/J,.

2.3.6 Diagramas de fases e discussoes

Podemos analisar o diagrama de fase do modelo (2.62) nos planos 7' —r e T" — H.
Na auséncia de campo externo (H = 0) este modelo apresenta solucao exata, e existe
uma temperatura critica T (r) que pode ser obtida numericamente da Eq. (2.63). A
magnetizacao vai a zero continuamente (transicao de fase de segunda ordem), com um
expoente critico 5§ = 1/8 que é independente da razao r = J,/.J, # 0. Por outro lado, as
aproximacoes de campo efetivo (EFT-1, BP, MFA e LCA) desenvolvidas anteriormente’
apresentam em comum a existéncia de transicao continua com o expoente critico clds-
sico f = 1/2. No caso de MFA, a temperatura critica Ty decresce com a dimimigao do
parametro r, porém nao se anula no limite da rede unidimensional (i.e., para r = 0 temos

Tx = 0 correspondendo & solugao exata). Observamos que T apresenta o comporta-

9Devemos salientar que as contribuicdes originais deste trabalho de dissertacao de mestrado estdo nos
célculos de EFT-1 e BP, LCA e MFA foram tratados por outros autores anteriormente.
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(a) Mean-field approximation (MFA)
4 4 (b) Linear chain approximation (LCA)
(c) Effective-field theory
{1 (d) Bethe-Peierls approximation (BPA) -
(e) Exact solution -7
3 ®).--
O
kT3 - ).
B x LT e §
2 . T (8) oo™
1 4 ///://5//,
o
04
T I T I T I T I T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 2.3: Dependéncia da temperatura critica reduzida kgTy/J, como uma funcao da
razao r = J,,/J, para o modelo de Ising numa rede quadrada anisotrépica na auséncia de
campo externo. MFA (a) encontra valores incorretos para o limite da rede linear (r = 0).
As curvas (b), (c), (d) e (e) sao encontrados usando LCA[96], EFT-1 (presente trabalho),
BP (presente trabalho) e solugao exata, Eq. (2.62), respectivamente.

mento linear kgTx/J, = 2 + 2r, mostrando claramente o resultado erréneo em r = 0
(Ty > 0). Por outro lado, LCA, BP e EFT-1 encontram a solu¢ao exata Ty = 0 para a
rede linear (r = 0), com o comportamento assintético no limite de 7 — 0 dado pela Eq.
(2.64). Na figuira 2-3 apresentamos os resultados numéricos obtidos pelos métodos MFA
(curva a), LCA (curva b), EFT-1 (curva c), aproximacao BP (curva d) e comparamos
com a solugdo exata (curva e).

Outro caso de nosso interesse ¢ analisar o diagrama de fase no plano 1" — H variando

r. A andlise feitas por todos os métodos analisados, e outros existentes na literatura,
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nao é afetado pela mudanga do valor de r, apenas uma translagdo da curva Ty (H)
foi observada. Por esta razao, sem perda de generalidade, vamos nos fixar no valor
de r = 1. Na aproximagao de campo médio (MFA) temos presenga de transi¢ao de
1% e 2% ordem, e um ponto tricritico (PTC) separa estas duas linhas. A presenga do
PTC (resultado espirio) no diagrama de fase é uma conseqiiéncia do uso de MFA, que
sabemos ser uma metodologia nao muito adequada para tratar diagramas de fases de
modelos de baixa dimensionalidade. MFA despreza todas as correlacoes, assim sendo é
uma boa aproximagao para altas dimensdes (d > 2) e exata para dimensao infinita (z —
o0). Tratando ligeiramente melhor as correlagoes, LCA encontra transi¢ao de 2* ordem
para todo intervalo do campo magnético H, sendo que ao redor de H./J, = 2.0 temos
a presenca de duas temperaturas criticas, fendmeno este conhecido como reentrancia.
Usando EFT-1 e comportamento reentrante nao foi observado, apenas o decaimento

logaritmico de Ty quando nos aproximamos de H/J, = 2.0 , isto &,

ksTw/Jp ~ [In(2 — H/J,)|, H— H = 2J,, (115)

Por outro lado, quando usamos a aproximacao de BP retornamos a prever o compor-
tamento reentrante predito por LCA. Os resultados obtidos por BP para a temperatura
critica em modelos de spin é superior ao encontrado por EFT-1 (ver fig. 2-3 para com-
paragdo), assim sendo esperamos que esta reentrancia seja o verdadeiro comportamento
qualitativo para o diagrama de fase deste modelo anisotrépico. Prevemos, também, o
comportamento assintético (2.115) também com LCA. Na figura 2-4 temos apresenta-
mos os resultados do diagrama de fase no plano T'— H obtido por MFA (curva a), LCA
(curva b), EFT-1 (curva c) e aproximagao BP (curva d).

Na figura 2-5 comparamos o resultado obtido neste trabalho usando a aproximacao
BP com a solugao exata]97], conhecido como método da interface, corroborando do ponto
de vista qualitativo a existéncia deste comportamento reentrante. H& bastante tempo
resultados rigorosos tém mostrado comportamento reentrante no diagrama de fase do

modelo de Ising 2d com interagdes competitivas[98]. Mais recentemente, esta anslise tem
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Figura 2.4: Dependéncia da temperatura critica reduzida kgTy/.J, com campo reduzido
H/J, para o modelo de Ising numa rede quadrada anisotr 6pica com r = 1. MFA (a)
encontra valores incorretos no limite de baixas temperatura que é a presenca de transicao
de primeira ordem, onde existe um ponto treritico nas coordenadas (1.756,2.667). As
curvas (b), (c) e (d) e (e) sdo encontrados usando LCA[96], EFT-1 (presente trabalho) e
BP (presente trabalho), respectivamente.
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Figura 2.5: Dependéncia da temperatura critica reduzida kgTy/J, como uma fungao
do campo reduzido H/J, para o modelo de Ising numa rede quadrada anisotrépica com
r = 1. Comparamos o resultado da linha critica obtida via aproximacao BP (presente
trabalho) (curva a) com a forma exata (curva b).
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resurgido na literarura para estudar reentrancia em redes 3d[28]. Podemos aplicar EFT
para investigar o comportamento reentrante no esquema de finite size scaling (FSS) ou
incluir efeitos de correlagoes entre primeiros vizinhos[99]. No caso do esquema de F'SS de
Neto e de Sousa[28], o diagrama de fase do modelo de Ising AF na preenga de um campo
magnético longitudinal externo nas redes ctibica simples (sc) e cibica de corpo centrado

(bce), apresenta reentrancia apenas para o caso da rede bec.
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Capitulo 111

Modelo de Ising com interacoes

entre primeiros e segundos vizinhos

3.1 Consideracoes gerais

O Hamiltoniano de Ising tem sido um dos modelos mais ativamente estudados na
mecanica estatistica nos ultimos anos. Solucoes exatas tém sido obtidas para modelos
unidimensionais e certas classes de redes bidimensionais, bem como solucoes rigorosas de
simulagdo de Monte Carlo[92] foram obtidas em redes 3d. Embora as propriedades de
spin % do modelo Ising numa rede quadrada com interacao entre primeiros vizinhos J; sao
obtidas exatamente, este modelo simples ainda é incapaz de explicar diversos fen6menos
reais, ocorridos sobretudo em sistemas 2d e quase-2d [100]. O oxigénio disposto na base
do plano XBayCu3zOys, onde X é um dtomo de terra rara e 0 < 6 < 1, é um bom e
interessante contra-exemplo da inaplicabilidade do uso do Hamiltoniano de Ising na sua
forma simplificada com interagao apenas entre primeiros vizinhos. Para explicar algumas
propriedades fisicas desse sistema, serd necessdrio considerar interacoes de longo alcance.

Contudo, quando interacoes mais distantes sao incluidas, ou quando um campo magnético

81



é aplicado no sistema, o Hamiltoniano é de dificil solucao e s6 serd possivel com algum
tipo de aproximacao.

Em particular, o diagrama de fase no estado fundamental (7" = 0) do modelo Ising
com interacoes entre primeiros e segundos vizinhos numa numa rede d-dimensional é bem
conhecido. As possiveis fases encontradas numa rede quadrada sao: ferromagnética (F),
antiferromagnética (AF) e superantiferromagnética (SAF). A fase F corresponde a todos
os spins orientados na mesma diregao (figura 3-1), a fase AF spins orientados antiparale-
lamente (figura 3-2) e, finalmente a fase SAF tem spins orientados paralelamente ao longo
de uma dada direcao da rede e com spins alternados em ao longo da direcao perpendic-
ular (figura 3-3). Estas fases sao fortemente dependentes da razao entre as interagoes
entre segundos e primeiros vizinhos, que denominamos de parametro o = Jo/J;. Além
disso, uma vez que sob transformacoes apropriadas, o sistema ferromagnético e o antifer-
romgnético sao equivalentes! e os resultados sao independentes do valor da interacao J;,
portanto nos restringiremos apenas ao caso de J; < 0 (acoplamento antiferromagnético).
Para um modelo de Heisenberg com interagoes J; e Jo (spin quantico) este mapeamento
nao é mais possivel, isto por causa das relacoes de comutagoes existentes entre os spins.

A presenca da interacao de segundos vizinhos inudz o fenémeno da frustracao, que
corresponde ao conflito de mais de um tipo de configuracées microscépicas. Este ingre-
diente é um fator necessério (mais nao suficiente) para a existéncia de um outro estado
magnético na matéria, que é a fase vidro de spin. Comparando a energia do estado fun-
damental na fase F (ou AF) com a energia da fase SAF, mostramos que existe um valor
critico (transi¢ao de primeira ordem) a. = 7L = 1/2 (onde 21 e z; sdo os nimeros de
coordenacao de primeiros e segundos vizinhos, respectivamente) para o qual a@ > 1/2 e

a < 1/2 as fases SAF e F(ou AF) s@o estédveis, respectivamente[100]. Temos como ponto

1O estado F (J; positivo) pode ser mapeado no estado AF invertendo todos os spins o; — —o;,
tornando assim as interacoes .J; negativas, ou seja,

HF(Jl) = *Jl Z 0i05 — HAF(Jl) = Jl Z 0i03j

<i,j> <i,j>
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Figura 3.1: Configuragdes dos spins em 7' = 0 no estado ferromagnético (F) numa rede
quadrada.

de interesse particular o = 0.5. Na fase SAF, os expoentes criticos variam continuamente
com o parametro « (quebra da universalidade).

Em temperatura finita este modelo nao é resolvido exatamente. Resultados de sim-
ulagdo de Monte Carlo.[102, 103], tém indicado alguns pontos importantes: i) na regiao
de av < 0.5, os expoentes criticos sao os mesmos do modelo de Ising 2d (mesma classe de
universalidade); ii) na regiao o > 0.5, os expoentes criticos sao fungdes do parametro «,
indicando uma quebra da classe de universalidade; iii) na fase AF (ou F) a temperatura
de Néel Ty («) decresce com o aumento do parametro «, e a transi¢ao de fase é continua
para todo valor de @ € (—00,0.5), enquanto na fase SAF temos Ty (a) crescendo com o
pardmetro «, sendo que para 0.5 < a < oy e a > o a transicao de fase é de primeira
e segunda ordem, respectivamente, onde («y, T;) corresponde ao ponto tricritico (PTC).
Os resultados apresentados por essa técnica podem ser verificado na figura 3-4, onde

posteriormente compararemos com os resultados da técnica do operador diferencial.

O comportamento critico do modelo Ising com interacoes J; e Jo na rede quadrada,

estudado ha anos atras, estd bem definido, porém para o caso tridimensional pouco
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Figura 3.2: Configuragoes dos spins em 7' = 0 no estado antiferromagnético (AF) numa
rede quadrada.

Figura 3.3: Configuragoes dos spins em 7' = 0 no estado superantiferromagnético (SAF)
numa rede quadrada.
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Figura 3.4: Diagrama de fase T' versus a para o modelo de Ising com interagoes en-
tre primeiros e segundos vizinhos numa rede quadrada obtida via simulacao de Monte
Carlo[102, 103]. Na regido 0.5 < a < 1.144 a transigao de fase é de primeira ordem, e o
ponto tricritico estd marcada por uma quadrado aberto.

se tem sido feito. Caélculos de campo médio mostraram que o modelo exibe um rico
diagrama de fase[101], com presenga de fase laminar e ordenadas bicontinuas, estrutura
desordenada e regioes nao estruturadas, e ainda coexisténcias das fases ferromagnética
e paramagnética com um transicao de 1 ordem. Estes resultados, nos propoem uma
investigacao mais profunda das propriedades criticas do modelo além do esquema de
campo médio, focando principalmente atencao nos pontos multicriticos, bem como nos
pontos de transicoes de fases, ferromagnética, laminar e paramagnética. A fase laminar é
caracaterizada por apresentar planos ferromagnéticos orientandos antiparalelamente na
direcao perpendicular, ou seja, sao planos com magnetizacoes alternadas em sinais.
Usando pequenos clusters em conjunto com o método variacional em cubos (CVPAM)[104],

pode-se estudar este modelo com a inclusao de uma interacio de quatro spins?. Con-

forme mostra a figura 3-5, os resultados obtidos para o diagrama de fase kgT/.J; (ou J; )

2A interacdo de quatro spins adicionada ao modelo de Ising J; e Jy é descrito pelo seguinte Hamil-
toniano: Hy = —J3 Z 0000y
<iyj k>
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versus « = —.J,/J; foi obtido para uma rede ciibica simples usando dois valores partic-
ulares de w = J3/J;. Na auséncia da interagao de quatro spins (i.e., w = 0), observa-se
uma transi¢ao de fase continua entre as fases F (ou AF) e paramagnética, mas agora a
transicao é de primeira ordem para qualquer valor de o > 0.25 entre as fases laminar
(semelhante a fase SAF na rede quadrada, sendo que agora temos planos e nao linhas
alternadas) e paramagnética. A transigdo de fase é de primeira ordem entre as fases
laminar e F. Para w > 0, teremos uma decomposicao da linha de primeira ordem entre
as fases laminar e paramagnética em linhas de primeira e segunda ordem, separadas por
um ponto tricritico. Em particular, na figura 3-5 estd apresentado (curva a direita) o
diagrama de fase para w = 1/3. Devemos salientar que o presente diagrama de fase nao
é conclusivo, por isto a maior motivacao de se aplicar um formalismo alternativo para

estudar o comportamento multicritico deste modelo em trés dimensoes.

3.2 Técnica do operador diferencial

Neste capitulo, desenvolveremos a técnica do operador diferencial em aglomerados com
N =1 e 4 spins, estudado preliminarmente no capitulo 2 desta dissertagao, para calcular
o diagrama de fase do modelo de Ising-1/2 com interacao de primeiros e segundos vizinhos

nas redes quadrada (2d) e cubica simples (3d), que é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H:—Jl ZO’Z'O']‘—}‘JQ Z O'iO'j,(O'z‘:tl) (1)

<i,5> <<Lg,j>>
onde J; (J2) representa a interagdo de exchange entre primeiros (segundos) vizinhos, a
primeira soma ¢é sobre 0s z; primeiros vizinhos e a segunda soma é sobre os 2z, segundos
vizinhos. Para nosso propésito, a rede quadrada tem z; = 2o = 4 e a rede ciibica simples
21 = 6 e 2o = 12. Para Jy > 0 temos um conflito de orientacao entre os spins na rede

d-dimensional, e os casos ferro (J; > 0) e antiferromagnético (J; < 0) sdo equivalentes
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Figura 3.5: Diagrama de fase T versus a para o modelo de Ising com interagoes
entre primeiros e segundos vizinhos numa rede ctbica simples obtida via método

variacional[104].

As linhas continuas e tracejadas correspondem, respectivamente, a

transicao de fase de primeira e segunda ordem. O ponto tricritico estd marcado por
um circulo preto. O gréfico da esquerda corresponde ao caso de interagao de quatro

spins nula (J3 = 0) e o da direira com J3 = 1/3.
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e correspondem a um estado frustrado. Vamos entao tratar a rede ferromagnética para

d =2 e d =3 e para isto usaremos como ponto de partida a Eq. (2.34).

3.2.1 Rede quadrada

Para tratar o diagrama de fase do modelo (3.1) via técnica do operador diferencial numa
rede quadrada, desenvolveremos a teoria de campo efetivo em aglomerados com um

(N =1) e quatro (N = 4) spins.

Teoria de campo efetivo com um sitio (EFT-1)

i) Fase Ferromagnética (F)

Nesta fase F usaremos apenas uma subrede, desta maneira o Hamiltoniano (3.1) para

aglomerado com um (N = 1) spin serd escrito por:

—BH, = o, <K§:0’i — aKiq) (2)
i—1 j=1

Substituindo (3.2) em (2.34) obteremos a magnetizagao por spin m = (o,)

i=1 j=1

Definindo a fungdo f(z,y) = tanh(x +y) e usando a identidade e*P= Py f(z, y) = f(x +

a,y +b), a Eq. (3.3) ficard reescrita na forma

m = <eXp (KZZIUZ-Dx — aKZZZJij) > f(z, ?/)|x,y:o . (4)
i=1 j=1

Expandindo o somatério (3.4) obtemos

m = <H exp (Ko, D) HeXp(—OéKUij)> f (@9, =0 (5)

i—2
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Agora, usando a identidade de van der Waerden e**# = cosh A 4 ¢, sinh \, podemos

reescrever a Eq. (3.5) na forma

zZ1 z2
m = <H [cosh(K' D,) + o;sinh(K D, )] H [cosh(aKD,) — 0 sinh(aKDy)]> f @y, =0 -
i=1 j=1
(6)
A Eq. (3.6) é exata mas de dificil manipulagdo matemdtica, porque envolve um
conjunto infinito de equacoes acopladas de fungoes de correlagao. Aplicando o desacopla-
mento Eq. (2.47), podemos escrever a Eq. (3.6) na seguinte forma aproximada

m = (a; +b,m)™ (ay — bym)™ [ (z, y)|aj,y:0 ) (7)

onde a, = cosh(KD,), b, =sinh(KD,), a, = cosh(aKD,) e b, = sinh(aKD,).
Na auséncia de campo externo, temos simetria por inversao do spin, entao temos que
a expansao da Eq. (3.7) em poténcias de m conterd apenas poténcias fmpares, ou seja,

para a rede quadrada ( z; = 2z = 4) ficaremos com:

3
m=>" Agpr(T, c)m™*, (8)

p=0
onde T'= K ! e os coeficientes A, (T, «) sao obtidos analiticamente usando a identidade
e®PetbDy £ (1 y) = f(x+a,y+b) em conjunto com o software MAPLE 9.0. A Eq. (3.8)
corresponde & equacao de estado obtida através da minimizacao de uma certa energia

livre U(m) desconhecida. Em particular, propomos o seguinte funcional para energia

livre

m2

W(m) = M(T,a) + Mao(T @) | - = > Agp(Ta)

m2p+2

2p+2 |’

(9)

p=0
onde minimizando (¥(m) = 0) a Eq. (3.9) encontramos a equagdo de estado (3.8),
A 2(T, a) sdo parametros arbitrarios irrelevantes na determinagao do diagrama de fase
que serd obtido usando a construgao de Maxwell (igualdade entre as energias livres das

fases ferro e paramagnética (m = 0)), ou seja, teremos mais uma equagao a ser resolvida
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dada por

3
3 Agpr(T0) oy . (10)

s p+1

Resolvendo simultaneamente® as Eqs. (3.8) e (3.10) para um dado valor do parametro
a, encontramos T, (temperatura de transicao de fase) e a magnetizacdo m em T = T..
Para transicao de fase continua (segunda ordem) temos m = 0, enquanto na transigao
de primeira ordem observamos uma descontinuidade na magnetizagao e portanto m # 0.
observamos transicao de fase F-P de primeira (baixas temperaturas) e segunda (altas
temperaturas) ordem no diagrama de fase, com um ponto tricritico separando as duas
linha, em contradicao com os resultados de simulacao de Monte Carlo, figura 3-4, que
apenas encontra transigdo continua para o € (—00,0.5). Usamos também aglomerado
com dois sitios e o resultado espirio ainda persiste. Mais adiante desenvolveremos a
técnica do operador diferencial para aglomerado com quatro spins e eliminaremos de vez

esta inconsisténcia.
ii) Fase superantiferromagnética (SAF)

Iremos agora dividir o Hamiltoniano em duas subredes interpenetrantes (A e B).
Consideremos os sitios primeiros vizinhos ao longo do eixo x na subrede A e na direcao
y na subrede B. Para o caso de segundos vizinhos teremos os spins diagonais sempre na
subrede B. Assim sendo, para um aglomerado com um (N = 1) spin na subrede A, o

Hamiltoniano (3.1) ficard escrito na forma

2 4 6
—BH} = o (KZU{‘ + KZGZ-B — aKZaf) : (11)
i=1 =3 =5

Substituindo (3.11) em (2.34) obteremos a magnetizacao da subrede A por spin my =

3Temos usado o algoritmo de Newton-Raphson para o célculo de raizes de sistemas de equacoes nao
lineares.
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(od) :
ma = <tanh (KZJZA + KZO‘Z-B — aKZaf) > . (12)

i=3
Definindo outra vez a funcdo auxiliar f(x,y) = tanh(z + y) e usando a identidade

ety f (2 y) = f(z +a,y +b), a Eq. (3.3) ficara :

2 4 6
m = <exp [(KZO’? + KZO’?) D, — ozKZany] > F@,9)p =0 - (13)
i=1 i=3 i=5

Usando os mesmos procedimentos na obtencao da Eq. (3.6), a Eq. (3.13) podera ser

reescrita na forma

ma = <H (am + bxo-f) H (CLZ + bfoZB) H (CLy - byo-zB)> f(I, y)lx,y:() . (14)

i=1 i=3 i=5
Aplicando a aproximagao de Zernike, Eq. (2.47), na Eq. (3.14) ficararemos com:
(15)

ma = (az + byma)® (a4 bomp)? (a, — bymp)* f(z, Yoo -

Seguindo os mesmos procedimentos para a subrede B, obtemos a seguinte equacao de
estado

mp = (az + byma)’ (az + bemp)® (ay — byma)* f(z,y)] (16)

z,y=0 "

A fase SAF é caracterizada, na auséncia de campo externo, por apresentar uma
condigao de contorno! em que my = —mp = —m,, assim sendo da Eq. (3.15) ou

(3.16) ficaremos com:

mg = (az + bmms)Q (aac - bmmS)Q (ay + bym8)4 f(l', y)| (17)

z,y=0 -

4Na fase F a condicdo de contorno para se obter a equacio de estado é caracterizada por my = mp =
m, e, portanto, da Eq.(3.15) ou (3.16) reproduzimos os resultados previamente deduzidos na Eq. (3.7)
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Podemos expandir a Eq. (3.17) em poténcias impares do parametro de ordem my,
como foi feito para o caso ferromagnético na Eq. (3.8), e também encontrar um fun-
cional do tipo apresentado pela Eq. (3.10), ficando assim com duas equagoes polinomiais
(equacao de estado e igualdade entre os funcionais das energias livres) para serem re-

solvidas simultaneamente, ou seja,

3
ms = Z Bap i1 (Ta a)m§p+1

=0
L7 . (18)
Bop+1(Tya), 2p _
= m =1
p=0

As Eqgs.(3.18) serao essenciais mais adiante na determinagao do diagrama de fase no plano

(T — «) e na identificacao do tipo de transi¢ao de fase (1* ou 2* ordem).

Teoria de campo efetivo com quatro sitios (EFT-4)

Devido ao efeito da frustracao, o aglomerado mais apropriado com quatro spins serd na
forma de uma cadeia linear, conforme estd esquematizado na figura 3-6, onde temos um
total de 14 primeiros e segundos vizinhos. Assim sendo, o Hamiltoniano (3.1) associado

a uma subrede A ficard escrito para este aglomerado como:

—BHy = K(o7'08 4+ 0508 +odod) + 00y + 04 Cy + 04 Cs + 07 Cy. (19)

sendo

(
C’l:K(Uf+af+af—aaf—aaf—aaf—aaﬁ)

Cy =K (68 + 05 —aol —ach — aof — acl) (20)
C3=K (68 +0f - aof —aoh —acl — ack)

_ Ay B, B B B B B
| Cy=K (07t + 0% + 08 —aol —aof — acl — ao?)

Do Hamiltoniano (3.19) podemos calcular a funcao de particao Z, = Z e BHa({oi})
{oi}
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Figura 3.6: Aglomerado com quatro spin usado na técnica do operador diferencial

que apoés algumas manipulacgoes fica:

Zy = 2{exp(3K) cosh(C} + Cy + C3 + Cy) + exp(K) cosh(Cy + Cy + C3 — Cy)+
exp(—K) cosh(Cy + Cy — C3 4 Cy) + exp(—K) cosh(Cy — Cy + C3 4+ Cy)+
exp(K) cosh(—Cy + Cy + C3 4+ Cy) + exp(K) cosh(Cy + Cy — C5 — Cy)+
exp(—3K) cosh(Cy — Cy + C3 — Cy) + exp(—K) cosh(Cy — Cy — C3 — Cy) } .

(21)

Com auxilio da Eq. (3.21) podemos calcular a magnetizacao da subrede A my =

<a‘14> ,que é dada por

ol Z
ma = { 2N — (F(Cy, Oy, Oy, Cu)Y, (22)
ac,

onde a fungao F(Ci,Cs,C3,Cy) é obtida analiticamente por derivagao direta da Eq.
(3.21), onde sempre fazemos uso do software MAPLE. Generalizando a propriedade do
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operador diferencial para quatro varidveis teremos
6(11Dm+&2Dy+a3Dz+a3DwF(x7 Y, 2, w) — F(ZL’ +a,y+ag, z+as, 2+ CL4). (23)

Podemos reescrever a Eq. (3.22) na forma

m = (exp(C1 D, + C2Dy + C3D, + CyDy) F(x,y, 2,w)],, . wep (24)
sendo
G1(z,y,z,w)
F = —"= 2
(I, y? Z’ w) G2(‘T7 y’ Z, w)? ( 5)
Gi(z,y, z,w) = exp(3K) sinh(z + y + z + w) + exp(K) sinh(z + y + z — w)+
exp(—K)sinh(zx +y — 2z + w) + exp(—K) sinh(x — y + 2z + w)— (26)
exp(K)sinh(—z +y + 2z + w) + exp(K) sinh(z +y — 2 — w)+
exp(—3K)sinh(z —y + 2z — w) + exp(—K) sinh(z —y — 2 — w)
e
Ga(x,y, z,w) = exp(3K) cosh(x + y + z + w) + exp(K) cosh(z + y + z — w)+
exp(—K) cosh(x +y — z + w) + exp(—K) cosh(z —y + z + w)+ (27)

exp(K) cosh(—z +y + 2z + w) + exp(K) cosh(z +y — 2z — w)+
exp(—3K) cosh(x —y + 2z — w) + exp(—K) cosh(z —y — z — w).

Substituindo (3.20) na expressao da magnetizacao Eq. (3.24), observamos que existem
vizinhos comuns devido & presenca da interagao de segundos vizinhos. Desta maneira,

levando em consideragao este aspecto, podemos reescrever esta equacao na forma

mag = <§1 : §2> F(ZL’, Y, =, w)lx,y,z,w:O ’ (28)

sendo

@1 _ eK[(o‘f7&0’bB7&0?)Dx+(0ﬁ*aﬂf*a0?)Dw] (29)
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§2 _ eK[(UCB—I—aE)(Dm—aDy)] .GK[(U(?—&—Uﬁ)(Dy—an—aDz)] ]

eK[(olBJra'f)(szaDyfaDw)] ‘eK[(a'?Jraf)(DwfaDZ)] ) (30)

A Eq. (3.28) é exata, e nesta dissertagao iremos aplicar a identidade de van der
Waerden e aproximagao de Zernike para podermos desacoplar o conjunto de equacoes de

fungoes de correlagao. Assim sendo, a equagao de estado ficard

ma = AN(ma,mp) = <SA21> <SA22> F(z,y, 2,0)|, 4 200 (31)
sendo
(@) = [a(D2) + mab(D.)] [aaDs) ~ mub(aD.)] g
[@(D,) +mab(D,)] [a(aD,) ~ msbaD,)] i (32)
() = [a(Ds —aD,) + mgb(D, — aD,)] ° [@(Du — aD.) + mgh(D, — aD.) i

r ~ 2
a(D, — aD, — aD,) + mpb(D, — aD, — aDZ)] .

- . 2
a(D, — aD, — aD,) +mpb(D, — aD, — Osz)} (33)

onde a(K X)=cosh(K X) e b(K X)=sinh(KX). A Eq. (3.31) foi resolvida analiticamente
usando o software MAPLE para gerar todos os coeficientes, e as expressoes sao demasi-
adamente grandes para colocarmos neste trabalho. Vamos a seguir analisar cada fase

separadamente:

i) Fase ferromagnética
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As condigoes de contorno para determinar a equacao de estado na fase F correspondem

ama =mp =m, e assim sendo da Eq. (3.31) teremos

m = ®p(m) = A(m,m). (34)

Resolvendo numericamente a Eq. (3.34) temos que para a < 0.5 a magnetizagdo
¢ uma funcao monoticamente decresecente com a temperatura, o que caracteriza uma

transicao de fase de 2% ordem.

ii) Fase superantiferromagnética

As condigoes de contorno para determinar a equacgao de estado na fase SAF corre-

spondem a my = —mp = mg, e assim sendo da Eq. (3.31) teremos

ms = Pgar(ms) = A(mg, —msy). (35)

Fixando um dado valor de a > 0.5 podemos resolver numericamente a Eq. (3.35)
e determinar o pardmetro de ordem mg como uma fung¢ao de 7. Observamos que para
certos valores de a no intervalo 0.5 < a < a4, mg apresenta um comportamento andémalo
0 que vai caracterizar uma transicao de fase de primeira ordem. Neste caso, ms nao decai
a zero continuamente como uma transicao de fase de segunda ordem, que é observada
para a > ;. A descontinuidade do pardmetro de ordem na regiao onde temos transicao
de fase de primeira ordem, poderd ser determinada usando a construcao de Maxwell
(igualdade entre a energia livre entre as fases P e SAF), e para isto propomos o seguinte

funcional para a energia livre:

® N

m

U(ms) = M(T, ) + X (T, @) -5 /(I)SAF(QZ)CZQJ , (36)
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onde A\ (T, ) e A\o(T, «v) sdo parametros arbitrarios, e a Eq. (3.35) é obtida diretamente
da Eq. (3.36) pelo processo de minimizagdo. Obtivemos analiticamente a expressao
para a energia livre W(mg) que omitimos aqui por ser muito grande, e para determinar
a descontinuidade do parametro de ordem resolvemos simultaneamente a Eq. (3.35)

(equagao de estado) e a expressao abaixo [Ugar(ms) = Vp(ms = 0)]

ms

mg = 2/(I>SAF(I’)CZ£E. (37)

Rede ciibica simples

Para a rede ctibica simpes, o estado laminar, que estd esquematizado na figura 3-7, é car-
acterizado por apresentar planos com spins ordenados ferromagneticamente e alternados
de sinais ao longo da direcao perpendicular aos planos. Por simplicidade, vamos usar
apenas aglomerado com um spin para desenvolver a técnica do operador diferencial. Lo-
calizando o spin central S; na figura 3-7, vemos que este apresenta seis primeiros vizinhos
(21 = 6), dos quais quatro deles pertencem & mesma subrede e dois (planos adjacentes)
deles estdo em subrede oposta. Temos ainda doze segundos vizinhos (2o = 12), sendo
que quatro pertencentes ao mesmo plano e portanto mesma subrede, e oito em planos

adjacentes (subredes opostas).

Usando a notagdo para Si' como sendo o spin central e o (i = 1 — 18) os spins
circundantes primeiros e segundos vizinhos, o Hamiltoniano (3.1) para este aglomerado

de um spin serd escrito como:

2 6 10 18
—BH; = [K (Zafl + Zaf) —ak <ZU§4 + ZU?)] S (38)
i=1 =3 i=T

i=11
Seguindo os mesmos procedimentos para obter a Eq. (3.513) na rede quadrada, con-

4 6
seguimos as novas varidveis x e y, correspondendo respectivamente a lK (ZU{‘ + ZJ?) 1
i=1 i=5

10 18
e [aK (Za{‘ + > UZB)] , ficaremos com
i=7

i=11
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Figura 3.7: Estado fundamental da fase laminar para uma célula unitéria de uma rede

ciibica simples

i=11

4 6 10 18
s — <epr (Za;‘ + g};;) D, ak (Za;“ n Zaf) Dy> F@ )y (39
i=1 =5 =7

ou, reescrevendo com uso da identidade de van der Waerden:

4 6 10 18
ma = < (as + Uflbx) H (as + Jfbx) H (ay — Uf‘by) H (ay — OiBby)> (@, 9, =0 -
i=1 i=5 =7 i=11
(40)
Agora, aplicando a aproximagao de Zernike, a Eq. (3.40) ficard
ma = (ag +maby)* (az + mpby)? (ay, — mAby)4 (a, — mey)8 (9,0 (41)

Da Eq. (3.41) podemos analisar o comportamento do parametro de ordem nas fases
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F e SAF, basta usarmos as condi¢oes de contorno apropriadas. Vejamos a seguir cada

fase isoladamente:

i) fase ferromagnética
Usando a condicao de contorno representando os spins paralelamente em média sobre

toda a rede ciibica my = mp = m, da Eq. (3.41) obtemos a seguinte equagao de estado:
m = (ag +mby)* (az +mb,)* (ay, — mby)* (a, —mby)* f(z,y)|,,_o=Pr(m). (42)

De forma semelhante & Eq. (3.36), onde propomos um funcional para a energia livre,

podemos ter uma expressao para a energia livre na fase F' dada por

Up(m) = Ap(T, ) + dop (T, @) m? - / Op(z)dr| (43)

que usando a igualdade entre as energias livres das fases P e F, obtemos da Eq. (3.43)

m? =2 / B p(2)dz. (44)

Resolvendo simultaneamente as Eqs. (3.42) e (3.44) para o parametro de frustragao
« fixo, encontramos 7T, e m. Para uma transicao de fase de primeira ordem, obtemos um
valor nao nulo para m caracterizando assim a descontinuidade do pardmetro de ordem
na temperatura de transicao 7T,.. Para o caso da transicao de fase de segunda ordem,
m = 0, mostrando que a magnetizagao vai a zero continuamente na temperatura critica

T.. Assim sendo, obtemos T,(«) como uma fungao do parametro .
ii) fase laminar

Nesta fase laminar (L) temos planos orientados ferromagneticamente e alternados
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antiparalelamente, assim a condi¢ao de contorno para esta fase corresponde a my =

—mp = Mg, €, portanto, a equacao de estado correspondente serd

Mg = (ap + msby)* (2 — msby)” (ay — mgby)* (a, +msb,)® f(z, Wlayo = Prlms),
(45)

e o funcional de energia livre

m2
Up(ms) = Mn(T, o) + Aor (T, @) 78 - /@L(x)d:c : (46)

0
Semelhantemente ao tratamento anterior para a fase F, da construcao de Maxwell obter-

€1mos

m? =2 / B, (z)de. (47)

Temos a mesma linha de raciocinio dada anteriormente para na fase F para obtencgao das

linhas de transicoes de fase de primeira e segunda ordem.

3.3 Diagramas de fases e discussoes

Nesta secao iremos analisar o diagrama de fase no plano 7' — « para o modelo (3.1)
nas redes quadrada (2d) e cibica simples (3d) usando a técnica do operador diferencial
em aglomerados com N = 1 e N = 4 spins. Nosso referencial qualitativo para os
diagramas de fases estd baseado nos resultados das figuras 3-4 e 3-5, respectivamente
para as redes 2d e 3d. Vale salientar que os resultados para a rede 2d (figura 3-4) sdo
bastante conclusivos, em particular por se tratar de cdlculos rigorosos de simulacao de
Monte Carlo. Por outro lado, para o caso da rede 3d (figura 3-5) ndo podemos dizer
0 mesmo, pois os célculos foram baseados em métodos aproximativos (ndo conclusivos).
Esta dissertacao tem como principais objetivos analisar o aspecto do diagrama de fase

da rede 3d e reproduzir a solugao da rede 2d, considerada exata.
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Figura 3.8: Diagrama de fase T" versus a para o modelo de Ising com interagoes entre
primeiros e segundos vizinhos numa rede quadrada obtida por EFT-1. Na regiao 0.5 <
a < 0.68 a transicao de fase é de primeira ordem, e o ponto tricritico estd marcada por
um ponto em negrito. As linhas de transicoes de fases de primeira e segunda ordem estao
representadas por linhas continuas e pontilhadas, respectivamente. A transicao de fase
F-P apresenta erroneamente um ponto tricritico.

Inicialmente, tratamos a rede quadrada e verificamos que usando teoria de campo
efetivo em aglomerado com um spin (EFT-1) encontramos resultados espirios para o
diagrama de fase na fase F. Observamos erroneamente a existéncia de um ponto tricritico,
resultado este ndo prevista por simulagdo de Monte Carlo (figura 3-4) onde foi previsto
apenas transicdo de segunda ordem ( ponto tricritico inexiste). Por outro lado, para a
transicao de fase entre SAF e P os resultados qualitativos estao em boa concordéncia,
onde um ponto tricritico foi previsto, com uma regiao de transicao de fase de primeira
ordem menor que a observada na figura 3-4. Na figura 3-8 apresentamos os resultados
do diagrama de fase obtido por EFT-1.

Atribuimos o resultado espurio do diagrama de fase F, obtido por EFT-1, na figura 3-8

ao efeito de tamanho finito do aglomerado utilizado. Estendemos inicialmente os cdlculos
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para aglomerado com dois spins, mas o resultado espirio ainda persiste. Devido ao efeito
da frustracao na rede, o uso de um aglomerado com quatro spin na forma de um quadrado
nao é muito apropriado, principalmente por refletir no préprio aglomerado o problema da
degenerescéncia implicita provocada pela frustragao. Da nossa anilise na rede quadrada
a melhor topologia de aglomerado com quatro spins foi na forma linear (ver figura 3-
7). Assim sendo, desenvolvemos a teoria de campo efetivo com quatro spins (EFT-4).
Resolvendo numericamente as Eqs. (3.42), (3.44), (3.45) e (3.47) podemos obter todas
as linhas de transicoes entre as fases F-P e SAF-P. Com este pequeno estudo de finite
size scaling, foi possivel eliminar o resultado espirio da fase F, obtendo definitivamente o
comportamento qualitativo correto do diagrama de fase em comparacao com os resultados
de simulacao de Monte Carlo (figura 3-4). Em partucular, a regido da ocorréncia da
transicao de fase de primeira ordem entre as fases SAF e P foi ampliada, mostrando
claramente um certa convergéncia lenta em direcao & solugao rigorosa de Monte Carlo.
Na figura 3-9 apresentamos os resultados do diagrama de fase obtido por EFT-4 para o
modelo (3.1) na rede quadrada.

Finalmente, a andlise do diagrama de fase para a rede ctibica simples é bastante com-
plexa do ponto de vista computacioonal, o que dificultou bastante uma anélise de finite
size scaling. Os nossos cédlculos sempre foram feitos em duas etapas: na primeira usamos
o software MAPLE para gerar todos os coeficientes e depois migramos para o programa
de Newton-Raphson (FORTRAN)para calcular as raizes das expressoes algébricas nao
lineares obtidas previamente no MAPLE. Para aglomerado de um spin (EFT-1) uti-
lizado neste trabalho, geramos um programa FORTRAN de aproximadamente 250 mil
linhas!, o que nos impediu tecnicamente (tempo de dissertacao!) de analisar aglomera-
dos maiores nesta dissertacao. Nossos resultados do diagrama de fase obtido por EFT-1
para a rede cibica simples estao apresentados na figura 3-10. O resultado da linha de
transigao de fase de primeira ordem para o > 1/4 = 0.25 (fase laminar ou aqui denotada
genericamente de SAF) esta de acordo com o previso na figura 3-5. Por outro lado, na

fase F temos a presenca de um ponto tricritico que difere dos resultados da figura 3-5.
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Figura 3.9: Diagrama de fase T" versus a para o modelo de Ising com interagoes entre
primeiros e segundos vizinhos numa rede quadrada obtida por EFT-4. Na regiao 0.5 <
a < 0.95 a transicao de fase é de primeira ordem, e o ponto tricritico estd marcada por
um ponto em negrito. As linhas de transi¢oes de fases de primeira e segunda ordem estao
representadas por linhas continuas e pontilhadas, respectivamente.
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Figura 3.10: Diagrama de fase T versus a para o modelo de Ising com interacoes entre
primeiros e segundos vizinhos numa rede cibica simples obtida por EFT-1. O ponto
tricritico entre as fases F e P estd marcado por um ponto em negrito. As linhas de
transicoes de fases de primeira e segunda ordem estao representadas por linhas continuas
e pontilhadas, respectivamente.

A principio, podemos associar esta discrepancia do diagrama de fase na fase F ao efeito
de tamanho, assim como foi analisado na rede 2d, mas os resultados da figura 3-5 nao
sao considerados conclusivos, e, portanto, pode haver certa possibilidade do diagrama de
fase obtido neste trabalho estar qualitativamente correto. Um argumento, um tanto sim-
plificado, para acharmos que os nossos resultados qualitiativos estao corretos, baseia-se

no fato de que para grande dimensionalidade o efeito de tamanho finito é pequeno.
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Capitulo IV

Conclusao e perspectivas futuras

Neste trabalho tivemos como principal objetivo estudar o diagrama de fase de dois mod-
elos com interagoes competitivas usando teorias de campo efetivo. No capitulo 1, apre-
sentamos uma breve panorama do estudo de comportamento multicritico em modelos de
spins e resultados experimentais de compostos magnéticos.

No capitulo 2, calculamos o diagrama de fase no plano (7' — H) para modelo de
Ising de spin 1/2 numa rede quadrada anisotrépica na presenca de um campo longitu-
dinal, que consiste de ligagoes ferromagnéticas ao longo do eixo x e antiferromagnética
ao longo do eixo y. O estado fundamental deste modelo é conhecido exatamente: para
H < 2J, o estado é superantiferromagnético e para H > 2.J, temos um estado ferro-
magnético. Aplicamos as aproximacgoes de Bethe-Peierls (BP) e teoria de campo efetivo
em aglomerado com um spin (EFT-1), e verificamos que a primeira metodologia obtém
um comportamento reentrante ao redor do valor H = 2.J,, em concordancia com resul-
tados rigorosos[97]. EFT-1 obteve uma temperatura critica monoticamente decrescente
com o aumento do campo que se anula no campo H = 2J,. Estudos preliminares em
outros tipos de sistemas de Ising[28] indicam um comportamento correto de diagramas
de fases quando usamos uma anslise de finite size scaling. Assim sendo, esperamos que
aumentando o tamanho do aglomerado ou mesmo usando o esquema de grupo de renor-

maliza¢do na aproximacdo de campo efetivo (EFRG) o comportamento reentrante no
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diagrama de fase seja obtido através da técnica do operador diferencial, em concordancia
com os nossos resultados da aproximacao de BP e solugao rigorosa. Estes resultados
foram aceitos recentemente para publicagdo no Physical Review B (ver apéndice).

No capitulo 3, o diagrama de fase no plano (7' — «) do modelo de Ising com interagao
entre primeiros e segundos vizinhos nas redes quadrada e cibica simples foi obtido através
da técnica do operador diferencial em aglomerados finitos. Este modelo apresenta duas
fases ordenadas, a ferromagnética (ou equivalentemente antiferromagnética) e a super-
antiferromagnética (ou laminar para rede 3d) dependendo do parametro de frustragao .
Existe um valor caracteristico a, = ;712, tal que para a > a. e a < «a. o estado funda-
mental serd SAF e F, respectivamente. O efeito térmico induz, dependendo do valor de
« e da dimensao d, comportamento multicitico no diagrama de fase. No caso da rede 2d
obtivemos preliminarmente um resultado contraditério usando EFT-1, que foi um ponto
tricritico na fase F. Quando usamos EFT-4 recuperamos o diagrama de fase qualitativo
correto obtido por simulacao de Monte Carlo. A fase SAF apresenta um ponto tricritico
ligeiramente inferior ao resultado considerado exato. Os célculos nesta dissertacao sem-
pre fizeram uso do software MAPLE para gerar as expressoes analiticas (equagao de
estado e funcional de energia livre), que depois foram resolvidas numericamente através
do algoritmo de Newton-Raphson para calcular as raizes de sistemas de equacoes nao
lineares. Para o caso da rede 3d, usando apenas EFT-1, geramos um programa com-
putacional de aproximadamente 250 mil linhas, o que seriamente nos impossibilitou de
usar finite size scaling. O diagrama de fase obtido por EFT-1 para a rede cibica simples,
na fase F, é diferente do obtido na Ref.105, onde foi previsto neste trabalho um ponto
tricritico. No caso da fase laminar (ou SAF) obtivemos um linha de primeira ordem.

Os formalismos aqui desenvolvidos podem ser facilmente aplicados em outros sistemas
similares; vejamos alguns exemplos:

i) estudar o efeito do campo transverso no modelo de Ising na rede quadrada anisotrépica;

ii) analisar o efeito de diluicdo no modelo de Ising na rede quadrada anisotrépica;

iii) generalizar os cdlculos do capitulo 2 para tratar uma rede cibica 3d anisotrépica;
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iv) estudar a transicao de fase quantica no modelo do capitulo 3 na presenca de um
campo transverso. Este etsudo estd sendo feito por Viana na sua tese de doutoramento;
v) aplicar finite size scaling no modelo do capitulo 3 na rede cibica simples; etc.

Na nossa opiniao, no que se trata de um trabalho de dissertacao, achamos ter al-

cancado o objetivo.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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