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Resumo
Neste trabalho estudaremos o diagrama de fase de dois modelos de Ising com in-

terações competitivas. Primeiro, o modelo de Ising numa rede quadrada anisotrópica na

presença de um campo externo será estudado pelos métodos aproximativos: Bethe-Peierls

e operador diferencial. O modelo consiste de cadeias ao longo do eixo-x interagindo fer-

romagneticamente com acoplamento de exchange Jx e antiferromagneticamente entre

sítios de cadeias diferentes (ao longo do eixo-y) com acoplamento de exchange Jy . O

estado fundamental (T = 0) deste modelo consiste de cadeias com spins paralelos (ferro-

magnético) alternados de sinais ao longo do eixo-y (tipo fase superantiferromagnética),

ou seja, h+−+−+...i. A presença do campoH na direção do eixo de fácil magnetização

(eixo z positivo), tem como objetivo inverter os spins que estão orientados para baixo.

Em T = 0, existe um campo crítico Hc = 2Jy no qual o sistema sofre uma transição

de fase contínua (2a ordem). Para H < Hc temos um ordenamento tipo SAF e para

H > Hc o sistema fica desordenado com uma magnetização induzida por campo externo.

Na ausência de campo externo (H = 0) este modelo apresenta solução exata com uma

transição de fase na temperatura crítica KBTc
Jy

' 2.269. Com H 6= 0 este modelo só tem

solução aproximada. Veremos que MFA apresenta uma solução qualitativa para o dia-

grama de fase no plano (T −H) errônea, pois prevê uma transição de primeira ordem na

região de altos valores do campo externo (H ' Hc), com um ponto tricrítico separando

a linha crítica da linha de primeira ordem. Outros métodos obtêm apenas transição de

segunda ordem em toda região de H ∈ [0, Hc], com alguns deles indicando um compor-

tamento reentrante ao redor do ponto crítico H = Hc. Nosso objetivo será analisar a

existência ou não da reentrância no diagrama de fase, discutindo a potencialidade de

diversos métodos . Outro sistema que iremos estudar, é o modelo de Ising com interações

antiferromagnéticas entre primeiros (J1) e segundos vizinhos (J2 ) nas redes quadrada

e cúbica simples na ausência de campo externo, que será discutido através dos métodos

aproximativos mencionados acima. O estado fundamental deste modelo apresenta dois

tipos de ordenamento de spins dependente do valor de α = J2
J1
. O papel da interação J2 é

ix



induzir frustração, destruindo assim a fase antiferromagnética (AF) que ocorre α < αc.

Para α > αc, temos ordenamento dos spins alternados paralelamente e antiparalelamente

entre cadeias (rede quadrada) e planos (rede cúbica simples). Na fase AF temos uma

linha crítica Tc(α) que decresce à medida que α cresce, se anulando no ponto multicrítico

α = αc =
z1
2z2
(onde z1e z2 são os números de coordenações entre primeiros e segundos

vizinhos, respectivamente). Para a rede quadrada temos z1 = z2 = 4 e a rede cúbica

simples z2 = 2z1 = 12. Denotaremos para α > αc a fase colinear (para o caso particular

da rede quadrada é conhecida pela fase superantiferromagnética ) de uma forma genérica.

A temperatura de transição Tc(α) na fase colinear cresce à medida que α cresce, sendo

que para a rede quadrada temos linha de primeira ordem para αc < α < αt e segunda

ordem para α > αt, que se interceptam no ponto tricrítico (Tt, αc ). No caso da rede

cúbica simples temos linha de primeira ordem para todos os valores de α > αc =
1
4
.

Propomos um esquema, baseado na análise do comportamento térmico do parâmetro de

ordem, para obtenção da linha de primeira ordem usando a técnica do operador diferen-

cial, que na literatura apenas tem sido aplicada na obtenção de linha crítica, de modelos

que apresentam transição de 1
a
ordem.
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Capítulo I

Introdução

1.1 Ordenamento Magnético

É conhecido desde a antiguidade que algumas substâncias apresentam propriedades

magnéticas. Porém, somente a partir do início do século XX o magnetismo foi interpre-

tado do ponto de vista qualitativo por Pierre Weiss [1], em 1907. Weiss apresentou uma

teoria fenomenológica que era capaz de explicar qualitativamente o comportamento dos

materiais ferromagnéticos. Estes materiais têm magnetização espontânea (sem campo

externo) abaixo de uma temperatura crítica Tc (temperatura de Curie), tornando-se

paramagnéticos para T>Tc (magnetização nula).

A idéia básica da teoria de Weiss (campo molecular) é que um único momento mag-

nético, associado a um dado íon do material, interage com o restante do cristal através

de um campo, que ele chamou de campo molecular, que é proporcional à magnetização

(média dos momentos magnéticos) do material. Mesmo sendo introduzida vários anos

antes do modelo atômico de Bohr, a teoria de Weiss ainda representa o ponto de par-

tida para investigações de sistemas magnéticos interagentes. Na figura 1-1 apresentamos

os comportamentos das magnetizações em função da temperatura reduzida T/Tc para

os compostos ferromagnéticos constituídos pelo ferro (Fe), níquel (Ni) e cobalto (Co).

Comparamos os resultados experimentais com os obtidos teoricamente usando a teoria

1



Figura 1.1: Comportamento das magnetizações espontâneas dos compostos formados por
níquel (Ni), ferro (Fe) e cobalto (Co). As curvas teóricas são baseadas na teoria de Weiss
[1].

de Weiss (ver Ref.2). Numa linguagem moderna, dizemos que quando atingimos a tem-

peratura de Curie [por exemplo Tc (Fe) = 770oC, Tc (Ni) = 358oC, Tc(Co) = 1122oC], o

sistema sofreu uma transição de fase, onde para T > Tc temos uma fase desordenada com

mais simetria (paramagnética) e T < Tc temos uma fase ordenada com menos simetria

(ferromagnética) - quebra espontânea da simetria.

Apesar da teoria deWeiss ser capaz de reproduzir qualitativamente várias propriedades

magnéticas dos compostos feromagnéticos (ex.: MnSb, CrTe, CrO2, CrBr3, EuO, EuS),

esta apresenta sérias inconsistências do ponto de vista quantitativo. Por exemplo, Weiss

imaginava que os momentos magnéticos interagiam no interior destes materiais, dando um

ordenamento ferromagnético, cuja energia de interação era do tipo dipolo-dipolo. Esta

energia dipolar ∆Ed ' µ2

a3
( µ é o momento magnético do íon e a é o parâmetro de rede

cristalina) não é capaz de explicar fisicamente os altos valores de Tc. Vejamos o raciocínio

qualitativo: suponhamos que nos compostos ferromagnéticos o ordenamento dos momen-

tos magnéticos ocorre porque a energia de interação, aqui representada pela dipolar∆Ed,

é suficientemente maior do que a energia térmica kBT (kB é a constante de Boltzmann),

isto é, ∆Ed À kBT . À medida que a temperatura aumenta, a magnetização decresce

2



conforme mostra a figura 1-1, e quando atingimos Tc a ordem é destruída por causa fun-

damentalmente da energia térmica ser da mesma magnitude de ∆Ed, isto é, ∆Ed ' kBTc.

Portanto, usando µ ' µB (magneton de Bohr), a ' 1Å e o valor da constante kB, esti-

mamos Tc ' 10−1K muito inferior aos resultados experimentais Tc ' 103K! Concluimos

assim que a origem microscópica do forte magnetismo (altos valores de Tc) não deve-se

a interação magnética entre os íons nos compostos ferromagnéticos1. Modernamente as

propriedades magnéticas estão associadas aos momentos magnéticos localizados nos íons.

O elétron é o responsável pelo magnetismo, com o seu momento angular intrínseco, o

spin. A existência de um momento magnético permanente tem sua origem nas camadas

eletrônicas internas d ou f quando estas se encontram incompletas [4]. Cinco grupos

de elementos na tabela periódica apresentam essas características. São os grupos do

ferro (camada 3d), paládio (camada 4d), lantânio (camada 4f), platina (camada 5d) e

actíneo (camada 5f). Como a camada f é mais localizada e fortemente ligada ao átomo,

as propriedades magnéticas dos isolantes são melhores explicadas se considerarmos sua

origem nessas camadas. No caso de metais, o magnetismo é explicado pela interação s-d,

onde o elétron da camada s é delocalizado. Esse elétron itinerante, torna-se temporari-

amente residente no átomo em um estado tipo d antes de tunelar de volta ao estado

delocalizado [5]. No entanto se tratarmos um íon de metal isoladamente, teremos um

sistema compreendido por um spin delocalizado mais os elétrons itinerantes. A popu-

lação de elétrons s em torno do íon tem polarização de spin contrária ao do momento

magnético do íon. Esta nuvem de spins antiferromagnéticos em ressonância próxima do

íon é chamada de compensação de Nagaoka de ligante de Kondo. Abaixo de uma tem-

peratura característica TK , a temperatura de Kondo, os spins antiparalelos neutralizam

o momento magnético do íon e reduzem a zero seu valor observável, no limite teórico.

1Devemos salientar que nos compostos magnéticos a interação dipolar sempre está presente, porém
por ser de natureza extremamente fraca ela sozinha não explica o forte magnetismo. Por outro lado,
materiais orgânicos apresentam baixos valores para Tc o que torna a interação dipolar indispensável
para descrever as propriedades magnéticas destes novos compostos [3].
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Resumindo, o magnetismo presente na matéria pode ter uma das duas origens:

a) Devido aos spins localizados: magnetismo localizado (isolante);

b) Devido aos spins dos elétrons em movimento: magnetismo itinerante (metal).

Neste trabalho nos restringimos ao estudo de modelos magnéticos localizados, de-

scritos por Hamiltonianos tipo Ising com interações competitivas, com o objetivo de

analisar diagramas de fases.

Outra característica marcante nos materiais ferromagnéticos é apresentar divergência

na grandeza susceptibilidade magnética à campo nulo χo =
¡
∂M
∂H

¢
H=0

quando a temper-

atura crítica Tc é atingida. Por outro lado, existem materiais que apresentam divergência

de χo em T = Tc mas não são ferromagnéticos. Por exemplo, a magnetita (Fe3O4), min-

eral conhecido desde a antigüidade, assim como outros óxidos de ferro com a estrutura

cristalina do espinélio material, tais como, o MgFe2O4, MnFe2O4, NiFe2O4, CoFe2O4 e

CuFe2O4, apesar de apresentarem uma magnetização espontânea à temperatura ambi-

ente, são na realidade classificados como ferrimagnéticos. Estes compostos têm spins

ordenados antiparalelamente com valores distintos (S1 e S2, por exemplo). Este desbal-

anceamento dos spins na rede cristalina, faz com que a magnetização total dos ferrimag-

netos com estrutura cristalina da granada apresentem um comportamento diferente da

magnetização total do apresentado na figura 1-1 para os compostos ferromagnéticos. À

medida que a temperatura cresce nos compostos ferrimagnéticos, as magnetizações das

sub-redes M1(íons com spin-S1 apontados para cima) e M2 (íons com spin-S2 apontados

para baixo, com S2 < S1) decresce monoticamente e atinge uma temperatura de compen-

sação Tcomp, onde a magnetização total M =M1+M2 (M1 > 0 eM2 < 0) se anula, mas

não caracteriza uma transição de fase propriamente dita. Para T > Tcomp, a magnetiza-

ção total cresce e à medida que a temperatura aumenta, M atinge um ponto de máximo

e decresce até finalmente se anular novamente na temperatura crítica Tc , onde para

T > Tc não temos mais ordem magnética e o sistema torna-se paramagnético. Os ferri-

magnetos com esta característica marcante de existência de temperatura de compensação

são descritos pela fórmula química A3(Fe5O12), onde A é um metal trivalente. Vejamos
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Figura 1.2: Magnetização espontânea molar em função da temperatura das granadas de
ferro A3Fe5O12 obtida da Ref. 6.

alguns exemplos: Yb3Fe5O12[Tcomp = 0K, Tc = 548K], Er3Fe5O12[Tcomp = 83K,Tc =

556K], Ho3Fe5O12[Tcomp = 137K,Tc = 567K], Dy3Fe5O12[Tcomp = 226K,Tc = 563K],

Tb3Fe5O12[Tcomp = 246K,Tc = 568K], Gd3Fe5O12[Tcomp = 286K, Tc = 564oK]. Na

figura 1-2 apresentamos o comportamento da magnetização espontânea em função da

temperatura para as granadas de ferro do tipo A3Fe5O12 (A é um dos elementos dos

metais das terras-raras) obtidos experimentalmente por Pauthenet [6].

Existem, porém, outros materiais, como, por exemplo a hematita ( Fe2O3) e os óx-

idos CoO e Cr2O3, que na ausência de campo externo apresentam magnetização total

zero e não são propriamente paramagnéticos. Estes materiais são denominados de anti-

ferromagnéticos (AF) abaixo de uma dada temperatura característica, conhecida como

temperatura de Néel (TN). Para temperaturas altas (i.e., T > TN ), os dipolos apon-

tam em direções aleatórias destruindo assim a ordem magnética AF. No estado AF, os

dipolos magnéticos na rede cristalina interagem de tal maneira a se orientarem (mínimo

de energia) antiparalelamente. Os compostos antiferromagnéticos mais simples são os

fluoretos FeF2[TN = 90K] e MnF2[TN = 75K] que apresentam uma estrutura cristalina

de corpo centrado, e os compostos com F3, KMnF3[TN = 95K], KNiF3[TN = 275K] e

RbMnF3[TN = 82K] com estrutura de peroskita numa rede cúbica simples. A estrutura
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cristalina desses materiais é constituída por uma rede magnética que se divide em ape-

nas duas subredes equivalentes (A e B) e interpenetrantes. Devido à interação de troca

(exchange) negativa (J < 0), os momentos magnéticos são orientados antiparalelamente

sobre toda a rede cristalina, e na ausência de campo externo temos mB = −mA (mA e

mB são as magnetizações das subredes A-up e B-down, respectivamente). Por outro lado,

existem outros antiferromagnetos que possuem estruturas mais complexas, constituídas

por várias subredes magnéticas como, por exemplo, os compostos magnéticos de face cen-

trada MnO(TN = 120K), FeO(TN = 198K), CoO(TN = 291K) e NiO(TN = 530K), cujas

magnetizações das subredes são todas colineares. Esses compostos antiferromagnéticos

apresentam em comum a propriedade da susceptibilidade magnética total χo =
¡
∂M
∂H

¢
H=0

(M =MA+MB, H → 0) exibir um ponto de máximo na temperatura TN , diferindo dras-

ticamente dos materiais ferromagnéticos que em T = Tc têm uma divergência em χo. Na

figura1-3 mostramos os resultados experimentais de χo versus T para o composto antifer-

romagnético MnCl2.4H2O obtido por Lasher, van der Broek e Gorter [7]. As curvas c e

b correspondem a χo(T ) de um monocristal obtidas ao longo do campo aplicado paralelo

e perpendicular ao eixo fácil de magnetização, respectivamente. A curva p corresponde

à susceptibilidade do pó. Rigorosamente falando, segundo Fisher, TN não corresponde

ao valor máximo de χo e sim ao ponto de inflexão, que ocorre ligeiramente abaixo deste

máximo, conforme pode ser visto na curva da direita na figura1-3.

Por outro lado, diferente dos compostos ferromagnéticos, que na presença de campo

magnético externo na direção do eixo fácil da magnetização a transição de fase é destruída

( não existe Tc, por exemplo), os antiferromagnetos na presença do campo externo podem

exibir diversos tipos de ordenamento magnético no diagrama de fase no plano T − H.

Do ponto de vista teórico, os primeiros estudos das propriedades magnéticas em compos-

tos antiferromagnéticos foram desenvolvidos por Néel [8]. A teoria de Néel corresponde à

aplicação da teoria do campo molecular de Weiss, onde dividimos o sistema antiferromag-

nético em duas ou mais subredes interpenetrantes. Com esta teoria é possível explicar

qualitativamente os comportamentos da susceptibilidade apresentadas na figura 1-3.
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Figura 1.3: Comportamento da susceptibilidade a campo nulo em função da temperatura
para o composto antiferromagnético MnCl2.4H2O [7].

O comportamento de materiais antiferromagnéticos uniaxiais em campos externos

depende fortemente das intensidades relativas de suas energias de anisotropia e de inter-

câmbio. Existem aqueles que são fracamente anisotrópicos permitindo assim a rotação

dos spins em torno do eixo de fácil magnetização, e, tipicamente, as transições de fase

nestes sistemas são acompanhados de uma rotação nas direções dos spins. Exemplos

destes tipos de materiais antiferromagnéticos são MnF2, FeF2, KCoF3, KNiF3, RbMnF3,

Cr2O3, NiCl2.6H2O. O diagrama de fase no plano T −H apresenta três fases distintas: i)

antiferromagnética (AF), ii) spin-flop (SP), iii) paramagnética (P). A uma temperatura

abaixo da temperatura de Néel e para pequenos valores do campo, a direção média dos

spins nas duas subredes é paralela na subrede A e antiparalela na subrede B, o que cor-

responde à fase AF. Quando o campo é aumentado acima de um valor crítico, o sistema

experimenta uma transição de fase de primeira ordem para a fase SF onde os spins nas

duas subredes são orientados segundo um ângulo de flop com a direção do campo. Au-

mentando ainda mais o campo nesta região SF, o ângulo de flop vai continuamente a

zero, ocorrendo então uma transição de fase de segunda ordem (ou contínua) para a fase

paramagnética. Este fenômeno de flop dos spins foi previsto teoricamente por Néel [8] e
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Figura 1.4: Diagrama de fase no plano T −H para o sal antiferromagnético NiCl2.6H2O
obtido experimentalmente na Ref. 9.

tem sido observado experimentalmente num grande número de materiais com anisotropia

pequena. Por exemplo, na figura 1-4 apresentamos os resultados do diagrama de fase T

versus H para o composto antiferromagnético NiCl2.6H2O obtido nos anos setenta por

Nei Oliveira, Paduan e Salinas [9]. O ponto de interseção das três fronteiras de fase foi

identificado por Fisher e Nelson [10] como sendo o ponto bicrítico.

Existem, porém, outros materiais antiferromagnéticos que são fortemente anisotrópi-

cos, o que vincula os spins a permanecerem paralelos ou antiparalelos ao eixo de fácil

magnetização tal que as transições nestes materiais são geralmente caracterizadas por

simples reversões nas direções dos spins. Estes materiais, denominados de metamag-

néticos, apresentam apenas transição de fase AF diretamente para a fase P em todo o

intervalo de temperatura. Observe que o termo metamagnetismo que usamos tem o sig-

nificado mais amplo dado por Stryjewski e Giordano [11]. Como exemplo de materiais

metamagnéticos temos CrSb, MnTe, CrCl2, FeCl2, CoCl2, Dy3Al5O12, e são constituídos
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Figura 1.5: Diagrama de fase T versus H para o composto Dy3Al5O12[13]. A curva
contínua representa a linha crítica e a pontilhada uma linha de coexistência (primeira
ordem). O círculo cheio representa o ponto tricrítico.

por uma sucessão de camadas ferromagnéticas que se alternam em sinais.

Para estes compostos metamagnéticos, a anisotropia faz com que a fase SF não

apareça no diagrama de fase no plano T −H, observando apenas as fases AF e P. As ca-

madas (planos) nestes compostos estão ordenados ferromagneticamente e alternadas em

direções opostas. Teoricamente dizemos que os spins nas camadas interagem ferromag-

neticamente (J1) e entre camadas antiferromagneticamente (J2). Com esta competição,

o diagrama de fase apresenta uma transição cotínua AF-P para baixos (altas) campos

(temperaturas) e de primeira ordem para altos (baixas) valores de campos (temperat-

uras). Existe um ponto, denominado de ponto tricrítico [12], que separa as transições

contínuas e descontínuas. Na figura 1-5 apresentamos os resultados experimentais do

diagrama de fase no plano T −H para o composto Dy3Al5O12 obtido por Landau, Keen,

Schneider e Wolf [13]. Vale a pena mencionar que o ponto tricrítico indicado na figura

1-5 só foi denominado posteriormente, logo após o trabalho teórico de Griffiths [12].

Do ponto de vista teórico, os diagramas de fases experimentais mostrados nas figuras

1-4 e 1-5 para os metamagnetos com fraca e forte anisotropia, respectivamente, podem

ser analisados qualitativamente usando a teoria de Néel [8]. Na figura 1-6, mostramos os

resultados obtidos nesta aproximação de campo molecular (teoria de Néel).
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(b) 

Figura 1.6: Diagrama de fase no plano T−H obtido via aproximação de campo molecular.
(a) matamagneto fortemente anisotrópico, (b) metamagneto fracamente anisotrópico. As
curvas contínuas são linhas críticas (segunda ordem). As curvas tracejadas e pontilhadas
são linhas de coexistência (primeira ordem).

Vimos que devido aos arranjos dos momentos magnéticos numa rede cristalina, onde

leva-se em consideração os valores dos spins, anisotropias, topologia da rede, etc, podemos

ter diversos tipos de ordenamentos magnéticos [14]. A presença dos materiais magnéticos

em nossas vidas é observada desde o ímã que colocamos na geladeira até a memória

(HD) do computador. O estudo dos fenômenos magnéticos cria interface entre a Física

e outras ciências, por exemplo, a medicina. Medir os campos magnéticos produzidos

por organismos vivos pode ser útil no entendimento de sistemas biofísicos, diagnóstico

e terapia de humanos. Tais campos têm origem nas correntes que são produzidas pela

atividade de despolarização das células (cérebro, coração, nervos).

1.2 Modelagem teórica do magnetismo

Na seção anterior, apresentamos de forma sucinta alguns tipos de ordenamento magnético

na matéria, bem como discutimos diagramas de fases induzidos por campo magnético

externo em compostos antiferromagnéticos. Para explicar o forte magnetismo do ponto

de vista microscópico, Heisenberg [15] propôs que o alinhamento dos spins decorria de seus
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vizinhos mais próximos. A interação eletrostática entre elétrons das camadas externas de

íons adjacentes, tratada quanticamente via teoria de perturbação, produz uma separação

dos níveis de energia eletrônicos, que pode ser entendida como a quantidade de energia

necessária para trocar os elétrons do átomo. Por exemplo, para um sistema de dois

elétrons [14, 16], o princípio de exclusão de Pauli obriga que as auto-funções de onda dos

dois elétrons (férmions) sejam antisimétricas, e usando teoria de perturbação obtém-se

as auto-energias dadas por

E± = Eo ± J12 (1)

com

J12 =

Z
d
→
r1d

→
r2φ

∗
1(
→
r2)φ

∗
2(
→
r1)

e2¯̄̄
→
r1 −

→
r2

¯̄̄φ1(→r1)φ2(→r2) (2)

onde Eo é a auto-energia na ausência da perturbação coulombiana, φl(
→
ri) é a auto-

função da partícula i = 1, 2 no estado l do sistema não perturbado. A energia de troca

(ou exchange) J12 = E↑↓(S = 0)−E∙(S = 1) (onde E∙(S = 1) e E↑↓(S = 0) são as auto-

energias dos estados tripleto e singleto, respectivamente) foi proposta independentemente

por Frenkel [17] e Dorfman [18]. Quando J12 > 0, o estado de menor energia é o tripleto e,

portanto, prevalece a orientação dos spins paralelos (estado ferromagnético); para J12 < 0

o estado de menor energia é o singleto, prevalecendo a orientação dos spins antiparalelos

(estado antiferromagnético). A energia de troca J12 tem a propriedade de decrescer

rapidamente com a distância entre os íons (decaimento exponencial), em contraste com a

interação coulombiana que decresce mais lentamente (∼ 1
r
). A razão é que J12, Eq.(1.2),

contém o produto de funções de onda de elétrons ligados em diferentes núcleos, portanto,

J12 dependerá do recobrimento (overlap) das funções de onda, e este overlap decresce

exponencialmente com a distância. Desta maneira, a interação de troca corresponde

à uma interação de curto-alcance, diferindo da interação dipolar que é de natureza de

interação de longo alcance (∼ 1
r3
).
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Usando as relações dos operadores de spin
→
S
2

e
→
S 2

i (i = 1, 2), onde
→
S =

→
S 1 +

→
S2

(S = 0, 1), e com base nas auto-funções correspondentes às auto-energias dadas pela Eq.

(1.1), Dirac [19] propôs o seguinte Hamiltoniano efetivo de spins2

H12 = Eo −
J12
2
(1 + 4

→
S1.

→
S2), (3)

pois, de fato temos

H12 =| φ±i = E± | φ±i, (4)

onde | φ+i e | φ−i correspondem os auto-estados associados aos estados singleto e tripleto,

respectivamente. Generalizando para uma rede cristalina deN spins localizados, o Hamil-

toniano efetivo, onde a interação de intercâmbio (exchange) domina, é descrito por

H = −
X
hi,ji

Jij
→
Si.

→
Sj, (5)

onde hi, ji representa o somatório sobre todos os pares de spins i e j (primeiros, segundos,

etc vizinhos),
→
Si = (S

x
i , S

y
i , S

z
i ) indica o operador de spin no sítio i. A Eq.(1.5) é conhecida

na literatura como modelo de Dirac-Heisenberg. Para Jij > 0 (Jij < 0) dizemos ser o

Hamiltoniano de Heisenberg ferromagnético (antiferromagnético).

Os materiais magnéticos isolantes encontrados na natureza são, com raras exceções,

antiferromagnéticos [20, 21]. O estado fundamental do Hamiltoniano de Heisenberg fer-

romagnético corresponde à todos os spins alinhados paralelamente. Por outro lado, o

estado fundamental deste mesmo Hamiltoniano antiferromagnético não corresponde à

todos os spins orientados antiparalelamente (estado Néel), pois este não é auto-estado

do Hamiltoniano. Existe uma infinidade de estados de spin total nulo (Sz = 0), que

devem ser combinados para formar o estado fundamental do sistema [22]. A dificuldade

em estabelecer um estado fundamental é o maior problema teórico que surge no estudo

2Para uma dedução do Hamiltoniano efetivo, Eq.(1.3), recomendamos ver as notas do Prof. Galvão
Ramos [16].
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do antiferromagnetismo do modelo de Heisenberg.

A interação de troca (exchange) se caracteriza pelo fato de ser independente da orien-

tação dos spins, ou seja, o Hamiltoniano de Heisenberg, Eq. (1.5), apresenta simetria de

rotação dos spins. Esta transformação implica que o Hamiltoniano de Heisenberg deve

conter apenas pares de operadores Sµi , onde a forma aproximada dada pela Eq. (1.5)

representa o Hamiltoniano bilinear [16]. Vários outros termos (de origem coulombiana )

podem ser deduzidos via teoria de perturbação de ordem superior, como, por exemplo, o

termo biquadrático

H1 = −
X
hi,ji

J
0
ij

³→
Si.

→
Sj
´2

, (6)

ou a interação entre quatro spins

H2 = −
X
hi,j,l,ki

J”ijlk

³→
Si.

→
Sj
´³→

Sl.
→
Sk
´
, (7)

etc.

O tipo de estrutura magneto-cristalina é determinada pela natureza e magnitude das

interações entre os momentos magnéticos dos íons que formam o cristal. A interação

de troca, de origem eletrostática (+ princípio de exclusão de Pauli) e responsável pelo

ordenamento magnético na matéria é de natureza isotrópica, não sendo capaz de definir

alguma orientação dos momentos magnéticos com respeito aos eixos cristalográficos, mas

ela produz um ordenamento mútuo dos spins em vários sítios da rede. Uma vez que a

distribuição de spins ordenados é sempre orientada numa dada direção (eixo de fácil mag-

netização), definida com respeito ao eixo cristalino, devemos ter algum outro tipo de in-

teração que torne o Hamiltoniano de Heisenberg anisotrópico. Fisicamente, as interações

magnéticas (dipolar, quadrupolar, etc) são responsáveis pela existência da anisotropia

magneto-cristalina, que se manifesta com a dependência da energia do cristal nas ori-

entações dos momentos magnéticos dos íons com relação ao eixo cristalino. Podemos

dizer que num cristal existem campos magnéticos efetivos internos que tendem a orientar
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os momentos magnéticos em uma dada direção privilegiada. Este campo pode alterar

algumas vezes as orientações mútuas dos momentos magnéticos dos átomos, distorcendo

assim a estrutura magneto-cristalina.

Um primeiro tipo de anisotropia adicional na Eq. (1.5) é a interação dipolar, que é

representada pelo seguinte Hamiltoniano:

Hdipolar = −4µ2B
X
hi,ji

⎧⎪⎨⎪⎩
→
Si.

→
Sj − 3

³ ∧
rij.

→
Si
´³ ∧

rij.
→
Sj
´

r3ij

⎫⎪⎬⎪⎭ , (8)

onde
→
rij =

→
ri −

→
rj é o vetor posição que separa os íons i e j,

∧
rij =

→
r ij
rij

é o vetor

unitário, e µB é o magneton de Bohr. Note que o somatório acima é feito sobre todos

os pares i e j de spins sobre a rede cristalina, e representa uma interação de longo-

alcance. Devido à simetria rotacional do Hamiltoniano de Heisenberg, Eq.(1.5), prova-se

que numa rede bidimencional as interações (exchange) bilineares entre primeiros vizinhos

não são capazes de ordenar os momentos magnéticos em temperatura finita, ou seja, a

magnetização espontânea é nula [23]. A presença da interação de longo alcance, tipo

dipolar variando com a distância 1
r3ij
, no Hamiltoniano de Heisenberg Eq.(1.5), pode

induzir ordenamento magnético em T > 0 numa rede 2d [24].

O magnetismo dos elementos de transição do grupo do ferro é sempre associado ao

momento magnético dos spins. Isto ocorre porque nos cristais, formados por estes elemen-

tos, o campo cristalino geralmente remove a degenerescência orbital do estado eletrônico

responsável pelo magnetismo. O valor esperado do momento orbital de um estado não

degenerado é zero, (o que se convencionou chamar quenching do momento orbital), isto

é, numa primeira aproximação a susceptibilidade estática não recebe contribuição do

momento orbital. Esta contribuição apenas aparece se levarmos em conta a interação

spin-órbita, que é descrita pelo seguinte Hamiltoniano:

HLS =
X

ξ
i

(ri)
→
Li.

→
Si, (9)
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onde ξ (
→
ri ) =

1
2m2ri

dV
dri
, V (ri) é a energia potencial elétrica (núcleo-elétron),

→
Lie

→
Si são

os operadores de momento angular orbital e spin, respectivamente, no sítio i.

Usando teoria de perturbação de 2a ordem para a energia de interação spin-órbita, a

Eq. (1.9), poderá ser reescrita na forma

H→
S .
→
L
=
X
i

X
α,β

Λαβ
i Sα

i S
β
i , (10)

sendo

Λαβ
i = 2ξ2

X
l 6=p

hp | Lα
i | lihl | Lβ

i | pi
Eo
p − Eo

l

, (11)

o tensor de anisotropia spin-órbita, ξ2 =
D
ξ2(

→
r i)
E
e Eo

n é a auto-energia do Hamiltoniano

não perturbado.

O Hamiltoniano usado habitualmente para descrever anisotropias ortorrômbicas leva

em conta apenas os termos diagonais; assim sendo, a Eq. (1.10) ficará:

Ho = −D
X
i

(Sz
i )
2 +E

X
i

£
(Sx

i )
2 − (Sy

i )
2
¤
, (12)

onde E = 0 reduz-se ao caso da anisotropia uniaxial. Observe que o Hamiltoniano (12)

representa a interação do sítio i com ele mesmo (auto-interação), que é denominada de

anisotropia de íon-único. A Eq. (1.12) só é relevante para sistemas com spin S > 1/2,

pois no caso particular de spin S = 1/2 temos (Sν
i )
2 = 1/4 ( h≡ 1) para qualquer

componente ν = x, y, z e, conseqüentemente, este termo se reduzirá a uma constante

não sendo relevante nos cálculos das propriedades magnéticas.

A interação spin-órbita também pode induzir anisotropia na interação de troca, Eq.

(1.5). Segundo van Vleck [25], a anisotropia uniaxial deste tipo tem origem no acopla-

mento dos momentos orbitais dos átomos adjacentes, que depende não só da orientação

relativa dos dois momentos, como também da orientação destes com relação ao eixo

que une os dois átomos. Em termos dos spins, esse acoplamento pode ser simulado
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por uma interação dipolar, cujo coeficiente é inteiramente disposto do coeficiente da

interação magnética real dada pela Eq. (1.8). Neste caso, a perturbação é dada por

Wij = ξ(
→
r i)

→
Li.

→
Sj + λ

→
Li.

→
Sj e o Hamiltoniano efetivo será escrito por

H = −
X
hi,ji

X
α,β

Jαβ
ij Sα

i S
β
j , (13)

onde Jαβ
ij é a interação entre os sítios i e j associados às componentes α e β dos spins.

O Hamiltoniano generalizado dado pela Eq. (1.13) contém a parte simétrica Jα
ij(α =

β) = Jα
ji e anti-simétrica (α 6= β, Jαβ

ij 6= Jαβ
ji ). O termo anti-simétrico surge em redes

com baixa simetria [26], e é responsável em alguns compostos antiferromagnéticos pela

existência de um pequeno valor de magnetização (pequeno ferromagnetismo).

1.3 Transição de fase e fenômenos críticos

Da Eq. (1.13) temos, dependendo dos valores das interações Jα
ij , três limites particulares

de modelos de spins:

a)Modelo de Ising

Corresponde ao caso em que Jz
ij À Jx,y

ij , e portanto podemos aproximar o

Hamiltoniano (13) para um modelo com interação entre a componente z dos spins 3, isto

é,

HI = −
X
hi,ji

JijS
z
i S

z
j. (14)

O Hamiltoniano (1.14) é o sistema mais simples da mecânica estatística e apresenta

solução exata em rede unidimensional e bidimensional (sem campo externo) [27]. Con-

trário ao caso do modelo Heisenberg antiferromagnético, o estado Néel, representado por

spins dispostos em direções alternadas sobre a rede cristalina, é auto-estado do Hamil-

3Não estamos levando em consideração a anisotropia de íon-único, Eq. (1.10), nem mesmo o acopla-
mento do spin com um campo magnético externo (energia Zeeman).
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toniano de Ising antiferromagnético. Na ausência de campo externo, as propriedades

termodinâmicas do modelo de Ising ferromagnético são equivalentes ao caso antiferro-

magnético, isto porque temos a invariância da função de partição ZF (Jij) = ZAF (−Jij).

A inclusão do campo magnético quebra esta invariância, ZAF (−Jij) 6= ZF (Jij), uma vez

que, o modelo de Ising antiferromagnético com interações entre primeiros e segundos

vizinhos na presença de um campo (direção axial) externo, descrito pelo Hamiltoniano

HI = J1
X
hi,ji

Sz
i S

z
j + J2

X
hhi,jii

Sz
i S

z
j −H

X
i

Sz
i , (15)

descreve adequadamente o diagrama de fase dos metamagnetos fortemente anisotrópicos,

tais como FeBr2, FeCl2, no plano T −H dependendo do valor de α = J2
J1
. Para α = 0,

numa rede cúbica simples, por exemplo, temos uma linha crítica (transição de fase de se-

gunda ordem ) que separa as fases AF e P, onde em T = 0 (estado fundamental) temos o

ponto crítico Hc(0) = 6J1. Recentemente, o modelo (1.15) com α = 0 foi reestudado por

Neto e de Sousa [28] que mostraram que para a rede cúbica simples (coordenação z = 6)

a temperatura de Néel TN(H) decresce monoticamente a zero à medida que aumentamos

o valor do campo, se anulando no ponto crítico Hc(0) = 6J1. Por outro lado, para uma

rede cúbica de corpo centrado (coordenação z = 8) foi observado um comportamento

similar para TN(H) com o surgimento do fenômeno da reentrância (duas temperaturas

críticas) ao redor do campo crítico Hc(0) = 8J1. A presença da interação (competitiva)

de segundo vizinho (α 6= 0 ), introduz no sistema o efeito de frustração. Neste sistema,

os primeiros vizinhos querem ficar orientados antiparalelamente (J1 > 0 ) e surge um

conflito com os segundos vizinhos (sítios situados nas diagonais), que também querem

ficar antiferromagnéticos (J2 > 0 ), dizemos então que para pequenos valores de α(< 1/4)

este parâmetro de frustração não é capaz de desestabilizar o ordenamento AF. Para altos

valores de α(> 1/4), o ordenamento AF entre os segundos vizinhos é predominante e o

sistema sofre uma transição de fase, onde agora temos os spins ordenados ferromagneti-

camente nos planos alternados ao longo da direção do eixo de fácil magnetização (eixo
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z). Este ordenamento dos spins na rede cúbica simples é denominado de fase colinear ou

super-antiferromagnética (laminar)- SAF. Em T = 0, à medida que o campo aumenta, o

sistema sofre uma transição de fase de primeira ordem no ponto de transição Hc(0) entre

as fases AF (ou SAF) e P. Desta maneira, para α > 1/4, o diagrama de fase no plano

T −H obtido através de alguma técnica aproximativa é semelhante ao representado pela

figura 1.6 (b). Neste trabalho de dissertaçaõ, o modelo (1.15) na ausência de campo

externo (H = 0) será estudaddo via técnica do operador diferencial (capítulo 3).

Recentemente, o desenvolvimento de técnicas experimentais sofisticadas tem sido ca-

paz de reduzir a dimensionalidade de um cristal magnético tornando-o bidimensional

(filme com uma única camada). A transição de fase ferromagnética-paramagnética de

muitos compostos ultrafinos (L = 1, 2), onde L é o número de camadas de átomos,

tais como: Co/Cu(lll) [29], Fe/W(110) [30], Fe/Pd (100) [31], Fe/Ag(100) [32], Mr ou

Cr/Ag(001) [33], são bem descristos pelo modelo de Ising 2d, Eq. (1.14). Próximo da

criticalidade, a magnetização espontânea do tipo M(T ) ' (Tc − T )β, onde β = 1/8

foi encontrada nestes compostos anisotrópicos ultrafilnos em concordância com o resul-

tado exato do modelo de Ising numa rede quadrada [34]. Devemos salientar (ver uma

discussão, por exemplo, na Ref. 33) que a boa concordância teoria -experimento só

se verifica próxima da região crítica (T ' Tc), o que significa que a expressão exata

M(T ) = {1 − sinh−4(βJ)}1/8para o modelo de Ising na rede quadrada [34] não é capaz

de reproduzir exatamente o comportamento da magnetização destes compostos em todo

intervalo de temperatura (ver figura 1.7), visto que outras interações relevantes devem

ser consideradas a fim de reproduzir quantitativamente os resultados experimentais em

todo o intervalo de temperatura, como, por exemplo, anisotropia de íon único. Na região

crítica estas interações são irrelevantes.

b)Modelo XY (ou planar)

Corresponde ao caso em que Jx,y
ij À Jz

ij, desta maneira podemos aproximar o Hamil-

toniano (1.13) para um Hamiltoniano ( XY ou planar) com interação entre x e y as
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Figura 1.7: Comportamento da magnetização espontânea em função da temperatura
reduzida T

Tc
para o filme de uma única camada de Cr depositado em ouro Ag(001)[33].

A linha contínua representa a solução de Onsager [34] para o modelo de Ising na rede
quadrada. Os pontos (•) e quadrados(¡) representam os resultados experimentais.

componentes dos spins, ou seja,

Hxy = −
X
hi,ji

¡
Jx
ijS

x
i S

x
j + Jy

ijS
y
i S

y
j

¢
(16)

O modelo XY ou planar foi introduzido na literatura por Matsubara e Matsuda

[35] e tem solução exata em uma dimensão [36]. Em duas dimensões este modelo não apre-

senta ordem magnética (magnetizaçaõ espontânea) em temperatura não nula. Kosterlitz

e Thouless[37] propuseram um tipo diferente de transição de fase, onde foi definida uma

ordem de longo alcance topológica, caracterizada por uma súbita mudança na resposta do

sistema à perturbações externas. Definiram uma temperatura de transição TkT , tal que

para T > TkT a função de correlação spin-spin decai exponencialmente com a distância

entre os pares e para T < TkT a função de correlação tem um decaimento segundo uma

lei de potência. Acredita-se que esta transição de fase seja causada por um mecanismo de

desligamento de pares de vórtice- antivórtice. Um vórtice (anti-vórtice) é uma excitação

topológica na qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da excitação gira
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de 2π(−2π) no mesmo sentido. Experimentalmente o modelo XY 3d tem sido usado para

descrever as propriedades magnéticas dos compostos CoBr2 e CoCl2 [3] bem como para

explicar as configurações de vórtices na fase superfluida no filme (monocamada) de He4

[38].

c)Modelo de Heisenberg

Neste caso, os três termos de exchange Jα
ij (α = x, y, z) são da mesma ordem.

No limite isotrópico Jα
ij = Jij, o Hamiltoniano anisotrópico (1.13) reduz-se ao modelo

de Heisenberg isotrópico descrito pela Eq. (1.5). O estado fundamental (T = 0) e

algumas excitações elementares do Hamiltoniano (1.5) numa rede unidimensional com

spin S = 1/2 foram resolvidos exatamente por Bethe [39] e Hulthín [40]. A generalização

para incluir anisotropia do tipo: Jx
ij = Jy

ij = ηJ e Jz
ij = J foi feita anos mais tarde

por Walker [41], cuja energia por partículas do estado fundamental é dada por.

Eo(η) =
J

2

(
1

2
− tanh(a)

"
1 +

∞X
n=1

4

1 + e2ηa

#)
, (17)

onde sech(a) = η.

Outro resultado exato para o modelo de Heisenberg numa rede d-dimensional (d =

1, 2) é o teorema de Mermin e Wagner [23], que afirma que este sistema não apresenta or-

dem de longo-alcance a T>0 no limite isotrópico, que podemos resumidamente expressar

pelas desigualdades:

|M(T,H)| ≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎣ π2β2W

tanh−1 π2S(S+1)W
|M(T,H)|

⎤⎥⎦
1
3

S(S + 1)H1/3, d = 1

∙
4πβW

log 1+π2S(S+1)W
H|M(T,H)|

¸ 1
2

S(S + 1), d = 2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(18)

onde W =
P
(i,j)

Jij

¯̄̄
→
r i −

→
r j

¯̄̄2
< ∞ , S é a magnitude do spin, H o campo externo e

β = 1
KBT

. No limite de campo nulo (H = 0), a partir das desigualdades (1.18) temos
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que a única solução possível é M(T,H = 0) = 0 (T 6= 0).

O estudo do modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin 1/2 tem sido motivado

sobretudo por causa da possível conexão com os compostos supercondutores de altas

temperaturas formados por planos de CuO2 [42, 43], como, por exemplo, os compostos

YBa3Cu3O7−x e La2−xBaxCuO4 . São compostos fortemente anisotrópicos, havendo um

forte acoplamento entre os íons de cobre pertencentes ao plano de CuO2 e um fraco

acoplamento entre os planos. Em baixas temperaturas, as flutuações quânticas antifer-

romagnéticas são relevantes comparadas com as térmicas.

De uma maneira geral, a transição de fase de um sistema é caracterizada pela ex-

istência de singularidades nos potenciais termodinâmicos e suas derivadas. Defini-se o

parâmetro de ordem como sendo a grandeza que é nula acima de uma temperatura crítica

(fase desordenada). No sistema ferromagnético a magnetização é o parâmetro de ordem,

no antiferromagneto o parâmetro de ordem é a diferença das magnetizações das sub-redes

A e B, mS =
(mA−mB)

2
. Para um ferromagneto canônico que sofre transição de 2a ordem

(contínua), ao redor do ponto crítico (H = 0, T = Tc ) as grandezas termodinâmicas

apresentam os seguintes comportamentos assintóticos:

i) magnetização

M(T,H) = − ∂g

∂H
=

⎧⎨⎩ M(t,H = 0) ' (−t)β, (t→ 0−)

M(t = 0, H) ' H
1
δ (H → 0+)

⎫⎬⎭ (19)

onde t = T−Tc
Tc

e g(t,H) é a energia livre de Gibbs.

ii) susceptibilidade

χo(t) = −
µ
∂2g

∂H2

¶
H=0

' |t|−γ , (20)

iii) calor específico

Co(t) = −T
µ
∂2g

∂T 2

¶
' |t|−α , (21)
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iv) função de correlação

Gc(r) =
D→
σ(0)

→
σ(
→
r )
E
−
D→
σ(0)

ED→
σ(
→
r )
E

Gc(r) '
e
−r
ξ

rd−2+η
. (r→∞), (22)

onde ξ ' |t|−γ é o comprimento de correlação que mede o tamanho médio dos aglomer-

ados correlacionados.

Baseados em argumentos de estabilidade dos potenciais termodinâmicos, na década

de sessenta vários autores abtiveram relações de desigualdade entre os expoentes críticos,

tais como [44]:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α+ 2β + γ ≥ 2 (Rushbrooke,1963) (a)

α+ β(1 + δ) ≥ 2 (Griffiths,1965) (b)

νd ≥ 2− α (Josephson,1967) (c)

(2− η)ν ≥ γ (Fisher,1969) (d)

(23)

A determinação experimental dos expoentes críticos {β, δ, γ, α, η, ν} depende espe-

cialmente da escolha do intervalo para a variável t, e o intervalo considerado pequeno

é uma escolha delicada que fortemente é influenciada pelo tipo de material analisado.

Dizendo de outra maneira, o primeiro problema técnico para os físicos experimentais é

identificar a região crítica (intervalo para t), região esta onde temos fortes flutuações

térmicas4. Para sistemas magnéticos escolhe-se para região crítica |t| . 10−3, enquanto
nos supercondutores temos |t| . 10−10, na transição lambda (H4e) |t| . 10−7, e assim

por diante. Esta escolha da região crítica é feita baseada no fato de que a medida do

expoente crítico não é afetada por esta escolha, e conseqüentemente a inclinação da curva

4Do teorema da flutuação-dissipação temos que a susceptibilidade magnética, que diverge em T = Tc
(H = 0 ), está relacionada com a flutuação da magnetização e representa na realidade a funçaõ de
correlação das flutuações dos spins (função de correlação correlacionada).
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reta do gráfico ln f(t) versus ln |t| está relacionada com o seu expoente crítico associado.

Na figura 1-8, apresentamos os comportamentos assintóticos das grandezas magnetização

espontânea e susceptibilidade magnética para determinar os expoentes críticos β, δ e γ,

respectivamente da liga metálica Fe1−xAlx, obtidos experimentalmente por Salazar [45].

Para concentração x = 0.10 encontra-se β = 0.409, γ = 1.325 e δ = 4.280 , que pouco

variam com a concentração indicando ser esta liga descrita por um Hamiltoniano tipo

Heisenberg.

Das Eqs.(1.23a) e (1.23b) encontramos 4 ≡ β(1− δ) + γ ≥ 0 e usando os resultados

experimentais obtidos na figura 1-8 observamos que a desigualdade não é satisfeita (!),

onde é encontrado C ' −0.01652, mais próxima de uma igualdade.

Do comportamento assintótico (1.21) temos que quando α > 0, o calor específico

diverge na temperatura crítica T = Tc (t = 0); por exemplo, o matamagneto FeF2 (forte

anisotropia) tem α ' 0.14, mas o metamagneto fracamente anisotrópico RbMnF3 tem

α ' −0.14. Portanto, quando α < 0, o calor específico CH=0 não diverge em T = Tc,

porém continua com o comportamento singular. Neste caso para caracterizar de forma

apropriada a sua singularidade usamos

CH=0 ' 4Co +A± |t|−α , (24)

onde 4Co representa a descontinuidade da derivada do calor específico em T = Tc.

Para determinar o expoente α na Eq. (1.24), analisamos o comportamento assintótico

da grandeza dCH
dT

' |t|−1−α eliminando assim a constante 4Co . Na figura 1-9 mostra

a capacidade molar do níquel cujo expoente α é nagativo obtido experimentalmente por

Connelly, Loomis e Mapother [46].

Podemos, ainda, ter uma singularidade para o calor específico onde α = 0(log) .

Esta singularidade ocorre na solução exata do modelo de Ising 2d [34], que próximo de

T ' Tc tem o seguinte comportamento assintótico para Co. :
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Figura 1.8: Comportamento de lnMo versus ln(−t), lnχ−1o versus ln t e lnM versus lnH
para a liga metálica Fe1−xAlx com x = 0.10. As inclinações das curvas determinam os
expoentes críticos β, γ e δ, respectivamente [45].
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Figura 1.9: (a) Capacidade térmica molar isobárica Cp do níquel como função da tem-
peratura. (b) Gráfico log-log de dCp

dt
versus |T − Tc|. A inclinação da reta ajustada aos

dados vale −0.90 que representa um expoente α = −0.10[46].

Co

kB
' −0.4945 ln |t|+ cte. (25)

A descontinuidade do calor específico em T = Tc (campo médio) também corresponde

a α = 0 (desc). A solução exata do modelo de Ising 2d, dá os seguintes expoentes críticos

{β = 1
8
, γ = 7

4
, δ = 15, α = 0(log), ν = 1, η = 1

4
}que na realidade satisfazem às igualdades

das relações (1.23). Assim sendo, esperamos que para qualquer sistema os expoentes

críticos não sejam independentes mas que guardem certas relações entre si:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α+ 2β + γ = 2

α+ β(δ + 1) = 2

γ = β(δ − 1)

νd = 2− α

(2− η)ν = γ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(26)

onde d é a dimensionalidade do sistema, onde para o modelo de Ising acima temos d = 2.

25



O modelo de Ising numa rede anisotrópica, onde J e J 0 são as interações entre

primeiros vizinhos nas direções horizontal e vertical, respectivamente, foi discutido por

Onsager [34], e também por Chang [47], mostrando que os expoentes críticos deste mod-

elo independem da razão J 0

J
> 0 , indicando uma certa universalidade nos valores dos

expoentes críticos. Considerando a variável de spin Sz
i do Hamiltoniano (1.14) como

sendo contínua, variando de −∞ a∞ , Berlin e Kac [48] obtiveram as propriedades ter-

modinâmicas (exatas) deste modelo, denominado de modelo esférico. O modelo esférico

apresenta ordem de longo-alcance para dimensão d > 2, e os expoentes críticos são dados

por:

i) região 2 < d < 4

½
α =

d− 4
d− 2 , β =

1

2
, γ =

2

d− 2 , δ =
d+ 2

d− 2 , ν =
1

d− 2 , η = 0,
¾

(27)

que corresponde aos mesmos expoentes críticos obtidos para o gás de bósons d-dimensional

[49]. Gunton e Buckingham [49] também generalizaram o estudo da condensação de Bose-

Einstein incluindo um espectro de energia na formaw ' Kσ, onde σ é um número positivo

não necessariamente igual a 2. Eles observaram transição de fase (Tc 6= 0) para σ >d e os

expoentes críticos na região d < σ < 2d são
©
β = 1

2
, γ = σ

d−σ , α =
d−2σ
d−σ , δ =

d+σ
d−σ , ν =

1
d−σ , η = 2− σ

ª
e satisfazem as relações (1.26), que para o caso particular σ = 2 reproduz os resultados

(1.27).

ii) caso crítico d = 4

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mo ' |t|
ln( 1|t|)

para (H = 0)

χo ' |t|−1

ln( 1|t|)

Co ' |t|
ln( 1|t|)

mc '
n
|t| ln

³
1
|t|

´o 1
3

para (T = Tc)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(28)

iii) região de campo médio d > 4
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½
α = 0, β =

1

2
, γ = 1, δ = 3, ν =

1

2
, η = 0

¾
(29)

Observe que os resultados apresentados na Eqs. (1.27) e (1.29) satisfazem as relações

de escala (1.26).

Na tabela1.1 apresentamos, resumidamente, os valores dos expoentes críticos de mod-

elos teóricos que apresentam transição de fase de segunda ordem, e comparamos com

alguns valores experimentais.
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Modelo β γ δ α ν η

Ising 2d 1
8

7
4

15 0 (log) 1 1
4

Ising 3d 0.33 1.24 4.8 0.10 0.63 0.04
XY 3d 0.34 1.30 4.8 0.01 0.66 0.04

Heisenberg 3d 0.36 1.39 4.8 −0.12 0.71 0.04
Campo médio 1

2
1 3 0 (disc) 1

2
0

Materiais β γ δ α ν η
Fe 0.39 1.33 4.35 −0.11 - -
Co 0.44 1.23 3.35 −0.095 - -
Ni 0.38 1.34 4.58 −0.10 - -

Fe0.90 Al0.10 0.41 1.33 4.28 −0.16 - -
Fe0.80 Al0.20 0.42 1.35 4.26 −0.20 - -
Gd67 Co33 0.41 1.16 3.60 0.02 - -
Gd80 Au20 0.44 1.29 3.96 −0.17 - -

Tabela 1.1: Valores teoricos e experimentais dos expoentes criticos, β, γ, α, δ, ν, η.

Os resultados dos expoentes obtidos via aproximação de campo médio são universais,

independem da dimensão e simetria do Hamiltoniano. Na tabela1.1, observamos que

para a simetria Ising os expoentes críticos são distintos quando analisados em dimensões

diferentes d = 2 e d = 3, mas para topologias diferentes numa mesma dimensão estes

expoentes são únicos. Ou seja, os expoentes críticos do modelo de Ising 3d numa rede

cúbica simples e numa rede cúbica de corpo centrado, são os mesmos. A aproximação de

campo médio despreza as flutuações térmicas, que são relevantes na criticalidade, e por

isto foi argumentado por Ginzburg (conhecido como crítico de Ginzburg [50]) que para

d > 4 os expoentes críticos são universais, independem do tipo de modelo analisado e

que os valores de campo médio são considerados exatos. De uma outra maneira, dizemos

que para altas dimensões d > 4 as flutuações são irrelevantes. Outro resultado teórico

interessante observado na tabela 1.1, está relacionado com a universalidade dos expoentes

δ e η para os três modelos analisados5, cujos valores são corroborados por cálculos de

5Para d = 3 na Eq. (1.27) temos que o expoente crítico δ = 5 para o modelo esférico está na mesma
barra de erro dos valores correspondentes aos três modelos discutidos na tabela 1.1.
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grupo de renormalização no espaço real [51].

Dos resultados apresentados para os expoentes críticos na tabela 1.1, vemos que estes

expoentes não são independentes entre si, satisfazem as igualdades das relações dadas na

Eq. (1.26), e pertencem a uma certa classe de universalidade que de uma maneira geral

é caracterizada pelos seguintes critérios:

i) Dependência do número de componentes do Hamiltoniano (simetria); por exemplo,

para os modelos Ising, XY e Heisenberg temos n = 1, n = 2, n = 3 como sendo,

respectivamente, o número de componentes do parâmetro de ordem (ou componentes de

interações no Hamiltoniano);

ii) Dependência da dimensão espacial (d) do sistema. Não depende da topologia da

rede;

iii) Alcance das interações. Para sistemas com interações de longo-alcance os ex-

poentes críticos são universais e equivalentes aos de campo médio6.

A princípio, os expoentes críticos, definindos d, n e o alcance das interações, são

independentes dos detalhes microscópicos do Hamiltoniano. Por exemplo, os expoentes

críticos do modelo de Ising numa rede quadrada apresentam valores independentes dos

valores de Jx (interação ao longo eixo-x) e Jy (interação ao longo do eixo-y) [34]. Portanto,

os critérios i), ii) e iii) mencionados acima para definir a classe de universalidade é uma

hipótese que é aceita para grande parte de sistemas cooperativos [44]. Porém, existem

alguns modelos que violam este critério de universalidade. O primeiro exemplo que

temos é o modelo de oito vértices, que apresenta solução exata [27]. Este modelo tem

uma linha crítica no diagrama de fase definido pelos parâmetros do modelo, na qual os

expoentes críticos variam continuamente. Definindo o parâmetro µ no modelo, tem-se

α = 2− π
µ
, β = π

16µ
e ν = π

2µ
que violam claramente os critérios i), ii) e iii), mas satisfazem

às relações de escala (1.26).

6Interação de longo-alcance variando na forma Jij = J
rd+σ

, os expoentes críticos (σ > 0) dependem
fortemente do valor de σ. Por exemplo, solução do modelo esférico [48,49] obtém {α = d−2σ

d−σ , β = 1
2 , γ =

σ
1−σ , δ =

d+σ
d−σ , ν =

1
d−σ , η = 2− σ} para 0 < σ < 2d e {α = 0, β = 1

2 , γ = 1, δ = 3, ν =
1
σ , η = 2− σ}

para d < σ < 2d (campo médio).
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O modelo de Ising numa rede quadrada com interação entre primeiros e segundos

vizinhos, Eq. (1.15) com H = 0, mostra um comportamento não universal para
¯̄̄
J2
J1

¯̄̄
< 1

2

(fase superantiferromagnética)7. Os primeiros estudos indicaram que o expoente crítico

γ varia continuamente com este parâmetro r = J2
J1

nesta região, e para r > 1
2
a

universalidade é reestabelecida [52, 56]. Existe um outro modelo que viola esta hipótese

de universalidade, denominado de modelo Ashkin-Teller (AT) [27]. O modelo AT contém

no seu Hamiltoniano interação entre quatro átomos diferentes, e é equivalente ao modelo

de Ising com camadas interagindo via um potencial de quatro corpos. Desta maneira,

podemos concluir que modelos com interações competitivas podem violar a hipótese de

universalidade mas continuam satisfazendo as relações entre os expoentes críticos (1.26).

Sendo assim, não devemos nos deter a interpretar os critérios i), ii), iii) por serem estes

violados para alguns sistemas.

1.4 Teoria de Landau para pontos tricríticos

A teoria de Landau nos permite determinar qualitativamente os diagramas de fases nas

vizinhanças dos pontos críticos e multicríticos. Trata na realidade da transição entre fases

que possuem simetrias distintas. Antes do desenvolvimento desta teoria fenomenológica,

vamos a seguir fazer algumas considerações relevantes para o seu entendimento.

Seja um sistema com n variáveis termodinâmicas independentes, caracterizado por

n+1 campos {Ho, H1...Hn}, sendo um deles ( Ho, por exemplo) função dos demais. Por

exemplo, temperatura (T ), pressão (P ), potencial químico (µ), campo magnético (
→
H) e

elétrico (
→
E) são denominados genericamente de campos. O campo dependente, para o

qual usaremos o símbolo φ(H1,H2,Hn), será chamado de potencial termodinâmico. As

grandezas canonicamente conjugadas são denominadas de densidades {ρi} e podem ser

obtidas por simples derivadas.

7No capítulo 3 desta dissertação estudaremos esta fase superantiferromagnética em duas e três di-
mensões usando a técnica do operador diferencial.
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ρ = −
µ

∂φ

∂Hj

¶
{Hi}

com (i 6= j) . (30)

É sempre possível escolher o potencial φ (H1,H2, Hn) como uma função côncava dos

campos, implicando na estabilidade termodinâmica do sistema. Para tornar as coisas

mais claras, vamos aplicar estas noções a alguns sistemas físicos.

(a) Transições líquido-gás no fluido

Nestes sistemas temos φ = g(T, P ) ≡ µ(T, P ) (energia livre de Gibbs por mol ≡

potencial químico), H1 ≡ −P H2 ≡ T , assim sendo teremos

ρ1 = − ∂g
∂H1

= ∂g
∂P
= V (volume específico)

ρ2 = − ∂g
∂H2

= − ∂g
∂T
= s (entropia por mol)

(31)

(b) Transições ferromagneto-paramagneto (uniaxial)

Nestes sistemas φ = g(T,H) (energia livre de Gibbs), H1 ≡ H e H2 ≡ T , obtendo

ρ1 = − ∂g
∂H
= m (magnetização por spin)

ρ2 = − ∂g
∂T
= s (entropia por spin)

(32)

(c) Transição λ no H4
e

Neste sistema φ(T, , P, η) ≡ g(T, P, η), H1 = T , H2 = −P e H3 = η (este campo não

é acessível à experiência; ele corresponderia ao conjugado do parâmetro de superfluidez),

ficando8:

8Na transição λ uma fração dos átomos de hélio se condensa num mesmo estado quântico. O
parâmetro de ordem para tal transição é a função de onda deste estado, Ψ(

→
r ) . Como esta função

de onda é complexa, temos, portanto, um parâmetro de ordem com duas componentes ( módulo e fase),
pertencendo assim à mesma classe de universalidade do modelo XY
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ρ1 = − ∂g
∂T
= s (entropia por mol)

ρ2 =
∂g
∂P
= V (volume específico)

ρ3 = −∂g
∂η
≡ Ψ (parâmetro.de.ordem).

(33)

É importante mencionar que um parâmetro muito utilizado pela experiência na tran-

sição λ é a densidade de superfluido (ρs). Quando o superfluido se move com velocidade
→
V s, seu fluxo de massa é dado por uma corrente

→
J = ρs

→
V s. Segundo a teoria Landau-

Ginzburg [57], ρs é simplesmente proporcional ao quadrado do módulo da função de

onda, isto é, ρs '
¯̄̄
Ψ(

→
r )
¯̄̄2
. O resultado de Landau e Ginzbuirg não funciona próximo à

transição λ e a relação correta entre a densidade de superfluido e o parâmetro de ordem

Ψ(
→
r ) foi obtida por Josephson [58].

Quando duas fases I e II estão em equilíbrio, cada campo deve ter o mesmo valor em

ambas as fases, isto é, HI
j = HII

j (j = 0, 1, ...n). Se pensarmos no espaço dos n campos

independentes, esta condição de equilíbrio definirá uma hipersuperfície de dimensão (n−

1) neste espaço. Desde que pelo menos uma das densidades seja uma função descontínua

dos campos nesta hipersuperfície, então teremos uma superfície de coexistência ou de

transição de primeira ordem. Caso contrário teremos uma superfície crítica, onde as

diferenças de densidade entre duas fases tendem a zero continuamente.

No diagrama de fase pode existir pontos nos quais várias fases coexistem, e são denom-

inados de pontos multicríticos. De acordo com as regras de Gibbs e Zernike, a observação

de tais pontos numa mistura de substâncias pura é possível apenas acima de um certo

número de componentes. Um ponto bicrítico (duas fases críticas em coexistência ou duas

linhas críticas que se interceptam), só pode ser observado numa mistura com pelo menos

4 componentes. Um ponto tetracrítico (quatro fases ordinárias se tornam idênticas), só

pode ser observado numa mistura de no mínimo cinco componentes, etc. Seguindo a

notação de Gibbs, uma fase ordinária é representada pela letra A; uma fase crítica (duas

fases ordinárias se tornam idênticas), pela letra B; uma fase tricrítica, em que três fases

ordinárias se tornam idênticas, pela letra C, e assim por diante. Um estado composto
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por duas fases ordinárias em coexistência é representado por A2, o ponto triplo por A3,

um ponto crítico terminal por AB, um ponto bicrítico por B2, etc. Em geral, um ponto

multicrítico é representado por Am1 Bm2 Cm3 Dm4... . De acordo com as regras de Gibbs,

o número mínimo de componentes necessário para observar este ponto multicrítico é

c = m1 + 3m2 + 5m3 + 7m5 + ...− 2.

Neste trabalho de dissertação nos deteremos ao estudo de ponto tricrítico (ver fig.

1.5), que corresponde o ponto onde três fases se tornam idênticas ou três linhas críticas

se interceptam. Do ponto de vista teórico, podemos simular um ponto tricrítico, tipo o

descrito no diagrama de fase da Fig. 1.5 , a partir do Hamiltoniano (1.15) introduzindo

o campo staggered Hs que se acopla com o parâmetro de ordem ms =
1
2
(mA −mB) =

−
³

∂g
∂HS

´
T,H

, então a Eq. (1.15) ficará reescrita na forma

H = J1
X
nn

σiσj + J2
X
nnn

σiσj −H
X
i

σi −HS

X
i∈A

σi +HS

X
j∈B

σj, (34)

onde nn e nnn representam a soma sobre os primeiros (nearest-neighbor) e segundos

(next-nearest-neighbor) vizinhos, respectivamente. O campo HS é uma grandeza ex-

perimentalmente inacessível, conjugada ao parâmetro de ordem mS. Na figura 1.10

mostramos esquematicamente o diagrama de fase tridimensional no espaço dos parâmet-

ros (T,H,HS). A linha pontilhada (L1) representa, no plano (T,H), a linha de transição

de primeira ordem (coexistência das fases AF e P). A linha contínua (L2) representa, no

plano (T,H), a transição de fase de segunda ordem. Se considerarmos HS 6= 0 podemos

obter duas superfícies S1 e S2 de transição de fase de acordo com HS < 0 e HS > 0,

respectivamente. De qualquer forma, a interseção de S1 com o plano HS = 0 será a

linha L2, do mesmo modo que S2 intercepta no mesmo plano seguindo a mesma linha

L2. Conseqüentemente, o ponto (Tt,Ht, 0) foi denominado por Griffiths [12] de ponto

tricrítico.

Ao redor do ponto tricrítico t ≡ T−Tt
Tt

¿ 1 e H = Ht (metamagneto), as grandezas

termodinâmicas apresentam comportamentos de leis de potências com expoentes críticos
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H 

Figura 1.10: Diagrama de fase esquemático do modelo descrito pelo Hamiltoniano
Eq.(1.34) no espaço de parâmetro (T,H,HS). S1 e S2 representam as superfícies de
primeira ordem. PTC representa o ponto tricrítico.

diferentes dos relacionados ao longo da linha crítica. Por exemplo, na aproximação de

campo médio βt =
1
2
na linha crítica e βt =

1
4
ao redor do PTC. Seja ms o parâmetro de

ordem que ao redor de PTC vai a zero na forma ms ' (−t, )βt, portanto, Landau supôs

que a energia livre g(T,ms) apresenta a seguinte expansão analítica em lei de potência

de ms:

g(T,ms) =
a

2
m2

s +
b

4
m4

s +
c

6
m6

s −
msHs

KBT
, (35)

onde escolhemos c > 0, mas a e b são parâmetros variáveis. UsandoHs = 0, minimizando

a Eq. (1.35) ficaremos com:

∂g

∂ms
= ams + bm3

s + cm5
s = 0(a) (36)

∂2g

∂m2
s

= a+ 3bm2
s + 5cm

4
s < 0(b)

Da Eq. (1.36a) encontramos cinco raízes, que são
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ms = 0, ±ms+, ±ms− (37)

onde m2
s± =

1
2c

¡
−b±

√
b2 − 4ac

¢
. Se a < 0, a solução ms = 0 é um ponto de máximo,

então apenas as soluções ±ms± são fisicamente aceitáveis, e assim sendo a Eq.(1.36b)

ficará reescrita nesta solução por

µ
∂2g

∂m2
s

¶
ms=ms±

= ±1
c

√
b2 − 4ac m2

s± (38)

portanto, ms− corresponde um ponto de máximo e ms+ a um ponto de mínimo.

Considere agora a > 0, então a solução ms = 0 é um ponto de mínimo. Se b > 0, as

soluções ms = ±ms± são complexas. Assim sendo, o único ponto de mínimo é a solução

desordenada ms = 0, e dizemos que o eixo positivo b > 0 é uma linha crítica, como

mostrada na figura 1.11.

Por outro lado, se a > 0 e b < 0 as três soluções ms = 0, ±ms+ são pontos de

mínimos. Escolhendo como referência g(T, 0) = 0, obtemos da Eq. (1.35)

m2
s+ = −

4a

b
,

e comparando com a solução m2
s+ =

1
2c

¡
−b+

√
b2 − 4ac

¢
obtida acima, obteremos

b = −4
r

ac

3

que é uma linha de primeira ordem, onde ms tem uma descontinuidade que vai a zero na

forma

ms+ =

r
−4a
b
=

µ
3a

c

¶1
4

, (39)

sendo a = aot (ao > 0). Então vemos da Eq. (1.40) que o expoente tricrítico vale βt =
1
4
.

Na figura 1.11 apresentamos o diagrama de fase no plano a− b. O ponto a = b = 0,

c > 0 que indica o término da linha de segunda ordem e início da linha de primeira
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ordem, é o ponto que Griffiths denotou de ponto tricrítico.

1.5 Hipótese de Widom e universalidade

A solução exata do modelo de Ising em duas dimensões sem campo externo [34], repre-

senta o marco da época moderna do estudo de transição de fase e fenômenos críticos.

Com conhecimento prévio desta solução exata, Widom [59], e Domb e Hunter [60], obser-

varam que quando os parâmetros que caracterizam a região crítica t ≡ T−Tc
Tc

e H variam,

as funções termodinâmicas preservam a dependência funcional, mudando apenas em es-

cala. Assim, o comportamento crítico de um sistema é ditado pela parte singular das

funções termodinâmicas, a qual pode ser descrita apenas em termos dos parâmetros que

traduzem as “distâncias ” ao ponto crítico. Desta maneira, foi assumida para a parte

singular da energia livre uma função homogênea generalizada do tipo

gsing (λ
xt, λyH) = λgsing (t,H) , (40)

onde os dois parâmetros x e y definem o grau de homogeneidade, fazendo com que a Eq.

(1.40) valha para qualquer valor de λ.

A hipótese moderna de escala para a energia livre, Eq. (40), é mais fraca do que

a de Landau que propõe uma expansão analítica em potências do parâmetro de ordem.

Embora não permita uma abordagem microscópica dos fenômenos críticos, a hipótese de

escala aponta um caminho para generalizar a equação de Curie-Weiss, obtendo apenas

os expoentes críticos em função dos parâmetros x e y, isto é,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β = 1−y
x

γ = 2y−1
x

δ = y
1−y

α = 2x−1
x

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (41)

Combinando as relações acima, mostramos, por exemplo, as identidades de Rushbrooke:
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Figura 1.11: Diagrama de fase esquemático da energia livre de Landau até ordem m6S.
As várias formas da energia livre nas regiões particulares são mostradas na figura.
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α+ 2β + γ = 2 , Griffiths: α+ β(δ + 1) = 2 e Widom: γ = β(δ − 1).

Além de relacionar os expoentes críticos por intermédio de igualdades, Eq. (1.26),

a hipótese de escala (1.40) faz predições específicas com relação à equação de estado

magnética. Diferenciando ambos os lados da Eq. (1.40) em relação à variável H, obtemos

M(λxt, λyH) = λ1−yM(t,H),

escolhendo λx |t| = 1, encontramos

M(t,H)

|t|β
=M

µ
t

|t| ,
H

|t|M
¶

(42)

onde usamos as relações (1.41), sendo M≡ βδ = β + γ . Em termos das variáveis

m ≡ M(t,H)

|t|β e h ≡ H
|t|M denominadas de magnetização e campo escalar, respectivamente,

a Eq. (1.42) pode ser reescrita na forma reduzida

m = F±(h), (43)

onde o lado direito da Eq. (1.43) é uma função apenas da variável renormalizada h

e o sinal ± está relacionado com T → T±c . A Eq. (1.43) é uma equação de estado

magnética ou de escala visto que ela relaciona as variáveis M , H e T . Além disso, esta

relação implica que m como uma função de h recai sobre duas curvas universais diferentes;

F+(h) para temperaturas acima de Tc e F−(h) para temperaturas abaixo de Tc. Na

figura 1.12 temos os resultados experimentais para o ferromagneto CrBr3 [61].

Resultados análogos para a suscebtibilidade χ(t,H) e calor específico a campo con-

stante CH(t,H) podem ser obtidos a partir de diferenciação da Eq. (1.40) e escolhendo

também λx |t| = 1. Assim sendo encontramos os seguintes escalonamentos:

∼
χ ≡ χ(t,H)

|t|−γ
= χ

µ
t

|t| ,
H

|t|M
¶
≡ G±(h) (44)

e
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Figura 1.12: Comportamento do escalonamento (scaling) H

|t|∆ versus
M(t,H)

|t|β para o com-
posto ferromagneto CrBr3 obtido experimentalmente na Ref. 6. Observe os colapsos nas
duas curvas, uma para T>Tc e a outra para T<Tc, confirmando o escalonamento (43),
e conseqüentemente a hipótese de Widom.

∼
CH ≡

CH(t,H)

|t|−α
= CH

µ
t

|t| ,
H

|t|M
¶
≡ Y±(h) (45)

onde G±(h) e Y±(h) são outras funções universais9.

Certificando que a hipótese de scaling (1.40) é verdadeira, necessita-se de uma expli-

cação microscópica para tal relação. Baseado no fato de que, próximo do ponto crítico

as correlações do sistema têm alcance muito grande (ξ →∞) e detalhes de curto-alcance

não são fundamentais para seu comportamento, Kadanoff [62] apresentou um argumento

heurístico para chegar à Eq. (1.40). Este argumento baseia-se em dividir a rede de

tamanho ad (d é a dimensão e a o parâmetro de rede) em células de tamanho a0d (onde

9Próximo do ponto tricrítico representado esquematicamente na figura 1.10, as variáveis t≡ T−Tt
Tt

,
g≡ H−Ht

Ht
e Hs são muito pequenas e medem a ”distância ”ao PTC. Assim sendo, a relação de scaling

para energia livre é generalizada para

gsing (λ
xt, λyHs, λ

zg) = λgsing (t,Hs, g) .
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a0 = la, e a ¿ la ¿ ξ perto de Tc). Substituindo cada célula por um único spin (o

que corresponde à eliminação de graus de liberdade) e supondo que o Hamiltoniano do

novo sistema terá a mesma forma do Hamiltoniano original, com parâmetros renormal-

izados, é possível escrever a Eq. (1.40) admitindo a invariância da função de partição,

identificando l com o fator de escala da renormalização.

1.6 Organização da dissertação

Estudos da criticalidade e termodinâmica de modelos de spins clássicos e quânticos com

interações competitivas têm motivado os teóricos, por causa sobretudo do surgimento

de diversos tipos de ordenamentos (fases moduladas, colineares, spin-líquido, vidro de

spin, etc.) e pontos multicríticos (bicríticos, tricríticos, Liffishitz, etc.). Neste trabalho,

discutimos diagramas de fases de dois modelos de Ising antiferromagnéticos, onde serão

utilizados diversos métodos aproximativos: campo médio (MFA), Bethe-Peierls (BP),

cadeia linear (LCA), operador diferencial (EFT), grupo de renormalização na aproxi-

mação de campo médio (MFRG) e campo efetivo (EFRG).

No capítulo 2, o modelo de Ising numa rede quadrada anisotrópica na presença de

um campo externo será estudado pelos métodos aproximativos: MFA, BP(=MFRG),

LCA, EFT numa análise de escala de rede finita e EFRG. O modelo consiste de cadeias

ao longo do eixo-x interagindo ferromagneticamente com acoplamento de exchange Jx

e antiferromagneticamente entre sítios de cadeias diferentes (ao longo do eixo-y) com

acoplamento de exchange Jy . O estado fundamental (T = 0) deste modelo consiste

de cadeias com spins paralelos (ferromagnético) alternados de sinais ao longo do eixo-y

(tipo fase superantiferromagnética10), ou seja, h+−+−+...i. A presença do campo H

na direção do eixo da fácil magnetização (eixo z positivo), tem como objetivo inverter os

spins que estão orientados para baixo. Em T = 0, existe um campo crítico Hc = 2Jy

no qual o sistema sofre uma transição de fase contínua (2a ordem). Para H < Hc

10A fase superantiferromagnética (SAF) é caracterizada no modelo de Ising frustrado com interação
entre primeiros e segundos vizinhos numa rede quadrada.
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temos um ordenamento tipo SAF e para H > Hc o sistema fica desordenado com um

magnetização induzida por campo externo. Na ausência de campo externo (H = 0)

este modelo apresenta solução exata [34] com uma transição de fase na temperatura

crítica KBTc
Jy

' 2.269. Com H 6= 0 este modelo só tem solução aproximada. Veremos

que MFA apresenta uma solução qualitativa para o diagrama de fase no plano (T −H)

errônea, pois prevê uma transição de primeira ordem na região de altos valores do campo

externo (H ' Hc), com um ponto tricrítico separando a linha crítica da linha de primeira

ordem. Outros métodos obtêm apenas transição de segunda ordem em toda região de

H ∈ [0, Hc], com alguns deles indicando um comportamento reentrante ao redor do

ponto crítico H = Hc. Nosso objetivo será analisar a existência ou não da reentrância

no diagrama de fase, discutindo a potencialidade de diversos métodos [63].

No capítulo 3, o diagrama de fase do modelo de Ising com interações antiferromagnéti-

cas entre primeiros (J1) e segundos vizinhos (J2 ) nas redes quadrada e cúbica simples na

ausência de campo externo será discutido através dos métodos aproximativos menciona-

dos acima. O estado fundamental deste modelo apresenta dois tipos de ordenamento de

spins dependendo do valor de α = J2
J1
. A presença da interação J2 é induzir frustração,

destruindo assim a fase antiferromagnética (AF) ( α < αc). Para α > αc, temos or-

denamento dos spins alternados paralelamente e antiparalelamente entre cadeias (rede

quadrada) e planos (rede cúbica simples). Na fase AF temos uma linha crítica Tc(α)

que decresce à medida que α cresce, se anulando no ponto multicrítico α = αc =
z1
2z2

(onde z1 e z2 são os números de coordenações entre primeiros e segundos vizinhos, re-

spectivamente). Para a rede quadrada temos z1 = z2 = 4 e para a rede cúbica simples

z2 = 2z1 = 12. Denotaremos para α > αc a fase colinear (que para o caso particular da

rede quadrada é conhecida como fase superantiferromagnética ) de uma forma genérica.

A temperatura de transição Tc(α) na fase colinear cresce à medida que α cresce, sendo

que para a rede quadrada temos linha de primeira ordem para αc < α < αt e segunda

ordem para α > αt, que se interceptam no ponto tricrítico (Tt, αc ). No caso da rede

cúbica simples temos linha de primeira ordem para todos os valores de α > αc =
1
4
.
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Propomos um esquema, baseado na análise do comportamento térmico do parâmetro de

ordem, para obtenção da linha de primeira ordem usando a técnica do operador diferen-

cial, que na literatura apenas tem sido aplicada na obtenção da linha crítica de modelos

que apresentam transição de 1
a
ordem.

Finalmente, no capítulo 4 apresentamos nossas conclusões e perspectivas futuras.
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Capítulo II

Teorias de Campo Efetivo: Modelo

de Ising numa Rede Anisotrópica

2.1 Introdução

Na ausência de solução exata para muitos modelos de spins[27], o primeiro passo na de-

scrição das propriedades magnéticas dos mais variados modelos estatísticos é usualmente

a aplicação de uma teoria de campo efetivo[64]. A aproximação de campo médio (MAF),

nas suas diversas formas (campo molecular, desigualdade de Bogoliubov, interação de

longo-alcance, Bragg-Williams), é a primeira e mais simples metodologia utilizada para

estudar fenômenos críticos, onde o conceito de campo molecular introduzido incialmente

por Weiss[1] para o ferromagnetismo e posteriormente por Néel[8] para o antiferromag-

netismo, constitui ainda técnica muito utilizada na literatura[65]. MFA encontra certas

inconsistências nas propriedades magnéticas quando comparamos seus resultados com

resultados experimentais, sobretudo por causa do “desprezo” das funções de correlações

presentes no tratamento de muitos corpos interagentes. Por exemplo, MFA prediz er-

roneamente uma transição de fase para o modelo de Ising 1d (Tc 6= 0); obtém expoentes
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críticos universais1 {β = 1
2
, γ = 1, δ = 3, α = 0 (disc), η = 0, ν = 1

2
} independentes da

dimensão-d e simetria do Hamiltoniano.

Desejando dar uma idéia geral de algumas teorias de campo efetivo, vamos calcular a

temperatura crítica Tc do modelo de Ising com dois estados descrito pelo Hamiltoniano

H = −J
X
hi,ji

σiσj , (σi = ±1) , (1)

onde a soma hi, ji é feita sobre os primeiros vizinhos e J > 0 (ferromagnetismo). Podemos

reescrever o Hamiltoniano (2.1) na forma

H =
NX
i=1

⎡⎣−JσiX
−→
δ

σ
1+
−→
δ

⎤⎦ .

Denotando por Hi (σi) = J
P
−→
δ

σ
1+
−→
δ
o campo interno aplicado no spin σi devido aos

spins primeiros vizinhos (z) que tendem a se orientar paralelamente, teremos o “novo”

Hamiltoniano na forma:

H = −
X
i

Hi (σi)σi . (2)

Dada a dimensão-d e a topologia da rede, no Hamiltoniano (2.2), o ponto de partida

da mecânica estatística é calcular a função de partição

Z =
X
{σi}

e−βH({σi}) , (3)

onde {σi} representa as configurações possíveis dos N spins sobre a rede cristalina (2N

estados acessíveis).

Para rede 1d (z = 2) e diversas redes 2d [quadrada (z = 4), honeycomb (z = 3),

Kagomé (z = 4), triangular (z = 6)], a função de partição (2.3) é calculada de forma

1À medida que a dimensão espacial cresce, as flutuações térmicas decrescem e dizemos que para d > 4
as flutuações são irrelevantes, tornando a solução MFA exata.
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exata[27]. O modelo de Ising 1d não apresenta ordem de longo-alcance em T > 0, o que

significa que Tc = 0. Por outro lado, no caso do modelo de Ising 2d temos uma transição

de fase2 em T = Tc(z), onde o valor de Tc é dependente do número de coordenação z e

da topologia da rede (arranjos microscópicos dos íons magnéticos numa rede cristalina).

Em particular, no caso da rede quadrada, Onsager[34] obteve uma expressão exata para

a temperatura crítica dada por

sinh

µ
2J

kBTc

¶
= 1 ,

o que equivale numericamente ao valor kBTc
J
' 2.269... Valores de Tc para outras topolo-

gias de redes 2d foram também obtidas exatamente[27]; nos limitamos aqui apenas a

analisar a rede quadrada.

Bem antes da solução de Onsager, em 1944, para o modelo de Ising na ausência de

campo numa rede quadrada, o tratamento qualitativo da transição de fase em sistemas

ferromagnéticos foi aplicado por Pierre Weiss[1]. Numa visão moderna3, podemos in-

terpretar a teoria do campo molecular de Weiss aproximando o campo interno Hi (σi)

presente no Hamiltoniano (2.2) por uma média, ou seja,

HMFA
i ' hHi (σi)i = zJm , (4)

onde m = hσii∀i, e a função de partição (2.3) poderá ser calculada exatamente e conse-

qüentemente a magnetização por spin m(T ) será dada por

m(T ) = tanh (βzJm) . (5)

2Em T=Tc, o calor específico apresenta uma divergência logarítmica (expoente α = 0(log)), a magne-

tização espontânea vai a zero continuamente na forma m(T)'
³
1− T

Tc

´ 1
8 ¡

β = 1
8

¢
, etc., o que caracteriza

assim uma transição de fase de segunda ordem.
3Na época de Weiss, a mecânica quântica ainda ensaiava os primeiros passos, portanto, o campo

molecular era pensado como sendo de origem dipolar, não podendo assim explicar os altos valores de
Tc para os ferromagnetos. Somente com o desenvolvimento da mecânica quântica é que a verdadeira
origem (eletrostática) da interação entre os íons foi compreendida microscopicamente (exchange).

45



Devido à média tomada na Eq. (2.4), dizemos que estamos tratando o modelo de Ising

na aproximação de campo médio (mean-field approximation-MFA). No limite de magne-

tização nula, obtemos o valor de Tc por

kBTc
J

= z (6)

onde para a rede 1d (z = 2) encontramos erroneamente um valor finito para kBTc
J

= 2

(onde Tc = 0 é a solução exata), e para a rede quadrada (z = 4) (ou Kagomé) kBTc
J
= 4

que é comparada com a solução exata kBTc
J
= 2.269.

Oguchi[66] desenvolveu um formalismo para corrigir MFA, onde foi usado um Hamil-

toniano formado por pares não interagentes na forma

HMFA
p = −Jσ1pσ2p − (z − 1)Jm (σ1p + σ2p) , (7)

onde (z − 1)Jm é o campo molecular nos sítios do par de spins, σ1p e σ2p provocado

pelos (z) primeiros vizinhos excluindo os sítios do par na interação, que corresponde ao

primeiro termo do Hamiltoniano (2.7). Nesta aproximação de campo médio em aglomer-

ado com dois spins (MFA-2) ou aproximação de Oguchi, a magnetização por spin pode

ser facilmente obtida4, e no limite m→ 0 encontramos a temperatura crítica resolvendo

auto-consistentemente a expressão

2 (z − 1)J
kBTc

= 1 + e
−2J
kBTc . (8)

Da Eq.(2.8) obtemos ainda erroneamente Tc(z = 2) 6= 0, e para o caso da rede quadrada

temos uma pequena melhora para kBTc
J
' 3.893 em comparação com a solução exata.

4Usando o Hamiltoniano (2.7) podemos obter a magnetização por spin definida abaixo:

m =

¿
1

2
(σ1p + σ2p)

À
=

P
σ1σ2

1
2 (σ1p + σ2p) e

−βHMFA
pP

σ1σ2

e−βH
MFA
p

=
sinh [2β (z − 1) Jm]

cosh [2β (z − 1)Jm] + 2−2βJ
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m mσ1 σ2 σ3 σN-1 σN 

Figura 2.1: Esquema do aglomerado com N spins numa rede 1d para tratar o modelo de
Ising 1d na aproximação de campo médio com N sítios (MFA-N).

Para uma rede 1d, podemos construir sistematicamente MFA em aglomerado com N

spins, cujo Hamiltoniano aproximado será dado por

HMFA(N) = −J
N−1X
i=1

σiσi+1 − Jm (σ1 + σN) , (9)

onde o somatório na Eq. (2.9) é realizado sobre todos os pares do aglomerado de N spins

conforme está esquamatizado na Figura 2-1.

Do Hamiltoniano (2.9) podemos obter a função de partição usando o software MAPLE,

que é dada por

ZN(m) =
X

{σ1,...σN}

N−1Y
i=1

eKσiσi+1 .eKm(σ1+σN ) , (10)

onde K ≡ βJ . Encontrando explicitamente ZN(m), podemos calcular a magnetização

por spin m =
­
1
2
(σ1 + σN)

®
por simples derivação da Eq. (2.10), ou seja,

m =
1

2

∂ lnZN(m)

∂Km
≡ ΨN(m,T ), (11)

onde por simetria ΨN(m) é uma função ímpar da magnetização m [ver por exemplo a

Eq. (2.5) para N = 1]. Desejando calcular a temperatura crítica Tc(N), fazemos o limite

m→ 0 na Eq. (2.11) e teremos que resolver numericamente a seguinte expressão:
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ΛN(TN) ≡
µ
∂ΨN(m,T )

∂m

¶
m=0

= 1 . (12)

Usando o processo de extrapolação desenvolvido por Henkel e Schütz[67], podemos

mostrar que no limite N →∞ a temperatura crítica T ∗c tende para o valor exato Tc = 0.

Estendendo MFA-N para tratar uma rede quadrada, Suzuki e Katori[68] utilizaram

aglomerados com N = 9, 21, 45, 69, 99 e 148 spins e obtiveram, respectivamente kBTc
J
=

3.125, 2.915, 2.748, 2.679, 2.631 e 2.575, mostrando uma certa convergência em direção

ao resultado exato kBTc
J

= 2.269, com o grande empecilho do aumento do tempo com-

putacional. Todo este esforço para se obter bons resultados para Tc, não elimina a incon-

sistência dos valores clássicos para os expoentes críticos. Uma alternativa para encontrar

valores não clássicos para os expoentes críticos, mas mantendo a idéia simplificadade de

MFA, foi proposto na literatura por Suzuki[69], uma metodologia chamada de método

da anomalia coerente (Cohrent Anomaly Method-CAM).

Por outro lado, Bethe[70] desenvolveu um método aproximativo para tratar modelos

de ordem-desordem, e que posteriormente foi aplicado no modelo de Ising por Peierls[71]

e no modelo de Heisenberg por Weiss[72]. A aproximação de Bethe -Peierls (BP) inclui

correlações de spins locais e flutuações, onde um aglomerado de tamanho N é tratado

exatamente e os spins circundantes são tratados via aproximação de campomolecular sim-

ulado pelo campo efetivo Heff . Este campo Heff é determinado auto-consistentemente

impondo a condição: o valor médio dos spins do aglomerado é igual ao valor médio dos

spins cincundantes (z vizinhos). Assim sendo, o Hamiltoniano (2.1) na aproximação BP

é escrito na forma

HBP (N) = −Jσo
zX

i=1

σi −Heff

zX
i=1

σi . (13)

A função de partição para o Hamiltoniano (2.13) será dada por[73]

Z = Z(+) + Z(−) , (14)
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sendo

Z(σo) = [2 cosh (βHeff + βJσo)]
z . (15)

O valor médio do spin central mo = hσoi é dado por

mo =
Z(+)− Z(−)

Z
, (16)

e o valor médio dos spins circundantes ao spin central m =

¿
1
z

zP
i=1

σi

À
será obtido pela

derivação

m =
1

z

∂ lnZ

∂Leff
, (17)

onde Leff = βHeff , ou seja, substituindo (2.14) em (2.17) obtemos

m =
1

z
{Z(+) tanh (Leff + βJ) + Z(−) tanh (Leff − βJ)} . (18)

Impondo a condição mo = m e então igualando a Eq. (2.16) com a Eq. (2.17),

encontramos a seguinte equação auto-consistente para obter o campo efetivo

Z(+) {1− tanh (Leff + βJ)} = Z(−) {1 + tanh (Leff − βJ)} . (19)

Substituindo (2.15) em (2.19) e fazendo algumas manipulações algébricas, finalmente

encontramos

Leff =
z − 1
2

ln

½
cosh (Leff + βJ)

cosh (Leff − βJ)

¾
. (20)

Na ausência de interação (J = 0), da Eq. (2.20) vemos que o campo efetivo é nulo

(Leff = 0), como esperado fisicamente. Na presença de interação (J 6= 0), o campo

efetivo normalizado Leff tem o papel de ordenar o sistema para T < Tc. No limite

Leff → 0, a magnetização vai a zero continuamente, quando atingimos a temperatura
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crítica. Assim sendo, expandindo a Eq. (2.20) em potências de Leff obtemos

Leff ' (z − 1) tanhβJ
½
Leff − sech2(βJ)

L3eff
3
+ ...

¾
. (21)

Fazendo Leff → 0, da Eq. (2.21) encontramos a temperatura crítica

kBTc
J

=
2

ln( z
z−2)

, (22)

que para a rede 1D a aproximação BP, Eq. (2.22), encontra solução exata Tc = 0, e para

rede quadrada (z = 4) kBTc
J
= 2

ln 2
' 2.885.

Kurata, Kikuchi e Watari[74] estudaram o modelo de Ising numa árvore de Cayley.

Construimos a árvore de Cayley com n camadas partindo inicialmente de um spin central

σo. Conectamos a este sítio, z outros sítios vizinhos que chamaremos de primeira geração

(n = 1). Novamente conectamos a cada sítio da 1a geração, z outros sítios que chamare-

mos de segunda geração (n = 2). Repetindo o processo até n-ésima geração, obtem-se a

função de partição Zn exata para a árvore de Cayley com n camadas. No limite da rede

de Cayley infinita (n→∞), as propriedades termodinâmicas são equivalentes às obtidas

na aproximação BP. Posteriormente, Domb[75] mostrou que a aproximação BP resolve

exatamente o modelo de Ising na árvore de Cayley, baseada nas expansões dos diagramas

de Mayer dados por Rusbrooke e Scans[76].

Recentemente, Wysin e Kaplan[77] desenvolveram uma nova aproximação de campo

médio levando em consideração efeitos de flutuações. Assumiram que o campo molecular

(2.4) é agora reescrito na forma

HMFA
i = zJ

¡
δσi, 1m

+ + δσi, −1m
−¢ , (23)

desta maneira a magnetização m = hσii será dada por

m =
ezβJm

+ − e−zβJm
−

ezβJm+ + e−zβJm−
. (24)
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Agora vamos obter os valores médios dos spins vizinhos σj do sítio i, considerando em

separado σi = 1 e σi = −1. Existe (z − 1) vizinhos ao redor do sítio j que são segundos

vizinhos do sítio i, e podemos supor numa primeira aproximação que eles têm os mesmos

valores médios. Desta maneira teremos

m± = hσji|
σi=±1

=

P
σj

σje
β[σj(z−1)Jm+Jσi]P

σj

eβ[σj(z−1)Jm+Jσi]

¯̄̄̄
¯̄̄
σi=±1

obtendo

m± = tanhβJ [(z − 1)m± 1] , (25)

Substituindo (2.25) em (2.24), e fazendo m → 0 encontramos a temperatura crítica

Tc pela expressão

cosh

µ
J

kBTc

¶
=

J

kBTc

p
z (z − 1) . (26)

Para a rede 1d (z = 2), da Eq. (2.26) encontramos Tc = 0 de acordo com a solução

exata, enquanto para a rede quadrada temos kBTc
J

' 3.312 com resultado ligeiramente

pior do que a solução obtida na aproximação de BP kBTc
J
' 2.885 ( ondekBTc

J
' 2.269 é a

solução exata). A aproximação de campo médio correlacionado contém um interessante

efeito físico, que é um valor não nulo para os campos locais m±, Eq. (2.25), para T > Tc

(m+ = −m− 6= 0), porém a magnetização global m é nula. Considerando o campo médio

correlacionado HMFA
j = (z − 1)J

¡
δσj ,1m

+ + δσj ,−1m
−¢ encontramos

m± = hσji |σi=±1=
eβJ[(z−1)m

+±1] − e−βJ[(z−1)m
−±1]

eβJ[(z−1)m+±1] + e−βJ[(z−1)m−±1] . (27)

Resolvendo as Eqs. (2.24) e (2.27), encontramos uma nova expressão para temperatura

crítica Tc dada por
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cosh

µ
J

kBTc

¶
=

s
(z − 1)J
kBTc

, (28)

onde esta Eq. (2.28) obtém resultados para Tc melhores do que BP. Por exemplo, Tc(z =

2) = 0 e kBTc
J
' 2.595 para a rede quadrada (z = 4).

Ummétodo sistemático para corrigir os resultados de MFA foi desenvolvido anos atrás

por Callen e colaboradores[78], onde uma expansão diagramática foi obtida. A expansão

de ordem zero representa a solução MFA, enquanto aproximações de ordens superiores a

zero encontram um valor superestimado para Tc no modelo de Ising (i.e., Tc > T exatoe ).

Utilizando o formalismo da função de Green dependente de dois tempos e temper-

atura, Callen[79] mostrou5 que para o modelo de Ising com dois estados (S = 1
2
), Eq.

(2.1), a magnetização por spin m = hσii satisfaz a seguinte identidade:

m = hσii =
*
tanh

⎛⎝K
X
−→
δ

σ
i+
−→
δ

⎞⎠+ , (29)

onde na Eq. (2.29), conhecida como identidade de Callen-Suzuki, temos no lado direito

uma média estatística dos argumentos da função tangente hiperbólica de variáveis de

spins (vizinhos ao sítio i). MFA equivale a reescrever a Eq. (2.29) como uma média

no argumento, obtendo assim uma expressão auto-consistente para a magnetização do

tipo dado pela Eq. (2.5). A identidade de Callen-Suzuki foi primeiramente usada para

se obter funções de correlações e temperatura crítica do modelo de Ising 2d usando o

método da expansão em série de altas temperaturas [81]

Diversos autores, tais como: Matsudaira[82], Frank e Mitran[83], Tanaka e Uryû[84],

Zhang e colaboradores[85], usaram a identidade de Callen-Suzuki para se obter as pro-

priedades críticas do modelo de Ising - 1
2
.

Na próxima seção, abordaremos a metodologia da técnica do operador diferencial,

5Suzuki[80] generalizou o resultado (2.29) para o caso do modelo Ising com spin S ≥ 1
2 , que ficou

assim conhecido na literatura como identidade de Callen-Suzuki.
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desenvolvida no final da década de setenta por Honmura e Kaneyoshi[86], que para um

aglomerado com um spin terá como ponto de partida a identidade de Callen-Suzuki,

facilitando assim o manuseio das variáveis de spins.

2.2 Técnica do operador diferencial

Da mecânica estatística do equilíbrio, o valor médio de uma grandeza representado pelo

operador Â é definido no ensemble canônico por

hAi =
Tr
h
Âe−βH

i
Tr
h
e−βH

i , (30)

onde Tr é o funcional traço no espaço de todos os spins interagentes e descrito por um

Hamiltoniano bH e Z = Tr e−βH é a função de partição.

Dividindo o sistema de N partículas interagentes em duas partes: uma representando

um aglomerado Ω finito com n < N spins que descreve as interações dentro do aglomerado

e com a sua vizinhança, e a parte restante Ω0 que não possui nenhum spin pertencente

ao aglomerado Ω, desta forma o Hamiltoniano bH total poderá ser decomposto na forma

bH = bHΩ + bH0
Ω0 . (31)

Seja Ô(Ω) um operador de variáveis pertencente ao aglomerado Ω e
h bHΩ, bH0

Ω0

i
= 0,

então é possível fatorar o traço na Eq. (2.30) por Tr ≡ Tr0TrΩ, onde TrΩ é realizado

no sub-espaço de n < N spins (Ω) e Tr0 no sub-espaço restante de n0 = N − n spins.

Desta maneira, o valor médio da grandeza Ô(Ω) será reescrito, segundo a definição da

Eq. (2.30), por

hO(Ω)i =
Tr0TrΩ

n
Ô(Ω)e−β(HΩ+H0

Ω0)
o

Tr0TrΩ
n
e−β(HΩ+H0

Ω0)
o .
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Sendo
h bHΩ, bH0

Ω0

i
= 0, então a expressão acima poderá ser reescrita na forma

hO(Ω)i = Tr0e−βH
0
Ω0TrΩÔ(Ω)e

−βHΩ

Tr0e−βH
0
Ω0TrΩÔ(Ω)e−βHΩ

. (32)

Multiplicando a Eq. (2.32) pelo fator unitário 1 ≡ Tre−βHΩ

Tre−βHΩ
e combinando adequadamente

com as propriedades de separação do traço e do Hamiltoniano, ficaremos com:

hO(Ω)i =
Tr
nh

TrΩÔ(Ω)e
−βHΩ

TrΩe
−βHΩ

i
e−βH

o
Tr
n
e−βH

o . (33)

Comparando a Eq. (2.33) com a definição da média, Eq. (2.30), temos que o valor

médio de Ô(Ω) fica reduzido ao cálculo do traço parcial no aglomerado finito, ou seja,

hO(Ω)i =
*
TrΩ

n
Ô(Ω)e−βHΩ

o
TrΩ

n
e−βHΩ

o +
. (34)

Para o caso de modelos quânticos temos que
h bHΩ, bH0

Ω0

i
6= 0 e, portanto, a Eq. (2.34)

não é exata. Sá Barreto e Fittipaldi[87] usaram de forma aproximada a Eq. (2.34) para

estudar o modelo de Ising-1
2
com campo transverso, e os resultados foram satisfatórios

quando comparados com métodos mais elaborados (expansão em série).

2.2.1 Identidade de Callen-Suzuki

Escolhendo por simplicidade o Hamiltoniano Ising, Eq. (2.1), para um aglomerado de

apenas um spin teremos

bH1 = −Jσ1
X
−→
δ

σ
1+
−→
δ
, (35)

onde
−→
δ denota o vetor primeiros vizinhos.

Substituindo a Eq. (2.35) na expressão exata (2.34), obtemos a magnetização por
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spin m = hσ1i dada por

m =

*
tanh

⎛⎝K
X
−→
δ

σ
1+
−→
δ

⎞⎠+ , (36)

que representa a identidade de Callen-Suzuki, Eq. (2.29), obtida aqui através da média

termodinâmica.

Definindo {g} como sendo qualquer grandeza que não contenha variável do aglomer-

ado Ω, a Eq. (2.34) poderá ser reescrita por

h{g}O(Ω)i =
*
{g}

TrΩ
n
Ô(Ω)e−βHΩ

o
TrΩ

n
e−βHΩ

o +
. (37)

Para o caso do aglomerado com um spin, Eq. (2.35), teremos a identidade de Callen-

Suzuki generalizada dada por

h{g}σ1i =
*
{g} tanh

⎛⎝K
X
−→
δ

σ
1+
−→
δ

⎞⎠+ , (38)

onde {g} representa qualquer operador que não contenha a variável σ1; por exemplo,

{g} = σ2σ3.

Seja F (x) uma função contínua definida para qualquer valor de x e bDx ≡ d
dx
o operador

diferencial; então é possível mostrar a seguinte identidade6:

eαDxF (x) = F (x+ α) (39)

Usando F (x) = tanh(x) e a identidade (2.39), podemos reescrever a Eq. (2.36) na

6Expandindo em série de potência o operador eαDx =
∞P
n=0

1
n!α

n bDn
x , então aplicando na função F(x)

ficaremos

eαDx =
∞X
n=0

1

n!
αnF (n)(x),

onde F (n)(x) = dnF
dxn . Usando a definição de série de Taylor F (x+ α) em torno de α = 0, mostramos a

equivalência com a expressão acima, Eq. (2.39).
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forma

m =

*
e
K
−→
δ

σ
1+
−→
δ
Dx

+
F (x) |x=0 , (40)

ou expandindo o somatório
P
−→
δ

ficaremos com

m =

*
zY
−→
δ

eKDxσ1+
−→
δ

+
F (x) |x=0 , (41)

onde z é o número de coordenação da rede.

Como estaremos tratando do modelo de Ising com dois estados, temos a seguinte

identidade de van der Waerdan:

eλσi = cosh(λ) + σi sinh(λ), (σi = ±1) (42)

Aplicando a identidade7 (2.42), a Eq. (2.41) ficará finalmente reescrita na forma

m =

*
zY
−→
δ

³bαx + σ
1+
−→
δ
bβx´

+
F (x) |x=0 , (43)

onde bαx = cosh(K bDx) e bβx = sinh(K bDx).

A Eq. (2.43) é exata , mas de difícil manipulação matemática, pois envolve no se-

gundo membro funções de correlações de muitos spins, gerando assim, com auxílio da Eq.

(2.38), um conjunto infinito de equações acopladas de funções de correlações. Para o caso

particular de uma rede unidimensional (z = 2), Sá Barreto e Fittipaldi[89] mostraram que

é possível calcular as propriedades termodinâmicas de forma exata, mas para z > 2 ape-

nas solução aproximada é conhecida. Uma denotação para este acoplamento de funções

de correlação entre spins é conhecida como equações de Dobrushim-Lanford-Ruelle[90],

e também muito utilizada em teoria de campos[91].

7Para spin S-geral, a identidade de van der Waerdan foi generalizada por Balcerzak[88].
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2.2.2 Teoria de campo efetivo em aglomerado finito

Desejando melhor ilustrar o produtório na Eq. (2.43), vamos desenvolvê-lo para o caso

z = 4 (rede quadrada) e representamos por {σ2, σ3, σ4, σ5} os spins externos ao aglom-

erado com apenas um único spin (σ1). Sendo F (−x) = −F (x) uma função ímpar, então

qualquer operador bϕpar( bDx) aplicado nesta função no limite de x = 0 tem valor nulo,

isto é, bϕparF (x) |x=0= 0. Assim sendo, usando esta propriedade de simetria a Eq. (2.43)
expandida ficará

m =
A1(K)

4

5X
p=2

hσpi+
A3(K)

4

5X
l, p, q = 2

l 6= p 6= q

hσlσpσqi , (44)

sendo

A1(K) = 4bα3xbβxF (x) |x=0= 1

2
[F (4K) + 2F (2K)] (45)

e

A3(K) = 4bαx
bβ3xF (x) |x=0= 1

2
[F (4K)− 2F (2K)] , (46)

onde F (x) = tanh(x) e K = βJ .

A Eq. (2.44) é exata e por causa da função de correlação de três spins hσlσpσqi

(l 6= p 6= q), mas o cálculo da magnetização m(T ) fica impossibilitado, e para contornar

este obstáculo o uso de algum tipo de desacoplamento é inevitável. Numa primeira

aproximação, usamos o seguinte desacoplamento:

hσlσp...σqi ' hσli hσpi .... hσqi , (47)

com l 6= p... 6= q. Usando o desacoplamento (2.47) e a simetria translacional hσii = m

∀i, a Eq. (2.44) ficará escrita na forma aproximada por
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m =

s
1−A1(T )

A3(T )
. (48)

A Eq. (2.48) representa a teoria de campo efetivo em aglomerado com um spin,

denotada por EFT-1 (effective field theory). Nesta aproximação, e qualquer outra descrita

anteriormente em que a magnetização é obtida auto-consistentemente pela expressão

m = Ψ(m,T ), os expoentes críticos são todos clássicos. A temperatura crítica (m→ 0) é

obtida resolvendo-se numericamente A1(Tc) = 1, cujo valor encontrado foi kBTc
J
' 3.087.

Outras redes com número de coordenação z podem ser tratadas no esquema EFT-1,

e a Eq. (2.43) ficará escrita na forma aproximada por

m =
³bαx +mbβx´z F (x) |x=0 ,

Usando a propriedade bϕpar( bDx)F (x) |x=0= 0, ficaremos com

m = Ψ(m,T ) =
zX

p=0

Az
2p+1(K)m

2p+1 (49)

sendo

Az
n(K) =

θ (z − n) z!

(z − n)!n!
bαz−n
x
bβnx F (x) |x=0 , (50)

onde θ(x) = 1 e 0 quando x > 0 e x ≤ 0, respectivamente. No limite m → 0 (transição

de fase de segunda ordem), obtemos a temperatura crítica Tc resolvendo numericamente

a expressão abaixo

Az
1(Tc) = 1 , (51)

que para uma rede linear (z = 2) obtemos a solução exata Tc = 0 e para a rede cúbica

simples (z = 6) kBTc
J

' 5.073 que pode ser comparada com o resultado kBTc
J

' 4.5103

de simulação de Monte Carlo[92]. À medida que o número de coordenação z cresce, o
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sistema fica mais correlacionado e portanto, necessitamos de mais energia térmica (kBTc)

para destruir a ordem magnética, conseqüentemente Tc cresce monoticamente. No limite

de coordenação infinita (z → ∞) teremos um dado sítio da rede cristalina interagindo,

em média com mesma energia, com infinitos sítios da rede, o que equivale ao modelo de

Ising com interação de longo-alcance (campo médio); desta maneira esperamos o limite
kBTc
zJ
→ 1.

A aproximação de campo médio em aglomerados com um spin (MFA-1) pode ser

obtida deste presente formalismo, onde devemos aproximar a média do produtório de

exponenciais na Eq. (2.41) por produtos de médias dos argumentos das exponenciais, ou

seja,

m =
zY
−→
δ

ehKDxσ1+
−→
δ iF (x) |x=0= ezKDxmF (x) |x=0,

aplicando a propriedade (2.39) obtemos

m = tanh(zKm) , (52)

que corresponde ao mesmo resultado da teoria de Weiss expresso pela Eq. (2.5).

Matematicamente falando, o que difere MFA de EFT está no tratamento exato das

auto-correlações nesta última aproximação (i.e., σ2ni = 1 e σ2n+1i = σi, relação de cin-

emática de spin -1
2
, σi = ±1)8 resultando na identidade de van der Waerdan, Eq. (2.42),

enquanto MFA trata estas auto-correlações de forma aproximada (i.e., hσ2i i ' hσii2),

induzindo erroneamente a uma transição de fase para o modelo Ising 1d (Tc 6= 0).

Além dos valores de campo médio para os expoentes críticos, EFT-1 apresenta re-

sultados qualitativos discrepantes para a temperatura crítica, que é não distingüir a

8De uma maneira geral, a relação de cinemática para spin S geral é descrito pela propriedade:

SY
r= −S

¡
SZi − r

¢
= 0 ,

onde SZi é a componente z do operador de spin no sítio i.
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topologia da rede e encontra Tc, Eq. (2.51), dependente apenas do número de coor-

denação (z). Resultados exatos para Tc no modelo de Ising 2d em diversas topologias

foram encontrados[27]. Por exemplo, para a rede quadrada temos kBTc
J
' 2.269 e para a

rede Kagomé kBTc
J
' 2.143, sendo que ambas têm mesmo número de coordenação z = 4,

enquanto a rede 2d triangular tem kBTc
J

' 3.641 diferente da rede cúbica simples (3d)
kBTc
J
' 4.511, e ambas apresentam z = 6. Desejando elucidar o tratamento da topologia

da rede usando a técnica do operador diferencial, Siqueira[93] e Bobak e Jascur[94] inde-

pendentemente, usaram como ponto de partida para a identidade (2.34) umHamiltoniano

com dois spins dado por

−βH2 = Kσ1σ2 + a1σ1 + a2σ2 , (53)

onde ap = K
P
−→
δ p

σ
p+
−→
δ p

(p = 1, 2).

Substituindo (2.53) na Eq.(2.34), obtemos a seguinte expressão para a magnetização

por spin m =
­
1
2
(σ1 + σ2)

®
m =

¿
sinh (a1 + a2)

cosh (a1 + a2) + e−2K cosh (a1 − a2)

À
(54)

Podemos generalizar a identidade (2.39) para uma função de n variáveis, em particular

para n = 2 teremos

eaDx+bDyG(x, y) = G(x+ a, y + b) , (55)

onde bDµ ≡ ∂
∂µ
(µ = x, y) é o operador diferencial.

Usando a identidade (2.55), reescrevemos a Eq. (2.54) na forma

m =

*
e
K
−→
δ 1

σ
1+
−→
δ 1

Dx+K
−→
δ 2

σ
2+
−→
δ 2

Dy

+
G(x, y) |x,y=0 , (56)

sendo
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G(x, y) =
sinh (x+ y)

cosh (x+ y) + e−2K cosh (x− y)
(57)

Uma análise mais cuidadosa na Eq. (2.56) evidencia logo a presença de dois tipos de

vizinhos, expressos através dos somatórios
P
−→
δ 1

e
P
−→
δ 2

. Dependendo da topologia da rede,

os spins σ1 e σ2 podem admitir vizinhos comuns (z0), desta maneira podemos expandir

a Eq. (2.56) ficando

m =

*
z−1−z0Y
−→
δ 1

e
KDxσ1+

−→
δ 1

z−1−z0Y
−→
δ 2

e
KDyσ2+

−→
δ 2

z0Y
−→
δ

eK(Dx+Dy)σ−→δ

+
G(x, y) |x,y=0 . (58)

Claramente, a forma explícita de vizinhos, comuns ou não, aos sítios 1 e 2 no aglom-

erado com dois spins assegura a distinção da topologia da rede. Para ilustrar a topologia

da rede no aglomerado com dois spins, na figura 2-2 apresentamos as redes Kagomé

(z = 4, z0 = 1), quadrada (z = 4, z0 = 0), triangular (z = 6, z0 = 2) e cúbica simples

(z = 6, z0 = 0).

Da Eq. (2.58) temos que a funçãoG(x, y), Eq. (2.57), é ímpar, e, portanto, a aplicação

de qualquer operador par bϕpar(Dx,Dy) nesta função com os limites de x = y = 0 dará

valor nulo. Usando a identidade de van der Waerden e a aproximação linear, a Eq. (2.58)

ficará escrita na forma:

m = (bαx +mbβx)z−1−z0(bαy +mbβy)z−1−z0(bαxy +mbβxy)z0G(x, y) |x,y=0 (59)

onde bαµ = cosh(K bDµ), bβµ = sinh(K bDµ), bαxy = cosh[K( bDx + bDy)] e bβxy = sinh[K( bDx +bDy)]. No limite de m → 0, da Eq. (2.59) obtemos a temperatura crítica (EFT-2)

resolvendo numericamente a seguinte expressão:

Az,z0

1 (Kc) = 1, (60)
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Figura 2.2: Estruturas topológicas de redes (a) Kagomé, (b) quadrada, (c) triangular,
(d) cúbica simples.

sendo

Az,z0

1 (Kc) =
h
2(z − 1− ź)bαz−ź−2

x bαz−ź−1
y

bβx + z0bαz−ź−1
y bαz−ź−1

x́ bαź−1
xy
bβxyiG(x, y) |x,y=0 (61)

Da Eq. (2.60) obtemos as temperaturas críticas Tc para diversas topologias de redes,

e que estão esquematizadas na figura 2-2. Na Tabela 2-1 apresentamos os resultados de

Tc obtidos por EFT-1 e EFT-2, que foram comparadas com soluções exatas em redes 2d

e simulação de Monte Carlo para a rede cúbica simples (3d). Observamos claramente a

superioridade de EFT-2, do ponto de vista qualitativo, quando deparamos com análise

da topologia de rede. Porém, os resultados quantitativos para Tc não estão em boa con-

cordância com os valores rigorosos. Uma análise de finite-size-scaling pode também ser

desenvolvida para melhorar os valores de Tc, mantendo ainda a simplicidade do esquema

utilizado na aproximação de campo médio por Suzuki e Katori[68], onde no próximo capí-

tulo desta dissertação usaremos aglomerados com quatro spins (chamado de EFT-4) para

estudar o diagrama de fase do modelo de Ising com interações de primeiros e segundos
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vizinhos.

Redes z z0 EFT-1 EFT-2 Exato/Monte Carlo
Kagomé 4 1 3.089 2.923 2.143
Quadrada 4 0 3.089 3.025 2.269
Triangular 6 2 5.073 4.950 3.641

Cúbica simples 6 0 5.073 5.039 4.511

Tabela 2.1: Valores da temperatura crítica reduzida kBTc/J para diversas redes 2d e 3d
no modelo de Ising -1/2, obtidas da Eq. (2.60), comparadas com resultados exatos (2d)
e simulação de Monte Carlo (3d) [92]

2.3 Modelo de Ising numa rede quadrada anisotrópica

na presença de campo externo

2.3.1 Considerações gerais

O Hamiltoniano de Ising tem sido um dos modelos mais estudado na literatura, e

devido à sua simplicidade teórica tem aplicações em diversos sistemas, tais como, sis-

temas biológicos (enzima alostérica, neurônios, etc), tráfego, etc. Este modelo apresenta

solução exata em duas dimensões (2d)[27] na ausência de campo externo. Vimos que

na ausência de solução exata para diversos modelos de spins, em particular o modelo de

Ising antiferromagnético na presença de campo magnético, várias métodos aproximativos

foram propostos (ver sec. 2.1). Um modelo interessante que não apresenta solução exata

(nem mesmo simulação de Monte Carlo!) é o descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H = −Jx
X
i,δx

σiσi+δx + Jy
X
i,δy

σiσi+δy −H
X
i

σi, (σi = ±1), (62)

onde Jx (Jy) é a interação de exchange ao longo da direção x (y) numa rede quadrada,

δx (δy) é o vetor primeiros vizinhos zx = 2 (zy = 2) ao longo desta direção x (y) e H é

o campo magnético externo (tomamos µB ≡ 1).
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Na ausência de campo externo (H = 0), o Hamiltoniano acima tem solução exata[27],

e a temperatura crítica é obtida numericamente através da seguinte expressão:

sinh(
2Jx
kBTc

) sinh(
2Jy
kBTc

) = 1, (63)

onde para o caso particular da rede isotrópica Jx = Jy = J temos a solução kBTc/J =

2/ln(1 +
√
2) ' 2.269.

O estado fundamental (T = 0) do modelo acima é caracterizado por cadeias ferromag-

néticas ao longo da direção do eixo x e com spins alternados ao longo da direção do eixo y,

caracterizando assim um estado super-antiferromagnético (SAF). Definindo o parâmetro

r = Jy/Jx na Eq. (2.62), podemos mostrar que no limite de r→ 0 a temperatura crítica

apresenta o seguinte comportamento assintótico:

kBTc/Jx ' A/ ln(1/r), (64)

que para o caso unidimensional (r = 0) obtemos Tc = 0. Por outro lado, a solução de

campo médio encontra kBTc/Jx = 2 + 2r, o que contradiz a solução exata Tc = 0 para a

rede 1d.

O comportamento logarítmico da Eq (2.64) na região crítica (T = 0, r = 0) pode ser

entendido fisicamente como segue: No limite 1d (r = 0), o comprimento de correlação a

baixas temperaturas apresenta o comportamento exponencial do tipo ξ(T ) ' eb/T . No

limite de temperatura nula (T = 0), esperamos um comportamento divegente em lei de

potência do tipo ξ(r) ' r−1/φ (onde φ é o expoente de crossover). Igualando os dois tipos

de comportamentos para o comprimento de correlação, isto é, ξ(T ) = ξ(r) mostramos o

desejado, Eq. (2.64). O valor médio em T = 0 do Hamiltoniano (2.62) por partícula (N)

no estado SAF é dado por

uSAF =
hHiT=0
NJx

= −1− r,
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onde o valor médio m =
X
i

hσii do último termo da Eq. (2.62) é nulo porque temos

metade dos spins apontando para baixo e a outra metade apontando para cima. À

medida que aumentamos o campo magnético, teremos acréscimo de energia para inverter

os spins que estão apontando para baixo. Portanto, teremos um valor crítico do campo

H = Hc no qual todos os spins estarão apontando para cima, e dizemos estar no estado

paramagnético (P) induzido por campo externo. Neste estado paramagnético, a energia

média por spin é dado por

uP =
hHiT=0
NJx

= −1 + r −H

Desta maneira, igualando as energias nas duas fases (SAF e P) encontramos o campo da

transição de primeira ordem Hc = 2r.

A principal motivação de estudar o modelo (2.62), está particularmente na falta de

resultados exatos ou mesmo rigorosos através de simulação de Monte Carlo, e nas diversas

aplicações cujos resultados são bastante contraditórios. A seguir discutiremos diversos

métodos aproximativos aplicados no Hamilltoniano (2.62) para calcular o diagrama de

fase no plano T−H, onde desenvolveremos em particular a técnica do operador diferencial

e a aproximação de Bethe-Peierels. Este trabalho foi recentemente aceito para publicação

no Physical Review B (ver apêndice).

2.3.2 Técnica do operador diferencial

Como estamos interessado em estudar a linha de estabilidade entre as fases SAF e P,

vamos dividir a rede em duas subredes interpenetrantes (A e B). Para um aglomerado

com um spin na subrede A, temos o seguinte Hamiltoniano:

HA
1 =

⎡⎣−JxX
δx

σ(1+δx)A + Jy
X
δy

σ(1+δy)B −H

⎤⎦σ1A (65)

De acordo com a identidade para a magnetização proposta na Eq. (2.34) obtemos a
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magnetização da subrede A mA = hσ1Ai

mA =

*
tanh

⎛⎝Kx

X
δx

σ(1+δx)A −Ky

X
δy

σ(1+δy)B + L

⎞⎠+ (66)

onde Kx = βJx, Ky = βJy e L = βH.

Usando a técnica do operaor diferencial, a Eq. (2.66) pode ser reescrita na forma

mA =

*
exp

⎡⎣Kx

X
δx

σ(1+δx)A −Ky

X
δy

σ(1+δy)B

⎤⎦Dx

+
F (x)|x=0 (67)

onde F (x) = tanh(x+ L).

Expandindo o somatório da Eq. (2.67), ficaremos com:

mA =

¿
2

Π
δx
exp

£
Kxσ(1+δx)ADx

¤
.
2

Π
δy
exp

£
−Kyσ(1+δy)BDx

¤À
F (x)|x=0 . (68)

Usando agora a identidade de van der Warden, definida pela Eq. (2.42), reescrevere-

mos a Eq. (2.68) na forma

mA =

¿
2

Π
δx

£
αx + σ(1+δx)βx

¤
.
2

Π
δy

£
αy − σ(1+δy)βy

¤À
F (x)|x=0 . (69)

onde αν = cosh(KνDx) e βν = sinh(KνDx).

Como foi visto anteriormente na Sec. 2.2, a Eq. (2.69) possui funções de correlação

de vários spins, então o cálculo da magnetização por spin só é possível aplicando-se algum

tipo de desacoplamento; neste caso, aplicaremos a aproximação de ordem zero dada pela

Eq. (2.47) e então a Eq. (2.69) ficará:

mA = (αx +mAβx)
2 .
¡
αy −mBβy

¢2
F (x)|x=0 , (70)

De maneira análoga à que desenvolvemos os cálculos para a subrede A, podemos obter
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a magnetização da subrede B na aproximação linear, que será dada por

mB = (αx +mBβx)
2 .
¡
αy −mAβy

¢2
F (x)|x=0 . (71)

Definindo duas novas variáveis, a magnetização total m = 1
2
(mA +mB) e a magneti-

zação staggered ms =
1
2
(mA −mB),

ms = A1(m)ms +A3(m)m
3
s (72)

m = A0(m) +A2(m)m
2 +A4(m)m

4
s, (73)

sendo

A0(m) = α2xα
2
y + 2

¡
αxβxα

2
y − αyβyα

2
x

¢
m+

¡
α2xβ

2
y + α2yβ

2
x − αxβxαyβy

¢
m2+

2
¡
αxβxα

2
y − αyβyα

2
x

¢
m3 + β2xβ

2
ym

4
ª
F (x)|x=0 ,

(74)

A1(m) = 2
©¡
αxβxα

2
y + αyβyα

2
x

¢
−
¡
αxβxβ

2
y + αyβyβ

2
x

¢
m
ª
F (x)|x=0 , (75)

A2(m) =
©
α2xβ

2
y + α2yβ

2
x + 4αxαyβxβy + 2

¡
αxβxβ

2
y − αyβyβ

2
x

¢
m− 2β2xβ2ym2

ª
F (x)|x=0

(76)

A3(m) = 2
¡
αxβxβ

2
y + αyβyβ

2
x

¢
F (x)|x=0 , (77)

e

A4(m) = β2xβ
2
y F (x)|x=0 . (78)

onde os coeficientes Ar(m) são determinados usando a identidade eaDxF (x) = F (x+ a)

em conjunto com o software MAPLE 9.0. Resolvendo numericamente as Eqs. (2.72)

e (2.73), obtemos uma transição de fase contínua em T = TN(H) para todo valor de

H ∈ [0,Hc). Temos que TN(H) decresce monoticamente com o aumento do campo

externo, se anulando no valor H = Hc = 2r, onde r = Jy/Jx.
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2.3.3 Aproximação de Bethe-Peierls

Tomaremos como ponto de partida o Hamiltoniano para certo aglomerado contendo um

spin central σoA associado a subrede A, sob a ação de um campo externo H, com quatro

spins periféricos, sendo que dois são da subrede A (B) sob a ação de um campo efetivo

HA
E (H

B
E ) que tem o papel de simular o efeito do restante da rede cristalina. Assim sendo,

o Hamiltoniano para este spin específicos será dado por

HoA = −HσoA −
¡
H +HA

E

¢
(σ1A + σ2A)−

¡
H +HB

E

¢
(σ1B + σ2B)

−JxσoA (σ1A + σ1A) + JyσoA (σ1B + σ2B) . (79)

Da Eq. (2.79) podemos obter de imediato a função de partição

ZoA(L,LA, LB) =
X

σoA,σjA,B=±1
eσoAL+LA(σ1A+σ2A)+LB(σ1B+σ2B)eKxσoA(σ1A+σ2A)e−KyσoA(σ1B+σ2B)

(80)

onde L ≡ βH, LA ≡ L+βHA
E , LB ≡ L+βHB

E , Kx ≡ βJx e Ky ≡ βJy, que após algumas

manipulações algébricas ficaremos

ZoA(L,LA, LB) = 2
©
e2(LA+LB) cosh (L+ 2Kx − 2Ky) + 2e

2LA cosh(L+ 2Kx)+

e2(LA−LB) cosh (L+ 2Kx + 2Ky) + 2e
2LB cosh(L− 2Ky)+

4 cosh(L) + 2e−2LB cosh(L+ 2Ky) + e−2(LA−LB) cosh(L− 2Kx − 2Ky)+

2e−2LA cosh(L− 2Kx) + e−2(LA+LB) cosh(L− 2Kx + 2Ky)
ª
,

(81)

As magnetizações moA e mA podem ser obtidas por derivação direta da função de

partição ZoA, ou seja,

moA = hσoAi =
∂ lnZoA

∂L
(82)
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e

mA =
1

2
hσ1A + σ2Ai =

1

2

∂ lnZoA

∂LA
. (83)

Substituindo a Eq. (2.81) nas Eqs. (2.82) e (2.83), obtemos moA e mA, respectiva-

mente, pelas seguintes expressões:

moA = 2
©
e2(LA+LB) sinh (L+ 2Kx − 2Ky) + 2e

2LA sinh(L+ 2Kx)+

e2(LA−LB) sinh (L+ 2Kx + 2Ky) + 2e
2LB sinh(L− 2Ky)+

4 sinh(L) + 2e−2LB sinh(L+ 2Ky) + e−2(LA−LB) sinh(L− 2Kx − 2Ky)+

2e−2LA sinh(L− 2Kx) + e−2(LA+LB) sinh(L− 2Kx + 2Ky)
ª
/ZoA

(84)

e
mA = 2

©
e2(LA+LB) cosh (L+ 2Kx − 2Ky) + 2e

2LA cosh(L+ 2Kx)+

e2(LA−LB) cosh (L+ 2Kx + 2Ky)− e−2(LA−LB) cosh(L− 2Kx − 2Ky)−

2e−2LA cosh(L− 2Kx)− e−2(LA+LB) cosh(L− 2Kx + 2Ky)
ª
/ZoA

(85)

O mesmo procedimento pode ser efetuado para a subrede B, onde o Hamiltoniano

será dado por

HoB = −HσoB −
¡
H +HA

E

¢
(σ1A + σ2A)−

¡
H +HB

E

¢
(σ1B + σ2B)

−JxσoB (σ1B + σ1B) + JyσoB (σ1A + σ2A) , (86)

A função de partição ZoB(L,LA, LB) é definida como na Eq. (2.80), com a simples

substituição de HoA por HoB, ou seja,

ZoB(L,LA, LB) =
X

σoB ,σjA,B=±1
eLσoB+LA(σ1A+σ2A)+LB(σ1B+σ2B)eKxσoB(σ1B+σ2B)e−KyσoB(σ1A+σ2A) .

(87)

Comparando a Eq. (2.79) com a Eq. (2.86), observando a seguinte propriedade
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de simetria por inversão: LA → LB e LB → LA, prova-se que ZoB(L,LA, LB) =

ZoA(L,LB, LA). Analogamente podemos definir as magnetizações da subrede B por

moB = hσoBi =
∂ lnZoB

∂L
, (88)

e

mB =
1

2
hσ1B + σ2Bi =

1

2

∂ lnZoB

∂LB
(89)

Substituindo a Eq. (2.87) nas Eqs. (2.88) e (2.89), obtemos

moB = 2
©
e2(LA+LB) sinh (L+ 2Kx − 2Ky) + 2e

2LB sinh(L+ 2Kx)+

e−2(LA−LB) sinh (L+ 2Kx + 2Ky) + 2e
2LA sinh(L− 2Ky)+

4 sinh(L) + 2e−2LA sinh(L+ 2Ky)
ª
/ZoB

(90)

e

mB = 2
©
e2(LA+LB) cosh (L+ 2Kx − 2Ky) + 2e

2LB cosh(L+ 2Kx)+

e−2(LA−LB) cosh (L+ 2Kx + 2Ky)− e2(LA−LB) cosh(L− 2Kx − 2Ky)−

2e−2LB cosh(L− 2Kx)− e−2(LA+LB) cosh(L− 2Kx + 2Ky)
ª
/ZoB

(91)

Definindo as novas variáveis:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

moS =
1
2
(moA −moB)

mS =
1
2
(mA −mB)

mo =
1
2
(moA +moB)

m = 1
2
(mA +mB)

Lt =
1
2
(LA + LB)

LS =
1
2
(LA − LB)

(92)

os campos efetivos HA
E e H

B
E são determinados como uma função de T , H e r = Jy/Jx
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assumindo-se a seguinte condição (hipótese de Bethe):⎧⎨⎩ moA = mA

moB = mB

, (93)

ou em função das magnetizações total m e staggered ms podemos reescrever a condição

(93) na forma ⎧⎨⎩ moS(Lt, Ls) = mS(Lt, Ls)

mo(Lt, Ls) = m(Lt, Ls)
, (94)

onde da Eq. (2.94) determinamos os campos Lt e Ls.

Fixando valores para r e H, e resolvendo numericamente a Eq. (2.94) observamos que

o parâmetro de ordem ms decresce continuamente a zero (Ls → 0) quando nos aproxi-

mamos do valor crítico T = TN(H). A forma como a temperatura crítica TN descrece

com o aumento da temperatura será analisada mais adiante, quando compararemos os

diversos resultados discutidos nesta dissertação e outros existentes na literatura.

2.3.4 Campo médio

Existem algumas formas diferentes de resolver um Hamiltoniano de spins interagentes via

aproximação de campo médio (campo molecular de Weiss, interação de longo-alcance,

Bragg-Williams); a seguir usaremos a forma variacional que usa como ponto de partida

a desigualdade de Bogoliubov. Separando o Hamiltoniano H na forma

H = Ho +H0, (95)

é possível mostrar a seguinte desigualdade (exata)

G(H) ≤ Φ ≡ G(Ho) + hH−Hoio , (96)
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sendo

G(Ho) = −kBT lnZo, (97)

e

hAio =
Tr{Ae−βHo}
ZoTr{e−βHo} , (98)

onde Zo = Tr{e−βHo}.

Na aproximação de campo médio, usamos a desigualdade (2.96) para um Hamil-

toniano Ho escrito numa forma trivial em função de parâmetro(s) variacional. Para

aglomerado com um spin, consideramos o seguinte Hamiltoniano trivial

Ho = −(ηA +H)
X

i∈A
σiA − (ηB +H)

X
i∈B

σiB (99)

onde ηA e ηB são os parâmetros variacionais a serem determinados com a minimização

do funcional Φ(ηA, ηB).

Substituindo o Hamiltoniano (2.99) na Eq.(2.96) e usando as relações (2.97) e (2.98),

obtemos

φ(ηA, ηB)

NJx
= − t

2
ln [4 coshβ (H + ηA) coshβ (H + ηB)] + rmAmB −

1

2

¡
m2

A +m2
B

¢
+

ηA
2Jx

mA +
ηB
2Jx

mB, (100)

sendo

mµ = hσiµi = tanhβ
¡
H + ηµ

¢
, (µ = A, B) (101)

Minimizando a Eq. (2.100) com relações às magnetizações das subredes A e B, obte-

mos os parâmetros variacionais por

ηµ
Jx
=

⎧⎨⎩ 2mA − 2rmB, se µ = A

2mB − 2rmA, se µ = B
(102)
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Finalmente, substituindo a Eq. (2.102) nas Eqs. (2.100) e (2.101) ficaremos

mA = tanh

∙
1

t
(h+ 2mA − 2rmB)

¸
, (103)

mB = tanh

∙
1

t
(h+ 2mB − 2rmA)

¸
(104)

e a energia livre

f = −t ln
∙
4 cosh

1

t
(h+ 2mA − 2rmB) cosh

1

t
(h+ 2mB − 2rmA)

¸
−rmAmB+

1

2

¡
m2

A +m2
B

¢
.

(105)

onde t = kBT/Jx e h = H/Jx. Definindo as novas variáveis m = 1
2
(mA +mB) e mS =

1
2
(mA −mB), podemos reescrever as Eqs. (2.102), (2.103) e (2.104) na seguinte forma

simplificada

f(ms) = −t
1X

p=0

ln

½
2 cosh

1

t

£
h+ (1− r)m+ 2(−1)P (1 + r)mS

¤¾
+(1− r)m2+(1 + r)m2

S

(106)

m =
1

2

1X
p=0

tanh
1

t
[h+ 2 (1− r)m+ 2 (−1)p (1 + r)mS)] , (107)

mS =
1

2

1X
p=0

(−1)p tanh 1
t
[h+ 2 (1− r)m+ 2 (−1)p (1 + r)mS)] (108)

Resolvendo numericamente as Eqs. (2.107) e (2.108), em conjunto com a condição da

igualdade entre as energias livres entre as duas fases SAF (ms 6= 0) e P (ms = 0), isto

é, fSAF (ms) = fP (0) (construção de Maxwell), mostramos que para pequenos valores de

campo a transição é de segunda ordem (ms = 0) e para altos valores temos a presença de

uma transição de primeira ordem (ms 6= 0). O ponto que separa no diagrama de fase no

plano T −H as linhas de transições de primeira e segunda ordem é denominado de ponto
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tricrítico (PTC). Devemos salientar, que os resultados de campo médio para estudar este

modelo anisotrópico foram tratados preliminarmente por Katsura e Fijimori[95], onde a

versão de Bragg-Williams foi utilizada; aqui apresentamos a versão do método variacional.

2.3.5 Aproximação da cadeia linear

Vimos na Sec. 2.1 que a aproximação de campo médio (MFA) pode ser aplicada no

esquema de finite size scaling. Por outro lado, o modelo (2.62) tem sido tratado na

literatura na aproximação da cadeia linear (LCA)[96]. O método LCA consiste em tratar

de forma exata uma cadeia linear usando o método da matriz de transferência, onde as

interações entre as cadeias são feitas via aproximação de campo médio. Seja uma dada

cadeia linear (que supomos ser ao longo da direção do eixo x, sem perda de generalidade)

composta de sítios da subrede A, então teremos o seguinte Hamiltoniano efetivo:

HA = −Jx
X
i

σiAσ(i+1)A −HA
E

X
i

σiA, (109)

onde HA
E = H − 2JymB. O modelo efetivo (2.109) pode ser resolvido de forma exata

usando a técnica da matriz de transferência, e o resultado para a magnetização da subrede

A é dado por

mA =
e2Kx sinh (L− 2KymB)q
1 + e4Kx sinh2 (L− 2KymB)

. (110)

De forma análoga podemos obter a magnetização para a subrede B, que é dada por

mB =
e2Kx sinh (L− 2KymA)q
1 + e4Kx sinh2 (L− 2KymA)

. (111)

Inserindo mA = m + mS e mB = m − mS nas Eqs. (2.110) e (2.111), obtemos,

resolvendo numericamente, ms (parâmetro de ordem) e m, como uma função de T , H e

r. A magnetização staggered ms tende a zero continuamente quando a temperatura se
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aproxima do valor crítico TN(H) (r fixo), caracterizando assim uma transição de fase para

qualquer valor de H ∈ [0, Hc).Desta maneira, fazendo ms → 0 encontramos o seguinte

conjunto de equações acopladas para obter TN como uma função do campo externo H:

mo =
e2/TN sinh [(h− 2rmo) /TN ]

W
(112)

e

2re2/TN
£
W − sinh2 [(h− 2rmo) /TN ]

¤
cosh [(h− 2rmo) /TN ]

W 3TN
= 1 (113)

sendo

W =
q
1 + e4/TN sinh2 [(h− 2rmB) /TN ] (114)

onde TN ≡ kBTN/Jx e h = H/Jx.

2.3.6 Diagramas de fases e discussões

Podemos analisar o diagrama de fase do modelo (2.62) nos planos T − r e T − H.

Na ausência de campo externo (H = 0) este modelo apresenta solução exata, e existe

uma temperatura crítica TN(r) que pode ser obtida numericamente da Eq. (2.63). A

magnetização vai a zero continuamente (transição de fase de segunda ordem), com um

expoente crítico β = 1/8 que é independente da razão r = Jy/Jx 6= 0. Por outro lado, as

aproximações de campo efetivo (EFT-1, BP, MFA e LCA) desenvolvidas anteriormente9

apresentam em comum a existência de transição contínua com o expoente crítico clás-

sico β = 1/2. No caso de MFA, a temperatura crítica TN decresce com a dimimição do

parâmetro r, porém não se anula no limite da rede unidimensional (i.e., para r = 0 temos

TN = 0 correspondendo à solução exata). Observamos que TN apresenta o comporta-

9Devemos salientar que as contribuições originais deste trabalho de dissertação de mestrado estão nos
cálculos de EFT-1 e BP, LCA e MFA foram tratados por outros autores anteriormente.
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(a) Mean-field approximation (MFA)
(b) Linear chain approximation  (LCA)
(c) Effective-field theory
(d) Bethe-Peierls approximation (BPA)
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kBT/Jx

r=Jy/Jx

Figura 2.3: Dependência da temperatura crítica reduzida kBTN/Jx como uma função da
razão r = Jy/Jx para o modelo de Ising numa rede quadrada anisotrópica na ausência de
campo externo. MFA (a) encontra valores incorretos para o limite da rede linear (r = 0).
As curvas (b), (c), (d) e (e) são encontrados usando LCA[96], EFT-1 (presente trabalho),
BP (presente trabalho) e solução exata, Eq. (2.62), respectivamente.

mento linear kBTN/Jx = 2 + 2r, mostrando claramente o resultado errôneo em r = 0

(TN > 0). Por outro lado, LCA, BP e EFT-1 encontram a solução exata TN = 0 para a

rede linear (r = 0), com o comportamento assintótico no limite de r → 0 dado pela Eq.

(2.64). Na figuira 2-3 apresentamos os resultados numéricos obtidos pelos métodos MFA

(curva a), LCA (curva b), EFT-1 (curva c), aproximação BP (curva d) e comparamos

com a solução exata (curva e).

Outro caso de nosso interesse é analisar o diagrama de fase no plano T −H variando

r. A análise feitas por todos os métodos analisados, e outros existentes na literatura,
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não é afetado pela mudança do valor de r, apenas uma translação da curva TN(H)

foi observada. Por esta razão, sem perda de generalidade, vamos nos fixar no valor

de r = 1. Na aproximação de campo médio (MFA) temos presença de transição de

1a e 2a ordem, e um ponto tricrítico (PTC) separa estas duas linhas. A presença do

PTC (resultado espúrio) no diagrama de fase é uma conseqüência do uso de MFA, que

sabemos ser uma metodologia não muito adequada para tratar diagramas de fases de

modelos de baixa dimensionalidade. MFA despreza todas as correlações, assim sendo é

uma boa aproximação para altas dimensões (d > 2) e exata para dimensão infinita (z →

∞). Tratando ligeiramente melhor as correlações, LCA encontra transição de 2a ordem

para todo intervalo do campo magnético H, sendo que ao redor de Hc/Jx = 2.0 temos

a presença de duas temperaturas críticas, fenômeno este conhecido como reentrância.

Usando EFT-1 e comportamento reentrante não foi observado, apenas o decaimento

logarítmico de TN quando nos aproximamos de H/Jx = 2.0 , isto é,

kBTN/Jx ' |ln(2−H/Jx)| , H → H−
c = 2Jx, (115)

Por outro lado, quando usamos a aproximação de BP retornamos a prever o compor-

tamento reentrante predito por LCA. Os resultados obtidos por BP para a temperatura

crítica em modelos de spin é superior ao encontrado por EFT-1 (ver fig. 2-3 para com-

paração), assim sendo esperamos que esta reentrância seja o verdadeiro comportamento

qualitativo para o diagrama de fase deste modelo anisotrópico. Prevemos, também, o

comportamento assintótico (2.115) também com LCA. Na figura 2-4 temos apresenta-

mos os resultados do diagrama de fase no plano T −H obtido por MFA (curva a), LCA

(curva b), EFT-1 (curva c) e aproximação BP (curva d).

Na figura 2-5 comparamos o resultado obtido neste trabalho usando a aproximação

BP com a solução exata[97], conhecido como método da interface, corroborando do ponto

de vista qualitativo a existência deste comportamento reentrante. Há bastante tempo

resultados rigorosos têm mostrado comportamento reentrante no diagrama de fase do

modelo de Ising 2d com interações competitivas[98]. Mais recentemente, esta análise tem
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Figura 2.4: Dependência da temperatura crítica reduzida kBTN/Jx com campo reduzido
H/Jx para o modelo de Ising numa rede quadrada anisotr ópica com r = 1. MFA (a)
encontra valores incorretos no limite de baixas temperatura que é a presença de transição
de primeira ordem, onde existe um ponto trcrítico nas coordenadas (1.756, 2.667). As
curvas (b), (c) e (d) e (e) são encontrados usando LCA[96], EFT-1 (presente trabalho) e
BP (presente trabalho), respectivamente.
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Figura 2.5: Dependência da temperatura crítica reduzida kBTN/Jx como uma função
do campo reduzido H/Jx para o modelo de Ising numa rede quadrada anisotrópica com
r = 1. Comparamos o resultado da linha crítica obtida via aproximação BP (presente
trabalho) (curva a) com a forma exata (curva b).

79



resurgido na literarura para estudar reentrância em redes 3d[28]. Podemos aplicar EFT

para investigar o comportamento reentrante no esquema de finite size scaling (FSS) ou

incluir efeitos de correlações entre primeiros vizinhos[99]. No caso do esquema de FSS de

Neto e de Sousa[28], o diagrama de fase do modelo de Ising AF na preença de um campo

magnético longitudinal externo nas redes cúbica simples (sc) e cúbica de corpo centrado

(bcc), apresenta reentrância apenas para o caso da rede bcc.
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Capítulo III

Modelo de Ising com interações

entre primeiros e segundos vizinhos

3.1 Considerações gerais

O Hamiltoniano de Ising tem sido um dos modelos mais ativamente estudados na

mecânica estatística nos últimos anos. Soluções exatas têm sido obtidas para modelos

unidimensionais e certas classes de redes bidimensionais, bem como soluções rigorosas de

simulação de Monte Carlo[92] foram obtidas em redes 3d. Embora as propriedades de

spin 1
2
do modelo Ising numa rede quadrada com interação entre primeiros vizinhos J1 são

obtidas exatamente, este modelo simples ainda é incapaz de explicar diversos fenômenos

reais, ocorridos sobretudo em sistemas 2d e quase-2d [100]. O oxigênio disposto na base

do plano XBa2Cu3Oδ, onde X é um átomo de terra rara e 0 ≤ δ ≤ 1 , é um bom e

interessante contra-exemplo da inaplicabilidade do uso do Hamiltoniano de Ising na sua

forma simplificada com interação apenas entre primeiros vizinhos. Para explicar algumas

propriedades físicas desse sistema, será necessário considerar interações de longo alcance.

Contudo, quando interações mais distantes são incluídas, ou quando um campo magnético
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é aplicado no sistema, o Hamiltoniano é de difícil solução e só será possível com algum

tipo de aproximação.

Em particular, o diagrama de fase no estado fundamental (T = 0) do modelo Ising

com interações entre primeiros e segundos vizinhos numa numa rede d-dimensional é bem

conhecido. As possíveis fases encontradas numa rede quadrada são: ferromagnética (F),

antiferromagnética (AF) e superantiferromagnética (SAF). A fase F corresponde a todos

os spins orientados na mesma direção (figura 3-1), a fase AF spins orientados antiparale-

lamente (figura 3-2) e, finalmente a fase SAF tem spins orientados paralelamente ao longo

de uma dada direção da rede e com spins alternados em ao longo da direção perpendic-

ular (figura 3-3). Estas fases são fortemente dependentes da razão entre as interações

entre segundos e primeiros vizinhos, que denominamos de parâmetro α = J2/J1. Além

disso, uma vez que sob transformações apropriadas, o sistema ferromagnético e o antifer-

romgnético são equivalentes1 e os resultados são independentes do valor da interação J1,

portanto nos restringiremos apenas ao caso de J1 < 0 (acoplamento antiferromagnético).

Para um modelo de Heisenberg com interações J1 e J2 (spin quântico) este mapeamento

não é mais possível, isto por causa das relações de comutações existentes entre os spins.

A presença da interação de segundos vizinhos inudz o fenômeno da frustração, que

corresponde ao conflito de mais de um tipo de configurações microscópicas. Este ingre-

diente é um fator necessário (mais não suficiente) para a existência de um outro estado

magnético na matéria, que é a fase vidro de spin. Comparando a energia do estado fun-

damental na fase F (ou AF) com a energia da fase SAF, mostramos que existe um valor

crítico (transição de primeira ordem) αc =
z1
2z2

= 1/2 (onde z1 e z2 são os números de

coordenação de primeiros e segundos vizinhos, respectivamente) para o qual α > 1/2 e

α < 1/2 as fases SAF e F(ou AF) são estáveis, respectivamente[100]. Temos como ponto

1O estado F (J1 positivo) pode ser mapeado no estado AF invertendo todos os spins σi → −σi,
tornando assim as interações J1 negativas, ou seja,

HF (J1) = −J1
X
<i,j>

σiσj → HAF (J1) = J1
X
<i,j>

σiσj

82



Figura 3.1: Configurações dos spins em T = 0 no estado ferromagnético (F) numa rede
quadrada.

de interesse particular α = 0.5. Na fase SAF, os expoentes críticos variam continuamente

com o parâmetro α (quebra da universalidade).

Em temperatura finita este modelo não é resolvido exatamente. Resultados de sim-

ulação de Monte Carlo.[102, 103], têm indicado alguns pontos importantes: i) na região

de α < 0.5, os expoentes críticos são os mesmos do modelo de Ising 2d (mesma classe de

universalidade); ii) na região α > 0.5, os expoentes críticos são funções do parâmetro α,

indicando uma quebra da classe de universalidade; iii) na fase AF (ou F) a temperatura

de Néel TN(α) decresce com o aumento do parâmetro α, e a transição de fase é contínua

para todo valor de α ∈ (−∞, 0.5), enquanto na fase SAF temos TN(α) crescendo com o

parâmetro α, sendo que para 0.5 ≤ α < αt e α > αt a transição de fase é de primeira

e segunda ordem, respectivamente, onde (αt, Tt) corresponde ao ponto tricrítico (PTC).

Os resultados apresentados por essa técnica podem ser verificado na figura 3-4, onde

posteriormente compararemos com os resultados da técnica do operador diferencial.

O comportamento crítico do modelo Ising com interações J1 e J2 na rede quadrada,

estudado há anos atrás, está bem definido, porém para o caso tridimensional pouco
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Figura 3.2: Configurações dos spins em T = 0 no estado antiferromagnético (AF) numa
rede quadrada.

Figura 3.3: Configurações dos spins em T = 0 no estado superantiferromagnético (SAF)
numa rede quadrada.
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Figura 3.4: Diagrama de fase T versus α para o modelo de Ising com interações en-
tre primeiros e segundos vizinhos numa rede quadrada obtida via simulação de Monte
Carlo[102, 103]. Na região 0.5 < α < 1.144 a transição de fase é de primeira ordem, e o
ponto tricrítico está marcada por uma quadrado aberto.

se tem sido feito. Cálculos de campo médio mostraram que o modelo exibe um rico

diagrama de fase[101], com presença de fase laminar e ordenadas bicontínuas, estrutura

desordenada e regiões não estruturadas, e ainda coexistências das fases ferromagnética

e paramagnética com um transição de 1a ordem. Estes resultados, nos propõem uma

investigação mais profunda das propriedades críticas do modelo além do esquema de

campo médio, focando principalmente atenção nos pontos multicríticos, bem como nos

pontos de transições de fases, ferromagnética, laminar e paramagnética. A fase laminar é

caracaterizada por apresentar planos ferromagnéticos orientandos antiparalelamente na

direção perpendicular, ou seja, são planos com magnetizações alternadas em sinais.

Usando pequenos clusters em conjunto com ométodo variacional em cubos (CVPAM)[104],

pode-se estudar este modelo com a inclusão de uma interação de quatro spins2. Con-

forme mostra a figura 3-5, os resultados obtidos para o diagrama de fase kBT/J1 (ou J−11 )

2A interação de quatro spins adicionada ao modelo de Ising J1 e J2 é descrito pelo seguinte Hamil-
toniano: H4 = −J3

X
<i,j,k,l>

σiσjσkσl
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versus α = −J2/J1 foi obtido para uma rede cúbica simples usando dois valores partic-

ulares de ω = J3/J1. Na ausência da interação de quatro spins (i.e., w = 0), observa-se

uma transição de fase contínua entre as fases F (ou AF) e paramagnética, mas agora a

transição é de primeira ordem para qualquer valor de α > 0.25 entre as fases laminar

(semelhante a fase SAF na rede quadrada, sendo que agora temos planos e não linhas

alternadas) e paramagnética. A transição de fase é de primeira ordem entre as fases

laminar e F. Para w > 0, teremos uma decomposição da linha de primeira ordem entre

as fases laminar e paramagnética em linhas de primeira e segunda ordem, separadas por

um ponto tricrítico. Em particular, na figura 3-5 está apresentado (curva a direita) o

diagrama de fase para w = 1/3. Devemos salientar que o presente diagrama de fase não

é conclusivo, por isto a maior motivação de se aplicar um formalismo alternativo para

estudar o comportamento multicrítico deste modelo em três dimensões.

3.2 Técnica do operador diferencial

Neste capítulo, desenvolveremos a técnica do operador diferencial em aglomerados com

N = 1 e 4 spins, estudado preliminarmente no capítulo 2 desta dissertação, para calcular

o diagrama de fase do modelo de Ising-1/2 com interação de primeiros e segundos vizinhos

nas redes quadrada (2d) e cúbica simples (3d), que é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H = −J1
X
<i,j>

σiσj + J2
X

<<i,j>>

σiσj, (σi ± 1) (1)

onde J1 (J2) representa a interação de exchange entre primeiros (segundos) vizinhos, a

primeira soma é sobre os z1 primeiros vizinhos e a segunda soma é sobre os z2 segundos

vizinhos. Para nosso propósito, a rede quadrada tem z1 = z2 = 4 e a rede cúbica simples

z1 = 6 e z2 = 12. Para J2 > 0 temos um conflito de orientação entre os spins na rede

d-dimensional, e os casos ferro (J1 > 0) e antiferromagnético (J1 < 0) são equivalentes
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Figura 3.5: Diagrama de fase T versus α para o modelo de Ising com interações
entre primeiros e segundos vizinhos numa rede cúbica simples obtida via método
variacional[104]. As linhas contínuas e tracejadas correspondem, respectivamente, a
transição de fase de primeira e segunda ordem. O ponto tricrítico está marcado por
um círculo preto. O gráfico da esquerda corresponde ao caso de interação de quatro
spins nula (J3 = 0) e o da direira com J3 = 1/3.
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e correspondem a um estado frustrado. Vamos então tratar a rede ferromagnética para

d = 2 e d = 3 e para isto usaremos como ponto de partida a Eq. (2.34).

3.2.1 Rede quadrada

Para tratar o diagrama de fase do modelo (3.1) via técnica do operador diferencial numa

rede quadrada, desenvolveremos a teoria de campo efetivo em aglomerados com um

(N = 1) e quatro (N = 4) spins.

Teoria de campo efetivo com um sítio (EFT-1)

i) Fase Ferromagnética (F)

Nesta fase F usaremos apenas uma subrede, desta maneira o Hamiltoniano (3.1) para

aglomerado com um (N = 1) spin será escrito por:

−βHo = σo

Ã
K

z1X
i=1

σi − αK
z2X
j=1

σj

!
(2)

Substituindo (3.2) em (2.34) obteremos a magnetização por spin m = hσoi

m =

*
tanh

Ã
K

z1X
i=1

σi − αK
z2X
j=1

σj

!+
. (3)

Definindo a função f(x, y) = tanh(x+ y) e usando a identidade eaDx+bDyf(x, y) = f(x+

a, y + b), a Eq. (3.3) ficará reescrita na forma

m =

*
exp

Ã
K

z1X
i=1

σiDx − αK
z2X
j=1

σjDy

!+
f(x, y)|x,y=0 . (4)

Expandindo o somatório (3.4) obtemos

m =

*
z1Y
i=1

exp (KσiDx)
z2Y
i−2
exp (−αKσjDy)

+
f (x, y)|x,y=0 (5)
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Agora, usando a identidade de van der Waerden eλσi = coshλ + σi sinhλ, podemos

reescrever a Eq. (3.5) na forma

m =

*
z1Y
i=1

[cosh(KDx) + σi sinh(KDx)]
z2Y
j=1

[cosh(αKDy)− σj sinh(αKDy)]

+
f (x, y)|x,y=0 .

(6)

A Eq. (3.6) é exata mas de difícil manipulação matemática, porque envolve um

conjunto infinito de equações acopladas de funções de correlação. Aplicando o desacopla-

mento Eq. (2.47), podemos escrever a Eq. (3.6) na seguinte forma aproximada

m = (ax + bxm)
z1 (ay − bym)

z2 f (x, y)|x,y=0 , (7)

onde ax ≡ cosh(KDx), bx ≡ sinh(KDx), ay ≡ cosh(αKDy) e by ≡ sinh(αKDy).

Na ausência de campo externo, temos simetria por inversão do spin, então temos que

a expansão da Eq. (3.7) em potências de m conterá apenas potências ímpares, ou seja,

para a rede quadrada ( z1 = z2 = 4) ficaremos com:

m =
3X

p=0

A2p+1(T, α)m
2p+1, (8)

onde T = K−1 e os coeficientes Ap(T, α) são obtidos analiticamente usando a identidade

eaDx+bDyf(x, y) = f(x+a, y+ b) em conjunto com o softwareMAPLE 9.0. A Eq. (3.8)

corresponde à equação de estado obtida através da minimização de uma certa energia

livre Ψ(m) desconhecida. Em particular, propomos o seguinte funcional para energia

livre

Ψ(m) = λ1(T, α) + λ2(T, α)

"
m2

2
−

3X
p=0

A2p+1(T, α)
m2p+2

2p+ 2

#
, (9)

onde minimizando (Ψ́(m) = 0) a Eq. (3.9) encontramos a equação de estado (3.8),

λ1,2(T, α) são parâmetros arbitrários irrelevantes na determinação do diagrama de fase

que será obtido usando a construção de Maxwell (igualdade entre as energias livres das

fases ferro e paramagnética (m = 0)), ou seja, teremos mais uma equação a ser resolvida
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dada por
3X

p=0

A2p+1(T, α)

p+ 1
m2p = 1. (10)

Resolvendo simultaneamente3 as Eqs. (3.8) e (3.10) para um dado valor do parâmetro

α, encontramos Tc (temperatura de transição de fase) e a magnetização m em T = Tc.

Para transição de fase contínua (segunda ordem) temos m = 0, enquanto na transição

de primeira ordem observamos uma descontinuidade na magnetização e portanto m 6= 0.

observamos transição de fase F-P de primeira (baixas temperaturas) e segunda (altas

temperaturas) ordem no diagrama de fase, com um ponto tricrítico separando as duas

linha, em contradição com os resultados de simulação de Monte Carlo, figura 3-4, que

apenas encontra transição contínua para α ∈ (−∞, 0.5). Usamos também aglomerado

com dois sítios e o resultado espúrio ainda persiste. Mais adiante desenvolveremos a

técnica do operador diferencial para aglomerado com quatro spins e eliminaremos de vez

esta inconsistência.

ii) Fase superantiferromagnética (SAF)

Iremos agora dividir o Hamiltoniano em duas subredes interpenetrantes (A e B).

Consideremos os sítios primeiros vizinhos ao longo do eixo x na subrede A e na direção

y na subrede B. Para o caso de segundos vizinhos teremos os spins diagonais sempre na

subrede B. Assim sendo, para um aglomerado com um (N = 1) spin na subrede A, o

Hamiltoniano (3.1) ficará escrito na forma

−βHA
o = −σAo

Ã
K

2X
i=1

σAi +K
4X

i=3

σBi − αK
6X

i=5

σBi

!
, (11)

Substituindo (3.11) em (2.34) obteremos a magnetização da subrede A por spinmA =

3Temos usado o algorítmo de Newton-Raphson para o cálculo de raízes de sistemas de equações não
lineares.
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­
σAo
®
:

mA =

*
tanh

Ã
K

2X
i=1

σAi +K
4X

i=3

σBi − αK
6X

i=5

σBi

!+
. (12)

Definindo outra vez a função auxiliar f(x, y) = tanh(x + y) e usando a identidade

eaDx+bDyf(x, y) = f(x+ a, y + b), a Eq. (3.3) ficará :

m =

*
exp

"Ã
K

2X
i=1

σAi +K
4X

i=3

σBi

!
Dx − αK

6X
i=5

σBi Dy

#+
f(x, y)|x,y=0 . (13)

Usando os mesmos procedimentos na obtenção da Eq. (3.6), a Eq. (3.13) poderá ser

reescrita na forma

mA =

*
2Y

i=1

¡
ax + bxσ

A
i

¢ 4Y
i=3

¡
ax + bxσ

B
i

¢ 8Y
i=5

¡
ay − byσ

B
i

¢+
f(x, y)|x,y=0 . (14)

Aplicando a aproximação de Zernike, Eq. (2.47), na Eq. (3.14) ficararemos com:

mA = (ax + bxmA)
2 (ax + bxmB)

2 (ay − bymB)
4 f(x, y)|x,y=0 . (15)

Seguindo os mesmos procedimentos para a subrede B, obtemos a seguinte equação de

estado

mB = (ax + bxmA)
2 (ax + bxmB)

2 (ay − bymA)
4 f(x, y)|x,y=0 . (16)

A fase SAF é caracterizada, na ausência de campo externo, por apresentar uma

condição de contorno4 em que mA = −mB = −ms, assim sendo da Eq. (3.15) ou

(3.16) ficaremos com:

ms = (ax + bxms)
2 (ax − bxms)

2 (ay + byms)
4 f(x, y)|x,y=0 . (17)

4Na fase F a condição de contorno para se obter a equação de estado é caracterizada por mA = mB =
m, e, portanto, da Eq.(3.15) ou (3.16) reproduzimos os resultados previamente deduzidos na Eq. (3.7)
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Podemos expandir a Eq. (3.17) em potências ímpares do parâmetro de ordem ms,

como foi feito para o caso ferromagnético na Eq. (3.8), e também encontrar um fun-

cional do tipo apresentado pela Eq. (3.10), ficando assim com duas equações polinomiais

(equação de estado e igualdade entre os funcionais das energias livres) para serem re-

solvidas simultaneamente, ou seja,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ms =

3X
p=0

B2p+1(T, α)m
2p+1
s

3X
p=0

B2p+1(T,α)

p+1
m2p

s = 1

. (18)

As Eqs.(3.18) serão essenciais mais adiante na determinação do diagrama de fase no plano

(T − α) e na identificação do tipo de transição de fase (1a ou 2a ordem).

Teoria de campo efetivo com quatro sítios (EFT-4)

Devido ao efeito da frustração, o aglomerado mais apropriado com quatro spins será na

forma de uma cadeia linear, conforme está esquematizado na figura 3-6, onde temos um

total de 14 primeiros e segundos vizinhos. Assim sendo, o Hamiltoniano (3.1) associado

a uma subrede A ficará escrito para este aglomerado como:

−βH4 = K(σA1 σ
A
2 + σA2 σ

A
3 + σA3 σ

A
4 ) + σA1 C1 + σA2 C2 + σA3 C3 + σA4 C4. (19)

sendo ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C1 = K
¡
σAa + σBn + σBc − ασBb − ασBo − ασBd − ασBm

¢
C2 = K

¡
σBd + σBm − ασBc − ασBn − ασBl − ασBe

¢
C3 = K

¡
σBe + σBl − ασBf − ασBj − ασBd − ασBm

¢
C4 = K

¡
σAh + σBf + σBj − ασBe − ασBl − ασBg − ασBi

¢
(20)

Do Hamiltoniano (3.19) podemos calcular a função de partição Z4 =
X
{σi}

e−βH4({σi}),
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Figura 3.6: Aglomerado com quatro spin usado na técnica do operador diferencial

que após algumas manipulações fica:

Z4 = 2 {exp(3K) cosh(C1 + C2 + C3 + C4) + exp(K) cosh(C1 + C2 + C3 − C4)+

exp(−K) cosh(C1 + C2 − C3 + C4) + exp(−K) cosh(C1 − C2 + C3 + C4)+

exp(K) cosh(−C1 + C2 + C3 + C4) + exp(K) cosh(C1 + C2 − C3 − C4)+

exp(−3K) cosh(C1 − C2 + C3 − C4) + exp(−K) cosh(C1 − C2 − C3 − C4)} .

(21)

Com auxílio da Eq. (3.21) podemos calcular a magnetização da subrede A mA =­
σA1
®
,que é dada por

mA =

¿
∂ lnZ4
∂C1

À
= hF (C1, C2, C3, C4)i , (22)

onde a função F (C1, C2, C3, C4) é obtida analiticamente por derivação direta da Eq.

(3.21), onde sempre fazemos uso do software MAPLE. Generalizando a propriedade do
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operador diferencial para quatro variáveis teremos

ea1Dx+a2Dy+a3Dz+a3DwF (x, y, z, w) = F (x+ a1, y + a2, z + a3, z + a4). (23)

Podemos reescrever a Eq. (3.22) na forma

m = hexp(C1Dx + C2Dy + C3Dz + C4Dwi F (x, y, z, w)|x,y,z,w=0 (24)

sendo

F (x, y, z, w) =
G1(x, y, z, w)

G2(x, y, z, w)
, (25)

G1(x, y, z, w) = exp(3K) sinh(x+ y + z + w) + exp(K) sinh(x+ y + z − w)+

exp(−K) sinh(x+ y − z + w) + exp(−K) sinh(x− y + z + w)−

exp(K) sinh(−x+ y + z + w) + exp(K) sinh(x+ y − z − w)+

exp(−3K) sinh(x− y + z − w) + exp(−K) sinh(x− y − z − w)

(26)

e

G2(x, y, z, w) = exp(3K) cosh(x+ y + z + w) + exp(K) cosh(x+ y + z − w)+

exp(−K) cosh(x+ y − z + w) + exp(−K) cosh(x− y + z + w)+

exp(K) cosh(−x+ y + z + w) + exp(K) cosh(x+ y − z − w)+

exp(−3K) cosh(x− y + z − w) + exp(−K) cosh(x− y − z − w).

(27)

Substituindo (3.20) na expressão da magnetização Eq. (3.24), observamos que existem

vizinhos comuns devido à presença da interação de segundos vizinhos. Desta maneira,

levando em consideração este aspecto, podemos reescrever esta equação na forma

mA =
DbΩ1 · bΩ2E F (x, y, z, w)|x,y,z,w=0 , (28)

sendo bΩ1 = eK[(σ
A
a−ασBb −ασBo )Dx+(σAh−ασBg −ασBi )Dw] (29)
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e

bΩ2 = eK[(σ
B
c +σ

B
n )(Dx−αDy)].eK[(σ

B
d +σ

B
m)(Dy−αDx−αDz)].

eK[(σ
B
l +σ

B
e )(Dz−αDy−αDw)].eK[(σ

B
f +σ

B
j )(Dw−αDz)]. (30)

A Eq. (3.28) é exata, e nesta dissertação iremos aplicar a identidade de van der

Waerden e aproximação de Zernike para podermos desacoplar o conjunto de equações de

funções de correlação. Assim sendo, a equação de estado ficará

mA = Λ(mA,mB) =
DbΩ1EDbΩ2E F (x, y, z, w)|x,y,z,w=0 , (31)

sendo

DbΩ1E =
hba(Dx) +mA

bb(Dx)
i hba(αDx)−mB

bb(αDx)
i2
.hba(Dw) +mA

bb(Dw)
i hba(αDw)−mB

bb(αDw)
i2

(32)

e

DbΩ2E =
hba(Dx − αDy) +mB

bb(Dx − αDy)
i2
.
hba(Dw − αDz) +mB

bb(Dw − αDz)
i2
.hba(Dy − αDx − αDz) +mB

bb(Dy − αDx − αDz)
i2
.hba(Dz − αDy − αDw) +mB

bb(Dz − αDy − αDw)
i2

(33)

onde ba(KX)=cosh(KX) e bb(KX)=sinh(KX). A Eq. (3.31) foi resolvida analiticamente

usando o software MAPLE para gerar todos os coeficientes, e as expressões são demasi-

adamente grandes para colocarmos neste trabalho. Vamos a seguir analisar cada fase

separadamente:

i) Fase ferromagnética
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As condições de contorno para determinar a equação de estado na fase F correspondem

a mA = mB = m, e assim sendo da Eq. (3.31) teremos

m = ΦF (m) = Λ(m,m). (34)

Resolvendo numericamente a Eq. (3.34) temos que para α < 0.5 a magnetização

é uma função monoticamente decresecente com a temperatura, o que caracteriza uma

transição de fase de 2a ordem.

ii) Fase superantiferromagnética

As condições de contorno para determinar a equação de estado na fase SAF corre-

spondem a mA = −mB = ms, e assim sendo da Eq. (3.31) teremos

ms = ΦSAF (ms) = Λ(ms,−ms). (35)

Fixando um dado valor de α > 0.5 podemos resolver numericamente a Eq. (3.35)

e determinar o parâmetro de ordem ms como uma função de T . Observamos que para

certos valores de α no intervalo 0.5 < α < αt, ms apresenta um comportamento anômalo

o que vai caracterizar uma transição de fase de primeira ordem. Neste caso, ms não decai

a zero continuamente como uma transição de fase de segunda ordem, que é observada

para α > αt. A descontinuidade do parâmetro de ordem na região onde temos transição

de fase de primeira ordem, poderá ser determinada usando a construção de Maxwell

(igualdade entre a energia livre entre as fases P e SAF), e para isto propomos o seguinte

funcional para a energia livre:

Ψ(ms) = λ1(T, α) + λ2(T, α)

⎡⎣m2
s

2
−

msZ
0

ΦSAF (x)dx

⎤⎦ , (36)
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onde λ1(T, α) e λ2(T, α) são parâmetros arbitrários, e a Eq. (3.35) é obtida diretamente

da Eq. (3.36) pelo processo de minimização. Obtivemos analiticamente a expressão

para a energia livre Ψ(ms) que omitimos aqui por ser muito grande, e para determinar

a descontinuidade do parâmetro de ordem resolvemos simultaneamente a Eq. (3.35)

(equação de estado) e a expressão abaixo [ΨSAF (ms) = ΨP (ms = 0)]

m2
s = 2

msZ
0

ΦSAF (x)dx. (37)

Rede cúbica simples

Para a rede cúbica simpes, o estado laminar, que está esquematizado na figura 3-7, é car-

acterizado por apresentar planos com spins ordenados ferromagneticamente e alternados

de sinais ao longo da direção perpendicular aos planos. Por simplicidade, vamos usar

apenas aglomerado com um spin para desenvolver a técnica do operador diferencial. Lo-

calizando o spin central S1 na figura 3-7, vemos que este apresenta seis primeiros vizinhos

(z1 = 6), dos quais quatro deles pertencem à mesma subrede e dois (planos adjacentes)

deles estão em subrede oposta. Temos ainda doze segundos vizinhos (z2 = 12), sendo

que quatro pertencentes ao mesmo plano e portanto mesma subrede, e oito em planos

adjacentes (subredes opostas).

Usando a notação para SA
1 como sendo o spin central e σµi (i = 1 − 18) os spins

circundantes primeiros e segundos vizinhos, o Hamiltoniano (3.1) para este aglomerado

de um spin será escrito como:

−βHA
1 =

"
K

Ã
2X

i=1

σAi +
6X

i=3

σBi

!
− αK

Ã
10X
i=7

σAi +
18X

i=11

σBi

!#
SA
1 . (38)

Seguindo os mesmos procedimentos para obter a Eq. (3.513) na rede quadrada, con-

seguimos as novas variáveis x e y, correspondendo respectivamente a
∙
K

µ
4P

i=1

σAi +
6P

i=5

σBi

¶¸
e
∙
αK

µ
10P
i=7

σAi +
18P

i=11

σBi

¶¸
, ficaremos com
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Figura 3.7: Estado fundamental da fase laminar para uma célula unitária de uma rede
cúbica simples

mA =

*
expK

Ã
4X

i=1

σAi +
6X

i=5

σBi

!
Dx − αK

Ã
10X
i=7

σAi +
18X

i=11

σBi

!
Dy

+
f(x,, y)|x,y=0 (39)

ou, reescrevendo com uso da identidade de van der Waerden:

mA =

*
4Y

i=1

¡
ax + σAi bx

¢ 6Y
i=5

¡
ax + σBi bx

¢ 10Y
i=7

¡
ay − σAi by

¢ 18Y
i=11

¡
ay − σBi by

¢+
f(x,, y)|x,y=0 .

(40)

Agora, aplicando a aproximação de Zernike, a Eq. (3.40) ficará

mA = (ax +mAbx)
4 (ax +mBbx)

2 (ay −mAby)
4 (ay −mBby)

8 f(x,, y)|x,y=0 (41)

Da Eq. (3.41) podemos analisar o comportamento do parâmetro de ordem nas fases
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F e SAF, basta usarmos as condições de contorno apropriadas. Vejamos a seguir cada

fase isoladamente:

i) fase ferromagnética

Usando a condição de contorno representando os spins paralelamente em média sobre

toda a rede cúbica mA = mB = m, da Eq. (3.41) obtemos a seguinte equação de estado:

m = (ax +mbx)
4 (ax +mbx)

2 (ay −mby)
4 (ay −mby)

8 f(x,, y)|x,y=0 = ΦF (m). (42)

De forma semelhante à Eq. (3.36), onde propomos um funcional para a energia livre,

podemos ter uma expressão para a energia livre na fase F dada por

ΨF (m) = λ1F (T, α) + λ2F (T, α)

⎡⎣m2

2
−

mZ
0

ΦF (x)dx

⎤⎦ , (43)

que usando a igualdade entre as energias livres das fases P e F, obtemos da Eq. (3.43)

m2 = 2

mZ
0

ΦF (x)dx. (44)

Resolvendo simultaneamente as Eqs. (3.42) e (3.44) para o parâmetro de frustração

α fixo, encontramos Tc e m. Para uma transição de fase de primeira ordem, obtemos um

valor não nulo para m caracterizando assim a descontinuidade do parâmetro de ordem

na temperatura de transição Tc. Para o caso da transição de fase de segunda ordem,

m = 0, mostrando que a magnetização vai a zero continuamente na temperatura crítica

Tc. Assim sendo, obtemos Tc(α) como uma função do parâmetro α.

ii) fase laminar

Nesta fase laminar (L) temos planos orientados ferromagneticamente e alternados
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antiparalelamente, assim a condição de contorno para esta fase corresponde a mA =

−mB = ms, e, portanto, a equação de estado correspondente será

ms = (ax +msbx)
4 (ax −msbx)

2 (ay −msby)
4 (ay +msby)

8 f(x,, y)|x,y=0 = ΦL(ms),

(45)

e o funcional de energia livre

ΨL(ms) = λ1L(T, α) + λ2L(T, α)

⎡⎣m2
s

2
−

msZ
0

ΦL(x)dx

⎤⎦ . (46)

Semelhantemente ao tratamento anterior para a fase F, da construção de Maxwell obter-

emos

m2
s = 2

msZ
0

ΦL(x)dx. (47)

Temos a mesma linha de raciocínio dada anteriormente para na fase F para obtenção das

linhas de transições de fase de primeira e segunda ordem.

3.3 Diagramas de fases e discussões

Nesta seção iremos analisar o diagrama de fase no plano T − α para o modelo (3.1)

nas redes quadrada (2d) e cúbica simples (3d) usando a técnica do operador diferencial

em aglomerados com N = 1 e N = 4 spins. Nosso referencial qualitativo para os

diagramas de fases está baseado nos resultados das figuras 3-4 e 3-5, respectivamente

para as redes 2d e 3d. Vale salientar que os resultados para a rede 2d (figura 3-4) são

bastante conclusivos, em particular por se tratar de cálculos rigorosos de simulação de

Monte Carlo. Por outro lado, para o caso da rede 3d (figura 3-5) não podemos dizer

o mesmo, pois os cálculos foram baseados em métodos aproximativos (não conclusivos).

Esta dissertação tem como principais objetivos analisar o aspecto do diagrama de fase

da rede 3d e reproduzir a solução da rede 2d, considerada exata.
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Figura 3.8: Diagrama de fase T versus α para o modelo de Ising com interações entre
primeiros e segundos vizinhos numa rede quadrada obtida por EFT-1. Na região 0.5 <
α < 0.68 a transição de fase é de primeira ordem, e o ponto tricrítico está marcada por
um ponto em negrito. As linhas de transições de fases de primeira e segunda ordem estão
representadas por linhas contínuas e pontilhadas, respectivamente. A transição de fase
F-P apresenta erroneamente um ponto tricrítico.

Inicialmente, tratamos a rede quadrada e verificamos que usando teoria de campo

efetivo em aglomerado com um spin (EFT-1) encontramos resultados espúrios para o

diagrama de fase na fase F. Observamos erroneamente a existência de um ponto tricrítico,

resultado este não prevista por simulação de Monte Carlo (figura 3-4) onde foi previsto

apenas transição de segunda ordem ( ponto tricrítico inexiste). Por outro lado, para a

transição de fase entre SAF e P os resultados qualitativos estão em boa concordância,

onde um ponto tricrítico foi previsto, com uma região de transição de fase de primeira

ordem menor que a observada na figura 3-4. Na figura 3-8 apresentamos os resultados

do diagrama de fase obtido por EFT-1.

Atribuímos o resultado espúrio do diagrama de fase F, obtido por EFT-1, na figura 3-8

ao efeito de tamanho finito do aglomerado utilizado. Estendemos inicialmente os cálculos
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para aglomerado com dois spins, mas o resultado espúrio ainda persiste. Devido ao efeito

da frustração na rede, o uso de um aglomerado com quatro spin na forma de um quadrado

não é muito apropriado, principalmente por refletir no próprio aglomerado o problema da

degenerescência implícita provocada pela frustração. Da nossa análise na rede quadrada

a melhor topologia de aglomerado com quatro spins foi na forma linear (ver figura 3-

7). Assim sendo, desenvolvemos a teoria de campo efetivo com quatro spins (EFT-4).

Resolvendo numericamente as Eqs. (3.42), (3.44), (3.45) e (3.47) podemos obter todas

as linhas de transições entre as fases F-P e SAF-P. Com este pequeno estudo de finite

size scaling, foi possível eliminar o resultado espúrio da fase F, obtendo definitivamente o

comportamento qualitativo correto do diagrama de fase em comparação com os resultados

de simulação de Monte Carlo (figura 3-4). Em partucular, a região da ocorrência da

transição de fase de primeira ordem entre as fases SAF e P foi ampliada, mostrando

claramente um certa convergência lenta em direção à solução rigorosa de Monte Carlo.

Na figura 3-9 apresentamos os resultados do diagrama de fase obtido por EFT-4 para o

modelo (3.1) na rede quadrada.

Finalmente, a análise do diagrama de fase para a rede cúbica simples é bastante com-

plexa do ponto de vista computacioonal, o que dificultou bastante uma análise de finite

size scaling. Os nossos cálculos sempre foram feitos em duas etapas: na primeira usamos

o software MAPLE para gerar todos os coeficientes e depois migramos para o programa

de Newton-Raphson (FORTRAN)para calcular as raízes das expressões algébricas não

lineares obtidas previamente no MAPLE. Para aglomerado de um spin (EFT-1) uti-

lizado neste trabalho, geramos um programa FORTRAN de aproximadamente 250 mil

linhas!, o que nos impediu tecnicamente (tempo de dissertação!) de analisar aglomera-

dos maiores nesta dissertação. Nossos resultados do diagrama de fase obtido por EFT-1

para a rede cúbica simples estão apresentados na figura 3-10. O resultado da linha de

transição de fase de primeira ordem para α > 1/4 = 0.25 (fase laminar ou aqui denotada

genericamente de SAF) está de acordo com o previso na figura 3-5. Por outro lado, na

fase F temos a presença de um ponto tricrítico que difere dos resultados da figura 3-5.
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Figura 3.9: Diagrama de fase T versus α para o modelo de Ising com interações entre
primeiros e segundos vizinhos numa rede quadrada obtida por EFT-4. Na região 0.5 <
α < 0.95 a transição de fase é de primeira ordem, e o ponto tricrítico está marcada por
um ponto em negrito. As linhas de transições de fases de primeira e segunda ordem estão
representadas por linhas contínuas e pontilhadas, respectivamente.
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Figura 3.10: Diagrama de fase T versus α para o modelo de Ising com interações entre
primeiros e segundos vizinhos numa rede cúbica simples obtida por EFT-1. O ponto
tricrítico entre as fases F e P está marcado por um ponto em negrito. As linhas de
transições de fases de primeira e segunda ordem estão representadas por linhas contínuas
e pontilhadas, respectivamente.

A princípio, podemos associar esta discrepância do diagrama de fase na fase F ao efeito

de tamanho, assim como foi analisado na rede 2d, mas os resultados da figura 3-5 não

são considerados conclusivos, e, portanto, pode haver certa possibilidade do diagrama de

fase obtido neste trabalho estar qualitativamente correto. Um argumento, um tanto sim-

plificado, para acharmos que os nossos resultados qualitiativos estão corretos, baseia-se

no fato de que para grande dimensionalidade o efeito de tamanho finito é pequeno.
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Capítulo IV

Conclusão e perspectivas futuras

Neste trabalho tivemos como principal objetivo estudar o diagrama de fase de dois mod-

elos com interações competitivas usando teorias de campo efetivo. No capítulo 1, apre-

sentamos uma breve panorama do estudo de comportamento multicrítico em modelos de

spins e resultados experimentais de compostos magnéticos.

No capítulo 2, calculamos o diagrama de fase no plano (T − H) para modelo de

Ising de spin 1/2 numa rede quadrada anisotrópica na presença de um campo longitu-

dinal, que consiste de ligações ferromagnéticas ao longo do eixo x e antiferromagnética

ao longo do eixo y. O estado fundamental deste modelo é conhecido exatamente: para

H < 2Jy o estado é superantiferromagnético e para H > 2Jy temos um estado ferro-

magnético. Aplicamos as aproximações de Bethe-Peierls (BP) e teoria de campo efetivo

em aglomerado com um spin (EFT-1), e verificamos que a primeira metodologia obtém

um comportamento reentrante ao redor do valor H = 2Jy, em concordância com resul-

tados rigorosos[97]. EFT-1 obteve uma temperatura crítica monoticamente decrescente

com o aumento do campo que se anula no campo H = 2Jy. Estudos preliminares em

outros tipos de sistemas de Ising[28] indicam um comportamento correto de diagramas

de fases quando usamos uma análise de finite size scaling. Assim sendo, esperamos que

aumentando o tamanho do aglomerado ou mesmo usando o esquema de grupo de renor-

malização na aproximação de campo efetivo (EFRG) o comportamento reentrante no

105



diagrama de fase seja obtido através da técnica do operador diferencial, em concordância

com os nossos resultados da aproximação de BP e solução rigorosa. Estes resultados

foram aceitos recentemente para publicação no Physical Review B (ver apêndice).

No capítulo 3, o diagrama de fase no plano (T −α) do modelo de Ising com interação

entre primeiros e segundos vizinhos nas redes quadrada e cúbica simples foi obtido através

da técnica do operador diferencial em aglomerados finitos. Este modelo apresenta duas

fases ordenadas, a ferromagnética (ou equivalentemente antiferromagnética) e a super-

antiferromagnética (ou laminar para rede 3d) dependendo do parâmetro de frustração α.

Existe um valor característico αc =
z1
2z2
, tal que para α > αc e α < αc o estado funda-

mental será SAF e F, respectivamente. O efeito térmico induz, dependendo do valor de

α e da dimensão d, comportamento multicítico no diagrama de fase. No caso da rede 2d

obtivemos preliminarmente um resultado contraditório usando EFT-1, que foi um ponto

tricrítico na fase F. Quando usamos EFT-4 recuperamos o diagrama de fase qualitativo

correto obtido por simulação de Monte Carlo. A fase SAF apresenta um ponto tricrítico

ligeiramente inferior ao resultado considerado exato. Os cálculos nesta dissertação sem-

pre fizeram uso do software MAPLE para gerar as expressões analíticas (equação de

estado e funcional de energia livre), que depois foram resolvidas numericamente através

do algoritmo de Newton-Raphson para calcular as raízes de sistemas de equações não

lineares. Para o caso da rede 3d, usando apenas EFT-1, geramos um programa com-

putacional de aproximadamente 250 mil linhas, o que seriamente nos impossibilitou de

usar finite size scaling. O diagrama de fase obtido por EFT-1 para a rede cúbica simples,

na fase F, é diferente do obtido na Ref.105, onde foi previsto neste trabalho um ponto

tricrítico. No caso da fase laminar (ou SAF) obtivemos um linha de primeira ordem.

Os formalismos aqui desenvolvidos podem ser facilmente aplicados em outros sistemas

similares; vejamos alguns exemplos:

i) estudar o efeito do campo transverso no modelo de Ising na rede quadrada anisotrópica;

ii) analisar o efeito de diluição no modelo de Ising na rede quadrada anisotrópica;

iii) generalizar os cálculos do capítulo 2 para tratar uma rede cúbica 3d anisotrópica;
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iv) estudar a transição de fase quântica no modelo do capítulo 3 na presença de um

campo transverso. Este etsudo está sendo feito por Viana na sua tese de doutoramento;

v) aplicar finite size scaling no modelo do capítulo 3 na rede cúbica simples; etc.

Na nossa opinião, no que se trata de um trabalho de dissertação, achamos ter al-

cançado o objetivo.
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