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Resumo

Uma versao do modelo de van Hemmen, bem como a extensao anisotrépica do mesmo
estd apresentada. A anélise dos diagramas de fases foi desenvolvida para o caso de spin S = %,

J(&im;+E€m; .
W, onde J é uma

le % Neste modelo temos a interacao de longo alcance do tipo J;; =
constante, N o nimero de particulas e §; e 7, sao varidveis aleatérias da interagao de troca J;;
que sao sujeitas a uma distribui¢ao de probabilidade generalizada P (§;,n;) = P (§;) P (n;). Para
o estudo do comportamento multicritico das transicoes de fases aplicamos ao sistema do modelo
uma distribuigdo de probabilidade bimodal. Dessa forma serao analisadas e discutidas como
esta distribuicao contribui para os resultados a serem obtidos e apresentados nos diagramas de
fases em funcao dos parametros de interagao Jy e anisotropia D. Sendo assim, realizada uma
andlise matemadtica bem como uma discussao sobre os comportamentos dos tipos de transigoes
de fase do modelo. Dependendo do valor do spin S e do parametro de anisotropia reduzido
d= %, temos observado nos diagramas de fases transicoes de primeira e segunda ordem no
plano T'— Jg e T'— D (onde T é a temperatura) com a presenga de um ponto tricritico (para o
caso S = 1) que intercepta essas duas linhas criticas e um ponto critico terminal (para S = %)
que finaliza a linha critica de primeira ordem. Apresentamos os comportamentos de algumas

propriedades termodinamicas em funcao da temperatura 1" para valores diversos do parametro

de anisotropia reduzido d.



Abstract

A particular version of the van Hemmen model and its anisotropic extension have been
studied. The phase diagrams for the cases of spin S = %, 1 and % have been considered. In

this model we use a long-range interaction of the type J;; = W

, where J is constant,
N the number of particles and &; and 7n; are random variables of the exchange interaction J;;
subject to a generalized probability distribution given by P (§;,n;) = P (§;) P (n;). In order
to study the multicritical properties of the phase transition, a bimodal distribution has been
considered and, there by, the effect of this distribution on the phase diagrams in function of
the interaction parameters Jy and anisotropy D have been analyzed and discussed. Thus, a
mathematical analysis as well as a detailed discussion about the behaviour of the types of the
phase transition typical of this model have been performed. Depending on the value of the spin
S and the reduced anisotropy parameter, d = %, we have observed, in the phase diagrams,
first and second order transitions in the 7' — Jy and T'— D planes (where T is the temperature)
with the existence of a tricritical point for S = 1 that intersects these two critical lines and a
terminal critical point for S = % which terminates the first-order critical line. We have also

presented the behaviour of the temperature dependencies of few thermodynamic properties for

some values of the reduced anisotropic parameter, d.



Capitulo 1

Vidro de Spin

1.1 Introducao

Conhecer as propriedades elétricas e magnéticas dos metais sempre norteou pesquisas cienti-
ficas, no sentido de se esclarecer os comportamentos coletivo e isolado dos dtomos que compdem
estes sélidos. Isto é de grande relevancia, pois, sob certas condi¢oes de temperatura, campo
magnético aplicado, etc., consegue-se vislumbrar ou mesmo definir a estrutura interna destes
materiais, de modo que se pode melhor decidir a cerca de quais elementos podem ser coligados
e em que dose, com a seguranca de se obter uma estrutura cristalina estavel.

Citando apenas duas aplicacOes, a importancia tecnolégica destes estudos estimula pesquisa-
dores pertencentes ao campo da metalurgia, na procura de composicoes metdlicas mais re-
sistentes ou mais maledveis, ou ao campo da eletronica, onde ligas mais resistivas ou melhores
condutoras, tanto eletricamente como magneticamente, estdo relacionadas a fidelidade de re-
produgoes sonoras e visuais, substantivos tao presentes e de imperiosa utilidade no cotidiano
de qualquer sociedade.

A 4rea de estudos sobre compostos metélicos foi bastante ampliada, tornando cada vez mais
especifica a pesquisa cientifica. Este trabalho nao fugindo a regra, estd dedicado & andlise de um
modelo tedrico para uma classe de sistemas diluidos, denominada vidro de spin, cujo interesse
repousa no compreender mais fundo (ou talvez mesmo completamente) do comportamento de
sistemas desordenados.

Este capitulo tem nas suas préximas secoes mostrar o histérico dos vidros de spin e teo-
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rias relacionadas a este tipo de sistema. Longe de discutir todo o caminho percorrido pelos
especialistas, apenas estao apresentadas algumas contribuicées fundamentais historicamente e

conceitualmente, e inclusive alguns enganos que sempre levam a um procedimento mais critico.

1.2 Um breve histérico sobre vidro de spins

Os procedimentos experimentais e tedricos usados para se obter informagoes relativas aos
comportamentos coletivo e isolado dos dtomos em metais magnéticos, consistem em observar
as respostas destes quando submetidos a variagoes de temperatura e/ou do campo magnético,
através da medicao de quantidades como o calor especifico e/ou susceptibilidade magnética. No
tratamento tedrico ha o auxilio de diagramas de fases e da energia livre.

Inicialmente, os pesquisadores buscaram o conhecimento das interagoes coletivas. Vérios
modelos foram propostos para justificar as observagoes (a divergéncia na susceptibilidade indi-
cando mudanca de fase no caso da transigao ferromagnética) como os modelos de Heisenberg,
de Ising, etc. [1] ou aproximagoes matemdticas como o Campo Molecular de Weiss [2] ou as
técnicas do Grupo de Renormalizagao [3]. Hoje as idéias sobre tais propriedades j& estdao bem
estabelecidas.

Inquietava outros cientistas a forma como os dtomos se comportavam isoladamente. Estes
passaram entao & procura de como se processam individualmente as interagoes entre os sitios
magnéticos [4, 5, 6], e para isso é necessdrio isold-los, de modo a impedir efeitos cooperativo.
Ligas de atomos magnéticos (impurezas) diluidos em Matrizes ndo magnéticas foram desen-
volvidas (CuFe, AuCr, AgMn, AuFe, CuMn, etc) e submetidos a variagoes de temperatura
e campo externo, seguindo o mesmo caminho mencionado acima. Notou-se entao que havia
algo diferente no sistema, pois a susceptibilidade apresentou um comportamento Curie-Weiss
modificado para altas temperaturas, estudando-se a liga CuFe [4]. Estava apenas comegando
o interesse por ligas magnéticas. Mais tarde Bitter e Kaufmann [5] observaram que, a tem-
peratura ambiente, a susceptibilidade em funcéo da concentracao de impurezas, para a mesma
liga, crescia até 0,7% de ferro. Para concentracoes mais altas este composto apresentava uma
mudanca de comportamento por eles atribuida a alguma interagao existente entre as impurezas,

ou que na preparacao da liga nao se tinha obtido uma distribuicao satisfatéria dos dtomos de
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ferro na matriz de cobre.

Estas observagoes precisavam ser cuidadosamente analisadas, e isto despertou o interesse de
grande parcela da comunidade cientifica, que buscou conhecer, por exemplo, o efeito da concen-
tragao de sitios magnéticos nas respostas das amostras. Para isso é preciso saber como preparar
a amostra: escolhem-se os participantes da mistura, de acordo com suas propriedades, tentando
evitar problemas de estabilidade estrutural; procura-se homogeneizar o méximo possivel o com-
posto submetendo seus constituintes a uma alta temperatura que, apés um determinado tempo
de "cozimento" (annealing) é baixada bruscamente. Este tempo de "cozimento" ¢ fundamental
para o grau de homogeneidade, ou aleatoriedade da localizacdo das impurezas magnéticas. O
baixar brusco da temperatura torna o sistema "temperado" (quenched). Ou seja, no sistema
quenched as impurezas estao fixas, distribuidas aleatoriamente por todo o cristal nao magnético,
gerando desordem magnética.

A porcentagem de dtomos magnéticos que participa da composicao da liga é fator funda-
mental no momento de escolhermos que tipo de fendmeno almejamos observar. Se tomamos
concentragoes magnéticas bastante elevadas, o interesse certamente é o estudo de propriedades
coletivas do sistema. No limite de muito baixas concentragoes, ou seja, ligas que em sua com-
posicao estao presentes impurezas magnéticas em irriséria quantidade, estes dtomos estarao
suficientemente afastados, de maneira a possibilitar o estudo do problema de uma tnica im-
pureza magnética num meio ndo magnético. E o chamado problema Kondo [7, 8]. Este efeito
estd relacionado & alteracao que ocorre no meio nao magnético devido a adi¢ao de impurezas
magnéticas na vizinhanga de sua posi¢ao, e na prépria impureza, conseqiientemente (mostra
que o espalhamento de um elétron pela impureza deve ser tratado como um problema de muitos
corpos!). Este é exatamente o ponto de partida para entendermos o que acontece com a ordem
magnética da liga, quando a concentracao nao corresponde a qualquer um desses dois limites.
E neste regime de concentracao que estaremos interessados. Tentemos entao compreender como
se processam as interacoes entre os dtomos magnéticos nestas ligas.

A presenga da impureza gera uma perturbacgao local. Os elétrons de condugao do metal que
sao espalhados por este sitio podem adquirir caracteristicas magnéticas diferentes das intrinse-
cas, e ao serem espalhadas por uma outra impureza, indiretamente geram uma interagao entre

as duas.
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Figura 1.1: Esboco esquemaético dos momentos magnéticos aleatoriamente distribuidos na ma-
triz metdlica, e o grafico da interacgao RKKY em fungao da distancia . Um dtomo em A interage
antiferromagneticamente com o sitio da origem, e com o sitio em B ferromagneticamente, com
menor intensidade.

Usando técnicas de RMN (Ressonancia Magnética Nuclear), Rudermenn e Kittel [9] foram os
primeiros a tratar o problema destas interagoes. Posteriormente surgem Kasuya [10] e Yosida
[11] que, utilizando o modelo de Zener (modelo s-d) [12] para metais de transigdo, no qual
se assume que os elétrons do orbital d ficam localizados nos sitios magnéticos enquanto os
elétrons do orbital s sao itinerantes por todo o cristal, levando as informacbes magnéticas,
completaram o que hoje se conhece como interagao RKKY (apesar da contribui¢ao de Friedel
[13], que primeiro tratou das condigoes nas quais haveria a formagao de momentos magnéticos
nas impurezas diluidas em metais simples). A grandes distancias esta interacio depende de r—3
e é extremamente oscilante no sinal num periodo comparével ao espagamento da rede, conforme

estd esquematizado na figura 1.1.

A interacao J(r) para grandes distancias ¢ dada por

cos (Kpr)

J(r) = Jo (Kpr)?

(1.1)
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onde Kr é vetor de onda da esfera de Fermi.

Contemporaneamente aos estudos tedricos perfilam-se resultados experimentais algo interes-
santes em busca de explicagoes: Zimmermann e Hoare [14] obtiveram que a adigdo de manganés
numa matriz de cobre contribui largamente para o calor especifico (com concentragdes entre
0,17% e 4,0 %) ; J. Owen, Browne, Knight e Kittel [15] observaram uma cispide na suscep-
tibilidade linear para uma certa temperatura 7Ty e a dependéncia deste comportamento com a
concentracao de impurezas. Mais ainda, abaixo de Ty a teoria de Curie-Weiss néo foi verifi-
cada. Outras experiéncias foram feitas e reproduziram os resultados acima citados, inclusive
em outras ligas, e a justificativa mais aceita era a existéncia de uma transicao gradual para um
tipo novo de antiferromagnetismo, ja que nao havia magnetizagao no sistema.

A aceitacao da interagdo RKKY como mediadora dos acoplamentos entre as impurezas s6
comegou a acontecer no inicio da década de 60, quando Marshall [16], usando esta interagao,
explicou os resultados de Zimmermann e Hoare [14] e mostrou a inadequagdo da teoria de
Overhauser [17], que atribufa as cispides e méximos do calor especifico a um tipo diferente
de antiferromagnetismo, baseado na possivel existéncia de uma densidade estédtica de ondas de
spin. Medig¢oes do momento magnético das impurezas revelaram valores como 2 ou %, de modo
que nao poderia haver ondas de spin. Outros trabalhos que corroboraram as afirmagoes de
Marshall [16] foram os de Klein e Brout [18] e Klein [19, 20, 21].

E justamente no final da década de sessenta, em meio a este grande entusiasmo de trabalhos,
envolvendo principalmente a liga AuFe, que se mostrava como padrao (esta liga apresenta muito
bem o efeito de uma tnica impureza, bem como estabilidade estrutural quando submetida a
variagoes de concentragao), como também a liga CuMn, para a observacao deste fendmeno, que
nascem as primeiras certezas impelindo os estudiosos no sentido de que os momentos magnéticos
das impurezas nestas ligas, abaixo de Tp, estariam orientados aleatoriamente, nao havendo
qualquer tipo de ordenamento antiferromagnético. Neste mesmo periodo, Bryan Coles em 1968,
comparando o desordenamento magnético das impurezas com a estrutura dos vidros ordindrios,
onde as posicoes de seus constituintes nao tém uma ordem espacial definida, sugere o termo
vidro de spin (spin glass). Mesmo depois de tantas evidéncias havia alguns relutantes que ainda
preferiam pensar em termos de uma mistura de ferromagnetismo com antiferromagnetismo e

surge a sugestao do termo mictomagnetismo, que foi naturalmente se tornando inadequado.
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Jé com o nome de vidro de spin, a temperatura da real ou aparente mudanca de fase
ficou conhecida como temperatura de congelamento, Ty (ou freezing temperature), abaixo da
qual os spins estariam congelados com orientacoes completamente aleatdrias, geradas por uma
correlagdo nao convencional entre eles.

O grande impeto, no entanto, ocorreu no inicio dos anos 70, com as experiéncias de Cannella
e Mydosh em 1971 [22]. Estas foram realizadas com algumas amostras, a saber, CuMn, AuMn,
AuCr, mas principalmente AuFe por razoes ja expostas e concentragoes as mais variadas. A
susceptibilidade a.c. foi medida e foram observadas as ctispides nas mesmas temperaturas de
congelamento para as védrias amostras, independentemente da freqiiéncia usada. A aplicagdo de
baixos campos reproduziu o arredondamento do pico, tal como ja observado em técnicas d.c.

(conforme a figura 1.2 e 1.3) [23, 24].

O calor especifico (¢) apresentou um méximo abaulado numa temperatura diferente daquela
na qual acontecera a cuspide na susceptibilidade conforme vemos na figura 1.4 para o CuMn
com 2.79 em porcentagem de Mn, e na figura 1.5 para Eu,Sr;_,S '. Encontrou-se também
que Tt ~ 5 e para baixas concentracoes esta dependéncia é praticamente linear. Abaixo de
T'; os momentos das impurezas nao variariam rapidamente com o tempo, mas permaneceriam
com uma orientacao aleatéria fixa. Mais ainda, quando a temperatura tende a zero, a sus-
ceptibilidade assume um valor finito, x,, (0) e a razao —XEE(TO—f)) tem um valor aproximadamente

m
constante, 0,6, para concentragdes no intervalo 0,1% < ¢ < 5%. Finalmente, acima de T a

susceptibilidade tem um comportamento Curie-Weiss modificado, como jé suposto por Bitter e

Kaufmann [4]. Ou seja,

C

X = T_9 (1.2)

onde C' = Dg2u23‘]§JT+Bl) e D é a densidade de 4tomos magnéticos e 8 é a temperatura de Curie.

Em todos estes resultados o mais surpreendente é a reproducao de Ty para a susceptibilidade
a. c. , independente da freqiiéncia de oscilagdo do campo externo aplicado. Fica caracterizado
um comportamento critico observado em transicoes de fase ordindrias. Acreditou-se entdo na

existéncia de um fendmeno coletivo, com uma transi¢ao para uma fase inteiramente diferente.

!Um comportamento similar tem sido também observado no composto CuMn em outras concentragdes [25,
26, 27, 28, 29, 30] , AuFe [31], PtMn [32, 33, 34, 35], nos amorfos Zr3oCusoFe1o [36] e GdAlz [37], no composto
ThGd [38] e etc.
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Figura 1.2: Susceptibilidade x a.c. do CuMn com 0.1% de Mn (x), AgMn com 0.5% de Mn
(o), AuMn com 0.5% de Mn (+), AuCr com 0.2% de Cr (A), e AgMn com 1.0% de Mn ()
versus temperatura 7' para o campo magnético H = 20 Oe e 100 Hz [22].

16



Figura 1.3: Susceptibilidade x como fun¢ao da temperatura T para CuMn com 0.9% de Mn
para a frequéncia 1.33kHz (H), 234 Hz (o), 10.4 Hz (x) e 2.6 Hz (A) [39].

17



200 I I ]

o
o

alloy)

0o

C (mJd /K- mol

20

0 50 |él_|:l 15.0 200
T (K)

Figura 1.4: Calor especifico ¢ do CuMn com 2.79% de Mn versus temperatura T para variados
campos magnéticos [40].
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Figura 1.5: Calor Especifico ¢ por dtomo de Fu dividido por KgT versus temperatura T em
varios campos aplicados (em unidade tesla) para Fu;Sr;_,S com z = 0.40 e z = 0.54. No
detalhe acima é mostrado o comportamento a campo nulo num grafico log-log. A temperatura
de transicao 7T’ (transicao vidro de spin) e T¢. (transi¢ao para a fase ferromagnética, ocorrendo
para x = 0.54) é indicado pela seta [41].
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1.3 Modelos Tedricos desenvolvidos e conceitos em vidros de
spin

Enquanto experimentalmente Cannella e Mydosh sugerem a existéncia de um comporta-
mento magnético completamente diferente, possivelmente com transicdao de fase, para sistemas
diluidos numa determinada faixa de concentragao, nos quais os momentos magnéticos teriam
orientagoes aleatérias abaixo de uma temperatura critica, 1, e interagiriam via o acoplamento
RKKY, teoricamente aparece nublado o caminho para se estabelecer um modelo que bem re-
presente estas observacgoes.

A natureza aleatéria de um vidro de spin mostra que certamente a magnetizacao néo é um
bom parametro para caracterizar a estrutura interna deste sistema e, mais que isso, o campo
magnético nao é o pardmetro externo associado, de maneira que a susceptibilidade nao é a
grandeza apropria da para se decidir sobre o comportamento dos dtomos magnéticos abaixo de
T't. Isto levou a sugestao de que a susceptibilidade nao linear,y;,,;, seria a quantidade adequada
para caracterizar a resposta do sistema na regiao da transicao vidro de spin. y,,; € o coeficiente

da parcela em h? da magnetizacio. A saber,
m = xh — Xp1h® + ... (1.3)

Mede-se, entao, a susceptibilidade nao linear e encontra-se uma singularidade em 7'y similar
a observada na susceptibilidade linear na transicao ferromagnética. E assim, indicios de uma
transicao de fase. Esta historicamente deve ter sido a maior evidéncia de uma nova transigao.

Como pouco se conhecia a cerca da ordem interna ou também como tornar formal a interagao
RKKY, tratar os vidros de spin inicialmente através de teorias de campo médio certamente era
o caminho indicado. Edwards e Anderson [42] apresentaram a proposta tedrica, usando a teoria
de campo molecular, de um modelo de alcance finito (Modelo EA). Tendo em vista a desordem

que certamente estd presente no sistema, eles propuseram um modelo regido pelo Hamiltoniano

Hpa = — Z JijSiS; — HZ S, (1.4)
(27) i

onde (ij) indica um par de primeiros vizinhos, J;; ¢ a interacao aleatéria e H o campo externo.
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As ligacoes J;; sao tomadas independentes, com distribuicao de probabilidades idénticas e
simétricas, de modo que seu valor médio < J;; > (média configuracional) seja nulo. Ou

ainda, se P (J;;) ¢ a distribuicao de probabilidade, temos
< Jl'j >= / P(JZ) Jideij =0. (15)

Para discussoes tedricas é mais conveniente usar a distribuicdo gaussiana de probabilidades. A

saber
1 I8

=——2e¢ 2/7, 1.6
vVonJ (16)

onde a varidncia J determina a largura da distribuigao.

P (Jij)

P(J)

1y

Figura 1.6: Distribuicao gaussiana de probabilidade.

Mas,se hd uma mudanca de fase, é necessdrio um parametro de ordem que caracterize
a transi¢do. A aleatoriedade da orientagdo individual dos spins os levou a sugestao de um

parametro ligado a correlacao entre as polarizacoes possiveis de um mesmo sitio. Este parametro
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é qpa (Edwards e Anderson), e sua forma é

qpa = % Z (Si)% A (1.7)
onde < .... >7 é a média termodinamica e < .... >4 a média configuracional. Em altas temper-
aturas a entropia torna o sistema paramagnético, ¢ = 0. Em T' < T}, ¢ comega a ser diferente
de zero e em T = 0, como S; = +1, temos g = 1.

O tratamento analitico é impedido pela grande quantidade de dificuldades matematicas,
de maneira que é necessario utilizar procedimentos numéricos e truques para contornar os
obstéculos. Vejamos ainda assim alguns problemas inerentes a estes artificios.

Numericamente, o nimero de passos necessédrios a obtencao do estado fundamental cresce
mais rapidamente que qualquer poténcia do nimero de sitios considerados V.

Calcular médias de logaritmos de fungdes ¢ bem mais complicado do que calcular médias de
funcoes de poténcias. Eles entao propuseram a aplicacao do truque das réplicas, que consiste
na construcao de n réplicas do sistema original com n fungoes de particdo, lembrando que

1 0 nlnZ\ _ 1; 2 n
InZ = 71112% o (e ) = lim — (Z"), (1.8)

onde estd assumido que é possivel fazer a continuacao analitica de uma funcao definida com
n € Z paran € Ry. Um grave problema que aflora deste artificio é o fato de ser possivel
construir um numero infinito de curvas através de um conjunto discreto de pontos, de modo
que a continuacao analitica nao é um processo unico. Dribla-se este problema tratando-se n
inteiro até que seja conveniente tomé-lo como real. Isto é bastante incoerente do ponto de
vista matemaético, mas o que na realidade se faz é observar se hé conseqiiéncias fisicas sensiveis
neste procedimento. Em nao havendo é necessario retornar ao ponto inicial, rediscutir os
absurdos matemadticos, ambigiiidades de solugoes, etc., até que sejam conseguidos resultados
bem estabelecidos.

Nao precisamos entrar em detalhes matemdticos, no entanto, para encontrar problemas
insoliveis analiticamente neste modelo. Por exemplo, para A = 0, o modelo tem simetria
up-down, ou seja, Hpa {S;} = Hgpa{—S:;}. Logo, o nimero de spins-up ¢ o mesmo que o de

spins-down. Assim, (S;) é nulo, e conseqiientemente, gg 4 também o serd. Para um ferromagneto
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contorna-se este problema aplicando-se um campo H — 04 , tornando invdlido o argumento
de simetria, de modo que o sistema se define por um estado fundamental. N&o se conhece
o similar do campo magnético para um vidro de spin de modo que nao se pode eliminar a
degenerescéncia. Mas ainda nao se sabe a distribuigao de S; (H = 0) para um dado conjunto
de JZJ

Estes nao sao os unicos problemas, mas a despeito deles, Edwards e Anderson encontraram
uma susceptibilidade linear constante para T’ — 0, comportamento este préximo aos resultados
experimentais. Também observaram uma cuspide no calor especifico que nao era negada nem
confirmada experimentalmente.

Para as dificuldades encontradas por Edwards e Anderson [42], como um modelo de curto
alcance, a prépria histéria sugere que se estude o modelo nao fisico com interacao de alcance
infinito, assumindo-se posteriormente aproximagoes, tentando levéd-lo a uma formulacdo que
represente mais aproximadamente a real situagao fisica.

Isto se deu no mesmo ano, através de Sherrington e Kirkpatrick [43]. Eles propuseram um
modelo de campo médio com alcance infinito (modelo SK) analisado através do método de
réplicas simétricas, onde as n réplicas eram supostas equivalente.

Como ocorre nas teorias de alcance infinito, os cdlculos se tornam mais simples e se esperava
houvesse um grande melhoramento no conhecimento sobre os vidros de spin e certamente na
solugéo também do modelo de Edwards e Anderson. No entanto, eles mesmos verificaram que
no limite de T' = 0 foi encontrado uma entropia negativa e sugeriram que o problema deveria
ter sido causado pela troca dos limites n — 0 e N — oo (limite termodindmico), durante a
obtengao da energia livre. A teoria fornecia apenas boas informacoes em T e acima desta.
Calculos computacionais para este modelo foram desenvolvidos, célculos estes que confirmaram
as predicoes do diagrama de fases [44].

Em 1976, usando uma técnica de campo médio, que leva em consideracao tanto o valor
médio do spin por sitio, quanto a flutuacao média quadrdtica desta quantidade, Thouless,
Anderson e Palmer [45] apresentaram uma solugao que reproduziu os resultados de SK em T
e temperaturas mais altas, e resolveu o problema da entropia negativa para 1" < T%.

Em 1977 de Almeida e Thouless [46] , apesar de nao resolverem o modelo SK, demonstraram

a existéncia de uma linha que estabelece o limite de estabilidade da solucio SK. E justamente
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sob a linha, no limite de baixas temperaturas, na regiao de ocorréncia da instabilidade, que
estd definida a fase vidro de spin. Daf a solu¢ao SK fornecer uma entropia negativa em 7' = 0.
Eles entao propuseram que a simetria entre as réplicas gera instabilidade e sugeriram a quebra
desta simetria para baixas temperaturas. Para altas temperaturas a solucao SK é estdvel, como
mostra a igualdade dos resultados obtidos usando-se dois métodos diferentes.

A teoria de quebra das réplicas simétricas que acredita-se resolver o modelo de Sherrington
e Kirkpatrick foi apresentada por Parisi [47], mostrando inclusive a confirmacao da linha de
Almeida e Thouless. A sofisticacdo matemadtica desta teoria, no entanto, impediu sua plena
interpretacao e isto perdurou por alguns anos, além do problema relacionado a estdtica do
modelo, que s6 foi resolvido posteriormente pelo préprio Parisi [48].

Uma contribuicao que verificou a estabilidade da solugao proposta por Parisi para o modelo
de SK foi apresentada por de Dominicis e Kondor [49, 50].

Em meio a estas sugestoes, tao complicadas matematicamente, alguns autores propoem
modelos mais simples, com solugao exata. Mattis [51] propos um modelo de campo médio

definido pelo Hamiltoniano abaixo
HMZ—ZJZ‘;UZ‘UJ'—HZ%, (1.9)
i i

onde 7, j indica a soma sobre todos os pares com i # j, g; sao varidveie de spin de Ising, o; = +1,
Ji; é dada por
Jij = J (Rij) €i€5, € = 1 (1.10)

sendo R;; a distdncia que separa os sitios ¢ e j, e H a interacao com o campo externo. Os
cédlculos apresentam uma descontinuidade na segunda derivada da energia livre em relagao ao
campo H, mostrando uma transicdo de fase a temperaturas finitas. Sao discutidas algumas
caracteristicas da susceptibilidade, mas, no entanto, o préprio Mattis, neste mesmo trabalho,

sugere uma transformacao, conhecida como a transformagao de Mattis, que estd a seguir:
o; — €0;. (1.11)

Isto foi determinante pois, com H = 0, o Hamiltoniano passa a representar um ferromagneto
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+J

Figura 1.7: Plaqueta triangular frustrada

simples, com transigao de fase conhecida. Na realidade, este modelo apresenta apenas uma des-
ordem regular (a transi¢ao ocorre de uma fase paramagnética a uma fase desordenada regular),
onde ligacoes positivas e negativas estao dispostas aleatoriamente na rede, mas sem gerar um
efeito, fundamental para a existéncia de ordem vidro de spin que ¢é a frustragdo. Para entender
o conceito de frustragao é suficiente compreender a figura 1.7 , onde a interagao J é positiva, e
{01, 09,03} sao spins de Ising. Perceba que nao hd como orientar os spins na plaqueta de modo
que todas as ligacoes e orientacgoes dos spins estejam satisfeitas (antiferromagnética).

Em 1977 Toulouse [52] discutiu o problema da frustragao e apresentou uma definigao deste

conceito, inclusive com interpretagdo geométrica, através de uma funcao @, definida por

=17, (1.12)

onde C' ¢ um contorno fechado escolhido na rede, os J;; sao as ligagoes que perfazem este
contorno. Se ® > 0 nao hé frustracdo, ou seja (ver figura 1.8 ), partindo de B e indo até A,
usando os dois trajetos, o sitio em A nao recebe informagées conflitantes. Se, no entanto, ® < 0,
¢é tanto favoravel ao spin em A estd para cima ou para baixo, tendo em mente as varidveis de
spin de Ising (0; = +1). No primeiro caso o nimero de ligagoes negativas deve ser par, e no

segundo impar. Apenas neste tltimo, por causa da frustragdo, existe, entao, a possibilidade de
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haver vidro de spin.

Figura 1.8: Representacdo de um contorno numa rede quadrada para o cdlculo da fungao
frustragao.

Seguindo o mesmo espirito, van Hemmen [53, 54] sugere um modelo de alcance infinito com
solugéo exata, que contém aleatoriedade e frustracdo, no qual este trabalho estard plenamente
embasado.

Apesar de apresentar frustracéo, o conceito de metaestabilidade que para os vidros de spin
espera-se ser o nimero de estados metaestdveis do sistema crescente monotonicamente com
o nimero de sftios da rede, nao é satisfeito. Isto estd bem discutido no trabalho de Choy e
Sherrington [55], onde mostra-se que o nimero de estados acessiveis ao sistema independe do
tamanho da rede e se resume ao nimero de solucoes do sistema de equacoes para os parametros
de ordem.

O modelo de van Hemmen é definido pelo Hamiltoniano

Jo
HN:_( '>Waiaj_<Z%JijUi0j_HZJi7 (1.13)
1,j ,J ¢
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onde (i,7) representa soma sobre todos os pares ¢ e j com i # j; Jy ¢ uma interagao ferro-

magnética, o; = =1, H é o campo externo e J;; é a interacao aleatéria dada por

J
Jij = N (&mj+€m;) (1.14)

onde &, e 1; sao varidveis aleatdrias, independentes, sujeitas a distribuigao de probabilidade
P (&,m). A forma de J;; tem essencialmente uma razao que é o alto pico em J;; = 0.
Este modelo recai numa classe de modelos mais geral discutida por Sherrington [43], definida

pelo Hamiltoniano

J
H = —W;sj.usj —;fi (Si), (1.15)

onde os spins sao definidos por vetores colunas e U é uma matriz hermitiana; f; (5;) sdo fungoes
locais de spin que podem ser de diferentes formas ou magnitudes em diferentes sitios (exemplos:
um campo aleatério externo, f; (S;) = E?Z ou um campo cristalino, f; (S;) = DiSf).

Sherrington apresenta uma discussao geral essencialmente ligada a distribui¢ao de proba-
bilidade a qual f; (S;) estd sujeita. de Almeida e Brady Moreira [57] estenderam o modelo de
van Hemmen ao caso anisotrépico e discutiram a situacao em que Jy = 0.

A introducao da anisotropia torna necessario que a varidvel de spin seja maior que % (em
particular S = 1 que foi o caso analisado), o que é fundamental para o aumento de valores
possiveis dos pardmetros de ordem para uma constante anisotrépica negativa.

O efeito da anisotropia num vidro de spin foi observado experimentalmente por Dumas [58]
no composto (Ti;xVyx)203 e Ghatak apresentou um modelo envolvendo anisotropia que bem
representa os resultados experimentais. Os modelos apresentados nao contemplam todas as
rotas seguidas menos ainda a grande quantidade de contribuigoes que existe na literatura. O
vidro de spin ocorre também, por exemplo, em sistemas amorfos, onde a frustracao nao se deve
a interacao RKKY ou distribuicao aleatéria das impurezas, mas & propria estrutura deformada
da liga. Havendo ligagoes positivas e negativas no sistema, a irregular distribuicao espacial dos
sftios magnéticos pode dar lugar & frustragao e, assim, a conseqiiente possibilidade de vidro de

spin.
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1.4 Organizagao desta dissertacao

A generalizagdo do modelo VH (van Hemmen), incluindo, por exemplo campo transverso
[59], campo cristalino [57], campo aleatério [60], interagao de multispin [61] e anisotropia biaxial
[62], tem sido feita na literatura. Apesar deste modelo nao representar genuinamente um vidro
de spin, estas generalizagoes sao do ponto de vista tedrico estimulantes por apresentar diagramas
de fase ricos. Do ponto de vista experimental, o modelo VH é capaz de reproduzir a cuspide
da susceptibilidade.

No capitulo 2 discutimos o diagrama de fase do modelo VH , onde desenvolveremos todos
os célculos para o caso da distribui¢do bimodal para as varidveis aleatdrias. Identificaremos as
diversas fases no sistema: ferromagnética, vidro de spin e mista.

No capitulo 3, o modelo VH de spin % serd estudado em detalhe onde focalizaremos apenas
analisar diagramas de fases.

Finalmente, no capitulo 4 apresentamos as conclusoes deste trabalho.
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Capitulo 2

Modelo de van Hemmen

2.1 Introducgao

Baseado nas caracteristicas reconhecidas de um vidro de spin, van Hemmen [53, 54] propos
um modelo simples com solucdo exata que contém aleatoriedade e frustracdo, caracteristicas
fundamentais para um sistema magnético apresentar ordem vidro de spin, e que nao precisa do
artificio de réplicas para ser resolvido.

Mesmo que nao descreva um vidro de spin no sentido completo, a condicao de que o nimero
de estados metaestédveis seja crescente com o mimero de sitios nao ¢ respeitada [55], este modelo
apresenta algumas caracteristicas tipicas de um vidro de spin, de modo que seu estudo pode
gerar sugestoes que contribuam para o esclarecimento de modelos mais complexos, como o de
Sherrington e Kirkpatrick [43] com interagdo gaussiana de longo alcance, que nao permite um
tratamento analitico simples, apesar de mostrar uma transicdo de fase vidro de spin e uma
fase mista, fase esta também prevista na proposicao de van Hemmen. Além do mais este
modelo tem sido amplamente investigado (exemplo [59, 60, 61, 63, 64], etc) e se mostrado til
na investigagdo das propriedades magnéticas de sistemas como GayFej_, [NiCr] O4 que sob

determinadas condigbes apresenta a fase vidro de spin [65].
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2.2 Modelo classico generalizado

Esta segao serd dedicada a discussdo do modelo de van Hemmen (VH) generalizado en-
volvendo anisotropia, e sem a preocupacao de estabelecer os valores das varidveis de spin.
Deixaremos as secoes seguintes as particularizagoes que levam ao modelo original e & expansao
deste modelo a qual analisamos.

O Hamiltoniano que representa a generalizagdo do modelo VH original est4 definido a seguir
Jo
Hy=—3D 88— JiSiSj—HY S$i—D) S, (2.1)
(4,) (4.4) i i
onde Jy é o acoplamento ferromagnético direto, fundamental para a existéncia da fase mista,

H ¢é o campo externo, J;; é a interacao aleatéria com a forma

Jij =~ (&mj +&m;) » (2.2)

=| <

onde &; e n; sao varidveis aleatdrias independentes, sujeitas a uma distribuicao de probabilidade
P(;,m;) = P(&)P(n;) e D é a anisotropia cuja introdugao é responsével pelo aumento do
nimero de fases possiveis por ocasido da obtengao das fases do estado fundamental: (i, j)
indica, novamente, soma sobre todos os possiveis pares i, j com i #* j; S; sdo varidveis de
spin inteiras ou semi-inteiras. O uso de S; diferente de +1 se deve a introdugéao do pardmetro
anisotrépico, pois se S; = £1, D nao introduziria qualquer outro efeito.

Discutindo um pouco sobre a diluicao que um sistema magnético pode comportar, encon-
tramos dois tipos, a saber, a diluicdo annealed e a quenched. A primeira delas é uma diluigao
onde a aleatoriedade, quer seja de sitio ou ligacao, varia em toda rede em funcao da tempe
ratura, campo externo, concentracao, etc, organizando-se de modo a manter minima a energia
livre. Um sistema com uma dilui¢ao desta natureza nao deve apresentar transicao de fase vidro
de spin, pois nao hé frustragdo. A diluicdo quenched, por outro lado, é aquela em que, seja
de sitio ou ligacao, sua aleatoriedade é fixa, quaisquer que sejam banho térmico, banho mag-
nético via campo externo, concentragao, etc. Neste caso existe a possibilidade de frustracao e
a conseqiiente probabilidade de transicao de fase vidro de spin.

As varidveis &; e n; que protagonizam no modelo que estudamos geram uma aleatoriedade
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de ligacao. Aleatoriamente sao distribuidas interagoes positivas e negativas na rede, e uma vez
escolhidas as localizacoes destas interagoes, elas serao fixas. Sendo assim, esta é uma diluigao

quenched.

2.3 Energia Livre e Parametros de Ordem

Para calcularmos as fungoes termodinémicas e diagramas de fases, temos como ponto de

partida a fungao de particdo candnica do modelo, ou seja,

K K
N = TT{S} exp{fHN} = T’I“{S} exp WO Z S;S; + N Z (fiﬁj + 53‘"71‘) SiSj+
(6,5) (4.5)

BHZSi+BDZS?}, (2.3)

onde Ko =BJpge K=08Jef= ﬁ. Aplicando as seguintes relagoes

2
> 88, = (Z SZ-> -y 57 (24)
(i) i i

(2

Z (fmj +fj77i) SiSj = [Z (& +m) Si] - <Z§7,51> - (Z 771‘51') - 2251‘771‘51‘2 (2.5)

(i.3) '

e usando a identidade (demonstrada no apéndice A)

=
=

exp (Aa?) = (27) / 7 exp (‘%2 + (2N a:r) da, (2.6)

—0o0

a Eq. (2.3) ficard escrita com o produto de quatro integrais independentes do tipo
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1 [t 1
Zy = TT{S}( )/ Xp{§(m2+y2+22+t2)+

{\/K0x+\/7 (& +m)y+7(Ez+nt )]+6H}

+Z <_ P 51)) 53} dadydzdt, (2.7)

onde j = +/—1.

Com a transformacao z; = VNz; (z; =z, y, z, t), ficaremos

N\? N
VA= TT{S} <%) /6Xp{5($2+y2+22+t2)+

Z{\/FO$+\/E[(fi+ni)y+j(fiz+mt)] +5H} Si+

i

T <% - e+ BD) }dmdydzdt. (28)

2

Como as varidveis de spin sao inteiras ou semi-inteiras, sao vilidas a identidade:

T’I“{S} exp [Z (KSZ + L52

7

HTT{S}eXp [KS; —i—LS’2 —H{Ze L cosh ( |ms|K)}
(2.9)
onde L =0H e mg=—-S5,-S+1,...,5 — 1, 5. Substituindo (2.9) na Eq.(2.8), ficamos

In = <%>2/exp [% (®+y°+2 +t2} HZeXp[ 2<@2K§mi+ﬁD>]

i

x cosh { m| [VEoz + VE [(&+ i)y +j (&2 + nib)] + BH| } dedydzdt,

que ainda podemos reescrever
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2
Zy = (%) /eXp [% (2% + 9%+ 2° +t2)} :
exp {;ln {mZexp [mg <% — %fﬂh + 5D>]

cosh {|m3| [Jfom FVE (& +m)y+ 7 (&2 +mit)] + ﬁH] }}} dwdydzdt (2.10)

As varidveis podem sempre ser tratadas como continuas, mesmo que sejam discretas. Assim,
cada parcela do somatério em ¢ se torna uma integral em £ e n com peso P (§,m7) = P (§) P (n)

(j& que £ e n sao independentes). Ou seja,

Z(...) - N/P(g,n) (...) dédn. (2.11)

Logo
2
In = <%> /exp{% (22 + 92 + 22 + %) +N/P(§,77)
In {;exp [mg <—% - %Smi + BD)] (2.12)

cosh {\ms\ [\/?ox +VE[(&+m)y+7(Ez+nt)] + BH] }}} dédndxdydzdt.

A passagem da Eq.( 2.10) para Eq.(2.12) deixa evidente que Zy nao depende da distribui¢ao
espacial de J;;. Isto é até natural, visto que o modelo é de longo alcance, de modo a nao haver
topologia definida. Mais ainda, P (£,7) nao deve variar se promovemos alguma mudanca de
escala de magnitude do sistema, ou seja, a distribuicao de probabilidade deve ser uma grandeza
intensiva. Se, além disso, P (£,n) for conservada nao deve haver diferencga entre se calcular
médias quenched ou annealed [55]. Outra decorréncia disto é que poderemos usar o método do
ponto de sela para resolvermos a integral em x,y, z e t. Este método, em linhas gerais, significa
tomar em consideragdo apenas a regiao préxima do méximo da fungéo no integrando, para uma

forma especial de integrando, ou seja,
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/ AeSTE)dz ~ A max {eSf(Z)},S'>>1. (2.13)

—oo<z<0o0

Usando este método, a expressao para Zy ficard

N\? N
ZN = (—) max {exp [——($2+y2+22+t2)+
27 2

—oo<x; <00

(gl (C-Fine)

m%{mm[JE#+V?K&+mM+J@ﬁ+mm+BHH}%H,(ZM)

onde

«»mz/P@m«»@m. (2.15)

Tomando % In Z, temos

—oo<x; <00

Sl (- tne)
cosh {|ms| [\/fTox FVE & +m)y+ &z +mit)] + 5H} }}>d} . (2.16)

%anN R 3ln<N>+ max {%(m2+y2+22+t2)+

No limite termodindmico, hm {N ln[ ]} — 0e A}l_r)noo (—%Q — %fn + BD) — BD, assim

ficaremos

%an = f% ($2+y2+22+t2 <ln{ZeXp 2ﬁD
cosh{|m5| [\/ITOJC +VE[(E+n)y+7(Ez+nt) +BH} }}>d} (2.17)

Como a energia livre por spin é definida por
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Bf=-<InZz, (2.18)

ficaremos

N | =

(x +yi 4z +t2 <ln{Zexp QBD
cosh{|ms| [\/ITostr VE [(E+n)y+ 7 (2 +nt)] +ﬁH} }}>d. (2.19)

A magnetizacao por spin é definida por

__oF 198/
i (2.20)

Diferenciando a Eq(2.19) obtemos

S

>~ exp (m28D) sinh { [ms| [VEoz + VK (€ +n)y +j (€2 +mb)] + 8H| }

J— ms=—
m= 5

> exp (m28D) cosh { Imy| [vEoz + VR (€ +m)y + 3 (& +nt)] + BH| }

ms=—9S

d
(2.21)
Os parametros de ordem de vidro de spin, que em linhas gerais nos d4 a média das polarizacées
possiveis dos momentos magnéticos, para este modelo sao definidos segundo van Hemmen por

(ver o apéndice B)

= % Z &i <Sz‘>
G2 = 3 27 (Si)

Usando a Eq.(2.15) e o fato de que a média termodinamica de S; é a magnetizacao, temos

(2.22)
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S

< Z exp(mgﬁD) sinh{|ms|A(z,y,2,t)}

g = ("5
D exp(m2BD) cosh{lms|A(w,,21)}
e oS d (2.23)
< Z exp(mgﬁD) sinh{|ms|A(z,y,2,t)}
mi=—S

N—s )
D exp(m2BD) cosh{lms|A(z.y,5.0)}

mi=—S d

q2 =

sendo

A(z,y,2,t) = VEKox + VK [(€ + )y + j (€2 + nt)] + BH. (2.24)

Para eliminarmos a dependéncia em z, y, z,t como nos interessam os minimos de S f vamos

encontrar x,y, z,t para esta condig¢ao, ou seja,

z = vKom
y=VK (1 + q)
z=jVEq
t=jVEKq

Substituindo estes resultados na Eq.(2.19) ficamos

(2.25)

1
Bf = 3 [Kom? + K (@ + ) — K} - K]

<ln {Zexp (m2BD) cosh {|ms| [Kom + K (£g2 + na1) + /BH]}}> . (2.26)

d

No minimo de Sf devemos ter ¢ = g2 = ¢ (Apéndice B) . Finalmente, a energia livre e os

parametros de ordem sao dados por

Bf = (K()m +2Kq <ln{Zexp 26D cosh{|m5|[Kom+K(§+n )q+ BH|} }>

(2.2

l\DI»—t
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- _ | Zme &P (mzpD) sinh {jms| [Kom + K (€ + 1) g + SH]} (2.28)
2, exp (mZAD) cos {|ms| [Kom + 2K ( +n) ¢ + SH]} [ ’

€+ 02, exp (m3BD) sinh {|ms| [Kom + K (€ +1) g + H]} (2.20)
1T\ T2 X, oo (m2BD) cos {Imo[ Kom + 2K (€ + m)a + BH]} / |

Precisamos entdo, encontrar o conjunto solucao do sistema de Egs. (2.27)-(2.29), identi-
ficando assim as vdrias fases que podem ser encontradas, e essas fases sempre serdo aquelas
solucoes que fornecem minimos da energia livre. Estabeleceremos nas préximas se¢bes a forma

de P (§,m), e as varidveis de spin e discutiremos o modelo original, bem como a expansao que

estudamos.
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2.4 Abordagem original de van Hemmen (spin S = %)

A discussdo apresentada na secdo anterior néo especificou a distribuicdo de probabilidade
P (&,7m), como também nao definiu o valor da varidvel de spin, S;, estabelecendo apenas que
sao inteiras ou semi-inteiras. Nesta secao discutiremos o modelo VH original seus itens mais
fundamentais para o nosso estudo. Todo o procedimento de cdlculo jé foi desenvolvido, de
maneira que sempre apresentaremos as expressoes lteis acabadas. Elas sempre corresponderao
a situagoes particulares. Particularizando as Eqs.(2.27) - (2.29) para o caso de spin S = %,

ficamos

Bf = % (Kom® +2Kq®) — <ln {26% cosh B [Kom + Kq (& + 77)]] }>d (2.30)
m = % <tanh {% [Ko+ Kq(¢&+ n)]}>d (2.31)

%<(€42r77) tanh{% [K0+K‘I(§+")]}>d'

O célculo da média configuracional foi desenvolvido utilizando-se duas distribuigdes de pro
babilidade distintas, sendo uma discreta e outra continua. A saber, a continua gaussiana dada

por

1 &2 1 n?
Pg) = exp (—) exp (—) , (2.32)
\J2r 3 201/ fom 203

e a discreta (chamada de bimodal) regida pela equagao

P =PEOP@ = {5BE-D+se+ D {F00-D+imenlf. 23

E através da distribuicio de probabilidade, a qual as varidveis aleatérias estao sujeitas, e pela
forma do J;; que se estabelece que tipo de interacao hd entre os sitios, quando se trata de um
modelo com dilui¢ao de interacao. Num vidro de spin o niimero de d4tomos magnéticos é pequeno
comparado com o nimero total de spins do sistema. Experimentalmente isto se consegue com
ligas; teoricamente a forma do J;; e a distribui¢ao de probabilidade devem contemplar esta

exigéncia. Ou seja, elas devem ser tais que o nimero de sitios que nao interagem entre si
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Jij | P(Jij)
>0 %
=0 2
<0| 3

Tabela 2.1: Probabilidade de haver interacoes positivas, negativas ou nao haver interagao entre
sitios

através de J;; deve ser grande. Além disso, um vidro de spin apresenta frustracao, de modo
que J;; deve conter interacoes positivas e negativas competindo. A forma do J;; ¢ interessante,
pois de acordo com a Eq (2.33), temos que a probabilidade de se ter J;; > 0,.J;; < 0,J;; =0 &
como mostrada na tabela(2.1)

Deste modo, é duas vezes mais provdvel nao haver interacao e, em havendo, a probabilidade
de ser positiva é a mesma que ser negativa.

Por ser um modelo novo precisava ser amplamente analisado. Trabalhar com distribuicoes
de probabilidade de tipos diferentes foi essencial [54] e as reprodugdes de alguns resultados
experimentais e tedricos mostram ser este um interessante modelo para ser aprofundado. Tendo
em vista que a distribuigao de probabilidade Bimodal dada pela Eq. (2.33) também reproduz
de forma satisfatéria alguns resultados experimentais, adotaremos a mesma em nosso trabalho.

Efetuando a média configuracional, proposto pela Eq (2.15), sobre as func¢oes da energia

livre, magnetizacao e parametro vidro de spin, encontramos as seguintes expressoes (H = 0):

1 1 1 1
Bf = §Kgm2 + K¢* - 1 {ln [QCOSh <§Kom+ Kq)] +In [2 cosh <§K0m — Kq)]
1
+In [2 cosh <§Kgm)] } (2.34)
1 1 1 1
m= 3 {tanh <§Kom + Kq) + tanh <§K0m — Kq) + tanh <§K0m> } (2.35)
1 1 1
¢=3 {tanh <§K0m + Kq) — tanh <§K07TL — Kq) } . (2.36)

Vamos entao dispor a seqiiéncia de resultados e as discussoes pertinentes a cada um deles,
comegando com o diagrama no plano T'— Jy, onde foi usada a distribuigao discreta de probabili-
dade da Eq (2.33). Na realidade usaremos apenas esta distribuigao, e isto se deve essencialmente

a maior facilidade no tratamento numeérico e a ocorréncia da fase mista, conforme estd mostrado
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034 Para (P)

0.2 1

T

Spin Glass (SG)

Ferro (F)

Figura 2.1: Diagrama de Fases no plano T' — Jy para o modelo VH de spin % com distribuicao
bimodal [53].

os resultados na figura 2.1 [53].
Vamos entao analisar este diagrama: Para isto comegaremos reescrevendo o fator varidvel

da parcela aleatéria como segue
(&nj +&mi) = Emy (L+EmiEm;) - (2.37)

Adotemos a seguinte convencao:
&m; = +1 — configuracao azul (A) (2.38)

¢&mn; = —1— configuragao vermelha (V).
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53 Jgj, 52

Figura 2.2: Aglomerado triangular com a configuragao azul.

Assim, se i e j tiverem cores diferentes, J;; = 0. Ou seja, J;; s6 conecta pontos da mesma cor.

Destacando o Hamiltoniano a parcela em (A) e (V) temos:

1 1 1 1 1

=1 (3 268) (7 Zns ) +1 (7 a8 (3 2us ) e
i€A JjEA eV Jjev

Procedendo a transformagao de Mattis [51], a saber, S; — &,;S5;, e tomando Jy = 0, de-

sacoplamos o sistema (H = 0) em dois subsistemas, um ferromagnético (azul) e outro antifer-

romagnético (vermelho) ficamos

2 2

%HAW _J <% Zs) _J (% Zs) . (2.40)
€A eV

Entendamos o que realmente ocorre quando Jy = 0. No limite em que T' — 0 encontramos

como solugao das Eqs. (2.35) e (2.36) m=0e q = % (%) = %, indicando que apenas metade

dos sitios geram ordem de vidro de spin'. Mais ainda, como os subsistemas estdo desacoplados,

apenas um deles deve estabelecer esta fase. Vamos entao ver como se comporta a desordem em

um aglomerado contendo trés spins azuis (figura 2.2).

!Isso ocorre devido ao fato de estarmos usando spins Ising ndo normalizados (ié)
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Para calcular @, a fungao frustragao desta plaqueta [52], qualitativamente é essencial saber-

mos o comportamento de (finj +& jni), pois sao eles os responsaveis pela desordem.

¢ = gJij — (&1ma + &omy) (Eams + E3m2) (E3m1 + E1m3) = E1mi€amaans + E1méan3

+E3m3&ant + 527725377% =+ 527725%773 + Egmaéing + 5377377% +&1m&ana€ans (2.41)

Logo,® > 0 para o sistema azul. Usando o conceito de frustra¢ao definido por Toulouse [52],

vemos que para Jo= 0, a desordem presente no subsistema azul nao é relevante. Ou seja, o

sistema azul nao pode gerar a fase vidro de spin. Nao precisamos realizar os cdlculos de ® no
sistema vermelho para verificarmos que neste caso ele é negativo. Basta observar que apenas
uma parcela é positiva. Logo, este subsistema é completamente frustrado, e a transformacao de
Mattis o leva a um antiferromagneto que nao sofre qualquer transigao de fase. Das Eqgs (2.31),

ja calculada a média, vem

m = 0 (2.42)

1
q = Ztanh(Kq),Jg =0.

Logo, se K > 1, ou seja,% <1, a Eq (2.42) admite solugao diferente da trivial como mostra o
diagrama, ou seja, novamente ordem de vidro de spin. Temos ainda uma maneira de analisar
o eixo Jy = 0 que é tomando o limite quando Jy tende a zero pela direita e pela esquerda.
Encontramos nos dois limites fase vidro de spin, corroborando o fato de haver ordem de vidro
de spin em Jy = 0. Mas, se hd esta ordem, como entdo é gerada? Estas conclusées aparente-
mente contraditérias, reforcam as afirmagoes encontradas em Choy e Sherrington [55], quando
discutem a metaestabilidade do modelo e sua dindmica, de que este nao representa um vidro de
spin num sentido completo. O parametro ¢ definido, por exemplo, bem representa o parametro
de ordem de vidro de spin do modelo de van Hemmen, mas nao de um real vidro de spin.

Estas conclusoes, no entanto, ndo impedem que sejam apresentadas as contribuicoes como
a fase mista por exemplo.

Continuando a discussdo, todas as retas que aparecem no diagrama podem ser obtidas

analiticamente, utilizando-se uma andlise assintética.
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Antes, porém, reconhecamos as fases presentes nesse sistema e suas caracteristicas, sdo elas:

i) Fase ferromagnética (F): esta fase ¢ caracterizada por m # 0 e ¢ = 0. As equagbes desta

fase sdo:
1
Bfr = §Komz — In [2 cosh (Kom)] (2.43)
1 1
m = 5 tanh <§K()m> N

i1) Fase vidro de spin (SG): esta fase é caracterizada por m = 0 e g # 0. As equagoes desta

fase sdo:

1 1
ﬁfSG = Kq2 — 5 In [2 cosh (Kq)] — 5 In2 (244)

1
¢ = tanh(Kq);

i11) Fase mista (M): esta fase é caracterizada por m # 0 e ¢ # 0. As Eqs. (2.34), (2.35) e
(2.36) deteminam esta fase;

iv) Fase paramagnética (P): esta fase é caracterizada por m =0 e ¢ = 0.

Para obter as linhas de transicOes entre as fases vamos nos valer de processos analiticos e
também numéricos. Entre as fases ferromagnética (F) e mista (M) a curva de transi¢ao s6 é
possivel a partir de recursos numeéricos, assim como para a linha de transicao entre as fases F e
SG e entre as fases SG e M. Além do fato de usarmos uma outra equagao a partir da igualdade
das energias livres das fases usadas na obtencao de cada linha de transicao.

Por outro lado, as linhas de transigoes entre as fases F e P, SG e P podem ser obtidas por
processos analiticos. A transicdo entre as fase F e P ocorre quando m — 0, entéo a partir da
Eq.(2.43) obtemos que

T 1J

S =47 ®F). (2.45)

Entre as fases SG e P, na transi¢ao temos que ¢ — 0, logo da Eq.(2.44) obtemos

m = 0 (2.46)
1 T 1
q = ZKQHK—ZLHF—Z—O,%(SG-P).



A partir de solugbes numéricas obtemos a linha de transi¢ao entre as fases SG e M, com os
seguintes valores my; = 0 e gir = gsg = 0.25 no estado fundamental (7" = 0), portanto, esta
transigao para T # 0 é caracterizado pelo fato de m — 0, desta forma a partir da Eq. (2.35)
encontramos

T_1Jo (2.47)

Na transicao entre as fases F e SG fazendo m — 0 e ¢ — 0, teremos os dois resultados dados
pelas Eqgs.(2.45) e (2.46), o que néo é vidvel, logo é necessério usar procedimento numeérico para
obter a curva de transicao entre essas duas fases. De fato, também, isto ocorre na transicao

entre as fases F e M, ou seja, gy nao tende a zero nem mesmo no estado fundamental.

2.5 Modelo de van Hemmen de spin 1

Diferentemente do modelo VH original, a generalizagao para S = 1 torna o parametro de
anisotropia D relevante no diagrama de fase. As Eqgs. (2.27), (2.28) e (2.29) ficar@o para este

caso particular

Bf = % (Kom? + 2K ¢?) — <ln {QeBD cosh [Kogm + Kq (€ + 1)+ BH] + 1}>d (2.48)
B 2¢%P sinh [Kom + Kq (€ +n) + BH] (2.49)
me= 2eBD cosh [Kom + Kq(E+n)+ BH]+1/, ’
/(€4 n) 2ePPsinh[Kom+ Kq(E+n) + BH] (2.50)
¢ = 2 2ePPcosh [Kom+ Kq(§+n)+ BH| +1 '

Mais uma vez, efetuando a média configuracional sobre as fungoes da energia livre, magne-

tizacao e pardmetro vidro de spin, encontramos as seguintes expressoes para H = 0:

1 1
31 = g (Kom? 4 20¢%) = In [14 2677 cosh (K + 26) | +

In [1 + 268 cosh (Kom — 2Kq)] } - % In [1 +2¢%P cosh (Kgm)] (2.51)
— 1 { Dsinh (Kom + 2K q) PP sinh (Kom — 2Kq) } n
2 | 1+ 2ePP cosh (Kgm +2Kq) = 1+ 2eBP cosh (Kom — 2K q)
PP sinh (Kqm) (2.52)
1 + 28D cosh (Kom) '
1 PP sinh (Kom + 2K q) PP sinh (Kom — 2Kq)
7= 3 { 1+ 28D cosh (Kgm 4 2Kq) 1+ 2ePD cosh (Kgm — 2Kq) } (2:53)
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Figura 2.3: Diagrama de fase no plano T — Jy para o modelo VH de spin 1 usando a distribuigao
bimodal com D = 0 [56].

Para D = 0, tudo funciona como se multiplicdssemos no diagrama de fase na fig. 2.1 o
eixo vertical por % No estado fundamental (7" = 0), as expressoes deste modelo reproduzem

o resultado original de van Hemmen, de modo que encontramos a transicao M- F no mesmo

2
5

ponto %1 =

Feita esta discussao preliminar para D = 0, vamos estudar o efeito do pardmetro anisotrépico
D. Se D > 0, sao favorecidos os estados +1 e —1. Conseqiientemente, se D — 0o, temos que
os spins voltam a ser de Ising (S = +£1). A andlise das Egs. (2.51), (2.52) e (2.53), tornam isto
bem claro assim como também os minimos de energia.

Por outro lado, para D < 0 é privilegiado o estado de spin nulo (S; = 0). Torna-se entao,

a medida que |D| vai aumentando, mais dificil de .Jy orientar o subsistema vermelho, e isto
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contribui para a eliminagdo da fase mista. Os diagramas de fases nas figuras.2.4 e 2.5 mostra a
evolugao com o aumento de | D).

Aumentando o médulo (D < 0) da anisotropia, mas com % > —0, 50, teremos um diagrama
de fase no plano T' — Jy, onde as transicoes de fases entre os estados F e SG com a fase
desordenada (P) sao de primeira ordem, conforme exemplificamos na figura 2.6 para % = —0,48.
Para % < —0,5 a fase SG ¢é destruida, e temos apenas uma transicdo de primeira ordem entre
as fases F e P (ver figura 2.7).

Na figura 2.8, o diagrama de fase (SG - P) no plano T' — D para Jy = 0 é apresentado.
Para pequenos valores de |D| (D < 0) temos uma transi¢ao de fase de segunda ordem, onde
a temperatura critica T, diminui a medida que |D| aumenta. Para grandes valores de |D|
(% > —0, 50) temos uma transicao de primeira ordem, onde a temperatura de transicao também
decresce a medida que |D| cresce se anulando no ponto % = —0,50. A juncao entre as duas
linhas de transi¢oes de fases é denominado de Ponto Tricritico. Devemos mencionar que estes
diagramas nao tem sido obtidos na literatura, apenas cdlculos preliminares foram feitos neste
modelo por de Almeida e Moreira [57].

Desenvolvendo o mesmo procedimento apresentado na segao anterior, com D # 0 e H =0,
para a obtenc¢ao das linhas criticas, temos

i) Transicao SG-P:

Nesta transicao encontramos m = 0 e g ~ 0, assim

m = 0
D sinh (2K q) sinh (—2Kq) PP 4Kq
_ _ Lg= 4
e 2 | 2ePPcosh (2Kq)+1 2ePPcosh(2Kq) + 1 2 2eAD +1
Finalmente
1
gD - 2.54
¢ 2(K —1) (2:54)
D/J 1
et = (2.55)

Vamos aos casos

i.1) Se D > 1, entao % — 1, que é o resultado de van Hemmen esperado;
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Figura 2.4: Diagrama de fase no plano T'— Jy para o modelo VH de spin 1 usando a distribuicao
bimodal e anisotropia £ = —0, 10 [56].
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Figura 2.5: Diagrama de fase no plano T'— Jy para o modelo VH de spin 1 usando a distribuicao
bimodal e anisotropia £ = —0, 15 [56].
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T

Figura 2.6: Diagrama de fase no plano T'— Jy para o modelo VH de spin 1 usando a distribuicao

bimodal e anisotropia % = —0,48.A transicao entre SG e P é de primeira ordem.
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Figura 2.7: Diagrama de fase no plano T — Jy para o modelo VH de spin 1 com distribuicao

D

bimodal e anisotropia = = —0,50. Neste caso temos apenas uma transi¢ao de primeira ordem.
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Figura 2.8: Diagrama de fase no plano T'— D para o modelo VH de spin 1 usando a distribuicao
bimodal e Jy = 0. Na jungao da linha de transi¢ao de primeira ordem (tracejada) com a linha

de segunda ordem (sélida) temos o Ponto Tricritico (PTC) [56].
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i.2) Se D = 0, temos % = %, que é a linha de transicao encontrada;

i.3) Se D < 0, |D| > 1, encontramos % — 0, resultado que devemos esperar.

i1) Transicao F-P:

Nesta transicao temos m ~ 0 e ¢ = 0. Logo

o D sinh (Kom) 2sinh (Kom) sinh (Kom)
2 | 2e8P cosh (Kom) +1 = 2ePP cosh (Kom) +1 = 2ePP cosh (Kom) + 1
G’BD 4K0m
— =
T T 2P0 11
g = 0.
Ou ainda,
e PP =2(8Jy—1). (2.56)

Os casos limites sdo, para %’}— fixo:

ii.1) D> 1= ‘;9//5 — 1. Este é o resultado de van Hemmen;

it.2) D=0= ‘gﬁ//:,] — %, que é o resultado encontrado;

ii.3) D <0, |D| > 1= % — 0, como o esperado.

A introducdo do pardmetro de anisotropia aumenta o conflito entre os estados preferen-
ciais de orientagao dos momentos magnéticos. Devemos entao esperar, e é o que ocorre, um
crescimento no nimero de fases solugoes das Eqs. (2.51), (2.52) e (2.53).

O caso de spin % serd tratado no préximo capitulo, e representa o principal objetivo desta

dissertacao.
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Capitulo 3

Modelo de van Hemmen

anisotréopico de spin %

3.1 Breve histérico do Modelo de Blume-Capel

O modelo de Blume Capel é uma particularizagao do modelo de Blume-Emery-Griffiths
(BEG.), que originalmente teve como motivagao explicar algumas propriedades termodinamicas
bem como a transigio de fase que ocorre na mistura He® — He? [66]. Apesar deste modelo
nao ser fiel na sua totalidade ao observado experimentalmente, se mostrou eficaz em reproduzir
qualitativamente certas caracteristicas do sistema como, por exemplo, o diagrama de fase para
a transicao superfluido e separacao de fase. Inicialmente, o modelo considera que a mistura
He3 — He* consiste de uma rede discreta com varidveis de spin ficticias S;, assumindo valores
0 e +1 associada a cada sitio da rede. O dtomo de He? no sitio i corresponde a S; = 0 e o
dtomo de He*, S; = £1. Cada sitio corresponde apenas um tinico dtomo (He? ou He*). O
grau de liberdade adicional atribuido ao dtomo de He? (o sinal de S; = £1) é introduzido com
0 propdsito de prover ao sistema um pardmetro de ordem. A média térmica do total de spins

¢ definido por

1
M=5> (S, (3.1)

que no modelo corresponde ao parametro de ordem superfluido do hélio liquido. E claro, M

tem duas possiveis fases, positiva e negativa. A inclusdo deste pardmetro de ordem para uma
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das espécies (H 64) é por si s6 o bastante para considerar vérias caracterfsticas do diagrama de
fase observado, apesar de nao corresponder a realidade fisica de que para o Hélio liquido M
pode variar de forma continua entre essas duas fases.

O nimero de dtomos de He3 e He* é dado, respectivamente, por
N
Ny = Y (1-57), (3.2)

7

N
Ny = > S (3.3)

com Ng + ]\74 = N o ndmero total de sitios. A concentracdo de He?® pode ser definida por

N,
T = % (3.4)

e corresponde a um parametro de ordem adicional que reflete a possibilidade de separacao de
fase.

Para um sistema invariante translacionalmente, temos

M = (S;) (3-5)

r=1-— <SZ2> . (3.6)

Neste caso (S;) e <Sf> sao, respectivamente, a magnetizacao e o momento de quadrupolo
médio do sistema ficticio de spins. O ordenamento superfluido e a separacao de fase na mistura
é simulado pelo ordenamento magnético e pelo ordenamento quadrupolar no modelo.

O Hamiltoniano modelo consiste de dois termos, o primeiro representa a interacdo na rede

He=—J>_ 8iS;, (3.7)
(i)

onde a soma ¢ feita sobre os pares de primeiros vizinhos. Este termo é responsavel pelo orde-

namento superfluido ja que conduz a uma transi¢ao de segunda ordem num valor diferente de
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zero de M a uma temperatura critica 7.
Como numa mistura de fluidos cldssicos, temos também a existéncia de interagdo entre os

componentes. Por esta razao, um termo de interacao

Mo =Ky Y2 (1= 87) (1= 87) — Kua 3 5787~ Kn Y [87 (1 82) + 87 (1 - 87)], (39)
(4.5) (4.3) (4.3)

serd incluido no Hamiltoniano. Aqui, novamente a soma é feita sobre os pares de primeiros

vizinhos, e como SZ-2 ¢ zero para o He® e uma unidade para o He?, — K, ¢ a interacao efetiva

He® — HeP. Os termos da Eq.(3.8) podem ser rearranjados do modo a seguir

N
Hr = — (Kag + Kag — 2K31) Y 5787 — 22 (Kaq — K33) Y _ S} — 2N K, (3.9)

(i,3) v

onde z é o ntimero de primeiros vizinhos para a rede considerada.
Como <N3> e <N4> é conhecido, entao é necessdrio introduzir o potencial quimico pg € py

para He? e He*, respectivamente de modo a ser incorporados no Hamiltoniano total, ou seja,
H="Hs+Hs — p3N3 — pyNa, (3.10)

que pode ser reescrito na forma

H=—J) SiS;— K> S57S7+DY S} — N (zKs3+ 3) (3.11)
(i,9) (4,5) i
sendo
K =Ks3+ Ky —2K3y (3.12)
e
D =ps —py+ 22 (Kgg — K44) . (313)

O Hamiltomiano H representa o modelo de Ising de spin 1 com interagao de troca biquadrética

K e interacao de campo cristalino D, que ficou conhecido como o Hamiltoniano de BEG.
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3.1.1 Solucao de campo Meédio

O modelo de Blume Capel (BC) foi introduzido na década de setenta [66] para descrever
o comportamento da mistura He3 — He* ao longo da linha A e préximo do ponto critico da
mistura. Do ponto de vista tedrico, o modelo BC tem um interesse intriseco, uma vez que
ele ¢ uma generalizacao do modelo de Ising (S = %) exibindo um rico diagrama de fase com
linhas de primeira e segunda ordem com presenca de um ponto tricritico. Pontos tricriticos
aparecem em misturas de He3 — He* tais que quando uma pequena concentracio de He3 é
adicionada ao substrato formado por He*, onde a linha critica (transicdo de fase de segunda
ordem) termina numa concentragao X (H 63) ~ 0,67. Este modelo BC, ou sua generalizagao,
conhecida como BEG (Blume-Emery-Griffiths) [66], foi estudado por uma variedade de métodos
(campo médio, grupo de renormalizagao, simulagado de Monte Carlo, etc) que dependendo do
valor do spin S > %, valores dos parametros envolvidos no Hamiltoniano do modelo apresentam
diagramas diversos. A aproximagao de campo médio, nas suas mais variadas formas (Curie-
Weiss, interagao de longo alcance, desigualdade de Bogoliubov) [67], é adequada numa primeira
andlise para descrever sistemas interagentes em alta dimensionalidade. Por ser uma metodologia
que leva em consideragao todas interagoes do sistema (longo alcance), um sistema, por exemplo,
unidimensional composto por spins interagentes apresenta erroneamente uma transicao de fase
em temperatura finita (7. # 0). Por outro lado, a medida que a dimensao do sistema aumenta,
o campo médio torna-se uma teoria cada vez mais exata, de tal modo que para d — oo os valores
das grandezas termodinamicas e diagramas de fases sdo exatos. Assim sendo, devemos esperar
que em trés dimensdes (d = 3) a aproximagao de campo médio encontre resultados qualitativos
corretos em comparagao com os métodos mais rigorosos (exemplo Monte Carlo e expansao em
séries), e isso tem ocorrido com freqiiéncia na literatura.

O modelo BC é descrito pelo seguinte Hamiltoniano
H=-) J;SiS;+D> S, (3.14)
(i) i
onde J;; ¢ a interacao de troca entre os pares de spins nos sitios ¢ e j, D é o parametro de

anisotropia de fon-tinico e S; = =5, —(S = 1),...,5 = 1,8 (S > 3). Para S = 3 o tltimo termo

da Eq. (3.14) torna-se uma constante, ndo modificando assim a criticalidade do sistema. O
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Hamiltoniano 3.14 numa rede unidimensional (d = 1) apresenta solugdo exata, mas d > 2

apenas solugao aproximada é obtida.

Admitindo que as interacoes entre os spins sejam constantes e igual a J;; = Jﬁ (justificada

para tomar a energia interna extensiva), a fun¢ao de parti¢ao é dada por

K
B N 2 SiS;—dyS?,
Z=Tre M =Tre @ ‘

onde Ko = fBJyed=pBD.

Usando o fato que

onde di =d + %}

O termo quadratico acima pode ser reescrito usando a identidade gaussiana

+o0o 2
2 1 _z?
e)xa _ / e 3 +a 2)\a:d$’
V2T J

portanto, a Eq. (3.17) ficard reescrita por

1 [t —22 SRS S dy 32
7z =— / dxTr e i i
V2T J o

ou pode ainda ser compactada na forma

1 >
/ GNFS (z) ,
V2TN J-x

sendo s
2
Fs (z) = T +1In ¢V Eozm—dim?
2 )

m=—S

o7

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



onde fizemos a mudanga de varigvel z em v/ Nz na obtencao da Eq. (3.19). Iremos analisar os

casos particulares de S = 1, cuja a fungao serd
22
F(z) = -5 +1In [1 + 2¢~% cosh Kgx] , (3.21)

e para spin S = %, teremos

2 VK VK
Fs (z) = L i [Ze_dfl cosh (Tow> + 2¢~ T cosh (37(&)] . (3.22)

2 2
Expandindo Fs(x) em torno do ponto de maximo é xy (método do ponto de sela), ficaremos

+oo z—xq)2
7 ~ 1 / dx eNFs(ffo)eNFg(ffo)(—QO)—
—00

V2T N

9

sendo Fg (z9) = —a < 0 (ponto de maximo), a funcdo de partigao serd dada por

L NFs(z0)
Z= g [1+O0(N)], (3.23)

no limite termodinamico da Eq. (3.23) obtém o valor da energia livre por particula de forma

exata, ou seja,

—Bgs (x0) = i

InZ —
m {HT} =T (z0). (3.24)
Derivando as Egs. (3.21) e (3.22) é fécil mostrar que o ponto de maximo zg = y/Kom, onde
m é a magnetizagdo do sistema (paradmetro de ordem) definida por m = <%ZS,> Para spin
i

S =1 temos
2e~%sinh (Kom)

= 3.25
"= 11 2e 4 cosh (Kom)’ (3:25)
com
— Kom?2
T (z0) = -2 1y [1 +2¢~? cosh (Kom)} , (3.26)
e para S = %
¢~ sinh (Kgm 1 3¢~ % sinh (34[(2’&)
m — . — , (3.27)
_d Kom _9d
2[6 i cosh (#47) +¢ 4



com

F

Kom? K, K,
(z0) = — 02m +1In |:26_% cosh (%m) +2¢7% cosh (3 ;m)] . (3.28)

wlw

Substituindo zp = /Kom, da Eq. (3.24) teremos um funcional para a energia livre 1 (m)
para cada valor do spin S (aqui usamos S = 1, %) Para obter a linha de transicao entre as fases
ferromagnética (F) e paramagnética (P), usamos a construgao de Maxwell, ou seja, igualdade

entre as energias livres das duas fases

Y (m) =4p(0), (3.29)

que resolvida simultaneamente com as equagoes de estado para spin S = 1, Eq. (3.25), e
S = %, Eq. (3.27), obtemos a temperatura de transicdo 7. como uma fungdo do parametro
de anisotropia D. Se durante a solugdo numérica encontramos m = 0 temos uma transicao de
fase de segunda ordem (continua), e se m # 0 temos uma transi¢ao de fase de primeira ordem
(descontinua, onde o valor de m # 0 encontrado corresponde a descontinuidade da magnetizacao
em T =Tp).

A medida que o parametro de anisotropia D cresce positivamente, o sistema tende a ficar
no estado de menor energia, que para spin S = 1 corresponde aos sitios ¢ nos estados S; = 0
e conseqiientemente a magnetizagao tende a zero para D — oo. Portanto, para spin inteiro,
em T = 0 (estado fundamental), existe um valor D, = % no qual para D < D, o sistema ¢é
ordenado ferromagneticamente e, D > D, o sistema estd desordenado (P). O ponto D = D,
corresponde a uma transi¢ao de fase de primeira ordem com uma descontinuidade na magneti-
zagao igual a m, = S. Analisando o valor de T, numericamente, a medida que o parametro D
aumenta T, diminui gradualmente. No caso de spin S = 1 (ou um valor inteiro qualquer), para
baixos valores da anisotropia temos uma transi¢do continua (m = 0) e para altos valores uma
transigao descontinua (m # 0), e a jungao entre essas duas linhas de transi¢oes ocorre no ponto
tricritico (PTC). Na figura 3.1.1 temos o diagrama de fase no plano (7'— D) para o modelo BC
com spin S = 1 obtido de forma exata, e que corresponde a solucao de campo médio obtida
preliminarmente por Blume [68] e Capel [69].

A solugao exata obtida para o modelo BC com interagoes de longo-alcance é equivalente

ao resultado de campo médio, cujo resultado qualitativo do diagrama de fase é compardvel
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Figura 3.1: Comportamento da temperatura de transi¢cao reduzida 53,_71 em funcao do
parametro de anisotropia reduzido % para o modelo Blume-Capel de spin S = 1 obtido via
aproximacao de campo médio. As linhas continua e tracejada correspondem as transicoes de
segunda e primeira ordem, respectivamente. O ponto tricritico (PTC) estd representado na

figura pelo circulo preto [66].
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aos resultados obtidos por métodos mais rigorosos (expansao em séries e simulagdo de Monte
Carlo).

Analisando agora o caso de spin S semi-inteiro, em particular S = %, temos que a medida
que D cresce, em T' = 0, a magnetizacao nao se anula e tende para o valor m = % Analise a Eq.
(3.27) com T'=0 e D — oo. Uma andlise mais cuidadosa, usando a energia livre, encontramos
um valor caracteristico D, = 3J, onde para D > D, o sistema é ordenado com m = % (fase
F2) e D < D, é ordenado com m = % (fase F1). A temperatura finita, a medida que D cresce
a temperatura de transicao 7, diminui gradualmente e no limite D — oo T, tende ao valor do

modelo de Ising com dois estados (% = %

na aproximacao de campo médio). A linha de
primeira ordem entre as fases F1 e F2 é obtida igualando as energias livres entre as duas fases,
isto é,

Vpy (1) =Yg (M2) (3.30)

onde my (k = 1,2) é dada pela Eq. (3.27). Assim, devemos resolver numericamente trés
equagoes transcendentais, com isto obtemos T.(D). Na figura 3.2 temos o comportamento de
T. versus D. A linha de primeira ordem segue até atingir o ponto critico terminal. Observe que
para spin semi-inteiro nao temos a presenca de ponto tricritico no diagrama de fase no plano
T — D, como ocorre no caso de spin inteiro.

Na figura 3.3 apresentamos os resultados do diagrama de fase no plano T'— D do modelo
BC de spin 2 obtido através da simulagio de Monte Carlo (MC) [70], método da matriz de
transferéncia (MT) [71, 72] e a aproximagao auto-consistente de Ornstein-Zernike (SCOZA -
self-consistent Ornstein-Zernike approximation) [73], para uma rede cubica simples (3d), onde
os resultados qualitativos sao de acordo com os resultados de campo médio mostrado na figura
3.2.

E importante acrescentar que para valores de spin S > 1 existem poucos resultados e
contradigdes entre eles. O célculo de campo médio [74, 75], como vimos, prediz diferentes
diagramas de fase para spins inteiros e semi-inteiros. Para spin S = % temos uma linha de
transigao de fase de segunda ordem sem o ponto tricritico e uma linha de transigao de fase de
primeira ordem separada que termina em um ponto multicritico isolado [76]. Em contradigao
com estes resultados o cdlculo baseado no Grupo de Renormalizagao [77] nos dé, para o modelo

bidimensional, uma tnica linha de transicao de primeira ordem a baixas temperatura que
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Figura 3.2: Comportamento da temperatura critica reduzida &'JT—C em funcéo do parametro de
anisotropia reduzido ? para o modelo Blume-Capel de spin S = % obtido via aproximacao de
campo médio. As linhas continua e tracejada corresponde as transigoes de segunda e primeira

ordem respectivamente. O ponto critico terminal (PCT) estd representado na figura pelo circulo
preto.
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Figura 3.3: Diagrama de fase no plano (T' — D) para o modelo de Blume Capel de spin 3/2.
A linha continua representa a transi¢do de segunda ordem e a linha pontilhada transicao de
primeira ordem. (a) os pontos circulares (o) s@o obtidos pelo cdlculo TMFSS e os pontos
quadrados (H) por Monte Carlo. O quadrado cheio representa o correspondente ponto critico
multifasico isolado. H4 duas fases ferromagnéticas diferentes com m; — % e my — % quando
T — 0. Em zoom temos a regiao 1.90 < d < 2.10 que é obtida pela simulagao de Monte
Carlo. (b) Diagrama de fase na vizinhanca do ponto critico terminal. Os pontos cheios e
abertos sdo dados por Monte Carlo representando a transi¢do de primeira e segunda ordem
respectivamente. J4 a linha continua e tracejada nos fornece a transigao de primeira e segunda

ordem respectivamente obtida pela aproximacao SCOZA.
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termina na linha de transi¢ao de segunda ordem em um ponto tetracritico. Resultados similares
sao também obtidos usando a aproximagao de Grupo de Renormalizacao de espago real de

Migdal-Kadanoff [78].

3.1.2 Comparacao teoria - experimento

Utilizando a aproximacao de campo médio desenvolvida anteriormente, teremos que os

parametros g e m sao dados

_ B B 2 cosh (BT M)
¢ = 1-a=(5) = BT TR (1w} 1 2000 (37 (3:31)
M o= (S 2sinh (BT M) (3.32)

i) = exp{B[D — K (1 —z)]} + 2cosh (BT M)’

onde J = zJ, K = zK.

Resolvendo numericamente as Egs. (3.31) e (3.32), obtemos o diagrama de fase no plano
T — x. Para = 0 temos apenas dtomos de He* e em baixas temperaturas (condensacio de
Bose-Einstein) temos o estado superfluido, e a medida que a temperatura cresce temos uma
transigao de fase (primeira ordem) em T' = T(z) para o estado normal. Os dtomos de He3 nao
apresenta o fendomeno da condensagao de Bose-Einstein, pois este € um férmion, e, portanto, é
um fluido normal. Assim sendo, para 0 < z < 1 temos coexisténcia das duas fases (superfluido
e fluido normal), que conseqiientemente é refletida nas grandezas macroscépicas medidas. Na
figura 3.4, apresentamos os resultados para interacao biquadréatica K =0 e % =0, 16. Usando
a simula¢ado de Monte Carlo [70], comprova qualitativamente a veracidade dos resultados do

diagrama de fase obtido por campo médio, figura 3.4.

3.2 Modelo VH de spin %

De modo geral, modelos de spin -3/2 tem sido introduzidos pra explicar a transi¢ao de fase
em DyV Oy [79, 80] e propriedades tricriticas em misturas fluidas terndrias [71]. Assim como
o modelo de Blume Capel-3/2 tem se mostrado 1til para explicar propriedades de sistemas
ferromagnéticos (como, por exemplo, o calor especifico do K Er(MoOy)s [81]) por se identificar

com os tipos de interagoes neles presentes, propomos neste capitulo desenvolver um formalismo

64



=0.16

6 Ts (%) =

5| NORMAL _ 4.6

' o

SUPERFLUID

4 - S A J
7} -4

3 -

2 - 42

TWO PHASE

He* x=1-0Q He?

Figura 3.4: Diagrama de fase para a mistura He3 — He* prevista pelo calculo de campo médio
para alguns valores de K. T nesse caso indica a temperatura em que ocorre a separagao de
fase e A um ponto tricritico.

para o modelo de van Hemmen de spin 3/2, que possa explicar fenbmenos em sistemas que
apresentem comportamento vidro de spin mas com interacoes semelhantes ao ja observado no
modelo de Blume Capel.

O modelo que propomos se baseia em implementar no Hamiltoniano de van Hemmen [53, 54]

(com H = 0) um termo anisotrépico de fon tnico (S; = +3,43). O Hamiltoniano ¢ dado por
Jo
Hy =~ (Z%S,Sj —~ <Z> Ji;8:8; — D Z S2, (3.33)
Z?] Z?] ?

onde (4,7) indica uma soma sobre todos os possiveis pares i e j com ¢ # j, S; sao varidveis de
spin S; = +1, :t%, Jo ¢ a interacao ferromagnética, J;; ¢ a interacao de troca aleatéria entre

spins de longo alcance na forma

J
Jij = ~ (&mj +€m;) (3.34)

tal que &, e n; sao varidveis aleatdrias independentes, identicamente distribuidas com média zero

e variancia finita (de valor adotado 1), sujeitas a uma distribuigdo de probabilidade P (£,7n) =
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P (&) P(n) e D é o parametro de anisotropia do sistema.

3.3 Energia Livre e Pardmetros de Ordem

Vamos analisar e discutir o efeito do pardmetro anisotrépico de fon tnico aplicado no mode
lo de van Hemmen em relagdo ao comportamento das transicoes de fases do sistema. Para
tal andlise devemos inserir qual tipo de densidade de probabilidade que podemos aplicar nas
varidveis aleatérias P (£) e P (1) do modelo. Sendo assim, como fixado anteriormente, usaremos
a distribuicdo do tipo Bimodal (dada pela Eq. (2.33)) de modo a se obter uma expressao
analitica para a energia livre, a magnetizacdo e o parametro ¢ de vidro de spin'.

Tal como procedemos no capitulo 2, a energia livre, a magnetizagao e o paradmetro de ordem

vidro de spin sao dados, respectivamente, por

Bf = % (22 + 92 + 22 + %) —
<1 {Zexp QBD cosh {|ms| [Kom + K (g2 + nq1) + ﬁH]}}> (3.35)
d
—_ [ Xm,oxp (m3BD) sinh {|ms| [Kom + K (€ +n) ¢ + SH]} (3.36)
>m, exp (m2BD) cos {|my| [Kom + 2K (§ +n) ¢ + SH]} ’
_ [ &4 n X, exp (mEBD) sinh {|ms| [Kom + K (€ +n) g + BH]} (3.37)
e 2 %, exp (m2BD) cos {Jmy| [Kom +2K (€ +mq+BH]} | =

:I:%, :I:%, chegamos aos seguintes resultados

Efetuando a média configuracional dada pela Eq (2.15) e considerando que mg assume os valores
3K
Bf = Kem?+Kq¢*—-= {BD +1In [2cosh <T + K ) + 2¢28P cosh < orm q)}
K,
+21n [ZCOSh < 5 > + 2¢%°P cosh <3Tom>} +

Kom K
In [2 cosh <T - Kq) + 2¢?PP cosh <3 20m - 3Kq>] } (3.38)

! Apesar da densidade bimodal ndo ser a mais adequada em virtude da mesma fornecer o mesmo peso nas
interagbes independente da distadncia entre os sitios, ela tem reproduzido bons resultados.
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3¢2D sinh (250 4 3K q) + sinh (£42 + Kq)

8 | 28D cosh (350 1 3K¢q) + cosh (£42 + Kq)

6e%0P sinh (3K ) + 2sinh ( )
e28D cosh (3K ™) 4 cosh ( =

3e28D sinh (%— 3Kq) + sinh (M — Kq)]

+

2

e28D cosh (35 — 3K ¢q) + cosh (£42 — Kq)

(3.39)

3¢28D ginh (3&27” + 3Kq) + sinh (M + KQ)
~ 3*Psinh (3™ — 3Kq) + sinh (£9™ — Kq) (3.40)
e2BD cosh (?)_KzL —3Kq) + cosh (@ Kq) ’ |

onde Kg=pBJy, K =p8Je = % (Kp =1 neste caso).

O modelo van Hemmen (VH) [53, 54] apresenta basicamente as fases Paramagnética (P),
Ferromagnética (F) e Vidro de spin (SG) e um tipo de fase chamada de Mista (M) que ocorre
quando aplicamos as varidveis aleatérias &; e n; do sistema a distribuicao Bimodal.

Vejamos o comportamento matemédtico da energia livre e equagoes de estado que cada fase
apresenta:

Fase Paramagnética (P): o sistema nao apresenta nenhum tipo de ordem, de modo que
nesta fase os pardmetros de ordem do sistema apresentam a solugao trivial m = ¢ = 0. Entao,

a partir da Eq. (3.38) a energia livre é dada por
1 28D
Bfp=-7BD~In [2+2e } (3.41)

Fase Ferromagnética (F): é identificada no sistema por apresentar magnetizagdo nao

nula, assim temos as solugoes m # 0 e ¢ = 0. Logo, a energia livre, Eq.(3.38), serd

Bfr = Kom? — iﬁD [2 cosh <K2 ) + 229 cosh <3K20m>] , (3.42)
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sendo a magnetizacao, Eq.(3.39), dada por

£
S

_— 1 [362'6[) sinh (341(2@) + sinh (ﬁQﬂ) 3¢28D ginh (341(2)&) + sinh (

T 4| 28D cosh (3[(42)_171) + cosh (M) + €28D cosh (341(2@) + cosh (

m))] . (343)

Fase Vidro de Spin (SG): o sistema tem magnetizacao nula e os spins encontram-se

7

2

congelados em posicoes aleatérias uma vez que o pardmetro ¢ é nao nulo e assim teremos as

solugoes m = 0 e g # 0, de forma que a energia livre, Eq.(3.38), fica expressa por

Bfsq = Kq* — i/BD - % {ln {2 cosh (Kq) + 2¢°P cosh (3Kq)] +1In (2 + QGBD)} ,  (3.44)

e o parametro vidro de spin ¢, Eq.(3.40), por

1 [362513 sinh (3K q) + sinh (Kq)] (3.45)

7= | ¢2PD cosh (3Kq) + cosh (Kq)

Fase Mista (M): esta fase apresenta as solugoes m # 0 e ¢ # 0, significando que, apesar
de os spins apresentarem um certo grau de aleatoriedade no congelamento, fazendo com que
q seja nao nulo, o sistema tem magnetizagdo m nao nula, indicando haver uma componente
ferromagnética importante nesse alinhamento. Portanto, temos para a energia livre e para as

equagoes de fases (m e ¢) as expressoes dadas pelas Egs.(3.38), (3.39) e (3.40), respectivamente.

3.3.1 Diagramas de fases

O efeito do parametro de anisotropia D aplicado ao sistema indica que se D > 0 serao favore-
cidos os estados +% e —% do spin, assim, consequentemente, se D > 1 voltamos ao caso original
do modelo de van Hemmen, pois os spin voltam a ser Ising (Si = :t%, ou normalizados, S; = :l:l).
Trabalhando agora com D < 0 iremos privilegiar os estados —i—% e —%, onde a medida que |D|
vai aumentando torna-se mais dificil da interacao ferromagnética Jy manter a interligagao en-
tre os spins geradores da ordem ferromagnética (m # 0) com os spins que geram a ordem
vidro de spin (g # 0), ingrediente fundamental para a existéncia da fase mista. A introdugao
do parametro anisotrépico aumenta o conflito entre os estados preferenciais de orientacao dos
momentos magnéticos e isso contribui para a eliminagao desta fase.

Resolvendo numericamente as Eqs.(3.41) - (3.45) podemos obter diagramas de fases nos
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Figura 3.5: Diagrama de fase no plano T'— Jy para o modelo VH de spin % usando a distribuicao
bimodal e anisotropia D = 0.

planos T'— D e T — Jy. No plano T — Jy, o diagrama de fase para o modelo VH de spin
% é qualitativamente igual aos casos de spin % e 1 analisados no capitulo 2, com a auséncia
da anisotropia D = 0. A medida que o parametro de anisotropia aumenta |D| (D < 0),
as temperaturas criticas entre as diversas fases (SG, M, F) diminui gradativamente. Para
D < —0,48, a fase mista (M) desaparece e a temperatura critica entra as fases SG e P vai
assintoticamente no limite D — —oo para o valor (normalizado) de T, do modelo VH com
dois estados (S = %) Observe que contrario ao caso de spin 1 , que neste limite a fase SG
¢é destruida, para qualquer valor da anisotropia teremos sempre transi¢oes de segunda ordem

entre as fases SG-P e F-P. Nas figuras 3.5, 3.6 e 3.7 apresentamos a evolugao do diagrama de

fase no plano T' — Jy para D = 0, ? =—-0,10¢€ % = —0, 48, respectivamente.
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Nas figuras seguintes (3.8) a (3.10) temos o diagrama de fase no plano T'— D para diferentes
valores da interacao ferromagnética Jy. A transicao de segunda ordem entre as fases SG-P é
indicada pela linha continua em que o pardmetro vidro de spin é nulo (¢ = 0), ou seja, o sistema
sofreu transicao de fase sem que houvesse descontinuidade no parametro de ordem vidro de
spin. Agora, a linha pontilhada que representa a transicao de primeira ordem com o parametro
¢ ndo nulo (¢ # 0) mostra que a transi¢io sofrida entre as fases q1 e ¢z (i.e., 1 =3 e g2 = 3)
aumenta até atingir o ponto critico terminal. Observamos que a medida que Jy aumenta, esta
linha se aproxima da transi¢ao de segunda ordem atingindo para Jy > J o ponto tetracritico.
Fisicamente podemos interpretar este resultado notando que a temperatura critica decrescerd
gradativamente, a medida que a interacao ferromagnética é introduzida através do paradmetro

Jo, que finalmente induzird a previsao do ponto tetracritico.

3.3.2 Comportamento térmico dos paradmetros de ordem

As figuras 3.11 e 3.12 ilustram o comportamento do pardmetro de ordem vidro de spin ¢
e a magnetizacao m, respectivamente em funcao da temperatura para alguns valores de D.na
fase M. Observa-se que para valores crescentes de D temos temperaturas criticas maiores, o que
é de se esperar, uma vez que, neste caso, o parametro anisotrépico (> 0) favorece um estado
ordenado.

Na figura 3.13 apresentamos o comportamento da magnetizagdo m em relagao ao parametro
anisotrépico D para valores crescentes da temperatura. Observa-se que para baixas tempera
turas, a magnetizagao assume valores bem definidos (no primeiro caso, para T'= 0.1, a magne-

tizagdo m assume valores % e % aproximadamente) e sofre uma transi¢ao de primeira ordem em

% = —0,50. A medida que a temperatura aumenta, o nimero de valores para a magnetizagao
também aumenta comecando do zero até % E de se esperar que isso ocorra pois, em baixas

temperaturas o parametro anisotrépico facilmente favorece os spins a assumirem os estados
S+ % e S = :t% gerando assim uma magnetizagdo m = % em = %, jd com o aumento da
temperatura torna-se notdvel a competicdo entre a desordem fornecida pela temperatura e a
ordem dada pela anisotropia fazendo assim com que os spins assumam cada vez mais valores

entre —% e —i—% resultando em um niimero maior de valores para magnetizacao entre 0 e %
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Figura 3.6: Diagrama de fase no plano T'— Jy para o modelo VH de spin % usando a distribuicao
bimodal e anisotropia % = —0, 10.
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Figura 3.7: Diagrama de fase no plano T'— Jy para o modelo VH de spin % usando a distribuicao
bimodal e £ = —0,48.
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Figura 3.8: Diagrama de fase (SG-P) no plano 7' — D para mo modelo VH de spin % usando a
distribuigao bimodal e %Q =0,77. A linha de primeira ordem finaliza no ponto critico terminal
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Figura 3.9: Diagrama de fase (SG-P) no plano 7' — D para mo modelo VH de spin % usando a
distribuigao bimodal e %]Q = 0,87. A linha de primeira ordem finaliza no ponto critico terminal
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Figura 3.10: Diagrama de fase (SG-P) no plano 7' — D para mo modelo VH de spin % usando
a distribui¢do bimodal e %Q =1,0. A linha de primeira ordem finaliza no ponto tetracritico.
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Figura 3.11: Comportamento do pardmetro de ordem vidro de spin ¢ em funcao da temperatura
para o modelo de van Hemmen de spin % usando a distribuicao bimodal com {] = % e diversos

valores do parametro de anisotropia.
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Figura 3.12: Comportamento da magnetizacao m em fungao da temperatura para o modelo
de van Hemmen de spin % usando a distribuicdo bimodal com Jf = % e diversos valores do

pardmetro de anisotropia.
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Figura 3.13: Comportamento da magnetizacao m e

m funcao da anisotropia D para o modelo
VH de spin % usando a distribuicao bimodal e Jf = %
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Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho discutimos sistematicamente o diagrama de fase do modelo de van Hemmen
(VH) na presenca da anisotropia de fon tinico com spin S =1 e % Particularizamos todas as
andlises para o caso da distribuigdo bimodal em que aparecem trés fases ordenadas (SG, M, F)
para serem analisadas.

No capitulo 1 apresentamos uma introdugao histérica breve, mostrando algumas experién-
cias que culminaram na descoberta de um novo estado na matéria, o vidro de spin, e foi feita
uma rapida revisao discutindo alguns modelos teéricos propostos.

No capitulo 2, apesar de serem analisadas com detalhe apenas casos particulares, apresen-
tamos o modelo de van Hemmen generalizado, incluindo anisotropia, varidveis de spin inteira e
semi-inteira e distribuigao de probabilidade P (£,7), que de certa forma generaliza o estudo feito
por de Almeida e Brady Moreira [57]. A partir desta expansao podemos observar a mudanga de
comportamento das grandezas, parametros termodindmicos e, em consequéncia, dos diagramas
de fases, bem como no valor das varidveis de spin (S = 1).

Na discussao sobre a existéncia da fase vidro de spin, para Jy = 0, foi usada a definicao da
fungao frustragao de Tolouse [52], ®. Nesta definigdo a andlise ¢é feita através do produto dos
Ji/js e sdo obtidos os mesmos resultados usando-se a transformacao de Mattis ou o truque das
cores definido por van Hemmen. Corroboramos com esta discussao apenas a afirmagao de Choy
e Sherrington [55] sobre este modelo nao representar um vidro de spin no sentido completo.

O diagrama no plano T'— Jy com D = H = 0 é semelhante ao original, mudando apenas

sua escala. Os diagramas no plano T' — Jy com D # 0 foram obtidos numericamente.
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No capitulo 3 surge o objetivo principal deste trabalho que é a andlise dos diagramas de
fase no plano T' — Jp, bem como os diagramas da evolugdo térmica com a anisotropia (plano
T — D) para o modelo de van Hemmen de spin % Desenvolvemos os calculos para a fungao de
partigdo para este caso particular e encontramos as fungoes caracteristicas do mesmo (energia
livre S f, magnetizagdo m e parametro vidro de spin ¢). Ficou claro no primeiro caso (diagrama
no plano 7' — Jp) que o comportamento qualitativo prevaleceu observando-se a permanéncia
das fases mista (M), ferromagnética (F), vidro de spin (SG) e paramagnética (P). Observamos
também que o efeito do pardmetro anisotrépico D para valores positivos (D > 0) favorece
os estados +% e —% do spin, levando-nos a conclusao de que para D > 1 o sistema volta
a se comportar como no modelo original de van Hemmen, ou seja, voltam a ser Ising. No
segundo caso (diagrama no plano 7' — D) encontramos uma linha de transicao de primeira
ordem encerrada por um ponto critico terminal que separa a fase vidro de spin 1 (¢;) e vidro de
spin 2 (¢2). Ainda no mesmo diagrama encontramos uma linha de transi¢ao de segunda ordem
que separa a fase vidro de spin (SG) da fase paramagnética (P). Para valores de Jy > 1 temos
o surgimento de um ponto tetracritico. Nos diagramas no plano m — T e ¢ — T observamos que
o comportamento dos mesmos condiz com o sistema, ou seja, tanto a magnetizacao m quanto
o pardmetro vidro de spin ¢ decai suavemente de um dado valor & zero, caracterizando um
sistema critico. Ainda nos mesmos diagramas vimos que para valores crescentes do parametro
anisotrépico, a temperatura de transi¢do também cresce, o que confirma o fato do parametro d
preferenciar uma dada orientacdo que mantém o sistema ordenado. Finalizamos construindo o
diagrama no plano m — D para crescentes temperaturas, notando que para valores crescentes
da temperatura também se tornava crescente o nimero de valores para a magnetizagao entre 0
e %, tornando claro a competicao entre a ordem dada pela anisotropia e a desordem dada pela

temperatura.
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Apéndice A
Método do Ponto de Sela

O meétodo do ponto de sela é utilizado para obter a forma assintética, para N grande, de
integrais do tipo

I(N) = /Cexp [Nf(2)]dz, (1.1)

onde f(z) é uma fun¢ao analitica e C' ¢ um determinado contorno no plano complexo (a forma
assintética da versao real dessa integral, ao longo do eixo z, pode ser obtida a partir do método
de Laplace).

Escrevendo f(z) = u(zx,y) + iv(x,y), a contribuicdo mais significativa para I(N) vem das
regioes do contorno em que u(z,y) ¢ muito grande. A idéia do método consiste em deformar o
contorno a fim de passar pelo ponto estaciondrio de u numa direcao convenientemente escolhida
(a fim de calcular uma integral gaussiana simples).

Devido as condigoes de Cauchy-Riemann, isto é,

ou Ov OJdu ov

as partes real e imagindria de uma funcao complexa f(z) obedecem a equacao de Laplace,

0?u 0% 0%v 0%

w—F&—yQ:Oew—i—@—yQ:O. (1.3)
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Portanto, qualquer extremo da superficie u(x,y), satisfaz a condicao:

ou  Ou

%= gy =" (1.4)

deve ser um ponto de sela (isto é, um minimo de uw numa dire¢do e méximo na outra, com a
forma de uma sela). Além disso, pelas condigoes de Cauchy-Riemann, um extremo de u(zx,y)

também serd um extremo de v(zx,y), ou seja,

1" (20) =0, (1.5)

num ponto de sela zp. Vamos, entao, escrever a expansao de Taylor de f (z) em torno do ponto

zZ =20
F(2) = 1 (20) + 3" (20) (2 = 20)? (16)
Fazendo
f" (20) = pexp (i0) (L.7)
e
(z —20) = sexp (i9) , (1.8)
temos
f(z)=f(20)+ %ps2 exp [i (0 4 20)] + ..., (1.9)
ou seja,
u(z,y) ~ u(wo,%0) —i—%pchos (0 +29) (1.10)
e
v (z,y) zv(mo,yo)—F%pstin(@—FZ@. (1.11)

Para atravessar um ponto de sela na direcao do méximo da parte real, vamos fazer a escolha
cos (6 + 2¢) = —1, que corresponde a sin (6 + 2¢) = 0, ou seja, v (x,y) ~ v (g, yo) - Entao, ao
longo do caminho deformado de integragao, v (z,y) = v (zo, yo) impedindo que o fator exp (iNv)

no integrando de I(N) seja capaz de produzir oscilagoes de cardter destrutivo. Portanto, temos
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a forma assintética

o0

I(N) ~ eXp[Nf(ZO)]/ exp [%psw] exp (i¢) ds =

271\ 2
exp N7 (0] (o3¢ ) exn 10 (112)
onde p = |f"(20)| e ¢ = —g + 7§ ¢ a inclinagdo do contorno (o sinal depende do sentido de

percurso do caminho deformado) .

Exemplo: célculo assintético (para N grande) da integral

Z(N) = % %exp INf (2)] dz, (1.13)
C

ondeC' é o circulo unitdrio em torno da origem e

3
2 2
fz)=v <;—$> z—Inz. (1.14)
A partir da primeira derivada,
, orm\? 1
fz)=v Bz) o (1.15)

temos o ponto de sela

0= % (5_;9) ' (1.16)

2mm
Portanto,
f (20) :1+1nv—%ln <%) . (1.17)
A partir da segunda derivada,
() = (1.18)

temos

" (%) = v? <27r—m>3 (1.19)
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Portanto,

2mm'\
2
p=1f"(20)| =v (W) (1.20)
e 0 = 0. Entao podemos escrever
1 or [ Bh2\ ]2
Z(N)~— N — | — i 1.21
(N) ~ 5 exp [VF (20) [sz (5) ] exp (i9). (121)

onde ¢ = —g + 5 = +3. Notando que a escolha ¢ = 7 corresponde ao sentido correto do

contorno deformado, temos a forma assintética

e L 2
Z (N)~ (2nNv?) 2 <%> exp [N f (20)] , (1.22)
que fornece o limite
1 B B 3 Bh?
A}l_r)r(l)oﬁan(N)—f(zO)—lJrlnvf21n <27rm>’ (1.23)
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Apéndice B

Demonstracao das expressoes para ¢

€ q

Com o intuito de encontrar uma expressao para o parametro de ordem de um vidro de
spin, ¢, para o modelo de van Hemmen vamos desenvolver o procedimento para encontrarmos
o parametro de ordem de um ferromagneto, a magnetizacao, m, e usar o mesmo caminho.

Um ferromagneto é um sélido constituido de &omos com momento magnético resultante
nao nulo, S;, que podem assumir valores discretos ou continuos de acordo com sua estrutura
interna, interacao com os outros constituintes do sistema, e pardmetros como temperatura e
campo magnético.

Um sistema com estas caracteristicas deve apresentar, para certos valores desses paramet-
ros, uma conexao magnética entre seus dtomos. Se o momento magnético de cada um deles
pode assumir valores diferentes (no caso mais simples S; = £1), deve haver uma fungao proba-
bilistica, dependente dos pardmetros envolvidos, que seja a preferéncia desta orientagao. Esta

probabilidade é, advinda da mecénica estatistica, dada por
[
P(S;) = —e , (2.1)

que é o chamado peso de Boltzmann, onde Z é a funcdo de particdo, H o Hamiltoniano e 5 o
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inverso da temperatura. Definindo (S;), a média termodinamica de S;, temos

(Si)e = > P(Si) S, (2.2)
{S:}

onde ) indica soma sobre todas as possibilidades de orientacao de S;. Se
{8}

(Si), =1, (2.3)

as condigOes sao tais que cada momento magnético estd orientado preferencialmente numa
diregdo. Ou seja, o sistema serd dito completamente magnetizado, podendo haver situagoes
intermedidrias, a saber,

0<(S;) < 1. (2.4)

A magnetizacdo por spin do sistema serd entdo dada por

v- (V)

a média sobre a soma de todos os spins magnéticos resultantes. Assumindo que o sistema é

(2.5)

)
t

homogéneo, a média da soma é a soma das médias, de modo que o sistema tendo N dtomos,
ficamos com

M = (S),. (2.6)

Passando & discussao de sistemas diluidos, primeiramente notamos que nao ha apenas que
calcularmos a média termodindmica, mas também levamos em conta a probabilidade de um
sftio estar ou nao ocupado, ou existir ou nao uma ligagao entre determinados sitios. Isto é,
precisamos também calcular a média configuracional, aqui denotada por (...),;. Assim, a soma

na Eq(2.5) deve ser substituida por
()a=D P, (2.7)

onde P; representa a distribuigdo de probabilidade, como P (S;), relacionada a diluigdo do
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sistema. A magnetizacao, entao, agora, é dada por
M =" PAS), = ((S),)y. (2.8)
i
Num vidro de spin puro, a orientacao dos spins serd completamente aleatéria, de modo que
M =0, (2.9)

apesar de existirem modelos que, de acordo com as condigoes de diluicao, e pardmetros envolvi-
dos no sistema, apresentam tanto caracterfsticas magnéticas quanto de vidro de spin.

O parametro de ordem q estd para um vidro de spin, assim como para um ferromagneto estéd
a magnetizacao. A aleatoriedade inerente aos spins num vidro de spin é introduzida através de
uma fungao aleatéria que pode ser relacionada a sitios ou ligagoes. Esta fungao aleatéria dé
uma caracteristica diferente aos spins submetidos a ela, e que precisa ser levada em consideracao
durante o procedimento de cédlculo.

No modelo que estudamos a aleatoriedade vem através da interagao

J
Jij = (&my +&5m3) - (2.10)

Observando a parcela no Hamiltoniano que envolve este fator,

Hr=—Y_ JijSiS;, (2.11)
(i)

(R —random). Tudo se passa como se tivéssemos agora novas varidveis de spin ;S;, 7,Sj,
submetidas a probabilidade P (£,7n), interagindo emtre si. Os parametros de ordem por sitio,

q1 € q2, serao dados, entao, por

a1 = (&S (2.12)
@ = M (S (2.13)
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j& que temos duas varidveis aleatdrias. Ou ainda, usando a notagao de van Hemmen

()a=> (), (2.14)

i

temos

6= 3 &S, (2.15)

W= S (216)

Esta definicdo de van Hemmen para o pardmetro de ordem ¢ é diretamente extraida da
teoria de campo molecular e, portanto, diferente da definicio de Edwards e Anderson onde é
levada em conta a correlacao entre as orientacoes de um mesmo sitio em instantes de tempo
diferentes.

A ordem do calculo das médias termodinamica e configuracional, mesmo que matematica-
mente nao exista aparentemente preferéncia, termodinamicamente devemos efetuar a primeira
delas, no sentido de que tomamos uma possivel configuragao e somamos todas as possibilidades
de orientacao dos sitios, para aquela configuragdo e depois somamos sobre todas as possiveis

configuragoes.

2.1 JBf é minima se ¢ = ¢

A interacao aleatéria tem a forma mostrada na Eq. (2.10). Se procedemos troca £ < n, o
Hamiltoniano da Eq. (2.1) permanece o mesmo. Isto mostra que as fungdes termodinamicas e
parametros de ordem nao devem mudar quando submetidos a esta mesma troca. Logo, ¢1 = ¢o.

Vamos entao supor que ¢; # ¢4 e que ¢} e ¢, fornecem o minimo em Sf. Sabemos que

2
ol < (QEJHJ&)

@192 = 1 ) (2.17)

onde a igualdade s6 acontece se e somente se ¢j = ¢5. Levando a Eq. (2.17) a energia livre, 8f,
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temos

1 (¢} + )’
- e gMiT®R)
Bf 5 om” + 1

<ln {2651) cosh [Kom + K (€qa +naq1) + BH] + 1}>d . (2.18)
Logo, Af (¢} # ¢5) ndo ¢ um minimo, pois

Bf (a1 # az) > Bf (a1 = 43) - (2.19)

Assim, s6 pode haver minimo em Sf se ¢] = ¢, ou ¢1 = g2. Fazendo entao ¢; = g2 = ¢, temos:

Bf = %K0m2 + K¢* - <1n {26'6[) cosh [Kom + Kq (£ +n) + BH] + 1}>d- (2.20)

Calculando o minimo em relagao a ¢, chegamos a expressao (2.25).
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Baixar livros de Literatura Infantil
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Baixar livros de Meio Ambiente
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Baixar Monografias e TCC
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