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| INTRODUCAO

A garantia da continuidade operacional € um asprctdamental para o bom
resultado econémico das industrias de processosseNsentido, as turbomaquinas
despontam com os maiores graus de criticidadealeatequipamentos utilizados.

Especialmente com relagdo as maquinas, a observacd andlise do
comportamento vibratério dos rotores, mancais toda a sua estrutura de suportagédo
constituem recursos inestimaveis para minimizar $@®s riscos de interrupcédo da
producdo mas também evitar acidentes e danos aeaibien

Essa préatica compreende a determinacdo de fre@$énaturais, a definicdo da
resposta dinamica ao desbalanceamento, o estabeleoida curva elastica do rotor, a
caracterizacdo da estabilidade dinAmica do conjuntitivo, além de varios outros
estudos relacionados as manifestacdes vibratoérias.

O mau desempenho no funcionamento rotodindmico mda turbomaquina é
geralmente caracterizado por um elevado nivel begéo do eixo, o qual precisa ser
contido dentro de valores pré-estabelecidos, par@ngr um funcionamento adequado
deste equipamento (confiabilidade).

Vibragéo elevada é sinénimo de:

1) Elevado ruido, inadmissivel em submarinos eazaste Guerra,

2) Baixa confiabilidade dos equipamentos (baixopmédio entre falhas),

3) Desgaste excessivo dos componentes das madguiaasais, acoplamentos),

4) Custos elevados de manutencéo,

5) Perdas elevadas por lucro cessante

A andlise dindmica tem um importante papel na faseprojeto e objetiva
minimizar os riscos do investimento. A identifiGagardia de um problema (na fase de
fabricacdo e montagem da maquina), € mais cudtogae a sua identificacdo na fase
de projeto. Analogamente, podemos dizer que difib@agdo de um problema na fase
de partida da planta também é mais cara do queaaidamtificacdo na fase de
fabricacéo.

Se o problema for identificado na fase de produggmerda por lucros cessantes €
ainda maior. Em alguns casos a planta fica comdgn@omo veremos no Capitulo
VIIl, a conviver com o0s prejuizos decorrentes doumiuncionamento das

turboméaquinas mal projetadas, mal montadas ou damninadequadamente.



Todo o esfor¢co feito na fase de projeto para garamtbom desempenho
rotodindmico de uma turbomaquina, pode ser percido os aspectos relacionados a
montagem ndo sejam convenientemente tratados.

Especial atencdo deve ser dedicada a estruturaimetacdo da maquina. E
muito importante registrar que um bom projeto rotachico de uma turbomaquina,
ndo é garantia real de que este equipamento véohardem no campo (baixos niveis
de vibracdo), quando o mesmo for instalado em sggolde trabalho. Este problema é
ainda mais sério, na medida em que sabemos quegasharias de construcao civil,
aeronautica e naval ndo dominam a tecnologia delageim dos protétipos virtuais no
caso da instalacdo de turbomaquinas.

Nos projetos de construcao civil sdo aplicados du&e@staticos para projeto das
fundacbes, que tém a sua eficacia comprovada, iEodaiste um risco inerente ao
processo de simplificacdo, que faz com que em HWGES0S 0S niveis de vibracéo
observados no campo sejam bem superiores aquelidanena base inercial (teste
realizado no fabricante). Em alguns casos estgsisnisdo tdo elevados que
comprometem o funcionamento da turbomaquina, coemd mostrado no caso de
estudo apresentado no Capitulo VIII.

A utilizagcdo de programas de elementos finitos parprojeto dos suportes,
empregada na engenharia aeronautica e naval, aurasnthances de sucesso do
projeto, todavia ndao é suficiente para represenmtacoplamento dinamico entre as
diversas partes inter-relacionadas (abordagem iicapla), exigindo custosos esforcos
experimentais apds a constru¢cdo do primeiro ppmppara garantir a inexisténcia de
problemas.

Em termos mais especificos, podemos afirmar qfieaiéncias naturais do rotor
serdo distintas para configuragdes diferentes gorsa (variagdes da ordem de 10%
sao percebidas conforme as condi¢bes de contorsomwte). Como se trata de um
problema acoplado, também as freqiiéncias natunassiporte sdo alteradas quando o
rotor é acoplado a estrutura (menores variacoeslssarvadas).

Desta forma, a simulacdo da interacdo rotor/estlmancais é necessaria e
essencial para uma representacdo correta do mdideto, correspondendo a um

protétipo virtual verdadeiramente representativo.



Em alguns sistemas, onde sdo instaladas multipfeguimas sobre uma Unica
estrutura de suportacdo, a estrutura de suporte sErdexcitada por uma grande gama
de harménicos e sub-harmdnicos das maquinas, elevaastante o risco do projeto
desta estrutura (o trem de compressdo pode serostonge diversas turbomaquinas
trabalhando com diferentes rotacdes).

Segundo o API-617 (Norma Internacional dedicadarapressores centrifugos
para uso na industria do petréleo), a rigidez d@sebde uma maquina deve ser no
minimo 3,5 vezes superior a rigidez do mancal.o@asa exigéncia ndo seja cumprida,
as frequéncias naturais calculadas pelo estuddindimico estardo comprometidas e,
consequentemente, as margens de separacao (sejwsperadas serao diferentes.

O nivel de rigidez exigido pelo API-617, pode, efguas casos, ser muito
elevado e tornar-se inexequivel na pratica. Meassim, essa recomendacao poderia
nao ser suficiente para garantir o sucesso dotproje

Sabemos também que o amortecimento proporcionados peancais €
seriamente prejudicado pela baixa rigidez da fuiinlagCaso a rigidez do suporte tenha
valor inferior a cerca de 10 vezes a rigidez dosaais, as consequéncias serdo notadas
no fator de amplificacdo da resposta dindmica dguina.

As estruturas de suportacdo acima discutidas peeenpor exemplo:

1) Um mezanino em uma planta industrial,

2) O casco de um submarino ou de um navio de Guerra

3) Uma plataforma maritima de petréleo “off shore”,

4) A asa de um avido responsavel pela suportac8oadeturbinas a gas.

Um equipamento rotativo real tipico (tal como umdémaquina), € constituido
de varios subsistemas, tais como: rotor, mancas;aca, impelidores, selagem,
fundacdo, etc... Quando o rotor € submetido airbists internos ou externos, tais
como desbalanceamento, desalinhamento, frequ&igpassagem das palhetas,
frequéncia de engrenamento, instabilidade rotodice@nfrequéncias harmoénicas da
rede elétrica,entre outros, estes componentesag#er entre Si em um processo
dindmico de absorcéo e dissipacdo de energia.

Estes disturbios se configuram pelo estabeleciméatam regime complexo de

funcionamento do rotor, caracterizado por movimeigk® deformacgéo do eixo que gira



com rotacad2. Este movimento é caracterizado também por umaais frequéncias
de precessam, independentes da frequiéncia de rotaQaalo rotor.

O eixo deforma-se em uma curva espacial, denominade elastica do rotor
(reversa no espaco). Esta curva tem grande immist&o projeto das maquinas, na
medida em que define as tensdes maximas de prgetxo, bem como as folgas
internas minimas da maquina. A obtencédo da cuastiea tem sido facilitada pelo uso
de programas de computador.

A ciéncia da RotodinAmica é pouco estudada nasersidades brasileiras,
notadamente pela completa inexisténcia de fabesase turbomaquinas no Brasil.

Os fabricantes de turbomdaquinas sdo os usuariosntpie demandam este
conhecimento. A Petrobras, na qualidade de maeraoora de turboméaquinas do
Brasil, tem se esfor¢cado para desenvolver esteplartarea da dinamica.

Antes do estabelecimento das diretrizes deste Ifi@ba de iniciarmos a
construcao do nosso ferramental analitico paraargmento das dificuldades tedricas
gue serdo aqui discutidas, cabe uma revisdo ddcestaial da arte desta ciéncia, a
Rotodinamica.

1.1 Historico

1.1.1 Anélise e Revisdo do Conhecimento Rotodin&si

O primeiro trabalho rotodindmico remonta a mais wm século, sendo
apresentado por RANKINE (1869). RAYLEIGH (1894) egentou um método
aproximado para calculo de freqiiéncias naturaisigas.

TIMOSHENKO (1945) introduziu o conceito de cisallearo transversal nas
frequéncias naturais.

JEFFCOTT (1919) € o primeiro a apresentar o ¢inde precessao do eixo “
whirl “, tal como € conhecido hoje. No seu trabath@quacionamento da elastica
(deformada), é definido em termos de forcas ortaggogque agem sobre o eixo, tais
como as forcas de inércia e de resisténcia el&stiedormacao.

SOUTHWELL e GOUGH (1921), verificaram a reducadrégténcia natural do

rotor com a aplicagéo do torque e do empuxo a8MITH (1933) discutiu a influéncia



do efeito giroscépio na frequéncia natural de esarom grande disco. Esta idéia é
posteriormente estendida por GREEN (1958).

HOLZER (1921) apresentou um método manual paraulealcfreqiiéncias
criticas em compressores alternativos. Este mdtmdnodificado e € usado hoje na
forma de matrizes para andlise torcional. MYKLE®TA1945) desenvolveu um
método para célculo de freqiiéncias naturais dedisasido ao mesmo tempo em que
PROHL (1945) apresentou um método para calculoatgiéncias naturais em rotores
de turbomaquinas.

Estes trés métodos (HOLZER, MYKLESTAD, PROHL ) rfam a base para 0s
atuais meétodos rotodindmicos e marcam uma novanarandlise das vibracdes,
caracterizada pela mudanca do continuo para osdogttiscretos. MILLER (1953)
introduziu a discussao sobre suportes flexiveis@itiu a resposta dinamica lateral de
vigas.

RAUL (1970) investigou a resposta dinamica ao desiseamento, utilizando
analise matricial. Os livros texto de VANCE (1988)CHILD (1993) mostram a
grande quantidade de trabalhos realizados nesta are

RUHL e BOOKER (1972) desenvolveram as matrizes @ssan e rigidez do
elemento e LUND (1974) desenvolveu o método de imake transferéncia para
calculo de estabilidade e freqiiéncias naturais ttidas de sistemas rotor/mancais
hidro-dinamicos, levando em consideracdo o amaonttio interno (histerético) e as
forcas aerodindmicas de acoplamento cruzado, “cmsgsling”.

NELSON e McVAUGH (1976) desenvolveram diferentestrinas elementares
para diferentes elementos no rotor. Utilizaranooceito de fungéo de interpolacéo e
aplicaram o principio dos trabalhos virtuais.

MURPHY e VANCE (1983) apresentaram um método pateutar o polinbmio
caracteristico a partir do método da matriz desfea@ncia. KIM e DAVID (1990)
apresentaram variacdo do método de matriz de ¢éné@msfia com matrizes diferentes
para massa, rigidez e inércia rotatoria, podendculea o polinbmio caracteristico
diretamente, o qual era convertido em problema aevalor. WILKINSON e
REINSCH (1971) resolveram este problema.

MASLEN e BILK (1992) apresentaram modelo para isdlu de mancais
magnéticos na analise rotodinamica. A andlisestibéidade foi executada na forma

de espaco-estado “ state —space”.



1.1.2 Revisdo do Conhecimento sobre Suportacdo Méquinas

Desde os primeiros trabalhos rotodindmicos estdaea ca importancia da
fundacdo nos calculos rotodindmicos. Algumas desquisas feitas em suportes
flexiveis sdo apresentadas abaixo.

BOHM (1964) discutiu a necessidade de incluir dardsticas do suporte e da
carcaca na analise de turbomaquinas. BANNISTERI@MAN (1964) apresentaram
0 método da impedancia para caracterizar a fled#ue das fundacdes. Este trabalho
foi desenvolvido por EWINS (1984).

LUND (1965) prop6s método para célculo limite deéalkdidade em rotores
flexiveis em mancais com suporte flexivel e amagtec Com este modelo simples
mostrou que as caracteristicas do suporte afetandgmente a estabilidade do rotor.
Em suportes sem amortecimento a estabilidade canoe,caso em que haja
amortecimento, a estabilidade cresce.

GUNTER e TRUMPLER (1969) mostraram o efeito dasaimopia do suporte no
limite da estabilidade. Esta analise foi feitangkamodelo modificado de JEFFCOTT.

GUNTER (1970) estudou amortecedores de 6leo prenssgueeze film” e
mostrou sua influéncia na resposta dinamica. KERKSUNTER (1972) usando o
modelo modificado de JEFFCOTT (1919), mostraranfeitcedo suporte na reposta
sincrona.  Discutiram a sintonia do suporte flelixiee suas consequéncias na
rotodindmica do rotor.

BASAL e KIRK (1975) apresentaram um método parduin@a fundacao flexivel
na matriz de transferéncia (one mass-spring-damper)

KIRK e GUNTER (1976) estudaram um modelo de umassaapara
representacao de mancais planos em suporte fladouwgbo “ squeeze film”.

BLACK (1976) estudou a estabilidade do rotor sojeit forca histerética e
externamente amortecido no suporte. Estudou amdefeito da rigidez e do
amortecimento na estabilidade rotodinamica.

CHOUDHURY et all (1976) mostraram o efeito da reggce do amortecimento do
suporte na freqiéncia natural.

GASH (1976) usou dados experimentais para simulafuredacdo. As
caracteristicas do modelo séo funcdo da rotacdaut@ usou dados experimentais
para modificar os coeficientes dos mancais inckusig “cross couplings”. A matriz

global é aumentada para incluir o efeito do supoHsta contribuicdo € efetiva para a



resposta dinamica, que sera funcdo da frequiéncidbgdo, mas ndo é adequada para
0 estudo de estabilidade

BARRETT, GUNTER e ALLAIRE (1978) discutiram um roéb rapido e
aproximado para calcular rigidez e amortecimentysd® para resposta e estabilidade
de mancais proximo da critica, mostrando a infligédo suporte.

HASHISH e SANKAR (1984) incluiram na andlise rotaiinica diversos efeitos
lineares e ndo lineares no amortecimento e naedgié mancais em suportes flexiveis.

QUEITZSCH (1985) apresentou um método para céldalaesposta dinamica
em suportes flexiveis. As estruturas sdo anaksdddependentemente e entédo
juntadas. A func&o impedancia da estrutura é adaphos mancais e usa a funcao de
transferéncia como ferramenta de calculo.

BARRETT e NICHOLAS (1986) usaram resposta em fregig&da carcaca de
uma turbina para modificar os coeficientes dos manaconseguindo melhor
compromisso entre resultados experimentais e eoslit

LUND e WANG (1986) usaram um método onde resolverotor e a estrutura
independentemente, acoplando os resultados pasterite.

NICHOLAS e BARRETT (1986) apresentaram um métod® [pracluir o suporte
flexivel na andlise rotodindmica. Derivaram cdefites equivalentes que incluem os
parametros do suporte. O exemplo aplica a teanima maquina real com mancais de
sapatas pivotadas “tilting pad”, sem incluir o &fécross coupling”

NICHOLAS e WHAREN (1986) aplicaram esta mesma teqrara calcular a
resposta forcada em uma turbina a vapor. Usoudeude Resposta em Frequéncia
(FRF) experimental para derivar os coeficientesaufdr considera o amortecimento
10% do critico.

KAZAO e GNTER (1987) ampliaram o método de matrztchnsferéncia para
incluir multiplos rotores.

EARLES e PALAZZOLO (1988) apresentaram um métodaa paalculo
rotodindmico em suportes flexiveis por elementogds. Este método foi usado para
calculo de resposta dindmica de um modelo.

FAN e NOAH (1989) utilizaram um sistema de redu¢dmdal reduction) do
modelo para nalise de rotores flexiveis indeperahaeahte e posterior acoplamento aos
mancais. Apresentam um exemplo onde rotor e sup@®® analisados

independentemente e entdo acoplados.



WANG e TSAI (1989) apresentaram estudo sobre doedwiisotrépico do suporte
sobre a instabilidade aerodindmica. O rotor Deliaisado para o estudo de um grau
de liberdade na fundacdo. O efeito anisotropictuddacéo ficou explicado mostrando
gue em alguns casos este efeito pode melhoraaliletkide

BRENO (1989) Estende a modelacdo a sistemas néardi®, como estruturas
“off shore”. Apresenta ainda uma abrangente revib@liografica, na qual é
apresentado um trabalho completo que relacionatesds lineares e nao lineares.

ROUCH e McMAINS (1989), usam a Funcéo de Respast&eeqiéncia (FRF)
para representar a fundacgdo, no estudo de regfiodraica do rotor. Esta analise é
feita em elementos finitos e o autor investiga daksernativas, o amortecimento
proporcional e a utilizacdo da informacé&o de fase.

STEPHENSON e ROUCH (1992) apresentam um métoddetirminacdo das
matrizes dindmicas usando dados experimentaisut@ asa "Least Square Method-
LSM” para calcular as matrizes do sistema, a padetimm conjunto completo de vetores
modais.

WYGANT (1993) incluiu a influéncia do pedestal fleal e da carcaga usando
informag&o modal. Este estudo inclui pedestalsgnalk” dentro de um procedimento
de matriz de transferéncia. As informagfes mopagem vir de um modelo analitico
ou de um resultado experimental.

REDMOND (1996) discutiu a impreciséo dos testesng@edancia experimental
de suportes e implementa procedimento para sulatrafeito dindmico do rotor dos
dados originais. O sistema de suportacdo consideramodelo de um grau de
liberdade e contempla o “cross coupling e o cral$ entre mancais (aplica-se para o
calculo de resposta dinamica).

VAZQUEZ e BARRETT (1998) sistematizaram um métodarap incluir a
flexibilidade dos suportes nos calculos rotodin&sic Os suportes sao representados
usando-se fungbes de transferéncia polinomiaisgliéado para resposta dinamica e
estudo de estabilidade.

LEES e FRISWEEL (1998) descreveram um meétodo perdelacdo dinamica
da fundacado a partir da resposta dindmica. Isibtiélo pela formulacdo inversa do
problema de resposta do rotor e a partir do modelaotor para identificacdo das
forcas aplicadas nos mancais. Estas forcas sabicadas com os deslocamentos

encontrados no pedestal e é usado para calcutarasietros da fundacéo.



FENG e HAHN (1998) apresentaram um método parailzalparametros modais
da fundacdo a partir de informacbes de desbalaremgam Aplica-se a maquinas
montadas em suportes flexiveis, rigidamente ligadesolo.

RIEGER e ZHOU (1998) usaram o método da matrizalesferéncia para rotor
suportado em pedestal flexivel, suportado em fuimdiexivel. O autor deduz a

matriz de transferéncia da fundacgéo para propresidderentes em X e Y.

1.1.3 Reviséo Histdrica dos Métodos de Reducéo Matrizes

Desde o inicio tem sido reconhecido que o tamaahmatriz estrutural era muito
grande para ser resolvida com o0s recursos computasi disponiveis. Alguns
métodos tém sido desenvolvidos para resolver olgmab associado ao tamanho da
matriz sem descaracterizar o modelo.

As técnicas de reducdo de matriz podem ser grupaddsds categorias: reducao
estatica, reducdo modal e reducdo dindmica ou &edegata. Os dois primeiros
grupos de técnicas de reducao levam a solucOegimgamas que satisfazem a maioria
dos casos, enquanto o terceiro grupo conserva o exanportamento dinamico do
sistema, porém exige métodos especiais para resosistema.

Revisdo dos trabalhos realizados neste topico:

IRONS, B. (1965) introduziu a reducéo estaticaleoa massa dos graus escravos
(slaves) era negligenciada.

GUYAN, (1965) apresentou um meétodo de reducdo iestdtom muitas
modificagbes e seu método tem sido largamenteaditi em analise estrutural. Este
método leva a uma solucao aproximada.

KIDDER, (1973) apresentou uma expansao do métodayds reduction),
introduz aproximacgfes associadas a expansdo desinvia reducdo, em série de
Taylor

HENKHELL e ONG, (1975) apresentaram um métod@ paiecao automatica
dos graus de liberdade (master degrees of freeatoayés do conceito de autovalor
(SVD-Single value decomposition). Este métodorésentado como uma melhoria do
método de Guyan, sendo, porém, muito Gtil em realdg&mica.

JOHNSON e CRAIG et all (1980) apresentaram umaagao do método de
Guyan. Configura o problema como sendo de autod@am sistema de equagdes de

segunda ordem. Este sistema € mais acurado pazama faixa de frequéncia.



PAZ, (1984) apresentou um meétodo iterativo parautéldo autovalor de um
grande sistema, usando reducdo dindamica. O "edi@@\solver” requer matrizes de
coeficientes constantes.

VANCE, MURPHY et all, (1987) usaram teste modalgpserificar resultados
analiticos em diversos rotores.

HASSENPFKUG, (1988) desenvolveu um método para r cmaodelos
matematicos a partir dos resultados modais. NastEjue alguns graus de liberdade
sdo selecionados e uma transformagdo modal ingéeagdicada para gerar um modelo
matematico de ordem reduzida em coordenadas fisicas

LUND, (1994) revisou algumas técnicas modais usadaanalise rotodinamica.
Especial énfase foi dada ao calculo de sistemastecins, a reducdo modal e ao
calculo da matriz de resposta em frequéncia, earapate chamada de matriz da
funcéo de transferéncia.

BARRETT e ALLAIRE, (1988) usaram reducéo dinamices doeficientes de um
mancal “tilting pad” reduzindo para 8 o numero defcientes. Este “paper” usa o
método de montagem das sapatas, para calculacaefigientes.

VAZQUEZ e ARRETT, (1998a) apresentaram um métodaegeesentacdo de
mancal “tilting pad”, usando func¢éo de transferérpmara explicitar a reducéo dindmica
dos graus de liberdade, expressando-os como tgxalidémios.

VAZQUEZ e BARRETT,. (1998c) usaram um teste modafapverificar o
modelo de rotor utilizado em seu trabalho, moswadmohs resultados nas frequéncias
naturais e nos modos de vibracdo. Expandiu-seaeglsse para quantificar diferencas

do modelo do rotor, na estabilidade e na respaséartca.

1.1.4 Histéria Rotodinamica dos Ultimos Anos no BRSIL

A primeira bancada experimental construida na C@BIPE] foi utilizada na
tese de mestrado "Balanceamento de Rotores Flexpedd Método dos Coeficientes
de Influéncia", de Alfonso Garcia Castro, em abel 1986. Esta bancada serviu a
inUmeros trabalhos e até hoje se encontra em usé-Ra.

O primeiro trabalho analitico em rotodinamica, elaldo na COPPE / UFRJ, foi
a Tese de Mestrado de Adhemar Castilho, em 1983.

Na tese de Mestrado de Renato de Oliveira Roch82fl%presentada na
COPPE/UFRJ, sdo propostas a modelagem e a simutbgdotores utilizando o
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Método dos Elementos Finitos.

RENATO, (1996) desenvolveram protétipos de sistestzdinamico flexivel em
laboratorio, com a construcdo de modelos matensapaoa a estrutura e para o rotor
em elementos finitos. Discutem métodos para ideatfio de modelos mateméticos.
Modelam o rotor e a estrutura usando programas ldmeatos finitos (com
identificacdo dos modelos e funcédo de Respostareqiiéncia). Discutem técnicas de
reducdo de modelos estética e modal, aplicandesgimhodal e truncamento modal.

Em 2000, Marcelo de Souza Murta apresentou suadiseestrado, intitulada
"Projeto, Construcdo e Avaliacdo Dinamica de UmoRdfertical Suportado em
Mancais Hidrodinamicos", COPPE / UFRJ.

MOHAMME, (2000) analisaram o processo de contatween rotor e o estator
em maguinas rotativas, objetivando melhorar a édpde das mesmas de evitar o
rogamento, bem como poder resistir a0 mesmo negnsitancias em que se tornem
inevitaveis

Mais recentemente, em 2003, italo Marcio Madeireesgntou na COPPE /
UFRJ, uma tese de mestrado cujo objetivo é a mgelelaeem elementos finitos de

maquinas rotativas com efeitos néo-lineares, aampor ZINDELUK.
MARCIO, (2004) discutem a utilizacao de um excitagletromagnético capaz de

excitar o conjunto rotativo em seus modos normaetat e retrogrados. Modelam o
rotor através de elementos finitos e discutem blproa da instabilidade paramétrica,
usando para isto a equacdo de Mathieu (que ndaipmdacdo analitica) e excitacao
experimental, na investigacdo de areas de estadhdid instabilidade.

Em ATAYDE, J. P. e WEBER, H. |., (2006) é discut@ainamica de maquinas
rotativas em mancais hidrodindmicos, com a suligibude coeficientes dos mancais
obtidos pelos programas de célculo de mancais mgggmas de rotodinamica.

Além dos trabalhos comentados nos paragrafos argsyipodem também ser
citados os seguintes trabalhos desenvolvidos pmogrde pesquisa em Rotodinamica
da USP, Universidade Federal deCampinas e Uniatsiederal de Uberlandia:

- ZACHARIADIS, DC, Critical Speeds and Unbalancespense of a Jeffcott Rotor on
Angular Misaligned Hydrodynamic Bearings, In: SAEaBil International Mobility Congress
and Exhibition, 2001, S&o Paulo, Brasil

- ZACHARIADIS, DC, Stability versus unbalance reape of statically indeterminate rotors
supported on hydrodynamic journal bearings, In:dMM Sixth International Conference on
Rotor Dynamics, 2002, Sydney, Australia
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- ZACHARIADIS, DC, Unbalance Response of Staticdligeterminate Rotors Supported on
Hydrodynamic Journal Bearings: Use of the 32 Dyma@oefficients Bearing Model, In:
International Conference on Noise and Vibrationigegring ISMA 2006, Leuven, Bélgica

- ZACHARIADIS, DC, Unbalance Response of Rotors [guped on Hydrodynamic Bearings
Placed Close to Nodal Points of Excited Vibratioodds, ASME Journal of Engineering for
Gas Turbines and Power, USA, v. 128, n. 3, p. 68,-8006.

- CAVALCA, KL e LINS, HQ, Dynamic analysis of hodntal rotating mahinery, In: Sae
Technical Papers, USA, v. 1, n. 1, p. 1-10, 1999

- CAVALCA, KL e CAVALCANTE, PF, Estudo da Interacaentre rotores e estrutura de
suporte, In: 90 Congreso Chileno de Engenharia Neaa COCIM-CONAE, Valparaiso,
Chile, v. 1. p. 1-7, 2000

- CAVALCA, KL e SBRAVATI, A, Dynamic Analysis of Fxible Gear Coupling Efforts in
Rotating Machinery, SAE Technical Papers, USA,\n.11, p. 1-12, 2002

- CAVALCA, KL e CAVALCANTE. An experimental analys of rotors on flexible structure,
In: Sixth IFToMM 2002 - International Conference Botor Dynamics, Sydney, Autralia, v. 1.
p. 531-538, 2002

- CAVALCA, KL, CAVALCANTE, PF e OKABE, EP, An invetggation on the influence of
the supporting structure on the dynamics of therrsystem, In: Mechanical Systems And
Signal Processing, UK, v. 19, n. 1, p. 157-174,6200

- CAVALCA, KL, CASTRO, HF e NORDMANN, R, Rotor-bemg system instabilities
considering a non-linear hydrodynamic model. In:TdMM2006 - Proceedings 7th
International Conference on Rotordynamics, Viemn4, p. 1-10, 2006

- CAVALCA, KL, OKABE, EP, Rotordynamic analysis sf/stems with a non-linear model of
tilting-pad bearings. In: IFTOMM2006- Proceeding$ Tnternational Conference on Rotor
Dynamics, Vienna, v. 1. p. 21-30, 2006

- SALDARRIAGA, MRV e STEFFEN JR, V, Modelagem detB@s flexiveis montados sobre
Suportes Viscoelasticos, In: 1l National CongreésMechanical Engineering — CONEM —
Belém, Brasil, 2004

- Tese de doutorado: Eduardo Paiva Okabe - Inter&g@tor-Estrutura: Modelo Tedbrico-
Experimental. 2007, Universidade Estadual de Caaspin UniCamp, entador: Katia

Lucchesi Cavalca Dedini
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1.1.5 Rotodinamica nos Ultimos 10 Anos no Mundo

A disciplina Rotodindmica é hoje considerada uménaa madura, onde 0s
conhecimentos estdo bem consolidados e em fasentieagdo. Mesmo dentro desta
realidade, constatamos que a comunidade cientifigadial tem optado por trilhar
alguns caminhos particulares, esquecendo-se, eamsalcpsos, de investigar outras
opcOes de pesquisa. Neste contesto, esta Teseepuopd nova alternativa de solugéo
de sistemas giroscopicos conservativos.

A consequéncia natural desta realidade, € que oemirde trabalhos em
rotodindmica vem declinando e dando lugar a outrif®eques, como é o caso das
suspensBes com mancais magnéticos e das investigagdsuportes flexiveis. Dentro
desta percepcdo, apresentaremos alguns trabalbestemente escritos sobre esta
disciplina, através da apresentacao de algun®antigis recentes

NICHOLAS et all, (2000) propdem um método paraddtrgdo da flexibilidade
do mancal nos calculos rotodindmicos, usando a@ analise modal experimental,
levantando a funcéo “compliance” de resposta emufecia (inverso da rigidez
dindmica) e corrigindo, desta forma, os valoresutatlos para a velocidade critica em
base inercial.

SAWICKI e GENTA (2001), propdem um enfoque diferemt particular para
desacoplar os sistemas de equagfes de movimetddifi@micos), sem contudo fugir
da solugéo do problema de autovalor, empregandozesfrx 2n.

KASARDA e MENDONZA, 2003, apresentam um mecanisnawapcontrolar
vibragdes sub-sincronas através de amortecimemo de mancais magnéticos.
Apresenta também resultados reduzindo as amplitlelegbracao criticas.

HU, FENG, et all (2004), discutem a sensibilidaderdsposta em posi¢cdo do
centro das orbitas dos mancais de turbomaquindsregéo da metodologia empregada
nos calculos hidrodinamicos.

HENNIN e INGOLSTAD, (2005), discutem a viabilidadias técnicas de
otimizagdo de medidas de vibragdo para caractertmacas em eixos de
turboméaquinas. Usa elementos finitos e o enfoqeefalgas modais no avanco das
trincas. Usa algoritmo de otimizacgéo global paemidicacdo das trincas.

Como referéncia adicional, podemos citar os segsiimabalhos:
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Artigos: Rotordynamics
CONF Ano | Titulo Autores
ASME 1999 | Use of the Campbell Diagram in Lalanne, M.; Ferraris, G.
Biennial Rotordynamics
ASME 2001 | Jorgen Lund: A Perspective on His | Anthony J. Smalley, Southwest
Biennial Contributions to Modern Research Institute
Rotordynamics (Invited Paper)
ASME 2001 | Rotordynamics Involving Axial Dara W. Childs and Nameer A.
Biennial Rubbing Against a Disk Siddiqui, Texas A & M University
IGTI 1996 | Experience in Full Load Testing Alain Gelin, Jean-Marc Pugnet,
Natural Gas Centrifugal Daniel Bolusset, Patrick Friez,
Compressors For Rotordynamics FRAMATOME Division
Improvements THERMODYN, Le Creusot,
France
IGTI 1997 | Rotordynamics Modeling for an B.M. Antkowiak, The Charles Stark
Actively Controlled Magnetic Draper Laboratory, Inc.,
Bearing Gas Turbine Engine Cambridge, MA, USA; F.C.
Nelson, College of Engineering,
Tufts University, Medford, MA,
USA
IGTI 2000 | A New CFD-Perturbation Model for | Namhyo Kim, David H. Rhode,
the Rotordynamics of Texas A&M University, College
Incompressible Flow Seals Station, TX, USA
IGTI 2001 | Finite Element and Transfer Matrix | Jorgen L. Nikolajsen, Staffordshire
Methods for Rotordynamics - A University, Stafford, England
Comparison
IGTI 2001 | Predicted Effects of Shunt Injection | Namhyo Kim, Weatherford
on the Rotordynamics of Gas International, Inc., Houston, TX,
Labyrinth Seals USA; Sung-Young Park, David L.
Rhode, Texas A&M University,
College Station, TX, USA
IGTI 2001 | Experimental Evaluation of Hybrid Steven E. Buchanan,
Damper Seals with Brush Elements | Schlumberger, Rosharon, TX,
- Effect of the Bristles on Power USA; John M. Vance, Texas A&M
Dissipation and Rotordynamics University, College Station, TX,
USA
IMechE 2000 | Rotordynamics and leakage - J Sobotzik, R Nordmann, F Hip,
measurements and calculations on | and K Kwanka
labyrinth gas seals and their
application to large turbomachinery
ISCORMA | 2001 | Rotordynamics and DDM Design A.S. Lee, J.W. Ha
Sensitivity Analysis of an APU Gas
Turbine Having a Spline Shaft
Connection
ISCORMA | 2001 | Fact and Fallacy in Linear A. Caldwell
Rotordynamics Analysis
ISMB 1996 | Experimental Verification of Urednicek, M., Bear, C.
Magnetic Bearing System
Rotordynamics Code
ISMB 2000 [ Noncolocation Effects on Rigid Giancarlo Genta, Stefano
Body Rotordynamics of Rotors on Carabelli, Politecnico di Torino,
AMB Italy
ISROMAC | 1996 | Studies in Spontaneous Fredric Ehrich
Sidebanding in Rotordynamics
ISROMAC | 1996 | System Rotordynamics Model Jorg Wauer
Based on a Hybrid Composition of
the Global Deformation
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ISROMAC | 1996 | Rotordynamics on the pc: Transient | David P. Fleming
Analysis with ARDS

ISROMAC | 1998 | Rotordynamics on the PC: Further D. P. Fleming
Capabilities of ARDS

TAMU 1998 | Pump Rotordynamics Made Simple | Mark A. Corbo, Stanley B.

Pump Malanoski

Show

TAMU 1997 | Annular Gas Seals And Dara W. Childs, Leland T. Jordan,

Turbo Rotordynamics Of Compressors John M. Vance

Show And Turbines

TAMU 2000 | Designing High Performance Steam | Stephen L. Edney, George M.

Turbo Turbines with Rotordynamics as a Lucas

Show Prime Consideration

IFToMM 2002 | Practical applications of singular Cloud CH, Foiles WC, Li G,
value decomposition in Maslen EH and Barrett LE
rotordynamics

IFToMM 2002 | Rotordynamics of turbomachinery Childs DW
... looking back ... looking forward

ISROMAC | 2002 | Determination of Rotordynamics A Antonio-Garcia, J GOmez-
Parameters for the Jeffcott Rotor- Mancilla, V V Kucherenko
bearing Model

ISROMAC | 2002 | Non-linear Rotordynamics: T J Chalko
Computational Strategies

ISROMAC | 2002 | Enhanced Rotordynamics for High J V Madison
Power Cryogenic Turbine
Generators

IGTI 2003 | CFD Determination of Pre-Chamber | David L. Rhode, Texas A& M
Flow Pertubation Inlet Boundary University, United States; Ganesh
Conditions for Seal Rotordynamics | Venkatesan, Adapco, India
Models

ASME 2003 | Rotordynamics Analysis: Jean-Jacques Sinou, David

Biennial Experimental and Numerical Demally, Cristiano Villa, Fabrice
Investigations Thouverez, Michel Massenzio,

Franck Laurant

ISCORMA | 2003 | Numerical Modelling and Simulation | G. Genta
in Rotordynamics

ISCORMA | 2003 | Non-Axisymmetrical 3D Element for | M. Silvagni, G. Genta, and A.
FEM Rotordynamics Tonoli

IGTI 2004 | Squeeze-Film Damper Predictions Cyril Defaye,Franck
for Simulation of Aircraft Engine Laurant;Philippe Carpentier;Mihai
Rotordynamics Arghir,Olivier Bonneau;Samuel

Colboc

IMechE 2004 | Rotordynamics of turbine labyrinth J Schettel and R Nordmann
seals — a comparison of CFD
models to experiments

IMechE 2004 | Integrating experimental tests and L Gregori, G A Zanetta, D Lucci,
rotordynamics analysis for solving and C Lupetti
vibration problems on geothermal
turbogenerator sets

IMechE 2004 | Parametric characterization of rub R J Williams
induced whirl instability using an
instrumented rotordynamics test rig

ISCORMA | 2005 | ROTORDYNAMICS SIGNATURE Carabelli, S., Macchi, P., Silvagni,
FOR EMBEDDED SYSTEM M., Tonoli, A., Visconti, M.

ISCORMA | 2005 | THE BEAUTY OF Genta, G.
ROTORDYNAMICS

ISCORMA [ 2005 | SOME CONSIDERATIONS ON Genta, G., Silvagni, M.
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CYCLIC SYMMETRY IN
ROTORDYNAMICS
ASME 2005 | Structural Finite Element Modeling Antti Laiho, Helsinki University of
Biennial of Electromechanical Interaction in Technology, Espoo, Espoo,
Rotordynamics of Electrical Finland, Timo P. Holopainen, ABB
Machines Electrical Machines, Helsinki,
Finland, Paul Klinge, VTT
Industrial Systems, Helsinki,
Finland, Antero Arkkio, Laboratory
of Electromechanics, Helsinki,
Finland
IGTI 2005 | Nonlinear Rotordynamics of Luis San Andrés, Juan Carlos
Automotive Turbochargers: Rivadeneira, Murali Chinta,
Predictions and Comparisons to Kostandin Gjika, and Gerry La
Test Data Rue
IGTI 2005 | Mechanism and Impact of Damper | Thom M. Eldridge and Thomas A.
Seal Clearance Divergence on the Soulas
Rotordynamics of Centrifugal
Compressors
Artigos: rotor instability
CONF Ano Titulo Autores
ASME 1997 | Rotor Instability Due to Coupled Yatao Zhang and Jari Nyqvist,
Biennial Effect of Lateral and Torsional ABB STAL
Modes and Improper Bearing
Design
ASME 2001 | Some Unusual Cases of Rotor Karl-Olof Olsson, Link6ping
Biennial Instability (Invited Paper) University, Sweden
ASME 2001 | Theoretical Study on Instability Zenglin Guo and R. Gordon Kirk,
Biennial Boundary of Rotor-Hydrodynamic Virginia Polytechnic Institute and
Bearing Systems: Part I- Jeffcott State University
Rotor with External Damping
ASME 2001 | Theoretical Study on Instability Zenglin Guo and R. Gordon Kirk,
Biennial Boundary of Rotor-Hydrodynamic Virginia Polytechnic Institute and
Bearing Systems: Part II- Rotor with | State University
External Flexible Damped Support
IGTI 1997 | Rotordynamic Instability from an John Vance, Texas A&M
Anti-Swirl Device University, College Station, TX,
USA,; Steven B. Handy, Castrol
North America, Inc., Piscataway,
NJ, USA
IGTI 1998 | Identification of the Intermittent Inam U. Hag, Rayed M. Al-Zaid,
Synchronous Instability in a High SABIC Research & Development,
Performance Steam Turbine Rotor Jubail, Saudi Arabia; Chittineni V.
Due to Deteriorated Labyrinth Kumar, Al-Jubail Fertilizer
Seals Company, Jubail, Saudi Arabia
IGTI 2000 | Instability of an Over-Hung Rigid Zhu Changsheng, Zhejiang
Centrifuge Rotor Partially Filled with | University, Zhejiang, China; H.
Fluid Ulbrich, University of Essen,
Essen, Germany
IMechE 1996 Simulations and experiments of the | Maurice L Adams, Michael L
non-linear hysteresis loop for rotor- | Adams, and J-S Guo
bearing instability
IMechE 2000 | Thermal distortion synchronous R G Kirk and A C Balbahadur
rotor instability
ISCORMA | 2001 Effect of Interference Fits on J. M. Vance, D. Ying
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Threshold Speeds of Rotordynamic
Instability

ISROMAC | 1998 | Transition to Fluid-Induced Limit A. Muszynska
Cycle Self-Excited Vibrations of a
Rotor and Instability Threshold
Hysteresis

TAMU 1998 | Application of a Heat Barrier Sleeve | Frits M. de Jongh, Pieter van der

Turbo to Prevent Synchronous Rotor Hoeven

Show Instability

TAMU 1999 | Unexpected Rotordynamic Ed Wilcox

Turbo Instability in a "Proven" FCC Wet

Show Gas Compressor

TAMU 2001 Rotor Instability Problems in an Peter M. Gruntfest, Leo Andronis,

Turbo Integrally Geared Compressor William D. Marscher

Show Supported by Tilting Pad Bearings

IGTI 2002 | Seal and Bearing Upgrade for Jiming Li, Pranabesh De
Eliminating Rotor Instability Choudhury, Elliott Company,
Vibration in a High Pressure Natural | Jeannette, PA, USA; Rogerio
Gas Compressor Tacques, Petrobras S/A, Rio de

Janeiro, BRAZIL

IFToMM 2002 | Electromagnetic circulatory forces Holopainen TP, Tenhunen A and
and rotordynamic instability in Arkkio A
electric machines

IFToMM 2002 | Instability and control of a cantilever | Wang J and Meng G
rotor supported on MR fluid damper
and sliding bearing

IFToMM 2002 | Part | — Theoretical model for a Balbahadur AC and Kirk RG
synchronous thermal instability
operating in overhung rotors

IFToMM 2002 | Part Il — Case studies for a Balbahadur AC and Kirk RG
synchronous thermal instability
operating in overhung rotors

ISROMAC | 2002 | Darmstadt Rotor No. 2-Part V: S Wagner, S Kablitz, D K
Experimental Investigation of the Hennecke, U Schmidt-Elsenlohr
Instability Behaviour of an Aft-swept
Transonic Compressor Rotor

TAMU 2003 | Synchronous Thermal Instability R. Gordon Kirk, Zenglin Guo,

Turbo Prediction for Overhung Rotors Avinash C. Balbahadur

Show

ISCORMA | 2003 | Instability Induced by Iron Losses in | N. Takahashi, M. Hiroshima, H.
Rotor-Active Magnetic Bearing Miura, and Y. Fukushima
System

IMechE 2004 | Experiments and modelling of a M L Adams and A H Falah
three-bearing flexible rotor for
unbalance response and instability
thresholds

IMechE 2004 | Parametric characterization of rub R J Williams
induced whirl instability using an
instrumented rotordynamics test rig

ISCORMA | 2005 | APPLICATION OF ROTOR L'vov, M. M., Gunter, E. J.

DYNAMIC ANALYSIS FOR
EVALUATION OF
SYNCHRONOUS SPEED
INSTABILITY AND AMPLITUDE
HYSTERESIS AT 2ND MODE FOR
A GENERATOR ROTOR IN A
HIGH-SPEED BALANCING
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FACILITY
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1.2 Diretrizes Utilizadas na Constru¢cdo do Conhecianto

1.2.1 Foco da tese

Esta Dissertacdo tem seu foco principal na disoudgdproblemas dinamicos,
associados a compreensdao e estabelecimento dagdesul® movimento do rotor.

Embora este conhecimento esteja difundido (naatites) de forma pulverizada,
de tal forma que 0s conceitos aqui apresentadamsefio evidentes, neste trabalho é
feito um esforco inédito de compilacéo deste coinfexato, no sentido da aderéncia
dos modelos matematicos utilizados a realidadesfido rotor real.

O método utilizado nesta tese para o esclarecimgggoquestdes associadas a
Rotodindmica, € a sucessiva apresentacdo, equamata e solucdo destes modelos,
em ordem crescente de complexidade.

Inicialmente, o nivel de abstragdo dos modelos mmétieos apresentados é
pequeno. Este nivel de abstracdo vai sendo ammizaeés de sucessivas abordagens,
sem a perda de seu significado fisico, importasgeeto deste trabalho, o qual é

constantemente trazido para a discussao.
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Nos capitulos I, Ill e IV sdo discutidas, até amite, as possibilidades de
representacdo da ciéncia Rotodinamica, dentro deraodelacdo que utilize a teoria
do continuo.

Nestes capitulos podemos identificar que esta ajgerd é muita rica de
significado fisico, apesar de seu elevado nivehlui#racdo, permitindo o crescimento
balanceado da capacidade de simulacdo, enquanemviése-se uma importante
compreensdao dos fenbmenos fisicos associados dissfdina.

Entretanto esta abordagem experimenta restric@sscamtes em complexidade
matematica, bem como uma crescente dificuldade ed®lucdo dos problemas
numeéricos associados a solucédo da equacao difarelecmovimento. Os simuladores
até aqui desenvolvidos sédo excessivamente teéeia@ sdo capazes de retratar um
rotor real (praticamente esgotando as possibilslatealmente disponiveis para a
representacao destes rotores).

Neste contexto surge a possibilidade do tratameestes modelos fisicos com o
uso de técnicas discretas de modelacdo, as qadaham com niveis de abstracédo
muito superiores e que, por isto mesmo, dificullacompreencao fisica do problema.
Dificultam portanto, a capacidade de representad@® conceitos mecanicos, téo
necessarios ao completo entendimento destas gsestbe

Dentre as técnicas discretas de modelacdo matenttticrotores reais, a técnica
de elementos finitos tem se mostrado, nos Ultimuss,aa mais adequada para o
tratamento global das questdes rotodinamicas, dd®la sua ilimitada capacidade de
retratar os rotores reais (como veremos no Capiujlo como também pelas
possibilidades que oferece na simplificacdo das;dels.

Podemos ainda complementar esta idéia dizendo quexpariéncia tem
comprovado que a melhor forma de resolver os caanbtis sistemas de equagdes de
movimento axial, torcional e lateral, é atravésuvietodo de Elementos Finitos, o qual
permite facil formulacdo de suas matrizes de maggdez e amortecimento.

No Capitulo V é feito um trabalho cuidadoso de g¢édudas matrizes de rigidez,
inércia e giroscopica, dentro da teoria de elensefibitos, usando para isto a equacgao
de Lagrange. E ainda apresentado grande conjuntmétodos para solucdo das
equacdes de movimento, dos sistemas dinamicosivensas cenarios reais.

Ainda no Capitulo V é desenvolvido um método noacapsolucdo de sistemas

giroscopicos conservativos (caracteristicos dersias giroscopios de elevada rotagao),
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método este que viabiliza o desacoplamento das;égsaliferenciais do movimento
destes sistemas, com 0 emprego dos autovetoreatda giroscopica.

Este método para solucao de sistemas de equac@esvideento é fundamentado
em uma propriedade particular dos autovetores @imesos, segundo a qual estes
autovetores sdo capazes de desacoplar as equazd®mevimento de um sistema
giroscopico conservativo.

A demonstragdo desta propriedade é feita inicialenpara um modelo continuo,
através da demonstracdo da propriedade dos autesetadjuntos da matriz
giroscopica, de desacoplar as equacdes de movim@atcsistema giroscopico
conservativo. Posteriormente prova-se que estesetares desacoplam as matrizes de
massa e rigidez de um sistema n x n, em n/2 sistentependentes de equacodes
duplas.

Esta prova é posteriormente complementada (poogiayl fazendo-se uso da
formulacao da teoria do continuo, como poderdisés mo Capitulo V.

O caréter inedito desta metodologia é fortalecidavés de pesquisa bibliografica
realizada pela Biblioteca Central da Petrobras.

No Capitulo VI é discutido o problema conhecido oorfinstabilidade
rotodindmca” de uma forma precisa, abrangente feiula.

No Capitulo VII é apresentado o primeiro exempltodmamico, no qual é
simulado um rotor real, de uma das refinarias d#@roBes, para efeito de
exemplificacdo da tecnologia discutida, sendo @&ntesio sob a forma de um exercicio
completo.

No Capitulo VIII desta tese é discutido o segundenglo rotodindmico. Neste a
tecnologia de integragdo de um rotor real a suatasa de suporte real, que é flexivel
(segundo exemplo rotodinamico). A estrutura € shhalatravés de um modelo de
elementos finitos e é representativa de sistemateates em plataformatf-shore asa
de avido, submarino, etc. Este objetivo é alcangdadhvés da discussdo de um caso
real de um problema ocorrido nas instala¢des dalétes.

A tecnologia discutida no Capitulo VIII € nova ele propriedade exclusiva do
ROMAC, ndo tendo sido possivel uma pesquisa masumia e a completa
explicitacdo da sua metodologia, que esta parcigkregui apresentada.

Esta metodologia foi usada na solugdo de um comopbeablema de vibracao,

ligado ao projeto inadequado do sistema de sug@artde um compressor de amonia,
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localizado em uma das plantas de fertilizanteseteoBras. Este trabalho foi discutido
em artigo elaborado por ALLAIRE, ROCKWELL, CASTILHET ALL (2005).

Este método de analise foi desenvolvida pelo Caisddulti-Cliente ROMAC
(Rotating Machinery Research Industrial Progranirgidia University) sob supervisdo
do Professor Paul E. Allaire. A Petrobras faz gpaléste consorcio desde 1986 e
participou deste projeto, sendo representada pito desta tese.

Essa tecnologia € capaz de superar as limitacOpostas pelos métodos
atualmente utilizados, os quais sdo muito deperdetid percep¢do humana. Neste
caso particular, todas as tentativas de solucoaldema, realizadas ao longo de vinte
anos de funcionamento desta planta foram frustradastecnologia do ROMAC
permitiu a obtencdo de resultados precisos atrdeésm prototipo virtual, com a
utilizagcéo dos programas de computador normalmeilizados no ROMAC.

A correta simulagéo da interagdo rotor/estrutureaacais € necessaria e essencial
para representacdo do rotor real, viabilizando éaidle um protétipo virtual. A
construcao deste protatipo foi decisiva para argiéte dos bons resultados obtidos.

O pioneirismo desta tecnologia fica evidenciad@dipde reunido realizada em
17 de agosto de 2006, entre os Consultores da tdideele de Virginia com o0s
Consultores da Boeing, assessorados por ConsultdoesNastran (consércio
Boeing/Nastran). No aludido encontro, a Boeing sgm&u seu desenvolvimento
conjunto Boeing/Nastran para simulacdo da interagémmlinamica de suas turbinas a
gas com a estrutura da asa de seus avifes. Nastaadicou evidente a dificuldade,
por parte do consorcio Boeing/Nastran, da repraséotprecisa dos efeitos de rigidez
cruzada e do amortecimento real dos mancais. Estadio objetivou a implementacao
da nova tecnologia, discutida no Capitulo VIII, ne$digos dos programas
desenvolvidos pelo consorcio Boeing/Nastran.

Essa dissertacdo também representa o fechamettdalem esfor¢co pessoal de
pesquisa (durante mais vinte anos), objetivandonapceensao global dos fendmenos
vibratérios em turbomaquinas, notadamente aquelegpartamentos complexos que
surgem quando colocamos uma turbomaquina em saglatéveis.

Essa tese também caracteriza um esforco de tr@nsiarde tecnologia, ja que
este conhecimento ndo esta ainda ao alcance desrtéssicos.

Tal tecnologia esta alicercada em um tripé tecnobdgepresentado por uma boa

capacidade de simulacdo de mancais hidrodinAmasssciada a uma boa capacidade
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de simulacdo rotodindmica e complementada com daafle programas como O
ANSYS, o Nastran e outros, para simulacao da es&rate suportacao.

A partir deste trabalho, um completo roteiro dewagdo dindmica da interacao
rotorestrutura fica disponibilizado, bem como ant#ogia que viabiliza a construgéo
do prototipo virtual, conforme mostrado no Capituld.

Este tripé tecnologico promove o consorcio ROMACagegoria de Centro de
Exceléncia Mundial em simulagédo e estudos dos fends dinamicos associados a
interacdo de rotores com a sua estrutura de sgporta

Esta tese encontra sua motivagdo na vontade qe¢r@bfas tem de conhecer e
dominar todos 0s processos tecnoldgicos dentroetigjreas consideradas por ela
estratégicas. Turbomaquinas sao classificadas eguipamentos estratégicos.

Ap6s a solucdo de um complexo problema de vibragdo um de seus
compressores, problema esse que exigiu grandegesfmntifico para sua solucdo, a
Petrobras decidiu investir na direcao da maior gesmnsao desta tecnologia.

O estudo de caso denominado rotodindmico 2, no t@apVIll, pretende
registrar todo o conhecimento adquirido neste ¢at@bio, destacando as novas
experiéncias cientifico-tecnoldgicas realizadaspelesquisadores da Universidade de
Virginia, no processo de identificacdo da causi&ch&este problema.

Objetivando a compreensao do conhecimento, estadissute diversos aspectos
importantes no universo das vibracdes de turbomagquiEntre estes aspectos
destacamos os temas:

1) identificacéo das Frequéncias Naturais;

2) determinacdo da Resposta Dinamica,

3) compreensdo do Fendmeno de Instabilidade RGtonlia,

4) apresentacao de exemplos reais de modelacamatai@, aplicado a simulacdo de

rotores de turboméaquinas (Capitulo VII) e da int&ecarotor-estrutura (Capitulo VIII).

1.2.2 Apresentacédo dos Capitulos: Corpo da Tese

No Capitulo Il é discutido o movimento de um ragodscopico em balango
através de um modelo de dois graus de liberdadedegn a finalidade de introduzir
alguns conceitos fisicos inerentes a esta tecraltai como os conceitos de rotacao e

precessao do eixo rotativo.
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No Capitulo Il o mesmo problema é equacionadcselv&lo, agora ja com uma

abordagem continua, a qual j4 exige um nivel mMaisado de abstracdo. O modelo da
FIG-1.1 ja aparece com uma representacao esquandétcente na FIG-1.2. A Lei de
Newton € usada para equacionar o problema que odvicks com ajuda de uma
matematica mais elaborada.
A solucdo da equacao diferencial que governa estanmento (sendo o disco e as
molas introduzidos como condi¢cdo de contorno) tmaa importante compreensdo da
participacdo do efeito giroscépico no calculo dasjdiéncias naturais e dos modos
naturais de vibracdo, bem como caracteriza, dedadmequivoca, a independéncia
linear dos autovetores giroscopicos, em um sistgroacopico conservativo.

Ainda no Capitulo Ill, e com o mesmo enfoque usadoequacionamento do
problema anterior, € deduzida a equagdo de movanm@mtrotor bi-apoiado mostrado

esguematicamente na figura FIG-1.3.

FIG. 1.1 - ROTOR GIROSCOPIO EM BALANCO, 2 GL

O disco giroscopico é entdo introduzido dentro dmagdo diferencial de
movimento com a ajuda da funcdo Delta de Dirac. independéncia linear dos
autovetores giroscopicos deste novo sistema fisagasada mesmo com a introducdo
do disco na equacéao diferencial de movimento.

No Capitulo IV o rotor bi-apoiado € equacionado camajuda do Principio
Variacional (Hamilton), agora com a introducéo deswliscos e com molas na posicao

dos mancais, conforme mostrado esquematicameriisnd.4.
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FIG 1.2 - ROTOR CONTINUO EM BALANGCO.

Esta abordagem discute o problema anterior de wmmaaf bem mais abstrata,
procurando eliminar duvidas que foram levantadasarda o equacionamento do
problema anterior, relativas ao sinal do efeitooggdpico dentro da equacdo de
movimento. PRODONOFF, V., CASTILHO, (1989 ). A epkndéncia linear dos

autovetores giroscopicos, também aqui, fica asadgur

M1,
i

FIG 1.3 - ROTOR ESQUEMATICO BI - SUPDRDO.
Neste ponto fica evidente a limitacdo da abordagentinua na simulagdo dos
rotores reais, na medida em que esta abordagenagan de atender a complexidade
geométrica e a multiplicidade dos detalhes existeem rotores da vida real e que

estdo esquematicamente representados na FIG-1.5

FIG 1.4 - ROTOR ESQUEMATICO SUPORTADO PQWROLA
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No Capitulo V é introd uzido o equacionamento dovimento do rotor com o
auxilio da técnica de Elementos Finitos. A utifida do Principio Variacionaes no
processo de equacionamento do movimento do rotmiteacuma capacidade muito
superior de representagdo das particularidadeségoas de um rotor da vida real.

E interessante registrar que se trata de uma ajEnrdenuito abstrata, como sera
discutido oportunamente. Neste Capitulo, sdo tdusi aspectos originais do

equacionamento e solugéo de sistemas linearegdedsee de primeira ordem.

K K
C 4
) N\ ,
C f /
K ' - C
K
FIG 1.5 - ROTOR REAL SUPORTADO ENTRE MGAIS

7

Grande atencdo € voltada para a demonstracdo g@aieplade intrinseca dos
autovetores giroscopicos, de desacoplar as equaddesovimento em sistemas
giroscopicos conservativos, provenientes do eqnaoiento do movimento vibratorio
em sua a forma convencional.

A aplicagdo desta propriedade inédita, d4 ensejdesenvolvimento de novo
método para desacoplamento das equacdes difererdgaisistemas giroscépicos
conservativos e permite a facil solucdo das eqadéemovimento, conforme sera
apresentado no Capitulo V.

Neste Capitulo € largamente discutido o método aflecdo destas equacdes,
através da formulagéo do “espaco-estado”, apredeta MEIROVITCH, L. (1997).

No Capitulo VI é introduzido o conceito de Instastie Rotodinamica, com a
ajuda de uma formulagdo matematica bastante sioguld. Esta abordagem é muito
eficaz para a compreensdo dos mecanismos fisiceslveios no processo de
instabilidade de rotores flexiveis.

No Capitulo VII é apresentado, a titulo de exemplmodelacéo rotodinamica de
um rotor real da Petrobras montado em base inersieste exercicio sdo apresentadas
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as diversas formas de andlise praticadas em unegzoale projeto de rotor, onde sdo

mostrados os diversos aspectos do funcionameniondetor real.

.\
| -
:EL‘

¢

FIG1.6 - ROTOR ESQUEMATICO EM SUPORTE FLE¥L

No Capitulo VIII é discutido o problema geral daemacdo rotor-estrutura, em
uma maquina montada em suporte flexivel, sendoseptado o trabalho realizado
pelos cientistas da Universidade de Virginia (copasicipagcdo do autor desta Tese),
para a simulacdo completa do problema de interagfmr com a estrutura de
suportacao (esquematicamente apresentado na FIG-1.6

Este trabalho é discutido em ALLAIRE, P. E., ROCKMED. R., CASTILHO,

A, ET ALL, (2005), oportunidade em que € discutidprot6tipo virtual.

1.2.3 Impacto da Pesquisa

O Capitulo V apresenta um novo método de calcuta gar empregado na
solucéo de sistemas giroscopicos conservativaeifsas de orientacdo inercial). Trata-
se de metodologia aparentemente inédita dentremério cientifico mundial.

E oportuno registrar que por volta dos anos 70 iestistas rotodinamicos
depararam-se com equacdes diferenciais parciaplaazs pelo efeito giroscopico,
advindas da teoria do continuo, conforme mostradgaGapitulos Il e IV desta tese.

Neste ponto, quase todos abandonaram a teoriantimwo e resolveram tratar os
problemas rotodindmicos na teoria discreta, o guexé grande avango para a ciéncia
rotodin@mica, com o tratamento criterioso das @@sshuméricas e de convergéncia.

Esta tese resgata aquele ponto histérico de ruptprava que o acoplamento do

efeito giroscopico é dindmico e desaparece apbsaacao da variavel tempo.
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Isto é equivalente a dizer que os modos de vibrggascopicos constituem uma
base para o desacoplamento das equacdes do mavichergistemas giroscopicos..
Com base neste conhecimento é desenvolvido ummétado de solucdo de equacdes
de movimento, para sistemas giroscopicos conseogati

O Capitulo VIII apresenta uma ferramenta extremaengnecisa, desenvolvida
pelo consércio ROMAC, sob supervisdo do Professaul RAllaire, para resolver
complexos problemas de vibragédo provocados por @ pnojeto da suportagao de
campo de um compressor de amonia.

Esta solugcédo, apresentada em ALLAIRE, P. E., ROCKWED. R.,
CASTILHO, A., ET ALL, (2005) ainda n&do foi completente implementada até o
momento, porém, os resultados parciais ja obtidosathpo sao tdo encorajadores que
projetam um grande salto no estado da arte destaltgia.

Esta nova tecnologia pode lidar com muitas dastdigbes hoje existentes na
experiéncia de modelaco dos atuais projetistassttaturas de suportacdo. E ainda
capaz de assegurar bons resultados em suas amdtidasjue os modelos da estrutura

de suporte ndo sejam exatos (devem ser precidasxaale interesse).

1.2.4 Aspectos Inovadores da Pesquisa

Estando o conhecimento associado a modelacdo métodia pelo Método de
Elementos Finitos difundido na literatura cientfic@ facil perceber que o mesmo
encontra-se pulverizado.

A proposta apresentada aqui, onde 0 processo wciegamento e solucao
destes modelos é discutido progressivamente ordeafencadeada e sem a perda da
aderéncia ao modelo fisico € uma importante dnng@o deste trabalho.

Os conceitos aqui apresentados ndo estdo evidemlderatura. Neste trabalho
é feito um esforco inédito de compilacdo deste eomhento, no sentido da aderéncia
dos modelos matematicos utilizados a realidadesfigd rotor real.

Na literatura internacional especializada néo exegparentemente, referéncia ao
método desenvolvido nesta pesquisa de tese, pdugadsoe desacoplamento de
sistemas giroscopicos conservativos.

Outro aspecto (til desta pesquisa € a apresentdeddecnologia inédita

(extremamente precisa), usada para resolver um pleagm problema de vibragéo
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ocorrido no compressor de aménia 105-J (FAFEN/Sithblema este associado ao

projeto inadequado de seu sistema de suportacéo.

1.2.5 Nao Constitui Foco desta Tese 0s Seguintesp@éctos

No Capitulo V é introduzido o equacionamento do imewnto do rotor com o
auxilio da técnica de elementos finitos. A soluglis problemas de autovalor é
largamente discutida neste trabalho, porém nadoptate do escopo desta tese a
discussdo sobre métodos para solucdo de sistreguacdes diferenciais ordinarias
de primeira ordem “eigensolvers”, associadaoddeale controle.

O trabalho desenvolvido na Universidade de Virgirdab a supervisdo do
Professor Paul Allaire, envolveu a participacaadderentes grupos de cientistas que
militam em diferentes especialidades (em difeseéteas cientificas), sendo certo que
nenhum deles sozinhos domina todas as disciploasiascutidas.

No Capitulo VIII € largamente discutida a questdonodelacdo da estrutura de
suportacdo do compressor, através da utilizacgoatpama ANSYS.

A especializacdo na utilizagdo do programa ANSY8 fesa do escopo da tese.

A discussao da correcdo dos coeficientes dos nwmrgae é apresentada como
parte da solucdo do problema da interacdo rotodaisfestrutura e é discutida
superficialmente neste trabalho, n&o é foco da tpie se encontra detalhada em
VAZQUEZ, J. A., BARRETT, L. E., FLACK, R. D., (2001
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|| CINEMATICA DE UM ROTOR EM BALANCO

Neste Capitulo, serdo apresentadas as equacéesrdpsenentes da velocidade e
da aceleracdo angulares e a expressao de equildsimomentos aplicados a um disco
rotativo. Estas expressdes serdo utilizadas posternte na caracterizagdo do
comportamento dindmico de um disco, no Capitulp dl na formulacdo do
comportamento dindmico de um elemento de discoodgpemento infinitesimal, no
Capitulo IV.

2.1 Precesséo e Rotacéao

Imaginemos inicialmente um rotor em balanco dotdelonovimentos angulares
de rotacéo e precess@oe w, conforme indicado na FIG-2.1. Tais movimentodgio

ser originados pelo desbalanceamento.

IN

FIG-2.1 SISTEMA DE COORDENADAS XYZ, xyz

Imaginemos que o primeiro movimento angularé um movimento orbital que
fica definido como a velocidade angular de um @ldefinido pela linha dos mancais
LM e o centro de gravidade do disco (G), giranda@mo de LM.

O segundo movimento angulr é a velocidade angular com que o eixo gira emotor
de sua linha de centro (LC). Dada a necessidadeadsteriza-lo rigorosamente,
podemos defini-lo, tendo ainda em vista a FIG-2@no a velocidade angular relativa

do disco, em relacdo ao sistema moével xy z, desmwsteriormente.
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FIG-2.2 ANGULOS DE EULER.

Na pratica, pode ocorrer que as velocidades argguldescritas acima, sejam
iguais ou ndo. Sendo iguais estaremos em presengaedessao sincrona. Em caso

contrario, precessao assincrona.

2.2 Frequéncia Natural e Velocidade Critica

Nos diversos modelos apresentados neste estu@omo freqiéncia natural se
refere a velocidade angular de precessfima qual o rotor se mantém em oscilagédo
harménica. O movimento se processa unicamente smé@ das forgcas e torques de
inércia e forcas elasticas de restauracdo, semunmentacdo de forcas externas
perturbadoras do equilibrio, como o desbalanceam&ara mostrado posteriormente
gue a frequéncia natural depende da rot&&io eixo, sendo portanta = f (Q).

Historicamente, o termo velocidade critica tem sidado para definir aquelas
velocidades de rotacdo nas quais se desenvolvendggadeflexbes no eixo. Tal
defini¢cdo, no entanto, ndo é precisa. Velocidaétearsera aqui definida como aquela

frequiéncia natural em que a rotag@ocoincide com a precesséao sincrana
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2.3 Coordenadas Globais de um Volante

Para descrever a posi¢cdo de um volante no es@aemds uso de dois sistemas
de coordenadas, um fixo e um movel. Seja XYZ untesia fixo ou global de
coordenadas. Para o nosso rotor flexivel, a origeste sistema estard normalmente
fixada a um mancal. O eixo Z € coincidente conmladide centro dos mancais, e 0 eixo
Y normalmente vertical enquanto o eixo X completdeniro direto FIG-2.1

O sistema moével x yz tem as seguintes caractexrssti
a) a origem pertence ao centro de gravidade dmtgla
b) o eixo z é tangente a elastica do eixo flexdeetotor;

c) o plano x y coincide com o plano do disco, seqde, na posicao de repouso, x €
paraleloa X, e y éparaleloa.

Da definicdo acima, vé-se que 0 sistema X y z pds&los os movimentos
angulares do disco, a menos da rotaQaem torno do eixo z. Em outras palavras,
possui 0s movimentos do disco montado em um éitia do rotor).

A posicao genérica do disco no espaco, consideranhm corpo rigido, envolve
trés coordenadas cartesianas do centro de mass&,(X) e trés coordenadas
generalizadas de angulos de orientacdo do volanteelcdo ao seu CG, definidas
pélos angulos de Eulerp(6, ¢).

Embora no caso geral sejam necessarias 6 coorderesta formulacdo usara
apenas 4 (X, YB, ¢), assumindo as simplificacdes seguintes.

a) O CG se desloca em um plano paralelo a XYZ.ugeos deslocamentos) ;
b) Devido a simetria radial do disco, ndo ha nadads de indicar a posi¢ao especifica
de um raio do mesmo.

A primeira destas simplificacdes é perfeitamentelagpara o caso de pequenas
deformacdes do eixo. A segunda indica ser a ogéotdo disco a mesma do sistema

movel x y z, que coincide com os eixos princighsnércia do volante.
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2.4 Orientacdo Angular do Disco em termos da Elasa

Foi mostrado acima que a posi¢cdo angular do volpatke ser descrita como
sendo idéntica a posicao do referencial movel zx yTomando, inicialmente, um
sistema xo0 yo zo, paralelo a X Y Z, e procedereldr8s rotacdes de seus eixos,
podemos fazé-lo coincidir com uma posicao qualgeegrica de xy z.

As trés rotacdes referidas sao definidas a segoiraajuda da FIG-2.3.

1) Rotacdo do anguklpem xy z em torno de X, produzindo finalmentstema Xy’
z.
2) Rotacao do angul® em torno de y’, produzindo X'y’ z".

3)Rotacao do angulg em torno do eixo z”, produzindo o sistema X" ¥”.

Usando as funcbes descritivas da linha ekslb eixo do rotor, X=X (Z, 1), Y =
Y (Zt), 6=0X (Z1)/0Z. e @=0Y (Z,1)/0Z, e os angulog, 6 e @ conforme definidos

acima, podemos dizer que, para pequenas deformacoes

W=0 (2.1)
Q:M (2.2)
0z
__oY(ZY)
- oz 20)

A Ultima expressao (2.3) é aproximada e ja levacemta que o eixo sofre
pequenas deformacgfes. Cada secéo do eixo, olattesqode ser definida no espaco
pelas quatro coordenadas:

2.3.1) Girando x de um angulg)( x, y’, Z
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FIGURA FIG-2.3 -ANGULOS DE EULER DECOMPOSTO
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2.5 Velocidades e Aceleracdes Angulares @osco

A velocidade angular absoluta do referencial mévglz pode ser escrita como:

(2.4)

Usando as equaces (2.1), (2.2) e (2.3) no dondasopequenas deformacdes,

fica-se com a seguinte expressao para a velocategldar do sistema movel, escrita no

referencial dos eixos principais de inércia.

_ oY _  oX _

wxyz = 'Eex +Eey= a)xéx +a)yéy (25)

Nas expressoes acimg, e, .e,= €,e,,e, Sdo os vetores unitarios do referencial
XYy Z.

Tendo em vista que o sistema movel x y z ndo @&&a ao volante, a
velocidade angular absoluta do volante é:

., OY_ oX_
a)xyzz 'iex +Eey+ Q ., (26)

O momento cinético do volante tem as segsicbmponentes absolutas,
escritas no referencial movel:

l, 0 O|lwg
H,.=Mx@'g =| 0 1, 0| wg i=X,Y,2 (2.7)
0 0 I,]Qg
ﬁxyz: _Idz_;éx+ld g_)z(éy+poéz (2.8)
onde:
H = vetor momento cinético do disco;

ly = momento de inércia de massa, diametoavolante;

P = momento de inércia de massa, polar,aiante.
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Tomando agora a derivada total do vetor, momemigético H, temos:

we=HE+HE + HE+ HE+ HE + HE, (2.9)
& =, xe = —+—x——————aX— 2.10
ex_wxyz ex _(wxex 6")yey) x a)yez_ a_zez ( )
L P T )

g, =0,,%xe, =(wE +weE )xe =+we, = —a—zeZ (2.11)
€, =W, %6, =(wE +weE )xE =-weE +we =+a—Xé +a—Yé (2.12)

’ Y 0z * oz’

Substituindo as expressdes (2.10), (2.11)l@)2em (2.9)

- Yy X aY , aX X , aY aX_ Y

H = -ld—ex+ld =gy —ld— (-—)e+Id— (— )&+ (= ex+— ¢ 2.9a
e oz Tl & Tl (parldy ez erws) - (2.93)
- oY X . X Y

H = (-ld—+ IpQ 2)ex + (Ild—=+ IpQ —)e 2.13
wz = ( 57 TP az) ( 7P az) y (2.13)

Usando mais uma vez da simplificacdo, baseado eqsepas deformacdes do

eixo, pode ser escrito,

e 0i . &g0] . &0k (2.14)

sendo (i,j,k=1i,j, k) os vetores unitarios de XYZreferencial inercial).
Sabemos também queg, #0, € %0, €#0

Considerando ainda que a massa do disco se disapemas sobre o seu plano

médio, paralelo as faces (volante sem espessa@g;se dizer que:
Ip = 21d (2.15)
Substituindo (2.14) em (2.13) diz-se:

. oy oX - oX v, -

H.,,= (-ld—=+ IpQ—)i + (ld—+ IpQ— 2.16
we = (Zldo2+ IpQ)i + (Id -+ IpQ ) ] (2.16)
Como a derivada do momento cinético é igual aomerdo das forcas externas
relativamente ao seu centro de gravidade, podscewer, H :ZI\W e pode-se

entdo concluir, observando que em (2.16)
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Fm= —1a - 20%) (2.17)
0z 0z
L X oY
HO=+ ld(—+ 2Q — 2.18
0 (az az) (2.18)

onde HO ¢ HU  si0as componentes do somatério dos momentioadqs ao

volante nas dire(;(”)eé? e Y inerciais (produto escalar).
As equagbes (2.5) e (2.16) fornecem a velocidadpilan e a resultante dos
momentos aplicados ao disco, equagdes estas @eusadas nas se¢des seguintes.

2.6 Energia Cinética Total do Disco/Eixo

A expressdo da energia cinética de translacataedo é:

L L 2
EC=jMVXyzcx/=%jM(X2+Y2)az EC= ”:2L (2.19)
0 0 =
I w | w
EC = [[H,,,dwdz = [ [N.@}),d0dz (2.20)
00 00
—v éw;lyz = PR PR = = KR
Oy, = 3 =We +we +w,E+wE + WeE + WE, (2.21)
A, aY_ OX_ OYOX_ oXaY_ K X _ . _aY_
a,,= =-—g+—6+——86-——6+0Q—86 +Q—¢ 2.22
vy Tz oz ozozt azoz ez ez (222)
e 2 [0V L 00X N o[ X L0 gy (2.23)
a 0z oz 0z oz
2= —56—Y+Qda—x ex+ 56—X+Qda—Y ey + Qg (2.24)
Y 0z 0z 0z 0z
A A _ ' (D o
EC:”[—IdaZeXHdazq/Hqu : —%m%e( %+mg Yage OL} (2.25)
00
| o : . .
SR 2 e reme
EC=[{|H1,=0--1.0_0_ |+ 1,— 6—+2,0—5_ |+ QXQ|d: (2.25a)
OO{“azaz v ‘e "o
| . 2 .
EC = [| -1 g a—YZ—Z)a—Yal( +}|d AP CAAl +1 O dz (2.26)
)\ 2% Tazaz) 2°az
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2.7 Frequéncias Naturais de um Rotor em Balanco

Neste Capitulo e usado o modelo matematico siroatlh, sugerido por
THOMSON (1977), para solugdo do problema fisico sgmmeado na FIG-1.1 Atravées
dele serdo apresentadas algumas idéias e conde#entes aos fenbmenos, que ficam
mais simples quando focalizadas por intermédicedmsidelo.

Na abordagem discreta, que € aqui discutida, sdaoitidds as seguintes
simplificacdes: o0 eixo contém rigidez elasticariistida, embora ndo possua massa; as
extremidades possuem pequenos trechos rigidos, lasidtu 0os comprimentos
pertencentes aos mancais e volante; o sistemaliSaaltacom apenas dois graus de
liberdade, X €8, conforme a Fig-2.4; o disco é considerado rigiddperfeitamente
balanceado. Esta ultima hipotese tem a finalidadgeaheralizar o estudo rotacdo x

precessao, uma vez que o desbalanceamento geeagiesincrona.

2.7.1 Equac0les Béasicas de Equilibrio do Rotor

A analise dindmica do rotor é feita através do ldaio de uma viga com as

seguintes condi¢des de contorno:

a) suspensao elastica linear e rotacional, em citnaneidade e

b) forca e momento induzidos pelo disco.

Como incAgnitas sao consideradas a deflexdo eagamtda extremidade que

contém o disco. A equacao matricial do equilibas wariaveis (X0) é:

o e{i) - 2

(X, 6) - deslocamento do CG do disco e angulo deéotdo disco ;
F, M - carregamento dinAmico (For¢ca e Momento);

[a] - matriz de flexibilidade do eixo;

a;; - coeficientes de influéncia da matriz de figlidade do eixo.
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FIG-2.4 COORDENADAS (X,0) DO MODELO DISCRETO

Dos coeficientes de influéncig; CASTILHO (1983), tém-se os valores:

I EE I L R N LI D R
+—+ —+ =+ +—+

a,=—+— —+— a,=—t—
“3El EI EI K K 2 2EI EI K

I 1 Q
ar22:5+E - F=M&fX: M= Ida)z(az—l)e (2.28)

O carregamento imposto a extremidade do eixo pslcodem duas naturezas:

uma forca de inércia centrifuga F, um momento gop®M e suas expressdes sao:

F=MawPX; M = Idaf(a%—l)ﬁ (2.29)

Q - rotacao do eixo ; w -precessao do eixo
M - massa do disco ; Id -momento de inércian@itaial de massa do disco a

a -razao entre os momentos de inércia de massa, gdlametral.

Substituindo as equacgdes (2.28) e (2.29) na equaaéwial (2.27), chegamos ao
sistema homogéneo de equacdes nas variave, DEN HARTOG, (1972), mostrado

a segquir:
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Q
(@M’ -1) -a,l,w’(a—-1)

a,Mw’ azzlda)z(a%—l)—l ¢

Tal sistema terd como solugcdo os valores X = @ 0 (0 sistema estara
permanentemente em repouso quaisquer que sejaalopesvde rotaca@ e precessao
W), & menos que& ew sejam tais que anulem o valor do determinant@ataiz dos
coeficientes de X 6.

Os pares de valorex2(e w) capazes de anular o determinante referido,
caracterizardo uma condicdo de equilibrio na quedtema saira do repouso £8, 6 #

0), assumindo uma configuragéo especifica dedelagnstante entre Xt
2.7.2 Equacao de Frequéncia

Para generalizar o estudo, considerem-se 0s seguiparametros adimensionais

relacionados a seguir, na equagao (2.31)

F=w,a,,M , Fator de Precessdo; Sga,;M Fator de Rotag&o

a,l .. | L
D= =229 Fator de Inércia; E—'{ézz—d Fator Elastico (2.31)
a,M a,,M

A introducéo destes parametros na equacao (2.3@ede o novo sistema

homogéneo:

(F2-1) —%EDFZ(aS—l) < (o
12 < {5}:{0} (2.32)
a,F? —(DFZ(aE—1)+1j

Anulando o determinante da matriz apresentada uacéq (2.32) e explicitando o

fator de rotacdo, obtemos:

39



Fay (D +1) o 1
D (E -1) D(E -1)

aF (F?+ ——
( £ - 1)

(2.33)

A equacéo (2.33) é uma extensdo daquela apredsepta DEN HARTOG, J. P.,
(1972) com os refinamentos seguintes: suspendatical, eixo rigido nas extremidades
e relacdo mais geral entre os momentos de inéieimassa do disco a = Ip/id,
conforme THOMSON, W. T., (1977)

2.7.3 Analise das Curvas de FregUéncia

A equacdo (2.33) fornece o conjunto de pontos (Scdpazes de anular o
determinante da equacao(2.30). Tais pontos, adasjsob a forma de curva(S X F),
caracterizam as freqUéncias naturais do eixo engdfurda variacdo da rotagao,
conforme mostrado na FIG-2.5.

Por ser este modelo simplificado, com apenas d@igsgde liberdade, a curva
superior da FIG-2.5 apresenta uma distorcdo muéodg, pois estd substituindo uma
infinidade de curvas de frequéncia natural. A auinferior, entretanto, pode ser
considerada como uma boa aproximacao da primegé&ncia natural.

Neste ponto pode-se visualizar o parametro definmmomo velocidade
critica,anteriormente. Basta que se imagine urta irelinada de45’, a partir da
origem e no primeiro quadrante da FIG-2.5. Tak tera a propriedade de conter os
pontos que possuam velocidade de rotacdo igudbeaidade de precessdo. Observando
a FIG-2.5, vé-se que as velocidades criticas s@@daas pela intercessédo das curvas
de frequiéncia natural com a reta inclinada de 45.
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DEN HARTOG, (1972) apresenta consideragcdes impt@san para
desenvolvimento de sentimento fisico dos fendmevntsdinamicos e entre elas o

exemplo seguinte:

>
S

1.CRT 2.CRT

FIG-2.5 FREQUENCIAS NATURAIS DO MODELO

Exemplo: Massa do Disco Concentrada em um Ponto

Levando esta informagédo para a equagéo (2.33)zemda lim,_,, verifica-se
que a equacao se reduFa =1. Por conseguintew = % , que € um caso bastante

conhecido do estudo de vibra¢cdes com um grau dedkile.
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Il FREQUENCIAS E MODOS NATURAIS EM
ROTORES

3.1 Equacédo Diferencial do Movimento de um Rotor em
Balanco

Tendo analisado, no Capitulo anterior o rotor emariga, segundo um modelo
simplificado de apenas dois graus de liberdadedastmos agora o mesmo problema
sob a ¢dtica de uma modelagdo matematica mais ekati@m-se da analise do modelo
apresentado esquematicamente na FIG-1.2, ou sejeytar em balango com um disco
em uma extremidade e com suspensao elastica raa outr

O modelo matematico, aqui referido, é obtido asadé equacionamento do
movimento de um elemento genérico de eixo e postentegracdo da equacao
diferencial de movimento, objetivando a determinadd curva elastica do eixo.

Para obtencdo da equacdo diferencial do movimentaotbr, as seguintes
simplificacdes sao feitas:

a) O material do eixo € homogéneo e isotropicoesgmtando comportamento elastico
linear (aplica-se a Lei de Hooke);

b) Sao consideradas apenas as deflexdes |latafmientemente pequenas para que se
possa considerar a teoria linear valha;

c) O diametro do eixo é pequeno quando comparagdoo seu comprimento, de tal
forma que a teoria de viga de Euler-Bernoulli sgjida, estendida com a inclusédo da
inércia de rotagdo (o cisalhamento transversaldeséonsiderado) ;

d) As secdes planas permanecem planas apos aaaefle

e) A deformagéo inicial causada pelo peso pr&pdesprezivel;

f) As curvas tensdo x deformacdo em tracdo e cessfo sao idénticas ;

g) O carregamento (forcas e momentos) age no pjaa@ontém o centro de gravidade
da secao transversal e em conseqiéncia as def@asnagibém estardo contidas neste
plano (caracteristica geométrica do eixo);

h) O disco é rigido;

i) O acoplamento do disco ao eixo se da segundoaogulo reto (ndo ocorre

deformacgé&o angular no ponto de engastamento);
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J) O eixo é perfeitamente balanceado, o cendangtrico coincide com o centro de
gravidade em cada secéo reta do eixo.

3.1.1) Estabelecimento da Equacao Diferencial (Né&m)

Consideremos um elemento de eixo, de comprimeritoitesimal, dotado dos
movimentos de rotagdo e precessdo. Sobre este mdteratuam forcas elasticas
provenientes das reacfes de trechos adjacentexajacenforme a FIG-3.1. O disco
elementar estard em equilibrio, dindmico, sob a ag& forcas elasticas e de inércia,
podendo este equilibrio ser retratado atravésaismsié Newton.

Y
A
o€ Az
f‘i* "5‘{
AL &
‘-Ai.*- ral,
les
Wi
- 5
FIG 3.1 - EQUILIBRIO DINAMICO
= J— - — il T, aFY _ .
>F=ma e F=FRi+FR.j; -FR+F +0_Zdz = (mozZ)Y (3.1)
—. = d —
ZM :ZT = -H :a(n x@") (3.2
onde:
n - Tensor de inércia do corpo

—w - Velocidade angular do corpo/disco

- Aceleracao do centro de grad
- Massa por unidade de comenita

w
a
m
>'M =>'T - Torques no centro de gravidade (torque desiagr
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Como a curva elastica resultante da deformacaxaogira com a velocidade de
precessao, a mesma sera analisada projetando-anisnpldnos ortogonais. Desta

forma, a posi¢do no espaco do elemento de cotzadiéfinida pelo vetor7 , o qual, é

decomposto vetorialmente. (ver FIG-3.2)
T=X+iY=>np=X+iY (3.3)

Para efeito de obtencdo das equacdes de equitibrelemento, no espaco, sera

adotada a estratégia seguinte:

a) Estabelecimento da equacéo diferencial do mouimneonforme visto no plano Y Z
(projecao do movimento no plano Y Z) ;

b) Obtencdo da equacao diferencial do moviment@iaaa no plano XZ. Aplicando-
se 0 operador complexo j a equacdo diferencialdabtio plano YZ obtém-se

automaticamente a equacao em X Z, sem necessidaladieducao;

c) Composicéo do vetor espacippela soma dos componeniéese Y
O operador j quando aplicado as coordenadas ddtefielas propriedades

iX=Y ; jy=-X 43.

Para se ir do eixo X para Y, basta uma rotacad&en® sentido direto

Y w
(P!
N \
\ /i‘\ /
/
SN —><\
[4%] /’// T \\
I_/'r‘ \
e i
L - -
X

FIG 3.2 - COORDENADAS DO EIXO INERCIALJ7 = X +iY
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3.1.1.1) Relacdo Entre a Curvatura e o Momento &lor
Quando néo se considera o cisalhamento e pressepé@vatura plana, pode-se
dizer que a curvatura do eixo € integralmentesgmada pelo momento fletor. A

expressdo matematica do raio de curvatura planseguinte:

n2 %
=M p = raio de curvatura em YZ (3.5)
Y' = M (3.5a)
0Z
2
yr=9 Y(ZZ,T) (3.5b)
0Z
Para pequenas deformacdes do eiXx]> = , Portanto:
= i ou 1 =Y" (3.6)
Y p

Da resisténcia dos materiais sabe-se que:

g=(P+06-p36 _h . o o . _gh (3.6a)
096 P P
M :jsraAzEthaA - B (3.7)
P P

onde "h" é adimenséao transversal da viga, Ki@r3.3).

FIBRAS POSITIVAS

-z

FIBRAS HEGATIVAS

FIG-3.3- GEOMETRIA DA CURVATURA PLANA DO EIXO
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Substituindo (3.6) em (3.7), teremos:

M =EILY" (3.8)

Neste trabalho valerd a seguinte convencdo doais slos momentos:

a) No plano Y Z, o momento que tracionar asahpositivas tera a seguinte relacédo
entre a curvatura e o momento fletor (ver FIG:3.1)

0%y

My =Bl 9B

b) Para o plano X Z, aplicando-se o operadorefjuiacao (3.9), tem-se:

o (3.10)

O operador j é usado para girar o referencialode

3.1.1.2) Equacéao de Equilibrio do Elemento de Eixo

Considere um elemento infinitesimal de eixo, sulxeed momentos fletores e a
esforgos cortantes, conforme a FIG-3.1

Aplicando-se a equacdao (3.2), tem-se:

<|

=-H; (3.2)

ZI\W = somatério dos momentos externos

T

= derivada em relagdo ao tempo do momengdico.
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Conforme demonstrado no Capitulo Il e substituisdd? de acordo com a

equacdao (2.16), pode-se entéo dizer que no plafio Y

— oy I, ~oX, -
My = I,0-—+2Q2y0 3.2.a
2 M= 1,0 oz 1, 57 (3.2.3)

|
|p=ﬂaz; L =2 sendo;
4 ("

m = massa por unidade de comprimento do eixo
R = raio do eixo

O somatorio dos momentoi I\WX , € obtido com auxilio da FIG 3.1.
Considerando-se todos os momentos fletores e o ntordes cortantes em relacéo ao

CG do elemento de eixo no plano Y Z, tem-se:

My M+ M g7 7 B g 02 - MRV 500X, (3.11)
oz z 2 4 \z “az

Simplificando e explicitando-se o cortante, em fung¢éo das coordenadas e do

momento fletor no plano

) .
Fo = M, MR BOY 20 %) (3.12)
0z 4 \oz oz

Utilizando a equacéo (3.1) que diz-se quEF =ma e a partir da FIG 3.1
escreve-se a equacao que falta para completarildoegqudo elemento de eixo, ou seja,

a equacao de equilibrio das forgas externas

-F, +F, +‘2iZde = (md2)Y (3.1.a)
9 _ mY (3.1.b)
0Z
Derivando a equacao (3.12) em relacao a distar@h a
) s ae
oF, _ 0 sz N mR? (02Y N 296 )2) (3.13)
0Z 0Z 4 0°Z 0Z
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Substituindo nela as equacgdes (3.1.b) e (3.9) eem-s

4 2\7 2 \/
O |y = MR OY 07X, (3.14)

El = -
oz* 4 9%z 0Z%

gue é a equacgdo de movimento do eixo projetaddamo pY Z.
Comparando-se a equagdo acima com a equacao\dmento de uma viga,

no plano YZ, conforme apresentado em CRAIG JrRR(1995),

; , ,
Elai:mﬁ:”f(a?- E. GIROSCOPICO. )+ 2 i+ L OY (3.14.a)
oz 4 0z KGAIZ® ~ KGA o

podemos registrar as parcelas de contribuicAdsathamento ndo levadas em conta

neste trabalho (por ndo ser importante no univéasaurbomaquinas).

El 9?2 . .
k'_GAEmY termo de cisalhamento ;

m2| aZY . i . .
s ermo de cisalhamento combinado com inércia rotativa

Para obter-se a equacao de movimento do eixo mo paZ, basta que se gire o

referencial de 90°, através da aplicacao do operad

0'X _ % - me(_aZX 00 97Y

—E| -
0z* 4 0°Z 0zZ°

) (3.14.b)

e, portanto, a equacdao diferencial de movimentplawo XZ torna-se

94X e = mR? (aZX' . k%

Q
0z* 4 "9°Z 0Z?

El ) (3.15)

Compondo-se agora 0 movimento do eixo, pela s@rseds vetores posicao X e

Y, teremos a posi¢cdo do eixo no espaco. Para tdilitta-se a variavel complexay
definida em (3.3)7 = X +iY

Multiplicando-se a equacéo (3.14) pelo imagindrie+-1 e somando com a
equagao (3.15) e substituindo (3.3) tem-se:
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4 2. 2,
01 oy MR 0% MR /A (3.16)

El +m
0z* 4 4 9%z 4 0Z°

gue € a equacao diferencial de movimentoumbe eixo no espaco.

Cada termo da equacdo tem dimenséo de cargauidsa. Assim:

El % - parcela associada a reat@siica

m/j - parcela associadaérdia translacao

mfz 322’; - parcela associada a inércieoticao
mR’ 9%

2|]Q—— - parcelala associada ao efeito giroscopio

4 07°
3.1.1.3) Determinacéo da relacéao entre o Cortanteo Fletor

A relacédo entre o cortante e 0 momento fletor esurgturalmente quando se
escreve a equacdo de equilibrio dos momentos gaeato elemento de eixo. Esta

expressao, obtida na equacédo (3.12),

. .
F, = M, MREGOY g 9%, (3.12)
0z 4 laz Taz

€ bastante utilizada no estudo de vigas, salvogansi parcela que € relativa aos

movimentos de rotagéo e precessao do eixo.
Sera convencionado como positivo o cortante reptade na FIG 3.1.
A representacdo de um cortante negativo serd opgtiainversdo das setas da

mesma figura.

3.1.2) Caracterizacao das Condi¢des de Contorno
Tendo definido a equagédo diferencial, precisamosaadeterminar as expressoes

dos momentos e cortantes que agem nas extremidadeigo, quando o conjunto em

estudo é posto em movimento.
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Como a solucdo da equacédo diferencial de movimetpendera do
comportamento das extremidades do conjunto, estdrelmos as condi¢cdes de

contorno que completam a simulacdo matematica dtelodisico em estudo.

3.1.2.1) Condic¢des de Contorno na Extremidade délante

Para obter o cortante na extremidade com discanasas equagdes (3.12) e
(3.9)..

. . .
F,= —El 6_\2+_mR2 (a_Y_ZQ 6_X) (3.17)
0z 4 oz 0Z

Observando a FIG-3.4 vemos queF, =-MY, logo

5 . .
-MY = _E|a_t+ﬂ(a_Y_ZQa_x) (3.18)
0Z 4 "0z 0Z

O cortante no plano X Z é obtido aplicando-se cager j, de rotacao.

3 . .
0°X MR X 55 9Y, (3.18.3)
oz

MX = El
az® 4 ‘oz

forca cenirifuga

~ T efelto girozcopico

S~

inécia de rotarao

FIG-3.4 CONDIGCAO DE CONTORNO DO VOLANTE
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Multiplicando a equacgéo (3.18) por -j e soho com (3.19), tem-se:

.. oy 8 . _mF% 0 .- o i e
M(X + jY)= Elf(X+JY) 4[(3Z(X+JY) 2QGZ(JX+Y)j (3.19)

Substituindo a expressdon =7 = X +iY , temos, finalmente, o cortante na

extremidade com disco:

93 mRZ( 0 .0
Mii= Bl —n——| —/-2|]Q—1 |, 3.20
(e S (az” . az”} (8:20)

O momento fletor na extremidade com disabtido pela combinacdo das

equagbes (3.9) e (3.11), comsinal trocado

0%y . oY

El— =1, (L
0Z2 "(az

oX
-20-= 3.21
37 (3.21)

Aplicando o operador de rotacdo j, a equa@adlj, surge a expressao do
momento no plano X Z:

2xX . oX oY

El—=1,(—+2Q— 3.22
oz® ¢ oz oz (3:22)
Multiplicando-se a equagéao (3.21) por -j e sodeacom (3.22):
a°’n o ...0n
El =-l,(-—=-2Q—= 3.23
072 o oz az) (3:23)

3.1.2.2) Condi¢des de Contorno na Extremidade colfola
Novamente, para determinar o cortante (destana extremidade com mola),
usamos as equacdes (3.12) e (3.9) que, coddsntornecem a equacgéo (3.17).
Observando a FIG.3.5, tem-se F =-KYpgol considerando a curvatura

negativa,
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Yi

—Hﬁ

L

X

FIG-3.5 CONDICAO DE CONTORNO DE MOLA

. ; .
KY= - El a—:+ﬁ(a—Y-2§2 9X, (3.24)
9z® 4 9z oz

Aplicando o operador de rotagéo j, tem-se que

°X mR X

KX = Elog —— (= +
0z° 4 ‘oz

oY
20— 3.25
57 (3.25)

Somando-se a equacao (3.25) com (3.24), multgdigeor - j, tem-se:

0°n MR 97

-Kn=-El
é 0z° 4 0z

. on
2jQ— 3.26
Q) (3.26)
gue reflete o cortante aplicado na extremidadé= 0.

O momento fletor na extremidade com mola, traciasdibras negativas MX e
€ obtido pela aplicacao de:
0%Y
-M, =-El— .48.a
X azz Z )
Sendo o momento mostrado na FIG 3.5, conforme cmé@eadotada
oY

MX == K¢ =- a—z (326b)

Substituindo acima, obtemos:
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2 2
kY - _g oY (3.27); 2 - g2 f (3.27.a)
0z 972 0Z 0z

Girando o referencial através do oparadj obteremos (3.27.a)

Compondo as coordenadas X e Y para obtenc&ordplexo,  temos

El a_/z - k91 (3.28)
0z 0z

Resumindo, as condi¢cbes de contorno do eixo séo:

a) extremidade com disco - equagoes (3.20) e (3.23)

b) extremidade com mola - equacoes (3.26) e (3.28)
3.1.3) Solugédo da Equacéo Diferencial de Movimemt

A simulacdo do comportamento dindmico de um rotexifel, conforme
apresentado, consiste em resolver a equacdererttial (3.16), condicionada as
restricdes impostas pelas caracteristicas daswgtdes do eixo.

No presente modelo fisico, sdo as seguintes asgf@sdde contorno:

a°n

B1 27 = 4kpp+ LR 0 501 (3.26)
0z 4 oz "oz,
2
g9 91 (3.28)
0z2 ozl
% mR 0
BT —mpe M %5 0 3.20
ozi Mt (az” az”} o (3:20)
2197 - (‘”7 2077 (3.23)

0z*

Nas expressfes acima, o deslocamento @esadvdo centro da secdo, é

uma variavel complexa e pode ser escrita comyor(Z,t). Em se tratando de

vibracdo natural, supde-se solucap(Z,t) = F(Z)e“.
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O parametro « (velocidade de precesséo) aparece no processoluEio da

equacéo diferencial e representa a velocidadetdedo do plano que contém a linha
elastica.

3.1.3.1) Determinacao das Frequéncias Naturais

A solugdo da equacéo diferencial (3.16), como vjreega perseguida por meio da
separacao de variaveis.

Supondo F =F(Z )funcao escalar sa variavel Z,

n=Fe*“, onde F=F(Z) Asderivadas do deslocamento seréo:

4 4
n=iaFe®, fj = -afFe*, gz—’z = gz—fei“ . etc.. (3.29)

Substituindo as expressdes acima nas egsiacO diferencial e de

. , Alat
contorno e eliminando-se, també®, , vem:

4 2
—mafF+E|a'j+ﬂ(af—2Qw)aF2 =0 ; (3.30)
z* 4 FYa

d°F mRe , oF

EE = kr+ ™ (w2 -200)0%E  (z=0 3.3la
e 4 ( )az ( ) ( )
0°F oF

El = K— Z=0 3.31L.b
97?2 oz ( ) (331
3

g OF = mwF- "R 2 —20w % (z=1) (3.31.c)
0z 4 FYa
0°F ” oF

1T =) (w0 -2 z=L 3.31d
372 a az) ( ) ( )

Apés a separacdo de variaveis, a equacdo difeteparaial de coeficientes
complexos (3.16) transforma-se na equagéo (3.pd@santando-se como uma equagao
diferencial ordinaria linear de quarta ordem e comeficientes constantes e eeais.
Podemos entdo afirmar que as solugbes desta eqeacaatram-se no plano e séo
linearmente independentes.

O efeito giroscépio portanto ndo acopla os modagturais de vibracdo em

um sistema rotor. (autovetores giroscopicos)
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Objetivando dar ao estudo uma maior aapgncia, adotemos a variavel

adimensional de posicdo "z", tal que:

z:%, 0<z<1 (3)32

Com esta mudanca de variavel, as derivadad-(#) terdo as seguintes

expressoes:

OF OF 9z _10F _1_,

A e e (3.33.2)
0Z 0z0Z 10z |
°F 1

=_F" 3.33.b
0zZ?> 1? ( )
oF® 1

—ZF" 3.33.c
az® I® ( )
'F 1 _.
Rl =L 3.33.d
oz* I* ( )
substituindo:

2 3 4

=S, F=0h Fm=lT, B =20 teremos

9z 0z 0z 02

2 4

F‘“+”2EI (F -2Q)F" —mgllF:O ou FY+aF"-B*F=0 (3.34)

4
, Ssao valores adimensionais

ondea e B, dados powr=

mRI? 7
4E) (@ -2 e f'= El

z .
Analogamente, fazenda = T nas condi¢Bes de contorno, teremos:

m KI3 !
Fr=-Z F+aF (2=0) (3.34.9)
n KI I
F" = —B*F - oF" (Z=1) (3.34.c)
F" = gF' ZE1) (3.34.d)

Sendoa e B* parametros adimensionais, relativos ao volani@scexpressdes

g, —,_ Mao?I®
sao 0 = —(w” -2Qw) e =
EI( ) ep El
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A equacado diferencial ordinaria linear de quastdem, com coeficientes

constantes F" +aF" - 8*F = 0tem sua solucéo na forma:

F(z) = AserZ + BcostZ + CsenldZ + D coshZ (3.35)

a |a? a |a?
onde: &=,—+,—+p* 3.35.a); O=,-=+,—+p3* 3.35.b
> \/ ) B ( ) \/ > \/ 4 B ( )

Para que tenhamos uma melhor visdo dos paramettioserssionais & e

o ,facamos uma breve discussao sobre seus valores.

a) £=0 sempre quer =0, 0 que ocorre por exemplo, sempre que 2Q

b) Os valores numéricos de e J, para um certo sistema, dependem dos
parametros Q e « e sao sempre positivos.

Na FIG-3.5 apresentam-se os valoresde o nas extremidades de um diagrama

Q x « arbitrariamente escolhido.

2500

E =6.66

O =6.55

)

£ o (2

FIG-3.6 VARIACAO DOS PARAMETROS

Os valores dos parametrgse & s&o bem proximos, devido a fraca influéncia do

adimensionala , na definicdo dos argumentos das funcdes baseldgéo da equagéo
diferencial.

Dando prosseguimento a solugdo da equacéo difateBeicdo 3.3, passaremos &

determinagao das constantes de integracéo.

A partir da equacéo (3.35) podem-se obter as espessdeF(z ) F'(z), F"(2),
F"(z) e substitui-las nas equacfes (3.34a), (3.34b34¢3 e (3.34d), que sao as
condi¢des de contorno relativas ao nosso problema.

Assim procedendo, surge o sistema homogéneo abaixo
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3 3
Ae? —ae)+ 2K (5% —ao) + D% -0 (3.36)
Ke _ B£2+C@+D52:O. (3.37)
El El

A -€°cosE) + Bser(€) + ascosE)} +
B{-£°seng) + B* cosg) — asseng)} +
C{-5°coshp) + B*senl{d) + ad coshP)} +
D{J°senl{d) + B*coshP) + adsent{d)} =0  (3.38)

A —£®seng) —aecosE)} + B{—£? cosE) + aeseng)}
+C{d?senhp) -adcoshQ)} + D{J*cosh@) —adsen{d)} =0  (3.39)

Com relagdo a este Ultimo sistema, convémreasque:
1) Temos um sistema de equagdes algébricas honmmdgéng* - ordem (4 equacdes e 4
incégnitas) representado matricialmente por [MR} = {0}, onde {X}T transposta €
igual a {ABCD} e [MR] € a matriz dos coeficientes
2) Uma solucéao possivel para o sistema € A=B=C=@slucéo trivial), em que néo
ha flexdo no eixo.
3) Para que a fun¢&yz tenha uma forma bem definida, ha necessidade depe
um valor nulo ao determinante dos coeficientes dB,AC e D no sistema homogéneo.
4) A matriz dos coeficientes [MR] ¢é formada pan¢bes transcendentais e seu
determinante se anulara em um numero infinito aleres de . (precesséo), para cada
valor do parametr® (rotacdo) previamente fixado.
5) O sistema homogéneo encontra-se apresentadoma matricial (veja a seguir)

Os valores singularea que anulam o determinante sdo as frequénciasaiat
de vibracdo. Para determina-las, procede-se ceque:
1) Fixar um valor para o parame@ (rotacao).
2) Da-se valores continuamente ao parametr(precessao), até que DET [MR] =0,
(ver FIG-3.7). Existe um numero infinito de vasrde« , para cadaQ, capazes de
anular o determinante. No presente trabalho, selanios as trés primeiras raizes
somente.
3) Da-se novo valor par@, repetindo-se a instrucdo (2). Organiza-se entda

tabela conforme mostrado esquematicamente na BG-3.
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Em forma compacta, a equacdo matricial (3.40)0eendo as constantes a

determinar, com as expressoes dos parametros aionais que serdo utilizados.

1< ¥ r/] 32 FIN

DET MR

o ()

FIG-3.7 CONJUNTO DE ZEROS DE [DET MR]

3 3
-£*-aqe KI o°-ao KI
El El
Ke g Ko 5?
El El
- £3cos(&) - &%sen(e) - 8% cosh(d) d3senh(9) (3.40)
+ [ sen(¢) + [ *cos(¢) + [ *senh(J) + * cosh(d)
+ a¢ cos(e - agsen(¢) + ad cosh(d) + adsenh(J)
- g2sen(¢) - g2 cos(€) Jd%senh(d) J? cosh(9)
|\~ aecos(e) + aesen(g) - a d cosh(d) - adsenh(d) ) |
(¢) ol 02 Q3
1000 | T e | e
0 o S -
1000 L — __
FIG-3.8 TABELA ESQUEMATICA
Relacdo dos parametros adimensionais:
2 21 4 I I
_ MR (W -2Qw); pB*= M| . T =4 (o -2Qu);
4El El El
—._ Ma?l® a . |a? \/ a . |a? KIo Kle
t= D E= o[+ B 0= m o+ B —; 3.40.a
A El 2 4 g 2 4 d El El ( )
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3.1.3.2) Determinacédo dos Modos Naturais de Viagao

Os modos normais de vibracdo sdo fornecidos atrdaésolusdo da elastica

(3.35), a qual, depende de um paf2,¢) que anule o determinante da matriz dos
coeficientes,
Sendo o DET [MR] = 0, resolver o sistema represkentza equacédo (3.40) para

um conjunto (Q,@), onde DET [MR] =0 é resolver o sistema abaixo, eond

8= 3;(Q,w) saoelementos da matriz dos coeficientes |[MR

a,A+a,B+a,,C+a, D=0
a, A+a;,B+a,,C+a,,D=0 (3.41)
a,A+a,B+a,C+a,D=0

Para resolver o sistema homogéneo indeterminade-skealcular, por exemplo,

os valoresde B, C e D, como funcédo de Arezendo o sistema:

azzB + azac + az4D = _a21A

a;,B+a,,C+a,D=-a;A (3.42)
a,B+a,C+a,D=-a,A

Pela regra de Cramer teremos:

B= ﬁ;c = i; D= ﬁ onde os determinantes (3.42.a)
A A A
By =~(Bay) . B ==(Bay) . By =-(Ba) g5 (3.42.h)
—ayAtaytay, a, — a21A+ ayy
AB:_ae1A+aaa+a34; Aczasz_a:ﬂA"'aaz;
- a41A+ Az T ay, a, — a41A+ Ay,
Ay, Ty —ay Ay, Ty +a,,
Ap = [ag, +ag; — a5 A A=la;, +a, +a,, (3.42.c)
A ta,;; —ay A ta,;tay,
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Podemos escrever, em uma representagdo simplifigadad; = —-(Aa,,) CA ;
A; =—(Aay) LA Ay =—(Aay,)[A, sendo Aa; o determinante de 3% ordem

proveniente da eliminacéo da linha i e da colgndo DET [M]. Com esta notacgéo,

0s modos naturais poderao ser expressos como:

Equacdo da Elastiuca

Ao Aa Aa
F ()= A{seaz —M—-“ cogZ+—=senhz— coshizj (3.43)

11 L1l W11

Onde n representa 0 n-ésimo autovetor linearmente entignte da série infinita.

O efeito giroscopio ndo acopla os modos de vibrac&do rotor, nem as

equacdes do movimento (autovetores giroscépicos shwearmente independentes)

3.1.4) Exemplos: Caso de Estudo

CASTILHO, A. (1983) discutiu a influéncia da \egao dos parametros fisicos e
geométricos na freqiiéncia natural de um rotor. @&gaé havia sido mencionado
anteriormente, 0s autovetores pertencem ao pladm déinearmente independentes. O
modelo fisico tomado como base para a discuse®o resultados tem as seguintes

caracteristicas:

ROTOR EM BALANCO - SUSPENSAO COM MOLAS

Diametro do eixo = 0,05m Inérdeamassa diametral = 0,50
Espessuradodisco = 0,05m Ia&lei massa polar = 0,98
Diametrododisco = 0,40 m Matedia disco = Aco
Massa do disco = 49,01 kg

Comprimento do eixo flexivel = 0,975m

Inércia de flexdo do eixo El = 0,307
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3.1.4.1) Influéncia da Variacéo do Diametro — Spenséo Rigida

A FIG- 3.9 relativa a 12 frequéncia natural, mosfize existe uma forte
influéncia do diametro nas curvas de frequénciaraht

O crescimento do diametro aumenta a massa do disoo conseqiéncia cai 0
valor da frequéncia natural, para uma velocidaderadacdo nula. O aumento do
didmetro provoca ainda um fortalecimento da atualfiefeito giroscopio. Isto pode
ser percebido em todas as curvas de frequénciaahaipresentadas pela acentuada

diferenca das frequéncias “forward” e “backward”.

(rpm} |

Dl D2 D3

:

D=0.2m

i

B /
D=0.5m

-1000 -600 -200 0 200 600 10040

\
AW

(rpm}

FIG-3.9 VARIACAO DO DIAMETRO



a&

oo

, «lrpm)}

-"'..--.
T=05m
40
L=1m
0 r_____d.—--—_'
L=1m
-1000 600 -200 200 600 1000 (1om)

FIG-3.10 VARIACAO DO COMPRIMENTO

3.1.4.2)

Influéncia da Variacdo do Comprimentao Eixo

Observando a FIG-3.10 relativa a 12 frequénciarahttespectivamente, vemos

que a diminuicdo do comprimento do eixo enrijecsistema, 0 que é um resultado

esperado, aumentando as frequéncias naturais.

Um enrijecimento pode ser conseguido pelo aumedntaiametro do eixo,

permanecendo constante o seu comprimento.
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3.1.4.3) Modos Naturais de Vibracao
Na FIG-3.11 podemos observar a forma que aiaasissume nos trés

primeiros modos naturais de vibragdo para doisrgal distintos da velocidade de

rotacdo, tais que:Q =-1000 rpm &2 = 1000 rpm

10 7

1000 pm _,-""'l /

n /’//r /- 1MODO
2. / -

— — -'--—--.
00 _,_,__)_{1"“*'..._-—-5—_-'_ -

10 e i T em
2 MODO
6 4
2] -1000 rpm
i
00 “;;f"d*f e
- =
10

6 1000 mpm
1 3MODO
2
00 Lz
£

FIG-3.11 MODOS NORMAIS DE VIBRACAO DO ROTOR
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3.2 Equacgao de Movimento de Rotor Bi-Apoiado

3.2.1) Determinacao da Equacgédo de Movimento

O problema a ser analisado neste Capitulo é apaeena FIG-1.3. Consta de
um eixo uniforme bi-apoiado, de massa e elastieddidtribuidas e com um disco
rigido, sem espessura, localizado entre os apdias.disco é considerado como tendo
massa e momento de inércia concentrados.

Serdo adotadas todas as mesmas simplificac6e€nf@@as no inicio do Capitulo
lll, para efeito de determinacéo da equacao diteaéde movimento.

Sem perda de generalidade, as condi¢cdes de corgeréo aquelas apresentadas
para o rotor bi-apoiado de acordo com a FIG-1.3.

Na secdo (3.1) vimos que a equacdo difereaaatlada pela equacéo (3.16).
Observa-se, na presente simulacdo, que o discopoderd ser considerado

através das condi¢cbes de contorno, como o foi g&os8.1. Surge entdo a necessidade
de introduzir o seu efeito na prépria equacao elifeial e integra-la para as condicdes
de contorno impostas.

Para a consideracdo da massa e do momento deaikrehassa concentrados,
faremos uso de funcdes especiais: pulso unitaedtta(dle Dirac) e binario unitario
(double). Algumas propriedades destas "fun¢Oesioeselacionadas no Apéndice A.
Sejam m (Z) e | (Z) os novos valores de massaomento de inércia de massa

distribuidas ao longo do eixo.

m(Z)=m+MJ(Z-C) (3.44)
|S(Z):$ +1,5(Z-C) (3.45)

Nas equagbes acima m € a masganstante) por unidade de

. . . R
comprimento do eixo, "M" a massa conaddr do disco, O LAY

momento de inércia diametral (constante) yodade de comprimento do eixo,

I, =1" momento de inércia concentrado diametral doalisc (Z-C) uma

"func&o” pulso unitario em Z=C.
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Substituindo a equacéo (3.44) na equacédo (3.18yuacdo (3.45) na equacao
(3.12) e seguindo o mesmo processo da Secdad@n a notagdagy = X + 1Y,

chegamos a seguinte expressao:

a'n on j
El + =—I . (—=+2Q 3.46
ozt myj = 37 (( az) (3.46)
Esta expresséo € equivalente a equacéo |1

Substituindo a equacgéo (3.44) e (3.45) na equ&;d6)(e sabendo que an—RZ
M e I, n&o variam com Z, podemos escrever:

a'n ; 3y mR  0%j 0°n
El —+ +M7io(Z -C +2iQ -
9z* i 71o( )- 4 (OZ I OZZ)

9 209507 -y | =
1, ((az 20-7)8(Z C)j 0 (3.47)

Chamando deQ, =(Z—’Z7-2ng—g) a derivada da expressdo entre parenteses

sera igual a aaZQ(Z) [H(Z-C)=Q(C)d'(Z-C); onde &'(Z-C ) é a "funclo" binario

unitario, obtida da derivacao do pulso unitéria, Apéndice 3.1.
Levando este resultado na equacdo (3.47), teremequacédo diferencial de

movimento do conjunto rotor:

4

2.,
El ZZ’Z i+ Msz -C) - TR (O

022 622

)

oi .. an ,
1, 2%y 5(z-c)=0 3.48
d(az aZ)Z:C ( ) (3.48)
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Todos os termos da expressédo acima tém a dimedsamma forca por unidade
de comprimento, a saber:

4
El ZZZ - forga de reacdo elastica (3.48.a)
m/j - forca centrifuga devida a precessédo do eixo  (3.48.b)
M/jo(Z -C) - forca centrifuga devida a o do disco (3.48.¢)
2.
%gz—g - inércia de rotacao de uemento de eixo (3.48.d)
0/j oo ~ .
i— O0(Z-C) - inérciade rotagdo do disco (3.48.e)
0Z|,c
2.
¥ [2iQ % - efeito giroscopico do elemento deei (3.48.1)
I, 2iQ g_,z7 0'(Z-C) =0- efeito giroscopico devido ao disco (3.48.9)
Z=C

3.2.2) Caracterizacao das Condicdes de Contorno

Para o rotor bi-apoiado da FIG-1.3, sdo nulosestodamentos e 0s momentos
fletores nas duas extremidades, portanto:

n(0) =0 (3.49)
0°n _
7l T 0 (3.50)
n(l) =0 (3.51)
0°n _
7l 0 (3.52)
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3.2.3) Solugéo da Equacéo Diferencial de Movimento

A curva elastica do rotor flexivel se obtém conolugdo da equacéo diferencial
(3.48), sujeita as condicdes de contorno (3.49)52).

Na pesquisa da solugédo da equacéo diferencialnmgpa separacdo de varidveis

para o deslocamento complexo:
7(2,0 =Q(2) e (3.53)

onde:
Q(2) é a curva eléastica do eixo, podendo, inckister da forma complexa

Q) =% 2)+i% (2)e & é avelocidade angular (precessio) do rotor

Introduzindo a separagdo de variaveis, equaca®3)(3 na equacao (3.48) e

.. i ot .
eliminando o termo comum€ |, somos conduzidos a:

0%z 0Z2

El

a;? -mw’Q-Mw’Qd(Z -C) + mR:“’Z (62—Q - ZQa)aZQ

0Q , 0Q :
Ko’ —= J'(Z-C)-1,Qw—= &(Z-C)=0 (354
W55 (2-C)-1Qw~ (2-C) (3.54)

Z=C Z=C

Da mesma forma, também neste Capitulo, lancamosimé&udanca de
variavel, da variavel Z, na equacéo (3.32), ridpez =% , 0sz<1.¢= IE .

Com a nova variavel "z", as derivadas passaer expressas por:

0Q_0Qaz _10Q_1,

0Z 9z0Z 1oz | (3.33.a)
%0 1.,
072 2%

(3.33.b)
a3Q 1 m
FrAEN

(3.33.0)
a4Q l iv
ozt 1° e

(3.33.d)

e as "fungbes" pulso e doublé unitario (Abéa 3.1) transformam-se em:
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3(Z-C) =|} 5 (z-¢) (3.33.€)

1

0'(Zz-C)= B J (z-c) (3.33.1)

4
Re-escrevendo (3.54) apés a mudanca de variaveltplicando por% , temos:

me/1? Mas13 mRel?
E g Q' (z-0)+ 4E]

'Edl'(af -20w)Q| &' (z-¢)=0 (3.55)

Z=C

Q" (o - 2Qw)Q" +

Note-se que os coeficientes de (3.55) séo stoehis e, portanto, a funcéo Q(z)

também é real. Isto implica em dizer que a cetaatica 77(z,t )esta contida em um
plano, 7(Z,t) = q(Z,t)costd) +iq,(Z,t)serat) = g,(Z,t)e", pois todos os pontos do

eixo estdo igualmente defasados no tempo.

O efeito giroscopio portanto ndo acopla os modagturais de vibracdo em

um sistema rotor (autovetores giroscopicos).

Substituindo, na equacdo (3.55), os parametros emdiionais ;@ 5,8

apresentados em (3.3.1), a equacéao diferenciademeese sob a forma compacta
Q" -B'Q-B'Qd (z-c)+aQ" +aqQ],_ ' (z-¢)=0 (3.56)

a qual esta sujeita as condi¢des de contorno

Q) =0 (3.56.a)
Q"(0) =0 (3.56.b)
Q@) =0 (3.56.c)
Q"M =0 (3.56.d)

A partir deste ponto omitiremos, o asteristico &th 3 (z-0) e 9(z-0)
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Observamos, entédo, que a equacao (3.56) ndod@udds imediata, como ocorre
no caso da equacado (3.34) da secdo 3.1, pois oasteos coeficientes ndo sdo
constantes em toda a extensdo O <z <|.

Tratando-se de uma equacao diferencial ordinamieati a solucdo sera obtida
com o auxilio da transformada de Laplace, confortd®@WACKI, W.,(1963).

A transformada de uma funcdo G(z) é definida@sendo.

L{G(2)} = jo e S?G(S)0Z =G (S) =G 3.57)

Multiplicando-se cada termo da equacadd.56) por e >0z e,

integrando-se de 0 &, passamos a ter:
L{Q"} - A*HQ} - BL{QA(z— )} +al{Q} +a{Q'J'(z- )} =0 (3.58)

Aplicando a tabela de transformada dadce, podemos escrever a equagao
algébrica da transformada de Q(z) (APEDD B)..

(S'+aS’ - BQ =QO)(S’ +a9) +QO)(S" +a)
+Q"(0)+Q"(0) + 8'Q(c)e  -aQ (c)Se*  (3.59)

Sabendo que (S*+aS2-pB* =(S?* -9°%)(S* + £7?), onde:

a 0’2 4 a az 4
E=.=+.—+ : O=.——+ . [—+ 3353.,b
2 4 o \/ 2 V4 b ( :

a transformada de Q(z) finalmente é expressagegjuinte equacao algébrica:

1

(S7-&°)(S" + &) QoS a9+ QOIS + ) )

Q=

X0 +Q"(0)+B'QAIe-aQ(Se™ (3.60)

Usando-se a identidade matematica
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1 _ 1 1
(SZ _52)(82 +£2) - 82 +52 (SZ _62) (SZ +£2)

(3.61)

e substituindo-se as equacdes (3.60) e (3.61) macéq (3.59), a transformada pode

ser apresentada em uma forma mais convenientespangosterior inversao

_ 1 Sy Sy as as
S =———1Q(© - " - '
U=l {Q( )(52—52 S+e? -0 82+ng

’ 82 SZ a a n S S
+Q(O)(Sz_52—sz+£2+SZ_52—SZ+£2J+Q(0)(52_52_Sz+€2j+
—cS e—cS
+Q(O)( i jﬁQ(){ 52-SZ+EZJ-

aQ(c)( e Sé;zj} (3.62)

P S+

Aplicando a tabela, de transformadas de Laplaversa do APENDICE B &
equacdo (3.62) e simplificando, a sauc@(z) € obtida como:

Q2 = Q(O)( (0% coshz +¢* cosez)+%52(dcosrﬂ'z—ecosez)j+
£?
Q0 )( (&enh’;’z+eser;£z)+ a : (senla’)‘z_senfz)j+
+0 1) £
£
send(z-c) —serr(z c)
B*Q(c) +52( 5 JH(z—c) =
aQ (c) (cosh§(z c) —coss(z—-c))u(z-c)
(3.63)
Observacgéo:
o - parametro adimensional
€ - parametro adimensional
H(Z=C)  _ "fynco” degrau unitario
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Para que a equacdo (3.63) possa ser escrita da foeis compacta, definiremos

as funcoes:

1 senhz _ serez

= 57 C s =) (3.63.)
E'=F =%62(coshdz—cosez) (3.63.b)
£
F'=G =%{52(o%enh§z+esenez) (3.63.c)
£
G'=H=— iéz (82 coshdz + £2 cosez) (3.63.d)
£
H'= %62(53senrﬁz+£3senez) (3.63.e)
£

Substituindo as equacdes (3.63a), (3.63b), (3.63(3.63d) na equagéo (3.63),
temos:
QA2 =QO)(H(2) +aF(2) +QO)(G(2) +aE(2)) +Q'(OF (2 +Q" (O E(D) +
B*A)E(z-0)u(z-0) —aQ (c)F(z—0)z—0)
(3.64)
A equacdo (3.64) é a forma mais geral da curvdiedaddo eixo, para quaisquer
condi¢bes de contorno. Conforme ja foi dito aotenente, ela € uma curva plana, pois

todos os seus coeficientes sao reais.

3.2.3.1) Determinacéo das Frequéncias Naturais

Para o célculo das freqiéncias naturais, apliGa-sguacédo (3.64) as condicdes

de contorno do problema em causa, que séo:

Q0) = Q) = 0 (3.56.e)

71



Qo) = Q@) =0 (3.56.
Como QO0) =0 e g'(0) =0, aemfm(3.64) simplifica-se em:

Q(z) = Q'(0)(G(2) + aE(2)) + Q" (0)E(2)
+B*QO)E(z—c)u(z—0)-aQ (c)F(z-c)u(z—)  (3.65)

Para usar as condicfes de contorno em z = lispraos das derivadas

Q'(2) = Q(0)(H (2) + aF (2)) + Q"(0)F (2) +
B Q(c)F(z-c)u(z-c)-aQ'(c)G(z-c)u(z-c)  (3.66)

Q"(2) =Q'(0)(H '(2) —aG(2)) +Q"(0)(G(2)
+B°Q()G(z-c)u(z-c)-aQ'(c)H (z-c)u(z-c)  (3.67)

Utilizando-se as equacbes (3.66) e (3.67), as ¢Oadide contorno restantes
g(1)=0 e g"(1) = 0O, e escrevendo os valoe)k) e Q' (c), montaremos o
sistema homogéneo abaixo (3.68):

Q'O)(GW+aE®W) +Q"(OEWD + B Qc)E(L-c) -aQ'(c)F (L-¢) =0

Q'(O)(H'( +aGD) +Q"(0)(G® + Q)G (L) ~@Q'()H (1 -¢) =0

Q'(0)(G(c) +aE(c)) + Q" (0)E(c) -Q(c) +0=0

Q' (O)(H(c) +aF(c)) +Q"(OF(c) +0-Q'(c) =0 3.68)

Escrevendo este sistema na forma matricial temos

[GM)+aE@M) E@N) B‘E@-c) -aF@l-c)]| [QO 0
H')+aG) G@ B*Gl-c) -aH@-c)| ][O _ |0
G() +aE(c) E(c) -1 0 Qo) o (3.69)
|H(Q)+aF(c) F(c) 0 -1 Q©)| |0
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gue se constitui em um problema de autovalor. dfersia (3.69) € homogéneo de
guarta ordem (4 equacdes e 4 incognitas), e sugdmlsera Q’'(0)=Q”(0)=Q(c)=0
Q’(c) = O (solucéo trivial), a menos que o detieante da matriz dos coeficiente se
anule.

A anulacdo do determinante estabelece uma equag@iegliéncia. Para cada
valor escolhido def2 existe um namero infinito de valores de que anulam o
determinante, formando o conjunto das frequén@as ais.

A equacdo de freqiiéncia sera resolvida numericanersando-se 0 mesmo

algoritmo do da secédo 3.1.

3.2.3.2) Determinacédo dos Modos Naturais de Viacao

A solucao Q(z) tera sua forma bem definida (peotal de autovalor) quando o

determinante obtido de (3.69) se anular, ou seja,

Q(2) =Q(0)(G(2) +aE(2)) + Q" (O)E(2)
+ B*Q(c)E(z-c)u(z-0) ~aQ (c)F (z-c)u(z =) (3.65)

onde Q’(0), Q™(0), Q(c) e Q’(c) vém da solucdo sistema indeterminado abaixo,

pela atribuicdo de um valor arbitrario a indégnQ’(0)

azsz (O) + asz(C) + a24Q'(C) = —8.21Q' (O)
a5,Q" (0) + a,,Q(c) + a,,Q'(c) = —a;,Q"(0) (3.70)
a,,Q" (0) +a,,Q(c) +a,,Q'(c) = -a,,Q'(0)

No sistema acima®; = §,(Q,«) sdo os termos da matriz de (3.69).

Aplicando-se a regra de Cramer temos:

AQ"(0),
N

8Q(C). y oy = AQC).

Q"(0) = A A

onde:

Q(c) =

(3.71)
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- 21Q'(O) tay,tay, ay ~ ale'(O) tay,
AQ"(0) = |~ a3, Q'(0) + a5; +ag,|;4Q(C) = |a;, —a;,Q'(0) +ay,|;

- a41Q' (O) ta,tay, a,, ~ a41Q'(0) +tay,
Ay, tay — a21Q' (O) Ay, tay tay,
AQ'(C) = A, + a5~ ale'(O) ; A= A, tag; tay, (3-72)
a ta,;— a41Q' ©) a ta,tay,

Chamando déa; o determinante de 3% ordem obtido pela eliminaigébnha i

e da coluna j do determinante principal, a exgitesabaixo define o0 modo natural de
vibracéo do rotor flexivel.

Equacéo da Eléastica

Q.(2)=Q; <0)(<G(z> +aE(2) - 22 E(D) +

11

+A013 §4E(Z_C)ﬂ(z—c)—ﬂﬁF(Z—c),u(Z—c) (3.70)
Aa,, Aa,,

AQ"(0) = ~(8ay,) ['(0) . AQ(C) = ~(Aay,) [Q'(0) . AQ'(c) = ~(Aay,) [Q'(0)

onde n representa 0 n-ésimo autovetor linearmemtepandente da série infinita.

O efeito giroscopio ndo acopla os modos de vibrac&io rotor. nem as

equacbes do movimento (autovetores giroscopicos shimearmente independentes)
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IV FREQUENCIAS/MODOS DE VIBRACAO
(HAMILTON):

A simulacdo de rotores € uma importante ferramdatarojeto, manutencao e
diagnose dos problemas de turbomaquinas peladadédi com que representa o rotor
real, permitindo a facil determinacdo das causamau funcionamento das maquinas.

No Capitulo Ill o equacionamento do rotor foi obtidtravés de um elemento
diferencial do eixo. Neste Capitulo usaremos ogppio variacional para obtencao das
equacbes de movimento e das condi¢cdes de contd@om isto, objetiva-se elucidar
problemas de interpretacédo de sinais e facilitatraducdo do Método de Elementos

Finitos.

4.1 Hipoteses Simplificadoras do Modelo.

Estas hipoteses, relembradas a seguir (apresetdad®m na Sec¢do 3.1), sdo

importantes par a constru¢do do modelo tedriceqimcionamento do movimento.

a) O material homogéneo e isotrépico, comportamikmear HOOKE ;

b) Consideradas apenas deflexdes laterais pequenas EULER ;

c) Diametro pequeno em relagdo ao comprimento  EULER-BERNOULLI ;

d) Inclusdo da inércia de rotacdo, cisalhamentsprézado TIMOSHENKO ;

e) Secdes planas permanecem planas apos a deflexao; EULER ;

f) Deformacao inicial causada pelo peso proprispdezivel TIMOSHENKO ;

g) Carregamento no plano do CG, deformagdesdamtio plano EULER ;

h) Acoplamento do disco com o eixo em angulo reto EULER ;
i) O eixo balanceado AUTOVALOR.

Na prética todavia, todas estas restricdes ndeseptam nenhuma limitacao real

ao método de modelacdo rotodindmica de turbomaguid aplicacdo deste modelo

tedrico é plenamente adequada aos objetivos.
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4.2 Parcelas da Energia de Flexao (Equilibrio Damico)

4.2.1) Energia Cinética do Eixo

Na Sec¢éo 2.6 é desenvolvida a expressao da amangtica de um disco
elementar, a qual é apresentada abaixo:

L

EC= % [{m{x2 +v? )z (2.19)
Ec_lj{.d[m _QQMX}. [(axj ZQWJ lpgz}az 226)
241 oz oz oz oz oz oz

4.2.2) Energia Cinética do Impelidor
Na Secdo 2.6 é desenvolvida a expressao dgi@wcarética dos impelidores, a

qgual é apresentada abaixo:

B RN
EC= EZl\/n(xl +Yi?) (2.19)
b ) . .
C = Ezhﬁ ﬂ _ZQ%% +
249\ oz 0z o0z

b ox. )’ oXi aYi
L 12250 420 | Q2 2.26
; di (azj OZ a J z pi ( )

i=1

4.2.3) Energia Potencial do Eixo

Sabemos da resisténcia dos Materiais que a erpotgacial elastica de uma
viga deformada no plano é:

== j El(gzn j 9z, sendo 7(2)=X(2)i +Y(@)] (4.1)

EP = ETEl{[azfj +£62\2J }az (4.2)
25 |\az 0z
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4.2.4) Energia Potencial das Molas EP
Sabemos que a energia potencial elastica de unwlimedr e de torcdo é dada

por:

EP = %leoz +%K2Y02 +%K3XL2 +%K4YL2 +

2 2 2 2
+1k1(%} +1k2(%J +ik3(axtj +lk4(aiJ 4.3)
2oz ) "2 0ez) 2\ ez ) T2\ az

A energia total armazenada no rotor em rotacaa pad

ET = EC + EP, onde (4.4
EC=soma das eq. (2.19)(2.26)(2.19.a)(2.26.a); sBfa das eq. (4.2)(4.3) (4.5)

Obtidas as parcelas de energia que participanaldmgo dindmico, varias sao as
formas de operéa-las para a obtencdo das equacdesviteento. As duas formas mais

comumente empregadas sao: Equacdes de LagrangeipiBr de Hamilton.

Jj{(EC ~EP)+W} =0 Principio Variacional de Hamilton (4.6)
AT

5}{(EC— EP)} =0 Principio Hamilton Conservativos (4.7)
AT

O principio de Hamilton, por envolver um procedsaminimizacdo das energias
reinantes e sendo um principio variacional, éqadéo para introduzir algumas das

idéias que serdo apresentadas no Capitulo V (EtesE&mitos).
4.3 Deducéo da Equacéao Diferencial

A aplicagdo do principio variacional nos conduzna sistema de duas equagoes
nas variaveis X e Y (referencial inercial - amplits das coordenadas do eixo fletido).
Estas equacbes sdo acopladas pelo termo do efer@pico, uma vez que uma

flexdo no plano YZ produz um carregamento dicémia direcdo do plano XZ.
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Para chegarmos a equacédo diferencial do movimegatemos a integracdo por
partes das equacdes (4.6), até que aparecaiegamarelementar das variaveis

deslocamentodX e JY. A integracao por partes é representada por:

J'{u.d/} = uv - I{v.dj} Integragéo por partes (4.8)

AT AT

A utilizacdo da varidvel complexa auxiliar introtilez no Capitulo 7 = X +iY

permite, junto com a separacdo de variaveis, edszduas equacdes diferenciais
parciais de movimento para uma Unica equacao difede ordinaria linear de quarta

ordem, conforme anteriormente visto.

4.3.1) Energia Cinética de Translacdo/Rotacédo dixo

Integrando por partes a energia cinética de tresldo eixo e aplicando o Principio

de Hamilton & energia, temos:

L

2.19) EC= %j{m(xz+v2)}az (2.19)
= 5ﬁ2{%m()'(2+\'(2)}6t:0 (4.9)
t2L5—m)'('é)( +YoY Jotd)Z = Equagéo Diferencial (4.10)
J fot-ml Jo

t10

Condicoes de Contorno inexistentes

Integrando por partes a energia cinética de rotdoéeixo e aplicando Hamilton

a energia,temos:

L N2 . < \2 .
c= 21| X | -20X % |4 /[ X ] +20% Y |1 orlaz  (2.26)
23| \\oz) “Tazaz| \laz) azez

0
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t2L
- of f aY oY OX N OX” | o OX Y +1 Q?10z& =0 (4.11)
115 Aoz oz 0z 07
Jﬁ: 6Y2 ax +|p§22 JIJ?]- OX aY aY oX 75 =0 (4 12)
1) )15 Nz Pua '

Esta parcela de energia ira compor o ternqeg(a U - 2Q 0%n

0°Z 9z°

) da equacao
diferencial deduzida no Capitulo Il e mostradaeguir:

4

a‘n . . mR~? ,0%j
El +m/j+Mrjo(Z -C) -
0z* 17+ Mijo( ) 4 (622 622)
- (a—” 202 siz-c)=0 (3.48)
0Z°|, ¢
Procedendo a integracgéo:
SL
Lt2 Lt2
5” oY +7 207 bza- [, _OY 5OY 0K (0K 1y (4.13)
o o az az 0Z oz
. pu
| [ a—Y aX 62Y dY+ X QOX 0Zd=0 (4.14)
d 622 ot 0z% ot
1l0Z i
QL[ Az -
Iy .[ a—tJéY+ 6)2 X |0Z& = Equagéao Diferencial (4.15)
a0z 0z
i oY —  Condigoes de C
éy ot ¢oes de Contorno (4.16)
u 0Z

5}2}_'( QXY 0¥ X ), .

0z 9z 0Z 0Z

t10

t2L
il Y JOX X OY _9X OV OV 0X ). o _ @17
2%z "9z%z 2%z az°az

t10
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t2L
|QII aY aX aX aY 75 = (4.18)
o az az 9z
t2 ) aX ] Lozx = (419)
|d9£7 _iaz x+TM ia?of\(]at
L
= 2l QJL j—avjazau
O
2 - ' ' : : 4.20
0] oY | 90X X s oY o flL,  *20)
0z |, 9z |, 0z | i
t2 L
21 Qj(j 50X — j—av}azat Equacéao Diferencial (4.21)
tI\ O
2 . : ’ Condigoes de Contorno  (4.22
Lol 19Y x| 9% LOX 5 avéx ¢ (4.22)
uaz Oaz oaz L 0Z |

4.3.2) Energia Cinética de Translacdo/Rotacédo do pelidor
Integrando por partes a energia cinética de tre@islalo impelidor e aplicando

Hamilton a energia, temos:

L

EC= % [{m{x2+v2)pz (2.19)
5f%i{Mi(Xi2 +Yi2)}d: 0 (4.23)

Equacéo Diferencial

fﬁ{"\/‘iXA(Z—ZW—MiYA(Z—Z)JK}GZDt Equacéo Diferencial (4.24)

i=lt10

Condicoes de Contorno Naturais inexistentes
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Integrando por parte a energia cinética de rotaliompelidor e aplicando

Hamilton a energia temos:

EC = gi{ld[@j J ( 2 }hg})z (2.26)
. 422.{62 az‘Z’éJ [ax ) J Qz}ﬂ .26
:Ji%ﬁ;ld,{[(%j: _i +ZQ Z0t +

0X; aY, oY, 90X,
o | 41| 2Q =t ——L - 2Q—L =71 |97t (4.27
I Z “{[ 0z 0z ~ 0z oz j}a @20

Esta parcela de energia ird compor o termoZIdA(Z Z)@Z -2Q— 6,Z7j

da equacéo diferencial deduzida anteriormentestrada a seguir:

e 07 -y Az -2,)+
1

oz*
+1 (6_/7

0z*

’Zj+i|d,A(z Z)(a” ZQZZJ 0 (4.28)

Procedendo a integracao

f ;Zbll {[[ax} (g_;szerZJ 7ot = (4.29)

ildlﬁ(mz Z)[ joxm(z Z)(a;j Jazat ......... (4.30)

i=1 1

Zldlﬁ(A(Z Z)[ Jé(+A(Z Z)( J jazm Equac&o Diferencial (4.31)

sl no0

Condicoes de Contorno Naturais inexistentes
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oX, Y, . Y, OX,
5[50, ][ 2092 90% _oq % Zot = 0 4.32
I Z d{ 0z 0z 9z oz j}a - (432)

t2L
- ”Idlﬂ(A(Z Z)aY ‘;X AZ - Z)ax aYJ 9Z0.1 =0 =
t10
t2L
=- [[1.Q Bz - Z)a—xda—Y—A(Z Z)a—YJa—X Zot  (4.33)
e 0z 0z 0z 0z
X, Y,
N Jj Zld,{zg—a—zj}azatzo - (4.34)
L[t2 t2 y
:Id,QIDA(Z Z)a—Y —JA'(Z—Zi)%éY}OtOZ=O - (4.35)
oL t1 t1 az
t2 ax
= IdIQIDA'(Z —zi)—iax —_[A'(Z —zi)—iav}..ataz (4.36)
t2L
= ZdQII(A(Z Z) 5( | N(Z-Z)— WJ&ZJ Equacéao Diferencial (4.37)
110

Condicoes de Contorno Naturais inexistentes
4.3.3) Energia Potencial do Eixo

Aplicando o principio de Hamilton e integrando partes a energia potencial do

eixo, tem-se:
L 2 2 2 2
EP = %j El {[Zz)i j + [ZZYZJ }az (4.2)
t2 L 2 2 2 \2
5[—%[5{(32)2} +(§Z\2J }Zd (4.38)
t1 0

_E|IM jd[ 2){2?}5(32)}02& = (4.39)

Equacéo Diferencial
t2 | a Y
B[] OX + | ——|3Y |02Z ot (4.40)
tl1 0 a Z

Condicoes de Contorno Naturais inexistentes
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(X [a”)aaf o (4.4
. 623 0 az? 0Z 623 0

4.3.4) Energia Potencial das Molas

Aplicando o principio de Hamilton e integrando partes a energia potencial do

eixo, tem-se:

EP = %leoz +%K2Y02 +%K3XL2 +%K4YL2 +

2 2 2 2
lkl(aXOJ +1kz(%j +1k3(aij +1k4(aij (4.3)
2oz ) 2% az) "2z ) T2 ez
t2L

S[[-[EPpzor =0 onde K, =K,K,=K, e k =kyik, =k, (4.42)

t10

Equacéo Diferencial de mola inexistente

Condicoes de Contorno de mola.

t2L

5”{ ZKA(Z z,)(x? +v?)- ZkA(Z Z){(Z)Z(j @z(j }625t (4.43)

t10

Equacéo Diferencial de mola angular inexistente

Condigoes de Contorno de mola.angular

2 2 ax 590X, 9Y ;oY )
K (XX + YJY + o (4.44)
i€ )| Z [, Gz %%z "3z %3 .

_MN

=1l =1t
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Escrevendo a equacéo diferencial em YZ, tem-se:

i

t1

IR

I o &y
-El -V - Y MYA(Z -Z)+|ioxotoz +
1

j*Zblld.A(z Z)(GY ‘?Z(]}axataz 0 (4.45)

Equacéo diferencial do movimento no espaco epmX +iY carga distribuidafica

sendo dada por:

0tl

onde:
4
£1 97
Pya
m/j
MAA(Z - C)
mR 0%
4 027
ol
L 2 Az -z
d aZ Jec ( |)
MR 50 9 ’Z
4 0z
I, 202 Nz-z)
z=C

i T{( 624 —mij- Zi: M.AZ -Z;) +J}6X6taz +

422

0% ARSI [W? 077 _
-2Q | N(Z-2) =L -20-"L [IxXaoz=0 (4.46
0z? azzJ led' (=2l 2% (4.40)

forca deg@a elastica;

forgantrifuga devida a precesséo do eixo;

forca centrifuga pgeecesséo do disco;

inércia de r@agle um elemento de eixo;
inércia de rotagdo do disco;

efeito giroscopico devaw elemento de eixo;

efeito giroscépico devido ao disco.
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4.4 Solucdo da Equacéo Diferencial

4.4.1) Preparacao das Equacoes
Em se tratando de um problema conservativo de gabranatural, devido a
auséncia de forcas externas, devemos tentar umeasoharmoénica (conforme secao

3.1.3.1). Supomos, portanto, para a elastica o, ra forma complexa com separacéo
das variaveis Z e t y=X+iY; n(Z,t)=Q(Z)®*“ ; considerando que Q(2)
pode ser complexa (ndo pland)(Z) =q,(Z) +iq,(Z)

— i at
A substituicdo de N(Z.1) =Q(Z) 8™ glimina a variavel tempo t, o que indica

que o movimento é realmente oscilatério, como depasteriormente. Entdo:

4 4
n=iaQe* | jj=-i’Qe", SZZ = ZZ? e

4
El 0Q _
oz*

man—iMiwzQA(Z —Zi)+$(cf —2m)gz_§+

: ' 0Q _
31,82 -2) e - zm)a—Z =0 (4.47)
1
Sendo« a precessdo do rotor e Q (Z) a equacgao da lirdsdicd do eixo em
movimento harmonico, introduzindo os parametrosnaedsionais deduzidos abaixo,

tem-se: 2 O0<z<l,

Fazendoz = IE

, sendo0<z< 1;=£ e

Q_RQx_1Q 1y 0Q_1, . 0Q_ 1y 0Q_1

7wz T 12 aze 17 gz R gz
l I 1 I
A(Z—Z.)=|—A*(z—z), A(Z—Z.)=|—2A*(z—z) (4.48)
v_maAlt - MaA3 L mR 2 B "
Q =i Q = QA (z-z)+ e (o - 2Quw)Q" +
+ %(aﬁ -20w)Q| A'*(z-z)=0 (4.49)

Z=C
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suprimindo 0 "*" emA* (z-z )e A'*(z-z)=0, e como os coeficientes séo reais

(Q(z) é real), logo depreende-se que a elasticd) © (2)+i %(2) estd no plano eos
autovetores sao linearmente independentes. Reead®a equacédo (4.23) obtemos:

Q" +aQ"+Y @A (z-2)Q - B'Q-D . B'Mz-2)Q =0 (4.50)
onde:
- MR (@ -200) ; ,B—mwl 7 =l 20 ; =M

AE| =T ' El

Este problema ja foi resolvido na secdo 3.2.2 pmamadicbes de contorno

2 2
simplificadas: 7(0) =0 ; ZZZ =0; n() =0; ZZZ =0

z=0 z=|
4.4.2) Condi¢gdes de Contorno com Mola
Este procedimento ja foi realizado na secdo 21.2.Novamente, para

determinar o0 cortante na extremidade aoola, usamos as equacdes ja
anteriormente deduzidas, para obter.

0°n , MR’ 07 on 2/7 o7
-2j Q 3.26) E (3.28 | =-K— 4.51
73 4 57 57) 826) B (3.28F 7 (4.51)

_K/7_

Aplicando-se a separacdo de variaveis e a adiomalgiacdo, podemos re-

escrever a equacao com suas condi¢cdes de contomo,segue:

Q" +aQ"+Y @A (z-2)Q - BQ-Y. B'Mz-2)Q =0 (4.52)
@ =8-Q-a0; = Q=rQ-aq; (z=o01)r="1 (4.53)
"——ﬂ . =0Q0"=-10": =0: :ﬂ

Q=-5Q: =Q=-KQ; (Z=0;1 5 (4.54)

Para simular o comportamento dindmico do rottgmos que resolver a

equacgao diferencial com as condigbes de conttenequacao (4.54).
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4.4.3) Solucao da Equagéo Diferencial de Movimtn

A solucdo da equacéao diferencial € desenvolviskgair:

Q" +aQ" +> @N(z-2)Q -B'Q-Y B'Nz-2)Q =0 (4.55)
v=5Q-a0 =@=re-a0 ;  (z=o1) r=%
o=-£q -Q = . (z=o) y= 5

ma)I

m
Adimensionais: a =

(@ -2Qw) ; B'=

Y Mafl3 / /a KI? Ko
lgi + E ﬂ“ r——, E '

Esta equacdo de movimento simula o rotor fisicesgmado na FIG-4.1.

i A ! (a)2 2Qw)

FIG 4.1 ROTOR ESQUEMATICO SUPORTADO POR MOLA

As freqUéncias e os modos naturais de vibraca®to bi-apoiado da FIG-4.1
sao obtidos da solucdo da equacao (4.55).

A equacdo (4.55) ndo é de solucao imediata, poisoedicientes nao sao
constantes em 0<z<I.
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Tratando-se de uma equacdo diferencial ordinameali de quarta ordem com
coeficientes variaveis, a solucdo sera obtida cauxdlio da transformada de Laplace,
conforme NOWACKI, (1963). A transformada de unuagdo G(z) é definida no

Capitulo Ill como sendo.

L{G(2)} =[] €*°G(8)0Z = G(5) =G (4.56)

Multiplicando-se cada termo da equacdo 24(4. por eZ ¢

integrando-sede 0 &, passamos ater:

L{Q"} - B*L{Q} - BL{QS(z- )} +al{Q"} +a{Q'F(z-C)} =0 (4.57)

Aplicando-se a tabela de transformada de Lapladerpos escrever a equagao

algébrica da transformada de Q(z).como: (Apéndice B
(S'+as’ - B)Q =Q(O)(S’ +aS) +Q (0)(S" +a) +

b b
+R"0)+Q"O) +>. B 'Qz)e**- Y 7 Q'(z)Se** (4.58)

Conforme NOWACKI, (1963) e rearranjand® (S), tem-se:

— 1 , , ,
Q=G5 5 QOIS +a9) +QO(S +a) +

1
+
(8-S +&)

[8@"(0)+Q”(0)+Z/3.4Q(4)e“3—ZaiQ(a)Sé‘sj (4.59)

Sabendo-se que: (S*+aS?-B* =[{S* - J0%)(S?* +£?) e que

1 _ 1 11
(52_52)(52+£2)—€2+52((Sz_52) (52+52)) (4.60)

podemos escrever:
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QS =+ {Q(O)( > S, s 5 j+

£+ 7 -2 SPrg? SP-3? S+l
Q0) S L a __a +Q'(0) S S R
S?-0% SP+g? S?P-9% SP+¢? S?2-92 S?+g?
1 1 b _, e 4° g 4s
+0"(0 - + . 4 -
Q ( )[SZ _52 SZ +£2j Z]_:,BI Q(Z| )(SZ _52 SZ +£2

b, Se*®  Se*®
Zl:aiQ(Zi)(SZ_JZ SZ+£2j} (4.61)

Aplicando o tratamento inverso delLaplace, a equagderior e simplificando,
vem:

Q(2) = Q(O)[;dz(d2 coshdz + £2 cosez) +

P Py (5cosh52—5cosez)j+

Q'(O)( ! 5 (dsenhdz + esenez) + a (Senhéz _ sengz)j .\

£+ 02 e2+0%° o £
Y 1 _ 1 senhdz  sensz (4.62)
Q (O)(—g2 52 (coshdz cosgz)] +Q (0)((92 N 52( 5 . )J +
—4 1 senhd(z-c) -sene(z-c),
Az g ~u(z=c)

cT'iQ'(zi)nglaz(coshd(z -c)-cose(z-c))u(z-c)

Observagdo: 5 e £ sdo parametros adimensionajg,z—c € g fungéo degrau
unitario. Objetivando a simplificacdo da equag¢add®?2), tem-se

1  senhz senez

- £2+5° ( J £ ) (4.63)
E'=F= Eleéz(coshdz—cosez) (4.64)
F=G=—, iaz (Benhz + sserez) (4.65)

£
G =H = %62(52 coshdz + £2 cosez) (4.66)
£
H'=— e (d°senhz + £°senez) (4.67)
£

Substituindo estes valores na equacéo (4.6 mtes a equacao:
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Q(2) =QO)(H +aF) +Q ()G +aE) +Q"(OF +Q"(OE
+Y B'Qz)E(z-2)u(z-2) -3 @Q(2)F (z-2)u(z-2)
N N (4.68)

Esta é a forma mais geral da curva elastica dm, pra quaisquer condi¢cdes de

contorno. Conforme ja foi dito, esta curva é p)auas seus coeficientes séo reais.
4.4.3.1) Caélculo dos Coeficientes a Determinar

Deve-se agora calcular os coeficientes reais dagégudiferencial (elastica)

Q(0),Q'(0),Q"(0),Q™(0), Q(z),Q'(z), Q(z,), Q' (z,)

O sistema para calculo das frequéncias naturassieh sera constituido por

- 4 quatro condi¢des de contorno que fornedermquacdes

- Q(z) em cada disco que fornece uma equacao

- Q'(z) em cada disco que fornece uma equagao.

No total serdo utilizadas 2n + 4 equacdes gqugoodo um sistema de equacdes
algébricas e exigirdo a solucdo de um determindatenesma ordem (pesquisa por

valores singulares). Sendo:

Q(2) = QO)(H +aF) +Q (0)(G +aE) +Q" (O)F +Q"(O)E +
> B*QAZ)E(z-2)u(z-2) - aQ(2)F(z-z)u(z~ 2) (4.69)

Q)= QO +aG) +Q O)(H +aF) +Q'(0)G +Q"(O)F +
+3 B'Q2)F(2-2)u(z-2) - Y. aQ (2)6(z- 2) iz 7) (4.70)

Q"(2) =Q(0)(J +aH) +Q(O)(I +aG) +Q"(O)H +Q"(0)G +
+> B*Q(z)G(z-z)u(z~2) - ~Y.aQ(z)H(z~z) u(z~ z) (4.71)
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Q"(2) =QO)(L+al)+QO)(J +aH) +Q'(O)l +Q"(O)H +
+3 Q)M (z- 2)u(z-2) -3 aQ(2)l (z- 2) (2~ 7) 4.72)

onde I=H; J=I'=H" ; L= J'=I"=H" e, aplicando-se as condi¢des de contorno,

pode-se montar o sistema de equag¢des homogéngo:aba

Q"(0) =rQ0)-aQ ). 4.73)
QO=-KQR0O . (4.74)
Q'M=re@®-aQqQ . (4.75)
QAO=-KRQ0O . (4.76)
QZ4-Q(z) =0. 4.77)
QZ-Q(z) =0. (4.78)
Q2-Q(22)=0 . (4.79)
Qz2-Q(z2)=0 4.80)

Q(0)(LO+al10) +Q'(0)(JO+aH0) +Q"(0)1 0+ Q" (O)HO =
= [QO(H0+aF 0) + Q0(GO+aE0) + Q"0F 0+ Q"0EQ] -
~ a[QO(1 0+ aGO) + QO(H 0 + aF 0) + Q"0G0 + Q"OF O] (4.81)

Simplificando, vem QO|LO+a10~THO-T aF0+al 0+a°G0| +
+ Q0]J0+aH0-TGO-T aE0+aH0+a’F0| +
+ Q0[I0-FF0+aG0] + Q"O[HO-TE0+aF0] =0 (4.82)

Q"(0)=TrQ0)-aQ(©0) = QOU|a’G0-alFO+2al0-THO+L0| +
+ QO|a’FO-arE0+20H0-TGO+JO| +
+ Q'0[aGO-TFO0+10] + Q"0[aFO-TE0+HO] = 0 (4.83)

Procedendo-se igualmente para as outras equagiies-se:

QO=-)RO) = QUyuGO+aH0+y0+JI0] +
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QUyoF0+aG0+HO+10] +
Q'0[)G0+H0| +Q"0O[)F0+GO| = 0

Q"M =rQM-aQ () = QOa’Gl-alF1+2al1-TH1+L1 +
QO|a?F1-arEl+2aH1-TG1+J1] +
Q'0aG1-TF1+11]+ Q"0aF1-TE1+H1| +
QB [aF 1-2)-TEQ-ZA)+HA-20)] +
Q(z2)B*laF 1-22)-TE(L-z22) +H(1- z2)] +
Q(a1[-aGU-2)+TFA-Z) -1 (1-2)] +
Q(2a2[-aGU-22)+TF1-22)-11-22)] = 0

Q') = —)Q' () =  QUyuGl+aH1+p1+731] +
QUoF1+aGl+H1+11 + QO)GL+HI] +Q O)F1+G1] +
Q) B[aF 1- A)-TEQA-ZA) +H(@A-20)] +
Q(z2)B*laF 1-22)-TE(l-22) +H(1- z2)] +
Q(A)aL[-aGU-2)+TFA-2) -1 (1-20)] +
Q(z2a2[-aGU-22)+TF1-22)-1(1-22)] = 0

QA-Q(z)=0 = QU-HA-aFz] + QU-GA-aEA] +
Q'0-Fz| + Q"0-E4] + Qa+1= 0

QA-Q(A)=0 = QO-IzZl-aGZ] + QU-HA-aFA] +
Q0-G4] + Q"0-Fz] + Qz+1= 0

Q2-Q(z2)=0 = QO-Hz2-aFz2| + QU-GR-aEZ)] +
Qo-Fz2| + Q"d-E2] + Q-1
+Q(2)|- B*E(22- ) u(z2- 70)| +
Q(A)|@1F(z2- Au(z2-2)] =0

Qz2-Q(22=0 = QU-1z22-aGz| + QU-Hz2-aFz2]+
Q0-Gz] + Q"0[-Fz2] +Qz2+1 +
Q)|- B*F (22~ Mu(z2-7)] +
Q@a1G(22- Au(z2-21)] =0
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4.4.3.2) Solucdo do Sistema Algébrico:
(MATRIZ M DOS COEFICIENTES 8 X8 - PROBLEMA EUTOVALOR)

491 1Q(0) | Q(0) | Q"(0) [Q™(0) Q(z1) |Q'(z1) |Q(z2) | Q'(z2)

Eqc. 1[|A11 [ALl2 [ A13 | Al4 | A15| AL16 | AL7| ALSB

Eqc.2|A21 | A22 | A23 A24 A25| A26 A27, A28

Eqc. 3| A31 | A32 | A33 A3,4 A35| A36 A3, 7, A38

Eqgc. 4| A41 | Ad42 | A43 A4dA4 A45 | A46 A4 7| A48

Eqc. 5| A51 | A52 | A53 A54 A55 | A56 A5,7| A58

Eqc. 6/A61 | A62 | A63 A6,4 A 6,5 AG6,6 A6,7| A6,8

Eqc. 7|A71 [A72 [A73 | A74 | AT75] A76 | A77] A78

Eqc. 8|A81 [A82 | A83 | A84 | A85| AB86 | A87| A8S

(4.91)

A1,1-Q0|a’GO-alFO+2a10-THO+ LO|
A1,2-Q0a’F0-alE0+2aH0-TGO+J0|

A 1,3-Q'0aGO-TFO+I10]

A1,4-Q"0[aF0-TE0+HO|

A15-0

A16-0

A1,7-0

A18- 0

SESSSSS55SSS5S5S5SSS5555S555S5555555555355555555>

A 2,1 -Q0yaGO+aHO+ p0+J0]
A2.2-Q0[)aF0+aG0+HO0+10]
A2,3-Q"0[)G0+H0|

A 2,4 -Q"0F0+GO]

A25-0 ; A26-0 ; A27-0; /820
A3,1-Q0|a’Gl-alF1+2ai1-TH1+ L1

A 3,2 - Q0la*F1-aTEl+20H1-G1+J1]
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A3,3-Q0aGL-TF1+11]]

A 3,4 -Q"0[aF1-TEL+H1]

A35- QB aF 1-Z)-TE@L- Z) +H (- 21)]
A3,6-Q(A)al]-aG@-Z)+TF@-2)-1(1- 7))
A 3,7 - Q(z2)B%[aF 1- 22) -TE(L- 22) + H (1- 22)]
A3,8-Q(22@2][-aG@-22) +TF (- 22) - | (1- z2)]
A 4,1 - QO[yaGl+aH1+ p1+ J1]

A 4.2 - QO[yaF1+aGl+ yH1+11]
A4,3-QoyGL+H]]

A4,4-QOF1+Gl

A 45 - Q(Z)B[F a-20) +G(1- 7))
A4,6-Q(A)al]-y61-2)-H@1- )]

A 4,7 -Q(z2) B[ F 1- 22) + G- 22)]
A4,8-Q(2a2]-y61-22)-H1-22)]

A 5,1 - Q0- HZL - aF ]

A5,2-Q0-Gz-aEA]

A5,3-Q0-Fz]

A54-Q0-Ea] ; A55-1 ; A56-0 ; A57-0 A58-0

SSSS3S333SSSSS5SSSSSS5SSSSSS5SSSS5S533535355535>

A 6,1 -QU[- Iz1- aGZ]

A 6,2 -Q0[- HA- aFZ]

A 6,3 -Q"0[-GZ]

A64-Q0-Fa]l; A65-0 ; A66-1 ; A67-0 ; B8-0
A 7,1-Q0- Hz2 - aFz2]

A71A 7,2-Q0-G2-aEZ)

A 7,1A 7,3-Q0-Fz2]

A 74-Q"0-EZ]

A75-Q(A)|-BF(z2- A)u(z2- 70)|

A76-Q(D[a1G(z2- Du(z2-2)] ; A77-1 ; AT78-0
A8,1-Qq-1z2-aG2)]

A 8,2 -Q0[-Hz2-aFz2|

A83-Q0-Gz)]

A84-Q0-Fz2

A 85 - Q(A)|- B'F (22~ A)u(z2 - 71)|

A8,6-Q(a16(z2- A)u(z2-71)] ; A87-0;Ass-1
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492 1Q(0)| Q'(0) | Q"(0) |Q™(0) R(z1) |Q'(z1) |Q(z2) |Q'(z2)
Eqc. ALL[AL2 [AL3 | Al4 | O 0 0 0

Eqc.|A21|A22 | A23 | A24 0 0 0 0

Eqc.|A31|A32 | A33 | A34 A35| A36 A3,7 A38

Eqc.|A41| Ad42 | A43 | Ad4 A45 A46 A47 A48

Eqgc.|AS51| A52 | A53 | A54 1 0 0 0
5
Eqc.|A61| A62 | A63 | A64 0 1 0 0
6
Eqc.|A71|AT72 | A7T3 | AT74 A 75 A76 1 0
7
Eqc.|A81| A82 | A83 | A84 A 85 A86 0 1
8

(4.92)

O matriz apresentada acima esta asso@adsn sistema homogéneo de
oitava ordem (8 equacbes e 8 incognitas). Tera uswucdo trivial
Q(0)=Q'(0)=Q"(0)=Q"(0)=Q(z1)=Q’(z1)=Q(z2)=Q'(z2¥0. Tera também outras
solugdes nos casos em que o determinante da meatczeficientes se anular.

Estamos diante de um sistema de equacfes algéltmicasegéneo de oitava

ordem (8 equacdes e 8 incégnitas), represemadricialmente por

[M] {X} ={0}, onde: [M] € a matriz dos coefi@ntes (4.93)

{X}' =Q (0Q(0)Q"(0)Q(0) Q (z21)Q'(z1) Q (z2)Q'zY e (4.94)

Este é um problema de autovalor. Os valores Erggide [M] (autovalores),
tais que Det[ M ]=0, permitirdo a determinac&s domponentes do vetc{r)(}T que,
por sua vez definir4 a forma da elastica (autoyetor

A matriz de coeficientes [M] é formada por fungbdsmnscendentais e seu

determinante se anulara em um numero infinito pdges de valores de
(Q,a).
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Definido o valor deQ, existe um namero infinito de valores de., capazes de
anular Det[ M ]=0

Os valores de « que anulam o determinante sédo as frequénciasamsade
vibracdo (autovalores) do sistema rotor e, pararoheéha-las, procede-se como segue:
1) Fixar um valor para o parametfb.
2) Da-se valores continuamente ao parametraté que DET [M] = O.
(No presente trabalho selecionamos as trés pamsedizes somente). (veja a FIG-4.2)

DET N

12 FIN I/] 32 FIN - G

FIG 42 VALORESG QUE ANULAM DET [M] PARA Q=Cte

3) Da-se novo valor par& = Cte e repete-se a instrugéo item (2). Organiza-se,
entdo, uma tabela esquematica, conforme mostiadé|G-4.3.

Q =-1000 Qi 1000 | @2-1000 | @3-1000
Q =0 a‘l,O az,o as,o
Q =1000 (11000 (31000 (31000
Q =2000 ey 2000 Q7 2000 (3 2000
_ . ” w

FIG 4.3 TABELA ESQUEMATICA FREQUENCIAS NATURA
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4.43.3) Definicdo da Elastica: Autovetor

Re-escrevendo-se a equacao (4.30), vem:

Q(2) =QO)(H +aF)+Q'(0)(G+aE) +Q"(OF +Q"(OE

+3 B'Qz)E(z-2)u(z-2) - Y. aQ(2)F (2- 2) (2~ 2)
i I (4.68)

Calculando-se os valores Q(0), Q’(0),Q”(0),Q™(®(z1), Q'(z1), Q(z2), Q'(z2)
gue satisfazem a equacdon(4.12), teremos a elédéfinida,para cada valor de
freqUéncia natural.

Para calcular Q(0), Q'(0), Q"(0), Q™(0), Q(z1), '@L), Q(z2), e Q'(z2)

arbitramos Q(0) e usando a regra de Cramer resolve sistemas algébricos:

00 =900 =220 = 22O,
0= 0@ =2z - U2,
Q2 =242 ;q (2 =221 495

A Matriz A= Aa,, é a Matriz obtida da equacdo (4.92) pela eligiioada
linha 1 eda coluna 1.

A22 A23 A24 0 0 0 0

A3,2 A3,3 A34 A35 A 3,6 A 3,7 A3,8

A 4,2 A 4.3 A4A4 A45 A 4,6 A4 A48

A52 |A53 | A54 | 1 0 0 0
A62 |A63 | A64 | O 1 0 0
A72 |A73 |A74 | A75 | A76 | 1 0
A82 |A83 |A84 | A85 | A86 | O 1
(4.96)
AQ(0) = -Aa,, AQ'(0)= - Ad,,, (4.97)

O termo Ag;é um determinante de 72 ordem gerado a partir da

equacao (4.96) pela eliminacéao da linha i edana |.
A equacéo da elastica (4.68) pode, entdo, secritsesomo:

Equacéo da Elastica
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11 11 11

Q.(2)=Q, (0)((H(Z)+0F(Z)) A e (G(Z)+6¥E(Z))+A () - A s E(Z)]

+(%E“E(z— D p(z-2) - 2L g (2~ u(z- n)J +
Aa, A

11 11

+ (% B E(z-22)u(z~- 22) - b a,F(z-22)u(z- zZ)j (4.98)
Aa Aa

11 11

onde nrepresentao n-ésimo autovetor imeate independente da série infinita.

O efeito giroscopio ndo acopla os modos de vibrac&io rotor. nem as

equacdes do movimento (autovetores giroscopicos shmearmente independentes)

4.5 Resultados Obtidos dos Calculos de Compdta

Os programas de computador foram rodados com pararaior com as
caracteristicas seguintes:

Rotor bi-apoiado

Diametro do eixo =0,05m
omprimento do eixo 18m
Material do eixo = aco,Disco localizado no centro do eixo,

A figura 4.4 mostra como varia a primeira freqii@matural do rotor com o
diametro do disco.
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FIG 4.4 VARIACAO DA PRIMEIRA FREQUENCIA NATURAL COM O DAMETRO DO DISCO

A figura 4.5 mostra como varia a segunda freqi@@natural do rotor com o
didmetro do disco. Mostra também a mudanca do rdeddbracéo causada pelo
efeito giroscopico, efeito este que produz redokano plano de deformacéo do eixo.
O efeito giroscopico também enrijece o eixo neatoc
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FIG 4.5 VARIACAO SEGUNDA FREQUENCIA NATURAL COM O DIANETRO DO DISCO

A figura 4.6 apresenta a primeira frequéncia natlmanesmo rotor, apenas com
o disco colocado em diferentes posicbes, for@etdro. Como nestas posicbes o
disco experimenta rotacdo transversal oscilante,uim@ variacdo acentuada das
freqiéncias naturais do eixo com a rotagdo e cgmosa&do do disco. O exemplo
mostra ainda a elastica deformada no plano.
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FIG 4.6VARIACAO PRIMEIRA FREQUENCIA NATURAL COM A POSTAO DO DISCO

A figura 4.7 apresenta as curvas de variagcdsedanda frequéncia natural do
rotor, com o disco colocado em diferentes posicdesa do centro. Como nestas
posicdes o disco experimenta rotacdo transversdaote, hd uma variacdo acentuada
das segundas freqUéncias naturais do eixo cotagéme com a posi¢ao do disco. O

exemplo mostra ainda a elastica deformada no plano.

101



wlmpml i
1202
:r'j- -"‘\ 1
1 W -i‘ -H:.'.- oy, 1"
. / Yl - _-‘
-
Ay
J-‘l e a1
/’ , C=5
A
g B
s ————
.J/ o A '\\. ) .
y e O
- o - -
~ ce02 C= 33
a0 . e A
T ~ e
- - . ll'f = i-ri H-t‘ d"
— s I e
o
T :f’ I',._'
- I
e L
.,-"' '
-1000 0 1000 Lrpm)

FIG 4.7 VARIAGAO SEGUNDA FREQUENCIA NATURAL COM A POSIAO DO DISCO

A figura 4.8 apresenta as curvas de variacdo ditarfrequéncia natural do
rotor, com o disco colocado em diferentes posicfiga do centro. H& uma variacéo

acentuada das terceiras frequéncias naturaisxdaem a rotagdo e com a posi¢ao do
disco. A elastica deformada esta no plano.
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FIG 4.8 VARIAGAO TERCEIRA FREQUENCIA NATURAL COM A PO&AO DO DISCO

A figura 4.9 apresenta as variagfes das cumdiediiéncia natural do rotor em

um cenario de elevada rigidez do manc# X10°). Mostra a variacio da primeira e

da segunda frequéncias naturais. S&o mostrad&&naras velocidades criticas, em

que precessao é igual a rotacgéo.
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FIG 4.9 VARIACAO 1 e 2 FREQUENCIA NATURAL COM A ROTACA PARA K =10°

A figura 4.10 apresenta as variagOes das cutegwimeira freqiéncia natural
do rotor para diferentes valores de K do manc¢a:2x10° K 54x10° e K =10° e

com o rotor deslocado do centro. S0 mostradaséanas velocidades criticas A, B e
C para diferentes valores de K.
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FIG 4.10 VARIAGAO 1 CRITICA COM ARIGIDEZ DO MANCAL K
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Afigura 4.11 apresenta as variagbes da prameeda segunda criticas do rotor

com a colocacao de dois rotores no eixo e pararidido.

a
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400

segunda critica

primeira critica

T T T L) L3 L 1 e

T L]
1000

FIG 4.11VARIAGAO DAS CRITICAS/FREQUENCIAS NATURAIS COM DCS ROTORES

106



4.6 Conclusdes Sobre a Pertinéncia do Método

O método discutido no Capitulo IV permite o cabcdés frequéncias naturais de
rotores com multiplos discos e com a represeatdaéigidez dos mancais, conforme
resultados apresentados. E todavia limitado pefi@uttiade de representagido de
geometrias complexas, representativas dos rotesgs r

No Capitulo V este mesmo problema sera apresergtdoés do método de
elementos finitos e como veremos, possui ilimitguzssibilidades de representacdo de
um rotor real. Nao € do conhecimento do auter@gia solucéo tenha sido publicada

anteriormente em algum livro sendo este um de$enwento proprio.
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V ELEMENTOS FINITOS NA ROTODINAMICA:

Nos Capitulos II, Ill, IV discutimos as possibdikes de representacédo da ciéncia
rotodindmica, dentro da modelacéo pela teoria ddimmeo.

Podemos dizer que esta abordagem é muita ricaignificado fisico, apesar de
seu elevado nivel de abstracdo, experimenta umaleritiade matemética crescente
no processo de solugdo da equacao diferencial gamaoto.

Neste contexto, surge a possibilidade do trattongestes modelos fisicos com
0 uso de técnicas discretas de modelacdo. Demntrecaicas discretas de modelacao
matematica dos rotores reais, destaca-se a dergtefmitos, a qual tem se mostrado,
a mais adequada para o tratamento global das ggastdinamicas.

Podemos ainda complementar esta idéia dizendo gx@exiéncia tem provado
ser através das técnicas de elementos finitos lromigirma de se resolver complicados
sistemas de equacfes de movimentos axial, totgdateral.

Neste Capitulo € dada particular importancia a@aagdamento das equacgbes
diferenciais do rotor giroscépico puro, sendo cofdesta tese a apresentacdo de um
método para desacoplamento destas equacdes diégsena sua solucao.

A figura 5.1 mostra esquematicamente o modelorderator real, alvo deste

estudo.

FIG 5.1 - DESENHO ESQUEMATICO DE UM ROTOR
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5.1 Elementos Finitos em Turbomaquinas:

Sendo a técnica de elementos finitos muito alastedé ndo requer uma grande
discusséo tedrica em seu processo de implementa¢@anesmo as hipoteses tedricas
requeridas nos Capitulos ILIILIV  s&o aqui rEsessarias.

Com o objetivo de colocar esta questao em evidéwnaimos reapresentar aqui, as
hipéteses tedricas discutidas nos Capitulos aiisici

a) O material do eixo € homogéneo e isotropicoesgntando comportamento
elastico linear (aplica-se a Lei de Hooke).

Podemos dizer que esta tdo importante hip6tesa, eesbutida na matriz de
rigidez do eixo passando completamente desapeecabidsuario desta matriz.

b) S&o consideradas apenas as deflexdes lateraispi@mos ortogonais)
suficientemente pequenas para que a teoria livehatvalor.

Esta hipdtese, importante para a linearizaca@gaacdes do efeito giroscopico,
sdo aqui desnecessarias, passando completameapededida ao usuario do método

c) Os elementos séo considerados como vigas yleigfa(levam em conta o
efeito da rotacdo nos nos do sistemaemy.ey

Esta hip6tese, importante para a representac@médaa de rotacdo e do efeito
giroscopico do elemento de eixo, esta na realigadeutida dentro da formulacdo das
funcdes de interpolacdo do modelo de elementoto$inndo sendo nem mesmo
percebida pelo usuario desta matriz.

d) Secg0es planas permanecem planas apos deflexdo

Esta hipétese, importante para a linearizacacedaacdes elasticas (momento e
cortante), esta, na verdade, embutida dentro daufacdo das fungbes de interpolacdo
do modelo de elementos finitos.

e) O amortecimento estrutural é desconsiderado oh&d do problema de
autovalor.

Esta hipotese téo restritiva para o problema coat#étratada de forma simples
na abordagem de elementos finitos, perdendo suariémeia, como veremos
posteriormente.

f) O modelo adotado leva em conta somente a flex@tor¢cdo que sO é

importante na fase transiente néo € considerada).
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Normalmente os programas de elementos finitos palacdo de problemas
rotodindmicos tratam os movimentos de tor¢ao al axilependentemente.

g) Deslocamentos e cargas axiais sdo desconsidgerad

A matriz de rigidez associada a cargas axiais (abbnente ndo utilizada), pode
ser facilmente introduzida dentro da matriz dedegi se necessario(LALANNE, M.,
FERRARIS, G.,1998, pp.9

h) O disco é considerado rigido e apresenta aseskesprezivel, sendo
considerado ponto de massa concentrada, sem rigidezinércia de rotacéo e efeito
giroscopico (FIG-5.2).

O método de elementos finitos introduz o impelidar modelo matematico com

grande facilidade, conforme veremos.

St

IN

FIG 5.2 EIXOS DO ROTOR:

i)  Os mancais também sao pontuais e interpresasuradicdes de contorno.

O método de elementos finitos introduz os mancasmodelo matemético com
grande facilidade.

j)) O eixo é balanceado e seu centro geométaswide com o centro de
gravidade em cada secao reta do eixo.

No método de elementos finitos esta questéo € oaptvel e esta embutida nas
matrizes de rigidez e de inércia do elemento.

k) A deformacgé&o do peso préprio e cisalhamento sgprdeiveis.

O método de elementos finitos pode incorporar cefle cisalhamento na matriz
de rigidez, todavia este efeito ndo tem se mostiagmrtante em turbomaquinas.
(GUNTER, E. J., CHEN, W. J., 2005.)
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Na realidade nenhuma destas restricdes teoricasa aeferidas, traz qualquer
limitacdo real para a aplicabilidade do modelatamatico, o qual é capaz de simular
o modelo fisico com grande representatividade.

Portanto, o elevado nivel de abstracdo reinanteétodo elementos finitos reduz
a importancia destas questdes tedricas sem infrociénhuma restricdo a sua

aplicabilidade, permitindo que elas se tornem irtggetiveis ao analista.
5.1.1) Diferentes Formas de Energia:

Sdo apresentadas a seguir as diferentes formasneémiae normalmente
encontradas em um rotor, conforme apresentado m@tuCa IV, objetivando a
construcdo das matrizes dos elementos. A enertgh doa soma de todas estas

energias.

a - Energia Cinética do Eixo

L

j m(X? +Y2)}a (5.1)

O

L

j 22 X +1, x| L2, +1 Q%107

23 OZOZ az 0Z oz

(5.2)

Sendo 1,=2I, —gz Momento Polar Inércia,

Considerando o caso de um sistema discreto cgnaus de liberdade, a expresséo
da energia cinética, (em coordenadas generalizadds)ser apresentada da forma

seguinte:

EC =T,+T,+T,, onde (5.3)

T, € o termo quadratico da velocidade generalizaatig gor:

ZZqu.q,: fm(X2+Y2)92+ fl [( ZJ (aYJ }az (5.4)

Iljl GZ

T, é o termo linear da velocidade generalizadesta ligado ao efeito giroscépico,
dado por:
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1II (ZanaY 0 0Y X ). (5.5)

T,=> fl9,.0,.0,.9,.9..... 4, = e —
1;(12345 )l 2 azaz azaz

o

T, € otermo linear das coordenadas generalizadasta ligado a forga centrifuga,
como segue:

= T,(0.9,. 0.0 ... ) = J'I Q%7 (5.6)

b - Energia Cinética do Impelidor

EC:%Zb‘,Mi(Xi“W) (5.7)
4] =) 5] =2y a0e eo

C - Energia Potencial do Eixo

ep=1 ja{[gzxj +(27YJ}OZ 59)

A energia potencial de deformagédo em vigas € noadiéd no caso de se

considerar o efeito de cisalhamento e a cargd.axi
Sendo g—>z( =p,+6,, onde: g, é o angulo de flexdo ¢, € o angulo de

distorcdo devido ao cisalhamento, obtem-se
: 2 (06,
EP = lel [MXJ +| —L | 9z +
23 0z 0Z
2 2 L 2 2
_IkG (GX Hy] (G_Y_ng Z + EIP (G_Xj +[6_Y) z (5.10)
0Z 0Z 23 |\oz 0Z

onde:
E Modulo de Cisalhamento,

20+v)
E Modulo de Elagtade,
Le=1=1,=() Momento de Inércia Transversal de Area,
% Qoeficiente dsd3on,
A Area,
k Fator derfaa,
P Carga Axial,
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A energia potencial de deformacéo (com o efeitoisi@hamento e carga axial) €
dada por NELSON, H. D., McVAUGH, J.,M.,1976 pedemos escrever:

1
EP = EqT(KFIexéo + KCisthamem + KAxiaI)q (511)

Usualmente nos calculos rotodinamicos somenteeggenpotencial elastica de

deformacéo lateral é levada em conta.
d - Energia Potencial das Molas dos Mancais

EP = % K, X, +% K,Y,? + % KX, 2+ % K%+
oX
0Z

1 21 (ay,) 1. (ax, ) 1, (aY )
+= Ol +2k | —2| +=k Ll +Zk,| —+ 5.12
2k1[ J 2 Z[azj 2 3( azj 2 “(az) (5.12)

Embora outras formas de energia possam ocorrer 100, @stas Sdo as mais

importantes.

5.1.2) Aplicacéo da Teoria de Vigas para Eixo

Aqui o deslocamento lateral sera dado por:

u,(zt), u(zt) deslocamento lateral horizontal/vertical (L)

K,k coeficientes de mola lineate torcdo (F/L, Torquez)

Os dois deslocamentos angulares seréo forneciaos po

Ju
@ =+ ax deslocamento Angular no plano xz (Gr)
Z
ou,
@ = B deslocamento Angular no plano §@r)
z
A convencdo de sinais de momentos fletores e degaresta mostrado na
figura 5.3
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FIG 5.3 - CONVENCAO DO FLETOR POSITIVO EM YZ

Algumas propriedades da viga Bernoulli-Euler:

2
M, = El, aa;;( momenietdr na diregdo X
0°u,
M, = EIWE momenietdr na direcdo Y
2
Fy = aiZ(EIXX %} = aiz M, forca de cisalhamento na direg@o
d 0°u, 0 : s
F,=—| Elly— |=—M forca de cisalhamento na dire¢éo
Y az( YYazZJ oz~ ¢ &

Aplicando-se a lei de Newton podemos re-escrevequacao diferencial de
movimento para o0 eixo em coordenadas cartesiatas,és da teoria do continuo

conforme foi mostrado no Capitulo 3.

E|%+mf7—m4R2 g;'z +2iQm4Rz g;'z =0, (5.13)
m reagpor unidade de comprimento
o= =1y, momento de inércanBversal de area
e =21, = g momento polar de inércia
n=X+iY variavel complexidiar
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GASH, R., (1976), propde outros termos para egiagio, como por exemplo
a combinacéo do cisalhamento com a inércia de &otagntretanto, conforme ja foi
dito anteriormente, o efeito do cisalhamento ¢é dpel em rotores de
turboméquinas, portanto, o termo da combinacaocisiihamento/inércia de rotagéo

nao sera considerado

5.1.3) Discretizacdo do Eixo em Elementos Fiog

Na Secéo (5.2) sera discutida a modelacdo do @dpsoimpelidores e dos mancais
através da teoria de elementos finitos aplicadatao.

Com este proposito, precisamos dividir o rotor emquenos elementos
(elementos finitos), modelados inicialmente canga, conforme figura 5.4 .

A forma geral do deslocamento lateral dos ponttes)tro da teoria de elementos

finitos, € apresentada abaixo, para uma viga:

(Deslocamentos Generalizados) (5.14)

uZ)= u@) =N =[NNNN| |

2 L2 L L

AT 8 88

Z

FIG 5.4 - PARTICAO PLANA DO ROTOR

Toda a energia do sistema conservativo pode seesaptada sob a forma de
energia cinética e potencial.

A energia potencial se relaciona com a deflexdoelo e com o efeito de
cisalhamento no rotor, enquanto que a energiaicinée relaciona com os efeitos
provocados pela inércia lateral e de rotacdo dm. eix
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A Transformada de Lagrange €, entdo, aplicada ate@do de energia do rotor

para, finalmente, se obter a equacédo de movimen&bednento eixo, como a seguir:

M{aw} + @[c]) {faw} + [K{aw} = {ow) (5.15)

Neste Capitulo sera discutida a vibracdo lat&@| juntamente com o efeito

giroscopico do elemento de eixo e do impelidor.

5.2 Estabelecimento das Matrizes de Elementos Fios

Nesta secdo serdo desenvolvidas as matrizesideziighassa, giroscopica e de
amortecimento de cada elemento de eixo. Simultaeen também estaremos
construindo progressivamente a equacao diferedeiahovimento do eixo, na medida

em gue cada nova matriz esteja sendo incorporadeédelo matematico.

5.2.1) Matriz de Rigidez do Rotor

A matriz do elemento € similar nos planos XZY&, sendo que 0s sinais séo
diferentes, na medida em que YZ esta no sentiétode XZ esta no sentido inverso.
Na teoria de flexdo do eixo de Euler-Bernoullgreergia de deformacdo pode

ser determinada da seguinte forma:

. 0 .
O deslocamento axialu, = —ya—uY em um elemento de viga ocorre sempre que
z

existe movimento (vertical ou horizontal) dos s
A deformacéo especifica associada a este movingetdola por

=B =-yN" (associada a flexao lateral do eixo).

Para materiais do eixo lineares, a relacdo tensfimfdacéo € dada por:

ou 0°u
0, =E&; = EO_ZZ =-Ey 622Y ==

E[B]
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a - Energia de Deformacéao Lateral do Eixo (Plan¥Z2)

! 0z

2 2
Conforme a equagéo (5.9P.(z,t) :;j El {(‘:f] + (az\ZJ }az (5.16)
z

A mesma energia, escrita em termos de tens@eg@macdes é:

EP.(z,t) =U _(z1) = j(/ezzazz )av = (/Aszzazz ))Aaz

1 92N 82N°. 1 _ 8°N°® 92N°
=2 J;_/[(BTB)?ABZ——E_[ 2aAj ?az:EEli 5797 (517)

A energia potencial total da viga é dada pelaresg&io:

EP(z21) = Z;%E”(BTB)aAaz -)%f El {[‘;;f} +[Z;J }az (5.18)

z A

A funcéo de interpolacéo IateIJFNI] do elemento de eixo tem a forma seguinte:

uY(z,t)=[M, NZ,NS,N4] ?l; =NT Funcéo de interpolacdo do eixo (5.19)

Q,

onde N° é a funcao cubica de interpolagdo, também chameadan¢do Hermitiana

(descrita por Euller-Bernoulli):
e 322 277\ [z 272 7).
N :[Nl’NZ'Ns’N4]:H1_?+?] ) L[E_?-'-F )

322 27 zZ
[?‘FH‘?*?H (5.20)

Variaveis nodais:

G Ui
qZ — @(i — Qe (5 ) 20*)
03 Uy,
q4 @(J

Valores entre nosu, (zt) = u(zt) =N, +a,N, +a;N; +q,N, (5.21)
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A funcdo Hermitiana interpola, simultaneamente,ored intermediarios do

deslocamentau(z,t ) a partir das quatro coordenadas generalizadasdgfinem a

posicdo dos pontos de um elemento de e(@é)T ={q,0,,0;,9,} com as seguintes

representacdes graficas:

N1
! 322 27 1( 6z 67
PN let('T+Fj
N2
- 2 7 4z 37
z . 4z 37
9N2:L(L_L2+L3J,N2—1_T+?,
N3
/ ! 322 27 1(6z 67
SN, =22 L. o252 52
N L(L LZJ
N4
\-&:7/ 22 7 . 2z 377
' "NFL(‘?*F} N
¥ 27 z 22 7 37 27 zZ 7
W(Zt)z(l‘l_z"‘l_gjqﬂ-(l_‘l_z"'ljj q2+(|_2_|_3 Gth =2t |% (5.22)
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As primeiras derivadas de (z,t) emrelagdoa zet séo:

a Z,t . e e’ ’ ! ’ ' €
ME¢ ; Q°N° =[N;,Nj,N;, NjjQ° >

0z
2 2 2 2
> |Lf_sz 62 (j_4z,32%) 16z ez} 2z, 32] o,
LL L L L L LLL L L L
ou, (z,t ' ' : '
%E¢(Zit):Q1N1+q2N2+q3N3+Q4N4 (5.24)
) . . .
d*va(tz’) =U, =NQ° =[N,,N,,N,,N,]Q,=> velocidade generalizada (5.25)

A segunda e terceira derivadas wWéz,t)emrelacdoa z e t

2 "
TUlD 2N = [Nnnz NN >
1
= [F[(_ 6L +122); (- 4L% + 6Lz} (6L - 122) (- 2.2 + GZL)]} (5.26)
aZu Z,t . ’ " " " "
—gz(z )E(ﬂ » @(z,t) = N+ a,N; + g;N; +q,N, (5.26)
0%u, (z,t 1
% = ¢ =E[(—6L +122)q +(-412 +6L2)q, +(6L-122)q, + (- 212 +621)q | (5.27)
93 't "o 1 - m m m m
%E @, (”'(Z't)— q1N1+QzNz+CI3N3+CI4N4 (5.28)
%, (z,t) _ , . 12 6 12 6
—523 =¢" Fql"'F%‘F%"‘P% 5.29)
0 t . : . .
ugiz ) - U, =N°®Q® & velocidade generalizada (5.30)
%, (zt) .. . .
ayt(zz' ) =U, = NeQe:[Nl, N, I\I3,N4].Q-)aceleragéo generalizada (5.31)
Gngt(azt) =l'J"y = Neéez[l\g,l\lz,l\g,N4]Q-) aceleracdo generalizada (5.32)
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b - Matriz de Rigidez Lateral (Plano Y2)

Re-escrevendo a equagéo (5.17)

EP(z,t) Ej j (B B)aAaz ¥az (9)3
-6L +12z
ERz) =Y E”(BTB)aAazE —y— B® = —L_{ (- 417+ 6L2) (5.34)
6L -12z
(-2t +62L)

A energia elastica de um elemento de viga deformada na dirgc&odada por:

(-6L+122)q,

(—4L2+6Lz)q2 5 (5.35)
(6L-122)q, [°*

(-2 +62L)q,

EP. (z,t)-—”[ (~6L+122)q, +(~4L7 +6L7)a, +(6L-122)q, +(- 22 + 6L2)q,]

A modificagcéo da posicao de cada coordenada generalizada, causa variagao na
energia elastica do elemento de viga, que é dada pelo gradiente da @otegcial.

No Capitulo IV o principio de Hamilton foi utilizado pardeducdo da equacao
de movimento do rotor. Quando se fala em elementos finitos-s@rmais adequado a

utilizacdo do principio variacional associado a equagédo de Lagrange,((R89D).

d{oL| dL , OR :

— | —|-—*+—=0; L=)» EG+) EE= Lagrangiano, (5.36)

dt [0%} oq;  0g, 2FGr2

onde j=1,2,3..J

EC= Z EC, energia cinética do eixo

EP=)ER energia potencial do eixo

R funcdo de dissipagdo

q; deslocamento nodafj — Velocidade Nodal;  $ coordenada do elemento
Aplicando Lagrange a parcela de energia potencial do sistema conggrvati

obtem-se:

oL_0EP_0 E 62Ne PN PN°

m m mZLGL 622 z qzaZ LG'[/ Z 02 m ( Iq|a1] J (537)
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0(0,2,,-01)  0(%ha,-.0,)  0(9a3.05)  0(0hu,-ds)
oq, aq, oq, oq,
0(0,851-01) 0(9p32-05)  9(9UpBp3-05)  9(dr85-04) (5.38)
0.EP(zt) _ E 09, 0q, 00q, 009, _ [K ]{Q} )
0q; L®0(9s85,-01)  0(ds5-0,)  0(0sB5.05)  0(G385-04)
0d; 0d, 0d; 0d,
a(q4a'41'ql) a(q4a4z-q2) a(q4a43'q3) a((]4a'44‘q4)
aq, aq, aq, aq,
L 3
a, = % j yZaAj (1447 + 3612 —144L7).dz = 482° + 36L.%z - 72Lzz\; = 1ZEG'L (5.39)
A 0
L= 123E| (5.40)
L® 1

E o L BEI
8= s [y2on[ (241 -8a22+ 7212 )dz= (24°2 - 42°7° + 24.7)| = e (641
A 0

6EIL _ 6EIl

R T (5.42)
a,= % { yZaAI(—14422 —36L% +144 7).dz=-482° - 36.°z + 72|_z2\; = —%GIB (5.43)
8, = a, = _% (5)44
a, = a, = % (5.45)
a,, =LE6 £ yZaAi(le_“ +36.27° —48_32).dz= (1&4z+?fL2z3 _428L322) : = 4EL:3"5 =4LE' (5.46)
- 4$_|3L2 _ 4_5! 43)

L
a, :LE6 [yon[(-24° +84%2-72.2)dz=(-24%2+42°7 -24 7). :Eﬁl [-6L4dA (5.48)
A 0 A

_6EIL __6El

Qy3 =85 = E B (5.49)

Atuando de forma andloga podemos determinar todosutros coeficientes da

matriz de rigidez, obtem-se:

Ay, =a,= ZIT_ISLZ:ZLEI (5.50)
3:.1? (5.51)
Ay, =a43:>.—6?|'=—6l_|§| (5.52)

a44:».4LE' (5.53)
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Re-escrevendo-se a equagéo (5.37), vem:

OEP _ 8 E [ 8°N°® 8°N°® E . 0°N° 9°N° o

oq g 2L° ¥ 5, o7, 02,05 7 04023 K Qr, (5:54)
12 6 -12 6

dEP El.| 68 4° -8 2°

T3 Ke,Q, = KoK =—2 NoVAE &

oq, wQe= IK=ke=m L, g g

8 2% -8 4°

12E] 6Ell 4E1)? 2EI1?
2> K,= B Ky, = B y3:|73,Ky4:|73 (5.55)
Re-escrevendo a matriz no plano YZ. Vem:
Ky K., - K, Ky, u,
Ke Q? — Kyz Ky3 - Ky2 Ky4 ¢xi (5 56)
YZ Yz T :
Ky =Ky Ky Ky | |uy,
K2 Kya - Ky, Kys @y

C - Matriz de rigidez lateral (Plano XZ)

Usando a mesma andlise realizada na secdo anteademos estabelecer a

matriz de rigidez no plano XZ, apresentada abaixo

K>CL - Kx2 - le - K><2 uXi

KoQo= K =K =K (5.57)
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d - Matriz de Rigidez Lateral Tridimensional

FIG55 MODELO DE PARTICAO DO ROTOR 3D

Procedendo de forma semelhante as secfes antetevasdo-se em conta que
existe movimento em dois planos independentes, XZ,ee que 0 numero de graus de
liberdade dos elementos (coordenadas generalizédagra 8 (ndo mais 4), podemos
equacionar o rotor.

Os planos XZ e YZ contém os eixos principaisngecia da secao transversal.
O movimento e as for¢cas nestes dois planos podepoasiderados independentes

Podemos dizer que, se a matriz de rigidez do ¥t@& X 8, € possivel escrever

esta matriz pela superposicao de duas matrizég.4

O deslocamento no plano XZ(u, =0, @, =0, Uy =05, =0s) €

independente do deslocamento em YiZ €0, ¢, =0, U, =0, %, =) 2 (u.(0) = q)

O referencial mével xyz, (onde encontra-se o wiatele coordenadas local)
coincide com o sistema inercial no repouso (epiiscipais de inércia), portanto 0s
deslocamentos podem ser separados em dois désmgnipos independentes.

As coordenadas generalizadas do elemento tridiovedsserdo, portanto:
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u,(zt)=u(z,t) =q,N, +q,N, +g;N, +g;N,  (deslocamento em XZ)
W,z =u; (zt) =d,N, +g;N, +q;N; +q,N, (deslocamento em YZ)
Ba(zt) = (21) = N, + N, + N3 + N, (angulog)
2 (z1) = @7 (21) = qN; + N, +gN; + N, (angulog, )
Ueo(zt) =Us (z1) = 4N, + 94N, + N, + N,

U, (zt) =u; (zt) = g,N, + N, +gsN; +q;N,

Po(z1) = ¢7(2,1) = N; + N, + N5 + N

@,(z,1) = @ (2,1) = Ny + g, N + N3 + N,

(5.58)
(5.59)
(5.60)
(5.61)

(5.62)
(5.63)
(5.64)

(5.65)

Dessa forma podemos escrever a matriz 8X8 repegse@nda rigidez do rotor,

no espago 3D como:

(12 0 0 6 -12 0 0 6l]fq

0 12 -6 0 0 -12 -6 0 ||

0 -6 42 0 0 6 2% 0 |lq

ke —El,| 68 0 0 4* -8 0 o0 2?%|q
»~" 2 |-12 0 0 -6 12 0 0 -6 [|q
0 -12 66 0 0 12 6 0 ||q

0o -6 2> 0 0 6 4> 0 ||qg

6l 0 0 2° -6 0 0 4% |(q

(5.66)

E importante registrar, neste ponto, que no usivela rotodinamica, a matriz de

rigidez normalmente é real simétrica e definidaifp@. A matriz de rigidez admite os

autovetores de corpo rigido, (com seus autovalouéss) podendo ser semi-positiva

definida.

Os modos de corpo rigido, entretanto, ndo interfana solucdo do problema de

vibracdo, na medida em que somente alteram o waddio da vibracao.

As matrizes de rigidez nos planos XZ e YZ g@oecidas havendo diferencas

de sinais como pode ser visto a seguir. Os auwimsbao iguais.
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XZ

) [T = [k
] ~ (matriz simétrica tem transpostas iguais)

(5.67)

(5.68)

(5.69)
(5.70)

(5.71)
(5.72)

(5.73)

Ka —Ke —Ka =Kol |Uyg Kyl Ky2 _K)LL Ky2
K;ZZ Ko Ko Ko Ky |]|Bi|=D> K$Z= K Kyeg =Ky Ky
Ko Ko Ko Ko ||uy -K, -K, K, -K,
|~Ke K e Kol l4 Ky Ky =Ky Ky
1ZEI 6Ell 4E1)? 2EII?
Kyl_le _IT’KyZ_KXZ_IT'KW_1K>G_I73'Ky4_KX4_I73
12E1
le = Kyl = lel = le3 = KxSl = Kx33 = Kyll = Kyls = Ky31 = Ky33 = L3
&l _ 6El|l
Ke =Ky :K</y12=Kdy14:K</y21:K</w3:K</ﬁ2:K</)B4=K</y41=Kdy43=? = NER
4El _ 4El?
sz = KyS = szz = Kx44 = Ky22 = Ky44 :T = |3
2El _ 2ElI?
Kx4=Ky4:Kx24=Kx42:Ky24:Ky42:T = |3
E importante chamar a ateng&o, pois alguns autgresentam estas matrizes no
referencial

K%z, enquanto outros preferem trabalhar no referen&dl,. N&o

podemos misturar as matrizes de um referencialasodos outros.

e —_
KXYZ -

e j—
KYXZ -

Xi
i
wxi
¢yi
X
yi

¢ij

{' + u.xi.

+ K

'+u.yi.
0
+K
-K

yi1
y12

+ lel

x12

~Kys
K x14

.+0,

G F@ U U, Y@ @)

0
- Ky21

+ Kx21

x22

~ Ky
+ K><24

-+,

+ K><21
0
0

Kz
~ Ky

0
0
+K

+q,

K 0 0 Kyar
0 - Ky31 - Ky41 0

0 Kya Kyaz 0
~ Ky 0 0 + Ky
Kz 0 0 ~ Kz
0 Kyas  Kyas 0
0 Ky34 ya44 O

-Kg O 0 Kias

Ky O S

0 K +Ky 0

0 ~ Ky Kz 0
Kya 0 0 +Kp
Ky33 O 0 Ky43

0 Kis  ~Kias 0

0 K Ky 0
Ky34 0 0 Ky44 |

LH0g Qg +C, .+Og)
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5.2.2) Matrizes de Massa/Inerciais/Giroscépica deotor em YZ

a - Energia Cinética de Translacdo (Plano YZ)
Conforme equacéo (5.1), pode-se escrever:

L L

EC= J' MV, = %.[ M (Xz +Y2)cZ (Translacéo )
0 0
12 2 .
EC= EZMi(Yi ) (coordenadas cartesianas no plano)
i=1

Em coordenadas generalizadas podemos dizer queipagemento:

ECE :Iv%p[uyzr[uyz}av > Uyzzl\QyZ;
EC. :[Qyzr{jvép[N]T[N]av}[Qyz] > %QeT[Me.] Qe

A energia cinética do eixo em coordenadas gezadds é:

cc = ¥ e = 35| (v o

A funcéo de interpolacdo da velocidade é dada por:

G
: @t _ . : , : g
Uy:%a :qlN1+q2N2+q3N3+q4N4:[N1'N21N3’N4] q2 = NQ
3
4,
Aplicando-se Lagrange BC. :IV%,OQTNTNQ'GV ,vem:

dt 0Q dt
d 1[
dtl 0Q

[M]=%jvp.NTNav =%pALNTNﬁz >

v 2 — |:I
\%

3 5PN NGV}QJ

[ 2w o) & LM - 4 (2010 - g
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(5.77)

(5)78

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)



procedendo de forma semelhante ao que foi feigegao (5.2.1-a), vem:

L. f _ 2 ,2,97 7 47
ja 1£ A z=Z=20 4 T 7|_6 (5.85)

130AL 1560AL 156pAl

—55 &= q 2> m, = /- 5.86

Gt = G =4 42C G 1 290 (5.86)
156 22 54 -13 156 -22 54 13

., =AY 22 42 13 -3?|. g, =2 22 42 -13 -3° (5.87)
27420 54 13 156 -22| ' %% 420 54 -13 156 22
-13 -32 -22 4° 13 -3° 22 4P

Existem apenas 6 termos diferentes na matriz:

m, =156, m, =22a, m, =542, m, =13a, m; =4, m,=3%, a= 'O;C (5.88)
onde:

© - massa/ unidade de volume,
A - &rea da secdo transversal,

I comprimento do elemento.

As matrizes de massa em YZ/XZ, s&o respectiatane

c:

me, me, m; —My, yi

e ~e mTZ mTS mT4 _mTG 9xi
Me, KOS f= i (5.89)
i) Mg My My =My ||,
My, —Myg —Mp, Mg Hxi
My =My My oy (U]
e Uxe l_|~Mp My -—my, —-mg| |6,
[MTXZ](QXZ} = m, -m, m, m, G, (5.90)
mr, — Mg me, Mg eyi
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b -

Matriz 3D de Massa em Translacdo

A matriz 3D abaixo é a matriz consistente de massdranslacdo sendo sempre

simétrica e positiva definida. Aqui também os doi@nos sdo desacoplados.

Uma

deformacédo angular infinitesimal na direcdo X n&mvpca nenhuma deformagdo em

Y, de tal forma que: Aq, = &q,,09, ,09,,949,,005,0q,0q,,0"

Ou segja:

[156
0
0

22
54

0
0

-13

0
156

-22

0
0

54
13
0

0
-22
472
0

0

-13
-31?
0

220 54
0 O
0O O
4% 13
13 156
0 0
0 0
-3 -22

0 0
54 13
-13 -3°7
0 0
0O O
156 22
220 4°?
0O O

-13 | o
0 |4

0 ||ds
-3l? d,
=22 || G
0 |G

0 |4
ZIEI A

U
)

C

(5.91)

O novo vetor de aceleracdo das coordenadas geades é:

azuy(z’t) = Qe =

ot?

O
ep
ds
d,
s
U
d,
Us

ii

Xi

uy,

g.o.xi
(oyi .
u x|
L._j.yj
2
P

Laplace>

i aJ.VEpQTNTNQaV _E N ..

(5.92)

Semelhantemente ao que ocorreu na secao (5.2&ddmos dizer que:

[M-fyz]-T :[M] _

[+m; 0 0 +m,
0 +my —-m, O
0 -m, ms 0
+m, 0 0 my
m, 0 0 m,
0 my -my, O
0 m, m O
LM, O 0 -mg

m, 0 0
0 +m, m,
0 -m, —m,
m, 0 0
#m, 0 0
0 +m, m,
0 m, ms
-m, 0 0
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0
0
M
M,
0
0

Ms

ap: :P: 65:2: UQ: 9: é:: ’é]: FQ:
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ApoOs a aplicacdo da Transformacéo de Lagrangeraslps de energia potencial

e cinética, comeca atomar forma a equacdo génea de movimento do rotor:

M Ja.®} +(k]fa®} =0 (usada no problema de autovalor) (5.94)

e eixo ; eP»eixo/Translagcdo ; ¥ eixo

A mesma equacdo de movimento é escrita em 3D ypagistema continuo

4
El ZZ,Z‘ +m/sj =0 (problema de aator) (5.95)
M Ka.c)} + (K.Jfa.)} =Q  (problema de resposta Dinamica) (5.96)

c - Matriz 3D de Inércia Rotatdria do Eixo (P&no YZ2)

Conforme discutido no Capitulo Il a energia dogtrotativa total de um eixo

€ dada na equacdao (5.2)

L
EC= j{;ld(@2+@2)}z (coordenadas Cartesianas) (5.97)

0

Em coordenadas generalizadas podemos dizer qua uipeelemento, a energia

cinética rotatoria associada € dada fior (equacéo (5.4)):

EC, =) . EC,= ZLQ‘JJ{ jl %Id[N']T[N']az}Q‘yyz > (5.98)

= aplicando a Transformada de Lagrang®

F1E o CAIEH U I SRR S E TR S O EED

J=[1,NTNDz= [I,NTNDz D (5.100)

M

Ryz

Procedendo-se de forma semelhante ao que foirfaitecdo (5.2.1-b), vem:
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-6Lz+67
3_ 2
M ::_(;’IL(e)[_6LZ+6ZZ,L3—4ZE +37L 6Lz-67,-2z1> +37L] U-azb+371 0z (5.101)

6Lz-67
-2712+37L
22 74 2 5 4 |t
=1 .|.(36 +362 -72% )d :36(2" fZ_zhy 36 (5.102)
L* LS L° 5 27, 30L
36l
=N m,, = 5.103
30|_ 30L ( )
Iy 3L
=4 [(-6Lz + 301322 - 42127% +18L.7").dz= — 5.104
2, Le{ ( Jdz=— (5.104)
- 7 7 _7 36,71 z5 7 36
=1,[(86~ -36= + 72 )dz>—— (C— += -5) =—— 5.105
% "j( R e , 3 (5109
L 6 6 6 |-
=—g j 12172 -30L22° +18L.2%).dz= 1 (120" 223 +108‘) - 3L (5.106)
) 30 307, 30
42
_'d 4 _ 2 _ Ay — =
azz—EJ'(L 8B +2241° 2Aj+9z)_3a(5.107)
' 1 9(L6 300° 315 108°| -3
a; %j ‘72-30°A +42%7-18 #)dz= 565 +2== ) == (5.108)
! 30 30 307 3@

L

—dj( 22E+1sz—18_2+9z4)dz:H(—6022I_3+22023L2—27(]_f+10825% - (5.109)

0 30L
L 6 6 6 _
a34=—‘éj(—12L322+30L223—18L.z4).dz i(—lzol‘ 225 —108") 3 (5.110)
L 30 307, 3@
L L 4L2
:—jj 2212 -12L.2° +97")dz= (...) :>30L (5.311
0 0
Sendo a matriz simétrica, podemos escrever:
36 31 -36 3l (u]"
i} 1|3 412 -3l -1%| |8,
M Qe = oo 5.112
| RVZ]{QVZ} 30l|-36 -3I 36 -3I| |, ( )
3l -12 -3] 41?] |8
Existem somente quatro termos diferentes na matriz:
M., =36b,.m., =3lb,.m = 4’h...m_, =12 > b= = PA" (5.113)

30 12c)
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As matrizes consistentes de inércia rotatéria plidiidas pela aceleragdo séo:

e

]

-

M Me My My | (0] My My —My —Mky|

C Tl Me Me Mo M8 fre Ted|"Me Me Mo —Ma| )6 (5.114)
M = . Meya Q= ,
i) My M My M | |0 i) M M My My | |G
M ~My —My My | (G My ~My My My | |6
d - Matriz 3D de Inércia de Rotacéo
A matriz 3D abaixo é a matriz consistente de i@ércitatéria. E simétrica e

positiva definida. Também aqui os dois planos sBacdoplados.
Uma deformacdo angular infinitesimal na direcdo &o rprovoca nenhuma

deformacdo em Y.

[+36 .0 O 3 360 0 3Ag

.0 +36 -3 0 0 -36-3 0]|g

, 0 -3 +4° 0 0 3 -1 0 G,

M;Qg::ﬂ +a 0 0 +4°-3 0 0 -la(xvz) (5.115)

12| -3 0 0 -3 36 0 0 -3

0 =363 O 0 36 3 0 (|6

0 -3 - 0 0 3 +4* 0 |

3 0 0 -2 -3 0 0 4%

ApoOs a aplicacdo da transformada de Lagrange aelparde energia potencial e

cinética, a equacdo homogénea de movimento dotmta a forma:

(M ]+ Moo} + (K]fa®} =0 (5.116)

e eixo ;
A mesma equacdo de movimento € escrita abaixo, Bm(c®ordenadas

e eixo/Translacdo ; e eixo/Rotacao

cartesianas), que para um sistema continuo sera:

a°n . 0%
— Y +mi-1,—=
ozt V" agz

E importante relembrar que, no universo da rotadiod, as matrizes de inércia

El =0 (5.117)

de translacéo e rotagdo do eixo sempre sdo sgaistricas definidas positivas.

e - Energia Cinética de Rotacdo do Eixo (@scopica)

A energia cinética associada ao efeito giroscogada por T, na equagéo (5.5)

131



1% o X 1 oXaY aY X
EC=T, Zf GG ) == j{m (a; - jaz_zj{ (azaz azazjaz(‘r’lls)

Em coordenadas generalizadas podemos dizer quepaegemento de eixo

EC, =2 ( I"PQ INT [N = (Q)Qr.[c]Qy, (5.119)

Aplicando-se Lagrange a esta energia cinéficasurge a matriz giroscopica:

jt(aT(l'gj_;lg =|gq ~|o7=97- —G:UIIP[N']T[_O:L ﬂ[N’]@lJ (5.120)
. :UéIP[N’]T[N']djT —U;IP[N']T[N'].(]}:UI_ZZIP[N']T[?:L ;]N'].dj')

-)G:UIIP[N']TLO1 (j[N’]aIJ = matriz giroscopica (5.121)

A notacdo mostrada nas equacdes (5.120) e (5.h@E permite a pronta
montagem da matriz giroscopica 3D a partir da male inércia de rotacdo 3D
(GUNTER, E. J., WEN, J.C., 2005).

E interessante observar que a integﬁ%‘:ﬂp[N’]T[N’]ﬂl se repete nas duas matrizes.

Aplicando-se Lagrange a energia cinétic® (constante), surge a matriz

giroscopica:

:%(Jéj aTég U |P[|\|']T[_O1 ;}[N’]BI] > (5.122)

K a-[Q;z(I.;IP[N']T[N']aleYz] ofn([3nINTIvbie. |

dt aQXz - aQ

> Q.[G]QzQ.U | P[N']TE _01}[N']6IJQ (5.123)

Sabemos que:
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36 3 -36 3

Lia T ing 113 4% -3 -I°
BTV 36 0 e 5.124)

3 -7 -3 4

e, portanto temos

“ 2 7 _A . 3672 7 Z|°_36[0 -1
=1, [(36% +36% - 725 )dz—>2(F = + £ 25y =20 .
% Pl( P38 sty 2)O 3&{1 o} (5.125)

Célculo dos coeficientes da Matriz Giroscopica:

. . 36l 36 00 - I, 0 -36
Gt = GG :{ { } - { }}3 0111 912: 9211 9225 (5.126)

. =—r
3Cl 0 361 0] 30|36 O
. R | 0 -3Jo -1 |3 O
G0 = Oﬂﬁ'q% -3 01 0 :i 0 -3/ = 0131914, 923, 924> (5.127)
. _.-36l, |-36 0 |0 - l,| O 36
405 =G 30 q{ 0 —36}{1 0}:30_ _36 0 = 015, 0161 U251 U6 (5.128)
. _ 3, 0 3|0 -1 I, |3 O
Ga-d; =4 30 O 3 ol1 o :>ﬁ o a3l = 0172 Y181 9271 Uag (5.129)

: c421, (4% ofo -1] 1, [0 -4?
Chaash = G :

3a 0 4°]1 0] 30L[42 O }}3933’934,943,944 (5.130)

—3.|P_05[0 afo -1 1,

. . 3 0
08550 = G 30 -3 01 0_:ﬁ{0 3}}393519361949946 (5.131)

e
3d

. =121, [0 -1]-1?> o] 1,[0 -36
3% = G G |2 = Os5 G560 Y651 Je6 (5.132)

= —

1. 0]o0 | "3036 0
o g =g 38le [ 0 8]0 1) -3 0 5 133
G =G 30 O 3L o0l1 o 3Ll 0 -3 = O57: U5 J67 e ( . )

) =31 4> 00 - I,| 0 -4
& =& 3OP'q7{O 42}{1 0}:35_{4]2 0 :|}:>g77vg787987’988 (5-134)
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f - Matriz 3D Giroscopica

A matriz 3D abaixo € a matriz giroscépica consitgesendo anti-simétrica.

Nesta expressédo matricial vemos o vetor velocigedial multiplicando a matriz
giroscopica. No caso da matriz de inércia de &mtag mesma estd multiplicada pelo

vetor aceleragéo nodal.

[ 0 -36 3l 0 0 +36 3 0 ] o]

.1+36 0 0 3l -36... 0 0 3 |4

3 0 0 -4 3. 0 0 I |g

Gelog = 222K | o —a+ar 0 a. 3. -1 0 |o|D

12d 0O +36+3 ..0 .0 =36 -3 0 ||

36 0 0 -3 .+36 © .00 -al|lg

-3 0 0 . .43 0 0 -4%|g

0 -3 -2 .0 .0 +3 +42 0 |g

> m, =360, m,=3b, m,=4%, m, =1’ e b:ZfZACTZ (5.135)

Apbs a aplicacdo da transformada de Lagrange a&elparde energia potencial e

cinética, a equacdo homogénea de movimento dogetoconformandoc

(Mer]+ M0} + (@ [G){a®} +(Kfam} =0 (5.136)
A matriz giroscopica € anti-simétrica e tem iarfa seguinte:
[0 -mg o m, O 0 my m, O
Mgy 0 0 Mg, — Mg, 0 0 Mg,
-m,, 0 0 -my m, O 0 mg | 2pAr%
0 Mg, Mgy 0 0 Mg, — Mg, 0 120 - [GE] (5137)
0 Mgy Mg, 0 0 Mgy — Mg, 0
Mgy 0 0 Mg, Mg 0 0 Mg,
— Mg, 0 0 Mg, Mg, 0 0 — Mgy
0 Mgy, — Mgy 0 0 Mg, Mg 0

A mesma equacdo 3D de movimento do eixo contingscéita abaixo em

2.
QG—ZJ
az

coordenadas cartesianas:

. 0%i
e 2

4

a'n

0z* 0

(5.138)

- El
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A seguir mostraremos que o efeito giroscopicogeeoplar, num certo sentido,
o0 movimento das coordenadas X e Y, usando, pa@ as similaridade desta
abordagem com a teoria do modelo continuo

Sendon = X + jY, conforme apresentado no Capitulo Ill, pode-ses@ever

4 2., 2.
£197 4y - RO MR 071 _ g (5.139)
0Z 4 0°Z 4 0Z
substituindoy = X + jY , vem:
*(X+jY) 5 oo MR(AX+Y) . 04 (X+]Y)
—El————-m(X+ jY)+ -2Q =0 5.140
oz* m ) 4 0°Z 0z° ( )

gue pode ser dividida em duas equacdes diferenai#tinsecamente acopladas:

0z 0°Z 0z

(5.141)

,{_ e 0 vy + |d[az§v) - 20 "z(i'f)D -0
0Z 0°Z 0Z

Podemos ver que as duas equacdes parecem séadasapas variaveis X e Y

0Z 0°Z 0Z

(5.142)

~ El 64(\2) - m(Y) + |d[62§v) - 20 az(é)j =0
0z 0’z 0z

Este acoplamento no entanto esta associado andmémno dinamico, o qual se
desfaz quando eliminamos a variavel tempo da equditgrencial.

Este assunto sera discutido posteriormente. Ngsigunidade mostra-se que o
efeito giroscopico, por si sO, ndo acopla os madsvibracdo de um rotor, sendo
possivel o completo desacoplamento das equacdesodanento que simulam o

movimento.
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5.3 Equacéo de Movimento do Rotor (Rotacao Consite)

5.3.1) Equacéo de Movimento do Eixo
Aplicando-se a Equacao de energia de Lagrange.1R88, p.351

d a—L SN 0 ; onde j= 1,23.J; (5.143)
dt { aq; aq;

Obtemos a equacdo Homogénea equacédo (5.136):

M|+ M.} + (@[ {a.®} + (KJfa®} = 0 (5.144)
LR (az 2196’7J 0>
0z Pya 972
> ﬂz Ela” mij+1, 0N 5109 |sc ooz =0 (5.145)
otl 0zZ? 07?2 '

Montando a matriz global do eixo, temos a equagfesposta dinamica:

(MHa} + (@[] {aw} + [KKa®} = {Qt)}. onde: (5.146)
[M] - matriz global de massa do eixo (simétrica/def/pos)

[K] - matriz global de rigidez do eixo (simétrica/def)

[G] - matriz giroscopica do eixo (anti- Simétrica)

{Q(t)} - vetor de carga associado ao desbalancéamen

5.3.2) Equacao de Movimento do Eixo/Disco
A energia total do disco (impelidor) é apresenta@&ecio 4.3.2. E dada por:

t2
1

L
j{ M, X,A(Z - Z,)3X - M YA(Z - Z,)ov ozt
0

|d,m[A(z Z)[ jaxm(z Z)(anéYJazat

i=1 t1 0

izlt

2IdiQﬁ[A(Z Z)—ax A (Z - Z)—éYJaZd (5.147)

A energia do impelidor, em coordenadas generalizadé apresentada em

GUNTER, E.J.,WEN,J.C.,2005.
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Matriz de energia cinética do disco (Impelidor)

m 0 O O 00 O O
_1; 1|0 m 0 Of 1 10 0 0 O,
EC Z{Qd} 0 o0 I, O{qd}+2QIP{qd} 00 O Ip{ch} > (5.148)
0 0 o0 I 00 -1, 0

O impelidor ndo agrega nenhuma rigidez ao eixanadida em que a espessura
do disco é considerada muito pequena. O elemergprésentado por um ponto onde
se introduz o efeito, giroscOpico a inércia rot@ti¥ a inércia de translacdo. Este

elemento tem quatro graus de liberdade. O vfigft)} define as velocidades

generalizadas dos nos do impelidor. Aplicandoa&grange a energia cinética tem-se:

(M e ]+ M e feia O} + @ [6,]{as ®} = {Qu ()} (534

Metriz associada ao disco rigido (Impelidor)

M O 0O 00 O0 O 00 O O

[MdT]: 0 MO O;[MdR]z 0000 ;[Gd] =|00 0 O (5.150)
0 00O ool, O 00 O |p
0 00O 00 0 I, 00 —|p 0

Equacédo matricial 3D do conjunto (eixo + disco)
Para rotacao constante e aplicando-se a equadZagcenge (energia cinética e

potencial do conjunto), obtem-se a equagdo mdtseguinte:
(Mer]+ Meel + M [+ M 0} + (@ [G, + G D e} + (K fa.w} =0 (5.152)

Asumindo-se: e&eixo, eT>eixo/Translacdo, efeixo/Rotacdo, e»disco,

dT=>disco/Translacdo, d® disco/Rotacao

A mesma equacao de movimento é escrita, abaixicadpla sistema continuo:

a°*n b
Bl L -mp-Y Maa@EZ-2z)+
0Z T

2 b
+|d[;’z’7 2|Qa”j+ZIdIA(Z—Z)( - 2iQ 3'7]:0 (5.152)
1
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Na Secdo (5.6.1) é analisada a ortogonalidadefeito giroscépico. Cabe
registrar que o método de elementos finitos néitittaeesta discussao, por ser abstrato.
Este fato pode induzir o usuario do método a pemsaro efeito giroscopico acopla as
equacdes de movimento (modos de vibrac&o) de wmn rot

Sendo Z o eixo de rotacdo, um momento aplicado erprdduzird uma reacéo
em X, ou vice-versa ( reacao € um acoplamento dowjristo ndo quer dizer que haja
modos naturais acoplados, pois eles sédo indeptsleom ja foi demonstrado.

Em termos de sistema discreto mostraremos que ¢dé”’phaver acoplamento
das equacdes diferenciais em pares de autova@longsgadosA = tiw.

As matrizes globais de resposta dindmica ao dastehmento sao:

[Mfam} + (@[] {am} + [KKaw} = {Qw}. onde: (5.153)
[M] - matriz global de massa do eixo (simétrica/def/pos)

[K] - matriz global de rigidez do eixo  (simétrica/def/pos)

[G] - matriz giroscopica do eixo (anti- Simétrica)

{Q(t)} - vetor de carga associado ao desbalancéamen

As matrizes do disco sdo colocadas em um Unicono® programas de
computador.

- o o
o o o

O O O O O o

= Mg ]+[M ] (5.154)

O O o o4
O 0o o oo
OO0 oo oo

a

oo oo oooX
oo ooooXlo

ocooXoooo
oo =l oo o oo

o
=

)
ocooooP oo

o

= [c,] (5.155)

O 0o oo oo o

O 0O o0 oo oo o

O OO0 oo oo o

O 0O 0o oo oo

T oo ooo oo

o0 oooooo
o

o

O O O o — O o o

(@)
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5.3.3) Equacéo de Movimento do Eixo/Disco/Mancais

O elemento mancal é considerado como uma assoaagi@oamortecedor, em
dois planos ortogonais. E modelado como um pomn® dpverd estar conectado a
extremidade de um elemento de eixo.

Os mancais ndo consideram os efeitos torsionapresentam apenas dois graus
de liberdade relativos aos deslocamentos dos poateslirecbes ortogonais ao eixo,

descrevendo circulos ou elipses. Os mancais limstaia obedecer equacao de governo

{0, 0} 5 [C1{a O} [k, Ko, 0} {00} 5 pearing (5.156)
C.,.i C.] _Ki,.i Ki,j .
[Cb]=‘cj’_i C__‘ : [Kb]—‘K_ < ‘ ; {Qo} (5.157)

I jod jii
As matrizes dos dois mancais podem ser divididlasdeis n6és ou nao, para
efeito dos programas rotodinamicos. Deve ainda@esiderada a rotagéo constante.

K
K

KXY
KY

o
o
o
o
o

0

XX

matrize de rigidez do mancal B

Y
0
0
0
0
0
0

O O O O O O o
O O O O O o o
O O O O o o o
O O O O o o o
O O O O O o o
O O O O O o o

r
L

matrize de amortecimento do mancal  (5.159)

O O O O O o o o
O O OO O o o o
O O O O O o o o
O O O O O O o o
O O OO O o o o
O O OO O o o o

Para rotacdo constante, aplicando-se a equacaagiarige as energias cinética e

potencial do conjunto, obtem-se a equacdo mdtseguinte:

(Mer ]+ Mee]+ M ]+ M et 0

(c.]+ale, +6 fa.m} +[K, + K Ja.®} = 0 (5.160)
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Apés a montagem das matrizes globais, temos a &guEcresposta dinamica:

MKaw} + (@[c){aw} + [Kfaw} = {Qw} (5.161)

[M ] = ([MeT] + [MeR] + [MdT] + [MdR]) matriz G. de Massa

[K]_ (o] + (K. matriz G. de Rieg

[c]=(c.]+ G, +G,]) matriz G. Giroscopica

[Cb] matriz G. de Amortecimento

{Q(t)} vetor de carga associado ao desbalanceamento

Esta ultima equacgéo pode tornar-se mais geral coimraeducdo das forcas
circulatérias, (conforme MEIROVITCH, L.,1997), €sdo usadas para representar

0 acoplamento cruzado dos mancais (discutiddegdo 5.6.4.c):

M{dm} + (@[c){aw} + [K+Hfaw} = {Qm} (5.162)

FIG 5.6 MONTAGEM DA MATRIZ GLOBAL
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5.4 Discussao sobre a Rigidez dos Mancais

No caso de mancais isotropicos (mancais que posasemesmas propriedades

nas direcoes ortogonais X e X,=K ), os termos cruzados sao considerados nulos

(K, Ky=0)

Xy 1
A modelacdo dos mancais, juntamente com matrizgider do eixo, incorpora
aos “modos de corpo rigido do sistema” as comdigie contorno associadas a sua
suportacdo. “Modos de corpo rigido do sistemab sdo necessariamente os modos
de corpo rigido do eixo e ndo implicam em autoned nulos, 0s quais somente

ocorrem quando o modelo for livre livre “free fte@K=0). Sendo o eixo rigido com

mancais flexiveis, os autovalores de corpo rigidosistema, serdo de acordo com

PRODONOFF, V., 1990, p6@,;i)2 :27Ke(a%)2 = 6K, conforme ilustrado na figura 1.5.
m m

Sendo o eixo rigido com mancais flexiveis, podediper que os autovalores de

corpo rigido do sistema, serdgj)’ = 2K (w) = 6K conforme ilustrado na figura 5.7.

m m
Quando os mancais sdo isotrépicos as Orbitasdies tos elementos do eixo se

configuram como circulos no espaco e a solucapralllema de autovalor esta contida

no plano. (Solugéo no PlanoYZ € idéntica a solugfplano XZ desde quek(, =K,).

Quando os mancais sdo ortotropicos  (possuem seronozados e as
propriedades sdo distintas nas direcfes ortogopkisps YZ e YZ), as orbitas de
todos os elementos do eixo se configuram comoesdipao espaco e a solucdo do
problema de autovalor ndo estara mais contida enplamo, assumindo a eléstica
forma reversa no espacgo, conforme pode ser vistdigiara 5.7.

A assimetria da rigidez dos mancais pode aindaaradois outros efeitos

inesperados, que serdo apenas referidos nestadassbalho.

FIG 5.7 - ROTOR REAL SUPORTADO ENTRE AMCAIS.
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O primeiro efeito indesejavel é a possibilidadeudea resposta dinamica com
precessdo no sentido inverso da rotafi@ackward) LALANNE, M., F. G.,1998
discute este fenbmeno, o qual podera ser obsenagoatica, somente nos casos em
gue os niveis de amortecimento forem tdo baixogpgumitam a sua manifestacao.

A precessao reversa pode ocorrer em frequénalaémas a uma das criticas do
mancal, quando as mesmas sao diferentes (as egideas direcbes X e Y sao
diferentes).A vibragdo reversa pode também esaociada a frequéncia natural
backward do diagrama de Campbel, estando, neste casopciads ao efeito
giroscopico e a algum mecanismo de rotagdo revér@aekwardcomo o rogamento

(rubbing) ou a alguma excitacdo eletromagnética.

P

7 "/vy:g‘?:"
N e
g,

FIG 5.8 ORBITAS ELIPTICAS DE UM ROTOR REAL

O segundo efeito indesejavel em mancais ortoto§pié a instabilidade
rotodindmica (sendo ainda mais nocivo que o primeiEste fendmeno torna-se muito
mais importante do que o primeiro por ser extrenmdene prejudicial ao
funcionamento das turboméaquinas.

A instabilidade rotodindmica produzida pelos masicaesta associada
fundamentalmente ao acoplamento cruzado (forcasulatorias referidas em
MEIROVITCH, L.,1997), que tem sua principal origenmos termos cruzados de
rigidez dos mancais. Este tipo de instabilidseld bastante discutida no CapituloVI,

com a apresentacao de multiplas abordagens.
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5.5 Discussao sobre o Amortecimento dos Mancais

O amortecimento da vibracdo das turbomaquinas € tdpico da maior
importancia no projeto das mesmas, sendo estadama@rincipais razées que tornam
0s mancais hidrodindmicos a solucéo ideal pareesisdip dos rotores de maquinas.

A matriz de amortecimento, utilizada na simulagée ohancais hidrodinamicos,é
normalmente assimétrica. Por este motivo ela s&tem um dos tOpicos responsaveis
pela complicagdo da solugéo do problema de autov@l@mortecimento n&o permite
que o problema de autovalor possa ser projetadeneaninica base ortogonal.

O acoplamento fisico introduzido pelo amortecimgrgamite que a vibracdo de
um modo se superponha a vibracdo do outro modoa@setores ndo sao ortogonais,
no sentido amplo e a solucéo da elastica estaltomano).

Objetivando a apresentacdo didatica do processeollzdo do problema de
autovalor em sistemas amortecidos, sdo apresent@dasnas hipdteses para a
simplificacdo do equacionamento antes de se rpapara a solugdo do geral
(assimétrico).

1) Amortecimento muito pequeno (de ordem iofgri Nestes casos o sistema
€ considerado desacoplado. Assume-se que os retsméora da diagonal sao
pequenos (segunda ordem) e podem ser ignorados.

2) Na hip6tese de amortecimento viscoso proporti@mbos o0s sistemas
(amortecido e ndo amortecido) possuem 0s mesmo®vedores. Na pratica esta

hipétese aplica-se a estruturas de suporte dee©y = ([aM + ,BK])

A parcela de amortecimento da equacédo de movintEn&ixo sera:
[CHaw} = (am + <) {aw} (5.161)

O amortecimento toma a forma acima, onde M &alk simétricas.
Sendc[q(t)}=[cb]{/7}, pré-multiplicando-se a equacédo pdr', tem-se (5.162)
que é a projecdao do amortecimento proporcional ase bmodal do sistema nao

amortecido, como segue:
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@7 aM]o +o 7 glk]o){7r ()} >
> o7 (a M+ BIK) Pl ()}DIClAt) (5.162)

M] 7. (t) +[C] 77,(t) +[K] 7. (t) =0 ; r=1,2...n (5.163)
[M] Matriz de Massa Diagonalizada matriz modal de massa

[K] Matriz de Rigidez Diagonalizada matriz modal de migidez

[C] Matriz de Amortecimento Diagonalizada - nmtmodal de amortecimento

O amortecimento viscoso proporcional pode tambémmatoa forma de
amortecimento modal, conforme item 3.

3) Em alguns casos, onde o amortecimento dos nsagcauficientemente
pequeno, 0 problema pode ser resolvido pelo métiadsuperposicdo modal. Nestes
casos podemos tirar vantagem do conceito de anrmodeto proporcional, que
simetriza a matriz de amortecimento. C (= 2¢£,.M,, ). Na préatica esta hipotese
aplica-se a mancais de rolamento.

Fazendo-sef = 0Oe a =2¢, naequagédo (5.163):

[Cln@t) = C, =2, M, w; B=0e a=2¢, (5.164)

A equacédo de movimento sera:

f, +25 M, +n, =0, r=12,.,N e (5.165)

O fator de ortecimento modaf, representa o percentual do amortecimento

critico contido em cada modo e o seu valor séefethte em cada um destes modos, e
seu valor é dado por:

¢, -G G 1%=2>C =2 M, (amort. modal), r =1,2....n (5.166)

M

O amortecimento critic@,, medido em cada modo do rotor, pode ser calculado

1 FA= Cpico (5.167)

por: C. = =
oy -a

© 2xFA’

onde FA € o fator de amplificagcéo (fator de qualidade),
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O fator de amortecimento modal pode ser calocukgartir do conceito do
decremento logaritmico, conforme CLOUD,C.H,BARRHTIE, MASLEM,E.H,2004,

por:
0 o)
= — (5.168)
VAt +0% 21
onde,
=In a0 € o decremento logaritmico, (5.169)
g.(t+T)

O decremento logaritmico, que representa o logaritta taxa da reducdo do
valor do pico de amplitude maxima modal decorrido periodo de oscilacdo do

sistema vibratério, também pode ser calculadartirlo autovalor de cada modo.

Sendo A=aztiw = (5.170)

onde:

a=-¢w,; W =w\1-& e w,Dfreqiéncia natural amortecida (5171

(P frequéncia natural amortecida em (cpm)

o= _Ca (5.172)
Nd

4) No caso geral, entretanto, 0 amortecimenitopede uma solucao
simplificada do problema. Nestes casos, 0 desaomgito pode ser alcangcado com a
ajuda da transformacéo bi-ortogonal (MEIROVITCH,1R97, Secédo 5.6.2.d). Ou
ainda no caso mais geral, com a ajuda da teorieowteole, como veremos nas Sec¢oes
(5.6.4) e (5.6.5).

Tendo discutido as questdes trazidas pelo amoeeto e pela rigidez dos
mancais, 0os quais podem acoplar os modos de @ibrdg sistema, podemos agora

comecar a discutir a resolucdo da equacgao diflese movimento do sistema.
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5.6 Solucao da Equacao de Movimeni@utovalor)

O processo de solucdo da equacdo diferencial deinmento passa pela
determinacdo das freqUéncias naturais de vibragi® seus modos normais (solucéo
do problema de autovalor). A solucdo da equacamalemento fica muito facilitada

quando estamos diante de um sistema pouco girascémle baixo amortecimento.

Solucdo das Equacdes Diferenciais Lineares OrdinarigBase Modal):

Esta discusséo sobre a solucdo da equacédo de nmbwip@de ter inicio com a
apresentacdo da analise tradicional de sistemsticel ndo amortecidos e sem efeito

giroscopico.
M fa®} + (KNa®} =0 (5.173)

Nestes sistemas, as matriz[eM]e[K] sdo reais e simetricas. Aplicando-se a

it

solugdo harménica usua{g(t)}={Q} €', & equagéo de movimento, revela-se o

problema de autovalor:

- AM)Q}+ [KfQ}=0> (5.174)

A[M ]{Q} :[K]{Q}-) Problema de Autovalor ondd = «? (5.175)

Podemos calcular os autovalores e o0s autovetoms, & ajuda de algum
solucionador de problemas de autovalor “eigensslvdbessa forma tem-se:

w,

A]= NG . Matriz de autovalor (5.176)

[qJ] ={a.9..9} matriz de auto-vetor (5.177)
Toda vez que um problema de vibracdo (autovalogepiser equacionado

(apresentado) na forma mostrada acima, c[l’fc]ee [M] sdo matrizes reais, simétrica

positivas definidas, estamos diante de um probl@enautovalor no seu estado padréo
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(“standard state”) e podera ser resolvido segusela metodologia usualmente
empregada na solucdo de problemas de vibracamroomimostrado abaixo.

A solucéo usual passa pela separacao das varidyéis em seguida tem-se que
resolver o problema apresentado na equacao (5el@dbjinir seus autovalores e seus
auto-vetores para uma rotacao constante (“eigesrsd).

N

Fazendo {QM)} = {Q}e“=d{7}=>{gn} e substituindo-se na
equacgao(5.175em-se: l
[M] i} €'+ [K] ofr} e = 0 (5.178)
Pré-multiplicando porcDT, ou seja, projetando-se o0 sistema em sua basel moda

(trocando de sistema de coordenadas):

o' [M] o} + o [K] of7)

0 ; (5.179)

M) {7} +IK] {7} =0 (5.380
onde [M] e[K] s&o mtrizes diagonais

Equacionado-se o problema de autovalor (solug@ceguacdo homogénea)
podemos resolver a equagdo associada ao problemesplesta dinamica (solugéo

particular), dada por:

[M] ofg}+ [K]o{7}= {P)}; (5.181)

Pré-multiplicando-se por‘DT , vem::

o' [M] ofij}+ o [K] o7} =" {P@)} ; (5.182)
onde:
o™ {PM)} = F =F.(t) (5.183)

nao necessita ser harmoénica

Obtem-se desta forma, a equacédo da resposta da&ern amortecimento:

M {7} + K] {2} = F, (5.184)
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Se o sistema de equacgdes torna-se desacopladeqist@le a dizer qugl] e
[K] podem ser diagonalizadas e possuem inversaét(gas positivas definidas)

O sistema de equacdes diferenciais sera, portaostituido de equacdes
diferenciais ordinarias de segunda ordem indepaaseque podem ser resolvidas uma
a uma, explicitando, desta forma, as frequénciasraia e a resposta dinamica
associadas a cada modo de vibragao.

Resolvendo a equag&o de movimento:

i, +atn, = (ijqf{e )} = [MLJF = aﬁ(

v r JE ); (5.185)

1
K

r

e sendd-, (t) = 1.sedt, tem-se:

L +dn :c&{l]ﬁ-) (“5&;@}4 =(1JE >, :[EJ_ 1 (5.186)
K " K K, k@%ﬁj
Em concordancia com o CRAIG Jr., R. R., 1981, esidmrando-se r = 1,2,..,N
a Funcao de Resposta em Frequéncia (FRF), degetgste sistema é dada por:

{O(t)}:% % ot {Q(t)}:i{ﬂ}-- Fr/ﬂ % el (5.187)
[(%) o)

[M] - Matriz de massa modal I\{IrzqarT[M] %4 =M,

[K] - Matriz de rigidez modal K, =¢'[K]n = &' M,

{P}- Carregamento modal PO=0"{Pt)} =F

5.6.1) Transformacdes em Sistemas Lineares: Propdades

Antes de prosseguirmos no processo de calculesidommas lineares, que séo
consequéncia natural do processo de resolucdoqu@sd@es de movimento, torna-se
imperativo a implementacdo de novas ferramentasmdéicas para o desenvolvimento
da solucdo dos sistemas dinamicos. As propriedagesntes aos sistemas lineares
podem ser encontradas em MEIROVITCH,L,1997 .masetaregistrando, entretanto, a
propriedade de ortogonalidade das bases modais istemas giroscépicos

conservativos , conforme abaixo (propriedade tagdi
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Ortogonalidade das Bases Modais em Sistemas Girosd@s

Neste ponto é conveniente uma breve reflexdoesobrtogonalidade em
sistemas lineares. Na equacdo homogénea abaimosta resolver um sistema

giroscopico, o qual possui uma matriz anti-sincétr[G], dada por
MKaw} + (@[] {aw} + [Kfaw} = o (5.188)

Sabemos da teoria do continuo, que a equacdo @&chepresentada na referida
teoria pela equacdo (5.189) mostrada abaixo.

Aplicando-se a separacdo de variaveis mostradaapitdo IV, a equacdo de
derivadas parciais de quarta ordem torna-se emeaguacao diferencial ordinaria de

guarta ordem, com coeficientes constantes e reais

an &,
—Elaz4—m/7—ZMi/7iA(Z—Zi)+
1
0% . ) & (6/’7‘ )
+1 -2i0 +S1.AzZ-2) 209 | =0 5.189
d(az2 ! azzJ ;d' (2-2) 57 728 (5.189)
Q¥ +aQ"+> @A (z-2)Q -B'Q-> B Az-z)Q =0 (5.190)
1 1

ondeA(z-z ) delta de Dirac. A separacao da variavel ‘“€quivale a projecdo da

elastica no plano giratério.

Portanto, as solugbes oriundas deste sistema regarfiente independentes ou,
em outras palavras, os efeitos inerciais (erné® @ giroscopico) e de rigidez do eixo
ndo acoplam as solucdes (autovetores). Logo, us aetovetores sdo linearmente
independentes no sentido mais amplo (constituemhasa ortogonal).

Outra observacéo pertinente se refere a inexist@&ercondi¢cdes de contorno nas
referidas equacdes. Isto sugere que a vibracdo amjurdo rotativo pode ser
decomposta através dos autovetores de sua basel, niodigpendentemente da
contribuicdo dos modos de corpo rigido, os quai8oeassociados as condi¢cdes de
contorno impostas ao rotor pelo sistema.

Os modos de corpo rigido de um rotor estdo relados a posicdo média de

equilibrio do movimento vibratério.
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No6s sabemos da teoria das equacdes diferencidirsanas de ordem n (com
coeficientes constantes e reais), que a sua solacipearmente independente e
pertence a um plano. Portanto, podemos afirmaoaefeito giroscopico ndo acopla os
autovetores de sua base ortogonal.

Infelizmente, o problema de autovalor relacionadsofucdo da equacao de
movimento do modelo giroscépico discreto ndo é8iigp.

Dentro da formulacdo de elementos finitos, tornadsfécil caracterizar a
independéncia linear dos modos naturais de vibral@® sistemas giroscopicos,
mesmo sabendo que os seus autovetores séo lingarmelependentes.

Nas secbes (5.6.3, a e b) mostra-se que o probdieneutovalor giroscopico
conservativo pode tornar-se simétrico positivanigd, apos a separacdo da variavel
“tempo”. Mostra-se ainda que é possivel o desaocophto das equacdes de
movimento do modelo de elementos finitos (conste)edo rotor, empregando-se a

base dos autovetores bi-ortogonais da matrizgpmmsa [G].

5.6.2) Solugéo da Equacdo de Movimento com Amodienento Puro

Ap6s o fortalecimento das ferramentas matematigadispensaveis para o
desenvolvimento dos sistemas dindmicos e o estimeleto das propriedades

fundamentais do processo de solucédo dos sistenemrds, estamos preparados para

aplicacdo dos diversos métodos

a - Solucédo Simplificada, Sistema com Amortecidéroporcional
A equacédo de movimento do sistema amortecido &aptada abaixo:

[M e} +([c]) {a}+[K]{a}= 0 (5.191)

O método de solucdo proposto para resolver estcaqlé valido para casos em
que o amortecimento é pequeno. Requer-se a ¢lairinicial de uma base nédo

amortecida para o sistema (problema de autovalor).
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Este sistema, constituido somente palas matfirdse [K], foi resolvido na
Secdo (5.6). Aplicando-se a solucgéo harmﬁnical,uéq(i)} =Qe€™, & equacdo de

movimento representativa deste movimento, em:
-#[MfQ e +[K[Q e*' =0 > AMJQ} =[K[QG > (Autovalor) (5.192)
Calculando os autovalores e os autovetores, vem:

[o]={0.0,..0.} matriz de autovetor (5.193)

2

2}
w? matriz de autovalor (5.194)

(A=
@
N
Fazendo-se{q(t)} =Qe™ = ®{n} =D {gn} e pré-multiplicando-se pord™,
1

estamos projetando o sistema em sua base modabcar(do as bases do sistema de

coordenadas generalizadas pelas coordenadas modaiy
o' [M] ofi} + o [c] ofn} + o [K] D} =0 ; (5.195)
IMI{ri} +[C1{n} +[K] {7} =0 (sistema homogéneo) (5.196)

Para resolver o problema de resposta dindmica cuoortecimento, o sistema

deverd ser re-escrito em sua base modalcomo:

(M{i} +iCl{n} + K1 {n} = @7 {P()} = F, (5.231%)
F. - carga modal > PO} D o, {PM)}=F ()

onde:

[M] - matriz de Massa Modal > M.-¢'Mlg

;
[C] - matriz de amortecimento Mod& Cr=# [C1 @ 3 2M, @< aproximacao)
[K] - matriz de rigidez Modal K =g'[Klg > '™,

Escrevendo-se as equagdes desacopladas e sdpdolxe®™ uma fungéo

harmonica,
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i, + 28,0, +chip, = (Mijqfe(t) - (MiJF 0= . (KiJe" (5.196)

m m r

i, + 28 n, +akd, =w2r(Ki}eQ-t , r=1,2,.N e (5.197)
C .
£ = e = ¢ =¢& = fator de amortecimento modal. (5.198)
W

=T

Em concordancia com o CRAIG Jr., R. R., 1981, esicmmando-se r =1,2,..,N,

pode-se escrever a Fun¢do de Resposta em Freqdésteasistema (FRF):

Sendo r, -2 e = C , dasolucdo de regime é dada por:
a)r 2Mrra)rr
"k
n,.(t) = K, cos( Qt-a,) (5.399
\/(1_ rr2)2 + (Zgrrr )2
tana, :er;{,z , angulo de fase (5.200)
_r‘r

Funcéo de transferéncia do sistema é dada por:

P T —_ N ¢ir ¢'r (1_ r 2)2 ]
Parte Imaginarial (H;) =Y (—— ){ r (5.201)
CE K - e, )

Parte Real (FRFR(H;) = ZN: (ﬂ;(% )[(1 2_)225(;{ z (5.202)
r=1 -r e i

v

b - Solucdo Simplificada Para o Problema de Resgi@a Dinamica

(Truncamento)

Normalmente, estamos interessados em conhecefssotr quatro primeiras
freqiéncias naturais do rotor e usamos estes adssltpara resolver o problema de
resposta dindmica ao desbalanceamento.

O Diagrama “Bode” de uma maquina é caracterizati fiencédo de resposta em

frequéncia, obtida a partir de uma massa desbadacgue percorre a faixa de
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varredura, sendo que os calculos séo realizadascpala rotagdo da maquina (rigidez

dos mancais).

Seja:  [M](nxn); [C] (nxn); [K] (nxn) e [®] (nx3)

Projetando-se estas matrizes em sua base modalseteas n equacdes

independentes abaixo.

o" [M] ofsi(2)} + o7 [C] D{i(2)} + @7 [K]dF =[P = nequacBes (5.203)

Seja[®] = (3x3), obtido de [®] = (nxn), pela eliminagdo das dltimas (n-3)
colunas.

A solucdo truncada surge quando aplican{as] as matrizes originais, fazendo:
Q.e(;.).t - q){,]}el.Q.t - Z {¢,7J}EIQI (5204)
1
o7 [M] )} + o7 [C] d{n)} + @7 [K] D{n(t)} = @T{P} = 3 equagbes (5.205)

Esta transformacé&o produzira trés equacgdes indeptex] como segue:

M4 {r)} + [G* {7} + [K*] {n(t)}=[P*] cosp (5.206)
onde:
[M¥] (3x3) ; [G*] (3x3) ; [K*] (3x3) ; [P*] (3x3) (5.207)

Em muitos casos o erro introduzido pelo truncamepide ser considerado

aceitavel.

c - Solucdo Simplificada do Sistema com Amortegento

Em alguns casos podemos obter melhores resultados & hipétese de
amortecimento viscoso, ou através da sua expalfisibo+ 8K]), em uma série finita

de matrizes simétricas:

Mé, (t) + Cg, (1) + Kg, (1) =Q; D q (1), =[¢l, (1) r=1.2...n (5.208)
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[ M, ©) + [ Cladn ) +[d K[dr. () =[d'@=Q (5.209)
M}, +[ch, @ +[K]7. () =Q (5.210)

Na superposicdo modal havia sido suposto Ques 2.¢,.M, @, .

Uma abordagem mais precisa pode ser formulada quamgtisamos interpolar
valores de amortecimento modal, sendo apresentadalLI®A, E. C. P.,1997.

Considera-se que a matriz de amortecimento pod#aserpor dada por:
[c]=[M]> D] (5311
j=-s

onde [D]=[M]*[K] é n&o simétrica.
Nesta formula, a constante reflete o maior ou menor grau de amortecimento

imposto ao sistema em cada modo (freqiéncia matura
Variando-se s de -2 a 2 e conforme a equélsd@il) a expressédo do
amortecimento tera os termos seguintes:
C(-2)= [c]=Ma,[D]* ; c(-1)=[C]=Ma, [D]" ;
C(0)= [c]=Ma, [D]" = [M] ;
c= [oI* [c]=Ma (K4, )=alK] ;
C(2)= [c]=Mma,[D]

[c]=M a0} = a,M[o]*+a,m[D]+aM +ak +Maof (5.212)

j=-s
Pré-multiplicando-se a equacao (5.212) p({M ]‘l,tem-se:
[1]g. +[M]7[Clg, +[M]7[K]a, =[M]"Q ; (5.213)

Sendo[U] e [V] autovetores adjuntos da matriz assimétfied =[M]*[K],
substituindo-se {qr (t)} :[U ]/7(t) e pré-multiplicando-se po[k/]T a equacao (5.213)

tem-se:
Lli + M elul, +MIPK]ule, =[M]7Q ; [D] = [M]7(K] (5.214)
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VT ufi+ VT Ml + VT MK ufink =TT IM]Q (5.215)
e substituindo-se, vem:
i, + VI MPleluls, + VI [pJuls, =V IM]™Q (5.216)

i+ Yaliln +h, =4 5217)

Como a matriz espectral somente possui termosagpulal, podemos desacoplar

as equacdes do sistema da forma seguinte:

7, +(Zaj6«42j}ﬁr +afn, =VT[M]"Q (5.218)
j=-s
onde o termo escalar

c=Yaw” :a‘ZM(}/afJZ +a M (}/af]+aoM +MaKaf +Ma(af | (5.212%)

j=-s

devera ser calculado para cada equacdo indepeneléana a contribuicdo ndo apenas
da freqiéncia natural do modo de vibracdo, comocaso da superposi¢cdo modal, mas
também a contribuicdo de uma série formada a phrtireqiéncia natural de interesse.

O amortecimento proporcional € um caso particidsta abordagem, pois

(@M + <) {g)} onde r=0 e s=1 (5.219)

d - Solugédo Geral da Equagéo do Sistema Amorido Puro

Seja:  [M] (nxn) ; [C] (nxn) ; [K] (nxn) na eqgao seguinte:

(mKa}+(cD {at+[x]{a}= {F) (5.220)

De maneira geral, a solugdo desta equacdo complexaandara um esforco

computacional adicional, pois trata-se de um lgrok de autovalor complexo.
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No mundo das turbomaquinas com mancais hidrodir@nioc amortecimento
ndo é considerado pequeno e € responsavel peldaamopo dos modos normais
(autovetores).

O amortecimento € um dos elementos responsavasdimbrcado da elastica,
fazendo com que ela se torne uma curva reversaspace. Re-escrevendo-se a

equacado(5.256) na forma de equagdo de estado e ide@mslo
[1{am}-[1){am)} =0, obtem-se:

[ {aw} +[MKaw} + () {aw}-[1] {aw} +[K{aw} ={F} (5.221)
oy _Jal [ o Lo TJal o] T

1) = {qH W o) {q}+ W) (>:222)
onde:

A:[_Mo_lK _N:_lc}'; f7(z)={g} erj (2) ={3} (5.222a)
fi(t) = An(t) + Bu(t) & (Equagao(2nx2n) (5.223)

Considerando-se que o problema de autovalor deepa ordem admite solugao

da forma harménice{/](t)} = {/7}.e”'t , tem-se:

0 T
an@) =[Alnt) ;A= [_ MK M ‘10}7 (5.224)
[Al-Aa) =0 (5.225)
det[A]- A1) = deﬂ_ Mo'lK ) |v: _d -l J =0 236)

O maior esforco de um problema de célculo modatieesm se achar os autovalores.
Quando estes sdo encontrados, uma simples suiftitdos seus valores no sistema
homogéneo fornece os autovetores.O calculo dosalotes de um sistem{@n x 2n)é

um esforco bem maior do que um siste@ma n), podendo tornar o método inoperante.

Para que este sistema tenha solucdo difererttévidd € preciso que o determinante

acima se anule. Anulando o determinante obtémssautmvalores do sistema.
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Este problema pode também ser abordado usandteséade controle, na qual
é feita a integracdo, no dominio do tempo, das @mps de estado (matriz ndo
simétrica). Com a ajuda da teoria de controlepa@emos resolver este sistema de 1/0
(imput/output) para identificar as suas variavesdida pela “integracdo no tempo”.

As saidas deste sistema rotodindmico sdo deslotasnaodais e velocidades
nodais do sistema global original (ndo reduzidgodem ser escritas na forma de

variaveis de estado (resposta dinamica):

(5.227)

n(t) = An(t) + Bu(t)
Y =Dn(t)

Este é um sistema de equacdes diferenciais ordindipico da teoria de controle

ot -wrell = u e o

nt) = {q variavel de estado (resposta no tempguodiso do no) ;
B vetor déinput”

D matriz de saida (selea o n6 de saida) ;

Y =Dn(t) out-put conforme a teoria de controle;

variavel de entrada, inputstkiema de controle ;

y saidas do sistema glodal reduzido.

Para calcular as saidas do sistema, a equacgdo acimtagrada nas bases da
teoria de controle. Apos a definicdo dos estadosguacdo de saida= Dx é usada
para determinar-se a resposta em cada né do aisfieial.

Uma vez definida a variavel de estado, nés podetafisir a transformacao que
determina a resposta no tempo, em cada né do sisggwbal. Esta transformacédo
algébrica sera detalhada em sua forma mais amfecédo (5.6.4.c).

5.6.3) Solucdo da Equacéo do Sistema Giroscopicor®
(Forma Padréao)

Nesta secdo sera apresentado um método origesdndolvido na pesquisa de

tese, para solucao de sistemas giroscopicos puros.
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Este método baseia-se na independéncia linear do®srde vibragdo de um
sistema giroscopico puro, o qual ndo acopla pa@dsos diversos autovetores do

sistema rotodinamico.

5.6.3.a) Problema de Autovalor: Sistema GiroscépicdForma Padrao)

Resolvendo-se o problema de vibracdo, em sua fpaddio, tem-se:

[MKa}+ Qlc]{a}+[K]{a}=0 (5.229)
A equacao acima é transformada e assume a forareoalapds a separacdo de
variaveis:{q} = {u}.e*t ; {g} =icfule* ; {4} = - {u}e“:

[-w:m +iwac + K] {u}=o (5.230)
que é um problema de autovalor complexo.

As frequéncias naturais do sistema devem satiséazgyuacao caracteristica

det .[— w’M +iwQG + K ] =0 (5.231)
Sabemos que o determinante de uma matriz é igualesarminante de sua

transposta. SendM | e [K] simétricas dG] anti-simétrica, logo tem-se:

det|- WM +iaQG + K| = det[- w?M —ia0G +K| =0 (5.232)

Portanto seiw € solucdo para a equacao caracteristica (autpvdla também
o sera. Desta forma, os autovalores do sistenoaagipico conservativo ocorrem em
pares de complexos conjugados putosa . Os autovetores adjuntos, associados aos
autovalores tiw, s&o complexos conjugados.

O problema de autovalor acima é complexo e comtgmariaveisc em Q[G|

e o’ em [K] Deveré ser resolvido para cada rotaQé¢variante com a rotagao).

5.6.3.a-1) Exercicio Giroscopico 1 (Roda &cicleta 1)

A investigacdo da solugdo de um problema giroscopicro, em sua forma
padrdo, sera feita através da apresentacdo desaivexemplos, que incorporem as

propriedades giroscopicas ao modelo fisico, dedoindependente.
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Dentro desta metodologia, vamos introduzir os coosedesenvolvidos nesta
pesquisa de tese. Esta abordagem sera util pastabelecimento de conceitos
associados ao efeito giroscopico.

Calculemos a matriz giroscOpica representativaisteraa da figura 5.8: (roda de
bicicleta).

FIG 5.9 EXERCICIO GIROSCOPICO 1
Energia Cinética

1
EC=2 m[(x -Qyf +(y+ Qx)z] =T (5.233)
Sendo x e y coordenadas do sistema Xy mdnagidp com a roda
Energia Potencial
EP = = [kx? + Ky?] =U
=3 y?| = (5.234)

Aplicando-se o Principio de Hamilton obtém-se asa€es diferenciais:

5j: (T-udt=0 (5.235

U . 2 —
{mx 2mQy - mQ°x + Kx=0 (5.236)

my + 2mQx — mQ%y + Ky =0

re-escrevendo esta equacao em forma matricial:
m Of[X| [ O —M'X+K—rr92 0 x| _[O £ 937
omly 2 o [lyJ [ o k-m2]ly/ |o (6.237)
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trocando-se {i} por {q}={u1},vem:

M e o 2 ={oh> e +iad e =19 (5.230)

senololvl{g1 O}'; K:[K‘m@z 0 } [G]:{ 0 —zmQ]

m 0 K -mQ? 2mQ 0

Pesquisa de Base Modal usando a Matriz de Autove®s Giroscopica e Solucao:

Determinacao de autovalores e autovetores da matrgiroscopica:

ks (e

20 0

nq—mu{u}={o}e[[ 0 -M}A

Det| A TAMR|_ 5 |7AU~2ML, =0 (5.240)
-A 2mu, —Au, =0

Equacao caracteristiek A +4m’Q* =0

X =-4mPQ? D A, =4i2mQ DA+ A, =Tr[G]=0> (5.241)

Podemos dizer que a matriz giroscopica possui theggiéncias naturais: uma
“forward” e outra backward. Considerando-sel =+2nQ2 e substituindo-se na

primeira equaca&® “forward whirl’ .
- AU —2mQu, = 0= —i.2mQ.u, —2mQu, =0 = u,=-iu, (5.242)

a
Fazendou,=a =& u,=-ia & A =+2mQ e {u}1={ .
~i

} (autovetor 1)

Considerandd, =-i2mQ na primeira equagdo tem-gg =iU; “backward

whirl”
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b
Fazendou =b 2 u,=ib 2> A =-2mQ e {u}2={b} (autovetor 2)
i

Os autovalores desta matriz sdo complexos purgagados: A,, = +2imQ

Os autovetores desta matriz sdo complexos cahjisga

a
O autovetor {u}l={ _ } mostra que, estando o sistema girando em sua
—ia

freqliéncia natural A =+2imQ, em movimento forward’), um movimento ciclico
do anel na dire¢cdo x =a, produz um movimento dsma amplitude na direcdo y=-ia,
sendo que este movimento estara defasado no teenpmadntervalo de equivalente a
um giro de fase de 90 graus.

O CG do anel percorre orbita circulafafward whirl”).
b .

Por outro lado, o autovet({u}zz{,b} mostra que, estando o sistema operando
[

em sua frequiéncia natural “backward”, um movimeittico do anel na direcao y=b,
produz um movimento de mesma amplitude na dired, xseindo que este movimento
estard defasado no tempo, de um giro de fasé) dea@is. backward whirl”

Podemos mostrar que estes autovetores naoortsgonais:

{uh{ul, = {a,-ia}{_"’i‘a} = a’+i*a’=0 (5.243)
{u},"{u}, = {b,ib}{iz} = b’ +i’b® =0 (5.244)
W, = {1, = o, ib}{_?a} - ab-i%ab=2ab (5.245)

g {—?a ﬂ > {E _iibaI—?a iﬂ:[aa:gb ;:tifH;b 2;1 (5.245)

A néo ortogonalidade dos autovetores da maﬁ@i é plenamente esperada na
medida em que a matrik;] € nao simétrica (anti-simétrica).
E importante destacar que a operac{ﬁ]ﬁU]T, nédo diagonaliza a matrib]

Arbitrando-se (a=b=l' para- K, =K, = K) tem-se:
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u]= E ﬂ (5.247)

Determinacao de autovalores e autovetores adjunto:Investigando-se a solucao do

problema de autovalor adjunto e a determinacdo aa®vetores adjuntos de
[G] =]g], vem:
0 ZTQ}

A= > (g 5P )

5 [04 a0-gpv)_fo A 2]
~10-0 0-/ {vz}_{o} Pl -2 299

—-Av, +210, =0 - - > 2
= equacio caracteristic® A +4n’Q* =0 (5.249)
-2y, - Av, =0
X =-4mPQ* D> A, =22mQ D A + A, =Tr[G] =0 (autovalor) (5.250)

Como j4 era esperado, constatamos que 0s autesaarmatriz transpos[@]T

Sao 0s mesmos da matr[@]‘. (frequéncias naturais “farward” bdckward”).
Considerando-sd, = +2imQ e substituindo-se na primeira equae®o“forward

whirl”

—AV, +2mQv, =0 D -i2mMy+2mMy, =0 D \, =iV, (5.251)
Fazendo-se;, =c & v, =ic & A =+2mQ e {vl}z{iz} (auto-vetor 1)
Considerando-sg = -i2mQ e substituindo-se na primeira equacgdo tem-se:

\, =—v,. Fazendo-se, =d v, =-id D 4 =-2mQ e{v,} = {_Oild} (auto-vetor 2)

Os autovalores deEG]T s@o complexos puros conjugadys==+2mQ, os auto-

vetores de[G]T sdo complexos conjugados e sdo ndo orttgyona
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_|c d ma |c icc d] |G+H2F cdHtd| [ 0 Zd

Constatamos que os autovetores MT também s&o ndo ortogonais na medida
em que a matriz[G]' é ndo simétrica.
Caracterizagdo da Base Bi-ortogonal:verificaremos agora propriedade de Bi-

ortogonalidade, caracteristica das matrizes naétstas [U ]T [G]T [V] = /l[l ]:

[U]TM{Z —_ia}{; _q Hac—i_z.ac ad+_i2ad}{2ac 0 }[V]T[U] (5.253)

ib id| | bc+i’bc bd-i’bd 0 2d

Logo, a matriz[U] é linearmente independente da maEvi} => (autovetores de

[G] sdo ortogonais (bi-ortogonalidade) aos autovstate [G]T).

Normalizagao dos Autovetores Biortogonais

Primeiro auto-vetor e seu auto-adjunto

0= (o -men = 2 2 L= e (5259

2ac

Segundo auto-vetor com seu autovetor- adjunto

{u} T{\,} {mb}{ id} 2bd > MF%}I{E} M, :ﬁ{_?d} (5.255)

a - ia C d
10
LIV]= x/2ac \/izbac N i2Cac «/ZI%d {0 J -] (5.256)

szd J2bd || V/2ac  +/2b

Como a, b, ¢, d sao valores arbitrarios, sejaa¥1 ; b=1; c=1; d=1.

A S D S R A TA VS (5257

1
Observando as matrizes normalizaddis ) vemos
“ fz[ } e M= f{ }

que o auto-vetor {u}lzz{_I

1
} = x da base[G] se transforma no auto-vetor
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1
{v}zz{ }-) y da matriz transposteﬁG]T, 0 que sugere que a operacdo de
=i
transposicdo da matriz giroscoépica, equivale a mtagdo do referencial inercial.
Diagonalizagéo das MatrizesN1], [G], [K] Modais: {u}, =1

Vamos agora utilizar as Matriz{is] e [V] para diagonalizar a matr[@].

ebl- 4 S T S e
Operando-se agora com as matrift#se[V| para diagonalizar a matrj&]" ,vem:
-3 T TR S e

Nesta se¢cdo mostramos que a matriz giroscopigagses propriedades comuns
de uma matriz ndo simétrica, bem como a sua tratepBor ser a matrifG| anti-

simétrica, seu traco € nulo, e, portanto, a stenseus autovalores também sera nula.

Diagonalizagéo da matriz de masEM] :[V]TB] :J[U]

bt L L o gren s

_ 2
Diagonalizagéo da matriz de rigideEK] =MT{K gﬂ K _(:TQZ}[U]

o S L

) 1{2(}( _omQZ) 2K —Orrﬂz)} =k _(;rQ | K —?TQZ}

2 =Ul'kv]  (5.261)

5.6.3.a-2) Prova do Desacoplamento do Sistema Giodpico Puro
Tese:
“Os autovetores adjuntos da matriz Giroscép{@}a (matriz anti-simétrica )
sdo 0s mesmos autovetores do problema dindmicesemiado pelo sistema

(IM].[g], [K]), sendo [M] e [K] matrizes simétricas. Os autovetores adjuntos
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da matriz Giroscépica[G] serdo portanto empregados para desacoplar as

equacoes diferenciais de movimento do sistema dumﬁrﬁﬁM] [G] [K])”.

A demonstracdo desta propriedade é feita inicialem@ara um modelo de dois
graus de liberdade, através da demonstracéo deaqutage dos autovetores adjuntos da
matriz giroscépica, de desacoplar as equacdes #d@maato do sistema giroscopico
conservativo.

Posteriormente sera estendida na secdo (5.9,3ard um sistemén X n).
Os autovetores do sister{fd] [G] [K] sdo deduzidos literalmente e comparados
com os autovetores d&|. Serdo, entdo, discutidas as circunstancias dedade dos

autovetores. Posteriormente, prova-se que estesedores desacoplam as equacdes
de movimento de um sistema n x n, em n/2 sistan@Ependentes de equacdes
duplas. Esta prova sera posteriormente complem@rifeor analogia), fazendo-se uso
da formulac&o da teoria do continuo.

Esta demonstracdo d& ensejo a um método inéditaedacoplamento das

equacdes de movimento de sistemas giroscopiceeoa@iivos.

Equacéo diferencial do sistema livre:Seja o problema representado pela equacao

abaixo:
M{aw} +(@[c){aw} + [KKaw}=0 =>

Pz M ey Sl el S 26

Sendo: g,, = -0,

Autovalores e Autovetores Adjuntos da Matriz (3]
Dando-se proceguimento a prova, e, quacionando-geldema de autovalor

tem-se:
0 g,| |4 Off[y _Jo > Ay +g,U,.=0 (5.263)
g, O] |0 A|||u,] |O Oy —Au,.=0
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Portanto, o determinante e a equacdo caraatesissao

-A
Det{_g g‘jz}:o-) P+ 0:,9:, = 0= A, =-ig,, ; A, = +ig,, (5.264)
12

Procedendo-se igualmente, seddp, =1 e {v}, =1, tem-se quiJ] e[v]de[G]

[u]:[_li 'J e[V]:EL _ﬂ,sendo[vr[u]{_ii ﬂl' ﬂzﬁ ‘ﬂ (5.265)

Autovalores e Autovetores Adjuntos do SistemgdM], [G], [K]
Seja o sistema giroscopico representado por
(#M] + Al6] + [K] ){u} =0 (5.266)

substituindo—se{u},[M], [G] [K] teremos o determinante caracteristico do sistema.

it s e {U1}:{O} (5.267)
A m,, _/19.12 + K.lZ A m,, + K.2,2 u, 0

A equagao caracteristica do sistema diném[d&tb] ,([G], [K]) tem a forma seguinte:

mym,A* +(mnK22 + ”EzK.n)/]Z +kyKo, _((/12 m,, + K.lz)2 _( .12)2) =0 (5.268)

Os autovalores desta equacdo caracteristica saopleoams conjugados
imaginarios e tém aformal, =-iw e A, =iw, sendo ¥ =-a/ e A =d'.
Substituindo-se os valores dé@ em (5.268) obtem-se a equacdo caracteristica

explicitada em funcdo da frequiéncia natural:
(mygmy, —nfaz)ed +-m K, ~m Ky, +2mK,, —gPe)d +k K, ~K22) =0 (5.269)

N&o calcularemos os autovalores deste sistemacgpm®, porém mostraremos

que os seus autovetores s&o idénticos aos auteseta matriz[G], isoladamente.
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A matriz da equacao (5.267) é reapresentada naafdensistema de equacdes

homogéneas.
(Azm.u + k.ll)'u.l + (/]zmj,z -9 27t k.Lz)-uz =0 (5.270)
(Pm,, + g, + K, Ju, +(Pm,, +k,,)u, = 0 (5.271)

Sabemos que os autovalores do sistema apresentadequacdes (5.270) e

(5.271) sé@o da formal, =-iw e A, =iw. Usaremos a equagdo (5.271) para

determinacdo dos auto-vetores do sistema homogéfezendel, =—1& podemos

dizer:
©_, - (Alzmz,z + k2,2) ) — B (kz,z - mz,z)-
" (/llzm.LZ +Ag.,+ k.lZ)' TR (_ My, —ig ;0 + k.LZ)' e
U= (kz,z N mz,z“-’z)>< [(k.lZ N m.Lza’z)"' (i-g.sz)]' 0 =
' (kl,Z - ml,za]z )2 + (g .:I.,Za))2 i

o _ [_ mz,szz(’j1 + (kz,szz + klzmz,z)a} - kz,zkj,z]' =i -(kzzg.lzw_ mz,zg.J,zaj ) @
u_l - 2 2 Uz
(k.lZ -m, ) + (g.Lz“j

Considerando-se a equagdo homogénea (5.271) edéazén= i« podemos

(5.272)

dizer que:
u? = —m,m,f +(k22n12 +k12”'hz)a; _kzzklz} +i'(k229.12w_ m,g,,& )x 0,? (5.273)
(k.lZ - m12a})2 + (9.12“32
Substituindo-se nas equacoes (5.272) e (5.273ploses abaixo.
A=k, - m,a?f +g,, 7w (5.274)
B= _m2,2m1,2w4 + (kz,zml,z + klzmz,z)(")2 L OPLEP (5.275)
C =k,,9,0= mz,zg.u(’f (5.276)

©= 2u,? =1 teremos:

B .C B .C
{u}= {Z_IZ}') e {uz}:{f'x} (5.277)

1 1

e fazendo-se,
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B _ C _ B _|b-ic b+ic
Fazendo-sed - =b eZ-c-)[U]—[{ul},{uz}]—{ L 1 } (5.278)

Podemos determinar os autovetores adjuntof/diecalculando-se os d&|", como

o 5] g

Para tanto, substituem-se nas equagdes (5.274R%6)5 o valor deg,, por

—0,,, para obter:

A=A=(k,- mLza)z)2 +0,, W (5.279)
B'=B= _mz,zmj,zw4 + (kz,zmj,z + klzmz,z)w2 — Ky oK, (5.280)
' =-C = —kyp0 1,0+ My,0,,00 (5.281)

Pode-se dizer que os autovetores do sister{M], [G]T, [K] ) séo dados por:

B .C B .C
M={a " atdelnt={n'n (5.282)

1 1

onde: A,B',C' dados pelas equagbes (5.279) a (5.281).

B c 1 [b+ic b-ic
Fazendo-se, =b e v =-c> [V]:[{VJ,{VZ}HU]:[ L1 } (5.283)
Depreende-se dai qu] {b?c b;ﬂ é o complexo conjugado de] {b_llc b?c}.

Analisando-se a condigcdo de bi-ortogonalidade etaste que a condi¢do
suficiente e necessaria para que as matr[lzl}sse [V] sejam bi-ortogonais é que:

b=0 e c=zx1 conforme mostrado a seguir:
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b+ic 1||b-ic b+ic 2+ +1 > +2ibc—-c?+1
MIul=| " L > | Do b+ 2be-c (5.284)
b-ic 1|| 1 1 b*-2ibc-c*+1  b*+c*+1
Para atender a diagonaliza¢do precisamos imposiquétaneamente
b® +2ibc-c®*+1=0
> b’-c*+1=0 e bc=0 (5.285)

b®> - 2ibc-c?*+1=0
A primeira possibilidade @&bc= & c¢=0;bz0 e b=%i (hipotese 1)

00
Esta hipétese é inadmissivel, pois anula o poothatricial [V]'[U] = L) 0}

A outra possibilidade &bc= 0 & b=0;cz0 e C==x1 (hipbtese 2).
Esta hipotese conduz b= &c=+.1 B=0e C = A. (hip6teses equivalentes).
Substituindo-seB = BC = A na equacéo (5.277) reproduzimos 0s autovetoressa

[G]. Portanto os autovetores adjuntos do sistema ssréesmos da equacdo (5.264):

[u]=[_1i 'J e [\/]{il _1'} (5.286)

Vamos também mostrar que, no casoBle e @@= A, os valores encontrados
para «, fornecidos através da relac®+C-A= =0(5.269), sdo idénticos aos

autovalores do sistema dinamico fornecidos pedeesuiacao caracteristica (5.269):

B+C-A=0= (_ m,Mm,, _mzlz)'w4 - mZ,ZgJ,Z(‘f +

+ (m.:LZk.Z,Z + mz,zk.J,z + 2mL2k12 - 92l2 )(‘-)2 + kz,zg.sz - (k.:LZk.Z,Z + k2l2 ) =0 (5-287)

Como esta equagdo ndo possui os termgse k,,, precisaremos usar a equagao

(5.270), para completar a prova e para explieitaquacdo caracteristica.

Sabemos que os autovalores da equagéo (5.26dpdaoma: A, =-ic e A =iw.

Usando-se a equacao (5.271) para céalculo dos dateselo sistema,

B _.c B ,.C"
{up=3"a"""art e f{ut=1 A" A (5.288)

1

169



1

B, C" B"_.Cc"
Mb=1a " At efwl=ia T A (5.289)

onde A",B",C" sdo dados por:

A" = -k, + m,w? (5.290)
B" =k, - m,,w? (5.291)
C'=-9,,w (82
A bi-ortogonalidade obriga & = 6 C"=A" (analogamente)
Juntando A",B",C" na expressadB"+C" - A" = 0Oencontramos a equacao.

B+C-A=0 (—mLz—mll)-af-glzw(k.lﬁklz)=0 >

> g,w= (_ m, - m.n)-wz +(Ky tKyy) (5.293)

Substituindo-se a equacao (5.293) na equacao (5.@88emos a equacédo (5.269) e
(5.294) séao iguais. Fica entdo concluida a prov@sproposta no inicio desta Sec¢éo .

(%”Ez _"T‘Flz)-“j1 +(_ m.uKzz _mzan +2'712K12 _9212)-(‘3 +(k.11K22 - Kzlz) =0 (5.294)
Conclusao da Prova:

Os autovetores adjuntos da maf@id sao idénticos aos autovetores de

([M],[G],[K]), associados ao problema de autovalor do sistemascgipico

conservativo:

M{am} +(@[c]) {aw)} + [k Kaw}=0 (5.295)

sao eles

[u]=[_1i 'J e[v]=[i1 T]sendo[v]zluj (conjugado) e{V]T[U]=L2) 2} (5.296)

Os autovetores [U] e [V] diagonalizam as matrizes[M], [G] [K] conforme

mostrado anteriormente.
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Na sequéncia mostraremos que as condicdes neesspara a diagonalizacdo
das matrizes[M], [K] sdo tambeém atendidas pela mesmas condi¢cdes imposta
anteriormenteB= QC=A,B"=0eC"=A".

Pré e pos muItipIicand[M] e [K] por seus autovetores adjuntos temos:

VI MU fi}+ v][e]u §d + VT [ U K} = {o} (5.297)
A diagonalizagao da matriEM] genérica, com autovetores adjuntos [ﬁ}
mostra que esta transformacdo esta condicionadavadoses capazes de anular as

expressdes mostradas a seguir (anular os coeﬁsielatanti-diagonal)[V]T[M ][U] .

1M1 i Tm, ”12} 1{1 1} {mlrimz "h’finlz}
VIM[u|==" ol il i ' >
[ ] [ ][ ] \/>2L- _|:|:n.bl m, \/é =11 }/2 m,—im, m,+im,
5 }/2{ m11+mz% mn-mzz+2im.u} > {M 0} (5.298)
my, —m, - Zm.lz m, +m, 0 M
My, =M, +2m,=0; m,=m,k,=k,; m,=m,=k,=k,;=0; 9,=0:~g (5:299)

A diagonalizacéo da matriz[K] também requer as mesmas condi¢des:
Substituindo-se a equacao (5.299) nas equacteb|B(8.280) tem-s@ = & B" =
Substituindo-se a equacao (5.299) nas equacd@34{5(5.276), (5.290) e (5.292) e
considerando-se que o0s autovetores deste probl@nasde definidos quando

(-mef £ gwtkaf =0) tem-se:

B=0 e B"=0
(5.3000)

A-C=g’er’ ~(k—ma?)gew= (- maf - gw+ked Jgw=0 3 A=C (5.300)
A -C =-{k-maf)- gw=-{-mef +gw+k)]=0 > A" =C" (5.301)

Vemos claramente que o efeito giroscopico ndolacap modos de vibragdo de
um sistema giroscopico conservativo, o qual é ampracterizado por equacgbes
linearmente independentes, as quais podem sercapgadas por uma simples

transformacéo linear.
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Este é, portanto, um contra-exemplo concreto pafaraativa corrente, que diz:

O efeito giroscépico acopla os modos de vibragiiord sistema rotodinamico.

Solucéo da Equacéao Diferencial de Movimento
Tomando a equagao abaixo e fazenda} = [U],{r}

(M Ha}+[cHab+ [k Ha} = {Q} (5.302)
e fazendo {q} = [U].{7} pode-se escrever:

MUl +[cul {a+[KIu i ={d) (5.303);
Premultiplicando pojv],", vem:,

Vi ImIul i+ elulia+ M) KUl =M {a = () (5.304)

Apos a diagonalizagéo das trés matri{h@, [G] e [K] tem-se:

Om

I PSP (L (R ACE 5309

Comparando-se as equacgfes (5.305) e (5.3@)ke que a acdo giroscopica
no eixo Y da equacédo (5.306) é substituida én806) pela acdo giroscopica na
direcdo X, com um avanco de 90 graus que éseptado pelo complexg(ievando

PUL T S e

Re-escrevendo-se a euacdo(5.305), sob a formandesistema dindmico

desacoplado tem-se:

2+ -7, = r2eziar +k/ ~0?)=q (5.307)

172



i-20n,+ (5 ~0?), = r-aar+ 8/ -0?)=q, (5.308)

ou

i+ i+ (g -97)n =0 (5.307%)

. A .
i, + %nf;2 + (£ -Q%)n, =0 (5.308%)
A solugéo da equagdo homogénea é do tipc=e"; 7, =re" ; /j=r%".

Substituindo-se estes valores na equacdo homodér®ar), teremos os auto-

valores esperados (diferentes dos autovalores tt& mg@oscopica):

Mo :—i.(Qi\/% ) .369)

O valor derj, sera portanto:

-ifQ+ K -if Q- k
n,=Ce"+Ce” = Ce (o th(forward) +C.e (@ m)t(backwarc) =

= q[coém\/%])t—isefl}\/%] )t}g[co{—m% )t+ise anfl H (5.310)

Substituindo-se os valoreg=€"; 73, =re";/, =r’€" na equagcéo (5.308), tem-se:
i[Q-,/K ifQ+ /K
n,=Dge" +D,e = De (a-Jk ) +D,e [+ /b )t > rﬂ:j(gi\/%) (5.311)

n,= q[co{—Q+\/%).t —i.seﬁ—m\/%)t} D{co{g+\/%}t+i.seﬁg+\/%)x} (5.312)

As variaveis nodaigy, e 7, podem ser re-convertidas na variavel origﬁq}a,l

através do procedimento abaixo.

(=]} =l > b= (5:313)

2

logo:
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X -in,i
=1 VRV (5.314)
Y 2m | 1t
Pprocessando-se algebricamente esta equacao tem-se:

X.(t) = ﬁ [El cos .(Q + \/%jt + Fl.sen.(Q + \/%jt} +
+[Gl cos .(— Q+ \/%jt +H 1.sen.(— Q+ \/%)t} (5.315)

ondeE,, F, G e H, sdo as constantes de integracao (valoresisjcnostradas a

seguir: E =iC,-iD,; F=C +D,; G =iC,-iD,; H, =-C,-D,
As frequéncias naturais também s&o conhecidas asdaot: @z(\/%]— j e

a%:(\/%+§2j. Da mesma forma a variavel(t) sera definida conforme abaixo:

Y.(t)=;1 {EZ cos.(Q + \/%)t + Fz.sen(Q + \/%)t} +
+[G2 cos .(— Q + \/%)t +H 2.sen.(— Q + \/%)t} (5.316)

ondeE,, F,,G, e H, sdo as constantes arbitrarias de integracdorégainiciais)
mostradas a segul, =C, +D,; F, =-IiC, +iD,;G, =C, +D,; H, =iC, —iD,
Observamos qu&, =F ; F,=-E ; G,=-H,; H,=G
Tem-se, portanto, quatro constantes arbitrariasgntegracdo que devem ser

determinadas a partir das quatro condicdes igici& (0); X (0); Y() ; Y (0)
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5.6.3.a-3) Exercicio Giroscopico 2 (Roda dedgileta 2)

FIG 5.10 EXERCICIO GIROSCOPICO 2

A equacado de movimento deste sistema dinamico & piad

mO 0O 0O -2m 0 O K -mQ? 0 00
O mOO 2n 0 0 O 0 K-m& 0 0
Vi +.Q g+ V=0=>
0 01 O{”} 0O 0 0 -2 {,7} 0 0 K O{,]}
0 00| 0O 0 2 0 0 0 0 «
X w
Yi_|b N
onde: {/7}: g = 0 ; M= massa daroda;l = inércia daroda (5.317)
a)
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Pesquisa de Base Modal com Matriz de Autovetores Giscopica (3]

Os autovalores e autovetores da mat[d podem ser calculados como abaixo:

0 210 0 0 A -0 0 0

gam o 0 o Sl >l -2 o o {up={o}  (5.:318)
o 0 0 -20 0 0 -4 -20
0o 0 20 0 0 0 20 -/

-1 -2nQ 0 0O
Detiong -4 o o |2 Det.[ -4 ‘2'“9} X Det.{ -4 -2 'Q}:o (5.319)
0 0 -4 -20 mQ -1 2Q -4

0 0 2Q -1

() - .
Det § }zo > V=t D A, =42mQ (5.320)
Det (-4 20 0 > A2=—42Q0° S A.,=+2i10 5321
= = =+
e 20 - : . cqq =211 (5.321)

2mQ 0 0 0

0 -2mQ 0 0
W9 o o sl o [FATATATASTIG=O (5.322)

0 0 0 -21Q

Como no exemplo anterior, pode-se pré e pos-mighipla equacdo pelos auto-

vetores adjunto{;J] e [V]T da matriz[G], diagonalizando-se as matriz[éA;],[G] e [K]
Determinagdo da matriz de autovetores{], da matriz giroscépica| G]

Considerando-sd, = -2imQ e substituindo-se na equag¢ée AU, —2mQu, = 0), vem:

-Au,-2mQ.u,=0 = wu =i.u, (5.323)
1
Fazendou, =1 e wu,=-i = A =-2mQ e {u1}= _Oi (autovetor 1)
0
Considerando-sd, =i2mQ, teremosu, =-il, (5.323a)
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Fazendo-seu, =1 e u,=i & A,=2mQ e {u}=1} (autovetor 2)
0

Considerando-sd, =-2.1.Q e substituindo na equagae fu, - 2IQu, = ) 0

- AU, =21.Q.u,=0=> 21Qu-21Qu,=0 & u, =i.u, (5.324)
0
, ! 0
Fazendo-seu,= 1le u,=-i = A,=-21.0Q e {u3}: 1 (autovetor 3)
=i
Considerando-sel, =i21Q, teremosu, =-iU, (5.324a)
0
. : 0
Fazendo-seu,= le.u,=i = A,=21.Q e {u4}: 1 (autovetor 4)

Os autovalores sdo complexos puros conjugados:

A, =+2iMQ 5 Ay, =+2i1.0 (5.325)

1

Os autovetores da matriz[G] sado pares complexos conjugados. Podemos

mostrar que estes autovetores nédo sao ortogonais:

1100 1 -i 00{|/1 1 00 0 200
- i 00 1 i 0 Of-ii OO0 2 0 0O
U= >[U]'u] = = (5.326)
0011 0O 01 -i|]l0 0 1 1 0 0 0 2
004 i 0O 0 1 i 0 0 —-i i 0 0 20

A ortogonalidade dos autovetorEks] da matriz[G] néo era esperada na medida
em que a matriz[G] € nao simétrica (anti-simétrica).

E importante destacar que a opera([if:l]:{G].[U]T néo diagonaliza a matr[@].
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Determinacéo de autovalores e autovetores AdjuntcﬁG]T :

Investigando-se a solugdo do problema de autovaldjunto e a determinagdo dos

auto-vetores adjuntos da matriz transpos[fa]T = —[G]'

-4 2mQ 0 0

el -al[{w =2 -2 o o {u}={g} (5.327)
0 0 -4 21Q
0 0 -21Q -1

-1 Q) -1 2Q
-2mQ -A 0 0 =
Det. = Det. L _J X Det. {—Z_Q _/J (5.328)

A, =+.2imQ e A, =x2.10 (5.329)
2imQ 0 0 0
)= 0 -2mQ 0 0 | A+h+A+A, =Tig/=0 (5.330)
0 0 2Q 0
0 0 0 -2lQ

Como ja era esperado, constata-se que o0s autovalarenatriz transpost[zﬁs]T

s80 0s mesmos da matr[@]‘.
Determinacéo da Matriz de Autovetores Adjunto{\/] da Matriz Giroscopica [G]

Considerando-sd, = -2imQ e procedendo-se de forma semelhante, vem:
- AV, +2mQ.v, =0 < Considerando-sd, = -2mQ =2 v, =—iV, (5.331)

Fazendo-sev, =1 e v,=i 2> {v}= (autovetor 1)

Considerando-sd, =i2mQ na primeira equagéo tem-3& = i.v,
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Fazendo-sev, =1 e v,=—i = {v,} = _oi (autovetor 2)
0
- AV, +21.Q.v, =0 9 Considerando-sd, = -2.1.Q0 v, =-1V, (5.332)
0
Fazendo-sev,= 1le v,=i 2 {v}=)0| (autovetor3)
1
[

Considerando-sd, =i21Q na terceira equagéo termag =i\,

0
Fazendo-sev,= le v, =-i & {v,}=)0( (autovetor4)
1
=i
1 1 0 O 1 1 0 O
Assim: ul=| "1 0 O oyt TP OO (5.333)
0O 0 1 1 0O 0 1 1
0O 0 —-i i 0O 0 i =i

Observando [U] e [V] vemos que[V] € a matriz complexa conjugada [Ub]
Identificagdo da Base Bi-ortogonal:

Constatamos que 0s autovetores[ﬁ‘f}T sdo nao ortogonais[,q]T € ndo simetrica).
Verificaremos, agora, propriedade de Bi-ortogorsalel caracteristica das

matrizes ndo simétricds [ [G]' V] =A[1] > (4] .An, = 1,9, = [A])

1-i00)] 0 270 O 01100

[U]T[qT[\/]: 1 | 0 O —ZT]Q O 0 0 I -l O O '
0O001-| O 0 0 2Q|0 011
001 0 0 -2Q 0|0 0 i -i

-4m 0 0 0
0 4m 0 0
> [Uf'[g]' V] = 0 o 4o oI (5.334)

0 0 0 4IQ
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Logo a matriz[U] ¢ linearmente independente da mat[m] e 0s autovetores C[G]

sdo ortogonais (bi-ortogonalidade) aos autovettumss[G]T (bi-ortogonalidade).

Normalizagéo dos Autovetores da Base Bi-ortogonal

1 1 1
A= 1o o) e _ 1A _ 1 ]i
Wi = fi-iodh r=22>  {ul, Slol Wh=7510 (5.335)
0 0 0
1 1
4 = B = :i I _i _'i
Wel= {1ady =2 >{u.l, 10 {vz}n—\/E . (5.336)
0 0 0
0 0 0 0
_1J0 vy _ 10 1 (0], _1]0
{ua}n_\/é 1 ’{ S}n_ 5|1 {U4}n——2 1 a{V4}n_\/§ 1 (5337)
=i i i =i
1 -i 001100
rrqp o 1|10 0 0ffi <i0 01 4
Il J2l0 0 1 -iflo 0 1 1lJ2
0 01 if|l0 0 i -i
100 0
> [UM,= |© 1 9% =[] (5339
0010
000 1
(orto-normal) ;
1100 1 1 0 O
11-i i 0 0 11i -i 00
Uh=—% S 5.339
[]"&0011’[]”J§0011 ( )
0 0 —i i 0 0 i -i

Nos problemas de dinamica é usual normalizaremssautovetoresU] e [V], em

relagdo a[M]: [V]T[M]'[U] ={1}, como veremos a seguir.
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Diagonalizagédo das Matrizes M], [G], [K] Modais:

Vamos agora utilizar as matrize[@] (autovetor de{G]) e [V] (autovetor ddG|),

para diagonalizar a matr[@]:

1 i 0 0] 0 -2mQ O 01100
J2l0 01 i O 0 0 -2Qfl0 0 1 1[y2
00 1-i||l o 0O 220 0 |0 0 -i i
2imQ 0 0 0
0 -2mQ 0 0
> [J]= _ (5.340)
0 0 2il.0 0
0 0 0 -2l0Q

Operando, agora, as matrizEus] e [V] para diagonalizar a matrika]T vem:

2.imQ 0 0 0
ullal V] = 0 - 2.im.Q 0 0 5341
U= | 0 cEme o o | 53
0 0 0 -2ilQ

Nesta Secdo, mostra-se que a matriz giroscopsupas propriedades comuns
de uma matriz ndo simétrica, bem como a sua tratespe que os autovalores sao
imaginérios puros, cuja soma é zero.

Diagonalizag&o da matriz de masis =[] [M][U]:

1 i 00]mooo][1 100 m o0 00
11 -i 0 offomoo|[-ii 00/ 1=0moo 5.342
V)= L | 2 (5:342)
J210 01 iflo 0ol 0[]0 O 1 1{{y2 |0 O I ©
00 1-ij]/000T1]/0oO0~-ii 0 0 0 |
Diagonalizag&o da matriz de rigiddg] =[v]'[K]u]
1i00]K-mQ> 0 001100 K-mQ> 0 00
VKu]=1[1-i00|| 0o Kk-m@*o0o|-ii 001 o K-m@*> 0 0| (5.343)
Poo1ifl o 0o Koffoo11[z]| o 0 KO
001-] o 0 okK[|0o0-ii 0 0 0K
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Solucéo da Equacéao Diferencial de Movimento

Tomando-se a equacao

[M{a} +[cHa}+ [k [{a} ={Q} (5.344)

U, Uy,

e fazendo-se {q} = [U] {7} = 321 b 2 ,, podemos escrever:

MLl +[clul{n} + [Kuln} ={} (5.345)

Pré-multiplicando pofV[s, vem:

VIl + VI GHU ] ik + VT IKU ] rk = V] THQE  (5.346)

Ap0s a diagonalizagéo das trés matri{Ms], [G] e [K] substitui-se a equacao

mO0O0O 0 -2n0 O k-n¥ 0 00
Mo o1 olblsoln T o 0 2lbldly o T 0 S plrig  (5:347)
0001 0 020 0 0 0K

pela equacdo homogénea desacoplada.

mOO0DO 2im 0 0 0 k-mQ? 0 0 0Of Q

0 mO 0. 0 -2im O 0 . 0 k-m@> 0 0 Q 34
i+ . (}+ =pvJ{ =t (5:348)

00100 0 0 2il 0 0 0 K O Q

0 0 01 0 0 0o -2il 0 0 0 K Q,

Dividindo 1e2 por m e 3e4 pdrtem-se:

1000 2i 0 0 0 kr-0> 0 0 0] Q
0100), o0 -2 0 0l 0o k-0* 0 o0 =T (5.349)
001 oo o 2 o [V 0 o K/ o =g,
0001 0 0 0 -2i 0 0 0 l% Q.4
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Fica claro que as quatro equagdes estdo desdaspl&azendo-se uso do

método mostrado, podemos escrever diretamentguag@es caracteristicas do

sistema:

.. . . k _ 2 _ T . .

7, +2iQn, + (/m Q )71 ={v.}'{q} (primeiro autovetor) (5.350)

5o . k _ N2 _ T

i, =2iQn, +(/m Q }72 ={v.}'{Q} (segundo autovetor) (5.351)

iy + 20, + K1 1, ={v.}5{Q)} (terceiro autovetor) (5.352)

=200, +K1 n,={v ) 4o} (404 =1 (quarto autovetor) 368)
A solugdo é do tipap, =e"; 5, =re" ; 7j, =r’". Substituindo-se estes

valores nas equacgdes (5.350) a (5. 353) tem-se:

Mo =-i -(Q * M} (5.354

como ja era perfeitamente esperado. O valordesera, portanto, dado por:

n=Ce"+Ce? = Cle_i'(m‘/%Jt (forward) + Czei(_m‘/%Jt (backward) =  (5.355)

0 que leva a:

n, = Cl{cos.(Q + %jt - i.sen.(Q + \/%jt} +
+ C{cos(— Q+ \/%jt + i.serE— Q+ \/%jt} (5.356)

Substituindo-se os valores ge=€e"; r , =i .(Q * 1/%) => 1), sera dado por:
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ifQ-/K ifo+ /K
n,=D,e" +D,e? = D,e (@ ‘/Z)t( forward) + D,e (@ m)t(backwara) 2> (5.357)

n, = Dl[cos.[— Q+ \/%jt —i.sen.(— Q+ \/%)t} +
+ D{cos.(Q + \/%)t +i.sen(Q " %)t} (5.358)

Substituindo-se os valores dg=¢€"; r34=—i.(QiJ|%j e como esperado, vem:

Q+ '%]t

= Eet +Ee = Ee - (5.359)

Ny = El[cos.(Q + '%)t - i.sen(Q + '%)t} +
+ Ez[cos.(— Q + %)t + i.sen(— Q+ %)t} (5.360)

Substituindo-se os valores dg =€" ; 1, :i.(Qi '%) obtem-se:

ne=Fev + R = Fe (T g g2 (5.361)

N, = F{cos(— Q+ %)t —i.sen(— Q+ %jt} +
+ Fz[cos.(Q + %jt + i.sen(Q + %)t} (5.362)
o ‘{

1 1 . .
X =q,= ﬁ[’h"‘”z]; Y =q, =ﬁ[—w71+lf72]:

}- [U].{n} = podemos calculafg} conforme (5.363)

DB <X

1 1 . :
Oy =0 :ﬁ[’73+’74]; gy:q4:ﬁ[_”73+”74] (5.364)
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5.6.3.a-4) Prova do Desacoplamento das Equacbes 8stema

Giroscopico Puro N G.L.

(Extenséo da Prova 5.6.3a-2):
A prova desta propriedade é feita inicialmente panamodelo de dois (GL).

Prova-se que estes autovetores desacoplam matezesssa e de rigidez de um
sistema(nxn), em % sistemas independentes de equacgdes duplas (irm&sta

prova é posteriormente complementada (por analof@iagndo-se uso da formulagéo
da teoria do continuo, como seré ser visto negéose

A utilizacdo dos autovetores giroscopicos para agdar as equacles de
movimento do problema giroscopico € uma inicginédita.

Sabemos que a solucdo harménica para o problemac@pico puro, sem

amortecimento,[M [} + (G]) {e} +[K]{q} = 0. & da formafc} ={u}e"* e que:
~dMI{u+iddSfd +[Kfu ={d e -aMH +iald 1 +[Kfv ={d (5.365)
Sendo{u} o autovetor ddG] e {v} o autovetor adjunto, obtido ok T, e
Considerando-se duas solugdes distintas: igpds i # |, vem:

{Vj }T = -&’MHu}+iwlc{u}+[k{u}

W= -wiviyv}+iele{v}+kiv}={d (5.366-a2)

{o} (5.366-a1l)

Pré-multiplicando-se pdv }' e f{u}", sendoM]=[M]" e [K]=[K]", obtém-se:
-y f IMHu}+ig v} [elu}+{v I kfu} =0 (5.367-al)
~wHul My }+iow {u) el {v} +{u) Klv,} =0 (5.367-a2)

Considerando-se quéu)'[MI{v}={v ' MI"{u}: {ul[KHv}={J K] {u} e

subtraindo-se esta equacao (5.367) de (5.86%m-se:
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(6 - Jo Yo} -1 -0 Mo T[N} + (0 = o) (5.368)

Senday ew,imaginarios conjugado puros, tais que=-iw, € w, =iw,, entao

(@ -a)=2i@, 0, logo podemos dividir porq @ # Ce tem-se:
(@@ + e fuF IMHu}-ifw F [cHu} +{0} =0} (5.369)
onde:{y | efu] sdo autovetordss], portantoy}lciu} =(d, logo:

(@ + @ fy, I MH{u} =0 (5.370)

N&o podemos entretanto garantir, no primeiro momegte {vj}T[M Ku}={d},
ja que sabemos que(cq + a)j) pode se anular em alguns casos. Entretéme,cq)
somente sera igual a zero nos casos em que sevalautsw e w, sejam complexos

conjugados, isto é, nos casos em que:
j= li(z.n+1)J+1? Exemplos:w+a)=0; w+a =0 ou aindaw),,+a),,=C. (5.371)

Para todos os modosie j, 0s valoreemjewj) # 0, serdo diferentes de zero e,

nestes casos, pode-se assegurar fwE[MJu}={0}. ConseqiientementéM]

podera ser diagonalizada.

Retornando a equagéao (5.367-al), mostrada antenmvenvemos que, para todos

0S casos Nos quais 0s autovetcﬂngjs e {q} nao sejam complexos conjugados, 0sS

produtosfy,['M{u} e {v}'[cfu} serdo nulos.
Observando & equacgerg’{v, J' M [{u} +ig{v J'[clu} +{v [ [kfu} =0  (5.372)

Pode-se, desta forma, concluir que, baseado reg&gqy5.372), qu{A/j}T[K]{ui},

também serd igual a zero, dentro das mesmas coages.
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Mostramos que os autovetorfis} da matriz[G] e os autovetorésj} de [G]T,
desacoplam as equacdes do sistema giroscépicoqmr% sistemas independentes

formados por pares de equagdes cujos autegatdo A =-4,.
Para quaisquer outras combinacoesylee w, as equagdes serdo desacopladas
e os coeficientes da matriz transformada seramsrfala da diagonal.
O resultado final desta transformagéo sera umnsésteonjunto de% sistemas

de duas equacdes independentes, acopladas ass pare

Vamos agora analisar a natureza dest% sistemas de equacg0Oes duplas

VI MUK+ VT [Glu Kt + VT (KU i} = VI (5.373)
_F(;l _(/)]lj 0 o T
. F' 0 } 0 . '=[V] [G]‘[U],M.Espectral (5.374)
S A
] o0
0 { m i”?'ﬂ o |=Mm]l] (5.375)
O
e
{ ; K-m} =[] m][u] (5.376)
Kai Ko
]
_ s Ko |

Os termos da diagonal, das sub-matrizes irdo cosipmmas independentes com

duas equacdes desacopladas cada, conforme mostnado
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IMa@} + (@[] {aw} + [k Kaw}=0 (5.377)

onde:

M=l e |l { } e ld=| ol s

+Li+l 1,d I§+:I,i+1

Sendo: g, ;=-9;;, ; mM;= ;K

Como j4 é sabido, os autovalores da matriz gimsadserdo diferentes dos
autovalores da matriz dinémic{m] [G] [K] conforme mostrado nas equagdes (5.241)
e (5.309), porém, os seus autovetores serdo iguais

Mostraremos que, no caso particular de sistemasajipicos puros, estas duas
equacdes sdo desacopladas, ja em que os termagafaliagonal de cada uma destas
sub-matrizes que formam os sistemas acoplad@sadinis, sdo nulos.

Antes, porém, convém relembrar que da teoria ddirmom a equacédo, produz
autovetores linearmente independentes.

4 28 2.
Eng’Z nﬁ—"fgz’Z7+2iQ"f§ZZ:0, n(Z,H)=X(@ZH)+iY(Z}) (5.379)
produz autovetores linearmente independentes.

Fazendo-ses(z,t) = F(z)€“!, a equagéo acoplada complexa de derivadas
parciais de quarta ordem, torna-se em uma equafgdierctial ordinéria linear de

quarta ordem com coeficientes constantes e reais, jolor:

Fiv

mﬁz Ruz
E

(200 F' F=0 & F'+aF'-fF=0 Y F)=XQ@+¥) (5.380)

Portanto, as solugcbes oriundas de um sistema ndmito sdo linearmente
independentes, ou, em outras palavras, os ef@i@giais (entre eles o giroscopico) e
de rigidez do eixo ndo acoplam as suas solucoé&svetares).

Semelhantemente podemos mostrar que ap0s a traas@o linear (pré e poés
multiplicacdo pelos autovetores adjuntos) efetuada cada uma das matrizes

consistentes [M ], [MeR] e [K.,], os termos da diagonal oposta das matrizes
apresentadasn, ;.,e m.,; , k;,; eKk;,; seanulam, sendo esta a condi¢do necessaria

e suficiente para a caracteriza¢éo da identidadeadtovetores dkB] [M] e [K] (de

forma semelhante ao que foi mostradona equac¢a®d)5.8omo segue:
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[V]T[M][U]:\/];ZE _ii[m,j My l/jiz[l 1}=}/2{ m; _nm?,m mm.,i:mi+1 }_) (5.381)

My Migin - My “Migig My, 1+

I m; My m; ‘m.+.1,m+2“].,i+1 {M 0 }
-> -> 5.382
}/2_”1,- _n}+1,i+1_2n.+1i M My } 0 M ( )

As condi¢cBes necessarias e suficiente para qterrass da diagonal oposta das

matrizes [m’i m’m}e{lﬂ‘i KM} se anulem, sdm, =m,, , e m,,=m,, =Q
mli ni11i+1 K+1i K+1i+l ’ i A+Li+1 i+ 142

Estas duas condicbesn,, =m,,,;,, € m;;,, =m,;; = 0 sdo atendidas pelas

matrizes de massa e rigidez consistentes.

5.6.3.a-5) Exercicio Giroscopico 3 (88 - Rotor em balanco)

'i?

FIG 5.11 EXERCICIO GIROSCOPICO 3

Neste exemplo, temos um acoplamento elastico antmrdenada generalizada

X e a coordenada generalizafla Isto ocorre porque a viga elastica que sustenta
rotor obriga o disco a se deformar angularmente@desempre que o mesmo é

deslocado na dire¢cac .
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Seguindo-se o método desenvolvido anteriormenteosagacrever a equacao de
movimento do eixo constituido de um elemento quespio rigidez e inércia
distribuidas. Este problema foi tratado de formgpsficada no Capitulo II.

Reescrevendo a equacgdo (5.151), vem:
(Mer] + Mol + Mg ]+ M0} + @ (G ]+[G. ) {a. O} + (KJfa®} =0 (5.383)
Sejam: M = massadaroda | = inércia daroda

ROTOR EM BALANCO

Diametro do eixo = 0,05m
Area do eixo =.00196 m*.2
E.l = 0.307 Kg*.m*2
I =1,= @ =0,50 Inércia de rotacdo do disco
l,=2l,= 1,0 Inércia de massa polar disco
PAl L .
420 0,0365Kg.m ercia de massa de translagao eixo
I, = ﬂ -)L =0.00032 kg.m Inércia de massa em &uadp eixo
120 3Cl

l,=21,= 2pAR = 2pAR =0.00064 kg.m  Inércia polar do eixo

120 4% 30

E.l

[M,]= Massa do disco = 49,01 k& m =0,0365x1341= 49,01Kg
Inércia de rotacdo do disco = 0,8 xm* = m =0,00032x1562= 0,50 Kg x m?
Inércia de massa polar disco = K§ xm? = m =0,00064x1566= 1,0 Kgxm?

Diametro do disco = 0,40 m
Material do disco =ACO
Comprimento do eixo flexivel =1m

Inércia de flexao do eixo (El)= 0,307 kg*.m
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Pesquisa de Base Modal com Matriz de Autovetores Giscopica[G]:

Os autovalores e autovetores da matl[tz] sdo apresentados abaixo, conforme

resultados obtidos com o programa MAT-LAB mostrad APENDICE C:

[48i 0 0 0 0 0 0 0]
0 -48i 0 0 0 0 00
0 0 017i 0 0 0 00
g0 0 0 cam o o oo C A+ A+ A+, =THG]=0  (5.384)
0 0 0 0 033i 0 00
0 0 0 0 0 -033i 0O
0 0 0 0 0 0 00
Lo o0 o0 0 0 0 00

Como no exemplo anterior, pode-se pré e poOs-mighipla equacdo pelos

autovetores adjuntds)]e[V]" da matriz[G|, diagonalizando-se as matriz§d] [G] [K]

Apresentacdo dos autovetores adjuntos normalidas [U], [V] da matriz [G]:

-1 -1 0 0 0 0 -2 o0
i =i 0 0 0 0 0 V2 guigvetor déGe] (5.385)
0 0 -1 -1-i i 0 0
vl 1[0 0o i -i -1 -1 0 0
" 2/1 1 0 0 0 0 -+42 0
-i i 0 0 0 0 0 2
0 0 -1 -1 i -i 0 0
lo o i -i 1 1 0o 0]
-1 -1 0 0 0 0 -+2 0]
_ T
i i 0 0 0o 0o o 2| aytovetor [G,] (5.386)
0 0 -1 -1 i -i 0 0
[V] -1 0 0 =i I -1 -1 0 0
" 1 1 0 0 0 0 -+42 o0
i -i 0 0 0 O 0 2
0 0 -1 -1 —i i 0 o
lo o -i i 1 1 0o 0]

Observando-se[U] e [V] vemos que[V] € a matriz complexa conjugada [lua]
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Diagonalizagéo das matrizesNl], [G] e [K] modais:

Mol * M o]

(156 0 0 -22 5 0 0 137] 1060 0 0 0 O O O O]

0 156 22 O 0 54 -13 0 0 1000 0 0 0 0O O O

0 22 4 0 0 183 -3 0 || 0 0 150 0 0 0 O (5.387)
-22 0 0 4 -13 0 0 -3 0O 0 015 0 0 0 O

54 0 0 -13 1497 O 0 22 0 0 0 0 102 O 0 0

0 54 13 0 0 1497 -22 0 0O 0 0 0 0 102 0 0O

0 -13 -3 O 0 -22 4 0 0 0 0O 0 O 0 226 O
113 0 0 -3 22 0 0 4 | 0 0 0O 0 O 0 0 226
[M eR] + [M dR]
+3 .0 0 -3 -3 0 0 -3 [09 0O 0 0 0 0 0 0

.0 +36 +3 0 0 -36 +3 0 o 0 0 0 0 0 00

0O +3 +4 0 0 -3 -1 0|0 0 10 0 0 0 00 (5.388)
-3 0 0 +4 +3 0 0 -1 © 0 0 10 0 0 00

-3 0 0 +3 3 0 0 3 0O 0 0 O 10 0 0 O

0O -3 -3 0 0 3 -3 0 0 0 0 0O 0 10 0 O

0O +3 -1 0 0 -31566 0 0O 0 0 0 0 0 00O
| -3 0 0 -1 3 0 0 156§ 0 0 0 0 0 0 00O
[c.]+[c.]
[0 -36-3 0 0 +36-3 0 (18 0 o0 0 0 0 00

+36 0 0 -3 -36 0 0 -3 0 -18 0 0 0 0 00

+3 0 04 -3 0 0+ (=0 0 20 0 0 0 00 (5.389)
0 +3 +4 0 0 -3-10 0 0 0 -2000 0 0 00

"0 +36+3 0 0 -36 +3 0 0 0 0 0 202 0O 0 of

-36 0 0 +3 +36 00 0  +3 0 0 O O 0 -20200

+3 0 0 +1 -3 0 0 -1570 0 0 0 0 0 0O 00
1 0 +3 -1 0 0 -3 #1570 O 0 0 0 0 0 0 0O
[k.]
"2 0 o0 -6 -12 0 0 -g] |25 0 0 0 0 0 0 0

0 +12 6 0 0 -126 0 0 25 0 0 0 000

o 6 +4 0 0 -62 0|=>0 0 74 0 0 0 00 (5.390)
6 0 0 +4 6 0 0 2 0O 0 O 74 0 0 00O

-12 0 0 6 12 0 0 +6 0O 0 0O 0 25 0 0O

0 -12 -6 0 0 +12 -6 O 0O 0 0O 0 0 2500

0 6 2 0 0 -6 4 0 0O 0 O 0 O 0 00O
|-6 0 0 2 -6 0 0 4] 0O 0 0O 0 0O 0 00O
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Solucéo da Equacéao Diferencial de Movimento

Fazendo {q}=[U],{7}, pode-se escrever a equacéo:

.1 +M] +Me] MU+ a(e.] +[6,ua{at+ KU To{n}=0 (5.391)
Pré-multiplicando-se p({v]ﬁ , vem:

M7 o] e Mg uldd+abvl (el e, ol + v KIul{r =] {Q) (5:392)

Apds a diagonalizacdo das trés matrizEM], [G] e [K] pode-se substituir a
equacdo (5.383) pela equacdo desacoplada 3(h.Einteressante observar que o
sistema 8x8 da origem a seis equacfes independentes. lsttieae porque nao
estamos considerando os modos de corpo rigido, uags gserdo  considerados

posteriormente.

Entao:
M6l 0 0 O O O 0 O] (184 0O 0 0 0 00
0 1061 0O 0 0 0 o 0 -184 0O 0 0 0O
0 0 115 0 0 0 0|2, 0 0 201 0 0 00|,
O 0 0 115 O 0 0 {ih+ix 0 0 0 -201 0 oo{’7}+
0O 0 0 0 202 0 O 0O 0 O 0 202 00
0O 0O 0 0 0 202 0 0O 0 0O O 0 -202 O
0 0O 0O O 0 0 226 0 0O 0 0 O O 0 0O
/0 0 0 0O 0 0 0 226 /0 0 0 0 0 0 00
[29 .5 0 0 0 0 0 0 0] Q.
0 29 .5 0 0 0 O Q,
_ T
> 0 o 74 o o o o ofp}=pNT | (5.393)
. 0 0 0 74 0 0 0 O Q.
1 0 0 0 0 25 0 0 O Q.
0 0 0 0 0 25 0 O0 Q,
0 0 0 0 0 0 0 O Q,
| 0 0 0 0 0 0 0 0] Q,

Fica claro, neste momento, que as equagbe® @ssacopladas. Fazendo-se
uso do método, pode-se escrever diretamente agd@raaracteristicas do sistema
vibratério.  Dividindo-se cada linha por sua massadal e resolvendo a equacgéo

homogénea, vem:
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100000 0 O] 173 0O 0 O 0 00
01000000 0 -173 0 0 0 00O
00100000 0 0 1747 0O 0 00O
00010000/, iQ [0 0 0 -1747 0 00,
0000100 o'{'7'}+'7>< I
10 0O O 0 0 1000 00
00000100 0O 0 O O 0 -1000 O
0O000O0OOOT10O0 0O O 0 0 0 0 00
0000000 1 |0 0 0 0 0 0 00]
@28 0 0 0 O 0 0 0] 0
0O 028 0 0 0 0O 0
0 0O 643 0 0 O0 0O 0
0 0O 0 643 0 0 00O 0 5.394
"o o0 o o0 124 0 0o =Mrg (5359
0 O 0 O 0 12400 0
0 0O 0 0O O 0 0O 0
0 0 0 0 0 0 00 0
Re-escrevendo-se as equagdes de forma desacomada,
. 173i.Q
h+ 10° m+.28m, =0 (5. 395)
. 173i.Q
» = ——=5 1, +t.2877,=0 (5. 396)
10
fi, + 1L747i.Q.0, + 6431, = (5. 397)
fj,—17471.Qn, +6.43n, =0 (5. 398)
s +1.Qn +1.24n, =0 (5. 399)
fig = i.Q.0, +1.2477, =0 (5. 400)

Os modos de corpo rigido, relativos a sétima etavaiequacao, apresentam

freqUéncia natural nula e a sua resposta dinanoida ger facilmente determinada.

A solugdo destas equagdes homogéneas ¢ dgtipe™; 77, =re™; /j, =r%"

Fazendo-seQ =0 as equacbes desacopladas terdo a forma seguinte:
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r?+0.28 =0= r,, =.084 Hz = 5,04 rpm

Fazendo-s€2 = +100 as frequéncias naturais sdo:
r?-0.173ir +0.28=0 3 r,,= //,(-01731073 >
r, = 0.099Hz = 5.94rpm( forword) = r, = 0.071Hz = 4.29rpm(backword
Fazendo-s€) =0 tem-se:
r?+6.43=0= r,, = 0.4Hz = 24 2rpm
Fazendo-s€ = +£100 as frequéncias naturais séo:
r?=1747ir +643=0 dr,, = 1/ (-1747+1748) >

r, = 27.8Hz =1670pm( forword) = r, = OHz(backword

Fazendo-seQ =0 tem-se:
r’+124=0= r,, = 0.18Hz =10.63rpm

Fazendo-se Q =100 as freqliéncias naturais sao:
r?-100i.r +1.24=0 % 1y, = 1,(~100:10003 >

r; =15.91Hz = 954rpm( forword) = r, = OHz(backword
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24.2rpm F3

10.631pm F6_ -

S.04rpm \\“\\\ F1
F2
F4 ™
F0:Fo00 £_2

FIG 5.12 RESULTADO ESQUEMATICO (CAMPBEL)

A variacdo da frequéncia natural com aag@b é apresentada
esquematicamente na FIG-5.11. Seguindo o procetimeostrado na secdo anterior
e resolvendo-se o0 sistema para as  condigbes hoeagé

Q=Q=Q=Q,=Q=Q,=0, pode-se calcular os modos naturais de vibragited

eixo como:

0, = A + A = Ael @Mt 4 A gl o ps forwar + A e backward (5.407)
1, = Alcoday, )t —isefe, )t + Alcode, )t +i.sete, ] (5.408)
n,=Be'+Be™ = Ble(“’“)“( forward + B, (backwar} (5.409)
N., = Glcoday,)t-isera,)t] + Clcode, )t +isera, )i (5.410)

Substituindo os valoreg,, =¢" ;

n,=D,e " +D,e"" = Dle(""”)xt + D, el o (5.411)
N, = E,e™ +E,e " = Ele(“”)” + E el @t o (5.412)
N34 = Fylcos (ap, )t —i.sen.(e,, )t]+ F|cos(w, )t +isenw, )t (5.413)

196



Substituindo os valoreg,, =e" ;

N, =G,e ™ +G,e" = G,el @M 4G, et (5.414
ne=Hee" +H,e" = H 1e(om—,)xt + Helwe)t o (5.415)
s = |1[COS(ab6).t —i.ser.(a.oe).t]+ |2.[COS(C¢45)I+i.SEE(Cu}5)I] (5.416

Substituindo os valoreg,, =J, +J,t ja que /j,;=0;
n,=J+J,t= sendoJ,=0=7,=J,= (5.417)
Ng = jl + jzt = sendo 32 =0=17, = jl = (5.418)

A solucdo completa sera entéo:

- - 2,
in -ip, {2
-y -n, i
{Q}=[U].n[’7]= B UL TR TR podendo assim calcular-§g} (5.419)
non =2
-in in, 2
-, -, i i
i Hn,onoon

5.6.4) Autovalores do Sistema Giroscépico Puro ¢Hacao de Estado)

Existe uma outra forma para se resolver este prablde autovalor, conforme
proposto por MEIROVITCH,L,1997, no caso de sistemiagscopicos conservativos.
Esta abordagem também confirma o desacoplamentonddes naturais de vibragéo

dos sistemas giroscopicos conservativos. (Desacmpito dos modos)
Este problema pode ser tratado re-escrevendo-sistema na sua forma de

equacao de estado (sistema de primeira ordem)mparé&istema continua complexo,

conforme mostrado na seguéncia.
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Para transformar este sistema em real, tirarematagem do conhecimento
adquirido na Secao (5.6.1.c), oportunidade em qastraremos que a separacao da
variavel tempo projeta o sistema giroscépico mmoseu plano giratério, o qual roda
com velocidade igual a velocidade de precessaado e

Inicialmente transforma-se este sistema de segomi#gn em um outro associado

de primeira ordem, conforme segue:

[MKa}+ [c]{a}+[K]{a} = {c} (5.420)

Sendo [K]{¢} - [K]{¢} =0 ; pode-se re-escrever a equacéo de movindarfrma
abaixo (constanteQ ):

[K{awm} +[M{am}+ () {am} -[K]{aw)} +[K{a®)} ={c} (5.421)
K [d] fq d [-K] 0
R R A

el o4

Novo Problema de autovalor

Ml +le ] =[B]{u}={g} : [BJu} ={Q},n. > (5.424)

2nx1

Resposta Dinamica

Toda vez que um problema de vibracdo (autovalogripa ser transformado,
como apresentado acima, (re-editado na forma deizest2nx2n), tem-se um
problema de autovalor em sua forma de “equac@sideo”.

Todavia a matriz [G] ndo é simétrica nem positiva definida, ndo ptnoio
uma pronta solugdo para o problema de autovalondaiz giroscopica torna o

sistema ndo simétrico). Assim:

[[K] [O]} [M]T simétrica positiva definida (5.425)

o] [m]

{[O] _[K]} 1eT anti-simétrica (5.426)

k] [e]
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Re-escrevendo-se esta equacao naforma de “egdeagstado”, vem:

[M*]ﬁ = ~[G*]'/7+[B]{u} > 4 '—%ﬁ = An (matriz2nx2n) (5.427)

K B o [0 K
=g ol Sl T (5429

onde:

{n)} = [qT t)g' (t)]TZn (5.429)

Considerando-se que a solugdo do problema homodénea forma{n(t)} ={n}.e“,

(pois ja sabemos da equacao (5.230) que os autesale um sistema giroscopico puro
sdo puramente imaginarios), podemos derivar agéguaatricial complexa do sistema

homogénea mostrada abaixo:
i.w]M *fn(2)} = -[c*[n(2)} (5.430)

Fazendo-se/)=X+]Y e transformando-se algebricamente o sistema com o

objetivo de reduzir o problema a sua forma reéttem-se o desacoplamento esperado,

da forma:

K*X=AM* X; K*Y=M*Y; K*=[G*[M*][G*]; «?=1 > (5.431)

onde o operadoj é definido pelas propriedades apresentadas pibuGa Ill.
Entdo: j.X =Y, jY=-X (5.432)

Sendo os valores d&K *e.M  dados por:

K| [o
M* :[[o] w =M*T =» Simétrica positiva definida (5.433)
KM'K KM'G
Kr =G+ M*G:{GTM‘lK K+GTM‘]G}=(K*)T =» Simétrica positiva definida(5.434)

KM™G = (KM =G"(M*J KT =GT(M7)K =G"MK (5.435)
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As matrizesK *e..M *agora sdao reais, simétricas, positivas e definida

Tem-se assim, dois sistemas de equagOes de estgiox2n equagbes de
primeira ordem) com coeficientes reais, constr@ idénticos, que podem ser
diagonalizadas, conforme equacdes apresentadmunérsia

E oportuno destacar que transformamos um problevautbvalor originalmente
assimétrico e complexo, em dois outros problemas ado-valor (idénticos),
representados por matrizes reais simétricas pasitilefinidas, estando as solucdes,
projetada nos planos (YZ) e (XZ) respectivamente

O resultado mostrado por Meirovitch € muito ingsente, na medida em que o
novo sistema a ser mostrado tem duas solucdasigu

A bi-ortogonalidade se torna em mono-ortogonalidg@ejue as duas solugdes,
nos planos XZ e YZ s&o idénticas e iguais acsm encontrada no plano movel,
plano este que gira com o eixo. O conjunto devaiiboes projetados nos planos XZ e
YZ, pode ser montado em um plano mével com aaafledoperadorj (7= X +jY).

O plano movel (que gira com o tempo) € congelasindo extraimos a variavel “t”
tempo.

Os dois conjuntos de autovetores estdo colocadtal filrma que um conjunto
de solucbes esta avancada de 90 graus uma endiaeda@utra. As solucbes
observadas no plano XZ, séo idénticas as solugieserdo observadas no plano YZ,
OT segundos apés a passagem por XZ. (posicionadpa®® avante, no sentido

trigonométrico de rotacdo do eixo). Resolvendoablema de autovalor, vem :
K*X =AM* X, que pode ser escrita ha forPDaKyM X =AX (5.436)

Na Secao (5.6.1.a) foi mostrado que existe umiaiz{A] real e simétrica que
permite escrever-se a equagdo acima na forma apadaena equacao (5.200), sempre

gue K*eM * forem reais simétricas positivas definidastabn

K7M X=X K7M*Y:/1Y-) [A[P} = A{P} problema de autovalor re-editado  (5.437)

(A=K =QTkQ) =R Tk@) =[Als M*=(@*) @~  (5438)

onde:
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[A] é a matriz dos autovalores giroscépicos;

[P] éa matriz dos autovetores giroscopicos.

A contribuicdo cientifica deste trabalho é apresdmtatravés da interpretacao
fisica do conceito de bi-ortogonalidade aplicadoradodindmica e através da
caracterizacdo do desacoplamento das equacfes demento dos  sistemas
giroscopico conservativo. Esta realidade é evidelacnha Secao (5.6.3.a), com a
resolucao de alguns sistemas giroscopicos, atdéesacoplamento das equacgbes de
movimento, as quais podem ser resolvidas de fonaependente.

O acoplamento aparente dos modos de vibracéo tédensis giroscopicos puros, é
um fendmeno dindmico que tem sua manifestacdo iadso& variavel tempo. A
eliminacdo da varidvel tempo permite uma claragpg@o da independéncia linear de
seus autovetores, conforme mostrado no desenvaitimseub-sequénte, o que

evidencia o desacoplamento destas bases.

A base ortogona{IP] é linearmente independente em relacédo a rr{a]ri%%/l o

constituindo-se, portanto, em uma base modal pliensistema giroscopico. A base
[P] é uma transformacao linear das bdseke [Y] (veja a diante)

Para um sistema giroscopico puro a solu¢cdo do emublde autovalor esta
contida no plano. Trata-se de um caso particidabdortogonalidade de autovetores
de matrizes anti-simétricas.

Neste caso particular, os dois conjuntos de aLE(metadjuntob(]e[Y] da
matriz anti-simétrica que caracterizam este proaldmautovalor, equacéo (5.427), séo
perfeitamente representados por um Unico conj{lﬁ}oapés a separacao da variavel
tempo “t” e da transformacéo linear.

Isto equivale a dizer que a solugéo do probleréaatida em um Unico plano e
este problema de autovalor é, entdo, resolvidizamitio-se a mesma simplificacéo
apresentada no Capitulo Il1.

A equacéo (5.439),

K*X =AM * X ,ondeK* eM * reais simétricas positivas definidas 439)
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que representa a projecdo do movimento (problemauti®/alor ndo simétrico)
no plano girante, pode ser apresentada como uiriepna de autovalor classico,
conforme mostrado abaixo.

Seja Q *uma matriz ndo singular.

Sabe-se da teoria de sistemas lineares que eXjstdal queM* = (Q*)T Q*.
SejaP =[p,, p,, Ps,..-p, ]’ um vetor tal queP = Q*.X = X = (Q*).*P.

Pode-se transformar linearmente a equacao (5.d@%prme mostrado a seguir:

K*X=AM*X 3 K (Q*) P = 1.(Q*) Q* (@*) P2 (Q")'k*([@)'P=4P (5.440)

sendo:
A=) k) = b e=lo e @ =l A= >
S>[aAKrP} = A{P}> [A[P}=A{P} > (A]-A[1]XP}=0 (5.441)

que é um problema de autovalor simétrico, SEIM]D a matriz dos autovalores

giroscopicos e[P] =>» a matriz dos autovetores giroscopicos.

5.6.4.a) Problema de Resposta Dinamica em Sistemadscopico Puro
O problema geral de desbalanceamento giroscépiapresentado em
[MKet+ [c[{ah+[k]{a} ={Q} (5.442)

“E féacil verificar que, neste caso, a analise modialassica falha em sua

capacidade de produzir uma solugcao significativagra o problema, na medida em

que [U ]T [G][U] € uma matriz nula ”

Esta afirmativa feita em MEIROVITCH, L.,1997 jxd@ 204 quinto paragrafo,

ndo parece precisa e foi substancialmente discoacsecdo (5.6.3.a).
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Imaginaremos, por simplicidade, um carregamentoainpldno contido em um
plano que gira com a frequiéncia igual a rotacdeixive analisemos a projecao de sua
solugdo em um plano que roda com a mesma freigi@ec rotacdo do eixo.

Re-editando-se a equacdo (5.461) em sua forma dec@pg de estado e

considerando-se que:

IMlr=-clr+B.()  (Matriz2nx2n) 5.443)

M* :|:[K] [O]:|: M*T1 G*:|:O _K:|=—G*T (5.444)
0 M K G

sendo

)} =[a"®a" ®] 2 eB) =[] 485)

Considerando-se que a solugdo tem a fofmé)} ={7}.€“, obtem-se a equagéo

matricial complexa homogénea mostrada abaixo:

iaiM*n(2)} = H{cn2} (5.446)

[Pl Fazendo-sej=X+]Y, esta equagdo se desdobra em:

wMx}=-cfx}; wlm+fr}=[cx} (5.447)
Seja [M ] matriz real, simétrica positiva definidd@*] matriz ndo singular.
Seja[P] = [p,. p,, Ps-.-p,]" uma matriz tal quéP] = Q*.X = X = (Q*).*P.

SejaX = X = (Q*).*[P].
Seja B(t )=[B]{u(t)} = input (carregamento)

A solucéo geral da equacéo (5.446) é obtida cojudaada matriz{P] =Q*.X

(giroscépica modal), que satisfaca as condigéestonormalidade.

Assim:
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TM L rX VI .TWMI* . (5.448)
X M, XIDWM, [Q—]:> P, o> —~P =1
P P o] M.
XGX =116 RT™RT (5.449)
P’ P PT P

A transformagéo linear abaixo projgté) em sua base ortonormgl (planoYZz)
n(t) =Y. pn;(t) = P{n} (5.450%)
i=1

A transformacéo linear abaixo projetgt) em sua base ortonormal (3D):
Sendoé ()en(t) Coordenadas generalozadas nos planos XZ e YHnebDse

£(t), como sendoé, (t) = $i

*

.‘(::)Q*TiQ*i =<%,i(t)|\/|* e n(t),comon,.(t) =f,.(t).M ",

[PIn(t) = Z (€, (). +n(t).y,) > §0)=M"ix"i7(0) e

n@) =M".y"i 7(0)> (5.450)

O vetor n(t) € a projecdo do autovetorn(t na base ortonormalH].
Substituindo a equagcdo (5.450) na equacao (5.448pnsiderando-sd(t =& o

carregamento modal, vem:
M]n=-[c"]n+B.1) (5.451)

M [P]a(t) = -G [P]n(t) + B(t) 5.452)

Pré-multiplicando-se por [P|" , obtem-se:

[PI'M [Pnct) = [T [&][PInct) + PTB(Y) ; Nty =[PI" B(t) (5.453)
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n.(t) = -[Aln.(t) + N(t) (5.454)

A projecédo de 77(t) em sua base ortonorm{alP] fica sendo dada por:

:5' q" Qx+Q Q'Qy D> 7O=EOM % +AOM'y, =nO[P] >

10 =Y (0% +n,©y)=nOF]
> n(t) = [& () ()& ()N, (1)...&, ()N, (1)]  (5.455)

~()

Portanto & (t)= Q'Qi=&EMMT ; n(t)=A,.(t).M",

sendo as Condig¢@es iniciais dadas por:
m®)=&Ox +n )y, > M M)=&EM X +n (HOM Ty, D>

X' M) =&MX M X +nOx' My, 2 X'MnO=&0 > §0=x'M70
2&£0)=M"ix"in(0) e n(0)=M"y"in) (5.456)

O desbalanceamento modal plano e a projecdo rdegeanento na base modal séo

eXpPressos por:

N(t) = [PT.B(t) =[X,(1). Y,(1), X, (), Y, (1) X; (), ¥, (©). X, (1), Y, ()]

X,(t) = x"1.(t).B(t) e Y,(t) = y'..({t)B(t)

Como ja vimos, a matriz[A] permite a representacdo de duas equacodes

diferenciais interligadas através uma Unica equacgao
Sua eficdcia de desacoplamento assegura a tramagf@o de um sistema de

equacdesn, (t )em outro sistema, nas variavéjgt e)n (t), como segue:.
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. (t) = [ Aln, (1) + Ni(t)-){:?} _ -[A]{gf } . {xi(t)} >

i i Yi (t)
2> M) =ant)+ X (t); 1) =-w&O+Y () (5.457)
‘ T . P
‘= {‘;} :A=[PIG[P] e {%: o} T R] (5.458)

P P’

eT Rl RT°k]

Mostrado desta forma a soma vetorial das equacfed57) recompde a

projecdo das equacdes na base bi-ortonormaty én(d) representa a projecédo do

movimento no plano inercial XZ B, (t) representa a proje¢do do movimento no

plano YZ, sendo idénticas as solugbes, podendprablema ser resolvido
independentemente, como ja demonstrado na Sec&03.8). A solucdo do sistema
interligado, pode ser obtida pela integracdo daaver de estado, no dominio do
tempo, através de Laplace:

{5@)=a4.(t).n.i.(t)+><i(t). para i = 1,2,3..,n: (5.4509)

n(t) = —@.()&,.0) + Y ()

Aplicando-se a transformada de Laplace ao sistemal,2,..n , vem:

E sendo&(s) = L& (t); m(s)=Ln(t); Y(s)=LY/(t); X (s)=LX(t), chega-se a:

{s{ (9 =40 ~@.0On.(9) = X,(9) (5.460)
1(9) —n 0) + w.(t)<;-(s) = Y (9)
Resolvendo-se o sistema no dominio s tem-se:
£.9 = [K (9 +Q¥(9 + 58 Q) +@n.0)]
1Y - (5.461)
M,(9) = | (9) - @.X,.(9) +5.0) ~ 4.£.(0)]
sT+aw
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As coordenadas modais iniciais sdg:(0)=x .Mz ©) n () =y'i.M 7(0)

Usando-se a tabela de Laplace, contida no APENDECEe aplicando-se a

Transformada de Laplace inversa, tem-se a solugdorma de integral de convolucéo.

&(t) = [[x".0)B(r) cosa.(t - 1) + Y. )B(r)ser.(t - )]t +

+ X'i.()M n0)cosw.t) + yxi.(t)M 77(0)seny.(t) (5.462)

n() = j[yﬂ ()B(r) cos.(t — 1) - X"1.()B(r)sera.(t — 7)|dt +

+ yhi.(t)M'n)cosw.t) - Xi.(t)MnO)serw.(t) (5.463)

Consideremos um sistema rotor com matrizes de massgidez simétricas,
positiva definidas, sem amortecimento, excitadaeminico plano e na frequiéncia de

rotacdo do eixo, com mancais de idéntica rigidezdirecbes X e Y.
Sabendo-se ainda queros. (6 - %) =sen(d) ; sen@- %) =-cos(@) ;

E sendat um intervalo de tempo, tal que seja equivalentaredngulo de giro do eixo
de 90 graus no sentido trigonométrico, de tal squiee a resposta dindmica encontrada

no plano XZ, & (t )seja idéntica a resposta encontrado no planoeNZn (t —dt)

Xi.¢ —d)B(@) = Y'.0)B(D) =Xi.0)B1) e Yi.t—ddM =yi.tO)M =Xi.)M  (5.464)

& = [[X".0B() cose.(t - 1) + Y. (OB(D)sena.(t - 1)t +
+X'i.t)M ' n(0)cosw.(t) + Yyi.t)Mn0)serw.t) ==>
> = j[yTi.(t—dt)B(r)coscq.(t—dt—r)—xTi.(t—dt)B(r)sem.(t—dt—r)].dt +

y'i.(t—d)M n(0)cosy.(t —dt) - X'i.(t —d)M n(O)seny.t —dtf) = n (t —dt) (5.465)
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Constata-se desta forma, que:

Para cada variavel estado, sua resposta dinanricepece idéntica apos rotacao
de 90 graus do eixo rotativo (o plano da elastiGam rotacao igual a do eixo).

Isto equivale a dizer que o efeito giroscopico mant a resposta dindmica no
plano original de deformacdo, sendo o conjunto wevatores adjuntos idénticos,
estando desacopladas as bases bi-ortogonais.

No caso geral, todavia (com amortecimento; “cramspbng”; com distribuicao
espacial do desbalanceamento e com rigidez dosaisadiferentes nas direcoes X e
Y), a elastica torna-se reversa no espago e preeislas bases bi-ortogonais para sua
definicdo da elastica reversa no espaco 3D (nmodatropicos).

Nestes casos, a caracterizacdo tridimensional &sticel é dada pela soma da

equacao (5.462) com a equacéo (5.461), confapresentado na equacao abaixo:

nt) = iﬂ()g Xi+yy ) ©B(r)cosy.(t —1)+ ()g Y —yXi ) ©B(7)seim.{t — r)].dt+
+ i()g X' +y Y ) )M 17(0)cosy. () + ()g yi—yXi ) M n(O)semy. (t) (5.466)

Esta equagdo representa a resposta transientetolo de estados(t de um

sistema rotor giroscopico puro, associada a untagamento inicial definido a partir

de t> 0 sendo o mesmo nulo para . O

5.6.5) Solucédo Equacao do Sistema Giroscopico Anecido

Falando-se, genericamente, pode-se dizer que, gisteamas giroscopicos nao
conservativos, 0 objetivo do desacoplamento podeakmncado com a ajuda da
transformacéo bi-ortogonal ja apresentada.

A solucdo mais genérica para problemas com amoréeddo e com efeito
giroscopico é apresentada na Secao (5.6.4.c).

Inicialmente discutiremos um caso particular gtoncomum na pratica.
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5.6.5.a) Sistema Giroscopico Amortecido Simpldado

Nos casos em que 0 amortecimento é realmente baxmo no caso de rotores
de maquinas suportados por rolamentos, nés podesimoglificar a solucdo do
problema de autovalor e de resposta dindmica comjuda do conceito do

amortecimento proporcional. Esta abordagem énasrtié para mancais de rolamento

MY} + (am + ] {a} +olc]{d} + [K]{a}= {Q(t)} (5.467)

Conforme discutido na Secdo (5.6.3) pode-ser dize, no caso de baixos niveis
de amortecimento, as bases modais do problemaitdeator s&o ortogonais, tanto
para valores baixos como para valores elevadegeite giroscopico.

Estas bases entretanto, serdo diferentes pareegotortemente giroscépicos
(resultam da solugdo do problema de autovalor gimiso) e para rotores pouco
giroscopicos (solucédo do problema de autovalo[rl\d:l]ae [K]). Nos dois casos, estas
equacdes podem ser desacopladas e estardoasagrtidum Unico plano rotativo.

Na medida em que o efeito giroscépico cresce, asshae tornam diferentes,
sendo ainda ortogonais. Existe um nivel de efgitoscopico a partir do qual ndo
devemos mais empregar a base ndo giroscopica.

Outro aspecto importante a se considerar diz nespdndependéncia do sistema
da rotacdo, em outras palavras, se o sistema#gante com o tempo ou néo.

Para sistemas com baixo efeito giroscopico, a bas#al pode ser considerada
independente da rotacdo, ja no outro caso, arsssmmente deverd ser considerado,
independente da rotagdo, no entorno de cada mtaca

E importante ainda destacar que, no caso de tudspamas, a rigidez e o
amortecimento dos mancais também devem ser coadagrvariaveis com a rotacao.

A solucdo de sistemas com baixo amortecimentoy@ keeito giroscopico pode,
em alguns, casos ser resolvida projetando-sdenssna base modal ndo amortecida,

conforme ja foi apresentado na Secdo (5.6.2.a).

5.6.5.b) Sistema Giroscopico Amortecido

A esta altura jA sabemos que o problema de autowakociado a um sistema

giroscopico amortecido é equacionado através degdto de sua matriz assimétrica
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em suas bases bi-ortogonais. Para se resolvempestlema de resposta dinamica,
apresentado na equacao (5.468), devemos, iniciédmieentificar os autovalores e os

autovetores de sua base bi-ortogonal, resolveadoesjuagdo homogénea:

n.(t) = -[Aln.@t) + N(t) (5.468)
() = An(t) (584%
onde,

nt) = [q, q]T € 0 vetor de estado no esp&rox2n e [A] € a matriz real e ndo

simétrica dos coeficientes do sistema.

0 |
A= {— MK -M cC+ Gﬂ (5.469)

ApOs a separacédo de variaveis a equacao toma a &iyaixo:

An =21 9 (A-11)7 =0 problema de autovalor ndo simétrico  .476)

Sendo A, os autovalores que satisfazem ao sistema dacées.

Sabendo-se quéA] € n&o simétrica e que seus autovetores aadleeit

esquerda sao respectivamente X e Y, vem:

AX =AX 9 (A-11)X =0 autovetor a direita (5.471)

ATY =AY > (A-1A)Y =0 autovetor a esquerda (5.472)

Sabe-se da Secdo (5.6.1.e) que:x, =J; e Y| Ax, = A3, ; A # A;.
Sendo V um vetor genérico a ser projetadoasa bi-ortogonal, tal que:
V=3 a.x (5.473)

podemos dizer, pelo teorema da expanséao, que:

a, =YV, e Ada=y AV (5.474)
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da mesma forma, considerando-se o vetor a esqugrddemos dizer que:
V=> by, (5.475)
por conseguinte:

b, =xjV, e Ab =x.AV (5.476)

J ;o

Re-escrevendo-se as equacgdes anteriores emrswarfatricial tem-se:
diag [A]= (1) X =[x x5 Y = [0 Yo Vo Yl (5.477)
Y'™X =1; YAX=A =2 Y =X" e X'AX=A (5.478)

Portanto, o problema de autovalor, nos casos detdgonalidade, devera ser
resolvido uma Unica vez, ja que os autovaloresdiis problemas sao idénticos e os
autovetores sao um o inverso do outro, conformstrado na equacgéo (5.478).

Podemos também registrar que as matrizese A sao similares e estao
associadas através da transformacéo linear apaelsema equacédo (5.478) ou (5.479).

Em MEIROVITCH,L.,1997, encontramos que a solucéegiaacdo homogénea

(5.468%); 7 (t) = An(t)) pode ser encontrada através da matriz de tramnsica

n@) =elMtn ) =eln(0) = p(t)p (0) > (matriz de transigéo) (5.479)
n(t) =Z>ge”"".a para t=0% y70 =§:yT>g.ar e a=ynQO > (5.480)
n(t) =Y xe ".y"i(t)(0) (5.481)

A resposta do sistema a uma excitacdo inicial ¢dosinicial do vetor de estado) sera:

n(t) = Xel"t Y75 (0) (5.482)

onde: =1 +tA +EA2+§A3+EA4+"" (5.483)

A convergéncia da série é garantida e depengeatiuto (t x max[/li]), sendo

max|),] a magnitude do maior autovalor|d¢.
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A equacéo (5.482) fornece a posicédo de qualguedos vetores de estado do
sistema vibratorio ao longo do tempo (variagcadpakicao do né no tempo).

Esta solugdo da equagdo homogénea(t) = Xe"'Y'(0), é apresentada no
dominio do tempo e é dada a partir da identificad@s autovetores adjuntos da base
bi-ortogonal (X;Y). A posicdo dos vetores de estado, em funcadenpo, pode

também ser estabelecida sem a necessidade dacéesalo problema de autovalor.

conforme demonstrado a seguir:

2 3 4
p(t) => Xeltly T = X(I +t/\+t2|/\2+t3|/\‘"*+t4|/\4 +....}(T-)

2 3 4
2 XYT +t.XAYT +t2—|.X/\2YT +t3—'.X/\3YT +t4—|.X/\4YT ... 2>

2 3
> XY +t.X/\YT+tE X/\YTX/\YT+%.X/\YTX/\YTX/\YT+....: e [rlt (5.484)

Considerando-se (5.225) e sabendo-s&/du¥ =1 ;A= XAY" > (5.485)
t? ot s LAt : -

I +t.A+EA +§A +.=€ = ®(t) matriz de transicéo (5.486)

n®) =40 =epro > (5.487)

€ a solugdo da equacado homogénea.

5.6.6) Resposta Dinamica do Sistema Giroscopidmortecido

A equacéo abaixo é derivada a partir da equaga62)

MKao} + (c]+ [e){aw} + (K]+[H]{aw} = {Qw} (5.488)
onde:

M]- matriz global massa (SIMETRICA/DEF/POS)
[K,] = rigidez global dixo (SIMETRICA/DEF/POS)
[H]-) [Kb] rigidez cruzada do mancal (K,,,K,,)

[G] = (Q[Ge + Gd]) matriz global giroscépica NAI-SIMETRICA)

[C] =[Cb] amortecimento global € Cy:Cyy.Cpy )
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{om} vetor de cargaoeido ao desbalanceamento

De maneira geral, a solucdo desta equacao requestorco adicional para se
resolver computacionalmente um problema de autovassimeétrico.

No mundo das turboméaquinas, com mancais hidrodo@sni o amortecimento
ndo pode ser considerado pequeno e € responsdeehgeplamento dos modos
normais exigindo projecdo da solugéo nos planosex?Z.

A rigidez cruzada[H] (forcas cruzadas ou de circulagdo), bem como o
amortecimento viscos{C]|, tornam o problema de autovalor n&o simétricmbtam

contribuindo para que a elastica se torne umaaa@versa no espaco.
Um método de célculo proposto para resolver estaagdyp, quando existe
assimetria no problema de autovalor, é discutidegaiir. Re-escrevendo-se a equacgao

(5.227), a mesma expresséo anteriormente aprdsesia

{ﬁ(t) = An(t) + Bu(t) (5.489)

Y =D7(t)

Este problema de autovalor esta apresentado eniosma de “equacdo de

estado” e ndo pode ser descrito por uma Unicazn{aﬁr} real e simétrica, sendo que

as suas solugbes sdo complexas.

- [o] [1] [0
SRR RN RS AL (5499

Trata-se de um sistema de equacdes diferenciaiisadas linear tipico, similar

aos sistemas encontrados na teoria de contrale; on

nz =T {q} => variavel de estado (resposta no tempo da podig@mon nd 2n x 2n)

D = matriz de saida ;

Y=Dn(z) = “output” conforme a teoria de controle;
=>» variavel de entrada, input do sistema de controle

y =>» saidas do sistema global ndo reduzido.
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Para calcular as saidas do sistema acima, estagdegudevem ser integradas no

dominio do tempo, nas bases da teoria de controle.

Apos a definicdo dos estados, solugédo da equagiodémea, o problema de 1/O

€ analisado em sistema fechado, sendo a equac&aidie y = Dx usada para

determinar a resposta em cada n6 do sistema globdahgo do tempo.

Para definir uma formula geral que resolva o sisteapresentado na equacéo
(5.468*), com solucbes para o sistema homogénpar& as solucbes particulares,

multiplicaremos a esquerda os dois lados destacaquzela matriz, ndo singul&r(t . )

Kt)ya(t) = KOA() +K(H)But) > ;[K(t)n(t)] =K()n(t) + K@) (5.491)
%[K(t)n(t)] —K(t)7(t) = K(t) An(t) + K(t)Bu(t) 482)
sendo:

K(t) =-AKH)=> K(t) =e ™ K(©0)> elrk +t.A+tE A +t§ A+, (5.493)
Fazendo-se (por simplicidadeK (0) =1 ; AK(t) = K(t)A e K(t) = -K(t)A tem-se:
%[K(t)/](t)] = K (t)Bu(t) (5.494)

Integrando se a equacgéo (5.494), vem:

K(t)n(t) = K(0);(0) + j' K(r)Bur)dr = K(t)n(t) =n(©) + j K(r)Bu(r)dr  (5.495)

Pré-multiplicando-se os dois lados poK™(t ) considerando-se

K™(t)=e* =®.0), obtem-se:

nt) =K*t)n ) + K‘l(t)j' K(r)BUn)dr 2 n(t) =d.(t)7(0) + j'CD.(t -7)BUr)dr (5.496)

onde: 17 (0) é o estado inicial ed(t ¥ a matriz de transigdo.
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d(t)7(0) (5.497)

A solucdo da equacdo homogénea ou de “looptcdledada por:

t

[®.t-1)Burdr> (5.498)
0

e a solucdo da equacao particular ou de “ffmmhado”, é dada por:

Df-1)=P.,7) =" = |+(t—z)oc+(t_;)2&+(t_3zyp%+... (5.499)

Computacionalmente pode-se calcular eficientementmatriz de transicao
utilizando-se a transformacéo algébrica apresardagkguir

o)== |+(t_)A+(tZ')|2Ae+gA3 ...... QTA” > (5.500)
> ()= |+w£| +A[I +A[I+ ...... +— |+ AJDJ (5.501)
n(t) = .(t).7(0) + Ecb.(t —7)Bu(z)dr (5.502)
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VI INSTABILIDADE EM ROTORES FLEXIVEIS .

A instabilidade em sistemas dinamicos tem sido relasia por varias décadas,
sem que o fendbmeno tenha sido completamente cengid®, ainda hoje.

As vibracdes auto-excitadas estdo presentes ers awmld@areas de atuacao de
sistemas fisicos onde exista movimento. Dentiesesstemas, pode-se destacar 0s

seguintes:

- sistemas aeromecanicdisitter, dinamica de v60);

- sistemas aerodinamicostdll, separacédo da camada limite);

- sistemas termodinamicos (instabilidade de chama

- sistemas mecanicos (instabilidade rotodinAmnmiéaquinas ferramentas);

- sistemas de controle retro-alimentados (inktiuie de controle).

A instabilidade rotodindmica, objeto de nossaergfb neste Capitulo,
apresenta-se sob a forma de vibracdes auto-exgjtaoia o surgimento espontaneo e
crescente dos niveis de vibracdo, sem que hajdanteaexterna responsavel.

E uma forma de perturbacio do movimento do rossp@ada a condicdes
peculiares de solucéo do problema de autovaloctid® nos Capitulos I, IV e V).

A ocorréncia de vibracbes auto-excitadas esta mamtiente associada ao
afastamento do conjunto rotativo de sua posicamdaibrio.

Sempre que isto acontece, aparecem forcas resteasadue recompdem o
equilibrio estavel, sendo este o universo dasagfims forcadas, que é retratado na
discusséo do problema da resposta dinamica aaldesbamento.

Existe, porém, alguns casos particulares em quges forcas adicionais que
rompem este equilibrio estavel, tornando-o instavel Algumas incertezas ainda
recaem sobre as origens das forgcas responsaveimpelbilidade.

Existe hoje, no entanto, uma consideravel compéeeni®s mecanismos de
evolugéo das vibragdes auto-excitadas, notadamestsistemas lineares.

O objetivo deste capitulo é discutir alguns dosanenos de instabilidade em
turboméaquinas que sdo hoje plenamente compreendidimminados, objetivando

elevar o nivel total de compreenséo do fenbmenadbdacédo em turbo-maquinas
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A instabilidade rotodindmica se estabelece quantiunmeas condicdes
particulares se fazem presentes e, nestes casog/eds de vibracdo crescem até o
surgimento de algum efeito ndo-linear que liroiteu desenvolvimento.

Na simulacdo matematica com um grau de liberdaden@meno da vibracéo
auto-excitada pode ser interpretado ou compreendaono sendo a resposta
dindmica de um sistema fisico provido de amortenbm negativo (pouco comum
no universo mecanico).  Simplificadamente estierma pode ser descrito por um
modelo linear massa/mola/amortecedor de coefeserinstantes.

No universo da Rotodinarnica, as vibra¢des autdtaaas tomam a forma de
precessao do eixo fletido em uma freqiéncia inférida rotacao da maquina.  Por
este motivo, € chamada de vibracdo sub-sincrosanduz o nivel de vibracbes a
amplitudes muito elevadas, obrigando a uma imediataicdo da rotacdo do
equipamento para evitar danos irreparaveis.

Esta classe de vibragdo, com a precessdo difedenteotacdo do eixo, €
particularmente destrutiva por ocasionar tensdesfleléio alternativas no eixo
responséaveis pela fadiga.

Trés casos classicos, citados na literatura edacia, mostram os grandes

prejuizos ocasionados pela instabilidade das tudlgomas:

A) Compressor centrifugo de re-injecao, dalipkiPetroleum Company, em
operacdo proximo ao campo de Ekofisk, no Mar dotdNatrasou o inicio da

producdo em seis meses;

B) Compressor centrifugo, da Chevron, instala@@lanta de gas natural em
Kaybob-instavel na condicdo de operacdo, atrasanicd da producdo em sete

meses;

C) Turbo-bomba de alta pressédo, do Space Shutdm Mngine (SSME)
projetada para 39.000 rpm, e ndo podendo opem dhs 20.000 rpm, atrasou em
mais de seis meses o langcamento do 6nibus espac@airendo numa perda diaria
de US$ 500.000,00.
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Mecanismos mais frequentes de instabilidade de viacao:

O esforco moderno de desenvolvimento em turbo magquicaminha na
direcdo de equipamentos mais leves, de rotacdes mlavadas, com maiores
poténcias e com menores folgas entre as partes éxmoveis (estator e rotor).
Infelizmente, todas estas caracteristicas tendagravar e a ampliar o campo das
instabilidades do rotor e, consequentemente, ©@stuaumentar as vibracdes das
maquinas, pois sao exatamente estes 0s paramejteEs mais comprometem a
estabilidade rotodinamica.

O fenbmeno da instabilidade € uma continua réstrap desenvolvimento das
turbomaquinas de alto desempenho e, sem que s& temé boa compreensao dos
mecanismos associados a instabilidade rotodindnéicanpossivel progredir no
desenvolvimento de turbomaquinas. As princigarstes de vibragbes auto-
excitadas em turbomaquinas podem ser agrupadaemrandes classes, de acordo

CcOm 0S Seus mecanismos:

1) Precesséo ou chicoteamento;
2) Instabilidade paramétrica;

3) Atrito variavel, prende-solta

6.1 Precessao ou Chicoteamento

Este € 0 mecanismo de instabilizacdo mais émtginente encontrado no
universo das turbo maquinas que produz o movimdeto precessdo dos eixos.
Também é sobre este mecanismo que se tem o méhebda compreenséo.

Na sequéncia, sera feita uma abordagem global d¢gsse de fenémenos,
descrevendo-os fisicamente e procurando explicatlasés de modelos mateméaticos
lineares.  Quanto aos outros fendbmenos mais lesog tais como a instabilidade

paramétrica e o atrito variavel, estes seraodoatde maneira mais superficial .
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6.1.1 Diferentes Formas do Mecanismo de Precégs

Nesta mais importante classe de vibragbes auitadas, o0 mecanismo de
excitacdo é uma forca tangencial fixa ao rotor. A forca provém do fluido
comprimido ou de algum mecanismo de atrito intedoo rotor. Esta forca
propulsora do movimento de precessao do eixo pasawcteristicas bem definidas.

Esta classe de fendmenos de instabilidade rotodtadpode ser simulada por
um sistema linear que nos permite uma facil pe@eplas implicacdes fisicas deste
disturbio.

Traojetdrio
orbital

FIG 6.1 FORCA PROPULSORA:, DA PRECESSAO DO ROTOR

A forca propulsora € uma forca tangencial a téaj@tdescrita pelo centro de
gravidade do rotor. Esta forca tem ainda a taratica de ser proporcional a
deflex@o do eixo, relativamente a linha de cedt® mancais, conforme a figura 6.1

Este mecanismo consiste em que, havendo deslocaciemixo em uma certa
direcdo (X, por exemplo), 0 mesmo eixo experimemtaa forca de reagcdo com
componentes nas direcoes X eY.

Consequentemente, um deslocamento ndo esperade swg direcdo
perpendicular a primeira. Esta forca tangeémmde ter a sua origem em diversos
mecanismos fisicos diferentes, que sao o focadestsa analise e sdo apresentados

a sequir:
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1) Instabilidade histerética (histeretic whirl);

2) Instabilidade hidrodinamica (oil whirl);

3) Folga da selagem no topo da palheta — (Alforceflp

4) Precessdo devido ao atrito seco (rgpbin

5) Fluido aprisionado no rotor (fluid trappedhe rotor);

6) Instabilidade de compressores de alta pregs@mpressor whirl).

O acoplamento cruzado é o denominador comum dpsetéé instabilidade.
Com esta abordagem simples, podemos analisar atlegeate o0s

mecanismos de instabilidade rotodindmica referidoteriormente.

6.1.1.1 Instabilidade Histerética
Identificado em 1924 por Kimball e Newkirk, da GraleElectric Co.., este
mecanismo de instabilidade tem como fonte o ainiterno do material do eixo, o

qual acaba por produzir uma forca tangenciabriggem histerética.

FIG 6.2 DEFLEXAO ESTATICA DEVIDO AO PESO PRARO
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Na figura 6.2 a deflexdo estéatica do eixo é dewad peso préprio do disco e
do eixo. No caso de movimento, em auséncia skerkse, teremos que a linha
neutra de deformacédo (LND) da secdo coincidente aolimha neutra de tenséo
(LNT).

Em consequéncia, a forca de reacao elastica dpaiecé perpendicular a linha
neutra de tensdes, € orientada para a linha deocdos mancais, como mostra a
figura 6.3. Neste caso, a reacdo elastica mé&dup nenhuma componente
perpendicular ao deslocamento do eixo.

Em oposicéo a este quadro, quando o material doapresenta histerese, as
linhas neutras de deformacéo e tensédo ndo sdacoiacdentes, havendo um angulo
de fase entre elas, como pode ser observado ma Bt

A reacdo elastica a deflexdo do eixo, sendo perpalad a linha neutra de
tensdes, tera uma component€,, dirigida para a linha de centro dos mancais, e
outra componenteks, , perpendicular a esta diregao. Esta dltimapmmente € a
responséavel pelo movimento de precesséao, ao gadoofica submetido.

Os diagramas tensao-deformacdo dos pontos daredte secédo do eixo sdo
também mostrados. A medida que se eleva aidalte de rotacd@ (“spin”) do
eixo, a for¢a tangenciaF; , e o angulo de defasagem véo crescendo, aundergan
area marcada, sendo maior a energia dissipadsgterese.

E importante observar que s6 havera forca tangegeando houver o efeito
alternado de tragéo e compresséao das fibras laligiis do eixo.

Esta condicdo existe quando a rotaQie@ diferente da precessao (“whirl”)
ou quando a deformagdo estética do eixo (“bow”)etdm € grande. A forca
histerética sera desestabilizante quafdo> w (sub-harménica), e estabilizante
guandaQ < w, na vibracdo super-harmonica.

Consequentemente, a precessao devido a histerédsgopmuzir uma vibracao
sub-harmonica, sendo freqlientemefite w. Para entendimento desta assertiva,
desestabilizante ou estabilizante, devemos comsidas fibras do eixo como
trabalhando sob a influéncia de amortecedores pip viscoso, conforme visto na

figura 6.4
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FIG 6.3 FORCAS ELASTICAS DE DEFLEXAO DO EIXO
a) Sem histerese
b) com histerese

R

oy
| . |
11
1 ey

b TREFF

FIG 6.4 FORCAS DE AMORTECIMENTO DAS FIBRAS DO EX
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Os amortecedores simulam o efeito de retardamentbMl de deformac&o em
relacdo a tensdo, devido a histerese. Em umrgstemo este, o deslocamento esta
sempre em atraso em relacdo a forca aplicada. sighifica que somente alguns
instantes apos a forca ter atingido um méaximo é goarerd o maximo de

deslocamento. A figura 6.5a mostra o cas@eeQ > w.

v
¢ ~
. S <

(a) (b)

FIG 6.5 ATRASO ENTRE LNT E LND LIGADO ACAMORTECIMENTO

Em relacéo ao sistema cartesiano UVZ, sentido imom@ponto A do eixo, sob
influéncia da forga (tensdo) maxima, levara algempo para atingir a deformacao
méaxima, (ponto A"). As linhas neutras de tensaef®rmacdo sdo, portanto, as
mostradas. Em consequéncia, a forca tangerigialtem o mesmo sentido da
precessao do eixo, sendo, portanto, uma forgeestdslizante (cross coupling).

Ja a figura 6.5b mostra o outro caso, em qQe< w. Em relagdo ao
sistema UVZ, o eixo gira no sentido trigpnométricoO ponto A passa primeiro pela
condicdo de maxima forca (tenséo), para pouco deewi atraso, passar ao ponto A',
de maxima deformacdo. Em consequéncia dasgessielativas das linhas neutras,
a forga, F;, tem o sentido contrario ao da precesséo, sendoforpa estabilizante,

desfavorecendo a auto-excitacao.
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6.1.1.2 Instabilidade Hidrodinamica (Oil Whirl)

Este fenbmeno também é caracterizado pelo apamtiméde forcas
desestabilizastes, que sdo tangenciais a trajedérieentro de gravidade do eixo.
A origem da forca desestabilizante pode ser erdanddm o auxilio da figura 6.6.
Observe-se que o eixo esta deslocado radialmemtelagdo ao centro do mancal.
Em relag&o a linha que une os dois centros, ol perforesséo desenvolvido no fluido

sera assimétrico ao longo da parede do mancal.

FIG 6.6 “CROSS COUPLING “ HIDRO-DINAMICO

A pressao do lado de entrada do 6leo sera supepoesséo do lado de fuga.
Como resultado desta assimetria vertical, o cemer@ressao fica fora do ponto de
simetria geométrica. Desta forma, a resultdeteressao do mancal inclui uma
componente tangencial na direcdo da rotacdo dg &ixp. Esta for¢a tangencial,
guando excede as forcas de reacdo devido ao amwetd#o viscoso, induz a
instabilidade.

A tendéncia fica evidente: a precessao induzidmeate a for¢a centrifuga; a
folga é diminuida, porém ainda ha um aumento dgaftaingencial. O processo se

repete com a forga desestabilizante crescenteliseta’.
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6.1.1.3 Forca de Alford (Folga no Topo de Palhet)

Maquinas de fluxo axiais, como turbinas a vapotdesujeitas a um efeito
desestabilizante adicional, causado pela influédeidolga do topo da palheta na
eficiéncia da turbina.

Conforme mostrado na figura 6.7, uma pequena d&dleadial do eixo da
turbina produz uma melhor vedacgéo da selagem ) ttas palhetas, de um lado da
maquina, e um vazamento acentuado, no lado o4®0°. A regido melhor selada

operara de forma mais eficiente, extraindo maisatteo e absorvendo um empuxo

tangencial superior ao absorvido no lado opostopeleor eficiéncia.

FIG 6.7 “CROSS COUPLING “ CAUSADO PELA FORCA DH.FORD

A resultante do empuxo em todas as palhetas é enpea tangencial no sentido
da rotac&o do eixo, denominada "for¢ca de Alfordie groduz uma precessao.
Esta forca sempre tem o sentido da rotagdo e,rporteem a tendéncia de

instabilizar o movimento. Empiricamente a forgal@ ser calculada pela expresséao:

_ 63000xHPx 3
alford Dp x H x rpm (61)

P =coeficiente de ajustéj=altura da palheta; D=diametro da palhd&s poténcia
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6.1.1.4 Instabilidade por Atrito Seco (Rubbing dryfrictionwhip)

O mecanismo de instabilidade dinAmica desenvolvideste caso, é
caracteristico das forgas de atrito seco entre slyaexficies, e induz a uma precessao
de sentido oposto ao da rotacdo. De acordo cdostaaicdo da figura 6.8, 0 eixo

mantem atrito com alguma parte estacionaria e nBofitada da carcaga, dando

origem a forcas tangenciais.

;T’}. /

f
Uy,
| 44y
-
'\f’\
R "n

FIG 6.8 “CROSS COUPLING “ CAUSADO PELO ATRITCEEO

Quando o contato radial é estabelecido entre as sluperficies (rotor/estator),
a forga de atrito de Coulomb, de dire¢&o tangénoiduz no eixo uma precessao no
sentido contrario a rotagcéo do eih

O movimento circular seguinte age através da faepatrifuga, tendendo a
flexionar ainda mais o eixo. A forca é normal aedio do impacto das duas
superficies. A forca de atrito, aumenta peegivamente, em relacdo ao impacto
anterior. A repeticdo encadeada deste prodessi® a aumentar a vibracdo, até

que o sistema limite o fendbmeno a um valor m&xaadorga tangencial.
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6.1.1.5 Instabilidade por Fluido Aprisionado no Rtor

Este mecanismo de instabilidade é produzido quamdste a possibilidade de
retencdo liquida no interior de um “eixo oco”, paemplo, turbinas a gés figura 6.9.

Com o eixo fletido e em movimento de precessamreafcentrifuga joga o
liqguido contra a parede interna do cilindro ocQuando as velocidades de rotacdo e
precessdo sdo idénticas, o C.G. do liquido figssiapado no mesmo plano da
deflexdo do eixo. Entretanto, tal ndo acontpeando rotacdo e a precessao sdo
diferentes.

FIG 6.9 “CROSS COUPLING” CAUSADO POR LIQUIDO NROTOR

Nesta circunstancia, a for¢a de atrito viscosaeemffluido e a parede, desloca
o centro de gravidade da massa liquida, da posie&meformacdo maxima do eixo
para outra com um angulo de avango ou atraso.

Em ambos os casos, a forca centrifuga sobre ooflciih uma componente
tangencial. Quando a precessao € menor do qiagio 2 > w), a forca tangencial
€ desestabilizante, por ter o mesmo sentido deepsdo. No caso contrario, a
precessao maior do que rotacd@ < w), a componente tangencial é estabilizante,
com sentido contrario & precesséo. Este efedemelhante ao da instabilidade

histerética, quanto a relagdo de magnitude end@epsao e rotacao.

227



6.1.1.6 Instabilidade de Compressores de Alta Fsga0

O modelo proposto por Alford, com uma forca de &x@o relacionada as
folgas, explica razoavelmente o mecanismo de iiistatle aerodindmica nas
turbinas e compressores axiais. Entretanto, teenaadequado quando se pretende
explicar o fenbmeno de instabilidade em compresscentrifugos.

Testes realizados no Californian Intitute of Teoggl acusaram a existéncia de
um elevado efeito cruzado, quando existe a dedleréeixo.

Surge, entdo, o movimento instavel, sendo aparemiEminsensivel ao
amortecimento. Objetivando administrar e supesstias incertezas quanto a origem
das forgas desestabilizadoras do impelidor, Kiboeald propuseram um tratamento
empirico para prever a estabilidade dos compresserdrifugos multi-estagios.

O tratamento baseia-se na observagcédo de que @fameento das maquinas se
torna instavel com o aumento da relac@ /Qcritica (rotacdo do eixo/primeira
velocidade critica), bem como aumento da densidadgas e da poténcia consumida
(figura 6.10).

pp Xp2 10007

10

. A- Ecofisk final , estavel
Projeto . s . i
Aceitavel B- Ecofisk original , instavel
C- Kaybob final , estavel
D- Kaybob original , instavel

100 =

D

Projeto

10 o e
Inaceitavel

1.0 2.0 3.0 4.0

Razio de velocidade

Critério de Estabilidade para Compressores
Centrifugos Baseado na Rotacdo e na Poténcia

FIG 6.10 CRITERIO DE ESTABILIDADE DE COMPRESSORE
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O efeito de precessdo que ocorre € atribuido stéexiia de pré-rotacdo do
fluido no interior de labirintos e tambores dedbpakeamento, passando os mesmos a
operar como mancais hidrodindmicos. Outro compenenie muito contribui
bastrante para a instabilizacdo de rotores de @sapres sao os selos a 6leo.

Um dos recursos atualmente empregados pela inalUstra utilizacdo de
labirintos que impedem a pré-rotacdo do gas ngeelacomo os seld®ney comp

Como ja foi dito na Secdo 6.1.1, existem diverfsasilias de fendbmenos
fisicos capazes de desenvolver, dentro das turbdameg)forcas de acoplamento
cruzado, forcas estas responsaveis pela principahaes freqiente causa de
instabilidade rotodinamica.

6.1.2 Diagnostico e Vibracdes Auto-Excitadas

6.1.2.1 Diferencas Entre Chicoteamento e Outras Miacdes

As duas principais e mais importantes causas dagdbs em turbomaquinas
sdo o chicoteamento (whirling) e a vibracdo singrgressonancia). As duas,
apresentam como consequéncia, o0 movimento de péeredo eixo fletido.
Entretanto diferem muito, quanto a origem das wgiesa, e, conseguentemente,
requerem medidas diferenciadas para a sua elionag minimizagao.

O chicoteamento, como visto acima € uma vibrac&m-excitada, resultante de
um equilibrio instavel do eixo. E um fendmeno qo®ntece mesmo existindo
perfeita simetria radial do eixo, rotores e demasnponentes (balanceamento
perfeito).

Ja a ressonéancia é o resultado da proximidadetdgéio de operagéo do rotor
com sua frequéncia natural. Ocorre quando o &xo sua freqiéncia natural
proxima a uma de suas frequéncias de operacéaste Masos a forca excitadora &
proveniente do desbalanceamento. Trata-se pordgntona vibragdo com excitacao

"externa"” proveniente da forca centrifuga das nsasseéntricas.
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6.1.2.2 Identificacdo, Diagnose e Solucéo

Obviamente, o primeiro passo para a solucao derobigma de instabilidade
rotodindmica é a sua correta identificacdo.  Uagribstico errado acarreta grande
perda de tempo, producao e, conseqientementejrdinhe

Para deteccdo de uma vibragdo nociva logo no s$ei,i® importante que as
turbomaquinas sejam equipadas com sensores decalesloto radial. Esta
providéncia possibilita o acompanhamento e a iflemtdo dos distirbios.
Possibilita ainda, o desarme da maquina no caswmadaréncia de vibracdes
excessivas.

Ao se evidenciar um problema de vibracdo, faz-seessdria a utilizacdo de
uma quantidade maior de instrumentos para diagnosEntre os mais Uteis,
destacam-se os analisadores de frequéncia, ogplosc filtros, gravadores de sinais
FM, além de outros. O diagrama em cascata, ageekema figura 6.11, € uma

ferramenta extremamente util na identificacdo dasas de vibracoes.

VIBRACAO AUTOEXCITADA,
APARECIMENTO REPENTINO

VIBRACAO FORCADA 2X

VIBRACAO FORCADA 1X

VIBRACAO FORCADA 3X

ROTACAO
DO EIX0

HARMONICOS

0 100 200 300 400 500

FREQUENCIA , Hz

FIG 6.11 DIAGRAMA DE CASCATA PARA DIAGNOSTICO B
INSTABILIDADE
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No exemplo ilustrado, percebe-se uma resposta dmancom freqiéncia
idéntica a rotacdo da maquina, bem como mais dmisdnicos, em freqiéncias
iguais a duas ou trés vezes a rotacdo da maquina.

O mesmo diagrama mostra o0 aparecimento repentinonde vibracdo sub-
sincrona no instante em que a rotagdo da maquimgea?0 Hz. Este
comportamento € uma forte evidéncia de que existabilidade. Embora existam
diversos outros fendbmenos geradores de vibracdesiamonica, nenhum deles

costuma aparecer tao subitamente com os da indeatsl

6.1.3 Simulacédo dos Fendmenos de Instabilidade

A descrigéo fisica dos varios casos de instabiédgatesentados anteriormente
sao suficientes para o entendimento do fen6mé&mixetanto, o aparecimento subito
da instabilidade acima de uma determinada rotagt@amada de velocidade limite
da estabilidade (threshold limit), pode melhoresgendido através de uma simulagéo
matematica que permita retratar e analisar o pnodole

Nesta secdo procuraremos mostrar 0 aparecimeniustidilidade através de
modelos simples que incluam fatores ou caracteststide interesse especial.
Abordagens mais complexos serdo apresentadasshddisia secao.

A solucdo completa deste problema pode ser geramta um cédigo
computacional, com todos os fatores incluidosj® & feito no exemplo apresentado
no Capitulo VII. Entretanto, esta andlise inice mostra muito Util para o

entendimento desta questdo e para efeito deatiagn

6.1.3.1 Simulagao Simplificada com Um Grau deiherdade
Este modelo prevé o movimento do centro geométidcmtor ao longo de uma
linha reta, a qual associamos o eixo de coordenddasstema massa mola). Em

equilibrio dindmico, o0 movimento deste ponto seessa segundo a equagao:

MX +CX +KX =0 (6.2)

onde: M = massa do rotorC = coeficiente amortecimentds = coeficiente de mola.

Odeslocamento do centro do rotor em funcédo do tetepoa forma:
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—_ St
X = X,e 6.3)

A substituicdo da equacao (6.2) na equacao (6rbhpée um problema de au-

tovalor. A oscilacédo se dard quando o parametidauire os valores imaginarios

2
Slz=—£ii LSS =—£iiwd=/1¢iwd,onde (6.4)
’ 2M M (2M 2M
onde: w, = frequéncia natural amortecida

A combinagédo das equacgbes (6.3) e (6.2) fornece soh&do equivalente,

composta de dois fatores, um exponencial e um meiorharmaonico:

%
X =X, e’ M (Acosa)dt + bserwdt) (6.5)

Se C > O, o movimento vibratorio € dito estdvebrsiste em uma oscilacao

_(%M)t

harmoénica amortecida e se extinguira ao longo atopo, devido a€ :

conforme mostra a figura 612. Se, no entant@rmos C < O, 0 movimento
vibratorio € instavel, visto que a amplitude dara@do terd& uma tendéncia ao
crescimento como tempo. Desta forma a simalagatematica simplificada do
fendbmeno de vibragdo auto-excitada pode ser edeeratravés do conceito de

amortecimento negativo

DESLOCAMENTO
i

DESLOCAMENTO

FIG 6.12 MOVIMENTO VIBRATORIO ESTAVEL E INSTAVEL
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6.1.3.2 Simulagédo com Dois Graus de Liberdade

O modelo com um grau de liberdade permite & massautar um movimento
de translacdo somente em uma direcdo. Entretanto,raior pode executar
movimentos orbitais de precessdo. Desta formaysmimento é melhor descrito
por um modelo de dois graus de liberdade. O cefttnmtor descreve uma trajetéria
em um plano perpendicular a linha dos mancais.

Vimos, anteriormente, que as instabilidades quelymem a precessdo sao
causadas por uma for¢a tangencial, como conse@iéacim deslocamento radial do
eixo. Generalizando, denominamos de forcas de laoento cruzado (cross
coupling) aquelas que aparecem devido ao deslotanda massa na direcédo

ortogonal (figura 6.13).

FIG 6.13 EFEITO DO ACOPLAMENTO CRUZADO

6.1.3.2.1 Exercicio de Estabilidade 1 (Instaldiade Histerética)

A hipotese de instabilidade histerética pode seli@ada através do atrito
interno, responsavel pelo acoplamento cruzado deaics deslocamentos X e Y

do rotor, ou seja:

M O )'<.+CXX 0 )§+ Ko Ky || X _06 (6.6)
0 MJIY] [ 0 CullY] [Ku Ku]lY

Seguindo o modelo de instabilidade histerética gstpp no livro do
VANCE, J. M., 1987, vem:
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Ko=CQ. Ky=-GQ. C.Y o CxX -ForcaDinamica; 2

2 KyY o KX CyX - Forca estatica.  (6.7)

OndeC, é o coeficiente de amortecimentde é a velocidade de rotagdo do

eixo (spin), sendo nulos os coeficienteS,,e C,, =0 da equacdo matricial

seguinte

MX +CX + KX +K_Y =0
(6.8)

MY +CY - K X +KY =0
KXYe KYX:K; CXYe CYX:O; KDzKXYzKYX:CiQ; CD:CXYchX:O

A solucao geral do sistema pode ser pesquisada &ona:

X = Ae"; Y = Ae® (6.9)

A substitundo-se a equagéo (6.9) na equacgédo E8&m-se um problema de
autovalor, cuja solucéo so6 existe para alguns eslarspecificos do parametro s, que

anulam o determinante caracteristico, devendofaagis a equacao caracteristica,

como segue:
[K+CS+M§ K, HA}:O’ ou (ME+CstK)2+K2 = 0: (6.10)
K, K+CstMg || A

cujas raizes podem abreviadamente, ser escrita®; co

S=A%iw, (6.11)

Resolvendo-se a equacdo (6.10), obtém-se:
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M’s' +2MCE+2MK Car 5 +2CK s K2 +K?% =0= ou seja
(6.12)

No computador fazemos s variar €@ a +oc e procuramos quatro
valores de sonde y= f(s)0. Caso ndo existg= f(s =], todas as raizes serao

complexas.

SOLUCAO ALGEBRICA

(Ms® +Cs+K)*+K?*% =0= (Ms’+Cs+K)*-(jK,)*=0 (6.13)
(Ms? +Cs+ (K 0 jK_)).(Ms* + Cs+ (K(-)jK)) =0 ou (6.14)
(Ms* +Cs+T).(Ms* +Cs+T") =0 (6.15)

Onde: K, (acoplamento cruzado);(T =K(+)jK,); 2

> (T'=K(—)jKD) = Complexos conjugados

Esta equagéo apresenta quatro raizes:

S =- c . C%-4MT s =- C _ [c?—amT’
2M 4M 2 2M 4M?
c [ci-amT C /02 —4MT'
__C _ S =— 4 6.16
> 2M 4M 2 T2M 4M 2 (6.16)

As raizes podem ser re-agrupadas de forma staégix S, =S, xS, :

Sempreque K>>>K, = (TLT)

Cc Y \/C2—4MT \/C2—4MT'
xS = _ x = 6.17
%S [ ZMJ 4M 2 aM 2 (6.17)

2 4 _ g2 A2 1 21!
(_ij _\/C AC?MT - 4C°MT' +16M T _ (6.17%

16M*
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c Y [lcz-amxkf 16M2k?
S (__j _\/( 16M* ) ¥ 16|\/|4D (47~

_ 2
Sendo: «f = —% a frequéncia natural amortecida sem cross cayplin
. C c Y K - . .
A=-——=+ || — | +| of —— | coeficiente de amortecimento s/ cross coupling
2M 2M M

Considerando-se 0 “cross coupling” e indo pelienite da estabilidade, vem:

2 2
C j _2\/(02—4MK) L 16M 2K 18

X =| -
5% [ 2M 16M* 16M*

gue no limite de estabilidadel = 0, fornece:

S=_ C +Ai/((:2_4|\/|K) +16|\/|2|<2D :_Ci\/[cj +(Q§_Kj=,1=o (6.19)

Y R T VE 16M* 2M

\/(CZ—4MK)2 , 16M K% :( C JZ(

16M * 16M* 2M

&
|
| <
N
11

4KM C?
(“’5 WJW (6.20)

VANCE, J. M., 1987, propos que a variag@ =A«’s varia comK, conforme

motrado a seguir:

o _ AKM =C? | J(c? - amk f +16m 2K
’ 4M? 4M?

_4MK -C?

aJZd: 2
4M

. W =KM (6.21)
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A equacdo (6.11), nos permite escrever:
X (t) = Ae™(coswt +isenwt); Y(t) = Ae™ (cosw,t +isenw,t) (6.22)

Vemos que a frequéncia natural em sistemas comsscowupling”, K,
depende do coeficiente de acoplamento cruzdtlp, Esta observagdo ajuda a

entender porque, em maquinas violentamente instaeeifreqiéncia medida de
precessdo é usualmente maior do que a velocidéiba @amortecida.
Resumindo:
a) a instabilidade histerética é causada pelaasanternas de atrito;
b) as forcas de efeito cruzado séo funcéo do agiorénto interno e da de rotacéo;

c) aumentando-se a rotacdo, havera tendénciaadbilicde;
6.1.3.2.2 Exercicio de Estabilidade 2 (Instabilatle Hidrodinamica)

Ao contrario dos outros temas discutidos neste tGQlapiesta abordagem foi
apresentada no artigo PRODONOFF, V., CASTILHQ,1®90, e constitui-se em
um ensaio tedrico para uma melhor compreensao waste

O modelo matematico que permite a analise desialgpnstabilidade, pode ser

idealizado conforme o esquema mostrado na figlx 6

R 5 s 4 Kbadiond

* .
K K
e
\C c 2y
Xy

o

— \ )

R =

C:l m—E
KH% %ﬂ cyy K

(6.23)

<

B ARAARAY

o

FIG 6.14 MODELO MATEMATICO PARA 2.D.0O.F.
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Neste modelo fazem-se presentes os dois tipos rgasfale efeito cruzado:
tanto as forgas "estéticas”, proporcionais ao dastento do eixo, como as forcas

"dindmicas", proporcionais a sua velocidade

MX +CX +C.Y +KX +K Y =0

(6.24)
MY +CY +C, X - K X +KY =0
K+Cs+Ms® K, +Cs
0 +Co , A =0, ou (6.25)
-K,+Cs K+Cs+Ms"||A
(Ms® +Cs+K)*-(C2s-K?7)=0
M?s* + 2MCs’ + 2MKCs’ + C?*s” - C?s” + 2CKs+ K? + K% = 0= (6.26)

No computador fazemos s variar R a *t % e procuramos quatro valores
de s ondey = f(s F0. Caso nao existg= f (s =D, todas as raizes serdo complexas

A abordagem acima é um pouco mais complexa queexiar.

Embora seja viavel a utilizacdo do mesmo sistenegcial fixo no espaco,
optaremos agora por trabalhar em um sistema gitimccom coordenadas &, z).

Este outro caminho simplifica o problema e permitima melhor compreenséao
de alguns outros aspectos do problema da instatididainda ndo abordados até o

momento.
MUDANGA DE VARIAVEIS.  (CARTESIANAS X CILIND RICAS)

Considere-se um rotor em movimento de precessadorcoe mostrado na
figura 6.15. O centro geométrico C do rotor exaauha trajetéria orbital com uma
velocidade angulaw, ndo necessariamente constante.

Este modelo idealiza o rotor como uma massa m ectrarla em seu centro
geomeétrico, ou centro de massa. Este centracsestfire sobre o eixo U do sistema
auxiliar mével UVZ, sistema este que, gira comesma velocidade em torno do

eixo Z.
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FIG 6.15 ROTOR EM MOVIMENTO DE ROTAGAO E PRECEAO

Em coordenadas cilindricas o raio vetor de C tamegpressao:

=l
I

—

Q]

[)

(6.27)

A velocidade e a aceleracdo absoluta do centro @esam em termos de

(r,6,2), tem a forma:
V=1re +wre,; .28)

a=(-awire +(2awr +rae, (6.29)
onde w=68,w=0 e e.e,e, sdo os vetores unitarios cilindricos.

As forcas externas que atuam sobre o rotor sdooetigpos: as devidas ao
deslocamentdF.,,... )€ as devidas a velocidad€,, .. Jo0 rotor.

Cada uma delas, por sua vez, tem duas componantes:na diregcdo do

deslocamento, ou da velocidade, e a outra perpdadiz primeira dire¢ao.

De acordo com a figura 6.16 pode-se escrever:
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FIG 6.16 EQUILIBRIO DINAMICO DO ROTOR:
(@) ESTATICAS (b) DINAMICAS

F.=-KF+8 x K (6.30)

Fan = CV+Ex GV (6.31)
Fazendo-se agora o equilibrio e separando-se agormmtes radial e

tangencial, obtém-se as duas equac0fes diferefeszistas em r):

mi'+cr +(C, w+K-ma)r =0  (radial emr) (6.32)
(2ma - C, ) +(ma)r +( C a-K; )r =0(tangencial enr ) (6.33)

Rigorosamente, as equac¢bes acima sao ndo linqawes,ja haviamos
ressaltado a liberdade de n&do ser necessariamente constante. Entretantoossn
modelo vamos torna-la constante, uma vez que [ISSCEO encontra respaldo nas

observac¢des do modelo fisico real. Impomos, entéo:

a=w, ; ondew, éuma constante a se determinar. (6.34)

Com a restricdo acima, as equacgoes (6.32) e (f&&3am a ser de coeficientes

constantes. Desta forma, pode-se supor paraacdagento do centro do rotor:

r(t)=Re™ (6.35)
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Substituindo-se a equacao (6.35) nas equagdes €63X), encontram-se dois

valores possiveis para 0 expoente s

__C L[ Com K -may _(ET 6.36
%12 Zmil\/( m J 2m (6.36)
S, =Axiw, (6.37)

A rigor, ndo h4 necessidade de se resolhauacaq6.33), uma vez que a
outra variavel ja foi assumida cona@= ), = constante.
Entretanto, para se saber os efeitos desta suppsigé&os integrar aquacao

(6.33) e comparar seu resultado com e@aacaq6.32), como segue:

(2ma, - C, )i +(Cw,-K, )r =0 (6.38)
A equacéo de primeira ordem acima admite coma;&ot
=)
r(t)=Re\*™ %/ | (6.39)
onde a constante R continua arbitraria.  Corbpiaando-se,
_( C%_KD th )
r(t)=Re ™™ %/ r(t) = ReH*ia) (6.40)

e igualando-se a parte real e a parte imaginasiadies solucées concluimos que:

R = (arbitrario), (6.41)

w, =0 e (6.42)

1=-C - _Cou=Ky (6.43)
2m  2ma, - C;

A primeira das equacdes mostra que o raio ingelbitrario, dependendo das

condigoes iniciais do movimento.
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A segunda equacao indica uma informacao impor&ntés ndo ha oscilacdo
no maddulo do raio (deslocamento do eixd, =K ). Sua variagdo é estritamente
exponencial e, como veremos, desta informagcdo pedealcular a precessan,
(como K é constante a orbita é circular, R = taomts).

A terceira equacdo estabelece um compromisso estidiversos parametros
envolvidos (m, CK, eC,). Servira de discusséo para o problema da édtaie
mais adiante.

Usando-se a&quacéao(6.42), anula-se o radicando de (6.36), forneceado

seguinte equacdo quadratica em

afo—%% +[C2 _Ejzo (6.44)

am* m

Cujas as raizes, obtém-se:

2m~ \|m \2m 4m?

%:_CD+\/5+(Q:)2_ c’ (6.45)

Introduzindo-se, a notagao de amortecimentoivelatem::

&= ¢ = < (amortecimento externo relativo) (6.46)
2mw, C,

n= G & (amortecimento cruzado relativo) (6.47)
2mw, C,

A equacado (6.45) pode ser colocada sob a formairgeg(para a Unica

frequiéncia com sentido fisico, a freqUénciatp@g, como abaixo:

=l Eo, 9= {%n (6.48)

p=—G -G o - C _C (6.49)

- 2ma), - a 2ma), - Ec

Comparando-se com a equacdo (6.21) do problemaicnteonstata-se a
simplificagdo trazida pela mudanca de sistema dedemadas:
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_~2 2 _ 2+ 212 -2
_M-C ,(c?-amk) FIMKTD 5 MKSCT M (6.50)
v 8M aM

21
A equacéo (6.48) fornece o valor da velocidaderdegssao do rotor em fungéo
da freqléncia natural. Para amortecimento noxaisou pelo fluido no qual esta
imerso o rotor, valores tipicos conduzermapouco maior quew, .
Voltemos agora a nossa atencdo para a igualdati®).(6. Esta condicdo, que
devera sempre ser satisfeita, implica no decremepotaraio R, visto que, em

decorréncia dew, =0 a expressao do deslocamento se simplifia pa

_[ Cap—Kg ]Xt
r(t)=Re \*™ ™/ (6.51)
Para que o sistema seja estavel, isto €, para gai® seja decrescente com o

tempo, o expoente dajuacad6.51) tera que ser necessariamente negativo.

CwO_KD S 0
2maw,-Cq ~ (6.52)

Nas duas possibilidades matematicas sugeridasepakcao (6.52), todavia, o

denominador sera sempre positivo, visto que, derdacacom (6.48), este

denominador fica sendo dado por:

2may, -C, =2man7 +.1+7% + 52)— 2ma ) = 2ma,\[1+n? + &2 .

Portanto, devemos teilCaw, - K, =2 0 (6.53)
Pode-se entdo concluir que o sistema sera estasidqg for verdadeiro
Cap 2K,

O rotor fara uma trajetéria em forma de espiraresmente ou, no minimo, um
movimento circular uniforme.

Convém observar que, na condicdo de instabilidadeerética, em que o
coeficiente de rigidez cruzado € proporcional agab Q do eixo, K, =CQ, a
equacao (6.53) fornece a velocidade limite de distabe.

Usando-se este valor d&, =C Q, naequaca(6.53) com o sinal de igualdade,

tem-se:

243



K, =CQ=2Q,, = @+,/1+/7 + &2 )a) (6)54

Este valor de2 é a velocidade limite de estabilidade, acimaydal o rotor

iniciara uma trajetoria ascendente.

Ao se elevar a rotacdé2 da maquinak, vai aumentando e, em determinado

instante, aparecera a precessao instavel. QudAdaexceder o limite referido na
equacad6.54). Portanto, para elevar-se a velocidadiédida méquina para além de
sua velocidade de operacéo, precisamos trabalhartodas as possibilidades, e em
particular aumentando-se C e reduzindo&e

Usualmente, isto € conseguido com um fluido me&sogo nos mancais e com

um material de menor histerese, respectivamepéea finalizar esta parte, voltemos

a igualdade (6.43). Eliminando-se o denominaglmrpntra-se:

_ C - _ Caao - KD > 2Cma0 _CCD =2mC Wy~ 2mKD (655)
2m 2mw, — C,
CC,=2mK, = 6)

Esta condicdo devera existir entre as diversasdgzas envolvidas para quey,

possa ser considerada como constante. Pode-skeicgmelas consideragfes acima,
que o crescimento do amortecimento externo tornaistema mais estavel,

aumentando a velocidade limite de estabilidade.

6.1.4 Ampliacao do Conceito de Instabilidade

Existe uma abordagem geral do conceito de irigtable, que vem da teoria
das equacdes diferenciais lineares ordinarias denom, a qual sera rapidamente
apresentada nesta se¢do, objetivando a extensfiguteas das idéias apresentadas
até aqui. A estabilidade de um sistema fisico, pode matematicamente ser
representado pela equacédo caracteristica de ssundente, pode ser determinada
através do critério de ROUTH-HURWITZ.

Sendo dada a equacao caracteristica de ordemuimtgeg

r'+ar™ L+ a,r" 2+ a,r s tagrta, _ 0 (6.57)
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Construimos entdo a Matriz H de ROGWMHURWITZ, como:

aa 1 0 00 O O O..

a 10 0 O O..
a a & “H (6.58)
a a, a aa 1 0 O..
a; a, a,a, a, a 1.
a, a, a, ag
Pode_se Obter Hl’ H 2; H3 ........... H n ,
Os coeficientes de expressado séo:
Hl:de'[Hl]zai

a 1

H2=de{Hz]=de{a3 aj=a1a2-a3 (6.59)
H, =defH,]

O critério de ROUTH-HURWITZ demonstra queistama sera estavel se

todas as quantidadesd ;H,;H,........... H, forem positivas.

6.1.4.1 Exercicio de Estabilidade 3 (Routh Hwittz)

Considerando-se o sistema rotodindmico da figutd,6onde a rigidez dos

mancais esteja representada p(ﬁ xxr Ko Ky Koy,

Onde KXY = KYX = aQ , CXY = CYX =0 e CXX = CYY_

A equacdo diferencial que descreve o movimentoluimio o efeito

giroscépico e sem amortecimento cruzado, serangorta

mX —aQY +CX + K X +K,,Y =0 (6.60)

mY +aQX +CY +K,, X +K,, Y =0
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A solucdo do movimento livre sera fornecida por:

mr’ +Cr+K,, —aQr+K,, A_O (6.61)
aQr+K,,  mr’+Cr+K, ||A '

A equacéo caracteristica obtida sera, portanto:

r

2 2
4+§r3+ M+KYY+C +(aQ) (24
m m m m?> m

{CKxx " CKyy +i2(KKY _ KYX)er " Kik Kyy = Ky Kk -0 (6.62)
m

m? m? m?

onde:

2C Ky Ky C? (aQ)?
m m m m?

— . — XX ' YY
nnZ

6.42.c) a, = [CK—XX‘F%'*'i(KKY - KYx)Qja

m? m>  m
, = Kk KYYn;ZKKY Kyk (6.63)
Sendo o amortecimento C do mancal for muito peque igual ag, tem-se:
2¢e aQ ~ (aQ)*
M= m o o= o TR R = e (K = K)?
(KKK Ky = KKYKYK)aZQZ(KKY B KYX)2
Hy= m° (6.64)

Observa-se que o sistema € instavel, ja &03e=-( 4) (K —Ky)? é
m

obviamente, negativa, ndo ficando, todavia, caraei@a a rotacdo limite de

estabilidade. Caso o amortecimento do mancalostrensignificativo tem-se:

leé;
m
CKy CK, 2C° a . 2020 10
Hz_( n + P + e W(KKY Kyx)Q + m 5 (Ky =Kyx)
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CKey ,CKy, @ j 4C?
+ +— (K., — Q -~
H3 :( nf nt mZ( < YX) . H2: m* (KKKKYY_KKYKYK)

KKK KYY - KKY KYK
= 2

H, = m Hs (6.65)

No caso de mancais com amortecimento expressidscassao do sinal dos
coeficientes pode ser uma tarefa bem mais conaalica

A esta altura podemos perceber que o problema stabitidade pode se
apresentar de forma bem mais complexa do quei@mente proposto, sendo
todavia o primeiro enfoque perfeitamente adeq@apertinente.

6.1.5 Generalizag&o do Conceito de Instabilidade e8istemas

Lineares

Uma abordagem ainda mais ampla, mais abrangertmda mais abstrata do
conceito de instabilidade, vem da teoria geral @#role e se aplica a sistemas de
equacOes diferenciais, lineares e de primeirarmordequacdes de estado).

Os conceitos aqui apresentados em carater infaropatndo seréo
acompanhados das respectivas demonstragdes, # quesmas fogem ao escopo da
discusséo apresentada neste Capitulo e encontram-$4EIROVITCH, L.,1997.

Como ja foi mostrado, a analise de estabilidades prsdlar baseada na solucéo
da equacdo de movimento, muito embora, nem reempxiste uma solucdo
fechada.

O método de Liapunov representa uma forma de teattondo problema de
estabilidade dindmica que néo requer a solucagukcéo diferencial de movimento.

O método consiste em submeter o sistema dindmignaafuncéo escalar de
teste, que seja definida no espaco estado e cujad total no tempo ajude a
investigar a estabilidade do ponto de equilibriBaso exista tal funcdo de teste, ela
serd chamada de funcado de Liapunov. Conclugiiee s estabilidade do sistema

sdo tomadas com base nas propriedades do sinalfdeséio e de sua derivada total.
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Se [M i ] e [Kij ] sdo reais simétricas positivas definidas demasssirque o0s
inversos de[Ku ] e de[M” ] existem e sdo diferentes de zew, , eOque [Ku ] e
[M i ] sé@o também matrizes estaveis, segundo o critérestabilidade de Liapunov.

E importante registrar que a avaliacdo realizat@esa trajetdria (metodologia
aplicada para definir a estabilidade) ndo garantxisténcia de solucdo fechada para
o problema dindmico. A func&o de Liapunov ndoiéain

Considerando-se como exemplo o sistema dinamicarittespor 2nx2n

equacOes de estado, escrito em sua forma vei@splaco estado), como:
x = f(x) (6.66)

Para investigar a estabilidade da trajetoria destema, considere-se a funcao

de teste arbitrarig(X) real, continua e com a primeira derivada paozatinua em

relacdo a cada uma das suas variaveis de e¥tadode (i = 123...), sendo tal que

se anule na origem do espago estad0) = 0 . sejam consideradas as defini¢cdes:

1) Afungdo 7 (x) ou-77(x)) € definida positive se)(x)>0 para x# 0,0
2) Afuncédo f (x) ou -7 (x) ) é semi-definida positive sg(x) >0 para x# 0,0

3) Afungdorn (x) é positiva-negativa sg(x)=<0 para x# 0,0

O teorema de estabilidade de Liapunov estabelaee q

1) Caso, no sistema dado pela equacdo (6.66taenima funcédo de teste
n (x) positiva definida, cuja derivada total no temp#x) <0, negativa semi-definida
através de qualquer trajetéria, entdo a solugdalté assintoticamente estavel.

2) Caso, no sistema dado pela equacgédo (6.66taenma funcdo de teste
n (x) positiva definida, cuja derivada total no tempgj(x) <0, seja negativa
definida através de qualquer trajetoria, ent8olacdo trivial éestavel.

3) Caso, no sistema dado pela equacdo (6.6)taenma funcdo de teste
n (x) positiva definida, cuja derivada total no tempp(x) > 0, seja positiva

definida através de qualquer trajetoria, entdolacao trivial énstavel.
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Considerando, como exemplo, uma fungdo de #$te) , quadratica tal que:
n(x) = x"[A]x (6)67

onde [A] € uma matriz real e simétrica, como no caso @isnsas dinamicos
conservativos, homogéneos e naturais. Nestes mad®-se dizer que o sinal de
n(x), éditado pela matriLN, a qual pode ser diagonalizada.

A derivada total den (x), com relagdo ao tempo e avaliada ao longo da

trajetdria do sistema, € dada a partir da equafi66), que leva a:

. dn _& on dx _ ¢ .
X)=——= — =X An = N 6.68
106y =3 ;axi & n n (6.68)

onde Az = gradiente dey.
Consideremos, neste ponto, que o Hamiltonidmhp (independente do tempo)

do nosso sistema dinamico e sua deriv&b@odem fazer o papel da funcdo de teste

de Liapunov, dentro de um cenério de conservagd@madrgia. Entdo:
L =(EC,+EC)-(EC,+V) =(EC,+EC)—-EP =>» Lagrangeano (6.69)
L=EC-EP = Lagrangeano (6.70)

Sabe-se de MEIROVITCH, L.,1997

50
23, %

H=i:q:q<—L=ZEQ+EQ-(EQ+EQ‘EB=EQ+EE => Hamiltoniano (6.72)
K=1

EC,., — energia cinéticaV — energia potencial;=»

=2 ER =EC,-V energia potencial dinamica
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Sabe-se, da Fisica, que a energia cinética € seropiteva definida EC> 0,
logo, a natureza do sinal dd dependera da natureza do sinal da energia qaten
dindmica ER =V -EG,). Sendo:

oHdq ..[d(aL) oL o
-onda_ Ca+h. Ca-a'h. 6.73
o q{dt( J Gq} "(Q-cq+hg)=-q'(Ca-a"ha)  (6.73)

oq
onde: C > amortecimento viscoso;
h > forcas circulatorias;
Q > carga externa nul®
d ~ .
LI— — |- } > trabalho das for¢cas ndo conservativas

No caso particular, onde haja um subdominio do gespatado,
H = EC, +(EC,-V)=2 H pode ser negativa (mancais magnéticos).

Sendo tambémH <0, estaremos diante de um ponto de equilibriowesta

No caso normal de rotores com mancais hidrodin&nitd>0 é sempre
positivo definido. A existéncia de forcas cirdalas torna possivel a ocorréncia de
H = (— q'(Cq- th.q)): (— q'C.g+q’h’ .q)> 0 e, nestes casos, estaremos
diante de um ponto de equilibrio instav@gd = —h") - anti—simétrica. O
mecanismo de instabilidade € mostrado na fi§uka.

A inexisténcia de forcas circulatoriadh X torna impossivel a ocorréncia de

H<0H>0, na medida em que o0 amortecimento Vviscoso garante

H = —(qTC.q)<o e nestes casos estaremos sempre diante de uraqudibrio

estavel.
No caso de sistemas conservativos, sem amorte@mstoso, forgas externas

ou circulatérias, o Hamiltoniano se conseld& 0 = Constante

Tem-se entddd =0 e, nestes casos estaremos diante de um equigidvel.

O efeito giroscopico néo interfere com a estahileddo sistema conforme (6.72)
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FIG 6.17 FORCAS EM UM MANCAL NORMAL

6.2 Instabilidade Parameétrica

Este tipo de instabilidade é de natureza bastastietd das anteriores até aqui
apresentadas. A diferenca consiste em que asbilidddes analisadas se
apresentavam com todas as caracteristicas dosetoantendo constantes no tempo.

Por exemplo, a reacdo elastica, os coeficientes ardertecimento e o0s
coeficientes de rigidez, as forgas axiais do esxa, Sao constantes no tempo.

Em nossa simulagéo linear isto era caracterizatis moeficientes constantes
das equacOes diferenciais. Entretanto, existentosigistemas de engenharia que
podem ser modelados por equacdes diferenciaisréisemas contendo coeficientes
periédicos, como a equacao (6.74), onde p(z) es@@ funcdes periddicas de z, nao

constantes, como vimos em casos precedentes.

d?y

dy _
477 TP@ Q@)Y =0 (6.74)

Tais sistemas, simulados pela equacdo (6.74), potenibém apresentar

vibragbes auto-excitadas. Mas, neste caso, a stabilelade ndo pode ser
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simplesmente analisada pelas raizes de uma equacdcteristica, tipicas de um
problema de autovalor.

Um caso classico de instabilidade paramétrica erbotmaquinas ocorre
quando o eixo apresenta rigidez a flexdo diferaateduas dire¢cdes principais da
sec¢ao,El, # El,.

Nestes casos, o centro de gravidade do rotor, éitadésobre um plano
perpendicular a linha de centro dos mancais, teseuwmovimento descrito pelas

seguintes equacdes diferenciais:
y+(a-bCo0t)y +(bSerQ)X=-9. onde: g = gravidade? = (spin) (6.75)
X+ (a+bCo2Qt)x + (bSer2Qt)y =0

Com:

2 . 2 .

—Kxx . :Kyy
o =Ko/ ag =" 676)

sendo « e @, as frequéncias naturais de vibragdo, em tornoddas
direcdes principais da se¢ao transversal do sesstem

A solucio da equacio (6.74), pode ser do Yiffd =€ '@t), onde: ¢t ) é
uma funcéo perioddicaeu=a +if.

Dependendo dos valores de e b, 0 eixo pode sofrer violentas vibra¢des auto-

excitadas, quando em operacédo, na velocidadead¥iticou seus sub-harménicos
N, /2, N, /4, etc....

Estes mecanismos de instabilidade sdo frequentenestudados através das
equacbes de Mathieu e Hill.

Um rasgo de chaveta pronunciado, uma peca soltay eogamento (rubbing)
podem ser causas que dao origem a este tipo adbiliddde.

Cumpre observar no entanto, que ndo sdo comuns psiblemas no atual
estagio de desenvolvimento das turbo- maquinastroGexemplo que conduz a
instabilidade paramétrica é a de uma viga ou enifonme submetidos a uma forga
axial periédica P com o tempo.

O movimento lateral tem a expresséo:

252



%Y 0%Y 0%Y
El— - P(1-2)CoRcut)—— +m—- =0 6.77
az* d-2c )022 ot? ©.77)

Uma carga axial pulsante causa uma variacdo peadgth rigidez a flexao,
sendo capaz de induzir uma instabilidade paranagtrtanto na viga (eixo
estaciondrio), como no eixo girante. Se a wgabi-apoiada, a solugédo pode ser
dada, por meio de separacgéo de variaveis, como:

y(zt) = f(t)SenNI—m (6.78)

que, uma vez substituida na equacdo (6.77), cordwemuacdo de Mathieu,.

Igualmente, dependendo de a e g, o movimeata instavel e ado por:

y+(a—-2gbCot)y=0 (6.79)

6.3 Atrito Variavel, Prende-Solta (Stick—Slip, Qatering)

Este mecanismo de instabilidade esta associadario seco no ponto de
rogamento entre o rotor e o0 estator. N&ao devieetanto, ser confundido com o
mecanismo de precessdo devido ao atrito seatisfutido anteriormente.

Este mecanismo tem uma forca excitadora, em forenand pulso, ou seja,
aplicada em um curtissimo tempo, a intervalos segal E causado pela natureza
irregular da forca de atrito desenvolvida em bairia velocidade (forca de
amplitude variavel).

Esta forca de atrito pode ser comparada a de uoo lojoe desliza, com atrito,

sobre uma superficie rugosa, com trechos alterndeloseficientes de atritg e 1, ,
com 4, >>,. Ao deslizar sobre o trecho comy, ele adquire uma velocidade que
supomos constante. Ao entrar no trecho/de o bloco € liberado de uma certa

resisténcia, aumentando sua velocidade como se fadisionado um coeficiente

negativo de amortecimento.
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Com a alternancia dos trechos, cria-se uma variagél@a da velocidade
relativa, gerando forcas de contato periddicaSste € 0 mecanismo que ocorre com
0 rogcamento do rotor sobre o estator, com forcastite variaveis, alternando fases
de STICK (alto coeficiente de atrito) com fasesStléP (baixo coeficiente de atrito).

A consequéncia é um movimento auto-excitado. Aiféecia de vibracdo
deste movimento é bem maior do que aquela assoaiadéacado. As vibracdes
associadas a este efeito prende-solta sdo de rmttoecional embora vibragoes
planas laterais possam também ocorrer.

Cumpre notar que este tipo de instabilidade ndonéum em turbo-maquinas,

sendo mais freqlente em maquinas ferramentas.

6.4 Comentarios Finais

Para evitar problemas de instabilidade, foram sdgetrés procedimentos:

a) Introduzir amortecimento para elevar a veloadadite de estabilidadeQ  ;
b) Aumentar a freqiiéncia natural do conjuntp;

c) Atacar ou eliminar o mecanismo de instabilidade.

Os dois primeiros séo de natureza geral, enquarg® glltimo encerra medidas
particulares para cada fenbmeno de instabilidaéleintroducdo de amortecimento
externo adicional € uma medida eficaz para a etelienite de estabilidadeq,,, .

E possivel mostrar que a relagéo entre a fregédimsite de estabilidade e a
freqiéncia natural aumenta com o0 acrescimo do awoiorénto externo,
possibilitando elevar a primeira freqiéncia natupara um valor superior a

frequéncia de trabalho.
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Entrado da oleopl/o
amortecedor

Saida de dleodeo
amortecedor

o Rotor
C aixa do manual de g

L

Filme prensado

FIG 6.18 AMORTECEDOR DE OLEO PRENSADO

Nas turbomaquinas, este efeito pode ser consegrodo a instalacdo de
amortecedores de 6leo prensado “squeeze film destimos suportes dos mancais,
conforme mostrado nas figuras 6.18 e figur@ 6.1(solugéo proprietaria da G.E.)

A elevacdo da frequéncia natural do rotor tem, coocomsequéncia, a

possibilidade de aumento da velocidade de opergudis, € constante a relado

a
A)Iim -

Este recurso deve ser usado nos casos em que jador&ica a elevacao do
amortecimento, pois requer uma mudanca complexmajeto.

A minimizagcdo dos mecanismos de instabilidade aadib-se o surgimento do
acoplamento cruzado, requer uma acéo diferenca@agada caso (figura 6.19).

Todas as trés classes de acdo preventiva, acim&ianadas, visam a

eliminacéo das instabilidades que induzem a préoess
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FIG 6.19 FORCAS EM MANCAL COM OLEO PRENSADO
Quanto aos demais mecanismos referidos nestelicafiaktabilidade paramétrica e

atrito prende solta), considera-se os mesmosaopéregientes no dominio das

turboméaquinas.
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VIl EXEMPLO ROTODINAMICO-1 (SUPORTE RIGIDO):

Estudo de Caso Real, com Aplicacdo de Nova Tecnalgdesenvolvida pela
Universidade de Virginia /JUSA

BN

Nos Capitulos iniciais discutiram-ae diversos aeaelativos a teoria
rotodindmica.  Neste capitulo, sera usado o acomemto discutido para a andlise
rotodindmica de uma turbina real, responsavel pelonamento de um compressor
de propano, utilizado na planta de lubrificantes Refinaria Duque de Caxias
REDUC/PETROBRAS.

Trata-se de um exemplo real de aplicacdo da rdiodoa na solugdo de um
problema concreto, de turboméquinas. Nesta apatisnsidera-se a turbina apoiada
em base rigida (referencial inercial), condicdotdras freqiente nos estudos
rotodindmicos normalmente disponibilizados pel@si€antes.

Esta andlise sera executada com a ajuda de pragraesenvolvidos na
Universidade de Virginia e que estdo em uso na EIBHAS ha mais de 20 anos.

No Capitulo VIII, serd apresentado um relatéricatieb ao emprego dessa
tecnologia, usada para resolver um problema resilslagcdo em um compresssor de
amodnia. Esse problema esta associado ao projeldeqonado do sistema de
suportacdo da maquina, tendo sido necessario onw®genento de uma
metodologia particular para tratamento do mesme, juge como consequéncia de
uma iteracdo inadequada do rotor com a sua estrdéursuporte.

Este enfoque particular produz resultados precteesndo associado ao uso do

pacote de programas ROMAC.

7.1 Modelacao do Rotor

O conjunto rotor da turbina € mostrados na figutae na tabela 7.1

O comprimento total do rotor € de 1570 mm e p288.4 kg. A modelacao
do rotor é geralmente feita pelo método de eleosefihitos, ou pelo método da
matriz de transferéncia. Os resultados ser@atitbs se for usado o elemento de
barra normalmente empregado em simulacgdes rotodias.

Nesta analise, é feita uma simulagdo do esquem#aadossendo a rigidez a
flexdo calculada conforme esta geometria.

O modelo “free-free” deste rotor foi inicialmenteontado considerando-se 53

nés. A tabela de entrada de dados do prog@mastrada a seguir:
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TAB 7.1 GEOMETRIA DO ROTOR

N L M D, D L
1 0.159 1.180 1.100.000 0.000
2 0.267 0.310 1.770.000 1.180
3 1.540 0.830 3.940.000 1.490
4 1.649 0.870 1.500.000 2.320
5 0.435 0.870 1.500.000 3.190
6 1.649 0.830 3.940.000 4.060
7 2.291 0.590 3.620.000 4.890
8 1.264 1.260 1.700.000 5.480
9 0.856 0.310 3.620.000 6.740
10 1.880 1.300 3.145.000 7.050
11 2.858 1.300 3.145.000 8.350<B
12 2.092 0.350 4.130.000 9.650
13 4.037 1.000 5.510.000 10.000
14 6.748 1.000 5.510.000 11.000
15 7.217 0.980 5.940.000 12.000
16 9.475 1.380 6.060.000 12.980
17 11.264 1.380 6.060.000 14.360
18 11.264 1.380 6.060.000 15.740
19 6.897 0.310 6.060.000 17.120
20 13.630 1.470 8.700.000 17.430
21 24.730 1.470 8.700.000 18.900
22 24.730 1.470 8.700.000 20.370
23 31.366 0.890 13.860.000 21.840

24 44,901 0.890 13.860.000 22.730
25 34.254 2.150 7.990.000 23.620

26 22.778 1.210 7.480.000 25.770
27 21.150 1.450 7.480.000 26.980
28 22.772 1.450 7.480.000 28.430
29 22.872 1.450 7.480.000 29.880
30 22.952 1.450 7.480.000 31.330

31 23.072 1.450 7.480.000 32.780
32 23.119 1.480 7.480.000 34.230
33 24.007 1.490 7.480.000 35.710
34 24.107 1.480 7.480.000 37.200

35 23.709 1.450 7.480.000 38.680
36 23.862 1.450 7.480.000 40.130
37 24.042 1.450 7.480.000 41.580
38 16.385 0.180 7.480.000 43.030
39 7.363 0.880 7.990.000 43.210
40 11.847 1.410 5.980.000 44.090
41 11.207 1.410 5.980.000 45.500
42 11.207 1.410 5.980.000 46.910
43 9.446 0.980 5.940.000 48.320
44 10.760 2.050 5.510.000 49.300
45 7.580 0.350 4.130.000 51.350
46 2.092 1.300 3.145.000 51.700
47 3.265 1.670 3.145.000 53.000 <B
48 2.648 0.390 4.330.000 54.670
49 3.578 1.540 4.020.000 55.060
50 3.977 0.870 3.540.000 56.600
51 5.667 3.530 3.370.000 57.470
52 4.978 0.790 2.440.000 61.000
53 0.523 0.000 2.440.000 61.790

638.423  61.790
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FIG 7.1 DESENHO ESQUEMATICO DO ROTOR DA TURBINA

7.2 Resultados Obtidos com a Analise das VelocidegiCriticas

Rodando o programa CRITSPD2 do ROMAC, podem-serohtgumas
informagBes importantes.

Na figura 7.2 sdo apresentados os modos de vibrdgaotor do TC-5302,
para uma rigidez de mancal da ordem2E’lb/in. Os dois primeiros modos sdo
0os modos cilindricos e cbnicos dos mancais, orisiratts modos de corpo rigido,
enguanto que o terceiro modo é derivado do prinredo “free free”.

A figura 7.3 apresentado o mapa das velocidadd&asido rotor onde
podemos ver o valor das freqiéncias naturais o gpando se mudamos a rigidez
dos mancais. Este mapa mostra também a evolacéigidez dos mancais com a
rotacdo do eixa2 (“spin”).

A intercesséo das curvas de freqiéncias naturarm as curvas dos mancais

mostra as freqUéncias naturais do eixo, (sem acimeato).
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FIG 7.2 DESENHO ESQUEMATICO DO ROTOR DA TURBINA
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FIG 7.3 MAPA DAS CRITICAS DO ROTOR DA TURBINA
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7.3 Calculo da Rigidez e Amortecimento doMancais

O programa de computador utilizado para célculordascais é o0 MAXBRG.

Entrando neste programa com os dados apresenthdo®,apodem-se calcular os

coeficientes de rigidez e de amortecimento dos mama turbina TC-5302.

E importante lembrar que a ciéncia hidrodinamic¢a &sa do escopo da tese.

As curvas de rigidez dos mancais contra a rotagaodtuina, estdo mostradas

na figura 7.3.

suas cargas sejam diferentes.

Os dois mancais da turbina s@mngé&ricamente iguais, embora as
Os dados de ergraldasaida do programa de

computador, séo apresentados abaixo:

MANCAL EXTERNO QUADRILOBULAR com precarga:

Kxx/Cxx
Kxy/Cxy
Kyx/Cyx
Kyy/Cyy

Kxx/Cxx
1000.00
0.7048282E+05
0.4192310E+03
2 3000.00
0.1090375E+06
0.2617631E+03
3 5000.00
0.1371294E+06
0.2096977E+03
4 7000.00
0.1603969E+06
0.1781819E+03
5 9000.00
0.1803074E+06
0.1549268E+03

Kxy/Cxy

0.4736215E+05
0.1762931E+02

0.6688932E+05
0.1914175E+02

0.7651290E+05
0.1190017E+02

0.8370887E+05
0.8382038E+01

0.8907575E+05
0.6298881E+01

01 V/H

Rigidez e amortecimento na diregao
Rigidez e amortecimento cruzado XY
Rigidez e amortecimento cruzado YX
Rigidez e amortecimento na diredao

Kyx/Cyx Kyy/Cyy

-0.1029420E+@59268936E+06
0.1762932E+@23245094E+04

-0.7442970E+@5351077E+06
0.1914179E+@28182084E+03

-0.7589770E+@b4621853E+06
0.1190017E+@R4708342E+03

- 0.8080353E+®.4366580E+06
0.8382000E+@13384501E+03

-0.8610120E+@b4274160E+06
0.6298883E+W12682822E+03

Os resultados obtidos da simulagdo dos mancaigizadéd nos programas de

rotodindmica, coma introducao dos valores de rigaaortecimento dos mancais nas

dire¢cbes horizontais e verticais (Kxx, Kyy, Kxy, XyCxx, Cyy, Cxy, Cyx).

Com os dados validados, a partir da simulacaodimmdonica do rotor e da

simulagdo dos mancais, podem-se rodar testesgesta dinamica do sistema rotor

aos desbalanceamentos padréo, requeridos pelGAPRI

de Refinarias).

(Standard para Turbinas

Podem-se também proceder asendle estabilidade do rotor.
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MANCAL INTERNO QUADRILOBULAR com precarga:

KXxx/Cxx

1 1000.00
0.6966853E+05
0.4155434E+03
2 3000.00
0.1080025E+06
0.2597311E+03
3 5000.00
0.1361477E+06
0.2108033E+03
4 6550.00
0.1543310E+06
0.1831830E+03
5 9000.00
0.1791188E+06
0.1541093E+03

Kxy/Cxy
0.4692057E+05
0.1884308E+02

0.6594598E+05
0.1894435E+02

0.7608693E+05
0.1152061E+02

0.8124643E+05
0.8818687E+01

0.8808676E+05
0.6181808E+01

02 V/IH

Kyx/Cyx Kyy/Cyy

-0.9990323E+@b8984960E+06
0.1884309E+@23161546E+04

-0.7294751E+@5208885E+06
0.1894436E+@28011061E+03

-0.7474667E+@4509929E+06
0.1152062E+@R4623459E+03

-0.7858748E+@b4306703E+06
0.8818710E+@13547018E+03

-0.8515368E+@b4187048E+06
0.6181826E+W®12643521E+03

7.4 Resposta do Rotor ao Desbalanceamento

O programa de computador utilizado para o calcuéo rdsposta ao
desbalanceamento do conjunto rotor, € o RESP2V3.

Entrando no programa com os dados da geometriatdg rpode-se calcular a
resposta dindmica desta turbina (TC-5302) arsib#etipos de desbalanceamento.

As figuras 7.4 a 7.6 mostram diversas primeirégcas amortecidas diferentes
do rotor em 6800 rpm, 6400, 6200 e 5500 rpm.

Isto ocorre por que os diferentes sensores instalathservam o fendbmeno
vibratéria de forma diferente (conforme a sua [@mmice esta propriedade é
denominada de “observabilidade” do sensor.

Nestas figuras, o rotor esta sendo excitado podesbalanceamento colocado
no centro do rotor, o qual, e excita o rotor prfieralmente, no primeiro modo
cilindrico do mancal. Entretanto é possivel olmese na figura 7.4, a ocorréncia
de um pico de vibragdo em 9000 rpm, o qual estéceEsto a segunda freqiéncia
natural do rotor

O eixo pode ser excitado em sua segunda frequéatimal. Para isto basta
gue se coloquem pesos desbalanceados no rotaitddese (180 graus separados) e

localizados 0 mais proximo possivel das extremisladerotor.
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As figuras 7.7 a 7.9 apresentam os diagramas dde'Bda resposta dinamica
do rotor, excitado em seu segundo modo normal,ramah a sua segunda frequiéncia

natural. As figuras 7.7 a 7.9.
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Estas figuras mostram também diversos picos dendagicriticas amortecidas
do rotor em 7000, 9000 e 9700 rpm.

Isto ocorre porque os diferentes sensores obseovéendémeno vibratoério, de
forma diferente (conforme a sua posi¢éo).

De maneira geral, também podemos destacar qudatagéxcno segundo modo
praticamente ndo excita a primeira frequiéncia ajtaoom excec¢ao para a figura 7.8,

na qual é possivel identificar a primeira criticediagrama “Bode”

7.5 Estudo de Estabilidade do Rotor

O programa de computador, utilizado para o estuwedabilidade do rotor,
apresentado nesta se¢édo, € 0 ROTSTAB. Entrsmdeste programa com os dados
apresentados abaixo, pode-se calcular o decrenhegdoitmico de cada um dos
autovetores do sistema giroscépico amortecidodpas! dos autovalores associados
aos modos normais de vibracao da turbina).

As figuras 7.10 a 7.17 mostram as frequiéncidaraia amortecidas do
sistema rotor no primeiro modo a 2739, 3040m epno segundo 7240, 8940,... rpm
para diversas rotacdes diferentes do rotor.

Os decrementos logaritmo dos diversos modos epi@sentados em cada um

dos diagramas conforme mostrado nas figuras abaixo
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FIG 7.10 PRIMEIRO MODO AMORTECIDO A 1000RPM
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Frnobni | &1 Wor 2007 | AOTITE oo cod nodo shoes

Compresscr G-5202 - calculc de estabiidads - tests AROTSTE 719
AN = 230000 = 28 [15 FEE 1929}
[Data file for ROTI2TE input)

Eigenvalus [racis) = -.22504533E+032 +/- | 92322363406+ 02
Darnped Freg = 92953 mpm
Log Dec = 1.501060 -

Moce Murmber 4 Speed Case 4 GEG0. mn Mixed whin directicn

WU 7-4
445 0.5

=

Input File:D:yomac A RROTSTEV AASSSY.DAT

Quiput File DircmastAARRDTS TEV AASSSYOUT Labo rato rias

Flet File DivemacuAFRDOTITE W AASSS IMIP

FIG 7.13 QUARTO MODO AMORTECIDO A 6550 RPM

Framo 001 | 81 biny 2007 | ADTATE don pod modo shp o

Compresscr C-5202 - calcule oo estabiliclads - teste AQTSTE 7.19
ACC = -20000 = 28 [15 FEE 12025
[Data file for ROTSTE input)

Eigenvalus [radfs) = -. 124223282 E+02 +/-] .22625346E+02
Damped Freg = 27292 rpm
Log Dec = 2963211 =

Mode Humber 1 Speed Case 5. SO00, rmem Mixed whid directicon

W Z-4
05 0.5

el

INput File: D remasiis RROTSTEV AASSSYDAT

Qutput Fls:DiromactAARROTS TEV AASSSOUT Laboratories

Plct File:D:vormacid AFVROTITEV AASSE.MIP

FIG 7.14 PRIMEIRO MODO AMORTECIDO A 9000 RPM
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Compresscr S-S3202 - cajculo de estabilicdads - tests ROTSTE 719
ACC = -20000 = (1S FEE 1999

[Cata file for ROTSTE Ir’\Dut}

Eigarvalu s [Facdis: — .97 085 157 E+D1 +/-] 21822 1728E+02
Damped Frec =  2022.9 rpem
Log Dec = 191646
=
Moo Mumbsr 2 Speed Case S SOO0, FEm Fersarc whin directcn

M ZA

INput File: D romacte s RO TSTE W AASSSY. DAT

Dutput Fls D ircmaciss FUROTS TEV AASSSY . OUT Laboratories

Plot File: D romacit AFROTSTE U AASSS Y. WS P

FIG 7.15 SEGUNDO MODO AMORTECIDO A 9000 RPM

Compresscr C-53202 - cs]culo s estabilicacis - tests ADQTSTE 7.19
AT = 20000 p=3=1 1S FEE 1S9S)
[Data file for HOTSTB [[g1=180 §
Eigarnvalus [racs) = 15754264 E+032 +/- ] 7HR562002E+ 02
Damped Freg = F2494.4 rpm
Log Dec = 1204222 -
Mode Mumber 2 Speecd Case SO0 rem kAizeec] whifd directcn
o
= »
-
P
p
2 =
= Z
=

INpUt Fils: D ivomasias PAROTSTEWV AASSSY. DAT

Qutput Fle DromachAasPROTIS TEV AL SSSY 00T i
Flot File D vomacwiAFWROTSTEV AASSS " MSF Labo rato ries

FIG 7.16 TERCEIRO MODO AMORTECIDO A 9000 RPM

Compresscr S-53202 - CSJ(:UID de estabilidade - teste ROTSTE 7.1%9
AT

= = 20000 =) [1E FEE 1229}
[Data fils for RoTSTE Nty
Eigorvalus [radis; = . 15547972 E4+02 +/- | S2662210E+03
Damped Freg = 29447 rpm
Log Dec = 1.042945 —
Mode Murmbsr 4 SpesdCase 5: 9000.rpm  Forward whin directicn

3N

ol

Input Fils: Diwcrmacs s PIROTSTEWV AASSSY.DAT

Duiput File Dromact AAFRROTS TEU AASSSY.OUT i
Plot File: D yomaca ARMRQTESTEV AASSS L MIP Labo rato res

FIG 7.17 QUARTO MODO AMORTECIDO A 9000 RPM
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7.6 Conclusodes Fin

ais do Relatério Rotodinamico

Resumo das informacdes importantes registradastéuraestudo do C-5302:

Esta maquina opera na rotacdo de 6380 rpm e nporem rotacdo proxima a

sua segunda critica lateral 6800, rpm (primeicaloaY), com fator de amplificagédo

AF=1,2.
Esta Turbina tem

(primeiro modo-X), com

O diagrama tipo cascata apresentado na figura mmdstra um pico de vibracéo
lateral proximo ao primeiro harmdénico do compress@ste pico foi medido no

mancal acoplado, sendo sua frequéncia 4463 rpnte so identifica a primeira

critica do eixo, a qual

compressor.

AD4 Acesso Remoto - Yisualizag

Tipo de Arguivo
{ED Definitiva da Maguina

|

sua primeira critica lateratogmadamente em 4200 rpm

AF=1.78.

esta sendo excitada padosuiaerodinamicos interno ao

|
Man: |T2|3|4|5|5|7|3| TAG:I C-5302 @lélﬁl

do de Arguivos

® Ponito ) Pardmetro

Dezcrigdo do Ponto
|E0mpressur - Ly

Fanto

EED

|
Medicies

Data Hora P M |5

05/M/06 | 11:14:28
17/0/06 | 121545
03/03/06 | 13:53:49
13/03/06 | 11:19:36
17/03/06 | 10:03:27
05/04/06 | 15:58:02
20/04/06 | 14:58:39
03/06/06 | 15:58:22

|| =

Fl
Fl
Fl
Fl
Fl
Fl
Fl
Fl

Fonto: CO3VE

Fun. Ezc. 20 [micra) Freg. Fund.: E300.0

Walor P-F: 401

Ordem
1 Cronologica
35000 dasz Medigfes

Nl

0 Freqligncia [CPM)

-

22/08/06 | 12:42:28 | P
(® Fiegime O Fur-Out
[ Subtragdo de Run-Out

Cursar Freqiéncia Amplitude Faze

A ] I I S

Data

Off-Set

tedicio Hara

| (® Fregliéncia ) Ordens |

10:03:27

17/03/06

iI [ r| EEEI 8]

Ezpectras | ﬂl Evolugio P-P |

Tendéncia | Padrdo de P4 | Parametros | Elirnita | Retorna |

FIG 7.18 DIAGRAMA CASCATA PRODUZIDO PELO AD-4
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O diagrama cascata apresentado na figura 7.18bfwio no programa DA-4,
programa este desenvolvido pelo laboratério LEDZOPPE/UFRJ através do
trabalho dos professores TIAGO E TROYMAN.

Pode-se também dizer que o desbalanceamento pdovogar uma
engrenagem colocada na extremidade do rotor, (pBei#o de monitoracdo da
rotacdo), acarreta um aumento na vibragdo do @@xturbina, pelo menos trés
vezes superior ao aumento de vibragdo provocadamponesmo desbalanceamento
modal equivalente, de primeira ordem.

E portanto desejavel que esta engrenagem sejeitperénte centrada e
balanceada na rotacdo de operacdo, em camaraude vac

Caso o0 balanceamento desta engrenagem ndo atendaquisitos de
balanceamento de elevada qualidade, para 6550 epta, maquina retornara de
manutencgdo com elevados niveis de vibragao.

Este rotor reduzira sua vibracdo substancialmenteakanceado em camara de
vacuo a 6550 rpm. As duas primeiras criticasb&in amortecidas, o rotor é bem

robusto ao desbalanceamento e o eixo deformabpouc

Faixa operacional 5500 rpm a 6550 rpm
Minima do governados - aproximadamente 480Q. rp

MCS — “Maximun Continuous Speed” Rotacdo MaxiDuatinua 6550 rpm.

Embora os documentos do Fabricante digam ser mpbsslsvar a rotacdo maxima
continua desta maquina (MCS), para 7200 rpm, ueste performance feito pelo
Consultor MARCO ANTONIO sugere ser possivel aut@er20% o frio desta
unidade (carga térmica da U-1530), sem que sejess@to ultrapassar a rotacdo de
6550 rpm do compressor (MCS atual), tornando dessdéria a contratacdo do

projeto de aumento da rotag&o, proposta pelo Fatigc
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VIl EXEMPLO ROTODINAMICO -2
(SUPORTE FLEXIVEL):

Estudo de Caso Real: Este trabalho é apresentadetathes no Apéndice A.

Neste capitulo sera apresentada tecnologia inédigxtremamente precisa,
usada para resolver complexo problema de vibragéoido em um compressor de
amonia (105-J, Plantas de Fertilizantes da PetsoBrFEN/SE), problema este
associado ao projeto inadequado de seu sistesigpdetacado. O ator principal desta
performance € o motor elétrico do conjunto maotoripressor 105-J da planta de
fertilizante da Petrobras, que vinha de longa datado prejudicado por vibragdes
excessivas.

Este capitulo é subdividido em cinco partes diasint Cada uma destas partes

sera apresentada independentemente, conforme dwatraixo:

8.1) Modelacgédo da estrutura por elementos fin{l®EISYS).

8.2) Modelagéo rotodinamica com os programas dvRO

8.3) Reducao dinamica da estrutura e correcacakigientes dos mancais
8.4) Analise das diversas propostas de modificdeaestrutura e dos mancais.
8.5) Solucao de compromisso (compromisso: dhcac simplicidade)

8.6) Comentérios finais

8.1 Modelacédo da Estrutura por Elementos Finitos
(ANSYYS).

O motor do compressor 105-J vinha experimentandevados niveis de
vibrag&o (no primeiro e no segundo harmaonicos).

Analisadas todas as possibilidades, este problenthaignosticado como tendo
sua causa basica no projeto inadequado de seu imezaa figura 8.1 é apresentado
um desenho do conjunto motor/redutor/compressores.

Na literatura especializada, a flexibilidade domstgs das turbomaquinas vem
sendo considerada como uma causa provavel (semesenpe) de problemas de
vibracdes ja ha muitos anos, notadamente em eqaeigasmpesados e que operam

em baixas rotacfes, tais como motores elétricagatede porte.
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FIG. 8.1 - CONJUNTO COMPRESSOR 105-J

Geralmente, a fundacéo flexivel de uma turbomaquétauz a rigidez e o
amortecimento fornecidos pelos seus mancais, ttazeomo provavel consequéncia
o crescimento do primeiro e do segundo harménieosltacdo da maquina. Estes
dois efeitos foram encontrados no compressor 105-J.

O diagnéstico inicial apontava para um sistemaifllxcom frequéncias
naturais dentro da faixa de operacdo da maquirisstava evidente que um modelo
de elementos finitos seria necessario para permitompreensdo das verdadeiras

causas do mau funcionamento desta maquina e palaxas solugdes possiveis.

8.1.1 Modelo Completo da Estrutura de Suportacao

Foi desenvolvido um modelo completo em elementu$o8, envolvendo todo
o conjunto plataforma e maquinas. Este model@loeva existéncia de duas
freqUiéncias naturais, uma perto de 60 Hz e outta pe 30 Hz. Quando o mesmo
foi acoplado ao sistema rotodinamico, os efeitosotmr ficaram evidentes.

A analise rotodindmica mostrou que a segunda &riticconjunto estava muito
proxima do segundo harmdnico do rotor. A simédagnostrou ainda que o suporte
tinha grande responsabilidade no mau desempentdinétnico do conjunto.

Esta impropriedade tornou a maquina susceptivel rablgmas como

desbalanceamento elétrico do motor, desbalanceamdenbtor e desalinhamento.
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A representacao total desta plataforma exigiu umoadelagem pesada, com
mais de 80.000 graus de liberdade, a qual pressoueduzida significativamente
para tornar-se compativel com os modelos do rotimsanancais.

O modelo completo revelou duas freqiéncias natypaisco amortecidas
proximo a 2N (frequiéncia que é excitada pelo delsainento).

Além disto, estavam associadas a movimentos vixticeds mancais,
desqualificando todos os trabalhos de contravemtamanteriormente realizados e
que estdo mostrados na figura 8.2.

Os dados reportados pelo campo, fundamentais parprogesso de
identificacdo e afericdo do modelo, estavam incetogl sendo impossivel a
realizacdo de um levantamento mais detalhado, tdeside uma analise modal.

A identificacdo modal é aplicada em sistemas le®acausais, estaveis e
invariantes no tempo,VAN DEN ENDEN e VERHOECKX98DB).

Os dados obtidos em testes de campo, revelaramstreia de diversas

freqléncias naturais, dentro da faixa de frequéteidHz a 75Hz.

8.1.2 Frequéncias e Modos Naturais de Vibracéo

A tabela 8.1 mostra os valores de frequénciagraatdo sistema, levantados
no campo com teste de impacto e as frequiénciasaismto modelo completo.

Os valores medidos e calculados das frequénciasamatmostram uma boa
concordancia entre o sistema real e o modelo.

Considerando-se o ponto de vista estrutural, sostaforcada da estrutura a
30 Hz (a frequiéncia natural € proxima a 30 Hz¢m lamortecida. Portanto, o quarto
modo, ndo caracteriza uma ameaca concreta aoftloionamento da estrutura.

Sabe-se, entretanto, que esta estrutura conttibdorma indesejavel para a
dindmica do conjunto quando é excitada pelo segundonénico do motor
(desbalanceamento elétrico ou desalinhamento).

Os modos 9 e 10, mostrados na figura 8.3, possuequéncias naturais
proximas a 60 Hz(2N). No nono modo de vibracdo,vigas transversais que
suportam o motor assumem um movimento verticalifssgtivo, levando a caixa de

mancais a vibrar com elevadas amplitudes.

274



i - ANSYS
ELEMENTS
AUG_23 2003
MAT  IOUIM 11:50:36
PLOT MO, 10

R ET

FIG. 8.2 - SAIDA DO ANSYS MODELO COMPLETO

TAB 8.1 FREQUENCIAS NATURAIS DA ESTRUTURA DE RRORTE

Modo Medida Modelo Integral
1 9.€ 10.4
2 12.7 19.7
3 24.¢ 21.¢
4 27.7 31.¢€
5 34.F Perdidc
6 38.c 39.1
7 49.F 50.C
8 54.k 51.%
9 57.¢ 57.2
10 62.2 60.2
11 66.7 66.€
12 71.3 71.6

ABRINE

FIG. 83 NONO MODO E DECIMO MODO
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8.1.3 Funcao de Resposta em Frequéncia

As Funcbes de Resposta em Frequéncia (FRF) daueatrsdo calculadas com
a ajuda do ANSYS e representam a resposta de wto midelo quando o sistema é
excitado por uma forca senoidal de frequiéncia vatiao mesmo né. Os calculos
realizados consideram uma taxa de amorteciment®de

As FRF's sdo calculadas para quatro condigcbesxdeagdo diferentes. A
figura 8.4 mostra as FRF’s vertical, horizontal @ak (no mancal préximo ao
redutor). A FRF é resultado de uma excitacdo s@hotom varredura de frequéncia
(no mesmo lugar), sendo sua amplitude igual @dtbh na direcéo vertical.

Estas FRF's sdo imprecisas em seu contetudo pitushe e fase, na medida
em que ndo existe limite tedrico para os erros c@dos a esta modelacao

(truncamento).

Frequency Response Due to UnitVertical Force
atGearbox Side Bearing

7.00E-09

T T
Vertical Displacem ent
~-.Horizontal Displacement

6.00E-09 1= _ Ayxial Displacement

5.00E-09

4.00E-09

3.00E-09

Magnitude of Displacement (m)

2.00E-09

0.00E+00 —+——
0 10 20 30 40 50

Frequency (Hz)

FIG. 84 FRF DO MANCAL DO MOTOR LA DIREAO VERTICAL

8.2 Modelacdo Rotodinamica pelos programas do ROMC

Foi necessaria uma analise rotodindmica globatodgunto para identificacédo
da real causa do problema. A primeira fase dasadise inclui a modelacdo da
estrutura, do rotor e dos mancais, a identificagas freqiéncias naturais e 0s
respectivos modos de vibracdo. Estes modelos fdem®nvolvidos conforme dados
levantados na FAFEN-SE e foram validados, experiatmente, para os mancais
analisados (nas condi¢cdes “flooded and starvafigado e faminto). O modelo

mostrou-se adequado para permitir toda a analise.
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Para simular o desbalanceamento mecénico e eléfiac@aplicada a andlise de
resposta dindmica sincrona(segundo APl 617) éa@esa, respectivamente. Pode-
se sumarizar a analise dizendo que o rotor opéra aprimeira e a segunda criticas.
8.2.1 Modelacéo do Rotor

O conjunto rotor do motor estd mostrados nasdg8t5e 8.5A.

O modelo “free-free” (livre livre) deste rotor foinicialmente, realizado

considerando-se 57 nos.

‘ /Uf”i’ﬂ'rl ‘—.er g rﬁf
poym L

FIG 8.5 DESENHO DO ROTOR DO MOTOR

T

i

FREE FREE
Fetrobras Motar Rotar Analysis
(CRTSF2 Data File)

_|_I'II_I_I_I_I_I_I_I_I_II'I 1 T 213 l
—E R B R T et -
I I

FIG. 85A GEOMETRIA DO ROTOR
A figura 8.6 mostra os primeiros modos “undampee firee“ e as freqiiéncias

naturais a eles associadas.

CRTSP2 Version 3.0
otor Analysis (18 APR 2000)
I

ISpeeds (rpm)

o o o o

Relative Displacement (Dim)

o o o o

R O M AC

Laboratories

N B ® @ A& N © N B o ® kN

. HHIHHIHHI\H\IHHIHH HHIHHIHHIHHIHH HHI

| BE— — T |
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Length (in)

FIG 8.6 FREQUENCIAS NATURAIS E MODE SHAPE DO RORO
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8.2.2 Anadlise dos Mancais Hidrodindmicos
8.2.2.1 Analise dos Mancais (Velhos).

Os coeficientes dindmicos dos mancais precisam cegthecidos para
possibilitar a introducdo das molas e dos amortecios na andlise rotodinamica,
entretanto este assunto esta fora do escopo dssta tOs mancais interno e externo
deste motor sdo idénticos, tendo geometria fidguw@ as suas cargas sao diferentes
pelo fato do rotor ser assimétrico. O eixo gidsBA0 rpm. A geometria do mancal

esta mostrada na figura 8.7 e seus dados geooséstdo mostrados na tabela 8.2.

FIG 8.7 ESQUEMA DO MANCAL LUBRIFICADO
POR ANEL - ARCO PARCIAL

Todos os coeficientes dinamicos foram calculadosndama forma, para trés

folgas diferentes, através dos programs do ROMAC.

TAB 8.2 GEOMETRIA DOS MANCAL

mm in
Diametro do mancal 280 11
Folga Diametral 0.42-0.56 0.0166-0.022
Comprimento Axial 195 7.68
Angulo da Sapata 130°
Prelcarga 0.0
Espessura da Sapate 65 | 2.5

8.2.2.2 Analise dos Mancais (Novos)

Para resolver o problema de vibragdo do novo manegkessitamos de mais

amortecimento, para reduzir sua resposta dinamica.
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A filosofia de projeto serda manter a rigidez préaimha atual e aumentar o

amortecimento ao maximo. Para tanto, precisarm@ngr uma alimentacdo de 6leo
satisfatoria para os novos mancais, bem como aamelomprimento do mancal.

Estes mancais e seus desenpenhos estdo sumariaadabelas 8.3 e 8.4.

TAB 8.3 PARAMETROS GEOMETRICOS DOS MANCAIS VELHRDVOS

Existente Soft Soft Zollern | Zollern
Short Long Sleeve | Elliptical
Diametro 11 11 11 11 11
Comprimento 7.68 7.68| 9.64 6.9 6.9
Folga 0.019 0.02 0.02 0.015 0.012
Diametral
Arco da Dapatad 130 150 150 161 161
Precarga 0 0 0 0 0.66

TAB 8.4 PARAMETROS OPERACIONAIS DOS MANCAIS VELHBOVOS

Existing* Soft Soft Zollern | Zollern
Short Long Sleeve | Elliptical
Kxx 1.18 1.39 1.38 2.10 0.75
Ky 4.68 3.21 2.31 3.42 5.17
Cxx 4.77 7.14 8.92 13.82 5.24
Cy 39.83 33.14 | 34.92 44.26 29.37
h 0.0037 | 0,0049 | 0.0036 0.0033
T 155 150 164 157

8.3 Reducado Dinamicada Estruturai(Coeficientes dos Mancais)

Este capitulo introduz uma nova maneira de traséa guestdo, com uma
tecnologia capaz de representar, integralmentstratera de suporte, 0s mancais e a
rotodindmica, fornecendo a resposta dindmica exaso do rotor, como da

estrutura, viabilizando o protétipo virtual.

8.3.1 Reducéo da Matriz Original para 155 MasterGL’s Principais
Inicialmente, precisamos construir um modelo denelgos finitos capaz de
representar a estrutura existente no campo, idemtdo as frequéncias naturais e os
modos naturais de vibrac&do da estrutura confonakegdo de campo, em uma faixa
de frequiéncia capaz de cobrir os harmonicos degsge de nosso estudo.
Esta € uma tarefa gerou, em nosso caso, uma nu#ri22.872 graus de
liberdade. O programa ANSYS é muito util nestaeftg todavia, um modelo deste

tamanho € inaceitavel. Numa segunda etapa, edt& r@aeduzida cerca de 1000
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vezes. Os melhores resultados sdo obtidos petéhasmanual da maioria dos GL's
principais, realizando a chamada Sintese Modal @osponentes da Estrutura
(SCM).

modelo reduzido e o original

Foi escolhido um conjunto com 155 GL'singipais, de tal forma que o
tenham as mesmagi@mzjas naturais e modos
normais de vibragdo, até 75 Hz, conforme mdsetrea tabela 8.1.a

TAB 8.1.A FREQUENCIAS NATURAIS DA ESTRUTURABSUPORTE
Mode Medido Model Completo Modelo Reduzido
1 9.9 10.4 10.75
2 12.7 19.7 17.57
3 24.6 21.8 21.9
4 27.7 31.9 32.33
5 34.5 Missing Missing
6 38.3 39.1 39.53
7 49.5 50.0 47.14
8 54.5 51.7 52.18
9 57.8 57.3 58.93
10 62.2 60.3 61.66
11 66.7 66.6 61.74
12 71.3 71.6 72.5

8.3.2 Reducéo da Matriz de 155 GL's para 14 GL’s

As FRF’'s do ANSYS sao imprecisas em seu conte@ardplitude e fase,
sendo que esta imprecisdo impede a utilizacAceslestlores nos calculos de
correcao dos coeficientes de rigidez e amortediongos mancais.

O grau de precisdo de amplitude e fase da FRF ddelmo pode ser
substancialmente melhorado com o emprego dectnitilizadas em teoria de
controle (entre elas a Reducdo Balanceada de Mg)dele quais racionalizam a
solucao do problema de autovalor. A reducéo batateeeste modelo € feita com a
ajuda da técnica “Hankel Singular Value”, senddruncamento da matriz [A]

orientado pela mesma.

8.3.2.1 Problema de Autovalar Solucéo Usando Hankel Singular Value

Uma solucdo precisa para o problema de autovalode pser atingida
reescrevendo-se a equacdo do movimento nas baseteoda de controle

“input/output”, como segue:
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[Ma} + [claw} +[x faw} ={d} > (8.1)
n(t)=An() = “Laco Aberto” (8.2)
Apo6s processamento da transformagédo Hankel Sinylalare Decomposition

o sistema foi truncado. Foram levados em congjderas 42 primeiros Modos

Naturais mais importantes, tendo sido aproveitagosente os 14 primeiros.

8.3.2.2 Construcdo das FRF’'s dos Mancais para GL's (GDL)

Neste ponto jA conhecemos 0s quatorze primeirasvalotes e autovetores.
Utilizando-se os recursos do MAT-LAB a FRF poder sonstruida para quatro
diferentes condi¢des de excitacdo, considerand®¥eda taxa de amortecimento.

A comparacédo entre as FRF’s das figuras 8.8¢ 1@ostra a diferenca entre a
FRF do ANSYS (155 GL's) e a FRF do modelo mdo (14 GL'S).

I AN - —

nnnnnnn

FIG. 8.8 FRF DO MANCAL LA EXCITACAO VERTAL (14 GL")

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Al L L A
| A PVA AW WAV PR AN

FIG. 8.9 FRF DO MANCAL LA DIRECAO VERTICIA(155 GL")

Nos dois casos foi aplicada a mesma excitacadadsnoo mesmo local, com

magnitude de 1Newton na direcao vertical.
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8.4 Andlise das Propostas de Modificacdo da Estiuta e Mancais

Depois do truncamento do modelo e da construcad-B&Ss das caixas de
mancais do motor, pode-se discutir a alteracdo adesicientes de rigidez e de
amortecimento dos mancais a partir da colocacéia eeaquina em uma estrutura de
suporte que permita o0 movimento dos mancais enag@er(nao inercial).

VAZQUEZ, (2001), estudou este fenbmeno e propdsnuitodo exato para
guantificacdo da reducédo dos coeficientes de izgidge amortecimento dos mancais,

levando-se em consideracéo a sua flexibilidadeF (& movimento).

8.4.1 Modificagao dos coeficientes dos Mancais,, e C,
A correcéo dos coeficientes de rigidez/amorteciménteita por programas de

computador do ROMAC.

8.4.2 Solucédo do Modelo: Frequéncias Naturadamortecidas e
Modos de Vibracéo Acoplados

Os coeficientes , corrigidos, séo utilizados malaulo das freqiéncias naturais

amortecidas tabela 8.5 e na analise de respostiesdalanceamento.

TAB 8.5 COMPARAGAO DAS CRITICAS DO ROTOR COM ASRITICAS
DA ESTRUTURA

Velocidade Critica Minimo Media Maximo
1668 1612 1552
Modos do Rotor 1829 1972 1935
(rpm) 3105 3109 3111
3444 3517 3598
5726 5721 5714
517.4 517.4 517.4
1206 1203
Modos da Fundacéo 1284 1284 1283
(rpm) 2068 2068 2067
3329 3254 3226
3579 3578 3577
4672 4692 4702
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Para o caso de folga méaxima, ha uma critica do psido de 3600 rpm e, ainda
pior, existe um modo de vibracdo da subestryterto deste valor. Em qualquer
destes casos o0 primeiro harménico sera amplificaélode-se dizer que ndo é um

bom projeto. Os dois primeiros modos séao transteds e conicos.

8.5 Solugcao de Compromisso:

8.5.1 Modifica¢des da Estrutura (Filosofia)

A FRF da caixa de mancais revela que o principadimento dos mancais
ocorre em 60 Hz e na diregédo vertical.

Diversas modificagbes de projeto foram testadasstatura, procurando-se
sempre mudancgas de maior simplicidade com a intdamlde vigas metalicas. Estas
modificagbes mostraram-se incapazes de alteraifisaivamente as ressonancias
proximas a 60 Hz. Os melhores resultados foratidad com a implantacdo de

colunas verticais. A melhor alternativa analessadpresentada a seguir.

8.5.2 Primeira Proposta (Compromisso Resultadaoir@plicidade)

A proposta implementada recomendou a colocagadomdecoluna de concreto
vertical no centro da viga colocada abaixo do rmbacoplado do motor, como
mostra a figura 8.10. A FRF desta estrutura € madatna figura 8.11.

1ELEIVJENTS
AUG 23 2003

MAT  DNUM 14:54:02
PLOT No. 12

FIG 8.10 MODIFICACAO IMPLEMENT
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8.12 COMPARACAO DAS FRF'S DO MANCAL LAANTES/DEPOIS

A figura 8.12 mostra que a aplicagdo do novo eweintamento deslocou um

pouco o valor da freqiiéncia natural e, também,ziadu sua amplitude da ordem de

6 vezes, conforme pode ser visto no modelo te@presentado acima.

8.5.3

Interacdo Rotor/Mancais/Estrutura (AnaliseAssincrona)

Estudo Comparativo: Com e Sem Pedestal (Fundacgao)

Para investigar o efeito da fundacdo na respostandca a excitacdo nao

sincrona, a mesma é plicada ao sistema rotor/nsaocai e sem o efeito da fundacao

(referencial inercial). Somente o mancal original.
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to grandewaiaria dos casos. Neste

ao sdo mui

Geralmente, as diferencas n

to importantes, como pederisto nas figuras 8.13 & 8.16

, SA0 Mui

caso particular

FIG 8.13 RESPOSTA NO ACOPLAMENTO COM/SEM FUNDAQ

FIG 8.16 RESPOSTA NA EXCITATRIZ COM/SEM FUNIO
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8.6 Comentarios finais

8.6.1 A Melhor Opcgao: Coluna de Concreto Conform Modelo

A proposta de solugcdo que se mostrou mais vaat&os colocacdo de uma viga de

concreto abaixo do mancal acoplado do motor.

8.6.2 Resultado de Campo

O modelo de elementos finitos mostrou-se adequaa@ capturar as
particularidades dindmicas desta complexa estruferasuportacdo, mostrando—se
uma ferramenta valiosa na diagnose e solucédo dadema. Apoés a reducdo dos
graus de liberdade, as propriedades dinamicastddauza foram preservadas na faixa
de interesse, o que ficou caracterizado atravésiae matrizes de massa e rigidez. O
acoplamento desta matriz com 0s mancais permitia sompleta descricdo do
sistema.

A colocacdo de uma coluna mostrou-se eficaz panaliam a margem em
relacdo a frequéncia natural da estrutura que emi@sm-se em sintonia com o
segundo harmdnico 2N, sem prejudicar os resultgdobtidos em 1N, com a troca
do mancal. A solugéo proposta para este problemaplementada parcialmente.

A figura 8.17 mostra que o primeiro harmonico emise com uma amplitude
exagerada. Isto acontece porque os mancais damaajoda nao foram substituidos

e a coluna vertical, por si sO, ndo é eficaz padazir 1N.
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| X CONCLUSAO

O mau funcionamento rotodindmico de uma turbomaguén geralmente
caracterizado por um elevado nivel de vibracdoigo, ® qual precisa ser contido
dentro de valores pré-estabelecidos , para garantfuncionamento adequado.

Vibracgéo elevada é sindnimo de:

1) Elevado ruido , inadmissivel em submarinosveosade Guerra,

2) Baixa confiabilidade dos equipamentos (baixopemédio entre falhas),

3) Desgaste excessivo dos componentes das madunaasais, acoplamentos),

4) Custos elevados de manutencéao ,

5) Perdas elevadas por lucro cessante

A andlise dinAmica tem se mostrado fundamentalpapel de minimizar os
riscos inerentes ao projeto de uma turbomaquina.ideitificacdo tardia de um
problema, € mais custosa do que a sua identificat@ofase de projeto
Analogamente, podemos dizer que a identificac&ont@roblema na fase de partida
da planta também é mais cara do que a sua idegfificna fase de fabricacdo. Se o
problema for identificado na fase de producao, rdg@or lucros cessantes é ainda
maior. Em alguns casos a planta fica condenadanaives com 0S prejuizos
decorrentes do mau funcionamento das turbomagmaaprojetadas , mal montadas
ou mantidas inadequadamente.

Esta Dissertacdo tem seu foco principal na discudedproblemas dinamicos,
associados a compreenséo, estabelecimento e solags@muacdes de movimento do
rotor. Embora este conhecimento esteja difundiditeratura, de forma pulverizada,
neste trabalho € feito um esfor¢o inédito de coegpid deste conhecimento, no
sentido da aderéncia dos modelos matematicoslidada fisica do rotor real .

O método utilizado nesta tese para o esclarecorsad questfes associadas a
Rotodinamica, € a sucessiva apresentacdo, equamoiae solucido destes modelos,
em ordem crescente de complexidade .

Inicialmente, o nivel de abstracdo dos modelos mmatieos apresentados é
pequeno. Este nivel de abstracdo vai sendo amplaédavés de sucessivas
abordagens, sem a perda de seu significado figigportante aspecto deste trabalho,

0 qual é constantemente trazido para a discussao .
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Nos capitulos I, Ill e IV sdo discutidas, até @mite, as possibilidades de
representacdo da ciéncia Rotodindmica, dentro dea omodelacdo da teoria do
continuo. E também deixado muito claro que, inddpetemente da complexidade
retratada nestes modelos continuos, a existénciartdgonalidade, (propriedade
caracteristica), dos autovetores giroscopicosegasada em todos estes modelos.

O capitulo Il mostra um modelo discreto excesseste simplificado, com
apenas dois graus de liberdade. Por este motivesapia uma distorcdo muito
grande, pois esta substituindo uma infinidade deasude frequéncia natural por
apenas duas curvas. A curva inferior, entretardde ser considerada como uma boa
aproximacao da curva de primeira frequéncia natura

As hipéteses tedricas demandadas pelo modelo coniiexplicitamente) e

também do modelo discreto (implicitamente), sdemblradas a seguir.

a) O material homogéneo e isotrépico, comportamimear HOOKE ;
b) Consideradas apenas deflexdes laterais pequenas EULER ;
c) Didmetro pequeno em relacdo ao comprimento  EULER-BERNOULLI ;
d) Inclusdo da inércia de rotagéo , cisalhamergspieezado TIMOSHENKO ;
e) Sec¢bes planas permanecem planas apds a deflexao; EULER ;
f) Deformacao inicial causada pelo peso proprispdezivel TIMOSHENKO ;
g) Carregamento no plano do CG, deformacfesdamtio plano EULER ;
h) Acoplamento do disco com o eixo em angulo reto EULER ;
i) O eixo balanceado AUTOVALOR .

Na pratica todavia , estas restricbes nao rep@senenhuma limitacao real
aos métodos de modelacdo rotodinamica de turbdnequ

O método discutido nos Capitulos Ill e IV, pernmotealculo das frequéncias
naturais de rotores com multiplos discos e comepaesentacdo da rigidez dos
mancais , conforme resultados apresentados.E todémitado, ndo permitindo a
simulacao de rotores reais , 0s quais possuem @o@ejria mais complexa .No
Capitulo V este mesmo problema é apresentado atdwémétodo de elementos
finitos, que possui ilimitadas possibilidades deesentacdo do rotor real.

No Capitulo V é feito um trabalho cuidadoso de gé&dudas matrizes de

rigidez, inércia e giroscopica, dentro da teoriel@genentos finitos, usando para isto a
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equacdo de Lagrange. E ainda apresentado granfimiwode métodos para solucéo
das equacdes de movimento, dos sistemas dinareivodiversos cenarios reais.

Ainda neste capitulo é desenvolvido um método mgara solucdo de sistemas
giroscopicos conservativos, método este que viabilio desacoplamento das
equac0es diferenciais do movimento destes sistaoasp emprego dos autovetores
da matriz giroscopica. Este método para solucacsisiemas de equacdes de
movimento é fundamentado em uma propriedade pkatiaos autovetores da
matriz giroscépica, segundo a qual estes autowwetiie capazes de desacoplar as
equacdes de movimento de um sistema giroscopicseoaativo, propriedade esta ja
anteriormente demonstrada, nos capitulos Il golira sistemas continuos.

Portanto podemos concluir que, as solugcbes oriund@asum sistema
rotodindmico giroscépico conservativo (discreto oontinuo), sdo linearmente
independentes, ou, em outras palavras, os ef@i@giais (entre eles o giroscopico)
e de rigidez do eixo ndo acoplam as suas solu@igsvetores). Esta nova idéia
permite a introducdo do efeito giroscopico e daciaéde rotacdo, nos mapas das
criticas (anteriormente restrito a massa e rigidez)

No Capitulo VI é discutido o problema conhecido oorfinstabilidade
rotodindmca” de uma forma precisa , abrangenteotumda. Neste capitulo sédo
sugeridos trés procedimentos para a minimizacaocisioss de instabilidade:

a) Introduzir amortecimento para elevagéo da vebm limite de estabilidad€ ;
b) Aumentar a freqliéncia natural do conjunto retativ, ;

c) Atacar ou eliminar o mecanismo de instabilidade.

Os dois primeiros sdo de natureza geral, enquarg® giltimo encerra medidas
particulares para cada fenbmeno de instabilidafleintroducdo de amortecimento
externo adicional € uma medida eficaz para a etelimite de estabilidadeQ,, .

E possivel mostrar que a relagéo entre a fregééimsite de estabilidade e a
frequéncia natural aumenta com o aumento do animeteto externo, possibilitando
elevar a primeira frequiéncia natural para um velierior a freqtiéncia de trabalho.

Nas turbomaquinas, este efeito pode ser conseguodo a instalagdo de
amortecedores de Oleo prensado “squeeze film destimos suportes dos mancais,

conforme mostrado no capitulo VI.
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A elevacao da frequiéncia natural tem, como cor&esdl, a possibilidade de

aumento da velocidade de operacéo, pois € constaet&gé% .

lim

Todo o esforco feito na fase de projeto para garantoom desempenho
rotodidmico de uma turbomaquina , pode ser perdm@aso em que 0s aspectos
relacionados a montagem e suportacdo das mesrjaas, segligenciados.

Especial atencdo deve ser dedicada a estruturaptetacdo da maquina. E
muito importante registrar que um bom projeto rotachico de uma turbomaquina,
ndo é garantia real de que este equipamento véoharcbem no campo, quando o
mesmo for instalado em seu berco de trabalho .

Este problema é ainda mais sério, na medida em sgbbemos que as
engenharias de construcdo civil, aeronautica el mé@ dominam a tecnologia de
(modelagem dos protdtipos virtuais) instalagdoudbomaquinas.

Em termos mais especificos, podemos afirmar quieegsiéncias naturais do
rotor serdo distintas para configuracoes diferedtesuporte (variacdes superiores a
10% sao possiveis conforme as condicdes de rigitezsuporte). Como se trata de
um problema acoplado, também as frequéncias natd@isuporte sédo alteradas
quando o rotor € acoplado a estrutura (menoreagd@s sdo observadas).

Desta forma, a simulagdo da interacdo rotor/estlmancais é necessaria e
essencial para uma representacéo correta do mitsletn

Em alguns sistemas, onde sdo instaladas multipéagiimas sobre uma Unica
estrutura de suportacdo, a estrutura de suportge per excitada por uma grande
gama de harmdnicos e sub-harménicos das maquieaando bastante o risco do
projeto desta estrutura.

As estruturas de suportacdo acima discutidas npeee, por exemplo:

1) Um mezanino em uma planta industrial ,

2) O casco de um submarino ou de um navio de &uerr

3) Uma plataforma maritima de petréleo “off shore”

4) A asa de um avido responsavel pela suportag&aaks turbinas a gas.
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APENDICE A

Relatdrio Relativo a Estudo de Caso Real

COMPRESSOR 105-J da FAFEN/SE
(SUPORTE FLEXIVEL)

Neste Relatério sera apresentada uma tecnologiitdng extremamente precisa,
usada para resolver um complexo problema de \dbrac¢orrido em um compressor
de amoénia (105-J, Plantas de Fertilizantes da BresoFAFEN/SE), problema este
associado ao projeto inadequado de seu sistesigpdeacao.

Este trabalho foi discutido no artigo ALLAIRE, P.E., ROCKWELL, D.R.,
CASTILHO, A., ET ALL, (2005).

Esta metodologia de andlise foi desenvolvida sgiervisdo do Professor Paul
E. Allaire, da Universidade de Virginia.

A Petrobras faz parte deste consoércio desde 198gartecipou deste projeto,
sendo representada pelo autor da tese. Estaiedioicapresentada em dezembro de
2003 e ainda néo foi totalmente implementada esti# data.

O pioneirismo desta tecnologia fica claramente eawithdo a partir de reunido
realizada em 17 de agosto de 2006, entre os coresiltla Universidade de Virginia
com os consultores da Boeing, assessorados psultmmes do NASTRAN (consorcio
Boeing/NASTRAN).

No referido encontro, a Boeing apresentou seu @eblemento conjunto
Boeing/NASTRAN para simulagéo da interacdo rotaniita de suas turbinas a gas
com a estrutura da asa de seus avioes. Nesta@ajag®o evidenciou-se a dificuldade
de uma precisa representacdo dos efeitos des“coagling” e de amortecimento reais
dos mancais, sendo este o foco da reunido.

Esta reunido objetivou a implementacdo dessa teav@logia, aqui apresentada,
nos coédigos desenvolvidos pelo consorcio Boblasgran.

Esse trabalho representa o ponto alto de todo @force pessoal de pesquisa
(durante mais vinte anos), objetivando a compreegkibal dos fendmenos vibratorios

em turbomaquinas, notadamente aqueles comportagnemtormais que surgem
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quando colocamos uma turbomaquina em suportevdiexiais como: asas de avides,
submarinos, navios, plataformas “off shore” ezaminos industriais.

Tal tecnologia se apdia em um tripé tecnoldgiommreendido por:

- uma boa capacidade de simulacdo de mancagdimédmicos,
- uma boa capacidade de simulacao rotodinangca
- a ajuda de programas comerciais como 0 ANSYSA8TRAN para simulacdo do

comportamento da estrutura de suportacao.

O ator principal desta performance € o motor elétrido conjunto
motor/compressor 105-J da planta de fertilizadge Petrobras, que vinha de longa
data sendo prejudicado por vibracbes excessivas.

Este Relatério é subdividido em cinco partes disin Cada uma destas partes

sera discutida independentemente, conforme apeskeabaixo:

A.1) Modelagéo da estrutura por elementos fingasISYS).

A.2) Modelacao rotodindmica com os programas d&RO

A.3) Redugéo dinamica da estrutura e correcacaeficientes dos mancais
A.4) Andlise das diversas propostas de modificalghestrutura e dos mancais.

A.5) Solucéo de compromisso (compromisso: eiica€ simplicidade)

A.1 Modelacao da Estrutura por Elementos Finitos
(ANSYYS).

O motor do compressor 105-J vinha experimentaridgados niveis de vibracdo
(no primeiro e no segundo harmonicos).

Analisadas todas as possibilidades, este problemgiggnosticado como tendo
sua causa basica no projeto inadequado de seanmez Na figura A.1 é apresentado
um desenho do conjunto motor/redutor/compressores.

Na literatura especializada, a flexibilidade domtgs das turbomaquinas vem
sendo considerada como uma causa provavel (sempsenpe) de problemas de
vibracdes ja ha muitos anos, notadamente em eqgaifasmpesados e que operam em

baixas rotacdes, tais como motores elétricos delgrporte.
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FIG. Al - CONJUNTO COMPRESSOR 105-J

Geralmente, a fundacao flexivel de uma turbomaquetuz a rigidez e o
amortecimento fornecidos pelos seus mancais, tl@zemmo provavel conseqiéncia o
crescimento do primeiro e do segundo harmoénicosiltl@acdo da maquina.  Estes
dois efeitos foram encontrados no compressor 105-J.

Este compressor esta instalado a uma altura apaole de trés metros acima do
piso, sustentado por 10 colunas de concreto refasca Este motor aciona dois
compressores através de uma redutora. Asna® tém secdo quadrada de
0.45 metros de lado e séo espacadas de 2 e @nardistancia.

Esta combinacédo, de colunas delgadas com maquszage de baixa rotacéo,
pode levar a uma dinamica com elevadas amplitde@sovimento.

O diagndstico inicial apontava para um sistemaiielxcom frequéncias naturais
dentro da faixa de operacdo da maquina. Estaiderde que um modelo de
elementos finitos seria necessario para permitiorapreensao das verdadeiras causas

do mau funcionamento desta maquina e para exm@ersolucdes possiveis.
A.1.1 Modelo Simplificado da Estrutura de Suportgéo

Foi, entdo, construido um modelo que permitissetexacdo do rotor com o
mancal e com a estrutura, para simulagéo destenfam@ Inicialmente, foi feito um

modelo simplificado do pedestal em torno do molétrieo como mostra a figura A.2.
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FIG. A.2 - SAIDA DO ANSYS PRIMEIRA TENTATI¥

Este primeiro modelo tentativa mostrou uma fregig¢ natural com baixo
amortecimento, préxima a 60 HZ (o motor trahah1800 rpm — 1N, e, portanto,
2N corresponde 3600 rpm ou 60 Hz), todavia qoasie sistema foi acoplado com
0 modelo rotodindmico, estas expectativas ndo sére@ram, mostrando que tais
modo de vibrag&o ndo afetavam o comportamentotdo. r

Foi, entdo, desenvolvido um modelo mais completo elementos finitos,
envolvendo todo o conjunto plataforma e maquinakste novo modelo revelou a
existéncia de duas frequéncias naturais, uma perté0 Hz e outra perto de 30 Hz.
Quando o mesmo foi acoplado ao sistema rotodingnoisaefeitos no rotor ficaram
evidentes.

A analise rotodindmica mostrou que a segunda a&rétac conjunto estava muito
proxima do segundo harménico do rotor. A sim@dagnostrou ainda que o suporte
tinha grande responsabilidade no mau desempentainémico do conjunto.

Esta impropriedade tornou a maquina susceptivel rablgmas como
desbalanceamento elétrico do motor, desbalanceardenmbtor e desalinhamento.

A representacéo total desta plataforma exigiu omodelagem pesada, com mais
de 80.000 graus de liberdade, a qual precisoueskizida significativamente para

tornar-se compativel com os modelos do rotor entrscais.
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O modelo completo revelou duas freqiéncias natup@isco amortecidas
proximo a 2N (frequéncia que é excitada pelo delsainento).

Além disto, estavam associadas a movimentos virticeds mancais,
desqualificando todos os trabalhos de contravemttoranteriormente realizados e que
estdo mostrados na figura A.2.

A modelagdo completa mostrou-se crucial pardiGaa deste trabalho.

Os dados reportados pelo campo, fundamentais paracesso de identificagdo
e afericdo do modelo, estavam incompletos sendmssipel a realizacdo de um
levantamento mais detalhado, nos moldes de umsemabdal.

A identificacdo modal s6 pode ser aplicada emrmiggelineares, causais, estaveis
e invariantes com o tempo, conforme VAN DEN ENDENW.M., VERHOECKX,

N. A. M., (1989).

Entre os dados de campo, encontravam-se algunstespdo tipo “peak-hold”
(retém maior valor), realizados durante o process@artidas e paradas da maquina.

Alguns dados obtidos em testes de impacto, no carepelaram a existéncia de
diversas freqiiéncias naturais na faixa operacioealro da faixa de freqiiéncia de OHz
a 75Hz.

A.1.2 Modelo Completo da Estrutura de Suportagéo

A.1.2.1 Descricdo do Modelo Completo

O modelo real é constituido por dez colunas decredm que suportam o
conjunto motor compressor. As maquinas repousatine uma grande caixa de aco
construida de vigas laterais e transversais de @jocadas entre as colunas para
enrijecimento do sistema.

O modelo constituido tem 19.064 elementos e 27m&1 com um total de
82.272 graus de liberdade (3 por nd). O modelaésenvolvido usando ANSYS.
A tabela A.1 mostra as principais dimensfes usa&das tabela A.2 mostra as
propriedades do material. A coluna de concretorcado foi modelada usando-se o
elemento 65 do ANSYS, que € um elemento sélido &mos e tem opcdo de
colocacdo das propriedades da armacdo. As vigaspete entre as colunas sdo do

tipo caixao.
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Por simplicidade, a caixa de redug&o, o motor eoogpressores sdo modelados
como objeto sélido homogéneo e a densidade foilledeoem funcdo do peso e do

centro de gravidade.

TAB A.1 DIMENSOES DA ESTRUTURA DE SUPORTE DO M@&DRO

Colunas de Concreto

Secéo: 0.45mx0.45m
Altura: 31lm

Vigas de Suporte
Secao: 0.3mx0.9m

Espessura de Parede: 2cm
Viga do Motor:

Secao: 0.3mx0.2m
Viga - |
Secéo: 0.26 mx0.3m
Espessura do Flange: 2 cm
Espessura da alma: 3cm
Viga Caixao
Secéo: 0.26 mx0.3m

Espessura de Parede: 2cm

As maquinas sdo tratadas como massa discretaluamspovigas e maquinas sao
rigidamente conectadas entre si e as colunasgédamente conectadas ao solo.

Na modelacdo do conjunto, mostrou ser pouco imptata geometria detalhada
de cada uma das maquinas, as quais foram modetaas paralelepipedos de
densidade constante.

O posicionamento de cada uma das maquinas naueategta rigorosamente de
acordo com os desenhos. A densidade e a alturad#emaquina foram estabelecidas
de modo a garantir o correto posicionamento do Geas (tabela A.3).

A figura A.3 mostra o modelo da estrutura de siggpdo do compressor 105-J.

O mancal externo do motor, bem como seu mantainio, estdo corretamente

posicionados na estrutura, embora estejam esamdid

A.1.2.2 Frequéncias e Modos Naturais de Vibracéo
A matriz integral € muito grande e cada rodada dmnama de computador
demanda varias horas de computagéo, ndo sendoaaldegara o intenso processo de

avaliacdo da estrutura. Esta estrutura pode, imdaser representada através de uma
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matriz aproximada formada a partir de um conjuntatddo de graus de liberdade,
conforme sera visto na Secao (A.2).
A tabela A.4 mostra os valores de frequénciasrast do sistema, levantados no

campo com ajuda de teste de impacto e as freqi&émaiarais do modelo completo.

TAB A.2 PROPRIEDADES DO MATERIAL DA ESTRUTURA DEWPORTE

Concreto
Médulo de Young: 23 GN/Mm
Densidade: 2400 kgfn
Poisson: 0.18

Steel Beams, Rebar (typical values for steel)

Médulo de Young: 200 GN/m
Densidade: 7860 kgfin
Poisson: 0.33
Motor
Massa Total: 26760 kg
Mass without Rotor: 17837 kg
Médulo deYoung: 200 GN/m
Densidade: 1355 kgfin
Poisson: 0.33
Caixa de Engrenagem
Massa: 6900 kg
Médulo de Young: 200 GN/m
Densidade: 5690 kgfn
Poisson: 0.33
Compressor Radial 1
Massa: 9200 kg
Médulo de Young: 200 GN/m
Densidade: 2700 kgfin
Poisson: 0.33
Compressor Radial 2
Massa: 13800 kg
Médulo de Young: 200 GN/m
Densidade: 2270 kgfn
Poisson: 0.33

. Propriedades dos Materiais de Suporte em Esasitu
Hassoun, M.N., Structural Concrete: Theory and @res™ ed.,
Prentice Hall, Upper Saddle River, New Jersey, 2002
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TAB A4 FREQUENCIAS NATURAIS DA ESTRUTURA DEWWPORTE

Modo Medida Modelo Integral
1 9.9 104
2 12.7 19.7
3 24.6 21.8
4 27.7 31.9
5 34.5 Perdido
6 38.3 39.1
7 49.5 50.0
8 54.5 51.7
9 57.8 57.3
10 62.2 60.3
11 66.7 66.6
12 71.3 71.6

Os valores medidos e calculados das frequénciagamatmostram uma boa
concordancia entre o sistema real e o modelo. d@dfietanto, alguns modos que
apresentam elevada distorcdo como consequéncienitagdes do modelo.

Os modos 2, 3 e 4 sdo modos de vibracao laterstbie associados a dificuldade
de simulag&o dos contraventamentos introduzidgsrojeto inicial. Entretanto, estes
modos ndo modificam o comportamento dos mancassfreqiéncias de interesse.

Neste caso, estamos interessados no movimento @osamm e em frequéncias
até 60Hz (associados ao primeiro e ao segundo héosddo motor).

O quinto modo (perdido no processo de modelacastiatura), esta associado a
vibracéo da excitatriz do motor e, portanto, nadepia aparecer em nossa simulagéo,
ja que o motor foi modelado como uma massa de dihsiconstante.

A quinta freqiéncia natural ndo € excitada quane@guina esta em operacao.
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STEP=1
SUB =4
FREG=32.338
DMX =.007475

FIG. A4 - QUARTO MODO DE VIBRACAO DA ESTRUTRA

Considerando-se o ponto de vista estrutural, aostggorcada da estrutura a 30
Hz (a freqiéncia natural da estrutura é proxim&0aHz) é bem amortecida.
Portanto, o quarto modo, apresentado na figura A&é, caracteriza uma ameaca
concreta ao bom funcionamento da estrutura.

Considerando-se que a rotacdo de operacdo € mudtom@a da frequéncia
natural da estrutura, precisamos analisar a respismica do sistema integrado
(rotor/mancais/estrutura) a excitacdo de 30 Hza &salise é feita na Secdo (A.3)

Sabe-se, entretanto, que esta estrutura contlibuorma indesejavel para a
dindmica do conjunto quando é excitada pelo seguhdoménico do motor
(desbalanceamento elétrico ou desalinhamento).

Os modos 9 e 10, mostrados na figura A.5, possuegquéncias naturais

proximas a 60 Hz (2 N).
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No nono modo de vibragdo, as vigas transversaes spuportam o0 motor
(posicionadas diretamente a baixo da caixa dos aignassumem um movimento

vertical significativo, levando a caixa de man@aisbrar com elevadas amplitudes.

A.1.2.3 Funcéao de Resposta em Frequiéncia

As Funcdes de Resposta em Frequéncia (FRF) daugairsdo calculadas com a
ajuda do ANSYS e representam a resposta de uno mdodelo quando o sistema é
excitado por uma forca senoidal de frequéncia varidao mesmo né. Os calculos
realizados consideram uma taxa de amorteciment®de

As FRF's sdo calculadas para quatro condicOesxddagdo diferentes. A
figura A.6 mostra as FRF’s vertical, horizontalxéah(no mancal proximo ao redutor).
A FRF é resultado de uma excitacdo senoidal canedara de freqiéncia (no mesmo
lugar), sendo sua amplitude igual a 1 Newtoniregdo vertical.

A figura A.7 mostra as FRF’s vertical, horizdréaaxial no mancal proximo ao
redutor devido a excitacdo senoidal (no mesmo Jugapvocada por um sinal de
magnitude igual a 1 Newton, na direcéo horizontal.
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Frequency Response Due to Unit Vertical Force
at Gearbox Side Bearing
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FIG. A6 FRF DO MANCAL DO MOTOR LA DIREAO VERTICAL
Duas observacgfes podem ser feitas a partir deste8ds de frequéncia:

1) A resposta em 30 Hz é bem menor do que em 6@dtianto, a estrutura esta
contribuindo para os problemas de vibracdo mai$@idz do que em 30 Hz.

2) Em 60 Hz, a estrutura é mais flexivel na diregérbical do que na horizontal.
Por esta razdo, usaremos na solucéo final umanaolle concreto para restringir o
movimento vertical da viga posicionada abaixo destacal.

As FRF's do ANSYS sdo adequadas em seu contilffeqiiéncia, ja que
erros da ordem de 5% sdo comuns e aceitavessie{atdo muito bem feita).

Entretanto, estas mesmas FRF's sdo imprecisaeeroonteido de amplitude e
fase, na medida em que nado existe limite tedrio@ @& erros associados a esta
modelagéo (truncamento).

Estes erros se somam aos erros oriundos da irs@oecumérica do computador,
produzindo niveis de imprecisédo elevados. HEsfaecisdo impede a utilizacdo destas
amplitudes nos célculos de correcao dos coefesede rigidez e amortecimento dos

mancais discutidos na Secao A.3.

314



Frequency Response Due to UnitHorizontal Force
atGearbox Side Bearing
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FIG. A7 FRF DO MANCAL DO MOTOR LA DIRCAO HORIZONTAL

Frequency Response Due to UnitVertical Force
atOuthoard Side Bearing
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Frequency Response Due to UnitHorizontal Force
atOutboard Side Bearing
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A.2 Modelagdo Rotodinamica pelos programas do RONC

Apos a parada programada de manutencgéo de 200dtoo do compressor 105-
J da FAFEN-SE apresentou elevados niveis de vibragiiadamente no primeiro e no
segundo harménicos.

O nivel elevado de vibracdo, percebido no mototrieté junto ao redutor,

poderia ter uma ou mais das seguintes causas:

- Desbalanceamento do rotor do motor,

- Desbalanceamento elétrico do rotor do motor,
- Ressonéncia da Estrutura,

- Acoplamento desalinhado,

- Ressonéancia do motor.

Foi necesséria uma analise rotodindmica globaktatjunto para identificacdo
da real causa do problema. A primeira fase dassidise inclui a modelacdo da
estrutura, do rotor e dos mancais, a identificadas frequéncias naturais e o0s
respectivos modos de vibragéo.

Estes modelos foram desenvolvidos conforme dal@mtados na FAFEN-SE e
foram validados, experimentalmente, para os manaamlisados (nas condicdes
“flooded and starved” afogado e faminto). O modeiostrou-se adequado para
permitir toda a analise.

Para simular o desbalanceamento mecéanico e elétfaaplicada a analise de
resposta dindmica sincrona (segundo o API 6&7)assincrona, respectivamente.
Esta andlise foi conduzida para trés folgas diteeendos mancais, conforme Secao
(A.2.2).

Pode-se sumarizar esta analise dizendo que o optra entre a primeira e a
segunda criticas.

Ndao ha margem de separacdo suficiente pararopet800 rpm. Pode-se
também dizer que a resposta ao desbalanceamemideao APl 617.
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A.2.1 Modelagao do Rotor

O conjunto rotor do motor esta mostrados na figui®. O rotor pesa 5738
kg, sendo o rotor de 4-polos, bobinas e armaddog ventiladores, um acoplamento e
ainda outras partes, conforme mostrado na figut.A.

O comprimento total do rotor é 5.168 mm. Gsqpmtal do conjunto € 8.923
kg mais acoplamento, totalizando 9392.9 kg.

A modelacdo do rotor €, geralmente, feita pel@étddo de Elementos Finitos
ou por Matriz de Transferéncia. Os resultado&cses mesmos se usado o0 elemento
de barra normalmente empregado em simulacdesmatoatas.

Nesta andlise, é feita a simulacdo do esquemaadostsendo a rigidez a flexao
calculada conforme esta geometria. O model@-free” (livre livre) deste rotor foi,

inicialmente, realizado considerando-se 57 nés.

T, T
| FJW | if;HM?. i

FIG A.10 DESENHO DO ROTOR DO MOTOR

CTIT

A tabela de entrada de dados do programa € rdasdraeguir.

TAB A.5 GEOMETRIA DO ROTOR

NO M L D, D, L

1 4996  1.620 5.240000. .000
2 32.011 2719  9.406 000 1.620
3 55.015 2719 9.576 00.0 4.339
4 347.001 2719 9.745 0.00 7.058
5 804.021  2.719 9.915 0.009.776
6 71.142  3.661 10.000 0.0012.495
7 118275  3.152 14.764 .0Q5.157
8 154.306  3.152 14.764 .00M.308
9 130.833  3.933 11.024 .0CHR.460

10 107.359 3.933 11.024 .0(®5.393
11 136.598 3.387 14.764 .0(BD.326
12 165.837 3.387 14.764 .0(B.713
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13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57

165.837
260.110
354.382
256.365
158.347
158.347
229.273
300.199
722.816
1145.433
1145.433
1145.433
1145.433
1145.433
1145.433
1145.433
1145.433
1145.433
722.816
300.199
229.273
158.347
158.347
256.365
354.382
256.545
158.708
158.708
138.998
116.600
138.881
125.012
114.678
143.182
234.041
324.900
227.218
239.113
345.487
205.870
74.899
126.175
172.006
131.197
45.194

3.387
3.150
3.150
3.150
3.150
3.150
4.075
4.075
4.528
4.528
4.528
4.528
4.528
4.528
4.528
4.528
4.528
4.528
4.075
4.075
3.150
3.150
3.150
3.150
3.150
3.241
3.241
3.241
4.370
4.173
3.346
3.661
3.415
3.415
3.415
3.415
4.134
5.512
5.315
2.638
3.189
4.016
4.016
2.165
.000

14.764
14.961
14.961
14.961
14.961
14.961
18.110
18.110
22.165
22.165
22.165
22.165
22.165
22.165
22.165
22.165
22.165
22.165
18.110
18.110
14.961
14.961
14.961
14.961
14.961
14.764
14.764
14.764
11.024
11.024
14.764
10.236
13.661
13.661
13.661
13.661
11.811
11.024
10.984
10.827
10.591
10.551
10.551
10.433
10.433

.0(r.100
.001.487
.0018.637
.001B.787
.001.936
.0(3.086
.0@®b.235
.0@D.310
.0@%.385
.0@3.912
.001.440
.00U0.968
.0@2.495
.0@r.023
.0@1.551
.0@®.078
.0000.606
.0005.133
.0009.661
.0003.736
.0007.811
.00R0.960
.0024.110
.00R7.259
.0080.409
.0083.559
.0086.800
.0080.042
.0083.283
.0087.653
.0081.826
.0085.173
.0068.834
.0062.250
.0065.665
.0069.080
.0002.496
.0006.630
.0082.142
.0087.457
.0000.094
.0003.283
.0097.299
.0R01.315
.0003.480

20699.095 203.48
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FREE FREE
Fetrobras Motor Rotor Analysis
(CRTSFEZ Data File)
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FIG. A.10A GEOMETRIA DO ROTOR

O peso real do rotor € 9397.4 kg.  As trés prasefrequéncias naturais do
conjunto sdao 3693.34 rpm, 8013.98 rpm e 1514fp84 A figura A.11 mostra os
primeiros modos “undamped free free” e as freqi#@nciaturais a eles associadas.

figura A.12 mostra o mapa das criticas.

X¥] 0 04 Wiay 2003 DCRTSPZ Undamped Wode Shapes
FREE FREE CRTSP2 Version 3.07
Petrobras Motor Rotor Analysis (18 APR 2000)
(CRTSP2 Data File)
Input File Name: C:\Temp\rotor2c.dat ar(;l‘;cealls:peedso(orpm)'
Output File Name: C:\Temp\rotor2c.out Mode 2= 00
Plot File Name: C:\Temp\rotor2c.plt Mode 3- 3693.34
Modal File Name: C:\Temp\rotor2c.mod Mode 4= 5013:98
Mode 5= 15146.84
Mode 6= 23385.81
10 = Mode 7= 30602.59
: ] Mode 8= 41026.22
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FIG A.11 FREQUENCIAS NATURAIS E MODE SHAPE DO RORO
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FIG A.12 MAPA DAS CRITICAS
A.2.2 Analise dos Mancais Hidrodinamicos

A.2.2.1 Andlise dos Mancais Antigos

O conjunto rotor/mancais € um sistema integradofocore discutido em
ATAYDE, J.P., WEBER, H.Il.  (2006).

Os coeficientes dinamicos dos mancais precisamasgrecidos para possibilitar
a introducdo das molas e dos amortecimentos nseamdtodinamica, entretanto este
assunto esta fora do escopo desta tese. Osaimamterno e externo deste motor sdo
idénticos, tendo geometria fixa, todavia as saagas sdo diferentes pelo fato do rotor
ser assimétrico.

O eixo a 1800 rpm. A geometria do mancal psiatrada na figura A.13 e
seus dados geométricos estdo mostrados na taléela A

Como os mancais sdo do tipo com lubrificacdo pcel,aa falta de Oleo
“starvation” € inevitavel e o fluxo de 6leo ndodposer identificado.  Diversas
simulagfes realizadas permitiram concluir os radols apresentados nas figuras
figura A.14 a figura A.16, que mostram os wmehtes dindamicos em funcdo da

vazao de 6leo, da velocidade do eixo e da fobgandancais.

320



FIG A13 ESQUEMA DO MANCAL LUBRIFICADO
POR ANEL - ARCO PARCIAL

Para as trés folgas diferentes a reducdo da \@zfiodica mais a rigidez e o
amortecimento verticaisk,,eC, . Ambos K,,eC, crescem quando o mancal se
torna mais e mais faminto de 6leo. O fato degaleéz crescer mais rapido que o
amortecimento nos permite dizer que o mancal é mefativo quando a falta de dleo
se agrava, e isto ocorre nos dois mancais.

As tabelas A.7 a A.16 listam os principais adefites dinamicos como fungéo
da rotacdo e do fluxo de dleo. As tabél.7 a A.12 mostram o grau de
“starvation” em funcgéo da relacéo fluxo real /ftuxinimo de afogamento.

Os coeficientes dinamicos cruzados também foraculealos da mesma forma,

embora nao tenham sido mostrados.

TAB A.6 GEOMETRIA DOS MANCAL (IDENTIOS)

mm in
Diametro do mancal 280 11
Folga Diametral 0.42-0.56 0.0166-0.022
Comprimento Axial 195 7.68
Angulo da Sapata 130
Prelcarga 0.0
Espessura da Sapate 65 | 2.5
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TAB A.7 NIVEL DE BAIXA ALIMENTACAO LA: Nive | de ausencia de
Oleopara vérias rotacdes e vazdes, mancal interno.

Afogado| Q=20 Q=15 Q=12 Q=10 Q=8 Q=6
1000 8.95 100% 100% 100% 100% | 89% 67%
(rpm)
1400 12.66 100% 100% | 95% 79% 63% 47%
(rpm)
1800 16.29 100% 92% 74% 61% 49% 37%
(rpm)
2200 19.84 100% 76% 60% 50% 40% 30%
(rpm)
2800 24.88 80% 60% 48% 40% 32% 24%
(rpm)
3600 32.04 62% 47% 37% 31% 25%* 19%*
(rpm)
4200 36.91 54% 41% 33%* 27%* 22%* 16%*
(rpm)

* Nao calculada por ser faminto

K

TAB A.8 LA COEFICIENTE K 4
mancal interno.

Para diversas rotacdes do eixo e vazao no

Afogado | Q=20 Q=15 Q=12 Q=10 Q=8 Q=6
1000 1.32 1.32 1.32 1.32 1.32 1.27 1.18
(rpm)

1400 1.31 1.31 1.31 1.30 1.23 1.15 1.10
(rpm)

1800 1.32 1.32 1.26 1.18 1.16 1.07 1.02
(rpm)

2200 1.31 1.31 1.21 1.13 1.06 1.02 0.96
(rpm)

2800 1.33 1.23 1.13 1.04 1.01 0.96 0.90
(rpm)

3600 1.33 1.10 1.04 0.99 0.95

(rpm)

4200 1.29 1.05 0.99

(rpm)
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Kyy:

TAB A.9 COEFICIENTE Ky

mancal interno.

Para diversas rotagbes do eixo e vazdo no

Afogado | Q=20 Q=15 Q=12 Q=10 Q=8 Q=6
1000 4.76 4.76 4.76 4.76 4.76 5.31 5.99
(rpm)
1400 4.09 4.09 4.09 4.47 4.85 5.47 6.12
(rpm)
1800 3.70 3.70 4.21 4.73 5.00 5.87 6.81
(rpm)
2200 3.38 3.38 4.14 4.78 5.49 6.18 7.41
(rpm)
2800 3.04 3.64 4.35 5.16 5.64 6.54 8.22
(rpm)
3600 2.72 4.07 4.81 5.57 6.21
(rpm)
4200 2.62 4.40 5.36
(rpm)
Cyx.

TAB A.10 LA COEFICIENTE C: Para diversas rotacdes do eixo e vazao no
mancal interno .

Afogado| Q=20 Q=15 Q=12 Q=10 Q=8 Q=6
1000 9.61 9.61 9.61 9.61 9.61 8.71 7.33
(rpm)
1400 7.55 7.55 7.55 7.05 6.28 5.39 4.76
(rpm)
1800 | 6.30 6.30 5.48 4.74 4.47 3.70 3.19
(rpm)
2200 5.40 5.40 4.37 3.64 3.13 2.74 2.32
(rpm)
2800 4.70 3.82 3.09 2.55 2.33 1.99 1.60
(rpm)
3600 4.12 2.47 2.07 1.77 1.58
(rpm)
4200 3.50 1.92 1.56
(rpm)
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Cyy:

TAB A.11 LA COEFICIENTE Cyy:

mancal interno.

Para diversas rotagoes do eixo e vazdo no

Afogado | Q=20 Q=15 Q=12 Q=10 Q=8 Q=6
1000 68.82 68.82 68.82 68.82 68.82 | 72.09 76.75
(rpm)
1400 47.71 47.71 47.71 |48.91 50.87 54.17 57.77
(rpm)
1800 36.53 36.53 38.00 40.44 41.66 45.02 48.88
(rpm)
2200 29.55 29.55 31.91 34.04 36.36 38.43 42.30
(rpm)
2800 23.43 24.62 26.54 28.20 29.34 31.29 34.80
(rpm)
3600 18.01 20.15 21.50 22.77 23.75
(rpm)
4200 15.27 17.97 19.30
(rpm)

TAB A.12 NIVEL DE BAIXA ALIMENTACAO LOA:
Oleopara vérias rotacdes e vazdes, mancal externo.

Nivel de ausencia de

Afogado | Q=20 Q=15 Q=12 Q=10 Q=8 Q=6
1000 [8.88 100% 100% 100% 100% | 90% 68%
(rpm)
1400 |12.65 100% 100% | 95% 79% 63% 47%
(rpm)
1800 16.39 | 100% 92% 73% 61% 49% 37%
(rpm)
2200 | 20.07 100% | 75% 60% 50% 40% 30%
(rpm)
2800 |25.39 |79% 59% 47% 39% 32% 24%
(rpm)
3600 |33.14 |60% 45% 36% 30% 249%* 18%*
(rpm)
4200 |38.36 |52% 39% 31%* 26%* 21%* 16%*
(rpm)

*

N&o calculada por ser faminto
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K.

TAB A.13 LOA COEFICIENTE K Para diversas rotagcdes do eixo e vazao

no mancal exterrno.

Afogado | Q=20 Q=15 Q=12 1Q=0 Q=8 Q=6
1000 |1.57 1.57 1.57 1.57 1.57 1.52 1.42
(rpm)

1400 | 1.56 1.56 1.56 1.53 1.47 1.38 1.32
(rpm)

1800 | 1.56 1.56 1.50 1.40 1.37 1.28 1.20
(rpm)

2200 | 1.56 1.56 1.44 1.35 1.27 1.22 1.15
(rpm)

2800 | 1.56 1.44 1.33 1.24 1.20 1.15 1.08
(rpm)

3600 | 1.56 1.31 1.23 1.18 1.14

(rpm)

4200 | 1.56 1.24 1.17

(rpm)

Kyy:

TAB A.14 LOA COEFICIENTE K\y: Para diversas rotages do eixo e vazao

no mancal externo.

Afogado | Q=20 Q=15 Q=12 Q=10 Q=8 Q=6
1000 | 6.27 6.27 6.27 6.27 6.27 7.06 7.90
(rpm)
1400 |5.37 5.37 5.37 5.97 6.45 7.25 8.09
(rpm)
1800 | 4.81 4.81 5.60 6.31 6.66 7.78 9.02
(rpm)
2200 | 4.41 4.41 5.49 6.33 7.26 8.15 9.73
(rpm)
2800 | 3.96 4.83 5.73 6.79 7.41 8.56 10.70
(rpm)
3600 | 3.51 5.35 6.32 7.30 8.12
(rpm)
4200 |3.32 5.79 7.03
(rpm)
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Cy.
TAB

A.15 LOA COEFICIENTE C,. Para diversas rotagdes do eixo e vazao
no mancal exrno.

Afogado Q=20 Q=15 Q=12 Q=10 Q=8 Q=6
1000 | 10.68 10.68 10.68 10.68 10.68 | 9.63 8.37
(rpm)

1400 | 8.32 8.32 8.32 7.66 6.99 6.06 5.38
(rpm)

1800 | 6.93 6.93 6.06 5.12 4.88 411 3.50
(rpm)

2200 | 5.98 5.98 481 4.10 3.50 3.13 2.63
(rpm)

2800 |5.16 411 3.39 2.81 2.59 2.26 1.79
(rpm)

3600 | 4.52 2.75 2.30 1.99 1.79

(rpm)

4200 | 4.06 2.10 1.74

(rpm)

Cyy:

TAB A.16 LOA COEFICIENTE C,y: Para diversas rotagdes do eixo e vazao
no mancal exrno.

Afogado | Q=20 Q=15 Q=12 Q=10 Q=8 Q=6
1000 | 82.96 82.96 82.96 82.96 82.96 | 87.18 93.46
(rpm)
1400 |57.04 57.04 57.04 |58.69 61.43 65.44 69.76
(rpm)
1800 | 43.37 43.37 45.63 48.34 49.70 53.85 58.08
(rpm)
2200 | 34.99 34.99 38.05 40.83 43.46 46.23 50.61
(rpm)
2800 | 27.45 28.91 31.21 33.31 34.73 37.30 41.31
(rpm)
3600 |20.87 23.69 25.34 26.92 28.16
(rpm)
4200 |17.84 20.97 22.73
(rpm)
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A.2.2.2 Analise dos Mancais Novos

Para resolver o problema de vibracdo do novo mamemessitamos de mais
amortecimento, para reduzir sua resposta dinamica.

A filosofia de projeto sera manter a rigidez préaima atual e aumentar o
amortecimento ao maximo. Para tanto, precisaracngr uma alimentagcéo de 6leo
satisfatéria para os novos mancais, bem como aameiomprimento do mancal.

Dois novos mancais foram propostos: “soft shorg ndesmo comprimento e o
“soft long”, com 50 mm a mais no comprimento. faBricante do motor propds dois
outros mancais que sao referidos como "Zollemv@lee ” Zollem Eliptical”.  Estes

mancais e seus desenpenhos estdo sumarizadobelas tA.17 e A.18.

TAB A.17 PARAMETROS GEOMETRICOS DOS MANCAIS VEI®/NOVOS

Existente Soft Soft Zollern | Zollern
Short Long Sleeve | Elliptical
Diametro 11 11 11 11 11
Comprimento 7.68 7.68| 9.64 6.9 6.9
Folga 0.019 0.02 0.02 0.015 0.012
Diametral
Arco da Dapatg 130 150 150 161 161
Precarga 0 0 0 0 0.66

TAB A.18 PARAMETROS OPERACIONAIS DOS MANCAIS VEL&/NOVOS

Existing* | Soft Soft Zollern | Zollern
Short Long Sleeve | Elliptical
Kxx 1.18 1.39 1.38 2.10 0.75
Kyy 4.68 3.21 2.31 3.42 5.17
Cux 4.77 7.14 8.92 13.82 5.24
Cyy 39.83 33.14 | 34.92 44.26 29.37
h 0.0037 | 0,0049 | 0.0036| 0.0033
T 155 150 164 157
Embora a tabela A.18 liste apenas os coeficiedtedmicos principais, 0s

coeficientes cruzados também foram calculadosd® sevados na analise dinamica.
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A.3 Reducao Dindmicada Estrutura:(Coeficientes dos Mancais)

Sabe-se ser muito grande o tamanho da matriz adegiotor/mancais/ estrutura,
para permitir a solugdo com 0s recursos computasaisponiveis

As técnicas de reducdo de matriz podem ser agrspeade trés categorias:
estatica, modal e dindmica ou exata.

Os dois primeiros grupos de técnicas de reducdmex solucbes aproximadas
gue satisfazem a maioria dos casos, enquanto dee&ro grupo conserva o exato
comportamento dindmico do sistema. A tecnolagiahardware necessaria para
permitir a solucdo destes complexos problemas semimnou-se disponivel nos
ultimos cinco anos. Desde entdo, novas tentatém sido realizadas.

Este Relatorio introduz uma nova maneira de trasia questdo, com uma
tecnologia capaz de representar, integralmentsirateéra de suporte, 0s mancais e a
rotodinamica, fornecendo a resposta dindmica etat&y do rotor, como da estrutura,

viabilizando o prot6tipo virtual.
A.3.1 Reducdo da Matriz Original para 155 MasterGL’s Principais

Inicialmente, precisamos construir um modelo denelgos finitos capaz de
representar a estrutura existente no campo, idEmtdo as freqiiéncias naturais e 0s
modos naturais de vibragdo da estrutura confonakagdo de campo, em uma faixa
de frequiéncia capaz de cobrir os harmonicos degsge de nosso estudo.

Esta € uma tarefa possivel de ser executada polbam especialista em
modelacao por elementos finitos, tendo gerado, @smcaso, uma matriz de 82. 872
graus de liberdade, conforme mostrado na Secd@.A.10 programa ANSYS é muito
atil nesta tarefa, todavia, um modelo deste tama@nlnaceitavel.

Numa segunda etapa, esta matriz devera ser redeerica de 1000 vezes, sendo
esta uma tarefa realmente desafiadora para unciakgt@ muito bom em modelacdo
por elementos finitos.

O programa ANSYS permite a utilizacdo de uma redlutitamanho da matriz
original, a partir de graus de liberdade eleitamn@@rincipais (“master”), os quais sédo
considerados capazes de capturar a dinamica elesse do problema. Em nosso

caso particular, sdo considerados mais importaagesles movimentos associados a
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dindmica dos mancais do motor. Os outros graudiletrdade “slaves” ficam
subordinados aos principais.

Os melhores resultados sé@o obtidos pela escolhaahda maioria dos GL's
principais, elegendo-se a maioria nas colunas asvigais afetadas pelos modos de
vibracdo de nosso interesse, realizando destaaf@rohamada Sintese Modal dos
Componentes da Estrutura (SCM).

Foi escolhido um conjunto com 155 GL's principdis,tal forma que o modelo
reduzido e o original tenham as mesmas frequémaagais e modos normais de

vibracdo, até 75 Hz, conforme mostrado na ldabel.a

TAB A4.a FREQUENCIAS NATURAIS DA ESTRUTURABSUPORTE

Mode Medido Model Completo Modelo Reduzido
1 9.9 104 10.75
2 12.7 19.7 17.57
3 24.6 21.8 21.9
4 27.7 31.9 32.33
5 34.5 Missing Missing
6 38.3 39.1 39.53
7 49.5 50.0 47.14
8 54.5 51.7 52.18
9 57.8 57.3 58.93
10 62.2 60.3 61.66
11 66.7 66.6 61.74
12 71.3 71.6 72.5

A.3.2 Reducao da Matriz de 155 GL's para 14 GL'’s

As FRF's do ANSYS sdo imprecisas em seu contel@@mdplitude e fase,
sendo que esta imprecisdo impede a utilizacdeslgatores nos calculos de correcdo
dos coeficientes de rigidez e amortecimento dasxcaia.

O grau de precisdo de amplitude e fase da FRF ddelmo pode ser
substancialmente melhorado com o emprego decgnitilizadas em teoria de

controle (entre elas a Reducdo Balanceada de Mg)deds quais racionalizam a
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solugdo do problema de autovalor, viabilizando dugéo do numero de graus de
liberdade do modelo de forma objetiva e focada esposta dindmica desejada,
conforme apresentado a seguir .

Seja a equacao vetorial do movimento vibratorietnaola abaixo, onde F é

uma excitacdo senoidal direcionada.
[MKei} +[cHaw} +[Kfaw} = {F} (A1)

Considerando-se que a matriz de amortecimento temortecimento

proporcional, tem-se:

[claw} 2 (@m]+sK]faw};  a=p=10% (A.2)

Escrevendo-se a equacdo (A.1) na forma de equazdestddo, associada ao

problema, vem:

10=A0OBU0 5 G-l e =] ”3)
Ad) j(t) = An(t) (equacdo homogénea) (A.4)

A reducédo balanceada deste modelo sera feita cajoda da técnica “Hankel
Singular Value”, sendo o truncamento da matA} ¢rientado pela mesma.

O grupo de automagdo do ROMAC ¢é responsavel gesenvolvimento do
controle de mancais magnéticos. Esta juncaaldas disciplinas (Rotodindmica X
Controle) permitiu um grande avango nas técnicasedacdo de matrizes e solucédo
dos problemas de autovalor.

MORE, B.C., (1981) discutiu a técnica Reducdo Bz¢ada de Modelos e
GLOVER, K. (1984) discutiu a técnica Hankel NoApproximation. Estas sdo duas
das técnicas mais efetivas nesta area. Emboodjetsvos da reducdo de modelos néo
sejam exatamente os mesmos nas disciplinas Comtriel®odinamica, eles tém bases

comuns.
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A.3.2.1 Problema de Autovalor: Solucdo Usando H&el Singular
Value

Uma solucdo precisa para o problema de autovalode pser atingida
reescrevendo-se a equacdo do movimento nas baseseodia de controle

“input/output”, como segue:

[M Keio)} +[cHam} + [k faw} ={c} > (A.5)
() =An(t) = “Laco Aberto” (A.6)

Esta transformacdo nos deixa diante de um sistemaquacdes diferenciais
ordinarias de primeira ordem com 2n variaveist¢sna anterior i< n), nos moldes
de um sistema de equacdes convencionais de anéml “laco” aberto (solucdo da
homogénea) ou em *“lago” fechado, semelhante sistema de controle com “feed-
back” (solucéo particular)

Pode-se resolver o sistema de I/O para suas virid@ke saida, através da
aplicacao da transformada de Laplace e a resolud@sistema algébrico resultante,
através da pesquisa dos valores singulares - dotesa

As saidas do sistema s&o velocidades e deslomsnendais do sistema global
nao reduzido, podendo ser escritas na forma déwaside estado.

Re-escrevendo-se o sistema de I/0 em sua forrequddes de estado, vem:

n(t) = An.(t) + Bu(t) ' ' ,gﬁ
Y =Ca(t) ; A{-[MHK] —[M]‘l[c]} C:z (A7)

Y = C.n(x) =>» Saidas que prioriza a posicdo particular
do I/Omeletrimento de outras posigdes.

[c] = Matriz que enfatiza o deslocamento verticalposi¢céo
dos manc#ift) = {q , q} = variaveis de estado;

B = Matriz de Carregamento;

u = Vetor input;
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Aplicando-se a Transformada de Laplace ao sinahéiaY = Cs7(X) vem:

&9 =dsI-A'B > (A.8)

De acordo com GLOVER,K.,1984 sabe-se que:
Sendo[P] e[Q] matrizes que satisfazem as equacdes (A.9) e (Apbdle-se
dizer que a transformacéo “Hankel Singular VaIue[‘G(s)], coincide com 0s seus

valores singulares e sera igual a raiz quadradautosalores da matri@DQ], tal que:
AP+PA +B'B=0; P= _[: e"BB"e"'dt (gramian de controlabilidade) (A.9)

A'Q+QA+C'C=0; Q= j': e"'C’CceMdt (gramian de observabilidade)  (A.10)

pode-se ainda dizer que:

0,(G(9) ={1[PQ}” (A.11)
0,(G(s)2 0..,(G(9) (A.12)

Aplicando-se “Hankel Singular Value Transformatian'G(s), pode-se calcular
os autovalores d&(s .) O numero de modos naturais e a importaneiaadia um

deles no processo de truncamento podem ser defind@mdo que 0 erro possui um

limite superior, fornecido pela transformagéao:

1

Hankel Singular value dé(s 2 o,(H(s)) O{A (PQ)}2 e &, (H(s))20.,(H(s))

O erro desta transformacdo € limitado pelo valsingular dos modos

truncados, conforme mostrado a baixo:
E=|G, -G, |<2(0s+0,+0,....40,) (A.13)

Apo6s processamento da transformacédo Hankel Sinyfallare Decomposition o

sistema foi truncado.
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Foram levados em consideragdo os 42 primeirosomal® vibracdo mais
importantes, tendo sido aproveitados somente ogrifieiros modos Naturais.
A FRF pode agora ser construida com os 14 mgaesnais contribuem para a

formacdo da vibracdo da caixa de mancais.

A.3.2.2 Construcao das FRF'S dos Mancais para 13L’'s (GDL)

Neste ponto jA conhecemos 0s quatorze primeirasvaores e autovetores e
estamos em condigdes de construir a fungdo dsfér@mcia dos mancais.

Utilizando-se os recursos do MAT-LAB a FRF poder sonstruida para quatro
diferentes condi¢des de excitacdo, considerand®¥eda taxa de amortecimento.

A figura A.17 mostra a FRF nas dire¢des vertibatizontal e axial do mancal
(LA) para forca senoidal, de 1Newton aplicadamesmo local e na direcao vertical.

A comparagédo entre as FRF’'s das figuras A.JX.& mostra a diferenga entre
a FRF do ANSYS (155 GL’s) e a FRF do modetiurido (14 GL’s).

*‘+ XiaiDisplacement ]

Frequency (Hz)

FIG. A.17 FRF DO MANCAL LA EXCITACAO VERICAL (14 GL")

\
1 VARV WANNE/AN

I
Q p,

FIG. A6 FRF DO MANCAL LA DIREGAO VERTICA (155 GL")

A expressdo matematica da funcdo de transferé@atia, € dada porG(s )

G(s) =C(sl-A)'B (A.14)
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Nos dois casos foi aplicada a mesma excitagcdadsnao mesmo local, com
magnitude de 1Newton na direcao vertical.

De forma analoga, as figuras de A.18 a A.20, mostes FRFs vertical,
horizontal e axial devidas a excitacdo de forgzoskal, de 1 Newton nas direcdes
horizontal e vertical, aplicadas no mesmo localamamodelo com (14 GL'Ss).

Depois da Reducéo Modal Balanceada (truncamentohattelo, as FRFs dos
mancais do motor tornam-se conhecidas e podemsselas na Se¢do A.4.1 para

modificagdo dos coeficientes de rigidez e amortenim destes mancais.

Frequency Response Due to UnitHorizontal Force
at Gearbox Side Bearing
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o
—= —AxialDisplacem

5.00E-09

4.00E-09

3.00E-09 . 5 FN

2.00E-09

T e 1

0.00E+00

Magnitude of Displacement (m)

Frequency (Hz)

FIG A.18 FRF DO MANCAL LA EXCITAGAO HORIZONAL(14 GL”)

Frequency Response Due to UnitVertical Force
at Outhoard Side Bearing

Vertical Displacem ent ‘
S e
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FIGA.19 FRF DO MANCAL LOA EXCITACAO VERTAL(14 GL")

Frequency Response Due to UnitHorizontal Force
at Outboard Side Bearing
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9.00E-009 """ - Horizontal Displacem ent
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7.00E-009
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FIGA20 FRF DO MANCAL LOA EXCITAGAO HORIDNTAL (14 GL")
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A.4  Andlise das Diversas Propostas de Modificag da Estrutura e
dos Mancais

Depois do truncamento do modelo e da construcioF&#Ss das caixas de
mancais do motor, pode-se discutir a alteracdo atmdicientes de rigidez e de
amortecimento dos mancais a partir da colocacétaageaquina em uma estrutura de
suporte que permita 0 movimento dos mancais enag@er(nao inercial).

Na literatura encontram-se muitas referéncias ttiaias a este respeito.
O API-617 exige que a rigidez do suporte seja, peémos, 3,5 vezes maior que a
rigidez dos mancais para evitar alteracbes nagidrecias naturais (inerciais).

Sabe-se, também, que o amortecimento dos mancepidamente deteriorado
no caso de movimento das caixas de mancais. nAlgstudos revelam ser
necessario que a rigidez do suporte seja pelo medoszes superior a rigidez do
mancal para que ndo haja comprometimento do aonoeato.

VAZQUEZ, (2001), estudou este fenbmeno e propbsmétodo exato para
quantificacdo da reducdo dos coeficientes de rgalde amortecimento dos mancais,

levando-se em consideragéo a sua flexibilidadeF (& movimento), Secdo A.2.2

A.4.1 Modificacéo dos coeficientes dos Mancais,, e C,

A correcao dos coeficientes de rigidez/amortecimeos mancais consite em:

1) Para cada frequéncia compleX@, deve-se calcular os coeficientes da matriz das

funcdes de transferéncia. Valores séo obtiduaier da FRF do mancal.

As funcdes de transferéncia, (nome dado a FRF @mpl sdo usadas na
determinacgéo das caracteristicas de vibracdo,asbtédpartir de dados experimentais.

A funcéo de transferénciéG(s)] também pode ser obtida através da FRF gerada

analiticamente, desde que seja confiavel, atragéprdcedimento desenvolvido em
VASQUEZ, (2001).

Sendo:s=p+iw, e iwZ% 0
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gxx gxy

yX Yy

= matriz das func¢des de transferéncia (A.15)

[6(s)] =

2) Calcular arigidez dinamica equivalente dpaoste.

O coeficiente dindmico equivalente do suporteiflelkna posicdo do mancal é:
[K..9]=[6OI (8)L

A inversdo da matriz da funcédo de transferél{&gq(s)] = [G(s)]‘l € realizada

em um programa de computador, desenvolvido no ROMA@e também calcula os

coeficientes equivalentes da estrutlfa,,, K., K, K, Coo Coyr Coy Copy -

3) Calcular os coeficientes dindmicos egentds dos mancais.

O calculo dos coeficientes equivalentes dos marcéeito no mesmo programa, que

também calcula os coeficientds,,, K, ,K,,,K,, ,C,,,C,,, C,,,C,, dos mancais.

Calcula-se a rigidez equivalente dos mancais, corgoabaixo:

[Kbeo(9)] = G, ]+ [K,] - (He ]+ )G ]+ [Ko ]+ (Ko@) (G ]+ [K) - (A7)

Posteriormente, podem-se calcular os coeficiauagyidos dos mancais.

A.4.2 Solucdo do Modelo: Frequéncias Naturasmortecidas e
Modos de Vibracéo Acoplados

Usando-se a analise modal truncada, o modelo thizido de 155 graus de
liberdade para 14 modos normais. ApOs a redugdaal, foi gerada uma matriz
para representar a funcéo de transferéncia dosaisanc

Esta matriz foi, entdo, empregada na correcdo deficentes gerados a partir
dos programas de calculo dos coeficientes dos rnsadoeROMAC. Estes coeficientes
dos mancais, corrigidos, sao utilizados para @lcuto das freqiéncias naturais

amortecidas e na analise de resposta ao deshaaac.
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TAB A.19 COMPARAGAO DAS CRITICAS DO ROTOR COM ASRITICAS
DA ESTRUTURA

Velocidade Critica Minimo Media Maximo
1668 1612 1552
Modos do Rotor 1829 1972 1935
(rpm) 3105 3109 3111
3444 3517 3598
5726 5721 5714
517.4 517.4 517.4
1206 1203
Modos da Fundacéo 1284 1284 1283
(rpm) 2068 2068 2067
3329 3254 3226
3579 3578 3577
4672 4692 4702

Inicialmente, calcularam-se as frequiéncias critittasistema acoplado.
As velocidades criticas do rotor e as frequéncesirais da estrutura foram

listadas na tabela A.19, para trés folgas difeedb mancal analisado.
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Como pode ser visto, este rotor trabalha entménzepa e a segunda criticas, nos
trés casos, e ndo existe margem de separacaentdipara atender ao API 617.

Para o caso de folga méaxima, ha uma critica do perto de 3600 rpm e, ainda
pior, existe um modo de vibragédo da subestryiara deste valor.

Em qualquer destes casos o primeiro harménicoasepéificado.

Pode-se dizer que ndo é um bom projeto.

Os dois primeiros modos (para folga média) séstaaionais e conicos.

O modo de vibracao 3D para a folga média é mostmaddiguras A.21 e A.22.

A.4.3 Resposta de Varredura no Sistema Acoplad@Assincrona)

Existem muitas formas diferentes de excitacao tdbicaem motores elétricos
(elétricas e mecanicas).

A principio, 0 motor acopla o sistema rotor mancais campo elétrico.

Para obtencéo de um modelo preciso, este acoplamestisa ser investigado,
entretanto, esta abordagem é muito complexa e ispordos dos dados necessarios
para a mesma.

Alternativamente, as forcas elétricas podem séaides como uma perturbacdo
rotodindmica no sistema.

A resposta dindmica assincrona € um bom crifgara diferentes opcdes de
projeto, pois existem muitas forcas de interagd® S0 responsaveis pela poténcia
elétrica transmitida ao rotor pelo estator e n&ossdcronas.

Neste caso particular, as forcas, com frequéncia el®N sdo as mais
importantes (uma e duas vezes a rpm do motor).

Excitagbes de 1IN e 2N estdo associadas a: texwgde do rotor, empeno
do rotor, empeno térmico, barras quebradas da,rbtoras soltas e outros ruidos
elétricos. A simulagéo dos disturbios elétrisesa implementada através da analise

assincrona enquanto o rotor opera a 1800 rpm.
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30) 0 06 May 2003 OFORSTAB Stabily Plot

Petrobras Motor and Compressor 105-J FORSTAB 1.61
Stabilility Damped Critical Speed and frequency response (OCT 32001)
Bearing Condition (Average) W Substruture (in/lb)

Eigenvalue= -.314411600E+02 +/- 0.168784000E+03 j
Damped Frequency= 1612.rpm
Log Decrement= 1.170435

Rotor 1 Mode 2 Speed Case 1 Whirl Direction: Forward

Laboratories

FIG A.21 PRIMEIRO MODO DE VIBRACAO TRANSLACIONAL(1612 rpm)

(30) 0 06 May 2003 OFORSTAB Stabiiy Plot

Petrobras Motor and Compressor 105-J FORSTAB 1.61
Stabilility Damped Critical Speed and frequency response (OCT 32001)
Bearing Condition (Average) W Substruture (in/lb)

Eigenvalue= -.743826000E+02 +/- 0.206556100E+03 j

Damped Frequency= 1972.rpm
Log Decrement = 2.262628

Rotor 1 Mode 10 Speed Case 1 Whirl Direction: Forward

Laboratories

FIG A.22 SEGUNDO MODO DE Vibracdo CONICO (197n)
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Foram analisados muitos casos diferentes de acordaas folgas dos mancais
e seus diferentes tipos.

A forca desbalanceadora esta colocada no rotorfasene fora de fase, para
excitar diferentes modos. O valor das massasiésmno utilizado no API-617.

Os sensores foram colocados no acoplamento coedwtora, no mancal
interno, no mancal externo e no final da excitatriz

Existe um grande numero de casos para anadlise.fighgs A.23 e A.24
mostram a andlise assincrona para um de variossdesdos de célculo.

A resposta da excitacdo no mancal acoplado mgsg&as frequéncias de 1800

e 3600 rpm podem ser excitadas.

A.4.4 Resposta ao Desbalanceamento, Sistema AcojpldSincrona)

A resposta ao desbalanceamento foi conduzida pdsafdlgas diferentes de
mancais e duas posic¢oes diferentes para os pestesii@lanceamento.

Um dos pesos € colocado no centro do rotor pardaexz primeiro modo
natural. No segundo carregamento, 0s pesos gezados nos ventiladores de forma
a excitar o segundo modo. Quatro sensores saci@usilos, um em cada mancal, um
no acoplamento e outro na excitatriz. Foram aadis 18 casos diferentes.

O peso de desbalanceamento utilizado foi o recoattndoelo API-617
Standard (duas vazes 4w/N). Nesta sec¢do, sedlsaios somente 0s casos com
folga média no mancal.

As figuras de A.25 & A.27 mostram a resposta dic&itom 0 peso no centro.
para trés diferentes posi¢cdes dos sensores.

As figuras de A.28 a A.30 mostram a respostandicéd com 0 peso nas
pontas, para trés diferentes posicoes dos senso@esivel das vibracdes mostra-se
aceitavel pelo padréo API.

O resultado das andlises mostra que este rotora op@re a primeira e a
segunda criticas e que ndo ha margem de sepan#iéerde da rotacdo de operacao
(1800 rpm). Embora a resposta ao desbalanceamste@m dentro do recomendado
pelo padrdo API- 617, este rotor é sensivel #ades com 1IN e 2N. Um novo

mancal é, portanto, recomendado.
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EXCITACAO FORA DE FASE
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FIG A.25 BODE NO ACOPLAMENTO COM PESO NO CERO
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A.5 Solucéo de Compromisso:

A.5.1 Modificacbes da Estrutura (Filosofia)

A FRF da caixa de mancais revela que o principavimento dos mancais
ocorre em 60 Hz e na direcdo vertical. Isto egplic completa inoperancia das
solugbes anteriores onde 0 contraventamento tinkoc objetivo impedir a
movimentacao horizontal. Pode-se, também, obisaraa freqiiéncia natural préxima
a 30 Hz, entretanto, este modo € bem amortecido.

Diversas modificacbes de projeto foram testada®steutura, procurando-se
sempre mudancas de maior simplicidade com a intémde vigas metalicas. Estas
modificaces mostraram-se incapazes de alteragsasnancias proximas a 60 Hz. Os
melhores resultados foram obtidos com a implantdeamolunas verticais.

Algumas das diversas alternativas analisadas péesentadas a seguir.

A.5.1.1 Primeira Proposta (Compromisso ResultadSimplicidade)
A proposta implementada recomendou a colocagcaange coluna de concreto
vertical no centro da viga colocada abaixo do rabacoplado do motor, como mostra

a figura A.31.

ANSYS
AUG 23 2003
14:54:02
PIOT NO. 12

ELFMENTS
MAT  TOM

FIG A.31 MODIFICACAO IMPLEMENTADA

346



Frequency Response Due to UnitVertical Force
at Gearbox Side Bearing
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FIG A.32 FRF's DA SOLUGAO APRESENTADA NA SECA®.5.1.1
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Frequency Response Due to UnitVertical Force
atGearbox Side Bearing
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FIG. A.32* COMPARAGCAO DAS FRF'S DO MANCALA ANTES/DEPOIS

A FIG A.32* mostra que a aplicacdo do novo corgragmento deslocou um
pouco o valor da freqiéncia natural e, também,ziadusua amplitude da ordem de 6
vezes, conforme pode ser visto no modelo teodricesgntado acima.

Esta solucdo apresenta as mesmas vantagens daaegelhor proposta, sendo
de execussao mais simples (Secdo A.5.1.2). Nigscdsos, os picos de 60 Hz na
direcéo vertical das FRF’'s séo reduzidos de séar wriginal com a mudanca de 5%
no valor da freqiéncia deste pico (dessintonizac#® FRF's estdo apresentadas na
figura A.32
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A.5.1.2 Segunda Melhor Proposta

ANSYS

AJG 23 2003

14

14:59:11

PLOT NO.

FIFMFNTS
MAT IT0M

BONS RESULTADOS (MENOS SIMPLES)

FIG A.33

ao com duas colunas

A figura A.33 mostra a solug

As suas FRF’s estdo apresentadas na figura A.34
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Frequency Response Due to UnitVertical Force
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FIG A.34 FRF's DA SOLUGAO APRESENTADA NA SECA®.5.1.2
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A.5.1.3 Proposta Com Vigas Laterais Adicionais
A figura A.35 mostra a solugdo com duas vigasrdége Esta mudanca teve

pequeno efeito na FRF dos mancais. As suas FREe apresentadas na figura A.36

1 ) ANSYS
— AIG 23 2003
MAT NUM 14:41:27

PLOT NO. 6

FIG A35 PROPOSTA COM DUAS VIGAS LATERAIS
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FIG A.36 FRF's DA SOLUCAO APRESENTADA NA SECA\.5.1.3
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A.5.1.4 Proposta Com Vigas Transversais Adiciais

A figura A.37 mostra a solugdo com duas vigasrdége Esta mudanca teve

pequeno efeito na FRF dos mancais. As suas FREs apresentadas na figura A.38

ANSYS

BIG 23 2003
14:45:42

EIFMENTS
MAT NOM

8

FLOT IO.

PROPOSTA COM DUAS VIGAS TRANSVERSAI

FIG A.37
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FIG A.38 FRF's DA SOLUGCAO APRESENTADA NA SECAO.3\1.4
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A.5.2 Interacdo Rotor/Mancais/Estrutura (AnaliseAssincrona)

A.5.2.1 Estudo Comparativo: Excitacdo em Fase/Fomde Fase

Forcas de varredura ndo sincronas sao aplicadasnmto rotor/ mancal/
estrutura e comparadas na condi¢cdo de mancal famint

Na figura A.39, o primeiro modo natural é excitddm fase). Na figura A.40 o

segundo modo é excitado (fora de fase).

T
Coupling

—— Inboard Brg

—— Outboard Brg
Motor end

Magnitude (mils)

Frequency (Hz)

FIG A.39 RESPOSTA PARA EXCITACAO EM FASE (tieal)

0.7

Frequency response with existing bearings starved(Out phase)
T

T
Coupling
Inboard Brg
Outboard Brg
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Motor end H

Magnitude (mils)

Frequency (Hz)

FIG A.40 RESPOSTA PARA EXCITACAO FORA DE FASertical)

Quatro sensores dos mancais estao plotados enfigadae mostram picos em
1X e 2X, o que é preocupante. As forcas/ag0is em fase (primeiro modo) séo
mais importantes que as fora de fase (segundo modedr esta razdo, daremos mais

atencao as excitacdes em fase.
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A.5.2.2 Estudo Comparativo: Mancal Afogado/Famito

Inicialmente, é analisada a vibracao do rotor dt&g@es nao sincronas (operando
a 1800 rpm), para o conjunto mancal existentedgad, nas condigbes faminto e
afogado, obtendo-se os seguintes resultados, sféie apresentados nas figuras de
A.41 a A.45.

Os mancais afogados mostram uma grande reducadwiltl@gdes, nos dois

mancais e nas pontas. Os resultados sdo melparas 1X, e iguais, para 2X.

Magnitude (mils)

Frequency (Hz)

FIG A4l RESPOSTA NAO SINCRONA NO ACOPLAMENT@rtical)

Frequency response with starve and flooded bearings(IB)

T
—— Starve
—— Flooded

Magnitude (mils)
°

Frequency (Hz)

FIG A42 RESPOSTA NAO SINCRONA NO MANCAL ACQRDO
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Frequency response with starve and flooded bearings (0 B)
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FIG A.43 RESPOSTA NAO SINCRONA NO MANCAL EXTERO

Frequency response with starve and flooded bearings (M otor End)

1.8
——— Starve
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Frequency (Hz)

FIG A.44 RESPOSTA NAO SINCRONA PONTA DA EXTATRIZ
A.5.2.3 Estudo Comparativo: Com e Sem PedestaFyndacéo)

Para investigar o efeito da fundacdo na respostandca a excitagdo néo
sincrona, a mesma é plicada ao sistema rotor/nsanoai e sem o efeito da fundacéo
(referencial inercial). Somente o mancal origieaha condigdo faminto, é apresentado
para esta comparacgao (excitacdo em fase).

Geralmente, as diferencas ndo sdo muito grandemaiaria dos casos, porém,
neste caso particular, sdo muito importantes, cpate ser visto nas figuras A.45 a
A.48
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Frequency response with and without Pedestal(Coupling)

—— With pedestal
—— W/O pedestal

(siw) spnyube

70

Frequency (Hz)

FIG A.45 RESPOSTA NO ACOPLAMENTO COM/SEM FUNDAO®

Frequency response with and without Pedestal(IB)

—— With pedestal
—— W/O pedestal

(siiw) apnyuben

Frequency (Hz)

FIG A.46 RESPOSTA MANCAL LA COM/SEM FUNDAGCAO
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Frequency response with and without Pedestal(0B)
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FIG A.47 RESPOSTA NO MANCAL LOA COM/SEM FUNDAKD

ith and without Pedestal(Motor End)

5
| W ith pedestal

——— W /O pedestal

o
——d__]=
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
al
|
|
|
|
|
|

| |
| |

4.5 b ——————— e -
| |
! |

4 b-e---—--_-r----_-_-_-+r_-_-_-_-_-__ - _-_____ - _______"J+__-_-__°“______ —

35— ——————

w

Magnitude (mils)
~
o

~

0 10 20 30 40 50 60 70

FIG A.48 RESPOSTA NA EXCITATRIZ COM/SEM FUNDACAO

A.5.2.4 Estudo Comparativo: Mancal Velho e Novo

Finalmente, comparamos o0s resultados de um mammab (proposto), com 0s
resultados dos mancais originais (famintos). Gultedos estdo apresentados nas
figuras de A.49 a A.52. O resultado deste estndstra que este novo mancal € eficaz
para reduzir a vibracdo de 1IN em ambos os manpai€m, pouco ajuda na
eliminacdo da vibragcdo em 2N. No caso da exttade do motor (excitatriz) esta
solugéo amplifica a vibragcdo. O modo proximo g AR497 rpm) tem elevado fator
de amplificacdo (35). Este resultado é consistenin a resposta amortecida. A

solucéo para 2N deve ser procurada na estrutudia @ao mancal.
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Magnitude (mils)

Magnitude (mis)

Magritude (mils)

Magnitude (mils)

Frequency response with existing bearings and new bearings (Coupling)

Existing B rg
9

30 4
Frequency (Hz)

FIG A.49 MANCAL NOVO X VELHO NO ACOPLAMENTO

Frequency response with existing bearings and new bearings (18 )

FIG A50 MANCAL NOVO X VELHO NO MANCAL LA

Frequency response with existing bearings and new bearings (0 B)

Frequency (Hz)

FIG A.51 MANCAL NOVO X VELHO NO MANCAL LOA.

Frequency response with existing bearings and new bearings (M otor End)

FIG A.52 MANCAL NOVO X VELHO NA EXCITATRIZ
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A.6 Consolidacao

A.6.1 A Melhor Opcéo: Coluna de Concreto Conforra Modelo

A proposta de solucdo que se mostrou mais vaatdfmsa colocacdo de uma
viga de concreto abaixo do mancal acoplado do motrfigura A.31 mostra a
modificagdo da geometria e a figura A.32 neal FRF's desta modificacéo.

O pico vertical grande, proximo de 60 Hz, localiza mancal LA, foi reduzido
em 80% com a adicdo da coluna, sendo que estefpickeslocado para 63 Hz.

A resposta do mancal externo (LOA) foi reduzidas®6 As FRF's estdo

apresentadas na figura A.32.

A.6.2 Resultado de Campo

O modelo de elementos finitos mostrou-se adequpdm capturar as
particularidades dindmicas desta complexa estrat@rsuportacdo, mostrando—se uma
ferramenta valiosa na diagnose e solucao do bl

Apés a reducdo dos graus de liberdade, as pdaplés dindmicas da estrutura
foram preservadas na faixa de interesse, 0 que fiewacterizado através de suas
matrizes de massa e rigidez. O acoplamentia degtriz com 0s mancais permitiu
uma completa descri¢cdo do sistema.

A colocacdo de uma coluna mostrou-se eficaz papiama margem em relacao
a frequéncia natural da estrutura que apresengavass sintonia com o segundo
harménico 2N, sem prejudicar os resultados jadobtem 1N, com a troca do mancal.

A solucao proposta para este problema foi impléatkenparcialmente.

Os mancais novos, propostos pelo estudo, aindaforaon implementados,
entretanto a nova coluna ja foi levantada no local

Conforme mostrado anteriormente, a troca dos manéafundamental para
reducdo da vibracdo do primeiro harménico. A cad@o da nova coluna € eficaz
apenas na eliminacdo do segundo harménico, emauwedabuindo para a reducéo da
vibragdo em 1N. Os resultados obtidos com ecegfio da nova coluna mostraram-se
surpreendentes e foram responsaveis por uma graddedo da vibracdo no segundo

harmonico.
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A figura A.53 mostra o espectro das vibracdesioss do lado acoplado do
motor, apos a partida da maquina realizada conva cmluna. Neste espectro pode-se
ver claramente que o segundo harménico da vibrdgamotor, medido no mancal
interno, foi praticamente eliminado pela colocagdamova coluna.

A figura A.53 mostra, ainda, que o primeiro harnednencontra-se com uma
amplitude exagerada. Isto acontece porque ogaigada maquina ainda ndo foram

substituidos e a coluna vertical, por si s6, néboaz para reduzir 1N.
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FIG A.53 ESPECTRO DE VIBRACAO VERTICAL DO MOTOR
LADO ACOPLADO

A.6.3 Comentarios Finais

A modificagdo da estrutura tinha como principgetto reduzir 2N.

A colocacdo de uma viga de concreto envolve umrgsfmuito grande e, por
esta razdo, foram tentadas muitas outras modifsacdinfelizmente, nenhuma destas
modificagbes mais simples mostrou-se eficaz em muadaesposta dinamica da
estrutura proxima a 60 Hz. Desta forma, a colazat@® nova coluna foi o melhor
compromisso efetividade simplicidade.

A solugdo com a aplicacdo de duas colunas vertigaieduziria resultados
levemente superiores aos encontrados, a0 mesmoo temp que exigiria uma

modificacdo da estrutura, no campo, pelo menos \demsess maior.
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APENDICE B

MODOS DE VIBRAR DA ESTRUTURA

AN

DISPLACEMENT

AUG 4 2006
STEP=1 16:50:18
SUE =1

FREQ=10.755
DMX =.004468

Y |z
DISFPLACEMENT
AUS 4 2006
STEP=1 16:5=: 48
SUBR =2
FREQ=17.574
DM =.006518
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DISFPLACEMENT
A =) 4 Z006

Eefast i BT 17:01:16
SUB

FREC=3Z .338

OMX —._007475

DISPLACEMENT
AUG 4 =Z00a
17:08:48

= et
DISPLACEMENT

AUG 4 Z0O06
STEP=1 17:10:05
SUB =6
FREQ=47 148
DMxX =.01Z115
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DISPLACEMENT

AU 4 2006
STEP=1 17:11:35
SUB
FREQ=
DR =.010472

x 8~
DISPLACEMENT AN
AUG 4 2008
STEP=1 17:20: 48
SUB =9
FREQ=61 .66
DMX =.07843

x &=
DISFPLACEMENT
AUG 4 2006
STEP=1 17:23:13
SUB =10
FREQ=61_741
DMX =.0695565
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DISPLACEMENT
AU 4 Z008

STEP=1 17:27:16
SUB =11

FREQ=63 .881

DMX =.045677

DISPLACEMENT
AT 4 2006
STEP=1 17:24:47

SUBR =13
FREQ=69 _44
DMX =.009738

DISPLACEMENT
AU 4 2006

17:39:07
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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