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RESUMO

REDUCAO DE CODIMENSAO DE IMERSOES
REGULARES

Considere uma imersao C* f : M" — QP de uma variedade
n-dimensional M"™ em uma variedade de curvatura seccional constante c.
Seja N(x) o primeiro espa¢o normal de f em x € M, isto é, o subespago do
espago normal que é gerado pela imagem da segunda forma fundamental de f
em z. Diz-se que se pode reduzir a codimensao de f para k, com 0 < k < p,
se existe uma subvariedade (n+ k)-dimensional L de Q). totalmente geodésica
e tal que f(M) C L; e que f é 1-1-regular se o primeiro espago normal tem
dimensao constante 1.

O objetivo deste trabalho é dar uma exposicao detalhada de resultados
obtidos por Lucio Rodriguez e Renato Tribuzy em "Redugao de Codimensao
de Imersoes Regulares", publicado em Mathematische Zeitschrift no ano de
1984, que permitem reduzir a codimensao de imersoes 1-1-regulares.



ABSTRACT

REDUCTION OF CODIMENSION OF REGULAR
IMMERSIONS

Consider immersion C* f : M" — Q"*? of a n-dimensional manifold
M™ in a manifold of constant secctional curvature c¢. Let N(z) be the first
normal space of f in x € M, that is the subspace of the normal space that is
generate to image of second form fundamental of f in x. We say that we can
reduce the codimension of f to k, with 0 < k < p, if exists a submanifold
L of Q. (n + k)-dimensional totally geodesic such that f(M) C L, and f is
1-1-regular if the first normal space have constant dimension 1.

The objective of this work is to give a detailed exhibition of results
obtained by Lucio Rodriguez and Renato Tribuzy in "Reduction of Codi-
mension of Regular Immersions", published in Mathematische Zeitschrift
in the year of 1984, that permit to reduce the codimension of 1-1-regular
immersions.
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Introducao

Considere uma imersao C* f : M"™ — Q"P de uma variedade
n-dimensional M" em um espaco (n + p)-dimensional Q" de curvatura sec-
cional constante c. Seja N(z) o primeiro espago normal de f em x € M, isto
é, o subespaco do espago normal T, M+ que é gerado pelos vetores a(X,Y),
com X,Y € T, M, onde « é a segunda forma fundamental da imersao. Diz-se
que tal imersao é 1-k-regular se N(z) tem dimensdo constante k.

Um problema importante em geometria, quando temos uma imersao
isométrica como a citada acima, consiste em saber que parte do espago am-
biente pode ser desprezada sem afetar a imersao. A codimensao de f pode
ser reduzida para k, com 0 < k < p, se existe uma subvariedade (n + k)-
dimensional L de Q. totalmente geodésica e tal que f(M) C L.

Em [6], J. Erbacher, através de uma condi¢ao geométrica simples, provou
o seguinte resultado:

. = n+p . ~ . L. .
Teorema 3.1.2. Considere ¢ : M"™ — M, = uma imersao isométrica de
uma variedade riemanniana conexa n-dimensional M"™ em uma variedade
. . . . =7 ntp .
riemanniana (n + p)-dimensional M, = de curvatura seccional constante c.
Se o primeiro espago normal N;(z) é invariante por transporte paralelo com
respeito a conexao do fibrado normal e a dimensao de N; é constante igual a [,
entdo existe uma subvariedade (n +1)-dimensional L™ totalmente geodésica

de M:er, tal que ¢(M™) C L™,

Demonstraremos este teorema devido a sua importancia para o problema
de reducao da codimensao. Entretanto, em geral, é uma tarefa dificil provar
que um subfibrado é paralelo.

Podemos encontrar na literatura varios trabalhos sobre reducao de codi-
mensao, como exemplo apresentaremos alguns resultados abaixo.

Em [5], G. Colares e M. do Carmo, provaram que o problema de re-
ducao da codimensao esta intimamente relacionado com o tensor curvatura
da conexao normal, ou seja,



Teorema. Seja f : M™ — @Q"'P uma imersdo minima de uma variedade
conexa n-dimensional M™ em um espago (n + p)-dimensional de curvatura
seccional constante c. Suponhamos que o tensor curvatura da conexao normal
seja paralelo em relacao & conexao normal e que o primeiro espago normal da
imersao tenha dimensdo constante k. Entdo existe uma subvariedade L"**
totalmente geodésica de Q" de dimensdo n + k, tal que f(M") C L"**.

Estes autores conjecturaram também resultado analogo para imersoes
m-regulares (isto é, o k-ésimo espago normal Nj da imersdo tem dimensao
constante k, para k = 1,...,m), onde definimos o k-ésimo espago normal de
f em z como

Ni(z) = ger{a(X,Y)(z), Vip,a(X,Y)(z), ..., Vg, . Vg, (X, Y ) (2)}

para k=2,3,...,e X, Y, Wy, ..., Wi_1 sao campos vetoriais tangentes a M".

Marcos Dajczer em sua tese de doutorado, substituiu a condi¢cao de mi-
nimalidade por outra condi¢ao geométrica mais fraca, conforme o teorema
abaixo:

Teorema. Seja f : M" — Q™" uma imersdo isométrica m-regular de
uma variedade conexa n-dimensional M"™ em uma variedade riemanniana
QP com curvatura constante c¢. Suponhamos que (V5)"R* [y1= 0 e que
(VHY™H C N,,, onde H é o vetor curvatura média da imersao. Entdo existe
uma subvariedade totalmente geodésica L™ de Q" de dimensdo n + k,
onde k = dim N,p,, e tal que f(M") C L"**,

O objetivo deste trabalho é dar uma exposi¢ao detalhada de resultados
obtidos por Liuicio Rodriguez e Renato Tribuzy em [9], que trata de redugao
de codimensao de imersoes 1-1-regulares.

O trabalho esta dividido em trés capitulos: o primeiro com as defini¢oes
e os resultados basicos sobre variedades riemannianas; o segundo consta
de algumas consideracoes sobre os espacgos de curvatura constante e uma
abordagem sobre a segunda forma fundamental associada a uma imersao
isométrica, com as defini¢oes e os resultados que serao fundamentais ao en-
tendimento dos resultados apresentados no capitulo principal.

No terceiro capitulo trataremos o problema de reducao da codimensao de
uma imersao isométrica em um espago de curvatura constante. Na primeira
secao deste capitulo mostraremos alguns lemas basicos e utilizaremos o teo-
rema de Frobenius para mostrarmos que: se o indice de nulidade relativa v(x)
(isto é, a dimensdo do subespaco B, = {X € T, M : a(X,Y)=0VY €
T,M}) éigual a uma constante [ num aberto de M, entao esses subespagos



formam uma distribuicao integravel, cujas folhas sao [-subvariedades total-
mente geodésicas. Utilizaremos este resultado para mostrar que se N(z) ¢é
paralelo em ~y(a), onde v : [0,a] — M é um segmento de geodésica contido
em uma folha da folheagdo de nulidade relativa, entao N(x) é paralelo em
v(t) para todo t em [0, a].

Nosso primeiro teorema principal é notavel no sentido de que nenhuma
condicao é necessaria se M é compacta e f é 1-1-regular.

Teorema 3.2.2. Seja f : M™ — Q" uma imersao isométrica de uma
variedade riemanniana compacta e conexa em um espago (n+ p)-dimensional
Qf}“’ de curvatura seccional constante ¢, simplesmente conexo se ¢ < 0. Se
f é 1-1-regular, entao podemos reduzir a codimensao para 1.

A prova consiste em mostrar que, em cada ponto x de M o primeiro
espaco normal é paralelo com respeito a conexao do fibrado normal V*, o
resultado segue pelo teorema de Erbacher. Para isso faremos uso de alguns
lemas da primeira secao e de um teorema auxiliar demonstrado por Lucio
Rodriguez em |[8].

Se for esquecida a condicao de compacidade entao, como o préximo

exemplo mostra é necessaria alguma condi¢ao extra na métrica induzida pela
imersao em M ; qualquer condi¢ao sobre a curvatura sempre ird se referir a
esta métrica.
Exemplo 10. Seja 7 : (=00, +00) — R™P~1 uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco que é substancial em R"*P~! isto é, que nao esta contida
em algum hiperplano afim de R**?~!, Se ~ tem curvatura nao nula em todos
os pontos, entdo o cilindro f : R? — R™* definido por f(s,t) = (y(s),t), é
1-1-regular, mas sua codimensao nao pode ser reduzida.

Esta situagao nao pode ocorrer se o espago ambiente tem curvatura
positiva, como veremos no proximo teorema.

Teorema 3.2.3. Seja f : M™ — @Q"P uma imersdo isométrica de uma
variedade riemanniana completa e conexa em um espago (n + p)-dimensional
Q"*P de curvatura seccional constante ¢ > 0. Se f é 1-1-regular, entao pode-
mos reduzir a codimensao para 1.

Analogamente a prova do teorema anterior o fato da curvatura do espaco
ambiente ser positiva exclui a hipotese de M ser compacta, bastando apenas
que a mesma seja completa.

Finalizaremos este capitulo mostrando que, se o espago ambiente é o es-
paco euclidiano R"*?, com curvaturas de Ricci nao-negativas, entao o caso
do exemplo 10 é a Unica outra alternativa de reduzir a codimensao.



Teorema 3.2.7. Seja M™ completa e conexa com curvaturas de Ricci nao-
negativas. Se f: M™ — R"*? ¢ uma imersao isométrica 1-1-regular, entao:

i) Podemos reduzir a codimensao de f para 1 e f(M) é a fronteira de um
conjunto convexo em um subespago afim (n + 1)-dimensional de R"*?; ou

it) f ¢ um (n — 1)—cilindro gerado por uma curva.



Capitulo 1

Generalidades

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes e os resultados da teoria
de variedades riemannianas, necessarios ao desenvolvimento deste trabalho,
e fixaremos a notacao a ser utilizada nos capitulos posteriores. As de-
monstragoes omitidas podem ser encontradas em [1].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1.1. Um conjunto N é chamado uma variedade diferenciével
n-dimensional se existe uma familia de aplicagoes diferenciéveis e biunivocas
X, : Uy CR" — N de abertos U, de R" em N, tais que:

1. N= Uxa(Ua);

2. Para todo par o, com x,(U,) Nx3(Us) = V # (), os conjuntos

x1(V)e Xgl(V) sao abertos em R” e as aplicacoes Xgl 0X, e X, oxg

al definidas sao diferenciaveis.
3. A familia {(U,,x,)} ¢ maxima relativamente as condigbes 1 e 2.

Indicaremos que N tem dimensao n por N™. O par (U,, X,) ou a aplicagao
X, ¢ chamado uma parametrizacao ou sistema de coordenadas de N em p,
com p € X,(Uy), € Xo(Uy,) ¢ chamada uma vizinhanga coordenada em p.

Definicao 1.1.2. Seja ¢ : N — M™ uma aplicacao entre as variedades
diferenciaveis N e M, ¢ é dita diferenciavel em p € N, se dada uma
parametrizacdo y : W C R™ — M em ¢(p) existe uma parametrizagdo
x:U CR" — N em p tal que ¢(x(U)) C y(W) e a aplicagao

ylogox:UCR"—R™



¢ diferencidvel em x~!(p). A aplicagdo ¢ é diferenciavel num aberto de N se
é diferenciavel em todos os pontos deste aberto.

Definicao 1.1.3. Uma curva diferencidvel em uma variedade diferenciével
N é uma aplicagao diferenciavel v : (—e,€) — N. Suponha que a(0) =p € N
e seja D o conjunto das fungdes de N diferenciaveis em p. O vetor tangente
acurva o em t = 0 é a funcdo o/(0) : D — R dada por

(0)f =4 feD.

dt =0

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva
a:(—€€) — N com a(0) = p.

Definicao 1.1.4. O conjunto de todos os vetores tangentes as curvas
diferenciaveis pertencentes a uma variedade diferencidvel N™ passando por
p, representado por T, N, é chamado espaco tangente a N™ em p . Mostra-se
que o conjunto T,N é um espaco vetorial de dimensao n e que a escolha
de uma parametrizacao x : U — N em p determina uma base associada

{(8%1)0, s (%)0} em T,N, ¢ que a estrutura linear nesse espago, assim

definida, nao depende da parametrizagao x.

Definigao 1.1.5. (O Fibrado Tangente) Seja N™ uma variedade diferen-
ciavel. O conjunto T'N = {(p,v);p € N,v € T,N}, munido com a estrutura
diferenciavel {(U, x R™,~,)} sendo 7, : Uy X R" — T'N definida por:

«

n
0
Volxf, oy 2 U, oy Uy) = (X (2], ., 28, Zulm),
i=1 i

(u1,...,u,) € R™ é chamado fibrado tangente de N.

Proposicao 1.1.1. Seja ¢ : N* — M™ uma aplicagao diferenciavel entre
as variedades diferencidveis N" e M™. Para cada p € N e cada v € T,N,
escolha uma curva diferenciavel a : (—¢,e) — N tal que a(0) = p, o/(0) = v.
A aplicagao do, : T,N — Ty, M dada por do,(v) = (¢ o )'(0) ¢ uma
aplicagao linear que nao depende da escolha de a (esta aplicagao é chamada
diferencial de ¢ em p).

Definicao 1.1.6. Uma aplicagao diferenciavel ¢ : N — M, entre as
variedades diferenciaveis N e M, é um difeomorfismo se ela é bijetiva e sua
inversa ¢! ¢ diferenciavel. ¢ é um difeomorfismo local em p € N se existem
vizinhangas U de p e V' de ¢(p) tais que ¢ : U — V é um difeomorfismo.



Definicao 1.1.7. Um caminho em uma variedade N é uma aplicacao con-
tinua f : [0,1] — N. Se f(0) = f(1) = p, f ¢ chamado caminho fechado
em p € N. Em particular o caminho constante ¢, : [0,1] — N definido por
¢y(s) =p para todo s € [0, 1], ¢ um caminho fechado.

Definigao 1.1.8. Uma variedade N é chamada conexa quando, dados dois
pontos quaisquer p,q € N, existe sempre um caminho ligando p e ¢, isto é,
existe uma aplicac¢do continua f : [0,1] — N, tal que f(0) =pe f(1) =

Definicao 1.1.9. Sejam f : [0,1] — N e g : [0,1] — N dois caminhos com
o mesmo ponto inicial p € N e o mesmo ponto final ¢ € N. Diz-se que f é
homotopico a g se existe uma fungao continua h : [0, 1] x [0,1] — N tal que

h(s,0) = f(s) e h(0,t) =p
h(s,1) = g(s) e h(1,t) =

Se um caminho f : [0,1] — N é homotdpico ao caminho constante, entao
ele é dito contratil a um ponto.

Definicao 1.1.10. Uma variedade N é chamada simplesmente conexa se N
é conexa e se todo caminho fechado em N é contratil a um ponto. Em outras
palavras N é simplesmente conexa se toda curva fechada em N puder ser
continuamente deformada em um ponto.

1.2 Campos de Vetores

Definicao 1.2.1. Seja N uma variedade diferenciavel e T'N o seu fibrado
tangente. A aplicacao X : N — T'N, que associa a cada ponto p € N um
vetor X(p) € T,N ¢ chamada um campo de vetores em N. O campo ¢é
diferenciavel se a aplicacao X é diferenciavel. Note que é possivel escrever

X(p) =) ailp) aii,

i=1

onde cada a; : U — R é uma func¢ao em U. Basta considerar uma parametriza-

¢ao x : U C R" — N e pegar a base {aim,. Y Ber } de T,N associada a esta

parametrizacao. Entao X sera diferenciavel se e s6 se as fungoes a; forem
diferenciaveis para qualquer parametrizacao X.

Com essa idéia é possivel pensar em um campo de vetores como uma
aplicagao X : D — F, do anel D(N) das fungoes diferenciaveis em N no anel
F(N) das fungoes em N, definida por

Z ai(p 0@




onde f indica, por abuso de notagao, a expressao de f na parametrizagao X.
Neste caso é imediato verificar que X é diferenciavel se e s6 se X : D — D,
isto é, X f € D para todo f € D.

Lema 1.2.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma

variedade diferenciavel N. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que,
para todo f € D(N), Zf = (XY - YX)f.

Definicao 1.2.2. O campo vetorial Z dado pelo lema anterior é chamado
colchete [X,Y] = XY —Y X de X e Y; Z é evidentemente diferenciavel.

Proposicao 1.2.1. Se X, Y e Z sao campos diferenciaveis em N, a,b sao
numeros reais e f, g sao fungoes diferencidveis, entao:

(i) [X,Y]=—[V, X](anticomutatividade),

(i) [aX +bY, Z] = a|X, Z] + b]Y, Z] (linearidade),

(iii) [[X, Y], Z] + [[V, 2], X] + [[Z. X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),
(iv) [f X, gY] = fglX. Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.

O colchete [X,Y] pode também ser interpretado como uma derivagao de
Y ao longo das "trajetorias"de X.

1.3 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.3.1. Para cada ponto p de uma variedade diferenciavel M as-
socie um produto interno (,), definido no espago tangente 7, M, de modo
que ao tomarmos uma parametrizacao x : U C R" — M de M em p,
a fungao g;;(z1,...,z,) = (%(q), %(q»q ¢ diferenciavel em U, onde ¢ =
xX(x1,...,x,) € x(U) e a%i(q) = dx,(0,...,1,...,0). A func@o g¢;; é chamada
uma métrica riemanniana (ou estrutura riemanniana) em M.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica riemanniana
é dizer que a funcdo (X,Y) é diferenciavel em V' para todo par X e Y
de campos de vetores diferencidveis em uma vizinhanca V' de M. Uma
variedade diferencidvel M munida de uma métrica riemanniana é denomi-

nada variedade riemanniana.

Exemplo 1. Seja M = R" com % identificado com e; = (0,...,1,...,0).
A métrica é dada por (e;,e;) = d;;. R* é chamado espaco euclidiano de
dimensao n e sua métrica é chamada métrica euclidiana.



Definicao 1.3.2. Um difeomorfismo f : M — N, entre as variedades rie-
mannianas M e N, é chamado uma isometria se:

(u,v), = (dfy(u), df,(v)) r(p), pParatodop € M, u,v € T,M.

Definigao 1.3.3. Uma aplicagao diferenciavel ¢ : I — M, de um inter-
valo aberto I C R em uma variedade diferenciavel M, chama-se uma curva
(parametrizada).

Definicao 1.3.4. Sejam (,) e ((,)) duas métricas em uma variedade
diferenciavel M, diz-se que essas métricas sao conformes se existe uma funcao
positiva diferenciavel f : M — R, tal que para todo p € M e todo u,v € T,M

se tenha
(u,v)p = f(p)((u, v))p.

Defini¢ao 1.3.5. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c¢: I — M
¢ uma aplicacdo que a cada t € I associa um vetor tangente V' (t) € T,y M.
Diz-se que V é diferenciavel se para toda funcao diferenciavel f em M, a
fungdo t — V(t)f é uma funcao diferenciavel em 1.

Proposicao 1.3.1. Uma variedade diferenciavel M (de Hausdorff e com base
enumeravel) possui uma métrica riemanniana.

1.4 Conexoes Afins e Riemannianas

Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*°
definidos em M e por D(M) o anel das fungoes reais de classe C*° definidas
em M.

Definigao 1.4.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma conexao afim
V em M é uma aplicacao

VX (M) x X(M) — X(M)

que se indica por (X,Y) AR VxY,equepara X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M),
satisfaz as seguintes propriedades:

Z) fo+gyZ = vaZ +gVyZ,
i) Vx(Y +2) =VxY +VxZ,

i) Vx (fY) = X(f)Y + fVyY.



Proposicao 1.4.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Entao existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo
vetorial V' ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo
vetorial 2 V ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V' ao longo de
c, tal que

i) B(V4+wW)=LY4 2 onde W ¢ um campo de vetores ao longo de c,

i1) %(fV) V + fEY o> onde f é uma funcao diferenciavel em I,

i1i) Se V& induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é,
V(t) = Y(C(t)), entao =~ Vdc/th

dt

Esta tltima parte faz sentido, pois VxY (p) s6 depende do valor de X (p)
e do valor de Y ao longo de uma curva tangente a X em p. De fato seja
(21, ..., x,) um sistema de coordenadas em torno de p, entdo podemos escrever

X = ixiXi , Y= iijj )
i=1 j=1

onde X; = 2. Assim

Ox;*
=1 7=1 i i
- Z (le%rk + X(y )) Xk,

onde Vx, X; = Z rk Xk e F sao funcoes diferenciaveis em U. Portanto

VxY(p) s6 depende de z;(p), yx(p) e das derivadas X (yx)(p) de yx segundo
X.

Definicao 1.4.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Um campo vetorial V" ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado
paralelo quando % =0, para todo t € I.

Proposicao 1.4.2. Sejam ¢ : I — M uma curva diferenciavel em uma
variedade diferencidvel com uma conexao afim V e V{ um vetor tangente a
M em c(ty), to € I (ie. Vo € Ty M). Entao existe um tnico campo de
vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V(tg) = Vp; V(t) é chamado o
transporte paralelo de V () ao longo de c.
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Definigao 1.4.3. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim
V e uma métrica riemanniana (, ). A conexao ¢ dita compativel com a métrica
(,), quando para toda curva diferenciavel ¢ e quaisquer pares de campos de
vetores paralelos V' e W ao longo de ¢, tivermos (V, W) = constante.

Proposicao 1.4.3. Seja M uma variedade riemanniana. Uma conexao V
em M é compativel com a métrica se e so se para todo par V e W de campos
de vetores ao longo da curva diferenciavel ¢ : I — M tem-se

d DV DW
4 - il 3
i\ = <dt W> <V’ di > te

Definicao 1.4.4. Seja M uma variedade riemanniana. Diz-se que uma
conexao afim V em M é:

a) simétrica, se VxY — Vy X = [X,Y], para todo X,Y € X (M).

b) compativel com a métrica riemanniana, se X(Y, Z) = (VxY, Z)+(Y,Vx Z),
para todo X,Y,Z € X(M).

Em um sistema de coordenadas (U,x), a simetria de V implica que
[(X:, X;] =0, Vi,j=1,..,n,onde X; = ai

Teorema 1.4.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M,
existe uma tnica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

i) V é simétrica.
i1) V é compativel com a métrica riemanniana.

Tal conexao é chamada conexdao de Levi-Civita ou conexao riemanniana de

M.

Demonstragao: Suponhamos que V satisfazendo ) e ii) acima existe. En-
tao

XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),
Y{(Z,X)=(VyZ,X)+ (Z,Vy X),
Z(X,Y)=(VzX,Y)+ (X,VzY),

Somando as duas primeiras, adicionando (Vy X, Z) — (Vy X, Z), subtraindo
a terceira e usando a simetria de V, teremos

XY, 2)+Y(Z,X) - Z(X,Y) =
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={([X,Z],Y)+([Y, Z], X) + ([X,Y], Z) + 2(Z,Vy X).
Portanto

(Z,VyX) = HX(Y,2)+Y(Z,X) - Z(X,Y) - (X, Z],Y) (1.1)
_<[Y7Z]’X>_<[X’Y]7Z>}'

A equagao (1.1) mostra que V esta univocamente determinada pela métrica
(,). Logo, caso exista, ela sera tnica.

Para mostrar a existéncia, defina V pela equacao (1.1), claramente V
estda bem definida e satisfaz as propriedades desejadas.

O

Agora, para uso posterior, obteremos um resultado escrevendo parte do
que foi feito acima em um sistema de coordenadas.

As fungoes Ffj definidas em U por Vx, X; = Z Fij : a0 os coeficientes

k
da conexao V em U ou os simbolos de Christoffel da conexao. Pela equagao
(1.1) e pela simetria da conexao, temos que

1
(X D TEX0) = S X+ XX, X)) — XX, X0}
l

Logo
Fl — 1 i o+ i oo i ..
El i 9k = 2\ 0z, Gik o 9ik axkgz] )

onde g;; = (X;, X;) e lembrando que X; = %.
Como a matriz (gg,) admite uma inversa que denotaremos por (g

teremos que

)

)

1 0 0 0
T =N g+ gk — 5 —9ij (9" 1.2
ij 2 - {a$jgzk + ang]k axkgz]}g ) ( )

que é a equacao dos simbolos de Christoffel da conexao riemanniana em
termos dos g;;. Observe que no caso do R", teremos Ffj =0.

1.5 Geodésicas

Para o que se segue, M seréd uma variedade riemanniana munida de sua
conexao riemanniana.

12



Definicao 1.5.1. Uma curva parametrizada v : [ — M é uma geodésica

em ty € I se %(d—"’) = 0 no ponto ty. Diz-se que v é uma geodésica se ~y for

dt
geodésica para todo t € I.

O comprimento do vetor tangente de uma geodésica v : I — M ¢é

constante, pois
Ay dy\ /DAy Ay
dt \dt'dt/ “\dt\dt) dt]

Assim podemos supor que |‘fl—Z| = ¢ # O(isto é, estamos excluindo as geodési-
cas que se reduzem a pontos). O comprimento de arco s de v de tg € I a

t € I é dado por
t
st = [
to

Portanto o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de
arco. Quando o parametro é o proprio comprimento de arco, isto é, ¢ = 1,
diremos que 7 esta normalizada.

d
d—Z‘dt:c(t—to).

Proposicao 1.5.1. Dado p € M, existem um aberto V. C M, p € V,
nameros 6 > 0 e £ > 0 e uma aplicagao C*

vi(=0,0) xU — M, U={(q,v); g€V, veT,M, |v|<ce},

tais que a curva t — vy(t,q,v), t € (=9,d), é a unica geodésica de M que
no instante ¢ = 0 passa por ¢ com velocidade v, para cada g € V e cada
v e T,M com |v| <e.

Exemplo 2. Todas as geodésicas do R" sao retas parametrizadas propor-
cionalmente ao comprimento de arco, pois o espaco tangente a R"™ em p
é identificado com R™ e neste caso a derivada covariante coincide com a
derivada usual.

Exemplo 3. Todas as geodésicas da esfera unitaria S® C R™""! sao os circulos
maximos parametrizados proporcionalmente ao comprimento de arco. Com
efeito, dados p € S™ e um vetor unitario v € 7,S", a intersecgao com S"
do plano que contém a origem de R"*! o ponto p e o vetor v é um circulo
méaximo que pode ser parametrizado como a geodésica por p com velocidade
v. A unicidade segue-se da proposi¢ao anterior.

Proposicao 1.5.2. Se uma curva diferenciavel por partes vy : [a,b] — M, com
parametro proporcional ao comprimento de arco, tem comprimento menor
ou igual ao comprimento de arco de qualquer outra curva diferenciavel por
partes ligando y(a) a y(b) entao vy é uma geodésica. Em particular v é regular.
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Exemplo 4. Seja H? o semi-plano superior, isto ¢, H? = {(z,y) € R%;y > 0}
com a métrica g;; = %, onde 6;; = 0, set # j ou d;; = 1 se ¢ = j. Entao
o segmento v : [a,b] — H? a > 0, do eixo dos y, dado por v(t) = (0,t) é a
imagem de uma geodésica. De fato, para qualquer arco ¢ : [a,b] — H?* dado
por ¢(t) = (z(t),y(t)) com c(a) = (0,a) e c(b) = (0,b), temos que

)= 712t = [\ gn ()7 + 20002 % 4 g ()7 it

= IVE @) %2 %Y > [e=i0),

logo v minimiza arcos diferencidveis por partes e pela proposi¢ao anterior
¢ uma geodésica.
E possivel mostrar que as isometrias de H?

az+b
cz+d’

z —

z=x+1y, ad—bc=1,

transformam o eixo Oy em semi-circulos superiores ou em semi-retas
x = x9, y > 0. Estas curvas sao, portanto, geodésicas de H%. Em verdade
estas sao todas as geodésicas de H?, pois por cada p € H? e cada direcao de
T,H? passa um tal circulo com centro no eixo Ox (no caso em que a diregao
¢ normal a Oz, o circulo degenera em uma reta normal a 0z).

Definigao 1.5.2. Uma variedade riemanniana M é (geodesicamente) com-
pleta se as geodésicas (t) que partem de p estdao definidas para todos os
valores do parametro t € R.

Observacao 1.5.1. E possivel provar que toda variedade riemanniana conexa
e compacta ¢ completa (cf. teorema de Hopf e Rinow em [1]).
1.6 Curvatura

Definigao 1.6.1. Seja M uma variedade riemanniana. A curvatura R de M
¢ uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagdo

R(X,Y): X(M) — X(M), dada por
R(X, Y)Z =VyvVxZ -VxVyZ + V[X,y}Z, Z € X(M),

onde V é a conexao riemanniana de M.
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Exemplo 5. Seja M = R", entao R(X,Y)Z = 0 paratodo X, Y, Z € X(R").
Com efeito, seja Z = (21, ...,2,), entdo VxZ = (Xz,....,Xz,) e VyZ =
(Yz,...,Yz,). Logo

VyVyZ = (YX2,...YX2), ViVyZ = (XY 2, ..., XY 2,)

V[X,Y}Z - ([X7 Y]Zlv X [XJ Y]Zn)

Portanto
R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + VixyZ =0.

Proposigao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade riemanniana M satifaz:
i) R ¢ bilinear em X(M) x X (M), isto ¢é,

R(fX1 4+ gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X5, Y1),

R(X1, fY1 4 gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1,Y3),

f?geD(M)7 X17X27Yv173/2 GX(M)

i1) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) —
X (M) é linear, isto &,

RIX,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+R(X, Y)W,

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
fFEDM), Z,W € X(M).

Proposicao 1.6.2. (Primeira Identidade de Bianchi) Para todo X,Y,Z €
X (M) é valida a relagao

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.

Proposigao 1.6.3. Para todo X,Y, Z,T € X(M) sao validas as relagoes

a) (R(X,Y)Z,T) + (R(Y,2)X,T) + (R(Z,X)Y,T) = 0.
b) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y, X)Z,T).

&) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z).

d) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).
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Novamente, para uso posterior, obteremos outro resultado escrevendo
parte do que foi feito acima em um sistema de coordenadas (U, x) em torno
do ponto p de M. Podemos escrever

R(X;, X)X, =Y R, X,
l

onde R.;, sdo as componentes da curvatura R em (U, x). Assim teremos
<R(Xza X Xka Z RJth Z szkgls — Rzyks

Agora vamos obter a expressao de Rf;jk em termos dos coeficientes T'; da
conexao riemanniana.

R(X,L,X])Xk — vvaXiXk_invXij

ij(z IX) — in(z I',X)
l [
Ziﬂ X +ZF? \V/ Xl—ziﬂ X,
l awj ik<Nl l ik vV X l axz 7k

= ThVx X,
1
donde, obtemos

s s s 0 s
mk - Z Fl F Z Fékzrzl + Flk 81’1 ij' (13)

1.7 Curvatura Seccional

Definicao 1.7.1. Sejam M uma variedade riemanniana, p € M, 8 C T,M
um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e {x,y} uma base
qualquer de 3. A curvatura seccional de § em p, K(8) = K(x,y), é por
definicao

Rz, y)z,y
K(z,y) = M,
|z Ayl
onde |z Ayl = /|z[2|y]> — (z,y)?, representa a drea do paralelogramo bi-

dimensional determinado pelos vetores x,y € 3. Esta definicao nao depende
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da escolha dos vetores x,y € 3. De fato, observemos inicialmente que pode-
mos passar da base {z,y} de 3 para qualquer outra base {2’,y'} por iteragao
das seguintes transformacgoes elementares:

a) {z,y} — {y, =},

b) {z,y} — {Az,y},

) {z,y; —{z+ Ay}

Agora veremos que K(x,y) é invariante por tais transformagoes, o que
demonstra o afirmado. Para o que se segue denotaremos (K (z,y)z, y) por
(z,y,2,y).

a)K(y,x) = (yryx) _ (Tyry) _ K(z,y)

l[yAz|? lzAy|?

b)K (Az,y) = Qzydzy) _ N(wyzy) K(z,y)

[AzAy|? A2|zAyl?

T+A\Y,Y,x+ Ay,
OK (x4 \y,y) = Sl

(2,y,2,9) + (2,9, 9,9) +(Ay,9:2,9) + (Ay,y,Ay,y)
[zAy+AyAy|?

_  (zymzy)
lzAyl?

K(x,y).
0

A importancia da curvatura seccional é que o conhecimento de K(f),
para todo 3, determina completamente a curvatura R de M.

A partir de agora, escreveremos por simplicidade, (R(z,y)z,t) = (z,y, 2,t).

Lema 1.7.1. Seja W um espago vetorial n-dimensional (n > 2), munido de
um produto interno (,). Sejam R : WxWxW — WeT : WxWxW — W
aplicagoes tri-lineares tais que as condigoes (a), (b), (c¢) e (d) da proposigao
1.6.3 sejam satisfeitas para R e T. Se {x,y} é uma base de 3, escrevamos

(R(z,y)z,y) (T(x,y)x,y)

K —
) lz A yl? lz A y|?

) K,(ﬁ):
Se para todo f C W, K(f§)= K'((), entao R=T.

Demonstragao: Basta provar que (R(z,y)z,t) = (T'(x,y)z,t) para quais-
quer z,y,z,t € W. Escrevendo (z,y,2,t) = (R(z,y)z,t) e (x,y,z,t) =
(T(x,y)2,t), tem-se, por hipotese, (z,y,z,y) = (z,y,2,y)" Yo,y € W, logo

(x—i_'z?y?x—i_'z?y) - ('I+Z7y7x+27y)/
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o que implica

(z,y,2,9) +2(x,y, 2,9) + (2,4, 2,9) = (x,y,2,9) +2(x,y, 2,y) + (2,9, 2, 1)’
e, portanto
(z,y,2,9) = (z,y,2,y) Ye,y,ze W.

Assim
(x,y+tz,y+t)=(z,y+t,2,y+1),

o que implica

(xaya Z,t) - ($7y7 Zat)/ = (ya Zax>t) - (y,Z,iB,t)/,

e a expressao (z,vy, z,t) — (x,y, z,t)" é invariante por permutagoes ciclicas dos
trés primeiros elementos. Portanto

(z,y,2,t) — (z,y,2,t)] = (z,y,2,t) — (z,y,2,t) + (z,y, 2,t)
—(LC,y,Z t),+ (:C Y, z, t) (x7y727t),
= (z,y,2,t) — (z,y,2,t) + (y, 2,2, 1)
—(y,z,x,t) 4+ (2,z,9y,t) — (z,x,y,t)
= (v,y,2,t)+ (y,z,x,t) + (2, 2,9, 1)
—[(m,y,z,t) —I—(y,z,a:,t)’—l—(z,x,y,t)’}
= 0 (por (a) da proposigao 1.6.3),

logo
(m,y,z,t) = (Ji,y,Z,t)/
para todo z,y, z,t € W.

O

Proposicao 1.7.1. Sejam M uma variedade riemanniana e p um ponto de
M. Defina uma aplicacao trilinear 7" : T, M x T,M x T,M — T,M por

<T<X7 Y>Z7 W> = <X7 Z><}/¢ W> - <Y7 Z><X7 W>7

para todo X,Y, Z,W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante
igual a c se e somente se R = ¢T’, onde R é a curvatura de M.

Demonstragao: Suponha que K(p, ) =c¢ V § C T,M, entao

(R(X,Y)X,Y)

RO = Kpyp - x vy
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<R(X7 Y)X7 Y> = C(|‘XV|2|}/|2 - <X7 Y>2)
= oT(X,Y)X,Y)
e como T satisfaz as propriedades (a), (b), (c¢) e (d) da proposi¢ao 1.6.3
podemos utilizar o lema 1.7.1 para concluir que

(R(X.Y)Z,W) = o(T(X,Y)Z,W)
para todo X,Y, Z, W € T,M. A reciproca ¢é imediata. [J

Corolario 1.7.1. Seja M uma variedade riemanniana de curvatura seccional
constante ¢ e seja R a curvatura de M, entao podemos escrever

Demonstragao: Pela proposicao anterior

<R(X,Y)Z,W> = C<T(X,Y)Z,W>
= C(<X’Z><Y7W>)_<KZ><X7W>)7

logo
(RIX,)Y)Z —e(X,2)Y + Y, Z)X , W) =0,

portanto
R(X,Y)Z =¢(X,2)Y — (Y, Z)X.

OJ

Corolario 1.7.2. Sejam M"™ uma variedade riemanniana n-dimensional, p
um ponto de M e {ey, ..., e, } uma base ortonormal de 7,,M. Escreva R;j;; =
(R(ei ej)ex,er), 1,7,k 1=1,..,n Entao K(p,B) = ¢ para todo g C T,M,
se e somente se
Rijri = c(0ir0j; — 0ubj),

onde 0;; =0,sei7# j ou d0;; =1, se i = j. Em outras palavras, K(p, ) = c
para todo 3 C T,M se e somente se R;;;; = —R,;;; = c para todo ¢ # j, e
R;jr; = 0 nos outros casos.

Seja X =Y, um vetor unitario em 7,M e seja {Y;,Ys,...,Y,_1} uma base
ortonormal do hiperplano de 7),M ortogonal a X. A expressao

n—1

Y (R(X, V)X, Y7),

i=1

1

Ric,(X) = —

nao depende da escolha da base ortonormal e é chamada curvatura de Ricci
na diregao X em p.
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1.8 Tensores em Variedades Riemannianas

Definicao 1.8.1. Um tensor 7' em uma variedade riemanniana é uma apli-
cacao multilinear

T:X(M)x ... x X(M) — D(M).

N S
-~

r— fatores

Isto quer dizer que, dados Y1, ..., Y, € X(M), T(Y1,...,Y,), é uma fungao
diferenciavel em M, e que T ¢ linear em cada argumento, isto é,

T(}/lv 7fX +g}/’ 7Y7") = fT(}/la 7Xa 7Y;“) +gT(}/l7 7Y7 a}/;)a
para todo X,Y € X (M), f,g € D(M).

Definigao 1.8.2. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT’
de T' é um tensor de ordem (r + 1) dada por

Para cada Z € X (M), a derivada covariante VT de T em relagao a Z é
um tensor de ordem r dado por

V,T(Y1,...Y,) =VT(Yy,..,Y,, 7).

1.9 Fibrados Vetoriais

Definicao 1.9.1. Uma aplicagao diferencidavel 7 : E — M, onde E e M
sao variedades diferencidveis, é dita um fibrado vetorial de dimensao k se em
cada ponto p de M, ocorre que:

i) 7~ (p) é um espago vetorial real de dimensao k; e
ii) existe uma vizinhanga aberta U de p em M e um difeomorfismo
¢ : 71 (U) — UxR* cuja restricao a 7~ 1(g) ¢ um isomorfismo sobre {q} x R¥,
para cada q € U.

Por abuso de linguagem é comum nao nos referirmos & aplicagao

m : E — M quando trabalhamos com fibrados cuja aplicacao é natural,
mas sim as variedades E e M.
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Dado um fibrado vetorial 7 : £ — M e um subconjunto F' C E tal que a
restrigdo 7|p : F' — M é também um fibrado vetorial, dizemos que F' é um
subfibrado vetorial de E se a inclusao i : F' — F leva (7|r)"!(p) linearmente
sobre 7~ !(p), para todo p € M.

Definigao 1.9.2. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial. Para cada p € M
chamamos o espago E, = 7 '(p) a fibra de 7 sobre p. Uma se¢io de um
espago fibrado é uma aplicacao o : M — FE tal que mo o = idy,.

Exemplo 6. Seja TM = {(p,v,)| p € M, v, € T,M}. A aplicagao
7 :TM — M, dada por m(p,v,) = p, é um espaco fibrado vetorial de
classe C*°, chamado o espaco fibrado tangente a M.

Uma segao do espago fibrado tangente T'M é um campo de vetores em
M. Assim, um campo de vetores X, é para todos os efeitos, uma aplicagao
que a cada p € M associa um vetor X (p) € T,M.

Exemplo 7. Sejam (,) uma métrica riemanniana em M™ ¢ N* C M™ uma
subvariedade de M. Dado p € M, seja T,N+ C T,,M o subespago de vetores
normais a 7, N; definimos w(N) = {(p,v,)| p € N, v, € T,N*}. A aplicacio
7m:w(N) — N, dada por 7(p,v,) = p éum espago fibrado vetorial, chamado
o espaco fibrado normal.

Definicao 1.9.3. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial com uma conexao
linear V e I'(7) o conjunto das segdes de m. Dizemos que a segao o € I'(w) é
paralela quando V yo = 0, para todo X € X(M). Um subfibrado vetorial F'
de E é dito paralelo se, para toda se¢ao n de F' e todo X € X (M), tivermos
que Vxn é uma secao de F.

21



Capitulo 2

Imersoes Isométricas; O Espaco
Hiperboélico

2.1 A Segunda Forma Fundamental

Definicao 2.1.1. Sejam M" e M "™ variedades diferenciaveis. Uma apli-
cacdo diferenciagvel f : M — M é uma imersio se a diferencial
dfy, : T,M — Tf(p)M é injetiva para todo p € M. O ntimero m é chamado a
codimensdo de f. Se, além disto, f ¢ um homeomorfismo sobre f(M) C M,
onde f(M) tem a topologia induzida por M, diz-se que f ¢ um mergulho.
Se M C M e ainclusdo i : M — M é um mergulho, diz-se que M é uma
subvariedade de M.

o o~ . ~ - n+m .
Definicao 2.1.2. Uma imersao f : M" — M entre duas variedades
riemannianas com as métricas (, )y e (, )37, respectivamente, ¢ chamada
imersao isométrica (ou riemanniana) se:

(X, Y)ar = (dfp(X), dfyp(Y))37

para todo p € M, e todo par X,Y € T,M.

A métrica riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica rie-
manniana em M: se X, Y € T,M, define-se (X, Y)y = (df,(X), dfo(Y))7r-

Nesta situacao, f passa a ser uma imersao isométrica de M em M e a métrica
de M é entao chamada a métrica induzida por f. Em outras palavras, f é

isométrica se a métrica induzida coincide com a métrica original.

Um caso interessante é quando A : M_Hk — MP* & diferenciavel e ¢ € M
¢ um valor regular de h (isto é, dhy, : T,M — T,y M é sobrejetiva para todo
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p € h™Y(q)); é sabido que h™!(q) C M é entdo uma subvariedade de M de
dimensao n; logo podemos dar-lhe a métrica induzida pela imersao.

Por exemplo, seja h : R" — R dada por h(zy,...,x,) = Zx? — 1. Note
i=1

que h ¢ diferenciavel e que 0 ¢ um valor regular de h; e h=1(0) = {x € R™ :
224+ ...+ 22 =1} = S"! ¢ a esfera unitaria do R™. A métrica induzida por
R" em S™ ! é chamada a métrica canonica de S™!.

Proposigao 2.1.1. Seja f: M" — M"™ uma imersio. Para todo ponto
p € M, existe uma vizinhanga U C M de p tal que a restricao de f a U é
um mergulho sobre f(U).

De acordo com a proposi¢ao anterior, podemos identificar U com f(U)
e cada vetor v € T, M, q € U, com df,(v) € Tf(q)M. Usaremos essas iden-
tificagdes para estender, por exemplo, um campo local (isto é, definido em
U) de vetores de M a um campo local (isto ¢, definido em U) de vetores em
M e também podemos considerar o espaco tangente de M em p como um
subespaco do espaco tangente de M em p e escrever

T,M =T,M & T,M*

onde, T,M* ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,M. Desta decom-
posigao obtemos um fibrado vetorial TM* = U,ep/T, M+, chamado fibrado
normal a M.

Deste modo, o fibrado vetorial
TM|poy ={X €TM :7(X) € f(M), onde 7 : TM — M é a projecao}

¢ a soma direta do fibrado tangente T'M com TM*, isto é

TM|yony =TM & TM™.

Logo podemos considerar as seguintes projegoes:
i) Tangencial ()T :TM | jar) — TM; e
i) Normal ()*:TM | jary — TM* .
Seja V e V as conexdes riemannianas de M e M, respectivamente. Se

X,Y sao campos locais de vetores em M, e X, Y sao extensoes locais a M,
temos que

V¥ = (V)T + (Vi)

23



onde, pela unicidade da conexao riemanniana, (VY)T = VY.

Para o que se segue, indicaremos por X' (U )L os campos diferencidveis em
U de vetores normais a f(U) ~ U.

Definicdo 2.1.3. Seja f : M™ — M ™™ uma imersdo isométrica. A apli-
cacio o : X(U) x X(U) — X(U)* definida por

Oé(X, Y) = vy? - VXY,
onde para todo X,Y,Z em X (U) e g em D(U), tem as seguintes propriedades:

1) (X, Y) = a(Y, X);
i) a(X +2,Y)=a(X,Y) +a(Z,Y);
iir) a(gX,Y) = ga(X,Y).

Isto &, a & simétrica e bilinear sobre D(U).

Demonstragao: Para o que se segue considere X,Y,Z,G, extensoes lo-
cais a M. E observe que em M, g=ge [X,Y]=[X,Y].

) a(X,Y) = VgY —VxY
= [X Y]—FV?y—[X,Y]—VyX
= oY, X).

ZZ) Oé(X + Z7 Y) = Y(Y+7)? __V(XJrZ)Y

i) a(gX,Y) = V_.xY —V,xY

O

Essa aplicacao serda chamada a segunda forma fundamental de f, onde a
equacao

vyv = VXY + Oé(X, Y)

é denominada Formula de Gauss. o
Note que a(X,Y’) é um campo local em M normal a M, pois

a(X,Y) = V¥ = V¥ = (VV)T + (VxT)! = Vi = (TxT)*
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Agora veremos que a aplicagdo « estd bem definida, isto é que o(X,Y)
nao depende das extensoes X,Y. Com efeito, se W é uma outra extensao
de X (entao X — W = 0 em M) e V ¢é uma outra extensao de Y (entdo

Y — V =0 ao longo de uma trajetoria de X), teremos

(ﬁy? — ny) — (vw7 — VXy) = vy_WY = 0, €

(VY —VxY)— (VxV —=VxY)=Vx(Y - V) =0.

Portanto o estd bem definida.

Exprimindo o em um sistema de coordenadas, concluimos que, como « é
bilinear, o valor de a(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p).

Consideremos agora campos de vetores X de TM e ¢ de TM™, e denote-
mos por A X a componente tangencial de —V x¢&, isto é

A X = —(vxﬁ)T.
Observe que para todo Y € T M temos

0 = ((Vx&" +(Vx"Y) + (£ VxY +a(X,Y))
0 = (—AX)Y)+ (£ a(X,Y)).

Assim,
(A X Y) = ((X,Y), §).

Portanto fica bem definida a aplicacdao A : TM x TM*+ — TM dada por
A(X,€) = A¢ X, que ¢ bilinear sobre D(M), pois a aplicacdo v ¢ a métrica
sdo bilineares sobre D(M ). Como « é simétrica a aplicagao Ae : TM — T'M
também ¢é simétrica (isto &, (A X,Y) = (X, AY) para todo X,Y € TM) e
linear sobre D(M). A aplicagdo A¢ é chamada Operador de Weingarten ou,
por um abuso de linguagem, segunda forma fundamental na direcao de &.

Exemplo 8. No caso particular de imersoes f : M™ — MTLH, isto é com
codimencdo 1, f(M) C M é chamada uma hipersuperficie.

Seja p € M e & € T,M*|¢] = 1. Ja que Ae : T,M — T,M ¢
simétrica, pelo teorema espectral existe uma base ortonormal de vetores
proprios {es, ..., e, } de T,M com valores proprios Ay, ..., A,, ou seja A¢(e;) =
Né€i, i = 1,...,n. Se M e M sdo ambas orientaveis, podemos escolher ori-
entacoes para M e M, entdo o vetor ¢ fica univocamente determinado se
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exigirmos que {ej, ..., e,} seja uma base na orientacao de M e {ey,...,e,, &}
seja uma base na orientacao de M. Neste caso, denominamos os e; direcoes
principais e os \; = k; curvaturas principais de f. As funcoes simétricas
de Ay, ..., A\, sdo invariantes da imersdo. Por exemplo: det(A¢) = ..\,
é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e %()\1 + ...+ \) €
denominada a curvatura média de f.

No caso em que o espaco ambiente M = Rt A tem uma interpretagao
geométrica interessante. Sejam N uma extensao local de £, unitaria e normal
a M; S™ a esfera unitaria centrada na origem de R"™!; e defina a aplicacao
normal de Gauss, g : M™ — S™ transladando a origem do campo N para a
origem de R"™! e fazendo ¢g(q) = ponto final do transladado de N(g). Como
TyM e Tyq)S™ sao paralelos, podemos identifica-los, entao dg, : T,M — T, M
é dada por

d — _
FNoat)] _ =VxN= (VxN)" = —AX

onde v : (—¢,&) — M & uma curva diferenciével com v(0) = ¢, 7/(0) = X,
e onde usamos o fato que (N, N) = 1 para garantir que VxN = (VxN)”.
Segue-se que — A, é a derivada da aplicagdo norma Gauss.

dg, (X) =

A componente normal de Vx¢, que denotamos por V¢, define uma
conexao compativel sobre o fibrado normal TM~. Dizemos que V* & a
conexao normal de f e assim obtemos a Formula de Weingarten

Vxé=—A:X + Vx&.

Uma imersdo f : M — M é geodésica em um ponto p € M se para todo
¢ € T,M* a segunda forma fundamental A; ¢ identicamente nula em p. A
imersao f é totalmente geodésica se ela é geodésica em todo p € M.

Proposicao 2.1.2. Uma imersdo f : M — M é geodésica em p € M se e
somente se toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

Demonstragao: Sejam v(0) = p e 7/(0) = z. Sejam & uma extensao local,
normal a M, de um vetor normal e em p e X uma extensao local, tangente
a M de +/(t). Assim tem-se em p

(Aez,2) = (X, X), )

= (VxX —VxX,§)

= <VXX 5)

= (VxX)" + (VxX)*',8)
= ((VxX)*,9),
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logo f é geodésica em p se e somente se, para todo X € T,M, a geodésica
v de M que é tangente a X em p satisfaz a condicdo: VxX(p) ndo tem
componente normal. Portanto f é geodésica em p se e s6 se toda geodésica
v de M partindo de p é geodésica de M em p.

O

O vetor curvatura média de uma imersao isométrica f : M" = M "™*P no
ponto p de M é o vetor normal a M em p, definido por H, = % Z a(X;, X5),
onde {X3, ..., X,,} é um referencial ortonormal tangente a M ;:I; peaéa

segunda forma fundamental de f. Dizemos que uma subvariedade é minima
se H, = 0 para todo ponto p da subvariedade.

2.2 As Equacgoes Fundamentais de uma Imer-
sao Isométrica
Proposicao 2.2.1. Seja f : M™ — M ™ uma imersao isométrica, sdo

validas as seguintes equagoes:
i) Equagao de Gauss

K(X,)Y)=K(X,Y)+ (a(X, X),a(Y,Y)) — (a(X,Y),a(X,Y)),

onde K(X,Y) e K(X,Y) denotam as curvaturas seccionais em M e M do
plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y € T,M.

ii) Equacao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (Vya)(X, Z) = (Vxa)(Y, Z),
para todo X,Y, Z € T M.
iii) Equacio de Ricci
(RIX,Y)Em) = (RH(X,Y)E ) + ([Ae, A X, Y),

VX,Y € TM e &neTM*', onde [Ag, A)] = AcA, — AyAg; e R, R e R*
sdo os tensores curvatura de M, M e TM+*, respectivamente.

Demonstracao: Sejam X,Y, 7 € T M, entao
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VXVYZ == ix(a(Y,Z) +_V1fZ)
= VXOé(Y,Z)—l-VvaZ

Pelas formulas de Gauss e Weingarten, temos

VxVyZ = Aoy X + VxaY,Z) + VxVyZ + a(X,Vy Z).
Analogamente,

VyVxZ = —Aax.2)Y + Vya(X, Z) + VyVxZ + a(Y,VxZ).
Novamente pela formula de Gauss, temos

v[X,Y]Z =VixyZ +ao(X,Y],2).

Substituindo esses resultados em

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+Vxy)Z. Fica

R(X,)Y)Z = R(X,Y)Z—a(X,VyZ)+a(Y,VxZ)+a([X,Y], Z)+ Aoy, X
—Aux,2)Y — VxalY, Z) + Vya(X, Z), (2.1)
onde R e R sio os tensores curvatura de M e M, respectivamente.

Tomando a componente tangencial, de R em (2.1), temos

(R(X,Y)Z,W) = (RX,Y)Z,W) + (Aaiy. )X, W) — (Aaix. )Y, W),
obtendo assim, a Equacio de Gauss,
(RIX,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W)—{(a(X, W), Y, Z))+{c(X, Z), (Y, W)).
Em particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y) e K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y)

denotam as curvaturas seccionais em M e M do plano gerado pelos vetores
ortonormais X,Y € T,M, a equacao de Gauss torna-se

K(X,Y)=K(X,Y) + (a(X,X),a(Y,Y)) - (a(X,Y),a(X,Y)).
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Agora tomando a componente normal de R em (2.1), obtemos

(RX,Y)2)r = (RX,Y)Z2)* —a(X,VyZ)+a(Y,VxZ) +a([X,Y],Z)
xaY,Z)+ Vya(X, Z)

= —CY(X, VyZ) + O_/(Y, VXZ) -+ Oé(VXy - Vy X, Z)
—VxalY,Z) + Vya(X, Z)

= —a(X,Vy2)+a(Y,VxZ)+a(VxY,Z) — a(VyX, Z)
—Vxa(Y,Z)+ Vya(X, Z)

= —(VxaY,Z)—a(VxY,Z) —a(Y,VxZ)) + Via(X, 2)
—CY(VyX, Z) —Oé(X, VyZ),

o que implica na Fquag¢ao de Codazzi
(R(X,Y)2)* = (Vya)(X.Z) - (Vxa)(Y, Z),
onde por defini¢ao

(Vy)(Y, Z) = Vka(Y, Z) - a(VxY. Z) - a(Y, Vx 2).

Observe que V+ta é multilinear sobre D(M) . V1 pode ser vista como
uma conexao no fibrado vetorial Lo(TM x TM, TM™).
Denotaremos por R*o tensor curvatura do fibrado normal TM*, que é

RH(X,Y)E = VyVyé — vayf‘i‘v[XY]fa

para todo X, Y € TM e £ € TM+.
Novamente, utilizando as férmulas de Gauss e Weingarten temos
R(X,Y), = VyVxé—VxVyé+ V[X v1§
= Vy(=AX) + Vy Vi€ = Vi (= AY) = Vx Vi€ — A[X,Y]
+Vixyé
= a(Y,-AX )+ Vy(— A X) — AVLEY + VLV)L(ﬁ + a(X, AY)
+Vx(./4§ )+ AvLéX VLV v€ — .Ag[X Y} + V[X Y]€>

logo
R(X,Y)§ = RH(X,Y)E + a(X, AcY) + Vi (AeY) + Ay X

—a(Y, AcX) — Vy (A X) — AgLeY — A XY (2.2)
Tomando a componente normal de R(X,Y)¢ em (2.2) temos, a Equagdo de
Riccr

(R(X,Y)E)" = RHX,Y)E + a(X, AY) — a(Y, A X).
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Agora tomando em (2.2) o produto interno por n € TM*, temos
(RX.Y)Em) = (RY(X,Y)Em) + (X, AgY),n) — (a(Y, AcX),n)
(RHX,Y)E,m) + (AgX, AY) — (A,Y, AcX)
(RHX,Y)En) + (AcA, X, Y) — (Y, Ay AcX)

= (R (X, Y)Em) + ([Ae, A, IX.Y),

e a equacao de Ricci pode ser escrita na forma

<R(X7 Y)S? 77) = <RJ_(X7 Y)€> 77> + <["4§7 An]Xa Y>>
onde [.Ag, Aﬁ] = Ag.An - AnAg.
Observacgao 2.2.1. No caso em que o espaco ambiente M, tem curvatura

seccional constante, para X,Y,Z € TM e &,n € TM*, as equacoes de
Codazzi e Ricci se resumem, respectivamente, a:

i) (Vxa)(Y.2) = (Vya)(X, Z);
i) (RH(X,Y)E,m) = —([Ag, A X, Y).

Segue-se de (ii) que R+ = 0 se, e somente se [Ag, A,| = 0 para todo &, ,
isto ¢, se e s6 se para todo p € M existe uma base ortogonal de T,M que
diagonaliza simultaneamente todos os Ag, & € T, M*.

Observacao 2.2.2. No caso de hipersuperficies f : M™ — MHH, a equagao
de Gauss se expressa de forma mais simples. Sejamp € M e € T,M*, [£] =
1, e {e1,...,e,} a base ortonormal de T, M" que diagonaliza o operador de
Weingarten A = A, isto é, A(e;) = Nie;, @ = 1,...,n, onde Ay, ..., A, sdo 0s
valores proprios de A. Entao se ¢ # j

K(@i,Gj) — F(ei,ej) = )\z/\]

De fato
(A(e:) e5) = (alese)),€)
(Aieisej) = (ale, e;),§)
0 = (ale;e€5),8), logo ale;,e;) =0

(afei,ei), alej,e;)) = ((a
= < (
AiA\;

7

(eis i), §)E, (ale), e;),8)E)
ei, €:), ) {ales, €5), O, €)

g

Exemplo 9. Vamos utlilizar este resultado para provar que a curvatura
seccional da esfera unitaria S™ C R™"! ¢ constante 1.
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Orientando S™ pelo campo normal unitério N(z) = —z € R"" |z| = 1,
teremos que a aplicagdo normal de Gauss é entao igual a (—I), onde I é a
identidade de S™. Decorre dai que A tem todos os seus valores préprios iguais
a 1. Isto significa que para todo p € S™, todo v € T,,5™ ¢ um vetor proprio.
Usando a equacao de Gauss, conclui-se que qualquer curvatura seccional de
S™ é igual a 1, como haviamos afirmado.

1 _

Dado uma base ortonormal i, ...,§, de T, M~ escrevemos A, = A¢ e
chamaremos os A,’s as segundas formas fundamentais associadas aos 1, ..., &,.
Se &1,...,& sao agora campos de vetores ortonormais normais em uma
vizinhanga U de z, entao determinamos as formas de conexoes s,3 em U
por

Le
Vx& = § :Swﬁ(X)fﬁ
B
para X € T, M. Assim teremos as seguintes relacoes

VxY —VxY =a(X,)Y) = Z(a(X, Y),&)¢, e como
(a(X,Y),&) = (A, X,Y), tem-se (2.3)
VxY =VyV +> (A XY)E,, (2.4)

Y

(A X Y) = (X, AY)

Vxé, = —AX +Vie, = —AX + Z s.5(X)E5 (2.5)
I}

SyB = T Spv

pela equagao de Ricci

<RL(X7 Y)é.w 77> - _<["4§'y7 AT]]X7 Y>

€ Como
RYX,Y)& =Y (RHX,Y)E, . &)és.
8
logo
RHX,Y)E, = = {[A, AglX, V)&, (2.6)
B8

onde X e Y sao tangentes a M".
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2.3 O Espaco Hiperbélico

As variedades riemannianas mais simples sao aquelas de curvatura sec-
cional constante, as quais sao conhecidas como os espacos de curvatura
constante. A propriedade importante desses espacgos é que eles possuem
um ndmero suficientemente grande de isometrias locais (Cf. Teorema de E.
Cartan em [1]).

Analisando a definicdo de curvatura seccional podemos verificar que
quando multiplicamos uma métrica riemanniana por uma constante posi-
tiva ¢, entao a sua curvatura seccional é multiplicada por % Logo, a menos
de uma semelhanca, podemos supor que a curvatura seccional K de uma
variedade ¢ 1, 0, ou -1.

Os exemplos 5 (R", K =0) e 9 (5", K = 1) vistos anteriormente, sao
exemplos de espagos de curvatura constante. Agora veremos uma variedade
riemanniana, o espaco hiperbdlico H" de dimensao n, que tem curvatura
seccional constante -1. As variedades R, S™, H™ sao completas e simples-
mente conexas. E possivel provar que estas sao essencialmente as tnicas
variedades riemannianas completas, simplesmente conexas e com curvatura
seccional constante.

Considere o semi-espago do R™ dado por
H" = {(z1,...,z,) € R"; 2, > 0}

e introduza em H™ a métrica
gij(xla ...,In) = —2
n

Note que H™ é simplesmente conexo. Mostraremos que com esta métrica H”
tem curvatura seccional constante -1.

Para isso utilizaremos o caso mais geral seguinte: considere em H" a
métrica g;; = %, onde F' é uma funcgao positiva diferenciavel em H™; tal
métrica é conforme & métrica usual do R". A matriz g;; é invertivel e tem
inversa ¢ = F 25ij. Derivando g, = % com respeito a r;, teremos

0 g0 OF
8!Ejgzk_ F3(‘9x]~’

fazendo log F = f , %:fj, %:F},ﬁca%:fj,logo

0 51k
— g = -2 f
83:]ng F2f]
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Agora pela equagao (1.2), temos que

Z 0 0 0
1) 2 — {axl g]m + axj gmz 8xm gl]} g

= 3 {a%igjk + a%jgm' - %gi]‘} F?
(pois g™* = 26, e %gjmdmk = %gjk). Assim

Analizando esta equacao observamos que:
- Se os trés indices sao distintos, entao Ffj = 0.
- Se dois indices sao iguais, entao

= =1, FZj:_fi7 Fﬁi:_fia Fi:fj-
Lembrando que Rjjrs = Z Rﬁjkgls , logo
!
A 1 ~
Riji; = ZRﬁjiglj = R};,95; = Rfﬁﬁ , que pela equacao (1.3), fica
0 .
1 7

o i _ o 1J _
Mas %Fu = fjj (§] 8—%sz = —fn’, IOgO

FRiiy = — Y. fh+ ==+ F+ i+ f
U (I#4,1#7)

= =D A+ fat i
l

Além disto, R;ji = 0 se os quatro indices sao distintos, e se trés indices sao
distintos, temos

—fufi = foj . Ry = fifo+ fri, Riy=0. (3.1)
Agora vamos calcular a curvatura seccional K do plano gerado por ai , 8?33
Rijij 4 2 2 2 2
Kij:g.-gu:RijijF = _Zfl + i+ it f ) FT
95 )

33



que em particular para o caso F?> = 22, o que implica f = log ,,, teremos:

-Sei#nej#n
1

Knj = (—=f2 4[24 fan) F? = (—i) 22 = —1;

2
Ty

-Sei=nej#n

- Finalmenete se ¢ # j e j = n, teremos ainda K;, = —1. Usando as ex-
pressoes em (3.1) e o Corolario 1.7.2, concluimos que a curvatura seccional
de H" é constante e igual a -1.

Agora vamos provar que H" é completo, para isso precizaremos da propo-
sicao abaixo.

Proposicao 2.3.1. As retas perpendiculares ao hiperplano z,, = 0, e os cir-
culos de H™ cujos planos sao perpendiculares ao hiperplano z,, = 0 e cujos
centros estao neste hiperplano sao geodésicas de H™.

Demonstragao: Note inicialmente que uma isometria de R™ que s6 envolve
as varidveis w1, ..., T,—1 nao altera a métrica g;; descrita acima e ¢, portanto,
uma isometria de H™. Sendo assim basta considerar retas e circulos no plano
r12,. O resultado segue do exemplo 4 do capitulo 1.

OJ

Agora note que, pelo teorema de existéncia e unicidade de geodésicas,
todas as geodésicas de H™ sao do tipo descrito acima. Isto implica que todas
as geodésicas de H™ estao contidas em planos perpendiculares ao hiperplano
x, = 0. Como tais planos sao evidentemente isométricos ao plano hiperboélico,
o fato de H™ ser completo é uma consequéncia de ser o plano hiperbdlico
completo.
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Capitulo 3

Reducao de Codimensao de
Imersoes Regulares

Vamos estudar agora o problema de reducao da codimensao de uma
imersao isométrica, o que s6 fara sentido se o espago ambiente possuir um
nimero razoavelmente grande de subvariedades totalmente geodésicas. Como
mencionamos na Sec 2.3, os espacos de curvatura constante satisfazem a esta
condigao.

3.1 Lemas Basicos

Considere uma imersao C* f : M"™ — @Q"*? de uma variedade
n-dimensional M"™ em uma forma espacial (n+p)-dimensional Q7*? de cur-
vatura seccional ¢, simplesmente conexa se ¢ < 0. Seja N(x) o primeiro es-
paco normal de f em x € M, isto ¢, o subespaco do espaco normal T, M+ que
¢ gerado pelos vetores a(X,Y), com X, Y € T,M e a:TM xTM — TM~*
é a segunda forma fundamental da imersao.

O segundo espaco osculador de f em um ponto x € M, ou seja, o sub-
espago de T'() gerado pela primeira e segunda derivadas de f, % e 62281; =
em coordenadas locais, coincide com a soma direta do espago tangente 7T, M
e o primeiro espago normal N(z). Diz-se que a imersao é 1-k-regular se
N(z) tem dimensdo constante k, ou equivalentemente, se o segundo es-
paco osculador tem dimensao constante n + k; e que a codimensao de f
pode ser reduzida para k, com 0 < k£ < p, se existe uma subvariedade
(n + k)-dimensional L"** de Q. totalmente geodésica e tal que f(M) C L.
Nossa meta ¢ dar condi¢oes que permitirao reduzir a codimensao de imersoes
1-1-regulares.

Considere M" com a meétrica induzida pela imersao f. Sejam V e V
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as conexoes riemannianas de Q7 e M™, respectivamente, e V+ a conexéo
do fibrado normal TM*. Para uma dire¢io normal ¢ em T,M*, defina o
automorfismo simétrico A¢ de T, M, pela equagao (A:X,Y) = (a(X,Y), &),
onde (,) é o produto interno dado pela métrica de Q"*?. Note que o primeiro
espaco normal N (z) também pode ser visto como o complemento em T, M+
do subespago vetorial No(x) = {£ € T,M*: A¢ =0} de T, M*.

Observacao 3.1.1. Segue da defini¢ao 1.9.1 que um subfibrado normal de
dimensao [ de f é uma familia N(z), = € M, de subespagos vetoriais de
dimensao [ de T, M~*, com a propriedade de que para todo x € M existe uma
vizinhanca U e campos normais diferenciaveis &, ..., &, definidos em U, tal
que para todo y € U, & (y), ..., &(y), geram N (y).

Lema 3.1.1. Seja f : M" — M"™ uma imersio isométrica de uma
variedade riemanniana n-dimensional M™ em uma variedade riemanniana
(n + p)-dimensional M"?. Se N ¢ um subfibrado paralelo de TM=+ e N+t ¢
o seu complemento ortogonal em T M=, entdo N+ é um subfibrado paralelo
de TM+.

Demonstragao: Sejam £ € N e n € N+ campos quaisquer, entdo
(&m =0

0=X(&n) = (Vx&n) +(§ Vxn),

como N & um subfibrado paralelo de TM~*, V£& € N, para todo £ € N isto
é, Vx& nao tem componente em N-+. Assim

(Vx&m) =0= (£, Vxn) =0,

logo V%7 nao tem componente em N, isto é, Vxn € N+ para todo n € N-+.
Portanto N+ é um subfibrado paralelo de 7M.

OJ

Um passo basico na demonstracao de redug¢ao da codimensao consiste em
mostrar que o primeiro espago normal N é paralelo com respeito a conexao
do fibrado normal V*, isto é, VN C N, para todo X em TM. Seja N+ o
complemento ortogonal de N no espaco normal TM*. Se v é uma secio de
N+ na vizinhanga U de M e { X1, ..., X,,} ¢ uma base de campos tangentes em
z, tome B; = (Vx,v)", a projegio de Vx v em N. Ja que v ¢ arbitrario, ao
invés de provar que N é paralelo, é suficiente mostrar que B; =0, i = 1,...,n.
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Lema 3.1.2. Para qualquer base de campos tangentes {X7, ..., X, }, tem-se
<BZ ,ijk> = <B] ,Ckik>, onde Qi — CK(XZ ,Xk)

Demonstracao:
(Bi,aji) = ((Vx,0)", ).

Como (Vxv, ajp) = ((Vx,v)V + (V)L(iv)NL, k)
= {(Vx o)™, am) + (V)N as)
= (V)N ap), jaque (Vi) ) =0.
Logo, (Bi, ;) = <V)L(iv, ajp) = —(v ,V)L(iozjk), pois (v, ajx) = 0.
Assim (B;,qj) = —(v, (V)L(ioz)jk +a(Vx, Xj, Xp) + (X, Vi, X))
= (v, (Vha)u).
Analogamente, (Bj, ) = —(v, (V)L{joz)ik).
Pela equacao de Codazzi, ja que (). tem curvatura constante, tem-se que
(Vx, @) = (Vx,a)(X; , Xp) = (Vx,a)(Xi , Xp) = (Vx, )i
Portanto (B; , i) = (B , ).
0

Lema 3.1.3. Seja f: M™ — Q""* uma imersdo e U um conjunto aberto de
M tal que f|y é 1-1-regular. Se em cada ponto de U existir alguma curvatura
seccional K # ¢, entao N é paralelo em U.

Demonstracgao: Na vizinhanca de um ponto p em U escolha um referencial
de campos normais {€,1, ..., en1x t tal que e,,1 gera N. Seja {X3,..., X,,} a
base ortonormal de campos tangentes que diagonaliza o operador de Wein-
garten A, . E suficiente mostrar que para todo s =n+2,...n+k

B = (Vxe)' =0, i=1,..,n

Como o operador de Weingarten é diagonalizavel temos que A, ., (X;) =
A X;, mas
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<'A€n+1 (XZ) ) Xj> = <a(Xz ) Xj)7 6n+1>
<)‘iXi 7Xj> = <Ozw ’6n+1>
)‘1<Xl 7Xj> - <aij aen+1>
0 = (wij,en+1), logo «; =0, paratodo i # j.

Pela equacao de Gauss

K(X;,X1) = K(X;,X1)+ (o5, 0u) — (o, o)
K = c+ <Oéjj ,Oéll>.

Como em U, K ¢ identicamente diferente de ¢, existem indices j e [, j # [,
tal que aj; # 0 e o # 0. Um dos dois digamos j ¢ diferente de i. Entao,
pelo lema 3127 <Bl ,Oéjj> = <Bj ,Oéij> = 0, donde B,L = O, 1= 1, o, n. ]

Definigao 3.1.1. (indice de nulidade relativa)
Dada uma imersao isométrica f : M" — M " definimos em cada ponto

x € M o indice de nulidade relativa v(z) como a dimensdo do subespago
B, ={XeT,M:aX,Y)=0, paratodoY € T, M} de T, M.

Para imersoes 1-1-regulares, como N é gerado por uma tinica dire¢ao nor-
mal £, o subespacgo de nulidade relativa coincide com o niicleo do operador de
Weingarten A¢. Agora pela analise do que foi feito no lema anteior, temos:
I°Y KZcsv(p)<n—1,Vpe M;e
2°)K=csvip)>n—1, ¥pe M.

Definicao 3.1.2. Um campo de /-planos numa variedade M é uma aplicagao
B que associa a cada ponto ¢ € M um subespaco vetorial de dimensao [ de
T,M.

Definicao 3.1.3. Dado um campo de [-planos B em uma variedade diferen-
ciavel M, diz-se que um campo de vetores X ¢é tangente a B se X(p) € B,
para todo p no dominio de X. Um campo de [-planos B de classe C" (r > 1) é
chamado involutivo, se dados X e Y campos de vetores de classe C! tangentes
a B, entao [X, Y] é tangente a B.

Dizemos que B é completamente integravel se existe uma folheacao F de
dimensao [ e classe C" em M tal que T'F = B, onde T'F é o campo de planos
tangentes a F. Uma folheagao de dimensao [ de M é, a grosso modo, uma
decomposicao de M numa uniao disjunta de subvariedades conexas de di-
mensao [ chamadas folhas. Os planos tangentes as folhas definem um campo
de [-planos, o qual é dito completamente integravel.

Para o proximo lema necessitaremos do teorema a seguir, cuja
demonstragao pode ser vista em [2].
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Teorema 3.1.1. (Frobenius) Seja B um campo de [-planos de classe C"
(r > 1) definido em M. Entao B é completamente integréavel se, e somente se
é involutivo. Além disto, se alguma destas condic¢oes se verificar, a folheagao
tangente a B é tnica.

Lema 3.1.4. Seja f : M" — Mcnﬂa uma imersao isométrica de uma va-
riedade riemanniana M numa variedade riemanniana M de curvatura
constante ¢. Se a dimensao do subespago B, (isto é, o indice de nulidade
relativa v(z)) é igual a uma constante | num aberto U de M, entdo esses
subespagos formam uma distribuicao integravel (involutiva) cujas folhas sao
[-subvariedades totalmente geodésicas.

Demonstracao: O fato de B, = {X € T,M : o(X,Y) =0, VY € T, M}
ter dimensao constante [ para todo z € U, implica que B é um campo de
[-planos em U, logo para mostrar que B é completamente integravel basta
provar que: se X e Y sao campos vetoriais diferenciaveis em U, tangentes a
distribuigao B, entao [X,Y], € B, para todo x € U. Para isso é suficiente
provar que VxY = VxY e VyX = Vy X estdo em B,, pois

CV([X,Y]QC,Z) = Oé(VXY—V}/X, Z)
= o(VxY,Z)—a(VyX,2)
= 0VYZeT,M,

onde « é a segunda forma fundamental de M com relacdo a M. Assim
(Vea)(Z,X) = Via(Z,X)—a(VyZ,X) —a(Z,VyX)
(V$a)(Z,X) = —a(Z,VyX) (pois X € B,)
(Va)(Y,X) = —a(Z,VyX) (por Codazzi)

VoY, X) —a(VsY,X) = a(Y,VzX) = —a(Z,VyX)
0=a(Z,VyX), YZ T, M, pois X,Y € B,,

o que implica Vy X (analogamente VxY') estda em B,. Segue-se que a dis-
tribuicao B ¢ integravel e pelo teorema de Frobenius, temos que por cada
ponto z de U passa uma Unica variedade maximal P, de dimensao [, uma
folha da distribuicao, tal que (T'P,), = B,, para todo y € U.

Agora analisando a segunda forma fundamental 3 de P, com relacio a M,
temos que: se X,Y € (TP,), = B,, entdo B(X,Y) = (VxY)B =0, onde
( )Bj denota projecao ortogonal em Bj. Portanto P, ¢ totalmente geodésica
em M. UJ
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Lema 3.1.5. Seja F um conjunto aberto de M onde o indice de nulidade
relativa v da imersio f : M" — Q"'* ¢ igual a uma constante [ > 0.
Seja 7y : [0,a] — M um segmento de geodésica contido em uma folha L da
folheagao de nulidade relativa. Se o primeiro espago normal N ¢é paralelo em
v(a), entao este é paralelo em (t) para todo t em [0, a).

Demonstragao: Seja {Xj,..., X,,} um referencial de campos tangentes
definido em uma vizinhanga de um ponto v(¢) em F com a propriedade que
{Xi,..., Xi} gere o espaco de nulidade relativa D em todos os pontos e tal
que X; = 7/(t) seja o vetor tangente da curva. Pelo lema 3.1.4 a folha L
que contém vy é totalmente geodésica, entao podemos assumir que os vetores
Xi, 1 =1,...,n, sao paralelos ao longo de v, isto ¢ V() X; =0, i=1,...,n.

Primeiramente vamos mostrar que Vi N C N para todo Y na distribuicao
de nulidade relativa D,, para todo z em F. Suponhamos que v é qualquer
campo de vetores normais, definido em uma vizinhancga de x que é ortogonal
a N, e seja B, = (Vifu)N; jd que v é arbitrario, é suficiente mostrar que
B;=0,i=1,....1. Se ¢ <, entao pela definicao de D,, «;, = 0 para todo
k; consequentemente pelo lema 3.1.2 (B;, o) = (B;, i) = 0, para todo j e
k, como N é gerado pelos aji's, j,k =1,...,n, deveremos ter B; = 0.

Agora seja {ei,...,er} um referencial ortonormal de campos normais
definido em uma vizinhanga de 7([0,a)) com a propriedade que {ey,...,es}
gere o primeiro espago normal N. Ja que V}QN C N, entao podemos assumir
que {ey, ..., ex} sdo paralelos ao longo do segmento de geodésica . Para um
0 fixado, 0 > s, e r, r < s, considere as fungoes

fit) = (Vx.e . es), i=1+1,..n.
derivando ao longo de v, obtém-se que
filt) = Xu(Vxer, es)
= (Vx,Vx.er, es5)+ (Vx.er, Vx, es)
= <V}(1V§ier , €5), DOis V)L(leg =0 ao longo de 7,
= (=R (X1, X))e,, es5) + <v§(iv§1er, es) + (V[%thi]eT7 es)

= <[A6T7A65]X17Xi> + <Vf3(1,Xi]eru 65> + <vj_(iv§_(1€rv 65>

(pela equagao de Ricci para imersoes com espago ambiente tendo curvatura
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seccional constante)
= ([Ae,., Ae;] X1, Xi) + <V[J3(17Xi}67a, es) + Xi(Vx, e, es) — (Vx,er, V)L(ie(;}
= (e, Ae, | X1, Xi) + (Vix, x 6 €5),

pois V% .6 esta sempre em N e (Vl er)yit) =V Ser =0
= <V[LX17X1_}6T, es), ja que A., = 0, pois es é perpendicular a N

- <V%VX1XZ‘—VXZ.X1)67” 65>

= —(Véxxler, es), pois X; é paralelo ao longo de ~

:_Z V)( X17 v)( €T765>

n
= — Z (Vx, X1, X VX e, €s), pois V)L(jer estda em N se j <1
j=l+1

j=l+1
onde C : Dl(t) — D«it) ¢ uma aplicagao linear definida por C(Z) =
—(VzX1)P", Dt éo complemento ortogonal, no espaco normal de D, e ( )DL
denota, como ¢ usual, projecio ortogonal em D+. Se F'(t) = (fi11(t), ..., fn(t))
e Oy € a matriz com coeficientes C;; = (C(X;), X)), entdo da equagao
anterior resulta a seguinte equagao diferencial

FI(t) = Cyp F(1).

A solucao desta equagao diferencial é da forma

F(t) = exp ( /0 t Ey(u)du> F(0).

Consequentemente se F'(0) # 0, entdo F(a) # 0. Como F(t) =0 parar < s
arbitrario e 0 > s se, e somente se V)L(iN CN,i1=1+1,...,n, tem-se que se
N é paralelo em v(a) isto implica que

F(a)=0= F(0) =0 = F(t) =0 = Vx,,yN2) C Ny,
e portanto N ¢é paralelo em 7(¢), para todo t em [0,a). O
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Lema 3.1.6. Seja ¢ : M" — MCHP uma imersao isométrica de uma va-
riedade riemannian n-dimensional M™ em uma variedade riemanniana (n+p)-
dimensional de curvatura seccional constante c. Suponha que o primeiro es-
paco normal N; é invariante por transporte paralelo, com respeito a conexao
normal e a dimensao de N; é constante [. Seja Ny(z) = Ni-(z), onde o
complemento ortogonal é tomado em T, M=, e para z € M™ seja L(z) =
T, M™+ Ny(z). Entao para todo x € M™ existem campos de vetores ortonor-
mais diferenciaveis e normais &, ..., §,, definidos em uma vizinhanca U de z,
tal que:

a) (Pa)ura qualquer y € U, & (y), ..., &(y) geram Ny (y) e §41(y), ..., §p(y) geram
No(y);

b) ?X@ =0em U paray > [+ 1 e X tangente a M™;

c) A familia L(y), y € U, é invariante por transporte paralelo com respeito
~ -7 ntp
a conexao de M ao longo de qualquer curva em U.

Demonstracao: Como N; é invariante por transporte paralelo com respeito
a conexao normal, tem-se que N, também o é. Seja x € M" e escolha ve-
tores ortonormais normais em z, & (), ..., §(z) tais que & (), ..., §(z) geram
Ni(x) e &y1(x), ..., &p(x) geram No(z). Estenda &y, ..., §, para campos de ve-
tores ortonormais diferenciaveis e normais definidos em uma vizinhanga nor-
mal U de z, por transporte paralelo com respeito a conexao normal ao longo
das geodésicas que partem de z em M™. Isto prova (a).

Como N; e N, sao invariantes por transporte paralelo com respeito a
conexao normal, tem-se V& € N (respectivamente Ny) para todo & € N;
(respectivamente Ny) e X em T'M. Seja &, ...,&, como em (a). Lembrando
que

Vxé, = st )&,

ent50375:0emUpara1§7§l I+1 < pB<p e ﬁg
[+ 1 < 7 < p. As equagoes (2.3) e (2.6) implicam que RL(X Y)£ =
para £ € Ny, e como Ny é invariante por transporte paralelo com respelto a
conexao normal concluimos que para £ € Ny(y), y € U, a translacao paralela
para £ com respeito a conexao normal é independente da trajetoéria em U.
Assim V*¢, = 0em U paray > 1+ 1,es,53=0em U paral +1 < v <
p, 1+ 1< B <p. Pela equagdo (2.5), tem-se Vx& =0paray>1+1le X
tangente a M", provando (b).

Para provar (c) é suficiente mostrar que VxZ € £ sempre que Z € L e
X é tangente a M™. Isto segue de (2.4), (2.5), (a) e (b) acima. [J
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Teorema 3.1.2. (Erbacher) Considere ¢ : M" — M:er uma imersao
isométrica de uma variedade riemanniana conexa n-dimensional M"™ em uma
variedade riemanniana (n + p)-dimensional Mcnﬂ) de curvatura seccional
constante ¢. Se o primeiro espago normal N;(z) é invariante por transporte
paralelo com respeito a conexao do fibrado normal e a dimensao de N; é
constante igual a [, entdo existe uma subvariedade (n + [)-dimensional L™

totalmente geodésica de M:er, tal que (M™) C L™t

Demonstragao: Esta demonstracao sera dividida em trés casos
1°) Caso: M"7P =R,

Sejam x € M", &,...,& e U como no lema 3.1.6. Defina funcoes f, sobre
U por f, = (Z,&,), onde & é o vetor posi¢ao. Entao

X.fy=Vxf, =(X,&) +(F,Vx&) =0

para v > [+ 1 e X tangente a U. Portanto U estd na interseccao de
(p — [)-hiperplanos, onde os vetores normais s@o linearmente independentes
e o resultado desejado é verdadeiro localmente; isto é, se x € M" en-
tao existe uma vizinhanca U de z e um subespaco euclidiano R"* tal que
¥(U) C R™. Para encontrar o resultado global usa-se a conexidade de M™.
Seja x,y € M™ com vizinhangas U e V respectivamente tal que UNV # & e
Y(U) C R (V) € R Entao »(UNV) € RFFT AR, Se R £ RH
entdo RIT MR = R+ k < [, e isto implica que dim N,(z) < [ para
z € UNV. Como dim N, = constante = [, deve-se ter R} = R Isto
prova o resultado global.

2°) Caso: M"P = gt

Con81dere S™FP uma esfera unitaria com centro na origem de R"*P*1. Seja
¢ normal unitario apontando para o interior de S™*?, seja Nl(:c) 0 primeiro
espago normal para M", considerada como uma imersao em R P sejam
V a conexdo euclidiana de R"*P+1 ¥ a conexao de S"*P, e &, ..., £, escolhido
como no lema 3.1.6. Entao fo =—-Xe VX£7 = fo7 para X tangente a
M™. Segue-se de imediato que N (z ) = Ni(z)+[¢(2)] (onde [{(x)] representa
o espago gerado por £(x)) e que N; é invariante por transporte paralelo
com respeito a conexao normal para M"™, considerada como uma imersao

em R"P*1 Assim, pelo caso anterior existe uma subvariedade R"*! de
R™FPFL tal que ¢(M™) C R ¢

R = T M™ + Ny (z) + [£(2)],

para todo x € M™". Consequentemente R"*! contém & e portanto passa
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pela origem de R+ Assim
w(M") C Rn+l+1 N Sn+p — Sn-&—l.

3°) Caso: M"P = gt

E conveniente considerar H"'? em um espaco de Minkowski E"P+1,
Seja E"*PT! um espaco de Minkowski com coordenadas globais 20, ..., 2"*? ¢
métrica pseudo-riemanniana g determinada pela forma quadrética

g(x,y) = —ZoYo + T1Y1 + - + TppYnip

Considere a subvariedade H™*? definida por
—x%—i—x%+...+xi+p =—1, x>0.

A métrica pseudo-riemanniana g(, ) em E"P! induz uma métrica riemanni-
ana em H"P tal que H™'P torna-se uma variedade riemanniana simplesmente
conexa de curvatura seccional constante -1. Seja § = T, o vetor posicao. En-
tdo para x € H"P ¢(x) é normal a H"? e g({(z),&(x)) = —1. Seja V a
conexao euclidiana de ErtP+l isto é a conexdo que é obtida a partir de g; e
defina A por Vx& = —AX para X tangente a H"™P. Entao A= —1 e

VyY =VxY — g(AX,Y)¢

para X tangente a H"*?. O sinal negativo, diferentemente do sinal positivo
como em (2.4), ocorre na tultima equagdo pois g é indefinida. Seja &, ..., &,
como no lema 3.1.6 e considere M™ isometricamente imersa em EtP+!, Entao
VX@ = Vx&, para X tangente a M". De maneira similar ao argumento no
2°)caso pode-se mostrar que

W(z) = L(z) + [§(x)] = ToM" + Ni(x) + [§()]

¢ invariante por transporte paralelo com respeito a conexao euclidiana de
E"*P+1 Assim, de maneira similar ao argumento no 1°)caso existe um plano
(n + 1 + 1)-dimensional E"**! (= W (x) Vo € M™) tal que (M") C ErH+,
Podemos supor que o ponto o = 1, x = 0 para k > 1 esta em p(M").
Entao, como E"T*! contém ¢ e passa pelo ponto zyp = 1, z, = 0 para
k > 1, concluimos que E"**! ¢ perpendicular ao plano xy = 0 e passa pela
origem de E"P+L Assim H™P NE"H+! ¢ totalmente geodésica em H™ 1P, e
Pp(M™) C H"H = Hrp qErHHL

Claramente a completude nao é essencial nos casos 1, 2 e 3 no sentido
que se M "7 ¢ um subconjunto aberto conexo de R™P, SntP oy [P
entao os casos 1, 2 e 3 permanecem verdadeiros. Assim quando Mcnﬂ)
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nem é simplesmente conexa, nem completa obtém-se o resultado local: se
x € M", entao existe uma vizinhanga U de x tal que ¥ (U) esta contido em
uma subvariedade L™ totalmente geodésica de M"". Obtém-se o resul-
tado global pela conexidade de M™, por um argumento similar ao utilizado
no 1°) caso.

O

3.2 Resultados Principais

Para a prova de nosso primeiro teorema principal necessitaremos do
teorema a seguir, cuja demonstrac¢do pode ser vista em |[8].

Teorema 3.2.1. Seja M uma variedade riemanniana completa (n + k)-
dimensional com curvatura constante ¢ > 0, e seja M uma variedade com-
pleta n-dimensional com cuvaturas de Ricci maiores ou iguais a c. Se
f: M — M & uma imersio isométrica tal que para cada x € M o indice de
nulidade relativa v(z) > 0, entdo f é totalmente geodésica.

Teorema 3.2.2. Seja [ : M™ — Q"' uma imersao isométrica de uma
variedade riemanniana compacta e conexa em um espago (n+ p)-dimensional
Q"*P de curvatura seccional constante ¢, simplesmente conexo se ¢ < 0. Se
f é 1-1-regular, entdao podemos reduzir a codimensao para 1.

Demonstragao: Basta mostrar que em cada ponto z de M, VN C N,
para todo X em T, M, isto implica que o primeiro espago normal N ¢é paralelo
com respeito a conexao do fibrado normal V-, entdo usa-se o teorema 3.1.2.

Se um ponto p esta no fecho de A= {p € M; existe um plano § em T,M,
com K(3) # c}, entdao pelo lema 3.1.3, tem-se V3N C N para todo X em
T,M.

Como N é gerado por uma Unica dire¢ao normal &, o subespago de nuli-
dade relativa coincide com o ntcleo do operador de Weingarten A;. Em um
ponto de B = M — A este nucleo tem dimensao > n — 1, ja que K = ¢; por
outro lado, deve-se ter dimensao exatamente igual a n — 1, pois a dimensao
de N é sempre igual a 1. Isto implica, pelo lema 3.1.4, que o interior de B é
folheado por subvariedades (n — 1)-dimensionais totalmente geodésicas.

Agora de algum ponto ¢ no interior de B caminha-se ao longo de uma
geodésica na folheacao totalmente geodésica de nulidade relativa; esta
geodésica também é uma geodésica do espa¢o ambiente Q71?. Existem duas
possibilidades: a primeira é que a geodésica toca em um ponto do fecho de
A, e a segunda é que a geodésica continua indefinidamente no interior de B.
A segunda possibilidade nunca pode ocorrer. De fato:
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1°) Se ¢ < 0, a geodésica nao pode ser extendida indefinidamente, pois
M ¢é compacta e a geodésica de Q7P nao é limitada;

2°) Se ¢ > 0, entao obtém-se uma geodésica fechada inteiramente contida
no interior de B, isto implica que existe uma vizinhanca onde K = c e onde
o indice de nulidade relativa v = n — 1 > 0. Agora esta é a situacao que
aparece na demonstracao do teorema 3.2.1, donde conclui-se que o indice
de nulidade relativa r = n; contudo, isso nao pode ocorrer, pois na nossa
imersao /N tem dimensao identicamente 1 em todos os pontos, o que implica
v=n-—1.

Consequentemente a geodésica deve passar por um ponto no fecho de
A, onde N é paralelo. Finalmente, aplica-se o lema 3.1.5 para concluir que
N é paralelo em ¢, consequentemente em toda parte, isto implica que, pelo
teorema de Erbacher, existe uma subvariedade (n + 1)-dimensional total-
mente geodésica L™ de Q. tal que f(M) C L™, isto ¢, podemos reduzir a
codimensao de f para 1.

OJ

Se for esquecida a condicao de compacidade entao, como o proximo
exemplo mostra é necessaria alguma condi¢ao extra na métrica induzida pela
imersao em M; qualquer condi¢ao sobre a curvatura sempre ira se referir a
esta métrica.

Exemplo 10. Seja 7y : (=00, +00) — R™~1 uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco que é substancial em R"*P~! isto é, que nao esta contida
em algum hiperplano afim de R**?~!, Se ~ tem curvatura nao nula em todos
os pontos, entdo o cilindro f : R? — R™*? definido por f(s,t) = (y(s),t), é
1-1-regular, mas sua codimensao nao pode ser reduzida.

Esta situagao nao pode ocorrer se o espago ambiente tem curvatura
positiva, como veremos no préximo teorema.

Teorema 3.2.3. Seja [ : M™ — Q" uma imersdo isométrica de uma
variedade riemanniana completa e conexa em um espago (n + p)-dimensional
Q"*P de curvatura seccional constante ¢ > 0. Se f é 1-1-regular, entao pode-
mos reduzir a codimensao para 1.

Demonstragao: Como no teorema 3.2.2, se um ponto p estd no fecho
de A = {p € M; existe um plano § em T,M, com K(3) # c}, entdo pelo
lema 3.1.3, tem-se VxN C N para todo X em T,M. Ja foi visto que o
interior de B = M — A é folheado por subvariedades (n — 1)-dimensionais
totalmente geodésicas e que ao caminhar a partir de um ponto ¢ no inte-
rior de B, ao longo de uma geodésica na folheacao totalmente geodésica de
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nulidade relativa, no caso de ser ¢ > 0 essa geodésica passa por um ponto
no fecho de A, onde N é paralelo. Agora, pelo lema 3.1.5, N é paralelo
em ¢, consequentemente em toda parte. O resultado segue pelo teorema de
Erbacher.

O

Se o espaco ambiente é o espaco euclidiano R, com curvaturas de
Ricci nao-negativas, entao pode-se mostrar que o caso do exemplo 10 é a
unica outra alternativa de reduzir a codimensao. Para isso apresentaremos
a seguir alguns teoremas. As demonstragoes omitidas podem ser vistas nas
respectivas referéncias.

Teorema 3.2.4. Seja M uma variedade completa com curvaturas de Ricci
nao-negativas. Entdo M é isométrica ao produto M xR*, onde M néo contém
retas ¢ R* tem seu tensor métrico padrao.

Demonstragao: ver [3].

Teorema 3.2.5. Assuma que:
i) M™ é uma variedade riemanniana completa n-dimensional (n > 2) de
classe C* (k > 2), com curvaturas seccionais nao-negativas;

i) f: M™ — R" ¢ >0, ¢ uma imersdo isométrica C*;
iii) v(p) >0 Vp € M. Seja m=min v(p) para p € M.

Entdo f(M) é um m-cilindro C*!; isto ¢, existe uma variedade rieman-
niana completa M™~™ de classe C*~! tal que M", R"*¢ e f tém fatorizacoes
M"™ = R™ x M"™ R"e =R™ x R*e™  f =4 X g, onde i : R™ — R™
¢ a aplicacao identidade e g : M"™™ — R~ ¢ uma imersao isométrica.
Também f(M™) nao ¢ um (m + 1)-cilindro.

Demonstragao: ver [7].

Definicao 3.2.1. Seja M uma variedade riemanniana completa, simples-
mente conexa de dimensdo n+ 1, (n > 2). Um conjunto C C M & fortemente
convexo se para quaisquer dois pontos p, ¢ do fecho C de C existe uma tnica
geodésica minimizante de M ligando p a ¢ cujo interior esta contido em C.

Definigao 3.2.2. Um conjunto conexo C de M é convexo se para todo ponto
p do fecho C de C existe um ntimero € = ¢(p) > 0 tal que CNB.(p) é fortemente
convexo, onde B¢(p) é uma bola aberta de centro em p e raio €. Se o interior
de C é nao-vazio, dizemos que C é um corpo convexo de M.
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Teorema 3.2.6. (Sacksteder) Seja M uma variedade riemanniana completa
n-dimensional (n > 2) e f: M™ — R""! uma imersao isométrica de classe
C™*!. Suponha que qualquer curvatura seccional de M seja nao-negativa e
que pelo menos uma seja positiva. Entdo a imagem f(M) é a fronteira de
um corpo convexo de R+,

Demonstragao: ver [10].

Teorema 3.2.7. Seja M"™ completa e conexa com curvaturas de Ricci nao-
negativas. Se f: M™ — R"*? ¢ uma imersao isométrica 1-1-regular, entao:

i) Podemos reduzir a codimensao de f para 1 e f(M) ¢ a fronteira de um
conjunto convexo em um subespago afim (n + 1)-dimensional de R"*?; ou

i) f é um (n — 1)—cilindro gerado por uma curva.
Demonstracao: Como na demonstragao do tltimo teorema, suponha que:

1°) Se algum ponto do interior de B = M — A pode ser ligado ao fecho
de A, por uma geodésica contida em uma das folhas da folheagao totalmente
geodésica de nulidade relativa, entao é possivel reduzir a codimensao de f
para 1.

Observa-se que em codimensao 1 com curvaturas de Ricci positiva, implica
curvatura seccional positiva. De fato: seja X em T, M arbitrario, complete
X para uma base ortonormal {X, X, ..., X,,} de T,M; tem-se

n

(X, X), H) = (X, X),2a(X,X) + 1> a(X;, X))

= Gl XN+ 5 3 _{a(X, X), a(X;, X))
= e )P+ 5 ) (X, X), a(Xi, X)) = la(X, X))

pela equagao de Gauss K(X, X;) = (a(X, X), a(X;, X)) — ||a(X, X;)]I?,

por outro lado K (X, X;) = W = (R(X, X;)X, X;), logo

(X, X), H) > Alla(X,X)|P+ 5 ) (R(X, X)X, X))

1=2

= La(X, X)|?+ =L Ric(X) > 0,
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onde Ric(X) é a curvatura de Ricci na diregao de X. Consequentemente, Ay
é semi-positiva definida e a curvatura seccional é nao-negativa. Finalmente,
o teorema 3.2.6 garante que f(M) é a fronteira de um conjunto convexo em
um subespago afim (n + 1)-dimensional de R"P.

2°) Se nenhum ponto do interior de B pode ser ligado ao fecho de A. Neste
caso, existe um ponto p no interior de B tal que toda geodésica partindo de p
em alguma direcao de uma folha da folheacao de nulidade relativa passando
por p pode ser extendida indefinidamente. Isto implica que essa folha é um
plano afim (n — 1)-dimensional em R"™. Portanto, geodésicas neste plano
minimizam distancias em M. Consequentemente, pelo teorema 3.2.4, M é
localmente isométrica a R"™. Isto, junto com o fato que dimN = 1, implica
que o indice de nulidade relativa v =n — 1 > 0 em M. Finalmente, pode-se
aplicar o teorema 3.2.5, para concluir que a imersao é um (n — 1)—cilindro
gerado por uma curva.

0J

O exemplo seguinte mostra a necessidade da condi¢ao sobre a curvatura
no teorema anterior.

Exemplo 11. Considere uma curva v : (—oo, +00) — R?*P parametrizada
pelo comprimento de arco com curvatura nao identicamente nula; suponha
que y((—00,0]) esta contido num subespago P de dimensao 2, enquanto que
7((0,+00)) é substancial em R*™P. Seja M uma superficie regrada com as
linhas perpendiculares a 7, tal que em v([—1,00)) as linhas sdo paralelas e
que em y((—o0,—1)) as linhas giram em um espago tridimensional que con-
tenha P. Esta tultima porcao da superficie tera K < 0. A superficie M é
1-1-regular mas nem é um cilindro, nem podemos reduzir sua codimensao .

Para imersoes 1-k-regulares com k > 1, nao podemos esperar resultados
muitos gerais em reducao de codimensao, como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 12. Seja S? — S?" uma das imersoes minimas da 2-esfera na
2n-esfera estudada por do Carmo e Wallach em [4]. Elas sao 1-2-regulares
mas sua codimensao nao pode ser reduzida.
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