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Resumo

Em 1951 Heinz Hopf [9] conjecturou que “todas as superficies compactas imersas

em R3 com curvatura média constante, eram esferas redondas. ”

Em 1986 Henry C. Wente [15] mostrou, através de um contra-exemplo, que existem
superficies compactas imersas em IR?, com curvatura média constante, que ndo sdo es-
feras redondas, ou seja, que a conjectura de Hopf ndo era verdadeira. Nesta dissertacdo

serd mostrada a “mais simples “destas superficies: o toro de Wente com trés 16bulos.



Abstract

In 1951 Heinz Hopf [9] conjectured that “all compact surfaces immerged in R? with

constant mean curvature, were round spheres. ”

In 1986 Henry C. Wente [15] showed, through an counterexample, the existence of
compact constant mean curvature surfaces embedded in IR besides the round spheres,
that is to say, that Hopf’s conjecture was not true. In this Master’s thesis it will be

shown the simplest of these surfaces: the Wente tori with three lobes.
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1 Introducdo

As superficies com curvatura média constante tém sido, historicamente, o ponto
de chegada em vaérias pesquisas da Geometria Diferencial Cladssica. A solucdo do
problema isoperimétrico; problemas de capilaridade; etc., sdo alguns exemplos cujas
solugdes sdo superficieis com curvatura média constante.

As mais simples destas superficies sdo o plano, o cilindro e a esfera. Todas elas
sdo invariantes por rotagdes. Com esta mesma propriedades incluem-se o catenéide,
o nodéide e o onduléide; superficies cujo perfil é gerado por um foco de uma secdo
conica (para o catendide, pardbolas; para o nodéide, hipérboles e para o onduléide,
elipses). Coube a Delaunay, em 1841 [7], a observagdo dessa propriedade para tais

superficies. Por isso, elas sdo conhecidas nos dias atuais como "superficies de Delaunay” .

Curva perfil do Onduléide Onduléide (corte) Onduloéide
SN/ v N s o
Fig. 1a Fig. 1b Fig. 1c

Curva perfil do Nodéide Nodoéide (corte) Nodoéide

r

Fig. 1d Fig. 1e

Figura 1: Superficies de Delaunay

Manfredo do Carmo e Dajczer descreveram uma série de superficies com curvatura

média constante, invariantes por movimentos helicoidais.
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Muitos outros pesquisadores tém publicado resultados de pesquisas sobre as
descobertas de novas caracteristicas dessas superficies.

Observando os exemplos acima, nota-se que a tinica superficie compacta com cur-
vatura média constante, dentre os exemplos, é a esfera. Os pesquisadores matematicos
ja haviam observado este fato hd bastante tempo.

Em 1951 Heinz Hopf [9], demonstrou o seguinte teorema:

Teorema 1.1. Se X : S — R® é uma imersdo com curvatura média constante. Entio Y.(S?)

é uma esfera redonda.
Atribuiu-se a Hopf, entdo, uma intrigante questao:

"Todas as superficies compactas imersas em R® com curvatura média constante H,

sdo esferas redondas?”

Essa questdo passou aos anais da matemadtica sob a denominagdo de ”Conjectura de
Hopf”.

O teorema de Hopf responde a questdo afirmativamente, desde que a superficie
seja homeomorfa a esfera.

Alguns anos depois, em 1958 A.D. Alexandrov [2] mostrou que eram esferas re-
dondas todas as superficies compactas com curvatura média constante, mergulhadas
em IR?. Alids, o trabalho seminal de Alexandrov, no que diz respeito a técnica utilizada
nas demonstragdes, iniciou uma nova abordagem em pesquisa matematica.

Em 1984, ]J.L. Barbosa e Manfredo do Carmo [3], impondo a condicdo de estabili-
dade para tais superficies, chegaram a conclusdo que eram redondas.

No ano anterior Hsiang, Teng e Yu mostraram exemplos de hipersuperficies com-
pactas, ndo esféricas, imersas em R%*, com curvatura média constante.

Mas, para a questdo atribuida a Hopf, as evidéncias conduziam a uma resposta
afirmativa.

Entretanto, em 1984, Henry C. Wente mostrou [15], com base em solugdes especiais
da equacdo senh-Gordon, que estas solugdes formavam uma superficie fechada. Na
verdade, a imersdo de um toro com curvatura média constante; respondendo negati-
vamente, a "Conjectura de Hopf”.

Baseado em uma aproximagdo numérica desta solug¢do, Uwe Abresch produziu a
plotagem de um H-toro. Ou seja, um toro com curvatura média constante H, e obser-
vou, nas imagens geradas por computador, que as linhas de curvatura para a menor

curvatura principal pareciam planares. Entao ele decidiu fazer um estudo restrito aos
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H-toros com uma familia de linhas de curvatura planares.

Em Abril de 1986, Abresch em [1], mostrou como obteve uma classificacao de todos
os H-toros em R® com uma familia de linhas de curvatura planares.

No ano seguinte R. Walter [14], obteve de forma explicita as equagdes que possibili-
taram gerar em computador, usando softwares “comuns”como o Mathematica imagens
do toro descrito por Wente.

O objetivo deste trabalho é exibir o “mais simples”dos toros de Wente. Para isso,
o artigo de Abresch [1] serviu de base matemadtica para mostrar a existéncia de tal toro
e o artigo de Walter [14], através das referéncias [10] e [13] forneceu as equagdes que
levaram a plotagem do toro no Mathematica. Vdrios sites, artigos e softwares foram
pesquisados. Além disso, em [8] foi obtido um video sobre o toro. Em [11] e [12] foram
obtidos vdrias imagens e cédigos em realidade virtual para a exploracdo do toro.

A dissertacdo esta dividida em cinco partes. Na primeira parte, estdo as defini¢des
e dados importantes de Geometria Diferencial, Algebra, Anélise Complexa e concei-
tos gerais da Matemadtica, necessarios para a compreensdo do que serd abordado. Na
segunda parte, serd mostrado como conseguir a imersdo de um toro com curvatura
média constante no espago euclidiano R?, usando para isso a teoria de Frenet para
as superficies. Na terceira parte, serd exibida uma familia de solug¢des explicitas da
equacdo senh-Gordon, definidas em um espaco paramétrico apropriado. Significa
dizer: com os parametros que pertencem a este espago paramétrico, as linhas de cur-
vatura que tém, em cada ponto da superficie, o menor valor para uma das curvaturas
principais, sdo curvas fechadas. Finalmente, serd dada a interpretagdo geométrica des-
tas solugdes e a consequente classificacdo das superficies obtidas a partir delas. No

Apéndice A, serdo mostradas varias imagens do toro.
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2  Preliminares

2.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos a notagdo que seréd utilizada no texto, e relacionare-
mos alguns resultados bésicos da Teoria das Curvas e Superficies em R®. Além disso,
recordaremos conceitos em Andlise Complexa, Algebra e demais ramos da matematica

que serdo necessdrios para a compreensdo do que serd abordado.

2.2 Geometria Diferencial de curvas e superficies

Os detalhes de todas as afirmagdes feitas nesta se¢do podem ser obtidos em [5].

2.2.1 Curvas Parametrizadas

Definicao 2.1. Uma curva diferencidvel parametrizada, é uma aplicagdo diferencidvel o : 1+

R® de um intervalo aberto I = (a, b) da reta real R em IR3

Uma curva diferenciavel « : I — R® é regular se o’(t) # 0 para todo t € I. Onde
t € 1é o pardmetro da curva e a'(t) = (X'(t), y' (), 2 (t)) € R? é o vetor velocidade (ou vetor
tangente) de o em t.

Dado t € I, o comprimento de arco de uma curva parametrizada regular a : I —» R? a

() = f @@t

@/ ()] = @R + 38R + 2 (2)

é o comprimento do vetor a’(t). Como «’'(t) # 0, o comprimento de arco s é uma fungdo

partir do ponto t;, é definido por

onde
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d
diferencidvel de t e d—i = |a/(¢)].
Uma curva plana fechada é uma curva parametrizada regular a : [4,b] — R? tal que

a e todas as suas derivadas concidem em a e b; isto é

a(a) = a(b), a'(a) = a'(b), a’(a)=a"(),...

2.2.2 Curvatura e Tor¢ao

Definigdo 2.2 (Curvatura). Seja « : I — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco s € I. O ntimero |a”’(s)| = k(s) é chamado a curvatura de « em s.

Defini¢do 2.3 (Tor¢ao). Seja o : I — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
s €1, tal que a’'(s) # 0. O niimero t(s) dado por

B a'(s)y Aa’’(s) - a’”(s)

e = KG)P

é chamado a torcao de o em s.

Mostra-se facilmente na teoria local das curvas paramentrizadas pelo comprimento
de arco que se a é uma curva plana (isto é, a(I) estd contida em um plano) entdo 7 = 0.

Reciprocamente, se T = 0 e k # 0 entdo a(s) estd contida em um plano.

2.2.3 Movimentos no R3

Defini¢do 2.4 (Translagdo no R®). Uma translagdo por um vetor v € R® é a aplicagdo
A :R® — R que é dada por
Alp)=p+o, peR’?

Definicao 2.5. Um movimento é uma translagido, uma rotagido, uma inversio ou qualquer

combinagio das trés.

A aplicagdo linear p : R* — RR? é uma transformagao ortogonal quando pu-pv = u-v
para todos os vetores u,v € R.

Um movimento rigido em R é o resultado da composi¢do de uma translagdo com
uma transformacgédo ortogonal com determinante positivo.

Mostra-se que o comprimento de arco, a curvatura e a torgido de uma curva parametri-

zada sdo invariantes sob movimentos rigidos.
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2.24 Teoria basica das Superficies

Defini¢do 2.6 (Superficie Regular). Um subconjunto S C R® é uma superficie regular se,
para cada p € S, existe uma vizinhanga V em R® e uma aplicagio x : U — V N S de um aberto
U c R? sobre VN S C R tal que

1. x é diferencidvel. Ou seja, se escrevermos
x(u,0) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)),  (w,0) €U

as fungose x(u,v), y(u,v) e z(u, v), terdo derivadas parciais continuas de todas as ordens

em L.

2. x é um homeomorfismo. Como x é continua, pela condicdo 1, isto significa que x tem

uma inversa X!

continua F : W € R® — R? definida em um aberto W contendo V N S.

: VNS — U que é continua; isto é, x™! é a restrigio de uma aplicagio

3. (A condigio de regularidade) Para cada q € U, a diferencial dx, : R* — RR> é injetiva.

A aplicacdo x é chamada uma parametrizagio local ou um sistema de coordenadas local
em p. A vizinhanga V N S de p é chamada vizinhanga coordenada.

Seja S uma superficie regular em IR® e p € S um ponto arbitrario. O vetor tangente a
S em p, é o vetor a’(0) de uma curva parametrizada diferencidvel a : (—€,€) — S com
a(0) = p. O conjunto de vetores tangentes a S em p € S é chamado de plano tangente a S
em p e é denotado por T,S. Observe que T,S é o plano dx,(IR?), que passa por x(q) = p,

como consequéncia da

Proposicdo 2.7. Seja x : U C R? — S uma parametrizagio de uma superficie reqular S e seja

q € U. O subespago vetorial de dimensdo 2,
dx,(R*) c R?,
coincide com o conjunto de vetores tangentes a S em x(q)
Demonstragdo. Ver [5] pagina 83. |
Uma parametrizacdo local x determina uma base

{Xu, Xo}
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de T,,S chamada uma base associada a x.

No plano tangente temos a métrica induzida do “espaco ambiente “IR? com a forma
quadratica I, : T,S — R, chamada a primeira forma fundamental de S em p € S. Dada
uma parametrizagdo local x de S e uma curva parametrizada a(t) = x(u(t), v(t)) para

t € (—€,€) com p = a(0), entdo

(@' (0)) = (xu' +x.0, x,u" +x,0)
= (X XuYy (U%) + 2 (X, Xo), WO + (Xo, X0, (0) (2.1)

E(W' ) + 2Fu'v’ + G(v')?

onde os valores de E, F e G sdo calculadosem t =0, e

E(”O/ UO) = (xu/ xu)p
F(”O/ UO) = <xu/ xv>p
G(uOI UO) = (X, Xv>p

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,, x,} de T,S.
Pela condigdo 3., da defini¢do de uma superficie regular (2.6), dada uma parametrizagdo

local x de uma superficie S em R®¢m um ponto p € S, a aplicagdo N : S — §? definida

por

Xy N\ Xy
M= 5 A

estd bem definida. Esta aplicacdo é conhecida como aplicagio de Gauss de S.

Definicao 2.8 (Segunda forma fundamental). A forma quadritica I1,, definida em T,S por

I, (v) = - <de(v), ZJ> é chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Dada uma parametrizacdo local x em S em um ponto p € S e, considerando uma
curva parametrizada a tal que a(t) = x(u(t),v(t)) para t € (—€,€) com p = a(0) =
x(u(0), v(0)), temos

dNy(a’) = N'(u(t), v(t)) = N,u’ + N,v’
Como (N,N) = 1 temos que N,, N, € T,S e, portanto

Ny = anx, + axnx,
’ (2.2)
Ny = aix, + apX,
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para algumas fungdes a;;.

Por outro lado, a expressdo da segunda forma fundamental na base {x,, x,} é¢ dada

por

(@) = —(dN(@),a’) == (Nyu' +Nyv',x,u’ +x,0")
= e ) +2fu'v + g(©')?, (2.3)
onde,
e = —(Nuxu)= (N, Xu),

— Ny, x,) = (N, Xy0) = (N, Xp,) = =Ny, X,
- <Nv/ xv> = <N/ va>/

pois(N, x,) = (N, x,) = 0.
A partir de (2.1), (2.2) e (2.3) chegamos nas seguintes equagdes:

fF —eG

an = EG _F2’
_8F-fG
STl =k
_eF—fE
S ek
fE-8E

ay = EG -2’

As equagdes (2.2) com os valores acima sdo conhecidas como equagdes de Weingarten.
Como N ¢ ortogonal aos vetores da base {x,,x,} de T,S, entdo {x,,x,, N} é uma
base de R®. Escrevendo as derivadas dos vetores x,,x, € N com relacdo a esta base,

obteremos

Xuuw = I %y + T7,%, + L1N,
Xuo = I71,X + 2%, + LoN,
Xou = Th Xy + T3 %0 + L,N, (2.4)
Xoo = ThX, + T2,%, + L3N, '
Ny, = anxy + axnxy,

Ny = appx, + anXy,

Os coeficientes Fif]., i,jk = 1,2 sdo chamados os simbolos de Christoffel de S na
parametrizacdo x. Um fato muito importante é que todos os conceitos geométricos
e as propriedades expressas em termos dos simbolos de Christoffel sdo invariantes por

isometrias( isto é, podem ser calculados a partir da primeira forma fundamental ).
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Usando o fato que

(xuu)v - (Xuv)u =0,
(va)u - (xuv)v =0,

N, u N, ou — 0/
podemos mostrar que

ev_f :erl f( 7 _r%l)_gl—%l
fo—8u=el}, f( r%z) - gr%z

que sdo conhecidas como equacgdes de Mainardi-Codazzi.

(2.5)

Defini¢do 2.9 (Curvatura Gaussiana e Curvatura Média). Seja S uma superficie em R> e
p € S um ponto arbitrdrio. Seja dN, : T,S — T,S a aplicacio diferencial de Gauss. Entio o
determinante de dN,, é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O simétrico da metade

do trago de AN, é chamado a curvatura média H de S em p.

Em termos da primeira e segunda formas fundamentais K e H sdo dadas por

eg— f*

K= kP (20
eG—-2fF+gE

H 2(EG - F2) 27)

Definicao 2.10. Seja C uma curva regular em S passando por p € S, x a curvatura de C em
p, e cos 0 = (n,N), onde n é o vetor normal a C e N é o vetor normal a S em p. O niimero

Ky = Kk cos 0 é chamado a curvatura normal de C C S em p.

Verifica-se que o valor da segunda forma fundamental II, para um vetor unitério
v € T,S éigual a curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v.
E que para cada p € S existe uma base ortonormal {e;, e;} de T},S tal que dN,(e;) = —xe;,

dN,(e2) = —Kze2. Além disso, k1 e K, sdo os valores extremos da curvatura normal em p.

Definicao 2.11. A curvatura normal mdxima 1, e a curvatura normal minima k, sdo as
curvaturas principais em p; as direcdes correspondentes, ou seja, as dire¢des dadas pelos

autovetores e; e e, sdo as dire¢des principais em p.

Definicdo 2.12 (Linha de curvatura). Se uma curva regular conexa C em S é tal que para
todo p € C a reta tangente a C é uma diregdo principal em p, entdo C é uma linha de curvatura
de S.
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Em termos das curvaturas principais «1, k2, podemos escrever

K1+ Ko

K = K1K», H = >

Defini¢ao 2.13 (Ponto umbilico). Se,em p € S, k1 = Ky, entdo p é um ponto umbilico de S.

Para finalizar esta se¢do, recordemos as defini¢des de aplicagio conforme, imersio e

geodésica:

Definigdo 2.14 (Aplicacio conforme). Um difeomorfismo @ : 8 — S é uma aplicacdo

conforme se para todo p € S e todos vy, v, € T,S tivermos

(dpp(o1), dpy(©2)) = A*(p) 01,02,

onde A* é uma aplicagio diferencidvel em S, diferente de zero em todos os pontos. Neste caso, as

superficies S e S sdo ditas conformes.

Defini¢do 2.15 (Imersdo). Uma aplicagio diferencidvel ¢ : S — R® de S em R® é uma
imersdo se a diferencial dg, : T,S — T,IR® é injetiva.

Se, além disso, S tem a métrica{ , )e

(o), dp,@)) =@ w),, v weTS,
@ € uma imersao isométrica.

Definicdo 2.16 (Derivada covariante). Seja w um campo vetorial diferencidvel em um con-

junto aberto U C S e p € U. Considere a curva parametrizada
a:(-€e€)— U,

coma(0) =pea’(0) =y. Sejaw(t), t e (—€,€), arestriciodo campo vetorial w a curva a. O
dw

vetor obtido pela projecdo normal de o

(0) no plano T,S é chamada a derivada covariante

. . . . 3 Dw
em p do campo vetorial w relativo ao vetor y. Esta derivada covariante é denotada por (W) (0).

Um campo vetorial w ao longo de uma curva parametrizada a : I — S é dito paralelo

D
se d—iu =0paratodot €l

Definicao 2.17 (Geodésica). Uma curva parametrizada (ndo constante) y : I — S é uma

geodésica em t € I se o campo de seus vetores tangentes y’(t) é paralelo ao longo de y em t; isto

7z

¢
Dy®) _
dt

0;
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y é uma geodésica parametrizada se ela é geodésica para todo t € I.

2.3 Analise Complexa

Os detalhes de todas as afirmagdes feitas nesta se¢do podem ser obtidos em [6].

2.3.1 Fungdes Analiticas

Definicao 2.18. Uma fungido f : G C C — C é analitica se f é continuamente diferencidvel

em G.

Y] Z" ‘
Exemplo 2.1. ¢ = E — € analitica em C.
n!
n=0

Uma funcdo que, em cada ponto da reta real, pode ser expressa por uma série de
poténcias convergente é chamada analitica real.

Se uma fungdo f : G — C definida em um subconjunto aberto G C C possui, no
ponto z, € G, uma derivada com respeito a varidvel complexa, ou seja: se para cada

pontoz, € G

, existe;

f'z) = lim fO-J&) ﬁ &)
ela é chamada fungdo holomorfa.
Toda fungdo analitica f : G — C admite uma expansdo em série de poténcias:
Se um disco D(z,, ) = {|z — z,| < r} esta contido em G, entdo

(o]

f(z) = Z cn(z—=2z,))", Vze€D(z,1)

n=0
Definicdo 2.19 (Zeros de uma funcéo analitica). Se f : G — C é analitica e z, € G satisfaz
f(z,) = 0, entdo z, é um zero de f, de ordem m > 1, se existe uma fungio analitica g : G — C

tal que f(z) = (z — z,)"g(z), com g(z,) # 0.

2.3.2 Singularidades

Uma funcédo f tem uma singularidade isolada em z = z, € C se existir R > 0 tal que f
estd definida e é analitica em B(z,; R) — {z,}, mas ndo em B(z,; R). O ponto z, ¢ chamado
uma singularidade removivel se existir uma fun¢do analitica g : B(z,;R) € C — C tal que

g(z) = f(z) para0 < |z —z,| < R.



2.3 Andlise Complexa 22

Exemplo 2.2. f(z) = % tem uma singularidade isolada em z = 0

Definicdo 2.20 (Polo). Se z = z, € C é uma singularidade isolada de f entdo z, é um polo de
f se lim |f(z)| = oo. Isto ¢, para qualquer M > 0 existe um niimero € > 0 tal que |f(z)| > M
Z—)ZO

sempre que 0 < |z — z,| < €.

Uma singularidade isolada que ndo é nem um polo, nem uma singularidade re-

movivel é chamada singularidade essencial.

2.3.3 Classificacao das singularidades isoladas

O comportamento de f em uma vizinhanga de um ponto singular isolado z, pode ser
precisamente determinado ao considerarmos a série de Laurent de f em 0 < |z - zO| <e.
Como z, é um ponto singular isolado, deve existir um € > 0 tal que z, é o tinico ponto

0 0

singular de f em 0 < |z - zo| < €. A série de Laurent de f em 0 < |Z - ZO| <eé

) -1
Se fizermos fi1(z) = Z bi(z—z,) e fo(z) = Z bi(z — z,)", fo(z) é chamada a parte
k=0

k:—OO

principal de f em z,.

1
Teorema 2.21. f(z) tem um polo de ordem m em z, se, e somente se, % tem um zero de ordem

mem z,.

2.3.4 Funcao Eliptica

Se G C C é um aberto e f é uma fungdo definida e analitica em G exceto nos polos,
entdo f é uma fungio meromorfa em G.
Uma fungdo f em C tem periodo w € C\{0} se f(z + w) = f(z). Se f tem periodos

w1 . g
wy, wp, com — ¢ IR ela é chamada duplamente periddica.
w»

Definicao 2.22 (Fungdo Eliptica). Uma fungio eliptica é uma fungdo definida no plano
complexo que é periddica em duas dire¢des. Formalmente:

é uma fungio meromorfa f definida em C para a qual existem dois niimeros complexos w;
e wy tais que f(z + wy) = f(z + wy) = f(z), para todo z € C com ) ¢ R. Ou seja

ws
f(z +mw; + nw,) = f(z), zeC e mmneZ.
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2.4 Conceitos Gerais

Definicao 2.23 (Reticulado). Sejam by, b, ..., b, € R" vetores linearmente independentes. O
conjunto

A:{a1b1+a2b2+...+anbn:aiEZ,ISiSn}

é chamado um reticulado. O conjunto dos vetores geradores {b, ..., by} é uma base de A. Um

elemento b € A é um ponto de A.

Observagio 2.1.

1. Os vetores unitarios {ey, ..., e,} € R"” formam uma base de Z" = {a € R";a; € Z}
2. A é um subgrupo de R", isto é,se b,b € Aentdob—b € A

Um conjunto S € R" é chamado um conjunto discreto se existir um € > 0 tal que

|s1 — s2| > € para todos s1,5, € S, 51 # 5.

Teorema 2.24. S C R" é um reticulado se, e somente se, S é um subgrupo discreto de R"

contendo n vetores linearmente independentes.

Definicdo 2.25 (Homomorfismo de grupos). Sejam (G, .) e (G, X) dois grupos. Uma fungio
f: G+ G éumhomomorfismo se ela é compativel com as estruturas dos grupos, isto é, se

f(a.b) = f(a) X f(b),Va,b € G

Definicao 2.26 (Espaco quociente). Uma classe de equivaléncia é o conjunto de todos os
pontos que sdo equivalentes por alguma relagio de equivaléncia. Chamamos espago quociente

ao conjunto das classes de equivaléncia.

Exemplo 2.3. Considere R X R com a relagdo (x, y) ~ (1,v) se, e somente se, x —u ey —ov
sdo inteiros. O espaco quociente obtido a partir desta relagdo de equivaléncia serd um

toro.

Definicdo 2.27 (Ac¢do de um grupo). O grupo G age sobre o conjunto X se para cada g € G

existe uma aplaicacdo x — gx de X em X, tal que

h(gx) = (hg)x paratodo g heG e xe€X
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3  Geometrial Diferencial Classica

Nesta segdo serd mostrado como imergir um toro T? = R*/A com curvatura média
constante no espago euclidiano tri-dimensional R®. A tarefa de encontrar H-toros sera
reduzida a um problema analitico sobre a equacdo senh-Gordon e serd desenvolvida
através da teoria de Frenet para as superficie.

Recordemos, inicialmente, o:

Teorema 3.1 (Hopf). Uma superficie compacta imersa M? « R® com curvatura média cons-
tante H ou é totalmente umbilica, logo uma esfera redonda, ou terd apenas pontos umbilicos

isolados, cada um com indice estritamente negativo.

A soma destes indices é exatamente a caracteristica de Euler X(M?). Portanto, um

IH-toro ndo pode possuir pontos umbilicos.

3.1 A equacao senh-Gordon

A dimensdo e a orientacdo serdo normalizados, de forma que H = Além disso,

1
>
serdo indexadas as curvaturas principais A; e A, tal que A; < A,. Finalmente, sera

introduzida a fungdo w : R — R? dada por ¢**(1; — A1) = 1.
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3.1.1 Pontos nao umbilicos em H-superficies

. . 1
Proposicdo 3.2. Em qualquer H—superficie M? + R3 (normalzzada para H = E) uma pe-
quena vizinhanga em torno de qualquer ponto p que nio é umbilico, pode ser descrita por uma

aplicagiio F : UcC R? > R® tal que:

1. FO)=p

2. as curvas s = F(s,t) et = F(s,t) sdo as Ay— e A, linhas de curvatura, respectivamente;

isto é, a aplicacdo de Weingarten nestas coordenadas é dada por:

Ay O e “senhw 0
A= = (3.1)

0 A, 0 e~ “coshw

3. (s, 1) € IR? sdo coordenadas conformes que preservam orientagdo; mais precisamente:
. . 1
F1FelF|=|F|=¢" = (Ay—A1)7%;

’

Aqui

0 .
— e —,respectivamente.
25 ¢ o’

Nestas coordenadas a equagdo de Gauss torna-se a equagio senh-Gordon:

e denotam a derivada com respeito as coordenadas s e t em U C IR?, ou seja

Aw + senhw - coshw =0, (3.2)

onde Aw = 0" + @.

3.1.2 Determina¢do de uma imersao através de w

Proposicao 3.3. Qualquer solugdo w da equagdo (3.2) definida em uma vizinhanga conexa
aberta U C R?* de 0 = (0, 0) determina uma tinica imersio F : U — R3, com curvatura média

=5 através de (3.1) uma vez que os seguintes dados iniciais sejam especificados:

1. O pontop =F(0) e

2. O referencial orientado e ortogonal {e™ - F'(0), e - F(0)}.

Como esta proposicdo serd a base da constru¢do do H-toro, serdo mostradas as

equacgdes de Frenet que determinam explicitamente F em termos de w nas coordenadas
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(s, t):

F’ = w'F — OF + e“senhw - N,
F' = oF + o'F,
F=-wF +&F +e“coshw - N, (3.3)
N = —e%senhw - F/,
N =—“coshw -F,
Onde N denota o campo vetorial unitdrio associado com a aplicacdo de Weingarten

A. Posteriormente serdo usadas também a curvatura «; e a torsdo t; das A;,—linhas de

curvatura (i = 1,2) vistas como curvas em R® :

K2 = e - (& + senh*w), Kéfwd = -,

K2 =e . (?+coshPw),  1E=evw, (3.4
k3T =e " (senhw- &' — coshw - @) '
K5 Ty =€ (coshw - @' —senhw - @W’).

O préximo teorema torna as descrigdes locais em um resultado global.

Teorema 3.4. As proposicoes (3.2) e (3.3) determinam as seguintes aplicagoes injetivas:

1 .
{H = 5 —toro T? & R® com ponto base po} / { movimentos em ]R3}

>IN = {a): R*— R|w é solugdo de (3.2) e é invariante com respeito a algum reticulado A C IRZ}

=t {H = % — imersdes F:R* s R*|F(0) =py, e -F(0)=by, ee™-F(0) = bQ},

Onde by, by, by formam a base candnica do R®. Reciprocamente, a aplicagdo iy determina um ho-
momorfismo X, : A, = {A € R?|w(A(x)) = w(A + x) = w(x), Vx € R?} — {movimentos em IR?},
e a imersio F = iy(w) é equinvariante sob A, com respeito a X,, isto é,: X,(A) o F =
Fo A, YAeA,

Para w € M, de um modo geral, o grupo de simetrias translacionais é um reticulado

em IR%. Porém, este grupo pode ndo ser discreto em casos especiais.

Defini¢do 3.5. Dados a,b > 0, dizemos que uma solugio de w : R* — R da equagio senh-
Gordon(3.2) pertence a:
i) ML se, e somente se, ela for invariante pela agio do grupo Ty , gerado pelas reflexdes

das quatro linhas =0,s=a,t =0et =0
_bb
2" 2

.. D n a a .
i1) ‘Jﬁab , se, e somente se, 0 retangulo R, = _E' E X ¢ uma componente

conexa de {(s,t) € R? | w(s,t) > 0}.
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A\ 4

| |
| |
| |
! :
| |
| |
| |
____J_________Jl_____ _____

|

| |
| |
| |

Figura 2: O retangulo R,

Observagio 3.1. 1. Assolugdes w € imfb anulam-se na fronteira do retangulo R, e po-
dem ser reobtidas a partir de sua restricdo w|g , quando extendidas naturalmente

como uma fung¢do impar com respeito a todas as extremidades da fronteira.

2. Observe que MO C M, para todos a e b positivos.

Considerando que w € M!, paraa, b > 0, o conjunto de ponto fixos de uma reflexao
7 € I'; é uma linha horizontal ou vertical em IR?, e portanto ndo é apenas uma geodésica,
mas também uma linha de curvatura. Sob F ela é, portanto, aplicada sobre uma curva
plana ¢ em IR%. Pelo teorema fundamental da existéncia e unicidade, a superficie imersa
é simétrica com respeito ao plano que contém c, e é perpendicular a superficie. Logo
obtem-se um homomorfismo W, : Ty, — Isom(R®) que coincide com X,, no subgrupo
de indice finito I';, N A,, e a imersdo F é equinvariante sob I';, com respeito a Wy,

Como I, preserva linhas de curvatura, foi provada a seguinte:
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3.1.3 Condicao para w descrever um toro

Proposicao 3.6. w descreve um toro se, e somente se, todas as A1— e todas as A,—linhas de
curvatura fecharem-se. Ou, equivalentemente, se, e somente se, a Ay—linha de curvatura planar

c1:s = F(s,0) e a Ay—linha de curvatura planar c,:t — F(0, t) ambas fecharem-se.

O que foi dito na Proposicdo (3.6) pode ser interpretado da seguinte forma: a curva

planar c; fecha-se, se, e somente se, 0; € (Q\Z) - 7 ou
GjEZ'T( e Qj:O; j:1,2.

Aqui utilizou-se as seguintes quantidades:

3.1.4 O éngulo 0; e a disténcia g,

1. o angulo 0; entre dois planos simétricos consecutivos perpendiculares a cj, isto &,

os angulos:

0, = 4£(F'(0,0),F'(a,0)) = fﬂ senh w(s,0)ds,
0
(3.5)
b
0, = 4(F(0,0),F(0,b)) = f cosh w(0, t) dt,
0

e

2. a fungilo distancia orientada o, entre tal par de planos, que € definida no caso dos

planos serem paralelos, e serd dada por:

0, = e Y. (F(0,0), F(a,0) — F(0,0)),

3.6
0, = =Y . (F(0,0), F(0, b) — F(0,0)). (36)

Observagio 3.2. 1. O fato de ser usado um grupo de reflexdo I';, e um homomorfismo
W, em Isom(R®) implica diretamente que 0, € Z - ou 0, € Z - 7, isto é, que no

minimo um par de planos simétricos é paralelo.

2. No caso em que w € smfb C smgb, é claro, a partir da férmula acima, que 6; =0
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4  Solucées explicitas da equacgdo
senh-Gordon

4.1 Introducao

Neste capitulo serdo classificadas todas as solugdes real analiticas w: R> - R do
seguinte sistema:
Aw +sinhw - coshw =0 41)
senhw - @' —coshw - ww' =0 @
De fato, pela regularidade eliptica, w é automaticamente real analitica, uma vez que
ela é assumida como sendo localmente limitade e mensuréavel.
A segunda equagdo surgiu, basicamente, por razdes geométricas; ela é precisamente
a condigdo que todas as A;-linhas de curvatura da H-superficie correspondente sejam
planares (conforme (1.4)) e conduzira as solugdes explicitas da equagdo senh-Gordon;
além disso ela induzird uma separagdo de varidveis e reduzird o sistema (4.1) a um

sistema de equagdes diferenciaias ordindrias.

4.2 Um sistema auxiliar

Para analisar o sistema (4.1) considere, inicialmente, a funcdo W = coshw e as

respectivas solugdes, real analiticas, do seguinte sistema:

(W2 =1)- AW = W - [VIWR + W - (W2 = 1)2 = 0

. . (4.2)
(W2=1)- W —2W-W W =0

Teorema 4.1. As solugdes real analiticas W : R> = R do sistema (4.2) sio precisamente as



4.2 Um sistema auxiliar 30
fungdes dadas por
W=(1+£+¢) " (f+9), (4.3)
onde s = f(s) et > g(t) sdo fungdes meromorfas de uma varidvel que sdo solugoes de
fP=f+Q+c-d)f*+c
" =23+ 1 +c-d)f,
f=2f+ L+ c-d)f s
FP=gt+(1—-c+d)g*+d,
§=2¢+1-c+d)yg.
para algumas constantes c, d € R
Além disso, f e g podem ser reobtidas a partir de W por
W =- -(W?2-1),
fls)- (W2 - 1) ws)

W = —g(t) - (W2 = 1),

exceto quando W? = 1.

Observacio 4.1. 1. Quando W? = 1, entdo, claramente (1+c—d)*—4c = (1—-c+d)*—4d =

0.

2. Asequagoes de segunda ordem para f e g em (4.4), ndo podem ser retiradas, uma

vez que elas excluem certas solugdes envolvendo as equagdes de primeira ordem.

3. Mostramos que W = +1 nos polos de f e g.

Demonstracdo. - Passo 1

Uma funcdo W: R?> - R, real analitica, é solucdo do sistema (4.2) se, e somente se,

existem fun¢des meromorfas f e ¢ de uma varidvel tais que as equagodes (4.3) e (4.5),

sdo verificadas.

Considerendo, inicialmente, o caso em que W # 1, tem-se, apartir de (4.5):

W/(W2 = 1)1 = f(s) = (W' (W2 — 1)-1)'=0e WW2 - 1) =—g(t) = (W (W? - 1)) =0.

Como (W’(W2 - 1)‘1) = WW?-1)"1 - W(W?-1)"2.2WW = 0, obtem-se

W/(W? = 1) = 2WWW’ = 0.

A equagdo (W? — 1)VW — W - [VIW]> + W(W? — 1)* = 0 serd obtida de W = (1 + f* +

¢)7H(f" + ¢) através de (4.5). De fato, de (4.5) tem-se que

W’ = —f(W? = 1) = 2fWIW' e W = —g(WA(W? = 1) - 2gWW.
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Como AW =W" + W,

AW = —(W2=1)(f +g) - 2f W (- f(W? = 1)) — 2gW (—g(W? - 1))
= —(W*=1)(f +¢) +2f*W(W?* = 1) + 2 W(W? - 1),

W1+ £+ &%),

ecomo f'+¢

AW ~WW? = 1)1 + 2+ &%) + 22 IW(W? — 1) + 2¢*W(W? - 1),

= —-WW?=1) - PWW? = 1) — FW(W? = 1) + 2fPIW(W? — 1) + 2¢°W(W? - 1),
= -WW?=1)+ FPWW? - 1) + FW(W? - 1)
= —WW?=1)+ WIW> = 1)(f* + &°).

Assim, (W? — 1)AW = —W(W? — 1)2 + W(W? = 1)*(f* + ¢?).
Mas, de (4.5), tem-se:

IVWE = fA(IW? =12 + 2(W? = 1)! = VWP = fA(W? - 1)*(f* + &%)
Portanto, (W? — 1) AW = —W(W? — 1) + WIVW[2. Ou seja,
(W? = DAW —= WIVIWP? + WW? = 1) =0
Se W? = 1, a tinica condicdo que ndo é a priori, nula é a equagéo
W=+ f2+g)7U(f + 9.

Como, f/+¢=WA+f+¢) =W+ f)+WQPB+g?), com a+p=1,podese
considerar as equacdes diferenciais ordindrias f' = W(a + f?) e ¢ = W(B + ¢°).
Passo 2

As equagdes (4.3) e (4.5) implicam que com constantes apropriadas ¢ e d teremos:

freafref

e a3 7 (4.6)
§=2¢g+d-g

Logo, f e g sdo fungdes elipticas.

Derivando a equagdo (4.3) com respeito a s,
W= -(1+ P+ )7 N+ + A+ 48 f7
Por outro lado, —f(W? = 1) = —f((1 + f* + ¢)2(f’ + ¢)* — 1), de onde obtem-se

—fW? =) =—fA+ P+ (f+9°+f
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Como W’ = —f(W? - 1), entdo

A+ P+ )R +Y+ A+ P+ =—f(1+ P+ )+ + f
Ou seja,

2f (' +8) (P
Y T Y o B e Y o

E assim,

PR (RN (53 (AT
Sl (AR (Lt g

124 (/+ .) ! ‘ )
1+/{2+82 + (1{‘,_?2 +i,2)2 ((f +8-2f)

f” [ +8) o
1+f2+g2_(1+f2+g2)2'(_g+f)

f// f,z_g-z

B 1+f2+g2_f(1+f2+g2)2' (4.7)

Multiplicando por 2f” os dois membros dessa igualdade, resulta em

D fr £ 12 52
e

Observando que

zf/f// ~ 2ff/(f/2 _ gZ) ~ f/2 _ gZ ’
1+2+¢ (A+f2+¢)2 \1+f2+¢2)"

f/2 _ g2
1+ f2+¢2
plicando por f esta igualdade e por (1 + f? + ¢%) a equagdo (4.7), obtem-se

f/Z _ g'2 _ f/2 _ g'Z

_J o 3 "o — 3 2 .
f1 TPt g fP+fk@) e f TxP+g f+f +fg, respectivamente.

e integrando esta expressdao com respeito a s, obtem-se = f* + k(). Multi-

Somando estas duas equacdes, f” = 2f° + f(1 + ¢* + k(t)). Como f ndo depende de

t, pode-se considerar 1 + g(t)* + k(f) = ¢, de onde conclui-se que
" =2f+cf.

De modo analogo, mostra-se que
§=2¢+dg.

Passo 3
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Observe que as equagdes (4.6) tétm como integrais

fP=ft+cf>+c

) (4.8)
¢P=g¢"+dg?+d

Além disso, qualquer solucdo de (4.6) e (4.8), define fungdes W: R* — R dadas por
W=@0+ 2+ (f +29).
Afirmacao: As fungdes f, g, e W satisfazem as equagdes (4.5) se f e g forem solugdes
das equagodes (4.4).
Demonstragio da afirmagdo:

f// ~ f . f/2 _ 8‘.2
1+ f2+¢2 1+ 2+ g%)?
equivalente a W = —f(s)(W? — 1) dada por

Substituindo

= f em (4.6) e (4.8), obtem-se a equagao

0=(@C+d-2)f¢+d-c+c-1)f (4.9)

De forma similar, encontra-se uma equagéo equivalente a W = —g(t)(W? — 1) que
sera dada por

0=C+d-2)f’¢g+(c—d+d-1)g (4.10)

Isso demonstra a direcdo ”se”da afirmacao.

Para obter o “somente se”, considere, inicialmente, que W # 0. Sem perda de gene-
ralidade, pode-se supor que g ndo é constante. Se, além disso, f ndo é identicamente
nula, entdo segue-se da equacdo (4.9) quec=1+c—ded=1-c+d.

Se f = 0, entdo a equacdo (4.10) implicaem d = 1—c+d. Como ¢ pode ser modificada
arbitrariamente, a afirmacao estd provada.

O caso em que W = 0 é mais simples, pois as equagdes (4.5) implicam diretamente
que f = ¢ =0. Logo c =d = 0, e tanto ¢ como d poderdo ser escolhidas arbitraria-

mente. O

4.3 Uma familia de funcoes elipticas

As fungdes s = W(s,t) podem ser vistas como uma familia de fungdes elipticas

parametrizadas pela curva eliptica determinada por g.

Proposicao 4.2. Sejam f, g e W como no Teorema (4.1). Entdo W é uma solugio das sequintes
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equagoes diferenciais de primeira ordem:

. 2
”_ _ c &
|

W2 = (W2 - 1)[%f2 —(1+ fz)(W - #) ]

Demonstragio. Sera provado apenas (4.11)i, pois a demonstracdo de (4.11)ii é inteira-

(4.11)

mente andloga.
Como W =—f(s)(W? = 1), W? # 1. Entao W? = f2(W? — 1)>. Assim, para provar

(4.11)i basta mostrar que

. 2
FW-1) =5 +Cg2 -1 +g2)(W— : fgz) (4.12)

Para isto, observe que, a partir da equagdo
W=+ +¢)7(f +9)
obtem-se,
A+ +W=f+g
Adicionando —2¢ aos dois membros dessa equagdo, resulta em,
A+ f+W-2¢=f-¢
Multiplicando a equagdo acima por (4.3),

A+ f+PW=-29W = A+ +)(F+9f -9

(Wz + fzwz + gzwz _ 2gW) f'z B g-z
1+ f2+ g2
W2+ W1+ PIW=-2¢) = fP—¢+c—d (4.13)

pois, de (2.4),

-8

ffrQ+c—d)fr+c—(¢*+ A —c+d)g +d)

it fPrcefr—dff+c-¢-¢ +cgt—dg* —d
firfg@+frcf—df +c-g' - 8- +cg® —dg’ —d
A+ A+ -A+ P+ +A+ P+ — 1+ f2+¢H)d
A+ P+ (P - +c—d)
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Continuando, de (4.13),
W= f2 = WA+ g)W -2 - ¢ +c—d
FPW?=1) = -W(1+¢)+2Wg-¢* +c—d (4.14)

De (4.4)iii  ¢*> = ¢* + (1 — ¢ +d)g* + d. Portanto

—&F+c = ¢t —FHcg+c—dg —d=01+g¢)(-¢ +c—d), ouseja,
;2
—ltc—d = -8 ¢
g +c—d 1+g2+1+g2

Finalmente, substituindo em (4.14),

52

2(TAT2 - _I\2 2 . g c
f(W°-1) W (1 + ¢°) +2W¢ 1+g2+1+g2
_ ¢ e 2W8 g 2
1+ ¢ ( 1+g2+1+g2)(1+g)
. \2
_ ¢ (w__Z
SR e LAY

4.4 O espaco paramétrico

Resta caracterizar as solugdes W que surgem como coshw para alguma solugao real

analitica w do sistema (4.1). Como W > 1 e, portanto, c = a? > 0 e d = % > 0 (cf.4.11).

4.4.1 Existéncia de solug¢des

Teorema 4.3. O sistema (4.1), admite uma familia de solugdes w real analiticas, com dois

pardmetros, que estd definida em B = {(«, ) € R?*|a, B > 0ea + B > 1} pelas equagdes:

cosho=W=0+F+¢) - (f+9), w(0,0) >0 (4.15)
@' = —f(s) - senhw, (4.16)
@ = —g(t) - senhw
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onde f(s) e g(t) sdo as funcdes elipticas determinadas por:

fFP=frQ+@-pP)f2+a%,  f0)=0, f(0)=a,

: 4 2 2\ 2 2 ; (4.17)
F=g+1-a+p)g+p,  g0)=0, £0)=p

Reciprocamente, se w é uma solugdo real analitica do sistema (4.1), entdo w é limitada
globalmente, |w| alcanga seu madximo, e, a menos de translagio, w ou —w estd contida na familia

acima.

Observe que a ambiguidade de arccosh em uma vizinhanca de um zero de w é
solucionada pelas equagoes (4.16).

Discutiremos rapidamente as solu¢des especiais na fronteira d8 do espago pa-
ramétrico. Verifica-se facilmente, que a solugdo trivial w = 0 corresponde a todo o
segmentoa+p =1, a, f>20emdB. Osraiosa =0, >1ep =0, a > 1 parametri-
zam solugdes w que sdo unidimensionais no sentido em que dependem apenas de t ou
apenas de s. Elas descrevem os dois tipos de equagdes de Delaunay mencionadas na
secdo inicial.

Por simplicidade, assumiremos agora que @, f > 0 e a + > 1. O comportamento
qualitativo de f depende de forma crucial, se f* + (1 + a? — %) f% + a? tem zeros reais ou
ndo. De fato, sobre o eixo real, qualitativamente f assemelha-se as fun¢des tangente,
tangente hiperbdlica ou seno, quandof < a+1, = a+1oup > a+1, respectivamente.
Outra forma de expressar esta diferenga é a seguinte: Como a # 0, podemos falar do
menor zero positivo a = a(a, ), de f. Quando f > a+ 1 (B < a + 1), entdo a(a, f) é um
meio periodo (respectivamente, um periodo) de f. Sobre a linha dobordof =a+1a
fungdo f ndo tem zero positivo e 2 = +00. Uma afirmagdo similar é vélida para o menor

zero positivo b = b(a, ) de g.

Demonstragio. i) Recordemos que o sistema (4.2) foi obtido a partir do sistema (4.1)
quando substituimos W por coshw. Reciprocamente, uma solugdo real analitica W do
sistema (4.2) que é > 1 define uma solucdo w do sistema original.

Devemos ter um pouco de cuidado nos lugares onde W = 1. Como, no teorema
(4.3) as fungdes f e ¢ possuem apenas polos simples com partes principais (s —s)"! e
(to — )71, segue-se das equacdes (4.5) que a solucdo W pode assumir o valor +1 apenas
com multiplicidade 2, exceto quando W = 1. Logo, uma solucdo W que é > 1 em algum
ponto, é > 1 em todos os pontos. Vemos que w pode ter apenas zeros simples,
contanto que w # 0. E, que as equagdes (4.16) sdo uma mera forma de reobtermos (4.5)

na varidvel w. Como W(0,0) =a+p>1e W =1paraa+ =1, a afirmagdo do item i)
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estd provada.
ii)  Basta mostrar que para qualquer solucdo real analitica W > 1 que néo é
identicamente 1, as fungdes f e g terdo zeros sy e f, tais que a = f'(so) e p = ¢(to) > 0.

Uma vez que W > 1 entdo
f+521+f+¢=fG)+8tt)=>1=>a+p>1

Serd mostrado, inicialmente, que f terd um zero sy. Se olharmos a equacéo (4.5)i
como uma equagao de Riccati, ou seja W = —f(s)W?(W? — 1), para as fun¢des limitadas
s = W(s, t), segue-se que f ndo pode ser, longe de zero, uniformemente limitada em IR.

Passando ao limite f — 0 a condi¢do W > 1 implica em ¢ > 1+ ¢*. Pois, como W =

A+f2+¢*) 1 (f+8),quando f —» 0, W = 1 fgz > 1. Assim, por ¢ = ¢*+(1—c+d)g>+d,

tem-se d > 1 Combinando essas desiguladades, f' = fe ¢ =1+ ¢*>. Logo W = 1. Uma

contradicao. 0
Bl weur p=arl

W\

Conjunto Nodal
= U linhas t = cte
= linhas “horizontais”

Superficies
de Delaunay B
com meridianos —
a=p+1
w € *m{b
Conjunto Nodal

= U linhas s = cte
= linhas "verticais”

/ [/

linha de bifurcacao 1 1 o
Superficies

de Delaunay
com meridianos

Figura 3: As diferentes pecas do espaco paramétrico B
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Proposicao 4.4. (ver Figura3:). Suponhaquea, p>0ea+ > 1.

i) Exceto quando o — | = 1, a solugdo w é invariante pela reflexdo do grupo L'y, comaeb
como acima (notagdo como introduzida na secio 1),

ii) Sela—B| < 1, entdo as componentes conexas de {(s, t) € R* | w(s, t) # 0} sido retangulos;
mais precisamente w € D com a e b como acima. Caso contririo p > a+1oua >p+1,e
o complemento do conjunto nodal de w consiste de faixas horizontais ou verticais, respectiva-
mente.

iii) A faixa BP = {(a, B) € Blla — Bl < 1} em torno da diagonal no espago paramétrico é
aplicada difeomorficamente sobre o conjunto RP = {(ag, by) € R3 |ay* + by? > ). Este con-
junto contem as extensoes de todos os retingulos Ry, que possam surgir como uma componente

conexa do complemento do conjunto nodal para uma solugio w da equagio senh-Gordon(3.2)

A parte iii) desta preposicdo assegura que ndo foi perdido nenhum retangulo

quando da imposi¢do da condigdo adicional (4.1)ii no inicio deste capitulo.

Demonstragio. Para verificar os itens i) e ii) da Proposicdo, basta olhar nas equagdes
(4.16) que w é par em todos os zeros de f e ¢ e impar em todos os polos dessas

funcgdes. O
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5 Interpretacdo Geométrica das
solucdes w

5.1 Introducao

No capitulo anterior foi mostrada a existéncia de uma familia real analitica, com

dois parametros, de solug¢des w = arccos W, do sistema

Aw + sinhw - coshw =0

senhw-w' —coshw-w'w =0

De agora em diante, serd usado U para denominar esta familia de solugdes. E
natural supor, que se houver uma simples troca de cosh por senh, é claro, com a con-
sequente mudanga em um par de sinais, também vai existir uma familia de solugdes

w = arcsenh W, real analitica, com dois parametros, para o sistema

Aw +sinhw - coshw =0 (5.1)

coshw - —senhw-o'w=0

De fato, tal familia existe, e serd denominada V, definida em um espaco paramétrico
apropriado. Entretanto, alguns dos resultados que serdo obtidos para as H- superficies
ao usarmos as solugdes pertencentes a familia U, ndo poderiam ser obtidos através
da familia V. Por exemplo, a familia V ndo contém H- toro fechado, enquanto que a
familia U contém! E é exatamente a avaliacdo do critério de ”ser fechado”a principal
meta deste capitulo.

Considerando as func¢oes

(FG 0, F 0,8 e (5.2)
cos (s, t) = e D= OD . (F'(s, 1), F/(0, t))- (5.3)

@(s, t)
U(s, t)
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Lema 5.1.
GlU = (14¢) Wegef —28& o & (5.4)
8 & 1+ f2+¢2 1+ f2+ g2 '
u? = (1+g)"-A-Uw)-((al+g7-(1+g), (5.5)
U = (1+/A7-A-U)-((BU+ f)? =1+ ) (5.6)
Demonstragiio. Podemos verificar que ¢’ = |F/| - k; = e e29(a? + senh’w) = e -

e~ Va? + senh?w. Como @ = —g senh w, entdo @* = ¢*senh*w.
Portanto ¢’ = /(g2 + 1) senh?w = /g% + 1senh . Como W = cosh w, entdo senh’w =
1 1 1
W2 + 1 ou seja senhw = <W2 - 1)2. Assim ¢’ = (1 + g2)2 : (W2 - 1)2.

Por outro lado, da expressdo (4.11) tém-se

=1 09 ]

Logo,
dp ¢ _ (1+ %) (W2 - 1)}
dw — wr N ) ¢ \2\?
(W2 — 1)? (ng —1+g)(W- 1+gz) )
L \2\"2
_ 2\ c 2 8
= (1+¢) [1+g2—(1+g)(W—1+g2)]
1\ S 2
_ _ 2 _
- (1+g2) (1+gz (1+g)(w 1+gz))
) c _(W_ Iy )2—2
(1+g?) 1+g2
Assim,
d_(P:_ > o g 2\73
dw (1+g2)2 1+¢?
Portanto,

Fazendo A= @ e B= g = goz—f(Az—(W—Bf)_EdW
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NI=

Q = —f(A2(1—($)2)1) dW
(- ()

Considerando # =cos¢p = dW =-Asenpdo. Logo,

BS)
Il

—% f(l — cosz(/))_% (—Asen qb) do
f (senZQb)_% sen ¢ dob
f (senqb)_l sen ¢ do

fos

= ¢
Como,
W-B
(p—arccos( 1 )
Entdo
o (W—B)
¢ = arccos|{—
Ou seja,
wo &
_ _ W-B\_W-B_ 1+g (1+g)W-g
U—COS(p—cos(arccos( 1 ))_ 1= = = " =
1+¢2
— 2 R 2 =1/ g7 . _-_f’+g+f/g2+gg2_.
al=1+gW-g=1+g)A+f+g)(f+§-¢= 17 it g §
De onde se conclui que,
’ 1+g2 2 g
au_f1+f2+g2_f1+f2+g2
ifi . 0(U+g2
Para verificar (5.5) observe que alU = (1 + ¢*»)W — ¢. Portanto, W? = T e
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’r 2 ’ ’r al’ 2 _ azu/z LI .
(e =1+ )W =W = T+ g = A+ or Substituindo em (5.5)i,
, 2 _ 2y2 2 : L \2\\?
al’  _ (aU+9)-1+g%) a _(+g) al+g g
1+ ¢2 (1+ g?)? 1+¢2 1+¢> 1+g?
(@U+g?—1+¢)\[ a? o au \))
= (1 + 22 ; —(1+g%) 2
8%) I+g L+g
L {{@U+gR-(1+gP\ [ @ W \)
Bl (1 + g2)? 1+¢2 1+¢2
Entdo,
a?U? (el +g)?—(1+g¢%)7\(a?(1-UP)
(1+g%)? (1+ g%)? 1+¢2
U? = (al+gP?-(1+g))1-UAH1+g)"
A verificacdo de (5.5)ii é analoga! O

5.2 Descri¢ao das H-superficies com A;-linhas de curva-
tura planares

Proposicao 5.2. 1. Odnguloentreovetor N, normal a superficie, e qualquer plano contendo
uma Ay-linha de curvatura é constante ao longo desta curva: A tangente deste Angulo é a

fungdo g que foi introduzida na segdo 2 por motivos puramente analiticos.

2. Quando > a+ 1, entdo 61 = e o < 0 (ver (1.6)) exceto quando o = 0. As A;-linhas
de curvatura parecem uma sequéncia de letras I; deve-se imaginar que os circulos das

superficies de Delaunay estourem, se tentarmos dobrar a superficie.

3. Quando p < a + 1, entdo 01 = 0 e o vetor tangente de uma A,-linha de curvatura, oscila
em torno da normal sobre um plano de simetria, interceptado perpendicularmente pela
linha de curvatura. A amplitude do dngulo é menor que m. A tinica curva plana fechada

tem a forma de uma figura 8.

1
4. Quando p < a—1, entdo o vetor tangente das A1-linhas de curvatura — F (s, (n + E) . b) ,

, . . 1
n € Z, permanecem em um semi-espago aberto fixo; sua projegdo sobre F’ (O, (n + 5) : b)
é positiva em todos os pontos. Portanto, nenhuma Ay-linha de curvatura planar pode ser
fechada.
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5. Para obter-se uma imersdo com Aq-linhas de curvatura planares, é necessirio que o

0(— superficies de Delaunay), ou que (a, p) estejam na faixa diagonal aberta BP
{(@,p) €B; |a—pl <1}

Demonstragio. O item 1) da Proposicdo segue diretamente das equacdes (3.4) e (4.16)
Para a demonstracdo dos itens 2) e 3) serd usado o Lema. Por um argumento
homotoépico, basta considerar aquelas A;—linhas de curvatura s — f(s, t) para as quais

g(t) = 0 e ¢(t) = B. Entdo, a expressdo no lado direito de (5.5), no Lema (5.1) tem zeros

em
2
(1-?)((@u+p)*-1) =0,
-1 1+ 1- -1 1-a+1
ouseja—1, 1, P , — ﬁ. Portanto, paraff < a+1, P = —‘B > at =-1.
a a a % a
1-8  1+8 B : 1-p
Como R logo, para p < a + 1, a fungdo U = cos ¢ oscila entre el

Provando o item 3) da Proposicao.
Quando B > a + 1, temos que 8; = 1 e U oscila entre —1 e 1. Para verificar que

01 <0, calculamos:

F/

(P/

1

K1.

)
dg

Agora é suficiente observar x; = /1 + g2 1(1—e72¥) é positiva e mon6tona decres-
cente para s € [0, a]

A hipétese B < a — 1 implica que G* + (1 — & + B2) - G + f* tem uma menor raiz
positiva G no intervalo (0, a — 1). Logo a funcio ¢ deve oscilar entre — VG e + VG
levando seus valores extremos para t = (n + %) b, n € Z. Levando estas informacdes
para a equagdo (5.5), vemos que U’ anula-se se, e somentese U = +1ou U = i% (G+1).
Como U(0) = 1, U oscila no intervalo [i (G+1), 1]. A afirmacdo segue da defini¢do
de U e da Proposicdo (3.6)

O item v) é obtido a partir das informagdes contidas nos itens anteriores.

O

Para (a, B) € BP, a funcdo ¢ tem polos, e portanto, existem A;-linhas de curvatura
especiais, que estdo em planos tangente a superficie. Isto quer dizer que a condicado
para que uma A;-linha de curvatura seja fechada, isto é, g1 = 0, pode ser verificada

facilmente para esta A;-linhas de curvatura “singulares”. E um cédlculo direto, usando
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a férmula (2.9) para passar ao limite g — oo nas equagdes (4.2) e (4.3.i):

Uo = f - f (5.7)
Uz = 2a-(Us+q)(1-U%), (5.8)

1

ondel+g= 2—(52 — (a = 1)?). Recorde que |[F’| = 1 ao longo destas linhas de curvatura
a

especiais. Assim elas sdo, a menos de congruéncia, univocamente determinadas pela

fungdo U, = cos . Observe que g € (-1, 1) pois nos restringimos a (¢, f) € B"

5.2.1 Condicdo para as A;-linhas de curvatura serem fechadas

Lema 5.3. A condigdo das A1-linhas de curvatura "serem fechadas”é uma condigdo em q, isto é:

1 udu
0= . 5.9
L VA=W +q) 59)

Esta equagdo determina um tinico q € (0, 1), que é aproximadamente 0, 652229 . ..

Onde g = %(,B2 — (@ —1)*) = 1. O argumento acima mostra que o lado direito de

1 . . . .
(5.9) é exatamente 5 V2a vezes a quantidade g, introduzida em (3.6). Isso explica o
lema.
De fato, as A;-linhas de curvatura especiais possuem uma interessante propriedade

geométrica:

Proposicao 5.4. Todas as Ai-linhas de curvatura (da familia 0) que estdo em um plano que

tangencia a H—superficie sdo eldsticas, isto é, pontos criticos de

F(c) = f|K(S)|2 ds.
Demonstragdo. Mostraremos que

, 1
K2 = - (k3 = 2a(1 + ) (13 + 221 - 7). (5.10)
Como «x; = ¢’, temos:

k3 =1-U%)" U2 =2a(Us +9),

e a expressdo (5.10) serd obtida a partir da equagéo (5.7) O

Resta-nos investigar quando as A,—linhas de curvatura também sdo fechadas.

Usando a Proposicdo (4.2) e o Teorema (4.3), vemos que 0,, introduzida em (3.5),
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torna-se:
b b .
a+
ezzf (W,O)dt:f S at,
0 o 1+g
ou seja,
® a-dg
+ para a<f+1,
o (1+ )V + Q-2+ P+ B2
0, = (5.11)
o WdW
para a>p+1.
ap VW2 -=1)(@+B-W)B—a+W)

Recordemos que no interior do espago paramétrico B o conjunto g, = 0 é dado pela

hipérbole:
Fr=(a+q’+1-7,

(5.12)

onde g é como no Lema 4.3. Esta curva claramente estd na faixa @ < f < a +1; iniciando

no ponto («, ) = (0,1).

5.2.2 Condigao para as A,-linhas de curvatura serem fechadas

Lema5.5. 1. 0, é mondtona crescente ao longo da curva f* = (a +q)* + 1 — ¢*.

2. 6,(0,1)=m
3. lim Ox(a, @ + €) = 21, uniformimente para € € [0,1]

Demonstragio. 1) A partir da expressdo (5.11), para f > «

20 _ [~ (8" + p)dg
9 6, =
N R

>0

« d
(i + i) 6, = g il ﬁ (ﬁ a)) § >0
a  Jp oo gt + (1 — a2 + pA)g2 + 2
O vetor t ted =0é binaca de — i 9
vetor tangente da curva ¢g; = U e a combinagao convexa de oa e oa aﬁ

3) Como o fator

a
V& + (1 +2ae +€2)g2 + (a +€)?
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na expressdo (5.11) converge monotonicamente para 1 quando a — oo, temos:

(oe]

d
lim O(a, a0 + €) = f 1 +gg2.

A uniformidade em € segue da desigualdade:

O(a,a+1) < Ox(a,a + €) < Or(ar, )

O
=a+1
p P =g a1
o =
Superficies
de Delaunay
(Nodoside ) s
/
6=0— a=p+1
62 =TT —
92 =T
0:1=0
6 =7 . { 0, =m Superficies  «
o =0 de Delaunay
(Onduléide)

Figura 4: O espago B e a discussdo de ”ser fechado”em termos de 04, g,, 0>, €0,
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Recordando que, por convencdo, A; < A,, a discussdo acima esta sintetizada no

teorema:

5.2.3 Teorema Principal

1 . . .
Teorema 5.6. Dado um 0 € (1, 2m) tal que o O é racional, existe precisamente um toro com
T

1
H = 5 as A —linhas de curvatura planares, e 0, = 0.
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6 Apéndice A

Asimagens desta e da proxima pédgina, foram obtidasem [11]. Asimagens seguintes

foram conseguidas através do software javaview obtido em [12]

Figura 5: O Toro de Wente...

Figura 6: ... com trés l6bulos
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Figura 7: O interior do...

Figura 8: ... toro visto...

Figura 9: ...através de cortes
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Figura 10: Imagem do foro transparente.

Figura 11: Interior do toro visto através de corte nos 16bulos

Figura 12: Imagem da interseccdo do toro com um plano escolhido adequadamente
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