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Resumo

Este trabalho esta inserido no Projeto AProvaME — Argumentacao e Prova
na Matematica Escolar — que tém o objetivo de fazer um mapeamento das
concepgdes sobre argumentacao e prova de alunos adolescentes em escolas do
Estado de Séao Paulo, bem como a elaboracao, aplicacao e avaliacao de situagbes
de aprendizagem sobre prova. Para isto, apresentamos uma seqiéncia de
atividades que abordam conceitos da Geometria Espacial, em particular
envolvendo paralelismo e perpendicularismo. Esta sequiéncia foi elaborada e
aplicada a seis alunos (14-16 anos) de uma Escola Publica Estadual, com o
objetivo de contribuir para o desenvolvimento desses alunos quando inseridos
num contexto de argumentagdo e prova em Matematica. Como auxilio neste
processo, usamos o software Cabri-Géométre, com a hip6tese de que este
poderia dar suporte a visualizacao dos objetos em estudo. As analises mostram
que, embora os alunos nao tenham atingido um nivel de prova intelectual, houve
um avanco significativo na identificacdo de propriedades e elementos pertinentes
das figuras para justificar suas respostas. As situagbes despertaram um visivel
interesse nos alunos, permitindo discutir alguns aspectos que devem ser
considerados na elaboracdo de uma prova em Geometria, relacionados

principalmente a interferéncia de elementos espaciais das representacdes figurais.

Palavras chaves: Argumentacdo, Prova, Geometria Espacial e Educacgao

Matematica.



Abstract

This work is inserted in Project AProvaME — Argumentation and proof in
School Mathematics - it has the objective of to do a map of conceptions about
students and adolescent’'s argumentation and proof in schools at State of Sao
Paulo, how this the preparation, application and valuation of the learning situations.
To that we expose one sequence of activities that broach Spatial Geometry
Concepts, how parallelism and perpendicularity. This sequence of activities was
applied to six students age between 14 and 16 years in a State Public School, with
the objective of to contribute to the development these students when they are
inserted in a argumentation and proof’s context on Mathematics. How assistance in
this process, we used the software Cabri-Géometre, with the hypothesis that this
could to give a support to visualization of the object in study. The analysis presents
that, though the students hadn’t searched a level of intellectual proof. There was
an important advance on search proprieties and pertinent elements of the figure to
justify their answers. The situations woke-up a visible interest on the students,
permitting to discuss some aspects that have to be considered in the elaboration of
a Geometry proof, related principally the interference of the spatial elements of

figural representation.

Key words: Argumentation, Proof, Spatial Geometry, Mathematics Education.
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Apresentacao do Estudo

Neste trabalho, buscamos investigar as possibilidades de levar alunos da
Educacao Basica, mais especificamente das séries finais do Ensino Fundamental
e do Ensino Médio, a desenvolverem habilidades de argumentar e provar, quando
confrontados a atividades de formulacdo de conjecturas ou questionados sobre a
validade de certos resultados ou sobre o porqué de certas propriedades em uma
dada situacao. Por se tratar de uma tematica muito complexa e geralmente pouco
tratada por professores de Matematica, acreditamos ser este estudo relevante,
podendo colaborar com a melhoria do ensino de Matemética, no que se refere
particularmente a producao de argumentos e provas pelos alunos.

Nosso estudo é desenvolvido no contexto do Projeto AProvaME -
Argumentagdo e Prova na Matematica Escolar, mais especificamente relacionado
a Fase 2 como veremos mais adiante, com o objetivo de elaborar e avaliar
situagdes de aprendizagem envolvendo justificativas e provas matematicas. No
caso, tais atividades referem-se a nogdes de Geometria Espacial, a serem
experimentadas com alunos do Ensino Médio (15-16 anos).

Como recurso auxiliar para o desenvolvimento de tais situagdes, optamos
por utilizar um recurso tecnolégico que € o ambiente de geometria dindmica Cabri-
Géomeétre. Atualmente, nao se pode desprezar o efeito que um computador causa
na sociedade em geral, sobretudo nas escolas, e acreditamos que no ensino de
Matematica ndo deve ser diferente. Nossa hipdtese é que este software pode
ajudar na construcdo e tratamento de diversas situagcbes, na visualizacao de

elementos e relagcbes dos objetos geométricos construidos, no tempo para
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fazer/desfazer (ou refazer) uma figura, e num ponto que consideramos
importantissimo: o de levar o aluno a fazer conjecturas. De fato, os recursos, as
possibilidades de manipulagdo direta dos objetos e o tratamento de diversos
“casos de figura” pode favorecer o levantamento de hipéteses baseadas no que os
alunos estao construindo e observando, em particular, com a percepcao de
invariantes na manipulagcdo ou movimentacdo (dragging). Além disso, essas
hipoteses podem ser testadas ou verificadas experimentalmente, e depois de
convencidos da veracidade (ou n&o), os alunos podem encontrar motivagao para
justificar ou refutar a conjectura feita, engajando-se em processos de provas ou
producao de contra-exemplos.

No Capitulo 1, descrevemos o Projeto AProvaME que foi desenvolvido em
duas fases, objetivando colaborar com as pesquisas nacionais existentes sobre
argumentacdo e prova e comparar os resultados obtidos no Brasil com as
pesquisas ja realizadas em outros paises, especificamente a realizada por Healy e
Hoyles (2000) na Inglaterra.

No Capitulo 2, intitulado Referencial Tedrico, procuramos mostrar o que
pensam os Educadores Matematicos sobre argumentacao e prova e os resultados
que obtiveram em suas pesquisas com alunos e/ou professores. Pudemos
observar que existe uma grande preocupacado com este tema, tendo em vista a
quantidade de pesquisas que foram realizadas no Brasil e em outros paises € a
grande quantidade de pesquisas em andamento. Sem duavida, como professores,
ndao podemos deixar de questionar: Por que n&o abordar este tema, propiciando
situacées de ensino nas quais 0 aluno possa vivenciar etapas do processo de

argumentacao e prova, buscando justificar matematicamente suas respostas? Nao
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estaria ele, desta forma, tendo acesso a um tipo de “fazer matematico” importante
para sua formacgdo, e em particular, para compreender essa caracteristica propria
de validacdo em Matematica? Acreditamos que a resposta a ultima questdo €
positiva, sendo uma das principais motivagcdes para nosso estudo.

Ainda neste capitulo, procuramos descrever brevemente alguns fatos
histéricos da questao da prova em Matematica, pois acreditamos que a Historia da
Matematica pode colaborar com o Ensino de Matematica. Fazemos a hip6tese de
que estudando e analisando o desenvolvimento da Matematica no decorrer de sua
Historia € possivel compreender seu presente, no que se refere as caracteristicas
e pertinéncia dos contetdos a serem ensinados. E desta forma, pensamos que é
possivel identificar alguns elementos que possam integrar abordagens de ensino
visando motivar os alunos na busca de resultados e ndo ficarem apenas
esperando resultados prontos.

No Capitulo 3, apresentamos as atividades propostas, juntamente com a
andlise a priori das mesmas.As atividades, neste capitulo apresentadas, sao fruto
da participagdo e discussdao que tivemos durante a segunda fase do Projeto
AProvaME, tendo sido elaboradas, modificadas e testadas por uma equipe do
projeto até ficar na forma de podermos apresenta-las e aplica-las a alunos de uma
Escola da Rede Publica do Estado de Sao Paulo.

No Capitulo 4, apresentamos os procedimentos metodolégicos para o
desenvolvimento das atividades, ressaltando o perfil dos alunos, o papel assumido
pelo professor e os dados coletados durante a aplicagao das atividades.

E para finalizar este trabalho de pesquisa, apresentamos no Capitulo 5 a

andlise a posteriori das situacoes experimentadas. Com a descricdo dos
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resultados e analise dos comportamentos dos alunos, buscaremos elementos para
responder as seguintes questdes: Sera que os alunos tiveram uma experiéncia
pertinente na producdo de argumentos e justificativas matematicas, com as
situagcdes de Geometria Espacial? As atividades apresentadas ampliaram a
compreensao dos alunos sobre o papel e sentido da prova em Matematica?
Assim, pretendemos fazer uma avaliacdo das atividades, a fim de verificar se
foram desenvolvidas de maneira a colaborar com o desenvolvimento dos alunos
dentro do processo de argumentacdo e prova. E ainda, em que medida o
ambiente Cabri-Géométre representa uma ferramenta auxiliar neste processo.

Neste dltimo capitulo, portanto, buscaremos sintetizar os principais
resultados e evidéncias para responder as questdes acima levantadas.

Para concluir, faremos algumas consideragcbes finais sobre o estudo,

indicando as principais contribuigcdes para nossa formagao e atuacgao profissional.

14



CAPITULO 1

O Projeto AProvaME

“Uma grande descoberta envolve a solucdo de um
grande problema, mas ha uma semente de descoberta
na solucdo de qualquer problema. Seu problema pode
ser modesto; porém, se ele desafiar sua curiosidade e
fizer funcionar sua capacidade inventiva, e caso vocé o
resolva sozinho, entdo podera experimentar a tensao € o

prazer do triunfo da descoberta.” (George Polya)

“E das hipéteses simples que mais devemos desconfiar;
porque sao aquelas que tém mais possibilidades de
passarem despercebidas.”

(Poincaré)

Tem-se, atualmente, uma grande preocupacao entre pesquisadores em
Educacao Matematica a respeito da prova na Matematica Escolar. Sabemos que é
um desafio, pois, geralmente deixa-se para desenvolver um estudo sobre
argumentacao e prova em Matematica somente no Ensino Superior. No entanto,
acreditamos que é possivel e necessario abordar esse tema no Ensino

Fundamental e no Médio. E provavel que o desinteresse dos alunos pela
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Matematica tenha também suas origens nesta problemética, pois os alunos estdo
cansados de receber uma Matematica pronta, sem questionamentos, cheia de
regras a serem seguidas ou fatos matematicos a serem memorizados. O Projeto
AProvaMe propde investigar o ensino e aprendizagem da argumentagao e prova,
e em particular, tem o objetivo de desenvolver atividades que levem o aluno a
pensar, a conjecturar, a descobrir e a querer chegar num resultado, justificando-o.
No nosso entender, uma atividade questionadora, motivadora, que desperte no
aluno o querer por resolvé-la, pode devolver vida ao ensino de Matematica na sala
de aula. Foi neste sentido que aceitamos fazer parte deste grupo. Quando fomos
convidados pela professora Lulu Healy, coordenadora do projeto, de imediato
identificamo-nos com os objetivos deste, que foram assim destacados (cf. Anexo
1, p. v):

e [evantar um mapa das concepgbes sobre argumentagéo e prova de
alunos adolescentes em escolas do Estado de Sao Paulo.

e Formar grupos colaborativos compostos por pesquisadores e
professores para a elaboracdo de situagcées de aprendizagem,
visando envolver alunos em processos de construgdo de conjecturas
e provas em contextos integrando ambientes informatizados.

e Avaliar situagées de aprendizagem, em termos da compreens&o dos
alunos sobre a natureza e fungbes de prova em Matematica.

e Investigar a implementagcdo destas atividades por diferentes

professores e assim identificar em que medida sua participacdo nos

16



grupos colaborativos fornece uma apropriacao desta abordagem para
0 ensino e aprendizagem de prova.

e Formular recomendacgdes relacionadas ao papel da argumentacao e
da prova no curriculo de Matematica escolar.

e Contribuir para o debate internacional sobre o ensino e aprendizagem
de prova em Matematica.

O Projeto AProvaME — Argumentacdao e Prova na Matematica Escolar —
teve inicio no 2° semestre de 2005, com a participacdo de 27 mestrandos
(professores colaboradores) e 6 professores pesquisadores..

Pretendemos, por meio deste projeto, com o trabalho e colaboracdo de
todos, elaborar situagcdes de ensino, investigar, levantar dados, codificar e verificar
como os alunos se comportam diante de atividades onde precisam desenvolver
uma comunicacdo efetiva de argumentos matematicos validos, onde séao
questionados a respeito dos porqués e precisam justificar os resultados obtidos.
Pois, como é citado na apresentagéao do Projeto AProvaMe (Anexo 1, p. iv).

‘além da base solida sobre as concepcgées e dificuldade dos alunos, uma
abordagem eficiente para o ensino da prova em Matematica requer, nao
apenas situagées de aprendizagem inovadoras no sentido de explorar novos
contextos e novas ferramentas para 0 acesso e constru¢do de argumentos
formais, como também a aceitacdo e apropriacdo pelos professores de tais
situagées”.

O projeto foi dividido em duas fases, cujo desenvolvimento descrevemos

detalhadamente nos paragrafos que seguem.
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1.1 Primeira Fase do Projeto

A primeira fase teve inicio no 2° semestre de 2005, com reunides
quinzenais, para a discussdao do tema Argumentacdo e Prova na Matematica
Escolar e, além dos encontros presenciais, tivemos encontros a distancia através
do ambiente TelEduc, do qual falaremos com detalhes mais adiante.

Inicialmente, fizemos leituras e discutimos questées como: O que € uma
prova em Matematica? Argumentacdo é um tipo de prova? E possivel iniciar ou
introduzir situagdes de aprendizagem com o objetivo de argumentar e provar no
Ensino Fundamental e Médio?

Estas questbes foram levantadas e buscamos, ao longo deste estudo,
elementos de respostas para elas. Apontamos abaixo o que pensam alguns
Educadores Matematicos sobre argumentacdo e prova. No entanto, queremos
destacar que esta discussao sera retomada no Capitulo 2.

Pietropaolo (2005) destaca em sua tese que, para Duval (1991), a
argumentacao nao poderia sugerir um caminho para constru¢do de uma prova,
pois a heterogeneidade entre argumentagao e prova ocorre ndo somente do ponto
de vista l6gico, mas também cognitivo. No entanto, outros pesquisadores, como
por exemplo, Boero, Garutti e Mariotti (1976, apud Pietropaolo, 2005, p. 74) ndo
concordam com essa idéia de Duval e defendem que ha unidade cognitiva entre
essas duas estruturas, apoiando-se nos aspectos conceituais de Vergnaud e nas
mudanc¢as de quadro de Douady.

Com os resultados dessas pesquisas, é possivel dizer que hoje a distancia
entre os defensores da unidade cognitiva e os da ruptura cognitiva entre

argumentagao e prova parece estar se tornando bem menor.
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Este inicio de discussdo no grupo foi muito rico, pois, sendo todos nés
participantes do projeto, professores em exercicio, cada um pbéde expor o que
pensava a respeito do assunto e se trabalhava com questdes ou atividades nas
quais o aluno precisasse apresentar uma justificativa ou prova. Grande parte dos
colegas assumiu que o assunto é delicado e que nao desenvolviam um trabalho
seguindo este objetivo e justificaram dizendo que o livro didatico ndo prioriza a
argumentacao e a prova, € mesmo na Graduagdo o assunto é em geral pouco
trabalhado e desta forma, ao longo dos anos, sempre foi ficando em segundo
plano.

Particularmente, tivemos uma formacdo na Graduacdo que priorizou e
muito as provas das proposicdées matematicas consideradas, levando-nos a uma
rotina de ndo aceitar um resultado sem demonstracdo, e dentro do possivel,
procurarmos abordar isso em sala de aula, apresentando, por exemplo, a prova da
relacdo matematica que permite encontrar as raizes da equacao do 2° grau, ou 0
termo geral de uma Progressédo Aritmética ou Geométrica, alguns resultados da
Geometria, como a soma das medidas dos angulos interno de um triangulo, o
famoso Teorema de Pitagoras, entre outros. E claro que ndo é possivel, e nem
acreditamos ser ideal, desenvolver atividades para chegarmos a provas formais de
todos os resultados desenvolvidos com os alunos, porém, acreditamos que seja
um equivoco ndo abordar essa questdo, nado enfatizar a especificidade da
validagdo na Matematica, levando o aluno a aceitar passivamente os resultados
ou propriedades matematicas.

Confessamos que no curso de Graduacao, sofremos para demonstrar 0s

principais resultados do Calculo Diferencial e Integral, das Geometrias e das
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Algebras, pois na maioria dos casos, os professores apresentavam provas
formais, garantindo assim a validade de um teorema, sem, no entanto, que a
prova apresentada tivesse um sentido além daquele que estava exercendo, ou
seja, o de validar o teorema em estudo.

Queremos, neste estudo, abordar a questdo de que a prova tem outras
funcbes além da verificagdo, funcbes essas que acreditamos poder ampliar os
significados atribuidos pelos alunos na aprendizagem da Matematica.

Voltando as atividades desenvolvidas pela equipe, nas reunides presenciais
e interagdes a distancia, temos uma primeira atividade na qual os professores
pesquisadores propuseram um questionario com 3 questdes de Algebra e 3 de
Geometria, desenvolvido no ambito no projeto de Healy e Hoyles (2000), na
Inglaterra. Algumas dessas questdes ja apresentavam solugées e tinhamos
apenas que atribuir uma nota, avaliando cada solugdo. Em outras, precisavamos
apresentar uma solucao a questdo dada e, através das notas e respostas que
apresentavamos, os formadores puderam ter idéia dos conhecimentos
apresentados por nos professores colaboradores a respeito do que
consideravamos como prova e como avaliavamos certos tipos de argumentos
supostamente elaborados por alunos.

Segue abaixo a questdo 1 de Algebra e a 3 de Geometria, a titulo de

ilustracao do tipo de questao contida no questionario (Anexo 2, p. ii).
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A1: Artur, Beth, Célia, Duda, Erica, Franklin e Hanna estavam tentando provar que a seguinte

afirmacgao é verdadeira:

Quando se soma dois nimeros pares quaisquer, o resultado é sempre par.

Resposta de Artur

a é um numero inteiro qualquer

b é um numero inteiro qualquer

2a e 2b sdao numeros pares quaisquer
2a+2b=2 (a+ b)

Entao Artur diz que a afirmacao é verdadeira.

Resposta de Beth

2+2=4 4+2=6
2+4-6 4+4=8
2+6=8 4+6=10

Entdo Beth diz que a afirmagéo é
verdadeira.

Resposta de Célia

Numeros pares sdao numeros que podem ser divididos
por 2. Quando vocé soma numeros com um fator
comum, 2 neste caso, a resposta terd o mesmo fator
comum.

Entéo Célia diz que a afirmagéo é verdadeira.

Resposta de Duda

Numeros pares terminam em 0, 2, 4, 6 ou
8.

Quando vocé soma dois destes, a
resposta vai ainda terminar em 0, 2, 4, 6
ou 8.

Entao Duda diz que a afirmagédo é
verdadeira.

Resposta de Erica

X+y=2
Z-y=X
Z-X=Y

Seja X = ndmero inteiro qualquer
y = numero inteiro qualquer

Z+z—(X+y)=x+y=22

Entéo Erica diz que a afirmacdo é verdadeira.

Resposta de Franklin
* & 9 & P * & & @

Entao Franklin diz que a afirmagéo é verdadeira

Resposta de Hanna
8+6=14
8=2x4

6=2x3
14=2x (4 +3)
8+6=2x7

Entdo Hanna diz que a afirmagéao é
verdadeira

Quadro 1 — Questoes sobre prova (Healy e Hoyles, 2000)
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Inicialmente, tinhamos que dar uma nota para 0s argumentos
apresentados. Posteriormente, a luz das leituras e discussoes, passamos a melhor
entender a natureza desses argumentos e a classifica-los quanto a seu grau de
generalidade. Faremos uma breve sintese da andlise dessas respostas, as quais
retomaremos detalhadamente no Capitulo 2 deste trabalho.

Segundo Balacheff (1987), Artur se encontra no nivel da experiéncia
mental, ou seja, sua solugcdo ou argumentacgao flui por meio de pensamentos que
controlam toda a generalidade da situacdo, trata-se de uma prova denominada
conceitual (ou intelectual).

A resposta de Beth considera apenas alguns casos particulares para
afirmar que é verdadeira. Para De Villiers (2001), ela apresentou algumas poucas
evidéncias para a verificagdo da proposicdo, mas ndo explicita as propriedades
envolvidas ou razdes que garantem esses resultados. Ja para Balacheff (1987),
trata-se de um empirismo ingénuo, um tipo de validacao empirica e insuficiente. A
partir dos resultados da pesquisa de Healy e Hoyles (2000), sabe-se que esse tipo
de argumento é muito comum entre os alunos, podendo ser considerado o
primeiro passo para o desenvolvimento do processo de argumentacéo e prova, e,
portanto, ndo pode ser desconsiderado do ponto de vista didatico.

No caso da resposta de Célia, que utiliza um registro na lingua natural
(Duval, 1995, apud Mariani, p. 54), tem-se claramente que, embora tendo a aluna
descartado o uso de simbolos matematicos ou figuras, conseguiu atingir o objetivo
e provar a afirmagéo utilizando argumentos gerais e convincentes. Nesse caso,
leva-se em consideracdo a propriedade de que numeros pares podem ser

divididos por dois, e também, o fato de que, se somarmos numeros com um

22



mesmo fator comum, a soma também tem este fator comum, no caso, o nimero
dois, e, portanto, € par. A menos do registro, podemos relacionar esse tipo de
resposta a de Artur, com controle de toda a generalidade da situagédo (Balacheff,
1987) encontrando-se, assim, num nivel de experiéncia mental.

A resposta de Duda nao faz uso de exemplos particulares, pelo contrario,
apresenta argumentos de forma a considerar todos os casos. No entanto, faz uma
afirmacao que a nosso ver carece de explicacdo ou justificativa — o porqué da
soma dos numeros terminados em 0, 2, 4, 6 ou 8 também terminarem em 0, 2, 4,
6, ou 8. Trata-se também de uma prova conceitual, que para ser completa, deveria
contemplar (exaustivamente) esse aspecto apontado.

A justificativa de Erica é iniciada considerando-se x e y inteiros quaisquer,
no entanto, apresenta erro. Alguns elementos sdo pertinentes (o fato de conter o
termo 2z, por exemplo), mas deve-se observar que a prova é incompleta e
incorreta, devendo ser analisada como tal.

Franklin usa um registro de representacao figural (com desenhos), nao
muito comum entre os alunos, mas que pode ser considerado como identificando
a estrutura de numero par.

Esse item, quando socializado nos encontros presenciais, motivou grande
discussao no grupo, pois, para alguns dos professores colaboradores, a resposta
faz uso de um exemplo, ou seja, um caso particular, devendo ser tratada como a
de Beth, por exemplo. Outros defenderam a idéia de que em Franklin ha
generalizagdo quando da representacao de numeros pares e de sua soma da
forma exposta, querendo indicar figuralmente a possibilidade de se obter sempre o

arranjo de “dois em dois”.
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Inicialmente, quando de nossa avaliacdo consideramos que fosse
realmente um caso particular. A partir das discussdes, pudemos reconhecer mais
que isto na resposta de Franklin. Pelo fato de ser baseado em um exemplo, mas
ainda assim representar uma propriedade geral (relativa a uma classe), pode ser
considerado o que Balacheff (1987) denomina de exemplo genérico.

Consideremos agora, a questdao 3 de Geometria (Anexo 2, p. viii).

G3. A afirmacgéo abaixo é verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma os angulos internos de um quadrilatero qualquer,
o resultado é sempre 360°.

Justifique sua resposta:

Quadro 2 — Questoes sobre prova (Healy e Hoyles, 2000)

Esta atividade parte de uma afirmacédo para a qual o aluno inicialmente
precisa responder se € verdadeira ou falsa, para depois justificar sua resposta.

Acreditamos que questdes deste tipo (verdadeira ou falsa), que fazem com
que o aluno reflita sobre a afirmacao e busque meios para valida-la (ou nao), nao
sao muito exploradas no ensino brasileiro.

Anteriormente a esta questdo, foram abordadas as provas para a
propriedade da soma das medidas dos angulos internos de um triangulo. A
proposta € que, utilizando este resultado, seja provado o caso dos quadrilateros,

relacionando-os a dois triangulos por decomposi¢cao em relacdo a uma diagonal.
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Juntamente com essa discussdo, participamos das modificacdes e
adaptagdes desse questionario inicial, para constituir o principal instrumento de
coleta de dados da 12 fase do projeto: o questionario sobre provas. Sempre
partindo das discussodes e do trabalho no grupo, 0 “novo” questionario foi definido.
O questionario sobre provas foi composto com 5 questdes de Algebra e 5 de
Geometria (cf. Anexo 3). Aplicamos o questionario para os alunos de escolas
publica/particulares no Estado de Sao Paulo, com idades entre 14 e 16 anos.

O questionario aplicado teve como objetivo obter dados para um
levantamento das concepgdes dos alunos sobre prova, ou seja, buscando verificar
em que medida eles consideram que uma proposicao foi provada (ou nao), e o
que eles proprios produzem quando confrontados com questbes abertas
solicitando a provar ou justificar uma proposicéao.

A experiéncia tem mostrado que os alunos normalmente se convencem que
uma evidéncia € uma prova, ou concluem verdades matematicas levando em
consideracao somente os testes que fazem usando casos particulares ou figuras.
Por outro lado, também observamos que esse tema é pouco abordado pelos
professores em sala de aula, sobretudo nos Ensinos Fundamental e Médio.

Cada professor colaborador indicou 5 turmas de uma ou mais escolas as
quais tinham acesso. Em nosso caso, escolhemos trés turmas da 82 série do
Ensino Fundamental, recentemente designada de nono ano, e duas turmas da 12
série do Ensino Médio. A partir dessa indicacao, trés turmas foram sorteadas,
aleatoriamente para aplicarmos o questionario sobre provas.

A aplicagao levou em média, com cada turma, uma hora e dez minutos, e

foi realizada na propria escola onde lecionamos. E para finalizar a Fase 1 do
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projeto, codificamos as respostas dos questionarios respondidos. E esta

codificagcao serviu de fonte para outras pesquisas dentro do Projeto.

1.2 Segunda Fase do Projeto

Na segunda fase do projeto, iniciada no primeiro semestre de 2006, o grupo
de 27 mestrandos foi dividido em sub-grupos de 5 ou 6 mestrandos e cada qual
com a orientagcdo de dois professores formadores. Neste momento do projeto,
também com reunides quinzenais, o trabalho passou a ser intra-grupo e as
atividades realizadas eram discutidas nesses sub-grupos, que tinham por objetivo
elaborar situacdes de aprendizagem que pudessem colaborar na investigacdo dos
desempenhos dos alunos em atividades de prova, ou para aqueles alunos que
nunca trabalharam com este tema, terem a oportunidade de serem iniciados,
sobretudo com o auxilio de uma ferramenta tecnoldgica.

Sabe-se que uma atividade eficiente pode colaborar e muito para despertar
no aluno o desejo de buscar uma resposta, de buscar uma argumentagao
convincente, ou no caso, uma prova. Concordamos com Fonseca (2005), quando
a mesma relata que os alunos precisam de ambientes de aprendizagem com
tarefas desafiadoras, agugando, desta forma, a curiosidade e o desenvolvimento
desses alunos.

Cada novo grupo formado recebeu dois temas — um de Algebra e um de
Geometria — para serem trabalhados e desenvolvidos nesta fase do projeto.
Seguem abaixo 0s sub-grupos (ou equipes) com seus respectivos temas de

estudo.
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Fungéao do primeiro grau
EQUIPE 1
Triangulos e Angulos
Progressdes Aritméticas e Geométricas
EQUIPE 2
Geometria Analitica: Paralelismo e
Perpendicularismo
Conjuntos Numéricos
EQUIPE 3
Geometria Espacial
Multiplos e Divisores
EQUIPE 4
Propriedades de Quadrilateros
Teorema Fundamental da Aritmética
EQUIPE 5
Teorema de Pitagoras

Quadro 3 - TelEduc

Participamos da equipe 3, devendo elaborar atividades envolvendo
propriedades de Conjuntos Numéricos e o paralelismo e perpendicularismo na
Geometria Espacial.

A segunda fase do projeto tem por objetivo que cada grupo elabore suas
atividades, discutindo-a internamente, no caso, com os professores colaboradores
e 0s pesquisadores, analisando assim, se as atividades s&o pertinentes, ou se as
atividades elaboradas encontram-se dentro dos objetivos do AProvaME: o de
desenvolver situagbées de aprendizagem que engajem os alunos na produgéao de
provas.

Assim, logo comegamos a pensar sobre como desenvolver atividades que
abordassem paralelismo e perpendicularismo no espaco em um contexto de

prova, pois reconhecemos, através de nossa pratica, que na maioria dos casos a
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Geometria ndo é bem aceita pelos alunos, e se considerarmos a Geometria
Espacial, temos desafio maior ainda. Ap6s algumas reunides e discussoes,
chegamos a conclusdo de que explorar paralelismo e perpendicularismo no
espago usando um cubo como objeto auxiliar seria bem interessante e sugestivo,
pois € um sélido familiar aos alunos, que pode auxiliar na visualizacdo. Desta
forma, iniciamos o desenvolvimento das atividades, sendo construidas através dos
encontros da Fase 2, juntamente como os colegas colaboradores e os professores
pesquisadores.

Esses encontros quinzenais foram filmados, para que pudéssemos ter
registros como apoio na analise do processo.

Participamos ativamente dos encontros, opinando a respeito das atividades
sugeridas pelos colegas. Tivemos valiosas discussbes de textos envolvendo o
tema em questdo, por exemplo, parte das teses de Gravina (2001), que escreveu
sobre ambientes de Geometria Dindmica e o pensamento hipotético-dedutivo, e de
Pietropaolo (2005), o qual escreveu sobre o tema (Re) Significar a Demonstragao
nos Curriculos da Educacdo Basica e da Formacdo de Professores de
Matematica.

A segunda fase teve sua continuidade no segundo semestre de 2006, com
encontros semanais, tanto presenciais quanto a distancia, visando o
compartilhamento das atividades elaboradas entre os sub-grupos formados, para
discussdo e avaliacdo das mesmas. Neste momento do projeto, passamos a
trabalhar inter-grupos, para que cada grupo analisasse e discutisse as propostas
de atividades de um outro, opinando sobre a atividade, quais as possiveis

mudancas para torna-la realmente didatica, dentro dos objetivos do projeto. E todo
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esse momento de troca foi realizado no ambiente virtual, por meio de Féruns de
Discussao.

Esta Fase 2 seria finalizada com a aplicacdo e analise das situacdes de
aprendizagem, que foram discutidas, elaboradas e testadas durante o ano de
2006. A sequéncia de atividades sobre Geometria Espacial foi nosso objeto de
estudo e prevista para ser aplicada a estudantes do Ensino Médio. A partir dos
dados coletados, pretendemos avaliar o potencial dessas situagdées no sentido de
engajarem os alunos em processos de prova e argumentacao, colaborando nao sé
para o desenvolvimento do educando, como também dos professores e, acima de
tudo, transformando o ensino de Matematica, criando novos espacgos para tratar
as provas e justificativas matematicas, com o auxilio de ferramentas

computacionais.

1.3 O ambiente Cabri-Géométre
Como citado anteriormente, um dos objetivos do AProvaMe é envolver os
alunos em processos de construgdo de conjecturas e provas em contextos
integrando ambientes informatizados. Este objetivo, relativo especificamente a
segunda fase, apoiou-se basicamente em dois ambientes, a saber: o Cabri-
Géomeétre' e o Excel. Esses ambientes sdo considerados aliados importantes para

alcangarmos nosso objetivo.

' O Cabri-Géométre foi desenvolvido por J.M. Laborde, Franch Bellemain e Y. Baulac, no
laboratorio de Estruturas Discretas e de Didatica da Universidade de Grenoble
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No caso da Geometria, “a utilizagdo de programas de geometria dindmica,
permite a formulacao e reformulagcdo de conjecturas, verificando as verdadeiras e
refutando as falsas” (Pietropaolo, 2005, p. 88).

Para De Villiers (2001), uma das funcdes da prova é a de verificagdo, ou
seja, tendo o aluno verificado o teorema em casos particulares, e obtido uma forte
evidéncia indutiva a seu respeito, adquire confianca no teorema, e que com tal
confianga, tem motivagcao para elaborar uma prova. Fazemos a hipétese de que o
ambiente Cabri-Géometre oferece aos alunos ferramentas para manipular os
objetos em estudo e efetuar estas verificagdes, abranfendo um diversos “casos de
figuras, dado seu carater dinamico.

Podemos considerar que os ambientes informatizados, como dizem Arcavi
e Hadas (2000), constituem laboratérios onde os alunos podem brincar, investigar
e aprender Matemética, facilitando assim as bases intuitivas para dar justificativas
conceituais de conjecturas e proposicdes matematicas.

Em nosso estudo este software sera indispensavel, pois através dele é
possivel construir as figuras geométricas que necessitam de régua e compasso
para sua construcdo, ou utilizar as figuras disponiveis no programa. Em nosso
estudo, por exemplo, utilizaremos o cubo, retas, segmentos e poligonos. Uma das
vantagens que o Cabri oferece, € que as construcoes realizadas podem ser
manipuladas sem perderem as propriedades utilizadas em suas construgdes, além
de podermos fazer e refazer as constru¢gées com certa facilidade e num curto

espacgo de tempo.
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1.4 A Plataforma TelEduc

Outro objetivo do projeto é criar um espago virtual de compartilhamento
entre 0os membros da equipe e analisar seu papel no desenvolvimento das
situacbes de aprendizagem, assim como na evolugdo de conhecimentos
pedagodgicos sobre prova em Matematica (cf. Anexo 1, p. v).

O espaco virtual usado pelo Projeto est4 localizado na plataforma TelEduc?,
que € um ambiente de criacdo, participacao e administracdo de cursos via Web,
em continuo desenvolvimento no Nucleo de Informatica Aplicada a Educacéao
(NIED) da Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP).

O Teleduc oferece um conjunto de ferramentas que facilitou o contato entre
os integrantes do projeto. Os formadores criaram um curso neste ambiente,
chamado Projeto AProvaME, onde formadores e colaboradores, com o uso de
uma senha e login, entravam no ambiente e podiam assim trocar informagdes
através das ferramentas disponiveis, tais como: Agenda, Leitura, Material de
Apoio, Foruns de Discussao, Correio e Portfolio, dentre outras.

Esta plataforma possibilitou um contato constante entre professores
colaboradores e pesquisadores além de um registro de dados importante. No
Portfélio, depositamos as atividades assim que ficavam prontas, nos foruns
discutimos questbes sobre argumentacdo e prova, além de darmos nossas
opinides e contribuicdes para as atividades dos demais grupos. Em Material de

Apoio encontramos textos que serviram de apoio para as discussdes presenciais,

? Disponivel em: http://teleduc.nied.unicamp.br. Ultimo acesso em 30/05/2007
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além de utilizarmos a Agenda e o Correio, para confirmar reunides e atividades a

serem elaboradas e quaisquer esclarecimentos sobre andamento das tarefas.

A seguir, no capitulo 2, apresentamos o referencial teérico do nosso
trabalho de pesquisa, uma breve discussao da questdo da prova na histéria da
Matematica e alguns elemento da Geometria Espacial necessarios para o

desenvolvimento da sequiéncia de atividades apresentada no capitulo 3.
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CAPITULO 2

Pesquisas de referéncias

Tem-se hoje uma grande questdo no Ensino de Matematica: introduzir
ou nao provas na Matematica Escolar? E em caso afirmativo, como ou com qual
abordagem? Consideremos a Matematica Escolar acima citada, como sendo a
Matematica da Educacado Basica, que segundo a Lei de Diretrizes e Bases da
Educacdo Nacional (LDB) no seu Artigo 21 (PCNEM, 1999, p.43), engloba a
Educagao infantil, o Ensino Fundamental e o Ensino Médio. Particularmente para
esta pesquisa, estamos considerando e analisando somente a Matematica
ensinada nas séries finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio, pois nosso
objetivo é desenvolver atividades sobre provas para alunos na faixa etaria de 14 a
16 anos.

Hoje, inUmeras pesquisas nacionais e internacionais tentam responder esta
e outras perguntas relativas a tematica do ensino da prova e argumentacao em
Matematica. Sabe-se que grupos de pesquisadores franceses, italianos e ingleses
estdo ha mais tempo investigando esta problemética e que no Brasil, os estudos
sdo mais recentes, aproximadamente ha trés décadas, com o fim do Movimento
da Matematica Moderna (MMM)? ( Pietropaolo, 2005).

Neste movimento, houve uma valorizagdo do ensino de Algebra e certo

abandono do ensino de Geometria. Esse quadro vem sendo alterado, em

* O Movimento da Matematica Moderna teve carater internacional, iniciado nos anos 50, e
perdurando pelas décadas de 60 e 70, envolvendo disputas entre americanos e russos, sobretudo,
na luta pela conquista do espago.
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particular com a expansao dos estudos na area de Educagdo Matematica e a
publicacdo dos Parametros Curriculares Nacionais, em 1998, que enfatizou o
ensino de todas as areas, de forma equilibrada e articulada, fazendo com que a
Geometria reconquistasse seu espaco. Um dos objetivos do projeto AProvaME é
formular recomendagdes para mudancgas no curriculo da Matematica Escolar, no
que se refere a argumentagao e prova.

Pretendemos desenvolver um estudo que possa subsidiar nossa pratica, no
que se refere a introducao de atividades para que os alunos possam argumentar e
provar.

Precisamos, primeiramente, considerar o que ha de diferente entre esses
dois entes — argumentacao e prova — discutindo-os com cautela, pois envolvem
idéias complexas.

Se considerarmos os pesquisadores na area de Matematica, como citam
Nasser e Tinoco (2001), eles aceitam apenas a prova que é um desenvolvimento
formal, partindo de hipdteses que sao resultados ja aceitos como verdadeiros e,
através de um encadeamento légico destes, permite, chegar ao resultado
esperado ou tese.

No entanto, € preciso destacar que este tipo de prova, num sistema
axiomatico hipotético-dedutivo, do tipo formal, ndo € acessivel a alunos ou
aprendizes nos niveis por nés mencionados. Do ponto de vista didatico, isto é, em
relagdo ao ensino e aprendizagem, este nao pode ser o Unico tipo de prova a ser
considerado. De fato, varios pesquisadores (Pietropaolo, 2005, p. 80), destacam a
necessidade de caracterizagcdo de uma prova como algo mais amplo, incluindo

argumentacoes aceitaveis, que podem ter diversos tipos de rigor, dependendo da
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idade e do nivel de escolaridade em que o aluno se encontra. E neste caso,
podemos dar inicio a resposta a uma das perguntas acima, ou seja, em que
momento introduzir 0 uso de prova no Ensino de Matematica? Segundo esses
autores, uma vez que diferentes tipos de argumentos podem ser considerados um
tipo de prova, entdo podemos iniciar o uso de prova desde as séries iniciais, pois
as criancas sao mais espontaneas e conseguem explicar seu raciocinio mesmo
que oralmente, com naturalidade. Com o passar dos anos, essa espontaneidade
diminui, e desta maneira, o aluno nao consegue justificar sua resposta nem
oralmente, nem através da escrita, segundo Nasser e Tinoco (2001).

Podemos encontrar alunos da Educacdo Basica que apresentam um
raciocinio dizendo que: “a soma de dois impares € par, pois afirmam que as
unidades sobrantes em cada numero impar formam um novo par’. Temos um
argumento valido e completo, podendo ser associado a um em linguagem
algébrica, ou seja, (2n + 1) + (2m+1) = 2n + 2m + 2 = 2(m+n+1) (Fonseca, 2005, p.
4).

Assim, entramos na outra questado, que € um verdadeiro desafio, que € a de
elaboragéo de atividades motivadoras e que introduzam os alunos numa situagao
de aprendizagem onde eles possam conjecturar e provar. Nao buscamos
atividades convencionais (prove que, demonstre que), mas sim aquelas que
permitam ao aluno vivenciar o processo de forma mais ampla, participando de
diferentes fases, inclusive de formulacdo de conjecturas. E ainda, os argumentos
para tentar valida-las podendo ser expressos de diferentes formas e em diferentes

registros.
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Como dissemos anteriormente, sdo grandes questdes em debate no ambito
da Educagdo Matematica, uma vez que se trata de uma mudang¢a ndo somente
para o aluno, que tera contato com uma “nova” Matematica, nova no sentido de
que o aluno sera questionado constantemente a respeito da validade dos
resultados, que na maioria dos casos sao apresentadas como se tivessem “caidos
do céu”, e também sera uma grande mudanca para os professores, que serao os
agentes principais para inserir e engajar seus alunos nesse contexto de
argumentar e provar.

Como diria Mariotti, ndo se pode ensinar Matematica sem introduzir prova
(Mariotti, 2001, apud Pietropaolo, 2005. p. 73). Antecipando uma das respostas
para tantas perguntas levantadas, tem-se que é preciso apresentar aos alunos a
Matematica de maneira diferente da qual sempre foi apresentada, ou seja, nao
como um conjunto de resultados prontos e fatos definidos sem nenhum sentido
para eles. Devem-se fazer questionamentos que os levem a descobrir resultados,
verifica-los, conjecturar e tentar validar essas conjecturas, e desta forma, envolver-
se com este tipo de atividade matematica. Portanto, ndo devemos abrir m&o de
criar atividades que os fagam pensar, agir, testar, reformular e validar seus
resultados.

Concordamos com Mariotti (2001), ou seja, pensamos que a prova nao
deve ser objeto de estudo apenas nos cursos de Exatas da Graduacdo. Ao
contrario, deve ser uma preocupacao dos pesquisadores em Educacao
Matematica e professores de Matematica, no sentido de reconhecer a pertinéncia

e importancia desse ensino.
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A questdo de introduzir ou ndo a prova na Matemadtica Escolar, leva a
consideragdo de outras questdes que estdo ligadas as finalidades e tipos de
provas. Pretendemos esclarecer e fazer consideragdes sobre a diferenca entre
prova e demonstracdo, e sobre o0s tipos de provas considerados por
pesquisadores em Educacao Matematica.

Para Balacheff (1991) e Duval (1992-1993), (apud Fonseca e Fernandes
2003, p. 3), com a argumentacdo nao se pretende provar a verdade de uma
afirmacgao, mas obter a concordancia de outrem para a validade de uma dada
afirmacéao, convencer o interlocutor, enquanto que a prova teria que garantir a
verdade.

Para que os argumentos apresentados em defesa das afirmacdes
matematicas possam constituir uma prova, estes devem ser convincentes, gerais,
rigorosos, completos e resistentes, conforme afirmam Fonseca e Fernandes
(2003).

Isto levou Balacheff (1987) a propor a existéncia de trés niveis diferentes de
validacdo. Assim, para esse autor, 0s niveis sdo de explicacdo, prova e
demonstragdo. A explicagdo encontra-se no nivel do individuo falante, que
estabelece e garante para si a validade dos raciocinios. A prova surge subdividida
em quatro niveis, 0 empirismo ingénuo, a experiéncia crucial, o exemplo genérico
e a experiéncia mental, sendo que cada um sera destacado cuidadosamente na
secao 2.2. E para finalizar, a demonstragdo, onde a validade dos raciocinios &
garantida via deducdo, € um tipo de prova com forma estritamente codificada e

formal (Fonseca, 2005). Complementaremos essas idéias nos itens que seguem.
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2.1 Educacao Matematica, Argumentacao e Prova

Neste item, vamos detalhar o que pensam alguns dos Educadores
Matematicos e as conclusdes que chegaram através de seus trabalhos, a respeito
do ensino e aprendizagem da argumentacao e prova, sobretudo, na faixa etaria
14-16 anos, retomando assim a discussao iniciada no inicio deste capitulo.

Balacheff (1987) distingue duas categorias de provas produzidas pelos
alunos, provas essas que mostram o status do conhecimento em questdo. Sao
elas: as provas pragmaticas e as provas intelectuais (ou conceituais). As provas
pragmaticas sao explicacbes advindas de acbes diretas sobre certas
representacdes dos objetos matematicos, e sdo, em geral, explicagdes fundadas
em casos particulares. Ja as provas intelectuais (ou conceituais) tém suas acoes
centradas no discurso l6gico-dedutivo € no controle da generalidade dos objetos
matematicos e de suas relagdes (Balacheff, 1987, apud Gravina 2001, p. 66).

No processo de ensino, objetiva-se que o aluno tenha condicbes de fazer
uma passagem das provas pragmaticas para as provas intelectuais. No entanto,
diversos estudos e, em particular o de Balacheff (1987), discutem a dificuldade
nessa passagem, considerando o processo de elaboracdo de provas conceituais
bastante complexo para o aluno. Esse autor ainda destaca quatro diferentes
formas de validagdo dentro dessas categorias, sao elas: o empirismo ingénuo, a
experiéncia crucial, o exemplo genérico e a experiéncia mental.

No empirismo ingénuo, o aluno justifica a validade de uma determinada
propriedade a partir da analise de poucos casos ou apresentando alguns
exemplos para os quais a referida propriedade € valida e conclui a partir dai que a

7

propriedade é sempre verdadeira. Este tipo de validagao € considerado por
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Balacheff (1987) como rudimentar e insuficiente, porém, constitui um primeiro
passo no processo de generalizagao.

Ja na experiéncia crucial, o aluno considera um exemplo com algumas
propriedades, buscando a validagcao para este caso “especial”, e posterior a esta
etapa, toma com verdadeiro para o caso geral.

Tanto o empirismo ingénuo como a experiéncia crucial referem-se a
argumentos empiricos, sendo consideradas provas da categoria pragmatica.

No exemplo genérico, o aluno justifica suas razdées que validam a
propriedade em estudo, fazendo uso de um representante ou exemplo, mas que
tém propriedades proprias e represente uma determinada classe e desta forma,
através de operacodes ou transformagdes dentro desta classe, chega-se a validade
da afirmacéo. E este nivel encontra-se numa fase intermediaria, tanto na categoria
de prova pragmatica, como na categoria de prova intelectual, dependendo da
natureza efetiva da acao sobre o exemplo. Se for uma agao baseada somente no
caso particular, fica-se na categoria de prova pragmatica, se for apoiada num caso
particular somente como suporte para expressar um raciocinio generalizador,
passa-se para categoria de prova intelectual.

E, por ultimo, na experiéncia mental, a explicacdo do aluno é desprendida
de concretizacdo em representante particular, sua argumentacao flui através de
pensamentos que controlam toda a generalidade da situacdo, e ndao mais
relacionados a situagdes particulares. E segundo Balacheff (1987), o nivel de

experiéncia mental marca claramente a producao de uma prova intelectual.
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Procuraremos discutir ao longo deste trabalho que, as condicées e
possibilidades do aluno progredir de um nivel de validagdo pragmatico para os o
nivel conceitual.

Para isso, tomamos o processo de argumentagédo e prova como sendo mais
amplo, com diferentes fases, desde a formulagdo de conjecturas, levando o aluno
a pensar, descobrir, testar resultados, verificar e validar, permitindo seu
desenvolvimento cognitivo.

Esse nosso objetivo estd de acordo com o que traz os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCN — Ensino Médio, 1999, p. 259) ao
elencarem as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica.
Estas sao apresentadas em trés partes de igual importancia, da qual destacamos
duas que nos interessam particularmente:

» Representacdo e Comunicacdo

O aluno deve ler e interpretar textos matematicos, utilizar representagdes
matematicas, como tabelas, graficos e expressdes, produzir textos matematicos
adequados, dentre outros.

Esta segunda parte é especial, pois nela os PCN confirmam a necessidade
dos alunos se envolverem com situagbes de aprendizagem que valorizam a
argumentacao e a prova.

= |nvestigacdo e Compreensio

Espera-se que o aluno identifique o problema, procurando, selecionando e
interpretando as informacdes relativas ao mesmo, formule hip6teses e preveja

resultados, selecione estratégias de resolucao de problemas, interprete e critique
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resultados numa situacdo concreta, diferencie e utilize raciocinios dedutivos e
indutivos, faca e valide conjecturas e produza argumentos convincentes.

Reconhecemos a importancia de incluir no dia-a-dia escolar, atividades que
levem os alunos a desenvolverem tais competéncias e habilidades.

Em relacdo ao uso do computador, podemos citar Pietropaolo (2005), que
diz que a prova decorreria da necessidade do aluno, diante de um problema na
tela do computador, ou que, a computagdo vem trazer novos elementos para o
convencimento da validade de teoremas matematicos, permitindo uma visdo da
verdade, explorando a Matematica in loco. Ou ainda, segundo De Villiers (2001),
quando diz que a interacdo dos alunos com os programas matematicos é capaz
de incita-los ao estudo, ao desenvolverem atividades de investigacdo. Essas
atividades, além de favorecerem o convencimento do aluno quanto a
determinados resultados, proporcionardo o levantamento de diversas questoes,
como o porqué das coisas funcionarem de determinadas maneiras.

De fato, um ambiente de Geometria Dindmica, como o Cabri-Géometre,
permite formular e reformular conjecturas com rapidez, identificando as
verdadeiras e descartando as falsas, a partir da produgcédo de contra-exemplos e
ferramentas de validagdo experimental.

Desta forma, podemos considerar que a utilizagdo do computador no ensino
de Matematica pode ser um elemento facilitador nesta dificil tarefa de argumentar

e provar, conforme ja indicamos no Capitulo 1.
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2.2 Funcoes e Tipos de Provas

Vamos destacar algumas fungdes das provas na interpretacdo do
pesquisador De Villiers (2001), nas quais vamos nos apoiar em nosso estudo.

Segundo esse autor, um dos problemas que encontramos para lidar com as
provas, € que para provar uma propriedade ou um teorema, o aluno precisa
reconhecer alguma necessidade para a prova. No entanto, na maioria dos casos,
sobretudo em Geometria, ele percebe visualmente ou verifica que a propriedade é
verdadeira através de um exemplo, e isto ja constitui um argumento satisfatério,
ou mesmo uma prova. Para De Villiers (2001, p. 31) “‘uma prova apenas tem
significado quando responde as duvidas dos alunos, quando prova o que nao €
Obvio” e, continuando afirma que “a necessidade, a funcionalidade da prova pode
apenas emergir em situacées em que os alunos tém incertezas quanto a verdade
das proposi¢coes matematicas”, e partindo deste principio, temos o desafio de
preparar atividades para levar o aluno a essas necessidades, a essas incertezas e
poder, desta forma, engaja-los na atividade e buscar justificativas para suas
respostas.

As fungbes de uma prova, segundo De Villiers (2001), que devem ser
valorizadas no Ensino de Matematica, sao elas:

- Verificagco: neste caso, o aluno considera a afirmacao e busca verificar,
fazendo testes, figuras ou graficos, se a afirmacao é verdadeira. Esta funcao é a
mais enfatizada no ensino e motiva o levantamento de conjecturas;.

- Explicagdo: esta fungdo tem um grau de importancia muito grande, pois,
quando se realiza uma prova em matematica, ndo € somente para concluir a

verdade sobre a afirmacdo. Em geral, com a verificacao ja se supde a validade, a
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prova serve entdo para explicar o porqué dessa validade. A prova ajuda no
entendimento da propriedade ou afirmagao que se quer verificar, e desta forma, a
prova nao serve apenas como um conjunto de regras a serem seguidas e ao
finaliza-la saber que tal propriedade é verdadeira. Desta forma, consideramos esta
funcao da prova, que é a de explicar, como sendo uma das mais importantes.

- Sistematizagcdo: nao podemos deixar de lado a organizacdo dos varios
resultados obtidos num sistema de axiomas, conceitos principais e teoremas, pois
0s resultados que sao assumidos como verdadeiros, ou seja, que nao precisam de
prova, os chamados axiomas ou postulados, e resultados ja provados, e por isto
considerado como verdadeiros, serdo certamente usados como argumentos para
a construcao de novas provas.

- Descoberta: é possivel durante uma prova ou uma demonstracao, que
ocorram descobertas, as quais podem ser de varios tipos. Por exemplo, a
descoberta de uma nova demonstragdo para o mesmo teorema®. Ou ainda a
descoberta de um novo conceito, de um novo resultado que também precisa ser
verificado, explicado, sistematizado e provado. E o que aconteceu quando os
matematicos Lobachesvisky, Bolyai e Gauss, trabalhando e questionando a
Geometria Euclidiana, sobretudo o 5° Postulado de Euclides, desenvolveram
modelos de Geometrias nao-Euclidianas.

- Comunicagdo: quando se chega ao fim de um resultado, é importante
comunicar este resultado a um colega, a professores, a fim de coloca-la num

forum de discussdo para analise e comentarios, tendo, portanto, a prova um

* O matematico Elisha Scott Loomis (1940) compilou em seu livro “The Pythagorean Proposition”,
370 provas distintas para o teorema de Pitagoras.
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carater de comunicacdo entre as pessoas e de transmissdo de conhecimento
matematico. Por isso, consideramos importante que os sujeitos envolvidos tenham
algo em comum, que é o minimo de familiaridade possivel com o assunto para
haver uma interagdo e um acompanhamento e entendimento dos resultados
obtidos.

- Desafio Intelectual: para finalizar, ndo se pode deixar de falar que parair a
busca de uma prova, é preciso sentir-se desafiado, é preciso que o exercicio da
prova seja uma atividade motivadora, como citamos anteriormente. Desta forma, o
desafio intelectual torna-se uma espécie de motivacao para ir a busca da prova,
sem desistir no meio do caminho, ou mesmo, desistir sem tentar. E para muitos,
claramente ha uma enorme satisfacdo ao chegar ao final de uma prova, sendo
esta uma realizacéo.

Com raras excegdes, professores de Matematica acreditam que apenas a
prova fornece a certeza para um matematico e que é a unica forma de estabelecer
a validade de uma conjectura. No entanto, a prova ndo € um requisito necessario
para a convic¢ao, pelo contrario, a convicgdo é um pré-requisito importante para a
busca de uma prova. De Villiers (2001, p. 32) diz que: “porque razado gostariamos,
por vezes, de tentar provar certas conjecturas, se nao estivéssemos ja
convencidos da sua verdade?”. Esta pergunta é bem interessante, pois como ja
mencionamos, o papel mais enfatizado da prova é o de verificagdo, quando na
verdade, essa verificacdo ja esta feita quando se parte para a prova. Alias,
existem atualmente conjecturas e teoremas que foram demonstrados
recentemente, depois de ficarem sem solucdo por séculos. Podemos citar o

“Ultimo Teorema de Fermat”, que afirma: “Sendo n um inteiro maior que dois nao
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h& valores inteiros positivos x, y, z, tais que x"+y" =z"" (Boyer, p. 243) e a
“Conjectura de Poincaré”, recentemente demonstrada. Tem-se também
problemas, para os quais, at¢é o momento nenhum matematico apresentou a

demonstracdo. E o caso da “Funcdo Zeta de Reimann”, definida da seguinte

maneira: ¢(z) =ini R.(z)>1, e que atualmente tem sido utilizada pelos
n=1

especialistas para estudar o caos. Riemann levantou a hipétese de que o zero néo
trivial da fungcéo zeta tem sempre parte real igual a 2. Nao € nosso objetivo o
aprofundamento nestes teoremas ou em problemas deste tipo, sé queremos citar
0 quanto a conviccao de que uma conjectura é verdadeira antecede e pode
motivar e encorajar a busca de uma prova.

Segundo De Villiers (2001), é aconselhavel introduzir cedo outras funcdes
da prova e dar atencao aos aspectos relativos a comunicacdo, negociando e
clarificando com os alunos os critérios para a evidéncia aceitavel, a heuristica®
subjacente e a légica da prova.

Os estudos sobre provas na Educagao Matematica tém-se intensificado fora
do Brasil, por exemplo, na Franca, na ltalia e na Inglaterra. No Brasil, até pouco
tempo atras, ndo havia muitos trabalhos a respeito, no entanto, comeca-se ter
certa preocupacdo com o0 assunto, tendo em vista as diversas pesquisas que
estdo sendo desenvolvidas.

E possivel perceber a urgéncia em estudar este tema devido as discussdes

que ocorreram nos dois principais congressos internacionais de Educacao

Matematica, que foram o The International Group for the Psychology of

> Conjunto de regras e métodos que visam & descoberta, & invencéo ou a resolucdo de problemas.
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Mathematics Education (PME) e International Congress on Mathematics Education
(ICME) (Pietropaolo, 2005).

Este ultimo foi realizado em Copenhagem no ano de 2004, sendo que dois
grupos de trabalho tiveram como tema “Reasoning, Proof and Proving in
Mathematics Education”.

Vemos entdo, como dito anteriormente, que a preocupagédo de introduzir
seqliéncias de ensino que levem o aluno a situacbes de aprendizagem
envolvendo argumentacao e prova é pertinente para o contexto brasileiro.
Pietropaulo (2005) comenta diversos trabalhos nesse tema. Embora os enfoques e
ferramentas tedricas sejam diferentes, ndo ha discordancia entre os autores sobre
a necessidade de mudancas nos curriculos, no sentido de abordarem a questao
da prova desde as séries iniciais.

Os pesquisadores reconhecem que a prova, sendo um aspecto
fundamental da atividade matematica, deveria estar presente também na
formagéo do aluno. Concordamos plenamente com esta consideragao.

Sabemos que as pesquisas internacionais, nacionais € os PCN apontam
nesta direcdo, que através de situagdes de aprendizagem que envolvam os alunos
em atividades motivadoras, levando-os a questionar, a conjecturar, a testar,
argumentar e provar, sem esquecer-se do auxilio de uma ferramenta tecnologica,
em nosso caso 0 computador (e, particularmente, o programa de geometria
dindmica Cabri-Géomeétre), é possivel modificar € melhorar o ensino de
Matematica. Acreditamos nisso, € queremos, com este trabalho de pesquisa
mostrar esta possibilidade de mudancga e, mais especificamente, a viabilidade do

trabalho sobre provas com alunos de 14-16 anos.
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2.3 A Prova na Histéria da Matematica

Atualmente, tem-se considerado a Histéria da Matematica como importante
ferramenta no Ensino da Matemética e ndao poderia ser diferente, uma vez que,
estudar, compreender e valorizar todo conhecimento e material que os
Matematicos do passado nos deixaram é, sem duvida, aprender e vivenciar a
Matematica que temos hoje estruturada. O que dizer de Tales de Mileto (600
a.C.)? E de Pitagoras? Que segundo alguns historiadores, foi discipulo de Tales. E
de Euclides de Alexandria com sua maravilhosa obra “Os Elementos™? Sabemos
que toda a Geometria trabalhada nas escolas de Ensino Fundamental e Ensino
Médio é Euclidiana. E porque nao estudar a vida e o modo como esses brilhantes
matematicos e outros, claramente, que deveriam ser citados, trabalharam cada
qual em sua época, para o desenvolvimento da Matemética?

Iniciando com os Egipcios, tem-se que eles ndo consideravam uma prova
como um conjunto de tarefas apoiadas numa estrutura axiomatica. Um resultado
era considerado valido, para eles, apenas pela funcionalidade que tinha na
realidade em que precisavam empregar.

Na historia de Herddoto (c. 484 — 425 a.C.) encontra-se a famosa frase “O
Egito € uma Dadiva do Nilo” e sera em busca de respostas aos desafios
apresentados pelo rio que se encontra a origem da ciéncia Egipcia, em particular,
de sua Geometria (Polcino e Bussab, 1999). Isso porque o Egito floresceu no meio
de um imenso deserto estéril, onde nenhuma vida seria possivel, ndo fosse o rio
fornecer agua, transporte e, também, humus, gragas as inundacdes anuais.

Sabiam por exemplo que o ano tinha 365 dias, pois, “observaram que a

inundacao anual do Nilo tinha lugar pouco depois que Sirius, a estrela cao, se
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levantava a leste logo antes do Sol. Observando que esses surgimentos heliacos

de Sirius, 0 anunciador da inundacao, eram separados por 365 dias” (Boyer, p.8) e

consideravam o numero « igual a 3 % Os egipcios tinham uma regra especial

para calcular a &rea do circulo e consideravam que: “a area de um campo circular
com diametro de nove unidades é a mesma de um quadrado com lado de oito
unidades (Boyer, p.12). Considerando a férmula moderna podemos verificar que
para os egipcios o valor de 7 =3,16.

Além disso, deixaram ao mundo as Pirdmides, construcbes essas que
mostra o quanto eles usaram do conhecimento matematico que tinham para dar
respostas as necessidades que enfrentavam no dia-a-dia.

Nao é possivel dizer exatamente qual foi a trajetéria do desenvolvimento da
nocao de prova em Matematica, € comum aceitar que este desenvolvimento tenha
sido iniciado com 0s gregos, pois nenhum documento anterior aos autores gregos
dos séculos VIl e VI a.C., Tales e Pitagoras, por exemplo, permite dizer o
contrario.

Os primeiros gregos que escreveram textos a respeito de provas foram
Platao (c. 427 — 347 a.C.) e Aristételes (c. 384 — 322 a.C.).

Platdo escreveu a respeito do método dedutivo na Republica que:

“Vocé esta a par de que os estudantes de Geometria, Aritmética e Ciéncias

similares assumem 0s numeros pares e impares, as figuras, os trés tipos de

angulo e coisas semelhantes em seus diversos ramos de ciéncia; estas sdo

as hipoteses, que se supbe que eles e todo mundo sabem... e eles
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comegam com elas e vao em frente até chegarem, de maneira consistente,

a sua conclusgo”. (Kline, 1972, apud Polcino e Bussab, 1999. p. 51).

A Academia de Platdo, provavelmente, sistematizou e incentivou o uso do
raciocinio por reducao ao absurdo, que consiste na aceitacdo de uma tese e na
prova de seu contrario. Também divulgaram o método analitico, que é resolver um
problema detendo-se nas partes constituintes e a prova por destruicdo de
alternativas, se um evento pode se dar de trés formas distintas e duas delas nao
atendem as condicdes do problema, entdo a terceira alternativa é a correta.

Aristételes provou por absurdo que o lado do quadrado e sua diagonal sao
incomensuraveis entre si. Esta demonstracdo causou uma crise na Matematica
Grega, pois para a Escola Pitagérica todos os fenbmenos do universo poderiam
ser explicados por meio dos numeros inteiros. Foi considerado o “Mestre”, ou seja,
aquele que tinha abarcado toda a filosofia e a ciéncia da humanidade. Foi, acima
de tudo, o sistematizador, sen&o o criador da ciéncia da Légica.

Ainda assim faltava uma estruturacdo preliminar composta de nogdes,
postulados e definicdes. E tudo isso, é encontrado na grandiosa obra de Euclides
de Alexandria (c. 300 a.C.): Os Elementos, livro composto de Xlll volumes.

O maior mérito da obra de Euclides reside na originalidade da apresentacao
e no seu plano geral: o enunciado de axiomas e postulados logo no inicio, a
cuidadosa lista de definicdes que antecede o desenvolvimento de cada parte e a
organizacao dos teoremas em ordem crescente de dificuldades. E partindo de um
pequeno conjunto de postulados poder provar centenas de teoremas.

Posterior a Euclides, é possivel destacar outros matematicos que tiveram

importancia no cenario de contribuicdo para o desenvolvimento desta ciéncia, sao
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eles: - Apol6nio de Perga (c.262 — 190 a.C.), que trabalhou com as cbénicas,
provando que todas as cdnicas podiam ser obtidas a partir de um Uunico cone
apenas variando a posigao relativa do plano seccionador, Arquimedes de Siracusa
(c. 285 — 212 a.C.), o contador de areia, € com ele que se tem a primeira tentativa
cientifica para se obter o valor aproximado do z. Podemos continuar a lista de
brilhantes matematicos da Antiguidade Classica, citando Ptolomeu (c. 100 — 168
d.C.) e sua grandiosa obra: O Almagesto, livro formado de Xlll volumes, tratando
de Astronomia, Geometria e Trigonometria. Tem-se ai um declinio da Matematica
Grega, com a ascensdao do Império Romano que muito pouco, ou nada,
contribuiram para o desenvolvimento da Matematica em toda a sua histéria
(Polcino e Bussab, 1999).

No decorrer da Idade Média, o centro de producao matemética se deslocou
do Ocidente para o mundo arabe e hindu. Mesmo validando seus resultados, eles
nao priorizaram as demonstragées tal como fizeram os gregos.

Do Renascimento até o século XIX houve um resgate da Geometria
Euclidiana, juntamente com o nascimento do Calculo Diferencial e Integral com
Newton e Leibniz, e da Geometria Analitica com Descartes.

No final do século XIX a prova era uma atividade desenvolvida por alguém
que procurava convencer a si mesmo e aos outros a respeito da veracidade de
uma proposi¢cdo, ndao apenas do ponto de vista racional, mas também do
psicologico. Foi o matematico G. Frege (1848-1925) um dos que contribuiu para a
reformulacado da idéia de prova, estabelecendo um modelo formal.

No final do século XVIII e inicio do XIX, a Matematica sofre uma

transformacao essencial em sua natureza, tem-se o surgimento da Matematica
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Pura, ha uma reconstrucao da analise sobre bases ndao-geométricas, sendo que o
filosofo Immanuel Kant teve um papel destacado na evolugao deste termo.

Neste momento da histéria retoma-se o 5° Postulado de Euclides que
modificado equivale a: Por um ponto fora de uma dada reta, pode-se tracar uma e
apenas uma reta paralela a reta dada. Os gregos alegaram a falta de auto-
evidéncia deste postulado e procuraram prova-lo partindo dos outros, ndo obtendo
sucesso. Isso sé ocorreu no século XIX com os trabalhos de Riemann,
Lobachesvisky, Bolyai e Gauss, no entanto, provaram a impossibilidade de deduzir
o postulado das paralelas a partir dos outros.

E possivel perceber como no decorrer da histéria a questdo da prova
sempre inquietou os matematicos e hoje nao pode ser diferente, pois, quando se
busca provar uma proposi¢cdo, um teorema, além de colaborar para validar tal
resultado, € possivel descobrir um novo resultado, ou seja, a prova tem uma
funcéo de descoberta, como diria De Villiers (2001). Podemos exemplificar com o
surgimento da Geometria ndo-Euclidiana, pois ao questionar o 5° Postulado de
Euclides visualizou-se a possibilidade de: dada uma reta e um ponto fora dela,

existir mais de uma reta paralela a reta dada, ou simplesmente ndo existir reta

paralela a reta dada.

2.4 Elementos de Geometria envolvidos nas Situacoes de Aprendizagem
Vamos destacar neste item, um breve estudo sobre a posicao relativa entre
duas retas e algumas definicoes e propriedades de figuras geométricas abordadas

em nossa sequéncia. Acreditamos que os alunos ja tenham sido introduzidos a
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algumas dessas nogdes, devendo outras serem explicitadas e/ou desenvolvidas
ao longo das atividades, conforme apresentaremos no Capitulo 3.

As atividades iniciais envolvem retas paralelas, concorrentes e reversas, ou
seja, propde a discussao de posicdes relativas entre duas retas. Acreditamos que
os alunos sao familiares as relagdes de paralelismo e perpendicularismo no plano
e que estenderdo essas nogdes ao espago. Quanto as retas reversas,
provavelmente ndao seja uma relacdo conhecida dos alunos, ou se o &,
acreditamos ser necessario uma retomada, apresentando a definicdo de retas
reversas, da seguinte maneira:

Def.: Duas retas sdo reversas quando todo plano que contém uma delas
ndo contém a outra.

No decorrer das atividades, quando os alunos trabalharem com as
diagonais da face do cubo e diagonais do cubo, terdo que analisar o que acontece
com as diagonais do quadrado e do retangulo. Assim, deverdo mobilizar a
definicdo de quadrado e retangulo, e também, as propriedades dessas duas
figuras geométricas para justificar as respostas dadas as questdes envolvendo
essas figuras. Acreditamos que o quadrado é bastante familiar aos alunos,
inclusive as propriedades de suas diagonais: cortam-se ao meio, sdo congruentes
e perpendiculares.

Talvez 0 mesmo ndo ocorra com o retangulo e pode acontecer de os alunos
confundirem e considerarem que as diagonais de um retangulo qualquer se
interceptam formando um &angulo de 90°. Se necessario, faremos algumas

retomadas coletivamente, de forma interativa, buscando retomar e rever as
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definicdes e propriedades dessas duas figuras, lembrando que foram objetos de
construcao na fase de familiarizagdo com o Cabri.

Nas atividades finais da sequéncia, os alunos precisarao identificar um
quadrilatero que é um paralelogramo. Também acreditamos que os alunos
dominem essa nog¢ao, mobilizando uma caracterizacdo de quadrilatero com dois
pares de lados opostos paralelos, geralmente enfatizada no ensino.

Como veremos mais adiante, todas as atividades serdo desenvolvidas com
referéncia a um cubo, sélido geométrico com o qual acreditamos que os alunos
estejam familiarizados. Estaremos atentos a retomada dos elementos e
propriedades que se fizerem necessarias, em particular, auxiliando os alunos na
identificacao das diagonais do cubo.

Uma das principais atividades com a qual pretendemos que os alunos se
engajem em um processo de argumentagdo e prova envolve um quadrilatero
reverso. Acreditamos que com a introdugdo das retas reversas no inicio da
seqliéncia e um trabalho experimental (cf. sera descrito no Capitulo 3), possamos
levar os alunos a estabelecerem as caracteristicas desse tipo de quadrilatero,
diferenciando-o do poligono de 4 lados (quadrilatero plano).

Os conceitos que apresentamos acima sao aqueles que acreditamos serem
familiares aos alunos ou que serdo introduzidos, de maneira que os alunos
possam utiliza-los durante o desenvolvimento da seqiiéncia de atividades para
argumentar e/ou provar as conjecturas elaboradas ou afirmacdes propostas.

Em relacdo a Geometria Espacial propriamente dita, tema de nosso estudo,

apresentamos abaixo algumas consideracdes que julgamos importantes.
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2.5 A Geometria Espacial

A Geometria Espacial estd presente na Matematica desde o préprio
surgimento desta Ciéncia tdo encantadora.

Segundo Polcino e Bussab (1999) no Papiro de Moscou escrito por volta de
1890 a.C., é possivel encontrar a férmula para o célculo do tronco da piramide

2 2
V= M, onde h é a altura do tronco, a o lado da base e b o lado da base

do topo.

O Papiro de Rhind, semelhante ao de Moscou, mostra-nos que os egipcios
. . A h.S
conheciam a férmula para calcular o volume de uma piramide V =3 sendo h a

altura da piramide e S a area da base.
Temos, também, Tales de Mileto (625-546 a.C.) medindo a altura de uma
piramide.
“Observando o comprimento de sua sombra (sombra da pirdmide) no
momento em que nossas sombras S0 iguais a nossa propria altura’.

(Polcino e Bussab, 1999, p. 22).

Podemos considerar, também, um dos trés problemas classicos, que é o da
Duplicacao do Cubo. Existem muitos relatos a respeito deste problema, um deles
é:

“Contado numa carta supostamente de Erastostenes a Ptolomeu, narrando

que Minos, insatisfeito com a tumba construida para abrigar o corpo de seu
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filho Glauco, ordenou a seus construtores que duplicassem o volume do

mausoléu” (Polcino e Bussab, p. 41).

Nao poderiamos deixar de citar Os Elementos de Euclides, que dedicou os
trés ultimos volumes de sua obra para a Geometria Espacial.

Euclides apresenta algumas defini¢des, tais como:

o Solido é o que tem comprimento, largura e profundidade.
. A extremidade de um sélido é uma superficie.
. Uma reta é perpendicular a um plano quando € perpendicular

a todas as retas que a cortam e estao contidas no plano.
Queremos com esta modesta introdugéo histérica da Geometria Espacial,
mostrar sua importancia para o desenvolvimento da propria Matematica. E no
contexto escolar nado ¢é diferente, essa parte da Geometria permite o
desenvolvimento de diversas habilidades e competéncias. Sabemos que hoje,
para resolver atividades relacionadas a Geometria Espacial, é preciso recorrer ao
plano, e depois retornar ao espaco, ou ainda recorrer a Algebra e as Grandezas e
Medidas, para encontrar relacbes entre elementos do objeto em estudo e assim
obter o resultado esperado.
Em relacdo a Geometria Espacial, os PCN+ Ensino Médio (2002, p.120)
relatam que:
“A Geometria, ostensivamente presente na formas naturais e construidas, é
essencial a descricao, a representacdo, a medida e ao dimensionamento de
uma infinidade de objetos e espacos na vida diaria e nos sistemas produtivos

e de servigos”.
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Pelos motivos apresentados acima, temos que a Geometria Espacial é

considerada de grande importancia para o desenvolvimento cognitivo dos alunos,

nao podendo ficar fora dos planos de ensino dos professores. Salientamos que

mesmo fazendo parte do curriculo, € comum ndo apresenta-la, como temos

observado em nossa pratica diaria.

No Ensino Médio, em termos de conteudos, a Geometria Espacial deve ser

apresentada, segundo os PCN+ Ensino Médio (2002, p.122) da seguinte maneira:

Elementos dos poliedros, sua classificacao e representacao;
Solidos redondos; propriedades relativas a posi¢cao: intersecgao,
paralelismo e perpendicularismo; inscricdo e circunscricdo de
solidos.

Usar formas geométricas espaciais para representar ou visualizar
partes do mundo real, como pecas mecanicas, embalagens e
construgcées;

Interpretar e associar objetos sdlidos a suas diferentes
representacées bidimensionais, como projecées, planificages,
cortes e desenhos;

Utilizar o conhecimento geométrico para leitura, compreensdo e
acao sobre a realidade;

Compreender o significado de postulados ou axiomas e

teoremas, e reconhecer o valor da demonstracdo para perceber a
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Matematica como ciéncia com forma especifica para validar
resultados.

Esta ultima consideragdo vem ao encontro de nosso estudo, pois reforca a
importancia da prova em Matematica, mostrando assim que nao podemos
desprezar as atividades que levem os alunos a justificar e validar.

Considerando a parte métrica, os alunos devem efetuar céalculos de areas,
volumes, devem fazer estimativas e manipular valores exatos e aproximados.

Vemos, portanto, que ha muito o que desenvolver no Ensino Médio com
relacdo a Geometria Espacial, e como citamos anteriormente, ndo podemos
despreza-la, até pela sua proximidade com o espaco fisico.

Os pesquisadores Parzysz (1995) e Duval (1995) nos trazem, por meio de
suas pesquisas, elementos que nos ajudardo a analisar o desenvolvimento e a
aprendizagem dos alunos, particularmente, em Geometria.

Parzysz (1995) apresenta um modelo para um quadro tedrico do ensino de
geometria, no qual destaca quatro etapas no desenvolvimento do pensamento
geométrico. Séo elas:

e A geometria concreta, conhecida também como nivel GO; neste nivel 0s
objetos sdo materializados, por exemplo, se um aluno precisa provar que a
soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a 180° e para isto
considera um tridngulo feito de papel, corta os angulos e os junta formando
assim um angulo reto e dai conclui que a afirmacao é verdadeira, segundo
Parzysz, o aluno encontra-se no nivel GO.

e A geometria espaco-grafica, ou nivel G1; neste nivel tem-se a geometria

das representacdes figurais e graficas, neste nivel os objetos séo
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bidimensionais e os desenhos sdo feitos numa folha ou num computador e
a justificativa é feita pelo olhar. Voltando ao exemplo da soma dos dngulos
internos de um tridngulo, se o aluno desenhar um tridngulo, medir com
auxilio de um transferidor (ou usar o Cabri) e verificar que a soma é igual a
180 °e comparar seu resultado com os colegas e concluir que a afirmagéao é
verdadeira, encontrar-se-a no nivel G1.
e A geometria proto-axiomatica, ou nivel G2; neste nivel os conceitos sao

objetos tedricos e as provas dos teoremas, das afirmagoes, sdo feitas a
partir de premissas aceitas pelos alunos de modo intuitivo; os objetos e o
caminho de validagdo sdo localmente 0os mesmos que na geometria
axiomatica, mas ndo ha necessidade de explicitar um sistema de axiomas.
No exemplo citado acima, o aluno pode tracar uma paralela a um dos lados
e usar o fato de que retas paralelas determinam &angulos alternos internos
congruentes (sem justificar esse resultado) e provar assim que a soma dos
angulos internos de um tridngulo € 180¢ sera considerado um aluno no
nivel G2.
A geometria axiomatica, ou nivel G3; neste nivel os axiomas s&o

explicados completamente (apud Luis, 2006. p.08).
Ao estudar objetos em trés dimensdes, geralmente representamos esses

objetos em um suporte bidimensional, ocorrendo assim perda de informagdes em

relacdo ao objeto inicial. Neste caso, Parzysz (1988) destaca que dois polos sdo

instituidos, a saber:
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e podlo do visto, consiste em representar um objeto tal qual ele se
apresenta aos olhos do sujeito, baseado em sua observagdo e
imagem visual.

e poblo do sabido, consiste em representar as propriedades e as
relagées do objeto que o sujeito julga importantes (apud Rosalves,
2006).

Duval (1995) por sua vez, interessado nos registros de representacao e
referindo-se ao registro usual da Geometria ensinada — o figural — destaca quatro
maneiras de apreender uma figura: a apreensdo perceptiva, a apreensao
discursiva, a apreensao operatéria e a apreensao sequencial.

- Apreensao Perceptiva: é a interpretacdao das formas da figura em uma
situagdo geométrica.

- Apreensao Discursiva: é a interpretacdo dos elementos da figura
geométrica, privilegiando a articulagdo dos enunciados, pois os mergulha numa
rede semantica de propriedades do objeto.

- Apreensao Operatoria: € uma apreensao central sobre as modificagdes
possiveis de uma figura de partida e de suas reorganizacdes perceptivas que
essas modificagdes sugerem.

- Apreensao Seqiencial: € uma apreensao solicitada na construgao de
uma figura geométrica com a ajuda de instrumentos (régua, compasso, software).

Usaremos constantemente esses conceitos em nossas andlises buscando
interpretar as respostas dos alunos, identificando em que nivel eles se situam e
que tipo de apreenséo eles fazem das figuras e, nesse caso, como lidam com as

relagdes entre os polos do visto e do sabido. Como ja citamos, estamos propondo
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uma sequéncia de atividades envolvendo a Geometria Espacial e constantemente
os alunos estardo construindo ou em contato com figuras (representacdes
figurais), analisando e tomando decisdes baseadas no que fazem usando o Cabri
e no que sabem e estdo vendo na tela do computador. No proximo capitulo,

apresentamos essa sequiéncia e elementos de sua analise a priori.
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CAPITULO 3

Situacoes de Aprendizagem e Elementos de Analise a priori

Neste capitulo, vamos apresentar as atividades desenvolvidas e analisadas
pelos professores na segunda fase do projeto AProvaMe. Tentaremos também
apresentar alguns elementos de analise a priori, indicando os objetivos de cada
atividade ou tarefa, as possiveis solugdes dos alunos e o papel do Cabri na
proposta.

Séo atividades envolvendo conceitos de Geometria Espacial, com as quais
queremos explorar as no¢oes de paralelismo e perpendicularismo com o auxilio do
Cabri-Géomeétre. Dentro desta exploragéo, consideraremos o estudo das posigoes
relativas entre retas, abordando as retas reversas e introduzindo o conceito de
quadrilatero reverso.

Para resolver as quatro atividades propostas, os alunos receberdo um
arquivo do Cabri, contendo a figura de um cubo em perspectiva cavaleira, figura
esta que sera chamada de “Rot Cubo”, pois oferece a possibilidade de movimentar
um ponto “Rot” em uma circunferéncia, o que provoca movimentagoes especificas
e rotagces no cubo considerado. Além disso, o ponto extremidade do segmento

“lado” permite alterar o comprimento da aresta do cubo (cf. figura abaixo).
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Figura 3.1: Arquivo “Rot Cubo” do Cabri
As atividades serdo aplicadas para trés duplas de uma Escola Publica do
Estado de S&o Paulo, onde lecionamos. Esses seis alunos estdo no Ensino Médio,
sendo que dois deles sdo do 1°ano e quatro do 2° ano, respeitando a faixa etaria

proposta pelo projeto.

3.1 Atividade 1

Esta atividade tem por objetivo motivar e estimular o aluno a encontrar um
caminho, que hoje no ensino de Matematica se faz necessario, que é o caminho
da argumentacéao e da prova.

E uma atividade de Geometria Espacial para ser realizada com o apoio do

Cabri-Géomeétre.
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Este programa permite ao aluno a visualizagdo do que ele esta realizando,
permite, também, manipular a figura para ter percepcao do que esta acontecendo
e para poder levantar suas hipbteses, fazer consideracbes de elementos
pertinentes a situagcao e até verificar propriedades invariantes na situacao.

Nesta atividade, optamos por usar este sélido geométrico — o cubo — que é
bastante familiar aos alunos, para explorar as posi¢cées de arestas (ou retas
suportes destas) — paralelas, perpendiculares e reversas — e, na sequéncia, a
nogao de quadrilatero reverso.

Uma vez que a figura de um cubo foi disponibilizada, propusemos que 0s
alunos aproveitem essa figura para identificar essas posicoes, em relacao as retas
suportes das arestas deste objeto.

Abaixo, reproduzimos a parte A da Atividade 1, tal qual foi apresentada na

ficha do aluno.
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Atividade 1

Parte A

1) No Cabri 2, abra o arquivo “Atividade_1.fig”. Ele contém a representacao de
um cubo ABCDEFGH.

a) Trace duas retas, uma que passa pelos pontos A e D e outra que passa
pelos pontos B e C.

b) Agora, movimento o cubo, a partir do ponto “Rot” e observe as retas.

c) O que € possivel afirmar sobre a posicao relativa dessas retas? Justifique

sua resposta.

d) Faca o mesmo para as retas definidas por AD e FG, movimentando o
cubo a partir do ponto “Rot” e verificando o que acontece. O que vocé pode

afirmar sobre a posicao das retas.

e) Considerando as outras retas que contém dois vértices quaisquer do cubo,

indique outros pares de retas que apresentam a mesma posicao relativa

das retas AD e BC.

Obs.: N&o se esqueca de salvar sua figura, nomeando o arquivo da seguinte

forma: <iniciais da dupla>_ativ1A.

Quadro 4: Ficha da Atividade 1 — Parte A

O objetivo desta parte da Atividade 1 é verificar se os alunos tém
familiaridade com a nocdo de retas paralelas e, para isto, devem utilizar a

ferramenta do Cabri 2 para o tragado das retas suportes das arestas do cubo, a
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partir de dois pontos. Acreditamos que os alunos ja estejam familiarizados com
esta ferramenta, pois tiveram contato com este ambiente de Geometria Dinamica
anteriormente. De fato, realizamos 3 encontros de aproximadamente 1 hora de
duragao cada, com o objetivo de introduzir os alunos aos comandos béasicos do

programa, a fim de realizarem as tarefas sem dificuldades.

No item (a), as retas AHD e BHC séo paralelas, e como foi dito anteriormente,
acreditamos que os alunos nao encontrem dificuldades para realizar esta tarefa. A
figura abaixo ilustra a construcdo desejada e, por meio da apreensao perceptiva,
pretendemos que os alunos identifiquem o paralelismo. Em termos da justificativa,
esperamos que os alunos utilizem o fato da face do cubo ser quadrada e que as

retas estdo definidas por segmentos (lados) paralelos dessa figura.

Figura 3.2: Atividade 1 — Parte A: Retas Paralelas

No item (b), o fato de os alunos poderem manipular a figura no Cabri
através do ponto “Rot”, permitindo o movimento de rotacao da figura, sem perder
as suas propriedades, podera ajudar na percepc¢ao e na visualizacao da posicao

das retas.
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No item (c), esperamos que 0s alunos caracterizem as retas como nao
tendo ponto em comum ou atentem para as dire¢des, e que elas pertencem ao
mesmo plano. E possivel ainda que utilizem a propriedade de paralelismo de lados
opostos de um quadrado.

No item (d), o aluno devera considerar outro par de retas, neste caso,

A © " 7 ~ ~
AD e FG e concluir que também sao paralelas. Se ele nao observar o plano que
Ve g . . © Y N Ve
as contém, pode usar a transitividade, relacionando a reta FG a reta BC e esta

com AD e BC (item c), concluindo que sao paralelas.

Figura 3.3: Atividade 1 — Parte A: Retas Paralelas

E no ultimo item desta atividade (e), acreditamos que os alunos nao terao
dificuldades em identificar outros pares de retas paralelas, utilizando, como ja
citamos, os conhecimentos sobre paralelismo dos lados das faces quadradas do
cubo. Este item vem reforcar e explicitar a compreensao do aluno no que se refere
ao paralelismo de retas (ou arestas).

Para esta parte da atividade, novamente a representacao no Cabri pode

facilitar a identificacdo das retas e de suas posicdes, correspondendo a uma
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situagdo na qual estdo envolvidas as apreensdes perceptiva e operatoria. De fato,
a visualizacdo possivel em ambientes dindmicos, como o Cabri, permite aos
alunos apreender e experimentar, e apreciar com facilidade a obtengéao de varios
exemplos (Arcavi e Hadas, 2000).

Além disso, observamos que essa atividade situa os alunos nos niveis G1 e
G2 de Parzysz (1995).

A parte B desta Atividade 1 traz a mesma proposta, s6 que desta vez, com
relagdo a retas perpendiculares. A pagina que segue traz o enunciado desta parte

da atividade.

67



Atividade 1
Parte B
a) Ainda considerando o cubo ABCDEFGH, no arquivo dado, trace as retas
definidas pelos pontos C e D e pelos pontos C e G. Movimente a figura por
meio de ponto “Rot” e observe as retas criadas.
b) Elas se interceptam? Baseado em que vocé pode afirmar isso?

¢) Qual o angulo formado entre elas? Explique sua resposta.

d) Vocé sabe o0 nome que essas retas recebem?

e) Considerando novamente o cubo, existem outros pares de retas nesta

mesma situacao ou posicao das retas?

f)

Suponha que um aluno tragou as retas EFeFG, depois mediu o angulo

formado entre elas e verificou que:

( ) é diferente de 90°, logo as retas nao sao perpendiculares.

() é€90°, portanto as retas sao perpendiculares.

( ) é diferente de 90° porque o cubo foi construido em perspectiva, porém deve
ser considerado 90°, pois as faces do cubo sdo quadradas.

Obs.: Nao se esqueca de salvar sua figura nomeando o arquivo da seguinte
forma: <iniciais da dupla>_ativiB.

Quadro 5. Ficha da Atividade 1 — Parte B
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Nos itens (a) e (b), o aluno deve tracar as retas indicadas, movimentar a
figura e observar o que ocorre. Novamente, pretendemos ressaltar a importancia
de movimentar e manipular a figura para visualizar, motivando o aluno a buscar e
identificar os invariantes da figura.

As retas tém um ponto de interseccao - o ponto C - e acreditamos que o
aluno nao tera dificuldade para identifica-lo. Alias, isso € possivel antes mesmo de
traca-las, analisando os pontos que determinam as retas e observando que ambas
passam por C. A representacao no Cabri s6 vem reforcar a existéncia desse ponto

em comum.

Figura 3.4: Atividade 1 — Parte B: Retas Perpendiculares

No item (c), os alunos devem identificar o angulo formado entre as duas
retas. Esperamos que respondam 90° (ou angulo reto), novamente considerando a
face quadrada do cubo, isto é, espera-se que verifiguem que sdo retas suportes a
lados consecutivos de um quadrado, logo, interceptam-se formando um angulo de

90°. E possivel que os alunos utilizem a ferramenta “Medida de Angulo” do Cabri
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para medir o angulo entre as retas. Neste caso, ndo obterdo a medida exata, e
esta questao sera retomada no ultimo item.

O item (d) foi proposto para introduzir a nomenclatura. Acreditamos que a
maior parte dos alunos ja conheca a expressao “retas perpendiculares”, associada
a angulo reto. Além disso, este termo aparece no fim do item f da atividade, e de
alguma maneira, os alunos poderao relembra-lo ou deduzi-lo.

Ja o item (e) tem o objetivo de fazer com que os alunos identifiquem no
cubo outros pares de retas perpendiculares, mostrando assim que sao capazes de
identificar e validar o que fizeram nos itens anteriores.

E para finalizar esta parte, colocamos um exercicio que pode causar

polémica. O motivo da polémica é que medindo o angulo formado pelas retas

i i

EFe FG, encontra-se uma medida diferente de 90°. Isso se deve ao fato do cubo
estar representado por projecdo, em um suporte bidimensional, ndo conservando
todas as suas propriedades no desenho. Nosso intuito € chamar a atencao dos
alunos para este aspecto, levando-os a considerarem as propriedades do objeto, e
ndo somente 0s aspectos espaciais da representacdo. Esperamos que
conhecendo a caracteristica das faces do cubo (quadrados), os alunos respondam

que, no caso, deve-se considerar o angulo reto, confirmando (ou revendo) desta

forma a relacdo de perpendicularidade entre as retas I::_)Fe FE Se os alunos se
fixarem apenas no desenho ou representacao (pélo do visto) ou na medida do
angulo obtida com a ferramenta do Cabri, acabardao apresentando respostas
insatisfatérias. Neste caso, o professor fara uma intervencao, primeiramente para

retomar as caracteristicas ou propriedades do cubo, e depois, propondo o
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confronto das respostas ao Ultimo item e discutindo essa relacdo objeto-
representacao (ou poélos do visto e sabido). Abaixo, ilustramos a situagdo evocada

no item (f), com a suposta figura tragada pelo aluno.

Figura 3.5: Atividade 1 — Parte B (item f)

A Ultima parte dessa atividade (Parte C) propde, de maneira analoga, o
conceito de retas reversas, e neste momento, a utilizacdo do cubo se faz ainda

mais pertinente. Abaixo reproduzimos essa parte da Atividade.
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Atividade 1
Parte C
a) Abra o arquivo “Atividade1.fig”, e considere novamente duas retas, uma que
passa pelos pontos C e D e a outra passando pelos pontos F e G. Movimente o
cubo utilizando o ponto Rot e observe a posicao relativa dessas retas.
b) E possivel afirmar que:

As retas CD e FG estdo contidas num mesmo plano?

Sim, no plano:

Nao, por qué?

c) As retas CD e FG se interceptam? Por qué?

d) Vocé sabe como sdo denominadas essas retas?

e) No cubo, encontre outros pares (pelo menos dois) de retas que apresentam

Cad

a mesma posicao relativa das retas CDeFG.

Quadro 6: Ficha da Atividade 1 — Parte C

Acreditamos que as duplas irdo desenvolver com éxito esta parte da
atividade, sem, no entanto, saberem mencionar o termo “retas reversas”, pois €

provavel que este nado tenha sido apresentado aos alunos. Assim, esta prevista
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apdés a realizagao desta etapa, uma fase de institucionalizagdo deste conceito, sob

a responsabilidade do professor.

No item (a) os alunos devem tragar as retas CHD e F(é e movimenta-las
utilizando o ponto “Rot” a fim de observar a posicao relativa entre elas.

Ja no item (b), pedimos que digam se as retas estdo ou ndo no mesmo
plano. Esperamos que este item forneca argumentos para a resposta do item (c),
que destacaremos logo abaixo. Pois, se observarem que as retas ndo estao no
mesmo plano, facilita a justificagdo para dizer que nao existe interseccao entre
elas.

No item (c), os alunos devem dizer se ha interseccdo entre as retas e
justificar sua resposta. Como adiantamos, o item (b) desta atividade colabora para
esta resposta e sua justificativa, em termos do que o aluno observou ou
considerou.

A dificuldade aqui pode ocorrer na identificacdo de planos de referéncia,
para concluir a impossibilidade de obter um mesmo plano contendo as duas retas.

E importante o aluno movimentar o ponto “Rot” e observar a figura em
diferentes posi¢des, para tentar visualizar as posigcoes das retas, pois no desenho,

as retas tém aspectos de concorrentes e isso ndo é possivel uma vez que estéo

em planos distintos.
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Figura 3.6: Atividade 1 — Parte C: Retas Reversas

Como estamos usando o Cabri 2, e nosso cubo foi criado em perspectiva
cavaleira, € provavel que alguns alunos respondam rapidamente que as retas
tracadas acima interceptam-se em um ponto, baseado apenas no desenho (ou
representacdo), ou seja, estarao influenciados pelos aspectos visuais e espaciais
do desenho, ndo estando atentos as propriedades dos objetos em jogo. Esse tipo
de comportamento é muito comum em Geometria, no qual o aluno responde
apoiado simplesmente no que vé na representacdo e ndo em relagdo as
propriedades que dela sdo possiveis extrair. Desta forma, diremos que os alunos
estardo contagiados pelo desenho (p6lo do visto) atentando apenas
perceptivamente para a posicdo das retas, e nao identificando os planos e
atentando para as arestas do cubo (pdlo do sabido), como destaca Parzysz (1995)
em seus estudos.

Vemos como um ponto positivo 0 uso do Cabri 2, e uma discussdo neste
momento, para podermos introduzir este alerta de que o que se vé na tela ndo é

suficiente para a tomada de decisdo e que, portanto, é preciso analisar a figura
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com cuidado, buscando relacdes e propriedades, para assim concluir a respeito de
certas questoes.

Nesta etapa da atividade, esperamos entdo que os alunos néo se limitem
ao nivel G1, ou seja, as caracteristicas das representacdes figurais, mas, passem
para o nivel G2, podendo assim responder a atividade com sucesso.

No item (d) perguntamos a denominagéo dessas retas. Acreditamos que os
alunos néo trardo consigo o, termo “reversas” ou por ndo lembrarem ou por nunca
terem visto. E ao final desta atividade, acreditamos que se fara necessaria uma
fase de institucionalizacdo dos conceitos por eles levantados, bem como da
questdo das limitacdes das representacdes figurais. A partir das respostas dos
alunos, pretendemos, de forma interativa com o grupo, propor uma atividade de
formulacdo da definicdo de retas reversas. Pretendemos que os alunos produzam

uma descri¢cao que se aproxime da definicdo abaixo.

Def. 1: Duas retas sédo reversas quando nao existe um mesmo plano que as
contenha.

3.2 Atividade 2

Consideremos, como reproduzida abaixo, a parte A da Atividade 2, na qual
o aluno comecgara a explorar as diagonais das faces de um cubo. Igualmente
como ocorreu na Atividade 1, as duplas receberdo o arquivo pronto do Cabri
contendo a figura do “Rot Cubo” — um cubo em perspectiva cavaleira, com

possibilidades de movimentacéo.
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Atividade 2
Parte A
a) Considere novamente o cubo ABCDEFGH. Trace as diagonais da face
ABCD do cubo e determine a intersecc¢ao entre elas, nomeando esse ponto
“X”.

b) Qual o angulo formado entre essas diagonais? Justifique sua resposta.

c) Trace, agora, as diagonais das faces EFGH, AEHD e BFGC e determine os

pontos Y, Z, T de intersec¢cao em cada caso.

d) Unindo-se os quatro pontos X, Y, Z, T determinados nos itens anteriores,
que figura geométrica se obtém? Essa figura é plana? Justifigue sua
resposta. Para observar a figura, movimente o cubo por meio do ponto
“Rot”.

Quadro 7: Ficha da Atividade 2 — Parte A

Na parte (a) desta atividade, o aluno devera tracar as diagonais da face

ABCD do cubo, usando a ferramenta “Segmento” do Cabri, e devera identificar o

ponto de interseccdo entre elas, nomeando-o de X. E um exercicio bastante

simples e os alunos deverao executa-lo sem problemas, obtendo uma figura como

a indicada a segquir.

76




Figura 3.7: Atividade 2 — Parte A (item a)

Ja na parte (b), os alunos se deparam com a tarefa de determinar o angulo
entre as diagonais obtidas, analogamente a parte B da Atividade 1. Neste caso, é
possivel ainda que os alunos utilizem a medida do angulo entre as duas diagonais.
Pode ser que a parte B da Atividade 1 produza alguma influéncia levando os
alunos a considerarem as propriedades das diagonais de um quadrado. Em outras
palavras, esperamos que os alunos atentem para as propriedades da face, néo se
deixando levar pelos aspectos perceptivos, logo, respondam no nivel G2 e nao
figuem presos as validagcdoes empiricas e perceptivas do nivel G1.

No item (c), os alunos devem tracgar outros trés pares de diagonais como se
pede no enunciado, obtendo assim trés outros pontos de interseccao de cada par
de diagonais, nomeados de Y, Z, T (cf. figura abaixo). Por se tratar da criacdo de
segmentos e determinacdo de pontos de intersecgdo, analogo ao item (a),
acreditamos que os alunos nao terao dificuldades ou duvidas na realizagdo deste

item.
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Figura 3.8: Atividade 2 — Parte A (item c)

O item (d) pretende fazer com que os alunos estudem a figura formada pela
unido desses 4 pontos X, Y, Z, T, obtidos nos itens a e c. A questao da planicidade
da figura ndo é evidente e aqui esta prevista uma intervencédo do professor para
questionar os alunos sobre o que seria uma figura plana e como identificar e
justificar este fato na situagéo.

Uma das formas de validacdo experimental, baseada nas apreensdes
perceptiva e operatoria e situada no nivel G1, é propiciada pela figura Rot_Cubo e
pela manipulacdo da mesma, gerando vistas especificas. O aluno pode,
rotacionando o cubo através do ponto Rot, observar que numa dada posicéo, a
figura torna-se, aparentemente, um segmento de reta e interpretar isso como
relacionado a sua planicidade (cf. figuras 3.14 e 3.15). Este tipo de argumento &
insuficiente, mas ajuda bastante na visualizagdo da resposta, 0 que pode
apresentar um passo importante para levar os alunos a justifica-la, com uma
funcéo de explicagdo do por qué isso acontece. O que esperamos com a atividade
€ que os alunos visualizem a figura formada por esses pontos e, depois, tentem

argumentar sobre o fato de esses pontos estarem no mesmo plano. E isso pode
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ser feito de varias formas, considerando, por exemplo, o plano que passa pelos

pontos médios de EH, FG e BC, como sendo um plano que contém os pontos X,
Y, Z, T, e, portanto, a figura é plana. Ou ainda que as retas XZ e TY se
interceptem (no centro do cubo) e, portanto, sdo concorrentes e coplanares. Essas
respostas nao sao simples, pois dependem da consideragdo de objetos (planos,
retas e pontos) nao diretamente identificados ou destacados na figura, exigindo
apreensdes mais operatorias da figura. Caso os alunos apresentem dificuldades
ou respostas muito limitadas a percepcéo, faremos uma intervencéo no sentido de
questionar os alunos sobre esses elementos, bem como, rediscutir a validade de
argumentos baseados apenas nos elementos espaciais das representagdes,
identificados perceptivamente.

Acreditamos que esta questdo deve colaborar para o desenvolvimento da
ultima atividade desta seqtiéncia de ensino, onde trabalharemos com quadrilateros
reversos e 0s alunos deverdao novamente discutir as caracteristica de uma figura

formada por 4 pontos, em particular sua planicidade.

Figura 3.9: Atividade 2 — Parte A (item d)
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A figura seguinte foi obtida com a movimentagdo do ponto “Rot” na figura

3.14.

Figura 3.10: Atividade 2 — Parte A (item d)

Sabemos que nao é suficiente, porém a figura acima permite ao aluno
conjecturar que o quadrilatero XYZT € plano, ou até visualizar que trata-se de um
quadrado. Esperamos que isso motive os alunos a buscarem argumentos (razdes)
que expliqguem este fato observado perceptivamente, uma vez que em atividades
anteriores puderam constatar que as medidas ou elementos espaciais do desenho
(interseccbes e medidas, por exemplo), nem sempre podem ser considerados
como tal.

Por outro lado, dada a dificuldade da resolugédo de problemas de posi¢ao no
espago, com representacbes planas dos objetos, € provavel que os alunos
permanegam no nivel G1, sobretudo pelo fato de contarem com o suporte visual e
experimental do Cabri. Para esta atividade, este tratamento € importante e pode

servir de base para o desenvolvimento das demais atividades.
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Na parte B desta Atividade 2, os alunos irao explorar as diagonais de um

cubo, diferenciando-a das diagonais das faces.
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Atividade 2

Parte B

a)

No item (a) da parte A, consideramos as diagonais de uma face do cubo
ABCDEFGH. Agora, vamos investigar as diagonais desse cubo. Comece
fazendo uma exploragdo no Cabri a fim de tentar identificar e criar as

diagonais do cubo.

cubo.

b) Anote: O cubo ABCDEFGH possui as seguintes diagonais:

c) Considere duas diagonais do cubo ABCDEFGH. Crie o quadrilatero
formado pelas extremidades dessas duas diagonais e movimente o cubo
através do ponto “Rot”.

d) Que quadrilatero € este? Justifique sua resposta.

e) E correto afirmar que:

Duas diagonais do cubo interceptam-se formando um angulo de 90°?
Por qué? Justifique sua resposta.
Quadro 8: Ficha da Atividade 2 — Parte B
Nos itens (a) e (b), os alunos devem identificar e criar diagonais de um
Novamente, o fato de usarmos a figura do Cabri facilita essa tarefa,

esperando que os alunos utilizem o conceito de diagonais utilizado para poligonos

e estenda para o caso do cubo. Os alunos podem fazer testes, observar, apagar o
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que foi feito, refazer, movimentar a figura e explorar com muita facilidade, de
forma pratica gracas aos recursos do ambiente. As duplas devem realizar estes

itens sem dificuldade, obtendo, por exemplo, figuras como a apresentada abaixo.

H

Figura 3.11: Atividade 2 — Parte B: diagonais do cubo

O item (c) foi desenvolvido a fim de problematizar a interseccao de duas
diagonais de um cubo, confrontando com o resultado da parte anterior. O que se
propde discutir € o fato de que as diagonais do cubo se interceptam e ndo formam
um angulo de 90° o que ocorre com as diagonais das faces. Assim, os alunos
devem criar o quadrilatero determinado pelos 4 pontos extremidades das
diagonais consideradas (cf. figura abaixo) e tentar classificar ou caracterizar este

quadrilatero.
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Figura 3.12: Atividade 2 — Parte A (item ¢)
No item (d), os alunos deparam-se com a tarefa de classificar esse

quadrilatero formado. Neste momento, temos a presenca de um fator
determinante, que é o fato de sairmos dos planos (faces do cubo) onde
consideramos as diagonais das faces do cubo (itens (a) e (c) da parte A) e

entrarmos na regido “interna” ao cubo. Esperamos que digam ser um retangulo,
uma vez que CF e DE sdo segmentos congruentes e paralelos, pois sdo

diagonais de faces paralelas, EF e CD também sdo congruentes e paralelos, pois
sao arestas do cubo de faces paralelas (conforme Figura 3.18) e ressaltando, com
suporte visual e conceitual, os angulos retos. E possivel ainda identificar que a

aresta do cubo tem medida menor que a diagonal da face, definindo assim um

retangulo. Sendo as diagonais do cubo DF e CE também diagonais do retangulo
CDEF, podemos concluir sobre suas posicdes e angulo, o que solicita o item (e)
que passamos a discutir.

No item (e), os alunos precisam dizer se o angulo formado entre as

diagonais tragadas é ou nao de 90°. Temos, portanto, um confronto com o item (b)
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da parte A desta Atividade 2. Queremos observar se 0s alunos serao influenciados
pela resposta que obtiveram quando estavam considerando as faces quadradas
do cubo, o0 que € uma confusdo comum entre os alunos, ou se passam a atentar e
considerar estes objetos distintos. Conforme descrito acima, a identificacdo do
retangulo CDEF permite responder a questao colocada. Cabe ainda salientar que
nossa opcao de indicar primeiro a construcdo e caracterizagdo do quadrilatero
determinado pelos pontos extremidades de duas diagonais e, somente a partir dai,
questionar o angulo formado por duas diagonais do cubo, corresponde a uma
variavel importante, imprimindo uma progressao particular, que algumas
experiéncias anteriores demonstraram ser fundamental. E focado nessa
caracteristica da situacdo que acreditamos ser possivel os alunos apresentarem
justificativas conceituais e produzirem o contra-exemplo do item (e), dando

significado a ele.

3.3 Atividade 3

Esta atividade procura aprofundar a exploracdo e as tomadas de decisdes
por partes dos alunos, diante do desafio de terem que justificar suas respostas ou
argumentar em favor de uma conjectura.

Iniciamos a atividade com a definicdo de quadrilatero reverso, pois
acreditamos que este conceito é desconhecido dos alunos. Na verdade, sabemos
que existem muitas dificuldades para se trabalhar com a Geometria Plana, porém
os conceitos da Geometria Plana sdo bem mais familiares para nossos alunos,
comparados com os conceitos da Geometria Espacial tendo em vista que os

primeiros sao mais abordados no Ensino Fundamental. No caso do Ensino Médio,
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os conceitos da Geometria Espacial ficam em segundo plano, ou as vezes, nem
sdo trabalhados. Mas, para a nocdo em questdo — quadrilatero reverso - sua
introducdo pode ser feita com base nos conhecimentos dos alunos sobre
quadrilateros (planos) e sera apoiada por uma atividade envolvendo dobraduras.
Inicialmente, vamos propor a definicdo abaixo para ser discutida e

explorada coletivamente.

Def. 1: Um quadrilatero € chamado de quadrilatero reverso quando néo

existe plano contendo seus 4 vértices.

Posterior a leitura e discussdao da definicdo acima, faremos um trabalho
com dobraduras solicitando aos alunos que tentem obter um quadrilatero reverso
a partir de um quadrilatero plano, recortado em papel.

Acreditamos que nesta atividade, os alunos irdo dobrar o papel obtendo
poligonos reversos, ndo necessariamente quadrilateros, mas insistiremos no fato
de que a figura deve ser um quadrilatero reverso. Com isso, pretendemos que a
estratégia de dobrar na diagonal apareca. E desta forma que acreditamos que
esta atividade auxilie o aluno tanto na compreensdo do que é um quadrilatero
reverso, como também, na construcdo do mesmo usando o Cabri, na sequiéncia
da atividade.

Segue abaixo a Atividade 3, conforme a ficha do aluno.
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Atividade 3
1) No Cabri, abra o arquivo “Atividade_3.fig". A partir desse cubo, construa um
quadrilatero reverso XYZT.

Na sua construgao, o qué garante que seu quadrilatero é reverso? Explique.

2) Marque o ponto médio de cada lado do quadrilatero reverso obtido e trace o
quadrilatero PQRS determinado por esses 4 pontos médios.

3) Antonio esta tentando investigar as propriedades desse quadrilatero PQRS. Ele
afirma que:

“Como XYZT é reverso, o quadrilatero PQRS também é reverso”.

A afirmag&o de Antonio € verdadeira ou falsa?

a) Se verdadeira identifiqgue pelo menos dois planos que contém os vértices do
quadrilatero PQRS:

b) Se falsa:

b,) O que vocé pode fazer para mostrar que Antonio esta equivocado?

b,) De que tipo € o quadrilatero PQRS?

Trapézio

Losango
Retangulo

)

)

) Paralelogramo
)

)

) Quadrado

Quadro 9: Ficha da Atividade 3
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Como nas outras atividades, o aluno utilizara o arquivo do Cabri contendo a
figura “Rot Cubo” como auxiliar na construgdo do quadrilatero reverso.

No item 1 da Atividade 3, os alunos devem partir do suporte do cubo dado
para construir um quadrilatero reverso e explicar o porqué de seu quadrilatero ser
reverso.

Apds termos apresentado a definigdo de quadrilatero reverso e trabalhado
empiricamente com esta definicdo, acreditamos que a solucédo seja dada, pelos
alunos, sem dificuldades. Um tipo de solugao esperada dos alunos esta ilustrada

na figura abaixo.

Figura 3.13: Possivel solucao do item 1 da Atividade 3

Em relacdo a justificativa de ser reverso, € possivel considerar o
quadrilatero ABGD, correspondendo ao quadrilatero XYZT solicitado, como na
figura e argumentar que € quadrilatero por ter quatro vértices e quatro lados, e é
reverso, pois os pontos A, B, D determinam um unico plano — o suporte da face
ABCD - e o ponto G ndo pertence a este plano (vértice da face oposta),

respeitando assim a definicao de quadrilatero reverso.
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Outro caso possivel é considerar os vértices do quadrilatero reverso sem
serem vértices do cubo, como na figura abaixo, e para a qual 0 mesmo raciocinio
pode ser empregado. E possivel que o cubo constitua, nesse momento da
seqliéncia, uma figura de referéncia com seus vértices destacados e os alunos

prefiram a 12 solucao.

Figura 3.14: Possivel solucao do item 1 da Atividade 3

Na parte 2 da Atividade 3 o aluno devera usar a ferramenta “Ponto Médio”
do Cabri, para obter o ponto médio de cada lado do quadrilatero reverso
construido e uni-los por meio da opcao “Poligono” (cf. figura abaixo), devendo ser
realizada facilmente pelos alunos que tém familiaridade com esses comando e

operagoes.
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Figura 3.15: Atividade 3 (item 2)

Na parte 3 desta Atividade, os alunos recebem uma questdo desafiadora,
para a qual eles devem pensar e buscar argumentos para justificar suas
respostas. Este é o objetivo desta parte da atividade, levar os alunos a se
questionarem sobre as caracteristicas do quadrilatero e refletirem sobre a
justificativa para a validade de uma afirmacéo. Esperamos que assim, os alunos
sintam-se envolvidos em um processo de investigacado, buscando argumentos que
sustentem suas afirmacoes.

Nesta parte da atividade, consideramos um aluno hipotético Antdnio, para
afirmar que se o quadrilatero XYZT é reverso, entao PQRS também é reverso e os
alunos devem discutir se esta afirmacado é verdadeira ou falsa, explicando e
justificando sua resposta.

O Cabri, neste momento, pode auxiliar a exploracéo e verificacdo para a
elaboragdo de conjecturas. De fato, a figura dindmica e as possibilidades de
verificacdo de propriedades podem favorecer um olhar mais geométrico por parte

dos alunos, evitando que figuem apenas na apreensao perceptiva da figura. O
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professor estara atento para solicitar aos alunos que justifiquem suas respostas,
solicitando que identifiguem propriedades e argumentos para explicitar o que
estao levando em conta na situacao.

Com a movimentacao da figura, é possivel perceber que o quadrilatero
formado com a unido dos pontos médios do quadrilatero reverso € uma figura
plana e, portanto, ndo reverso. O mesmo tipo de manipulagéo citado na Atividade
2 quando da analise do quadrilatero XYZT formado por pontos de interseccao de
diagonais das faces, pode ser usado aqui e fornecer subsidios para o aluno

invalidar a afirmacéo.

Figura 3.16: Atividade 3 (item 3): Planicidade do Quadrilatero

Chegando a essa resposta, o0 aluno deve identificar o quadrilatero formado,
classificando-o0. Esperamos dos alunos a identificagdo do quadrilatero PQRS como
sendo um paralelogramo — o0 que consideramos possivel de ser conjecturado. E
para isto, novamente os recursos do Cabri podem auxiliar, pois em se tratando de
segmentos paralelos, suas medidas podem ser comparadas mesmo na figura em

projecdo do “Rot_Cubo” (cf. figura abaixo). Ao final — Atividade 4 — solicitaremos
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aos alunos que explicitem as propriedades que garantem essa classificagcao como

descrito em seguida.

FS ¢ OR tem a mesma
medida e sdo

Objetos paralelos

Figura 3.17: Atividade 3 (item 3): Caracterizacao do Quadrilatero

3.4 Atividade 4

Esta é a ultima atividade e tem por objetivo verificar se os alunos, ao longo
do desenvolvimento da seqiiéncia, envolvem-se em um processo de prova de uma
dada afirmagao — no caso, que o quadrilatero PQRS é um paralelogramo.

Considerando que a situacdo do segmento que une os pontos médios de
dois lados de um tridngulo foi tratada na fase de familiarizacdo com o Cabri
(conjecturada), € possivel que os alunos possam reconhecer as hip6teses dessa
propriedade e a utilizem nessa questdo. Nessa ocasido, os alunos tiveram a
oportunidade de verificar experimentalmente o referido teorema. E alinhando
entdo essa experiéncia a atividade de dobradura com o quadrilatero reverso — na
qual o mesmo pode ser apreendido como decomposto em dois tridngulos por uma
diagonal — que baseamos nossa hipotese de que os alunos tém condi¢des de

validar a conjectura elaborada acerca do tipo de quadrilatero obtido na Atividade 3.
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Esperamos, assim, que os alunos produzam argumentos baseados nessa
propriedade e na nog¢ao de paralelismo para atingirem, mesmo com observagdes
sobre a figura, um nivel de prova conceitual, do tipo experimento de pensamento
(Balacheff, 1987).

A atividade 4 é uma extensao da atividade 3, pois usaremos as respostas
dadas pelos alunos na atividade 3 para desenvolver esta situacdo. Na verdade,
nesta atividade, os alunos precisam provar (ou refutar) o resultado encontrado na

atividade 3.

Atividade 4

Na Atividade 3, vocés chegaram a conclusao de que o quadrilatero PQRS

é um

Retomem a figura obtida na Atividade 3, e usando o fato de o quadrilatero
XYZT ser reverso e de termos considerado os pontos médios de cada lado desse
quadrilatero para obtermos o quadrildtero PQRS, relacione abaixo todos os
argumentos possiveis, propriedades e relacbes geométricas da figura que

justificam sua resposta.

Quadro 10: Ficha da Atividade 3

Como se vé, é uma atividade que vai direto a questdo da producédo de uma
prova, colocando assim o aluno na posigao de quem precisa argumentar, buscar
propriedades vistas anteriormente, relagdes possiveis, inclusive utilizando os

recursos do Cabri como auxilio.
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Sabemos que a questdo da prova, ja ressaltada anteriormente, é delicada
até mesmo em niveis superiores (na Graduacgao, por exemplo), podendo nossos
alunos apresentar bastante resisténcia para sair do nivel empirico. Ainda assim,
tentaremos avaliar os tipos de argumentos produzidos por eles, buscando
relaciona-los as caracteristicas e propostas das atividades anteriores, com o
intuito de verificar seus efeitos.

Nesta atividade, o papel da prova pode ser de explicagdo ou de
comunicacdo do raciocinio desenvolvido. E o que procuraremos analisar, a partir

das respostas dos alunos, conforme apresentamos no capitulo que segue.
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CAPITULO 4

Procedimentos Metodologicos

Neste capitulo, faremos algumas consideracdes sobre nosso envolvimento
com a Escola, com os alunos que participaram deste estudo e também, em
relacdo a todo o processo de escolha dos alunos, de organizagcao e aplicacdo das
atividades.

Escolhemos para a aplicacdo de nossas atividades, a propria Escola onde
lecionamos. E uma Escola Publica do Estado de Sdo Paulo, como citamos
anteriormente, com aproximadamente 1300 alunos. Lecionamos nesta escola ha
quatro anos e recebemos bastante apoio da Dire¢do e dos colegas para que nela
realizassemos nossas experimentagbes relativas ao projeto AProvaME e, por
consequéncia, ao curso de Mestrado.

A escola tem um laborat6rio de Informatica com 8 computadores e acesso a
Internet. Tivemos acesso a esse laboratério, o que muito nos favoreceu no
desenvolvimento das situacdes, uma vez que estas foram previstas para serem

desenvolvidas com o auxilio do software Cabri-Géométre®.

% A escola tem o software Cabri-Géométre 2, adquirido por meio do Governo do Estado de Sdo Paulo.
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4.1 Perfil dos Alunos

Os alunos foram convidados a participarem do Projeto AProvaMe.
Visitamos trés turmas da escola, sendo que lecionamos em apenas uma delas e,
para as quais explicitamos os objetivos do projeto, anunciando o uso do
computador como auxiliar nas atividades a serem realizadas. Frisamos que se
tratava do desenvolvimento da nossa dissertacdo de Mestrado e de como seria
importante a participacéo deles, bem como a ajuda que nos prestariam.

A partir do convite, e para surpresa nossa, tivemos muitos alunos
interessados. Inicialmente, pensamos em trabalhar com sete duplas, ou seja,
quatorze alunos no total, para atender o maior nimero de interessados possivel.
Porém, em conversa com nossa orientadora, percebemos que correriamos o risco
de ndo conseguir acompanhar em detalhes e dar toda atengdo necessaria as
duplas durante o desenvolvimento das atividades. Assim, optamos por
desenvolver o estudo com apenas trés duplas, sendo duas do segundo ano do
Ensino Médio (15 e 16 anos) e uma dupla do primeiro ano do Ensino Médio (14 e
15 anos).

Num contato inicial, procuramos saber se os alunos tinham alguma
experiéncia com assuntos relacionados a Geometria e se conheciam o ambiente
Cabri-Géomeétre. As respostas foram negativas para ambas as perguntas. Os
alunos disseram que estudaram muito pouco de Geometria nas séries anteriores e
que desconheciam o referido software. Por outro lado, sdo alunos com bom
desempenho em Matematica e que se mostraram muito interessados e motivados

a participar das situacdes experimentais.
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Este é, portanto, o perfil dos alunos participantes de nosso estudo. Pela
descricdo acima, percebemos que estamos num ambiente favoravel para
aplicarmos as atividades desenvolvidas e fazermos um levantamento das
concepcdes e conhecimentos dos alunos sobre argumentacdao e prova. E,
sobretudo, avaliar o potencial das atividades, analisando se estas podem levar
esses alunos a producdo de argumentos e provas conceituais, possibilitando
ampliar a compreensao deles sobre os processos de prova em Matematica, em

particular, o problema da limitacdo dos argumentos empiricos.

4.2 O Papel do Professor

Durante as Fases 1 e 2 do projeto AProvaMe, tivemos inumeras
experiéncias para que pudéssemos compreender, também, qual seria 0 nosso
papel no desenvolvimento das situagdes de aprendizagem e na evolugdo do que
conhecemos sobre argumentacao e prova em Matematica.

Ao longo do projeto, como professores-colaboradores, tivemos varios
papéis, desde a participacdo na aplicagdo e codificacdo dos questionéarios (Fase
1) até a escolha e organizagdo do grupo de alunos participantes do experimento,
passando pela etapa de discussdo e de elaboragcdo das situagcbes de
aprendizagem (Fase 2). Particularmente, em relagdo a experimentacdo das
atividades com os alunos, assumimos o papel de professor, em uma atividade de
carater extracurricular.

As atividades foram elaboradas de tal forma que os alunos pudessem
desenvolvé-las sem continua intervencao direta do professor. Este ponto €

delicado, pois, nossa experiéncia mostra que os alunos estdo acostumados a
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receberem resultados prontos e muita ajuda do professor. Temos também uma
situagdo diferente, pois, em dupla, precisam resolver as atividades com
justificativas e argumentos convincentes, algo que nao lhes & familiar. Com isso,
procuramos negociar com os alunos que eles deveriam interagir com o colega de
dupla e tentar resolver ou responder as atividades da melhor forma possivel.

Durante a aplicacdo das atividades, sempre que recebiamos alguma
pergunta por parte dos alunos, procurdvamos devolvé-la com outra pergunta de tal
forma que pudessem organizar seus raciocinios e continuar desenvolvendo as
atividades. Também prestamos esclarecimentos quanto aos enunciados, quando
solicitados pelos alunos e ainda sobre alguns recursos e procedimentos no Cabri.
Procuramos assim, o papel de um professor que dialoga, questiona, traz
informagcdes e media as situagbes a fim de colaborar com o desenvolvimento
cognitivo dos alunos.

Outro papel importante que desenvolvemos foi proporcionar encontros para
refletir sobre as respostas dadas, comentar erros e acertos e também introduzir
conceitos ou ferramentas do Cabri que até entdo eram desconhecidos dos alunos,
mas que foram mobilizadas implicitamente nas atividades. Nestes encontros,
procuramos entdo possibilitar momentos de retomada e sintese das estratégias
utilizadas pelos alunos, motivando a participacdo dos mesmos no que podemos

relacionar a fases de institucionalizagéao.

4.3 Dados Coletados
A sequéncia de ensino foi desenvolvida em onze encontros, de

aproximadamente 1h30’ de duracdo cada.
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Os dados coletados ao longo desses encontros foram: as gravagdées em
video e audio das interagdes das duplas, arquivos do Cabri e respostas escritas
nas fichas de trabalho.

Como citamos anteriormente, em razao da necessidade de uma etapa de
familiarizagdo com o ambiente Cabri, desses onze encontros, temos que cinco
foram efetivamente usados para a aplicacdo das atividades envolvendo provas e
argumentacoes.

As atividades foram aplicadas em dias diferentes, com o objetivo de
observar e comparar o desempenho dos alunos no decorrer de suas elaboragdes
e das observacoes que faziamos ao término de cada atividade.

Desta forma, coletamos os dados em arquivos Cabri, em imagem e audio e
em documentos impressos. E com base nesses dados que realizaremos as

andlises das respostas e processos dos alunos ao longo do desenvolvimento das

atividades.

4.4 Analise dos Resultados

Procuraremos mostrar o desempenho dos alunos diante das atividades
propostas e verificar o quanto evoluiram em relagdo aos processos de
argumentacao e prova. Outro ponto importante a ser avaliado sdo as atividades
em si, ou seja, analisar se comportam elementos que permitem conduzir e auxiliar
o aluno a um nivel de prova conceitual.

Gostariamos de destacar o empenho e a alegria com que os alunos

participaram das atividades, confirmando nossa percep¢éao inicial. Em particular
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com relagédo ao uso do computador, pudemos perceber nitidamente o encanto dos
alunos diante da tela, logo nas primeiras construgdes com o software Cabri.

Um fato interessante € que trabalhar num ambiente de Geometria Dindmica
permite ao aluno fazer e refazer a figura com rapidez, e consideramos isso
importante, pois percebemos durante a aplicagcdo que os alunos tentavam, por
diversas vezes, chegar a uma figura solicitada e responder as questdes, sem, no
entanto, interpelar o professor com freqiiéncia. E possivel afirmar que o ambiente
proporciona isso, ou seja, os alunos apresentaram iniciativa e nao ficaram
esperando uma resposta pronta do professor, como acontece costumeiramente na
sala de aula. Como afirma Pietropaolo (2005), a prova pode decorrer da
necessidade do aluno, diante de um problema ou fenédmeno na tela do
computador. Diante do entusiasmo dos alunos com o Cabri, é 0 que esperamos

que aconteca e que procuraremos identificar e analisar nos itens que seguem.

4.4.1 Atividade 1

As trés duplas tiveram acesso, por meio de um arquivo, @ uma figura
denominada “Rot_Cubo”, que contém a representacdo de um cubo ABCDEFGH e
utilizaram este objeto, com facilidade, durante toda a atividade, conforme veremos
a sequir.

A Dupla 1 desenvolveu com clareza e corretamente a Atividade 1. Como

pedido, a dupla abriu o arquivo contendo o “Rot_Cubo”, ou seja, a representagao
de um cubo ABCDEFGH no Cabri e tragou as retas pedidas, no item (a), AHD e

BHC (cf. figura abaixo).
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FIGURA 4.1: Atividade 1A (item a), Dupla 1

No item (b), a dupla movimentou o cubo com as retas tragcadas, por meio do
ponto “Rot”. A partir dai, concluiram que as retas eram paralelas, dando a
resposta ao item (c) da seguinte maneira: “Elas sdo paralelas porque se
movimentam de acordo com o cubo”.

Esta resposta ndo esta completa, pois podemos ter retas ndo paralelas que
tenham esse comportamento. Na verdade, quaisquer duas retas tragadas por dois
pontos quaisquer do cubo (no caso, os vértices) se movimentardao com o cubo.
Interrogamos, portanto, a dupla neste sentido e obtivemos a seguinte resposta:
“Elas estdo em vértices opostos de um quadrado’.

Com isso, é possivel perceber que estdo considerando, claramente, o fato

de as retas serem suportes de lados paralelos de um quadrado e desta maneira,

as retas AHD e BHC sao paralelas. Na verdade, nao escreveram, mas comentaram
que as retas seguem a mesma direcao e com a movimentagao do cubo, a posicao
relativa ndo se altera.

Temos, entdo, uma situagéo onde, a principio, a dupla encontra-se no nivel
G1 (Parzysz, 1995). No entanto, ao ser questionada, a dupla deixa claro que néo

esta levando em consideracdo somente o que vé na tela do computador e sim
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algumas propriedades, como o fato de as retas serem suportes de lados opostos
de um quadrado, mantendo a mesma direcdo no movimento. Assim, como era
esperado, podemos considerar que a dupla se situou nos niveis G1 e G2
(Parzysz, 1995), articulando a geometria espacgo-grafica com a geometria proto-

axiomatica.

No item (d), continuaram com a reta AD e tracaram a reta FG dizendo que:

“Cada uma das retas esta em um plano e uma face diferente, assim sdo
paralelas”.

Apresentaram a seguinte figura:

FIGURA 4.2: Atividade 1A (item d), Dupla 1

A dupla observou as posi¢cboes das retas em relagdo a planos, no entanto,
pela informagédo néo € possivel garantir o paralelismo entre elas. Ao questiona-los
a respeito da resposta dada, completaram dizendo que: “Estdo em lados opostos”.

Explicitando que sao retas suportes de arestas em faces paralelas, logo as

d Ud
retas AD e FG séao paralelas, deveriam citar que as retas tém a mesma direcao,

mas argumentaram que isso fica claro olhando na figura. E o que Duval (1995)
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chama de apreensdo perceptiva, ou seja, a dupla interpretou a figura imediata e
perceptivamente pela familiaridade que tem dela.

Percebemos, claramente, neste inicio de analise, a importancia de pedir a
dupla que apresente esclarecimentos e reveja suas respostas. Vemos que as
respostas dadas inicialmente sao baseadas em fatos que estdo observando, sem
levar em consideracdo os elementos pertinentes que justificam o resultado. E,
desta forma, a dupla iniciou no pdlo do visto (Parzysz, 1988). No entanto, ao pedir
que explique sua resposta, a dupla buscou e encontrou argumentos que a
justificasse, migrando assim para o polo do sabido (Parzysz, 1988). Esse nosso
papel tem justamente esse interesse, o de incitar e questionar os alunos sobre
suas producdes. Acreditamos ser essa uma atuacao propicia para o trabalho com
provas e argumentagoes.

Uma resposta possivel que esperdvamos e a dupla nao apresentou seria
. L4 Ed Ud Ud - -
considerar o fato de que AD e BC e BCe FG s&o paralelas e, entdo por

transitividade AD e FGsao paralelas.

No item (e) a dupla identificou corretamente outros pares de retas paralelas,

apresentando os seguintes: I—% e I-TE, I—TE e AHD, I—% e BHC.
A parte B desta atividade também foi desenvolvida com sucesso pela dupla.

No item (a), consideraram novamente o cubo ABCDEFGH, tragaram as

retas CHD e CHG e movimentaram a figura conforme solicitado (Figura 4.3).
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FIGURA 4.3: Atividade 1B (item a), Dupla 1
Ao serem interrogados, no item (b), a respeito da interseccao dessas retas,
responderam que sim, conforme descrito abaixo:
“Sim, pois os dois estdo ligados ao ponto C, fazendo com que as retas se
cruzem’.
Vemos que ha imprecisdo na maneira que colocaram a frase, porém, fica
claro que consideraram ambas as retas passando pelo ponto C e, portanto

concorrentes.

Disseram, também, que o angulo formado entre as retas CHD e CHG € de 90°,
ao responder o item (c), justificando que:

“Estao tracadas uma em cada lado do quadrado GCHD”.

Neste caso, a dupla destaca a relagdo das retas com os lados do quadrado
da face. Mostraram assim, que estao atentos a elementos pertinentes da figura
que colaboram para a justificativa pedida, ou seja, no nivel G2 (Parzysz, 1995).

A principio, no item (d), ndo souberam dizer 0 nome que essas retas
recebem. Na verdade, alegaram que ndo lembravam o nome da posi¢éo relativa

entre as retas. Entdo fizemos uma intervengéo, perguntando as outras duplas se
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poderiam ajudar. A dupla 2 disse que as retas eram perpendiculares. Entao,
voltamos a atengéo para a dupla 1, perguntando se eles concordavam, ou seja, se
tinham lembrado ou conheciam essas retas. A dupla 1 respondeu:

“Sim, sdo perpendiculares no ponto C”.

No item (e) apresentaram outros 6 pares de retas que tém a mesma
posicao relativa, ou seja, que sao perpendiculares. Os pares sao:
DCeDA, CBeBF, DA eAE, ABe AE, FGeFB, AE eEH

No item (c), perguntamos o angulo formado entre as retas. A dupla poderia
ter seguido outro caminho para identificar a medida de 90° pedindo ao Cabri que
medisse esse angulo. E se fizessem este caminho ndo encontrariam o angulo de
90°, pois o cubo foi construido em perspectiva Cavaleira. Pensando nisso,
elaboramos o item (f), que apresenta uma situacao hipotética onde o aluno Pedro
mediu 0 angulo. A dupla assinalou a alternativa correta, ou seja, que o angulo é
diferente de 90° porque o cubo foi construido em perspectiva, porém deve ser
considerado 90, pois as faces do cubo sdo quadradas. Finalizou, assim, a parte B
da Atividade 1.

Na parte C, ultima desta primeira atividade, a dupla deparou-se com o
conceito de retas reversas e, como haviamos previsto na analise a priori, a dupla
soube trabalhar com as retas reversas e também identificar pares de retas com
esta caracteristica, sem, entretanto saber denomina-las.

No item (a) a dupla considerou o cubo ABCDEFGH e nele tragou as retas

CD e FG. Movimentou a figura, apresentada abaixo, a fim de observar a posi¢ao

relativa entre essas retas.
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FIGURA 4.4: Atividade 1C (item a), Dupla 1

Esta é sem davida uma questéo interessante, pois a apreensédo perceptiva
da figura sugere uma intersecgao (visualiza-se retas concorrentes) e, no entanto,
este ndo é o caso e esta intersecado néo existe. Como ja explicamos, se a dupla
assim considerasse, estaria no nivel G1 (da geometria no espago-gréafico) de
Parzysz (1995), inferindo elementos ndo pertinentes aos objetos em jogo,
pautando-se simplesmente no aspecto do suporte grafico, fazendo o controle pelo
olhar. Porém, ndo foi o que ocorreu, a dupla analisou a figura e tomou a deciséo
baseada em premissas aceitas de modo intuitivo, estando, portanto, no nivel G2 (a
geometria proto-axiomatica) de Parsysz (1995).

Ao responder, no item (b), se este par de retas estd ou ndo no mesmo
plano, a dupla escreveu:

“Néo. Porque elas ndo sdo paralelas e elas também néo se interceptam.”

Cabe destacar aqui, a comparacao que a dupla esta fazendo com os itens

anteriores desta atividade, nos quais analisou retas paralelas e perpendiculares.
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No item (c) a dupla foi questionada a respeito da intersec¢édo entre este par
de retas e como ja tinha antecipado a resposta, continuou:

“Néo. Porque elas estdo em planos diferentes e para se interceptarem as

retas teriam que estar ligadas ao mesmo ponto”.

Quando citam que “as retas deveriam estar ligadas ao mesmo ponto”, estao
referindo-se a necessidade de ponto comum para determinar a intersecgao.

No item (d), a dupla respondeu: “Ndo sabemos os nomes das retas”.

Mesmo sem saber a nomenclatura, souberam, no item (e), reconhecer

<~ &~
outros pares de retas reversas diferentes de CD e FG. Sao eles:

R = I R R T
AB e HE, EF e BC, EF e AD, GH e BC, GH e AD.

Depois da atividade respondida e de termos verificado que nenhuma das
trés duplas apresentou a nomenclatura, realizamos um novo encontro para
apresentar a definigao de retas reversas e dar continuidade as outras atividades.

Em sintese, a dupla 1 ndao encontrou dificuldades para desenvolver esta
atividade. Usou o Cabri com facilidade para tracar as retas pedidas e observar a
figura com movimentacdo, mostrando assim que 0s encontros anteriores para a
familiarizacdo com o software foram de grande valia.

A dupla ndo considerou apenas o visual, ou seja, 0 que viam na tela do
computador, indo além, buscando conceitos ou propriedades dos objetos que
pudessem sustentar as respostas. Podemos dizer que os objetivos foram

plenamente atingidos para esta dupla na Atividade 1.
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Acompanhemos o desenvolvimento da Dupla 2 nesta primeira atividade.
Esta dupla ndo desenvolveu satisfatoriamente apenas a Parte C, como veremos
mais adiante.

Inicialmente, a dupla abriu o arquivo contendo o “Rot_Cubo” e tragou as

retas mencionadas no item (a), obtendo a figura abaixo.

H’ G

FIGURA 4.5: Atividade 1A (item a), Dupla 2
No item (b) a dupla movimentou o cubo por meio do ponto “Rot”, concluindo
que as retas sao paralelas, dando a seguinte resposta ao item (c):
“Elas sdo paralelas e por isso as retas ndo se cruzam. Porque ndo passam
pelos mesmos pontos de origem”.
A dupla mostra que tem como conceito de retas paralelas, aquelas que néao
se interceptam. Quanto a justificativa apresentada pela dupla, tem-se que a
mesma considerou o fato de que cada reta passa por vértices diferentes da face
ABCD do cubo dado e que, portanto, ndo poderiam encontrar-se. Este fato ocorre,
claramente, porque as faces do cubo s&o quadradas. A dupla ndo fez referéncia a
este fato, no entanto, neste caso particular, a representacao gréafica é clara e a

figura muito familiar, o que pode ter sido tratado como uma evidéncia.
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De Villiers (2001) menciona que: “uma prova apenas tem significado
quando responde as duvidas dos alunos, quando prova o que ndo € ébvio”. E em
muitos casos, sobretudo, em Geometria o aluno percebe e valida visualmente uma
propriedade e deixa de justificar de maneira detalhada, uma vez que ja se
convenceu do resultado. E assim que reconhecemos a complexa relagdo entre
objeto e representacdo, ou ainda, entre os pélos do visto e do sabido, como
descreve Parzysz (1995).

No item (d), a dupla continuou a analise observando a posicao relativa entre
as retas AD e FG dizendo que: “As retas AD com FG se encontram ao

L4
movimentar o Rot, o AD é o extremo oposto dos outros pontos”.

A dupla manipulou e explorou as figuras que seguem.

FIGURA 4.6: Atividade 1A (item d), Dupla 2
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FIGURA 4.7: Atividade 1A (item d), Dupla 2

A dupla teve dificuldades em analisar os elementos que foram dados e
tracados. Observamos que na figura 4.6, a posicao indica o par de retas paralelas
e ao movimentar o cubo a partir do ponto “Rot”, a dupla encontra uma posicgéao tal
que uma reta se sobrepbe a outra (cf. figura 4.7), respondendo, assim, que “as
duas retas se encontram”. Conforme dissemos no inicio desta analise, a dupla
deixou-se levar pelo visual apenas, ou seja, permaneceu no polo do visto
(Parzysz, 1988), sendo impregnada pelos aspectos espaciais, sem analisar em
termos geométricos as movimentagdes e a perspectiva da figura. Realizou este
item (d) da atividade de maneira incorreta. Neste caso, para esses alunos, os

recursos e a caracteristica dinamica do Cabri ndo surtiram efeito positivo.
, - - Cd <~
Também ndo usaram a comparacdo com os pares de retas AD e BC e

B%)e FHG, para concluirem que AHD e FHG sdo paralelas.

No item (e), a dupla identificou corretamente outros pares de retas

paralelas. Observemos que a dupla considerou somente pares de retas
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pertencentes a mesma face, limitando sua analise e esclarecendo o porqué de

nao identificarem AHD e FHG como paralelas.

Nesta etapa inicial da sequiéncia, percebemos que a dupla 2 encontra
dificuldades para explicitar e justificar suas respostas. Ja na parte B desta
atividade, a dupla teve um melhor desempenho.

No item (a), consideraram novamente o cubo ABCDEFGH, tragaram as

retas CHD e CHG e movimentaram a figura.

FIGURA 4.8: Atividade 1B (item a), Dupla 2

Ao serem interrogados, no item (b), a respeito da interseccédo dessas retas,
responderam corretamente, conforme descrito abaixo:

“Elas se encontram, pois as duas retas passam pelo ponto C’.

Disseram, também, que o angulo formado entre as retas CD e CG é de 90°,

ao responder o item (c): “Um angulo de 90, pois elas sdo perpendiculares’.
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Nesse momento, fizemos uma intervencado questionando como podem ter
certeza de que o referido angulo é reto e os alunos responderam prontamente que
se deve considerar “os quadrados das faces”.

No item (d), a dupla associou a nomenclatura adequadamente, resposta
que ja tinham antecipado no item (c) e para a Dupla 1.

No item (e), apresentaram outros 5 pares de retas que tém a mesma
posicao relativa, ou seja, sdo perpendiculares.

A dupla fez a opgao correta no item (f), finalizando, assim, a parte B da

Atividade 1.

A Dupla 2 iniciou a parte C tragando as retas CHDe FHG. Movimentou a

figura, apresentada abaixo, a fim de observar a posic¢ao relativa entre essas retas.

FIGURA 4.9: Atividade 1C (item a), Dupla 2

Como destacamos anteriormente para a Dupla 1, se o aluno considerar
apenas a figura, ou seja, ter uma apreensao perceptiva dela (Duval, 1995), nao
chegaria a resposta correta, pois visivelmente ndo se trata de um angulo reto (na

perspectiva).
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Ao responder, no item (b), se este par de retas esta ou ndo no mesmo

plano, a dupla escreveu que: “N&o, porque FHG é um plano e CHD é outro plano’,
dizendo a sua maneira que estdo em planos distintos. Consideramos, portanto, a
resposta certa.

No item (c), a dupla foi questionada a respeito da intersecgcéo entre este par
de retas e respondeu: “Sim, porque elas ndo sao paralelas”’.

Essa resposta deixa claro que a dupla esta se baseando no que estédo
vendo na figura e, neste momento, ndo houve um olhar para as propriedades
existentes na figura (faces opostas paralelas, p. ex.). Em principio, isso significa
que a dupla encontra-se no pdlo do visto (Parzysz 1988). A dupla tem razéo
quando diz que as retas ndo sao paralelas, no entanto, existem outros pares de
retas que ndo tém interseccdo e que ndo sdo paralelas. E o caso das retas
reversas, objeto de estudo nesta parte.

No item (d), a dupla deveria nomear essa posi¢cao relativa, mas disse
simplesmente: “N6s ndo sabemos”.

Mesmo sem saber a nomenclatura e sem uma definicao explicita de retas

reversas, souberam no item (f) reconhecer outros pares de retas reversas

diferentes de CHDeFHG - E?A e §C, e EHH e AHB.

Depois desta parte C da atividade respondida e de termos verificado que
nenhuma das trés duplas apresentou a nomenclatura correspondente, realizamos
um novo encontro para apresentar uma definicdo de retas reversas e dar

continuidade as outras atividades.
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Resumindo essa Atividade 1, a Dupla 2 apoiou-se mais nas imagens que
viam na tela do computador do que em elementos que pudessem realmente
fortalecer a argumentagéo, encontrando-se, portanto, no pélo do visto (Parzysz,
1988). Usou o Cabri com facilidade para tracar as retas pedidas e realizar as
movimentag¢des do cubo.

Vamos finalizar a analise desta Atividade 1, observando e comentando os
resultados obtidos a partir das producées da Dupla 3.

Analogamente as duplas 1 e 2, a Dupla 3 abriu o arquivo contendo o

“Rot_Cubo” e tracou as retas AHD e B% , obtendo a figura reproduzida abaixo.

H

FIGURA 4.10: Atividade 1A (item a), Dupla 3

Nos itens (b) e (c), apdés movimentacdes da figura e observagdes, a dupla
concluiu o paralelismo das retas, respondendo na ficha: “Que as retas ficaram
paralelas aos dois pontos”. Apesar da imprecisdo ou falta de clareza da frase,
quando questionados, explicitaram a relagéo entre os lados do quadrado da base
(paralelos e congruentes), complementando que se referiam as distancias de A

para B e de C para D.

114



Quando perguntamos a eles o que eram retas paralelas, afirmaram: “No
se encontram oras!”.

No item (d), os alunos continuaram a atividade observando a posig¢éao

Ud Ud
relativa das retas AD e FG (conforme figura abaixo) dizendo que:
“Continua paralelas, e nunca vao se cruzar. Porque cada uma das retas

esta ligada a dois pontos diferentes”’.

FIGURA 4.11: Atividade 1A (item d), Dupla 3
Novamente consideramos a resposta correta, mas sem clareza no registro
escrito. Nas interagcdes, percebemos que a dupla encontra argumentos que, na

verdade, sdo redundantes. Pretendiamos que a dupla justificasse o porqué nao ha

0 encontro das retas AHD e FHG, mas este nao foi o caso.

No item (e), a Dupla 3 também identificou corretamente outros pares de
retas paralelas.

Na parte B desta atividade, a Dupla 3 ainda persistiu em responder as
questdes sem justificar usando elementos pertinentes, como 0s que 0 cubo

oferece, por isso o escolhemos.
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No item (a), consideraram novamente o cubo ABCDEFGH, tragaram as

retas CD e CG e movimentaram a figura (cf. 4.12).

/c

FIGURA 4.12: Atividade 1B (item a), Dupla 3

Ao ser interrogada, no item (b), a respeito da interseccado dessas retas, a
dupla respondeu que sim, conforme descrito abaixo:
“Sim porque elas se cruzam no ponto C formando um angulo de 90 °..

Apresentaram, portanto, a resposta correta.

Disseram, antecipadamente, que o angulo formado entre as retas CD e CG
é de 90°, e depois no item (c), acrescentaram:
“Formam o angulo de 90° Porque elas se cruzam no ponto C”.

A resposta que esperavamos € que o angulo formado entre as retas

CHD e CHG € de 90° porque sao suportes de lados consecutivos de um quadrado, a

face do cubo. Mas, como ja mencionamos, esta caracteristica é evidente para os

alunos.

No item (d), a dupla respondeu: “Reta perpendicular’.
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No item (e), apresentou outros 2 pares de retas que tém a mesma posicao
relativa, ou seja, que sao perpendiculares. Os pares apresentados foram:
DH e DC,e AE e AB

A Dupla 3 fechou esta parte da atividade de maneira andloga as outras

duas, ou seja, mostrou dominio da relacao objeto-representagdo e concordou que

Ed Cd
se usasse o Cabri para medir o angulo entre as retas CD e CG, este angulo seria
diferente de 90°, uma vez que o cubo “no desenho, fica torto”.

Com relagdo a Parte C, apdés o tracado das retas (cf. Figura 4.13) e
observacdo da movimentacao, a dupla respondeu o item (b): “Ndo, porque FHG é

>
um plano e CD é outro plano”. Eles quiseram dizer, a maneira deles, que as retas
estdo em planos distintos. Na discussao, eles chegaram a mencionar que “ngo da
para ter as duas no mesmo plano’, o que evidencia uma boa visualizagcado e

compreensao da situacao, além de caracterizar corretamente retas reversas.

FIGURA 4.13: Atividade 1C (item a), Dupla 3
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No item (c), em relagdo a existéncia ou ndo de ponto de intersecgao, a
dupla respondeu: “Sim, porque elas ndo sdo paralelas’.

Os alunos tém razdo quando dizem que as retas nao sao paralelas, no
entanto, existem outros pares de retas que nao tém intersec¢do e que nao sao
paralelas, como € o caso das retas reversas. Ao perguntarmos qual seria essa
intersecgao, os alunos hesitaram bastante, retomando a idéia de que as retas “nao
estavam no mesmo plano”, com respostas vagas nesse momento. Esse episodio
parece-nos ilustrar o conflito entre o visto e o sabido, de acordo com Parzysz
(1988), pois mesmo analisando adequadamente as posi¢cdes entre as retas, 0s
alunos, talvez se deixaram influenciar pelo que se apresentava as suas visées na
figura da tela do computador.

Os alunos ndo conheciam a denominacao de retas reversas, respondendo

“Nés ndo sabemos” no item (d). Ainda assim, no item (f), reconheceram

corretamente outros pares de retas reversas, diferentes de CHD e FHG.

Em sintese, a dupla oscilou entre apoiar-se no que viam na tela do
computador e interpretar efetivamente as caracteristicas dos objetos geométricos,
apresentando respostas iniciais no pélo do visto, mas atingindo o p6lo do sabido
quando das discussdes. Assim como no caso das outras duplas, para os alunos

da Dupla 3, o manuseio do Cabri se fez sem qualquer dificuldade.
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4.4.2 Atividade 2

Nesta atividade as duplas 1, 2 e 3 também utilizaram o cubo ABCDEFGH,
com o interesse de estudar as diagonais da face e do cubo.

Consideremos abaixo o resultado que obtivemos da Dupla 1. No item (a), a
dupla criou corretamente a interseccdo das duas diagonais da face ABCD,

nomeando-a de X, conforme figura abaixo.

FIGURA 4.14: Atividade 2 (item a), Dupla 1

Ao responder sobre o angulo formado entre essas diagonais, no item (b), a
dupla escreveu:

“90° porque a intersecgcdo x € como se fosse uma circunferéncia e toda a

circunferéncia tem 360° e essa € dividida em partes iguais formando

angulos de 90°

A dupla ndo respondeu na direcdo do que esperdvamos, ou seja, que a
face ABCD do cubo € quadrada e, portanto, suas diagonais interceptam formando

um angulo de 90°. Mas, considerou o ponto X como sendo o centro de uma

circunferéncia e as diagonais AC e BD como diametros, dividindo-a em quatro

partes iguais. Desta forma, tiveram uma apreensao operatéria da figura, motivada
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talvez por certa familiaridade com esse tipo de representacdo. Quando
questionados sobre a resposta, colocaram que ela foi fundamentada no que
estavam observando e percebendo da figura. Aproveitamos a oportunidade para
discutir com os alunos e destacar que ao analisar um objeto geométrico e tirar
dele conclusdes apenas pela percepcao e pelo que esta “se vendo”, pode-se
cometer erros com facilidade, considerando falsas hip6teses na situagéao.
Lembramos que nao foi o que aconteceu, pois a dupla respondeu corretamente,
mas solicitamos que atentassem para isso e procurassem explicar e justificar os
elementos e relagbes das figuras que estavam sendo usados, ou em outras
palavras, que indicassem sempre o que “garante” a afirmacao.

No item (c), a dupla tragou as diagonais das faces EFGH, AEHD e BCFG

nomeando-as de Y, Z e T, conforme o enunciado.

FIGURA 4.15: Atividade 2 (item c), Dupla 1

Ao unir os pontos X, Y, Z e T, a dupla obteve a figura geométrica reproduzida

abaixo.
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FIGURA 4.16: Atividade 2A (item c), Dupla 1

Um passo importante para que a dupla argumentasse corretamente as
questdes colocadas nas atividades é que construiram com fidelidade as figuras
conforme os enunciados, obtendo posicoes favoraveis para a visualizacdo. E
nesta etapa, a dupla desenvolveu com perfeicdo, ou seja, tracou corretamente
cada segmento, poligono e nomeou 0s pontos.

No item (d), visando caracterizar a figura XYZT, obtivemos a seguinte
resposta: “Um quadrado”.

E para o caso da figura ser plana ou nao, responderam:

“Sim. Porque pegamos o0s pontos que sdo 0s centros das diagonais,

formando um quadrado perfeito”.

Novamente, a dupla acertou a resposta, mas nao justificou, dando a
impressao que a apreensao perceptiva (Duval, 1995) foi suficiente para tal.

Na parte B, as questdes foram direcionadas para as diagonais do cubo. No

item (a), a dupla identificou corretamente duas diagonais do cubo e tragou-as,

nomeando-as, no item (b), de AGeFD.
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FIGURA 4.17: Atividade 2A (item a), Dupla 1
No item (c), a dupla, criou o quadrilatero formado pelas extremidades

dessas duas diagonais, obtendo assim, um quadrilatero apresentado como segue.

FIGURA 4.18: Atividade 2A (item c), Dupla 1
Em (d), referindo-se ao tipo do quadrilatero obtido, responderam que era

“regular, pois tem todos o0s lados iguais’.
Esta resposta ndo esta correta, pois a medida do segmento AD que é lado

de um quadrado é menor que a medida do segmento DG que é diagonal desse

quadrado.
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Quando questionados se as diagonais AG e FD interceptam-se
perpendicularmente, a dupla respondeu que “Sim, porque ela fica no centro do
cubo formando o centro do quadrilatero’.

A dupla considerou o quadrilatero formado como sendo um quadrado, pois,
afrmaram que os lados s&o iguais e as diagonais se interceptam
perpendicularmente. As diagonais de um retangulo qualquer nao sao
necessariamente perpendiculares (s6 no caso particular do quadrado), desta
forma, esta resposta também esté incorreta.

Esta parte da atividade, portanto, nao foi realizada com éxito por esta dupla.
Acreditamos que ao trabalhar com as diagonais e centros das faces
primeiramente, fez com que os alunos estendessem, de forma andaloga, o
raciocinio para o estudo com as diagonais do cubo. Faltou, também, manipulacao
da figura e observacao em diferentes posi¢cées. O que nos chamou a atencao é
que mesmo na posi¢cao adotada pela dupla, a figura ndo aparentava um quadrado
— 0 que, de certa maneira, “contraria” a apreensao perceptiva. A dupla néao
procurou comparar os lados ou identifica-los detalhadamente, podendo assim
perceber que a diagonal do quadrado é maior que a medida do seu lado. De fato,
os alunos nao tiveram uma apreensao operatéria da figura.

Vamos considerar, agora, os resultados desta Atividade 2 apresentados
pela Dupla 2.

No item (a), inicialmente, a dupla confundiu segmento de reta com reta,

tracando as retas AC e BD.
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FIGURA 4.19: Atividade 2A (item a), Dupla 2
Questionamos entdo a dupla no sentido de desfazer este equivoco, e 0s
alunos atenderam prontamente, comentando que se deve ‘ir de A até C e depois
de B até D’

Apresentando, assim, a seguinte figura:

FIGURA 4.20: Atividade 2A (item a), Dupla 2
Analogamente a dupla 1, a dupla 2 também respondeu que essas diagonais
se interceptam perpendicularmente.
“90 ¢ pois a face foi dividida em 4 partes, o total € 360 em uma parte da o

resultado de 90 °
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Pode ter havido comunicagéo entre as duplas para a resolucao deste item,
pois conversaram diversas vezes nessa sessao.
Como pedido no enunciado do item (c), a dupla tracou as diagonais das

faces EFGH, AEHD e BCFG nomeando-asde Y, Ze T.

FIGURA 4.21: Atividade 2A (item c), Dupla 2
Unindo os ponto X, Y, Z e T a dupla obteve a configuracdo abaixo, que

passou a movimentar.

FIGURA 4.22: Atividade 2A (item c), Dupla 2
Insistimos com os alunos que tentassem identificar qual figura geométrica €

a figura XYZT e analisassem se era uma figura plana ou ndo. Para o item (d), os
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alunos afirmaram se tratar de “um losango”, e disseram que a figura nao é plana,
“pois ndo pertence a mesma face”. A partir das interacées entre os alunos, pode-
se perceber que eles utilizaram as faces como elemento de referéncia para indicar
a planicidade de uma figura. Para a dupla, na situagdo especifica, a figura s6 sera
plana se estiver contida em uma das faces do cubo. Os alunos nao aprofundaram
muito este item e restringiram-se a anotar as respostas acima na ficha.

Na segunda parte desta atividade, a dupla também identificou corretamente

as diagonais do cubo, destacando as seguintes diagonais AGeFD, como segue

abaixo.

B

FIGURA 4.23: Atividade 2B (item a), Dupla 2
E no item (c), a dupla, criou o quadrilatero formado pelas extremidades

dessas duas diagonais, obtendo desta forma o quadrilatero ABGH.
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FIGURA 4.24: Atividade 2B (item c), Dupla 2

Diferentemente da dupla 1, a dupla 2 observou e respondeu corretamente o
item (d) dizendo que o quadrildtero formado é um retangulo. Descreveram da
seguinte maneira: “E um retangulo porque os lados possuem medidas diferentes”.

Interrogamos a dupla no sentido de mostrar que s6 ter lados diferentes néo
€ suficiente para ser retdngulo. A dupla complementou que o fato dos lados
opostos serem paralelos e os angulos medirem de 90°, ja era claro na figura.
Percebe-se, mais uma vez, a questdo da resisténcia a argumentagcdo, uma vez
que é uma evidéncia na figura.

A dupla 2, assim como a dupla 1, respondeu que as diagonais deste
retangulo interceptam-se perpendicularmente. Confirmamos mais uma vez nossa
hipotese inicial dessa falsa propriedade (em retangulos quaisquer) presente no
repertorio dos alunos.

No desenrolar da seqiiéncia, percebemos que a Dupla 2 ainda continuava
apoiando-se muito na representacao, satisfazendo-se plenamente dos elementos

e propriedades observados visualmente. Em outras palavras, foi uma dupla
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relativamente resistente, situando-se mais no nivel G1 e realizando apreensdes
perceptivas das figuras (Duval 1995).

A Dupla 3, também, confundiu segmento de reta com reta e tragou as retas

AHC e BHD, da mesma maneira que a dupla 2. Procedemos ao mesmo tipo de
intervencao e este pequeno equivoco foi sanado.

Com relagao as diagonais tragadas, a dupla 3 respondeu simplesmente que
os angulos entre elas eram iguais, justificando da seguinte maneira: “Em um cubo
com lados iguais os dngulos vao ser iguais”’.

Ficou faltando explicitar que os angulos eram retos, mas acreditamos que
isso era do conhecimento dos alunos. Mesmo sem responder o valor do angulo,
na discussao entre eles, a dupla fez referéncias ao cubo, argumentando que o
cubo possui faces congruentes, que sao quadrados.

Desenvolveu o item (c) da mesma maneira que as duplas 1 e 2, obtendo a

figura abaixo.

FIGURA 4.25: Atividade 2 (item ¢), Dupla 3
No desenrolar da sequéncia de atividades, a dupla apresentou uma

significativa melhora no que tange a explicitar e tentar justificar suas respostas.
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Em relacdo a figura geométrica formada (quadrilatero XYZT), a dupla nada
respondeu, e a justificativa apresentada para a afirmagao que é uma figura plana
foi relativamente ingénua.

Com as respostas dadas acima, fica claro que a dupla teve dificuldades em
analisar as figuras geométricas e delas retirar elementos para enriquecer e
fundamentar suas argumentacgdes.

Na parte B desta Atividade 2, a dupla 3, no item (a), encontrou dificuldades
para tracar as diagonais do cubo, criando as diagonais das faces laterais (cf. figura

abaixo).

FIGURA 4.26: Atividade 2B (item a), Dupla 2
Fizemos uma intervengao para ajudar a dupla a determinar as diagonais do
cubo, retornando ao plano e fazendo uma comparagdo com as diagonais das
faces quadradas. Na discussao, ao indagarmos sobre a posicdo da diagonal, os
alunos responderam que “atravessa o quadrado..... passa pelo meio”. A partir dai,
pedimos a dupla que tentasse selecionar os vértices que permitiam esse tipo de

segmento, e os alunos rapidamente comecaram a descartar as arestas, e
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identificaram o0s segmentos representando diagonais do. Segundo eles:
“encontramos um segmento que atravessa o cubo’.

H G

FIGURA 4.27: Atividade 2 (item a), Dupla 3
No item (c), a dupla criou sem problemas o quadrilatero formado pelas
extremidades dessas duas diagonais, conforme podemos observar na figura

abaixo.

FIGURA 4.28: Atividade 2 (item c), Dupla 3
No item (d), a dupla responde que este quadrilatero é um quadrado,

“porque possui lados iguais”, cometendo 0 mesmo erro da Dupla 1.
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Quando questionados se as diagonais AG e BH interceptam-se
perpendicularmente, a dupla respondeu que: “Ndo porque ndo € uma reta
perpendicular’.

Desta forma, a dupla se contradiz, pois havia considerado o quadrilatero
como sendo um quadrado e ja havia afirmado sobre a perpendicularidade das
diagonais. De fato, o desenvolvimento desta seqliiéncia de atividades por parte da
dupla 3 ficou a desejar, n&o por falta de comprometimento da dupla ao resolver a
seqliéncia e sim por falta de requisitos anteriores que os ajudaria no momento de
analisar e estruturar suas respostas. Neste sentido, consideramos nosso trabalho
como uma experiéncia importante, sobretudo pela possibilidade de, ao final de
cada situacdo, os alunos recebiam um retorno de suas respostas e podiam
comparar as respostas com os colegas, tirar suas duvidas. Essa Dupla 3 em
particular, mostrou-se dentro do que realmente esperadvamos e obviamente,
tiveram uma grande oportunidade de rever e até mesmo ver pela primeira vez

conceitos da Geometria até entao desconhecidos.

4.4.3 Atividade 3

Nesta atividade, a Dupla 1 construiu o quadrilatero reverso ABDF sem
apresentar dificuldades e acreditamos que isto foi possivel devido as atividades
anteriores com esse conceito, em particular a referéncia empirica no trabalho

anterior com dobraduras. Tem-se abaixo a figura construida pela dupla.
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FIGURA 4.29: Atividade 3, Dupla 1

Além do quadrilatero ABDF, a dupla tracou a diagonal BD deste
quadrilatero.

Na questdo 1, perguntamos a dupla o que garante que este quadrilatero é
reverso, e eles responderam que: “E reverso porque trés segmentos se encontram
no plano ABD. Ja o F esta em outro plano, sendo assim um quadrilatero reverso’.

A dupla explica corretamente que o quadrilatero € reverso, pois quando cita
que trés segmentos estdo no plano ABD, para eles, as extremidades desses
segmentos estdo (determinam, na verdade) no plano ABD e que o ponto F esta
em outro plano, assim nao existe um mesmo plano contendo os 4 vértices deste
quadrilatero, logo ele € reverso.

Destaguemos que a dupla ndo se apoiou apenas no que via na tela do
computador, ou seja, concluiu que o quadrilatero é reverso através da aplicagao
da definicao anteriormente trabalhada, encontrando-se assim no pélo do sabido

(Parzysz, 1988). Além da apreensao perceptiva da figura, acreditamos que houve
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também apreensdo operatéria, uma vez que os elementos do cubo foram
reconsiderados em termos geométricos.

Em seguida, na questdo 2, a dupla marcou o ponto médio de cada lado do
quadrilatero reverso ABDF obtendo os pontos P, Q, R e S. Ao unir esses pontos

obtiveram o quadrilatero PQRS.

FIGURA 4.30: Atividade 3, Dupla 1

Na questédo 3, a dupla analisou a resposta de um aluno hipotético, Anténio,
que afirma: “como o quadrilatero XYZT é reverso, entdo o quadrildtero PQRS
também é reverso”. Ao responder se a afirmacao de Antdnio é verdadeira ou falsa,
a dupla escreveu: “Falsa, pois o quadrilatero PQRS tracado pelos quatro pontos
médios pega sé um plano’.

Observemos entao que a dupla compreende perfeitamente que para um
quadrilatero ser reverso, ele ndo pode conter os 4 vértices no mesmo plano. E
para justificar este equivoco de Anténio, a dupla explicou: “tracamos uma reta pelo
plano e vimos que ela segue na mesma diregdo sempre”. Tinhamos consciéncia

da dificuldade de se provar a planicidade do objeto, e ndo esperdvamos provas
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completas e rigorosas. Mesmo assim, pudemos observar que a dupla mobiliza
conhecimentos pertinentes a questao.

Para finalizar, classificaram este quadrildtero como paralelogramo. Como
previamos a retomada desta questdo na atividade 4, nao fizemos intervengao
nesse momento, simplesmente pedimos aos alunos para pensarem sobre essa
afirmacéo, pois deveriam convencer os colegas da sua veracidade.

A dupla 2 também construiu o quadrilatero reverso ABCH sem apresentar
dificuldades (cf. figura abaixo) e justificou que era reverso de forma analoga a

1711

dupla 1: ““Um dos vértices ndo esta no mesmo plano que os demais’.

FIGURA 4.31: Atividade 3, Dupla 2

Na questdao 2, como pedimos, a dupla 2 marcou o ponto médio de cada

lado do quadrilatero reverso ABCH obtendo os pontos P, Q, R e S e 0s uniu com a

ferramenta “Poligono”.
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FIGURA 4.32: Atividade 3, Dupla 2

Em seguida, no que tange sua classificacao, discutiram e movimentaram a
figura para concluir que a afirmagao de Antonio é falsa.

Observamos que a dupla insistiu em analisar a posicdo dos 4 pontos,
identificando, perceptivamente que compreende perfeitamente que para um
quadrilatero ser reverso, ele ndo pode conter os 4 vértices no mesmo plano. E
para justificar este equivoco do Antdnio a dupla argumentou que ‘no quadrilatero
PQRS todos os vértices estao no mesmo plano”.

Inicialmente, a Dupla 2 considerou o quadrildtero PQRS como sendo um

retangulo, e baseou-se na figura abaixo.

FIGURA 4.33: Atividade 3, Dupla 2
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ApGs analisar e movimentar o cubo com o auxilio do ponto “Rot”, a dupla
mudou de opinido e classificou o quadrildtero como sendo um paralelogramo,
justificando que: “Nds analisamos que ao pegar uma folha retangular e dobrarmos
aparentemente dava um retangulo. Mas, depois, ndo parece angulo de 90°!”.

De fato, eles comegaram observando as dobraduras que fizeram antes de
construir o quadrilatero reverso com o Cabri e utilizando os dedos e lapis ou
canetas, tentavam reproduzir o quadrilatero dos pontos médios. Nessa realizacao
empirica, levantaram a hip6tese de ser retangulo, mas com a observacgao da figura
no Cabri, a invalidaram pois nao identificavam angulos de 90°.

A dupla explicou sua estratégia, articulando as duas situagdes e enunciou a
propriedade em questao:

“Pensamos que era retangulo... mas ao analisar no Cabri percebemos que

ndo era um retangulo e sim um paralelogramo e quando pegamos uma

folha no formato de um quadrilatero qualquer ficou claro que seria um
paralelogramo. Entdo qualquer quadrilatero que pegarmos e dobrarmos,
com a jungdo de seus pontos médios formara um paralelogramo’.

O que motivou a dupla a buscar uma compreensdao melhor do que estava
acontecendo foram os questionamentos que faziamos durante a aplicacao e essa
possibilidade de utilizar seja o material concreto (no caso da dobradura) quanto a
representacdo no Cabri. Por exemplo, na figura 4.32 a dupla considerou os
vértices do quadrilatero reverso coincidentes com os vértices do cubo. Pedimos
que construissem um outro quadrilatero reverso onde isso ndo ocorresse, obtendo

assim o da figura 4.33. Acreditamos que a manipulagdo desta figura,
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movimentando além do ponto “Rot”, os vértices do quadrilatero reverso esta que
colaborou para que a dupla mudasse de opinido.

A dupla 3 apresentou respostas muito préximas daquelas dadas pelas
demais duplas. Nao teve qualquer dificuldade em construir os objetos e explorar
dinamicamente a figura. Também nao aprofundou as justificativas da planicidade
do segundo quadrilatero construido (com os pontos médios), ficando na
apreensao perceptiva, fazendo afirmativas a partir da visualizagdo na figura.
Quanto a sua conjectura sobre a classificacao desse quadrilatero, indicou ser este

um paralelogramo, como os demais colegas.

4.4.4 Atividade 4

Esta atividade finaliza a sequéncia de atividades, pois é onde cada dupla
vai tentar validar a conjectura formulada na atividade anterior. Tentamos
novamente conversar com os alunos sobre os riscos de generaliza¢des precoces,
bem como de afirmagbes e argumentos baseados na percepgao (no que se vé),
apresentando algumas figuras que, em diferentes posi¢cdes, pareciam sugerir
objetos distintos.

Apresentamos na sequéncia, as respostas dadas pelas duplas nesta
questao.

A dupla 1, justificou o fato de ser paralelogramo da seguinte maneira:

“Ao pegarmos um quadrilatero e dobrarmos na diagonal teremos um

quadrilatero reverso (é importante lembrar que ao ser dobrado as medidas

ndo mudaram), a partir deste, pegamos o ponto médio de cada lado, e os

ligamos, formamos assim outro quadrilatero localizado no centro do
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primeiro. Quando a figura ainda estava em um sé plano, ao ligarmos o0s
pontos médios obteriamos um losango tendo assim lados iguais e paralelos
e angulos diferentes, mas quando a figura ja estava em dois planos ao
ligarmos os mesmos, obteriamos um paralelogramo, pois formam um lado
paralelo ao primeiro plano (as horizontais), e as duas retas que saltam dos
planos através da diagonal (as retas verticais) também sdo paralelas’.
Neste momento, esses alunos permaneceram no suporte concreto,
relacionado a situacdo de quadrilateros reversos obtidos por dobradura.
Sugerimos que os alunos nomeassem os pontos afim de se ter maior clareza
sobre os objetos (planos, segmentos) a que se referiam. Ao questiona-los um
pouco mais a respeito do que estavam argumentando, a dupla apresentou outros
elementos  pertinentes, como a transitividade do paralelismo dos
segmentos,conforme descri¢cdo abaixo:
“A reta PQ segue na mesma diregcdo de DB que por sua vez segue na
mesma direcdo que RS, entdo PQ esta indo na mesma direcdo de RS”.
Quando a dupla cita a figura losango ao unir os pontos médios do
quadrilatero no plano, isso se deve ao fato desta ter utilizado uma folha de papel
retangular como quadrilatero inicial e, conseqientemente, considerar um caso
particular. Observa-se, no entanto, que enuncia uma propriedade verdadeira.
A dupla reescreveu a justificativa, tentando esclarecer o0s objetos
mencionados com a utilizagcdo da nomenclatura adotada, mas nao aprofundou a
resposta.

A Dupla 2 apoiou-se na seguinte justificativa:
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quadril

“E um paralelogramo, pois os lados sdo paralelos, o quadrilatero PQRS
estda no mesmo plano. Ele ndo é um retadngulo porque os angulos nao
possuem 90° No é um trapézio, pois todos os lados séo paralelos. Nao é
um quadrado porque ndo tem um angulo de 90° e os lados ndo tem a
mesma medida’.

A dupla buscou uma justificativa por eliminagéo, ou seja, foi descartando os

ateros que nao correspondiam a situacao, até restar o paralelogramo. No

entanto, quando cita, por exemplo, que nao é um trapézio porque os lados sao

paralel

0s (ambos os pares de lados), precisaria justificar este fato. Ndo avangaram

muito quando esta solicitacao foi feita por nés. Analisando o comportamento dos

alunos

, consideramos que eles ndo entendiam (ou percebiam) essa necessidade.

Pode-se dizer que a explicacao nao traz as justificativas que se relacionam com as

hip6teses, mas simplesmente baseadas na percepgao e da figura. Esta dupla,

com esta resposta, esta distante de uma validagao conceitual (Balacheff, 1987).

segue:

E para finalizar a Atividade 4, a Dupla 3 produziu a argumentacdo que

“Pegamos os pontos médios do quadrilatero ABDF para poder fazer o

paralelogramo.
Que os lados sdo paralelos porque o segmento PQ & paralelo ao segmento

RS. O ABDF é reverso porque ha um ponto para fora’.
“E porque paralelo? Porque os lados da direita e esquerda sdo do mesmo
tamanho e o lado de cima e de baixo sdo também do mesmo tamanho, por

isso chamamos de paralelogramo’.
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E também uma resposta fundamentada somente no visual, ou seja, no nivel
G1 descrito por Parzysz (1995) e nao explicita o porque de serem lados
congruentes, ainda que observamos essa dupla mencionar a decomposi¢do do
quadrilatero reverso em dois triangulos.

Percebemos que esta dupla iniciou a resolucdo desta seqiéncia de
atividade com certa dificuldade de usar o software e justificar suas respostas. No
entanto, como o passar dos dias e os comentarios que iamos tecendo ao final de
cada atividade entregue e discutida, percebemos uma melhora significativa na
atitude da Dupla 3 diante das atividades. A dificuldade maior que persistiu foi,
muitas vezes, ndo conseguirem registrar adequadamente seus raciocinios ou 0s
elementos considerados por eles nas resolugoes.

Podemos afirmar que os alunos esforcaram-se para verificar e explicar
aquilo que desenvolveram, mesmo porque, eram constantemente cobrados neste
sentido. No entanto, por se tratar do dominio geométrico, com forte apoio visual ou
perceptivo nas figuras dindmicas, o enunciado de uma caracteristica ou relagao
entre os objetos, era considerada pelos alunos como geral e “visivel” na figura,
ndo suscitando nos alunos a necessidade de justificar ou explicar porque isso
ocorre. Assim, a funcdo de explicacdo para a prova (De Villiers, 2001) que
tentamos enfatizar na concepgao da seqtiéncia, nao foi percebida ou sentido como
necessaria pelos alunos nesta Atividade 4.

Pelo exposto, consideramos as duplas em nivel de validacao pragmatica
(Balacheff, 1987), servindo-se da visualizacéo e utilizacdo de elementos espaciais
para intuir propriedades gerais. Ainda assim, consideramos que as atividades, da

forma como foram propostas e geridas, podem criar uma tendéncia para
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produgdes na categoria de prova intelectual, pois podem ser complementadas e

inseridas em um lapso de tempo maior.

4.5 Consideracoes Finais

Este trabalho foi desenvolvido durante a segunda fase do Projeto
AProvaME — Argumentacdo e Prova na Matematica Escolar - no qual
desenvolvemos uma sequéncia de atividades dentro do campo da Geometria
Espacial, envolvendo os conceitos de paralelismo e perpendicularismo. Esta
seqliéncia de atividades foi aplicada a 6 alunos do Ensino Médio de uma Escola
Publica do Estado de Sao Paulo.

Trabalhamos inicialmente na Fase 1 do Projeto AProvaME onde foi feito um
levantamento das concepgdes dos alunos entre 14 e 16 anos sobre argumentacao
e prova na Matematica. Mas, o foco principal do nosso trabalho foi a elaboracao, a
aplicacao e a avaliagao da seqiéncia de atividades onde introduzimos os alunos
em situacdes de aprendizagem envolvendo argumentacao e prova.

Destacamos a parte histérica da prova em Matematica no capitulo 2, sem a
intencdo de que os alunos justificassem e provassem da mesma maneira que 0S
matematicos la citados e sim com o objetivo de mostrar como esta questdo da
prova sempre inquietaram e colaboraram para o desenvolvimento da Matematica.

Nossa pesquisa apoiou-se teoricamente em varias pesquisas de Educacao
Matematica sobre o tema, em particular nas da Didatica Francesa. Assim, citamos
os estudos de Balacheff (1987) com os tipos de provas pragmaticas e intelectuais

ou conceituais, as idéias de De Villiers (2001) com as fungdes das provas, o
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trabalho de Parzysz (1988, 1995) com os niveis do desenvolvimento do
pensamento geométrico e os poélos do visto e do sabido nas situagbes de
Geometria no espacgo, e ainda Duval (1995) com as maneiras de apreender uma
figura, nos forneceram alguns caminhos para classificar e analisar as respostas e
produgdes dos alunos.

Dos resultados que obtivemos, ficou claro o quanto os alunos, sobretudo os
das duplas 2 e 3, apoiaram-se nos aspectos espaciais das representacdes, ou
seja, responderam a partir do que estavam vendo na tela do computador,
encontrando-se assim no nivel G1 de Parzysz (1988) e com apreensdes
perceptivas das figuras (cf. Duval, 1995). Durante a andlise das atividades
procuramos classificar as duplas conforme os tipos de provas acima citados, sem
considerar como prova apenas a prova formal. A prova formal tem sua
importancia, porém, concordamos com o0s autores acima que € possivel
considerar outros tipos de validagcdes de maneira que o0s alunos possam avancar
diante desses tipos até chegarem num nivel mais aceitavel. Foi 0 que observamos
com a dupla 3, que realizou as atividades 1 e 2 com certa ingenuidade e no
decorrer da sequéncia, apoiou-se em elementos pertinentes dos objetos em
estudo, incluindo propriedades e relagbes gerais.

Podemos observar este fato, por exemplo, considerando o que a dupla 3

realizou na atividade 1 (parte C, item (b) e (c)). No item (b), a dupla tragou as retas

FG e CD e respondeu que estas retas estavam em planos distintos. Porém, no
item (c) quando questionada a respeito da interseccdo das retas, a dupla,

respondeu que sim, justificando que as retas ndo eram paralelas. Neste ponto
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consideramos a resposta dada pela dupla 3 ingénua, pois, se as retas estdo em
planos distintos, como destacou no item (b), a existéncia da intersecgao?

Em relacdo ao avango da dupla 3 no decorrer da sequéncia, foi possivel
observar na atividade 3 que existiu um esforco da dupla em buscar elementos
para justificar suas respostas. Quando pedimos a explicagao, na questao 1 desta
atividade, do porqué o quadrilatero construido ser reverso, a dupla foi buscar a
justificativa na definicdo de quadrilatero reverso e na figura construida. E na
atividade 4 onde tinham que provar que o quadriladtero PQRS era um
paralelogramo, utilizaram (sem justificar) o fato de que os lados opostos eram
paralelos e de mesmo tamanho. Consideramos este passo dado pela dupla 3
importante, pois mesmo sem apresentar uma prova conceitual, buscaram analisar
a figura e dela extrair elementos para justificar a resposta.

Segundo Balacheff (1987), o aluno pode apresentar uma prova pragmatica
onde faz uso de um caso particular para verificar e generalizar um resultado. Este
€ um nivel bastante freqlente na atividade de alunos principiantes. Balacheff
(1987) coloca que esse tipo de validacdo é insuficiente, mas que deve ser
considerado. Em nossa sequéncia de atividades, nenhuma dupla atingiu o nivel de
prova intelectual (conceitual), porém, a dupla 1, na atividade 4 chegou no nivel de
validacao do exemplo genérico com tendéncia para o nivel de prova conceitual.

Na atividade 4 a dupla procurou provar que o quadrilatero PQRS obtido na

figura 3 era um paralelogramo e considerou para isto 0 seguinte argumento: “A

Cxd Cxd
reta PQ segue na mesma direcdo de DBque por sua vez segue na mesma

direcdo que RS, entdo PQ esta indo na mesma direcdo de RS ”. Ou seja,
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justificou o paralelismo entre os segmentos PQ e RS usando a propriedade

transitiva e o elemento principal da seqiiéncia que é cubo para indicar que as retas

seguiam na mesma direcdo. Faltou mostrar que os segmentos PHQ e RHS eram
congruentes. Logo, consideramos que a dupla 1 quase atingiu o nivel de validacao
correspondente a prova conceitual.

Elaboramos esta sequiéncia de atividades visando envolver os alunos em
situagdes de aprendizagens num contexto de argumentacdo e prova como
citamos acima, com o auxilio de uma ferramenta computacional. Os alunos
realizaram toda a sequéncia de atividades com o auxilio do Cabri-Géométre. Este
programa facilitou a construcdo e a visualizacdo de figuras geométricas. Além
disso, possibilitou aos alunos um ambiente favoravel para a busca de elementos
nas figuras para o levantamento de conjecturas e para verifica-las.

Este trabalho de pesquisa colaborou, também, para nossa formacao
profissional. Através dele amadurecemos nossa maneira de considerar o Ensino
de Matematica, uma vez enfrentamos o desafio de ter que elaborar uma
seqléncia de atividades, aplicar e analisar. Outro ponto importante que
consideramos foi o fato de termos que desenvolver a seqliéncia de atividades
usando o Cabri. Realmente ocorreu uma revolugao em nossa pratica, pois nao
trabalhdavamos nesta direcao, que atualmente consideramos fundamental.

Acreditamos que este trabalho de pesquisa auxiliara outros professores de
Matematica em sua pratica. Nao é possivel, atualmente, desprezar a influéncia da
tecnologia em todos os setores da atuacdo humana e o Ensino de Matematica nao

pode ficar de fora. Desta forma, esperamos que este trabalho influencie e motive
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outros professores de Matemdtica a trabalharem na criacdo de atividades para
serem resolvidas com o auxilio de alguma ferramenta tecnologica. E desta forma,
como foi possivel confirmar, teremos alunos mais engajados e comprometidos

com as atividades.
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1. Caracterizacao do Problema

A prova tem um papel central na Matematica. Tradicionalmente, ela caracteriza-se
como ferramenta para distinguir essa disciplina das ciéncias experimentais,
oferecendo um método indubitavel de validar conhecimento que contrasta com
inducao natural de processos empiricos. Prova matematica dedutiva fornece aos
seres humanos a forma mais pura de diferenciar o certo do errado (Wu, 1995),
sendo este aspecto apontado como uma caracteristica essencial da Matematica
no pensamento ocidental (Aleksandrov, 1963).

Em termos educacionais, conforme reconhecido pelos Parametros Curriculares
Nacionais (Brasil, 1998), o curriculo de Matematica deve necessariamente
contemplar atividades e experiéncias que possibilitem aos aprendizes o
desenvolvimento e a comunicagao efetiva de argumentos matematicamente
validos. Entretanto, inUmeras pesquisas mostram que os raciocinios de estudantes
freqUentemente ndo se apresentam conforme as leis da ldgica e séo influenciados
por uma série de fatores além das exigéncias légicas (Wason, 1966; Light, Girotto
e Legrenzi, 1990). Estudos internacionais em Educag¢do Matematica indicam
fortemente que aprendizes tendem a confundir justificativas empiricas com
raciocinios dedutivos e analisam argumentos de acordo com aspectos de forma e

nao de conteudo (Chazan, 1993; Healy e Hoyles, 2000).

Apesar da existéncia de consenso quanto as dificuldades associadas ao ensino e
a aprendizagem de prova em diversos paises, pode-se identificar variagdes
significativas nas concepgdes dos estudantes relacionadas ao curriculo de cada
pais. A titulo de ilustracao, enquanto alunos da Inglaterra mostram preferéncia
para argumentos empiricos, os de Taiwan sdo mais propensos a enfatizar
argumentos apresentados formalmente, ainda que em nenhum dos grupos 0s
sujeitos demonstrem compreensao consistente desse segundo tipo de argumento
(Healy e Hoyles, 2000; Lin, 2000). Ainda que tais estudos possam inspirar

conjecturas referentes as concepgdes de prova de alunos brasileiros, esse
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contexto carece de um mapeamento preciso de tais concepcdes, necessario para
subsidiar propostas e abordagens de ensino especificamente enderecadas a
realidade brasileira.

Além de base sélida sobre as concep¢des e dificuldades dos alunos, uma
abordagem eficiente para o ensino da prova em Matematica requer, ndo apenas
situacdes de aprendizagem inovadoras no sentido de explorar novos contextos e
novas ferramentas para o acesso e construgcao de argumentos formais, como
também a aceitacao e apropriacao pelos professores de tais situacoes. Nessa
perspectiva, uma investigacao na problematica do ensino e aprendizagem da
prova pode compreender dois enfoques inter-relacionados: O primeiro refere-se a
elaboragéo de situacdes de aprendizagem. Neste enfoque, pretendemos
investigar as possibilidades oferecidas pelos ambientes computacionais, nos quais
0s aprendizes precisam explicitar as propriedades e relagdes na linguagem formal
do sistema em particular, enquanto interagem simultaneamente com os dados
gerados pelas suas definicdes. Uma questao que se coloca é, entdo, como esta
experiéncia com o computador influencia na compreensao da prova, na distingao
entre argumentos dedutivos e evidéncias empiricas e no desenvolvimento de
habilidades para lidar com argumentos matematicos expressos de diferentes
formas. O segundo enfoque centra-se no professor. A integragéo efetiva de uma
nova abordagem na sala de aula somente torna-se possivel mediante um
processo de adaptacao, cujo agente principal é o professor. Uma outra questao
recai entdo sobre as condigdes e suportes que favorecem uma verdadeira
apropriacao da inovacéao pelo professor.

152



2. Objetivos

Os objetivos da pesquisa sao:

1. Levantar um mapa das concepg¢des sobre argumentacao e prova de alunos
adolescentes em escolas do estado da Sao Paulo.

2. Formar grupos colaborativos compostos por pesquisadores e professores
para a elaboracao de situacdes de aprendizagem, visando envolver alunos
em processos de construgdo de conjecturas e provas em contextos

integrando ambientes informatizados.

3.  Criar um espaco virtual de compartilhamento entre os membros da equipe do
projeto e analisar seu papel no desenvolvimento das situagbes de
aprendizagem, assim como na evolugao de conhecimentos pedagdgicos
sobre prova em Matematica.

4.  Avaliar situagdes de aprendizagem, em termos da compreensao dos alunos

sobre a natureza e fungdes de prova em Matematica.

5. Investigar a implementagéo destas atividades por diferentes professores e
assim identificar em que medida sua participagdo nos grupos colaborativos
fornece uma apropriagdo desta abordagem para o ensino e aprendizagem de

prova.

6. Formular recomendacdes relacionadas ao papel da argumentagéo e da

prova no curriculo de Matematica escolar.

7. Contribuir para o debate internacional sobre o ensino e aprendizagem de

prova em Matematica.
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3. Metodologia e Estratégia de Acao

O projeto sera organizado em duas fases, a primeira envolve um levantamento de
concepcgdes de alunos (faixa etaria 14-16 anos), cujos resultados subsidiardo a
segunda fase, na qual o foco sera na elaboracdo e avaliacdo de situagdes de
aprendizagem. Além da equipe de pesquisadores, 15 estudantes do curso de
Mestrado Profissional no Ensino de Matematica da PUC/SP (com populacao atual
de 86 mestrandos) integrardo a equipe como professores-colaboradores, devendo
participar de ambas as fases.

FASE 1

Nesta fase, o instrumento principal para o0 mapeamento das concepg¢des dos
alunos sera um questiondrio a ser aplicado em um total de 45 turmas do Ensino
Fundamental ou Médio, de escolas publicas e particulares do estado da Séao
Paulo. Inicialmente, cada professor-colaborador participante tera a incumbéncia de
indicar de 6 a 10 turmas, e a partir dai, a amostra sera determinada por meio de
uma selecao aleatéria. Um espaco virtual sera criado para facilitar as
comunicacgdes entre os membros da equipe no compartilhamento das decisées e
acoes no ambito do projeto, o que sera de responsabilidade de um dos
pesquisadores. Além disso, ao longo da Fase 1, serdo realizados encontros de
trabalho presencial, com freqiéncia quinzenal, reunindo pesquisadores e

professores-colaboradores.

O questionario acima citado (denominado Q1) sera elaborado com base naquele
concebido por Healy e Hoyles (1998) na Inglaterra e ja utilizado em outros paises
(Franca, Taiwan, Israel, Australia). Este questionario compreenderia itens visando
avaliar em que medida os sujeitos aceitam evidéncias empiricas como prova,
distinguem evidéncias empiricas de argumentos matematicamente validos,
compreendem o dominio de validade de uma prova e sao capazes de construir
argumentos validos. Além disso, pretende-se identificar a influéncia da forma de

apresentacao da prova (lingua natural, lingua formal, representagdes visuais ou
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figurativas, etc.) na compreensao dos argumentos. As questdes contemplardo dois
dominios matematicos — Geometria e Algebra — sendo organizadas em dois
blocos, a saber: 1) avaliacao de varios argumentos apresentados como provas de
uma dada afirmacao e, 2) construcao de provas. Cabe destacar que o modelo de
concepgodes sobre tipos de prova de Balacheff (1988) fundamenta a definicdo dos
argumentos apresentados nos itens do questionario. Concomitante a aplicagao do
questionario junto aos alunos, os professores de Matematica de cada turma
responderdo a um segundo questionario (Q2), que além dos mesmos itens
relacionados a prova em Matematica de Q1, compreendera questdes sobre a
Escola, sobre o perfil dos alunos da turma e do préprio professor e sobre os

materiais didatico-pedagdégicos utilizados no ensino de Matemética.

Os dados coletados serao organizados e classificados pela equipe de professores-
colaboradores, utilizando critérios inspirados em Healy e Hoyles (ibid.). Esse
conjunto de dados tera uma estrutura hierarquica — alunos em turmas, em escolas
e em regides — e serdo analisados segundo a constru¢cdo de um modelo multi-
nivel (Multi-level Modelling) para considerar a correlagcao de respostas entre os
sujeitos que compartilham experiéncias comuns (Goldstein, 1987). Os resultados
dessas andlises fornecerdo um mapa das concep¢des dos alunos e como estas
variam em relagéo a fatores individuais e escolares, baseados nos dados obtidos
em Q2. Essa analise permitira uma avaliacdo das areas de compreensao de prova
dos alunos, tanto aquelas que sao contempladas no ensino atual, quanto aquelas
gue merecem maior atencdo. A identificacdo desse segundo grupo servira como
base para o trabalho na fase 2, descrito na sequiéncia.

FASE 2

Esta fase contemplara dois eixos inter-relacionados de investigacdo: a
aprendizagem e o ensino. No eixo da aprendizagem, o objetivo principal é a
elaboracdo e avaliagdo de situacOes, especificamente destinadas as areas de
dificuldades e limitagbes de compreensdo de prova identificadas com o

mapeamento elaborado na fase 1. No eixo relativo ao ensino, a atengéo se voltara
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ao professor, e sua contribuicdo no processo de elaboracdo das situacbes de
aprendizagem e nas modificagbes destas em agdo, considerando que essas

situacdes serao propostas pelos professores em suas salas de aula.

A metodologia nesta fase carateriza-se como design-based research (Cobb et al.,
2003). Segundo esses autores, os experimentos de design visam contribuir para o
desenvolvimento e compreensao de "ecologias de aprendizagem", ou seja, de
sistemas complexos que envolvem multiplos elementos de naturezas distintas. Os
elementos de uma ecologia de aprendizagem incluem tipicamente as tarefas e
problemas aos quais os aprendizes serdo confrontados, as ferramentas e recursos
fornecidos para suas resolucdes € 0os meios praticos pelos quais os professores
podem orquestrar as relagdes entre estes elementos em suas salas de aula. O
uso da metéafora relativa a ecologia enfatiza a natureza interativa dos contextos
investigados e a importancia de analisar seus diversos elementos em conjunto e

ndo separadamente.

A estratégia planejada para essa fase compreendera um desenvolvimento
colaborativo e continuo entre pesquisadores e professores-colaboradores (cf.
amostra da Fase 1). Mais precisamente, o desenvolvimento das situagcdes de
aprendizagem seguird um ciclo segundo a organizacdo de 5 grupos com 3
professores-colaboradores e, pelo menos, 2 pesquisadores. Cada grupo devera
desenvolver situagcées de aprendizagem, envolvendo ou objetos geométricos
representados no software Cabri-géometre ou o uso de planilhas eletronicas
(como por exemplo, o Excel) para explorar problemas algébricos. Estes dois
ambientes foram selecionados por serem familiares ao grupo de professores-
colaboradores e por seus reconhecidos potenciais no ensino da prova (Healy e
Hoyles, 2001; Mariotti, 2001). Ao longo dessa fase, 0os grupos estardo reunindo-se
semanalmente, alternando encontros presenciais e a distancia, esta ultima

modalidade possibilitada pelo espaco virtual criado na Fase 1.
1% Etapa

Na primeira etapa do design (etapa intra-grupos), as situacoes serao elaboradas

por cada grupo e, em seguida, testadas/aplicadas em uma pequena amostra de
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alunos, e por fim, discutidas e reformuladas em cada grupo. Essas discussdes e
adaptagdes serdo realizadas com base na andlise das interacoes
alunos/computadores, considerando quais aspectos de prova séo favorecidos, ou
ainda, a quais concepcoes estes aspectos estao relacionados. Para essa analise,
serdo coletados o0s seguintes dados: &audio-gravacdo dos didlogos entre os
sujeitos envolvidos (professores, pesquisadores e alunos) e producdes escritas e
computacionais dos alunos. Além disso, em relagdo ao eixo de ensino, cada
professor-colaborador construira seu préprio registro do processo, documentando
suas perspectivas sobre o desenvolvimento das situagées no grupo. Essa
documentacao elaborada pelos professores fornecera os dados referentes aos
seus conhecimentos pedagégicos do contetudo (Shulman, 1987), no caso sobre a
prova em Mateméatica, cuja andlise buscara identificar transformacdes nesses

conhecimentos.
2° Etapa

Dando seqliéncia a esse processo de elaboracdo das situagdes, em uma segunda
etapa (inter-grupos), as producdes de cada grupo serdo disponibilizadas no
ambiente virtual, de maneira que cada professor-colaborador possa desenvolver,
pelo menos, duas atividades elaboradas pelos outros grupos (uma em Geometria
e outra em Algebra), em uma de suas turmas. A aplicacdo dessa atividade em
classe sera acompanhada e observada pelos pesquisadores e a sessao sera
video-gravada para posterior analise. Novamente, as produgbes (escritas e
computacionais) dos alunos serao coletadas. Além de categorizar os aspectos de
prova que emergem nas interacdes alunos/computadores durante essas
aplicacoes, o video permitira destacar as a¢des do professor e, em particular, os
aspectos de prova privilegiados em suas intervengdes. Apdés cada aplicacao,
professores-colaboradores e pesquisadores serdo incumbidos de um relatério
descritivo da sessdo, incluindo reflexdes sobre os resultados, os objetivos
atingidos e as dificuldades ou problemas enfrentados. Esses relatorios seréo
também disponibilizados no espaco virtual do projeto visando subsidiar um novo
ciclo de discussbes para reformulagdes, complementacdes etc. das situagdes de

aprendizagem.
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3° Etapa

Na terceira e Ultima etapa de design, os dados a serem coletados em relacao ao
eixo de aprendizagem referem-se as respostas dos alunos participantes na Fase 2
ao questionario elaborado na Fase 1 (Q1). Essas respostas serdo organizadas e
analisadas gerando um mapa, que por sua vez, sera comparado aquele resultante
da Fase 1. Para tanto, os encontros dos grupos colaborativos nessa etapa serao
dedicados a avaliacdo das situacdes de aprendizagem tratadas, visando
responder em que medida as principais dificuldades apontadas no mapeamento
das concepcgdes (Fase 1) foram superadas pelos alunos participantes na Fase 2;
quais caracteristicas de prova que ainda necessitam de investimentos numa
perspectiva de progressao.
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4. Outros Projetos Financiados Atualmente

A pesquisadora que coordenara esse projeto, assim como o0s demais
pesquisadores do grupo Tecnologias e Meios de Expressdo em Matematica
(TecMEM) do Programa de Estudos Pés-graduados ndao cotam, no momento, com
projetos financiados por agéncias de fomento.
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ANEXO Il

QUESTIONARIO VERSAO INICIAL



A1: Artur, Beth, Célia, Duda, Erica, Franklin e Hanna estavam tentando provar que a seguinte
afirmacao é verdadeira:

Quando se soma dois humeros pares quaisquer, o resultado é sempre par.

Resposta de Artur Resposta de Beth
a é um numero inteiro qualquer 2+2=4 4+2=6
b é um ndmero inteiro qualquer 2+4=6 4+4=8
2a e 2b sdo numeros pares 2+6=8 4+6=10
quaisquer
2a+2b=2(a+ b) Ent&o Beth diz que a afirmagéo é
verdadeira.
Entéo Artur diz que a afirmagéo é
verdadeira.
Resposta de Célia Resposta de Duda

Numeros pares sao niumeros que podem ser Numeros pares terminam em 0, 2, 4, 6
divididos por 2. Quando vocé soma ndmeros ou 8.

com um fator comum, 2 neste caso, a Quando vocé soma dois destes, a
resposta tera o mesmo fator comum. resposta vai ainda terminar em 0, 2, 4,
6 ou 8.

Entao Célia diz que a afirmacao é verdadeira.

Entdo Duda diz que a afirmagéo é
verdadeira.

Resposta de Erica

Seja X = numero inteiro
qualquer

y = numero inteiro
qualquer

X+y=2
zZ-y=X
Z—Xx=Yy
Z +zZ—-(X+Yy)=X+y=2z

Entéo Erica diz que a afirmagdo é

verdadeira.
Resposta de Franklin Resposta de Hanna
. 0 0 * & & B
8+6=14
. &+ b e * s 0
8=2x4
= 6=2x3
14=2x(4+3)
* & & & % » & & B
8+6=2x7
* & & S 0 s 0w
Entdo Hanna diz que a afirmagéo é
Entdo Franklin diz que a afirmagao é verdadeira
verdadeira




Das respostas acima, escolha uma que é a mais parecida com a resposta que

vocé daria se tivesse que resolver esta questao.

Das respostas acima, escolha aquela para a qual vocé acha que seu professor

daria a melhor nota.

Para cada item, circule SIM (1), NAO (2) ou NAO SEI (3)
A afirmacdo é:

Quando se soma dois numeros pares quaisquer, o resultado é
sempre par.

SIM NAO NAO SEI
Resposta de Artur:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo € verdadeira para

alguns numeros pares. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Beth:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo é verdadeira para

alguns numeros pares. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Célia:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacéao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo € verdadeira para

alguns numeros pares. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Duda:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéao é verdadeira para

alguns numeros pares. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Erica:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3

Mostra apenas que a afirmacéo € verdadeira para
alguns numeros pares. 1 2 3



Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3

Resposta de Franklin:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo € verdadeira para

alguns numeros pares. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Hanna:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao € sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo é verdadeira para

alguns numeros pares. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3

A2. Suponha que ja foi demonstrado que:

Quando se soma dois numeros pares quaisquer, o resultado é
sempre par.

Zé pergunta o que precisa ser feito para provar que:

Quando se soma dois numeros pares maiores que 100, o resultado é sempre
par.

Escolha A ou B:

(A) Zé nao precisa fazer nada, pois a afirmacao ja foi provada

(B) Zé precisa construir uma nova demonstracao.

A3. A afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa? Justifiqgue sua resposta.

Quando se soma dois nhumeros impares quaisquer, o resultado é sempre
par.

Minha resposta:



G1: Amanda, Bia, Cintia, Dario, Edu, Fernando e Hélia estavam tentando provar que a

seguinte afirmacgéo é verdadeira:

Quando se soma os angulos internos de um tridngulo qualquer,
o resultado é sempre 180°.

Resposta de Amanda

Eu recorto os angulos e coloco

equilatero e também para um
isdsceles e a mesma coisa acontece.

Entdo Amanda diz que a afirmagédo é
verdadeira.

Resposta de Bia A

Eu desenhei um tridangulo

juntos. is6sceles, com c igual a 65°. by
= — Afirmacoes Justificativa
a=180°-2c............... Os angulos da
' q& base de um triangulo
isosceles sao iguais.
Eu obtenho uma linha reta que é a= 500 ........................ 1800 - 1300.
180°. D =65 e 180° - (a + )
Eu tentei para um triénguk‘) =d e, Os éngulos da

~a+b+c=180°%

Entao Bia diz que a afirmag&o é verdadeira.

base de um triangulo
isosceles sao iguais.

Resposta de Cintia

Eu desenhei uma reta paralela a base do
triangulo:

Afirmacoes Justificativa

P =Siiiereiiireeeenee Angulos alternos
internos entre duas
paralelas sao iguais.

=1 e, Angulos alternos
internos entre duas
paralelas sao iguais.

P+q+r=180°........ Angulos numa linha
reta.

~S+t+r=180°

Entao Cintia diz que a afirmag&o é verdadeira.

Resposta de Dario

Eu medi cuidadosamente os angulos de
todos os tipos de tridngulos e fiz uma tabela.

a b c total
110 34 36 180
95 43 42 180
35 72 73 180
10 27 143 180

Em todos eles a soma foi de 180°.

Entao Dario diz que a afirmagéao é verdadeira.




Resposta de Edu

Se vocé caminhar por toda volta sobre a linha do triangulo, vocé
termina olhando o caminho por onde comegou. Vocé deve ter girado
um total de 360°.

Vocé pode ver que cada angulo externo quando somado ao angulo interno deve dar
180° porque eles formam uma reta. Isso faz um total de 540°. 540° — 360° — 180°.

Entao Edu diz que a afirmacio é verdadeira.

Resposta de Fernando

Eu desenhei uma rede de tridngulos e Resposta de Hélia
marquei angulos iguais.

Eu desenhei trés retas perpendiculares a
um lado do tridngulo e medi os angulos.

Eu sei que os angulos em volta de um
ponto somam 360°.

(90° — 28°) +28° + 42° 4+ (90° — 42°)
Entédo Fernando diz que a afirmagéo é =180°

verdadeira

Entao Hélia diz que a afirmacao é
verdadeira

Das respostas acima, escolha uma que é a mais parecida com a resposta que

vocé daria se tivesse que resolver esta questao.

Das respostas acima, escolha aquela para a qual vocé acha que seu professor
daria a melhor nota.




Para cada item, circule SIM (1), NAO (2) ou NAO SEI (3)

A afirmagao é:
Quando se soma os angulos internos de um triangulo qualquer,
o resultado é sempre 180°. ) )
SIM NAO NAO SEI
Resposta de Amanda:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo é verdadeira para

alguns tridngulos. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Bia:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo € verdadeira para

alguns tridngulos. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Cintia:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo é verdadeira para

alguns tridngulos. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Dario:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo € verdadeira para

alguns tridngulos. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Edu:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo é verdadeira para

alguns tridngulos. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3
Resposta de Fernando:

Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo € verdadeira para

alguns tridangulos. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3

Resposta de Hélia:



Contem um erro. 1 2 3
Mostra que a afirmacao é sempre verdadeira. 1 2 3
Mostra apenas que a afirmacéo é verdadeira para

alguns tridngulos. 1 2 3
Explica de modo facil porque a afirmacao é verdadeira. 1 2 3

G2. Suponha que ja foi demonstrado que:

Quando se soma os angulos internos de um triangulo qualquer,
o resultado é sempre 180°.

Zeca pergunta o que precisa ser feito para provar que:

Quando se soma os angulos internos de um triangulo retangulo qualquer,
o resultado é sempre 180°.

Escolha A ou B:

(A) Zeca nao precisa fazer nada, pois a afirmacéo ja foi provada.

(B) Zeca precisa construir uma nova demonstracao.

G3. A afirmacéao abaixo é verdadeira ou falsa? Justifique sua resposta.

Quando se soma os angulos internos de um quadrilatero qualquer,
o resultado é sempre 360°.

Minha resposta:



ANEXO Il

QUESTIONARIO VERSAO FINAL



Questionario sobre Prova

[ [0) 1 4 1< T

ESCOIA: cevveeiiiieieee e

Vocé tem 50 minutos para responder estas questoes.

Na primeira questdo, vocé deve escolher uma entre
as varias respostas.

Nas demais questbes, vocé deve produzir suas
proprias respostas. Estamos interessados no seu
raciocinio e ndo apenas na resposta. Assim,
gostariamos que vocé descrevesse como chegou a
resposta e ndo apagasse seus rascunhos.

Na maioria das questdes, vocé deve apresentar uma
justificativa. Tente escrever da maneira mais clara que
puder.

Use uma caneta e, caso necessario, corrija uma
resposta sem apagar (ndo use corretivo).

Nao use calculadora.

Projeto AprovaMe

turma

escola I:I
li

aluno

Masculino ou Feminino: .........

Data de

Uso exclusivo do projeto
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A1: Artur, Beth, Duda, Franklin e Hanna estavam tentando provar que a seguinte afirmacao é

verdadeira:

Quando vocé soma dois numeros pares quaisquer, o resultado é sempre par.

Resposta de Artur

a é um numero inteiro qualquer

b é um ndmero inteiro qualquer

2a e 2b sdo numeros pares quaisquer
2a+2b=2(a+ b)

Entao Artur diz que a afirmagéo é
verdadeira.

Resposta de Beth

2+2=4 4+2=6
2+4=6 4+4=8
2+6=8 4+6=10

Entao Beth diz que a afirmacéo é
verdadeira.

Resposta de Duda

NUmeros pares terminamem 0, 2, 4, 6
ou 8.

Quando vocé soma dois destes, a

resposta vai ainda terminar em 0, 2, 4,

6 ou 8.

Entao Duda diz que a afirmacao é
verdadeira.

Resposta de Franklin

Entao Franklin diz que a afirmacéo é
verdadeira

8+6=14
8=2x4
6=2x3
14=2x(4+3)

8+6=2x7

verdadeira

Resposta de Hanna

Entao Hanna diz que a afirmacao é

Das respostas acima, escolha uma que é a mais parecida com a resposta que

vocé daria se tivesse que resolver esta questao.

Das respostas acima, escolha aquela para a qual vo

daria a melhor nota.

cé acha que seu professor
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A afirmacdo é:

Quando vocé soma dois humeros pares quaisquer, o resultado é
sempre par.

Para cada resposta abaixo, circule SIM, NAO ou NAO SEI.

Mostra que a afirmagao | Mostra que a afirmagéo
é sempre verdadeira. € verdadeira apenas
para
alguns numeros pares.
Sim Nao N&o Sim Nao N&o
Resposta de Artur sel sel
Resposta de Beth: Sim Nao Nao Sim Nao Nao
sei sei
Resposta de Duda: Sim Nao Nao Sim Nao Nao
sei sei
Resposta de Franklin: Sim Nao Nao Sim Nao Nao
sei sei
Resposta de Hanna:
Sim Nao Nao Sim Nao Nao
sei sei

A2. Suponha que ja foi provado que:

Quando vocé soma dois humeros pares quaisquer, o resultado é
sempre par.

Zé pergunta o que precisa ser feito para provar que:

Quando vocé soma dois humeros pares maiores que 100, o resultado é
sempre par.

Escolha A ou B:

(C) Zé nao precisa fazer nada, pois a afirmacao ja foi provada

(D) Zé precisa construir uma nova prova.
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A3. A afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma dois humeros impares quaisquer, o resultado é
sempre par.

Justifique sua resposta.

A4. A afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa?
Quando vocé soma um multiplo de trés qualquer com um multiplo de seis

qualquer, o resultado é sempre um multiplo de trés.

Justifique sua resposta.

A5: Sabendo que:

4! significa4 x3x2x 1
5! significa5x4x3x2x 1
Responda:

a) 5!é um numero par?

Justifique

b) O que significa 8! ?

c) 8!é um multiplo de 21 ?

Justifique

d) 62! & um multiplo de 37 ?
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Justifique

e) Pedro calculou 23!
Sem calcular, determine o ultimo algarismo do resultado encontrado por
Pedro.

Justifique

14



Masculino ou Feminino:

Data de

Vocé tem 50 minutos para responder estas
questoes.

Na primeira questao, vocé deve escolher uma
entre as varias respostas.

Nas demais questdes, vocé deve produzir suas
préprias respostas. Estamos interessados no seu
raciocinio e ndo apenas na resposta. Assim,
gostariamos que vocé descrevesse como chegou
a resposta e nao apagasse seus rascunhos.

Na maioria das questdes, vocé deve apresentar
uma justificativa. Tente escrever da maneira mais
clara que puder.

Use uma caneta e, caso necessario, corrija uma
resposta sem apagar (nao use corretivo).

Nao use calculadora.

Uso exclusivo do projeta

Projeto AprovaMe escola

turma

aluno

15



G1: Amanda, Dario Hélia, Cintia e Edu estavam tentando provar que a seguinte afirmacao é
verdadeira:

Quando vocé soma as medidas dos dngulos internos de um triangulo qualquer,
o resultado é sempre 180°.

Resposta de Amanda Resposta de Dario

Eu recorto os angulos e junto os trés. Eu medi cuidadosamente os angulos de alguns

= — triangulos e fiz uma tabela.
a b c total
& q& 110 34 36 180

95 43 42 180

Eu obtenho uma linha reta que é 180°. 3 72 73 180

Eu tentei para um tridngulo equilatero e também 10 27 143 180

para um isosceles e a mesma coisa acontece. Em todos eles a soma foi de 180°.

Entdo Amanda diz que a afirmagéo é Entdo Dario diz que a afirmagédo é verdadeira

verdadeira.

Resposta de Hélia Resposta de Cintia

Eu desenhei trés retas perpendiculares a um Eu desenhei uma reta paralela a base do triangulo:

lado do triangulo e medi os angulos. ;:f ? : 7
Afirmacoes Justificativa
P =S Angulos alternos internos
entre duas paralelas sao iguais.
="t Angulos alternos internos
entre duas paralelas sao iguais.
p+q+r=180°......... Angulos numa linha reta.

(90°— 28°) + 28° + 42° +(90° — 42°) = 180°

_ (o]
Entao Hélia diz que a afirmacao é verdadeira Logo s + £+ =180

Entao Cintia diz que a afirmacdo é verdadeira.

Resposta de Edu

Se vocé caminhar por toda volta sobre a linha do triangulo e
terminar olhando o caminho por onde comecou, vocé deve ter gir
um total de 360°. Vocé pode ver que cada angulo externo quandc
somado ao angulo interno deve dar 180° porque eles formam um
Isso faz um total de 540°. 540° — 360° = 180°.

Entéo Edu diz que a afirmagéo ¢é verdadeira.

Das respostas acima, escolha uma que € a mais parecida com a resposta que
vocé daria se tivesse que resolver esta questao.

Das respostas acima, escolha aquela para a qual vocé acha que seu professor
daria a melhor nota.

A afirmacdo é:
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Quando vocé soma as medidas dos angulos internos de um triangulo

qualquer,
o resultado é sempre 180°

Para cada resposta abaixo, circule SIM, NAO ou NAO SEI.

Mostra que a
afirmagao é sempre
verdadeira.

Mostra que a
afirmacao é
verdadeira apenas
para

alguns tridngulos.

Resposta de Amanda

Resposta de Dario
Resposta de Hélia
Resposta de Cintia

Resposta de Edu

Sim | Nao | Nao
sei
Sim | Nao | Nao
sei
Sim | Nao | Nao
sei
Sim | Nao | Nao
sei
Sim | Nao | Nao
sei

Sim | Nao | Nao
sei

Sim | Nao | Nao
sei
Sim | Nao | Nao
sei
Sim | Nao | Nao
sei
Sim | Nao | Nao
sei

G2. Suponha que ja foi provado que:

Quando vocé soma as medidas dos angulos internos de um

triangulo qualquer,
o resultado é sempre 180°.

Zeca pergunta o que precisa ser feito para provar que:

Quando vocé soma as medidas dos angulos internos de um tridngulo
retangulo qualquer, o resultado é sempre 180°.

Escolha A ou B:

(C)Zeca nao precisa fazer nada, pois a afirmacéo ja foi provada.

(D) Zeca precisa construir uma nova demonstracao.

G3. A afirmacéo abaixo é verdadeira ou falsa?

17




Quando vocé soma os angulos internos de um quadrilatero qualquer,
o resultado é sempre 360°.
Justifique sua resposta:

G4: Dobre uma folha de papel, conforme 0 esquema abaixo. Obter o valor de x
C

A
Justifique sua resposta.

G5: A e B sdo dois quadrados idénticos. Um vértice do quadrado B esta
localizado no centro do quadrado A.

18



Qual fragédo da area do quadrado A esta coberta pelo quadrado B?

Justifique sua resposta

19



ANEXO IV

ATIVIDADES
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Atividade 1

Parte A

2)

No Cabri 2, abra o arquivo “Atividade_1.fig”. Ele contém a representacao
de um cubo ABCDEFGH.

Trace duas retas, uma que passa pelos pontos A e D e outra que passa
pelos pontos B e C.

Agora, movimento o cubo, a partir do ponto “Rot” e observe as retas.

O que é possivel afirmar sobre a posicdo relativa dessas retas?

Justifique sua resposta.

Faca o mesmo para as retas definidas por AD e FG, movimentando o
cubo a partir do ponto “Rot” e verificando o que acontece. O que vocé

pode afirmar sobre a posicao das retas.

Considerando as outras retas que contém dois vértices quaisquer do

cubo, indique outros pares de retas que apresentam a mesma posi¢ao

relativa das retas AD e BC.

Obs.: Nao se esqueca de salvar sua figura, nomeando o arquivo da

seguinte forma: <iniciais da dupla>_ativ1A.
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Atividade 1
Parte B
f) Ainda considerando o cubo ABCDEFGH, no arquivo dado, trace as retas
definidas pelos pontos C e D e pelos pontos C e G. Movimente a figura
por meio de ponto “Rot” e observe as retas criadas.
g) Elas se interceptam? Baseado em que vocé pode afirmar isso?

h) Qual o angulo formado entre elas? Explique sua resposta.

i) Vocé sabe 0 nome que essas retas recebem?

j) Considerando novamente o cubo, existem outros pares de retas nesta
mesma situagao ou posicao das retas?

f) Suponha que um aluno tragou as retas gFeF%, depois mediu o angulo
formado entre elas e verificou que:

() é diferente de 90°, logo as retas nao sao perpendiculares.

() é90¢°, portanto as retas sao perpendiculares.

( ) é diferente de 90° porque o cubo foi construido em perspectiva, porém
deve ser considerado 90°, pois as faces do cubo sdo quadradas.

Obs.: Nao se esqueca de salvar sua figura nomeando o arquivo da seguinte
forma: <iniciais da dupla>_ativiB.
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Atividade 1
Parte C
a) Abra o arquivo “Atividade1.fig”, e considere novamente duas retas, uma
que passa pelos pontos C e D e a outra passando pelos pontos F e G.
Movimente o cubo utilizando o ponto Rot e observe a posi¢do relativa
dessas retas.

b) E possivel afirmar que:

As retas CD e FG estao contidas num mesmo plano?

Sim, no plano:

Nao, por qué?

c) As retas CD e FG se interceptam? Por qué?

d) Vocé sabe como sdo denominadas essas retas?

e) No cubo, encontre outros pares (pelo menos dois) de retas que

L d

apresentam a mesma posicao relativa das retas CDe FG .
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Atividade 2
Parte A
a) Considere novamente o cubo ABCDEFGH. Trace as diagonais da face

ABCD do cubo e determine a interseccao entre elas, nomeando esse ponto
“X”.

b) Qual o angulo formado entre essas diagonais? Justifique sua resposta.

c) Trace, agora, as diagonais das faces EFGH, AEHD e BFGC e determine
os pontos Y, Z, T de intersec¢gdo em cada caso.

d) Unindo-se os quatro pontos X, Y, Z, T determinados nos itens anteriores,
que figura geométrica se obtém? Essa figura é plana? Justifigue sua
resposta. Para observar a figura, movimente o cubo por meio do ponto
“Rot”.

24




Atividade 2
Parte B
a) No item (a) da parte A, consideramos as diagonais de uma face do cubo
ABCDEFGH. Agora, vamos investigar as diagonais desse cubo. Comece
fazendo uma exploragdo no Cabri a fim de tentar identificar e criar as
diagonais do cubo.
b) Anote: O cubo ABCDEFGH possui as seguintes diagonais:

c) Considere duas diagonais do cubo ABCDEFGH. Crie o quadrilatero
formado pelas extremidades dessas duas diagonais e movimente o cubo
através do ponto “Rot”.

d) Que quadrilatero é este? Justifiqgue sua resposta.

e) E correto afirmar que:
Duas diagonais do cubo interceptam-se formando um angulo de 90°7?

Por qué? Justifique sua resposta.

Def. 1: Um quadrilatero é chamado de quadrilatero reverso quando nao

existe plano contendo seus 4 vértices.
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Atividade 3
1) No Cabri, abra o arquivo “Atividade_3.fig". A partir desse cubo, construa
um quadrilatero reverso XYZT.
Na sua construcdo, o qué garante que seu quadrilatero & reverso?
Explique.

2) Marque o ponto médio de cada lado do quadrilatero reverso obtido e
trace o quadrilatero PQRS determinado por esses 4 pontos médios.

3) Antonio esta tentando investigar as propriedades desse quadrilatero
PQRS. Ele afirma que:

“Como XYZT é reverso, o quadrilatero PQRS também é reverso”.

A afirmagao de Antonio é verdadeira ou falsa?

a) Se verdadeira identifique pelo menos dois planos que contém os vértices
do quadrilatero PQRS:

b) Se falsa:

b,) O que vocé pode fazer para mostrar que Antdnio esta equivocado?

b, ) De que tipo € o quadrilatero PQRS?
Trapézio

Paralelogramo

Losango

Retangulo

Quadrado

~— ~— ~— ~— ~— ~—

(
(
(
(
(
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Atividade 4

Na Atividade 3, vocés chegaram a conclusdo de que o quadrilatero
PQRS é um
Retomem a figura obtida na Atividade 3, e usando o fato de o

quadrilatero XYZT ser reverso e de termos considerado os pontos médios de
cada lado desse quadrilatero para obtermos o quadrilatero PQRS, relacione
abaixo todos os argumentos possiveis, propriedades e relacées geométricas da

figura que justificam sua resposta.
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