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RESUMO

Nosso trabalho esta inserido no Projeto Argumentagcdo e Prova na
Matematica Escolar (AProvaME), que tem como objetivo estudar o ensino e
aprendizagem de provas matematicas na Educacao Basica. A questao principal da
pesquisa consiste em analisar o tratamento deste tema em determinados contetdos
geométricos de uma colecdo de livros didaticos do Ensino Fundamental. Mais
especificamente, o estudo busca identificar como a passagem do empirismo a
deducdo € contemplada nas atividades dos livros e quais as intervengbes e
estratégias necessarias por parte do professor para gerenciar essa passagem. Os
tipos de prova na classificagdo de Balacheff (1988) e as fungdées de prova
identificadas por De Villiers (2001) foram as principais ferramentas teéricas utilizadas
para estas analises.

Apds um levantamento das atividades relacionadas a prova nos conteddos
Teorema de Pitdgoras, Retas Paralelas e as propriedades dos Triangulos,
seqliéncias baseadas nessas atividades foram desenvolvidas com alunos de 8.2
Série do Ensino Fundamental de uma escola publica no Municipio de Jacupiranga,
do Estado da Sao Paulo. Concluimos que o professor tem a sua disposigao material
consistente para trabalhar com seus alunos, embora exista o problema na passagem
brusca de exercicios empiricos em diversos niveis de verificacdo para as
demonstragdes formais, sendo necessaria intervencao do professor por meio de
revisdes pertinentes, proporcionando ao aluno esclarecimentos para desenvolver
uma atividade. A principal dificuldade para o professor foi interferir sem assumir a
responsabilidade de resolver a situacdo em questdo. Por fim, apresenta-se uma
atividade no ambiente de geometria dinamica, visando proporcionar uma transicao
mais espontadnea entre argumentos baseados em evidéncia e argumentos baseados

em propriedades matematicas.

Palavras-chave: Argumentagcao e Prova, Demonstragcéo, Colecéo Didatica,

Geometria, Ensino Fundamental.



ABSTRACT

This work is inserted the research project Argumentation and Proof in School
Mathematics (AProvaME), which aims to study the teaching and learning of
mathematical proofs during compulsory schooling. The main research question of this
contribution to the project relates to how proof is treated in particular geometry topics
in one collection of mathematics textbooks for secondary school students. More
specifically, the study aims to identify how the passage from empiricism to deduction
is contemplated in the textbook activities as well as to document the interventions and
strategies necessary on the part of the mathematics teacher in order to manage this
transition. The types of proofs in the classification of Balacheff (1988) and the
functions of proof identified by de Villiers (2001) serve as the principle theoretical
tools for these analyses.

Following a survey of the activities related to proof and proving in topics related to the
theorem of Pythagoras and properties of straight lines and triangles, teaching
sequences based on these activities were developed with students from the 8th
Grade of a secondary school within the public school system of the municipal of
Jacupiranga in the State of Sdo Paulo. The main findings of the study indicate that
the teacher has at his or her disposal material that permit a broad approach to proof
and proving, although the passage from exercises involving reliance on empirical
manipulations for validation to the construction of proofs based on mathematical
properties is not very explicitly addressed, with the result that intense teacher
intervention is necessary at this point. A particular difficulty faced by the teacher is
knowing how to intervene without assuming responsibility for the resolution of the task
in question. Finally, a dynamic geometry activity is presented, as an attempt to
provide a learning situation which might enable students to engage more
spontaneously in the transition from evidence-based arguments to valid mathematical

proofs.

Keywords : Argumentation and Proof, Demonstration, Textbooks, Geometry,

Secondary school mathematics.
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APRESENTACAO

Ap6s 20 anos no magistério, sentindo certa inquietacdo quanto ao
desempenho dos alunos, vi a necessidade de ampliar meus conhecimentos, 0 que
me levou a procurar o mestrado pelas oportunidades oferecidas em pesquisa e,
consequUentemente, para uma melhor qualificacao profissional.

Ao decorrer do curso Mestrado Profissional em Matematica tive o privilégio
de conhecer e participar do Projeto Argumentacdo e Provas no Ensino de
Matematica (AProvaME), grupo de estudos que se reune quinzenalmente para
estudar e discutir sobre argumentacées e provas matematicas no Ensino
Fundamental e Médio.

A presente pesquisa esta inserida no Projeto Argumentagdo e Prova na
Matematica Escolar (AProvaME), elaborado e coordenado por nossa orientadora.

Esse projeto é financiado pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico (CNPq) e faz parte de um grupo maior, intitulado Grupo de Pesquisa
Tecnologias e Meios de Expressdo em Matematica (TecMEM), pertencente ao
Programa de Estudos Pés-Graduados em Educacdo Matemética da PUC/SP, no
qual contamos com a participagao de varios pesquisadores.

O projeto AProvaME, formado inicialmente por 27 alunos mestrandos e
seis professores do programa da PUC/SP, tem como objetivo levantar um mapa das
concepgdes sobre argumentagdo e prova de alunos adolescentes em escolas do
Estado de Sao Paulo, avaliando situagdes de aprendizagem e a compreensao dos

alunos sobre as fungdes da prova em Matematica. Também tem por meta, por meio
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da formacdo de grupos de pesquisadores e professores, elaborar situacbes de
aprendizagem envolvendo alunos na construcdo de conjecturas e provas, utilizando
ambientes informatizados.

No grupo, com o acompanhamento dos estudos publicados sobre
demonstragdes na Matematica, em especial em Geometria, os tipos de prova de
Balacheff (1988) e as leituras sobre as fungdes da demonstragao em Matematica (De
Villiers, 2001 e 2002), tive a oportunidade de realizar um trabalho que envolveu os
tipos de argumentacgdes, justificativas e formas de validagcdo apresentados pelos
alunos.

Dentre o0s 27 mestrandos participantes do projeto AProvaME,
encontramos trabalhos subdivididos em trés grupos: o grupo que trabalha na analise
do Questiondrio sobre Prova,' o que trabalha sobre o desenvolvimento das
atividades e o grupo que analisa o tratamento da argumentacéo e da prova em livros
didaticos, do qual faco parte.

Alguns desses trabalhos ja foram publicados, entre eles: Um panorama de
argumentacao de alunos da educagédo basica: o caso do fatorial, PUC (2006), relativo
a dissertacdo de Ednaldo José Leandro, Uma analise da abordagem sobre
argumentagbes e provas numa colegdo do ensino médio, PUC (2007), relativo a
dissertagdo de Lourival Junior Mendes e Abordagens no ensino da prova e
argumentagcdo na matematica escolar: analise de uma colegéo de livros didaticos do

Ensino Fundamental, PUC (2007), relativo a dissertacao de Sueli Maffei Jamelli.

! Questionario sobre prova, elaborado pelos pesquisadores do projeto AProvaME, contendo questdes
de Algebra e de Geometria apresentados em dois blocos.
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Meu trabalho encontra-se na interseccao de dois grupos: o que fez apenas
analise de livro didatico e o grupo que trabalhou com o desenvolvimento das
atividades, desenvolvimento este baseado nas atividades do projeto AProvaME.
Nosso estudo vai contemplar tanto uma andlise de livros didaticos quanto uma
discussado da aplicagdo de atividades em sala de aula, procurando responder trés
questoes:

Questao 1

e QOs conteudos abordados no livro didatico, sua metodologia e seus
exercicios dariam a oportunidade ao professor de fazer um trabalho, junto

a seus alunos, com vistas ao desenvolvimento das habilidades de

argumentagao e prova matematica?

Na tentativa de responder a esta questdo, além de considerar as
atividades, explicacdes, comentarios e exercicios apresentados em uma colecao de
livros didaticos, também aplicamos alguns desses exercicios em duas duplas de
alunos, bem como um capitulo, em sua integra, em todos os alunos de uma sala de
aula, com o intuito de trazer reflexdes sobre qual a postura a ser adotada pelo
professor, quais as dificuldades dos alunos e quais as estratégias necessarias para
gerenciar a complexidade de situacdes de aprendizagem associada a prova em sala
de aula.

Questdo 2

e Como a passagem do empirismo para o conceitual é contemplada nas
atividades apresentadas nos livros da colecdo?

Buscamos responder esta questdo observando as atividades que sao

propostas aos alunos. Procuramos verificar se as mesmas contemplam a passagem
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do empirico para o conceitual e como ocorre essa passagem. Para isso, acreditamos
ser necessaria uma investigacao acerca da distribuicdo das atividades na colecao
didatica, ou seja, é preciso verificar quantos sdo somente exercicios para aplicar
propriedades e quantas atividades de prova sdo propostas aos alunos.

Questao 3

e Quais intervengdes por parte do professor sGo necessarias para ajudar os

alunos a negociar essa passagem?

Procuramos investigar como os alunos interagem com essas atividades,
anotando seus sucessos e as principais dificuldades. Também verificamos as
dificuldades apresentadas pelo professor e as intervencbes que se fizeram

necessarias para o desenvolvimento dos referidos conteudos.

Abaixo, faremos uma descricdo do trabalho, que resultara em nossa
dissertacdo. Resumimos 0s principais topicos de cada um dos capitulos que
integram o trabalho.

No Capitulo 1 iniciamos fazendo um relato sobre o Projeto Argumentacao
e Prova na Matematica Escolar (AProvaME), descrevendo os objetivos e a
metodologia utilizada para o desenvolvimento do projeto. Essa fase contou com trés
semestres para seu total desenvolvimento.

Também analisamos o Guia de Livros Didaticos 2005 — 5.2 a 8.2 séries
enviado as escolas, que contém os livros indicados e, por fim, analisamos a colegéo
didatica indicada na escola em que leciono, descrevendo como o conteudo é

explorado, como os temas sdo abordados e como as atividades sdo propostas.
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No Capitulo 2 fizemos algumas referéncias a origem da prova e
demonstragcdo, as funcdes da prova na Matematica segundo De Villiers (2001 e
2002), e destacamos as classificacées de prova de Balacheff (1988). Descrevemos,
também, os sujeitos de nossa pesquisa e a aplicacao da sequéncia de atividades.

No Capitulo 3 apresentamos e analisamos os topicos: Retas paralelas
cortadas por uma transversal e o Teorema da soma das medidas dos angulos
internos de um tridngulo. Aplicamos, também, duas seqUéncias de atividades
retiradas dos capitulos analisados e observamos como argumentacgdes e provas sao
apresentadas pelos estudantes.

No Capitulo 4 apresentamos e analisamos o tépico Teorema de
Pitagoras, tanto as atividades encontradas no capitulo dedicado ao Teorema como
as atividades que aparecem em outros capitulos. Desenvolvemos o referido capitulo
em sala de aula observando as atividades de prova desenvolvidas pelos alunos. Por
fim, aplicamos e ponderamos sobre uma terceira sequiéncia de atividades.

Concluimos nossa dissertacao procurando quais elementos respondem as
nossas questdes iniciais. Sugerimos também uma atividade em que procuramos

abordar argumentacdes e provas em ambiente informatizado.
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CAPiTULO 1

ANALISES PRELIMINARES

1.1 Projeto AProvaME

Pesquisas internacionais indicam que os aprendizes tendem a confundir
justificativas empiricas com raciocinios dedutivos, e que 0s argumentos sao
analisados de acordo com aspectos de forma e ndao de contetudo (Healy e Hoyles,
2000). Assinalam, ainda, a necessidade de os alunos explicarem e justificarem as
suas resolucdoes. Para esse desenvolvimento sdo necessarios ambientes de
aprendizagem ricos, contendo tarefas desafiadoras, que provocam a curiosidade e
envolvam os alunos (Fonseca, 2003). Tais pesquisas mostram também que entre os
estudantes € comum o raciocinio nao se apresentar segundo as leis da logica, sendo
eles influenciados por fatores além das exigéncias ldgicas (Healy, 2004).

O projeto AProvaME — Argumentacdo e Prova na Matematica Escolar,?
sob a coordenacgao da Prof.2 Dr.2 Siobhan Victoria Healy (Lulu Healy), esta sendo
pesquisado pelo Grupo de Pesquisa Tecnologias e Meios de Expressdo em
Matematica (TecMEM), que faz parte do Programa de Estudos Pés-Graduados em
Educacdo Matematica da PUC/SP. A finalidade do projeto é investigar atividades e
experiéncias que possibilitem aos aprendizes o desenvolvimento e a comunicagao

efetiva de argumentos matematicamente validos.

? Financiado pelo CNPq — Processo 478272/2004-9.
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Os objetivos da pesquisa sao:

1. Levantar um mapa das concepgdes sobre argumentagdo e prova de
alunos adolescentes em escolas do Estado de Séo Paulo.

2. Formar grupos colaborativos compostos por pesquisadores e professores
para a elaboracao de situagbes de aprendizagem, visando envolver alunos
em processos de construcdo de conjecturas e provas em contextos
integrando ambientes informatizados.

3. Criar um espaco virtual de compartilhamento entre os membros da equipe
do projeto e analisar seu papel no desenvolvimento das situagdes de
aprendizagem, assim como na evolugdo de conhecimentos pedagdgicos
sobre prova em Matematica.

4. Avaliar situagdes de aprendizagem, em termos da compreensdo dos
alunos sobre a natureza e funcdes de prova em Matematica.

5. Investigar a implementacédo dessas atividades por diferentes professores e
assim identificar em que medida sua participacdo nos grupos colaborativos
fornece uma apropriacéo dessa abordagem para o ensino e aprendizagem
de prova.

6. Formular recomendacdes relacionadas ao papel da argumentacédo e da
prova no curriculo de Matematica escolar.

7. Contribuir para o debate internacional sobre o ensino e aprendizagem de

prova em Matematica.

O projeto esta sendo desenvolvido em duas fases, integrando, além da

equipe de pesquisadores, 27 estudantes do curso de Mestrado Profissional no
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Ensino de Matematica da PUC/SP, considerados como professores-colaboradores.
Minha participagdo no projeto se da como professora-colaborada e teve inicio no
segundo semestre de 2005.

Na primeira fase do projeto, dedicamo-nos ao estudo das provas e
demonstragbes em diversas pesquisas publicadas, como: Pietropaolo (2005),
Gravina (2001), Nasser e Tinoco (2001) e De Villiers (2001 e 2002). Também foi
criado um espaco virtual para facilitar nossa troca de informagoes.

Nos encontros presenciais, trabalhamos o “Questionario sobre Prova”,
visando ao levantamento das concepg¢des de alunos na faixa etaria de 14-16 anos.

Aplicamos o questionario citado em 81 turmas, envolvendo um total de
1.998 alunos do Ensino Fundamental ou Médio, de escolas publicas e particulares do
Estado de Sao Paulo. O questionario foi elaborado com base naquele concebido por
Healy e Hoyles (1998) na Inglaterra e ja utilizado em outros paises, em que
encontramos as questdes de Geometria e Algebra apresentadas em dois blocos: 1)
avaliacao de varios argumentos apresentados como provas de uma dada afirmacgéao;
e 2) construcao de provas.

Os exercicios contidos no questionario visam avaliar em que medida os
alunos aceitam evidéncias empiricas como prova, diferenciam evidéncias empiricas
de argumentos matematicamente validos e sdo capazes de construir argumentos
validos.

Pretendemos, também, identificar a forma de apresentacdo da prova
(lingua natural, formal, representacdes visuais ou figurativas) na compreensao dos

argumentos.

22



Ap6s a aplicacdo do questionario pelos professores-colaboradores,
coletamos os dados e os classificamos utilizando critérios inspirados em Healy e
Hoyles (1998). Esses dados foram analisados segundo a construcdo de um modelo
multinivel, para considerar a correlacdo de respostas entre os sujeitos que
compartilham experiéncias comuns (Healy, 2004). Os resultados deste questionario
poderdo se encontrados em Leandro (2006), Doro (2007), Santos (2007), Almeida
(2007) e Carvalho (2006).

Na segunda fase, a atencdo esteve centrada no professor e em sua
contribuicdo no processo de preparacdo de situagdes de aprendizagem. O grupo
inicial foi dividido em grupos menores, composto por professores-colaboradores e
pesquisadores. Para estes grupos foram propostos dez topicos de investigacao,
cinco com contetdos de Algebra e cinco de Geometria, tais como: Fungdo do 1.°
grau; Triangulos e Angulos; Progressdo Aritmética e Progressdo Geométrica;
Geometria Analitica: Paralelismo e Perpendicularismo; Numeros Racionais;
Geometria Espacial: Paralelismo e Perpendicularismo; Multiplos e Divisores;
Propriedades dos Quadrilateros; Teorema Fundamental da Aritmética e Teorema de
Pitagoras.

O meu grupo desenvolveu atividades sobre Funcao do 1.2 grau e Medida
de Angulos nos Triangulos. Discutimos sobre o conceito de funcdo, quais as
dificuldades que os alunos encontram na construcdo das tabelas e sobre como
provar que o grafico de uma fungdo do 1.° grau € sempre uma reta. Com essa
finalidade, o grupo elaborou uma atividade para desenvolver com os alunos usando o

software Cabri Géomeétre.
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Também discutimos sobre a criacao de atividade voltada para geometria,
referindo-se aos &angulos opostos pelo vértice, mas como atividade preliminar,
tentando levar os alunos a formar conclusdes e a justifica-las. Procuramos elaborar
atividades buscando mostrar ao aluno as possibilidades dos pontos serem ou nao
colineares, além de fomentar a possibilidade de outras discussdes. Além disso,
procuramos desenvolver atividade referente a soma dos angulos internos de um
triangulo.

Desenvolvemos essas situagcées de aprendizagem utilizando o software
Cabri Géometre, procurando envolver argumentacdes e provas.

Mantivemos encontros semanais, alternando encontros presenciais e a
distancia, utilizando o espaco virtual que foi criado na primeira fase.

Essa segunda fase divide-se em duas etapas, conforme descrito a seguir.

Na primeira etapa, chamada intragrupos, estamos elaborando, com auxilio
do software Cabri-Géomeétre, situagdes envolvendo provas, as quais serdo aplicadas
em pequenas amostras de alunos. Estamos utilizando nesses encontros, audio-
gravacao, producoes escritas e computacionais. Cada grupo fara relatério descritivo
da sessao, incluindo reflexdes sobre as atividades desenvolvidas, e o disponibilizara
no ambiente virtual.

Na segunda etapa, chamada intergrupos, as producdes seréao
disponibilizadas no ambiente virtual e cada professor-colaborador desenvolvera, pelo
menos, duas atividades elaboradas pelo grupo, uma de geometria e outra de
algebra, em uma de suas turmas. A aplicacao da atividade sera acompanhada pelos
pesquisadores e a sessao sera videogravada para analise. Cada professor-

colaborador fara suas observacdes sobre as atividades que estiver desenvolvendo,
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disponibilizado-as no ambiente virtual do projeto, visando subsidiar um novo ciclo de
discussbes para reformulagbes ou complementacbes das situagbes de
aprendizagem.

O projeto ndo previu, originalmente, a investigacdo de atividades
relacionadas a prova e demonstracdo apresentadas em livros didaticos; portanto, a
partir da participagdo no projeto, verificamos a necessidade de observarmos em
algumas colegdes o desenvolvimento do conteudo e a metodologia utilizada.

Nesse sentido, amadureceu a vontade de efetuar nossa pesquisa na
andlise de livros didaticos. Nosso estudo tanto vai contemplar uma anadlise de livros
didaticos quanto a discussao da aplicacao de atividades em sala de aula, buscando

responder as questoes:

o Os conteudos abordados no livro didatico, sua metodologia e
seus exercicios dariam a oportunidade ao professor de fazer um trabalho,
junto a seus alunos, com vistas ao desenvolvimento das habilidades de
argumentagao e prova matematica?

o Como a passagem do empirismo para o conceitual é
contemplada nas atividades apresentadas nos livros da colecdo?

o Quais intervengbes por parte do professor sdo necessarias

para ajudar seus alunos em negociar essa passagem?

Como parte dessa analise, julgamos importante trabalhar com duplas de

alunos, tal como o livro propde, possibilitando assim uma reflexdo sobre os desafios
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enfrentados pelo professor no gerenciamento das atividades em sala de aula, a fim
de orientar e desenvolver satisfatoriamente uma atividade.

Iniciaremos nossa procura pelas respostas das questdes mencionadas
anteriormente analisando os critérios adotados pelo Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD) para inclusdo das colecoes de livros didaticos.

A seguir, analisamos a colecado escolhida para o desenvolvimento de

nossa pesquisa.

1.2 Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD)

Desde 1929, quando o governo brasileiro criou um érgao especifico para
legislar sobre a politica do livro didatico, o Instituto Nacional do Livro (INL), a acado
federal nessa area vem se aperfeicoando com a finalidade de prover as escolas das
redes federal, estaduais, municipais e do Distrito Federal com obras didaticas,
paradidaticas e dicionarios de qualidade (MEC-FNDE, 2005).

Atualmente, essa politica esta consolidada no Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD) e distribui gratuitamente obras didaticas para todos os alunos das
oito séries da rede publica de Ensino Fundamental. E desde 2003, as escolas de
educacado especial publicas e as instituicdes privadas definidas pelo censo escolar
como comunitarias e filantropicas foram incluidas no programa.

O Ministério da Educacao instituiu, também, em 2003, o Programa
Nacional do Livro para o Ensino Médio (PNLEM), com o objetivo de distribuir

gratuitamente livros didaticos para os alunos do Ensino Médio de escolas publicas.
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Dessa forma, a partir de 2005, as escolas passaram a receber livros didaticos das
disciplinas de Portugués e Matematica para os trés anos do Ensino Médio.

O PNLD é mantido pelo FNDE com recursos financeiros do Orgamento
Geral da Unido e da arrecadacao do salario-educacéo.

O PNLD foi criado em 1985, e a distribuicdo de livros seguia, por critério
de escolha, as opcdes feitas pelos professores. Em 1995 foi publicado o primeiro
Guia Nacional do Livro Didatico (GNLD), projeto com texto elaborado por
especialistas de diversas areas referentes ao Ensino Fundamental, tendo como
objetivo auxiliar os professores na escolha do material a ser adotado para trabalhar
em sala de aula. Nesse Guia encontramos resenhas criticas de varias colegbes
escolhidas e os critérios que orientaram a selecdo, com sinteses para orientar os
educadores na escolha dos livros, observando o plano pedagdgico de sua escola.
Em 2005 foi editada a terceira avaliacao pedagégica dos livros didaticos de 5.2 a 8.2
séries.

Para esta analise, consultamos o Guia Nacional de Livros Didaticos de 5.2
a 8.2 séries de Matematica, editado pelo Programa Nacional do Livro Didatico —

PNLD 2005.

1.3 Critérios de analise para a escolha da colecao

Para avaliar o Livro Didatico de Matematica sdao adotados critérios

eliminatérios, em seus aspectos gerais:

27



1. Corregéo de conceitos e informagbes basicas

A presenca de erros conceituais ou de indugdes ao erro € um dos critérios
fundamentais para decidir se um livro pode ou ndo ser usado em sala de aula
(BRASIL 1998, p. 202).

2. Correcdo e adequacado metodoldgicas

Entre as concepgdes e praticas de ensino e aprendizagem, devem ser
feitas escolhas metodoldgicas que incluam estratégias para desenvolver varias
competéncias cognitivas basicas, como a observagéo, a argumentacgéo, a analise, a
comunicacao de idéias matematicas, entre outras. Nesse aspecto, o livro didatico
deve atender a certos requisitos basicos: nao deve privilegiar uma Unica competéncia
e, sim, propiciar o desenvolvimento de vérias habilidades e competéncias; ser
coerente com a proposta que aponta e, caso o livro didatico recorra a mais de um

modelo metodoldgico, deve indicar sua articulagao.

3. Contribuicdo para a construgdo da cidadania

O livro didatico de Matematica ndo pode vincular nos seus textos e
ilustracbes preconceitos que levem a qualquer tipo de discriminagdo, nem violar o
Estatuto da Crianca e do Adolescente quanto ao estimulo ou indugdo ao consumo de

drogas, alcool, fumo ou praticas sociais nocivas.

Além dos critérios eliminatorios, encontramos fichas de avaliacao,

preenchidas pelos especialistas, listas estas chamadas de critérios nao-eliminatérios,

que sdo utilizadas na andlise dos livros didaticos de Matematica. O conjunto
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completo desses critérios focaliza os conteudos, a inter-relagdo entre eles, a
apresentacao e as conexdes dos conteudos estudados com o contexto sociocultural.

Abaixo extraimos do Guia texto explicativo.

“A fim de propiciar uma aprendizagem significativa, devem ser dosados
judiciosamente o uso da intuicdo, de fatos do dia-a-dia, o inicio da matematica
abstrata, visando, por um lado, a aprendizagem futura e, por outro,
desenvolvendo a capacidade de raciocinar, de fazer abstracbes a partir de
situagbes concretas, de globalizar, organizar e representar” (BRASIL 1998, p.
204).

Ao manual do professor é dispensada especial atencao, pois este deve
reproduzir o livro do aluno, contendo respostas das atividades sugeridas e
oferecendo orientagdes metodoldgicas e didaticas. Além disso, deve conter
indicagdes para a formacdo continuada do professor e indicagdes de leituras

complementares para os alunos.

1.4 Escolha da Colecao

Atualmente, leciono em uma escola estadual do Municipio de Jacupiranga,
no Estado de S&o Paulo. No ano de 2004, a escola recebeu o Guia de Livros
Didaticos — 2005, contendo as resenhas aprovadas de 23 colecdes de Matematica
do Ensino Fundamental.

Aproveitando o encontro semanal de Hora de Trabalho Pedagdgico

Coletivo (HTPC), a Diregao/Coordenacao disponibilizou esse Guia a equipe de
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professores de Matematica e, também, algumas colecbes de Matematica enviadas
para a escola pelas editoras, para que os professores a analisassem.

Em seguida, colheu o parecer dos professores presentes e indicou a
colecdo Idéias & Relagcdes.® Esta faz parte da relacdo de livros indicados no
Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD 2005. Esse encontro para analise e

indicacdo da colecao nao teve a minha participagao.

1.5 Descricao da Colecao Idéias & Relacoes

A seguir, apresentamos a colecdo citada, tendo como objetivo verificar a
abordagem dada ao conteludo de geometria. O foco de analise esta no
desenvolvimento de provas e demonstragdes, desde a forma empirica, por intuigcao,
até a demonstracao formal.

Neste capitulo, descrevemos a forma de apresentacao padronizada para
toda a colegao. Além disso, citamos e descrevemos as subdivisbes apresentadas no
interior dos capitulos.

Ja nos Capitulos 3 e 4, apresentamos uma analise ndo s6 de como o
conteudo é introduzido, como também dos exemplos citados, das atividades
resolvidas e das atividades propostas aos alunos.

Nos quatro volumes da colegédo € utilizada uma forma de apresentacao
padronizada, por meio de sete categorias, cada uma indicada por uma cor diferente,

a saber:

* TOSATTO, Claudia Miriam; PERACCHI, Edilaine do Pilar F.; ESTEPHAN, Violeta M. Matemética.
Curitiba: Positivo, 2002.
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Vermelho a medidas;

Roxo a idéias e relacoes;

Verde claro a truques matematicos;

or/>
(@)

- K Azul claro a arte com a matematica.

Os capitulos também seguem um mesmo padrdo de subdivisbes — uma
breve apresentacdo do conteudo a ser desenvolvido; “Atividades Matematicas”;
“Trocando Idéias”; “Nao Esqueca!” e “Ja Sellll”. Estas subdivisbes ndao aparecem na
mesma ordem em todos os capitulos, assim como nem todos os capitulos trazem
todas as subdivisdes citadas, com excecao das “Atividades Matematicas’.

A seguir, comentamos cada uma das subdivisdes utilizadas nos capitulos.
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1.5.1 Apresentacao dos Conteudos

Os conteudos sao apresentados e retomados mais de uma vez no livro e
nas séries seguintes em diferentes contextos. Pretende-se, assim, que os alunos
tenham oportunidade de ampliar conhecimentos e compreender as idéias
matematicas que estdo sendo trabalhadas.

Ao apresentar e desenvolver conteudos, a colegao procura estabelecer
conexdes entre diversos eixos da Matematica, entre a Matematica e outras
disciplinas e entre a Matematica e os temas transversais.

Essas conexdes sdo proporcionadas por meio das diferentes formas de
apresentacao utilizadas na colecdo. Uma delas, os “Jogos e Descobertas’, traz
contextos em que as idéias matematicas podem ser exploradas de forma significativa
e interessante. Em algumas situacdes eles aparecem para introduzir um assunto e,
em outras, para retomar e ampliar conteudos vistos anteriormente. Sao propostos
diferentes jogos no decorrer do Livro do Aluno, sempre na categoria “Jogos e
Descobertas”. Os jogos visam promover troca de informagdes e idéias entre os
educandos, pois sendo atividades realizadas em grupos, os alunos precisam discutir,
argumentar e analisar o ponto de vista do outro. Essa interagdo proporciona
conquistas no aspecto emocional, social e estimula o desenvolvimento do raciocinio
l6gico (BRASIL 1998, p. 47).

Uma outra forma de apresentacao utilizada para as conexdes é a

chamada “Arte com a Matematica’, a qual permite que o professor aborde aspectos
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da vida do aluno ligados a outras areas do conhecimento (como Arte, Histéria ou
Ciéncias) e aos Temas Transversais.

As formas de apresentacdo de “Truques Matematicos” e “ldéias e
Relagbes” procuram explorar e relacionar conteudos vistos anteriormente. Estas
secbes também proporcionam conexdes entre a Matemdtica e outras areas do
conhecimento, entre conteldos matematicos e tratamento da informag¢do, uma vez
que os temas sado abordados e, em seguida, retomados e aprofundados ao longo da
colecdo. Isto se da por meio de situagbes reais, valorizando o conhecimento do
aluno, privilegiando sua criatividade na busca das solugdes para os problemas e

curiosidades apresentadas.

As situacdes propostas neste item ndo visam apenas ao reforco do
conhecimento. Muitas vezes sdo apresentados novos conceitos e problemas que
exigem estratégias de solugao diferentes das apresentadas anteriormente.

Algumas situag6es permitem mais de uma solugao e outras, inclusive, tém

por objetivo mostrar a impossibilidade de resolucao.

Este item tem a intencdo de proporcionar momentos em sala de aula

durante os quais o aluno possa realizar trocas intelectuais e também afetivas com
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seus professores e colegas, levantando hip6teses e analisando as questbes
apresentadas. Expondo e compartilhando idéias, os alunos desenvolvem tanto a
linguagem quanto a capacidade de reelaborar o pensamento matematico. O topico
“Trocando Idéias” pretende desenvolver nos alunos a capacidade de trabalhar com o

outro e de realizar agdes coletivas e cooperativas.

Nao
esquecal
Sao lembretes que buscam auxiliar os alunos na realizagdo de sinteses,
generalizagbes e organizagdo de idéias, chamando a atengdo para aspectos mais

relevantes.

JASEi Il @

Apresenta desafios que levam os alunos a procurar solugdes diferentes e
inteligentes para problemas nao-convencionais e elaborar estratégias pessoais para
a solucdo dos desafios. E importante que o professor estimule seus alunos a
resolverem esses problemas e valorize as solugbes apresentadas, mesmo que a
resposta ndo seja a solugao final.

Em alguns capitulos, aparecem sugestdes de leitura propostas aos
alunos, nas quais se procura despertar o gosto tanto pela matematica quanto pela
literatura. A literatura exerce um papel fundamental no aprendizado da lingua

Y

materna. No que diz respeito ao ensino e a aprendizagem da matematica, ha
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estudos que apontam para a necessidade de aproximar cada vez mais este ensino
do da lingua materna (Machado, 1998).

Quanto ao uso da calculadora, observamos que é utilizada para servir
como instrumento para compreensao de algumas operagdes e de seus significados,
bem como na verificacdo de resultados e validacdo de estratégias utilizadas na
resolucao de problemas. Em toda a colegdo séo propostas questbes que desafiam e
estimulam o aluno a explicar, verbalmente ou por escrito, os procedimentos que
utilizou para resolver o problema. No livro da 8.2 série encontramos a sugestao para
0 uso da calculadora cientifica, mostrando como os valores aproximados podem ser
obtidos utilizando essa calculadora.

Nao encontramos referéncia a utilizacdo de softwares educacionais no
desenvolvimento dos conteudos. Todavia, encontramos alguns exercicios que

utilizam a figura do computador para resolver situagcdes-problemas que envolvem

grandes numeros e notagao cientifica.

1.6 Sintese

Apresentamos neste capitulo o projeto AProvaME — Argumentacdo e
Prova na Matematica Escolar, do qual participei como professora-colaboradora
durante os trés semestres utilizados para sua realizacao.

Analisamos o Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD 2005, para

termos maior compreenséo sobre como € orientada a andlise desses livros.
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Também analisamos o Guia de Livros Didaticos 2005 — 5.2 a 8.2 séries,
que chega as escolas contendo os livros indicados e, por fim, a colecao didatica
indicada pela escola, visando a analise dos conteldos, da metodologia e dos
exercicios propostos aos alunos em toda colecao Idéias & Relagées — Matematica,
com o objetivo de responder as questdes propostas nesta pesquisa.

No proximo capitulo, apresentaremos o referencial tedrico que subsidiara

nossa pesquisa.
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CAPiTULO 2

REFERENCIAL TEORICO E SUJEITOS DA PESQUISA

2.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos as diferentes nogdes tedricas que serdo
utilizadas para subsidiar as analises de atividades para prova considerada no
trabalho.

Também descrevemos o perfil dos sujeitos de nossa pesquisa € 0
processo envolvido na aplicagdo das atividades retiradas da colecdo Idéias e

Relagées.

2.2 Prova e demonstracao em Matematica

Quando falamos em demonstracdo estamos nos referindo a um tipo de
prova matematica. Na literatura sobre a Histéria da Matematica e sobre a Educagao
Matematica, encontramos também outras expressdes para se referir a
demonstragdo, como: prova rigorosa, simplesmente prova, demonstracao formal, etc.
Observando o significado em outras linguas, percebemos que na literatura francesa
alguns pesquisadores utilizam os termos preuve e a démonstration com 0 mesmo
significado, enquanto outros distinguem uma da outra, atribuindo um significado mais

amplo para ao primeiro termo, ou seja, o termo prova é utilizado para qualquer
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tentativa de determinar a veracidade de uma afirmagéo, enquanto demonstracéo é
revestido por argumentos dedutivos e axiomaticos. Os autores ingleses utilizam o
termo proof, mas alguns distinguem entre proof e formal proof (Bastos e Loureiro,
2004; Pietropaolo, 2005). Novamente, para alguns pesquisadores, o termo proof é
mais amplo que formal proof.

Segundo Gouvéa (1998), encontram-se vestigios da origem da
demonstragdo, na Matematica da Antiglidade, mais precisamente na Grécia, no
periodo referente ao século VI a.C., baseando-se em poucos comentarios de
matematicos gregos posteriores a essa época, tendo em vista a inexisténcia de
documentos. Ainda, segundo 0 mesmo autor, entre 0s gregos, a demonstracao é
consequéncia do pensamento reflexivo, influenciado pelas exigéncias politico-sociais
da necessidade de convencer o outro, utilizado pelos sofistas,* estes mestres de
retérica e de eloqliéncia que precisavam preparar os cidadaos para as disputas de
cargos publicos por meio de eleicées livres numa Atenas democratica. Nesse
sentido, o significado da palavra demonstracdo parece se aproximar de um sentido
mais amplo que alguns atribuiam a palavra prova.

Segundo os pesquisadores Bastos e Loureiro (2004) e Pietropaolo (2005),
encontramos ainda outra dificuldade: a palavra demonstracdo € usada com varios
sentidos em diferentes contextos, ainda que em todos esses contextos exista a idéia
comum que € a de justificar ou a de validar uma afirmacgao, fornecendo razdes e

argumentos, apesar de 0os meios usados para tal serem diferentes.

* Estamos nos referindo ao termo Sofista segundo a definicdo encontrada na Enciclopédia Barsa, v.
14, p. 353: “Na Grécia dos séculos V e IV a.C., a palavra designava uma categoria de professores e
conferencistas que instruiam os jovens, mediante remuneracgdo, visando encaminha-los na vida
publica. Ensinavam, sobretudo, a arte de falar e o uso de argumentos firmes numa discussao publica”.
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Segundo Fonseca (2004) e Pietropaolo (2005), o que os matematicos
consideram demonstracdo é uma questdao complicada e subjetiva. Ainda segundo
Fonseca (2004), entende-se demonstracdo ou demonstracdo matematica como
sendo uma cadeia de argumentos convincentes, rigorosos, gerais, completos e
resistentes, interligados logicamente.

Em relacdo a analise dos principios sobre a demonstracdo, varios
estudiosos como Kline (1973, apud De Villiers, 2001), Albert (1988, apud De Villiers,
2001), Hanna (1989, apud De Villiers, 2001) e Volmink (1990, apud De Villiers, 2001)
mostram os diferentes significados que podem ser atribuidos a palavra “demonstrar”.
Segundo esses pesquisadores, a demonstragao pode surgir em diferentes situagdes,
pode ser utilizada quando os alunos tém duvidas, incertezas e, ainda, quando uma
demonstragdo é um argumento necessario para validar uma afirmacao.

Quanto as funcgdes atribuidas a demonstragdo, Pietropaolo (2005)
distingue que na pratica docente da Matematica a funcao da prova é a de justificacao
e verificacao da atividade proposta, enquanto na Educacao Matematica a prova tem
uma funcao que se considera mais importante do ponto de vista do ensino, que é a
de explicar, elucidar uma duavida, sanar uma dificuldade do aluno. O autor conclui
que uma demonstracdo é construida ndo s6 para garantir a verdade de uma
afirmacao, mas para explicar por que razao é verdadeira.

Tendo em vista o contexto de nossa pesquisa, isto é, a do ensino-
aprendizagem, faremos uma diferenciagdo entre prova e demonstracdo, uma vez
que entendemos que prova tem um significado mais amplo, ou seja, vai desde uma
escrita e/ou fala empirica até uma escrita e/ou fala conceitual, porém com menos

rigor, e demonstragdo tem um sentido mais restrito, referindo-se a algo mais rigoroso
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e estritamente conceitual. Nosso interesse é verificar todos os tipos de provas
apresentados pelos alunos.

A sequir, abordaremos as fungdes da prova segundo De Villiers (2001).

2.3 Funcoes da prova segundo De Villiers

Segundo De Villiers (2001), a funcéo da prova nos traz a idéia de remover
as duvidas existentes quanto a resposta dos exercicios, ou seja, a prova é vista
como a verificacdo, ou como a correcao das afirmacdes matematicas produzidas
pelos alunos, idéia esta que dominou a pratica de ensino e as investigacoes relativas

ao ensino da prova.

“Tradicionalmente, a funcdo da demonstracéo® foi vista exclusivamente como
dizendo respeito a verificagdo da correcao das afirmagdes matematicas. A idéia é
que a demonstracao é usada principalmente para remover a divida pessoal ou a
de céticos, uma idéia que dominou unilateralmente a pratica de ensino e a maior

parte das discussdes ou da investigacdo relativa ao ensino da demonstracao’
(De Villiers, 2001, p. 31).

Além disso, o autor coloca que:

“A pratica real da investigagdo moderna em matematica requer uma analise mais
completa das diversas funcdes e papéis da demonstragcdo. Embora eu nao o

5 ~ - ~ L

Na tradugao do texto de De Villiers encontramos o termo demonstragdo, mas como no original o
termo utilizado pelo autor é proof, vamos, em nossa escrita, adapta-lo ao significado mais amplo da
palavra prova.
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defenda nem como completo, nem como Unico, ao longo de minha investigacéo
nos dltimos anos tenho considerado util o seguinte modelo relativo a fungao da
demonstracao: verificagdo, explicagao, sistematizagcao, descoberta, comunicagéao
e desafio intelectual (sem que a ordem signifique ordem de importancia)” (De
Villiers, 2001, p. 32).

Para De Villiers, a prova, além de verificacdo, tem outras fungdes
importantes na Matematica, como: explicacdo, descoberta, sistematizagao,
comunicacgao e desafio intelectual.

A funcédo da prova como processo de verificagdo/convencimento nao é
necessaria para a convicgdo; mas, ao contrario, procuramos provar certas
conjecturas quando ja estamos convencidos da sua verdade. Em situagdes onde a
conviccao existe e parte-se para a prova, esta fornece a motivagdo e torna-se um
pré-requisito para a procura de uma demonstragdo, assumindo sentido diferente de
verificacao ou convencimento. Segundo De Villiers, para alguns professores somente
a prova fornece a certeza.

Na prova como processo de explicacdo, com verificagdes quase empiricas
€ possivel atingir um alto nivel de confianga na validade de uma conjectura, mas
esses processos nao fornecem uma explicacéo satisfatéria, apenas a confirmam; e,
quanto mais exemplos forem usados, mais essa confian¢ga aumenta. No entanto, a
sensacao psicoldgica de entendimento e esclarecimento somente é adquirida pela
necessidade de uma explicagdo que proporcione compreensao sobre por que €
verdade (De Villiers, 2002).

A prova como processo de descoberta ou invengdo pode levar a encontrar

novos resultados. Isto €, a prova nao se constitui apenas em um meio de verificacao
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de um resultado ja descoberto, mas sim em uma forma de explorar, analisar,
descobrir e inventar novos resultados (De Villiers, 2001).

A prova como processo de sistematizacdo é indispensavel para
transformar um conjunto de resultados conhecidos numa definicdo ou teorema. A
organizacao dessas relagdes l6gicas tem como principal objetivo arranjar essas
afirmacodes isoladas ou nao relacionadas num todo unificado e coerente.

A prova como desafio intelectual cumpre a funcado gratificante de
realizacao propria e satisfagdo pessoal por ter construido uma demonstragdo. Passa
a ser um campo de teste para a energia intelectual. Segundo De Villiers (2002),
muitas vezes ndo é a verdade do resultado que estd em duvida, mas se (e como)
seremos capazes de demonstra-lo.

A prova como meio de comunicagdo assume a importante fungéo
comunicativa da demonstracdo, sendo um modo Unico de comunicar resultados
matematicos entre matematicos profissionais, entre professores e alunos e entre os
proprios alunos, tendo este a importancia social de comunicar o conhecimento
matematico na sociedade. Esta comunicagdo contribui para o seu refinamento e a

identificacao dos erros, ou para sua rejei¢cao, se descoberto um contra-exemplo.

Para De Villiers:

“Parece fazer sentido iniciar os alunos nas varias fungbes da demonstragéao,
numa seqiéncia como a indicada abaixo, embora ndo de maneira estritamente
linear, mas numa espécie de espiral em que as fungdes ja introduzidas sao
retomadas e ampliadas” (De Villiers, 2001, p. 35).
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Explicagao
g

Descoberta
4
Verificacédo
4

Desafio Intelectual

g

Sistematizacao

Concluindo, para De Villiers (2002), estas nao sao as unicas funcdes da

prova em Matemética, sendo, porém, as principais.

2.4 Tipos de prova

Em diversos trabalhos s&o abordadas as dificuldades dos alunos em
construir uma prova matematica, e inimeras sdo as pesquisas publicadas em busca
de estratégias que sejam eficazes para o seu ensino, como as de Bell (1976, apud
De Villiers, 2001), Van Dormolen (1977, apud De Villiers, 2001), Barbin (1988, apud
Gouvéa, 1998), Balacheff (1988), Gravina (2001), Healy e Hoyles (2000), entre
outros.

Assim como Vaz (2004), Gouvéa (1998) e Carvalho (2004), utilizaremos
em nosso trabalho os tipos de prova de Balacheff (1988).

Para este autor, existem duas categorias de provas produzidas por alunos:

provas pragmaticas e provas intelectuais (conceituais).
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As provas pragmaticas envolvem uma acao, sao explicacées que ocorrem
de acoes diretas sobre certas representacées de objetos matematicos (como, por
exemplo, os desenhos). Ja as provas intelectuais ndo dependem apenas da agao
efetiva sobre a representagdo, mas tém nas agbes interiorizadas e no discurso
l6gico-dedutivo o controle dos objetos e das relagdes entre eles (Gravina, 2001).

Balacheff (1988) distingue ainda, quatro tipos de provas conceituais e
pragmaticas: empirismo ingénuo, experiéncia crucial, exemplo genérico e experiéncia
mental.

Descrevemos abaixo esses quatro tipos de provas utilizando as
descricdes de Vaz (2004), e exemplificamos cada tipo por meio de um exemplo
retirado do “Questionario sobre Prova”, questionario este que foi aplicado aos alunos
na segunda fase do projeto AprovaME. No questionario citado, encontramos cinco
demonstragdes de que a seguinte afirmagao é verdadeira “Quando vocé soma as
medidas dos angulos internos de um triangulo qualquer, o resultado é sempre 180",

demonstragdes aqui utilizadas para exemplificar cada tipo de prova.

1) Empirismo ingénuo: sao verificados alguns casos e,
concluindo-se a validade para todos, aceita-se o fato como
verdadeiro, sem examinar suas particularidades. Este modo
de validacdo apresenta-se insuficiente, pois ndao é possivel
analisar todos os exemplos possiveis, sendo uma forma de
generalizagcéo, que resiste ao longo do desenvolvimento do

pensamento geométrico.
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Resposta de Dario

Eu medi cuidadosamente os angulos de alguns
tridngulos e fiz uma tabela.
a b ¢ total
110 34 36 180
95 43 42 180
35 72 73 180
10 27 143 180
Em todos eles a soma foi 180°.

Experiéncia crucial: verifica-se a propriedade em um caso
particular, ou seja, escolhemos um caso, estudamos suas
caracteristicas e, se a propriedade fica verificada para esse

caso, entao esta confirmado seu carater geral.

Resposta de Amanda

Eu recorto os angulos e junto os trés.
= s

Eu obtenho uma linha reta que é 180°.

Eu tentei para um tridngulo eqiiildtero e também
para um isdsceles, e a mesma coisa acontece.

Exemplo genérico: escolhe-se um objeto representante de
uma classe, objeto este que possua propriedades
caracteristicas e estrutura representativa da classe e, a partir
desse exemplo, tornam-se explicitas as razées da verdade
de uma assercao por meio das operagoes ou transformacgdes

que representam a classe.
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Resposta de Hélia
Eu desenhei trés retas perpendiculares a um
lado do tridangulo e medi os angulos.

(90° —28°) +28° + 42° +(90° — 42°)=180°

4) Experiéncia mental: o aluno se desprende de situagoes
particulares, com exemplos, o que se torna claro na
argumentacao. As propriedades, relagdes fundamentais de
prova, sao indicadas pela explicacdo caracterizada como

demonstracdo matematica.

Resposta de Cintia
Eu desenhei uma reta paralela a base do tridingulo:

Afirmagdes Justificativa

P =S Angulos alternos internos
entre duas paralelas sdo iguais.
=1 oo, Angulos alternos internos
entre duas paralelas sdo iguais.
p+qg+r=180°"...... Angulos numa linha reta.

ss+t+r=180°

O empirismo ingénuo e o experimento crucial, segundo Balacheff (1988),

ndao estabelecem a validade de uma afirmacdo, nao satisfazem as condicdes
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necessarias a serem consideradas como demonstracdes. Segundo as definicbes que
foram apresentadas, Balacheff escolhe chama-las de prova, porque os alunos
costumam justifica-las dessa maneira.

Ressalta também que as andlises das expressdes linglisticas ndo sao
suficientes para verificar o tipo das provas.

Balacheff (1988) argumenta que a passagem do empirismo ingénuo para
o0 experimento crucial corresponde a necessidade de garantir generalidade para
sustentar a validade de uma conjectura. O empirismo ingénuo desaparece quando as
provas conceituais se fixam, mas o experimento crucial pode continuar para validar
uma proposicao.

Para Balacheff (1988, apud Gravina, 2001), o nivel experiéncia mental
marca a transicdo da prova pragmatica para a prova intelectual, sendo o nivel
exemplo genérico uma fase intermediaria, que podemos situar como ora na categoria
de prova pragmatica ora na categoria de prova intelectual, pois requer uma

negociacao das caracteristicas genéricas do exemplo utilizado.
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2.5 Metodologia

O principal objetivo de nossa pesquisa € analisar se o0s conteludos
abordados no livro didatico, sua metodologia e exercicios dariam a oportunidade ao
professor de fazer um trabalho junto aos seus alunos visando desenvolver as
habilidades de argumentar e provar matematicamente.

Nosso estudo é composto de duas partes. A primeira envolve um
levantamento de atividades relacionadas a prova, da colecao Idéias & Relagcbes —
Matematica, em dois tépicos principais: “Paralelas e Propriedades dos Triangulos” e
“Teorema de Pitdgoras”. A segunda parte envolve a aplicagdo de sequéncias de
atividades, estas com base em um levantamento feito com alunos da 8.2 série do
Ensino Fundamental.

Em relagdo a primeira parte, os seguintes procedimentos foram adaptados
do Projeto AprovaME. No Projeto, dez tdpicos foram propostos para investigacao
(cinco de Algebra e cinco de Geometria). Optamos por trabalhar apenas com
conteudos de geometria e escolhemos dois topicos em particular, porque:

1) No subgrupo fase 1 do Projeto AprovaME, participei do
desenvolvimento de atividades sobre os angulos e propriedades dos triangulos,
portanto esse topico € de grande interesse.

2) Como decidi enfocar meus estudos nas 8.2 séries, o Teorema de
Pitdgoras sera um tdpico abordado na sala de aula.

Inicialmente, fizemos uma analise na qual as atividades relacionadas a
prova e demonstracdo foram identificadas e discutidas a luz das perspectivas

tedricas levantadas no Capitulo 2.
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Na segunda parte do estudo, investigamos como os alunos interagem com
essas atividades, anotando seus sucessos e suas principais dificuldades. Também
verificamos as dificuldades apresentadas pelo professor no desenvolvimento dos

conteldos.

2.5.1 Perfil do sujeito

Os sujeitos desta pesquisa séo alunos da 8.2 série do Ensino Fundamental
da Escola Estadual Capitdo Bernardo Ferreira Machado, situada no municipio de
Jacupiranga. Essa escola faz parte da Diretoria de Ensino Hugo Bertelli, de Registro,
localizada na regido do Vale do Ribeira, no Estado de Sao Paulo.

A E. E. Capitdo Bernardo F. Machado atende alunos da 8.2 série do
Ensino Fundamental nos periodos da manha e da tarde. Como nosso trabalho sera
desenvolvido no periodo da tarde, pois a pesquisadora leciona no periodo da manha
e a noite, optamos por convidar todos os alunos da 8.2 série do periodo matutino
para ajustarem-se aos horarios.

Decidimos ainda por trabalhar com alunos da 8.2 série do Ensino
Fundamental porque as seqiéncias de atividades selecionadas fazem parte do
conteldo da colecao /déias e Relagcbes e encontram-se nos livros da 6.2, 7.2 e 8.2
séries. Para tanto, pretendemos aplicar trés sequiéncias de atividades, em duplas,
para alunos que cursam a 8.2 série.

Convidamos todos os alunos das trés oitavas séries — A, B e C — do
periodo da manha. Explicamos que os trabalhos seriam desenvolvidos no periodo da

tarde, em possivelmente trés encontros. Solicitamos 0 compromisso por parte deles
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quanto a presenca e quatro alunos se manifestaram espontaneamente para

participar desse projeto.

2.5.2 Aplicacao da seqiiéncia de atividades

Chamaremos as SeqUiéncia de Atividades 1, 2 e 3 de S-AT1, S-AT2 e S-
AT3. As seqliiéncias foram, nesta ordem, extraidas do 6.%, 7.2 e 8.2 livros da colecao
Idéias & Relagoes.

No caso das S-AT1 e S-AT2, os exercicios foram aplicados pela
pesquisadora em duas sessdes (a primeira teve a duracdo de duas horas e a
segunda de duas horas e meia), os alunos foram observados, as dificuldades foram
registradas e os encontros foram gravados.

A S-AT3 é composta por atividades que envolvem o Teorema de
Pitagoras. Essa sequiéncia foi aplicada apds o desenvolvimento do capitulo Teorema
de Pitdgoras em sala de aula, pois a seqiéncia aborda atividades sobre o referido
Teorema, mas essas atividades encontram-se em outros capitulos do livro da 8.2
série.

Foram colocados a disposicao dos alunos, reunidos em duplas, réguas,
transferidores, esquadros, lapis, borracha, papel para rascunho e recorte, além do
texto copiado da colecao /déias & Relagbes com as atividades.

Foram prestados aos alunos esclarecimentos sobre o objetivo das
atividades. Nas duas sessOes, este consiste em verificar a diferenca entre
argumentos empiricos e dedutivos. Para isso, informamos que as seqiéncias de

atividades propostas tém a finalidade de desenvolver nogdes e conceitos. Dessa
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forma, pretendiamos que os estudantes percebessem por que na matematica é
importante a prova, em seus Vvarios niveis.

Além disso, ap6s o termino das atividades, a pesquisadora colocaria em
discussdao as dificuldades encontradas por cada dupla, além dos diferentes
procedimentos encontrados para resolver os problemas, estabelecendo a troca de

conhecimentos.

Durante as duas sessdes a pesquisadora procedeu da seguinte forma:

e Distribuiu 0 material utilizado durante a sesséo;

e Verificou a composi¢édo das duplas de trabalho;

e Supervisionou os trabalhos, respondendo dlvidas que surgiram; e

e Ao final da primeira sesséo, recolheu o material, guardando-o para o

proximo encontro.

2.6 Sintese

Neste capitulo apresentamos as diferentes funcées da prova, sendo as
principais, segundo De Villiers (2001), as fungdes de verificagdo, explicagao,
descoberta, sistematizagdo, desafio intelectual e comunicacdo. O autor sugere,
ainda, que, ao trabalharmos as provas com alunos, utilizemos uma espécie de

espiral em que as fungdes ja introduzidas sdo retomadas e ampliadas.
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Também abordamos a existéncia efetiva de diferentes “tipos de provas”
(Balacheff, 1988) — empirismo ingénuo, experiéncia crucial, exemplo genérico e
experiéncia mental — que constituem uma hierarquia, cuja evolugao e ligacao com o
nivel de formalizacdo dos conceitos apresentados verificamos junto aos alunos.

Pretendemos avaliar as atividades associadas com a prova constantes na
colegao didatica Idéias & Relagbes, enfatizando e também verificando as
consideragbes que sdo dadas para os diferentes tipos de argumentos, como
apontado por Balacheff (1988). Em particular, a nossa atengcédo sera direcionada a
passagem das provas pragmaticas para as conceituais.

Apresentamos, também, o perfil do sujeito pesquisado e o
desenvolvimento da aplicagao das Seqiiéncias de Atividades.

No préximo capitulo analisaremos o topico de geometria: Retas Paralelas
Cortadas por uma Transversal e o Teorema da Soma dos Angulos Internos do
Tridngulo, bem como a S-AT1 e a S-AT2. Verificaremos a introducdo dada aos
conteldos citados e como a argumentacdo e as provas sao apresentadas nas

atividades propostas aos alunos.
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CAPiTULO 3

EXPLORANDO RELAGOES E PROPRIEDADES ENTRE
ANGULOS, TRIANGULOS E RETAS PARALELAS

3.1 Introducao

Este capitulo tem por foco os tépicos: Retas Paralelas Cortadas por uma
Transversal e a Soma dos Angulos Internos do Tridngulo. Apresenta um
levantamento das atividades sobre esses topicos nos livros da 6.2 e 7.2 séries.
Também traz uma andlise das atividades dos alunos em duas seqiéncias
elaboradas usando essas mesmas atividades.

Nossa pesquisa tem por objetivo interpretar se essas seqiéncias
envolvem os alunos em processos de argumentacdo e prova. Além disso,
pretendemos refletir sobre o papel desempenhado pelo professor, proporcionando

um bom aproveitamento por parte dos alunos.

3.2 Angulos e triangulos

O conteudo referente a angulos e tridngulos aparece pela primeira vez no

livro da 6.2 série, num capitulo de sete paginas chamado “Angulos e Triangulos”.
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A introducdo ao capitulo se faz explicando que os angulos surgem em
diferentes situacdes e a idéia de angulo é apresentada em ilustracbes como: garoto
fazendo manobras com skate (quatro ilustracdes); na arte de dangar, quando uma
bailarina faz um giro completo ou quando ergue a perna com abertura de 90° e 180°
(trés ilustragdes); e um Planisfério Politico, contendo os continentes em escala
reduzida, utilizando a Linha do Equador e o Meridiano de Greenwich como eixos
para explicar que o piloto recorre a medidas de angulos para definir a dire¢ao do véo
de um aviéo.

No livro do professor verificamos a preocupagcdo do autor quanto as

medidas, orientando o docente da seguinte forma:

“As atividades que necessitam de instrumentos para efetuar medicées geram
imprecisdes. Chame a atencao de seus alunos para esse fato e, nas atividades
propostas, desconsidere pequenos erros de medida” (TOSATTO, PERACCHI e

ESTEPHAN, 6.2 série, 2002, p. 137).

Nas Atividades Matematicas deste capitulo, encontramos uma seqiiéncia
de 18 atividades ilustrativas para os alunos, a serem desenvolvidas por meio de
medicoes, utilizando transferidor e régua. Os alunos sao levados a medir os angulos
indicados nas figuras e a resolver problemas utilizando graus e fragdes. Encontramos
também a definicdo de angulos agudos, retos e obtusos, explicacdes sobre bissetriz
do angulo, sempre envolvendo atividades de medicao.

As atividades 12 a 16 estao direcionadas para os angulos do triangulo.
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Contornando seus esquadros com o lapis, desenhe dois tridngulos em uma folha.

Esses dngulos
que vocé& marcou
sdo chamados de
dngulos internos

do triéngulo.

a) Usando seu transferidor, determine a medida de cada angulo interno desses
tridngulos e escreva em cada um deles a medida correspondente.

b) Some as medidas dos &ngulos internos do tridngulo 1. Quantos graus vocé obteve?

<) Agora, some as medidas dos angulos internos do tridangulo 2. Quantos graus vocé
obteve?

d) Serd que a soma é sempre a mesma? Vamos investigar, fazendo desenhos e recortes.

Desenhe um tridngulo qualquer em uma folha. Em seguida, recorte o tridangulo
que vocé desenhou e pinte os 4ngulos internos com lapis de cor.

Figura 3.2.1: Atividade 12, observacao empirica da soma dos angulos internos do triangulo,

p. 142.

Com medicoes e recortes, os alunos verificam empiricamente que a soma
dos angulos do triangulo é 180°. Também encontramos atividades para determinar a
medida dos angulos desconhecidos no triangulo (Atividades 13 a16) — esses angulos

estdo representados em todas as atividades pela incognita x. As Atividades 17
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(conforme figura 3.2.2, a seguir) e 18 referem-se a medida de angulos, dada a

bissetriz.

A semi-reta OC é bissetriz do angulo AOD, e a semi-reta OB é bissetriz do dngulo AOC:

e
//

\ -

30
O\;.’r./ 14

a) Quanto mede o dngulo AOC?

b) Quanto mede o angulo AOD?

Figura 3.2.2: Atividade 17, célculo de angulos, p. 144.

Verificamos que no capitulo todas as atividades sao pragmaticas,
utilizando recortes e medi¢cdes. Segundo os critérios de prova de Balacheff (1988),
estdo classificadas como empiricas. Essa forma de validagdo apresenta-se
insuficiente, mas é uma forma de generalizagdo que resiste ao longo do
desenvolvimento do pensamento geométrico.

Construimos uma tabela contendo a quantidade de exercicios que
envolvem medicoes e também célculo algébrico, ou seja, é aplicacao da propriedade
para um exercicio explorando o calculo numérico, nao localizamos exercicios que

possam induzir as provas conceituais.
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Quadro I: Classificacio dos exercicios encontrados no capitulo Angulos e Triangulos

Atividades
Total de utilizando Aplicacao da Atividade Introducao de
atividades instrumentos | propriedade para novos
encontradas de medida para um classificacdao | conceitos em
no capitulo | para construir | exercicio de dos angulos forma de
e/ou medir calculo estudo
angulos dirigido
18 Atividades
subdivididas 21 exercicios 15 exercicios 1 Atividade 1 Atividade
em 38
exercicios

A partir das atividades descritas, criamos a Sequéncia de Atividades 1,
contendo as 13 primeiras atividades do capitulo. Convidamos para participar da
resolucdo dessa seqUéncia quatro alunos da 8.2 série, 0os quais realizaram a
atividade em duplas. Chamaremos a esta primeira atividade aplicada de S-AT1. A
seguir analisaremos as respostas e algumas perguntas que surgiram durante seu

desenvolvimento.

3.3 Analise da resolucao da Seqiiéncia de Atividades 1 (S-
AT1)

A primeira sesséo foi realizada no dia 21 de fevereiro de 2007, na casa da

pesquisadora, situada no Municipio de Jacupiranga, no Estado de S&o Paulo,
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ocasidao em que foram aplicadas as atividades da S-AT1. Essa sessao teve duragao
aproximada de duas horas.

Cada dupla resolveu suas atividades solicitando poucas vezes a
intervencdo da pesquisadora. Verificamos que a grande dificuldade apresentada
pelos alunos encontra-se em como manusear transferidores e esquadros. Como

exemplo, apresentamos a Atividade 6 abaixo:

Pt = { - ] . .; - . H L
Para realizar as atividades a seguir, vocé vai precisar de regua, esquadros e
transferidor. Providencie esse material antes de comecar.

Usando um transferidor, determine a medida em graus dos angulos desenhados a
seguir;

Figura 3.3.1: Determinar medida dos angulos, p. 140.

Apos explicacdes sobre o uso do transferidor, as duplas fizeram alguns
testes com ele para verificar se as dificuldades haviam sido elucidadas e, em
seguida, voltaram para as atividades da S-AT1, medindo os angulos solicitados e
resolvendo as demais atividades propostas. A seguir, vejamos a Figura 3.3.2 de
algumas atividades resolvidas pelas duplas. Fica evidente também a pequena
diferenca encontrada para as medidas dos angulos da Atividade 6. Essa diferenca

deve-se a imprecisdo dos instrumentos de medida, que podem levar a pequena
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diferenca nos resultados, e também a pouca habilidade de trabalhar com esses

instrumentos verificados nas duplas.

) .,
Para nomear essg angulo, escrevese AOB ou 0, a lefra do vértice

b} um &ngulo 0D de 125

d) um &ngulo GOH obtuso;

Usndo um tenseridr,deteming a medida em graus dos dngulos desendos
Sequr

a) b\ UqJ
f
/

[

/

/

Desenhe em seu cadema um dngulo de 60°, Depois, dhida-0 20 melo tragendo
bisetriz do dnqulo. Quanto e cada dngulo obrido?
Agora, dvida cada um dos angulos obtidos ao meio. Neste caso, qual a medida de
cada éngulo obido?

st tansedr, Setemine & medda e s do dnulos esenados &
sequr

Figura 3.3.2: Atividades resolvidas pelas duplas de alunos.

Na Atividade 12, construgbes de tridngulos com esquadros e |apis, (Figura

3.2.1, p. 55), encontramos no item (d) o questionamento aos alunos: “Serd que a

soma é sempre a mesma? Vamos investigar, fazendo desenhos e recortes”.
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Cada dupla desenhou triangulos em posicoes diversas, coloriu os angulos
e, em seguida, recortou e arrumou esses recortes sobre uma reta, e conferiu que em
todos o0s casos a soma dos angulos internos de um tridngulo € 180°. Foi interessante
observar que, apesar da dificuldade encontrada para medir os angulos, os alunos
verificaram que os trés angulos formam um angulo de 1802, como ilustrado na Figura
3.3.3. Cabe mencionar, também, que eles construiram relativamente poucos
exemplos, apenas dois tridngulos por dupla. Encontramos, entao, indicios de a soma
ja ser conhecida por eles e, consequentemente, ndo precisarem de muitos exemplos
para se convencer.

Podemos classificar a prova, dentre os tipos de prova de Balacheff (1988)
como experiéncia crucial, ou seja, as duplas verificaram a propriedade em um caso
particular, estudando suas caracteristicas. E se a propriedade fica verificada para
esse caso, entdo esta confirmado seu carater geral.

Acreditamos que apés o desenvolvimento de uma atividade, devemos
salientar os pontos principais, esclarecer duvidas, apresentar outras formas de
desenvolver a atividade e, nesse sentido, com o término da S-AT1, abrimos espaco
para perguntas. Estas foram basicamente quanto a leitura de angulos, bissetriz e
construcao de angulos. Transcrevemos abaixo algumas observacoes das duplas e

respostas dadas aos questionamentos da pesquisadora.

Dupla A: No exercicio 6 medimos os angulos a, b e ¢ mais de uma vez e

achamos medidas diferentes.
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Pesquisadora: Isto se deve aos instrumentos de medida. A posi¢cao inadequada
do transferidor. Também a ponta do lapis pode contribuir para achar medidas
diferentes.

Dupla B: Achei dificil desenhar os &ngulos do exercicio 8.

Pesquisadora: Por que achou dificil?

Dupla B: Eu ndo sabia o que queria dizer AOB, EOF e os outros.

Dupla A: No exercicio 11, ndo lembrava como se achava a bissetriz.
Pesquisadora: Para acharmos a bissetriz do angulo, dividimos o dngulo ao meio,
em duas partes iguais.

Pesquisadora: Vocés coloriram e recortaram somente dois tridngulos cada dupla,
e com essas observagbes ja chegaram a conclusdo de que a soma dos angulos
internos é 180%?

Dupla B: Eu lembro que estudei sobre soma dos angulos do tridngulo.

Dupla A: No livro esta escrito que em qualquer triangulo a soma é sempre 180°% e

achamos que nao precisava ter mais exemplos.

Analisamos em grupo as atividades, comparamos os resultados obtidos

nas medicbes fazendo uso de instrumentos e esclarecendo por que as duplas

encontraram essas pequenas diferencas. Esclarecemos também que as medidas

fornecem uma idéia de certas propriedades da figura, e a isso chamamos de

conjectura. Assim, para constatar que a soma dos angulos internos de um triangulo é

sempre a mesma, utilizamos apenas recortes; logo, trata-se de uma verificacdo

empirica, ou argumentacao empirica.
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Agora, rasgue ou recorte o tridngulo em trés partes, separando os angulos.

Junte os angulos pelos vértices e verifique se a soma dos angulos internos do seu
tridngulo também & 180°

——_~ Em qualquer
tridngulo, a soma dos

dngulos intfernos é
&guul a 180° /,//

Figura 3.3.3: Atividade 12 (cont.), recorte da soma dos angulos internos de um tridngulo, p.
143.

Finalizamos esta atividade de recorte lembrando que sempre é necessario
provar um resultado que estamos afirmando, e que essa prova pode ser aceita
mediante observacdes de propriedades da figura, ou justificando-a oralmente e
também a descrevendo, para isso utilizando uma ou varias propriedades ja
estudadas.

No ‘livro do professor ndo encontramos orientacbes para o aluno
conversar com o professor ou com colegas sobre as atividades desse capitulo, mas
achamos enriquecedora essa troca de experiéncias, pois as duplas apresentaram as
mesmas dificuldades tanto na leitura e construgcao de angulos quanto em trabalhar

com (manusear) os instrumentos de medida.

62



3.4 Retas paralelas

O conteudo retas paralelas aparece na 7.2 série, num capitulo de sete

paginas chamado “Angulos e Retas”.

Por meio de medi¢des utilizando transferidor, os alunos sao levados a
medir os angulos indicados nas figuras e verificar a propriedade dos angulos
Opostos Pelo Vértice (OPV), empiricamente. No livro do professor verificamos,

novamente, a preocupacao do autor quanto as medidas, orientando o professor da

seguinte forma:

“Oriente seus alunos sobre as limitagbes dos instrumentos de medida,
que podem levar a pequena diferengca nos resultados” (TOSATTO,
PERACCHI e ESTEPHAN, 7.2 série, 2002, p. 128).

Em seguida, € questionada a validade da propriedade para todos os casos
e chega-se a conclusao, pelas medigdes, que angulos opostos pelo vértice sdo
congruentes. Esta conclusdo pode ser generalizada algebricamente, sendo que o

livro apresenta o inicio de uma demonstracao (Figura 3.4.1).
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Usando o transferidor, mega os angulos indicados na figura a seguir e responda:
Os dangulos
dessa figura que t€m a
e mesma medida sdo chamados
b
//

de opostos pelo vértice

&

e
/’/
: a
\ P, (OPV),

C
d
a) Os angulos a e b tém a mesma medida?

b) E os angulos ¢ e d?

c) Nessa figura, quais pares de angulos sao suplementares, ou seja, quais pares
angulos somam 180°?

d) Converse com seu professor e colegas sobre quando dois &ngulos sdo opostos pe
vértice. Anote no caderno suas conclusées.

e) Podemos dizer que os angulos OPV sdo congruentes?

f) Essa conclusao pode ser generalizada algebricamente, ou seja, podemos provar q
os angulos OPV sdo sempre congruentes.

Veja como um professor comecou a demonstracdo:

Como ele pode provar, a partir dessas igualdades, que 4 = b?

Figura 3.4.1: Angulos OPV s&o congruentes, p. 128.

Como a figura ilustra, a resolugédo da parte final da demonstracéo cabe aos

alunos, com o desafio de explicar: “Como ele pode provar, a partir dessas

A A

igualdades, que a =5 ?".
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Segundo De Villiers (2001), a demonstragdo tem sido encarada quase
exclusivamente em termos de verificagdo das proposi¢cdes matematicas. Porém a
prova possui outras fungbes, ndo simplesmente a verificacdo; nesse caso,
proporciona a compreensao sobre o porqué dos angulos a e b serem iguais. Isto
porque, utilizando a subtracdo das igualdades ou igualando os membros, os alunos
estardo “explicando as razdes que validam uma propriedade” (BALACHEFF, 1988),
aplicando conhecimentos apreendidos.

O capitulo também apresenta definicdes de alguns tipos de angulos. Além
de angulos opostos pelo vértice, as definicdes encontradas fazem referéncia a
angulos agudos e obtusos, ou seja: “todos os angulos agudos da figura séo
congruentes”, “todos os angulos obtusos da figura sdo congruentes” e “a soma de
um angulo agudo com um angulo obtuso € 180 graus”.

Nas atividades matematicas deste capitulo, encontramos seis atividades
contendo uma reta cortada por uma transversal e atividades que utilizam as
definicoes de angulos complementares, suplementares e replementares, solicitando
que os alunos determinem a medida das varidveis em cada situagao, conforme

Figura 3.4.2 a sequir.
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Determine a medida das letras em cada situacio:

d ) /’/ b ) =

y ///
-— T i = ,_____.‘.___‘.. -2
/

s

\\\.

Calcule o valor de a em cada situacdo:

4

\\ o
Nk /
\_‘ - ‘,.‘"

Figura 3.4.2: Atividades que utilizam os conceitos de angulos, p. 128 e 129.

O aluno ir4 equacionar algebricamente e calcular o valor da incégnita,

utilizando a definigdo de angulos OPV e a definigdo conforme Figura 3.4.3.

Quando dois ou mais dngulos somam:

90°, eles sac ditos complementares;

1807, eles sdo ditos suplementares;

360°, eles sao ditos replementares.

Figura 3.4.3: Definicdo de angulos complementares, suplementares e
replementares, p. 129.

Nestas atividades os alunos ndo sdo solicitados a explicar nem a justificar

seu raciocinio.
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Ainda nesse capitulo, encontramos a Atividade 5, conforme exposto a

sequir.

Dois angulos sao suplementares e um excede o outro em 10°.

a) Quanto medem esses dngulos?

b) Um aluno resolveu esse problema usando uma tabela. Veja uma parte dos célculos:

Angulo | Angulo mais 10° | Soma dos angulos
o 552 H5e 4+ 55¢ = 100°
552 65° 552 + 65° = 120e°
65 | @ @

@ @ @
@ @ @

A solucéo gue ele vai obter é a mesma que a sua?

©) Um outro aluno resolveu esse problema algebricamente. Ele montou o seguinte
sistema de equacgdes:

Xx+y=180°
Xx=y+10°

A solugao que vocé encontrou torna verdadeiras as equacdes do sistema?
Verifique.

Figura 3.4.4: Atividade utilizando a mudancga de registros de representacgéo, p. 129.

Nesta atividade sao abordadas trés formas de resolugdo. Segundo Duval
(1995), a passagem de um enunciado em lingua natural a uma representagcdo em um
outro registro toca um conjunto de operagdes para designar os objetos. Verificamos
essa mudancga de representacao de registros, pois 0 aluno equaciona o problema,
trabalha com uma tabela atribuindo valores aos angulos e monta um sistema de
equacgdes partindo para a resolucao algébrica do exercicio. Aparece também a
abordagem geométrica do assunto angulos e retas, momento este para relembrar o
significado da solucédo na resolugao de um sistema. Por fim, espera-se que os alunos

cheguem a conclusao de que a solugdo encontrada torna verdadeira as equagdes do

sistema.
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Na Atividade 6 (Figura 3.4.5), encontramos dois sistemas de equagdes em
que as incognitas sdo medidas de angulos. Aos alunos esta a solicitacdo para criar
um enunciado e descobrir a medida de cada angulo. Imaginamos que os alunos
encontrardo dificuldades em criar um enunciado, pois todas as informagbes do
problema deverao estar relacionadas para formar as duas equag¢des matematicas

nas mesmas incognitas.

Considerando que as incognitas a e b dos sistemas sdo medidas de angulos, crie um
enunciado para cada situacdo e descubra a medida de cada angulo:

a+b=90°

|la+b=180°
b)
a=2b-15"

Figura 3.4.5: Criar um enunciado e resolver os sistemas, p. 130.

Existem varios caminhos para encontrar a solugdo de um sistema de
equacdes. Uma das solugdes consiste no fato de os alunos criarem uma tabela de
valores, em que, atribuindo um valor para uma incégnita, o valor da outra incognita
podera ser determinado resolvendo-se uma equacgao.

O sistema (a) refere-se a angulos complementares, ou seja, caso em que
a soma dos angulos é 90°. No sistema (b), temos angulos suplementares, ou seja, 0
caso em que a soma dos dois angulos é 180°. Os alunos podem esbocar os angulos
geometricamente e descobrir o valor dos mesmos por meio da resolugcao de
equacgoes.

Ha, também, a solugdo por meio de métodos de resolugdo, conhecidos

nesta série pelos alunos. Se a opc¢ao for pelo método da substituicdo, os sistemas
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acima ja estdo prontos para serem resolvidos. Também podera ser utilizado o
método da comparacao, que consiste em isolar a mesma incégnita nas equacoes e
em seguida compara-las, encontrando assim a solucao do sistema. Essas equacoes,
quando resolvidas simultaneamente, poderao resultar num par ordenado, que seréa a
solugdo, a0 mesmo tempo, das duas equagbes. A partir disso, os alunos fardo a
verificacdo, e a resposta serd dada em graus. Nesta atividade ndo encontramos
solicitagdo de justificativas para explicar os valores encontrados para os angulos.

Na Atividade 7 encontramos as retas paralelas ae be areta t transversal

a essas retas, determinando oito angulos.
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Na figura a seguir, as retas a e b sdo paralelas e a reta t ¢ uma transversal a essas retas:

Um dngulo que mede
menos de 90° é dito agude. Um
dngulo que mede mais de 90° é dito |
obtuse. E o dngulo que mede 90°,
como é chamado?

b) Na figura, quais 4ngulos sdo agudos? E guais sdo obtusos?
¢) Quais pares de dngulos sdc OPV?

d) Quais angulos sdo congruentes?

[T 0
e
—~""  Use o transferidor
|/ para conferirl Mas, lembre-se, os
strumen‘ros de medida podem ndo
ser muito precisos.
=S P

C_./’ '\/.
e) Podemos dizer que todos os &ngulos agudos da figura sdo congruentes?

f) E os dngulos obtusos, também sio todos congruentes?

g) Somando a medida de um angulo agudo com a medida de um angulo obtuso da
figura, quantos graus se obtém?

h) Podemos dizer que os &ngulos 2 e 5 sdo suplementares? Escreva mais trés pares de
angulos da figura que sejam suplementares.

Figura 3.4.6: Retas paralelas cortadas por transversal, p. 130.

As propriedades verificadas, apds a introducdo das retas paralelas
cortadas por uma transversal, sdo as seguintes: “todos os angulos agudos da figura
sdo congruentes”, “todos os angulos obtusos da figura sdo congruentes” e “a soma
de um angulo agudo com um angulo obtuso da figura € 180°. Verificamos a

observacdo quanto a imprecisdo dos instrumentos de medida.
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Esses angulos sao tratados como angulos agudos, menores de 90° e
angulos obtusos, maiores de 90°. Temos varios itens para o aluno completar,
perguntando quais sdo agudos, obtusos, congruentes ou opostos pelo vértice,
usando como instrumento de medida o transferidor. Nesta atividade ndo aparece a
definicdo de angulos alternos internos nem de angulos correspondentes. Todo
desenvolvimento se faz utilizando a definicdo de angulos agudos e obtusos.

A partir desta atividade encontramos outras, com retas paralelas cortadas
por uma transversal em varias posi¢oes: paralelas na posicao horizontal, na posigao
vertical e na posic¢ao inclinada, para que o aluno descubra algebricamente a medida
dos angulos que estédo representados por variaveis. Novamente ndo € esperado que
os alunos fornecam justificativas para explicar como chegaram aos valores dos
angulos, pois a resolucao das atividades envolve as definicdes dos angulos citados
acima e entendemos ser importante o aluno justificar os pares de angulos
relacionados.

As Atividades 8 e 9 utilizam as propriedades citadas na Atividade 7. O
aluno ir4 descobrir as medidas dos angulos desconhecidos, tendo r e s paralelas.
Nas atividades encaminhadas para as duplas, somente colocamos parte da Atividade
8, pois ao todo temos 10 atividades de resolucdo algébrica de equacdes para
descobrir as medidas dos angulos desconhecidos. Abaixo, segue a Figura 3.4.7 da

Atividade 8.
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Descubra as medidas dos angulos desconhecidos, sendo as retas r e s paralelas:

Figura 3.4.7: Atividade algébrica para descobrir &ngulos desconhecidos, p. 131.

Na Atividade 10, utilizando os conhecimentos sobre angulos opostos e
angulos agudos e obtusos, é apresentado um paralelogramo com questionamentos

sobre os angulos. No item (e) temos:

e) Num paralelogramo, tanto os angulos agudos como os obtusos sdo sempre
congruentes. Generalize algebricamente essa afirmacdo a partir da seguinte
figura:

Figura 3.4.8: Atividade: generalizar congruéncia de angulos agudos e obtusos no
paralelogramo

A propriedade dos angulos de um paralelogramo € verificada utilizando a
subtracdo das igualdades ou igualando os membros. No livro do professor

encontramos a expressao abaixo, a qual seria a resposta esperada dos alunos.

72



AN AN

atd=180° " *
—a=c

AN AN

c+d=180°

Esta atividade se parece com a Atividade 1, em que os alunos séo
solicitados a explicar algebricamente as razées que validam uma propriedade.

Em seguida, solicita-se aos alunos duas demonstragdes algébricas das
propriedades, Atividades 11 e 14, aplicando as relagbes sobre angulos formados por
duas retas paralelas cortadas por uma transversal. Uma das propriedades é a soma
das medidas dos angulos internos de um tridngulo. Observamos que nessas
demonstragdes, fornecidas no livro do professor, esta sendo utilizada a propriedade

dos angulos alternos internos, mas estes nao sao definidos na colegao.

anmo podemos demonstrar algebricamente que a soma dos angulos internos de um
triangulo € igual a 18097 Converse com seu
registre a demonstracao no caderno. (r//s)

professor e colegas sobre isso. Depois,

Nas atividades
1el12,asretasres
sdo paralelas.

Figura 3.4.9: Soma dos angulos internos de um tridangulo, p. 133.

Considerando estas atividades com referéncia aos tipos de prova
levantada por Balacheff (1988), anotamos que “a prova surge subdividida em quatro
niveis, sendo a validade dos raciocinios garantida: empirismo ingénuo; experimento

crucial; exemplo genérico e experimento mental”.
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A prova sugerida encontra-se no nivel experimento mental, pois segundo
Gravina (2001), a explicagao flui por meio de pensamentos que controlam toda a
generalidade da situacao, e nao por meio de situacdes particulares.

Em algumas atividades encontramos a sugestao “Converse com seu
professor e colegas sobre isso”. Como ja mencionado, uma das funcdes da prova é
explorar, descobrir e inventar resultados, e o papel do professor como facilitador
nesse processo de aprendizagem esta em incentivar a cooperagao entre os alunos.

Procuramos, também, verificar as orientacdes dadas ao professor e
encontramos a prova formal para a Atividade 11. Esta consiste em utilizar as
propriedades das retas paralelas e os conhecimentos sobre &ngulos alternos
internos; embora este termo ndo seja apresentado aos alunos em seu livro didatico,
esta presente no livro do professor. Portanto, concluimos que é importante que o
professor, antes de comecar alguma atividade do Livro, leia as instru¢cdes descritas
nas orientagdes, porque algumas vezes € necessario fazer um trabalho prévio com
os alunos.

Entendemos também que confrontar o que um aluno pensa e o0 que
pensam seus colegas, pode ser uma forma de aprendizagem significativa na prova
pela necessidade de descrever, verificar, ou seja, reformular seus argumentos.
Também esta de acordo com De Villiers (2001), que destaca a funcdo da

comunicacao entre professores e alunos e entre os proprios estudantes.
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Como podemos demonstrar algebricamente que a soma dos angulos internos de um
paralelogramo ¢ igual a 36

5 : ‘
0°? Relina-se com um colega e registre a demonstracdo no
caderno. :

D

Agora, compare a demonstracdo que vocés fizeram com as de outras duplas. Registre
no caderno uma demonstracdo diferente da sua.

Figura 3.4.10: Soma dos angulos internos de um paralelogramo, p. 133.

O ultimo item pede a comparacdo de demonstracdes realizadas pelos
alunos, com a finalidade de conduzir ao conhecimento da existéncia de varias outras
formas possiveis de demonstrar 0 mesmo teorema.

Procuramos no capitulo atividades que apresentam provas. Construimos
uma tabela contendo a quantidade de exercicios que envolvem calculo algébrico, ou
seja, a aplicagao da propriedade para um exercicio explorando o calculo numérico.
Também localizamos quatro provas completas, estas utilizando a linguagem

“Demonstracao algébrica’.
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Quadro II: Classificacdo dos exercicios encontrados no capitulo Angulos e Retas

Total de Aplicacao da Introducao de
atividades propriedade para novos conceitos Prova conceitual
encontradas no um exercicio de em forma de completa
capitulo calculo estudo dirigido
14 Atividades 3 Atividades
subdivididas em 48 24 exercicios subdivididas em 20 4 Atividades
exercicios itens

A partir das atividades descritas, criamos a Sequéncia de Atividades 2,
contendo as 14 primeiras atividades do capitulo, e retiramos a Atividade 9 (as retas a
e b sao paralelas, descubra a medida desconhecida), por ser idéntica a Atividade 8,
que consta da sequéncia. Convidamos para participar da resolugdo dessa sequiéncia
0os mesmos 4 alunos da 8.2 série que realizaram as atividades da SeqUéncia de
Atividades 1. Estas também foram realizadas em duplas. Chamaremos a esta
segunda atividade aplicada de S-AT2. A seguir faremos uma analise de todas as
atividades e das dificuldades apresentadas pelas

aplicadas duplas, e

apresentaremos exemplos das resolucdes, além do papel do professor.
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3.5 Analise da resolucao das atividades da Seqiiéncia de
Atividades 2 (S-AT2)

A segunda sesséao foi desenvolvida no dia 23 de fevereiro de 2007, do
mesmo modo que a primeira, realizada na casa da pesquisadora, ocasidao em que
foram aplicadas as atividades da S-AT2. O encontro para realizagdo da seqiéncia
teve a duragcédo de duas horas e meia, pois as duplas encontraram dificuldades na
resolucao de, praticamente, todas as atividades, sendo necessaria a intervencao da
pesquisadora, com esclarecimentos e explicagbes em varios momentos.

Na Atividade 1 (Figura 3.5.1), deparamos com a solicitagéo, ja na primeira
atividade, para generalizar algebricamente que os angulos Opostos Pelo Vértice
(OPV) sao sempre congruentes. Nesta atividade encontramos os itens (a), (b), (c),
(d) e (e), em que o aluno utiliza somente medicdes e definicdes dos angulos OPV. A

partir destas medicées esta apresentado no livro um inicio de apresentagdo de

AN A A

propriedades, com duas propriedades ja destacadas, a+b=180° € b+c=180°; a
tarefa dada aos alunos € completar esta demonstracao.

As dificuldades apresentadas nesta atividade envolveram os conceitos de
angulos OPV e de congruéncia. Também é importante destacar que as duplas néao
perceberam a necessidade de terminar a prova comecada pelo professor, mesmo

depois de termos conversado sobre todos os itens da questéo.
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Usando o transferidor, meca os dngulos indicados na figura a seguir e responda:

\j’)

<f\°b
4

) Os angulos
dessa figura que tém a

mesma medida sdo chamados

a ('5 de opostos palo vértice

/

@)

_‘5")

a) Os angulos a e b tém a mesma medida? AR
b) Eos dngulosced? i

¢) Nessa figura, quais pares de angu\os sdo sup\ementares ou Seja quals pares de

angulos soma 80°7?
9 m 1 ‘O"L“{:)bw@ ,Cz.u\_)udu bJ—'\[/
d) Converse com seu professor e colegas sobre quando dois angulos sao opostos pelo

vértice. Anote no caderno suas conclusées. ébuv?{ UL e & o A
2 & , sAornbha
e) Podemos dizer que os 4ngulos OPV sdo congruentes? b 4
L. LAY
f) Essa conclusao pode ser generalizada algebricamente, ou seja, podemos provar que

os angulos OPV sdo sempre congruentes. b
ub’Y‘rﬁ

Veja como um professor comecou a demonstracao:

%7§+E=180°
| b+c=180°

Como ele pode provar, a partir dessas igualdades, que 3 = b?

Figura 3.5.1: Resolugéo da Atividade 1 — &ngulos OPV sdo congruentes.

Nos itens (a) e (b) os estudantes nao apresentaram dificuldades e
mediram os angulos indicados para verificar que realmente possuiam as mesmas
medidas. No item (c), eles também identificaram todos os pares de angulos que
tinham soma 1802, como podemos verificar na Figura 3.5.1.

Mas no item (f) nenhum dos alunos sabia como prosseguir. Eles pareciam

completamente perdidos e decidi deixa-los trabalhar nas outras atividades, ja que
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esta propriedade seria apresentada em uma outra atividade da seqliéncia. Tornou-se
evidente nesta atividade a resolucdo pragmatica pelos alunos, pois no momento de

generalizagao, seu instinto foi virar a pagina.

AN AN

A igualdade a=b sera retomada no final do capitulo, quando esperamos
que as duplas tenham adquirido mais confianga em argumentar com a finalidade de
apresentar uma prova.

As Atividades 2 e 3 utilizam os conhecimentos de angulos OPV, angulos
complementares (quando dois ou mais angulos somam 909), suplementares (quando
dois ou mais angulos somam 180°) e replementares (quando dois ou mais angulos
somam 360°), mas privilegiam a resolugao algébrica das incognitas, equacionando

as sentengas, conforme Figura 3.5.2.

Determine a medida das letras em cada situagao:

Co = 01&°

Figura 3.5.2: Resolugao de atividades utilizando os conceitos de angulos.
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Nestas atividades, a énfase esta na resolucao dos valores desconhecidos.
Para chegar a esses valores, foi necessario fazer uma revisdo sobre a propriedade
da igualdade nas equagdes, a resolucdo dessas equacoes e a verificacdo do valor
desconhecido encontrado, que deve satisfazer a equacdo. Esta revisdo fez-se
necessaria, pois as expressdes que determinam os angulos envolvem varias
operagbes, gerando dificuldade na sua resolugdo. O resultado provocou certo desvio
do assunto. A atencdo deixou de ser nas propriedades geométricas, € 0s alunos
foram levados a lembrar atividades de resolugdo de equagdes. Acreditamos que as
expressdes poderiam ser mais simples, para evitar que o enfoque algébrico
obscurega o geomeétrico.

Na Atividade 5 (Figura 3.5.3), surge a oportunidade de o aluno explorar e
conjecturar sobre as possibilidades de resolver um problema. A atividade tem inicio
solicitando uma resolugcdo dos alunos. Em seguida, mais duas diferentes
possibilidades sao apresentadas, sendo a primeira, item (b), de natureza pragmatica,
e a segunda, item (c), dotada de um argumento conceitual formulado

algebricamente.
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Dois dngulos sdo suplementares e um excede o outro em 10°.
a) Quanto medem esses dngulos? 95 ° ,, 85 °

b} Um aluno resolveu esse problema usando uma tabela. Veja uma parte dos calculos:

( Angulo = Angulo mais 10 | Soma dos angulos )

| 5l 55 [157:55 - 1006 |
| bbe HEes ebe . 1556 Eoeo fios ]
| 6% | & | 6st (4o |

& | &S° [gsra@: \e0’)

A solugdo que ele vai obter é a mesma que a sua?

) Um outro aluno resolveu esse problema algebricamente. Ele montou o seguinte
sistema de equagdes:
x+y=180°
Xx=y+10°

A solucdo que vocé encontrou torna verdadeiras as equacdes do sistema?
Verifique,
: - - £y e o
'1“}‘-“79?/? 2c +F S = TAOC
rxy + 10 129 = =80%- F5
/= 180 %= 957
10

Y +70°4
= 7 F0 ‘
¢ tl&‘ ¥ =85

Figura 3.5.3: Resolugéo da Atividade 5 por dupla de alunos.

Avaliando a resolucdo apresentada pelos alunos, percebe-se que essas
tarefas ndo ofereceram dificuldades. O sistema foi resolvido algebricamente, e a
verificacdo se deu observando que o valor encontrado foi o mesmo ja encontrado
pragmaticamente, tornando verdadeiras as equacdes do sistema. Parece que os
alunos ainda estao valorizando mais o trabalho com algebra, uma vez que o foco de
atencado nao esta nas justificativas ou mesmo nas propriedades geométricas.

Na Atividade 6 (Figura 3.5.4), encontramos dois sistemas de equagdes.

Novamente a énfase esta na resolugao algébrica dos sistemas, e a preocupacao das
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duplas foi encontrar os valores das incégnitas resolvendo os sistemas por forma

conhecida, nao tendo havido preocupacao em esboca-los geometricamente.

Considerando que as incdgnitas a e b dos sistemas sao medidas de angules, crie um
enunciado para cada situacdo e descubra a medida de cada angulo:

a+pb=90°

. |[a+b=180°
b)
a=2b-15"

Figura 3.5.4: Proposta de resolucao dos sistemas.

As dificuldades apresentadas na Atividade 6 estdo ligadas a mudanca de
linguagem. Verificamos que para os alunos essa mudanga da linguagem simbdlica
para a linguagem escrita comum nao é tarefa facil. Essa dificuldade provavelmente
ocorre pelo fato de a préatica da escrita ser quase inexistente em suas aulas de
Matematica. Como orientagdo para producado do enunciado, retornamos a definicao
de angulos complementares e suplementares, cuja finalidade era a criagéo, por parte
das duplas, de um texto e este utilizando dois angulos simbolizados por a e b,
conforme expressdées do sistema que deveriam resolver. Mesmo realizando a
atividade em duplas, o enunciado para cada situagédo nao foi criado. Os estudantes
apenas resolveram os sistemas e apresentaram o valor das incégnitas (Figura 3.5.5).
Nao havendo a representagdo geométrica, os angulos em jogo nao foram

identificados pelos estudantes como complementares ou suplementares.
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Figura 3.5.5: Resolucéo dos sistemas da Atividade 6 pelas duplas.

Na Atividade 7 (Figura 3.5.6), as propriedades sobre angulos formados por
duas retas paralelas cortadas por uma transversal sdo abordadas empiricamente por
meio de medigdes, angulos opostos pelo vértice, angulos agudos e angulos obtusos.
Toda a Atividade 7 foi desenvolvida pelos alunos sem dificuldades. ldentificaram os
pares de angulos OPV, também definiram a contento angulos congruentes e
localizaram, com facilidade, mais trés pares de angulos suplementares nas paralelas

cortadas por uma transversal.
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Na figura a sequir, as retas a e b sdo paralelas e a reta t é uma transversal a essas retas:

o —— —_—

o St
Um dngulo que mede
menos de 90° & dito agudo. Um
dngulo que mede mais de 90° é dita

\rﬁ:ﬂ'uso. E o dingulo que mede 907,
- como é chamado?
— s

e S T

b) Na figura, quais dngulos sio agudos? E quais sdo obtusos? L35, _-l‘/ﬁ}giwg:e.lﬁb?

¢} Quais pares de dngulos sdo OPV? 1 pov ;2 p b By S pﬂ‘u\?"

d) Quais angulos sdo congruentes?

Use o transferidor T 7
para conferirl Mas, lembre-se, os &' |
&

instrumentos de medida podem ndo
\ ser muito pracisos /
=L

e) Podemos dizer que todos os dngulos agudos da ﬂgura 530 congruentes? j:mwu
f) E os dngulos obtusos, também sio todos congruentes? ‘jmm

g) Somando a medida de um angulo agudo com a medida de um angulo obtuso da
figura, quantos graus se obtém? 180"

h) Podemos dizer que os dngulos 2 e 5 sdo suplementares? Escreva mais trés pares de
angulos da figura que sejam suplementares. ‘j@.fwu

Vvl 20} 24 130

Figura 3.5.6: Resolugao da Atividade 7, retas paralelas cortadas por uma transversal.

Na apresentacdo da Atividade 7 foram comentadas as imprecisdes dos
instrumentos de medida, que foram verificadas pelas duplas no desenvolvimento

das atividades, mas as duplas eram confiantes na suposicao de que os angulos
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opostos pelo vértice sdo sempre congruentes, pois ja tinham desenvolvido varias
atividades de medicao e resolucédo de equagdes utilizando essa afirmacao.
Na Atividade 8 (Figura 3.5.7), as duplas apresentaram suas resolucoes

utilizando as definigcdes da Atividade 7, sem demonstrar dificuldades.

Descubra as medidas dos angulos desconhecidos, sendo as retas r e s paralelas:

Figura 3.5.7: Atividade 8 resolvida pelas duplas.

Uma propriedade dos &angulos de um paralelogramo é verificada
empiricamente na Atividade 10. As duplas n&o encontraram dificuldades em
responder os itens (a), (b), (c) e (d). Mas, a partir do item (e), esperava-se a
generalizacao algébrica dessa afirmacao (Figura 3.5.8), sendo entdo necessario

retomar varios conceitos da Seqiéncia de Atividades 1 e 2.
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Sabendo que as retas a e b sao paralelas e as retas ¢ e d também, e com base nos dados
da figura, responda as questdes a seguir:

d

C
A g
- a
1200 "/
> /
y
D C b

a) Quanto medem os angulos X, y €27 X = (0°
: 2 0%,

%= 4020°
b) No paralelogramo ABCD, os dngulos opostos X e y tém a mesma medida? ‘i&%

¢) E os angulos 120° e z, s50 congruentes? _ﬁk_'m“

d) Podemos dizer que um angulo agudo e outro obtuso do paralelogramo sdo
suplementares?

_AAyy )
e) Num paralelogramo, tanto os dngulos agudos como os obtusos sdo sempre
congruentes. Generalize algebricamente essa afirmacao a partir da seguinte figura:

o okl = Q0]
C 4 B 186°

/8

f) Calcule ovalordeaeb. . .. - w-b+i30 =180°
WO = oo Go-b =480- (30
B0 a-b = ¢0°

e R
e s

Qu 75"* S a? -fl:/i{:_'.%'@

da. =160

A =480 o -60°
[+

Figura 3.5.8: Atividade 10, propriedade: angulos do paralelogramo.
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A principio, as duplas apresentaram dificuldades em entender a
necessidade de generalizar o item (e), demonstrando a afirmacgéo citada. Houve a
tentativa por parte da pesquisadora de ligar essa atividade a primeira desta
seqUéncia (Figura 3.5.1), pois as duplas ja tinham resolvido varios exercicios
observando angulos complementares e suplementares e, também, haviam resolvido
os sistemas. Isso ficou mais evidente quando comentamos sobre a adigdo das

parcelas num sistema e, a partir desse comentério, os grupos desenvolveram a

AN AN

igualdade a=b da Atividade 1. Quanto a generaliza¢do pedida, ndo houve resposta
satisfatéria dos alunos.

Para resolver o item (f), ap6s tentarem resolugéo por angulos OPV sem
sucesso, procuramos lembrar sobre o primeiro encontro. Abaixo segue o trecho

colhido do material gravado:

Pesquisadora: Lembram do Anexo 17

Grupo B: Angulos dos triangulos, trés angulos (observacdes feitas apos
alguns comentarios feitos pela pesquisadora sobre exercicios do Anexo 1).
Grupo A: Soma dos angulos é 180 graus.

Pesquisadora: como poderiam utilizar estas informagdes neste exercicio?

Grupo A: nés podemos pegar os angulos de dois em dois

Pesquisadora: Como assim? Angulos iguais?

Grupo A: Nao, aqueles que juntos dao 180 graus.

Pesquisadora: Sim, quais angulos?

Grupo A: Pode ser um grande e um pegueno (agudo e obtuso)

Pesquisadora: E depois?
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Grupo A: Somamos os angulos.

Pesquisadora: Vamos tentar?

As duplas encontraram dificuldades para resolugdo da atividade e, apés
minha interferéncia no sentido de leva-los a visualizar os pares de angulos
suplementares, as duas duplas criaram as equacdes e partiram para a resolugao.
Definiram uma equagéo achando o valor de a, para em seguida substituir esse valor
na outra equacdo e descobrir o valor de b (Figura 3.5.8). Solicitamos que
retornassem ao item (e) e procurassem generalizar, mas a atividade nao foi
realizada. Como aconteceu a principio, na Atividade 1, as duplas néao
compreenderam 0 que era generalizar algebricamente a afirmacao: para eles nada
tinha a ser feito.

Em seguida, ha a solicitacdo aos alunos para demonstrar duas
propriedades aplicando as relacdes entre os angulos formados por duas paralelas
cortadas por transversais. Nas duas solicitacbes, sdo empregados os termos
demonstrar algebricamente. Uma das propriedades é a soma das medidas dos

angulos internos de um triangulo, conforme a Figura 3.5.9 abaixo:
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Como podemas demonstrar algebricamente que a soma dos &ngulos internos de um

tridngulo € igual a 180°? Converse com seu professor e colegas sobre isso. Depois,
registre a demonstragdo no caderno. (r//s)

L
Mas atividades

11e12, as r'e.Tasrz s )
/ \ sdo parafe!as

Figura 3.5.9: Demonstrar algebricamente que a soma dos angulos internos de um tridngulo é
180°.

Os dois grupos atribuiram valores para a, b e c¢ (Figura 3.5.10),

comprovando empiricamente que a soma dos angulos internos é 180°.

DD.'}J( ote - ¥80° E Wl -Fb-f-u{,;,_(,ia{}‘
b0+ 30+ Go=180

B0 +30+30= 180 00 +30+Q0 =(§0

Figura 3.5.10: Resposta das duas duplas — comprovacao empirica da somas dos angulos

no tridngulo.

Questionados se atribuir valores € uma demonstragdo, um dos grupos
lembrou da atividade de recorte da S-AT1 e falou que estava demonstrado. Abaixo

texto gravado:

Aluno: Professora, no outro dia eu pintei os cantos dos tridngulos, cortamos e
mostramos que juntando os trés da uma reta (180 graus)
Pesquisadora: E com isto estd demonstrado algebricamente?

Aluno: Acho que sim, os tridngulos eram diferentes e deu 180 graus.
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Concluimos que as propriedades foram estudadas por medicoes, de forma
empirica, e mesmo com algum dominio na argumentagdo, 0s alunos nao
conseguiram uma demonstragdo com encadeamento de idéias. Além disso, é
provavel que o fato de ndo haver uma definigdo ou mesmo uma menc¢ao aos angulos
alternos e internos tenha dificultado a determinacdo de uma demonstracao formal.

Verificamos que néo ha distingdo entre evidéncia empirica e prova por
parte dos alunos.

A mesma dificuldade foi verificada na Atividade 14 (Figura 3.5.11), em que
a solicitagdo estd em demonstrar algebricamente que a soma dos angulos internos

de um paralelogramo é igual a 360°.

Como podemaos demonstrar algebricamente que a soma dos dngulos internos de um
paralelogramo & igual a 360°? Relina-se com um colega e registre a demonstracio no

caderno. OL-'J?G .
: L Cia =L80°
o.=480°~a

CL +0 =4t

o vl =180 - C +80 & =180"
" C-a ={P-1go
= C-a=0
C =Cu

Agora, compare a demonstragdo que vocés fizeram com as de outras duplas. Registre
no caderno uma demanstracao diferente da sua.

Figura 3.5.11: Demonstrar que a soma dos angulos internos de um paralelogramo é igual a
360°.

Nesta atividade, retomamos a Atividade 10, em que temos a propriedade
“‘um angulo agudo e outro obtuso do paralelogramo sdo suplementares”, e a

Atividade 11, “a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°”, cujo intento
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visava a que 0s grupos imaginassem um sistema de equagbes e, por fim, o
demonstrassem fazendo uso desses conceitos. Abaixo trecho da gravacéao referente

ao encontro:

Pesquisadora: Para resolver a Atividade 10, nos lembramos de varios conceitos,
vocés nao acham que podem ser Uteis neste momento?

Dupla B: Vamos ver a Atividade 10.

Dupla A: Soma de um angulo agudo com um obtuso?

Pesquisadora: Esta informacgéo pode ser Util nesta Atividade?

Dupla A: Acho que sim

Dupla B: a + de b + cque d4 180° cada soma.

Dupla A: No fim s&o 360°.

Pesquisadora: Isso. Como vocés podem demonstrar algebricamente com estes

dados? Tentem.

Retomamos a Atividade 14 e conversamos sobre a prova algébrica que
realizaram, ou seja, o0 angulo ¢ tem a mesma medida que o angulo a, mas esta nao é
uma demonstracdo algébrica de que a soma dos angulos internos de um
paralelogramo € igual a 360°. No final dessa atividade, encontramos a recomendagao
de comparar com as dos colegas as demonstracées encontradas. Dessa forma o
aluno observa a possibilidade de existirem varios encadeamentos possiveis para
demonstrar o0 mesmo teorema. Explicamos que podemos provar de formas
diferentes, mas acreditamos que apés a seqiiéncia de atividades, os alunos nao

entenderam o que € uma prova e, também, ndo conseguiram demonstrar.
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Verificamos que a maioria das propriedades foi estudada empiricamente,
0os encaminhamentos das atividades deram énfase ao calculo algébrico e ndo ao
geométrico. Além disso, a passagem dos argumentos empiricos para uma
demonstragdo formal é muito drastica, ndo permitindo ao aluno uma construcao
gradual.

Observamos, também, que as atividades apresentadas, ou seja, uma
seqléncia contendo 14 Atividades, e cada atividade subdividida em varios itens
enfatizando o calculo algébrico, ndo ajudaram as duplas na passagem das provas
pragmaticas para as provas conceituais.

Observamos que a autora utiliza a expressdao demonstragdo algébrica no
dominio geométrico e, com isso, imaginamos que os alunos devam chegar a uma
prova formal dos teoremas solicitados. Neste ponto identificamos a mudancga de nivel
subitamente, pois 0s exercicios sao apresentados de forma empirica, de validacao,
de verificagdo experimental para em seguida percebemos a passagem precipitada
para exercicios de demonstracao algébrica.

Para Balacheff (1988), a prova e demonstracdo sao distintas, pois do ponto
de vista didatico a prova estabelece a validade de uma afirmagédo de forma mais
ampla, correspondendo a um discurso que convence nos Seus varios niveis para
uma determinada afirmacgao. Ja na demonstracdo apenas podem ser aceitas como
provas explicacbes que adotam uma forma particular, ou seja, o desenvolvimento
formal de um raciocinio, este utilizando axiomas ou teoremas ja provados para

chegar a uma conclusao.
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Fazendo uma analise dentro das quatro categorias de provas pragmaticas
e conceituais de Balacheff (1988), o empirismo ingénuo ndo desapareceu apds a
Sequléncia de Atividades, nao havendo fixagao das provas conceituais.

Também devo ressaltar a dificuldade que tive no desenvolvimento da S-
AT2. Como professora, foi extremamente dificil saber como interferir e até que ponto
deveria responder aos questionamentos sem comprometer a pesquisa. Isso porque
meus esclarecimentos foram tdo freqientes que, no final das Atividades, fiquei com a

impressao de que estive perto de dar as respostas para as duplas.

3.6 Sintese

O foco deste capitulo esteve nos tépicos Retas paralelas cortadas por
uma transversal e Soma dos angulos internos de um triangulo. Também observamos
as dificuldades apresentadas pelos alunos na resolugdo de duas seqiéncias de
atividades, denominados S-AT1 e S-AT2.

No préximo capitulo abordaremos o tépico de Geometria Teorema de
Pitagoras, as atividades e provas sugeridas aos alunos, o aparecimento do teorema
em outros capitulos do livro, o desenvolvimento do teorema em sala de aula e a

Sequéncia de Atividades 3.
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CAPiTULO 4

TEOREMA DE PITAGORAS

4.1 Introducao

Neste capitulo analisaremos como argumentacbes e provas Ssao
apresentadas no tépico Teorema de Pitagoras, algumas atividades resolvidas e
questionamentos colocados aos alunos, o aparecimento do teorema em outros
capitulos do livro, o desenvolvimento do teorema em sala de aula e uma seqiéncia

de atividades retiradas do livro da 8.2 série.

4.2 Teorema de Pitagoras

A sequir, analisamos o Teorema de Pitagoras. Este conteudo aparece pela
primeira vez no livro destinado a 8.2 série num capitulo de seis paginas dedicado ao
Teorema. O capitulo tem como titulo Jogos e Descobertas, e inicia-se com a
construcdo de um quebra-cabeca. Além desse capitulo, achamos referéncias ao
Teorema de Pitdgoras em mais seis capitulos, também no livro da 8.2 série.

Abaixo, faremos a apresentacao do Teorema de Pitagoras e dos exercicios
encontrados no capitulo dedicado ao Teorema, suas caracteristicas, expectativa de

resolucao pelos alunos e faremos alguns comentarios nossos.
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O Teorema de Pitagoras é explorado inicialmente de forma experimental,
empiricamente, comparando areas por meio de atividades de recorte de quebra-
cabeca. Propde-se que o aluno recorte as pecas de cada quebra-cabeca e, com
elas, monte o quadrado formado a partir da hipotenusa do tridngulo (Figura 4.2.1).
Nessa atividade espera-se do aluno a percepcao de que a soma das areas dos
quadrados formados a partir dos lados € igual a area do quadrado formado a partir

da hipotenusa (Figura 4.2.2).

QUEBRA-CABECA

Seu professor vai entregar uma folha com estes quebra-cabecas:

4]

Utilize essa folha para resolver os itens a seguir:

a) Meca os lados de cada quadrado sobre os lados do tridngulo retangulo e calcule a
area deles.

b) Recorte as pecas hachuradas de cada quebra-cabeca e, com elas, monte o quadrado
formado a partir da hipotenusa do triangulo correspondente.

Figura 4.2.1: Introdugcéao ao Teorema de Pitagoras, p. 67.

Dentre as classificacbes de prova, segundo Balacheff (1988), este tipo de

atividade pode ser classificado como prova pragmatica, pois esta baseada em
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manipulacdes, e para essas manipulagcdes sao utilizados objetos concretos, como as
atividades de recorte com quebra-cabeca.
Em seguida, o aluno é levado a generalizar a observacao utilizando as

letras a como medida da hipotenusa € b e ¢ como as medidas dos catetos do

triangulo retangulo. Por meio da forma experimental, a relagdo a’= b’ +c? é
analisada em diferentes escalas, obtendo-se sempre tridngulos retangulos de

diferentes medidas. Sendo assim, por meio dessas tarefas justifica-se empiricamente

arelagdo a’ =b’ + ¢’ como sendo valida para todo triangulo retangulo.

Figura 4.2.2: Generalizacdo do Teorema de Pitagoras, p. 68.

Segue o comentario:

“Nos quebra-cabecas montados anteriormente, é possivel que vocé tenha
concluido, de forma intuitiva, que, em um tridngulo retdngulo, o quadrado
construido a partir da medida da hipotenusa possui area igual a soma das areas
dos quadrados construidos a partir das medidas dos catetos.
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Vocé ja sabe também que Pitagoras foi um matematico e filésofo grego que
estudou os tridngulos retangulos. A ele € atribuido o enunciado de um teorema
que afirma exatamente o que vocé comprovou de forma intuitiva” (TOSATTO,
PERACCHI e ESTEPHAN, 8.2 série, 2002, p. 68).

Os termos “concluir’ e “comprovar’ estdo sendo usados para supor
propriedades de forma intuitiva. Para os autores, parece que “forma intuitiva” € usada
para dar significado a abordagem empirica.

Neste ponto o autor mostra a preocupagdo com o rigor matematico,

conforme abaixo:

“Porém, em matematica, para uma afirmacgao ser chamada de teorema, é preciso
demonstra-la, ou seja, mostrar que ela é verdadeira. Para isso sao utilizadas
propriedades ja comprovadas por outros matematicos. Vocé vera algumas
demonstracdes do Teorema de Pitdgoras nas atividades a seguir. Por enquanto,
vamos admitir como verdadeiro o seguinte enunciado desse teorema:

Em qualquer tridngulo retdngulo, a area do quadrado cujo lado é a hipotenusa
desse tridngulo é igual a soma das areas dos quadrados que tém como lado a
medida de cada um dos catetos” (TOSATTO, PERACCHI e ESTEPHAN, 8.2
série, 2002, p. 68).

Essa explicagao sobre a importancia de demonstrar para mostrar que uma
afirmacao é verdadeira pode confundir o aluno, pois o termo “comprovada” esta
sendo utilizado com um significado diferente do que na citacdo anterior. E
questionavel, entretanto, que o aluno compreenderia a diferenga entre comprovado

por matematicos e comprovado de forma intuitiva. Portanto, a diferenca entre

observacao empirica e demonstragdao nao € explicada de maneira clara aos alunos.
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No item Trocando Idéias, encontramos um exercicio de construcdo do
triangulo retangulo, com medidas previamente dadas para verificar se satisfazem ao
Teorema de Pitagoras. Encontramos, ainda, trés exercicios para descobrir as
medidas desconhecidas e trés verificacbes da aplicacdo do Teorema. Analisando
esses exercicios, verificamos que geralmente sdo apresentados varios triangulos
retangulos com a finalidade de calcular a medida do terceiro lado por meio do uso do
teorema.

Ainda nesse item, encontramos 0 teorema abaixo. No questionamento
enderecado aos alunos, podemos verificar a fungdo da prova como processo de

descoberta de De Villiers (2001).

¥ Podemos afirmar que a hipotenusa é sempre o maior lado do tridngulo retangulo?

Figura 4.2.3: Pergunta sobre a medida da hipotenusa, p. 69.

No livro do professor ndo encontrarmos indicacao da resposta pretendida.
Com isso, conjecturamos que a idéia presente consiste em partir de exercicios de
exploragdo, analise e descoberta de medidas desconhecidas, para que o aluno
possa encontrar, pelos processos intuitivos e/ou empiricos utilizados, que a soma
dos quadrados dos lados é igual ao quadrado da hipotenusa e, de posse desta
informacéao, concluir que a hipotenusa € sempre 0 maior lado do tridngulo retangulo.

No item Atividades Matematicas, encontramos um texto retirado da

Revista do Professor de Matematica. Sdo duas provas geométricas chamadas “A
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mais bela prova” e “A demonstracdo do presidente”, e uma prova algébrica: “A prova
mais curta’.

Nessa atividade constatamos a passagem das provas pragmaticas para
as provas conceituais. Segundo Balacheff (1988), as provas conceituais nao
dependem apenas da acdo efetiva sobre a representacdo, baseiam-se nas
formulacdes das propriedades em questao e nas relagdes entre essas propriedades.

Conforme ja apresentado, para Balacheff (1988), existe uma hierarquia de
importancia entre os tipos de provas. Classifica 0 empirismo ingénuo e o experimento
crucial como provas pragmaticas, o exemplo genérico passa a ser uma fase
intermediaria entre as provas pragmatica e conceitual, enquanto a experiéncia
mental é classificada como prova conceitual.

O Teorema de Pitagoras foi proposto inicialmente em forma de quebra-
cabeca, constituido por pecas planas que os alunos deveriam organizar por
justaposicdao. Além disso, foram propostas tarefas de construgcdo de triangulos
retangulos dadas as medidas. Concluimos, entdo, que essa fase teve um tratamento
empirico. Acreditamos que para produzir um texto de demonstracdo, é necessario
organizar as propriedades em sequéncias dedutivas. As atividades com quebra-
cabeca permitem ao aluno efetuar uma demonstracéo, mas se faz necessario que as
observagdes sejam elementos que desencadeiem conjecturas e processos que

levem as justificativas formais.
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A mais bela prova

Qual foi a demonstragéio dada por Pitdgoras? Nao se sabe ao certo, pois ele ndo deixou trabalhos escritos, A
maioria dos historiadores acredita que foi uma demonstracdo do tipo “geométrico”, isto é, baseada na comparacao
de dreas. Ndo foi a que se encontra nos “Elementos’” de Euclides, e que € ainda hoje muito encontrada nos livros de
Geometria, pois tal demonstracdo parece ter sido concebida pelo préprio Euclides. A demonstragio de Pitdgoras
pode muito bem ter sido a que decorre das figuras abaixo.

—— e ]
a b

Do quadrado que tem a + b como lado, retiremos quatro triangulos iguais. Se fizermos isso, como na figura a
esquerda, obteremos um quadrado de lado c. Mas, se a mesma operacdo for feita como na figura a direita, restario
dois quadrados, de lados a e b, respectivamente. Logo, a drea do quadrado de lado ¢ & a soma das areas dos qua-
drados cujos lados medem a e b.

Esta €, provavelmente, a mais bela demonstragéo do Teorema de Pitdgoras. Entretanto, no livro de Loomis ela
aparece sem maior destaque, como variante de uma das provas dadas, ndo sendo sequer contada entre as 370 nu-
meradas.

Descreva essa demonstracdo do Teorema de Pitagoras, usando a linguagem
algébrica.

Figura 4.2.4: A mais bela prova, p. 70.

Na atividade “A mais bela prova’, o professor propde 0 quebra-cabeca
acima, constituido por pecas planas em que o aluno ird compor de duas maneiras
diferentes. Utilizando o principio aditivo relativo ao conceito de area de figuras
planas, observamos que a’=b’+c¢’. Com isso, o Teorema de Pitdgoras foi
“demonstrado”. Trabalhos com material concreto e com outros exercicios
encontrados de medicdo nao constituem demonstragcdes matematicas que possam

ser aceitas na 8.2 série.
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A demonstracao do presidente

lames Abram Garfield, presidente dos Estados Unidos por apenas 4 meses (pois foi as-
sassinado em 1881), era um general que também gostava muito de Matemdtica. Ele deu
uma prova do Teorema de Pitagoras baseada na figura ao lado.

A drea do trapézio com bases a, b e altura a + b é igual & semi-soma das bases multipli-

cada pela altura. Por outro lado, a mesma area é também igual & soma das areas de trés
tridngulos retangulos. Portanto:

abah ¢

a+b
——x(@th)=—+—+—
2 25T 52

Simplificando, obtemos a? + bz = ¢,

Revista do Professor de Matemdtica, n. 1,2, 3 e 4, 2 semestre de 1982 a 1° semestre de 1984, p. 15,

Descreva algebricamente essa demonstracdo do Teorema de Pitagoras e escreva o
conhecimento matematico utilizado.

Figura 4.2.5: A demonstragéo do presidente, p. 71.

Nas demonstra¢des acima, acreditamos que o aluno, utilizando a regra do
cancelamento, possa descrever algebricamente o Teorema de Pitagoras.

Quanto a “prova mais curta’, abordada abaixo, verificamos os conteldos
anteriores ao Teorema de Pitagoras. Estes foram: relagbes métricas no triangulo
retangulo, os numeros e o tridngulo retangulo e fazendo arte com a matematica,
portanto, solicitar ao aluno a demonstracdo do Teorema de Pitagoras e mostrar os
conhecimentos utilizados significa valer-se de conhecimentos anteriores, como a
propriedade das proporcoes entre os lados dos triangulos semelhantes e trabalhar

algebricamente estas igualdades com a finalidade de demonstrar o Teorema.
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A prova mais curta

E também a mais conhecida. Baseia-se na sequinte conseqiiéncia da se-
melhanca de tridngulos retangulos: se m e n sio, respectivamente, as proje-
cBes dos catetos a e b sobre a hipotenusa ¢, temos a? = me, b2 = nc,
enquanto m + n = ¢. Somando as expressdes, temos a? + b2 = 2.

Descreva essa demonstracao do Teorema de Pitagoras e mostre os conhecimentos
matematicos utilizados.

Figura 4.2.6: A prova mais curta, p. 71.

Os conteudos abordados para a demonstracdo das trés provas foram
tratados nos capitulos anteriores desta série. Ambicionamos que o aluno utilize os
conhecimentos sobre areas, o conceito de semelhanga de triangulos e passe para a
demonstragéo formal do Teorema.

Observamos, assim como ja assinalamos no Capitulo 3, que a autora utiliza
a expressao demonstragao algébrica no dominio geométrico; com isso, enxergamos
a tendéncia de querer que os alunos cheguem a uma prova formal nas trés
demonstragdes solicitadas. Neste ponto identificamos a ruptura, pois 0s exercicios
sdo apresentados de forma empirica, de validacdo, de verificacdo experimental,
chamando a atencdo para a importancia de validar e justificar. No entanto, em
seguida percebemos a passagem brusca para exercicios de demonstragédo algébrica,
procurando a generalizagdo. Considerando que Balacheff (1988) faz distincdo entre
prova e demonstragdo, acreditamos que a autora, nesse item, queira uma
demonstragédo formal. Do ponto de vista didatico, a prova é menos formal,
estabelecendo a validade de uma afirmagdo de forma mais ampla, mais geral,

correspondendo a um discurso que convence nos Seus varios niveis para uma
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7

determinada afirmacado. J4 a demonstragcdo é o desenvolvimento formal de um
raciocinio utilizando axiomas ou teoremas ja provados para chegar a uma conclusao.

Nessas demonstracdes, verificamos as funcdes de validacdo e também a
de explicacdo (De Villiers, 2001): validagao quando trabalhamos duas expressdes
algébricas e, utilizando regras de cancelamento, provamos uma igualdade (caso de
“A demonstracdo do presidente” e “A mais bela prova’); explicacdo quando a
conjectura é consequéncia de outros resultados conhecidos e, portanto, explica as

etapas envolvidas no processo (caso de “A prova mais curta’).

“Em vez de enfatizar na prova apenas seu papel de verificacdo, a funcdo mais
fundamental da prova como meio de explicacdo deve ser explorada, a fim de
apresentar a prova como uma atividade significativa para os alunos” (De Villiers,
2001).

Pietropaolo (2005) também enfatiza as diferengas entre as duas

“espécies” de demonstracao — validacéo e explicagdo —, conforme abaixo.

“A principal diferenca entre as duas ‘espécies’ de demonstracoes — a que apenas
valida e a que também explica — é que a explicativa termina por utilizar
raciocinios baseados em idéias matematicas, enquanto a prova formal emprega
basicamente regras de sintaxe“ (Pietropaolo, 2005, p. 9).

Contudo, a mudanca de linguagem, ou seja, utilizar a linguagem formal
descrevendo algebricamente o conhecimento matematico utilizado nas
demonstragdes pode ser um processo dificil para o aluno, pois os exercicios foram

apresentados de forma empirica, validando uma propriedade ou verificando
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experimentalmente. Acreditamos que com as atividades apresentadas, alguns alunos
nao conseguirdo descrever os conhecimentos matematicos que sao utilizados para
chegar ao Teorema de Pitagoras.

Também verificamos nesse processo a existéncia da fungdo desafio
intelectual, ou seja, a satisfacdo resultante de conseguir desenvolver a atividade
solicitada.

Nas Atividades Matematicas encontramos mais cinco questdes, num total
de nove exercicios, para descobrir as medidas desconhecidas nos triangulos
retangulos. Encontramos, também, figuras planas (triangulo, quadrado, hexagono)
que podem ser decompostas em tridngulos retdngulos, sendo que apés a
decomposicao aplica-se o Teorema de Pitagoras para a resolucao da atividade.
Alguns desses exercicios utilizam numeros irracionais, nos valores dados ou no valor
que o aluno encontrara efetuando os calculos.

No final do capitulo encontramos o lembrete Ndo esquecal, chamando a

atencao para o triangulo retangulo e sua generalizacao.

Néo Em qualquer Tridngulo reténgulo, o quadrado da hipoTenusa é igual & soma dos
esquecal quadrados dog catetos,

Generalizando;

a2=b2+62

Figura 4.2.7: Ndo esqueca! Generalizando o Teorema de Pitagoras, p. 72.
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Alguns pesquisadores, como Bell (1976, apud Nasser e Tinoco, 2001)
enfatizam a funcdo da prova em preparar o aluno para o dominio do processo
dedutivo. Para isso, ele deve acompanhar as provas apresentadas pelo professor,
explicando todos os passos tomados no desenvolvimento de uma demonstragdo. A
partir disso, o estudante toma conhecimento das estruturas matematicas envolvidas
para que seja capaz de fazé-las.

Para justificar esta afirmagdo, procuramos no capitulo exercicios
apresentando provas. Optamos por fazer uma tabela contendo a quantidade de
exercicios que sao aplicacdo da propriedade para um exercicio explorando o calculo
numérico e as provas completas, estas utilizando a linguagem demonstracao

algébrica.

Quadro llI: Classificacdo dos exercicios encontrados no capitulo Teorema de

Pitagoras
Total de atividades Aplicacao da propriedade para Prova conceitual
encontradas no um exercicio de calculo completa
capitulo
13 atividades,
contendo um total de 22 exercicios 3 atividades
25 exercicios
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4.2.1 Teorema de Pitagoras em outros capitulos

O toépico encontrado nas péaginas imediatamente apds o capitulo sobre
Pitdgoras examina uma atividade de construgdo chamada “Obtendo Raiz Quadrada
Manualmente”, que envolve a raiz quadrada de dados manuais por meio de uma
construgao utilizando o Teorema de Pitagoras.

Encontramos um exercicio adaptado da Revista do Professor de
Matematica, o qual questiona os alunos para o funcionamento do mecanismo e
esclarece que um modo de justificar consiste em aplicar o Teorema de Pitadgoras no

triangulo retadngulo, como vemos a seguir.

d) Vocé sabe por que esse mecanismo funciona? Um modo de justificar é aplicando o
Teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo FPQ.

/

F

iy
Vamos representar por x o segmento PQ. Ele representa a solucao do problema, ou

seja, a raiz quadrada de n.
T —

» As medidas dos segmentos FP e FQ s3o: Voce sabe explicar ™

1 1
FP=n+—-eFQ=n-—.
4 ik 4

* Usando o Teorema de Pitagoras no tridngulo retadngulo FPQ, temos:

FP? = PQ? + FQ?

2 2
[ﬂ+i] =i -F{nflJ
4) _—

Termine de desenvolver essa expressao e depois expligue com palavras por que o
mecanismo funciona.

Figura 4.2.1.1: Calculadora manual, p. 74.
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O aluno tera que desenvolver os bindbmios e trabalha-los algebricamente,

simplificando a expressdo na qual encontrara que x=+n, portanto temos como
resposta no livro do professor que “0 mecanismo funciona porque x sempre sera a
raiz quadrada de n” (TOSATTO, PERACCHI e ESTEPHAN, 8.2 série, 2002, p. 74), ou
seja, a justificacao se da pela manipulacao algébrica das expressoes.

Encontramos ainda, no livro do professor, que a distédncia de FP é o
namero n mais 2 e FQ € n menos 4, € isso ocorre por consequiéncia da construgao
da “calculadora”. Mas quanto ao valor 4 ndo € dbvio de onde vem, portanto, na sala
de aula, ao se propor esse trabalho ao aluno, estaremos utilizando a fungéo da prova
como meio de explicacdo, que deve ser explorada sempre apresentando atividades
significativas (De Villiers, 2001).

Observamos que na construcao para extrair a raiz quadrada, o niumero s
nao € um valor exato, talvez mais uma adaptacéao da régua utilizada, de tal maneira
que caia exatamente no valor x inteiro, isto para que as demais raizes tenham
solugdes corretas até uma casa decimal. Agora, na demonstragdo, usando o
Teorema de Pitagoras, temos que usar exatamente Y4 para que dé certo na
demonstragao final, isto €, x igual a raiz quadrada de n. Podemos colocar outros
valores no lugar de 4, mas teremos maiores dificuldades para demonstrar, o que, em
vez de facilitar, dificulta mais a préatica de raiz quadrada.

No inicio do capitulo “Numeros Irracionais”, na p. 75, encontramos uma
atividade em espiral composta por 10 tridngulos que foram construidos a partir de um
triangulo de catetos medindo 1 cm. E solicitado ao aluno que calcule as medidas das

hipotenusas usando o Teorema de Pitagoras.
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a) Calcule as medidas das hipotenusas desses tridngulos usando o Teorema de
Pitagoras. Deixe os valores indicados na forma de radical.

Figura 4.2.1.2: Calcular a medida da hipotenusa utilizando o Teorema de Pitagoras, p. 75.

Nesta atividade verificamos a construgéo inadequada dos triangulos, pois
nao existe indicacao de que esses triangulos sejam retangulos.

O Teorema de Pitagoras é retomado na forma de exercicio na atividade
“Poliedros”, na p. 92: a partir da construcdo e manipulacdo de modelos de poliedros
feitos de papel e canudinhos, os alunos observam a presencga do tridngulo retangulo
e podem aplicar o Teorema de Pitagoras para calcular elementos desconhecidos
desses sdlidos.

Na p. 94, encontramos uma atividade de constru¢cao de um tetraedro. O

Teorema de Pitagoras € utilizado para determinar essa diagonal.

108



Nesta atividade, vocé vai construir um tetraedro. Para Isso, vai precisar de fita adesiva e
de uma tira de papel de 28 ¢cm por 4 cm, como mostra o desenho:

7 em 7em

7 cm ST

Os riscos vermelhos indicam as dobras gue vocé deve fazer na tira. Depois de fazer as
dobras, una as pontas AB e CD com fita adesjva:

Agora, dobre a faixa de retangulos, como mostram as figuras, e forme um tetraedro

e) Usando o Teorema de Pitagoras, determine a medida do segmento BE da tira.

Figura 4.2.1.3: Construgao de um tetraedro utilizando fita adesiva e tiras de papel, p. 94.

No capitulo “Trabalhando com varias idéias e relagées”, na p. 105,
encontramos problemas retirados das Olimpiadas de Matematica.

Segundo De Villiers (2001), localizamos neste exercicios varias fungoes
de demonstracdo, como: validacdo, explicagdo, descoberta, comunicag¢ao; também
podemos citar o desafio intelectual, pois quase todos oferecem um desafio e exigem
do aluno uma variedade de processos de pensamento que, com incentivo, o
professor ajudara a desenvolver.

Exemplificamos: temos a seguir o problema 8, no qual aplicamos o

Teorema de Pitagoras e verificamos o comprimento da diagonal do cartdo. Temos =
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2,1, que é maior que o comprimento de dois quadrados. Depois de proporcionadas
as oportunidades para explorar, conjecturar e explicar como o cartdo poderia ser
colocado no tabuleiro, o aluno encontrara como resposta que 12 quadrados podem

ser tocados.

8. Este tabuleiro de xadrez é formado por quadrados de lado igual a 1. Como um cartao
quadrado de lado 1,5 poderia ser colocado no tabuleiro de modo a tocar o maior
nimero de quadrados (n)? Qual o valor méximo possivel de n?

—

sua resposta com o
tabuleiro e o cartdo que
seu professor vai
entregar.

(, A Verifique )

Figura 4.2.1.4: Problema da Olimpiada de Matematica, p. 107.

Acreditamos que uma das estratégias que podem ser utilizadas para
desenvolver as habilidades de argumentacdo nos alunos sdo os chamados
“problemas do tipo desafio, que requerem raciocinio légico e devem sempre ser
propostos, ndo importa o tépico que esteja sendo abordado” (Nasser e Tinoco, 2001,
p. 9).

Segundo Dante (2003), aplicando problemas como estes, estamos

proporcionando oportunidades para explorar e explicar. Além disso, requerem um
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tempo para que os alunos reflitam sobre eles, buscando solugbes onde se

privilegiem as discussdes coletivas.

“Os alunos devem ser encorajados a fazer perguntas ao professor e entre eles
mesmos, quando estdo trabalhando em pequenos grupos. Assim Vvao
esclarecendo os pontos fundamentais e destacando as informagdes importantes
do problema” (Dante, 2003, p. 31).

No capitulo “Utilizando Equacdo do Segundo Grau para resolver
problemas”, na p. 126, localizamos dois exercicios sugerindo a utilizacdo do
Teorema de Pitagoras, conforme as Figuras 4.2.1.5 e 4.2.1.6, para calcular os lados

do triangulo retangulo e o perimetro do retangulo.

7/\..._
N UT|hze
] o Teorema \
g \Qpﬂrqgoms
~ para res y

Figura 4.2.1.5: Teorema de Pitagoras aplicado para calcular lados do tridngulo retangulo, p.
127.
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O retangulo a seguir tem perimetro 12 cmr

'\ -
\\
g

g

juacoes em x e y para essa sit

y

sistema e determine a area do retangulo
J

Figura 4.2.1.6: Teorema de Pitagoras em sistemas de equacgdes, p. 129.

No item “Trigonometria”, na p. 196, o triangulo retdngulo é retomado para
explicar a razao entre as medidas dos lados e hipotenusa, dado um angulo «,
definindo entdo seno, co-seno e tangente.

Em Trigonometria, nas Atividades Matemadticas, na p. 201, encontramos o
exercicio com triangulo equilatero de lado /. A altura h divide a base ao meio.
Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo, obtemos a altura h. Em seguida,
temos exercicios para calcular a medida h, dados os lados. Nesses exercicios, estao
sendo utilizadas duas medidas contendo um numero inteiro, e duas com numeros

irracionais.
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Considere um tridngulo equilatero de lado 1. A altura h desse triangulo divide a base ao
meio:

O triéingulo
ABH €
reténgulo?

a) Aplique o Teorema de Pitdgoras no triangulo ABH e obtenha uma férmula para
calcular a altura h, conhecendo-se a medida do lado .

b) Calcule a medida de h quando:

Y=4em 1=4J6cm
1=+3cm ! =15cm

Figura 4.2.1.7: Teorema de Pitagoras para calcular altura do tridngulo equilatero, p. 201.

4.2.2 Sintese

Para finalizar este tépico, destacamos que, com relagdo ao Teorema de

Pitdgoras, encontrado em varios capitulos no livro da 8.2 série, detectamos 16

atividades em que se sugere ao aluno utilizar o teorema para as suas resolugdes.

N&o localizamos exercicios resolvidos, exemplos ou outras formas de

apresentar argumentos no desenvolvimento do conteudo propriamente dito,

diferentes dos exemplificados acima. As atividades estdo apresentadas de forma a

introduzir novos itens, levando o aluno a questionar e discutir em grupo para chegar

a definigcdes. Encontramos no livro do aluno diversas sugestdes como: reinam-se em

grupos para discutir as possiveis solugbes; descreva com palavras, e ainda,

converse com seu professor sobre isso.
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Assim, avaliamos que no capitulo “Teorema de Pitagoras” e também nos
diversos capitulos em que aparecem atividades com a sugestdo da utilizacdo do
teorema, em referéncia ao livro da 8.2 série, estdo definidas diversas fungdes da
prova, segundo De Villiers (2001), como: validagdo, explicacdo, descoberta,
comunicacao e trés provas formais, ou seja, a organizacao de varios resultados num
sistema dedutivo.

Assim, nas atividades propostas aos alunos, algumas vezes sao
apresentados novos conceitos e problemas que exigem estratégias para sua
resolucao.

Também verificamos que o Teorema de Pitdgoras € usado,
principalmente, para calcular medidas desconhecidas nos tridangulos e algumas
vezes para descrever demonstracdes usando linguagem algébrica.

Balacheff (1988) defende a idéia e argumentacao aceitavel, possuindo
diversos niveis de rigor, sendo que a prova ingénua pode ser um nivel aceitavel,
dependendo da idade e do ano de escolaridade do aluno que a apresenta. No livro
didatico analisado, encontramos atividades no primeiro e no ultimo nivel de rigor,
indo do empirismo ingénuo ao experimento de pensamento formal, e nao
encontramos exemplos genéricos, argumentos em linguagem natural das
propriedades ou experimentacdo. Classificamos a maioria dos exercicios como
exploragbes empiricas, embora também apresentem provas conceituais, inclusive
empregando nas atividades a expressdao demonstragdes algébricas. Quanto as
atividades com justificacdo, que avaliamos para os niveis de Balacheff, algumas
encontram-se no primeiro nivel e outras no Ultimo nivel, mas a maioria dos exercicios

nao se refere a justificacao e sim a aplicacao de teoremas.
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Observamos também que a diferenca entre observacdo empirica e
demonstragdo nao é explicada de maneira clara, e, nos poucos exemplos iniciados
pelo autor, encontramos a solicitacdo para que os alunos passem a descrever

algebricamente exercicios que foram apresentados somente de forma experimental.

4.3 Desenvolvimento do Teorema de Pitagoras em sala de
aula

A introducdo da aula sobre Teorema de Pitagoras deu-se com um pouco
da Historia da Matematica, na qual discorremos sobre os Egipcios e as dificuldades
dos lavradores do antigo Egito para cultivar as margens do rio Nilo devido as
constantes enchentes, o que os obrigou a criar técnicas de abastecimento, a
desenvolver instrumentos para controlar as inundagdes e a utilizar a geometria para
medir a extensdo de suas terras.

Para evitar que o agricultor perdesse suas terras, 0s egipcios mantinham
funcionarios para medir seus terrenos, e estes utilizavam uma corda de treze nés
distribuidos em intervalos iguais. Como os terrenos eram geralmente retangulares,
0S egipcios precisavam obter um angulo reto, de 90°, para efetuar as marcagées de
suas terras.

Iniciamos a partir desta introdu¢cdo um pouco da histéria de Pitagoras, por
ter sido este o primeiro a provar a relagcao existente entre as medidas dos lados de

um tridngulo retdngulo. Também comentamos sobre suas viagens estabelecendo-se
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em Crotona, fundando a escola pitagérica, onde se estudavam Matematica, Musica,
Astronomia e Filosofia.

Iniciamos o desenvolvimento do Teorema de Pitagoras em sala de aula
por uma atividade experimental. Participaram desta atividade os alunos da 8.2 série A
do ensino fundamental do periodo da manha, num total de 41 alunos. Para o
desenvolvimento do capitulo utilizamos 17 horas-aula.

Para essa atividade os alunos receberam uma folha de sulfite, tesoura e
régua. Solicitamos que realizassem uma unica dobra na folha, de modo a obter um
tridngulo retangulo, recortaram esse tridngulo e, utilizando a régua, mediram os lados
do triangulo. Como os instrumentos de medida foram a régua ou o esquadro, 0s
alunos verificaram, comparando os recortes com 0s dos colegas, que os lados
tinham medidas diferentes, em milimetros. Explicamos que devido ao material de
medida utilizado e porque, também, os cortes poderiam ter sido malfeitos,
poderiamos encontrar medidas diferentes, mas isso nao alteraria a conclusao a que
chegariam ao final da atividade.

Em seguida, solicitamos que todos calculassem o quadrado da medida
dos lados encontrados e, de posse desses calculos, localizassem os catetos e a
hipotenusa no seu recorte, somassem 0s quadrados das medidas dos catetos e
comparassem com o quadrado da medida da hipotenusa. Com o resultado desse
trabalho deveriam, entdo, observar o que acontecera em seus calculos e também
com os resultados de seus colegas.

Alguns alunos questionaram a diferenca de medidas que foram utilizadas

e também perceberam que, depois de efetuados os calculos, essa diferenca ficou em
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alguns milimetros. Comentamos que, a partir de experiéncias de recorte, medicao e
céalculo podemos aceitar essas pequenas diferencas.

Nesse momento questionamos quanto a conclusdo a que poderiam
chegar, mesmo com essa diferen¢ca minima. Obtivemos como resposta “somando os
quadrados dos lados vamos encontrar um valor (quase) igual ao quadrado da
hipotenusa”.

A quase totalidade dos alunos chegou a essa conclusdo. Alguns
trabalharam com calculadora, concluindo a atividade mais rapidamente; outros
cometeram alguns erros de multiplicagdo, atrasando o seu desenvolvimento.

Surgiram questionamentos como: Em qualquer tamanho de tridngulo
retangulo teremos esta conclusdo? A sugestdo, entdo, foi que aproveitassem o
restante da folha sulfite, recortassem outro triangulo retangulo e repetissem o
procedimento. Esta sugestdo foi seguida por alguns alunos e estes chegaram a
mesma concluséo.

Utilizando, entdo, a letra a para a hipotenusa, e b e ¢ para os catetos,

completamos essa atividade generalizando o teorema de Pitagoras 5% +¢% =a” ou

a2 =b2 +C2 ) hipotenusa

cateto

cateto

Levamos uma corda para a sala de aula e com a ajuda de alguns alunos
fizemos os treze nés e a fixamos na mesa para melhor visualizacdo do triangulo

retangulo.
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Em seguida, solicitamos a construcdo no caderno de um triangulo
retangulo, com lados medindo 3, 4 e 5 cm. Além disso, pedimos que em cada lado
do triangulo retangulo construissem um quadrado, quadriculassem esse quadrado
em quadrados menores de 1 cm, achando a area de cada quadrado. Os alunos
verificaram a relacdo existente entre as medidas dos lados de um tridngulo retangulo,
ja comentada, que foi a seguinte: a soma das areas dos quadrados construidos
sobre os catetos é igual a area do quadrado construido sobre a hipotenusa.

Optamos por desenvolver uma atividade diferente da que consta da
colecao Idéias & Relagbes, para relembrarmos o que é area de um quadrado e como
pode ser calculada, por entendermos que na atividade experimental da colecdo, o
aluno possa nao ter a percepcao de area somente preenchendo o quadrado sobre a
hipotenusa.

Concluimos que essas duas atividades experimentais fizeram que os
alunos se entusiasmassem e foi bastante proveitosa para introduzir o teorema.

Passamos entdo para o item Trocando idéias, que consiste em seis
exercicios, alguns de observacado sobre as medidas dos lados de um triangulo
retangulo e outros envolvendo calculo dos lados para termos um triangulo retangulo
usando o Teorema de Pitagoras.

Nesse item encontramos o0 questionamento: Podemos afirmar que a
hipotenusa é sempre o maior lado do triangulo retangulo?

Como pesquisadora e professora, acho esse questionamento bastante
interessante, pois da margem a varias justificativas, que foram solicitadas. Algumas
respostas obtidas para esta pergunta merecem ser mencionadas, tais como:

somente sim; ou, terd que ser o maior lado porque somando o0s quadrados dos

118



7

catetos é igual ao quadrado da hipotenusa; ou ainda, a hipotenusa é oposta ao
angulo reto.

A seguir passamos para as atividades de verificacdo do item Atividades
Matematicas.

Na primeira atividade, temos a informacdo de que os numeros 3, 4 e 5,
nesta ordem, sdao chamados ternos pitagoricos, por verificarem o Teorema de
Pitagoras e que, também, qualquer trio de numeros, multiplos destes, sera um terno
pitagdrico. Com esta explicagdo, os alunos teriam que descobrir 0 numero que
faltava para formar um terno pitagérico utilizando os numeros citados na atividade.
Os alunos responderam a esta questdo de duas formas: alguns utilizaram a
informacao dada descobrindo o numero pelos multiplos do terno dado, outros
aplicaram o Teorema de Pitagoras, desenvolveram as operagdes e também
descobriram o0 numero ausente no terno.

Observamos que todas as atividades, tanto as de observacado quanto as
que envolviam calculo numérico utilizando o Teorema de Pitagoras, foram de grande
interesse e nao surgiram questionamentos ou duvidas que comprovassem falta de
entendimento quanto ao seu desenvolvimento.

A seguir, na Atividade 2, encontramos trés atividades de demonstracao e
nas trés atividades encontramos as expressoes: “demonstre algebricamente” ou “use
a linguagem algébrica”. Acreditamos que se espera dos alunos uma demonstracao
formal utilizando a linguagem apropriada nas demonstracoes.

Passamos, entdo, para a primeira atividade de demonstragdo “A mais bela

prova”. Construimos no quadro a Figura 4.3.1 e os alunos foram questionados: Como

119



by

poderiam a partir dessas figuras chegarem a generalizagdo do Teorema de

Pitagoras?

Figura 4.3.1: A mais bela prova, livro da 8.2 série, p. 70.

A principio demonstraram nao ter a minima idéia do que deveriam fazer.
Relembramos, entdo, o conceito de areas de quadrados, de retangulos e de
triangulos, bem como composicdo e decomposicao de figuras. Surgiram
questionamentos sobre composicao e decomposicdo de figuras e exemplificamos
construindo no quadro um paralelogramo. Tracamos as alturas e recortamos
mostrando que outras figuras podem surgir compondo as pecas, como um retangulo.
Também fizemos a decomposi¢cdo da Figura 4.3.1 buscando levar os alunos a
constatarem que os dois quadrados sdo iguais, mas foram compostos de maneiras
diferentes.

Com essa decomposicado pretendiamos que os alunos retirassem os

triangulos retangulos dos dois quadrados e percebessem que restaria o Teorema de

Pitagoras, ¢ =a’+b?, onde c esta representando a hipotenusa. Em relagdo a
decomposicdo, verificamos que houve aproveitamento, mas esta ndo verificou-se

para generalizar o Teorema de Pitagoras.
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Como a solicitagdo do livro é para descrever essa demonstracdo do
Teorema de Pitagoras usando a linguagem algébrica, retornamos ao conceito de
area das figuras envolvidas na decomposicdo. Lembramos, ainda, o
desenvolvimento dos produtos notaveis realizando no quadro negro alguns
exercicios usando a propriedade distributiva. Também procuramos leva-los a somar
ou subtrair essas areas, com a finalidade de chegarmos ao Teorema de Pitagoras,
mas mesmo ao final da revisdo de alguns tdpicos, os alunos ainda ndo sabiam como
deveriam comecar essa demonstracao.

Percebemos que para produzir um texto de demonstracéo, e entendemos
que o livro referia-se a uma prova formal, se faz necessério organizar as
propriedades em sequéncias dedutivas, mas as atividades anteriores a
demonstragdo solicitada apareceram em forma de medicdo e de calculo do valor
desconhecido. Concluimos, entdo, que estas ndo deram suporte ao aluno para
realizar uma prova formal. Também as observacdes e questionamentos que foram
efetuados pelo professor ndo desencadearam conjecturas e processos que
pudessem levar as justificativas formais.

A segunda atividade de demonstragdo, chamada “A prova mais curta’,
utiliza a proporcao entre os lados dos triangulos semelhantes, conforme a Figura

4.3.2 a sequir.

A prova mais curta
E também a mais conhecida. Baseia-se na seguinte conseqiiéncia da se-

melhanca de tridngulos retdngulos: se m e n séo, respectivamente, as proje-
qOes dos catetos a e b sobre a hipotenusa ¢, temos a2 = me, b? = ne,
enquanto m + n = c. Somando as expresstes, temos a2 + b2 = 2,

Figura 4.3.2: A prova mais curta, livro da 8.2 série, p. 70.
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Também a solicitagdo encontrada no livro é descrever essa demonstragéo
do Teorema de Pitdgoras e mostrar os conhecimentos matematicos utilizados.
Novamente e ainda com as informagdes que constam na Figura 4.3.2, os alunos néao
apresentaram um texto de demonstragdo ou mostraram 0s conhecimentos
matematicos utilizando as expressdes citadas para chegar ao Teorema de Pitdgoras.

Como os capitulos anteriores ao Teorema de Pitagoras foram Semelhanca
de Tridngulos e Relagbes Métricas no Tridngulo Retangulo, procuramos incentivar os
alunos a desenharem os trés triangulos da figura separadamente, para montarem as
propor¢cdes entre os lados com mais facilidade e perceberem de onde haviam saido
as expressdes acima. Em seguida, desenhamos no quadro negro os trés triangulos
da figura, fazendo sua decomposi¢ao, e montamos todas as propor¢oes. Verificamos
o acompanhamento com interesse dos alunos nessa atividade. Quando
questionados se viam no quadro as igualdades que constam no exercicio, a resposta
foi afirmativa, mas somente dois alunos perceberam que poderiam chegar ao
Teorema, pois ja tinham pronto a® e b?, mas ndo souberam fazer a soma das
expressdes, Oou seja, ndo expressaram 0s argumentos em linguagem formal.
Terminamos entado a atividade, relembrando a fatoracao necessaria para desenvolver
a prova.

Na terceira atividade de demonstracdo chamada “A demonstracdo do
presidente”, Figura 4.3.3, também encontramos a solicitagdo: Descreva
algebricamente essa demonstracdo do Teorema de Pitagoras e escreva o

conhecimento matematico utilizado.
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Adrea do tapézio com bases &b  altraa-+ b égual & semivsoma das hses mulipl

Cada pel atra. Por utro lado, & mesma drea  também igual & soma das dres de s
tridnqulos retangulos. Portanto:

a4 :
-Qth[a+b]=ib+@+5
2 A (s

Figura 4.3.3: A demonstragao do presidente, livro da 8.2 série, p. 70.

Nesta atividade, a postura inicial dos alunos foi nhovamente ndo saber o
que fazer. Nossa intervencao foi feita procurando relembrar a area do trapézio.
Observamos maior participagdo dos alunos, pois ja tinham vivenciado duas provas,
sendo que estas utilizavam a decomposi¢cdo de figuras planas e calculo de érea,
desenvolvimento de expressodes algébricas utilizando a fatoracdo, mas ainda, no
decorrer da aula, outras duvidas referentes a tépicos anteriores foram surgindo,
sendo que procuramos esclarecer as duvidas pertinentes para o desenvolvimento
desta atividade. Acreditamos que todos os conhecimentos proporcionados pelas
demonstragdes anteriores possibilitaram que onze alunos continuassem a expressao
dada (Figura 4.3.3). Estes usaram corretamente a regra do cancelamento e
provaram o Teorema de Pitdgoras. Além disso, para nossa satisfagdo, dois alunos,
utilizando a linguagem escrita, descreveram corretamente alguns conhecimentos

matematicos que foram utilizados para chegar ao Teorema.
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Ainda que a tarefa solicitada aos alunos, ou seja, uma demonstracao
formal, ndo tenha se desenvolvido a contento, pois ao final da terceira prova poucos
alunos demonstraram, observamos que, no transcorrer do desenvolvimento das
atividades, estes conjecturaram e procuraram estratégias para sua realizagao, o que
despertou seu interesse, prova disso € que quando chegamos a terceira
demonstragédo tivemos um numero razoavel de alunos que apresentaram a atividade
desenvolvida.

A Atividade 3 envolve calculo de medidas desconhecidas em figuras,
sendo que esses tridngulos, quadrados e losangos usam o Teorema de Pitagoras.
Observamos que na atividade nao esta presente a indicagdo de os triangulos serem
retangulos, como também ndo encontramos a indicacdo de angulo reto nos
quadrilateros ou nas diagonais do losango. Vejamos a seguir a Figura 4.3.4 da

atividade.

Usando o Teorema de Pitdgoras, calcule as medidas desconhecidas:

Figura 4.3.4: Célculo de medidas desconhecidas, p. 70.
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Os alunos passaram por estes exercicios sem maiores questionamentos,
efetuaram os calculos utilizando o Teorema de Pitdgoras e também utilizaram a
decomposicao das figuras (b) e (d) para calcular a medida desconhecida.

Analisamos as Atividades 4 e 5 como uma introdu¢do para o préximo
capitulo que os alunos irao estudar, ou seja, os numeros irracionais. Na Atividade 4
temos um quadrado de lado / e diagonal d, e na Atividade 5 o aluno terda que
determinar a medida da altura de um tridngulo equilatero, conforme as Figuras 4.3.5

e 4.3.6 a seguir.

2Y Caleiil T : . S )
a) Calcule, no caderno, a medida da diagonal em funcao do lado .
l_“ ol - s | ] ] ]

b) Quanto mede a diagonal de um quadrado de lado 10 cm?

N e N i fe! o e fad L2 3
¢} Os resultados que vocé obteve sio dizimas periodicas? Converse com seu professor e
colegas sobre isso

Figura 4.3.5: Quadrado de lado / e diagonal d, p. 71.

Figura 4.3.6: Calcular a altura do tridngulo equilatero, p. 71.
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Como para estes exercicios utilizamos a calculadora, os alunos

verificaram que J2ou /3 sdo numeros que ndo possuem um periodo. Com essa
informacao, alguns alunos utilizaram a decomposicdo do quadrado e do tridngulo
equilatero, respondendo as duas atividades com numeros decimais contendo um ou
dois algarismos ap0s a virgula, e outros responderam utilizando numeros na forma
de radical.

Concluimos nao ser importante, nesse momento, a classificacao de V2 ou

\/3 como irracionais, mas introduzir outro tipo de numero que nao é dizima periddica,
ou seja, nao tem um periodo que se repete.
Na Atividade 6, o aluno tinha que determinar a area do tridngulo isosceles,

conforme a Figura 4.3.7.

Figura 4.3.7: Calcular a area do tridngulo is6sceles, p. 71.

Também nesta atividade os alunos, de imediato, aplicaram o Teorema de
Pitdgoras para determinar a altura do tridngulo isosceles e, em seguida, calcular a

sua area.
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Para finalizar as atividades do capitulo, temos a Atividade 7: calcular a

area do hexagono regular de lado 8 cm, conforme a Figura 4.3.8.

" Lembre-se: ™~
eI hexdgono reqular \
\ pode ser dividido em seis )

N tridngulos equr'ld‘rer*os/

Figura 4.3.8: Calcular a area do hexagono regular, p. 71.

A principio os alunos questionaram o significado da palavra “regular”.
Esclarecemos a duvida sem dificuldade solicitando que observassem com atencao a
informagao contida no baldo ao lado do hexagono. Apds a leitura do baldo, pedimos
para explicarem com suas palavras o que tinham entendido procurando eliminar
todas as duvidas ou confusdes que poderiam surgir. Em seguida, os alunos partiram
para a decomposicdo do hexagono regular em seis tridngulos equilateros.
Separaram um tridngulo equilatero, calcularam a altura utilizando o Teorema de
Pitagoras, para em seguida calcular sua area. De posse da area de um tridangulo
equilatero, multiplicaram esse valor por seis, achando o valor da area do hexagono

regular.
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4.3.1 Sintese da aula

Finalizamos este capitulo ap6s 17 horas-aula. Em relagdo as atividades
focadas nesse capitulo, quase todas, com excecao da Atividade 2, sdo aplicagdes da
propriedade para um exercicio de calculo que os alunos desenvolveram
satisfatoriamente. Salientamos que na Atividade 2, na qual os alunos deveriam
realizar trés diferentes demonstragdes do Teorema de Pitagoras usando linguagem
algébrica, o resultado ndo foi satisfatério, pois ao iniciarmos a atividade pouco
interesse ficou evidenciado na observagao dos alunos; além disso, eles nao tinham
idéia sobre o que seria necessario fazer. Foram algumas aulas de revisao sobre
decomposicdao e composicao de figuras planas, produtos notaveis, operacdes com
expressoes algébricas ou fatoracdo. Somente na ultima demonstracao onze alunos
conseguiram provar algebricamente o Teorema de Pitagoras, continuando a
expressao iniciada no livro (Figura 4.3.3); também comeg¢amos a perceber que houve
entendimento, pois participaram das explicagcbes e sugeriram caminhos para a
resolucdo da atividade. Para esta atividade necessitamos de 6 horas-aulas.

Como professora constatei a dificuldade dos alunos em compreender o
que era solicitado que desenvolvessem. O Teorema de Pitagoras foi iniciado
experimentalmente para em seguida solicitarmos uma demonstragédo algébrica, esta
utilizando conceito de areas, desenvolvimento de expressbes algébricas e
semelhanca de tridngulos, conhecimentos estes que 0s alunos possuem, mas cuja

demonstragdo parece nao ter sentido, pois estdo acostumados a aplicar
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propriedades na resolugao de exercicios para achar valores desconhecidos e validar
esse valor.

Percebemos que no inicio das explicacbes de como fariamos uma prova
utilizando conhecimentos anteriores, alguns alunos desinteressaram-se, talvez
porque muitos ndo lembravam o que haviam aprendido sobre &rea ou fatoracao de
expressoes, e concluimos que seria necessario rever alguns tépicos. Partimos entdo
para a resolugado de alguns exercicios em que os alunos teriam que representar por
meio de uma expressao algébrica a area de alguns poligonos. Nesses exercicios
utilizamos a fatoracdo e também decomposicado das figuras dadas em quadrados,
tridngulos e retangulos, tendo como finalidade achar a area total das figuras. Nosso
objetivo nessa revisao foi proporcionar aos alunos o maior nimero de informacodes
para, eventualmente, preencher alguma lacuna em seu conhecimento, dando-lhes

suporte para realizar as provas do Teorema.

4.4 Analise da resolucao das atividades da Seqiiéncia de
Atividades 3 (S-AT3)

A terceira sessao foi desenvolvida no dia 5 de julho de 2007. Esta sessao
realizou-se na escola estadual em que estudam os alunos envolvidos e local de
trabalho da pesquisadora, ocasido em que foram aplicadas as atividades da S-ATS3.
Esta terceira sequéncia € composta por sete atividades que podem ser realizadas

utilizando o Teorema de Pitagoras e retiradas de outros capitulos do livro da 8.2
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série. Para a realizagcdo dessas atividades o aluno podera utilizar o Teorema de
Pitagoras. Inclusive algumas destas vém com a sugestao de utilizacdo do teorema.

Participaram desta seqiéncia as mesmas duplas de alunos que
desenvolveram as S-AT1 e S-AT2. O encontro para realizagdo das atividades teve a
duragdo de uma hora e cingienta minutos. A aplicacdo desta terceira sequéncia
desenvolveu-se apés a aplicacao do capitulo Teorema de Pitdgoras em sala de aula,
com um total de 17 horas-aula para sua conclusdo. O encontro para realizacao das
atividades transcorreu tranquilamente, as duplas apresentaram poucos
questionamentos, e com isso a interferéncia da pesquisadora somente ocorreu
quando solicitada.

Da mesma forma que nas sessdes anteriores, apés 0 término da
seqliéncia as duplas foram questionadas quanto as dificuldades encontradas na
realizacdo das atividades e trocamos informacdes sobre as atividades, socializando
assim os conhecimentos.

A seguir descrevemos o desenvolvimento da sesséao.

A Atividade 1 (Figura 4.4.1) esta inserida na introducdo do capitulo
Numeros Irracionais, sendo que 0 objetivo esta em introduzir os valores decimais
infinitos, os quais nao formam dizima periddica. Para isso, os alunos utilizaram a
calculadora e verificaram que os resultados sdo numeros decimais sem nenhuma
regularidade nas ordens decimais; concluiram, entdo, que ndo podem ser escritos
como razao de dois numeros inteiros e por isso ndo sao racionais. Nesse caso,

chamamos a esses numeros de irracionais.
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a) Calcule as medidas das hipotenusas desses tridngulos usando o Teorema de
Pitagoras. Deixe os valores indicados na forma de radical.

o Yo .4L’
) o= bYe” ) B B,

¥ 3
.. 1\ o f
woi'= 12345, ) %
o= v Y Y =
wo= 3

wo =3

i L €L
Ay ¢ C N
DR Pr(A7) N -pr &) Biesis L L?

4= 1xd

o P

= Ate
o = %
—

w ="\

Figura 4.4.1: Resolugéo da Atividade 1 envolvendo numeros irracionais.

As duplas utilizaram o Teorema de Pitdgoras nos dez tridngulos,
verificaram que duas das hipotenusas sdo numeros racionais. Observaram também
que, continuando a construir os triangulos retangulos, teremos um caracol com
valores para a hipotenusa aumentando, intercalando com alguns numeros racionais.

Na préxima atividade (Figura 4.4.2) apresentamos o sétimo problema do
mesmo capitulo. Trata-se de um problema enfocando a constru¢do de um telhado e

para isso sera necessario calcular a medida dos caibros do telhado.
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. Um carpinteiro precisa construir o telhado de umna casa. Para isso, ele precisa calcular o
comprimenta dos caibros do telhado.

Observando a figura, vocd pode verificar a presenca de um tridngulo retdngulo.
Desenhe-o0 em seu caderno.

a) Que elemento desse tridngulo representa o compnmcnto do cenbro?

b) As outras medidas representam quais elementos o’o tnang QW

) Qual é o comprimento do caibro? I Lol

53 o Te.oremu
de Pitdgoras para
descobrir.

d) Para encontrar a medida aproximada do comprimento do caibro, é preciso calcular a

V10. Para fins praticos, usam-se apenas duas casas decimais. Qual a medida do
caibro, em metros? D A6 e

Figura 4.4.2: Resolugéo da Atividade 2 — comprimento do caibro do telhado.

Houve o questionamento sobre o que é um caibro. Consultamos, entéo, o
dicionario esclarecendo que é uma peca de madeira retangular usada em armacgodes
de telhados, soalhos etc. Em seguida, as duplas verificaram o tridngulo retangulo,
respondendo aos itens (a), (b), e aplicaram o Teorema de Pitagoras, como sugerido,
para resolver o item (c).

No capitulo Trabalhando com varias idéias e relagbes encontramos
atividades retiradas das Olimpiadas de Matematica, e aplicamos as Atividades 8

(Figura 4.4.3) e 9 . As duas atividades oferecem um desafio e, para resolvé-las, as
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duas duplas necessitaram um tempo maior que as demais, havendo inclusive troca

de informagdes entre elas. A seguir, vejamos a Figura 4.4.3 da Atividade.

8. Este tabuleiro da xadrez é formado por quadrados de lado igual a 1. Como um cartao
guadrado de lado 1,5 poderia ser colocado no tabuleiro de modo a tocar o maior
nuimero de quadrados (n)? Qual o valor maximo possivel de n?

Verrquue
sua resposta com
fabuleiro e o cur'mu que
seu professor vai
en’rragur‘

tg%v’w\m, ‘U‘W Xﬂm‘i{zﬁm
£ Aoy ROUWPRAUL Y8 JW\CJC)O\:/W\B & O o-druo-0F Y

Oy e Wopussdrods doao Jogd _R"D Ldgel «ctgo,ctefwm,(
%W}r "“{'P\ME}(L“" WU WL YUl g |
q"’h Qs WO WQua dnoocl® v lCaneDi. .

Figura 4.4.3: Resolugao da Atividade 8 inserida no capitulo Trabalhando com varias idéias e
relagées.

Na busca da solugéo para o tabuleiro de xadrez, as duas duplas utilizaram
o quadrado de 1,5 no tabuleiro, fazendo experiéncias; isso ocorreu em varias
tentativas. Nas primeiras experiéncias, chegaram a conclusdo de que tocaria
somente 4 quadradinhos. Nesse momento houve a interferéncia da pesquisadora,
relendo o problema e salientando que o quadrado de 1,5 teria que tocar o maior
namero de quadrados possivel. Com isso os alunos passaram a fazer novas
experiéncias manipulando o quadrado no tabuleiro € chegaram a outros valores,

como: tocaria em 5 quadrados, 7 quadrados ou 9 quadrados. Novamente
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interferimos para auxiliar os alunos na elaboracao de estratégias de resolucao, pois
eles perceberam que estavam achando varias solugcdes, demonstrando inseguranca
e procurando saber se estavam certos ou o que deveriam fazer para ter certeza do
resultado. Para orientar, sugerimos que verificassem as medidas dos quadrados e
questionamos se ndo poderiam aplicar algum calculo numérico para validar a
resposta encontrada.

Orientando dessa forma pretendiamos que as duplas procurassem a
medida da diagonal do quadrado maior, encontrando aproximadamente 2,1 para sua
diagonal e verificassem que esta medida é maior que a soma de dois lados dos
quadrados do tabuleiro. Com essa informagdo as duplas verificariam, fazendo
experiéncias no tabuleiro, que 12 quadrados poderiam ser tocados.

As duas duplas fizeram experiéncias e chegaram a conclusdao que
poderiam ser tocados, no maximo, 9 quadrados do tabuleiro — isto somente por
tentativas, portanto esta conclusao esta classificada dentro dos niveis de Balacheff
como empirica.

Ainda nesse mesmo capitulo, aplicamos a Atividade 9 (Figura 4.4.4),

despertando grande interesse das duplas.
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9. Num tridngulo isésceles, a base mede 10 e os lados iguais
medem 13. Existe um outro tridngulo isésceles com lados
iguais medindo 13 e com a mesma drea do primeiro. Quanto
mede a base desse tridngulo?

13

2 : - =do.12
x&-a 4+ S=y  jordd=d
= oL :; 4,4———\21
+J= o
K+AV=16] Yo =4D0

Lo} : - :
X=1469-25 = aome oo Y
k-—’:‘a__qu =60 o G UL D

elesreuy
PC=‘ﬁ_(;£T . Tl 6O

X =43

Figura 4.4.4: Resolugao da Atividade 9 inserida no capitulo Trabalhando com varias idéias
e relagébes.

Nesta atividade, os alunos recortaram o tridngulo isésceles na altura,
percebendo imediatamente a existéncia de dois tridngulos retangulos, sendo
necessario entao calcular a altura dos triangulos retangulos. Aplicaram o Teorema de
Pitagoras e, em seguida, fazendo manipulagdes, localizaram outro tridngulo
isésceles cuja base era composta pelas duas alturas dos tridngulos retangulos que
foram recortados a partir do tridngulo isosceles. Salientamos inclusive que uma das
duplas, apds determinar a medida da nova base, provou que as areas sao iguais,
determinando a area do primeiro tridngulo isésceles e do segundo triangulos
isosceles.

Na atividade seguinte, o objetivo é calcular os lados de um triangulo
retangulo. Essa atividade aparece no capitulo Utilizando equagdes do 2.° grau para

resolver problemas, conforme a Figura 4.4.5 a seguir.
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Figura 4.4.5: Resolugéo da Atividade 7 constante no capitulo Utilizando equagées do 2. grau

para resolver problemas.

Analisando esta atividade, percebemos que as duplas utilizaram a
sugestao indicada na figura ao lado do triangulo retdngulo e aplicaram corretamente
o Teorema de Pitagoras para calcular o valor da variavel. Apds terem desenvolvido
os binbmios, chegaram a uma equacao completa do 2.% grau, tépico este que ainda
nao foi ministrado na sala de aula.

Nesse momento, as duplas solicitaram a ajuda da pesquisadora,
questionando como fariam para resolver o exercicio. Nossa orientagdo foi no sentido
de fazer os alunos pensarem em alguma estratégia que fosse apropriada para
resolver o problema. Procuramos relembrar um pouco das expressoes algébricas ja
vistas, como fatoragdo de um trinbmio quadrado perfeito, mas nesse caso

estimulando-os a perceber que teriam que “arrumar” a expressao para chegar a um
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trindmio quadrado perfeito. Outra orientagdo sugerida consistia em estimar o valor da
incégnita, sendo que, por tentativa, encontrariam o valor dos lados.

Analisando esta atividade percebemos que as duplas resolveram por
tentativas, ou seja, atribuiram valores para a incognita na expressédo com a finalidade
de chegar a uma igualdade. Nesse caso, as duplas substituiram na expressao o
valor 2 para a incognita e chegaram a igualdade 25 = 25 e 20 = 20. Percebemos
também que as duplas substituiram no tridngulo retadngulo o valor encontrado € com
isso acharam um lado negativo, o que nao poderia ocorrer, mas nao alteraram a
resposta.

A proxima atividade refere-se a area de dois tridngulos retadngulos. Esta

Atividade 5 esté inserida no capitulo Calculando areas, conforme a Figura 4.4.6.
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Calcule a rea dos tridngulos retdngulos abaixo:

Qe fiiar
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Calcule a area dos tridngulos retdngulos abaixo:
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Figura 4.4.6: Resolugéo da Atividade 5 encontrada no capitulo Calculando areas.
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Analisando a atividade verificamos que para calcular a area dos dois
triangulos retdngulos as duplas nao apresentaram dificuldades. Seguiram por
caminhos diferentes e desenvolveram muito bem o exercicio.

Uma dupla trabalhou com a definicdo de triangulos semelhantes.
Constataram que a altura de um triangulo retangulo em relagédo a hipotenusa divide-o
em outros dois tridngulos retédngulos semelhantes. Desenvolveram o Teorema de
Pitagoras para determinar a altura do tridngulo retdngulo e em seguida calcularam a
area desse triangulo.

Também observamos que a outra dupla fez uso das igualdades,
chamadas de relagbes métricas no tridngulo retdngulo, topico este desenvolvido em
aulas anteriores ao Teorema de Pitdgoras. Ao utilizar as relagdes, a dupla
desenvolveu alguns calculos bastante trabalhosos, abandonaram esses calculos e
iniciaram outros, ainda utilizando as relagdes métricas, com desempenho muito bom.
Também teriam chegado a area correta do tridngulo retangulo, nao fosse a distracao
de esquecer a poténcia, ocorrida provavelmente pelo fato de terem optado por
trabalhar com célculos envolvendo as relagdes, que se tornaram longos e cansativos.

Retiramos esta ultima atividade do capitulo Trigonometria. A Atividade 6

(Figura 4.4.7) envolve os conceitos de triangulo equilatero e triangulo retangulo.
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Considere um tridngulo equildtero de lado 1. A altura h desse tridngulo divide a base ao

meio:

O trigngule
ABH &
retangulo?

a) Aplique o Teorema de Pitdgoras neo tridngule ABH e obtenha uma férmula para
calcular a altura h, conhecendo-se a medida do lado 1

b} Calcule a medida de h quando:
I =—acm 2 = a6 cm

L =3cm

1 =15ecm
- 4 oy

S =

S

Lo - 3L (1)

diepe e
= 2% N = hede ! 33

Z' By oS )
& —\EE S g\wj*
=t — St

Considere um tridngulo equildtero de lado L. A altura h desse tridngulo divide a base ac

meio:

o O trigngula
ABH &
reténgulo?

a) Aplique o Teorema de Pitageras no triangulo ABH e obtenha uma férmulza para
calcular a altura h, conhecendo-se a medida do lado .

b} Calcule a medida de h quando:
I=4cm 1 = 4.6 cm

1 =43cm 2=15cm

V3TN 3. Ve

AV = NFEVE

FVR enmn

Figura 4.4.7: Resolugéo da Atividade 6 retirada do capitulo Trigonometria.
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Seguindo a sugestdo constante na atividade, as duplas aplicaram o
Teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo, triangulo este que foi obtido a partir da
altura do triangulo equilatero. Algumas duvidas surgiram durante o desenvolvimento

algébrico, como: se era necessario utilizar minimo multiplo comum (m.m.c.) e o0 que

2
- 31 , . . )
fazer com a expresséao h = ,/ i Tentamos relembrar os nimeros irracionais e as

propriedades da multiplicacdo e divisdo de radicais utilizadas para simplificar
expressdes. Com isso, os calculos foram efetuados e as duplas chegaram a formula
para calcular a altura desse triangulo.

Sem apresentar mais duvidas, trabalharam com a férmula e as medidas
dos lados, em centimetros dados na atividade, determinando, assim, o valor da altura
pedida.

Apds o desenvolvimento da S-AT3, procuramos rever todas as atividades
desenvolvidas com o objetivo de esclarecer alguns pontos. As duplas foram
questionadas quanto as dificuldades encontradas na realizacdo da sequéncia, pois
resolveram atividades que constam em capitulos ainda nao estudados por eles.
Também comparamos as atividades, verificamos alguns enganos e procuramos
esclarecé-los.

Com relacdo a Atividade 7 (Figura 4.4.5), que consta no capitulo
Utilizando equacgdes do 2.° grau para resolver problemas, as duplas localizaram o
valor da incognita, x = 2 por tentativas. Quando substituiram esse valor no triangulo
retAngulo para calcular as medidas dos lados, acharam um lado com medida

negativa. Foram questionados da seguinte forma:
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Pesquisadora: Quando vocés substituiram x por 2, acharam um lado com medida
2 - 5 = -3. Pode existir lado negativo no triangulo retangulo?

Dupla A: Acho que nao.

Pesquisadora: Entdo como vocés explicam o valor -3?

Dupla B: Eu achei estranho dar -3, mas quando substituimos os valores no
Teorema de Pitagoras deu resultado 25 = 16 + 9, que deu certo.

Pesquisadora: Dupla A, por estimativa, vocés verificaram que uma das respostas
da equacao é 2, mas quando substituiram no triangulo retangulo ndo acharam
estranhas as medidas dos lados?

Dupla A: Na hora ndo lembrei que valor negativo ndo podia ser resposta.
Pesquisadora: Nesta equacao do 2.° grau temos duas respostas que satisfazem
a equacao, vocés acharam uma, x = 2, mas no nosso problema, precisamos de
um valor para x que substituindo no triangulo retdngulo teremos lados positivos.
Dupla A: Precisariamos continuar nas tentativas até achar o numero.
Pesquisadora: Se continuassem nas tentativas vocés chegariam ao numero 10.
Substituindo no tridngulo retangulo encontrariam lados com as medidas 5, 12 e
13.

Pesquisadora: E quanto a fatoragdo da expressao —x*+ 12x = 20?

Dupla A: Quando a senhora comentou, até tentamos, mas nao lembramos como
faz.

Pesquisadora: Na expressdo — x* + 12x = 20, multiplicamos por -1 e teremos  x°-

12x = -20, somando em ambos 0s membros os nimeros 36, passam a ter X2 -

12x + 36 = -20 + 36, com isso chegaremos ao trinémio quadrado perfeito X2 -
12x + 36 = 16 que usando a fatoragdo sera igual a (x - 6)> = 16. Com esta

expressao vocés chegariam a x = 10.
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Dessa forma os alunos verificaram a possibilidade da existéncia de formas
diferenciadas para resolver um problema.

Em relacdo a Atividade 8 (Figura 4.4.3), temos um problema retirado das
Olimpiadas de Matematica, que privilegia a elaboracdo de estratégias para
resolucdo. As duplas buscaram a solugdo em conjunto, com destaque para

manipulagdes e conjecturas. Transcrevemos 0s seguintes comentarios:

Pesquisadora: Na Atividade 8, quais as dificuldades que vocés sentiram?
Entenderam a proposta do problema?

Dupla B: No comeco nés mudamos varias vezes a posicdo do quadrado e
achamos sempre 4 quadradinhos.

Dupla A: N6s recortamos o quadradinho de 1,5 de lado e colocamos de varias
maneiras no tabuleiro.

Pesquisadora: E em quantos quadrados do tabuleiro o quadrado maior tocou?
Duplas A: s6 9 quadradinhos.

Dupla B: quando a senhora falou em algum calculo n&o entendi.

Pesquisadora: Estava tentando orientar sobre a medida da diagonal do quadrado
maior. O exercicio pede o valor maximo possivel. Aplicando o Teorema de

Pitagoras verificamos que o comprimento da diagonal do quadrado de 1,5 de
lado é /4,5 e usando a calculadora vocés achariam aproximadamente 2,1.

Como cada quadrado do tabuleiro tem 1 de lado e 2,1 é maior que o
comprimento de dois quadrados, acertando a diagonal do quadrado no tabuleiro,
ela ultrapassaria um pouquinho dois quadrados (1 mm), com isso, contando os

quadradinhos do tabuleiro, teriamos 12 quadrados tocados.
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Concluimos, analisando a sequiéncia, o0 bom aproveitamento das duplas
no tépico Teorema de Pitagoras desenvolvido em sala de aula. Minha satisfacao se
fez sentir, pois as duplas gostaram dos exercicios, em especial do retirado das
Olimpiadas de Matematica. As dificuldades demonstradas referem-se a topicos
vistos em aulas ou anos anteriores, o que justifica a dificuldade de desenvolver
algumas expressdes ou o0s erros verificados nos exercicios. Também verificamos que
as fungdes de validacdo e explicacdo citadas por De Villiers (2001) estiveram

presentes nas atividades.

4.5 Sintese

Neste capitulo focamos o capitulo Teorema de Pitagoras na colecao
didatica, analisamos suas atividades e as atividades que aparecem em outros
capitulos utilizando o teorema para sua resolugao.

Também descrevemos o desenvolvimento do capitulo em sala de aula e
aplicamos a Sequéncia de Atividades 3 contendo exercicios encontrados em outros
capitulos do livro da 8.2 série, para cuja resolucao pode ser utilizado o Teorema de
Pitagoras.

A seqguir faremos a conclusdao de nossa pesquisa e sugerimos uma
atividade de construgéo dirigida sobre angulos do triangulo, para ser desenvolvida

em ambiente computacional.
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CONCLUSAO

1. Introducao

O objetivo deste trabalho foi analisar uma colegao de livros didaticos
indicada no Programa Nacional de Livros Didaticos no ano de 2005.

Na analise da colecao procuramos verificar a aplicacdo de atividades em
sala de aula, e trabalhamos com duplas de alunos de maneira como o livro propde
com o objetivo de examinar se os conteudos abordados no livro didatico, sua
metodologia e seus exercicios dariam a oportunidade ao professor de fazer um
trabalho junto a seus alunos com vistas ao desenvolvimento das habilidades de
argumentacao e prova matematica.

Verificamos a passagem do empirismo para o conceitual nas atividades
que séo apresentadas no livro didatico e, como professora, quais as intervencdes e
estratégias necessarias para gerenciar uma situacdo em sala de aula, com a
finalidade de conduzir e desenvolver de maneira satisfatéria uma atividade.

Para nossa pesquisa foram fundamentais as leituras efetuadas com vistas
a analisar uma colegcdo didatica. Pudemos verificar que para De Villiers (2001) a
prova possui varias fungdes na Matematica, como: verificacdo, explicagao,
descoberta, sistematizacdo, comunicagao e desafio intelectual; e faz sentido iniciar
os alunos nas varias fungdes, numa espécie de espiral em que as fungdes sao

retomadas e ampliadas.
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Também vimos que para Balacheff (1988) existem duas categorias de
provas produzidas por alunos: provas pragmaticas e provas intelectuais. O autor
distingue ainda quatro tipos de provas conceituais e pragmaticas: empirismo
ingénuo, experiéncia crucial, exemplo genérico e experiéncia mental.

As provas pragmaticas sdo explicacdes que ocorrem de agdes diretas
sobre certas representacbes de objetos matematicos, ou seja, caracterizam-se por
seu carater indutivo, enquanto as provas intelectuais ndo dependem apenas da agao
efetiva sobre a representacdo, mas baseiam-se nas acOes interiorizadas e no
discurso logico-dedutivo, e caracterizam-se por seu carater dedutivo.

A metodologia para este trabalho foi composta de duas partes. A primeira
envolveu um levantamento de atividades da colecao relacionadas a prova, em dois
topicos principais: “Paralelas e Propriedades dos Tridangulos” e o “Teorema de
Pitagoras”. A segunda parte envolveu a aplicacdo de trés seqiéncias de atividades,
que chamaremos de S-AT1, S-AT2 e S-AT3, bem como o desenvolvimento do
capitulo “Teorema de Pitagoras” em sala de aula.

Nesta segunda fase, as seqiéncias de atividades foram aplicadas em
duas duplas de alunos da 8.2 série do ensino fundamental.

Procuramos investigar como os alunos interagem com essas atividades,
anotando seus sucessos e as principais dificuldades. Também verificamos as
dificuldades apresentadas pelo professor e as intervencbes que se fizeram

necessarias para o desenvolvimento dos referidos conteudos.
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2. Principais resultados

Foram aplicadas trés seqléncias de atividades, tais como aparecem no
livro didatico. A primeira e segunda seqiiéncias sao capitulos inteiros retirados do
livro da 6.2 e 7.2 série, respectivamente.

Na primeira seqiéncia aplicada (S-AT1), enfocando Angulos e Tridngulos,
os exercicios foram classificados como empiricos, pois todos utilizam medicao e
recortes. Também verificamos que as duas duplas apresentaram as mesmas
dificuldades, sendo estas na leitura e constru¢cdo de angulos e, principalmente, em
trabalhar com os instrumentos de medida. Essas dificuldades ndo se relacionam a
aspectos do processo de prova. Nossa intervengao foi minima, esclarecendo a leitura
de angulos e como medir angulos utilizando o transferidor; definindo bissetriz e,
como complemento, encontrar a bissetriz de um angulo utilizando régua e compasso,
ou seja, a intervengdo ocorreu principalmente no sentido de ajuda-los com os
instrumentos de medida.

Na segunda seqUéncia de atividades (S-AT2) sobre Retas Paralelas, as
duplas agiram de forma totalmente diferente. Em todos os exercicios surgiram
duvidas e foi necessaria nossa intervencao. Nesta sequiéncia, localizamos atividades
associadas tanto a provas pragmaticas como também a provas conceituais, mas nao
encontramos atividades que possam contemplar a passagem do empirico para o
conceitual.

Verificamos o cuidado da autora com essas atividades, geralmente
introduzindo em forma de estudo dirigido novos conceitos, mas em nossa analise a

maioria das propriedades foi estudada empiricamente, e os encaminhamentos das
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atividades deram énfase ao calculo algébrico e ndo ao geométrico, pois em muitos
exercicios a atencao deixou de ser nas propriedades geométricas, e com isso 0s
alunos foram levados a relembrar outras atividades para concluir uma resolugéo.

Acreditamos que poderiam ter sido utilizadas expressdes mais simples,
para que o enfoque geométrico permanecesse em primeiro plano. Além disso,
entendemos que a passagem dos argumentos empiricos, com exercicios de
validacdo, de verificacdo experimental para uma demonstracdo formal é efetuada
repentinamente, ndo envolvendo o aluno no processo de construgcdo gradual do
conceito da prova.

Em relacdo a sequéncia das atividades realizadas com os alunos, os
resultados indicaram que, mesmo depois de concluir as atividades propostas, a
principal estratégia utilizada pelos alunos continuou sendo o empirismo, ou seja, 0
pouco contato com provas conceituais nao resultou na sua apropriagao.

Também devemos ressaltar que foram feitas varias intervencdes nesta
seqliéncia, com explicagcdes sobre a atividade ou revisbes sobre os tdpicos
necessarios para sua resolucdo. Como professora, fazer este trabalho de mediacao
€ extremamente dificil, pois ndo existe um limite estabelecido para perceber até que
ponto poderia responder aos questionamentos sem comprometer a aprendizagem
dos alunos, ou seja, houve momentos em que a responsabilidade pela resolucdo das
atividades ficou com a professora e nao com os alunos.

Em sala de aula, com um total de 41 alunos da 8.2 série, desenvolvemos o
capitulo Teorema de Pitdgoras. Temos neste capitulo varias atividades pragmaticas
e trés demonstragdes formais, mas, novamente, ndo encontramos atividades que

possam contemplar a passagem do empirico para o conceitual.
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Talvez esse tenha sido um fator que contribuiu para o resultado nao tao
satisfatério na atividade em que os alunos deveriam realizar trés diferentes
demonstragcdes do Teorema de Pitdgoras usando linguagem algébrica, pois ao
iniciarmos essa atividade observamos pouco empenho dos alunos, como também
que eles ndo tinham idéia sobre o que seria necessario fazer. Para isso, foram
necessarias algumas aulas de revisdo sobre decomposi¢do e composicao de figuras
planas, produtos notaveis, operacbes com expressoes algébricas ou fatoracdo —
desviando a aten¢do mais uma vez do tema prova.

Na ultima dessas trés demonstracdes, entretanto, 11 alunos conseguiram
provar algebricamente o Teorema de Pitagoras, continuando a expressao iniciada no
livro, participando das explicagdes e sugerindo caminhos para a resolugcdo da
atividade. A conclusdo a qual chegamos é que depois da intensa intervencao de
nossa parte, alguns alunos comecaram a entender o que era esperado para uma
prova formal, mas, infelizmente, essa foi a ultima atividade dessa natureza no
capitulo.

Consideramos também que no capitulo encontramos muitos exercicios
para aplicar a propriedade e determinar o valor desconhecido, e somente trés
atividades de demonstragéo. Julgamos ser conveniente haver mais atividades deste
tipo e reduzir as atividades de aplicacdo da propriedade.

Também observamos que no livro da 7.2 e da 8.2 séries a autora utiliza a
mesma linguagem, referindo-se a uma “demonstragdao algébrica” no dominio
geométrico. Concluimos entdo que os alunos devam chegar a uma prova formal do
teorema. Neste ponto identificamos a mudanca subita de nivel e a provavel ruptura,

pois as atividades sao apresentadas de forma empirica, privilegiando a validacao, a
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verificacdo experimental, para em seguida propor atividades de demonstracéo
algébrica.

A falta de familiaridade dos alunos com provas, tendo em vista as poucas
atividades sugeridas, € outro aspecto que devemos ressaltar. Tentamos contornar
essa dificuldade por meio de intervengdes com revisdes de outros topicos, mas
acabamos resolvendo junto com os alunos as provas e poucos se apropriaram dos
conhecimentos utilizados.

A terceira sequéncia, denominada S-AT3, foi retirada de alguns capitulos
que aparecem apds o capitulo Teorema de Pitagoras. Essas atividades envolvem
conhecimento geométrico e também algébrico, mas resumem-se na aplicacdo do
teorema para determinar um valor desconhecido.

Os resultados verificados nesta seqiéncia sao bons. Fizeram-se
necessarias poucas intervencoes e estas apenas no sentido de rever tépicos vistos
anteriormente. Estiveram presentes nessas atividades as fungcbes de validagao,
comunicacgao e explicacdo citadas por De Villiers (2001), e verificamos fazer sentido
iniciar os alunos nas varias fungdes, numa espécie de espiral em que as fungdes sdo

retomadas e ampliadas.

3. As questoes de pesquisa

As questdes de pesquisa, elaboradas com o intuito de analisar uma

colegdo de livros didaticos, serao respondidas de acordo com essa analise,
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verificando nao s6 o desenvolvimento das seqléncias de atividades aplicadas em
duplas de alunos, quanto a discussao da aplicagao de atividades em sala de aula.

1.28) Os conteudos abordados no livro didatico, sua metodologia e seus

exercicios dariam a oportunidade ao professor de fazer um trabalho, junto

a seus alunos, com vistas ao desenvolvimento das habilidades de

argumentagao e prova matematica?

No livro didatico encontramos atividades de apropriacéo, atividades para
resolucdo de problemas e também atividades de demonstragdo algébrica.
Considerando a linguagem utilizada na apresentacao dessa atividade, julgamos que
a autora usa os termos “prova’ e “demonstracdo” como sinénimos. Acreditamos
também ser uma tendéncia da autora querer uma prova expressa em linguagem
algébrica. A nosso ver, estdo em geral faltando na colecao exercicios exigindo
provas baseadas em propriedades geométricas (provas conceituais), e nao
necessariamente demonstracoes algébricas.

As atividades apresentadas nos livros didaticos dao oportunidade para o
professor realizar um trabalho junto a seus alunos, uma vez que localizamos varios
exercicios de validacao e de verificacao experimental, chamando a atencao para a
importancia de provar. Verificamos que o problema estd na passagem brusca de
exercicios empiricos em diversos niveis de verificagdo para as demonstracoes
formais, referindo-se as provas algébricas, sendo esta a grande lacuna que
encontramos, pois as atividades aparecem de forma empirica para em seguida ser
solicitada uma demonstracao algébrica.

Encontramos nos Parametros Curriculares Nacionais indicacdes de que

para o 3.2 ciclo do Ensino Fundamental (5.2 e 6.2 séries) a argumentacao deve estar
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ligada a capacidade de justificar uma afirmacao, sendo que o argumento sera aceito
se estiver sustentado por conteldos matematicos. Assim, a argumentagcao esta mais
proxima dos discursos espontaneos regidos mais pelas leis da coeréncia da lingua
materna do que pela I6gica formal que sustenta a demonstracdo (BRASIL 1998, p.
70).

Portanto, no “teorema da soma das medidas de angulos internos de um
tridngulo”, apresentado na colegdo, verificamos a experimentacdo por meio de
dobraduras e recortes dos angulos do triangulo considerado, evitando, assim,
excessos de simbologia.

Quanto ao 4.° ciclo (7.2 e 8.2 séries), observamos como sugestdao dos
PCN, que o estudo deve ter como ponto de partida a andlise das figuras por
observacdo, manuseio e construgdo, que permitam fazer conjecturas e identificar
propriedades. Nesse ciclo os problemas de Geometria fardo que o aluno tenha seus
primeiros contatos com a necessidade e as exigéncias estabelecidas por um
raciocinio dedutivo (BRASIL 1998, p. 86).

Concluimos que a colecao corresponde a sugestao dada nos Parametros
Curriculares, mas salientamos novamente que ndo encontramos atividades que
fazem a ligacao entre provas empiricas e provas conceituais, ou seja, esta passagem
nao esta destacada suficientemente, ao nosso ver, nos PCN.

2.2) Como a passagem do empirismo para o conceitual € contemplada nas

atividades apresentadas nos livros da colecdo?

Entendemos que as atividades apresentadas no livro didatico nao

privilegiam a passagem do empirismo para o conceitual. O professor terd que atuar
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na lacuna verificada entre uma atividade empirica para em seguida partir para uma
prova formal.

Uma das dificuldades apresentadas pelos alunos é como proceder para a
resolucdo: Quais conhecimentos serdo utilizados? O aluno tem dificuldade em
descobrir no enunciado 0s pontos que levam ao uso de determinada propriedade e a
partir de certos dados mobilizarem os conhecimentos adequados.

Nesse contexto, o professor terd que trabalhar nesta lacuna. O aluno sera
induzido a perceber que, na prova, devemos observar a necessidade de que cada
afirmacao realizada precisa de uma justificativa e, além disso, deve derivar da
anterior, para que a prova tenha organizagao l6gica em suas afirmacoes.

3.2) Quais intervengdes por parte do professor sdo necessadrias para

ajudar seus alunos a negociar essa passagem?

Como professora e pesquisadora, constatamos varias vezes a dificuldade
dos alunos em compreender a atividade. Verificamos que os topicos estudados
foram introduzidos experimentalmente, por meio de recortes ou de medigdes, para
em seguida termos como solicitagcdo uma demonstracao algébrica.

Também verificamos que nas atividades de prova, quando iniciamos as
explicagbes de como fariamos uma prova utilizando conhecimentos anteriores,
alguns alunos desinteressaram-se, talvez porque ndo tenham lembrancas sobre o
topico enfocado no momento. Verificamos, ainda, que o aluno tem a tendéncia de
utilizar as propriedades estudadas recentemente, mas tem dificuldade de utilizar
conhecimentos anteriores.

Nesse momento o professor deve intervir proporcionando ao aluno

conhecimentos para desenvolver uma atividade. Essa intervencao se da por meio de
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revisbes de assuntos pertinentes, revendo propriedades e resolvendo exercicios.
Nosso objetivo nessa revisdao é proporcionar 0 maior numero de informacdes para,
eventualmente, preencher alguma lacuna em seu conhecimento, com isso lhe dando

suporte para realizar as provas exigidas.

4. Sugestao de atividade utilizando ambiente dinamico

Na colecdo didatica analisada ndo encontramos referéncias ao uso do
computador. Assim, tomamos a liberdade de sugerir uma atividade para ser
desenvolvida com os alunos em ambiente informatizado, recurso este que podera
ajuda-los na superacao de obstaculos préprios ao processo de aprendizagem da
Matematica (Gravina, 1998).

O ambiente dinamico apresenta como vantagem a possibilidade de
realizar grande variedade de experimentos em pouco tempo, favorecendo assim o
processo de investigacdo e argumentagdo. A pretensdo € que o aluno, nesse
processo de manipulacdo e exploracdo de figuras, descubra a possibilidade da
construcao de conceitos.

Para essa atividade sera utilizado o software Cabri-Géométre I1,° um
software de Geometria Dinamica (DGS) que apresenta recursos com 0s quais 0S
alunos podem realizar construgbes geométricas feitas usualmente com régua e

compasso.

O Cabri-Géométre Il € um programa computacional educativo desenvolvido por Jean-Marie Laborde
e Franck Bellemain no Institut d’Informatique et Mathématiques Appliquées de Grenoble (IMAG), da
Université Joseph Fourier em Grenoble, Franca.

154



Na figura abaixo, observamos que a tela do Cabri’ funciona como uma
folha de caderno de desenho, na qual podemos desenhar os objetos geométricos em
estudo e interagir com as figuras.

A barra de ferramentas do Cabri é composta por 11 itens. A flecha do
primeiro item chama-se ponteiro e é utilizada para escolher e manipular os objetos ja

construidos.

7¥] Cabri Géometre Il - [Figura #2]
i arquiva Editar  Opglies Janela Ajuda

A ] e Az

bl
>

Ea. | #r. SR | T Enderego@‘@ 15:46

Figura 4.1: Tela principal do software Cabri-Géométre |I.

O software Cabri permite a realizagdo de constru¢cées geométricas, uma
capacidade que talvez possa contribuir para a construcdo de argumentos baseados
em propriedades. A configuracao de uma figura construida dessa forma poderia ser

alterada, mas as propriedades matematicas da figura serao sempre conservadas.

7 Usarei Cabri para me referir ao Cabri-Géométre Il.
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Durante a segunda fase da minha participacdo no projeto AProvaME, o
grupo do qual fazia parte trabalhou na elaboracdo de uma atividade que tinha como
objetivo envolver alunos na exploracdo da soma dos &angulos internos de um
triangulo, chegando eventualmente a uma prova.

A principio, elaboramos uma atividade que partia da premissa da criagdo
de um triangulo qualquer ABC, e em seguir tracar uma reta paralela ao lado BC.
Revendo a atividade do projeto em referéncia, verificamos que com a informacéao da
reta paralela dada os alunos perderiam a chance de conjecturar, pois estamos dando
a informacao principal para o desenvolvimento de nossa atividade. Optamos entdo
por modificar a atividade, acreditando que dessa forma o aluno, no seu processo de
investigacao, tera a oportunidade de levantar suas proprias conjecturas, procurando
justificar por que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°. Ou seja, tera a
chance de perceber visualmente a propriedade do paralelismo, na qual a prova da
soma dos seus angulos depende.

Na Figura 4.2: Apresentamos a atividade “Soma dos angulos internos do
triangulo”. Nessa atividade o aluno encontrara a figura pronta construida, de tal forma
que, manipulando os pontos D ou E para a direita ou para a esquerda,
respectivamente, este nao ultrapasse o vértice C.

Para iniciar as exploracdes dessa figura € sugerida a adicao de algumas
medidas antes que seus elementos sejam manipulados, explorados e analisados.

Construgéo:

Abrir Figura 4.2: Atividade de prova em ambiente informatizado.
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Seguir o5 passos:

1) Medir os @ngulos internos de triangulo ABC.

2] Medir os @ngulos ACD e BCE.

3) Manipular a reta s até ACD ficar igual a BAC.

4) Tente mexer o ponto A, B ou C de forma que os dngulos ACD e BAC fiquem
iguais. Escrever tudo o que vocé observar apds as manipulagies.

5] Use suas observacbes para explicar qual a relag@o entre retare reta s
necessaria para garantir que os dngulos ACD e BAC fiquem iguais.

6) Delete o reta s e no seu lugar construir uma reta de tal forma que os dngulos
ACD e BAC permanecgam iguais.

7] Use suas observacgies para justificar se a seguinte afirmacio & verdadeira ou
niio. "4 soma dos dngulos internos de um trigngulo qualquer &€ sempre1802".

Figura 4.2: Atividade de prova em ambiente informatizado.

Quando o aluno manipular a reta s conseguindo igualar os angulos ACD e
BAC, almejamos que perceba que as retas r e s se tornam paralelas. Também
igualando os angulos ACD e BAC e manipulando o vértice A ou o vértice B, o aluno
perceberd que os angulos simultaneamente mudam de valor, mas sempre
permanecendo com a mesma medida, sendo que as retas r e s continuam paralelas.
Com estas observagdes pretendemos que os alunos possam concluir que a condi¢ao
necessaria entre reta r e reta s para garantir que os angulos ACD e BAC
permanecam iguais seja o paralelismo.

Segundo Balacheff (1988), esta conclusdo ainda tem carater de prova
pragmatica, ja que € o resultado de um trabalho empirico. Esperamos que a prova do

teorema passe a ter um carater mais conceitual quando o aluno apagar a reta s e no
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seu lugar construir uma reta, de tal forma que os angulos ACD e BAC permanegam
iguais. Para a construcdo dessa reta, sera necessario utilizar a propriedade do
paralelismo, e a partir do formalismo (com ferramenta do menu), almejamos que 0s
alunos figuem mais motivados para falar sobre as propriedades gerais associadas ao

paralelismo e a congruéncia de angulos alternos.

5. Uma palavra final

Entendemos que o livro didatico adotado pela escola para determinada
série serve como referéncia ao professor para o planejamento de suas aulas.
Contudo, nao deve ser a Unica fonte de pesquisa para o docente, sendo necessario
utilizar outros recursos para enriquecimento do conteudo.

Percebemos tal necessidade ao final da analise da cole¢édo foco de nosso
trabalho, a qual enfatiza os exercicios algébricos, mas apresenta poucos exercicios
de argumentagdo e prova. Algumas atividades sobre argumentacdo e prova,
constantes nesta colecao, referem-se ao Teorema de Pitdgoras. A realizagcao dessas
atividades com os alunos em sala de aula mostrou uma certa complexidade de
aplicagéo, pois em diversos momentos houve a necessidade de revermos outros
conteudos necessarios para realizagdo da prova. Porém, percebemos, com

satisfacdo, que alguns alunos conseguiram produzir provas conceituais.
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Como resultado desta pesquisa, apontamos a importancia de solicitarmos
aos alunos a producao de textos matematicos que justifiguem seus procedimentos,
como também relatos que descrevam seus conhecimentos.

Como sugestdo para futuras pesquisas, levantamos a hip6tese de que
outros recursos, como softwares ou material concreto, associados ao uso do livro
didatico, facilitem a aprendizagem de argumentacao e prova em Matematica.

Com relagéo a nossa atuagdo como professora, este trabalho permitiu-nos
refletir sobre algumas estratégias de agdo em sala de aula para, entdo, repensa-las.
Ressaltamos a necessidade de dar mais atencéo as atividades de argumentacgao e
até mesmo de explorar textos com escrita matematica. Esperamos que esta
pesquisa possa contribuir para um melhor desenvolvimento da aprendizagem

matematica, assim como muito acrescentou a nossa formacéao pessoal.

159



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ALMEIDA, Julio César Porfirio de. Argumentacéo e prova na matematica do ensino
médio: a medida da soma dos angulos internos de um tridngulo. Dissertacdo de

Mestrado Profissional em Ensino de Matematica. Sao Paulo: PUC, 2007.

BALACHEFF, Nicolas. Aspects of proof in pupil’s practice of school mathematics. In:
PIMM, D. (Ed.) Mathematics teachers and children. London: Hodder and Stoughton
1988. p. 216-235.

. Processus de preuve et situations de validation. Educational
Studies in Mathematics, v. 18, n. 2, 1987. p. 147-176.

BASTOS, Rita. LOUREIRO, Cristina; Demonstracdo — uma questao polémica. E. S.
E. Lisboa. Disponivel em: (http://www.spce.org.pt/sem/encontros/encontro2000.htm).
Acesso em: 28 jan. 2007 as 21h22.

BRASIL. Ministério da Educagao e Cultura. Secretaria de Educacdo Fundamental.

Parametros curriculares nacionais: matematica (5.2 a 8.2 séries). Brasilia: MEC, 1998.

. Ministério da Educacao/Plano Nacional do Livro Didatico. Guia do
Plano Nacional do Livro Didatico. Brasilia: MEC/PNLD, 2005. Disponivel em:
(http://www.fnde.gov.br/home/index.jsp?arquivo=/livro_didatico/livro_didatico.htm).
Acesso em: 22 dez. 2006.

CARVALHO, Ana Marcia Fernandes Tucci. A extimidade da demonstracdo. Tese de
doutorado em Educacao Matematica. Rio Claro/Sao Paulo: UNESP, 2004.

CARVALHO, Moacir Benvindo de. Concepcdes de alunos sobre provas e
argumentos matematicos: analise de questionario no contexto do Projeto AProvaME.
Dissertacao de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica. Sdo Paulo: PUC,
2006.

160



DANTE, Luiz Roberto. Didatica da resolucdo de problemas de matematica. Sao
Paulo: Atica, 2003.

DE VILLIERS, Michael. Papel e fungcbées da demonstracdo no trabalho com o
Sketchpad. 2001. Disponivel em:
(http://mzone.mweb.co.za/residents/profmd/proofc.pdf). Acesso em: 23 jul. 2006 as
22h47.

. Para uma compreenséo dos diferentes papéis da demonstracdo em

geometria  dindmica. Tradugdo Rita Bastos, 2002. Disponivel em:
(http://mzone.mweb.co.za/residents/profmd/homepage.html). Acesso em: 13 mar.
2006 as 23h52.

DORO, Amadeu Tunini. Argumentagao e Prova: analise de argumentos geométricos
de alunos da educacdo basica. Dissertacao de Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica. Sdo Paulo: PUC, 2007.

DUVAL, R. Sémiosis et pensée humaine: Registres sémiotiques et apprentissages
intellectuals. Berna: Peter Lang, 1995.

ENCICLOPEDIA BARSA. Elaborada com a assisténcia editorial da Encyclopaedia
Britannica. Sao Paulo, v. 14, 1981.

FONSECA, Lina. A demonstragcdo e os futuros professores de matematica da
Educacdo Basica. Universidade de  Aveiro, 2003. Disponivel em:
(http://www.mytwt.net/cibem5/MyFiles/outros/Lina_Fonseca.pdf). Acesso em: 22 out.
2006 as 19h20.

. Formacéao inicial de professores de matematica: A demonstracdo em

geometria. Tese de doutoramento. Aveiro: Universidade de Aveiro, 2004.

161



GOUVEA, Filomena Aparecida Teixeira. Aprendendo e ensinando geometria com a
demonstragdo: uma contribuicdo para a pratica pedagdgica do professor de
matematica do ensino fundamental. Dissertacdo de Mestrado em Educacao
Matematica. Sdo Paulo: PUC, 1998.

GRAVINA, Maria Alice. Os ambientes de geometria dindmica e o pensamento
hipotético-dedutivo. Tese de doutorado PGIE. Porto Alegre: Universidade do Rio

Grande do Sul, 2001.

. Uma nova abordagem para o aprendizado da geometria. Anais do

VIl Simpdsio Brasileiro de Informatica na Educagdo. Belo Horizonte, 1996. p 1-13.

GRAVINA, Maria Alice; SANTAROSA, Lucila Maria. A aprendizagem da matematica
em ambientes informatizados. IV Congresso RIBIE, Brasilia, 1998.

HEALY, Lulu (Coord.). Argumentacdo e prova na matematica escolar (AProvaME).
Sao Paulo: PUC, 2004. Disponivel em:
(http://www.teleduc.pucsp.br/pagina_inicial/cursos_all.php?&tipo_curso=A&cod_pasta23).
Acesso em: 4 set. 2005 as 19h45.

HEALY, Lulu; HOYLES, C. Justifying and proving in school Mathematics. London:
University of London — Institute of Education Technical Report, 1998.

; . A study of proof conception in algebra. Journal for
Research in Mathematics Education, 31(4), p. 396-428, 2000.

HURANA, Nancy Cury Andraus. Teorema de Thales: uma abordagem do processo
ensino-aprendizagem. Dissertagdo de Mestrado em Educacdo Matematica. Sao
Paulo: PUC, 2000.

162



JAMELLI, Sueli Maffei. Abordagens no ensino da prova e argumentacdo na
matematica escolar: analise de uma colecdo de livros didaticos do ensino
fundamental. Dissertacdo de Mestrado Profissional em Ensino de Matemética. Sao
Paulo: PUC, 2007.

LEANDRO, Ednaldo José. Um panorama de argumentacdo de alunos da educacéo
basica: o caso do fatorial. Dissertacdo de Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica. Sdo Paulo: PUC, 2006.

LOURENCO, Marcos Luiz. A demonstragdo com informatica aplicada a Educacao.
Boletim de Educacdo Matematica (BOLEMA), Rio Claro, UNESP, 2002. n. 18. p. 82-
92.

MACHADO, Nilson José. Matematica e lingua materna: analise de uma impregnagéo

mutua. Sao Paulo: Cortez, 1998.

MACHADO, Silvia D. A. Aprendizagem em matematica. Sao Paulo: Papirus, 2003.

MENDES, Lourival Junior. Uma analise da abordagem sobre argumentacées e
provas numa colegcdo do ensino médio. Dissertacdo de Mestrado Profissional em
Ensino de Matemética. Sao Paulo: PUC, 2007.

NASSER, Lilian; TINOCO, Lucia A. A. Argumentagcdo e provas no ensino da
Matematica. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica/UFRJ — Projeto Fundao, 2001.
p. 1-10.

PIETROPAOLO, Ruy César. (Re)significar a demonstracdo nos curriculos da

educacdo basica e da formacdo de professores de matematica. Tese de Doutorado

em Educacao Matematica. Sdo Paulo: PUC, 2005.

163



SANTOS, Jonas Borsetti Silva. Argumentacdo e prova: analise de argumentos
algébricos de alunos da educacéo basica. Dissertacdo de Mestrado Profissional em
Ensino de Matematica. Sao Paulo: PUC, 2007.

TOSATTO, Claudia Miriam; PERACCHI, Edilaine do Pilar F.; ESTEPHAN, Violeta M.
Idéias & Relagbes — Matematica. 1. ed. Curitiba: Positivo, 2002.

VAZ, Regina de Lourdes. O uso das isometrias do software Cabri-Géomeétre como

recurso no processo de prova e demonstracdo. Dissertacdo de Mestrado em

Educacao matematica. Sao Paulo: PUC, 2004.

164



ANEXOS

165



Anexo 1
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Argumentacao e Prova na Matematica Escolar
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1. Caracterizacao do Problema

A prova tem um papel central na Matematica. Tradicionalmente, ela caracteriza-se como ferramenta
para distinguir essa disciplina das ciéncias experimentais, oferecendo um método indubitavel de
validar conhecimento que contrasta com indugédo natural de processos empiricos. Prova matematica
dedutiva fornece aos seres humanos a forma mais pura de diferenciar o certo do errado (Wu, 1995),
sendo este aspecto apontado como uma caracteristica essencial da Matematica no pensamento
ocidental (Aleksandrov, 1963).

Em termos educacionais, conforme reconhecido pelos Parametros Curriculares Nacionais (Brasil,
1998), o curriculo de Matematica deve necessariamente contemplar atividades e experiéncias que
possibilitem aos aprendizes o desenvolvimento e a comunicagdo efetiva de argumentos
matematicamente validos. Entretanto, inUmeras pesquisas mostram que os raciocinios de estudantes
freqlientemente ndo se apresentam conforme as leis da l6gica e sdo influenciados por uma série de
fatores além das exigéncias l6gicas (Wason, 1966; Light, Girotto e Legrenzi, 1990). Estudos
internacionais em Educacdo Matematica indicam fortemente que aprendizes tendem a confundir
justificativas empiricas com raciocinios dedutivos e analisam argumentos de acordo com aspectos de

forma e ndo de contelido (Chazan, 1993; Healy e Hoyles, 2000).

Apesar da existéncia de consenso quanto as dificuldades associadas ao ensino e a aprendizagem de
prova em diversos paises, pode-se identificar variagdes significativas nas concepgdes dos estudantes
relacionadas ao curriculo de cada pais. A titulo de ilustragao, enquanto alunos da Inglaterra mostram
preferéncia para argumentos empiricos, os de Taiwan sdo mais propensos a enfatizar argumentos
apresentados formalmente, ainda que em nenhum dos grupos os sujeitos demonstrem compreensao
consistente desse segundo tipo de argumento (Healy e Hoyles, 2000; Lin, 2000). Ainda que tais
estudos possam inspirar conjecturas referentes as concepgdes de prova de alunos brasileiros, esse
contexto carece de um mapeamento preciso de tais concepgdes, necessario para subsidiar propostas

e abordagens de ensino especificamente enderegadas a realidade brasileira.

Além de base sdlida sobre as concepgdes e dificuldades dos alunos, uma abordagem eficiente para o
ensino da prova em Matematica requer, ndo apenas situagdes de aprendizagem inovadoras no sentido
de explorar novos contextos e novas ferramentas para o acesso e construgao de argumentos formais,
como também a aceitagao e apropriacao pelos professores de tais situagdes. Nessa perspectiva, uma
investigacdo na problematica do ensino e aprendizagem da prova pode compreender dois enfoques
inter-relacionados: O primeiro refere-se a elaboragdo de situagdes de aprendizagem. Neste enfoque,
pretendemos investigar as possibilidades oferecidas pelos ambientes computacionais, nos quais os
aprendizes precisam explicitar as propriedades e relagdes na linguagem formal do sistema em

particular, enquanto interagem simultaneamente com os dados gerados pelas suas definicbes. Uma
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questao que se coloca é, entdo, como esta experiéncia com o computador influencia na compreensao
da prova, na distincdo entre argumentos dedutivos e evidéncias empiricas e no desenvolvimento de
habilidades para lidar com argumentos matematicos expressos de diferentes formas. O segundo
enfoque centra-se no professor. A integracdo efetiva de uma nova abordagem na sala de aula
somente torna-se possivel mediante um processo de adaptagao, cujo agente principal é o professor.
Uma outra questdo recai entdo sobre as condigdes e suportes que favorecem uma verdadeira

apropriagao da inovagao pelo professor.

2. Objetivos

Os objetivos da pesquisa sdo:

1. Levantar um mapa das concepgdes sobre argumentagéo e prova de alunos adolescentes em

escolas do estado da Sao Paulo.

2. Formar grupos colaborativos compostos por pesquisadores e professores para a elaboragao de
situagbes de aprendizagem, visando envolver alunos em processos de construgao de

conjecturas e provas em contextos integrando ambientes informatizados.

3. Criar um espaco virtual de compartilhamento entre os membros da equipe do projeto e analisar
seu papel no desenvolvimento das situagdes de aprendizagem, assim como na evolugéo de
conhecimentos pedagdgicos sobre prova em Matematica.

4, Avaliar situagdes de aprendizagem, em termos da compreensao dos alunos sobre a natureza e

funcdes de prova em Matematica.

5. Investigar a implementagao destas atividades por diferentes professores e assim identificar em
que medida sua participagao nos grupos colaborativos fornece uma apropriacdo desta

abordagem para o ensino e aprendizagem de prova.

6. Formular recomendacgdes relacionadas ao papel da argumentagéo e da prova no curriculo de

Matematica escolar.

7. Contribuir para o debate internacional sobre o ensino e aprendizagem de prova em Matematica.
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3. Metodologia e Estratégia de Acao

O projeto sera organizado em duas fases, a primeira envolve um levantamento de concepgdes de
alunos (faixa etaria 14-16 anos), cujos resultados subsidiardo a segunda fase, na qual o foco sera na
elaboracdo e avaliacdo de situagbes de aprendizagem. Além da equipe de pesquisadores, 15
estudantes do curso de Mestrado Profissional no Ensino de Matematica da PUC/SP (com populagéo
atual de 86 mestrandos) integrardo a equipe como professores-colaboradores, devendo participar de

ambas as fases.

FASE 1

Nesta fase, o instrumento principal para o mapeamento das concepg¢des dos alunos sera um
questionario a ser aplicado em um total de 45 turmas do Ensino Fundamental ou Médio, de escolas
publicas e particulares do estado da Sao Paulo. Inicialmente, cada professor-colaborador participante
terd a incumbéncia de indicar de 6 a 10 turmas, e a partir dai, a amostra sera determinada por meio de
uma selecao aleatéria. Um espaco virtual sera criado para facilitar as comunicagdes entre os membros
da equipe no compartiihamento das decisbes e agbes no ambito do projeto, o que sera de
responsabilidade de um dos pesquisadores. Além disso, ao longo da Fase 1, serdo realizados
encontros de trabalho presencial, com freqiiéncia quinzenal, reunindo pesquisadores e professores-

colaboradores.

O questionario acima citado (denominado Q1) sera elaborado com base naquele concebido por Healy
e Hoyles (1998) na Inglaterra e ja utilizado em outros paises (Franga, Taiwan, Israel, Australia). Este
questionario compreenderia itens visando avaliar em que medida os sujeitos aceitam evidéncias
empiricas como prova, distinguem evidéncias empiricas de argumentos matematicamente validos,
compreendem o dominio de validade de uma prova e sdo capazes de construir argumentos validos.
Além disso, pretende-se identificar a influéncia da forma de apresentagdo da prova (lingua natural,
lingua formal, representacbes visuais ou figurativas, etc.) na compreensdo dos argumentos. As
questdes contemplardo dois dominios matematicos — Geometria e Algebra — sendo organizadas em
dois blocos, a saber: 1) avaliagdo de varios argumentos apresentados como provas de uma dada
afirmagao e, 2) construgcdo de provas. Cabe destacar que o modelo de concepgbes sobre tipos de
prova de Balacheff (1988) fundamenta a definicho dos argumentos apresentados nos itens do
questionario. Concomitante a aplicagdo do questionario junto aos alunos, os professores de
Matematica de cada turma responderao a um segundo questionario (Q2), que além dos mesmos itens
relacionados a prova em Matemética de Q1, compreendera questdes sobre a Escola, sobre o perfil
dos alunos da turma e do proprio professor e sobre os materiais didatico-pedagdgicos utilizados no

ensino de Matematica.
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Os dados coletados serao organizados e classificados pela equipe de professores-colaboradores,
utilizando critérios inspirados em Healy e Hoyles (ibid.). Esse conjunto de dados ter4 uma estrutura
hierarquica — alunos em turmas, em escolas e em regiées — e serdo analisados segundo a construgao
de um modelo multi-nivel (Multi-level Modelling) para considerar a correlagdo de respostas entre os
sujeitos que compartilham experiéncias comuns (Goldstein, 1987). Os resultados dessas analises
fornecerdo um mapa das concepgdes dos alunos e como estas variam em relagao a fatores individuais
e escolares, baseados nos dados obtidos em Q2. Essa andlise permitird uma avaliagdo das areas de
compreensao de prova dos alunos, tanto aquelas que sao contempladas no ensino atual, quanto
aquelas que merecem maior ateng¢do. A identificagdo desse segundo grupo servira como base para o

trabalho na fase 2, descrito na seqiiéncia.

FASE 2

Esta fase contemplard dois eixos inter-relacionados de investigagcdo: a aprendizagem e o ensino. No
eixo da aprendizagem, o objetivo principal é a elaboragéo e avaliagdo de situagdes, especificamente
destinadas as areas de dificuldades e limitagbes de compreensdo de prova identificadas com o
mapeamento elaborado na fase 1. No eixo relativo ao ensino, a atengao se voltara ao professor, e sua
contribuigdo no processo de elaboracdo das situagdes de aprendizagem e nas modificagdes destas
em agdo, considerando que essas situacoes serdo propostas pelos professores em suas salas de

aula.

A metodologia nesta fase carateriza-se como design-based research (Cobb et al., 2003). Segundo
esses autores, 0s experimentos de design visam contribuir para o desenvolvimento e compreensao de
"ecologias de aprendizagem", ou seja, de sistemas complexos que envolvem multiplos elementos de
naturezas distintas. Os elementos de uma ecologia de aprendizagem incluem tipicamente as tarefas e
problemas aos quais os aprendizes serao confrontados, as ferramentas e recursos fornecidos para
suas resolugdes e 0s meios praticos pelos quais os professores podem orquestrar as relagdes entre
estes elementos em suas salas de aula. O uso da metéafora relativa a ecologia enfatiza a natureza
interativa dos contextos investigados e a importancia de analisar seus diversos elementos em conjunto

e nao separadamente.

A estratégia planejada para essa fase compreenderd um desenvolvimento colaborativo e continuo
entre pesquisadores e professores-colaboradores (cf. amostra da Fase 1). Mais precisamente, o
desenvolvimento das situacdes de aprendizagem seguird um ciclo segundo a organizagao de 5 grupos
com 3 professores-colaboradores e, pelo menos, 2 pesquisadores. Cada grupo devera desenvolver
situagbes de aprendizagem, envolvendo ou objetos geométricos representados no software Cabri-
géometre ou o uso de planilhas eletrbnicas (como por exemplo, o Excel) para explorar problemas
algébricos. Estes dois ambientes foram selecionados por serem familiares ao grupo de professores-

colaboradores e por seus reconhecidos potenciais no ensino da prova (Healy e Hoyles, 2001; Mariotti,
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2001). Ao longo dessa fase, os grupos estardo reunindo-se semanalmente, alternando encontros

presenciais e a distancia, esta ultima modalidade possibilitada pelo espaco virtual criado na Fase 1.

1° Etapa

Na primeira etapa do design (etapa intra-grupos), as situagdes serdo elaboradas por cada grupo e, em
seguida, testadas/aplicadas em uma pequena amostra de alunos, e por fim, discutidas e reformuladas
em cada grupo. Essas discussdes e adaptagdes serao realizadas com base na andlise das interagbes
alunos/computadores, considerando quais aspectos de prova sao favorecidos, ou ainda, a quais
concepgdes estes aspectos estdo relacionados. Para essa andlise, serdao coletados os seguintes
dados: &udio-gravacado dos dialogos entre os sujeitos envolvidos (professores, pesquisadores e
alunos) e produgdes escritas e computacionais dos alunos. Além disso, em relagao ao eixo de ensino,
cada professor-colaborador construira seu préprio registro do processo, documentando suas
perspectivas sobre o desenvolvimento das situagées no grupo. Essa documentacao elaborada pelos
professores fornecera os dados referentes aos seus conhecimentos pedagédgicos do contetdo
(Shulman, 1987), no caso sobre a prova em Matematica, cuja andlise buscara identificar

transformagdes nesses conhecimentos.

2% Etapa

Dando sequéncia a esse processo de elaboragdo das situagdes, em uma segunda etapa (inter-
grupos), as produgdes de cada grupo serdo disponibilizadas no ambiente virtual, de maneira que cada
professor-colaborador possa desenvolver, pelo menos, duas atividades elaboradas pelos outros
grupos (uma em Geometria e outra em Algebra), em uma de suas turmas. A aplicacdo dessa atividade
em classe serda acompanhada e observada pelos pesquisadores e a sessdo sera video-gravada para
posterior andlise. Novamente, as produgdes (escritas e computacionais) dos alunos serdo coletadas.
Além de categorizar os aspectos de prova que emergem nas interagdes alunos/computadores durante
essas aplicagdes, o video permitira destacar as agcdes do professor e, em particular, os aspectos de
prova privilegiados em suas intervengdes. Apds cada aplicagdo, professores-colaboradores e
pesquisadores serdo incumbidos de um relatério descritivo da sesséo, incluindo reflexdes sobre os
resultados, os objetivos atingidos e as dificuldades ou problemas enfrentados. Esses relatérios serao
também disponibilizados no espago virtual do projeto visando subsidiar um novo ciclo de discussdes

para reformulagdes, complementagoes etc. das situagdes de aprendizagem.

3% Etapa

Na terceira e Ultima etapa de design, os dados a serem coletados em relagdo ao eixo de
aprendizagem referem-se as respostas dos alunos participantes na Fase 2 ao questionario elaborado
na Fase 1 (Q1). Essas respostas serdo organizadas e analisadas gerando um mapa, que por sua vez,

serd comparado aquele resultante da Fase 1. Para tanto, os encontros dos grupos colaborativos nessa
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etapa serdo dedicados a avaliagdo das situagdes de aprendizagem tratadas, visando responder em
que medida as principais dificuldades apontadas no mapeamento das concepgoes (Fase 1) foram
superadas pelos alunos participantes na Fase 2; quais caracteristicas de prova que ainda necessitam

de investimentos numa perspectiva de progressao.

4. Outros Projetos Financiados Atualmente

A pesquisadora que coordenara esse projeto, assim como os demais pesquisadores do grupo
Tecnologias e Meios de Expressdo em Matematica (TecMEM) do Programa de Estudos Pés-
graduados nao cotam, no momento, com projetos financiados por agéncias de fomento.
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Pontificia Universidade Catoélica de Sdao Paulo — PUC/SP

Programa de Estudos Pds-Graduados em Educagﬁo Matematica
S-AT 1

Orientanda: Mirtes Fatima Pasini
Orientadora: Prof? Dr? Siobhan Victoria Healy (Lulu Healy)

Atividades retiradas da Colecao /déias & Relagcbes — 62 série

ANGULOS E TRIANGULOS

Para determinar seu angulo méximo de visdo, Janaina estendeu os bracos para a frente
e abriu-os lentamente até que eles sumissem de seu campo de visdo. A abertura
formada pelos bracos até o ponto em que ainda era possivel visualiz&-los formou o
angulo méaximo de visao dela.

a) Qual é o angulo méximo de visdo de Janaina?

b) E o seu dngulo maximo de visdo, serd que coincide com o de Janafna? Verifique.

A coruja tem um angulo maximo de visdao de apenas 50°. Entretanto, ela consegue

: 3 sl
girar a cabeca ateZ de uma volta completa, tanto para a direita como para a esquerda.

a) Em quantos graus a coruja consegue girar a cabeca?

b) E em quantos graus vocé consegue girar a cabeca?
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3. Observe que, no reldgio, o angulo de uma volta é dividido em 12 partes iguais:

Lembre que
a volta inteira
mede 360°.

a) Quantos graus gira o ponteiro dos minutos em:
* 15 minutos? * 30 minutos? * 1 hora?
b) Quantos graus gira o ponteiro das horas ém:
* 1 hora? * 2 horas? * meia hora?

c) Determine a medida dos dngulos indicados nos relégios a seguir;

4. Os alunos da 67 série dividiram algumas circunferéncias em partes iguais, usando o
transferidor. Determine, em cada caso, quantos graus mede cada &ngulo:

a) b) o]

* Em cada caso, a parte pintada representa que fracdo da circunferéncia?

5. Quando dividimos uma circunferéncia, a partir do ponto central, em dez partes iguais,
determinamos um angulo de 36°. Podemos dizer, entdo, que o dngulo de 36° esta

. o : - Bt gty i i)
associado a divisdo da circunferéncia em dez partes iguais, ou seja, a fracdo o A que

fragdo da circunferéncia, dividida em partes iguais, estd associado cada angulo a
sequir?
a) 45° b) 90° c) 180° d) 120°
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* Para realizar as atividades a seguir, vocé vai precisar de régua, esquadros e
transferidor. Providencie esse material antes de comecar.

©.Usando um transferidor, determine a medida em graus dos angulos desenhados a
seguir:

a) b) )

7. 0s angulos podem ser classificados de acordo com sua medida:

Agudos: sdo os angulos cuja medida é menor que 90°.
Obtusos: sdo os dngulos cuja medida é maior que 90°.

Retos: séo os angulos cuja medida é exatamente 90°.

* Classifique os 4ngulos que vocé mediu no exercicio 6 em: agudo, reto ou obtuso.

&. Além de ser usado para medir angulos, o transferidor também pode ser usado para
construir um angulo. Veja, a seguir, como se faz para desenhar um angulo de 54°
usando um transferidor e uma régua: !

Primeiro, deve-se marcar o vértice O do 4ngulo
€, com a régua, desenhar um dos lados.

Depois, deve-se posicionar o centro do
transferidor coincidindo com o vértice 0 e
marcar um ponto B a 54° da reta OA.

Finalmente, traca-se com a régua o outro lado do
angulo, unindo os pontos O e B.

[
T L o

Ny

Para nomear esse dngulo, escreve-se AOB ou O, a letra do vértice.

* Agora é sua vez. Usando uma régua e um transferidor, desenhe em seu caderno:
a) um angulo AOB de 62°; b) um angulo COD de 125°;

) um angulo EOF agudo: d) um angulo GOH obtuso;

e) um angulo 10J reto.
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O transtferidor também pode ser usado para dividir um &ngulo. Veja como Tais usou o
transferidor para dividir um angulo de 120° em trés partes iguais:

i o
Primeiro, ela posicionou o transferidor E:‘po(l)s;‘ ,:2 aéc:g gné n{ﬁ:‘;:; Of’ococrzm
corretamente sobre o dngulo. P 9
um ponto D.

L
-

0 A
Entéo, ligou os pontos Ce D com o ponto O,
formando os angulos AOC, COD e DOB.

]
Observando a figura que Tafs desenhou, responda quanto mede o angulo:
- AOC? cOD? - DOB? - AOD?

Marcelo dividiu o angulo AOB, de 80°, em duas partes iguais, desenhando a semi-reta
OC. Quanto mede o angulo AOC? E o angulo COB?

Quando uma
semi-reta divide um dngulo
ao meio, ela é chamada de
bissetriz do dngulo.

Desenhe em seu caderno um angulo de 60°. Depois, divida-o ao meio tracando a
bissetriz do angulo. Quanto mede cada &ngulo obtido?

- Agora, divida cada um dos angulos obtidos ao meio. Neste caso, qual a medida de
cada adngulo obtido?
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| . Contornando seus esquadros com o lapis, desenhe dois tridngulos erm uma folha.

g
o
&
=
=
S
=
2

Esses d@ngulos
que voc& marcou
sdio chamados de
d@ngulos internos

do tridngulo.

a) Usando seu transferidor, determine a medida -de cada angulo interno desses
tridngulos e escreva em cada um deles a medida correspondente.

b) Some as medidas dos &ngulos internos do tridngulo 1. Quantos graus vocé obteve?
<) Agora, some as medidas dos dngulos internos do tridngulo 2. Quantos graus vocé

obteve?
d) Sera que asoma é sempre a mesma? Vamos investigar, fazendo desenhos e recortes.

= Desenhe um tridngulo qualquer em uma folha. Em seguida, recorte o triAngulo
que vocé desenhou e pinte os dngulos internos com lapis de cor.

¢ Agora, rasgue ou recorte o tridngulo em trés partes, separando os dngulos.

= Junte os dngulos pelos vértices e verifique se a soma dos dngulos internos do seu

triangulo também & 180°.

i b

1”3, Observe os tridngulos a seguir e determine a medida dos dngulos desconhecidos:

a) b) o) Sx %
x
5 30° 2%

Em qualquer
tridngule, a soma dos
dngulos interncs. é
igual a 180°.
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Para determinar seu dngulo maximo de visdo, Janaina estendeu os bragos para a frente
e abriu-os lentamente até que eles sumissem de seu campo de visdo. A abertura

formada gellos bragos até o ponto em que ainda era possivel visualiza-los formou 0
angulo maximo de visdo dela.

<

a) Qual é o angulo maximo de visio de Janaina? \8e°
b} E o seu dngulo maximo de visdo, sera que coincide com o de Janaina? Verifique. T
A coruja tem um dngulo maximo de visdo de apenas 50°. Entretanto, ela consegue

2 i
girar a cabeca ateE de uma volta completa, tanto para a direita como para a esguerda.

a) Em guantos graus a coruja consegue girar a cabega? 530"
b) E em quantos graus vocé consegue girar a cabeca? :60?
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3. Observe que, no relogio, o d4ngulo de uma volta é dividido em 12 partes iguais:

a volta infeira
mede 3607

a) Quantos graus gira o ponteiro dos minutos em:

* 15 minutos? 90° © 30 minutos? {807 1 hora? 5{500
b) Quantos graus gira o ponteiro das horas em:
1 hora? 30° * 2 horas? (O~ meia hora? 45~
¢} Determine a medida dos dngulos indicados nos relégios a seguir:

Os aluno
transferid

a)

33

Em cada caso, a parte pintada representa que fracio da circunferéncia?

>. Quando dividimos uma circunferéncia, a partir do p@nto central, em dez partes iguais,
determinamos um dngulo de 36°. Podemos dizef, entdo, que o dngulo de 36° ests

. —— : " T 1o o 2
~associado a divisao da circunferéncia em dez pértes iguais, ou seja, 4 fracao ey Aque

fracdo da circunferéncia, dividida em partes iguais, estd associado cada angulo a

sequir?
a) 45° b} 90° ¢} 180° d) 120°
& i T 3
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Para realizar as atividades a seguir, vocé vai precisar de régua, esquadros e
transferidor. Providencie esse material antes de comecar.

Usando um transferidor, determine a medida em graus dos angulos desenhados a
seguir:

a) L4’ b) 105° o

k-

&

Os angulos podem ser classificados de acordo com sua medida:

Agudos: sdo os dngulos cuja medida é menor que 90°.
Obtusos: sdo os dngulos cuja medida & maior que 90°.

Retos: sdo os dngulos cuja medida & exatamente 90°.

Classifique os angulos gue vocé mediu no exercicio 6 em: agudo, reto ou obtuso.

> Além de ser usado para medir dngulos, o transferidor também pode ser usado para
construir um angulo. Veja, a seguir, como se faz para desenhar um dngulo de 54°
usando um transferidor e uma régua:

Primeiro, deve-se marcar o vértice 0 do dngulo
e, com a régua, desenhar um dos lados.

Depois, deve-se posicionar o centro do
transferidor coincidindo com o vértice 0 e
marcar um ponto B a 54° da reta OA.

Finalmente, traga-se com a régua o outro lade do
dngulo, unindo os pontos O e B.

e um transferidor, desenhe em seu caderno:
b) um angulo COD de 125%;
d) um angulo GOH obtuso;

182



20

183



e T

O transferidor também pode ser usado para dividir um dngulo. Veja como Tals usou o
transferidor para dividir um angulo de 120° em trés partes iguais:

Depois, marcou o angulo de 40° com
um ponto C e o dngulo de 80° com
um ponto D.

Primeirg, ela posicionou o transferidor
corretamente sobre o dngulo.

£
T

o A
Entao, ligou os pontos C e D com o ponto O,
formando os &ngulos AOC, COD e DOB.

Observando a figura que Tais desenhou, responda quanto mede o angulo:
AOC? %4O° coép? Y40 . pOB? 40 - AOD? 8O°

Marcelo dividiu o dngulo AOQB, de 80°, em duas partes iguais, desenhando a semi-reta
OC. Quanto mede o &ngulo AOQC? E o dngulo COB?

Quando uma

semi-reta divide um 8ngulo Blyo®
ae meio, ela & chamada de
bissetriz do dngulo.
C
40°
o A

Desenhe em seu caderno um dngulo de 60°. Depois, divida-o ao meio tracando a
bissetriz do dngulo. Quanto mede cada angulo obtido? 33°

Agora, divida cada um dos dngulos obtidos ao meio. Neste caso, qual a medida de
cada dngulo obtido? 1S°
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<. Contornando seus esquadros com o lapis, desenhe dois tridngulos em uma folha.

Esses dngulos
que vocg marcou
stio chamados de
éingules internos
do tridingule.

(n (2}

a) Usando seu transferidor, determine a medida de cada angulo interno desses
triangulos e escreva em cada um deles a medida correspondente. .D 90', &0’ 30“@@{}; 4,5:65'

b) Sorme as medidas dos angulos internos do tridngulo 1. Quantos graus vocé obteve? 20"

c) Agora, some as medidas dos angulos internos do tridngulo 2. Quantos graus vocé

obteve? |30"
d) Sera que a soma é sempre a mesma? Vamos investigar, fazendo desenhos e recortes.

* Desenhe um tridangulo qualquer em uma folha. Em seguida, recorte o tridngulo
que vocé desenhou e pinte os angulos internos com lapis de cor.
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- Agora, rasgue ou recorte o tridngulo em trés partes, separando os &ngulos.

e

« Junte os dngulos pelos vértices e verifique se a soma dos dngulos internos do seu
tridangulo também e 180°. .

Em qualguer
trifingulo, o soma dos
dingulos internos &
iqual o 1807,

| 3. Observe os tridngulos a sequir e determine a medida dos dngulos desconhecidos:

2 b) L i
X
= 30° : 2x
|
6O o i L 0. 0"
Y = {8033 Intdxew: 1BD°
L= (O bw = B
s ABO: G
P i B
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. Para determinar seu &ngulo maximo de visdo, Janaina estendeu os bracos para a frente
e abriu-os lentamente até que eles sumissem de seu campo de visdo. A abertura

formada pelos bracos até o ponto em que ainda era possivel visualiza-los formou o
angulo maximo de visdo dela.

a) Qual é o dngulo méaximo de visao de Janaina? 490°
b) E 0 seu dngulo maximo de visdo, serd que coincide com o de Janaina? Verifique.
~. A coruja tem um dngulo maximo de visdo de apenas 50°. Entretanto, ela consegue

: ot .
girar a cabeca ateg de uma volta completa, tanto para a direita como para a esquerda.

a) Em quantos graus a coruja consegue girar a cabega? 270 ucarmw
b) E em guantos graus vocé consegue girar a cabeca? 430 ,tamu«v
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5. Observe que, no relégio, o &ngulo de uma volta é dividido em 12 partes iguais:

Lembre que
a volta inteira

a) Quantos graus gira o ponteiro dos minutos em:

* 15 minutos? a¢” * 30 minutos? 480° = 1 hora? 360"
b) Quantos graus gira o ponteiro das horas em:

* 1 hora? 3¢ 2 horas? ¢o° * meia hora? 45 °

¢) Determine a medida dos angulos indicados nos relégios a seguir:

150° Mo °
4. Os alunos da 6% série dividiram algumas circunferéncias em partes iguais, usando o
transferidor. Determine, em cada caso, quantos graus mede cada angulo:

a) b) <)

E2 hs® 33*
* Em cada caso, a parte pintada representa que fracio da drcunferéncia?
5. Quando dividimos uma circunferéncia, a partir do ponto central, em dez partes iguais,
determinamos um angulo de 36°. Podemos dizer, entdo, que o dngulo de 36° esta
)1/ b) 1/§ c) Ye

"

T : . ) 1 ; . . T 3 : : 1
associado a divisdo da circunferéncia em dez partes iguais, ou seja, a fracao T Aque

fragao da circunferéncia, dividida em partes iguais, estd assodado cada dngulo a
seguir?
a) 450 A b) 90° 4 c)180° 1 dy 1200 {
2 e ol 5
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Para realizar as atividades a seguir, vocé vai precisar de régua, esquadros e
transferidor. Providencie esse material antes de comecgar.

. Usando um transferidor, determine a medida em graus dos angulos desenhados 2
sequir:

P‘\ﬁ\ \/

G 3“’@%@‘*" 10¢° etomm

Os angulos podem ser classificados de acordo com sua med|da
Agudos: sdo os angulos cuja medida é menor que 90°.
Obtusos: sdo os dngulos cuja medida é maior que 90°.

Retos: sdo os dngulos cuja medida é exatamente 90°.

Classifique os ngulos que vocé mediu no exercicio 6 em: agudo, reto ou obtuso.

Além de ser usado para medir angulos, o transferidor também pode ser usado para
construir um angulo. Veja, a seguir, como se faz para desenhar um dngulo de 54°
usando um transferider e uma régua:

Primeiro, deve-se marcar o vértice O do dngulo
e, com a régua, desenhar um dos lados.

Depois, deve-se posicionar o cenfro do
transferidor coincidindo com o vértice 0 e
marcar um ponto B a 54° da reta OA.

Finalmente, traca-se com a régua o outro lado do
o 4 angulo, unindo os pontos O e B.
- o

Para nomear esse dngulo, escreve-se AOB ou O, a letra do vértice.
Agora é sua vez. Usando uma régua e um transferidor, desenhe em seu caderno:
a) um angulo AOB de 62° 9 b) b) um &ngulo COD de 1259
% ¢) um angule EOF agudo; d) um angulo GOH obtuso;

)

e) um angule 18] reto.

140

189



i)

/5

&

190



. L@

O transferidor também pode ser usado para dividir um &ngulo. Veja como Tafs usou o
transferidor para dividir um &ngulo de 120° em trés partes iguais:

Depois, marcou o dngulo de 40° com
um ponto C e o angulo de 80° com
um ponto D.

Primeiro, ela posicionou o transferidor
corretamente sobre o angulo.

O A
Entéo, ligou os pontos Ce D com o ponto O,
formando os dngulos AQC, COD e DOB.

Observando a figura que Tais desenhou, responda quanto mede o angulo:
AOC? Lg® cOD? yg? DOB? Yp° . AOD? %0°

Marcelo dividiu o &ngulo AOB, de 80°, em duas partes iguais, desenhando a semi-reta
OC. Quanto mede o dngulo AOC? E o angulo COB?

Quando uma
semi-reta divide um fingulo
ao meio, ela & chamada de
bissetriz do @ngulo.

Desenhe em seu caderno um angulo de 60° Depois, divida-o ao meio tragando a
bissetriz do angulo. Quanto mede cada dngulo obtido?

Agora, divida cada um dos dngulos obtidos ao meio. Neste caso, qual a medida de
cada angulo obtido?
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'=. Contornando seus esquadros com o lapis, desenhe dois tridngulos em uma folha.

Fatos: P, Imagens (Vime Video Fata)

uh
« B
Esses dngulos
que vocé marcou
sdo chamados de 2
dngulos internos . |20
do trigingulo. & n A i
(1) (2) U5

a) Usando seu transferidor, determine a medida de cada &ngulo interno desses
triangulos e escreva em cada um deles a medida correspondente.

b) Some as medidas dos dngulos internos do tridngulo 1. Quantos graus vocé obteve? 48¢

¢) Agora, some as medidas dos dngulos internos do tridngulo 2. Quantos graus vocé
obteve? Ago®

d) Sera que a soma é sempre a mesma? Vamos investigar, fazendo desenhos e recortes.

= Desenhe um tridngulo qualquer em uma folha. Em seguida, recorte o tridngulo
que vocé desenhou e pinte os dngulos internos com lapis de cor.
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« Agora, rasgue ou recorte o tridngulo em trés partes, separando os dngulos.

« Junte os dngulos pelos vértices e verifique se a soma dos &ngulos internos do seu

triangulo também é 180°,

Em qualquar
trifingula, o soma dos
dngules internos &
igual a 180",

c)

a)
x a
Q?D
30°
180 -y _2n ) _
=X 2% = 150 3% +3% 44, = 120
X_.-':.- —
. ‘zﬁ e L G = 1%
&= i A= {30
X = (;.CI ———
5
%= gau
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Usando o transferidor, mega os &ngulos indicados na figura a seguir e responda:

Os dngulos
dessa figura que tém a
mesma medida sdio chamados
de opostos pelo vértice
(OPV).

a) Os dngulos a e b t8m a mesma medida? Nl

b) E os dngulos c e d? | / '

c) Nessa figura, quais pares de dngulos sido suplementares, ou seja, quais pares de
angulos somam 180°7?

d) Converse com seu professor e colegas sobre quando dois dngulos sdo opostos pelo
vértice. Anote no caderno suas conclusées.

e) Podemos dizer que os Angulos OPV sio congruentes?

f) Essa conclusao pode ser generalizada algebricamente, ou seja, podemos provar que
os angulos OPV sdo sempre congruentes.

Veja como um professor comecou a demonstracao:

%A [4+C=180"
== \ | b+ & =180"

Como ele pode provar, a partir dessas igualdades, que d = b?
Determine a medida das letras em cada situacao:

a) b)
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“4. Observe este quadro:

Agora, cite:

a) dois angulos complementares, sendo um deles o dobro do ocutro:

Calcule o valor de a em cada

situacao:

Quando dois ou Mmais angulos somam:

- 902, eles sao ditos complementares;
1807, eles sGo ditos suplementares;

¢ 360°, eles s50o ditos replementares.

b) dois angulos suplementares, sendo um deles o triplo do outro;

<) trés angulos congruentes suplementares.

a) Quanto medem esses angulas?

B) Um aluno resolveou esse problema usando uma tabela. Weja uma parte dos calculos:

- Dois angulos sdo suplementares e um excede o outro em 10°.

rz.

mais 10= dos

= A solugao gue ele vai obter € a mesma que a sua?

<) Um ocutro aluno resolveu esse problerma algebricamente.
sistema de equacdes:

{x+y=180°

X = +10°

= A solugdo que vocéd encontrou torna wverdadeiras as

wverifigue.

». Considerando gue as incdgnitas a e b dos sistemas saoc medidas de angulos, crie um
enunciado para cada situacao e descubra a medida de cada angulo:

a—+b=90"
a)
B
=2

Na figura a seguir, as retas a e b sdo paralelas e a reta £t € Uma transversal a essas retas:

s rsfosng NF

Ele montou o seguinte

129

) a+b=180"
a=2b—15"

T

e o o
Um dngulo que mede ==
menos de 90° & dito agudeo. Um

\\obfuso, E o @éngulo que mede 90°,

dngulo que mede mais de 90° & dito

como & chamado?

b} Na figura, quais angulos sdo agudos? E quais sdo obtusos?
<) Quais pares de &ngulos sao OPWV?

d) Quais d&ngulos s5o congruentes?

P

==

e ———— —————
Use o transferidor
para conferir! Mas, lembre-se, os
instrumentos de medida podem nao
sSer muito precisos.

=

e
e) Podemos dizer que todos os dngulos agudos da

f) E os angulos obtusos, também sao todos congruentes?

g) Somando a medida de um angulo agudo com a medida de um angulo obtuso da
figura, quanitos graus se obtém?

h) Podemos dizer que os angulos 2 e 5 sd0 su plementares? Escreva mais trés pares de

angulos da figura que sejam suplementares.

130
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. Descubra as medidas dos 4ngulos desconhecidos, sendo as retasr e s paralelas:

a) b)
‘540
I 130° Y]
4 "

10. sabendo que as retas a e b sdo paralelase asretasc e d ta mbém, e com base nos dados
da figura, responda as questdes a seguir:

a) Quanto medem os angulos x, y e z?
b) No paralelogramo ABCD, os angulos opostos x e y tém a mesma medida?
c) E os &ngulos 120° e z, sdo congruentes?

d) Podemos dizer que um angulo agudo e outro obtuso do paralelogramo sao
suplementares?

e) Num paralelogramo, tanto os angulos agudos como os obtusos s3o sempre
congruentes. Generalize algebricamente essa afirmacao a partir da seguinte figura:

Y
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11. Como podemos demonstrar algebricamente que a soma dos dngulos internos de um
tridngule € igual a 180°7 Converse com seu professor e colegas sobre issa. Deposs,
registre a demonstracdo no caderno. {r/fs)

Mas atividades
el asetasres

[5] (=]
& 7y

I3, Cakule o valor de m, n e p na figura: (sit)

| 4. Como podemps demonstrar algebricamente que a soma dos angulos internos de um
paralelogramo & igual a 360°7 Retina-se com um colega e registre a demonstragao no

caderno.
TR A - B r
== b
d < -
S S
) c

« Agora, compare a demonstragio gue vocés fizerarm com as de outras duplas. Registre
no cademo uma demonstragao diferente da sua.
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|. Usando o transferidor, meca os dngulos indicados na figura a seguir e responda:

Os éngulos
dessa figura que T&m a
mesma medida sdio chamados
de opostos pelo vértice
(OPV).

a) Os dngulos a e b tém a mesma medida?}j{,._(\_,

b) E os &ngulos c e d?ﬂcﬁn(\)

c) Nessa figura, quais pares de angulos sao suplementares, ou seja, quais pares de
angulos somam 180°7? AOC/%OO

d) Converse com seu professor e colegas sobre quando dois angulos sdo opostos pelo
vértice. Anote no caderno suas conclusoes.

e) Podemos dizer que os dngulos OPV sao congruentes?tpjvm

f) Essa conclusdo pode ser generalizada algebricamente, ou seja, podemaos provar que
~ -~ 2
os angulos OPV sdo sempre congruentes. W

Veja como um professor comecou a demonstracao:

- Como ele pode provar, a partir dessas igualdades, que 8 = b?

.. Determine a medida das letras em cada situacéo:
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. Calcule o valor de a em cada situacao:

4 : 45
5 - -
(oo 4
a+5° O %
|\ 28¢ 2a ./ ~, 750
[ L 1 -
k=SS A=30

Observe este quadro:

Quando dois ou mais angulos somam:
90°, eles sao ditos complementares:

180°, eles sdo ditos suplementares:
* 360°, eles s3o ditos replementares.

Agora, cite:

a) dois angulos complementares, sendo um deles o dobro do outro; (xO° D
b) dois @ngulos suplementares, sendo um deles o triple do outro: IBS TadsT
¢} trés dngulos congruentes suplementares. 120~

Dois dngulos sdo suplementares e um excede o outro em 10°.
a) Quanto medem esses dngulos? 95 ° ,, 85"

b} Um aluno resolveu esse problema usando uma tabela. Veja uma parte dos calculos:

B e TEE | Uso . 550 — 1009

& | @& 35,58 &)

* A solugao que ele vai obter é a mesma que a sua?

c) Um outro aluno resolveu esse problema algebricamente. Ele montou o seguinte
sistema de equacfes: ?‘

{x+}r=18{)° f

B ¥
X =y +10° !l
2 . :

A solucgo que vocé encontrou torna verdadeiras as equacoes do sistema?

Verifique,
1-i;,.<_~7::}7{;?’ gc +F5 = 7707
wxy + D 129 = =HP0%- /f
Y+10°%\y = 180° b I
2y = 78770

L ?ﬁ? Y= I
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Considerando que as incgnitas a e b dos sistemas s3o medidas de angulos, crie um
enunciado para cada situacdo e descubra a medida de cada angulo:

) et a+h=180°
d
b:% a=2b-15°

Na figura a seguir, as retas a e b sdo paralelas e a reta t é uma transversal a essas retas:

—a
3r4
64 :
78
/ . 8 A
a) Duas retas paralelas cortadas por uma transversal determinam quantos angulos? amﬂuﬂm

Um dngule que mede
menos de $0° & dito agude. Um
dngulo que mede mais de 90° ¢ dito
obtuse. E o dngule que mede 90°,
como é chamado?

b) Na figura, quais angulos sio agudos? E quais sdo obtusos? L35, q/ia?\:ﬁua‘)‘“lﬁu"%
c) Quais pares de dngulos sio OPV? L pav D |2 a5 b povt ] pﬂv\?" '
d) Quais dngulos sdo congruentes?

Use o transferider
para conferir! Mas, lembre-se, os
instrumentos de medida pedem néo
ser muite precisos.

=
S

e) Podemos dizer que todos os dngules agudos da figura sdo congruentes? ):)):rwv
f) E os angulos obtusos, também sao todos cangruentes? %47

g) Somando a medida de um &ngulo agudo com a medida de um angulo obtuso da
figura, quantos graus se obtém? (80"

h) Podemos dizer que os dngulos 2 e 5 sdo suplementares? Escreva mais trés pares de
angulos da figura que sejam suplementares. ‘T;um@

‘U‘P??J”arq“‘q 130
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o) (otb = 9p s ab S’
b: g 2b- |‘5"-’rb: \80 "
3 5 {807+ 157
_,?.-Hr._?j: qo* Fhe 195°
‘ B aET
o Ou ¥ &;:.“'.80” E
B o180 0= 05"
e = {80
3 .
Qs = O
; & = dgilps " fis
bz O oA e
== = e
b= 30

1_1?(,1'

- Descubra as medidas dos 4ngulos desconhecidos, sendo as retasre s paralelas:
b)

a)
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0. sabendo que as retas a e b sao paralelas e as retas ce d também, e com base nos dados

da figura, responda s questdes a sequir:

a) Quanto medem os dngulos x, y e z7 % o % =z {bf}’/j =120
b) No paralelogramo ABCD, os dngulos opostos x e y tém a mesma medida? ?C,Lrv-(v

¢} E os dngulos 120° e 2, sap congruentes? Sy
d) Podemos dizer que um &ngulo agudo e outro obtuso do paralelogramo sio

suplementares? 93';/"*”

) Num paralelogramo, tanto os &ngulos agudos como os obtusos s3o sempre
congruentes. Generalize algebricamente essa afirmacao a partir da seguinte figura:

out b= \BO°
C Yoz \BO

30wz A0
CL:_'!.@O
3.
} 132 ouz (O

00 - b+ 430 = 180

- b = 180-60- 130

_b:_10(,1>

b= 40

oY ¥ 2o v 42180
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I1. Como podemos demonstrar algebricamente que & soma dos angulos internos de um
tridngulo é igual a 180°? Converse com seu professor e colegas sobre isso. Depois,
registre a demonstracde no caderno. (1//s)

Mas atividodes
11el2, asretasres

1 4. Como podemos demanstrar algebricamente gque a soma dos angulos internos de um
paralelogramo é igual a 360°7 Relina-se com um colega e registre a demonstracao no

caderno.

{beb: 1,80“'
QU+ (90

c

« Agora, compare a demonstracdo que vocés fizeram com as de outras duplas. Registre
no caderno uma demonstracao diferente da sua.

133
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Pontificia Universidade Catdlica de Siao Paulo — PUC/SP
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S-AT 2

Orientanda: Mirtes Fatima Pasini
Orientadora: Prof® Dr? Siobhan Victoria Healy (Lulu Healy)
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T — data: 22/

Atividades retiradas da Colegao /déias & Relacbes — 72 série

ATiViDADES MATEMATI(AS

. Usando o transferidor, mega os angulos indicados na figura a seguir e responda:

Os d@ingulos
dessa figura que t&ém a
mesma medida s&io chamados
de opostos pelo vértice
(OPV).

a) Os éngulos a e b tém a mesma medida? v v
b) E os dngulos c e d? vl

<) Nessa figura, quais pares de anguros sdo supfementares ou seJa quais pares de
A~

angulos somam 180°? y&. o W:»_;b W\du o,w v b il 2P
d) Converse com seu professor e colegas sobre quando dois dngulos sdo opostos pelo

vértice. Anote no caderno suas conclusdes. ém Y unAate ol D ornbhan
e) Podemos dizer que os dngulos OPV sao congruentes? b, =

f) Essa conclusao pode ser generalizada algebricamente, ou seja, podemas provar que
os édngulos OPV sdo sempre congruentes. b
9 P g LUy

LB O -c.
Veja como um professor comecou a demonstracio: _
bugo-0.2180
'-'D—Gt.. (8O- 180
b-a o
Ca sy d+é=180° b= o
- | R |
i A { b+e=180°
b \/"{/

Como ele pode provar, a partir dessas igualdades, que 3 = b?

.. Determine a medida das letras em cada situagdo:

a)

X =2
Q;S{:L,g }(_:Qi,‘
U =180-48 = (30 122
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- Calcule o valor de a em cada situacio:

" 4sof
) \ﬂ; fX
ars 7 LA\
= A\ &
3/28“ 2a /?5*5
ou= %¥O BLesp

Co :_ﬂ'_[éo

Observe este quadro:

Quando dois ou mais angulos somam:
807, eles sao ditos complementares;
180°, eles sao ditos suplementares;

360°, eles sao ditos replementares.

Agora, cite:
- Lx] X
a) dois dngulos complementares, sendo um deles o dobro do outro: 6O & 30"
: L=
b) dois angulos suplementares, sendo um deles o triplo do outro; i35%.,.49

A A o
c) trés dngulos congruentes suplementares. & O
. Dois angulos sdo suplementares e um excede o outro em 10°.

a) Quanto medem esses angulos? 85{] w §g®

b} Um aluno resclveu esse problema usando uma tabela. Veja uma parte dos calculos:

o Angulo  Angulo mais 10° . ‘Soma dos angulos

= 550 e+ 550 - 100°
550 ‘ _____ 65¢ ;”55a +65° = 1000
65 | @ ¥9" 694 ¥8% j40°

Q¥ @ gy ysies e
@851 = @ 39° | 85° = 39

A solugao que ele vai obter é a mesma que a sua? o 0%

c) Um outro aluno resolveu esse problema algebricamente. Ele montou o seguinte

sistema de equagdes: I
Xx+y=180" |
, T N
x=y+10 L
- i3

* A solugdo que vocé encontrou torna verdadeiras as equagdes do sistema?
Verifique. X‘_‘)”

Rl a1

129
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Considerando que as incognitas a e b dos sistemas sdo medidas de &dnguloes, crie um
enunciado para cada situacdo e descubra a medida de cada dngulo:

a+b=90° (3 =60° a+b=180° QU= {{%°
b_a ; b) =2b-15°
=3 b= 3¢ Feets b= 0%’

Na figura a seguir, as retas a e b sdo paralelas e a reta t & uma transversal a essas retas:

a)

Hmw

Um éngule que mede
menes de 90° é dite agudo. Um
dngulo que mede mais de 90° & dito
obtuso, E o dngule que mede 90°,
como & chamada?

b) Na figura, guais angulos sao agudos? E quais sio obtusos?_t 5, % 3( 3
aboc e g !
¢} Quais pares de &ngulos sao OPV?(B o :# 2, 4,0, 6( Y );

d} Quais dngulos s&o congruentes?

i\_,_,?j}{ju__‘j:}

6&,8} ‘lw{{;

_ T
Use o transferidor
para conferir! Mas, lembre-se, os
instrumentos de medida podem nio
ser muito precises,

e) Podemaos dizer que todos os dngulos agudos da ﬁgura 530 congruentes? bm
f) E os &ngulos obtusos, também sio todos congruentes? bum

@) Somando a medida de um angulo agudo com a medida de um dngulo obtuso da
figura, quantos graus se obtém? | §c°

h} Podemos dizer que os dngulos 2 e 5 sdo suplementares? Escreva mais trés pares de
angulos da figura que sejam suplementares. 5

30 Dulie6e, Y8

2.1
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Descubra as medidas dos dngulos desconhecidos, sendo as retas r e s paralelas:

a) / b}
540
: 1300 VS = 40°
b{ 5 b f“axw% %0
/ o

= 45° )
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Sabendo gue as retas a e b sao paralelas e as retas c e d também, e com base nos dados
da figura, responda as guesties a seguir:

c d
A B .
1200 3
z -
y ;
59 4 b

a) Quantc medem os dnguios X, ye2? M ., 4q — 6ol
o~

3= d20°
b) No paralelogramo ABCD, os dngulos opostos X e y t8m a mesma medida? '\Z)me

¢) E os angulos 120° e 2, sdo congruentes? ;J)dw“

d) Podemos dizer que um angulo agudo e outro obtuso do paralelogrameo sdo

suplementares? -,,1,—

e) Num paralelograme, tanto os &ngulos agudos como os obtusos $30 sempre
congruentes. Generalize algebricamente essa afirmagao a partir da seguinte figura:

o bl = (0"

./ T+ bz {go°
fi Calcule o valordeaeb. T wa-bhelzdo ={R0O°
130
WO =P Go~-b =480- (=0
b= to® GL~b = £0O°
za-l-b_ W%W‘N—EM
A =K+ 2 w5 =180
132 da =180
A =480 o 60°
<
W
GO~ b =50
-b= 90-¢o
=10 = = fb 5
=40
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I1. Como podemos demonstrar algebricamente que a soma dos &ngulos internos de um
tridngulo € igual a 180°7 Converse com seu professor e colegas sobre isso. Depois,

registre a demonstracdo no caderno. (r/s)

Mas atividades
Il1el2 asretasres
sdo paralelas.

. Descubra as medidas dos angulos x, ¥ e z na figura a sequir: (r//s)

VW, )

iy X= 03"

\ % = % 80

\ ol 4=

\63° 787 \
- 5
Calcule o valor de m, n e p na figura: (s/t)

= g8°
= ¥1°
= o24°

14}, Como podemos demonstrar algebricamente que a soma dos dngules internos de um
paralelogramo & igual a 360°? Relina-se com um colega e registre a demonstracdo no
d=18o-a

caderno.
oL +d =iy r iif’é;‘ii@b
v =0 C 380 < 180"
) C-a ={-1go
= 360, =0
C =0

Agora, compare a demonstragdo que vocés fizeram com as de outras duplas. Registre

no caderno uma demonstracio diferente da sua.
133
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Orientanda: Mirtes Fatima Pasini
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Atividades retiradas da Colecao /déias & Relagcbes — 82 série

Neste anexo, apresentamos algumas atividades que aparecem em outros capitulos e empregam o
Teorema de Pitagoras na sua resolugdo. Leia com atencédo e utilize seus conhecimentos sobre o
assunto para resolvé-las.

Atividades que aparecem no capitulo Numeros Irracionais, p. 75

1. Utilizando seus instrumentos de medida, construa 10 tridngulos retdngulos a partir de
um triangulo retangulo de catetos medindo 1 cm, conforme mostra esta figura:

a) Calcule as medidas das hipotenusas desses triangulos usando o Teorema de
Pitagoras. Deixe os valores indicados na forma de radical.
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7. Um carpinteiro precisa construir o telhado de uma casa. Para isso, ele precisa calcular o
comprimento dos caibros do telhado.

3
——A

Observando a figura, vocé pode verificar a presenca de um tridngulo retdngulo.
Desenhe-o em seu caderno.

a) Que elemento desse tridngulo representa o comprimento do caibro?
b) As outras medidas representam quais elementos do tridngulo retangulo?

c) Qual é o comprimento do caibro?

Use o Teorema
de Pitdgoras para
descobrir.

Atividades que aparecem no capitulo Trabalhando com varias idéias e relagées, p. 107.

8. Este tabuleiro de xadrez é formado por quadrados de lado igual a 1. Como um cartdo
quadrado de lado 1,5 poderia ser colocado no tabuleiro de modo a tocar o maior
nidmero de quadrados (n)? Qual o valor maximo possivel de n?

Verifique
sua resposta com o
tabuleiro e o cartéio que
seu professor vai
entregar.

9. Num triangulo isésceles, a base mede 10 e os lados iguais
medem 13. Existe um outro tridngulo isésceles com lados
iguais medindo 13 e com a mesma &rea do primeiro. Quanto
mede a base desse triAngulo?

13 13

ol

10
Atividade aparecendo no capitulo Utilizando equagédo do 2° grau para resolver problemas, p. 127.
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7. Calcule as medidas dos lados deste tridngulo retangulo: %

Utilize

o Teorema
et de Pitdgoras
para resolver.
x-5
X+ 3

Atividade aparecendo no capitulo Calculando areas, p. 174.

5. Calcule a area dos tridngulos retangulos abaixo:

o« 13 cm
6@(’ 5cm

2710 cm -

V75 cm

Atividade aparecendo no capitulo Trigonometria, p. 201.

Censidere um tridangulo equilatero de lado 1. A altura h desse triangulo divide a base ao

meio:
B
O tringulo
ABH é
1 1 reténgulo?
h
PRI B ol
2 2

a) Aplique o Teorema de Pitdgoras no triangulo ABH e obtenha uma férmula para
calcular a altura h, conhecendo-se a medida do lado £.

b) Calcule a medida de h quando:

ﬂ:4cm ﬂ:ﬁl\/gcm
1 =+3cm -8 =15¢cm
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Atividades retiradas da Colegdo Idéias & Relagbes — 82 série

Neste anexo apresentamos algumas atividades que aparecem em outros capitulos e
empregam o Teorema de Pitagoras em sua resolugdo. Leia com atengéo e utilize
seus conhecimentos sobre o assunfo para resolvé-las.

Atividades aparecendo no capitulo Ndmeros frracionais, p. 75

L Ut|ljze_mdo seus instrumentos de medida, construa 10 triangulos retdngulos a partir de
um triangulo retdngulo de catetos medindo 1 ¢m, conforme mostra esta figura:

a) Calcule as medidas das hipotenusas desses tridngulos usando o Teorema de
Pitagoras. Deixe os valores indicados na forma de radical.

B e i S L T T M
A, 157% TV 7t [ =077+ T RER T el 17 [at 67« /
L .7 ee'#j'?f | = ey o
o A e R x*z3 +F i;v;tj s S 2% 6+ 7
. ‘i."f | 2523 - :14—‘ = e PR
IV !. '3'_:11';—5’7 ).;:-[;l‘J | x.=l/ 6 JCFW
T e O I e v e I i TSNS IR e
x 7] +7 'x“=(1ﬂf'mﬁxi-—5**?" A Uy 7 o
12;@?;7 e A A S S G e M
g = Ft7 | x '}; : ) == % 1941
wiof, | B2l [V | o277
- - -
weVE 23 AT
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7. Um carpinteiro precisa construir o telhado de uma casa. Para isso, ele precisa calcular o
comprimento dos caibros do telhado.

~» caibro

3

Observando a figura, vocé pode verificar a presenca de um tridngulo retdngulo.
Desenhe-o em seu caderno.

a) Que elemento desse tridngulo representa o comprimento do caibro?
b) As outras medidas representam quais elementos do tridngulo retadngulo?

¢} Qual e o comprimento do caibro?

Use ¢ Teorema
de Pitdgoras para
descobrir,

6.)- _1
xﬁ“: 153 »J_F
= 1+9
x*= 70
2=V70
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Atividades que aparecem no capitule Trabalhando com vanas idéias e relacdes, p.
107

8. Este tabuleiro de xadrez & formado por quadrados de lado igual a 1. Como um cartao

quadrado de lado 1,5 poderia ser colocado no tabuleiro de modo a tocar o maior
numero de quadrados (n)? Qual o valor méximo possivel de n?

Verifique
sug resposta com o
fabuleire e o cartéo que

sey professor vai
entregar.

v - A .
e, n VB UNEREYAQS  Cobevy B ny
chapds s L /5o J ]-,a:'c;-.u el T)lmﬂ;imb vy igaiokaly

o sy L v, T ity G Cncluris
oo Wy & OpOIIAG ww |

ol APOSo TS o fl

-~

S:mjwciw

P
-

9. Numi tridngulo isosceles, a base mede 10 e os lados iguais
medem 13. Existe um outro tridngulo isdsceles com lados

iguais medindo 13 e com a mesma area do primeiro. Quanto y oy -
mede a base desse triangulo?
o] it
10
e
16)"_ = Lh‘lﬁ- WS
: g Re w69 -as g, = b
A% \r e a4 A - "
o Thm g ks i 1L
= =
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Atividade aparecendo no capitule Uliizando eguagdo do 2° grau para resolver
problemas, p. 127,

7. Calcule as medidas dos ladosdeste trigngulo retangulo: 3

Utilize
o Teorema

:
iy ¥, 3 T
L: 2= = de Pitdgoras
para resalver.
Q-f.:H
x=5 il, =
|2-57 K43 /
ey - A7)
= P = w4

]
(z+43)% (-5 ) 1 (x13)7
(B B)=(x-5 z-5) 1 (£ (28
% 13 xt3xt= -5 AR5 T AR =1
2246 £ 49 = dn =702 3 +29
22D a*bxtbx =—F+29
2w =20
(3:+’3)ﬁ: ('_"&i*g',)j!*r ;}g'ﬁg)z M
Lﬁ*ﬁ)ti(arﬁﬂaffﬂu%ﬁ)ﬂ
(5P =B (4)*

\25=9+76

A5=25

\

216



5, RT

Atividade aparecendo no capitule Calculando Areas, p. 174.

5. Caleule a drea dos tridngulos retangulos abaio:

13 ¢cm
5¢em
[ 72%
@ A, :M‘éé:fﬁa
<, %‘ - 2 .

e |
V3= Qb+ | 5> ?ﬂ’ 7%

7 /f - '_ 3 1/ = A = 11 g

b ~\DV7 90 i —
; (]/?57) L,{;Hm@}

[ﬁ}?}?ﬂ@ﬁ? % z_::" 7Lk - 2549,25

WsT= A E o 52 = 3095
gzgf% a4z’ o ;’jfg 16,6 o
= 501 ?f‘" L |

_—’,LSFjﬁ;‘:I L' mﬂf7éé‘ WW}%L}’; =

b
% e 5V*?7ég 5V“i§3
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Atividade aparecendo no capitulo Trigonomelria, p. 201.

> Considere um trigngulo equilétero de lade L. A altura h desse tridngulo divide a base ao

meio:

B
/" O triéingulo
ABH ¢
1 1 retdngulo?

/ h

R
2 2

a) Aplique o Teorema de Pitagoras no tridngulo ABH e obtenha uma férmula para
calcular a altura h, conhecendo-se a medida do lado I.

b} Caleule a medida de h quando:
I=4em 1 =46 cm
1=43cm «=15am

}ﬁf{%ﬁ

i”:%’ﬁt%f _
}Zm ;—-ftftffﬁ e | -1
R £
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Atividades retiradas da Colegéo /déias & Relagbes — 82 série

Neste anexo apresentamos algumas atividades que aparecem em outros capitulos e
empregam o Teorema de Pitdgoras em sua resolugdo. Leia com atengédo e utilize
seus conhecimentos sobre o assunto para resolvé-las.

Atividades aparecendo no capitulo Nameros Irracionais, p. 75

I Utlllzando seus instrumentos de medlda construa 10 triangulos retangulos a partir de
um triangulo retangulo de catetos medindo 1 cm, conforme mostra esta figura:

a) Calcule as medidas das hipotenusas desses triangulos usando o Teorema de
Pitagoras. Deixe os valores indicados na forma de radical.

> e 2z u_ B 2
tA?: 53+04. 2) a'=b%6” " 3) Q:, 2 W‘\).L 4) °“”= AV 5) °‘;’ "y Wg‘)
o= 4% o= 1{5—«:1) %= A+ N3 o = A4 o - i+5
vﬁ;": Q’ "".. ‘v N \Alh-, l-\—3 a,l'; 5 Q): _ G
=Y w = 3 "03'=f|r‘ W’{g‘ w;’w
= E‘\ e q A i N 3 (4-’/0\7)

- v_o 7)) o) o = Ny 87 R
2 PSR T -t e TR i e
A& = P4 (A7) »_ = 1 o = Ay 9 b i
./Ov'”; Ate Ooujlﬂ ;‘Y af"‘?/\ Wv;‘%‘i\ O;J;’S.L/l‘\
&’54 - ’W‘ w = °] 1
\N:ﬁ QU = st 3 LY o=
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7. Um carpinteiro precisa construir o telhado de uma casa. Para isso, ele precisa calcular o
comprimento dos caibros do telhado.

=

>Vﬁ A“#"T‘ h el

Tm

Observando a figura, vocé pode verificar a presenca de um triangulo retangulo.
Desenhe-o em seu caderno.

a) Que elemento desse tridngulo representa o comprimento do caibro?

b) As outras medidas representam quais elementos do triangulo retangulo?
VY FB VN

&y

c) Qual é o comprimento do caibro?

2 @
X415
Q
oy =
- 4 t CI Use o Teorema
= de Pitdgoras para
% 40 descobrir,
X =30 £

d) Para encontrar a medida aproximada do comprimento do caibro, é preciso calculara
V10. Para fins praticos, usam-se apenas duas casas decimais. Qual a medida do

caibro, em metros? 2,36 G
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Atividades que aparecem no capitulo Trabalhando com varias idéias e relagoes, p.

107.

8. Este tabuleiro de xadrez é formado por quadrados de lado igual a 1. Como um cartdo
quadrado de lado 1,5 poderia ser colocado no tabuleiro de modo a tocar o maior
numero de quadrados (n)? Qual o valor maximo possivel de n?

T e o Guadiods alcamgu.

9. Num triangulo is6sceles, a base mede 10 e os lados iguais
medem 13. Existe um outro tridngulo isésceles com lados
iguais medindo 13 e com a mesma area do primeiro. Quanto
mede a base desse triangulo?

3 ( -
x&?’ X+ 8ka jorded
- € - &
= 6*&6 Y )a=

40 o
X,’-‘JéQ—QS """a" L bomuv&‘{(
)(‘):449 O»=60 IS Ve RV Y,V Ve NG
x:m \mw ©0
X =i

13/

Verifique
Sua resposta com o
tabuleiro e o cartdo que
seu professor vai
entregar.

Y
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Atividade aparecendo no capitulo Ulilizando equagdo do 2° grau para resolver
problemas, p. 127.

—

7. Calcule as medidas dos lados deste tridangulo retdngulo: \

Utilize
x+2 =4 ! = o Teorema
2 < de Pitd
fau) W\ e
6
wel,
(.)_-;)U ? x+3=29
€3y (w+3)%
(e)°
w5

(3+3)% (x~S"+ Geu)
(;(4_3), (x+3) = X-%).(x
:+3x+3k+9 =G
X +6x+Q =
<Q
X +6x+9

5)+ (x +°)).(x+g)

3 ‘5’<'5)<+a)“:>)+(x'2+o2x+ax+4¢\
X 40x 4% + xﬁ.qx +94

S - b6x +29
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Atividade aparecendo no capitulo Calcufando Areas, p. 174.

>. Caleule a drea dos tridngulos retdngulos abaixo:

g'fl-('m ‘\f-L—é 5cm oy
210 em ' =
75 cm = b3 G
a 48
42 ﬁuaw 82 7615@75115
o U cpith
a-*ﬁ’:' = pcl
A X - a2 au ol
Lo Ou }_:'____'"_ﬁ__ 4.3=5+x:b g 50/(2
ol Ry Jere
(5Q)= (vim)2. 2 169 = 2a gl ST TE 5% 53
Jﬁ,g —- (}‘io_f_xﬂ.f G ‘\!:‘—T-Ei___, vic ‘X:L= -ifacl—wb‘."_'} m.‘:______g? S i}.’lz :
0 4 x T X7= 144 W= 5{301\“3} |3
: B o= Y% %= A : i
O*-QG:: X ad M= s Gy 5-5»1
do=x A=v537 ‘
£ S
2=V 40 o, o
& =95% o5 35
Q‘ g
Q= 57{%6 Crrry
o,
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Atividade aparecendo no capitulo Trigonometria, p. 201.

3. Considere um tridngulo equilatero de lado 0. Aaltura h desse tridngulo divide a base ao

meio:
B
O tridngulo
ABH ¢
] i retdngulo?
h
A H G

1 L
2 2

a) Aplique o Teorema de Pitédgoras no tridngulo ABH e obtenha uma foérmula para
calcular a altura h, conhecendo-se a medida do lado 1.

b) Calcule a medida de h quando:

«l=4¢m 1=4/6em
l=+3m I =15em
o) \1'2—“%‘1(%)“" o) Lo WJatson
‘q \Qa"___%@-'_:—ﬂj ] =de{3_ M= 5 j—é\
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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