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RESUMO

Nesta tese estudamos a propriedade de separabilidade sob conjugacdo de grupos
comensuraveis com os grupos de Bianchi. Os grupos de Bianchi sdo os grupos I'y = PSLy(Oy),
onde Oy é o anel dos inteiros do corpo Q(v/—d), e d é um inteiro livre de quadrados. O resultado
principal desta tese é demonstrar a propriedade de separabilidade sob conjugacdo de grupos livres
de torcdo e comensuraveis com os grupos de Bianchi euclideanos.

Mostramos também a propriedade em questdo para os grupos SLs(0y),d =1,2,7,11
e GLy(0y),d =2,7,11.

A prova do teorema principal é baseada principalmente em dois resultados cruciais.
Primeiro a decomposi¢ao dos grupos de Bianchi euclideanos I';, obtido por B. Fine, em produtos
livres com amalgamacdo e H N N-extensdo de grupos virtualmente livres e segundo a separabili-
dade sob conjugac¢ao dos grupos I'; demonstrado por Wilson and Zalesskii.

Palavras Chaves: Grupos de Bianchi, Separabilidade sob conjugagdo, Topologia
Profinita.
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ABSTRACT

In this thesis we study the conjugacy separability of groups commensurable with
Bianchi groups. The Bianchi Groups are groups 'y = PSLy(0Oy4), where Oy is the ring of in-
tegers of the field Q(v/—d), and d is a square-free integer. The main result of the thesis is to show
the conjugacy separability of torsion free groups commensurable with euclidean Bianchi groups.

We also show the property in question for groups SLs(Oy4), d = 1,2,7,11 and
GL2(Od), d= 2, 77 11.

The proof of the main theorem is based on two crucial facts. The first one is the de-
composition of the euclidean Bianchi groups I'; in free products with amalgamation and H N N-
extensions of virtually free groups obtained by B. Fine. The second fact is the conjugacy separa-
bility of I'; proved by Wilson and Zalesskii.

Key words: Bianchi groups, Conjugacy separability, Profinite topology.
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INTRODUCAO

Ha mais de um século os grupos de Bianchi vém atraindo a atencdo dos matematicos.
O primeiro a iniciar investigagdes que trouxeram este objeto a foco de atencdo dos outros
matematicos foi o pesquisador Luigi Bianchi, quem em 1892 determinou geradores para muitos

membros da classe destes grupos.

Os grupos de Bianchi sdo os grupos I'y = PSLy(0Oy4), onde O, € o anel de inteiros
do corpo Q(v/—d), e d é um inteiro positivo livre de quadrados. Estes grupos sdo interessantes
nao somente como objetos da teoria dos grupos, mas aparecem naturalmente em vdérias outras
areas da matematica tais como teoria dos nimeros e geometria. Os grupos ['; podem ser pensados
como generalizag¢oes obvias do grupo PS Ly(Z). Todavia eles também sao generaliza¢des naturais
de PSLy(Z) de ponto de vista geométrico. A saber, PSL,(Z) age sobre o semi-plano superior
hiperbélico H? de modo totalmente descontinuo. Por sua vez, PSLy(O4) pode ser pensado como
o grupo de isometrias do espago hiperbdlico H? agindo de modo totalmente descontinuo. De fato,
isto foi demonstrado por Luigi Bianchi, e além disso ele determinou dominios fundamentais para

estes grupos, que teoricamente permite obter apresentacdes para eles.

Os grupos de Bianchi sdo grupos aritméticos e portanto o problema de congruéncia
faz sentido para I';. O problema de congruéncia para os grupos SL,(O,) pergunta se qualquer
subgrupo de indice finito contém um subgrupo da forma { ¢ € SL,(O4) | g = 1 mod I}

para algum ideal ndo nulo I de O4. A formulacdo moderna do problema é descrever o nicleo de



congruéncia, isto é, o nicleo do homomorfismo ¢ : SL/n(Bd) — SLn(é\d). Foi mostrado por
Bass, Milnor e Serre [B-M-S-67] que para n > 2 o nucleo de congruéncia € finito e por Serre
[S-70] que no caso n = 2 o nucleo de congruéncia € infinito. Para grupos aritméticos o “tamanho”
do nucleo de congruéncia determina se topologia profinita do grupo € forte ou fraca. Em particular
o resultado de Serre mostra que a topologia profinita dos grupos S L, (O,) é forte, e logo 0 mesmo
acontece nos grupos [';. Em outras palavras os grupos ['; t€m estrutura normal rica. Notemos que
a completa solucdo do problema de congruéncia para estes grupos (isto é, a descricao dos nucleos
de congruéncia) ndo foi ainda estabelecida, embora Lubotzky [L-82] tenha mostrado que estes

nucleos contém subgrupos profinitos livres de posto enumeravel.

Outras indicacdes de que a topologia profinita sobre um grupo € forte podem ser de-
tectadas das propriedades residuais tais como: LERF e separabilidade sob conjugacio (definidas a

seguir).

Um grupo G é chamado LERF, se cada subgrupo finitamente gerado de G é a
interse¢do de subgrupos de indice finito de G, ou em outras palavras, é um subgrupo fechado

na topologia profinita.

Recentemente Agol, 1., Long, D., e Reid, A. W. provaram que os grupos de Bianchi
sao LERF [L-R-2004]. Entretanto observamos que a propriedade LERF ndo implica separabilidade
sob conjugacdo e um exemplo disso pode ser extraido dos artigos de Raptis, E., Talelli, O., Varsos,
D. [R-T-V-95] e de Zalesskii, P. A., Tavgen, O. L., [Z-T-95]. Além disso, existem restri¢des para

usar a propriedade de LERF: por exemplo esta propriedade nao € preservada por produtos diretos.

A propriedade de separabilidade sob conjugacado que € objeto de estudo desta tese pode

ser formulada como segue:

Definicao. Um grupo G é chamado separdvel sob conjugagdo se para todos elementos
a, b ndo conjugados de G existe algum quociente finito de G no qual as imagens de a,b ndo sdo

conjugadas.

Podemos também expressar esta propriedade em termos da topologia profinita de G}
G ¢é separdvel sob conjugacgdo se a conjugacdo de cada par de elementos de G no completamento

profinito GdeG implica sua conjugacido em . Consequentemente, G é separdvel sob conjugacao



se, e somente se, a classe de conjugacdo de todo elemento em G € fechada na topologia profinita.

A importancia dessas propriedades foi primeiro observada em 1958 por Mal’cev em
[M-58], quem demonstrou que grupos finitamente apresentdveis separaveis sob conjugacao (res-
pectivamente LERF) tem solugdo positiva para o problema da conjugacgdo (respectivamente para
o problema generalizado da palavra), isto é existe um algoritmo para detectar se dois elementos
em G sdo conjugados (respectivamente, se um elemento de GG pertence a um subgrupo finitamente

gerado dado).

O problema da conjugacao é conhecido como o segundo problema de Dehn. Em 1912
Dehn formulou trés problemas sobre grupos finitamente apresentaveis G = (X | R).
Problema da Palavra: Existe um algoritmo que determine se duas palavras quaisquer nos gerado-
res em X representam o mesmo elemento do grupo G?
Problema da Conjugacdo: Existe um algoritmo que determine se duas palavras v e w quaisquer
sdo conjugadas em G?
Problema do Isomorfismo: Existe um algoritmo que determine se dois grupos dados por

apresentacoes finitas sdo isomorfos?

Daremos agora alguns exemplos de grupos que sao separdveis sob conjugacgao:

1. Todos os grupos profinitos, incluindo os grupos de Galois de extencdes algébricas de corpos;
2. grupos nilpotentes finitamente gerados (demonstado por Blackburn em 1965 [B-65]);

3. grupos policiclicos por finito (demonstrado por Remeslennikov em 1969 [R-69] e por

For manek em 1976 [Fo-76]);
4. grupos livres (demonstrado por Bausmslag em 1965 [Ba-65]);
5. grupos livres por finito (demontrado por Dyer em 1979 [Dy-79]);

6. produto livre de grupos separaveis sob conjugagdo € separavel sob conjugagao (demonstrado

por Stebe em 1970 [St-70] e por Remeslennikov em 1971 [R-71]).

A separabilidade sob conjugacao para produtos livres com amalgamacao € mais dificil,

e nesta linha tem-se os seguintes resultados:



1. Se G = G; *g G5 é um produto livre dos grupos (G; e G5 amalgamando o grupo H, onde
(G e G5 sdo livres ou nilpotentes finitamente gerados e H € ciclico, entdo G é separavel sob

conjugacdo (demonstrado por Dyer em 1980 [Dy-80]);

2. Se Gy e (G5 sdo livres por finito ou grupos nilpotentes finitamente gerados por finito e H
ciclico, entdo G € separdvel sob conjugacdo (demonstrado por Tang em 1995 [T-95] e gene-

raliza o exemplo anteior).
3. grupos de superficies;

4. grupos de Fuchs;

Os dois ultimos exemplos foram primeiramente mostrados por Fine e Rosenberger em
1990 [F-R-90] e podem ser obtidos como consequéncia do teorema B de Ribes-Zalesskii (1995)
[R-Z-96].

O resultado mais geral obtido para produto livre com amalgamacao ciclica foi provado
por Ribes-Segal-Zalesskii (1998) [R-S-Z-98], que estabelece a separabilidade sob conjugacao para
grupos que podem ser obtidos fazendo-se sucessivos produtos livres com amalgamacao ciclica a

partir de grupos policiclico por finito e/ou livre por finito.

Wilson e Zalesskii (1998) [W-Z-98] provaram que os grupos de Bianchi PSLy(Oy)
sdo separdveis sob conjugacdo para d = 1,2,7,11. Para conseguir este resultado eles usaram
a decomposicao estabelecida por Benjamin Fine, na qual os grupos de Bianchi em questio sao
dados como produtos livres com amalgamag¢ao e HNN-extensdo, em seguida provaram que sob
certas condicdes especias produtos livres com amalgamacio ndo ciclica e HNN-extensodes sao
separdveis sob conjugacdo e depois disso provaram que os grupos de Bianchi satisfazem estas

condicoes.

Daremos exemplos de grupos que ndo sao separdveis sob conjugacao:

1. Um grupo que ndo € residualmente finito ndo € separavel sob conjugacio, entdo o grupo de

Baumslag- Solitar G = (a, bla~'b%a = b3) ndo é separavel sob conjugagio.

2. O grupo SL3(Z) é um exemplo de um grupo que é residualmente finito e ndo é separdvel

sob conjugacdo, como podemos ver em [R-71].



Note que € um problema em aberto se a separabilidade sob conjugacao € herdada para
subgrupos de indice finito, e também se podemos obter a separabilidade sob conjugacdo de um

grupo uma vez conhecida esta propriedade para um subgrupo qualquer de indice finito.

O objetivo desta tese é resolver estes problemas para subgrupos de G Ly(C) livres
de torcdo e comensuraveis com os grupos de Bianchi Euclidianos I'y, d = 1,2,7,11. Assim o

principal resultado desta tese é:

Teorema 1. Seja G um subgrupo livre de tor¢do de G Ls(C) comensurdvel com os

grupos de Bianchi 'y = PSLy(0Oy), d = 1,2,7,11. Entdo G é separdvel sob conjugag¢ao.

Lembramos que dois grupos sdo comensuraveis se possuem subgrupos de indice finito

que sdo isomorfos.

Na busca de demonstrar este resultado observamos que o grupo G nao possui subgru-
pos isomorfos ao grupo diedral generalizado (z,y|z? = y*) e exatamente isto que foi usado na

demonstracao do resultado principal. Desta forma o que foi demonstrado realmente é o seguinte

Teorema 2. Seja G um grupo livre de tor¢do comensurdvel com os grupos de Bianchi
[y = PSLy(0y), d=1,2,7,11, que ndo contém subgrupos isomorfos ao grupo diedral generali-

zado. Entdo G é separdvel sob conjugacdo.

Na verdade, para obter a separabilidade sob conjuga¢do de um grupo G a partir da se-
parabilidade sob conjugacao de um subgrupo de indice finito precisamos das condi¢des do teorema
enunciado a seguir e demonstrado na secao 2.3. Observemos também que as condi¢des 1 e 2 do

teorema abaixo sdo satisfeitas para os subgrupos de G Lo (C).

Teorema 3. Seja G um grupo livre de tor¢cdo que ndo contém subgrupos isomorfos ao

grupo diedral generalizado. Seja H um subgrupo de G de indice finito tal que:

1. H separdvel sob conjugacdo;

2. paratodo h € H, Cg(h) é abeliano livre de posto no mdximo 2.

Entdo G ¢ separdvel sob conjugacdo.



Quando queremos provar a separabilidade sob conjugag¢do de grupos G que sdo
construgdes livres, uma das primeiras preocupacgdes € saber se os grupos que fazem parte da
decomposicdo de G sdo separdveis sob conjugacdo. O segundo ponto importante é que nao
necessariamente a topologia profinita induzida por G nos grupos da decomposicdo, determina a
topologia profinita (completa) destes grupos, isto €, se a topologia profinita induzida nos subgru-
pos € a topologia profinita destes subgrupos. Desta forma fica dificil de usar a separabilidade sob
conjugacao dos grupos da decomposicao. Entdo para provar a separabilidade sob conjugacao do

grupo (G exigiremos que a topologia profinita seja forte, mais precisamente temos a

Definicao. Dizemos que a topologia profinita sobre um produto livre amalgamado
G = G xg G5 € eficiente se, G é residualmente finito, a topologia sobre GG induz a topologia

profinita completa sobre G, Gy e H, e G, Gy e H sdo fechados em G.

Analogamente dizemos que a topologia profinita sobre uma HNN-extensdo G =
HNN(H,Gy,t) é eficiente se, G é residualmente finito, a topologia profinita de G induz a topolo-
gia profinita sobre H e os subgrupos associados G'1, G5 e H, Gy, G5 sao fechados na topologia

profinita sobre G.

Observamos primeiro que a eficiéncia da topologia profinita sobre o produto livre com
amalgamacio G = G *y G5 (respectivamente a H N N-extensdo G = HNN(H, G1,t)) implica
que o completamento profinito transporta estas construcdes para a categoria dos grupos profinitos,
isto é, G = (/1\1 s é\g (respectivamente G = HNN(PI, é\l, t)), onde C/J\l, é\g, H sdo imersos em
G. De acordo com a teoria de Bass-Serre € a versio profinita dessa teoria, G age naturalmente sobre
a arvore S(G) e G age continuamente sobre a arvore profinita S (@) A segunda consequéncia
importante da eficiéncia da topologia profinita é que S((G) pode ser imersa naturalmente em S (CAJ)
Isto possibilita usar a teoria de Bass-Serre junto com a versdo profinita desta teoria que sdo as

ferramentas principais desta tese.

Descreveremos brevemente a estrutura desta tese. Dedicaremos o primeiro capitulo
as preliminares, no qual a primeira se¢do versa sobre a topologia profinita de um grupo G. Na
segunda e terceira se¢do falamos sobre a teoria de Bass-Serre de grupos agindo sobre drvores e a

versao profinita desta teoria que sdo necessarias nas demonstracdes do capitulo 2.

O capitulo 2 inicia com a descricdo dos centralizadores de elementos dos grupos



GLy(C), SLy(C), que foi essencialmente usada na demonstragdo do resultado principal. A se¢do
seguinte estabelece o principal resultado desta tese e sua demonstragdo. A se¢do 3 destina-se a
demonstrar a propriedade de sepabilidade sob conjugagdo dos grupos SL,(Oy), parad = 1,2,7,11
e GLy(0y), parad = 2,7,11. Os casos d = 3 para SLy(O,) e d = 1,3 para GLy(0O,) sdo ex-
cluidos devidos estes grupos nao terem decomposi¢ao como produtos livres com amalgamacgao ou

H N N-extensao e isto nos impede de usarmos as técnicas desta tese.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Topologia Profinita

Introduziremos agora a topologia profinita sobre um grupo G, isto possibilita expressar
alguns fatos algébricos de maneira mais suscinta, como por exemplo: as proporiedades LERF e

separabilidade sob conjugacao.

Seja G um grupo, e considere N a cole¢do de todos os subgrupos normais de indice
finito de GG, esta colecdo pode ser tomada como um sistema fundamental de vizinhanca da identi-
dade de G, assim G torna-se um grupo topolégico. Esta topologia sobre GG € chamada de topologia

profinita de G.

A topologia profinita sobre (7, € a topologia mais fraca sobre a qual todo homomor-
fismo de GG sobre um grupo finito é continuo. E sobre cada quociente finito a topologia conside-
rada € a topologia discreta. Em particular observamos que para qualquer grupo finito a topologia

profinita nada mais € que a topologia discreta.

O completamento profinito G de G com respeito a sua topologia profinita € definido

8



Cap. 1 e Preliminares 9

por:
G = lim G/N

%

NeRr
onde NNV percorre todos os subgrupos normais de indice finito. Assim G torna-se um grupo profinito,
isto é, um grupo topoldgico compacto, Hausdorff e totalmente desconexo. Além disso, existe um
homomorfismo natural ¢ : G — G que associa g — (gN), a aplicagdo ¢ € um monomorfismo
quando G é residualmente finito. Se .S € um subconjunto do grupo topolégico G, denotamos por

S o seu fecho em G. A topologia profinita sobre G € a topologia induzida de G.

Lema 1.1.1. Seja G um grupo residualmente finito, S um subconjunto de G e S o fecho de S em

G. Entdo S é fechado na topologia profinita de G, se e somente se, SN G = S.

Demonstracio: Temos SNG = () (SUNG) = N (SUYNG = N (SU), e
UG U<G UG
esta ultima igualdade é exatamente a defini¢do de conjunto fechado na topologia profinita de G. O

resultado segue. U

Podemos também expressar a separabilidade sob conjugacdo usando a topologia

profinita de G. E para isso daremos a seguintes equivaléncias.

Proposicao 1.1.2. Seja G um grupo, entdo as seguintes condicdes sdo equivalentes:

(i) G é separdvel sob conjugacdo;
(ii) Para todo x € G, a classe de conjugacdo x© de x é fechada na topologia profinita.

Em particular G ¢ residualmente finito;

(ili ) Para todo par de elementos x,y € G tal que y = 7, para algum v € G, existir geG

tal que y = 29.

Demonstragio: (i) < (ii). Sejay € G\ 2%, isto significa que y ndo é conjugado
de z em (. Sendo G separdvel sob conjugacdo existe um subgrupo normal N <1y GG de indice
finito em G tal que 2N e yN ndo sdo conjugados e entdo temos que yN N 2¢ = (). Desta forma
y ¢ N, e entdo temos que para todo y ¢ = temos que y ¢ x N para algum N <I; G. Portanto

N 29N < 2@, entio ¢ é fechado na topologia profinita de (G. Reciprocamente, para todo

NQfG
G

r € G temos que 2% é fechado na topologia profinita de (G, entdo temos que 2% = Nﬂ GxGN .
<
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Assim para todo z, y € G ndo conjugados temos que y ¢ ¢ = Nﬂ GxGN , € desta forma existe
<

um subgrupo normal N <1; G tal que y ¢ z°N e entdo tem-se y N Nz® = (), portanto N e yN ndo

sdo conjugados em GG/N. Em particular, qualquer grupo separavel sob conjugacio é residualmente

finito, ja que a classe de conjugacdo do elemento identidade € fechado na topologia profinita de G.

(1) < (i11). Sejam z,y € G quaisquer tal que y = z7, onde v € G. Suponhamos que
x e y ndo sdo conjugados G, entdo a condigdo (7) implica que existe um quociente finito em que
as imagens de x e y ndo sdo conjugadas, mas isto contraria o fato de x e y serem conjugados no
completamento G, assimz e y sdo conjugados em (. Reciprocamente, sejam x,y € G tal que x e
y ndo sdo conjugados em G. Suponhamos que para todo subgrupo normal de indice finito NV <1y G,
as imagens de x e y sdo conjugadas em GG/N. Entdo z e y sdo conjugados em Ge pela condi¢do

(i1) temos que x e y sdo conjugadas em (, o que é uma contradicao. U

E ficil ver que a separabilidade sob conjugacio é fechada com respeito ao produto

direto finito.

Vale a pena observar que em geral a topologia profinita de G induz sobre um subgrupo
H de G uma topologia mais fraca do que a topologia profinita de H. Logo se GG € um produto livre
com amalgamacgio G = G xgy G5 ou uma H N N-extensdo G = HNN(H, G4,1), ndo necessaria-
mente a topologia profinita induzida por G nos grupos G1, G5 e H, determina a topologia profinita
(completa) destes grupos, isto €, se a topologia profinita induzida nos subgrupos € a topologia
profinita destes subgrupos. Desta forma fica dificil de usar a separabilidade sob conjugacdo dos
grupos da decomposi¢do. Entdo para provar a separabilidade sob conjugacio do grupo G temos

que exigir que a topologia profinita seja forte. Isto motiva a seguinte

Definicao 1.1.3. Dizemos que a topologia profinita sobre um produto livre amalgamado G =
G xy G € eficiente se G é residualmente finito, a topologia sobre G induz a topologia profinita

completa sobre G1,Gs, e H, e G1, G5 e H sdo fechados em G.

Analogamente dizemos que a topologia profinita sobre uma HNN-extensdo G =
HNN(H,Gy,t) é eficiente se, G é residualmente finito, a topologia profinita de G induz a topolo-
gia profinita sobre H e os subgrupos associados G1, G5, e H, G, G5 sdo fechados na topologia

profinita sobre G.

Observamos primeiro que a eficiéncia da topologia profinita sobre o produto livre
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com amalgamacdo G = G; xy Gy ou HN N-extensio G = HNN(H,G,,t) implica que
G =G s Gy G = HNN (ﬁ , G, ,1), onde nas partes das equagdes a direita o produto livre
e a HN N-extensao € considerada na categoria dos grupos profinitos, e é\l, é\g e H sdo imersos

em G.

Exemplo 1.1.4. Os exemplos mais interessantes de produtos livres com amalgamacdo e HN N -
extensoes com topologia eficiente sdo os grupos de Bianchi euclideanos. O fato que a topologia
profinita sobre estes grupos é eficiente foi provado por Wilson e Zalesskii em [W-Z-98]. Os grupos

de Bianchi euclideanos tém as seguintes decomposicoes, dadas por B. Fine em [F-89].

O grupo de Bianchi 'y tem a decomposi¢do em produto livre com amalgamacdo
PSLQ(Ol) = Gl *r GQ,

onde Gy = Ss %737, Ay e Gy = S3 %797, Dy e M € 0 grupo modular PS Ly (7).
Os grupos de Bianchi PSLy(Oy), para d = 2,7,11, se decompéem nas seguintes
H N N-extensoes
PSLy(0y) = HNN(KQ, M, t)
PSLy(07) = HNN(K7, M, t)
PSLy(O11) = HNN (K, M,t),
onde Ky = (Ay #7072 D2), K7 = (S3 %722 53), K11 = (A4 #2732 A4) e M é o grupo modular
PSLy(7Z).

Estas decomposicoes serdo usadas no decorrer da tese. E para exemplificar as
imersoes dos grupos das decomposigcbes nos restringiremos ao caso d = 1 e os demais casos

sugerimos ao leitor ver em [F-89].

Mais precisamente, PSLs(O1) tem apresentacdo
(A, B,C,D|A* = B* = O — D* — (AC)? = (AD)? = (BD)* = (BC)* = 1),

considerando Gy = (A,C,D|A? = C® = D? = (AC)? = (AD)* = 1) e Gy, = (B,C,D|B?* =
C3 = D? = (BD)? = (BC)? = 1) obtemos que PS Ly(O1) é um produto livre com amalgamagcdo

dos grupos G1 e G5 considerando a identificacao C' = C e D = D. Agora observemos que estas
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identificacoes induzem isomorfismos entre os subgrupos gerados por C' e D. Sejam

Gi = (A,C,DIA> =C%=D?=(AC)* = (AD)* =1) = Ay %4 Ss
Gy = (B,C,D|B*>=C%=D?=(BD)*=(BC)*=1) = S5 *p D;.

Assim G é o produto livre de Ay e S3 com a identificacdo A = A, que induz um isomorfismo
de subgrupos. Do mesmo modo temos que G5 é o produto livre com amalgamgdo de S3 e Do
amalgamando o subgrupo ciclico gerado por B. Finalmente, considerando o subgrupo gerado
por (C, D) em G1, e observando que este subgrupo intercepta os fatores de G, e G trivialmente
temos que (C, D) = Cy x C3 = PSLy(Z). Logo PSLy(0O1) é o produto livre com amalgamagdo
de G e Gy amalgamando PS Ly (7).

Para ser completo daremos as defini¢des de produtos livre com amalgamacdo e H /N N-

extensao na categoria dos grupos profinitos.

Definicao 1.1.5. O produto livre profinito amalgamado dos grupos profinitos G, G5 amalgamado
o subgrupo H com homomorfismos injetivos continuos f; - H — G;, i = 1,2, é um grupo
profinito G junto com monomorfismos continuos p; - G; — G, com o1 f1 = s fo satisfazendo a

seguinte propriedade universal:

Para cada par de homomorfismos continuos vV : Gy, — K, 1y : Gy — K em um
grupo profinito K com 1 f1 = s fo, existe um tinico homomorfismo continuo ) : G — K tal

que o seguinte diagrama comuta.

H L) Gl\
f2l <P1i A
®2 \\ d)l
G2 —_— G
P2 A K

Observamos que ¢é suficiente verificar a propriedade universal quando K ¢ finito, e
também podemos considerar H como um subgrupo comum de (G; e (G5 e pensar que os homomor-
fismos f; s@o inclusdes. E usual denotar o produto profinito livre amalgamado dos grupos G e G2

amalgamado o subgrupo H por G = G; [ [ Ga.
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Ressaltamos que diferente do caso abstrato os homomorfismos ¢; @ G; — G
nio necessariamente sdo injetivos. Entretanto isto pode ser revertido se substituimos G, Gs e
H por suas imagens em G e desta forma resgatamos o que tinhamos no caso abstrato. E uma

consequéncia deste fato que o homomorfismo ¢ : Gy ¥y Go — G1 [ [ G2 € uma imersao.

Definicao 1.1.6. Uma H N N-extensdo profinita de um grupo profinito H com subgrupos associa-
dos A e B fechados de H com um isomorfismo continuo f : A — B, é um grupo G junto com um
elemento t € G e um homomorfismo continuo ¢ : H — G com ¢(f(a)) = tf(a)t™, V a € A,

satisfazendo a seguinte propriedade universal:

Para qualquer grupo K, e qualquer elemento k € K e qualquer homomorfismo
continuo v : H — K com k((a))k™ = ¢ f(a), para todo a € A, existe um iinico homo-

morfismo continuo w : G — K com w(t) = k tal que o seguinte diagrama é comutativo.

G -
4 Y
Q
oYK

Do mesmo modo como para o produto profinito livre com amalgamacdo € suficiente
verificar a propriedade universal quando K € finito. E usual denotar a / N N-extensdo profinita do

grupo H com subgrupos associados Ae B por G = HNN(H, A,t).

Novamente em contraste com o caso abstrato o homomorfismo ¢ : H — (G nao é
sempre um monomorfismo. Entretanto esta situacdo pode ser contornada se substituimos H por sua
imagem em G. E uma consequéncia deste fato é que o homomorfismo ¢ : HNN®$(H, A, t) —

HNN(H, A,t) é uma imerso.

A separabilidade sob conjugacdo significa a possibilidade de separar as classes de
conjugacdo distintas de elementos de G em quocientes finitos. Mas as vezes precisamos sepa-
rar em quocientes finitos a classe de conjugacdo de um subconjunto ou um subgrupo de G da

classe de conjugacdo de um elemento. A proxima defini¢do formaliza isto.
Definicao 1.1.7. Um subgrupo H de um grupo G é chamado distinguido sob conjugacdo, se

UgeqHY é fechada na topologia profinita em G.

A proposi¢ao seguinte reune resultados importantes sobre grupos virtualmente livres

que serdo usados nesta tese.
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Proposicao 1.1.8. Seja G um grupo virtualmente livre finitamente gerado. Entdo:

1. G é separdvel sob conjugacdo;

2. G é LERF (isto é, se cada subgrupo finitamente gerado é fechado na topologia profinita de
G);

3. A topologia profinita sobre G induz a topologia profinita sobre cada subgrupo finitamente

gerado de G;

4. Para cada par de subgrupos Hy, H, finitamente gerados de G temos que o produto H,H, é
um subconjunto fechado de G, isto é, HHH, N G = HyHs, onde HiH, é o fecho de H1H,

em G;

5. Todo subgrupo finitamente gerado H de G ¢ distinguido sob conjugacdo (isto é, se para

todo g € G tal que g7 € G, onde v E G, existe § € G tal que ¢° € H);

6. Se Hy e Hy sdo subgrupos finitamente gerados de G, entdo H, N Hy = H, N H,.

O item 1 foi provado por Dyer em [Dy-79], o item 2 € um resultado de M. Hall em
[H-49], o item 3 foi demonstrado independentemente por Niblo em [N-92] para grupos livres e
por Ribes e Zalesskii em [R-Z-96] para um caso mais geral, e nesta ultima referéncia também
podemos encontrar a demonstracdo do item 4. A demonstracdo do item 5 é a Proposicdo 2.5 de

Ribes e Zalesskii em [R-Z-96]. O item 6 € a Proposicao 2.4 de [W-Z-98].
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1.2 Grafos e Grafos de Grupos

Nesta se¢do introduziremos a defini¢do de grafo de grupos que tornou-se uma impor-

tante ferramenta no estudo dos grupos agindo sobre arvores.

Definicao 1.2.1. Um grafo é um conjunto I' com um subconjunto distinguido V=V (I") (conjunto
de vértices de 1) e duas aplicagdes dy,dy : I = V(') tais que restritas a V sdo aplicacbes
identidades. O conjunto E = T'\ 'V ¢é o conjunto de arestas de I'. Se e € E, entdo dy(e), dy(e) sdo

os vértices inicial e final de e.

Para cada e € I definiremos os simbolos formais e e e~! para indicar que percorremos
um sentido ou o seu sentido oposto, respectivamente. Definimos dy(e 1) = di(e) e di(e™t) =
do(e). Para cada v € T" definimos o conjunto Starr(v) = {e € I' | dy(e) = v ou dy(e) = v} U
{v} = dy'(v) Ud; ' (v) U {v}, como o conjunto de todas as arestas que tem origem ou fim em v,

uniao o vértice v.

Um caminho P no grafo I' é uma sequéncia finita,

_ €1 €
P =wvg, el v1,...,e;" v,
que usualmente abreviamos por ef', €52, ... ,es*,onden > Oee; = £1,edy(e’) = v;—1, di(ef’) =
. . . L . . —€; .
v;, para i = 1,...,n. Dizemos que o caminho P ¢ reduzido se €' # e, ;"' para todo i. Um

caminho reduzido chama-se um circuito (ou caminho fechado) se d; (e5*) = dy(el').

Um grafo diz-se conexo sempre que dados dois vértices v, w € I', existe um caminho
ligando-os. O grafo I' € uma arvore se € conexo e ndo contém circuitos de comprimento n > 1.
Segue do Lema de Zorn que todo grafo conexo I' contém uma subdrvore maximal 7', isto €, um

subgrafo conexo que € uma arvore e satisfaz V' (7') = V().

Se no caminho P acima tivermos e;' = e, ﬁ“, para algum 4, entdo o caminho P’ =
e, e, ... e ey, ... efr obtido de P cancelando-se as arestas e’ e e;’', P’ também é um

caminho ligando v e w, e é dito um caminho obtido de P por meio de uma reducdo simples. Mais
precisamente dois caminhos ligando os vértices v e w sdo equivalentes se podemos transformar

um no outro através de uma sequéncia finita de reducdes simples e suas inversas. E fécil ver que
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a equivaléncia entre caminhos é uma relagdo de equivaléncia. Representemos por [P] a classe de

todos o caminhos que sao equivalentes ao caminho P no grafo I'.

Fixado um vértice v. Consideremos A,, o conjunto de todos os caminhos reduzidos
de v para v em I'. Entdo a relacdo de equivaléncia definida anteriormente, define uma relacao de
equivaléncia no conjunto A,. Definimos como multiplicagdo em A,, a justaposi¢cdo de caminhos,
isto é, [P][Q] = [PQ], para todo P,Q € A,. Desde modo A,/ ~ é um grupo, e este grupo
¢ denominado grupo fundamental do grafo I" com ponto base v, e é denotado por (', v), e
observando que este grupo independe da escolha do vértice v, pois I' € conexo. Denotamos este

grupo simplesmente por 7 (I'). Observamos que o grupo 7 (I") € livre.

Podemos também dizer que I' é uma éarvore se, e somente se, 71 (I') = 1 conforme

paragrafo 5 de [D-80]. Estd condigdo é equivalente 7, (I")%° = 1, pois 7 (I") é livre.

Dados I" e IV grafos, um morfismo de grafos o : I' — 1" é uma aplicag@o que satisfaz,
d;(a(m)) = a(d;(m)), para todo i = 0, 1. Se « € sobrejetiva ( injetiva, bijetiva respectivamente),

dizemos que o é um epimorfismo ( monomorfismo, isomorfismo respectivamente)

Definicao 1.2.2. Um G-conjunto X é um conjunto com uma funcdo G x X — X, que associa o

par (g,x) € G x X com o elemento gr € X satisfazendo:
(i) lx =z, paratodo x € X;
(i) g(gx) = (99)x, paratodo g,q € G, x € X;

(iii ) para cada g € G, a aplicagcdo que associa x — gz é uma bijecdo.

A defini¢do acima € equivalente a um homormorfismo ¢ : G — Sym(X). Dizemos
também que G age sobre X, ou ainda que existe uma (GG-a¢do sobre X. Se Ker¢p = {g € G| gx =
z,Vx € X} = 1, dizemos que G age fielmente sobre X, e neste caso temos que G = H <
Sym/(X).

O préprio grupo G € um G-conjunto com a multiplicagdo a esquerda, o conjunto das

classes laterais de um subgrupo de G € um G-conjunto.

O conjunto G, = {g € G| gx = z} é chamado o estabilizador do elemento x € X,
e € um subgrupo de G. A 6rbita de x é o conjunto Gz = {gx|g € G}. Dois elementos x

e y estdo na mesma Orbita se y = gz, para algum g € G, € facil ver que isto € uma relacio
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de equivaléncia e determina uma particao do conjunto X, que chamamos de conjunto quociente

X/G = {Gxz|x € X} das orbitas dos elementos de X.

Se X é um G-conjunto segue facilmente que Gy, = gG,g~ ', e temos o seguinte G-
isomorfismo G/G, =g Gx. Dizemos que um subconjunto Y C X é chamado G-invariante se
GY =Y.

Definicao 1.2.3. Um transversal (ou um G-transversal) é um subconjunto S C X tal que a
aplicacdo o0 : X — X/G restrita a S é uma bijecdo, isto é, S é um subconjunto de X for-

mado por um unico elemento de cada orbita.

Assim se S é um G-transversal temos o seguinte G-isomorfismo X = |J Gz =g
zeS
U G/G.. E entdo atraves deste isomorfismo temos que X é determinado pelo G-transversal S e
z€S
pelos G-estabilizadores dos elementos = € S.

Definicao 1.2.4. Seja G um grupo e seja I um grafo. Dizemos que o grupo G age sobre um grafo
" se, I' é um G-conjunto e além disso temos que d;(gm) = gd;(m), para todo g € G, m € T,

j=0,1.

Quando G, = 1, para todo m € I' dizemos que G age livremente sobre I'. Um
subconjunto A de I' € chamado G-invariante se, GA = A. Segue facilmente que o conjunto de

vértices V' (I') e o conjunto de arestas £(I") do G-grafo I" sdo G-invariantes.

O grafo quociente I'/G € o conjunto das G-Orbitas dos elementos de I, indicando
por V(I'/G) = {Gv|v € V(I')} o conjunto dos vértices de T'/G e por E(T'/G) = {Gele €
E(T)} o conjunto das arestas de I'/G, e como aplicagdes de bordo do(Ge) = Gdy(e) e di(Ge) =
Gd(e), é facil verificar que I'/G satisfaz a defini¢do (1.2.1) e é portanto um grafo. Além disso,
o epimorfismo natural o : I' — I'/G é um epimorfismo local (isto &, «| IOREC] Y(v) —
d; ' (v), parai = 0, 1 é sobrejetora) e a conexidade de I'/G segue da conexidade de I'. Também é

1

importante citar a seguinte observacgao:
Observacao 1.2.5. Se I' é uma drvore, v, w sdo vértices de I" e g € G é tal que gv = v, gw = w,

entdo g fixa o caminho (v, w] compreendido entre os vértices v e w.

Descreveremos com poucos detalhes agora uma técnica geometrica muito poderosa

desenvolvida por Bass-Serre para a manipulacdo com construgdes livres. Esta técnica envolve a
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acdo de um grupo GG sobre uma drvore X, e através da andlise desta acdo podemos deduzir que
tipo de construgio livre G tem, além disso podemos reobter demonstra¢des dos teoremas principais

sobre construgdes livres de uma forma razoavelmente unificada.

Definicao 1.2.6. Seja I um grafo conexo. Um grafo de grupos (G,I') é um sistema de grupos
{G(m)|m € T'} e monomorfismos 0;. : G(e) — G(di(e)), e € E(I'),i = 0,1. Chamamos os
grupos G(e),e € I' e G(v),v € V(I') de grupos de arestas e grupos de vértices associados ao

grafo T respectivamente de (G, 1), satisfazendo:

1. G(e™') =G(e)
2. 8176 — 301671

Exemplo 1.2.7. Seja I' um G-grafo conexo. Agora para cada m € 1" associamos como grupo

G(m) = G, o estabilizador de m. Se e € E(') e g € G, entdo temos que:

1. gdo(e) = do(ge) = do(e)
2. gdy(e) = di(ge) = dy(e)

Logo, se g € Gaye) ou se g € Gg,(e), definimos Oy : Ge — Gayey € O1e : Ge — Ggy(e) como

sendo a aplicagdo identidade, que sGo monomorfismos.

Definicao 1.2.8. Sejam I' um grafo conexo, T uma drvore maximal de T e (G,1") um grafo de

grupos. Uma T-especializacdo de (G,1") em um grupo K é um par (3, 51), onde:

i) 8=A{06n:G(m) — K | B, é um homomorfismo };
. B I — K |
(ii ) = isto é B1(t) =1, para todo t € T;

T —

(iii ) O diagrama abaixo é comutativo, para todo e € E(T).
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onde wg, () indica a conjugacdo por 3 (e). Entdo segue a seguinte igualdade do diagrama acima:

Bay()(O1.e(9)) = Bi(€) ™ (Bag(e) (Do.e(9))) B (e),
paratodo g € G(e),e € E(I).

Definicao 1.2.9. Seja (G,I') um grafo de grupos. O grupo fundamental de (G,1") com respeito
a uma drvore maximal T é um grupo (G, T, T) e uma T-especializacdo (3,0,) : (G,T) —

m(G, T, T), satisfazendo a seguinte propriedade universal:

Para toda T-especializacdo (o, 1) : (G, ') — K, em um grupo qualquer K, existe
um tinico homomorfismo ¢ : m (G, T, T) — K tal que ¢35, = ay e 3 = a. Como podemos ver no

diagrama abaixo:

onde wg (¢), Wa, () indicam a conjugagdo por 3;(e), o (e) respectivamente.

O seguinte teorema estabelece a apresenta¢do do grupo fundamental de um grafo de

grupos.

Teorema 1.2.10 (Serre [S-77]). Seja (G,T') um grafo de grupos. Seja T uma drvore maximal de

['. Entdo grupo fundamental do grafo de grupos tem apresentacdo:

(G, T,T) = (G(v),t. | rel(G(v)), O1.(9)" = Doe(g), e € E(I) e g € G(e),t. =1,e € E(T)).

Demonstracao: Seja H o grupo acima dado no segundo membro da igualdade, e se-

jam 3, : I' — H a aplicacdo que envia 7' para 1 € H ee € I'\ T para t., Byo(e) € Bay(e)
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as inclusdes de G(dp(e)) e G(di(e)) em H respectivamente que segue do teorema da forma nor-
mal de elementos para produtos livres com amalgamacao e H N N-extensoes paginas 182 e 187
de [L-S-77]. Agora é facil mostrar que o par (3, ;) é uma T-especializagdo de (G,I"), onde

= {Bm : G(m) — H | B, é um homomorfismo}. Logo H junto com o par (3, (3;) satisfaz

a propriedade universal da defini¢ao (1.2.9). U

Observacao 1.2.11. As aplicacdes naturais 0;,, : G(v) — m(G,I',T) sdo imersées. Isto segue
do coroldrio 2.7 de [D-80].

Observamos que o grupo fundamental 71 (G, ", T") € tnico a menos de isomorfismo e

independe da escolha da arvore maximal 7', conforme o teorema 2.4 em [D-80].

Exemplo 1.2.12. Seja I" um grafo finito e considere (G,1") o grafo de grupos associado aT'. Se os
grupos de arestas G(e) sdo triviais para todo e € E(I'), entdo as aplicagées Oy ¢, 01 . sdo triviais
e pelo teorema (1.2.10) temos que a apresentacdo do grupo fundamental deste grafo de grupos é:
m(G,T) = (G(e),t. | rel(G(v)), te=1,e €T)
= (G(v) |7“€l( (V) * (te|te =1,e € T)
(*vev) G(v)) * (tese € BT\ T|0) = (*pevr) G(v)) * m(T)
Portanto temos que 71(G,1") = (*yev )G (v)) *m(I') € 0 produto livre dos grupos de vértices com

o grupo fundamental do grafo I'. Em particular se I' é uma drvore temos quet. = 1, Ve € I'e

desta forma temos que 7, (G,I") = *,cv )G (v).

Exemplo 1.2.13. Seja I um grafo conexo consistindo de dois vértices v, w e uma aresta e, e seja
(G,T) = {G(v),G(w),G(e)} o grafo de grupos associado a I'. Observamos que a tinica escolha

para a drvore maximal é T' = T', e pelo teorema (1.2.10) temos que

m(G.T) = (G).Cw) | rel(G(v)), rel(G(w)), Bi.c(g) = Docl9). g € C(e))
= G) % Clw)

é o produto livre dos grupos de vértices amalgamado o grupo de aresta.
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Exemplo 1.2.14. Seja ' o grafo consistindo de um vértice v e um laco e em torno de v. Seja
(G,T) = {G(v),G(e)} o grafo de grupos associado a I'. Observamos que a drvore maximal neste

caso é o vértice v, e pelo teorema (1.2.10) temos que

m(G.T) = (G(v).te | rel(G(v)), (Ore(9)) = Doel9)", g € Gle))
= HNN(G(v),G(e),t.)

Logo o grupo fundamental 11,(G, ") do grafo de grupos associado ao grafo I" é a HNN- extensdo,

onde o grupo base é o grupo de vértices, com grupos associados Oy .(G(e)) e 01..(G(e)).

Observacao 1.2.15. Concluimos com estes dois exemplos que se I é uma drvore finita, e (G,T")
é um grafo de grupos qualquer associado com a drvore 1', temos que o seu grupo fundamen-
tal T11(G,T") pode ser obtido fazendo-se sucessivos produtos livres com amalgamagcdo e HNN-

extensoes.

Enunciaremos agora o principal teorema de estrutura para grupos agindo em arvores
em duas partes. O primeiro teorema afirma que dado um grafo de grupos (G, Y) podemos associar
a ele um grupo que é semelhante ao grupo fundamental de um espacgo topoldgico, e é denotado
por m1(G,Y), este grupo é construido dos grupos de vértices e de arestas usando produto livre
com amalgamacoes e H N N-extensdes. E o segundo teorema afirma que se G' é um grupo que
age sobre uma arvore 7', entdo associamos com esta acdo um grafo de grupos (G,Y), onde Y é o
grafo quociente G/T, e o grupo de vértices e de arestas sdo estabilizadores de um certo conjunto
de arestas e de vértices de 7', e entdo GG € isomorfo ao grupo fundamental deste grafo de grupos. E
teremos que a teoria do grupos agindo sob arvores fica completa se o grupo fundamental 71 (G, Y")

do grafo de grupos (G,Y") age sobre uma drvore especialmente construida.

Seja I um grafo conexo e (G, ") um grafo de grupos e 7" uma arvore maximal de I, e
seja G = m (G, I, T). Definimos o grafo universal S = S(G,I", T') por:

V(S) = UUEV(F) G/G(v)
E(S) = UeeE(F) G/G(e)
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onde G/G(m) = {gG(m) | g € G} e as aplicagdes de bordo dadas por:

Definimos a a¢@o de (G sobre S como segue
h(gG(m)) = hgG(m)

onde gG(m) € S, g, h € G.

O teorema 1.2.16 abaixo mostra que o grafo S definido acima é uma &arvore e que

G =m(G,T',T) age sobre S.

Teorema 1.2.16 (Serre, J.P. [S-77]). Seja G o grupo fundamental de um grafo de grupos (G,T").

Seja S o grafo definido acima. Entdo S é uma drvore.

Comecaremos agora com um grupo GG' que age sobre um grafo 7', construiremos um

grafo de grupos que tera G como o seu grupo fundamental.

Seja entdo um grupo G que age sobre um grafo conexo 7. Seja I' = T'/G o grafo
quociente, considere DD uma arvore maximal de I', observe que D contém todos os vértices de
', logo em I' \ D restam apenas arestas. Levantemos D para uma subdrvore D’ de T, as arestas
levantadas de I' \ D para T tém vértices iniciais em D’. Obtemos entdo um G-transversal conexo

>~ de T'(isto é, existe uma bijecdo o : ' — > que dg(s) € >, Vs € ).

Deste modo se e € I\ D, temos que o(e) € >, o(d,(e)) € > mas ndo necessaria-
mente o(d;(e)) ¢ >, entdo existe g. € G tal que

9. 'o(di(e)) = di(o(e)) (1.1)

Definiremos entdo um grafo de grupos como segue. Para cada m € I', considere o

grupo associado G(m) = G, (), € as aplicagdes de bordo por:

@076 . Gg(e) — Gg(do(e)), que envia r—x, €

Oie : Goe) = Go(ar(e)), queenvia zi— gexg, ",
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que sdo claramente bem definidas e sdo monomorfismos. Deste modo obtemos um grafo de grupos
(G,T"). Seja m(G,I", D) junto com a D-especializagdo (v, ;) o grupo fundamental do grafo de
grupos (G, T).

Construiremos agora uma D-especializagio para o grupo G. Sendo G(m) = Go(m) <
G, definamos f3,, : G(m) — G como sendo a inclusdo e 3; : I' — G enviando m — g,
observe que f1(m) =1,V m € De fi(e) = g, Ve € I'\ D. E assim o par (3, 4,) : (G,T") —
G € uma D-especializagdo. Agora pela propriedade universal existe um tnico homomorfismo
f:m(G,T,D) — Gtal que fr = e fr; = (. O teorema abaixo mostra G junto com
esta D-especializacdo é isomorfo ao grupo fundamental do grafo de grupos definido acima, mais

precisamente, f é um isomorfismo.

Teorema 1.2.17 (Serre, J. P. [S-77]). Com as notacdes acima, as seguintes afirmacoes sao equi-

valentes:

(i) T éuma drvore;
(ii) O monomorfismo de grafos 1) : S — T que envia gGo () — [(g)o(m) é um isomor-
fismo;

(i) f:m(G,[',D)— G éumisomorfismo.

Definicao 1.2.18. Seja G um grupo que age sobre uma drvore T, dizemos que um elemento g € G

€ hiperbdlico se g ndo fixa nenhum vértice de T’

Um elemento que nio satisfaz a condi¢do acima € dito nao hiperbdlico.

A proposicao seguinte € devida a J. Tits ( proposi¢ao 24 de [S-77]) e serd usada em

uma forma mais conveniente nas demonstracdes desta tese.

Proposicao 1.2.19. Seja G o grupo fundamental de um grafo de grupos (G,T') e S sua drvore
universal. Suponha que o elemento a € G ¢é hiperbdlico. Sejam m = min,cy ()l [v,av] e T, =
{v € V(9) | l[v,av] = m}, onde l[v, av| representa o comprimento da geodésica [v,av|. Entdo
T, € o conjunto de vértices de uma reta de S. Além disso, toda subdrvore (a)-invariante de S(Q)

contém T, e T, = (a)[v, av].

O fato central da versdo profinita da teoria de grupos agindo sobre arvores que serd

usado no decorrer da tese € o seguinte teorema
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Teorema 1.2.20 (Zalesskii-Mel’nikov). G age sobre uma drvore T e E(T) compacto. Entdo
VoweV(T),G,NGy, C G, parae € T tal que v = dy(e) ouv = dy(e).
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1.3 Grafos Profinitos e Grafos de Grupos Profinitos

Introduziremos nesta secao noc¢des do andlogo profinito da teoria de Bass-Serre para
grupos agindo sobre arvores que serd necessdario nesta tese. Com o objetivo de obter resulta-
dos analogos a teoria combinatoria dos grupos para o caso profinito foi desenvolvido o andlogo
profinito da teoria de Bass-Serre para grupos agindo sobre drvores, uma vez que os métodos
classicos da teoria combinatoria dos grupos baseado na existéncia da forma normal dos elementos
em construcdes livres sdo impossiveis no caso profinito. A teoria dos grupos profinitos agindo
sobre arvores profinitas foi iniciada por Gildenhuys e Ribes em [G-R-73] e foi desenvolvida por
Zalesskii, Mel’nikov em [Z-89], [Z-M-89] e [Z-M-90]. Vale a pena observar que o caso profinito
difere em alguns aspectos do caso abstrato: por exemplo as noc¢des de drvore profinita e grafo
profinito simplesmente conexo ndo coincidem no caso profinito como podemos ver em [Z-89],

entretanto estas duas nogdes coincidem no caso prosoluvel.

Definicao 1.3.1. Um grafo profinito é um espaco profinito (espaco topologico compacto, Hausdorff
e totalmente desconexo) I' com um subconjunto distinguido fechado V- = V(I') (conjunto de

vértices de 1) e duas aplicagées continuas dy, d, : I' = V(I') tais que di|V(F) = 1dy(r).

O conjunto E(I") = T" \ V(I') é o conjunto de arestas de I', e dy(e) e di(e) sao os

vértices inicial e final da aresta e € E(T).

Todo grafo profinito é obviamente um grafo no sentido usual. Todo grafo abstrato

finito € um grafo profinito.

Um morfismo de grafos profinitos o« : I' — A € uma aplicagdo continua tal que
djo(m) = ad;(m), paratodo m € I'e j = 0,1. Se « é sobrejetiva ( injetiva, bijetiva respec-
tivamente), dizemos que « é um epimorfismo ( monomorfismo, isomorfismo respectivamente).
Exemplo 1.3.2. Seja A um subgrafo fechado de um grafo profinito I'. Considere a aplicagcdo
continua natural ¢ : I' — T'/A. Definamos V(I'/A) = q(V(I)), do(q(m)) = q(do(m)),
di(q(m)) = q(di(m)), para todo m € T'. Entdo temos que I'/A tornd-se um grafo quociente

de I" e dizemos que I' /| A é obtido de T" colapsando o subgrafo A em um ponto.

Podemos verificar usando a propriedade universal (de limite projetivo) que um grafo

profinito € o limite projetivo de grafos abstratos finitos. Um grafo profinito é chamado conexo se
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todas os seus grafos quocientes finitos sdo conexos como grafos abstratos. Um subgrafo profinito

conexo maximal de um grafo profinito I' ¢ chamado uma componente conexa de I'.

Definicao 1.3.3. Seja G um grupo profinito. Um G-conjunto profinito X é um espago profinito
com uma aplicagcdo continua G x X — X, que associa o par (g,z) € G x X com o elemento

gx € X tal que 1x = z, paratodo x € X, e g(g'x) = (99')x, paratodo g,g' € Gex € X.

A definicdo acima € equivalente a um homomorfismo continuo entre os grupos G
e Aut(X), o grupo dos automorfismos continuos de X, onde Aut(X) é dotado da topologia
compacta-aberta. Dizemos também que GG age continuamente sobre X, ou ainda que existe uma

(G-acdo continua sobre X.

O préprio grupo profinito G € um G-conjunto com a multiplicacio a esquerda, o con-

junto das classes laterais de um subgrupo fechado de G é um G-conjunto.

Definicao 1.3.4. Seja G um grupo profinito e seja I' um grafo profinito. Dizemos que o grupo
profinito G age sobre um grafo profinito I (ou que 1" é um G-grafo) se, G atua continuamente
sobre o espago topoldgico I, e além disso temos que d;(gm) = gd;(m), para todo g € G, m € T,

j=0,L

Se um grupo profinito GG age sobre um grafo profinito [' e m € I", definimos o grupo
Gm = {9 € G | gm = m} como o estabilizador do elemento m. Segue da continuidade que G, é
um subconjunto fechado de GG. E quando G,,, = 1, para todo m € I" dizemos que G age livremente

sobre I'.

Definicao 1.3.5. Se I' é um grafo finito conexo, o grupo fundamental profinito 11,(I") de T" é
definido como o completamento profinito 11;(I") = 7;(?) do grupo fundamental discreto usual

del.

Sejam ¢ : I' — A um morfismo de grafos finitos e C' um circuito com origem em um
ponto mg. Entdo ¢(C') é um circuito de A com origem no ponto v(mg). Deste modo o morfismo
1 induz um homomorfismo entre os grupos fundamentais 71 (I") e 71 (A) e consequentemente entre

os grupos fundamentais profinitos IT; (I") e IT; (A).
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I (I) I, (A)
]
m (') m(A)

Como o grafo conexo profinito com um ponto distinguido my € I' é o limite pro-
jetivo de grafos finitos I';, considerando-se a projecao canonica v; no grafo finito I'; com ponto

distinguido v;(my), assim obtemos homomorfismos entre os grupos fundamentais IT; (T';).

Logo, o sistema projetivo de grafos finitos com ponto distinguido dar origem (como
descrito acima) a um sistema projetivo de seus grupos profinitos fundamentais, e o limite projetivo

deste sistema de grupos fundamentais profinitos é o grupo fundamental profinito IT; (T").

Se I1;(I")% = {1}, entdo I'" é chamada uma drvore profinita. Segue da defini¢io que
[T, (T") é um grupo livre profinito, se I" é finito, em geral isto ndo é verdade como podemos ver em
[Z-89].

Restringiremos nossa aten¢ao para grafos finitos de grupos profinitos, pois € suficiente

para obtermos os resultados nesta tese. Para uma abordagem do caso geral veja [Z-M-89].

Definicao 1.3.6. Seja I" um grafo finito conexo. Um grafo de grupos profinitos (G, 1) é um sistema
de grupos profinitos {G(m) | m € I'} e monomorfismos continuos 0;. : G(e) — G(d;(e)), e €
E(T'),i = 0,1. Chamamos os grupos G(e),e € I" e G(v),v € V(I') de grupos de arestas e grupos
de vértices associados ao grafo I respectivamente de (G,I'). As aplicagdes 0; . sdo chamadas

aplicagoes de bordo.

Definicao 1.3.7. Seja T' uma subdrvore maximal de I'. Uma T-especializagdo (5, (1) : (G,T') —
K de um grafo de grupos profinitos (G,1") em um grupo profinito K é um par (3, 31) de aplicagcdes
G Urg(m) — K ey : ' = K, com as seguintes propriedades:

me

1. By = Blgm) € um homomorfismo continuo para todom € T;
2. fi(m) = 1, para todo m € T}
3. B(00(9)) = B1(€)B(0h(9))h (€)™, paratodo e € E(T) e todo g € G(e);

4. B(g) = B(0o(g)), paratodo e € E(I") e todo g € G(e).
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Definicao 1.3.8. O grupo fundamental profinito de um grafo finito de grupos profinitos (G,I")
com respeito a uma drvore maximal T é um grupo profinito 11,(G, T, T) junto com uma T-
especializagcdo

(B,61) : (G, 1) — 1IL(G,T,T),

satisfazendo a seguinte propriedade universal: Para toda T-especializacdo (o, aq) : (G, T') — K,
em um grupo profinito K, existe um tinico homomorfismo continuo ¢ : 11,(G, T, T) — K tal que

o0, = a1 e 93 = q, isto é, o diagrama

comuta, onde wg, (¢), Wa, () indicam a conjugagdo por 3, (e), o () respectivamente.

Observe que para verificar que um grupo profinito € o grupo fundamental profinito de
um grafo finito de grupos profinitos, é suficiente provar a propriedade universal para grupos finitos

K, pois K € o limite inverso de grupos finitos.

Podemos dar uma construgéo explicita de I1;(G,T", T'), quando I" é finito em termos
do completamento profinito, seguindo a constru¢do abstrata correspondente. Sem considerar a
topologia profinita sobre os grupos de vértice e arestas, obtemos o grupo fundamental abstrato
m(G,T,T), considere ¢, : G(m) — m(G,T',T) os monomorfismos naturais. Defina entdo
I1,(G,T", T') como o completamento profinito de 71 (G, I", 7') munido da topologia onde o sistema
de vizinhangas da identidade é dado pelos subgrupos normais N de indice finito tal que ¢! (N) é
um aberto em G(m), para todo m € T'. Segue entdo que I1;(G,T", T) tem a seguinte apresentagio,

como podemos ver na se¢do 3 de [Z-89].
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Teorema 1.3.9. O grupo 11,(G, T, T') tem a seguinte apresenta¢do na categoria dos grupos profini-

tos:

I1,(G,T,T) = <g(v),te

rel(G(v)), (Bo.e(9)) = Orelg), e € E(T)eg € Gle),t. = 1,Ve € T>.

Note que I1;(G, ', T") independe da escolha da arvore maximal 7" como podemos ver
na se¢ao 3.3 de [Z-M-90] (veja também o item 6 do lema (1.3.19)), e por isso escreveremos sim-
plesmente II; (G, I"). Vale observar que no caso abstrato as aplica¢des 3, : G — I1,(G,I',T) da
T-especializagdo sdo injetivas, 0 que nem sempre ocorre no caso profinito. Entretanto podemos
contornar este fato sem modificar o grupo fundamental I1; (G, ", T'), e para isto basta trocar os gru-
pos de vértices e arestas por suas imagens em I1; (G, ', T') e considerar 0, a aplicagdo identidade e
d1(m) =t 10y(m)t., onde t, = B1(e) e m € G(e).

Exemplo 1.3.10. Se G(e) = 1, para todo e € E(I), é fdcil verificar pela propriedade universal
que 11,(G,T', T') é o produto livre profinito dos grupos de vértices G(v) com o grupo fundamental
profinito do grafo T, isto é:
wa.r, 1) = (IT 9) [Tm()
veV(T)

Exemplo 1.3.11. Se T" consiste de uma aresta e entre dois vértices v e w, e seja G =
{(G(v), G(w)), (G(e))} o grafo de grupos profinitos associado a I'. Do mesmo modo como vimos
no exemplo (1.3.10) temos que 11,(G. I, T) = G(v) [1g(, G(w) € o produto livre amalgamado

profinito dos grupos de vértices G(v), G(w) com subgrupo de aresta amalgamado G e).

Exemplo 1.3.12. Seja ' o grafo consistindo de um vértice v e um laco em torno de v. Como no
exemplo anterior, vemos que o grupo fundamental 11,(G,T") do grafo de grupos profinitos associ-
ado ao grafo 1" é a HNN- extensdo profinita, onde o grupo base é o grupo de vértices, com subgru-
pos associados 0y(G(e)), 01(G(e)) e f : 0o(G(e)) — (G (e)) é o isomorfismo Oy(x) — 01(x),
onde x € G(e).

Construiremos agora o grafo universal S sobre o qual II(G,I") age continuamente de
modo natural, e este grafo S é de fato uma arvore profinita. Sejam (G, I') um grafo finito de grupos
profinitos e seja G = I1; (G, I"). Definamos G (v) = 3,(G(v)), parav € V(I'), e G(e) = B.(G(e)),
parae € E(I'). Entao S = S(G,I") € dado como segue:

S=|]JG/Gm

mel
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com a unido topoldgica disjunta, o espago de vértices € definido por
vis)= {J ¢/Gw),
veV(T)
e tem como conjunto de arestas

E(S)= ] G/Gle)

ecE(T)
e as aplicacoes de bordo sao dadas por:

do(9G(e)) = gG(do(e)), di(9G(e)) = gteG(di(e))
A a¢do de GG sobre S é dada por:
9(g'G(m)) = (g9')G(m),
onde g,¢ € G.

Pelo teorema enunciado abaixo temos que S € uma arvore profinita e que .S médulo a

aciode GéT,istoé S/G =T.
Teorema 1.3.13 (Zalesskii, P., Mel’nikov, O. V., [Z-M-89]).

(i) O grafo S = S(G,T') de um grafo de grupos profinitos é uma drvore e G = 11, (G, T")
age continuamente sobre S;
(ii) A aplicacdo 3 : S — T que associa gG(m) em S com m em I é uma fatorizagdo pela

acdo de G.

Agora diremos o que significa a topologia profinita ser eficiente sobre um grupo abs-
trato GG, que € o grupo fundamental de um grafo de grupos abstratos, G = I1;(G, "), e esta inclui

obviamente a defini¢do (1.1.3).

Definicao 1.3.14. Seja G = m,(G,T") dizemos que a topologia sobre G ¢ eficiente se induz a
topologia profinita sobre os grupos de vértices G(v), v € V(I') e sobre os grupos de arestas

G(e), e € E(I), G é residualmente finito e G(e), G(v) sdo fechados na topologia profinita de G.

Exemplo 1.3.15. Se G é o grupo fundamental de um grafo de grupos finitos de ordem limitado
entdo G tem topologia profinita eficiente, e isto segue de GG ser virtualmente livre conforme o teo-
rema 3.2 capitulo 1V de [D-80], e assim sobre cada subgrupo finitamente gerado de G a topologia

induzida é a topologia profinita.
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Se tivermos I' um grafo finito, e se a topologia profinita sobre G = 71(G,T") for efi-
ciente, entdo teremos como consequéncia que o completamento profinito GdeGéo grupo fun-
damental IT; (é ,I'), onde (@\ ,I') é o grafo do completamento profinito dos correspondentes grupos

de vértices e de arestas com aplica¢des de bordo 9;, definidas de modo natural.

A observagdo seguinte € muito importante pois possibilita imergir a drvore S(G) em

S (@), e este fato € crucial para as demonstracdes desta tese.

Observacao 1.3.16. Note que se S(G) denota a drvore associada a G, e G tem topologia profinita
eficiente , entdo S(G) é imersa naturalmente em S (CA;)( drvore sobre a qual G age), e isto segue do

fato que todos os estabilizadores sio fechados. Além disso temos que S(G) é denso em S(G).

A proposi¢do seguinte fornece informagdes sobre o fecho da reta de Tits em S ((AJ) e

diz que um elemento hiperbdlico de G € hiperbdlico no sentido profinito.

Proposicao 1.3.17. Seja G o grupo fundamental de um grafo de grupos finito (G,T") e suponha
que a topologia profinita é eficiente. Sejam a € G um elemento hiperbolico e T, a reta de Tits

correspondente. Entdo:

(i) (a) age liviemente sobre a drvore S(G);

i) 7, = @[v, avl;

~
Y

(iii ) (a) age livremente sobre a drvore profinita T,, e (a) = Z;
(iv) T, é uma componente conexa de T, considerada como um grafo abstrato, em outras

palavras, os vinicos vértices de [, que estdo a uma distancia finita de um vértice de T,

sdo os vértices de T,

Demonstracao: O item (i) estd provado na proposi¢cao 2.9 de [R-Z-96]. Os itens (ii) e

(iii) sdo demonstrados no lema 4.1 de [R-S-Z-98].

Para demonstrar o item (iv) vamos usar o mesmo raciocinio do lema 4.3 de [R-S-Z-98].
Seja w um vértice de T, que esta a uma distancia finita de v, mostraremos que w € 7,. Suponha
que w ¢ T, entdo existe uma aresta ¢’ da geodésica [v, w| que ndo esta em 7}, e podemos assumir
que o vértice inicial de €’ é v. Como T, = @[v, av[, entdo existe o € @ tal que ae = €', onde

e é uma aresta de [v, av]. Seja wy a origem de e, entdo awy = v. Assim awy = v € T, e sendo
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T, = (a)[v,av| temos que existe 5 € (a) tal que Sawy € [v,av| e portanto fa = 1 e entdo

a € (a). O

Definicao 1.3.18. Seja G um grupo profinito que age sobre um grafo profinito A tal que o grafo
quociente I' = A /G ¢é finito e conexo. Um transversal conexo é um subconjunto J C A tal que
cada par de vértices pode ser ligado por um caminho em J, a aplicacdo natural o : A — T’

restrita a J € uma bijecdo e do(J) C J.

Observe que J € um grafo se, e somente se, [' € uma arvore.

Seja 7" uma drvore maximal em I, observe que em I" \ 7’ restam apenas arestas. Para
cada m € I denotaremos o seu tnico levantamento em J por m = (o|7)~*(m). Levantemos T"
para uma arvore 7" em A e em seguida levantemos as arestas em I' \ 7" para arestas em A tais
que do(m) € T. Deste modo construimos um transversal conexo J a partir de qualquer drvore

maximal 7" de T".

Agora paracadam € I'\'T”, temos que m € J e por construgdo temos que do(m) € J

—_——

e di(m) ¢ J, mas dy(m) é o levantamento do vértice d;(m) e sendo J um tranversal existe
tm € G tal que t,,dy(m) = di(m), se m € T’ temos que ¢,, = 1. Assim definimos uma aplica¢do
a; : ' — G que associa a cadam € I' \ 7" o elemento ¢, € G e param € 1" a aplicagdo é

trivial.

Definamos um grafo de grupos profinitos (G, I') como segue: Para todo m € T o grupo
profinito G(m) = G (o estabilizador de m) e definimos para e € E(I') e g € G(e) as aplicagdes
de bordo por:

Qe Ge) — G(dofe))

g9 — g
Oie: Gle) — Gldi(e))

te

\ g = g
estas aplicacdes sao claramente bem definidas e sio monomorfismos continuos.

Construiremos agora uma 7-especializacdo para o grupo profinito G. Observando
que os grupos associados G(m) = Gy, sdo subgrupos de G, definamos para cada m € I as

aplicagdes «a,,, : G(m) — G como sendo a inclusdo, indicaremos esta familia de aplica¢des por
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a: Urg(m) —> Gea; : ' — G que associa acadae € I'\ 7" o elemento ¢, € G e trivial
me

sobre os elementos de 7. Assim o par (o, aq) : (G,I') — G satisfaz as hipéteses da defini¢do

(1.3.7) e é portanto uma 7'-especializagao.

Seja S = S(G,T',T) a arvore profinita do grafo de grupos profinitos construida logo

apo6s o teorema (1.3.9). Considere a acao candnica de G= I1,(G,T", T) sobre S dada por:

9(9'G(m)) = (99")G(m)

para g, ¢ € G.

O proximo lema € a versdo profinita do teorema principal da teoria de Bass-Serre,

queremos também ressaltar que esta versao € basicamente igual ao caso abstrato exceto pelo fato

de estarmos tratando de grafos de grupos profinitos.

Lema 1.3.19. Sob as mesmas hipotese da definicdo (1.3.18). Sejam S a drvore profinita do grafo

de grupos profinitos construida acima e considere o agcdo candnica de G = IL,(G,T',T) sobre S.

Entdo temos as seguintes afirmacoes:

@)
(i)

(iii )

(iv)

(v)

(vi)

Para todo 6 € A o estabilizador G é conjugado a G(m) por um determinado m € T.
Existe um homomorfismo de grupos profinitos \ : G — G com M=o, A\ =aje
um morfismo de grafos profinitos g : S — A que envia G(m)g —— mA(g) para
todom el eqgeQq.

Seja H := (G, t. | v € V(J),e € E('))%, entdo HJ é um grafo conexo abstrato,
denso em HJ, HJ é componente conexa de A e H = Stab(ﬁj ). Além disso, a
imagem Im(\) = H = (Im(a),Zm(ay)).

A aplicacdo o da T-especializagdo € injetiva sobre as fibras, isto é, o|g(m) € injetiva
para todo m € I'; A é conexo se, e somente se, \ é um epimorfismo;

A € um isomorfismo de grupos se, e somente se, Ao é um isomorfismo de grafos profini-

tos e se, e somente se, I1;(A) = 1;

para quaisquer drvores maximais T, T" em I" existe um isomorfismo de grupos funda-

mentais ¢ : I1,(G, ', T) — I1I,(G, [, T").

Demonstracao: (i) Como J € um transversal, existe m € J tal que 6 = gm para

algum g € G, logo G5 = Gy = gGmg™t = gG(m)g™".
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(i1) Pela propriedade universal na defini¢do (1.3.8) existe um morfismo de grafos

profinitos A : G — Gtal que A\ =ae A\, = aj.

(iii) Segue das igualdades @ = A3, A3 = «; e da definicdo (1.3.18) que
Im(\) = H = (Im(a),Zm(oy)). Agora HJ é uma drvore abstrata, e podemos de-
monstrar isto fazendo inducdo sobre o comprimento minimal de ~ € H escrevendo como
o produto de elementos em G, e os t.,’'s. Para n = 0 coloquemos Hy = 1 e H; =
{1,gF' t£ | g, percore todos os geradores dos grupos G,,’s} e definamos H,, = H,,_; H;. Como
J é conexo temos que para cada e € I'\T" existe t, € G tal que t.d;(€) = /1(\6/), e assim quaisquer
dois vértices vy, vo em J e t.J respectivamente podem ser ligados via d; (€); observamos também
que J U G,J ¢é conexo para qualquer v em J. Suponhamos por hipétese de inducdo que H,,_1J
€ conexo. Como 1 € H, ;temosque J C H, 1J eentiot.J C H, 1t.JeG,J C H, 1G,J.
Mas H,,_1J ¢€ conexo, logo H, = H,,_1H,J € conexo para qualquer n e portanto H .7 é conexo.

Assim o fecho H7 = HJ é um grafo profinito conexo H-invariante.

Para mostrar que /.7 é uma componente conexa de A, consideraremos uma aplicacdo
p: A — G/H que envia gm € A para a classe lateral g € G/H. Esta aplicagdo é bem
definida, isto segue do fato que a defini¢do de p independe da escolha do representante de m e do
fato que H é gerado pelos G,’s. Considere G'/H como um grafo profinito consistindo somente
de um vértice, isto é, V(G/H) = G/H. Provaremos que p é um morfismo de grafos profinitos,
isto é, temos d;p = pd;. Como p comuta com a acdo de G, € suficiente provar isto para todas as
arestas em 7. De fato, para ¢ € E(J) aigualdade p(dy(€)) = p(€) segue da defini¢do de p. Como

P

todi(e) = di(€) e t, € H, encontramos p(d;(€)) = p(€) como queremos.

Observe que p~'(gH) = gZm()\o) é um subgrafo conexo de A para todo g € G.
Segue que {gZm(\g) | g € G} é o espago das componentes conexas de A.

(iv) A injetividade de «|g(n) ¢ imediata da constru¢do em (1.3.18). A segunda

afirmacao de (iv) segue de (iii).

(v) Usando (iv) vemos que A é um isomorfismo se, e somente se, S(G) é conexa e
{1} = ker(\) = m(A). E como por construgdo A € a fatorizagdo médulo ker(\). Entdo (v)

segue.

(vi) Denotaremos por (S, G) e (S, G') a agdo de G sobre S e de G’ sobre S’ respec-
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tivamente . Consideraremos a construgdo descrita em (1.3.18) com (A, G) := (5',G’) e J como

um transversal em S’ construido a partir de 7" C I'. Entdo (ii) mostra a existéncia do morfismos

¢o, ¢. Como S’ é uma arvore profinita, (v) implica que ¢, ¢ sdo isomorfismos. U



CAPITULO 2

Grupos de Bianchi

2.1 Centralizadores em SL,(C)

Dedicaremos esta secdo para o estudo dos centralizadores de elementos em
GL5(C),SLy(C) e usaremos resultados de B. Fine [F-89] para obtermos os centralizadores de

elementos dos grupos de Bianchi.

Lema 2.1.1. Se g € G = GLy(C), SLy(C) tal que g ¢ Z(G), entdo C = Cg(g) € abeliano.

b
p ) € GLy(C) , ad — bc # 0. Pela forma candnica
c

a
Demonstracao: Seja g = <

b
de Jordan podemos supor que g = ( ?) q ) ad # 0. Calcularemos agora o centralizador de g,

temos dois casos a considerar.

Se os autovalores de ¢ sdo distintos, temos que g € diagonalizavel e entdo g =

36
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0 Z W

(o)) (e)
()=o)

2(a—d)=0 e yla—d)=0,

0
( ¢ p ) vejamos os elementos ( vy de G Ly(C) que comutam com g.

o

Logo temos que,

o que implica y = z = 0. E desta forma o centralizador de g corresponde a:

Ceryc)(9) = { ( z 2} > Tw # 0}-

Agora se a = d, isto é, se 0s autovalores sao iguais, temos:
a b r oy [z oy a b
0 a zZ W Z W 0 a
ar +bz ay+bw \ [ ar bxr+ay
az aw az bz +aw
De onde obtemos bz = 0 e b(x — w) = 0, como g ¢ Z(G) e b # 0 o centralizador de g é:

CGL2<C>:{<”§ z> :méO}.

Portanto em qualquer um dos casos acima temos que o centralizador de um elemento
g € GLy(C) é abeliano.

Agora observando que Cgr,(c)(g) N SL2(C) = Csr,(c)(g), segue entdo que o central-

izador de um elemento g € SL,(C) é também abeliano. O

Lema 2.1.2. Sejag € I'y = PSLy(0y), onde Oy é o anel de inteiros do corpo Q(v/—d), um
elemento de ordem infinita. Entdo o centralizador Cr,(g) de G € abeliano. Além disso, Cr,(q) é

virtualmente abeliano livre de posto no mdximo 2.
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Demonstracio: Considere a proje¢do ¢ : GLy(C) — PGLy(C) = GLy(C)/Z,

0

onde Z = Z(GLy(C)) = {(“ >
0 a

g € GLy(C)asuaclasse g = gZ. Sejag € PGLy(C) comyg ¢ Z.

a€ C} ¢ o centro de GLy(C), que associa a cada

Um elemento hZ € PG L,(C) centraliza g7 se, e somente se, hZ(gZ)h™17 = gZ.

Escrevamos entdo a imagem inversa do centralizador do elemento g € PG Ly (C):

90_1(CPGL2(<C)(§)) = {h € GLy(C) | hgh™' = gz, paraalgum z € Z}

aw
Como matrizes conjugadas t€m os mesmos autovalores, estas matrizes s6 podem ser conjugadas

) . x oy ar ay
Pela féormula canonica de Jordan podemos supor que g = 0 e gz = 0 .
w

em GLy(C) se a = 1 ou se aw = x e w = ax. No segundo caso temos a*> = 1 e logo a = —1.
. x ~ . . . .
Mas a matriz g = Y tém ordem finita em Iy, pois o determinante dela é —2? que tem
—x

que ser uma unidade do anel O,;. Como g tem ordem infinita por hipétese a = 1.

Assim temos que

¢ (CraL,©)(9) = Caryc)(9)-

Como Z C Cgr,(c)(g) temos que Cpar,c)(g) é o quociente do centralizador de g em G'L,(C)
pelo centro, isto &, Cpar,c)(9) = Caryc)(9)/Z. Pelo lema (2.1.1) o centralizador de g em
PG Ly(C) é abeliano.

A segunda parte do lema segue do fato que os subgrupos abelianos livre de tor¢do em

I'; sdo abelianos livres de posto no maximo 2, veja Fine [F-89] pagina 107. U
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2.2 Teorema Principal

Lema 2.2.1. Seja G um grupo abstrato que age sobre uma drvore S tal que S/G é finito e que os
estabilizadores de arestas sdo finitamente gerados. Suponha que a topologia sobre G é eficiente e
que existe um epimorfismo 7 : G — K, onde K é virtualmente livre e tal que a restri¢do de T
para estabilizador de vértice G, é um isomorfismo para cada v € V(S). Entdo os estabilizadores

de arestas sdo distinguidos sob conjugacdo em G.

Demonstracao: Mostraremos inicialmente a seguinte afirmacdo que serd usada no

decorrer desta demonstragao.

Afirmacao: (i) Sejam m;, ms elementos de uma componente conexa C' de S (é) Sejag € G tal
que gm; = my, entdo g € Stabgz(C).
(ii) Sejam my, my elementos de uma componente conexa C' de S(G). Seja g € G tal que gm; =

My, entdo g € Stabg(C).

De fato, precisamos mostrar que C' € g-invariante, isto é, m € C implica que gm € C.
Observe que g[my, m| = [gmy, gm] = [ma, gm], e como m; e m sdo elementos de C' e C' é conexo
temos que a geodésica [my, m] C C, agora como ms € C' e como C' é conexo temos que g[mq, m|
estd contido em C'. Portanto gm € C'e assim g € Stabs(C'). O item (ii) é apenas a versdo abstrata

deste fato, e tem demonstracdo inteiramente analoga.

Seja e € S uma aresta qualquer. Queremos mostrar que G, é distinguido sob
conjugacdo em GG. Sejam g € G ey € G tal que g7 € é\e, mostraremos que existe 7, € G
tal que g"* € G,. Observamos primeiro que pelo item (i) da proposi¢ao (1.3.17) g € um elemento
nao hiperbdlico de GG, entdo g estabiliza um vértice v de S. Usaremos indug@o sobre o nimero de
arestas do grafo S/G. Se o grafo S/G tem uma aresta, temos que S/G consiste de uma aresta e dois
vértices (ou uma aresta e um vértice), e assim temos que GG € o produto livre dos estabilizadores
dos vértices amalgamado o estabilizador da aresta (ou uma H N N-extensdo com o estabilizador
de vértice como o grupo base), isto é, G = G, *qg, G, <ou G = HNN(G,,, G, t)) Sendo T
restrito a G, € um isomorfismo para K, e como K ¢ virtualmente livre temos que 7(G.) é distin-
guido sob conjugacdo em K pela proposicao (1.1.8), pois 7(G.) é finitamente gerado, logo existe

71 € K tal que 7(9)" € 7(Ge) e como T|g, € um isomorfismo para K, existe 6 € G, tal que
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7(6) = 1 e entido 7(g9)™® € 7(G,), e consequentemente ¢° € G..

Fixemos um transversal conexo 7" de S/G em S. Sem perda de generalidade podemos
assumir que v e e pertencem a 7. Como ¢ fixa v e ye pelo Teorema 2.8 em [Z-M-89] ¢ fixa a
geodésica [v, e, isto é, a subdrvore profinita minimal que contém v e ye. Considere S (CA}) \ Ge
e chamemos C' a componente conexa de (S(G) \ Ge) N [v, e, contendo v. Seja ¢ uma aresta
de C' que tem um vértice em comum com alguma aresta e, € Ge N [v, ve], verificaremos que esta
aresta existe. De fato, sejam A = [¢/,ve] e ' = A \ {Ge}, considere Ar o grafo profinito obtido
pelo colapso de todas as componentes conexas de I'. Pela proposi¢io 3.2 de [Z-92] temos que Ar
€ uma arvore profinita. Seja ve o vértice que € a imagem da componente conexa C'. Agora como
E(Ar) é compacto, pois A \ Ge é aberto e fechado, entdo pela proposi¢do 2.15 de [Z-M-89]
temos que existe uma aresta e; € Ar que tem vo como vértice inicial, seja ey = 7 1(6_0), onde
mr : A — Ar € a aplicagdo quociente, e assim ¢y e €' tem um vértice em comum, digamos
do(ep).

Seja v : S(G) — S(G)/G o epimorfismo natural, agora observe que v(¢) = Ge e
v(v) € (S/G) \ v(e). Seja Il o maior subgrupo de G que deixa o componente conexa Cy de
S (CA;’ )\ Ge contendo v invariante. Pela afirmagdo acima temos que V|, coincide com factorizagao
de Cy modulo II. Como ey € Ge N [v,ve], as arestas ey e e possuem a mesma imagem sob v.
Note que v € C' C Cy, do(eg) € Cy e dy(e) € Cp ( para ver a Gltima afirmagio observe que 7'\ e
divide-se em duas componentes conexas, ja que e € unico representante de Ge em T', e além disso
como v € T temos que dy(e) ou dy(e) pertencem a Cy. Mas sendo o colapso um morfismo de
grafos (orientados) como no exemplo (1.3.2), colapsando Cj obtemos que dy(e) € Cp). Assim
podemos encontrar § € I tal que vy := ddp(eg) = dp(e) e consequentemente vy € um vértice

comum de e’ com e.

Verificaremos agora que II := II N G satisfaz a hipétese de indugdo. De fato, seja
To = CoNT, ou seja a componente conexa de 7'\ e em Cy. Sendo 7" é um transversal de S(G) /G,
a aplicagio o : T — S(G)/G = S(G)/G é uma bije¢do e como o restrita a Ty ainda é uma

bije¢do temos que Tp é um transversal de Cy/ I

Agora observemos que Cy NS € uma arvore. Com efeito, na verdade precisamos
somente verificar que Cjy N S é conexo. Suponha que Cjy N .S tenha duas componentes conexas em

S\ e. Sejam v e w em diferentes componentes conexas de Cy NS, entdo a geodésica [v, w| € Cj e



Cap. 2 ¢ Grupos de Bianchi 41

como v e w sdo vértices de S(G), [v,w] € S(G) e como v e w ficam em diferentes componentes
conexas de S(G) \ e, entdo [v, w] contém uma translacdo de e, o que é uma contradic¢o, pois Cy

nao contém translagcdes da aresta e.

Portanto II age sobre a arvore Cy N S, logo II < Stabs(Cp N S). Para obter a outra
inclusdo observemos que se g € G estabiliza a arvore Cy N .S, entdo pela afirmacdo acima g € 1,
pois I1 é o maior subgrupo que deixa a componente conexa Cy invariante. Logo Stabg(Co N S) <
NG =TI, eassim IT = Staba(CoN'S).

Sejam I = Cy/Ile I = (CyNS) /1L, os grafos quocientes de Cy e CyN S, mostraremos
que I' e I sdo grafos isomorfos. Seja § : [Y — I' o morfismo de grafos que associa mll
comm € 1. Sejam 7,72 € I, e consideremos s1, 2 € Cy NS os levantamentos de 71 € 7o
respectivamente. Assim existe p € I tal que ps; = sg. Logo pela afirmagdo acima p € II, entdo

~v1 = 7. Portanto IV =~ T'.

Finalmente observemos que pelo teorema de Bass-Serre II € o grupo fundamental de
um grafo de grupos (G, T"), onde v = CyN .S, isto é, IT = m1(G, ") e os grupos de vértices e arestas
sdo G(v) =11, = G, e G(e) = II, = G, respectivamente (onde um dos sentidos das inclusdes é
dada pela afirmagdo acima). Do mesmo modo pela versao profinita da teoria de Bass-Serre temos
que Méo grupo fundamental de um grafo de grupos profinitos, isto &, = I1,(G',T") com grupos
de vértices e arestas G'(v) = II, = G, ¢ G'(e) = I, = G, respectivamente e como a topologia
sobre II € eficiente temos que Méo completamento profinito de II. E assim II satisfaz as hipotese

do lema.

Agora sendo I' um subgrafo préprio de S(G)/G entdo pela hipétese de indugio apli-
cada para o grupo II temos que os grupos de arestas sdo distinguidos sob conjugacao em II, e como
g‘sf1 € ﬁge/, e § € Il temos que g € conjugado em II para um elemento de 1., e portanto podemos
assumir que g € Ggor. Agora 7(g)™) € T(é\e) e pela proposicao (1.1.8) temos que subgrupos
finitamente gerados de K sdo distinguidos sob conjugacdo. Logo 7(g) é conjugado a um elemento
de 7(G.). Como 7|g, € um isomorfismo, g € conjugado em G, a um elemento de . como

desejado. U

Teorema 2.2.2. Seja G um grupo livre de tor¢cdo que ndo contém subgrupos isomorfos ao grupo

diedral generalizado. Seja H um subgrupo de G de indice finito tal que:

1. H separdvel sob conjugacdo;
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2. paratodo h € H, Cy(h) é abeliano livre de posto no mdximo 2.

Entao G é separdvel sob conjugagdo.

Demonstrac¢do: Sejam gy, go € G tal que go = g/, para algum v € G. Como H tem

indice finito em G, temos que ¢7", g5* € H,onde m = |G : H|.

Observe que G = GH, e entdo podemos escrever 7 = dp, onde vy € HedeG.
Logo g7* = (g])™ = (¢i")Y = (g7)¥"°. Agora substituindo g, por conjugado em G, podemos
supor que vy € H. Assim temos g1 e g5 sdo conjugados em H, e como H é separdavel sob
conjugacdo existe y; € H tal que gi* = (g5')™. Portanto g* = (¢5")"" e assim temos que g}"
e gy sdo conjugados em H. E desta forma podemos supor que ¢i* = ¢5'. Sejam N = (g7") e
K = (g1, g2), temos que K centraliza N. E como C¢(NV) é virtualmente abeliano livre de posto
no méiximo 2, entdo K € virtualmente abeliano livre de posto no maximo 2. Se K é virtualmente

ciclico e sendo K livre de tor¢ao entdo pelo teorema 3.5 de [D-80] K ¢é ciclico e isto implica que

g1 = go.

Suponha agora que K ¢ virtualmente abeliano livre de posto 2. Escolha A um grupo
abeliano normal de indice finito livre de tor¢ao, onde sem perda de generalidade podemos assumir
que g7" é gerador de A. Seja ¢ : K — Aut(A) = GLy(Z) o homomorfismo induzido pela

acdo de K sobre A. Como N é central em K, ¢(K') é um subgrupo finito do grupo das matrizes
1
triangulares superiores € com primeira coluna ( 0 > . Logo o outro elemento da diagonal destas

matrizes tem que ser 1 ou —1. Como a imagem de K em G Ly(Z) é finita e uma matriz da forma

1 1
( 0 f ) tem ordem infinita, qualquer elemento de ¢ (K') tem a forma < 0

1 =« 1 1 y—= ) . )
que 0 . 0 . = 0 . , concluimos que a imagem de K € um grupo

ciclico de ordem no méaximo 2. Logo o centralizador P = Cx(A) de A em K tem indice 2. Como

) . Observando

A < Z(P), temos que [P, P| é finito e sendo P livre de tor¢ao temos que P é abeliano. Logo
podemos assumir que P = A. Neste caso conjugando a imagem de K em G Ly(7Z) se necessario

(ou seja, escolhendo outra base para A) podemos assumir que a imagem de K € trivial ou ger-

1 0 1 1
ada pela matriz diagonal < 0 1 ) ou pela matriz ( 0 1 > . De fato, conjugando a matriz
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1 g . 1 =z 1 22—y L
0 1 por uma matriz 0 1 obtemos 0 ) , logo obtemos a primeira ma-

triz no caso de y ser par, e a segunda no caso de y ser impar e para este caso temos que esta matriz

01
¢ conjugada da matriz Lo ) .

No primeiro caso K € um grupo diedral generalizado. De fato, seja z um elemento
1 0

0 -1
esta poténcia pode ser somente 1 ou —1, porque caso contrario fatorizando z? vemos que K/(2?)

da imagem inversa de ( ), e como z centraliza z? entdo 22 é uma poténcia de g7". Mas

tem os seguintes geradores g7 (z?), a(z?) e 2(z?) em termos dos geradores ¢", o de A, portanto
temos um grupo 3-gerado, exceto quando 2% é ¢gi" ou (¢g7")~!. Logo K tem somente uma relagdo

z

o = a~!, onde a é o gerador do grupo A invertido pela matriz dada acima. Portanto K é um

grupo diedral generalizado que pela hipdtese do teorema é descartado.

No segundo caso, K é um grupo com tor¢ao. De fato, seja z um elemento da imagem

0

inversa de < . ) e logo existem geradores x e y de A que s@o trocados pela acdo de z,

isto é ¥ = y e y* = x. Como z centraliza 22 entdo 2? = (xy)", para algum n € Z. Mas

n n

(z27™)? = zx "zz™" = 2%(yx)"" = 1, isto €, zz~™ tem ordem 2. Portanto K tem torgdo e sendo

G livre de tor¢do este caso também é descartado.
Logo K ¢ isomorfo a Z X Z, e isto implica que g; = ¢». U

Proposicao 2.2.3. Seja H um subgrupo de G = 1y de indice finito livre de tor¢cdo para d =

1,2,7,11, entdo H é separdvel sob conjugagdo.

~

Demonstracao: Sejam S(G) e S(G) as arvores associadas as decomposicoes de G e
G (veja o exemplo (1.1.4)). Como a topologia profinita sobre GG é eficiente, S(G) é imersa em

S(G) veja (1.3.16).

Pelo lema (2.1.2) os centralizadores dos elementos ndo triviais de G sdo grupos
abelianos livres de posto no maximo 2. Logo tendo em vista o teorema (2.2.2) basta provar a
proposic¢do para um subgrupo de indice finito apropriado de H. Recordamos que G age sobre
a arvore S(G), que foi definida antes do teorema (1.2.16). Para nds o subgrupo apropriado é
um subgrupo que satisfaz as condi¢des do lema (2.2.1), mostraremos agora a existéncia de tal

subgrupo. Pelos lemas (4.2) e (4.3) de [W-Z-98] existe um grupo P virtualmente livre, um epi-
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morfismo 7 : G — P tal que 7|, € injetiva, para todo v € V(S) e |P : 7(Gy)| < oo. Como
S(G)/H é finito, entdo existe um ndmero finito de 6rbitas Hv, v € S(G), consequentemente
existe um nimero finito de estabilizadores de vértices em H a menos de conjugacdo. Agora como
G : G,] < oo entdo sob o epimorfismo 7 [P : 7(G,)] < oo e portanto 7(G,,) tem um ndmero
finito de conjugados em P. Logo K := (),¢y (s T(Ho) tem indice finito em P (pois, 7(G,) tem um
ndmero finito de conjugados em P) € a imagem inversa L = 7 '(K) N H € o subgrupo desejado.
De fato, 7|1, € um isomorfismo para K, pois 7(L,) = 7(L N H,) = 7(L), onde a dltima igualdade
segue da definicdo de L. Assim de agora em diante assumimos que H satisfaz as hipdteses do

lema (2.2.1).

Sejam g1, g, € H tal que g = 7~ 1g;y para algum ~y € H. Mostraremos que g1 € g

sao conjugados em H. Separaremos a demonstra¢ao em dois casos.

12 Caso: Suponhamos que g; € um elemento nio hiperbélico. Logo pela proposicdo (1.3.17) g, é
também ndo hiperbdlico. Sendo H um subgrupo de indice finito em G, temos que S/ H ¢ finito.
Agora g; é um elemento ndo hiperbdlico temos que ¢; fixa um vértice vy, e assim g € G,,. Se
tivermos que vy € @vl, entdo go = g € ém. Como @Ul NH=G,NH, g1,90€ G,,NHe
v e @m NH,e pelo item 6 da proposicdo (1.1.8) @vl NH = GﬁH. Note que GG, € um grupo
virtualmente livre e finitamente gerado, segue que GG, N H um subgrupo virtualmente livre e finita-
mente gerado de G,,,, mas G,,, N H é separdvel sob conjugacdo, pelo item 2 da proposicdo (1.1.8).

Logo existe v, € G, N H tal que go = g;". Portanto g; € g» sdo conjugados em H N G,,.

Por outro lado, se v ¢ @vl entdo pelo teorema (1.2.20) temos que g; = vgoy ' €
Gy, NGyt < G,, onde e € S(G), v é um vértice de S(G) estabilizado por gs e v = dy(e) ou
v = dy(e). Agora |G, : H,| < oo, entdo @v/?[v = G,/H, e deste modo Stars(@)(v)/ﬁv =
Stargq)(v)/H,, logo existe um elemento h € H, tal que e; = he € S(G).

Portanto glﬁf1 € ﬁe\l e como h € }/EJ e sendo H., distinguido sob conjugagdo em H,
(pelo item 5 da proposi¢do (1.1.8)), temos que existe h € H, tal que g € H,,. Logo podemos
assumir que g; € H,, onde e € a aresta de S(G). Do mesmo modo sendo g um elemento nao
hiperbdlico temos que g, fixa um vértice v € S(G), e com o mesmo argumento acima conjugando
go se necessdrio podemos assumir que g estabiliza uma aresta e’ de S(G). Seja T um transversal
de S(G)/H em S(G) que contém e. Escolhamos este conjugado de go de modo que ¢/ € T.

Considere a geodésica [y e, ¢/]. Entdo g, estabiliza esta geodésica (teorema 2.8 de [Z-M-89]).
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~

Seja pu: S(G) — S(G)/H o epimorfismo natural. Entdo C' = u([y e, ¢']) contém su(e) e pu(e’) e
pela conexidade temos que C' contém o caminho p entre p(e) e p(e’). Seja m o comprimento do
caminho p, mostraremos que conjugando g» por elementos de H podemos reduzir este caminho

para um de comprimento 0, isto &, temos que z(e) e p(e’) tém um vértice em comum.

Usaremos indugdo sobre m. Seja €; uma aresta de p tal que um caminho de y(e) a &g
tenha comprimento menor que m. Sendo é; uma aresta de p temos que existe e, € [ye, €] tal que
u(ey) = €. Segue que existe 0 € H tal que ¢y = dejy € T. Assim temos que g5 = € H,edcH
e como pelo lema (2.2.1) temos que os estabilizadores de arestas sdo distinguidos sob conjugacao
em [, e portanto H., e distinguido sob conjugacdo em /1, entdo conjugando gy por um elemento

de H, se necessdrio podemos assumir que g, € H,,, como queriamos.

Agora como e, ¢’ € T, pelo que foi demonstrado podemos assumir que g; e g estdo

no mesmo estabilizador H,,.

Consideremos a restricdo de 7 : H — K como no lema (2.2.1), temos que g1, g-
sdo conjugados em H e entdo aplicando o epimorfismo 7 : G — K temos que 7(g1) e 7(g2) sdo
conjugados em K, e como K ¢é separdvel sob conjugacio existe k € K tal que 7(g2) = 7(g1)".
Entdo existe z € H N G, tal que 7(z) = k e portanto g, e g5 tem mesma imagem sob 7, € como

92,91 €G,,NHerT

Gy € injetiva temos que g2 = ¢g;.

20 Caso: Suponhamos agora que gy, g» sdo elementos hiperbdlicos. Como g € g sdo elementos
hiperbélicos temos que g; e g, agem livremente sobre S(G). Sejam 7, e T}, retas infinitas sobre
a qual ¢g; e go agem livremente, conforme item (ii) da proposi¢do (1.3.17). Seja e uma aresta
qualquer de 7,,. Como g» = 7 'g17y temos que g, age livremente sobre v‘lT_gl, agora pela
proposicio 2.2(ii) de [R-Z-96] temos que v~ 'T,, = T,,, e portanto v~ ‘e € T,, = (ga)Ts, onde
Ty = [vq, govo] para algum vy € fQ Tome x € (g_2> tal que v~ le € Ty, entdo sobre a aplicagio

1

i S — §/ﬁ], induzida por ; temos que xy™ “e € e t€m a mesma imagem, € como §/ﬁ =S/H

existe g € H tal que 27 'e = ge. Portanto g~ 'zy 'e = e e assim § := g 'zy~' € H.. Note
que g = Ygoy ! = vy tgexy™! = 67 1g71gygd. Portanto substituindo g, por g 1g.g e 7y por §
podemos supor que v € H,. Desta forma substituindo g; e g» por conjugados em H, podemos

supor que T, e T, tem uma aresta em comum e.

Seja P uma geodésica de comprimento finito em 7, que possui e como uma de suas
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arestas e tal que v € I, onde [ = e 9( P)He. Mostraremos que podemos assumir que 7y pode ser
substituido por um elemento que pertence ao fecho da intersecao dos estabilizadores das arestas
de uma geodésica que contém estritamente P. Seja e; € T, \ P uma aresta conexa a P e seja v
o vértice comum de e; e P. Seja PT = P U {e;}, e tome e; = 7ye; temos que ey € 792, pois
YTy, = T,,. De fato, e5 € T,,. Com efeito, seja ¢/ uma aresta de T}, e como e, € e, tem um vértice
comum v, existe um caminho em S(G) ligando €’ a e5. Como e; = ve; € vT,, =T, ee €T,
segue que a geodésica [¢/, 5] estd contida em 792. Agora observe que T, € uma componente
conexa de Tg2 considerada como grafo abstrato, em outras palavras os Unicos vértices de ng que

estdo a uma distancia finita de 7,, sdo os vértices de T},, conforme o item (iii) da proposi¢ao

(1.3.17), portanto es € Th.

Agora e e e; tem a mesma imagem sob a aplicagdo p temos que existe h € H tal que
e; = hey, € sendo v o vértice comum de e; e es, h € H,. Logo, e = h™le; = h™'y7le, e entdo

temos que 7, := h~'y~! € H,,.

Observe que se m é um vértice ou uma aresta em S(G) entdo seu estabilizador H,,, em
H é conjugadode H NGy, HNGy ou HN K em G, logo € finitamente gerado e portanto pelo Teo-
rema de Howson [H-54] temos que [ € finitamente gerado. Entdo pelo item 4 da proposicao (1.1.8)
temos que H,,I é fechado na topologia profinita de G,, isto é, H,,I N H, = H,,I. Portanto

''¢ H,,1I, logo existe hy € I, hy € H,, tal que h = hyhy. Sejay" = hi'v, logo

h=""
yFter = hi'ye; = h™'hoes = ey, e entdo 4+ € H,,. Temos também que v~ = h; 'y € I, e sendo
I e H,, finitamente gerado em H, pelo item 6 da proposi¢do (1.1.8) v+ € O+H .. Logo podemos
ecP
substituir 7y por 7 e go por hy *g2hy € assumir que y € F;+He.
ec

Seja P uma geodésica de T, que contém e e gie. Seja I = (| H. e considere D =
ecP

INgIg;", onde gi1g;" é aintersecio dos estabilizadores do caminho g, P. Pelo que que foi feito
no paragrafo anterior podemos supor que ¥ € D (usando PT = P U ¢, P e que se ¢/ = g, e, entdo
H, = g1H.g;"). Observe que I é ciclico, j4 que em S a intersecio de dois grupos de arestas é
ciclica, pelo lema 4.1 de [W-Z-98]. Agora provaremos que g; normaliza D. De fato, como D ¢é
fechado em (7, e portanto em G e desta forma temos que D = N QfGDN . Assim basta mostrar que
DN € normalizado por ¢, para cada N <; G. Com efeito, seja N <; GG e considere o quociente
G /N, temos que o grupo DN/N possui o mesmo indice nos grupos IN/N e I9* N/N, ja que estes

grupos sdo conjugados. Se zN gera IN/N, entdo (xN)™ e (. N)(xN)™(gyN)~! geram IN/N e
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desta forma concluimos que DN € normalizado por ¢;.

Seja d um gerador de D e escreva E = (d, g1). Mostraremos que F ¢é abeliano. De
fato, se d ndo centraliza gy, entdo g;dg;' = d~' e portanto £ é o grupo diedral generalizado.
Logo basta mostrar que os grupos de Bianchi ndo possuem subgrupos isomorfos ao grupo diedral
generalizado. Com efeito, tome x = g1d e y = g, entdo E = (z,y|z? = 3?). Assim E < Cg(2?)

que € um subgrupo abeliano pelo lema (2.1.1), e isto € uma contradi¢do.

Logo d centraliza ¢; e consequentemente F é abeliano. Isto implica que E é abeliano

e portanto g; = g, como o desejado. U

Teorema 2.2.4. Seja G um grupo livre de tor¢cdo comensurdvel com 'y, d = 1,2,7,11, que ndo

contém subgrupos isomorfos ao grupo diedral generalizado. Entdo G é separdvel sob conjugacao.

Demonstracao: Como G é comensuravel com [';, existem subgrupos isomorfos M, N
de indice finito em G e ['; respectivamente. Agora pela proposi¢ao (2.2.3) temos que NV é separavel
sob conjugacio, e consequentemente M € separdvel sob conjugacdo. Entdo M < G satisfaz todas

as hipdteses do teorema (2.2.2), e portanto GG € separavel sob conjugagao. U

Teorema 2.2.5. Seja G < G Ly(C) livre de tor¢do comensurdvel com Ty, d = 1,2,7,11. Entdo G

é separdvel sob conjugacdo.

Demonstracao: Pelo teorema (2.2.4) € suficiente mostrar que G ndo possui subgrupos
isomorfos ao grupo diedral generalizado. De fato, suponha que G possua um subgrupo H tal que
H = (z,y|z?* = y*), temos que H < Cg(y*) que é um subgrupo abeliano pelo lema (2.1.1), € isto

€ uma contradicao. U
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2.3 SLQ(Od) € GLQ(Od)

O objetivo desta secdo € demonstrar a separabilidade sob conjugacdo do grupo
SLy(O4) nos casos em que o anel Oy é euclideano e do grupo GLs(Oy), quando d = 2,7,11,
o caso d = 1 é excluido devido o grupo G'L,(O) ter a propriedade F'A (isto é, se X¢ # () para
qualquer arvore X sobre a qual GG age) e portanto ndo possui uma decomposicao nio ficticia em

produto livre com amalgamacgao ou H N N -extensao.

Lema 2.3.1. Seja R um dominio de integridade de caracteristica diferente de 2.

(i) Se A e —A sdo matrizes conjugadas de S Ls(R), entdo A tem ordem 4

(ii) Se A e —A sdo matrizes conjugadas de G Lo(R), entdo det (A) = —1 implica que A tem
ordem 2 e det (A) = 1, implica que A tem ordem 4.

Demonstracao: Seja F' o corpo de fragdes de R, considere K o fecho algébrico de F'.

b
Dado A € SLy(K) usando a férmula candnica de Jordan podemos supor que A = ( g J >

b
onde a,b,d € Read = 1, e desta forma d = a~'. Como A = (a 1) e —A =

0 a”
—a b . ) . . A e
, | sdo conjugados, entdo possuem raizes do polindbmio caracteristico iguais, as-
0 —a”
sim temos que a~! = —a, e portanto a = =i, digamos que a = i e entdo A tem a forma

b
A= ( ; , ) . Assim temos que A tem ordem 4.
—1

1

No caso de det (A) = —1 temos d = —a~', logo a™! = a e entdo a? = 1, isto é

a = +1. Assim A% = 1. O

Lema 2.3.2. Seja g € SLy(0,) um elemento que é conjugado ao elemento —g no completamento

SLy(Oyg). Entdo g tem ordem 4. Se g € GLy(Oy4) \ SLa(Oy) é um elemento conjugado a —g no

completamento G Ly(Oy), entdo g tem ordem 2.

Demonstracdo: Seja P o conjunto de todos os ideais primos P tais que O/ P tem

caracteristica # 2 (observe que P tem indice finito em O,). Entdo (), P = 0 e por isto o
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homomorfismo natural

L1 SLy(0q) — [] SL2(04/P)

PeP
¢ injetivo. Como a imagem gp de g em SLy(O4/P) é conjugada a —gp pelo lema (2.3.1) gp tem

ordem 4, logo ¢(g) = (gp) tem ordem 4 e consequentemente g também possui ordem 4.

Para demonstrar a segunda parte observemos que o homomorfismo natural

j: GLy(04) — [ GL2(Oa/P)
PeP
¢ injetivo também. Como gp e —gp sdo conjugados em G Ly(O,4/P) pelo lema (2.3.1) gp tem

ordem 2, logo j(g) = (gp) tem ordem 2 e consequentemente g também possui ordem 2. O

Teorema 2.3.3. Sejam SLy(Oy), os grupos das matrizes 2 X 2 com coeficientes no anel Oy, onde
Oy € o anel dos inteiros algébricos de Q(v/—d) e d = 1,2,7,11. Entdo SLy(0,) é separdvel sob

conjugacdo.

Demonstracao: Sejam g;, g, € SLy(Oy) conjugados no completamento profinito

SLy(0y), isto é, existe T € SLy(O,) tal que
g1 = 92 2.1)

Agora seja 1 a aplicagdo natural de SLy(O4) em PSLy(Oy), que associa g — g = {g, —g}, e ob-
servemos que gj e go sdo conjugados em P.SLy(O,), pois PSLy(Oy) é separavel sob conjugacao,

deste modo existe T € PSLy(0y) tal que g2** = g7, novamente usando a aplicag¢do 1) temos que

g5t =tq (2.2)

Tx1 Tx1

Substituindo-se a equagdo (2.2) em (2.1) obtemos que ¢;"" = *+g;. Se g7"' = g1, entdo segue que
g1 € g2 sdo conjugados em S Ly(Oy).

Consideraremos agora o caso g;"* = —g;. Entdo ¢; e —g; sdo conjugados no comple-

—

tamento S Ly(Oy), logo pelo lema (2.3.2) g; tem ordem 4.

Considerando o epimorfismo ¢ : SLy(0O;) — PSLy(0,4), e sabendo-se que
PSLy(04) tem uma decomposi¢do como produto livre com amalgamagio para d = 1 (e como

HN N-extensdo para d = 2,7,11), veja (1.1.4), temos que SLs(O;) também se decompde
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como produto livre com amalgamacdo SL2(01) = G} *) Gy e HN N-extensdo SLy(0O4) =
HNN (K, M't),d=2,7,11, onde os grupos das decomposi¢cdes sdo imagens inversas dos sub-

grupos das decomposic¢des correspondentes de P.SLo(Oy).

Como ¢; tem ordem 4, g; € conjugado para um dos fatores da decomposicao (respec-
tivamente para o grupo de base). Portanto podemos supor que g; estd em um dos fatores, digamos
em G (respectivamente em grupo de base K)). Se Tz, € 6’71 (respectivamente Tx; € I/(\C/l), 0
resultado segue da separabilidade sob conjugagdo de GG (respectivamente K)), pois estes grupos
sao virtualmente livres e finitamente gerados (veja item 1 da proposicao (1.1.8)). Caso contrario,
pelo teorema (1.2.20) temos que g; € conjugado em G (respectivamente em K)) para algum ele-

mento de SLy(Z). Pelo item 5 da proposicao (1.1.8) SLy(Z) € distinguido sob conjugag¢do em GG}

(respectivamente em K), logo g; é conjugado para um elemento de SLy(Z) em SLy(O,). Ob-

0 —1
servemos que os tnicos elementos de ordem 4 a menos de conjugacdo em S Ly (7Z) sdo ( Lo )

-1 0 —1
w 1 w—2 —w-—1 . )
, respectivamente, onde em cada caso w = i se d = 1,
1 —w —1—-w —w+2
w =1 256d=2e%ﬁsed:11.

0 1 0
e ( ) Entdo se d = 1,2,11 o elemento que conjuga g, para —g; € ( (Z) ' ),

Consideremos agora o caso d = 7. Pela proposi¢ao 4.3.4 [F-89] SLy(O;) tem a

seguinte apresentacao
SLy(O7) = (AT, U, J | A= (AT)* = (U 'AT'UAT)* = J, J* = I, J central, [T, U] = I),

0 -1
onde A =g, = Lo ) . Agora consideremos o quociente médulo o subgrupo normal gerado

por (AT)? e U, assim obtemos um grupo ciclico de ordem 4 (A | A* = I), onde a imagem de A no
quociente PSLy(O7) é denotada pela mesma letra. Mas neste grupo quociente A nao é conjugado

—

a A1, logo g; ndo pode ser conjugado a g; * em SLy(O-), isto termina o caso d = 7. g

Mostraremos agora que o grupo G Lo(O,) € separavel sob conjugacdo parad = 2,7, 11
seguindo o mesmo método da proposi¢ao (2.3.3), e para isto usaremos as decomposi¢des em pro-
duto livre como amalgamacao e /N N-extensdo feita por B. Fine em [F-89] para os grupos de

Bianchi 'y = PSLy(0O,4) e obteremos decomposi¢des em produtos livre com amalgamacado para
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os grupos PG Ly(0Oy4), onde d = 1,2,7,11 e em seguida mostraremos que PG Lo(Oy) é separdvel

sob conjugacao.

Proposiciao 2.3.4. Os grupos PGLy(0,), PGLy(0;) e PGLy(0y1) sdo produtos livres com

amalgamacado:

1. PGLQ(OQ) = Gl *pr GQ, onde G1 = 84 *7./27 (Z/4Z X Z/2Z) € G2 = DQ *7./27. 53
2. PGL2(07) = Gl *pr GQ, onde Gl = Sg *Z/2Z Dg € GQ = Dg *Z/2Z 53

3. PGLQ(OH) = G1 X Af GQ, onde G1 = A4 *Z/3Z 53 € G2 = D2 *Z/?Z 83.

Além disso, os grupos das decomposicoes acima sdo virtualmente livres.

Demonstracao: 1. Usando o teorema 4.3.1 de B. Fine [F-89] temos a seguinte
apresentagdo para o grupo 'y = (a,t,u | a® = (at)® = (v taua)? = [t,u] = 1). Sejav = a¥, e

adicione v na apresentacao de I's entdo temos
[y = (a,t,u,v | a* = (at)’? = v* = (av)* = (vt)® = [t,u] = 1,u 'au = v.)
Desta forma I'; € uma H N N-extensdao com grupo base i,
Ks = (a,t,v]a® = v* = (av)* = (at)® = (vt)® = 1).

Sejam s = at e m = av entdo usando transformacdes de Tietze obtemos,

2 2 3 3

Ky = {a,m,sla* =m? = (am)* = 5" = (sm)’ = 1)

2

= (a,m|a® =m* = (am)® = 1) *(yy (s, m|s*> =m®> = (sm)* = 1)

assim Ky = D *z/0, Ay. Observe que em K, o subgrupo gerado por (a,t) = (a,s) =
Z]2Z * 7/3Z é o grupo modular M, pois a e s estdo em fatores diferentes de /5 e interceptam o
subgrupo amalgamado (m) trivialmente (isto segue de (am)* =1e (sm)® = 1>. Analogamente
o grupo gerado por (t,v) = (am,as) = Z/27 x 7./ 37. Agora considere a aplica¢do que associa a

cada matriz A € G'Ly(O3) o seu determinante

det : GLQ(OQ) — O;
A det A
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onde O3 = {1,—1} sdo os elementos inversiveis do anel O,. Observe que esta aplicagdo é um
homomorfismo e Ker (det) = SLy(O2) e assim SLy(Oy) é um subgrupo normal de indice 2 de
G L2(05). Como o centro de GLy(03) é £1 € SLy(02) temos que PSLy(Oy) é um subgrupo
normal de indice 2 de PG Ly(Os).

As matrizes que os geradores representam sao respectivamente:

0 —1 11 1 w
a= , = , U = ,
(1 0 ) (O 1) (0 1)

onde w = iv/2, também temos
0 —1 —w 1 -1 —w
s=at = ,v=2a" = ,m = :
1 1 1 w —w 1

1 0
Sejad = < 0 ) ¢ PSLy(0,), d é um elemento de ordem 2 e portanto temos

PGLQ(OQ) = PSLQ(OQ) X <d>
Observe que d deixa M invariante e isto segue dos célculos

a’ =a, s*=(s71)"

1 0 1 1
Agora tome © = du = < ) . ( “ ) = ( “ ) ¢ PSLy(0O,), ob-
0 —1 0 1 0 —1

servemos que ainda temos PG Ly(Oy) = PSLy(O2) % (x) e mais temos que = deixa K invariante

e isto segue dos cdlculos abaixo

Afirmamos que PG L(O3) = PSLy(0O3) x (x) é isomorfo ao produto amalgamado
(Ka X (x)) *p (M % (d)). De fato, chamemos G = PGL3(O2) e H = (K3 % (x)) *p (M x (d)),
desta GG e H tem as seguintes apresentacoes:

(
G = {a,m,s,u,z | a> =m?= (am)? = s> = (sm)? = 1,a" = am, (as)" = as,z* = 1,

a® = am,m* =m,s* = ((sm)™)* ,u* =u")

H={a,m,s,x,d | a*>=m? = (am)? = (5)? = (sm)} =22 =d* = 1,a® = am,m"* = m,
)

st = ((sm) )" " a = a,s? = (s71)°
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Agora G e H sao isomorfos se conseguimos sair de um para outro através de um
nimero finito de transformagdes de Tietze, assim observe que u = d.x, acrescentando u como

novo gerador do grupo H, através da transformacdo 77, temos

H = (a,m,s,z,d,u | a® =m? = (am)? =35> = (sm)> =2° = d* = 1,a" = am,m"* = m,

= (a,m,s,z,u,d | a®> =m? = (am)* = 5* = (sm)® = 2% = (ux)* = 1,a" = am,m" = m,

Usando agora a transformacdo de Tietze 7, podemos deletar d e a relacdo d = ux da

apresentacio de [ e obtemos

H = {(a,m,s,z,u | a® =m?= (am)* = 5* = (sm)® = 2* = (uzr)? = 1,a" = am, m* = m,

Temos que (as)* = a“s%, mas a"* = a e s = (s7!)* e assim (as)* =

a® ' (s71)@ ! = (s71)%a” e sendo s” = (sm)~!, ¥ = am, consequentemente temos (as)* = as,

z . N -1 ~ ~
e como a"® = a é equivalente a a" = a® = a” = am entdo podemos acrescentar estas relacoes

usando uma transformacao de Tietze as relacdes de H, e obtemos

H = {(a,m,s,z,u | a® =m*= (am)? = 5> = (sm)® = 2* = (uz)? = 1,a" = am, m"* = m,

s = ((sm) ™) @™ = a,8" = ()", (as)" = as, a" = am).

E sendo as relagdes s“* = (s71)?, a*® = q derivéveis das outras relagdes podemos

deleta-las e entdo a apresentacdo de H fica como segue

H = (a,m,s,z,u | a®=m’= (am)’ = 5° = (sm)’ = (2)* = (uz)* = L,a

E portanto temos que H = G.

PGLy(0s) = (K % (2)) %31 (M % {d)). (2.3)
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w -1
Consideremos agora o fator Ky x (z), seja que y = dua = ( Lo ) temos que

y € um elemento de ordem 4 deixa A, e D, invariante e isto segue de

s¥ = (sm)~!

mY =m
a’ =a
e assim obtemos que
Ky » (x) = (A1, y) *) (D2, y) 24

De fato, chamemos Hy = Ky x (x) e Hy = (A4, y) *1y (D2, y), note que Hy /K, = () e
sendo Ky = (A4, Dy) temos que Ho/ Ky = Hy/(Ay, Do) = (y) Ko/ Ky = Cy, desta forma temos
H, = H,.

Afirmamos que (A4, y) é isomorfo a Sy e (Dy, y) é isomorfo a Z /47 x 7./27.. De fato,
provaremos a primeira afirmacao, seja H = (A4, y) temos que H € um subgrupo finito de ordem

24 (|H| = % = 24), sejap : H — S, a aplicagdo dada por

w(s) = X122
P(m) = (v3w221)?
V(y) = z37271

onde x1, Ty, z3 sd0 os geradores de Sy = (w1, 79,73 | 2% = 22 = 23 = (1122)% = (w913)® =

(z125)® = 1). E fécil verificar que 1({s,m,y}) satisfazem as relacdes de H, entdo pelo teorema
de Von Dycks conforme [J-90] temos que v estende-se a um tinico homormorfismo E :H — Sy,
e como 1, r3T5x; € (T3T921)? geram Sy temos que 1) é sobrejetiva e entdo H/Kery = S, e
|H : Ker| = |Ss| = 24, e como a ordem de H é 24 segue que Keriy = 1 e portanto 1) é um
isomorfismo. E assim (A4, y) = S,. Para provar o segundo isomorfismo, observemos que o grupo

H = (D,,y) é um grupo de ordem 8, e isto segue de

H/Dy = Dy(y) /Dy = (y)/ D2 N (y) = (y)/{y*) = Cs.

Além disso, H é uma extensdo deD, por Z /27 e lembrando que existem apenas cinco grupos de

ordem 8, a saber, Z /87, Z./AZ x 7./27, 7./]27. x 7./27 x 727, D,, Q, como H é abeliano e é
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uma extenséo de Dy por Cy temos que H = 7/47 x 7 /27Z. Substituindo estes isomorfismos na

equacao (2.4) obtemos
KQ X <.%'> = <A4,y> *(y) <D2,y> = S4 *7./27. (Z/4Z X Z/QZ)
Agora substituindo a equacdo acima em (2.3) obtemos que

PGLy(0s) = (Si g0z (/AL x TJ2Z)) #3r (M x (d)).

Finalmente observamos que M x (d) = (a,s,y|a?> = s* = d* = 1,a% = a,5? =
(s71)*) é isoformo ao grupo Dy *z/97 Ss. De fato, isto € obtido adicionando-se a apresentagéo do
grupo M x(d) o novo gerador y = ad e entdo chegamos a seguinte apresentagio (a, s,y | a> = s3 =
(ay)? = y?,s¥ = s7') = Dy *z,97 Ss. E substituindo na equagdo (2.4) chegamos a decomposi¢do
desejada

PGLQ(OQ) = (54 *Z/QZ (Z/4Z X Z/2Z)) * M (DQ *Z/2Z 53),
e isto conclui o caso d = 2.

2. Usando o teorema 4.3.1 de B. Fine [F-89] temos a seguinte apresentacdo para o
grupo I'; = (a,t,u | a®> = (at)® = (v 'auat)? = [t,u] = 1). Sejam v = a*, s = at e m = sv,

usando transformacdes de Tietze obtemos a seguinte apresentagao para [';

3

;= {(a,v,smul|a =5 =m?=v>=(am)’ = (vs)* =1, (as)" = as,v =a",m = sv).

Desta forma I'; € uma H N N-extensao com grupo base K; dado pela seguinte

apresentacao

K; = (a,v,s,mla> = s> =m?=v>= (am)® = (vs)® = 1,m = sv)

= (a,m|a* =m* = (am)® = 1) *(m_sy) (s,0]8° = v* = (vs)* = 1),
e entdo que K7 = S5 *z/97 3, € em K7 o subgrupo gerado por (a,s) = Z/27Z x 7./3Z = M,
jd que a e s estdo em fatores diferentes de K7 e interseptam o subgrupo amalgamado (m = sv)

trivialmente. Analogamente para o grupo gerado por (v,as) = (v,am) = Z/27 x 7Z/3Z. Agora

considere a aplicacao

det : GLy(O7) — O3
A det A



Secdo2.3 o SLy(04) e GL2(0y) 56

onde OF = {1,—1} sdo os elementos inversiveis do anel O7. Observe que esta aplicagdo é um
homomorfismo e Ker (det) = SLy(O7) e assim SLy(O7) é um subgrupo normal de indice 2 de

G Ls(0O7). Logo PSLy(O7) é um subgrupo normal de indice 2 de PG Lo(O-).

As matrizes que os geradores representam sdo respectivamente:

0 —1 1l w 11
a = 7t: , U = )
(1 0 ) (0 1) (O 1)

onde w = 1++ﬁ também temos que

0 —1 —w —w?-1 -1 —w
s = LU= ,m = .
1 1 1 w —w+1 1

1 0
Sejad = < 0 1 ) ¢ PSLy(O7), d éum elemento de ordem 2 e assim temos

PGL2(07) = PSLQ(OQ) X <d>,
além disso, temos que d deixa M invariante, e isto segue dos cdlculos
a =a, s* = (s71)".

1 0 1 1
Agora tome x = du = : Y= “ ¢ PSLy(O7), ob-
0 —1 0 1 0 —1

servemos que ainda temos PG Ly(O7) = PSLy(O7) % (), e mais x deixa K invariante, e isto

segue dos cdlculos abaixo

Logo, K7 € invariante, e temos que K; = S3 *z/97 S5. Agora podemos fazer a seguinte

decomposicao

PGLy(07) = PSLy(0:) % (x) = HNN(Kv, M, u) x {z)
= (K7 % (@) ar (M (d)).
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De fato, chamemos H = (K7 x (x)) *y (M x (d)) e G = HNN (K7, M,u) x (z), mostraremos

que H e G sdo isomorfos. Os grupos H e G possuem as seguintes apresentacoes

(
G = (a,m,u,v,s,x | a* = s =m? = v? = (am)® = (vs)? =1, (as)" = as,a" = v, m = sv,
22 =1,a" = v,m® =m,s* = (am)~ 0" = a)

H={a,mv,s,z,d|a®>=s=m?>=0>= (am)’ = (vs)) =22 =d> = 1,m = sv,a® = v,

\ m® =m,s® = (am) 0% = a,a? = a,s? = (s71)%)

Portanto usando o teorema de Tietze G' e H sao isomorfos se conseguimos sair de uma
apresentacdo para outra através de um ndmero finito de transformacdes de Tietze. Assim observe
que u = d.x, acrescentando u como novo gerador do grupo H, através da transformacao 77, temos

H = (a,muvsz,dul|d=s=m?=v"=(am)’= (vs)’= 2= d> =1, m = sv,

a® =v,m* =m,s" = (am) v =a,a’ = a,5" = (s71)*, u = dr)

Usando agora a transformacao de Tietze 7, podemos deletar d e a relacdo d = ux da

apresentacdo de H e obtemos

H={a,mv s z,ul|ad=5=m?=v"=(am)’= (vs)? = 2% = (uz)®* =1, m = sv,

" =v, m"* =m, s* = (am)", v" =a,a"" = a,s" = (s1)%).
Temos que (CLS)“ — ausu’ mas a'** = g e s¥* = (S—I)a e assim (GS)u — a/ac*1 (S—l)amfl _ (S—l)xaa)
e sendo s* = (am)™1, a® = v e m = sv, entdo temos (as)* = as, agora como a** = a é

. N -1 ~ ~
equivalente a a“ = a* = a” = v podemos acrescentar estas relacdes usando uma transformacgao

de Tietze as relagdes de H, e obtemos

H={am v s z,u|ad=s=m>=v"= (am)’ = (vs)’= 2> = (ur)’ =1,m = sv,
a®* =v, m" = m, s° = (am), v = a, a" = v, (as)" = as, s"* = (s71)*)
E sendo s“® = (s7')® derivdvel das outras relagdes podemos deletd-la e entdo obtemos a

apresentacdo de G, como segue

H=/{amuvsxu|ad=s=m?>=v>=(am)’ = (vs)? = 2> = (ur)’ = 1,m = sv,a” = v,
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Portanto temos,

PGLy(07) = (K7 % (2)) %31 (M % {d)). (2.5)

Vejamos agora que K7 X (z) = (S35 %z/0z S§) % (x) = Ss *z/02 (Z/2Z x (x)).
Mostraremos a tltima igualdade e para isto chamemos H; = (S5 *z/02 S5) % (x) e Hy =

Ss 7,07 (Z/27 x (x)) agora observe que H; e H, possuem as seguintes apresentagoes

3

Hy={(a,m,z|a>=m?=(am)® =2>=1,m"=m)

3

Hy = (a,s,m,v,z | a®> = s> =m? =02 = (am)’ = (vs) =22 = 1,m = sv,a” = v,v" = a,

Novamente mostraremos que H; e H, sao isomorfos saindo da apresentacdao de H;
para H, através de um niimero finito de transformagdes de Tietze. De fato, seja s = ((am)~1)% e
v = a”, e entdo adicionamos s e v aos geradores de [ e suas respectivas relacdes a apresentacao

de H; usando a transformagao de Tietze T e obtemos

H, = {a,m,z,s,v | a*> =m? = (am)® = 2> = 1,m* =m, s = (am) ",v =a")

Note que as relagdes s* = 1, v* = 1, (vs)? = 1 e m = sv, sdo derivdveis respecti-
vamente das relagdes (am)® = 1,a> = 1, m? = 1, s = ((am)™!)* e v = a“ portanto podemos
acrescentar as relacoes de H;

Hy = {a,m,z,sv]|a =0v>=m?=(vs)? = (am)® = s* =2 =1,m* =m,s” = (am) ",

Assim temos H; = H,. Vejamos agora que M x (d) = (a,s,y|a® = s3> = d* =
La® = a,s* = (s71)*) é isoformo ao grupo Ds x7/97 S3, para isto usaremos transformagdes
de Tietze adicionando a apresentagdo do grupo M x (d) o novo gerador y = ad e chegamos a

3

seguinte apresentacdo (a, s,y |a* = s* = (ay)* = y?,s¥ = s7') = Dy %z, S3. Portanto usando

aigualdade (2.5) temos
= (S %22 (Z)27 x ZJ27)) *ps (D %797, S3)

= (53 *7./27, D2) *M (Dz *7./27. 53)7
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€ com isto terminamos o caso d = 7.

3. A apresentacdo para o grupo de Bianchi [';; dada no teorema 4.3.1 de B. Fine [F-89]

(@'N

= {a,t,u]|a®=(at)® = (v tauat)® = [t,u] = 1).
Sejam v = a", s = at e m = sv, usando transformacoes de Tietze obtemos a seguinte
apresentacao para [';;

Iy = (a,v,s,m,u| a® =5 =m® =0> = (am)® = (vs)® = 1, (as)" = as,v = a",m = sv).

Desta forma I'y; é uma H N N-extensdo com grupo base /11, onde

K = (a,v,8,m|a®=5"=m’=v"= (am)® = (vs)> =1,m = sv)
= (a,m|a* =m® = (am)® = 1) *(m=sy) (5,0]s* = v* = (vs)® = 1),
e entdo que K11 = Ay %737 As. Em K7 o subgrupo gerado por (a,s) = Z/27 x 7./3Z = M,
pois a e s estdo em fatores diferentes de Kj; e interseptam o subgrupo amalgamado (m = sv)
trivialmente. Analogamente o grupo gerado por (v, as) = (v,asv) = (v,am) = Z/27 x Z/3Z.
Agora considere a aplicacao
det : GLQ(OH) — OTl
A det A

onde OF;, = {1, —1} sdo os elementos inversiveis do anel O;. Observe que esta aplica¢do é um
homomorfismo e Ker (det) = SLy(0Oq1) e assim SLy(Oq;) é um subgrupo normal de indice 2 de

G Ly(011). Logo PSLy(O11) é um subgrupo normal de indice 2 de PG Ly(Oy1).

As matrizes que os geradores de PSLy(O1;) representam sao respectivamente:

0 -1 1 w 1 1
a= ,U = = ,
() ) (o)

onde w = YL também temos

0 -1 —w —w?—1 -1 —Ww
s = LU = ,m = .
1 1 1 w —w+1 2
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1 0
Sejad = < 0 1 ) ¢ PSLy(0q1), d é um elemento de ordem 2 e portanto
PGLQ(OH) = PSLQ(Oll) X <d>

Observemos que d deixa M invariante, e isto segue dos cdlculos

al=aq, st = (s’l)“.

1 0 1 w 1 w
Agora tome © = du = . = ¢ PSLy(0yqy), ob-
0 -1 0 1 0 -1

servemos que ainda temos PG Ly(O11) = PSLy(O11) % (), e mais temos que = deixa K’ invari-

ante e isto segue dos célculos abaixo

Logo vemos que K, fica invariante, e entdo temos que Ky, = Ay *7/37 Af. Agora

podemos fazer a seguinte decomposicao
PGL2<011> = PSLQ(OH) X <$> = HNN(KH,M, U) X <I>
= (Eu 2 (@) xar (M > (d)).

De fato, chamemos H = (K7 % (x)) *p (M % (d)) e G = HNN (K11, M, u) x (z), mostraremos

que H e G sdo isomorfos, H e (G possuem as seguintes apresentagcoes

(

G = (a,m,u,v,s,x | a®> = s =m> =v? = (am)? = (vs)> =1, (as)" = as, a* = v, m = sv,
) 2 =1,a"=v,m®* =m™1 s* = (am)™1, 0% = a)
H={a,mv,s,z,d|a®>=s=m?>=0?=(am)’=(vs)}=22=d’> =1, m = sv, a®* = v,
\ m® =m~1, 5% = (am) v = a,a’ = a,s? = (s71)%)

Portanto usando o teorema de Tietze G e H sdo isomorfos se conseguimos sair de um
para outro através de um numero finito de transformagdes de Tietze, e para isto acrescentamos
u = dx como novo gerador do grupo H, através da transformacao 77, e a apresentacdo de H fica

H = {(amuvszdu|a=s=m?>=0v"=(am)® = (vs)? = 2?2 = &> =1,m = sv,

1 d d

L s” ' =a,a% =a,s" = (s u = dz)

a® =v,m* =m"",s" = (am)”
= (a,m,v,s,z,du | a® =35 =m®=v>= (am)® = (vs)® =2 = (uzr)? = 1,m = sv,

a* =v,m* =m ' s = (am) v =a,a"™ =a,s" = (s d = ux).
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Usando agora a transformacao de Tietze T, podemos deletar d e a relagdo d = ux da

apresentacio de H e obtemos

U U u

Temos que (as)* = a%s%, mas a* = a e s = (s1)% e assim (as)* =

a® (s71)@ ! = (s71)%a” e sendo s* = (am)”', a* = v e m = sv, obtemos que (as)" = as,

-1

como a"* = a é equivalente a a* = a® = a® = v, temos que podemos acrescentar estas relacoes

usando uma transformagdo de Tietze as relacdes de H, e entdo

H = {(a,m,v,s,2,u | a®>=5"=m®=v>= (am)® = (vs)® =2

E sendo s"* = (s7!)® derivavel das outras relagdes podemos deletd-la e entdo obtemos

a apresentagdo de G como segue

H = {a,m,v,s,z,ul|a®=s"=m®=1v>= (am)

Logo temos,

PGLQ(OH) = (KH X <.Z‘>) * M (M X <d>) (26)

Vejamos agora que Ky x () = (Ay *z/32 AF) X (x) = Ay *z/32 (Z/3Z % (x)).
Mostraremos a tltima igualdade e para isto chamemos Hy = (A4 *z/37 Af) % (x) e Hy =

Ay *z)37 (Z /37 % (a:)) Agora observe que H; e H, possuem as seguintes apresentagdes

3

H = {(am,x|a*=m’=(am)’=2"=1,m"*=m™")

Hy, = {a,s,m,v,z|a®>=3s"=m’=v>=(am)’ = (vs)’ =2° = 1,m = sv,a" = v,v" = a,

Novamente mostraremos que f{; e H, sdo isomorfos saindo da apresentacdo de H,

para H, através de um nimero finito de transformagdes de Tietze. De fato, seja s = ((am)~!)% e
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v = a”, e entdo adicionamos s e v aos geradores de [{; e suas respectivas relacdes a apresentacao

de H; usando a transformacgao de Tietze T e obtemos
Hy = (a,m,z,s,v | a*=m’= (am)’ =2 =1,m* =m™ ', 5" = (am)~

2 =1, (vs)®> = 1 em = sv, sdo derivaveis respecti-

Note que as relagdes s* = 1, v
vamente das relagdes (am)® = 1,a?> = 1, m*> = 1, s = ((am)™!)* e v = a“ portanto podemos

acrescentar as relacoes de H;

Hy = (a,m,z,5,v | a*=v"=m’= (v8)° = (am)’ =8 =2 =1,m" =m™', s = (am) !,

v=a"m=sv )= H.

E temos entdo H; = H,. Agora note também que M x (d) = (a,s,d|a® = s* =
d? = 1,5 = (s7H9) = {(a,s,y|a® = s* = (ay)®? = y* = 1,8 = s7!), onde na tdltima
igualdade aplicamos transformacdes de Tietze adicionando o novo gerador y = ad e desta forma

M x (d) = Ds %797 Ss. Logo da igualdade (2.6) temos
PGLQ(OH) = (Kll X <[L’>) X\ f (M X <d>)
= (A4 *Z/3Z (Z/SZ X Z/QZ)) M (DQ *Z/ZZ Sg)

= (A4 *7./37. 53) *M (D2 *7./27 53),
e com isto terminamos o caso d = 11.

O fato que os grupos das decomposi¢des sao virtualmente livres segue do teorema 3.6

de [D-80]. U

Teorema 2.3.5. O grupo projetivo geral linear PG Ly(O,) das matrizes 2 X 2 com coeficientes no

anel Oy, onde d =,2,7,11 é separdvel sob conjugacdo.

Demonstracao: Sejam ¢1,92 € PGLy(Oy4) conjugados no seu completamento

o — —

profinito PG Ly(Oy), isto é, existe g € PG Ly(Oy) tal que

9l = go. 2.7)

Dividiremos em dois casos. No primeiro caso ¢; e g» tem ordem infinita. Como PSLy(Oy)

—

tem indice 2 em PGLy(O,), temos que g3,95 € PSLy(O,4), agora sendo PGLy(0O4) =



Cap. 2 ¢ Grupos de Bianchi 63

— —

PSLy(04)PGL2(04) podemos escrever g = god, onde go € PSLy(0,), d € PGLy(O4). Logo

substituindo em (2.9) temos

(g1)% = (93)" = (93). (2.8)

Desta forma g3 e (g¢)? sdo conjugados em Pmd), e como PSLy(0,) é separavel
sob conjugacio existe 7 € PSLy(0y) tal que (¢2)7 = (¢4)2, portanto (¢2)7%" = g2 e assim ¢? e g2
sdo conjugados em PG L,(O,). Portanto podemos sem perda de generalidade supor que ¢? = g3,
entdo g1, g2 € Cparyc)(93) = C e pelo lema (2.1.1) C' é abeliano, logo temos duas possibildades
para o subgrupo L = (g1, g2). A primeira L é livre de tor¢do e neste caso L = Z e como Z tem
a propriedade unica da raiz temos que g; = ¢». A segunda possibilidade é que go = gz, onde
x € PGLy(0,) é um elemento de ordem 2, usando a forma candnica de Jordan temos que a menos

de conjugacdo em G Ly(C), = tem a forma:

)G ) GG o)) 5
) GGG ) GG
o))

Agora médulo o centro restam apenas as possibilidades:

o) GG

Como ¢g; comuta com x pelo lema (2.1.1) temos que a menos de conjugacdo em
a 0
GL5(C), g1 é uma matriz diagonal ( 0 b ), com autovalores a # b. Segue que o segundo

autovalor de go = gy« difere do segundo autovalor de ¢g; por —1,7 ou —i. Agora go = g1 € g1 Sao
conjugados em PG Ly(O,) e portanto sdo conjugados em cada quociente finito. Entdo escolhemos

um ideal primo P tal que —1,7 e —¢ sdo diferentes de 1 médulo P. Logo g« e g; ndo podem ser
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conjugados no quociente finito G Ly(O4/ P) e portanto em PG Ly (Oy4/ P). Isto contradiz o fato de

g1x € g1 serem conjugados em Pmd).

Agora trataremos o segundo caso em que g; € g» tem ordem finita, entdo temos que ¢,

e g, sdo conjugados para os fatores. E portanto podemos considerar as possibilidades:

o —

Se g1,92 € PSLy(0y), entdo como Pmd) = PSLy(04)PGL2(0,) temos que
v =6+, onde v € Pmd) e § € PGLy(0y). Assim g» = g] = ¢°7 e logo podemos assumir

—

que v € PSLy(0O4) e como PSLy(0,) é separdvel sob conjugacio o resultado segue.

Logo podemos assumir que g1, go ¢ PSL2(0Oy). Se g1 e g, ndo pertencem a G, para
i = 1,2 fixo, ou v ¢ é\i, entdo pelo teorema (1.2.20) g1, g sdo conjugados em Pmd) a
elementos de M = PS/L—XZ) e portanto t€ém determinante 1 médulo qualquer ideal ndo trivial
de Oy4. Logo eles pertencem a PSLy(0,), o que contradiz nossa hipétese. Assim g1,90 € G; e

v E é\l e o resultado segue da separabilidade sob conugacio dos G;’s. U

Teorema 2.3.6. O grupo geral linear GLy(Oy4) das matrizes 2 X 2 com coeficientes no anel Oy,

onde d = 2,7,11 é separdvel sob conjugacdo.

Demonstracao: Sejam g, g2 € G'Ly(O,4) conjugados no seu completamento profinito

—

GL2(0y), isto é existe T € Gfg(\Od) tal que

97 = go. (2.9)

Agora seja 1) a aplicagdo natural de GLo(Oy) em PG Ly (Oy), que associa g — g =
{g,—g}, e observemos que g e g3 sao conjugados em PG Ly(O,), pois PG Ly (0O,) € separavel sob

conjugagio pelo teorema (2.3.5), deste modo existe 77 € PG Ly(0Oy) tal que g3 = g7, novamente

usando a aplicacdo 1) temos que
g5t = tg. (2.10)

Tx1

Substituindo-se a equacao (2.10) em (2.9) obtemos que g;' = £g;. Se gf’“ = g1,

entdo segue que g; € go sdo conjugados em G Ly (Oy).

Agora se g:f””l = —gj, entdo temos que g; € —g; sdao conjugados no completamento

L —

GL5(0Oy), € pelo lema (2.3.2) g; tem ordem 2 ou 4, e além disso, os elementos de ordem 2 ficam

fora de SLy(Z).
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Considerando o epimorfismo ¢ : GL2(0;) — PGL2(0O,), e sabendo-se que
PGLy(0O4) tem um decomposi¢do como produto livre com amalgamagdo para d = 2,7,11
pela proposi¢ao (2.3.4), temos que GLs(O4) também se decompde como produto livre com
amalgamacdo G Ly(0O,) = G} *p G, onde os grupos da decomposi¢do sdo imagens inversas

dos subgrupos da decomposi¢ao correspondente de PG Ly(Oy).

Como ¢; tem ordem 2 ou 4, g; € conjugado para um dos fatores da decomposi¢ao.
Portanto podemos supor que g; estd em um dos fatores, digamos em G}. Se Tz, € 671 , 0 resul-
tado segue da separabilidade sob conjugagdo de GG}. Caso contrdrio, pelo teorema (1.2.20) temos
que g; € conjugado em (G} para algum elemento de GfQ(\Z) Pelo item 5 da proposicao (1.1.8)
G L4(Z) ¢é distinguido sob conjugagdo em G, logo g; € conjugado para um elemento de G Ly(7Z)
em GLy(Oy).

Observemos que os tnicos elementos de ordem 4 a menos de conjugagdo em G Ly(Z)

0 -1 0 1
( veja [D-D-89]) sdo ( ) > e ( ) Entdo o elemento que conjuga g; para —g; €

0 10
1 0
0o -1/

Agora se g; € um elemento de ordem 2, entdo a menos de conjugagdo e sinal, g; €

1 0 0 1 -1 1
( 0 1 >, ( Lo ) e ( 0 1 ), ( veja [D-D-89]) e portanto g; € conjugado para —g; por

0 1 1 0 1 0 .
s s , respectivamente. O
( 1 0 ) ( 0 —1 ) ( 2 —1 )
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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