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Resumo

Neste trabalho estudamos unificacao de ordem superior em calculos de substituicoes
explicitas. Em particular comparamos o algoritmo de Huet para o A-célculo simples-
mente tipado com o método desenvolvido por Dowek, Hardin e Kirchner para o Ao-
calculo e concluimos que existe uma correspondéncia estrutural entre as derivagoes
realizadas por estes métodos para um dado problema. Para formalizar esta com-
paracao, adaptamos o algoritmo de Huet para a notagao a la de Bruijn, ja que
esta é a notacao utilizada pelos cédlculos de substituicoes explicitas aqui tratados e,
introduzimos as nogoes de drvore de unificacdo e pseudo-cozimento.

Adicionalmente, mostramos que unificacao no Ao-célculo e no As.-calculo po-
dem gerar arvores de derivacao iguais, no sentido que os dois métodos de unificagao
sempre podem utilizar regras de unificagao “correspondentes” para um dado pro-
blema. Esta comparacao ¢é feita utilizando-se duas fungoes T' e L que traduzem
termos do As.-calculo para o Ao-calculo e vice-versa, respectivamente, mostrando
que uma dada regra de unificacao pode ser utilizada no Ao-calculo para um pro-
blema P se, e somente se a regra “correspondente” pode ser utilizada no As.-calculo
para a traducgao de P.

Em seguida, utilizamos as idéias desenvolvidas em unificagao para construir uma
aplicacao especifica de um caso restrito de unificacao conhecido como matching.
Apresentamos um algoritmo que decide uma classe especial de problemas de segunda
ordem no Ao-calculo.

O estudo comparativo aqui apresentado é importante para uma melhor com-
preensao dos métodos de unificacao utilizados em sistemas computacionais basea-
dos no A-célculo, e do papel dos calculos de substituicoes explicitas em unificagao
de ordem superior. Além disto, a nocao de pseudo-cozimento aqui introduzida pode
ser util na implementacao de versoes mais eficientes dos métodos de unificagao de-
senvolvidos para cédlculos de substituicoes explicitas ja que esta combina a nocao de

pré-cozimento usual com as regras de unificacao.
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Abstract

In this work we study higher-order unification via explicit substitutions calculi.
In particular, we compare Huet’s algorithm for the simply typed A-calculus with
the method developed by Dowek, Hardin and Kirchner for the Ao-calculus and
we conclude that there exists a structural correspondence between the derivations
in these two methods for a given unification problem. In order to formalize this
comparison, we adapt Huet’s algorithm for de Bruijn’s notation since this is the
notation used by the explicit substitutions calculi considered here. In addition, we
introduce the notions of unification trees and pseudo-precooking.

In addition, we show that unification in both Ao- and As.-calculus may generate
identical derivation trees in the sense that, both unification methods can always
apply “corresponding” rules for a given unification problem. This comparison is
done by introducing the functions 7" and L that convert terms from the As.-calculus
to the Ao-calculus and vice-versa, respectively, and proving that a unification rule
can be applied in the Ao-calculus for a problem P, if and only if, we can apply the
“corresponding” rule of the As.-calculus to the translation of P.

We use the ideas developed for unification to build an specific application for a
particular case of unification called matching. We present an algorithm that decides
a special class of second order problems in the Ao-calculus.

The comparative study presented here is important for a better understanding
of the unification methods used in computational systems based on the A-calculus,
as well as the role of explicit substitutions in the higher-order unification and shed
some light on implementational questions. Moreover, the new notion of pseudo-
precooking can be useful for optimizing implementations of the unification methods
developed for explicit substitutions calculi since it combines the usual notion of

precooking with applications of the unification rules.
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Introducao

O A-célculo surgiu no inicio do século XX com os trabalhos de Alonzo Church [Chu32,
Chu33]. Conhecido como o primeiro sistema de reescrita de ordem superior no con-
texto computacional, o A-calculo é uma teoria que modela fungoes computaveis, com
uma notagao compacta para algoritmos, e com uma estrutura bem simples contendo
duas operagoes principais: a primeira ¢ um mecanismo para aplicar fungoes ab-
stratas a argumentos, chamada de (J-conversao; e a segunda, uma abstracao para a
equivaléncia funcional, chamada de n-conversao. Além disso, uma terceira operagao,
denominada a-conversao, permite mudar nomes de variaveis.

A operacao de substituicao utilizada na definicao da (-conversao do A-calculo é
uma operagao implicita que nao esta definida formalmente, pois assume por exemplo,
que variaveis sejam renomeadas automaticamente para evitar possiveis capturas, isto
é, para evitar que variaveis originalmente livres se tornem ligadas apds a aplicagao
da (-conversao. A implementacao da substituicao para sistemas computacionais
baseados no A-calculo constitui um problema que geralmente ¢é resolvido utilizando-
se solugoes ad-hoc (geralmente obscuras). Dentre os primeiros trabalhos que tém
sido desenvolvidos com o intuito de controlar melhor essa operacao, podemos citar
[CEF58] e [Cur86]. O trabalho de Curien [Cur86] constituiu a base para o trabalho
de Abadi et al. [ACCL91] onde foi apresentado o primeiro calculo de substitui¢oes
explicitas, chamado de Ao-cdlculo. Os cédlculos de substituigoes explicitas sao forma-
lismos que estendem a linguagem do A-célculo com operadores que tornam explicita
a operacao de substituicao subdividindo-a em partes mais simples. O Ao-calculo
utiliza a chamada notagao a la de Bruijn [dB72]. Nesta notacao, varidveis sdo repre-
sentadas por nimeros naturais que indicam o abstrator que liga cada variavel. Cada
A-termo bem formado tem uma representacao unica em notacao a la de Bruijn o
que evita a necessidade de utilizacao da a-conversao, tornando assim, esta notacao
muito adequada para implementagoes.

Neste trabalho estudamos unificacio de ordem superior (que abreviaremos por
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HOU) em ambientes de substitui¢oes explicitas. Originalmente, o estudo de HOU foi
motivado no sentido de se obter um algoritmo fundamental para a automatizacao de
logicas de ordem superior e, ainda hoje esta continua sendo sua principal aplicagao
[Hue02]. Em linhas gerais, o problema de HOU para dois A-termos a e b do mesmo
tipo, denotado pela equacdo de unificacio a =" b, consiste em encontrar todas as
substituigoes o tais que ac =g, bo. Apesar de parecer um problema simples, HOU
é um problema indecidivel em geral [Luc72, Hue73, Gol81]. Em [Hue75], Huet
desenvolveu um procedimento de semi-decisao para HOU que se mostrou eficiente
na pratica e, tem sido extensivamente utilizado em linguagens de programacao e
assistentes de provas baseados no A-célculo, como por exemplo AProlog [NMS8§|,
Isabelle/HOL [NPW02], Twelf [PS99] e Coq [CH85]. O sucesso do procedimento
de semi-decisao de Huet estd baseado na observacao de que um tipo particular de
equagoes (conhecidas como flexivel-flexivel) sempre tém solugao e, portanto nao
é necessario considera-las durante o processo de unificacao. Por esta razao, este
procedimento é conhecido como um algoritmo de pré-unificacdo e, apesar de nao ser
um algoritmo no sentido estrito da palavra, o mesmo é chamado de o algoritmo de
Huet, nomenclatura que também utilizaremos aqui.

Em [DHKO00], Dowek, Hardin e Kirchner desenvolveram um procedimento para
o tratamento de problemas de HOU baseado em substitui¢oes explicitas. A grande
vantagem de se atacar HOU com substituigoes explicitas estd no fato de se poder
reduzir um problema de ordem superior para primeira ordem moédulo uma teo-
ria equacional adequada e assim utilizar substituicao de primeira ordem, também
conhecida como grafting, ao invés da substituicao de ordem superior usual. O Ao-
célculo é o célculo de substituigdes explicitas utilizado em [DHKO00], mas o método
desenvolvido é de aplicabilidade geral e adaptével para outros calculos [ARKO1],
como por exemplo o As. [KR97|. Essencialmente, HOU baseado em substitui¢oes

explicitas consiste em:

e Transcrever o problema da linguagem do A-calculo simplesmente tipado para
a linguagem do céalculo de substituicoes explicitas de forma adequada. Esta

translacao é conhecida como pré-cozimento.

e Em seguida o problema ¢é resolvido na linguagem do cédlculo de substituicoes

explicitas utilizando-se regras especificas;

e Finalmente as possiveis solucoes sao traduzidas de volta para a linguagem do



A-calculo.

Um dos resultados mais importantes de [DHKO00] diz que o problema de unificac¢ao
a =" b tem solucao no A-calculo simplesmente tipado se e, somente se sua forma
pré-cozida ap :?AU br tem solucao no Ao-calculo. Neste trabalho refinamos este
resultado estabelecendo uma relagao estrutural entre subproblemas do problema
original no A-célculo e os subproblemas obtidos a partir da forma pré-cozida do pro-
blema original no Ao-calculo. Para formalizar esta relacao estrutural, inicialmente
apresentamos uma adaptacao do algoritmo de Huet para a notagao a la de Bruijn ja
que esta é a notagao utilizada pelo Ao-calculo. Em seguida, introduzimos a nogao
de drvores de unificacdo que simplifica a apresentacao do algoritmo de Huet ja que
cada passo do algoritmo é explicitamente representado por um arco nesta arvore.
De forma similar utilizamos uma estrutura de arvores para representar derivagoes
no Ao-calculo que chamamos de drvores de derivagao. Utilizando estas estruturas
de arvores, mostramos que para um problema de unificacao P no A-calculo simples-
mente tipado em notacao a la de Bruijn, cada subproblema gerado em sua arvore de
unificagao A(P) possui um problema associado na arvore de derivacao de sua forma
pré-cozida Pp no Ao-célculo (cf. [dIMARKO05]).

Adicionalmente, comparamos os métodos de unificagao do As.-cdlculo [ARKO1]
e do Ao-cdlculo [DHKO00] via fungoes que transformam As.-termos em Ao-termos
e vice-versa. Desta forma, estabelecemos uma correspondéncia entre as regras de
unificacao destes métodos e mostramos que as arvores de derivacao no As.-calculo
coincidem com as arvores de derivacao do Ao-calculo sempre que a mesma estratégia
¢ utilizada na construcao de ambas as arvores.

Uma aplicacao especifica de unificacao que tratamos aqui é conhecida como
matching. Matching também é extensivamente utilizado em sistemas computacionais
e pode ser informalmente definido por: se a e b sao A-termos do mesmo tipo entao
a equacao de matching correspondente é denotada por a <’ b e, neste caso estamos
interessados em encontrar todas as substituicoes o tais que aoc =g, b. A partir das
idéias utilizadas em unificacao desenvolvemos um algoritmo especifico para match-
ing de segunda ordem [HL78] baseado no Ao-célculo. Este algoritmo é capaz de
decidir os problemas de matching de segunda ordem que estao na imagem da fungao
de pré-cozimento e, desta forma engloba os problemas realmente importantes, a

saber: os problemas de matching de segunda ordem gerados a partir do A-calculo
(cf. [AMKARO5al).



No Capitulo 1 apresentamos o A-célculo simplesmente tipado com nomes e em
notacao a la de Bruijn. Esta apresentagao é importante para fixar a notacao uti-
lizada em todo o trabalho. O Ao-célculo também ¢é apresentado neste capitulo. No
Capitulo 2 apresentamos o algoritmo de Huet para o A-célculo com nomes e, em
seguida a nossa adaptagao para a notacao a la de Bruijn. Introduzimos também
neste capitulo a nogao de drvores de unificacao que é de fundamental importncia
na formalizacao dos resultados estabelecidos. O procedimento de unificacao para o
Ao-calculo desenvolvido por Dowek, Hardin e Kirchner também é apresentado breve-
mente neste capitulo. O Capitulo 3 formaliza a relacao estrutural que estabelecemos
entre unificacdo no A-célculo e no Ao-cédlculo simplesmente tipados. Neste capitulo
também apresentamos a nocao de drvores de derivag¢ao. No Capitulo 4 comparamos
os métodos de unificagao do As.-célculo e do Ao-calculo via fungoes que traduzem di-
retamente termos de um céalculo para o outro. O Capitulo 5 apresenta um algoritmo
que decide matching de segunda ordem para formas pré-cozidas no \o-calculo. Este
algoritmo é uma adaptacao do procedimento de unificagao de [DHKO00] construida a
partir da caracterizacao da classe dos problemas de segunda ordem gerados a partir

do A-calculo simplesmente tipado.



Capitulo 1

O JM-calculo Simplesmente Tipado

Neste capitulo apresentamos o A-calculo simplesmente tipado com nomes e em
notacao a la de Bruijn. A versao simplesmente tipada dos cédlculos de substituicoes

explicitas Ao e As, também sao apresentados neste capitulo.

1.1 O M-calculo com Nomes

Nesta secao apresentamos o A-célculo simplesmente tipado com nomes. Para maiores
detalhes veja [Bar84, Bar92]. Termos do A-célculo, também chamados de A-termos
(ou simplesmente termos), sdo construidos a partir de constantes e varidveis ligadas
(z,y,2,... € V), de meta-varidveis (X,Y, Z,... € X), de aplicagbes e abstragdes de

acordo com a seguinte gramaética:

az=x|X|(aa)|A.a, ondexeVeXeX.

Observacao 1.1 Como usual, parénteses sao utilizados para evitar ambiguidades.
Assim assumiremos que aplicagoes se associam a esquerda, ou seja, (a1 as...ay,)
significa ((...(a1 ag)...)ap) assim como Az Ay, ... Ay, .a € uma abrevia¢io para
Aiy-( Ay (oo (Ag,-a) .. 0)). Além disto, assumiremos que aplicag¢oes tém maior prio-

ridade que as abstracgoes.

Definigao 1.2 O conjunto das variaveis livres do termo a, denotado por VL(a), é

definido indutivamente por:
(i) VL(zx) = {x}, para qualquer x € V;
(i) VL(X) =0, para qualquer meta-varidvel X ;

1



(i5i) VL(ab) = VL(a) U VL(b);
(iv) VL(A\z.a) = VL(a)\{z}.
As ocorréncias da varidvel x na expressao \,.a sao ditas ligadas.

No A-célculo com nomes, termos sao interpretados moédulo a-conversao, o que
significa que nomes de varidveis ligadas sao irrelevantes. Por exemplo, \,.(x z) e

Ay-(y z) representam o mesmo termo.

As operagoes basicas do A-calculo sao a -reducao, que implementa a aplicacao
de termos funcionais a argumentos, e a n-reducao, que representa a equivaléncia

funcional. Estas operacgoes sao “implicitamente” definidas por:

(As-a) b — a{z/b} (8)

Az-(a x) — a, se x ndo ocorre livre em a. (n)

Na regra () acima, o termo a{z/b} representa o termo obtido de a apds substi-
tuir todas as suas ocorréncias livres de x por b. Assim, a “implicitude” da definicao
da f-reducao é consequéncia desta pseudo-definicao de substituicao. Este fato cons-
titui o principal “defeito” tedrico do A-calculo quando este é utilizado em imple-
mentagoes de sistemas computacionais baseados no A-calculo. De fato, tais imple-
mentacoes em geral utilizam mecanismos ad-hoc para contornar este problema que
¢ ajustado durante a propria implementacao. Como veremos adiante, calculos de
substituigoes explicitas atacam este problema via uma formalizacao (em diferentes
estilos) da nocao de substituigdo, o que faz com que este formalismo esteja mais

proximo e mais ligado aos aspectos implementacionais.

A nocao de n-reducao corresponde a de equivaléncia funcional e, pode ser melhor
compreendida se observarmos que, supondo que a varidavel x nao ocorra livre no
termo a, entao vale que:

(Ae-a 2)y —p (a z){z/y} = (a y)

7)-CONVersao

Definicao 1.3 (Forma fn-normal) Um termo da forma (A;.b)c (resp. A..(b x))
¢ chamado um [(-rédice (resp. n-rédice). Um A-termo a estd em forma [3-normal
(resp. m-normal) se a nao contém [-rédices (resp. n-rédices) como subtermos. Além
disso, dizemos que um A-termo a estd em forma (fn-normal se a nao contém nem

(8- nem n-rédices.



O ambiente adequado para HOU é o A-célculo simplesmente tipado, que apresen-
tamos brevemente a seguir. Iniciamos assumindo que existe um conjunto infinito T
de variaveis de tipos chamadas de tipos atomicos. Os tipos simples sao indutivamente

definidos por:

A:=K|A— A onde K €T.

Assim um tipo atmico é uma varidvel K € T e, se A e B representam tipos,
entao A — B é também um tipo, chamado de tipo funcional cuja ordem, denotada
por |A — Bj, é definida como sendo o maximo entre os valores 1+ |A| e B. A ordem
de um tipo atomico é definido como igual a 1. O construtor de tipos — ¢é associa-se
direita, isto é, A; — ... A,—1 — A, (n > 0) significa (A; — (... (A1 — An)...)).

Se Ay — ... — A, — A representa um tipo, entao dizemos que A é o seu tipo alvo.

Apresentaremos agora o A-calculo simplemente tipado. Adotaremos o estilo a
la Church de tipagem de termos. Neste estilo, em oposicao ao estilo a la Curry
(conhecido como sistema de designagao de tipos), termos tipados sao indutivamente

definidos por:

a = x| X|(aa)| paa, ondexeVeXeX.

A ordem de uma meta-variavel é definida como sendo a ordem do seu tipo, e
a ordem de um termo é dada pela mais alta ordem dentre as meta-variaveis que

ocorrem no termo.

A separacao de constantes e varidveis ligadas de um lado e meta-varidveis (tam-
bém conhecidas como varidveis de unificagdo) de outro é importante para que
tenhamos uma clara distingao entre as substituicoes geradas por aplicacoes de [3-

reducoes e substituicoes geradas por regras de unificacao.

Uma designagdo de tipo é uma expressao da forma a : A, onde a é um termo
e A é um tipo. Contextos de tipos ou simplesmente contextos sao utilizados para
armazenar informacoes sobre os tipos das variaveis livres que ocorrem em um termo.
Um contexto é definido como sendo um conjunto finito de designagoes de tipos para
variaveis. Utilizaremos as letras gregas maiusculas I, A, ... para denotar contextos.
Um contexto I' é dito ser consistente se cada varidavel em I' nao possui mais do que
uma designacao. Daqui por diante chamaremos contextos consistentes simplesmente

de contextos.



As regras de tipagem do A-célculo simplesmente tipado sao dadas por:

(vaz) TU{z:A}Fa:A
(meta) TEx A’ onde I' é qualquer contexto (consistente).
(app) 'ra:A—B I'tb: A
PP I'k(ab):B
I'a:B
(lambda) ¢ se I' é consistente com x : A.

—xzFXosa:A— B’
O julgamento de tipo I' = a : A é dito ser derivdvel se puder ser deduzido a partir

das regras de tipagem acima.

Na regra (lambda) acima, a notagdo I' — x significa que a designagao de tipo
para z em I' foi removida (se tal designacao existia). A condicao “I" é consistente
com x : A” significa que I' contém apenas a designacao x : A para z, ou nao contém
nenhuma designagao para x. No primeiro caso, dizemos que x foi descarregado de

I', e no ultimo caso dizemos que x foi descarregado de I' por vacuidade.

A regra (meta) tem como consequéncia que o tipo das meta-varidveis é indepen-
dente do contexto onde elas aparecem. Isto é necessario para que possamos tipar
termos que contenham meta-variaveis ocorrendo em diferentes niveis de abstracgao.

Por exemplo, considere o julgamento de tipo:

F )\z:A—>(A—>A)—>A-(Z Y )\z:A-Y> . (A — (A — A) — A) — A

Neste caso, a meta-variavel Y ocorre em dois diferentes niveis de abstragao e,
¢ possivel verificar que o julgamento acima pode ser obtido utilizando-se a regra

(meta) duas vezes para se obter os julgamentos de tiposFY : Aez: AFY : A

As versoes tipadas das regras (- e n-reducao sao dadas, respectivamente, por:

(As:ia-a) b — a{x/b} (8)

Aea-(a ) — a, se x ndo ocorre livre em a. (n)

Um A-termo a estd bem tipado se, e somente se, existe um contexto I' e um
tipo A tais que ' F a : A é derivavel. E bem conhecido que o A-cdlculo restrito a
termos bem tipados ¢é fechado para subtermos e fn-redugao. Mais ainda, o A-célculo
simplesmente tipado ¢é fortemente terminante, isto é, qualquer n-reducao iniciando

a partir de um termo bem tipado é finita.

Neste ponto é importante fazer alguns comentarios sobre tipos e contextos para
estas regras. Na regra () devemos observar que os termos (A;.4.a) ¢ b sdo bem

tipados, com o mesmo contexto e, além disto b tem que ter tipo A a fim de que esta



aplicacao esteja bem formada (lembre-se da regra (app)). Mais ainda, a variavel x e
o termo b tém o mesmo tipo, mas os contextos em que eles aparecem nao precisam
coincidir. De fato, se x ocorre livre no termo a entao esta variavel se encontra no
escopo de (pelo menos) um abstrator e, portanto x estd bem tipada sob um contexto
que contenha uma designacao para z. Por outro lado, o termo b é independente da
abstracao A;.4 no sentido que nao precisa que seu contexto contenha uma designacao

para x. Como um exemplo simples, considere o seguinte (3-rédice:

()‘x:A‘x) Yy

que é um termo bem tipado como podemos ver através da seguinte derivacao:

(var)

Az A2 A
y:Aw:Ajra (lambda

{y: A} F (Mpaz) : A— A ){y:A}l—y:A
{y: A F (Qpaz)y) - A

(var)

(app)

A partir desta derivacao podemos ver que a variavel x estd bem tipada no con-
texto {y : a,x : A}, enquanto que a varidvel y estd bem tipada no contexto {y : A}

que nao possui uma designagao para x.

1.2 O A-calculo em Notacao a la de Bruijn

Nesta secao apresentaremos o A-calculo simplesmente tipado em notagao a la de
Bruijn desenvolvida pelo matematico holandés N. G. de Bruijn [dB72]. A filosofia
da notagao a la de Bruijn é baseada no fato de que a ligacao entre uma variavel e
seu correspondente abstrator, usualmente feita através do nome da variavel, também
pode ser feita considerando-se uma contagem sobre o nimero de abstratores que en-
globam esta variavel. Para se fazer isto, varidveis e constantes sao representadas
por inteiros positivos chamados de indices a la de Bruijn. As varidveis livres (ou
meta-varidveis) serdo representadas por letras latinas maitsculas XY, Z,.... A
apresentacao original de N. G. de Bruijn nao contém meta-variaveis, mas esta sepa-
racao de variaveis em duas classes sera importante por duas razoes: primeiro porque
isto vai propiciar uma melhor compreensao dos métodos de unificagao tratados aqui
ja que assim conseguiremos manter uma clara distingao entre as substituicoes gera-

das por aplicagoes de (-reducao e as geradas por aplicacoes de regras de unificagao;



segundo, porque desta forma manteremos uma gramatica semelhante a da apre-
sentacao que fizemos do A-célculo com nomes permitindo assim ver diretamente as

diferencas e semelhangas das duas abordagens.

Contextos no A-cdlculo em notacao a la de Bruijn sao listas de tipos. Lembre-
se que na versao com nomes, contextos sao representados por conjuntos finitos de
designacoes de tipos para varidveis. Contextos em notacao a la de Bruijn precisam
ser ordenados porque os indices a [a de Bruijn livres agora se referem a posicoes

especificas no contexto como veremos a seguir.

O A-célculo com nomes e em notagdo a la de Bruijn s@o isomorfos [Mau85|
e, termos podem ser traduzidos de uma linguagem para a outra facilmente. Por
exemplo, para traduzirmos o A-termo A\ A \..(z (y z) z) para a notacao a la de

Bruijn basta observarmos a que abstrator corresponde cada variavel:

Medhaa(w (y ) 2) S ~ MAGB (2D D)
conversao para a
m ‘ ‘ notacao de de Bruijn M ‘ ‘

Termos contendo constantes e meta-variaveis também podem ser traduzidos para

a notacao a la de Bruijn. As meta-variaveis permanecem inalteradas durante a con-
versao, mas precisamos criar um referencial contendo todas as constantes que ocor-
rem no termo. Por exemplo, considerando o termo A\, Ay A,.(y (X u 2) v) segundo o
referencial u, v, consiste em considerar este termo sob o escopo dos abstratores A, A,,
o que nos da A.(2 (X 4 1) 5). Se o referencial adotado fosse v, u, o termo obtido
seria AA.(2 (X 5 1) 4) e, assim referenciais distintos resultam em representagoes

diferentes. Para termos tipados, tais referenciais correspondem aos contextos.

Definicao 1.4 O conjunto de \-termos (sem tipos) em notagdo a la de Bruijn é

definido indutivamente por:

a:=n|X|(aa)|Aa ondeneNeXeX.

Tipos, contextos e termos no A-cdlculo simplemente tipado sao definidos por:

Tipos A:=K|A— A onde K € T.
Contextos I' :=nil | A-T
Termos a:=n|X|(aa)|As.a onden € N and X € X.

O conjunto de A-termos bem tipados em notacdo a la de Bruijn € denotado por



Aap(X) e, as regras de tipagem para este cdlculo sao dadas por:

(var) (var+) I'-n:B

var ATF1:A var ATFn+1:B
A-Tka:B 'tra:A—- B TFEbL:A

(lambda) ¢ (app) “@27

'FXja:A— B 't (ab):B

Adicionalmente, para cada meta-variavel X, associamos um unico tipo e, para
cada tipo assumimos que existe um numero infinito de meta-varidveis distintas com

este tipo. A regra de tipagem para meta-varidveis € dada por:

(meta) onde I é um contexto qualquer.

r-XxX:A
Como no A-cdlculo com nomes, o tipo das meta-variaveis é independente do
contexto. No entanto, note que o tipo dos termos, em geral, depende do contexto.

Se a é um A-termo, escreveremos a'; como uma abreviacao para o julgamento de

tipos ' - a : A.

A regra () para o A-célculo em notagao a la de Bruijn é definida por:

(Aa.a) b —a{l/b}  (B)

enquanto que a regra (n) é definida por:
A.(al) —bifa=0b" (n)

onde o operador * ¢ dado na Defini¢ao 1.5.

Dizemos que um A-termo a, em notacao ¢ la de Bruijn, estd em forma S-normal se
a nao possui um subtermo da forma (A4.b) ¢. Esta defini¢ao requer regras especificas
para que possamos propagar a substitui¢ao {1/b} no termo a. As definigoes a seguir

formalizam o processo de propagacao da substituigao.

Defini¢ao 1.5 Sejam a € Agp(X) ei > 0. O termo at, chamado a elevagao de a,

0 onde a™? € indutivamente definido por:

¢ definido por at = a
i _ i nEl sen>i
(a) X X, para X € X. (b) n . sen <i

(¢) (a b)* = (a* b). (d) (Aa.a)t = Ag.at D,

Definicao 1.6 Sejam n,a,b \-termos bem tipados em notacdo a la de Bruijn tais

que n e a sao dois A-termos com o mesmo tipo. A substituicdo de n por a em b,



denotada por b{n/a}, € definida por indu¢do sobre a estrutura de b como seque:
m sem < mn;

(a) X{n/a} = X. ) m{n/a} =4 a sem =n;
m—1 sem > n.

() (¢ d){n/a} = (c{n/a} d{n/a}) (d) (Aa-o{n/a} = Aa(c{n+1/a"})

A Definigao 1.6 é especifica para f-redugao: de fato, no item (b) quando m > n
temos que m{n/a} se reduz para m — 1 porque esta substitui¢ao assume (implicita-
mente) que um \ foi removido apds uma aplicacao de F-redugao e, portanto todos os
indices livres do termo atual precisam ser decrementados em um, ja que as mesmas
se encontram agora no escopo de um abstrator a menos. O item (d) nos diz que
quando a substituicao {n/a} é propagada para dentro de um abstrator, todos os

seus indices livres precisam ser incrementados em 1.

Nas definicoes 1.5 e 1.6, a informacao de tipos e contextos foi omitida para nao
carregar excessivamente a notacao, mas ¢ importante entender como os contextos

sao atualizados quando substituicoes sao propagadas dentro dos termos.

A versao decorada com tipos e contextos da (-reducao é dada por:
(Aaag ) anp by — ag {147 /04 (9)

Como podemos observar nesta versao decorada da regra (), assim como no A-
calculo com nomes, em notacao a la de Bruijn as substituicoes sao pares da forma
{v/b}, onde v é um indice a la de Bruijn ou uma meta-variavel e b é um A-termo
tais que v e b possuem o mesmo tipo, mas podem aparecer em contextos distintos.
De fato, note que a varidvel v se refere a ocorréncias em um termo que esta dentro
do escopo do abstrator que vai ser removido ap6s a aplicacao da (), enquanto que
b nao se encontra dentro do escopo deste abstrator. Intuitivamente, a (-redugao
acima nos diz que cada ocorréncia livre de 14T em a%T deve ser substituida por bl

e, por esta razao lﬁ'r e a‘g'r precisam ter o mesmo contexto.

A seguir discutimos a versao decorada com tipos e contextos das definigdes 1.5

e 1.6.

Observacao 1.7 Sejam A um contexto e, A, B, Aq,..., A, tipos quaisquer. A
versao decorada da Defini¢ao 1.6 é dada como seque, onde assumimos que o abstra-

tor do B-redex que originou a substituicao € de tipo Ay:



Ape ALA [ Aot ALA o Ao AgeA AporiAg- A ; R
(a) X5m 02 {ng T Jagr TR = XS isto €, meta-varidveis ndo
sao afetadas pelas substituicoes geradas por B-reducoes, exceto que o contexto

precisa ser atualizado de acordo com a substituicao.

(b) Analisamos separadamente cada caso:

— Sem < n entao m é um indice a la de Bruijn ligado e, portanto nao deve

mudar:
AporALAf Aneoc ALA | AperiAg- Ay Apeo-Ag-A
m {np /ag p=my :
— Se m = n entao temos:
ApeeiALD [ A ALA ) ApeeiAg DY ApeoAg-A
Ny {ni fa }=aj

— Se m > n entao m representa uma constante que agora estd inserida
em um A-termo com um abstrator a menos (lembre-se que um abstrator
¢ eliminado ao se aplicar uma [(-redugao) e, desta forma o elemento
do contexto que corresponde ao tipo do abstrator eliminado precisa ser

removido:

mﬁ".""Al.A{ﬂgn.'“.Al'A/ag"""'AQ.A} _

1 AnAgA
m lB .

(c) Trivial.

(d) Ao propagarmos uma substituicao dentro de um abstrator precisamos atualizar
o indice n que define a substituicao assim como o termo a ser substituido e
wncluir o tipo deste abstrator nos contextos:
(()\B‘ble’-An-...-Al-A)gn_-).A-Al-A{EQT-...-Al-A/af‘?-...-Az-A})gZ.A-AQ-A _

(g (B A A 1A A v s,

As atualizagoes de contextos na Definigao 1.5, sdo induzidas pelo item (d) acima.
De fato, a elevacao de um termo é introduzida apenas quando uma substituicao é
propagada dentro de abstratores cujos tipos sao essenciais para que possamos deter-
minar o contexto resultante dos termos. Assumiremos que B é o tipo da abstragao

que originou a elevac¢ao. A versao decorada da Definicao 1.5 é dada por:

(a) Para tOdO Z Z O7 ((XﬁlAlA)-{-z)ﬁlAlBA — XﬁlAZBA

(b) Analisamos cada caso separadamente:
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— Se n > i entao o indice n representa uma constante que estd no escopo
de 7 abstratores e, que agora foi inserida no escopo de um novo abstrator
de tipo B. Assim, este indice precisa ser atualizado e deve conter em seu

contexto informacao referente a este novo abstrator:

1°.
n n

— Se n <1 entao n representa um indice que estd ligado a um abstrator e,
portanto deve permanecer inalterado. No entanto o contexto resultante

depende da elevagao:

Ateo Ap- AN iy A1 A B-A Aq--Ai-B-A
((ﬂAi )H)Ai = ﬂAi

(c) Trivial.

(d) Para propagarmos a eleva¢ao dentro de uma nova abstragao é necessario incluir

o tipo B da abstracao que originou esta elevacao:

(Aaag A g8y Al S = (. (a g A AP ) frp AP s,

A regra de n-reducao é definida por:
M.(al) —bsea=0b" (n)
e sua versao decorada com tipos e contextos é dada por:

A(agt 14T = b se ant = 0)FT ()

A defini¢ao de n-reducao tenta capturar a semantica operacional da n-reducao
do A-cdlculo com nomes, mas na verdade ela falha ja que esta contrugao nao nos
diz como obter o termo b a partir do termo a. No entanto, implementacoes da n-
reducao baseadas na detecgao de ocorréncias livres do indice 1 em a sao consideradas
adequadas [ARAMKO05, Bor95, Ven06]. Sempre que possivel evitaremos utilizar a

versao decorada dos termos para simplificar a notagao.

Como mencionado anteriormente, a separagao entre variaveis livres (as chamadas
meta-varidveis) de um lado e, varidveis ligadas e constantes, de outro, nos permite
distinguir entre as substituicoes geradas por [-reducoes e as geradas pelos procedi-
mentos de unificacao. A definicao a seguir formaliza a nocao de substituicao gerada

pelo procedimento de unificacao, isto é, substituicao para meta-variaveis:
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Defini¢ao 1.8 Seja 6 uma fungao de X para Agp(X). Uma substituicao 6" é uma

extensao da funcao 0 definida por:

(a) X0 = X6;
(b) nb' = n;
(c) (ab)d = (ab' bO');

(d) (Ma.a)0 = Ma.(a0'T), onde 0 = {X{ /af,..., X} /a}}
sendo 0 = {X1/ay,..., Xn/an}.

A principal diferenca entre substituicoes geradas por [-reducoes e substituicoes
geradas pelo algoritmo de unificagao é que, as ultimas sempre substituem meta-
variaveis por um termo de mesmo tipo e contexto, isto é, as substituicoes da forma
X/a sao tais que X e a sdo A-termos que possuem o mesmo tipo e o mesmo contexto,
enquanto que as substitui¢oes geradas a partir de g-redugoes substituem indices por

termos de mesmo tipo mas com contextos diferentes.

Na Defini¢ao 1.8 apenas a transformacao indicada no item (d) exige uma atuali-
zacao de contextos devido a elevagao que é introduzida ao se propagar a substituicao

dentro de uma nova abstragao. Por exemplo, a versao decorada do item (d) é dada
por (Ap.c Xy /aly} = Ap.(cBH{XTT /()5
O exemplo a seguir, ilustra o processo de propagacao de substituicoes geradas

pelo algoritmo de unificacao e também a nocao de elevacao.

Exemplo 1.9 Sejam I' = (A — A) — A - nil um contexto e X uma meta-varidvel

de tipo (A — A) — A e contexto I'. Mostraremos como a substituicdo:

{X(FAHA)HA/l(FAHA)HA}

deve ser aplicada ao termo:
Aoa- (X Aa.(X 2)

que tem tipo (A — A) — A e contexto I'. Para ndo carregar a notagdo utilizaremos
decoragao com tipos e contextos apenas nos subtermos onde esta informacao for

relevante:
(Aama (X Aa (X 2)))?A—>A)—>A{X(I‘A—>A)—>A/l{A—>A)—>A} -
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Ma (X M (X 2)) 4 XA A28 ) =

Moa 20 a O (X 2D A XA /200 a)) =

AA—A- ( AAHAAFHA A4 (X 2) AHAF{X f‘cxiZA_FA/ 3AA17}A£A )
(2

2A —AT )\A (3AA—>AF 2AA—>AF))'

Ad—a. (A—A)—A

A—A)—A £A—-A

Neste exemplo, a elevacao foi utilizada duas vezes: na sequnda e quarta linhas
(de cima para baizo) devido a necessidade de se propagar a substitui¢ao dentro das

duas abstracoes existentes no termo dado.

A seguir definimos funcoes de atualizacdo para indices a la de Bruijn. Estas

fungoes sao importantes na definigao de forma 7n-longa em notacao a la de Bruijn.

Definigao 1.10 As fungoes de atualizagao U} : Agg(X) — Agp(X), para k > 0 e

1 > 1 sao indutivamente definidas por:
(a) U(X) =X, para X € X;
(b) Ui(ab) = (Ui(a) U(b));

(¢) U(Aa.a) = AUl (a);

i | n+i—-1, sen>k;
(4) Uk(n) = { n sen < k.

=

As formas n-longas desempenham um papel importante em unificacao de ordem

superior e, sao definidas por:

Defini¢ao 1.11 (Forma 7-longa) Seja a € Agp(X) um A-termo em notagdo a la
de Bruijn, em forma [(3-normal e com tipo dado por Ay — ... — A, — B (B
atomico) no contexto I'. A forma n-longa do termo a, denotada por a’, € indutiva-

mente definida por:

e Sca= M\j.b entaod = \y.b.

e Sea=(nb...b)q>0, entioa = g, ... a,.-(n+mcy...c,m'...1),
onde ci, . .., c, correspondem a forma n-longa da forma B-normal de U (by),

, U (by), respectivamente.

e Sea=(X0by...by), comq>0, entio @’ = A, ... A4, . (X c1...c,m ... 1),
onde cy, . .., cq correspondem a forma n-longa da forma B-normal de Ugt(by),

Um+1(bq), respectivamente.



13

Exemplo 1.12 Considere o sequinte julgamento de tipos:

A—A-nlF1:A— A

A forma n-longa do indice 1 neste julgamento de tipo é dada passo a passo da

sequinte forma:

A—AnilF1:A— A

A— A-nil - Xs.(21): A— A. Agora como a forma n-longa de um indice

de tipo atomico € o proprio indice, obtemos a sequinte forma n-longa:
A—A-nilFXs(21): A— A

Exemplo 1.13 Um exemplo mais interessante consiste em calcular a forma n-longa

do termo contido no sequinte julgamento de tipos:
(A—-A) - A nlkF1:(A—A) — A
De acordo com a defini¢ao de forma n-longa, num primeiro passo obtemos:
(A— A) = A-nil - Aa_4.(21): (A— A) — A

Agora o problema se reduz a calcular a forma n-longa do termo 1' que tem tipo
A — A no contexto A — A-(A — A) — A-nil. De acordo com o exemplo anterior,
sabemos que a forma n-longa de A — A- (A — A) - A-nil+-1:A— A ¢ dada
por A— A-(A— A) — A-nil FXs.(21): A— A. Portanto temos que a forma

n-longa do termo original é dada por:

(A= A)— A-nilk-A4-4.224.(21)): (A— A) — A.

Para provar que a nocao de forma n-longa estd bem formulada, definiremos

inicialmente o comprimento de um A-termo em notacao a la de Bruijn.

Definigao 1.14 O comprimento de um A-termo a € Ngp(X), denotado por |a|, €

definido indutivamente por:

e sca=noua=X entdio |a| =1;

e sca=bc entio |a] =1+ |b| + |c|;
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e sca=\s.b entao la| =1+ |b|.

Proposicao 1.15 A nocdao de forma n-longa para A-termos em notacao a la de

Bruijn estd bem definida.

Prova. A prova é por inducao baseada na ordem lexicografica sobre triplas contendo
o numero de ocorréncias de meta-variaveis, o tamanho do A-termo considerado e o
tamanho do tipo deste A-termo, respectivamente. A ordem do tipo A, denotado por
|A|, é definido da forma usual: se A é um tipo atomico entdo |A| =1e,se Be C
sdo tipos entao |B — C| = maxz(1 + |B|, |C|).

Se a = Aa.b entao o nimero de meta-variaveis permanece inalterado, mas o
comprimento do termo decresce. Se a = (n by ...b,) e ¢ = 0 entdo o niimero de meta-
variaveis e o comprimento do termo permanecem inalterados, mas o comprimento
do tipo decresce. Se ¢ # 0 entdo o nimero de meta-variaveis permanece inalterado,
mas o comprimento do termo decresce. Se a = (X b;...b,) entdo o nimero de

meta-variaveis decresce. O

1.3 O Mo-calculo

O A-célculo ¢é baseado em uma nocao de substituicao que pertence a meta-linguagem
e isto é necessario porque o processo de substituicao utiliza renomeamento para
evitar captura de variaveis. Uma solucao para este tipo de problema é estender a
linguagem considerada incorporando operadores que tornam explicita a operagao
de substituicdo. O primeiro mecanismo a fazer isto foi o Ao-célculo [ACCLI1] que

apresentaremos a seguir.

Definicao 1.16 A sintaxe do Ao-cdlculo simplesmente tipado € dada por:

Tipos A = K|A—-A onde K € T
Contextos ' == nil|A-T

Termos a == 1|X|(aa)]|Msa]als] onde X € X
Substituicoes s u= 4d| ] |a-s|sos

O sistema de regras de reescrita do Ao-célculo é apresentado na Tabela 1.1.

No Ao-calculo, quando uma substituicao s é aplicada a um termo a, escrevemos
a[s]. Substituigdes sao representadas por listas de termos construidas com o operador

cons (denotado por -), um operador para a lista vazia (denotado por id que representa
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(Beta) (Aa)b
(App) (a b)[s]
(Abs) (X.a)[s]
(Clos) (el
(VarCons) 1la - s
(Id) alid]
(Assoc) (sot)ou
(Map) (a-s)ot
(1dL) idos
(IdR) soid
(ShiftCons) To(a-s)
(VarShift) 17
(SCons) 1[s] - (1 os)
(Eta) Aal

alb - id)
(als] [s]
Aall- (s

als ot

o

1l

so(towu)
alt] - (sot)
id

b if a=, b[7]

Tabela 1.1: O sistema de reescrita do Ao-calculo

a substituicao identidade) e o operador T que representa a substitui¢ao simultanea

1/2,2/3,...,n/n+1,... que é abreviada por 2-3-.... Abreviaremos a composigao

T o...o 1 contendo n ocorréncias de T por 1" e, em particular 1°= id. Como

substituicoes sao representadas por listas de termos, o tipo de uma substituicao é

dado por uma lista de tipos, isto é, por um contexto. Neste caso, escrevemos s> I’

para denotar que a substituicao s tem tipo I'.

As regras de tipagem para o Ao-calculo sao dadas por:

(var)

(app)

(id)

(cons)

ATH1:A

'ra:A—=BTHFb:A

't (ad): B

I'kFidoT

'a: A TFs>IY

I'Fa-spA-TV

A-T'ta:B
lambd
(lambda) =5
(clos) I'FsplV T"Fa: A

I'Fals]: A
hift _—
(shift) A-TH ol

Ths' oI IV F s bl

(comp)

'ks'os”"p>1IV
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Adicionalmente, a cada meta-variavel X associamos um tnico tipo T'x e um tnico

contexto ['x e adicionamos a seguinte regra para meta-variaveis:

t -
(meta) Ty F X Ty

Exemplo 1.17 Considere a substituicao 2- T que pode ser tipada de acordo com a

sequinte deriva¢ao:

(shift) ————— (var)
Ag-mil - 1: Ay (clos) ‘ _ (shift)
Ayr - Az -nil HT pAg - nil (COHS)

Al ~A2~TLZ'ZFT>A2~TL7,'I
Ay - Ag -mil - 1[1] : Az
A1 ‘AQ - nal Fl[ﬂ T DAQ ~A2 - nal

De uma forma geral, um julgamento de tipos da forma:
F'Fay-...-ap 1"pA ... Ay - A

nos diz que o i-ésimo elemento da substituicao ay-...-a, 1" tem tipo correspondente

ao i-ésimo elemento do contexto Ay -...-A,-A, onde A € o tipo da substituicao 1".

Em contraste ao que acontece com a regra (meta) no A-calculo (em notagao a la
de Bruijn), a regra (meta) para o Ao-célculo nos mostra que o tipo dos Ao-termos
depende do contexto. Isto é necessario porque unificacao no Ao-calculo utiliza subs-
tituicao de primeira ordem, conhecida com grafting, que aplicaremos pela esquerda
para diferenciar da operagao de substituigao (de ordem superior) usual. Por exem-
plo, se a é um termo e o é um grafting entao a aplicacao de ¢ ao termo a sera
denotada por cga. Além disto, precisamos que o grafting seja compativel com as
regras de tipagem. A restrigdo imposta pela regra (meta) para meta-variaveis evita,
por exemplo, que as duas ocorréncias distintas da meta-variavel X no Ao-termo
(X Aa.X) sejam substituidas pelo mesmo Ao-termo, o que acarretaria capturas de
variaveis como em {X — 1}(X As.X) = (1 A4.1), onde o correto seria (1 A4.2).
Como veremos posteriormente, para evitar este tipo de problema, A-termos serao
traduzidos para a linguagem do Ao-calculo de uma forma especial. Para uma ex-

plicacao mais detalhada sobre este assunto veja a Observagao 2.13.

O Ao-célculo codifica o indice a@ la de Bruijn n como 1[1"7!], mas para facilitar
a leitura deste trabalho faremos como em [DHKO00] e utilizaremos a notagao usual

para os indices a [a de Bruijn.

As formas normais para termos e substitui¢des no Ao-calculo sdo caracterizadas

COINoO:
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Proposicao 1.18 ([Ri093]) Qualquer A\o-termo em forma normal é de uma das

sequinte formas:

1. Ma.a, onde a estd em forma normal.

2. (aby...b,), onde a e b; estao em forma normal e a é da forma 1, 1[1"], X ou

X|[s] onde s € uma substitui¢cao em forma normal diferente de id.

3. ay-...-a, 1", onde ay, ..., a, sao Ao-termos em forma normal e a, # n.

Dizemos que uma substituicao em forma Ao-normal dada por a; - ... - ap "

(n,p > 0) tem comprimento igual a p.

Defini¢ao 1.19 (Forma 7-longa [DHKO00]) Seja a um Ao-termo de tipo A; —
. — A, — B no contexto I" em forma normal. A forma n-longa de a, denotada

por a', é definida por:

1. sea = Ag.b entao a’ = Au.U';

2. sea=(kby...by) entaoa = Xg, ... Aa,.(k+mnci...cgn'...1), ondec; €a

forma n-longa da forma normal de b;[1"];

3. sea = (X[s] by...by) entao @' = g, ... Aa,.(X[s] c1...¢, ... 1), onde ¢
é a forma n-longa da forma normal de b;[1"] e se s = dy - ... - d.- 1% entdo

s'=e1-... e ¥ onde e; € a forma n-longa de d;[1™].

Observacgao 1.20 A prova de que a nocao apresentada em 1.19 estd bem definida
pode ser encontrada em [DHKO00]. Adicionalmente, devemos observar que “no Ao-

cdlculo, a reducao de um n-rédice pode criar um o-rédice. Por exemplo, o Ao-termo
X[(Aa-21)- 1]

pode ser reduzido para X[1- 1] e depois para X|[id] e, finalmente para X . Assim, para
computarmos uma forma n-longa precisamos inicialmente reduzir todos os rédices

(inclusive os n-rédices) para entdo expandir o termo”.
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1.4 O \s.-calculo

O As-cdlculo foi desenvolvido por Kamaraddine e Rios [KR97] e, diferentemente do
Ao, suas expressoes sao de apenas um tipo, denominado termos. Isto faz com que
0 As. mantenha uma estrutura sintatica mais proxima do A-calculo. Os termos do

calculo As. sao definidos por:
TERMOS M, N = n|A.M|(MN)| Mo N |, M,parak>0ei>1

O As.-célculo utiliza aritmética e dois operadores que manipulam explicitamente
a operacao de substituicao. O operador o é responsavel pelas substitui¢oes propria-
mente ditas, enquanto que o operador ¢ faz a atualizacao de indices. O conjunto de
regras do As.-calculo é dado na Figura 1.1. Note que em contraste com o Ao-célculo,

0 As.-calculo possui um sistema de regras infinito.

As regras de tipagem de termos sao dadas por:

I'En:B
(var) ATE 1A (varn) e n 1 B
lambd
) I'F (ab): B (lambda) = 5
(sigma) I'siFb:B I'e;.B-Ts;iFa: A (phi) Iepp-Toppiba: A

I'Faoih: A I'kpia: A

onde I's; representa o contexto obtido de I' removendo seus primeiros ¢ elementos
e, ['; representa o contexto obtido de I' considerando apenas seus primeiros 7 — 1
elementos. I'<; e I'>; sao definidos de forma 6bvia. Adicionalmente, escrevemos I';)

para denotar o i-ésimo elemento do contexto I'.

Para cada meta-variavel X, associamos um tunico tipo Tx e um unico contexto
I'x. Assumimos que para cada tipo existe um numero infinito de meta-variaveis
distintas com aquele tipo. Adicionamos a seguinte regra de tipagem para meta-
variaveis:

meta) ——————
( ) r X FX: TX
Defini¢ao 1.21 (Formas As.-normais [ARKO3]) Seja a um termo do \s.-cdl-

culo. Entao a estd em forma As.-normal se:

1. ae XUN
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(o-generation)
(o-A-transition)

(o-app-transition)

(o-destruction)

(p-A-transition)

(p-app-transition)
(p-destruction)

(o-o-transition)
(o-p-transitionl)
(o-p-transition2)
(p-o-transition)
(p-p-transitionl)
(p-p-transition?2)

(Etas,)

(A M N) - M o' N

(AM) 0" N — X\(M o1 N)

(Ml MQ) O'i N — ((Ml O'i N)(MQ O'i N))
n—1 sen>1

no'N — < piN  sen=1
n sen <1

PLAM) — M@ M)

pi(My M) — (i M) (9 Ms))

iy n+i—1 sen>k
YLl n sen <k

(M, 0" My)o’N — (My o7 N)o'(My o771 N) sei < j
(SO};M)JJ'NHQOZAM sek<j<k+i

(Pt M)oIN — o (Mo?™ " IN) se k+1 < j

SOZ(MUjN) - (‘P2+1M)Uj(902+1—jN) sej < hk+1
S%(%M) - @{(SO;CH—]'M) sel+j<k

Pi(pIM) — ol M sel <k<l+j

MM 1) — N se M =g, 92N

Figura 1.1: Regras para manipulacao de termos no As,

2. a = (bc), onde b e c sao formas As.-normais e b nio € uma abstra¢ao da

forma A\.d

3. a = \b, onde b € uma forma \s.-normal excluindo aplicagoes da forma (c 1)

tal que exista um d com pid =, ¢

4. a = bolc, onde ¢ é uma forma A\s.-normal e b € uma forma As.-normal de

uma das sequintes formas:

a) X b)do'e, com j<iou c)pid, comj<k.
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5.

a = ¢tb, onde b é uma forma \s.-normal de uma das sequintes formas:

a) X b)cold, comj>k+1ou c)olc, comk<I.

Definigao 1.22 (Formas 7n-longas [ARKO03]) Sejam I' um contexto e a um ter-

mo em forma As.-normal de tipo Ay — ... A, — B no contexto I'. A forma n-longa

de a,

denotada por o', € indutivamente definida por:
sea = MAg.b entao a’ = 4.0

/

sea = (by...by) entdo a' = g, ... Aa,.(c1...c, /... 1), onde ¢; € a forma

n-longa da forma \s.-normal de oft'b;.

sea = boic entio a’ = Ny, ... \a,.(do?™e'n ... 1), onde d’ e e correspondem

as forma n-longas da forma As.-normal de ogttb e pitte, respectivamente.

se a = @ib entdo a’ = \a, ... \a,.(¢hcn’ ... 1), onde ¢ € a forma n-longa da

forma \s.-normal de @b,



Capitulo 2

Unificacao de Ordem Superior

Unificagao de Ordem Superior (HOU) é um problema em geral indecidivel [Gol81]
que aparece frequentemente em Ciéncia da Computacao e Matemaética. Ha aproxi-
madamente trinta anos, G. Huet [Hue75, Hue02] desenvolveu um algoritmo de semi-
decisao para HOU, conhecido como o algoritmo de Huet. FEste algoritmo sempre
encontra solucoes para problemas unificaveis mas pode entrar em loop caso o pro-
blema nao tenha solucao. Devido ao alto poder de expressividade de linguagens de
ordem superior, diversos sistemas computacionais baseados no A-célculo, necessitam
implementar mecanismos de HOU [NM88, NPW02, PS99, CH85]. Neste capitulo
apresentaremos o algoritmo de Huet para o A-calculo com nomes e uma adaptagao
deste algoritmo para o A-cdlculo em notacao d la de Bruijn. Adicionalmente, in-
troduzimos a nocao de arvores de unificacao que serd utilizada no restante deste
trabalho.

2.1 O Algoritmo de Huet para o A-calculo com
Nomes

Nesta secao apresentaremos o algoritmo de Huet para o A-cdlculo simplesmente

tipado com nomes [Hue75]. Iniciaremos com algumas definigoes:

Definicao 2.1 (Estrutura das formas normais) Todo A-termo bem tipado a em

forma [3-normal tem a forma:
>\961:A1 e )\xn:An-(h €1... ep)
onde

21
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n,p = 0;

e h ¢ uma constante, uma varidvel ligada ou uma meta-variavel, chamada de

cabeca do termo;

® ¢i,...,e, 5a0 A-termos em forma (3-normal chamados de argumentos de h;

0s abstratores Ay .ays- .-, Az,:4, SG0 chamados de abstratores externos de a;

0 termo Az .4, - .- Az,:A,-h € 0 cabecalho de a.

Definicao 2.2 Um A-termo em forma (-normal é dito ser rigido se sua cabe¢a é
uma constante ou uma varidvel ligada. Caso contrdrio, isto €, se sua cabeca € uma

meta-varidvel, o termo € dito flexivel.

Definicao 2.3 (Forma 7n-longa [Hin97]) Um A-termo a bem tipado e em forma
B-normal estd em forma n-longa se cada ocorréncia de varidvel em a € sequida pela
mais longa sequéncia de argumentos que seu tipo permite, isto €, se cada componente
da forma (u ey...e,) com p > 0 que ndo estd em posi¢io funcional possui tipo

atomico.
De agora em diante, assumiremos que os A-termos estao em forma n-longa.

Defini¢ao 2.4 (Problema de Unificagao) Um problema de unificagdo no A-cdl-
culo simplesmente tipado € dado por uma conjuncdo de equacédes da forma a =" b,
onde a e b sao A-termos em forma n-longa com mesmo tipo e, onde todas as equacoes
do problema estao tipadas sob o mesmo contexto. Uma tal equagao é chamada rigida-
rigida (resp. flexivel-flexivel) se ambos os termos a e b sao rigidos (resp. flexiveis)
e, flexivel-rigida se a € flexivel e b € rigido ou vice-versa. Uma equac¢ao da forma

? s . .
a="a € chamada trivial.

A exigéncia para que todas as equagoes em um problema de unificagao estejam
tipadas sob o mesmo contexto surge da necessidade de que as designacoes de tipos
para constantes coincidam quando estas ocorrem em mais de uma equagao, como

ilustrado no seguinte exemplo:

Exemplo 2.5 Seja I' = {z : A, f : A — A}. Considere o sequinte problema de
unificagao:
X(fa)="fanX(fz)="f(Xx)



23

Note que os julgamentos de tiposI' - x : A, ' f: A—-Ael'FX:A— A
sao derivdveis e, consequentemente todos os termos envolvidos nas equacgoes deste

problema tém tipo A no contexto I.

O algoritmo de Huet baseia-se em dois procedimentos conhecidos como SIMPL

e MATCH que apresentamos a seguir:

O Procedimento SIMPL

Este é utilizado para “simplificar” problemas de unificacao que contenham equacoes
da forma rigida-rigida. Intuitivamente, se I' ¢ um contexto e P é um problema de

unificacao bem tipado no contexto I' contendo uma equagao rigida-rigida da forma:
Aovidy - Aaidn-(heten) =" Aypiay - Aya,-(h €l €2) (2.1)

onde n,p > 0 e h é uma variavel ligada ou uma constante, entao qualquer substi-

tuicao o que seja solucao desta equacao nao afeta o cabecalho dos termos da mesma.

Além disto, o precisa igualar argumentos correspondentes, isto é, o é tal que:
Aovids - Aepia,-(hejo .. e,0) =gy Aypia, - Agia,-(h elo ... e2o) (2.2)

Desta forma, o problema de resolver a equagao (2.1) pode ser reduzido ao pro-

blema de resolver a seguinte conjungao de (sub)equagoes:

)\x1:A1 e )\xn:An.ei :? )‘y1:A1 e )\yn:An.e%
AL A (2.3)

1_7? 2
)\301;141 e )\wn;An.ep = )‘y12A1 e )\yn;An.ep
que sao bem tipadas no contexto I'.

O procedimento SIMPL substitui equagoes da forma (2.1) por conjuncgoes da
forma (2.3). Quando o problema P contém uma equagao rigida-rigida cujas cabegas
nao correspondem ao mesmo elemento, o procedimento para dizendo que o problema
nao ¢é unificavel. Este processo é repetido até que o problema atual nao contenha
mais nenhuma equacao da forma rigida-rigida, e o problema resultante é dito estar

em forma simplificada.
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Exemplo 2.6 Seja I' = {w : Aju : A — B,v: A — A} um contexto, X uma

meta-varidvel de tipo A — B e considere o sequinte problema de unifica¢do:
Nip—p-(y (X ) =" Apipop-(z (u (v w)))

bem tipada no contexto I'.  Uma aplicacao de SIMPL a este problema gerard o

sequinte problema de unificagcao simplificado:
Ay:B—p. (X w) =’ Ae:p—p-(u (v w))

bem tipado no contexto I.

O Procedimento MATCH

Para cada problema de unificacao simplificado que contenha pelo menos uma equa-
¢ao flexivel-rigida, o algoritmo de Huet chama o procedimento MATCH. Este pro-
cedimento recebe como argumento uma equacao flexivel-rigida e retorna um con-
junto finito 3 de substitui¢oes para a cabeca do termo flexivel da equagao dada. As
equacoes geradas pelo procedimento MATCH sao baseadas em duas regras chamadas

de imitacao e projecao.

1. A Regra de Imitagao

Seja I' um contexto e considere a seguinte equagao flexivel-rigida:

Movidy - Aaian-(X e ooed ) =" Aypoay o Ayay-(hed...e) (2.4)

bem tipada no contexto I', onde
® n,p1,p2 2 0;
e X é uma meta-varidvel de tipo B; — ... — B,, — A com A atomico;

e 1 ¢ uma varidvel ligada ou uma constante de tipo C; — ... — C,, — A com

A atomico;

se p; # 0 entdao e} é um A-termo em forma n-longa de tipo B; para todo
1 <@ <pi;

se py # 0 entao e? ¢ um A-termo em forma n-longa de tipo C; para todo
1 <j<ps
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Uma substituicao de imitacao consiste em substituir a cabeca do termo flexivel
por um outro termo cuja cabeca coincida com a cabeca do termo rigido. Desta
forma, para uma dada equagao flexivel-rigida, uma substituicao de imitacao sé é

Y s ) 5 s
possivel se a cabega do termo rigido for uma constante. Esta restricao se deve ao
fato de que captura de varidveis é proibida durante as substituicoes ja que isto, em
geral, muda a semantica dos termos. No caso da equacao (2.4), temos que se h é

uma constante entao a substituicao de imitacao gerada é dada por:

X/AoyBy -+ Ay By (B (Hy 210 2p,) oo (Hpy 21 2,)) (2.5)

onde H; é uma meta-varidvel nova de tipo By — ... — B, — C; para cada

1 <i < psy (se pa >0, caso contrario nenhuma meta-variavel nova é introduzida).

Exemplo 2.7 Considere novamente a equacgao flexivel-rigida gerada no Exemplo
2.6. Uma substituicao de imitacao € possivel porque a cabeca uw do termo rigido é

uma constante. Esta substituicao é dada por:
X/Moa-(u (Hy 2))

onde Hy € uma meta-varidvel nova de tipo A — A. Veja que a substituicio acima
nao € uma solucao do problema original. De fato, esta substituicdo constitui apenas
parte de uma possivel solu¢ao. Neste sentido dizemos que as solugoes sao incremen-
talmente geradas pelas substituicoes, no sentido de que cada aplicacao de MATCH
determina apenas parte da solu¢ao do problema original que € obtida pela composi¢ao

das substitui¢oes geradas ao longo de um caminho de sucesso (veja Fig. 2.1).

2. A Regra de Projecao

Considere novamente a estrutura da equacao (2.4). Neste caso a meta-varidvel X

possui p; argumentos, a saber ef, ... e:})l. Uma substituticao de projecao substitui
X por algum de seus argumentos e, neste sentido X é “projetado” sobre um de
seus argumentos. Uma condicao suficiente para que uma substituicao de projecao
seja gerada ¢é que o tipo alvo de X coincida com o tipo alvo do argumento a ser

projetado. Assim, h pode ser tanto uma variavel ligada quanto uma constante.

Temos que o tipo de X é By — ... — B, — A (A atomico). Agora suponha, a
titulo de ilustracdo que o i-ésimo argumento de X (1 <i < p;) tenha A como tipo

alvo, isto ¢, estamos supondo que o tipo B; ¢ da forma Dy — ... — D, — A, onde
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g > 0. Neste caso, a substituicao de projecao é dada por:

AXV//\ZIZB1 .. ')\ZP1:B;D1'<Zi (Hl Z1 .- ‘Zpl) e (Hq Z1 . ..Zp1)>

onde H; é uma meta-varidvel nova de tipo By — ... — B, — (; para cada
7=1,...,q.

Como pudemos observar, para cada argumento de X que possui tipo alvo coin-
cidente com o tipo alvo de X uma substituicao de projecao é gerada. Isto nos da
um maximo de p; projegoes possiveis, enquanto que, no maximo, uma imitacao é
gerada. No entanto, pode acontecer que nenhuma substituicao seja gerada apds uma
aplicacao de MATCH e, neste caso o algoritmo para e responde que o problema dado

nao é unificdvel.

Exemplo 2.8 Considere novamente a equacgao flexivel-rigida gerada no Exemplo
2.6. Neste caso, nenhuma projecao € possivel porque o tipo alvo de X é B enquanto
que o tipo alvo do unico argumento de X, a saber w, é A. Note que, como uma subs-
tituicao de imitacao foi gerada nao podemos concluir ainda se o problema original é
unificdvel ou nao. De fato, a Figura 2.1 nos mostra que este problema possui duas

solucoes distintas.

O algoritmo de Huet consiste de um procedimento principal que coordena as
chamadas aos procedimentos SIMPL e MATCH. Este procedimento principal inicia
com o problema original e, se 0 mesmo contém alguma equacao rigida-rigida entao
o procedimento SIMPL é chamado. Se o resultado de SIMPL nao ¢ um terminal (de
sucesso ou falha) entdo o procedimento principal busca por uma equagao flexivel-
rigida. Se uma tal equacao existe entao o procedimento MATCH é chamado; caso
contrario, o algoritmo péra e responde que o problema tem solugao. Toda a execugao
do algoritmo de Huet para um problema dado pode ser visto por meio de uma
estrutura de arvore. A apresentacao original de Huet utiliza o que ele chama de
arvore de matching. Formalmente, uma arvore de matching consiste em uma arvore
cujos nds contém problemas simplificados, que em particular podem ser terminais de
sucesso ou falha e, cujos arcos sao marcados com substitui¢oes geradas por aplicagoes
de MATCH. O exemplo a seguir nos mostra a arvore de matching para o problema

de unificacao apresentado no Exemplo 2.6.

Exemplo 2.9 A drvore de matching de problema apresentado no Exemplo 2.6 ¢

dada na Figura 2.1. A raiz desta drvore contém o problema original simplificado,
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>\y:B~>B-(X w) =7 Az:BHB-(u (U w))

X/A..a.(u (Hy 2)) Imitacao

>\y:B~>B-(H1 w) =7 Az:BﬂB-(U w)

H, /AZ:A 2
Imitacao Projecao

)‘y:BHB~(H2 'w) =7 A(L‘:BHB‘UJ Falha

H2/>\Z:A‘w
Imitaca

HQ/)\ZZA‘Z
Projecao

Sucesso Sucesso

Figura 2.1: Arvore de Matching de Huet

isto €, o problema original apos uma aplicagao de SIMPL. O tunico arco partindo
da raiz corresponde a substituicao de imitacao que € gerada por uma aplicacdo de
MATCH. O né em sequida contém o problema resultante jd simplificado. Uma
aplicagao de MATCH a este novo problema gera duas substituicoes: uma imitacdao
que vai dar origem a dois ramos de sucesso e, uma projecao que vai dar origem a um
ramo de falha. As solucoes do problema original sao computadas pela composi¢cao

das substituicoes obtidas ao longo de um ramo de sucesso. Para este exemplo, as
solugdes obtidas sao X/ .a.(u (v w)) e X/A,.a.(u (v 2)).

Exemplo 2.10 (Continuagao do Exemplo 2.5) E fécil observar que a tnica so-
lugao do problema de unificacio (X(f x)) =" (f =) A(X(f 2)) =" (f(X z)) é
a funcgdao identidade: X/A,.4.z. No entanto, as solugdes para a sequnda equagao

icluem a funcao identidade e todas as composicoes de f dadas por:
X/ Aa-(f 2), X[ Aea . (F(f 2)), X/ Aeea . (f (f(f 2))), - -
2.2 Arvores de Unificacao

Nesta secao introduziremos uma nova notacao denominada drvores de unificacdo. A

idéia das arvores de unificacao surgiu a partir da necessidade de se ter uma estrutura
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Pe

SIMPL(P,)
P
o1 oy or
P Py vee P,
SIMPL(Py) SIMPL(Ps) vee SIMPL(P;.)

P,

Figura 2.2: Arvore de Unificacao

mais rica do que as arvores de matching para ilustrar melhor o funcionamento do
algoritmo de Huet. Assim, gostarfamos de ter uma estrutura que, ao contrario das
arvores de matching, nao escondesse os passos de simplificagao. Informalmente, uma
arvore de unificacao é obtida a partir da arvore de matching adicionando novos arcos
que correspondem aos passos de simplificacao e marcas para subproblemas e substi-
tuicoes. Estas marcas nos fornecem informagoes sobre as posicoes dos subproblemas

e substituigoes (veja Figura 2.2).

A seguir fornecemos a descri¢ao formal de como construir uma arvore de unifica-

¢ao para um dado problema P.

A arvore de unifica¢ao de um dado problema P, denotada por A(P), é construida

da seguinte forma:

1. Marque P com subindice € (a posi¢ao vazia), isto é, P.. Este subindice significa

que o problema esta na raiz da arvore de unificagao.

2. Para um né marcado com P,, denotaremos por P, o filho de P, obtido por
uma aplicacdo de SIMPL. Neste caso, arco que liga P, a P, é representado

por uma linha curva.

3. Para um né marcado com P, e contendo uma equacio flexivel-rigida eq, sejam
Tals -« 0ok (kK > 0) as substituigoes geradas apés uma aplicagado de MATCH a
equacio eq. Os descendentes de P, denotados por Py, ..., P, sao definidos

por P := Paoa;, para 1 < i < k.
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A partir de uma arvore de unificacao fica facil organizar e referenciar as subs-
tituicoes e os subproblemas que as geraram. Por exemplo, uma substituicao com
marca oq2315 SO pode ter sido obtida por uma aplicacao de MATCH ao problema
com marca Piag;. As solucoes dos problemas de unificagao também podem ser
facilmente computadas via composicao das substituigoes geradas ao longo de um
ramo de sucesso. Por exemplo, se Pjg93 é um né de sucesso, mas Pjgs nao é, entao

a solucao correspondente a este né é obtida pela composicao 010120122071223.

2.3 Uma Adaptacao do Algoritmo de Huet para
a Notacao a la de Bruijn

Nesta secao apresentaremos o algoritmo de Huet em notacao a la de Bruijn. As
defini¢oes de formas normais, termos rigidos, termos flexiveis e problemas de unifica-
¢ao em notacao a la de Bruijn sao obtidas de forma imediata a partir das defini¢oes

correspondentes referentes ao A-calculo com nomes dadas na Segao 2.1.

Na proxima subsecao apresentaremos os procedimentos SIMPL e MATCH do

algoritmo de Huet em notacao a la de Bruijn utilizando arvores de unificacao.

O Procedimento SIMPL

O procedimento SIMPL recebe como argumento um problema de unificacao P, con-
tendo pelo menos uma equacao rigida-rigida (caso contrario o problema jé estaria
simplificado) e retorna um problema de unificacio equivalente, denotado por P,
e que pode ser tanto um terminal (Sucesso ou Falha) quanto um problema con-

tendo pelo menos uma equacao flexivel-rigida. A seguir fornecemos uma descricao
algoritmica de SIMPL:

O Procedimento SIMPL

Entrada: Um problema de unificagao P, contendo pelo menos uma equacao rigida-
rigida.
Saida: O problema de unificacio P.,.

Enquanto existir uma equacao rigida-rigida em P,, digamos:

Ay Aag(hiep.oep)="day . da,(ha el el) NP (2.6)
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onde n,p1,pa > 0 e hy e hy sao indices a la de Bruijn faga

Se hi e hy sao indices diferentes entdo pare e retorne o terminal Falha
sendo substitua a equacao (2.6), onde agora p; = py porque os termos
tém o mesmo tipo, pela conjuncao:

1 _7 2 1 ? 2
/\Al.../\An.el = )\Al...)\An.el VARRA )\Al...)\An.epl = )\Al...)\An.epl

em P, e denote o problema resultante por P,.

Se P, contém alguma equacao flexivel-rigida ent&o retorne P,, sendo pare e retorne

um terminal de sucesso.

O Procedimento MATCH

O procedimento MATCH recebe como argumento uma equagao flexivel-rigida e re-
torna um conjunto finito de substitui¢coes. Como ja vimos anteriormente, este pro-
cedimento é baseado em duas regras: a imitacao e a projecao que descrevemos a

seguir:

A Regra de Imitacao: Na Secao 2.1 apresentamos a regra de imitagao para o
calculo-A com nomes. Para apresentarmos a regra de imitagao em notacao a la de
Bruijn, considere um contexto I' e uma equacao flexivel-rigida bem tipada em I" e
dada por:

Ay Aa(Xeloep ) ="Aa, . A, (el .. el) (2.7)

P2

onde:

n,pi, P2 Z Oa

X ¢é uma meta-variavel de tipo By — ... — B,, — A (A atomico);

h é um indice a la de Bruijn de tipo C; — ... — C}, — A (A atémico);

se p; # 0 entdao e} é um A-termo em forma n-longa de tipo B; para todo
1 <0< py;

se po # 0 entdao €2 é um A-termo em forma 7n-longa de tipo C; para todo

j
1<j<po

Para evitar captura de varidveis, uma substituicao de imitacao s6 é possivel

quando h representa uma constante, isto é, quando h > n e, neste caso a substituicao
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é dada por:
AXV/)\B1 .. '>\Bp1'(p1 +h —n (Xl ]ﬂ . l) . (Xp2 ]ﬂ . l))
onde X; é uma meta-varidvel nova de tipo By — ... — B, — C; no contexto I',
para todo 1 <17 < p,.
A Regra de Projecao:

Quando a cabeca do termo rigido na equagao (2.7) é uma constante ou uma
varidvel ligada entao uma projecao é possivel sempre que o tipo alvo de X (cabega
do termo flexivel) coincida com o tipo alvo do argumento sobre o qual se deseja
projetar X. Por exemplo, se o i-¢simo argumento e} de X tem tipo da forma

Dy —...— Dy, — Acom q >0, entao a seguinte projecao é gerada:
)(/)\B1 ...)\Bpl.(pl —Z—f- 1 (Hl ﬁl) (Hq]ﬁl))

onde cada H; ¢ uma meta-varidvel nova com tipo By — ... — B, — Dj, para todo
1<j<gq

O procedimento MATCH pode entao ser formalizado da seguinte forma:
O procedimento MATCH

Entrada: Uma equagcao flexivel rigida, digamos eq.

Saida: Um conjunto finito de substitui¢oes para a cabega do termo flexivel de eq.

1. Aplique nao-deterministicamente as regras de imitagao e projecao a equagao

eq e denote por X o conjunto de substituicoes resultante.

O Procedimento Principal

O procedimento principal do algoritmo de Huet é quem faz as chamadas dos pro-
cedimentos SIMPL e MATCH. Formalmente, podemos apresentar este procedimento

principal da seguinte forma:
O Procedimento Principal

Entrada: Um problema de unificacao P..

Saida: A arvore de unificagdo do problema P..
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1. Se P, ., contém uma equacao rigida-rigida entao chame SIMPL e v para o

proximo passo, caso contrario, se P; contém uma equacao flexivel-rigida

10k

entao renomeie P, para P; ; e va para o préximo passo, caso contrario

1.0k

va para o passo 4.

2. Seja eq uma equacdo flexivel rigida em P, ;. Aplique MATCH para eq,

denote por %, ; o conjunto de substituicoes gerado e va para o passo 3.

3. Se Y, i, ¢ um conjunto vazio entao pare e retorne um terminal de falha,
caso contrario seja ¥;, ;. = {04, i1,---,0i,.0rp onde r > 0 e, para cada
substituicao oy, 5, € X4, denote P, ;,; = P 4,0 .; 0 novo problema

de unificacao e va para o passo 1.

4. Pare e retorne um terminal de sucesso. A solucao correspondente a este ter-
minal de sucesso assumindo que a posicao atual ¢ ¢y .. .7, ¢ dada pela seguinte
cOmMposicao:

03104109 - - - Odyig..ip_1 Oivio.. iy

Exemplo 2.11 Considere o problema de unificacdo apresentado no Exemplo 2.6.
Iniciaremos convertendo-o para a notagao de de Bruiyn. Para isto consideraremos
o sequinte referencial: uw: A — B,w: A,v: A — A. Este referencial corresponde a
considerar o sequinte contexto: I' = A — B-A-A— A-nil. Conforme explicamos

na Se¢ao 1.2, considerando a equag¢ao:
Mypop-(y (X W) =" Appop.(z (u (v w)))
no escopo dos abstratores Ay 4 s w:a u:a—pB 0btemos a sequinte equacao:

Ap—p-(L(X 3)) =" Ap_p.(1(2(4 3)))

bem tipada no contexto I'.

A Figura 2.3 nos fornece a drvore de unificagio gerada para este problema. As
solugoes para o problema original sao dadas pela composicao das substituicoes ao
longo de um caminho cuja folha é um terminal de sucesso. Note que depois da com-
PoSicao, os termos precisam ser normalizados. Por exemplo, a composicao 010110111

¢ computada inicialmente pela composi¢ao usual de substituicoes:

{X/A4.2((a5((Aa-1) 1)) 1)), X1 /Aa-(4((Aa-1) 1)), Xo/Au 1}
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P /\BHB = ABHB( ( (4 3)))

< IMPL

)\BHB ( =7 )\BHB‘(g(é 3))
cor = {X/Xa.(2(X1 1))}

P Apop(2(X1 3)) =7 Aps.(2(43)

<SIMPL

Py Ap—p.(X13)="Ap_5.(43)

o1 = {X1/Aa.(4(X2 l))/},’/ \12 = {X1/Aa.1}

Pi1: Ap—p.(4(X23)) =" A\p_p.(43) Pia: \p_p3="Ap_p.(43)

<SIMPL < IMPL
P2

Pi1: Ap—p.(X23)="Ap_p.3 : Falha

\
\

o111 = { X2/ a1} \\\ o112 = {X2/Xa.3}

AN
P11 : Sucesso  Pjio: Sucesso

_ Linhas tracejadas correspondem a substitui¢oes do tipo imitagao.

Linhas cheias correspondem a substitui¢cdes do tipo projecao.

Figura 2.3: Um exemplo de arvore de unificacao.

e, em sequida obtemos o resultado desejado por B-normalizacdo:
{X/A4.(2(41)), X1/Aa.(4 1), Xo/Aa 1}
Da mesma forma, podemos calcular a substituicdo:

010110112 = {X/)\A‘(Z(é 3)), Xl/)\A-<Z_l §>7 X2/)\A-§}'

As solucoes do problema original sao dadas pelas substituicoes para as meta-

varidveis que aparecem no problema original: X/A4.(2(4 3)) e X/A4.(2(4 1)).
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2.4 Unificacao no A\o-calculo

Seja J um subconjunto finito de inteiros positivos. Um problema de unificacao no

Ao-céalculo é dado por uma conjuncao de um nimero finito de equagoes da forma:
?
N\ =i
i

onde a; e b; sao Ao-termos do mesmo tipo no mesmo contexto. Note que para um
problema de unificacao estar bem tipado precisamos que todas as ocorréncias de uma

dada meta-variavel, digamos X, ocorram sempre sob o mesmo e tinico contexto I'x.

Os problemas de unificacao que estamos interessados em resolver sao obviamente
os problemas gerados no A-calculo simplesmente tipado. O Aco-calculo é uma ex-
tensao do A-célculo que vai nos permitir utilizar grafting ao invés de substituicao
(de ordem superior) durante o processo de unificagdo. Para que possamos entao
resolver um problema P do A-célculo simplesmente tipado no Ao-calculo precismos
inicialmente escrever P na linguagem do Ao-calculo. Esta conversao é feita por meio

de uma funcao chamada de pré-cozimento que definimos a seguir:

Definicao 2.12 (Pré-cozimento [DHKOO]) Seja a € Agp(X) tal que I' - a : A.
A cada meta-varidvel X de tipo U em a, associamos o tipo U e o contexto I no Ao-

cdlculo. O pré-cozimento de a de Agp(X) para o conjunto de Ao-termos, denotado

por M, (X), é definido por ar = F(a,0) onde F(a,n) (n > 0) € definido por:

(a) F((Ap.a),n) = Ap(F(a,n+1));
(b) F(k,n)=1[1"";
(¢) F((ab),n) = (F(a,n) F(b,n));
(d) F(X,n)=X[1"].
A funcao de pré-cozimento definida acima é injetiva e, portanto sua inversa esta

bem definida. Esta observacao é importante para traduzirmos as solugoes obtidas

no Ao-calculo de volta para o A-calculo.

Agora estamos prontos para discutir um detalhe técnico que é essencial para

entendermos claramente as diferencas entre unificacao no A-calculo e no Ao-calculo.
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Observacao 2.13 Pretendemos enfatizar uma importante diferenca existente entre
as regras (meta) do A-cdlculo e do Ao-cdlculo. No A-cdlculo em notagdo a la de
Bruijn o tipo das meta-varidveis € independente do contexto. De fato, podemos tipar
um A-termo que contenha vdrias ocorréncias da mesma meta-varidvel em diferentes
niveis de abstragao: por eremplo, seja I' um contexto qualquer e X wma meta-

varidvel de tipo (A — A) — A. Considere a sequinte dedugdo:

(var)
(lambda)

(app)
(lambda)

(app)

A-A-(A—-A) —-A-nilk-1:A
H A- (A= A) - A -nil-Xpl1: A= A
A-(A—=A) = A -nil- (X A1) A
X (A= A) = A nilE XA (X A1) A= A
(A= A) = A-nil (X M. (X Aq.1)) - A

onde H corresponde a:

(meta)

A- (A=A —-AnilFX: (A=A - A

e X corresponde a:

(meta)

(A—-A) A nlFX:(A—-A) — A

Por outro lado, o termo (X Aa.(X Aa.l)) apesar de estar bem formado, nao
pode ser tipado no Ao-cdlculo! De fato, na deriwagao acima, precisamos utilizar
a regra (meta) duas vezes em diferentes contextos para a mesma meta-varidvel X,
fato que € possivel no A-cdlculo mas nao no Ao-cdlculo. No \o-cdlculo cada meta-
varidavel estd associada a um unico contexto e, portanto a mesma meta-varidvel
nao pode ser tipada em diferentes niveis de abstracdo. Fsta restricio que parece
ser por demais severa € mecessdria porque no Ao-cdlculo temos grafting ao invés
de substituticao e, a aplica¢do do grafting {X — 1} ao Ao-termo (X Aa.(X Aa.1))
resulta em (1 Aa.(1 Aa.1)) que claramente estd incorreto devido a captura da sequnda
ocorréncia do indice 1. A funcao de pré-cozimento foi desenvolvida justamente para
resolver este problema. A forma pré cozida do termo (X As.(X Aa.1)) € dada por
(X Aa.(X[1] Aa-1)) que € bem tipada no Ao-cdlculo como podemos ver pela sequinte
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derivagao:

(var)
(lambda)

(app)
(lambda)

(app)

A-A-(A—-A)—A-nilk1: A
O A-(A—-A) - A nilkXyl1:A—- A
A-(A—A)— A-nil - (X[T] Aa.1): A
X (A—A) - A-nil F Mg (X[T]Aal): A— A
(A—A) - A-nil - (X M. (X[1] Aal)) - A

onde [ corresponde a:

(meta)

H (A—-A) A nlkEX:(A—-A) - A
(clos)

A-(A—-A) —-Anil-X[1]:(A—A) — A

onde H corresponde a:

e X corresponde a:

. (meta)
(A—-A) - A nlkEX: (A=A - A

Como pudemos observar, a funcao de pré-cozimento realiza os ajustes necessdrios
para que \-termos sejam convertidos em Ao-termos onde se pode, de forma correta,

utilizar grafting ao invés de substituicao.

Definicao 2.14 (Formas resolvidas [DHKO00]) Um problema de unificagio P é
dito estar em forma resolvida se for formado por uma conjunc¢ao de equacdes nao-

triviais das sequintes formas:

. ? 2 ~
e Resolvida: X =, a onde a meta-varidvel X nao aparece em nenhum outro
lugar em P e a estd em forma n-longa. Dizemos que uma tal equagao estd

resolvida em P e, neste caso a meta-variavel X também estd resolvida.

e Flexivel-flexivel: X[a; -...-a, "] =4, Y[b1-... b, 1™], onde
Xlay-...-ap- 1" e Y[by-... by 1™ estao em forma n-longa e a equagdo ndio

estd resolvida.
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As regras de unificacao para o Ao-calculo sao dadas na Tabela 2.1 originalmente
encontrada em [DHKO0O0]. Este conjunto de regras serda chamado de Unif que assu-
mimos serem sempre aplicadas de uma forma “honesta” que significa que aplicagoes
de Exp-\ (a regra que introduz novas meta-variaveis de tipo mais simples) sao sem-
pre seguidas de aplicacoes de Replace para evitar aplicacoes infinitas de Exp-A\.
De fato, como uma aplicacao de Exp-A apenas adiciona uma nova equacao flexivel-
flexivel e nao muda mais nada no problema atual, sem uma aplicagao de Replace

esta regra poderia ser aplicada indefinidamente.

Aplicacoes das regras de unificacao a um dado problema do Ao-calculo serao
representadas por meio de arvores, que chamaremos de drvores de derivacao. Uma
arvore de derivagao é uma arvore cujos nos contém problemas de unificacao e arcos
contém os nomes das regras aplicadas como marcas. Como usual, disjuncoes sao

representadas por ramificagoes na arvore de derivacao.

Exemplo 2.15 Considere novamente o contextto ' = A — B-A-A— A-nil e o

problema de unificacao dado por:
Ap—p.(L(X 3)) =" Ap_p.(1(2(4 3)))

bem tipado no contexto I'. A drvore de unificacdo deste problema € dada na Figura
2.3. Para resolvermos este problema de unificagao no Ao-cdlculo precisamos aplicar

a funcao de pré-cozimento, que gera o sequinte problema de unificacdo:

Ap—p-(L(X[1] 3)) =3, Ap—p5-(1(2(4 3))) (2.8)

que € bem tipado no contexto I'. A drvore de derivacdao para este problema € apre-
sentada nas figuras 2.4, 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8. Note que esta drvore de deriva¢ao e
a drvore de unificacdo da Figura 2.3 possuem uma estrutura similar: ambas tém
exatamente um nd de falha e dois nés de sucesso. As solugoes da equagio (2.8)
sao dadas pelos graftings {X — A4.(2(4 1))} e {X — Xa.(2(4 3))} que correspon-

dem respectivamente, as substitui¢oes {X/Aa.(2(4 1))} e {X/A4.(2(4 3))} obtidas

no Fxemplo 2.11.
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Dec-\

Dec-App

Dec-Fail

Exp-)\

Exp-App

Normalise

Replace

P A )\A.el :?)\U )\A.eg
PA €1 :r';\a €9

PA(nef...ep) =3, (nef...e2)

1_7 2 17 .2
PNep=\,e1N...Ne, =), €

PA(nel...e ) =3, (mel.. e)

Falha
P
HATFY:B),PAX =L, AsY
se T'HFX:A— B)eTVar(P),Y & TVar(P),

e X é uma meta-variavel ndo resolvida.

PAX[a1-...ap-1"]=5_ (m b1...bg)

PAX[a1-...ap-T"]=5_ (m b1...bg) A \/ 3H;..3Hy: X =] _(r Hi...Hy,)

reRpUR;
se X tem tipo atomico e nao é uma meta-variavel resolvida.
onde Hi, ..., H; sao meta-variaveis novas de tipo apropriado,

que nao ocorram em P, ,com contextos I'y, = 'y, R, ¢ um
subconjunto de {1,...,p} tal que (r Hy ... Hg) tem o tipo
adequado, R; =se m > n + 1 entdo {m — n + p} caso contrério (.

)

PNe =5, e
r_7 /

P Ney =5, €

onde €] (resp. €}) é a forma n-longa de e; (resp. eg)

se ey (resp. ez) nao ¢ uma variavel resolvida e ey (resp. eg)

caso contrario.

se e; ou ep nao esta em forma n-longa.

PAX =St
{X =tHP)NX = ¢
se t ¢ uma meta-variavel entao t € 7Var(P).

se X € TVar(P),X & TVar(t) e

Tabela 2.1: Regras de unificacao para o Ao-calculo
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Ap—p-(L(X[1] 3)) =4, Ap—5-(1(2(4 3)))

Dec-\

(L(X[1]3)) =5, (1L(2(43))
Dec-App

?

(X[1]3) =3, (2(43))

Exp-\
(X[118) =3, U3 AX =, AaY

Replace

(AaY[113) =%, QU3 AX =5, Aa.Y
Normalise

Y3 1] =5, Q@ 3)AX =, Aa.Y
Exp-App

Y[3- 1] =4, 243) AX =5, Aa.Y AY =5, (2 H1)
Replace

(2 H)[B 1] =% QU3 AX =5, Aa.(2 H) AY =%, (2 Hy)
Normalise

(2 Hi[3- 1) =3, 24 3) AX =], Aa-(2 HI)AY =, (2 H1)

Dec-App

Hi[3- 1] =35, A3)AX =5, Aa.(2 H1) AY =5, (2 Hy)

Exp-App
T2 T
Exp-App
T3 Ty

Figura 2.4: Arvore de derivagao no Ao-calculo.
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? ? ? ?
Hi[3 1] =%, @) AX =5, As.@H)AY =}, (2H1)AH =5, 1
Replace

? ? ? ?
M=, U3 AX =, 2a.@DAY =}, @DAH =}, 1

=
o

Normalise

? ? ? ?
3=\, U3)ANX=3_2a4-@HAY = (21)AH; =, 1

Dec-Fail

Falha

Figura 2.5: A arvore T} no Ao-calculo.

? ? ? ?
Hy[3:- 1] =), @HANX =, a-(2H)AY =}, (2H)ANHy =), (4 Hg)
Replace

(4 Hy)[3 11=5, @3)AX ={_ Aa-(2@H2)AY =5_ (2(4 Hy)) A Hy =5 (4 Ho)

Normalise

(4 Ha[3 1)) =%, A43)AX =5, Aa.(2@H2)AY =5_ (2(4 Hy)) A Hy =5 (4 Ho)

Dec-App

Ha3- 1] =4, 3AX =5, Aa-(2(4 Ho)) AY =3_ (2 (4 Hy)) A Hy =4 (4 Ho)

Figura 2.6: A arvore T, no Ao-calculo.
Ho[3- 11 =5,3AX={_24.(2@H))AY =5_ (2(4 Hy)) AHy =5 (4 Hy) ANHy =35_ 3

Replace

? ? ? ? ?
33 1 =5,3AX=3,24.2@B)AY =, (2@43)AHy =%, (43)AHy=5,3

Normalise ‘

? ? ? ?
x={_2a-@@3)AY =, @A) AH =5, 43)AHy =5, 3

Sucesso

Figura 2.7: A arvore T3 no Ao-calculo.

E ? B ? ? ? ?
Ha[3- 1] =4, 8A X =5, Aa- (2@ Hy) AY =, (2(4 Hp)) A Hy =3, (4 Hp) A Hy =5 1

Replace

? ? ? ? ?
18- 1] =5,8rX={,24-QUUD)AY ={, @QUL)AH =5, @D AHy=}, 1

Normalise

?

? ? ?
X =5, a-QU@)AY =5, (2UD)AH =5, A1) AHy=5_1

Sucesso

Figura 2.8: A arvore T, no Ao-calculo.



Capitulo 3

Uma Relacao Estrutural entre
HOU no M-calculo e no \o-calculo

O objetivo deste capitulo é apresentar uma relagao estrutural entre o algoritmo de
Huet para o A-céalculo simplesmente tipado em notacao a la de Bruijn e o método
de unificacao apresentado na Secao 2.4 para o Ao-cdlculo. Como veremos, a relagao
estrutural que apresentaremos refina o resultado de Dowek, Hardin and Kirch-
ner [DHKO00] que estabelece que um problema da forma a =’ b tem soluciao no
A-célculo simplesmente tipado se, e somente se, ap =;, br tem solugio no Ao-

calculo.

3.1 O Pseudo-cozimento

Iniciaremos esta se¢ao com a nogao de pseudo-cozimento que estende a nogao usual

de pré-cozimento combinando-a com idéias ligadas as regras de unificacao.

Definigao 3.1 (Pseudo-cozimento) Seja I' um contexto e a um A-termo bem
tipado no contexto I'. A cada meta-varidvel X de tipo B ocorrendo em a, asso-
ciamos o tipo B e o contexto I'. O pseudo-cozimento do termo a de Agp(X) para
Ao (X), denotado por a, é definido por @ = p(a,0), onde p(a,n) é definido induti-

vamente, para todo m > 0, como seque:

e p(Aa, ... Aa,,-a,n) = Aa, ... A4, -pla,n+m).

e p((kay...an),n)= [T pla;,n)...planm,n)).

41
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e p((X ay...am),n)=Y[plan,n)-...-plar,n)- T"], onde Y € uma meta-varidvel

nova com tipo igual ao tipo alvo de X.

O pseudo-cozimento é uma fungao que toma como argumento um A-termo bem

tipado a e retorna um Ao-termo @ bem tipado com o mesmo tipo e contexto de a.

Intuitivamente, @ pode ser obtido a partir de ar (a forma pré-cozida de a) apés
algumas aplicacoes de Exp-\, Replace e Normalise as meta-variaveis de tipo fun-
cional que ocorrem no problema de unificacdo que contém ar. Aplicagoes de Exp-A
introduzem novas equacoes que sao ignoradas pelo pseudo-cozimento porque neste
ponto estamos interessados apenas na estrutura de algumas equagoes obtidas no
Ao-calculo. A nocao de pseudo-cozimento é essencial para relacionarmos unificagao
no A- e no Ao-calculo. Além disto, esta nogao pode ser 1util na implementacao de
uma versao melhorada do procedimento de Dowek, Hardin e Kirchner, no sentido
que o pseudo-cozimento é capaz de combinar o pré-cozimento usual com aplicagoes

de regras de unificagdo em um tinico passo.

O exemplo a seguir nos dé uma idéia de como o pseudo-cozimento relaciona o

pré-cozimento com as regras de unificagao

Exemplo 3.2 Considere a darvore de unificacao dada na Figura 2.3 e, tome o sub-
problema P.:

Ap—p-(X 3) =" Ap_p.(2(43)) (3.1)

cuja forma pseudo-cozida é dada por A\p_p.Z[3- 1] =%, Ap_p-2(4 3), que pode
ser encontrada na Figura 2.4, apos a primeira aplicacio de Normalise a menos
de renomeamento de meta-varidveis e sem os abstratores externos. Os abstratores
externos sao remouvidos por aplicacoes de Dec-\ no inicio da derivacao e, por uma
simples inspecao das regras Unif € facil notar que nenhuma delas insere novos
abstratores. A forma pseudo-cozida dada acima pode ser obtida a partir da forma

pré-cozida da equagao (3.1) da sequinte forma:

Ap—p-(X[1] 3) =1, Ap—5-(2(43))
Ap—p(X[1]3) =4, Ap—5-(214 3)) A X =}, \a.Z
Mg (Aa.2)[1]3) =3, (2(43)) A X =5, Ag_pAa.Z
Mp—p-Z[3 1] =5 Ap—p-(243)) A X =], \a.Z

Exp-\

Replace

Normalise

A proposicao a seguir nos mostra que o pseudo-cozimento preserva os tipos e os

contextos dos termos.
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Proposicao 3.3 Seja I' um contexto e a um A-termo em Agp(X) bem tipado no
contexto I'. Se @’ é um subtermo de a tal que Ay -...- A, -T' F d : A entao
Ay ... Ay -TEp(d,n): A, para todo n > 0.

Prova. A prova é por inducao na estrutura de a’:

e Se d’ é um indice a la de Bruijn ou uma aplicacao entao o resultado é trivial.

e Se ' = Ap.b é um termo de tipo B — C entao, por hipdtese temos que
Ay A, TEAg.b: B— C,eportanto B-A;-...-A,-I' = b: C. Por hip6tese
de indugao temos que B-A;-...-A,-T'F p(b,n+1) : C, paratodon > 0. Apés
uma aplicacao de (lambda) temos que Ay -...- A, -I'F Agp(bn+1): B—C
o que é equivalente a Ay -...- A, -T'Fp(Ag.byn): B— C.

e Sea' = (X by...b,), onde X é uma meta-variavel de tipo By — ... — B,,, —
A entdo por hipotese temos que Ay-...-A,-I'F (X ay...ay) : A. Por hipétese
de indugao, temos para cada 1 <i < m: Ay -...- A, -T F p(a;,n) : By, para
todo n > 0. Seja Y uma meta-varidvel nova de tipo A e, considere a seguinte

derivagao:

(meta)

L] Bn-...-.B-TFY: A

clos
A1~...~An~F|—Y[p(bm,n)~...~p(b1,n)-T"]:A( )
onde [ corresponde a:

I1H) hift
A AT pn B T A T er MY
(cons
(cons)
(clos)

Ay - Ay T pb,n) - ..o p(by,n)- 1" >B; - T
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3.2 Relacionando Arvores de Unificacao e
Arvores de Derivacao

O lema a seguir nos mostra como a estrutura das equacgoes em problemas de unifica-
¢ao do A-calculo estao relacionadas com os problemas de unificagao no Ao-calculo a

partir de suas formas pré-cozidas.

Lema 3.4 Sejam I' um contexto, P um problema de unificacao com termos em
Aap(X) tal que todas as suas equagies estejam bem tipadas no contexto T' e, A(P)
a drvore de unificacio de P. Para cada problema P, ocorrendo em A(P), existe um
problema de unificacao P* derivado de Pr via o sistema de regras Unif satisfazendo

as sequintes condigoes:

1. Para cada equacdao em P, da forma:

Ay Aa,(hiep.oeh ) ="Aa, .. Aa,.(hei. . el) (3.2)

P2

bem tipada no contexto I', onde hy é um indice a la de Bruijn ou uma meta-

varidavel, existe uma equagao em P* da forma:

(hie...e.,) =5, (he ... &), se hy € um indice & la de Bruijn,  (3.3)
ou

Yie, -...-e;- 1" =5, (R ...€), se hy é uma meta-varidvel; (3.4)
bem tipadas no contexto Ay -...- A, -T.

2. Para cada equagao da forma flexivel-flexivel eq em P,, a equacao eqr estd
em P*. Neste caso, assumimos que nenhuma regra de unificacao é aplicada
a equacao da forma flexivel-flexivel ja que o método de unificacdo nao precisa

lidar com equacoes deste tipo.

Prova. A prova é por indugao sobre o comprimento da derivagao que gera P,. Para
a base de inducao (bi), considere oo = €. Dividimos a andlise em dois casos:

(bi.1): Se P, contém apenas equagoes da forma flexivel-flexivel entdo, como para
cada equacao eq em P, eqp esta em Pr, tome P* = Pp.

(bi.2): Se P. contém equagoes da forma:

Ay Aa,(hiep.oeh ) ="da, .. Aa,.(hef. . el)
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onde h; é uma meta-variavel ou o indice a la de Bruijn h entao consideramos dois
casos:

(bi.2.1): Se hy é uma meta-varidvel, digamos X, entdo Pr contém a equagao:

Ay oA, (X[ e, ooveh ) =ao Ay - A, (el .. e ).

tTPip tTP2R

Considere a seguinte derivagao:

Ay A, (X[ el ep ) =3 Aay - Aa, (el ep, )

Dec-\
n vezes D )\
ec-
(X[ elp--ep,) =0 (€T, .. €, ) Exp-)
n ? ?
(X[T™ el ) =0 (hel,..en VAKX =5, Ap,. X1 Replace
(Mg X[ el ey ) =20 (hel, ..e0, YAX =3, Ap,. X3

. (p1 — 1) vezes .
(ABy---Ag, V)" el, ...ep ) =xs (el ...€ )/\X:?/\U/\Bl...)\gpl.Y/\...&

P1p 1p =" “pop
1 1 ? 2 2 ?
Yiep, , e, 1" =3 (hel,...ep, JANX =\, A, ... A, .Y A...

onde Y é uma nova meta-variavel, X corresponde a uma aplicacao de Normalise
e [ corresponde a uma aplicacao de Exp-\ seguida de uma aplicacao de Replace.
A partir deste ponto, aplicamos Exp-\ seguida de Replace para cada subtermo de
Clys -5 €py s Clpr -y €y da forma (V[T™] fi... f.) (m,r > 0) recursivamente.
Depois de normalizados, estes subtermos passam a ter a forma W[TT o fy ™,
onde W é uma meta-variavel nova com tipo igual ao tipo alvo de V. Desta forma,
obtemos o problema de unificacao P* que contém a equagao Y[E]l,1 e ) =5,
(h e2.. .Ef,Q). Todas as outras ocorréncias de X no problema de unificacao atual
sao substituidas por Ap, ... Ap, .Y e, portanto qualquer outro termo que tenha X
como cabeca permanece sendo flexivel e, apds uma aplicacdo de Replace a meta-
variavel X passa a ser resolvida. O mesmo ocorre para cada meta-variavel de tipo
funcional que ocorra no problema de unificacao e, desta forma, meta-variaveis de
tipo funcional aparecem apenas em equacoes resolvidas. Durante a derivagao acima
nenhuma equagao trivial é gerada porque as aplicacoes de Exp-\ sempre introduzem
meta-variaveis novas que claramente nao podem ser eliminadas por aplicacoes de

Dec-\, Replace ou Normalise que correspondem as regras utilizadas.

A derivagao acima nos mostra que apds n aplicagoes de Dec-\ e um ntmero finito
de aplicagoes de Exp-)\ sempre seguidas de uma aplicacao de Replace, obtemos um
problema (apds o processo de normaliza¢do) contendo uma equagao com a mesma

estrutura da equagao (3.4). A ordem em que as regras Dec-)\ e Exp-\ sdo aplicadas
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é irrelevante porque elas sao aplicadas em posicoes distintas de um termo. A tnica
restricao existente nas derivagoes aqui apresentadas ¢ que uma aplicagao de Exp-A
seja sempre seguida de uma aplicacao de Replace para evitar redugoes com infinitas
aplicagoes de Exp-A (cf. [DHKO00]). O passo de normalizacao (Normalise), pode
ser aplicado diversas vezes em passos intermediarios da reducao ou em um unico

passo ao final da reducao sem que o resultado final seja alterado.

(b1.2.2): Se hy é um indice @ la de Bruijn entdo Pp contém a equagao:

Ay A, (hyeg, ..e;nF) = A4, A, (b et . ..e§2F).

Neste caso, tomamos P* como sendo o problema obtido de Pr apds n aplicacoes de
Dec-) seguidas de aplicacoes de Exp-A e Replace a todo subtermo de e}F, e
1 2

Cpr s Cips - os €y da forma (V[1™] fi...f,). Como no caso anterior, nenhuma

equacao é eliminada durante este processo.

Para o passo indutivo (pi), suponha que P, seja um problema de unifica¢ao
em A(P) com « # € e P* o problema de unificagao obtido de Pr de acordo com o
enunciado desse lema. Para cada problema de unificacao derivado de P,, precisamos
encontrar um sitema de unificacao derivado de P*, digamos P**, que satisfaca as
hipéteses desse lema. Dividiremos a andlise em dois casos:

(pi.1): O problema derivado de P, é obtido apds uma aplicagao de SIMPL:

Neste caso, o problema derivado de P, é P, de acordo com a defini¢ao de arvores

de unificacdo e, temos as seguintes possibilidades para P.:

(pi.1.1): P, ainda ndo estd resolvido, isto é, contém equacdes da forma flexivel-
rigida ou rigida-rigida: Entao P, contém (pelo menos) uma equacao rigida-rigida
da forma:

Ay gk fL ) =" Ap A (kT fD) (3.5)

bem tipada no contexto I', e tal que:

fil = )\C1 . >\Cw'<h1 6% .. .611)1) (§ f22 = )\C1 .. )\Cw(h 6% .. .62202)

para algum i = 1,...,p, onde hy é um indice a la de Bruijn ou uma meta-variavel.

Durante a aplicagao de SIMPL ao problema atual, a equagao (3.5) é substituida
pela conjuncao:
Mgy Amy o fE =" Amy e A f2A A By g L= Ay g fEA
AXg, - A, fy = A .. A, [}



47

A-calculus Ao-calculus

Pe Pp

. e
? ) 2 2 N\ P*
= Aag Ay (Belep) el.2l) =%, kel .22
(SIMPL Dec-App
_7 =1 _7 -2 sl 7 2 p**
- XAy XAy el = A, Aa,, et el =1, A ATp =30 T3
Pa A
7

Figura 3.1: Um passo de simplificagao

cujas equacoes sao bem tipadas no contexto I' e, onde para algum 1 < ¢ < p, a

equacao Ag, ... Ap, .f+ =" Ap, ... \p, .f? tem a forma:

Ay Aag(hiep..oeh)="Aa, ... Aa,.(hel.. €))

B; ,for 1 <i <m;
Ciem , form <i <n(=m+w)
e hy; é um indice a la de Bruijn ou uma meta-variavel.

onde A; = {

Por hipdtese, existe uma derivacao de Pgp que gera o problema P* contendo a
equacao:
1

GF T T = G-

que é bem tipada no contexto By -... - B,, - I

—2 —2

T (3.6)

Depois de uma aplicagdo de Dec-App, a equacao (3.6) é substituida pela con-
.= —2 —1 —2 —1 —2
juncao f, :7)\0 AN N, :;U finN . NS, :?AU Iy

Agora consideramos dois subcasos:

i.1.1.1) hy é um indice & la de Bruijn: Neste caso, a equacao f, =. S tem a
(p /] ) q 5 7 Ao J i

forma:

Ay Acy-(hier...gy ) =5, Ac, .. Ac,.(het .. &)

Tome P** como sendo o problema obtido apds w aplicagoes de Dec-), isto é, o
problema contendo a equagao (hy € ...¢,,

contexto By-...-B,,-Ci-...-C,-I'. Durante este processo todas as outras equagoes

) =} (R € ...2,), que ¢ bem tipada no

do problema permanecem inalteradas.

(pi.1.1.2) hy € uma meta-varidvel: Neste caso, a equacdo ?11 =1 T? tem a forma

Aoy A, Yey oo 1 =5, Aoy - Agy, (b e L. E2,) e, tomamos P** como
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sendo o problema obtido apds w aplicacoes de Dec-A. Como no caso anterior, todas
as outras equacoes permanecem inalteradas.
(pi.1.2) P, ja estd resolvido, isto é, contém apenas equagioes da forma flexivel-

flexivel: Entao P, contém (pelo menos) uma equacao da forma:

Ay Aag kel cep) =" Aay .. Aa,(kel. . ed) (3.7)
bem tipada no contexto I' onde todos os termos ey, ..., €,, ..., €1, .., e} sao flexiveis.

Durante a aplicagao de SIMPL a P,, a equagao (3.7) é substituida pela conjungao:

1 _7 2 1 _7 2
)\A1 .. .)\An.el = )\Al .. .)\An.el VANPAN )\Al c. )\An.ep = )\A1 .. .)\An.ep

onde cada equacao é bem tipada no contexto I' e, todas as outras equacoes do

problema permanecem inalteradas.

Por hipdtese, existe uma derivacao de Pr que gera o problema de unificacao P*

~ I S —2 =2 :
contendo a equacdo (k) ...€,) =,, (ke ...€) bem tipada no contexto A;-...-A,-T'
e, onde todos os termos ej,...,€,, €, ..., € sao flexiveis porque a fungdo de pré-
cozimento leva termos flexiveis em termos flexiveis. Depois de uma aplicacao de

s Bl 7 2 Sl 7 2 :
Dec-App obteremos a conjungao €, =), €1 A ... A€, =), €, que possul todas
as equagoes bem tipadas no contexto A; -...- A, -I' e todas as demais equacoes

permanecem inalteradas (veja Figura 3.1).

Este processo é repetido exaustivamente para todas as equacoes da forma rigida-
rigida de P,. Observe que este processo de simplificacao nao altera nenhuma outra

equacao do problema ja que nao envolve substituigoes.

Tome P** como sendo o problema de unificacao obtido de P* apds exaustivas

aplicacoes de Dec-A e Dec-App as suas equagoes da forma rigida-rigida.
(pi.2): O problema derivado de P, € obtido apds uma aplicagio de MATCH:

Seja P, (k > 0) um problema de unificacdo gerado a partir desta aplicacao
de MATCH. Como um passo de imitagao sempre gera um problema contendo uma
equacao da forma rigida-rigida e um passo de projecao sempre gera um problema
que possui uma equacao da forma flexivel-rigida ou rigida-rigida concluimos que P,

contém (pelo menos) uma equacao flexivel-rigida ou rigida-rigida.

Assumimos que P, contém (pelo menos) uma equagao flexivel-rigida da forma:

Ay A, (Xeloep ) ="Aa, . A, (el el) (3.8)

P2

bem tipada no contexto I' e onde
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n,P1, P2 > Oa
e X ¢ uma meta-variavel de tipo By — ... — B,, — A com A atomico;

e h é um indice de tipo C; — ... — C,, — A com A atomico;

se p1 > 0 entdo e} sdo termos de tipo B; em forma n-longa para todo 1 < i < py;

se p2 > 0 entao 632 sao termos de tipo C; em forma n-longa para todo 1 < j <

p2;

Dividimos a andlise em dois casos:

(pi.2.1): Imitagao: Sabemos que uma imitagao s6 é possivel quando a cabega do
termo rigido é uma constante, isto é, quando h > n. Neste caso a substituicao de

imitagao é dada por:
X//\31 ...)\Bpl.(h—n+p1 (Hl ]ﬂl) (Hm ]Al))
onde ps > 0 e, se py > 0 entao as H;’s sao meta-variaveis novas de tipo B — ... —
B, — C; para todo 1 < i < ps.
Aplicando esta substituicdo na equagao (3.8), obtemos o problema P, que

contém a seguinte equacao:

My A, (B (Hyet...el ). . (Hpel...et ) ="Xa, ... da,.(he?.. . €2)

p1 p1 D2
que é bem tipada no contexto I'.
Por hipoétese de inducao existe uma derivacao de Pr que gera o problema de
unificacao P* contendo uma equagao da forma:

Y[l -...-e-1" =5, (hE...E%) (3.9)

T P2
bem tipada no contexto Ay -...- A, -I'. Como h > n apds uma aplicagao Exp-App
obteremos um problema de unificagao contendo a seguinte conjuncao:

Y[e, «...-e1- 1" =5, (b ... ) AY =, (h—n+p Wi...W,)

p1

onde as W;’s sao meta-varidveis novas com o mesmo tipo de é? para todo 1 <7 < ps.
Apds uma aplicacao de Replace e Normalise ao problema atual obteremos um
novo problema contendo a equagao:

(hWhley, - ... e 1" ... W,le,, .. e1- 1)) =\ (he?.. )

P N 2
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A-calculo

Ao-calculo

Pe Pp
Pa/ N x el 1
Ap--Aay, (X efoep) —r — -
=7 x Aa, (hef.. .e2) R S e
Ap o NAR €T Cpy (hE%..E%)
- 2
Imit 3]
h Wyl ceelom P**
1 1 (h Wy [e), 1
Aay - Axa (h(Hp el el ). . 1
Pak A An te P Wpo [Ezlq e =%, (nEd eiz)

i 1oy 7 2 2
(Hpy ef--ep, N="Aa;-- Aa,-(hef...c2)

onde [J corresponde a uma aplicagio de Exp-App e
a um numero finito de aplicacdes de Exp-\, Replace e

Normalise.

Figura 3.2: Um passo de imitagao

bem tipada no contexto Ay -...- A, -I'. Tomamos este novo problema obtido como
sendo P**. A Figura 3.2 ilustra como ¢ feito este passo de imitacao. Observe que
sO existe uma possibilidade de alguma equagao ser eliminada durante esta redugao:
quando o indice h na equacao (3.9) for de tipo atémico pois neste caso nenhuma
meta-variavel nova ¢é introduzida e uma equagao trivial é gerada. Mas note que neste

caso, um equacao trivial é também gerada em P, e, o resultado vale.

(pi.2.2): Proje¢ao: Neste caso a cabeca X do termo flexivel da equagao (3.8) é
projetada sobre cada um de seus argumentos cujo tipo alvo coincida com o tipo alvo
de X. Sem perda de generalidade suponha que X possa ser projetado sobre o seu
[-ésimo argumento para algum 1 <[ < py, isto é, suponha que o tipo de e} seja da

forma Dy — ... - D, — A com g > 0. A substituicao de projecao ¢ dada por:

X/ Ay - A, (pr =1+ 1(Hypi...1)...(Hgpi...1))

e se ¢ > 0 entao as H;’s sao meta-varidveis novas de tipo By — ... — B, — D;

para todo 1 < i < ¢g. Ap0s a aplicacao desta substituicao, obtemos um problema

contendo a seguinte equagao:
Ay Aa,.(ef (Hiep...eh)...(Hyer...ep)) =" Aa,...Aa,.(hel...€2) (3.10)

P2

bem tipada no contexto I'. Consideramos agora dois subcasos:

i.2.2.1): A cabeca do termo e} é um indice a la de Bruijn:
p 1 )
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Sabendo que termos estao sempre em forma n-longa, podemos supor sem perda
de generalidade, que ] ¢ da forma Ap, ... Ap,.(k fi ... fs) e, normalizando a equagéo

(3.10) obteremos uma nova equagao de alguma das duas formas seguintes:

o k>q
1 1y _? 2 2
)\A1 ce )\An(k’ —(q fl ce fs) = /\A1 . )\An(h €1... epz) (311)
o k<gq:

Ay Ay (Hpmppr el ooep flo fH =" day oo da, . (hel. . el) (3.12)
bem tipadas no contexto I' e, onde fj1 ¢ obtido de f; substituindo-se todas as
suas ocorréncias livres dos indices 1,. .., ¢, respectivamente, por (H, ef... 61111)7 cee
(Hyej...ep).

Por hipétese de inducao, existe um problema de unificacao P* derivado de Pr

contendo a seguinte equagao:

Ve, -...-e;- 1" =}, (he;... ) (3.13)

1

bem tipada no contexto A; -...- A, -I". Como a funcao de pré-cozimento preserva
tipos, temos que o tipo alvo de €] coincide com o tipo de Y que, por sua vez possui
o tipo alvo de X da equac@o (3.8). Assim uma aplicacio de Exp-App a equagio

(3.13) vai gerar um problema de unificagdo contendo a seguinte conjuncao:
Ve, «...-ep- 1" =4, (he; ... ) AY =5, (p— L+ 1Wi... W)

onde W, é uma meta-variavel nova de tipo D; para todo 1 < i < ¢. Apds uma
aplicacao de Replace e Normalise obteremos um problema de unificacao que

contém a seguinte equacao:

(& Wiley, -...-e;- 1"].. . Woley, - ...-e1- 1"]) =5, (b & ...E) (3.14)

p1

que é bem tipada no contexto Ay - ...+ A, -T. Como & = Ap, ... Ap,.(k fi...f,)
entao temos as seguintes redugoes:

o k> q:
((Apy---Apyk fr fy) Wl[é;,l e 1. ..Wq[ézln 7 1") =%,

(k—q fi[Wye, -...-ep- 1" -...- Wileh -...-e- 1" -id] ...
fWoles - .ooep- 1" ... Whlel, - ..oy 17 - dd)).
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ok <q
((Apy - Ap,k fro o) Wiley, - ...-ep- 17 ... Wyle,, - ... el 1"]) =4

Woersaley, - .- 1" FiWoley, &= 1" - .- WAley, - ... -eg- 1] -id] . ..

fWole, -...-ep- 1" -...- Wile,, -...- & 1"] - id])

Agora note que para todo 1 < j < ¢, Wj[e. -...-e;- 1" corresponde a forma

P1
pseudo-cozida do subtermo (Hj ej...e, ) que ocorre na equagao (3.10) no escopo
de n abstratores. E assim, para todo 1 <17 <'s, o termo:

fiw, e -...-ep- 1" .. Whlel - ..oy 17 - dd)

P1 p1

corresponde a forma pseudo-cozida de f!, denotada por 711 , de forma que o problema
de unificacao até entao obtido possui uma das seguintes equagoes de acordo com o
valor de k:
o k>q
(k=q T T,) = (7.2
ek <gq
M[fy-ofr-e e =L (ke e
apos aplicagoes de Exp-)\, Replace e Normalise, onde M é uma meta-variavel
nova de tipo A e ambas as equacoes sao bem tipadas no contexto A; -...- A, -T.

Tome P** como sendo o problema de unificacao atual.
(pi.2.2.2): A cabega do termo e} é uma meta-varidvel:

Neste caso, e} tem a forma Ap, ... Ap,(Z fi...fs) e, normalizando a equacao

(3.10) obteremos o problema P, que contém a seguinte equagao:

Ay oo A (Z fL ) =T Aa A (el el

bem tipada no contexto I' e, como no caso anterior, fj1 ¢ obtido de f; substituindo-se
todas as ocorréncias livres dos indices 1, ..., q respectivamente por (H, ej...e} ),

Tp
., (Hyep...ep).

Por hipdtese, existe um problema de unificacao P*, derivado de Pr, que contém
a equagao (3.13) e, que apds uma aplicagdo de Exp-App, Replace ¢ Normalise

gera um novo problema contendo a equagao (3.14). Como

€ =Ap, - Ap(ZITY fy o )
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A-calculo Ao-calculo

Pe Pp

P, 1 1
YNy Aay, (X ef o)

=T T Ry 7 *
Y[e Loer 1M = P
_7 2 2 P1 1 Ao
=" xp, o Ag, (heF.e
Aq Ay -(hoef po) (he?. -522)
Proj 3]
1w el ol in pr*
P Aay o Aa, (e} (Hyel...el ). .. N @ Vh[l St ]2 )
ok P 7 Pzl Wolep, ..o 17D =5, (bl .. .7p,)
(Hget. e, ) =" XAa .- Aa, (hef..e)

onde [J corresponde a uma aplicagio de Exp-App e
a um numero finito de aplicacdes de Exp-\, Replace e

Normalise.

Figura 3.3: Um passo de projecao

concluimos que a forma normal da equagao (3.14) é dada por:
—1 e I _ _
Ulfs .- [1: 1" = (hE ... E) (3.15)
bem tipada no contexto A; -...- A, -T', onde U a4 uma meta-variavel nova de tipo

A. Tome P** como sendo o problema de unifica¢do que contém a equacao (3.15). A

Figura 3.3 ilustra um passo de projecao no A-calculo e no Ao-céalculo. a

No Lema 3.4 estabelecemos uma relacao entre a estrutura das equacgoes que
ocorrem em subproblemas gerados durante o processo de unificagao no A-calculo
simplesmente tipado em notacao a la de Bruijn e suas contrapartes no Ao-calculo
simplesmente tipado. Este lema é fundamental para os resultados que se seguem
e relacionam solugoes de subproblemas gerados pelos procedimentos de unificagao.
De fato, na proposicao a seguir mostraremos que se A(P) é a arvore de unificagdo
de um dado problema P, entdo para cada subarvore de A(P), existe uma subarvore
da arvore de derivagao de Pr com o mesmo numero de ramos de sucesso e falha.
Mais ainda, as versoes pré-cozidas dos subproblemas de P podem ser obtidas como

subproblemas de Pr.

Apresentaremos a seguir um novo conjunto de regras adicionalmente ao conjunto
Unif e que de certa forma desfaz o trabalho feito pelas regras Exp-A e Dec-\. Este
conjunto ¢ chamado de Back e é dado na Tabela 3.1 (cf. [DHKO00]). De fato,
enquanto Dec-\ remove os abstratores externos de uma equacao, a regra Anti-
Dec-) inclui novamente tais abstratores permitindo assim que a equacao volte a

ter o mesmo contexto do problema inicial. Da mesma forma a regra Anti-Exp-A
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P
V(P AX =L, (VIT1)
se X € Var(P) étal que 'y = A- T
onde Y € XY ¢ Var(P) e
Ty :AﬁTx,Fy:F/X

Anti-Exp-\

PANa=5b
PA )\A.CL :?Aa )\Ab
se a =4, b estd bem tipada no contexto A4 - A.

Anti-Dec-)\

Tabela 3.1: Regras Back

recupera as meta-variaveis de tipo funcional que foram atomizadas por aplicacoes de
Exp-\. Desta forma, as regras definidas em Back sao essenciais para que possamos

construir a forma pré-cozida de subproblemas de P.

Proposicao 3.5 (Correspondéncia entre Arvores) Seja I' um contexto, P um
problema de unificagio no A-cdlculo simplesmente tipado e A(P) sua drvore de
unificagio. Para cada problema P, em A(P) existe um problema de unifica¢ao

P*, deriwado de Prp via a estratégia Unif, tal que:

1. Se P, contém um ramo que termina em um né de sucesso, entdo P* contém

um ramo que termina em uma forma resolvida.

2. Se P, contém um ramo que termina em um no de falha, entdo P* contém um

ramo que termina em um no de falha.

3. Se P, ¢ formado pelas equagoes eqq, . .., eqs bem tipadas no contexto I', entao
existe um problema de unificacao P, derivado de P* utilizando-se a estratégia
Back, contendo as equagoes eqi,., . .., eqs, bem tipadas no contexto I' a menos
de renomeamento de meta-varidveis. Mais ainda, qualquer outra equacao exis-

tente em Pp € da forma flexivel-flexivel ou resolvida.

Prova. A prova é por andlise de casos:

1. Suponha que a arvore de P, contenha um ramo contendo um né de sucesso e,

seja P, o pai deste né de sucesso. Consideraremos dois casos:
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1.1: P,, ¢ sucedido por uma aplicacao de SIMPL. Neste caso, F,, contém

(pelo menos) uma equagao rigida-rigida da forma:

)\Al"')\A (k 61 )— )\A1 )\An(ﬁe%ei) (316)
bem tipada no contexto I' e, tal que todos os termos ey, ... e}, ef,... €2 sdo

flexiveis ou, caso algum destes e§- nao seja flexivel (para algum 1 <i <21 <
j < p), entao 6]1- = e?; caso contrario o problema resultante nao estaria ainda
solucionado e nao poderia ser um né de sucesso. Apéds a aplicagao de SIMPL
todas as equacoes da forma rigida-rigida sao substituidas por novas equagoes
da forma flexivel-flexivel de modo que o problema assim obtido, denotado por
P...

né de sucesso.

contém apenas equagoes da forma flexivel-flexivel e, portanto P, é um

De acordo com o Lema 3.4, existe um problema de unificacao P*, derivado
de Pr e, que contém uma equacao para cada equagao existente em P,,. Em
particular, para cada equagao da forma (3.16) existe uma equagao em P* da

forma:
(ker...q) =}, (ket...e) (3.17)

bem tipada no contexto A;-...-A,-I" e, onde todos os termos €1, . .., €, €7, . . .,
EQ sao flexiveis, ou caso algum destes E? nao seja flexivel (para algum 1 < i <
2,1 < j < p) entao e = e . Assim, apds um numero finito de aplicacoes de
Dec-App todas as equagoes da forma (3.17) sdo substituidas por um nimero
finito de equagoes da forma flexivel-flexivel. Assim o problema de unificagao
obtido contém apenas um numero finito de equacoes da forma flexivel-flexivel

e, portanto é uma forma resolvida.

1.2: P,, € sucedido por uma aplicacao de MATCH. Neste caso, P,, contém
(pelo menos) uma equacao flexivel-rigida e, o né de sucesso sera denotado por
P, (k> 0). No entanto, se P, possui mais de uma equacao flexivel-rigida,
entao todas estas equacoes precisam ter a mesma meta-varidavel como cabeca
do termo flexivel; caso contrario, o problema resultante nao seria um né de

sucesso. Além disto todas as possiveis equacoes flexivel-rigidas tém a forma:

Ay oA, (Xer..ep) =" Aay ... A, b (3.18)

bem tipada no contexto I'.

1.2.1: Se a aplicacao de MATCH consiste em um passo de imita¢ao entao temos

que h > n e, como a substituicao gerada nao introduz novas meta-variaveis a
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equacao resultante é trivial. Do Lema 3.4, sabemos que existe um problema

de unificacao P*, derivado de Pp, e contendo para equacao da forma:
Y[, ...-er- 1" =3, h

bem tipada no contexto A;-...- A, -I'. Como h > n, apés uma aplicacao de

Exp-App seguida de Replace e Normalise obtemos uma forma resolvida.

1.2.2: Se por outro lado, a aplicacao de MATCH consiste em um passo de
projecao, entao todas as equagoes da forma (3.18) tém h como sendo o ar-
gumento a ser projetado, gerando apds normalizacao, um né de sucesso. De
acordo com o Lema 3.4, existe um problema de unificacao P*, derivado de Pp,
e contendo para cada equacao da forma (3.18) uma equacao da forma:

Y[e,-...-e- 1" =5, h

bem tipada no contexto A;-...- A, -I'. Apds uma aplicacao de Exp-App
seguida de Replace e Normalise, todas estas equagoes flexivel-rigidas se

convertem em equacoes triviais, gerando assim uma forma resolvida.

. Considere um no6 de falha de P,. O 1ltimo passo para se obter este né consiste
em uma aplicagao de SIMPL ao n6 antecedente que denotaremos por F,, que
contém uma equagao rigida-rigida com cabecas distintas:

Ay Aag(key.cep ) =" A, A, (el el)

bem tipada no contexto I' e tal que h # k. Pelo Lema 3.4, existe um problema
de unificacao P*, derivado de Pr, contendo a equacao:

bem tipada no contexto A; -...- A, -I'. Apds uma aplicacao de Dec-Fail

obteremos um ndé de falha.

. Suponha que P, =eq A ... Aegs (s > 0). E suficiente provar que para uma
dada equacao eg; (1 < j < s) de P, conseguimos obter a equacao eg;, a partir
do problema P* construido no Lema 3.4, utilizando-se a estratégia Back. De
fato, a estratégia Back provoca mudancas apenas na equacao que esta sendo
considerada, o que justifica esta andlise local. Faremos a analise de acordo

com a estrutura da equacao eq; considerada:
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3.1: eq; € uma equagao flexivel-rigida: Neste caso, eq; tem a forma

Ay A, (Xelooep)="Aa, .. A, (el el)

P2

bem tipada no contexto I' e, onde X é uma meta-variavel de tipo By — ... —
B, — A (A atomico). De acordo com o Lema 3.4, existe um problema de
unificacao P*, derivado de Pp, contendo uma equagao da forma:

Yie, -...-e;- 1" =4, (hEl...E)

bem tipada no contexto A;-...- A, -I', onde Y é uma meta-variavel de tipo A
no contexto By, -...- By -I'. Apdés uma aplicacao de Anti-Exp-\ obteremos
a conjungao:

Yiey, ... 1" =5 (e ... 8) AY =5, (Z[1] 1)

p1

onde Z é uma meta-varidvel nova de tipo B,, — A e contexto B, _1-...-By-I.
Apés uma aplicacao de Replace e Normalise, obteremos um problema de

unificacao contendo a conjuncao:
(Zley, 1 & 1" &) =5, (bl ... 5,) AY =, (Z[1] 1).

Repetindo esta estratégia mais p; —1 vezes, obteremos um problema de unificacao

contendo a seguinte equacao:

bem tipada no contexto A;-...-A,-I". Ao final de n aplicacoes de Anti-Dec-\
teremos:

Ay Aa, (WM el .e) ) =5, Ay - Aa, . (hE .. E,)

p1

bem tipada no contexto I' e, a partir deste ponto aplicamos esta estratégia
sempre que possivel a todos os subtermos éj- (1 <i<2;1<j < pp) desta
equacao, obtendo assim ej-F a menos de renomeamento de meta-variaveis. De-
pois disto obteremos um problema de unificagao contendo uma equacao que

corresponde a eg;, a menos de renomeamento de meta-varidveis.

3.2 eq; € uma equacdo rigida-rigida: Neste caso, eq; tem a forma:

Ay Aag(key.cep)="Aa, .. Aa, (el . el)
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bem tipada no contexto I'. De acordo com o Lema 3.4, existe um problema
de unificacao P*, derivado de Pr e contendo uma equagao da forma:

(key...e,)="(he;...e,)

bem tipada no contexto A;-...-A,-I'. Utilizando-se a mesma estratégia do item

anterior recursivamente a todos os subtermos €y, ..., €, ,e1,...,€,, obteremos
1

2
Pip?

respectivamente os termos e%F, RN o p

e%F, ...,e- e, apOs n aplicacoes de
Anti-Dec-)\ obteremos um problema de unificacao contendo uma equacao que

corresponde a eg;, a menos de renomeamento de meta-varidveis.

3.3 eq; € uma equacgao flexivel-flexivel: Neste caso, eq; tem a forma:

My - Aa, (X e, ..6;1) =" A, da, (Y €2 ..61272)

bem tipada no contexto I', onde X é uma meta-variavel de tipo By — ... —
B,, — A (A atomico) e Y é uma meta-varidvel de tipo ¢y — ... —» C,, = A
(A atomico). De acordo com o Lema 3.4, existe um problema de unificagao
P*, derivado de Pr, e contendo a equacgao:

Z[é;1 e =k W[é§2 SRS

onde Z e W sao meta-variaveis de tipos A. Repetindo a estratégia utilizada
para equacoes flexivel-rigidas acima obteremos uma equacgao que corresponde

a eqj, a menos de renomeamento de meta-varidveis.

Durante o processo de unificacao no Ao-calculo novas equagoes podem ser intro-
duzidas a um dado problema de unificagao. Isto pode ocorrer apés uma aplicagao de
Exp-\, Exp-App ou Anti-Exp-). Vejamos que cada uma destas novas equagoes
que sao introduzidas sao da forma flexivel-flexivel ou resolvida e, assim permanecem

durante todo o processo de unificagao:

e Uma aplicagdo de Exp-\ introduz a equagao X =}, Aa.Y em um problema

de unificacao que contenha ocorréncias da variavel funcional X.

e Apds uma aplicacao de Replace ao problema corrente esta equacao passa a ser
resolvida ja que X nao vai ocorrer em nenhuma outra equagao do problema.
Posteriores substituigoes para Y (ou outras meta-variaveis que venham a ocor-
rer do lado direito desta equagao) sao irrelevantes ja que a mesma permanece

resolvida.
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e Uma aplicacao de Exp-App introduz uma equagao flexivel-rigida, digamos
X =}_ a ao problema corrente como resultado de uma imitagao ou projecao.
Da mesma forma, apés uma aplicacao de Replace ao problema corrente, esta
equacao passa a ter a forma resolvida porque X nao vai mais ocorrer em
nenhuma outra equacao do problema. Posteriores substituicoes no termo a

nao mudam o status desta equacao, isto é, ela permanece resolvida.

e Por fim, uma aplicacao de Anti-Exp-)\ introduz uma equagao flexivel-flexivel
que apés uma aplicacao de Replace também adquire o status de equacao

resolvida.

O

O exemplo a seguir ilustra o conteido da proposicao anterior com a utilizacao

da estratégia Back.

Exemplo 3.6 Considere o problema de unificacao apresentado no Exemplo 2.6 cuja

arvore de unificagao é dada na Figura 2.3. Considere o subproblema:
Pr={Ap—p.(X13) =" Ap_p.(4 3)}

de A(P) cuja drvore de unificagdo possui um ramo de falha e dois ramos de sucesso.
O problema de unificacao P*, derivado de Pr, de acordo com o Lema 3.4 € dado
por:

Pr={H[3 1=, (43) A X =}, 1.2 H)) AY =}, (2 H1)}

cuja drvore de derivacdo, que também contém um ramo de falha e dois ramos de
sucesso, € dada na Figura 2.4. Aplicando a estratégia Back a P* obteremos o

problema:

P = {Ap—p.(N[1] 3) =5, Ap—5-(43) A X =3, Aa.(2 (N[1] 1)A

Y =%, (N[ D) AH =, (N[1]1})
onde a equacao:

Ap—p-(N[1]3) =5, Ap—p.(43)

corresponde a forma pré cozida de:
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a menos de renomeamento de meta-varidveis e todas as outras equagoes sao flexivel-
flexivel ou resolvidas. A solugdo o de Py é dada poro = {X1/A4.(41), X1/A4.(4 3)}.
E fdcil verificar que o grafting op = {N — Ag.(4 1), N — A4.(4 3)}, obtido de o

renomeando X, por N, € solugao de Pj.

O lema a seguir nos permite “recuperar” as formas pré-cozidas no Ao-calculo
dos subproblemas que sao gerados na arvore de unificacao de um dado problema de

unificagao P do A-célculo.

Corolario 3.7 (Correspondéncia entre Solugoes) Seja P um problema de uni-
ficagdo no A-cdlculo simplesmente tipado e A(P) sua drvore de unificagdo. Para
cada subproblema de unificacio P, em A(P) com solu¢do o, existe um problema
de unificagao P}y, derivado de Pp wvia as estratégias Unif e Back, que apds um

renomeamento adequado de meta-varidveis, tem como solu¢do o grafting op.

Prova. Seja I um contexto e P, um problema de unificagao em A(P) bem tipado no
contexto I'. De acordo com a Proposicao 3.5, existe uma derivagao de P utilizando
as estratégias Back e Unif que gera um problema de unificagao denotado por Pj
que contém todas as equagoes de F,, a menos de renomeamento de meta-variaveis.
Além disto, todas as outras equagoes existentes em Pj; sao da forma flexivel-flexivel
ou resolvidas. Em [DHKO00], Dowek, Hardin e Kirchner provam que se a substitui¢ao
(de ordem superior) o é uma solucao de a =’ b entdo o grafting or é solucio de
ap :?/\U br. Dai concluimos que op é uma solucao de P apés um renomeamento

adequado de meta-variaveis.

O

Neste capitulo apresentamos uma relagao estrutural existente entre o algoritmo
de unificacao de Huet para o A-calculo simplesmente tipado e o método de unificagao
desenvolvido por Dowek, Hardin e Kirchner para o Ao-cédlculo simplesmente tipado.
Em [DHKO00], Dowek, Hardin e Kirchner concluem que unificagdo no Ao-célculo
simplemente tipado é uma generalizacao do algoritmo de Huet ja que cada solugao
de um problema de unificagao computada no Ao-calculo é também computada pelo
algoritmo de Huet e, que um problema P tem solugao no A-calculo se, e somente se,
sua forma pré-cozida Pp tem uma solugao no Ao-célculo. Neste capitulo refinamos
este resultado mostrando uma relagao explicita existente entre possiveis solugoes

de subproblemas. Assim, para cada subproblema P,, com solucao o, de um dado



61

A-calculo Ao-célculo
P

Py

Sucesso Forma resolvida

Figura 3.4: Esquema comparativo de unificacao entre o A-calculo e Ao-calculo

problema P, sempre podemos encontrar um subproblema da forma pré-cozida Ppg

que aceita o grafting o como solugao.



Capitulo 4

Relacionando os Métodos de
Unificacao no Ao-calculo e no
Ase-calculo

Neste capitulo faremos uma comparagao entre os métodos de unificagao do Ao-
célculo e do As.-cdlculo. Em [ARKO1] o método apresentado na Secao 2.4 foi adap-
tado para o As.-cdlculo. Inicialmente contruiremos fungoes que traduzem termos do
Ase-céalculo para o Ao-calculo e vice-versa. Em seguida, mostraremos que uma regra
de unificagao pode ser aplicada no As.-calculo para um problema P se, e somente se,
a regra de unificagao “correspondente” do Ao-calculo pode ser aplicada a tradugao

do problema P para o Ao-calculo.

4.1 Correspondéncia a partir do As.-calculo

Nesta secao, mostraremos como a unificacao no As.-calculo corresponde a unificagao

no Ao-célculo. A seguir apresentaremos algumas defini¢oes importantes.

Definigao 4.1 (Esqueleto de um termo em forma As.-normal) O esqueleto de
um termo a, denotado por sk(a), em forma A\s.-normal cujo principal operador é

tgual a o ou ¢ € definido recursivamente por:

e Sea tem a forma Xo'b ou ;X entdo sk(a) = (X, b) ou sk(a) = ¥§(X) ,

respectivamente.

e Sea € da forma bo'c ou gpéb, onde b e ¢ sao termos em forma As.-normal e
sk(b) = ¥ DX, by, b)) entao sk(a) = P9l (X by, b €)

62
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ou sk(a) = ¢§ f: o fll (X,b1,...,by), respectivamente, onde k' < k.

J J3 () i i 5
Exemplo 4.2 O esqueleto do termo ¢ ((¢7: (¢ (X0 a)))o*b) € dado por
phateleha™ (X, a,b).
Lema 4.3 ([ARKO1]) Seja a um termo em forma A\s.-normal cujo operador raiz
(isto é, o operador mais externo) seja o ou ¢ e seja tal que
sk(a) =i ... (X, a,. .. ap).

Entao subindices sucessivos iy e ixy1 satisfazem as sequintes relagoes:

1. i > 1ps1 S€ Yk € Y1 sao ambos iguais a o ou a @;

2. 1 > ike1 Se Vg e Ypy1 SAo tguais a p e o, respectivamente;

3.1 > tgy1 + 1 se Y e Yy Sao tguais a o e p, respectivamente.

As regras de unificacao do As.-calculo sao dadas na Tabela 4.1 e, como podemos
observar existe uma correspondéncia entre estas e as regras de unificacao do Ao-
célculo (ver Tabela 2.1): as regras Dec-A, Dec-App, App-Fail, Exp-)\, Exp-App,
Normalise e Replace do As.-calculo correspondem respectivamente s regras Dec-
A, Dec-App, Dec-Fail, Exp-\, Exp-App, Normalise e Replace do Ao-calculo.
Para formalizarmos esta correspondéncia precisamos inicialmente definir funcoes que

transformem termos do As.-célculo em termos do Ao-célculo e vice-versa. A seguir

definimos a fungao T' que transforma termos do As.-calculo em termos do Ao-calculo.

Definicio 4.4 A funcio T : A, (X) — Ay, (X) ¢ definida indutivamente por:
(a) T(X)=X;
(b) T(n) = 1[1""];
(¢) T(ab) =T(a) T(b);
(d) T(As.a) = Ax.T(a);

(e) T(acb) =T(a)[L-2-...-i—=1-TO)[1 1Y, onde i > 1;

(f) T(¢i(a))=T(a)[L-2-... -k T*"1 ondek >0 ei>1.



64

Dec-)\

Dec-App

App-Fail

Exp-\

Exp-App

Normalise

Replace

PA )\A.el :?Ase )\A.eg

>
P A €1 :;\Se €9

PA(nej...el) =5, (nef...e2)

1_7 2 17 2
PANep =, ei1N...Ney, =, €,

PA(nej...el) =3, (mei...e)

Falha
P
S(ATFY:B),PAX =L, Y
se 'FX:A— B)eTVar(P),Y ¢ TVar(P),

e X é uma meta-variavel nao resolvida.

P/\wfﬁwfll (X,al,...,ap):;Se (m b1...bg)

ij;..wgll (X,a1,5ap) =3, (m b1...bg)A \/ 3H1..3Hg, X =5, (r Hi...Hy)
TGRpURi
Jp J1 ‘

se ¢ ... i (X an, ..., qp) é 0 esqueleto de uma forma
Ase.-normal, e X é uma meta-variavel de tipo atomico nao
resolvida; onde Hy, ..., Hy sao meta-varidveis novas com tipo
apropriado, que nao ocorrem em P, com contextos 'y, = I'x,
R, é um subconjunto de {iy,...,i,} de super-indices do
operador ¢ tal que (r Hy ... Hy) tem o tipo correto,

P ‘ P S
Ri=Uigseir=>m+p—Fk—X_, 1> ik

. P . . o .
entdao {m +p—k — X]_, 1ji} sendo (), onde iy = 00 € iy = 0.

?
PA €1 \se €9
r_7? /
P Nep=,,, €
onde €| (resp. €,) é a forma n-longa de e; (resp. ey)
se e; (resp. e2) nao é uma variavel resolvida e e; (resp. es)
caso contrario.

se e; ou ep nao estd em forma 7-longa.

PAX =}, t
(X =1} (P)ANX =], ¢
se t ¢ uma meta-varidvel entao t € T Var(P).

se X € TVar(P),X ¢ TVar(t) e

Tabela 4.1: Regras de unificacao para o As.-calculo
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Exemplo 4.5 Considere o sequinte termo do As.-cdlculo:
P1(((¢7X)o"a)a’D)
que pode ser reescrito utilizando-se a nocao de esqueleto da sequinte forma:

p10°0"07(X, a,b).

O termo do Ao-cdlculo correspondente € obtido por sucessivas aplicacoes da

funcao T sequidas de possiveis passos de normalizacao, como mostramos a Sequir:
def def
T(pio’c’p3(X,a,b)) = T(0°0°p3(X,a b))[ M=

T(o%G3 (X, a))[L-2- T(H)[12- 121 1% —
T(o%p3(X, a)[L-5- T(H)[17]- 17 <
T(G(X))[L-2-3-4-T(a)[1] T[L-5- T(®H)[17)- 17] =%
T(p}(X))L-5-T®)17] - 6- T(a)[1]- 19 <

(

X
A proposi¢ao a seguir nos mostra que a funcao 7' preserva o tipo e o contexto
dos termos:

Proposicao 4.6 Seja I' um contexto, e a um termo em forma As.-normal de tipo

A . Sel'Fa:Aentiol'+T(a): A

Prova. Para tornar a notagao mais compacta, escreveremos ag para denotar o

julgamento de tipo I' - a : A. A prova é por inducao sobre a estrutura de a:

e Se a = n entao temos que:

AiiAp_1-AT . _1NAr A1 AT A AL AT
T(—Al ' )Zlﬁp[”n 1)A-1F ' ]Al '

Se a = X entao T(XY) = X},

e Se a = (b c) entao o resultado segue por hipétese de indugao.

Se a = Ag.b entao A é da forma B — C' e, por hipotese de inducao, temos que
B-T'FT(b): C. Ap6s uma aplicacao de (lambda) obtemos I' = Ag. T'(b) : B —
C' que, pela definicao de T, nos permite concluir que I' - T'(Ap.b) : B — C.
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e Se a = boic entao pelas regras de tipagem do As.-cdlculo temos que aly =
(bz<i'B'F2iaicgzi)E e, por hipétese de indugao, obtemos que I'; - B - T's;

T(b): AeD's; FT(c): B. Considere a seguinte derivagao:
LT :B  TH"' Iy,

- - cons
Iki—1:Th g LT 1" >B-T's;
- - cons
TEi—1-T(N" 1" >y - BTy,
cons

PHEL1-...-i—=1--T()1" - 17" ' >l BTy

e, portanto

DT, P =0 =1 T (D] (DR A

[i-1]
e Se a = ¢ib entao pelas regras de tipagem do As.-célculo temos que
I+ gpi(bzsk.rzk“) A
Por hipétese de indugao, temos que I'<y - I'sgq; = T'(b) © A e, portanto

| PR A i—
DT TR (R ] A

P>pqil -

O

Os lemas a seguir sao importantes para que possamos formalizar a relacao exis-
tente entre as regras Exp-App do Ao- e As.-cdlculo, que denotaremos respectiva-
mente por Exp-App,, ¢ Exp-App,s, quando for necessario para diferencié-las.
Utilizaremos esta notacao também para as outras regras quando necessario. Apesar
de a funcao T transformar termos do As.-calculo em termos do Ao-calculo, a trans-
formacao de uma equacao flexivel-rigida como a que ocorre na regra Exp-App nao
¢ imediata. De fato, a funcao T nos mostra como transformar cada operador por

VeZz.

O lema a seguir fornece a estrutura geral dos termos flexiveis obtidos apds su-

cessivas aplicacoes da funcao 7.

Lema 4.7 Seja @/}f;’ e gll(X, ai,...,a,) o esqueleto de um termo em forma As.-
normal. A forma Ao-normal de T(l/}i: (X ay, .. ap)) € um termo da forma
X1 iy —1ecreoooci—iyp1- T onde ey, ..., ¢y i1 SG0 Ao-termos bem tipados e

n=i—p+y g Além disto, para cada 1 < k < p tal que o operador %],f € igual
a o, temos que o ix-€simo elemento da substituigao 1-... iy —1-cr-... ¢y, 41 1"

¢ um termo da forma T (ay)[1™], para algum m > 0.
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Prova. A prova é por indugao sobre p. Se p = 1 entao temos 2 casos a considerar:

. 77[]311 = ¢'1: Pela defini¢ao de T temos que
T(e"(X,a1)) = X[1-... iy —1-T(a)[T27H- 1271.

Neste caso, j; = 0 e, entao n = i; — 1. Além disto, o i1-ésimo termo da substituicao
1-...-dy —1-T(a)[1871] 1971 éigual a T'(al)[T%7Y].

1

° wfll = gogl: Pela definicao de T temos que

T(pl(X,a1)) = T(p] (X)) = X[L- ... iy 127,

Assuma o resultado valido para p — 1 e provemos sua validade para p. Temos 2
casos a considerar:
° wf: = o'»: Neste caso, note que j, = 0. Pela defini¢ao de T temos que:
T(a?z/;fj:ll o fll (X,a1,...,a,)) =
Ty ) (X ar, .. apn))[Le iy — 1 T(ap) [T 1971 =

XA-oovipor =Lty by - 1ML iy — 1 T(ay) (1771 1771 (4.1)

onden = il—(p—1)~|—2§:11 Jie, ty, ..., tiy—i,_,4+1 580 Ao-termos bem tipados. Temos

do Lema 43 quen=14 — (p—1)+ Zf;ll Ji > 1, e além disto, 7, < i,_1 sempre que

jp*l . Tp—1 o jp*l . jpfl
i, =07 e by = i1 quando ¥ = ;" . Em ambos os casos, o termo (4.1)
. ip—1 n—1
se reduz para um termo da forma X[1-...-d, —1-T(a,)[1" '] -c1-...-ciy—i,- T,
onde ¢; ..., ¢;,—;, sdo Ao-termos bem tipados e, desta forma o i,-ésimo termo da

substituicao 1-.. .4, — 1-T'(a,) [T ']-¢1-. . .-¢;,—,- T"71 é dado por T'(a,)[1"""]. Por
hipétese de indugao temos que n =i, — (p—1) + Zf;ll Ji e, como j, = 0 concluimos
quen=14; —(p—1)+> | j,ouseja,n—1=i—p+> 7 j.
o wi’f = gp{ﬁ: Pela definicao de T temos que:
T(SOZ 35:11 : 311 (Xa ay, ... 7ap)) =
T( f;’:ll (X a, . ap))[L ' Tt =

X[L-oovdp =1ty oty gy e [ e 177 (4.2)
onden =i, —(p—1)+ Zfz_ll Jie ti, ...y tiy—i, 41 840 Ao-termos bem tipados.

Como n > i,, o termo (4.2) se reduz para um termo da forma:
X[l 'i_p'Cl ta.. ‘Cilfip' Tﬂ*1+jp]
onde ¢; ..., ¢, sa0 Ao-termos bem tipados. Por hipdtese de indugao temos que:
n=ii—(p-D+3 jen—1=i-p+dlje
n—1+j,=t1—p+> 1, O



68

O Lema 4.7 nos mostra que a forma Ao-normal de um termo da forma

T . N (X,an,. .., a))

ip

¢ um termo da forma X[1-...-4, —1-ci-...-¢;—,41- 1"] e, portanto a substituicao

1-...vip—1-cr-... cy—iq1- I" tem comprimento i;. Este resultado ¢ de funda-

mental importancia na prova da proposicao seguinte que nos mostra que os graftings
gerados para uma equacao flexivel-rigida 'e’ no As.-cdlculo também sao geradas para

a equacao T'(e) no Ao-cdlculo a menos de renomeamento de meta-varidveis.

Proposicao 4.8 Seja X uma meta-varidvel de tipo atomico e,

o gll(X,al,...,ap) =%, (M br...by) (4.3)

uma equagao flexivel-rigida no As.-cdlculo. Se uma aplicagao da regra Exp-Appas,
d equagao (4.3) gera uma nova equagio da forma X =5, (r Hy...Hy) entdo uma
aplicacao de ExXp-Appa, @ equagdo:

T ... (X ay, ... ap)) = (mT(by).. .T(by))

ip

gera uma nova equacao da forma X =5, (r Wi...Wy).

Prova. Suponha que uma aplicagao de Exp-App,s, & equagao (4.3) gere uma nova
equacao da forma:
X =}, (r Hy...Hy) (4.4)

Existem dois casos a serem considerados:

1. r € Ry, onde R, é um subconjunto de {y,...,4,} o conjunto dos super-indices
do operadores o que ocorrem do lado esquerdo da equacao (4.3). Entao existe
1 < k < p tal que r = 7 e, neste caso temos que o tipo alvo de a; coincide
com o tipo de X. Pelo Lema 4.7, sabemos que a forma Ao-normal do lado
esquerdo da equagao:

T . (X, an,. .. ap) =5 T(mbr...b,)

ip

é um termo da forma Xlc; ... ¢, - 1"] tal que o ix-ésimo elemento da substi-
tuigdo ¢1 - ... ¢+ 1™ tem a forma T'(ax)[1™] para algum m > 0. Como T é

uma funcao que preserva tipos e pelas regras de tipagem do Ao-cédlculo, temos
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que o tipo de ay é igual ao tipo de T'(ax)[1™] e, portanto uma aplicacao de

Exp-App,, a equagao:
Xep oo 1 =5 (mT(by) ... T(by))
gera uma equacao da forma:
X = (rWi... W) (4.5)

que também introduz k meta-varidveis ja que as cabegas das equagdes (4.4) e

(4.5) possuem o mesmo tipo.

. r € R;,onde Ry = U _o(seix >m+p—k—3X]_, ji > iry1 entdo {m+p—
k— X7 . i} sendo ), e ig = 00 e dpyy = 0. Assim existem p + 1 possiveis
valores para r e, dividiremos a andalise em 2 casos:

2.1: k = 0: Suponha que a desigualdade:

P
o>mAp— Y ji>i (4.6)

=1
seja verdadeira, isto é, estamos assumindo que o caso k = 0 (0 < k < p)
gere um elemento em R;. Isto significa que uma aplicacao de Exp-App,s, a

equagao (4.3) gera uma nova equacao da forma:

p
X =5, (m+p=> jiH.. H,).

=1

Aplicando a funcao T a equagao (4.3), de acordo com o Lema 4.7, obteremos

uma equacao da forma:
X[l oLt ip -1 CL:...- Cilfierl' Tn] :z\o. (m T(bl) R T(bq)) (47)

onde n é tal que n = iy —p+Y_;_, ji que, juntamente com a desigualdade (4.6)
nos permite concluir que n < m e, portanto uma aplicacao de Exp-App,s, &

equagao (4.7) gera uma nova equagao da forma:

p
X =, (m+p=> jWi.. W,
=1

e 0 < k < p: Pela definicao do conjunto R; temos que todos os seus possiveis

elementos r, gerados por valores de k tais que 0 < k < p, sao tais que r < i; e,
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portanto uma nova equagao da forma X :?)\Se (r Hy...Hy) é gerada somente
se o tipo alvo de r coincide com o tipo de X, mas neste caso, como 7" é uma
funcao que preserva o tipo dos termos, teremos que o r-ésimo elemento da
substitui¢ao 1-... -4, —1-cy-...-c;y—j,41+ " também ¢é tal que seu tipo alvo
coincide com o tipode—X o que constitui a condi¢ao necessaria para que uma
aplicagao de Exp-App,, a equagdo (4.7) gere uma nova equacao da forma
X = (r Wy...W,). Observe que neste caso, elementos de R; da regra Exp-
App,,, correspondem a elementos de I, da regra Exp-App,,. Isto justifica
o fato de, as regras Exp-App), ¢ Exp-App,s, gerarem o mesmo nimero de

novas equacoes apesar de o conjunto R; ser unitario apenas na regra Exp-

Appi.-

Exemplo 4.9 Considere o sequinte problema de unificacao

i 03(X,a,b) =5, (12b;y...b,) (4.8)

Se

cujo lado esquerdo ja foi estudado no Exemplo 4.5.

De acordo com a defini¢ao do conjunto R; da regra Exp-Appas,, temos que uma

equacao da forma X :;Se (9 Hy...H,) € gerada.

Pelo Exemplo 4.5, sabemos que o problema de unificagao correspondente equagao
(4.8) no Ao-cdlculo é dado por:

X[L-5-TO)[1°]-6-T(a)[1°]- T

811 =5, (12T (hr) ... T(b)))  (49)

Uma aplicagao da regra Exp-Appy, d equacdo (4.9) gera uma nova equagao da

forma X =5, (9 W, ... W,), como afirma a Proposi¢io 4.8.

Na secao seguinte estabeleceremos uma relagao semelhante a esta proposicao,

mas na outra direcao, isto é, partindo do Ao-calculo.

4.2 Correspondéncia a partir do \o-calculo

Nesta se¢ao mostraremos como a unificacao no Ao-célculo corresponde a unificagao

no As.-calculo.
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Definigao 4.10 A funcdo L : Ay,(X) — Ays, (X)) € definida indutivamente por:

(a)
(b)
(c)
(d)
(¢)

L(X) = X;

L™ Y) = m, onde m € N;
L(a b) = (L(a) L(b));

L(\.a) = A.L(a);

L(alay-ay-...-ap- ")) = o' ... oP@l ! (L(a), L(ap), L(ap—1), . . ., L(az), L(a1)),
onde ay - ay - ... a, 1" € uma substituicio em forma Ao-normal, e n,p > 0.

A proposicao a seguir mostra que a fungao L preserva o tipo e o contexto dos

termos:

Proposicao 4.11 Seja I' um contexto, e a um termo em forma Ao-normal de tipo

A Sel'Fa:Aentiol't L(a) : A

Prova. A prova é por inducao sobre a estrutura de a. Os casos em que a é uma

meta-variavel, um indice a la de Bruijn ou uma aplicagao sao triviais.

Se a = A\g.b entao A é da forma B — C' e, por hipdtese de inducao, temos que
B-T'F L(b) : C. Apés uma aplicagao de (lambda) obtemos I' F Ag.L(b) : B —
C' que, pela defini¢ao de L, nos permite concluir que I' = L(Ag.b) : B — C.

Se a = blcy-. ..., 1] entdo temos que aly = bil""'Cp'F>"[c151 cpc -(1"r.,]
e, pela definicao de L sabemos: L(ay) = L(bil""'c”'rﬂ 16, Cpc,, L)) =
ol. ..O'p(p;H_l(L(b)il O ek +--» L(e1)g,). Por hipétese de indugao,
temos que I' - L(¢;) : C; paratodo 1 <i<pequeCy-...-Cp-T's,, F L(b) :
A. Considere a seguinte derivacao obtida por sucessivas aplicacoes da regra
(sigma):

Crovor Gy D@L A TEL(,): G,

Cl-... Cp1 - T'Fo? (ol (L(b)), L(cy)) : A B
Cr-...-Chy-TFo" 0Py ”“(L(b)), (¢p), L(cy_1)) : A

' O’ ..oP” 10'p90n+1([1(b)7 L(Cp)a ceey L(Cl)) t A

onde [ corresponde a I' F L(c,_1) : Cps.
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Proposicao 4.12 Seja X uma meta-varidvel de tipo atomico e,
Xlay ... ay "] =5, (m by ...b,) (4.10)

uma equacgao flexivel-rigida no Ao-calculo. Se uma aplicacdo da regra EXp-Appis
a equagdo (4.10) gera uma nova equacio da forma X =4, (r Hy ... Hy) entdo uma

aplicagao de Exp-Appys, @ equacao:
L(X[ar .. ay 1"]) =4, (m L(by) .. L(B,))

gera uma equagdo da forma X =5, (r Wi...Wy).

Prova. Suponha que uma aplicagdo da regra Exp-App,, a equacao (4.10) gere
uma nova equagao da forma X =5 (r Hy...Hy). Se m > n entdo a equagao
X =}, (m—n+pH, ...H,) égerada. Neste caso, temos que a desigualdade co >
m+ (p+1) — (n+1) > p ¢é verdadeira e, a equagao X =}, (m+p—nWi...W,)
é gerada por uma aplicacao de Exp-App,s, -

Ser € {l,...,p} entdo o tipo alvo de a, coincide com o tipo de X e, assim pela
Proposigao 4.11, temos que o tipo alvo de L(a,) coincide com o tipo de X e, assim
uma aplicacdo de Exp-App,s, gera uma equacao da forma X :;SE (r Wy...Wg)
porque r é o super-indice de um operador ¢ tal que (r Wi ... Wy) tem o tipo de X.
O

Proposicao 4.13 Seja P (resp. Q) um problema de unifica¢io no \s.-cdlculo
(resp. Ao-cdlculo). Entao as drvores de derivacao de P (resp. Q) e T(P) (resp.
L(Q)) coincidem, pois ambas sempre podem ser construidas utilizando-se a mesma

estratégia.

Prova. e Suponha que a regra Dec-)\,s, possa ser aplicada em P entao P possui

(pelo menos) uma equagao da forma As.a =} . Aa.b. Neste caso, T'(P) possui (pelo

menos) uma equacao da forma A4.T(a) =5, A4.T(b) e, portanto Dec-\y, também

se aplica.

e Se Dec-App,s, pode ser aplicada a P entao este possui (pelo menos) uma equagao

da forma (n a;...a,) =5, (nby...b,). Neste caso, T(P) possui (pelo menos) uma
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equagdo da forma (n T(ay)...T(a,)) =5, (n T(b1)...T(b,)) e, portanto a regra
Dec-App,, pode ser aplicada.

e Se App-Fail,,, pode ser aplicada a P entao este possui (pelo menos) uma equagao
da forma (n ai...a,) =5,, (m by...by) com m # n. Neste caso, T(P) possui
(pelo menos) uma equagao da forma (n T(ay)...T(a,)) =5, (m T(by)...T(b,)) e,

portanto a regra Dec-Fail,, pode ser aplicada.

e Se Exp-)\,,, pode ser aplicada a P entao este possui (pelo menos) uma ocorréncia
de meta-varidvel cujo tipo nao é atmico, digamos X. Como T'(X) = X entdo T'(P)
também contém uma meta-variavel de tipo funcional e, portanto a regra Exp-\,,

se aplica.
e Se Exp-App,s, pode ser aplicada a P entao o resultado segue da Proposigao 4.8.

e Se Normalise);, pode ser aplicada a P entao este passo de normalizacao foi
originado devido a uma aplicagao de Exp-\);, ou Exp-App,s, j& que estas sao
as unicas regras que introduzem novos termos que podem gerar novos rédices. Se
o passo de normalizacao foi originado por uma aplicagao de Exp-\,s, entao uma
abstracao foi inserida em um termo que estd numa posicao funcional e, pelo mesmo
motivo uma aplicacdo de Normalise), pode ser aplicada ao problema T'(P). Se o
passo de normalizacao foi originado por uma aplicagao de Exp-App,s, entao uma
meta-variavel de tipo atmico foi substituido por um termo cuja cabega é um indice
a la de Bruijn que esté inserido dentro de um nimero nao nulo de operadores o e/ou
¢. Sendo assim, T'(P) possui um termo contendo um indice a la de Bruijn que esta

aplicado a uma substitui¢ao explicita e, portanto Normalise,, se aplica a T'(P).

e Se Replace,,, pode ser aplicada a P entdao P deve conter (pelo menos) uma
equacao da forma X :f\Se a, onde X é uma meta-variavel nao resolvida. Existem
duas possibilidades para uma tal equagao: ou ela foi criada por uma aplicagao
da regra Exp-App)s., ou ja existia no problema original. No primeiro caso, uma
aplicacao da regra Exp-App,, equagao correspondente em 7T'(P) gera uma equacao
da forma X =} a’, onde X também nao é resolvida em T'(P) e, portanto Replace,,
se aplica a T'(P). O

Exemplo 4.14 Considere a drvore de derivacao no Ao-cdlculo contruida no FExem-

plo 2.15. Aplicando a fun¢ao L equagao (2.8), obtemos a equagdo:

A—p-(L((#5X) 3)) =5, Ap—5-(1(2(43))).

Utilizando a mesma estratégia, construimos a drvore de unificacao dada nas figuras
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4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5. Note que existe uma correspondéncia biunivoca entre os
vértices destas drvores, e mais ainda, cada um de seus vértices pode ser obtido do

vértice correspondente no outro cdlculo utilizando-se as fungoes T e L.

Neste capitulo mostramos que unificacdo no Ao-calculo e no As.-calculo podem
gerar arvores de derivacao iguais desde que sejam utilizadas a mesma estratégia em
ambos os calculos. Desta forma a relacao estrutural entre HOU a la Huet e HOU

no Ao-calculo também é valida para o As.-calculo.



Ap—p-(L($3X) 3) =3, Ap—p-(1(2(4 3)))
Dec-\

A5 x) 3)) =X, L2 3))
Dec-App

(93X) 3) =3,, (2(43))

Exp-\

X =, 2 AUedX) 3) =5,, (214 3))
Replace

X =1s. A Y Al9g(AaY) 3) =3, (2(43))
Normalise

X =%, AaY A ((93Y)els) =5, (2(43)
Exp-App

Y =, @H)AX =], AaY A(piY)o'3) =], (2(43)
Replace

Y =5, @H)AX =5, Xa-(2Hi)A (92 H))o'3) =5, (2(43))
Normalise

Y =5, @QH)AX =5, Aa.(2H1)AQeTH1)'3) =}, (2(43))

Dec-App

? ? ?
Y =g, @HI)AX =, Aa-(2H1)A($TH1)0'3) =5, (43)

Exp-App
T2 T
Exp-App
T3 Ty

Figura 4.1: Arvore de derivagao no As.-calculo.
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? ? ? ?
Hy={,, LAY =, (2HI)AX =}, 2a.(2Hi)A(¢TH1)o'3) =, (43)

Replace

? ? ? 2 ?
Hy =5, 1AY =5, 2DAX =5, 2a.21A{(eID)o'3) =5, (43)

Normalise

? ? ? ?
Hy =\, lAY =\, CDAX=, 2a.2QDA3=), (43)

App-Fail

Falha

Figura 4.2: A arvore T} no As.-calculo.

? ? ? ?
Hy =3, 4H2) AY =5, (2 H1)AX =, Aa.(2 H1) A ((pTH1)o'3) =5,, (43)

Replace

Hy =3, (4H)AY =, (2@ H2)AX =3, Aa-(2(4H))A (¢34 Hp))o'3) =], (43)

Normalise
i ? ? ?
Hy=35,, @H)AY =, (24 H2))AX =1, Aa.(2(4 H2)) A (4 (¢](H2)o'3)) =3, (43)

Dec-App

Hy =3, (4H2)AY =3, (2(4Hz2)AX =3, Aa.(2(dHs)A(pT(H2)o'3) =3, 3
Figura 4.3: A arvore T, no As.-calculo.

3

? ? ? ? ?
Hy ={,, 3AH1L =}, AH2)AY =, (2(dH2)AX =5, Aa.(2dH2)A (p7(H2)o'3) =,

Replace

? ? ? ? ?
Ho =5, 3AH1 =5, (43)AY =5, (2@A3)AX =, 2a.(2@3)A(eI@B)'3) =5,, 3

Normalise
Hy =5, 3AHy =S, (43)AY =}, (2(43)AX=3, ra.(2(43))

Sucesso

Figura 4.4: A arvore T3 no As.-calculo.

3

? ? ? ? 7 ?
Ho =5, 1AHp =5, (4Ha)AY =35, (2(4H2)AX =5, Xa-(2(H2)A(p7(H2)o'3) =3,

Replace

Hy =3, 1AHp =, (@ALAY =}, Q@AL)AX =}, Aa.2@L)A(TL)e'3) =%, 3

Normalise

? ? ? ?
Hy =5\, 1AHp =5, @HAY =5, QUADLD)AX =5, Aa-(2(41))

Sucesso

Figura 4.5: A arvore T, no \s.-calculo.



Capitulo 5

Aplicacao: Matching de Segunda
Ordem

Matching é uma operagao bésica muito utilizada em computagao. Em particu-
lar, matching de segunda ordem nos fornece um ambiente adequado para expres-
sar transformacao de programas [HL78| e reconhecimento de padrées em deducio
automética [dITC87]. Neste capitulo adaptaremos as técnicas de unificagdo em
substituicoes explicitas para desenvolver um algoritmo especifico para matching de
segunda ordem no Ao-calculo. Uma versao preliminar das idéias aqui desenvolvidas
foram publicadas em [dMKARO5a]

5.1 Matching de Ordem Superior

Matching de primeira ordem, assim como unificagao de primeira ordem, é um pro-
blema decidivel e unitario, isto é, quando um problema tem solucao entao esta
solu¢do é tnica (conhecida como “unificador mais geral”) e existe um algoritmo
para determind-la [Rob65]. Matching de segunda ordem ¢ também um problema
decidivel [Hue76], mas as solu¢oes nao sao mais necessariamente tnicas e a no¢ao de
unificador mais geral nao existe mais. Matching de terceira e quarta ordens ainda
sao problemas decidiveis [Dow94, Pad00], e para ordens superiores a decibilidade
do problema de matching ainda é um problema que continua em aberto (por quase
trinta anos) [Hue76]. Em [Loa03], Loader prova a indecidibilidade de [-matching
de quinta ordem, mas infelizmente a prova nao fornece informacoes de como tratar

o caso geral que inclui n-conversao.

No Capitulo 2 apresentamos o procedimento de unificagao de Dowek, Hardin

7



78

e Kirchner para o Ao-calculo simplesmente tipado. No entanto este procedimento
nao decide matching de segunda ordem como veremos através de um exemplo nao
terminante. Além disto, [Bur89] mostra que matching pode ter um comportamento
diferente de unificacao dependendo da teoria equacional considerada o que torna
importante o estudo de matching via substituicoes explicitas. A seguir apresentamos

algumas nocoes importantes para o restante deste capitulo.

Defini¢ao 5.1 (Equagao de matching[Dow01]) Uma equacao de matching (de
ordem superior) € uma equacdio da forma a <’ b, onde a e b sdo A-termos do mesmo
tipo e sob 0 mesmo contexto e, além disto b nao contém meta-varidveis. Uma solugao

da equacio a <’ b, chamada de matcher, é uma substituicao o tal que ac =gy b.

A definicao acima corresponde a nogao de “filtragem”, que por definicao assume
que os lados esquerdo e direito em uma equacao de matching sao termos sem meta-
variaveis comuns. Caso contrario, estas meta-variaveis podem ser renomeadas como
¢ usual na teoria da reescrita. Uma outra nocao de matching conhecida como “semi-

unificacao” caracterizada por (3o, ac =g, bo =g, b), ndo sera tratada aqui.

Definicao 5.2 (Problema de Matching) Um problema de matching (de ordem
superior) € dado por uma conjungao de um nimero finito de equagdes de matching,
todas bem tipadas sob o mesmo contexto. A ordem de um problema de matching é

dada pela mais alta ordem de suas meta-varidaveis.

Se M é um problema de matching, denotamos por M (M) o conjunto de todas

as solugoes de M.

5.2 Matching de Segunda Ordem no A\o-calculo

Definiremos problemas de matching no Ao-calculo de forma similar a definicao que
fizemos para problemas de unificacdo. Assim, um problema de matching no Ao-

calculo é dado por uma conjun¢ao de um numero finito de equagoes da forma:
?
/\ a; <<)\U bl)
i

onde a; e b; sao Ao-termos do mesmo tipo no mesmo contexto e b nao contém
ocorréncias de meta-variaveis. Denotaremos por M,(M) o conjunto de todas as

solugoes do problema de matching M na linguagem do Ao-calculo.
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Sabemos que a linguagem do Ao-céalculo é uma extensao nao trivial da linguagem
do A-célculo e, portanto decidibilidade de matching de segunda ordem no Ao-calculo
¢ uma questao que aparece naturalmente. Um passo 6bvio que podemos tomar é
utilizar o procedimento de unificacao do Ao-célculo que conhecemos para resolver
problemas de matching. No entanto, este procedimento pode gerar redugoes infinitas
para problemas de matching de segunda ordem arbitrarios. De fato, seja I' um

contexto e, considere o seguinte problema de segunda ordem:
X‘Af‘_)A'F[()\ 1AF)A—>A Zdr] ?/\a by

onde b é um termo sem ocorréncias de meta-variaveis bem tipado no contexto I'.

Considere a seguinte derivagao:
A—AT 00 _? 3T Exp—A
X [(Aa 24"y - idp]y =3, by —Fxp=Ape

)(f“f"r[(A A4 a - ddp]y =5, by A

XAHA r (1£H£ r YAHA F)AHA I' _, Replace
_)\o' =A—

(LAZAT YATADATAT (A LA 4 - idE] =5, bl A

XAHA r (1£H£F YAHA F)AHA I' _ Normalise
_)\o' =A—

YATATINA LT ) a4 - ddr] =5, by A

XAHA r _)\ (1£H£F YAA)A F)AHA I _ Exp—-App ...
o \=A—

A partir deste ponto podemos repetir a estratégia Exp-App, Replace e Nor-
malise ja que o ultimo problema gerado é composto por duas equagoes da forma
flexivel-rigida, onde a primeira é igual ao problema original a menos de renomea-

mento de variaveis.

Portanto o procedimento de Dowek, Hardin e Kirchner nao nos permite responder
diretamente se matching de segunda ordem na linguagem do Ao-calculo é um pro-
blema decidivel ou nao. A seguir definiremos uma classe de problemas de unificacao
de segunda ordem que nos permitira construir um algoritmo especifico para match-
ing de segunda ordem no Ao-célculo. Esta classe é originada a partir de problemas
que sao gerados no A-calculo simplesmente tipado e portanto nosso algoritmo sera
capaz de resolver todos os problemas de matching de segunda ordem que sao rele-
vantes. O lema a seguir ¢ utilizado para construir uma estratégia de normalizagao

que vai ser util na caracterizacao desta classe.

Lema 5.3 Sejam a um termo bem tipado e, by-...-by- 1" ecy-...-cs- 15 substituicoes

bem tipadas na linguagem do Ao-cdlculo, onde:
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o .1 5,8 >0;

® by,...,b. sao termos de tipo atomico;

Cly ..y Cr tém tipo arbitrdrio e ¢y, ..., cs tém tipo atéomico, se r’ < s;
° N Lo
C1,...,Cs tém tipo arbitrdrio, se r’ > s.

Se o termo (a[by - ... b T")c1 - ... - cs %] estd bem tipado entio existe uma
estratégia de normalizagdo que resulta no termo alay-...-a, 1" onde ay-...-a, T €

uma substituicao em forma Ao-normal tal que os termos as, ..., a, tém tipo atomico
p=ren=r —s+s, ser’ >s;
p=r+s—1ren=¢, ser’ <s.

Prova. Considere a seguinte estratégia de normalizacao:
(albr ... b T D]er - eor 1] —ct0s
al(by ... b-1T")o(cr-... co 1) — N\ ssoe.Map

a[bl[cl N O TSI] L br[cl I 6P TSI] : (TTI O(Cl IR TS/>)]

Se 1’ > s entao podemos aplicar a regra (ShifCons) s vezes para obter o termo:
albier oo 1% bpfer e 10 1T T
e, como os termos by,...,b, por hipdtese tém tipo atomico, temos que a forma

Ao-normal de cada um dos termos:

/

bifeg ... - ey TS/],...,br[cl~...~cs' 1]

também tem tipo atomico.

Se r’ < s entao podemos aplicar a regra (ShifCons) r' vezes para obter o termo:

/

s s’ s
albifey - ooocee T8 bfer e 1T e e 17
e, como os termos by, ..., b, Cv11,...,Cs por hipotese tém tipo atomico, temos que
a forma Ao-normal de cada um dos termos:

/

bifey - ... csr TS/],...,bT[cl-...-cS- 1%, gty vy Cs

também tem tipo atomico. O

A proposicao a seguir caracteriza uma classe de problemas de segunda ordem
na linguagem do Ao-calculo para a qual o procedimento apresentado na Secao 2.4

sempre para.
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Proposicao 5.4 (Caracterizagao para problemas de segunda ordem) Seja
P um problema de unificacao de sequnda ordem que estd na imagem da func¢ao
de pré-cozimento. Entao todo subtermo atomico e flexivel que ocorra em qualquer
problema derivado de P (utilizando-se as regras da Tabela 2.1) tem a forma X|a; -
..-ap 1", onde p,n >0, X € uma meta-varidvel atomica e ay - ... - ay, 1" € uma

substituicao em forma Ao-normal com ay, ..., a, atomicos.

Prova. A prova é por inducao sobre o comprimento da derivagao que gerou o termo

que contém Xlap - ... - a, 1" como subtermo.

Como P esta na imagem do pré-cozimento entao todas as ocorréncias de meta-
variaveis em P sao da forma X[["], onde n denotada o niimero de abstratores que

englobam X e, como p = 0, o resultado segue por vacuidade.

Agora suponha que a proposicao valha para o problema P’ derivado de P através
das regras da Tabela 2.1. Seja P” um problema derivado de P’ apds uma aplicacao

da regra:

e Dec-) ou Dec-App: Neste caso, o termo Xla - ... - a,- "] jd era subtermo
de P’ ja que estas regras nao mudam as estruturas das substituicoes explicitas

que ocorrem no termo e, o resultado segue por hipétese de inducao.

e Exp-\: Neste caso, o termo X|[a; -...-a, "] é um subtermo da nova equacao
que foi gerada ou este subtermo ja estava em P’. No primeiro caso, a Unica
meta-varidvel introduzida tem a forma Y, que pode ser vista como Y[id], ou
ainda Y[1°], de onde obtemos o resultado por vacuidade. No ultimo caso, o

resultado segue por hipétese de inducao.

e Exp-App: Neste caso, o termo XJ[a; - ... - a,- "] é um subtermo ocorrendo
em alguma das equagdes recém introduzidas ou o mesmo ji ocorria em P’
No primeiro caso, todas as novas meta-varidveis tém a forma H(= H[1°]) e o
resultado segue por vacuidade. No ultimo caso a proposicao segue por hipdtese

de indugao.

e Normalise: Neste caso, ou o termo XJa; - ... a,- 1"] j& era subtermo de
P’ e o resultado segue por hipétese de indugao, ou o mesmo foi gerado por
aplicagoes das regras da Tabela 1.1. No ultimo caso, cada ocorréncia da meta-
variavel Y em P que esteja no escopo de k abstratores, é escrita da forma

Y'[1*] de acordo com a definicao de pré-cozimento. Como P é um problema de
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segunda ordem, os tipos das meta-variaveis que ocorrem em P sao da forma
Ay — ... — A, — A, onde os tipos Aj,...,A,, A sdo atomicos e portanto
os possiveis argumentos de Y[1*] tém tipo atémico. De fato, durante o passo
de normalizacao sempre podemos extender um termo para a sua forma n-
longa e, desta forma sejam by, ..., b, os argumentos de Y[*]. Apés sucessivas
aplicagoes das regras Exp-\ e Replace o subtermo (Y[1*] b;...b,) pode ser
reduzido para a forma Z[b-...-b.- 1*] onde Z é uma nova meta-variavel intro-
duzida por uma aplica¢do da regra Exp-\ e os termos b}, ..., b\ sdo atémicos.
Os k abstratores que englobam a meta-variavel Y em P podem iniciar, no
maximo, k simulacoes de B-reducoes e, apesar de estes abstratores terem tipo

arbitrario (de qualquer ordem) ao se propagar as possiveis substituigdes gera-

das por eles até o subtermo Z[b] - ... b.- 1*], obteremos um novo termo da
forma:

(Z[0, - b D e e T (5.1)
onde cyq,...,c; sao termos de tipo arbitrario, cada um introduzido por uma

aplicagao da regra (beta) ou da regra (Abs). De acordo com o Lema 5.3,
existe uma estratégia de normalizacao que reduz o termo (5.1) para a forma:

Xlay - ... a, 1" onde ay,...,a, sdo termos atomicos.

e Replace: Neste caso, o resultado segue por hipétese de inducao.

O

Em outras palavras, a Proposicao 5.4 nos diz que qualquer subtermo atomico e
flexivel construido a partir de um problema de unificacao de segunda ordem originado
no A-calculo simplesmente tipado tem a seguinte estrutura:

X[ ay-...-ap,- 1"
———
tipos
atomicos

Esta caracterizacao nos permite concluir que todas as possiveis “projecoes” sobre
os termos ay, . .., a, sao de tipo atomico e portanto nao precisam inserir novas meta-
variaveis durante o processo de unificagao. Desta forma podemos otimizar a regra
Exp-App para esta situacao especifica. Antes de apresentar o algoritmo, precisamos

definir uma notacao adequada para matching de ordem superior.
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5.3 Notacao de Unificacao por Transformacao

Problemas de matching sao caracterizados pelo fato de que o lado direito das equa-
¢oes nao podem ser instanciados. Utilizando diretamente as regras da Tabela 2.1
problemas de matching sao transformados em problemas de unificagao em geral. De
fato, aplicagoes da regra Exp-\ introduzem novas equacoes da forma flexivel-flexivel
cujo lado direito precisa ser instanciado. Como estamos particularmente interes-
sados em problemas de matching, apresentaremos uma notagao que nos permita
manter em classes distintas os problemas de matching e problemas de unificacao em
geral. Esta notacao é baseada em [Nip93] e é conhecida como unifica¢do por trans-
formagao. Assim, se M é uma conjuncao de equacoes de matching na linguagem do
Ao-céalculo, sua representacao na notacao de unificacao por transformacao é dada

pelo par (o, M), onde ¢ é uma substituicao de primeira ordem (grafting).

Defini¢ao 5.5 (Formas Resolvidas) Uma forma resolvida é um par (o,{}), onde

o € um grafting e o sequndo elemento do par é uma conjun¢ao vazia.

A seguir apresentaremos um algoritmo para matching de segunda ordem que
resolve qualquer problema pertencente a classe caracterizada na Proposicao 5.4.
Apesar de esta classe ser um subconjunto préprio do conjunto de todos os problemas
de matching de segunda ordem que podem ser gerados na linguagem do Ao-calculo,
temos que a mesma é expressiva o suficiente para conter todos os problemas de
segunda ordem que sao gerados a partir do A-calculo simplesmente tipado. De fato,
esta classe contém todos os problemas cujos termos estao na imagem da funcao
de pré-cozimento e, assim ¢é capaz de resolver todos os problemas de matching de
segunda ordem que sao importantes na pratica, isto é, todos os problemas que
podem ser gerados a partir do A-calculo simplesmente tipado. Como veremos, este
algoritmo consiste em uma adaptacao do procedimento geral de Dowek, Hardin e

Kirchner.

5.4 Algoritmo para Matching de Segunda Ordem

As regras para matching de segunda ordem sao dadas na Tabela 5.1. As regras
Dec,,-\, Dec,,-App, Dec,,-Fail e Normalise,, correspondem exatamente as re-

gras Dec-\, Dec-App, Dec-Fail e Normalise da Tabela 2.1 escritas na notagao
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Dec,,-) <0‘, M A Xs.a <<:)\U )\Ab>
(o, M Na <, b)

Dec, -App (o, M N (n ay = ap) <5y (0 by = by))
(o, M Nay <5, i AL N ap <5, )

Dec, -Fail (o, M A (nay...a) <5, (mb... bq)>7 -

Falha

Exp,,-\ (o, M)
Y (A - A THEY CB) (0, {X — A4, ... A4, .Y} M)
se THX:A —...— Ay — B)eTVar(M),Y & TVar(M),
e X nao é uma variavel resolvida,
onde 0/ = {X — A4, ... \a,.Y }o.

it (o, M AX[ay ... -a.- "] <5, (mby...b,))

(o', d'M Nep A ... N\eg)

se X tem tipo atomico e m > n;
onde o/ ={X — (m—n+r H,...H,)}o,
e; = Hilo'ay - ... d'a "] <5, bi (1 <i <q),
H,, ..., H, sao meta-varidveis novas com tipo apropriado e
contexto I'y, =I'x(1 <i<gq),em —n+r tem,
no maximo, ordem 3.

Pro (o, M AXlay - ... ay 1" <5, (mby...b,))

roj . : ; 7
\/jeRp<{Xl—>l}a, {(X=tM AN {X = jta; <5, (m by ... b))
se X tem tipo atomico e nao é uma variavel resolvida.
onde R, é um subconjunto de {1,...,p} tal que j tem o
mesmo tipo de X.
?

Normalise,, o, M Na <<Ar," ) se a ou b nao estd em forma Eta-longa.
(o', M Na" <, V)
onde a’ (resp. ) é a forma Eta-longa de a (resp. b),
e o’ é obtido de ¢ por normalizacao de todos os seus termos.
Se a (resp. b) ndo é uma varidvel resolvida e a (resp. b)
caso contrario.

Tabela 5.1: Regras para Matching de Segunda Ordem

de unificacdo por transformacao. A regra Exp,,-\ é a adaptacao para matching
da regra Exp-)\ e, a diferenca entre elas, além da notagao, é que Exp,,-A sempre
substitui uma meta-variavel de tipo funcional por uma abstracao cujo corpo é uma

meta-variavel nova de tipo atomico. Além disto o grafting gerado ja é automatica-
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mente aplicado ao problema de matching atual. Sendo assim, um passo de Exp,,,-A
¢ equivalente a varias aplicagoes de Exp-\ seguidas por uma aplicacao de Replace.
Observe que se a regra usual Exp-\ nao for sucedida por uma aplicacao de Replace
entao podemos aplicar Exp-) indefinidamente. Para evitar isto, Dowek, Hardin e
Kirchner definiram a nocao de estratégia honesta. Nossa definicao de Exp,,-\ evita
a necessidade de uma tal estratégia. As regras Imit e Proj geram graftings para a
cabeca X do termo flexivel de uma equacao da forma flexivel-rigida, desde que X
tenha tipo atomico. Imit estd designada para realizar passos de imitacao, enquanto
que Proj realiza as projecoes. A principal diferenca entre estas duas regras é que
Proj nunca introduz meta-variaveis em suas substitui¢coes. A regra Imit, por sua
vez, exige que a cabega do termo rigido seja, no maximo de terceira ordem para
evitar que alguma das meta-variaveis introduzidas tenha ordem maior do que 2.
Ou seja, como a cabeca do termo rigido tem, no maximo, ordem 3 concluimos que
seus argumentos (que correspondem as novas meta-varidveis introduzidas) tém, no

maximo, ordem 2.

A seguir provaremos que nao é possivel construir uma derivagao infinita com as
regras da Tabela 5.1 a partir de problemas de matching de segunda ordem cujos
termos pertecam a classe caracterizada na Proposicao 5.4. Para isto, definiremos

uma medida adequada para os Ao-termos.

Definicao 5.6 (Comprimento de um Ao-termo) Seja a € Ay, (X). Indutiva-

mente definimos |a|, o comprimento de a, como sendo:
e sea=X oua=1 entdio |a| =1
e sea=(bc) entdo |a| =1+ |b] + ||
e sea=\b entio |a] =1+ |b|

e se a = b[s] entao |a| = |b| + ||s]|, onde o tamanho da substitui¢io s, denotado

por ||s||, € indutivamente definido por:

— se s =1 ou s =1id entdo ||s|| =0
— se s = c.d entao ||s|| = |e] + ||d|]
— se s =wuowv entao ||s|| = ||u|| + ||v]|

Definicao 5.7 Seja M um problema de matching da sequinte forma:

a1<<?>\ab1/\.../\an<<?>\abn
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Defina u(M) = (£,£,£") da seguinte forma:

n
o &= |bil.
e £ = o numero de meta-variaveis que ocorrem em M.

e ¢ = a soma das ordens do tipo das meta-varidveis que ocorrem em M.

Agora denote por < a ordem lexicogrdfica usual sobre estas triplas.

Proposicao 5.8 (Terminalidade do Algoritmo de Matching) Derivagoes de
problemas de matching de sequnda ordem que pertencem classe caracterizada na

Proposicao 5.4 utilizando-se as regras da Tabela 5.1 sao sempre finitas.

Prova. Seja M, um problema de matching marcado com a notacao de arvores de
unificagao definida na Segao 2.2. Mostraremos que p(M,) < u(My;), onde My, (1 >
0) é obtido de M, depois de uma aplicagao de alguma das regras da Tabela 5.1.

e Uma aplicacao de Dec,,-\ decresce o comprimento dos termos de ambos os

lados da equagao considerada e, portanto pu(M,) < pu(Ma).

e Uma aplicacao de Dec,,-App substitui uma equacao por um numero finito
de novas equacoes formadas por subtermos da equacgao que foi substituida e,

portanto £ decresce e temos que (M) < p(Mar).
e Uma aplicacao de Dec,,-Fail sempre gera um né de falha e, portanto para.

e Uma aplicacao de Exp,,-\ substitui uma meta-varidvel de tipo funcional por
uma abstracdo cujo corpo é uma meta-variavel de tipo atmico e, dai £ de-
cresce, enquanto que as duas primeiras componentes da tripla permanecem

inalteradas. Portanto, p(M,) < pu(Maq).

e Uma aplicacao de Normalise tem que se concluir apés um ntmero finito de
passos porque o Ao-cédlculo é fracamente terminante e, apés um nimero finito
de aplicacoes das regras dadas na Tabela 2.1, uma equagao da forma a <5, b
é convertida em uma equagao da forma o’ <, b, onde @’ é a forma Eta-
longa de a e portanto, £ permanece inalterado, £ e £ nao podem aumentar
pois nenhuma das regras do Ao-cédlculo introduz novas meta-variaveis. Dai

concluimos que pu(M,) < pu(M,1), mas como Normalise sé pode ser aplicada
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uma vez temos apenas duas possibilidades: o problema atual ja esta em forma
resolvida ou alguma das outras regras pode ser aplicada ao problema. No
primeiro caso, a derivacao para e, no segundo caso u decresce estritamente

apos a aplicacao de qualquer que seja a outra regra.

e Uma aplicacao de Imit decresce £ pois o lado direito de todas as novas equacoes

geradas é formado por subtermos do lado direito da equacao:
Xlay ... ay 1" <3, (m by ... b,)
e portanto u(My) < p(Mar).

e Sejam M,q,..., My (r > 0) os problemas de matching gerados apés uma
aplicacao de Proj ao problema M, que por hipdétese contém uma equacao da
forma:

Xlay ... ay 1" <5y (M by ... 0y
onde os termos ay, . .., a, sdo atomicos (ver Proposicdo 5.4). Temos para todo
1 <i<r, que u(My) < (M) ja que o valor de & decresce porque nenhuma
meta-variavel nova ¢é introduzida no problema M,; e, £ permanece inalterado.
Desta forma, uma aplicacao de Proj a um problema de matching pode gerar
uma disjungao (finita) de outros problemas, de forma que para cada um destes
novos problemas gerados, a medida p decresce. Assim concluimos que nao é

possivel gerar derivagoes infinitas com este conjunto de regras.

O

A seguir provaremos que o grafting gerado como solucao de problema de match-
ing estd sempre na imagem da fungao de pré-cozimento. Como veremos isto é
consequéncia do fato de que tais graftings tém a forma X +— a, onde a é um termo
fechado.

Proposicao 5.9 Qualquer forma resolvida de um problema de matching de sequnda
ordem, obtida por aplicacoes das regras da Tabela 5.1, estd na imagem da fungao de

pré-cozimento.

Prova. Se (0,{}) é uma forma resolvida entao qualquer elemento de o ¢ da forma
X +— a, onde X é uma meta-variavel e a é um termo sem ocorréncias de meta-
variaveis. Como indices @ la de Bruijn sempre estao na imagem da funcao de pré-
cozimento, concluimos que a também esta na imagem da funcao de pré-cozimento.
(Il
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De acordo com a Proposicao 5.9, podemos concluir que para transformarmos um
grafting (que é solugdo de um problema de matching de segunda ordem) em uma
substituicao correspondente do A-célculo simplesmente tipado entao basta remover-
mos a codificagao dos indices a la de Bruijn. Esquematicamente temos a seguinte

situacao:

Pré-cozimento Algoritmo de Matching ,Pré-cozimento "
Mp Mp

M o

Exemplo 5.10 Seja M um problema de em matching de sequnda ordem e contendo
apenas a equag¢do I' = Aa.(X 3) <" M\4.(2(43)): A — B, ondel' = A — B-A-A—
A-nil, A e B sao tipos atmicos e ' - X : A — B. Apds aplicacao a funcao de
pré-cozimento vamos obter a equagdo Ma.(X[1] 3) <5, Aa.(2(43)). O algoritmo gera

a sequinte reducao:

({1 2 (XM 3) <5, Aa-(2(43)})

Dec,, -\

{IAX3) <5, 214 3)})

Exp,, -\

X = A Y H (W Y)[1]3) <5, (243)})

Normalise,,

{X =AY A{Y[3 1] <5, (24 3)})

{Y = (2H.), X — (.2 H)} {H[3 1] <5, 43)})

ImV Yroj
T T

onde T' € dada por:

({H = LY = (21), X = A2 D} LB 1] <, (43)})
Normalise,,
({Hi =LY = (21),X = M\.2D} {3, 43)})
Dec,, —Fail
Falha
eT ¢ dada por:
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({Hy — (4 Hy),Y — (2(4 H2)), X — Aa.(2(4 H2))}, {H>[3- 1] <, 3})

ImV \Proj
T//

T///

onde T" e T" sao, respectivamente dadas por:

({Hy — 3, Hy— (43),Y — (2(43)), X — Aa.(2(4 3))}, {})

[&

({Hy = L Hy— (41),Y = (2(41), X — Aa.(24 1)}, {})

A seguir apresentamos uma prova de correcao e completude para as regras da
Tabela 5.1 e para o algoritmo de matching de segunda ordem apresentado. Nestas
provas codificaremos o problema de matching (o, M) como sendo o problema de

unificagao P construido da seguinte maneira:

? ’ ~ ’
e X =;_ a ¢ uma equacao de P sempre que X — a estd em o;

? , ~ ? , ~
e X =;, a ¢ uma equacao de P sempre que X <, a é uma equacao de M.

Proposicao 5.11 (Corregao do Algoritmo de Matching) As regras dadas
na Tabela 5.1 sao corretas, isto €, se (o', M') pode ser obtido de (o, M) apds uma

aplicagio de uma dessas regras, entao My, ((c", M')) C My ({(c, M)).
Prova.

1. Dec,,-\: Seja vy uma solugdao do problema (o0, M A a <}, b). Como para
todo termo a e todo grafting v vale que YA4.a =), Aa.7va, concluimos que 7 é
solugao de (o, M A Ag.a <5, Aa.b).

2. Dec,,-App: Seja v uma solugdo do problema (o, M A a; <5, b1). Como
para qualquer grafting v e termos m,ay, ..., a,, vale que y(m ay ...a,) =y,
(m ~a;...va,), conclufimos que v é solugao de (o, M A (m a...a,) <5,
(mby...b)).

3. Exp,,-\: Suponha que v seja uma solucao do problema P’ que corresponde a

codificacao do problema:

<{X = /\A1 Ce /\Ak.Y}O', {X — >\A1 Ce )\AkY}M>
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Isto significa que as solugdes de P’ coincidem com as solugoes de:
{X = A, A YIPAX =0 A4, - 0, Y
e daf, {X — A4, ... A4,.Y} € My, ((o, M)). Isto nos mostra que:

MAJ(<{X — /\A1 c. )\Ak.Y}O', {X — )\A1 c. )\AkY}M» g M)\U(<O', M>)

. Imit: Seja v uma solucao de P’ que corresponde a codificacao do problema:
(o', ' M NH[o'ay-...-0'a,-1"] <5y D1 A.. A Hy[d'ay ... 0'a, 1] <5y by)
dado pela regra Imit. Isto significa que 7 é solucao de:
PAHo'a;-...-da,- 1" =, i A... ANHo'ar ... - d'a,- "] =4, by
Considerando-se a estrutura da regra Dec-App temos a seguinte igualdade:
Y((m Hi[o'ay - ...-d'a.- "] ... Hylo'ar - ... - d'a,- T"]) =0 (m by ... 0,)).

Portanto, v é também solucao da seguinte conjuncao que estd contida na

codificacao P:
Y(XTJay-...-ap 1" =2y (mby... b)) AX =5, (m —n+r Hy ... H)).

Como ~ também resolve todas as outra equacoes contidas em P, concluimos
que v € My, ({c, M)).

. Proj: Seja v uma solucao de P’ que corresponde a codificacdo do problema:
{X—jto {X =M A {X—j}a; <5, (mby...by))
dado pela regra Proj. Isto significa que:
Y{X = jYay = (b by).
Esta ultima igualdade pode ser reescrita da seguinte forma:
Y(Xar- ... ar T =x0 (mbr... b)) AN X =5 ])

e, esta conjungao esta contida na codificagao P de (o, M). Como 7 também re-

solve todas as outra equagoes contidas em P, concluimos que v € My, ({o, M)).
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6. Normalise: Se vy é solugao de um problema de matching cujos termos estao em
forma n-longa entao, pela terminalidade (fraca) e confluéncia do Ao-célculo,
também continua sendo solucao do problema onde os termos nao necessaria-
mente se encontram em forma 7-longa visto que as meta-variaveis que ocorrem

em ambos 0s casos sao exatamente as mesmas.

O

Proposicao 5.12 (Completude das Regras de Matching) O conjunto de re-
gras dado na Tabela 5.1 é completo no sentido que, se (o', M') pode ser deduzido de
(o, M) por alguma dessas regras, entdo My,({(o, M)) C My, ({c’, M")).

Prova.

1. Dec,,-A\: Seja v uma solugao do problema (o', M’ A Aa.a <5, Aa.b). Como
para todo termo a e todo grafting v vale que YAs.a =), Aa.7va, concluimos que

7y é solugdo de (o, M A a <5 b).
2. Dec,,-App: Seja v uma solucao do problema:
(o, M A(may...a) <5, (mbr...b)).
Como para qualquer grafting v e termos m, ay, . .., a,, vale que
Yma ... a) =\ (moya; ... va,)
concluimos que ~y é solucao de:

(o, M Nay <5, by A ... Na, <5, D).

3. Exp,,-A: Seja v uma solugdo do problema P, codificagao de (o, M), onde M
contém pelo menos uma ocorréncia de meta-variavel nao resolvida, digamos X,
de tipo funcional da forma A; — ... — Ay — A (k > 0). Queremos mostrar
que 7y é também solugao de {X +— g, ... A4, . YIPAX =5 A4, ... Ma,.Y, que

corresponde a codificacao do problema:
<{X — )\Al Ce /\Ak~Y}U7 {X = /\A1 Ce /\AkY}M>

obtido de (o, M) apds uma aplicagdo de Exp,,-A. De fato, por definigao,

v resolve todas as equagdes de {X — A4, ...Aq,.Y} P, exceto aquelas que
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contém ocorréncias de Y, mas neste caso a informagcao sobre o termo que deve
. . 7 . ~ ? .z
substituir Y é obtida da equacao vX =;, A4, ... A4..Y, jd que sabemos que

~ possui uma substituicao para X, sempre que X seja nao resolvida.

4. Imit e Proj: Seja v uma solugao de P, codificagao de:
(o, MAXay-... ap 1" <5y (M by ... b)),

onde r,n,q > 0 e X é uma meta-variavel de tipo atmico. Sendo assim, temos
que ¥X = (j c1...¢5) (s > 0) e, aplicando 7 a codificagao P, obtemos a
igualdade:

(Jer . es)yar- ... - yap T =x0 (m by ... by) (5.2)

Temos dois casos a considerar:

e j <1 (Projegao): Neste caso, de acordo com a Proposigao 5.4 temos que
s = 0 e, portanto apds alguns passos de normalizagao, a igualdade (5.2)

assume a forma ya; =, (m by ...b,), e assim concluimos que v é solugao
de:
{X = o {X =M A {X—j}a; <5, (mby...by)).

e j > r (Imitagao): Neste caso, a igualdade 5.2 é equivalente a:

(j—?“—i—nclhal-...-var- Tn]"'cs[/}/al"”"yar' TnD Ao (mblbq)

e, portanto 7 —r +n = m. Dai concluimos que j =m —n+1re s =q.
Consequentemente temos as seguinte igualdades:

Clh/al R (¢ Tn]) =xo 01

cs[yar ... ya 1) =xo bs.
Estas igualdades nos permitem resolver as g equagoes geradas pela regra

Imit e, portanto v ¢é solugao de:
(o', 0’ MAH\[0'ay-. . .-0'a,- T7] <5y biA. . AH [0 ay-. . -d'a,- 1] <5, D)

O

A proposicao a seguir nos fornece uma nocao de completude para as regras
de matching no sentido que as aplicacoes destas regras preservam as solucoes dos

problemas.
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Proposicao 5.13 (Completude do Algoritmo de Matching) Seja (o, M) um
problema de matching de sequnda ordem em forma nao-resolvida e que possui uma

solugdo. Entao (o, M) pode ser reduzido para uma forma resolvida.

Prova. Mostraremos que qualquer problema de matching de segunda ordem que
tenha solucao e que nao esteja em forma resolvida pode ser reduzido utilizando-se
alguma das regras de matching dadas na Tabela 5.1. Formas resolvidas devem ser
obrigatoriamente obtidas como consequéncia do Teorema 5.8 que garante a finitude

de qualquer derivacao que utilize estas regras. A prova é por analise de casos:

e Se (0, M) contém algum termo que nao estd em forma n-longa entao a regra

Normalise pode ser aplicada.

e Se (o, M) contém alguma meta-varidvel de tipo funcional entao a regra Exp,,-

A pode ser aplicada.

e Se todas as meta-varidveis que ocorrem em (o, M) sdo atomicas entdo temos

dois casos a considerar:

1. Existe uma meta-variavel que ocorre na cabeca de alguma equacao de M:

Neste caso, M possui uma equacao da forma:
Xlay ... ay 1" <5y (m by ...0,) (5.3)

onde n,p,q > 0 e os b;’s sao termos fechados, isto é sem ocorréncia de
meta-varidveis. Por hipdtese, existe um grafting X — (k ¢;...cs) que
é solugao da equagao (5.3). Se k < p entao o tipo alvo de algum dos
a;’s coincide com o tipo de X e portanto a regra Proj pode ser aplicada.

Quando k& > p entao normalizando a equagao:
(key...co)lay ... ap 1" <5, (m by ... b,)

concluimos que k£ — p + n = m, de onde segue que m > n e portanto a

regra Imit pode ser aplicada.

2. Todas as meta-varidveis ocorrem internamente nas equagoes de (o, M):
Se um termo que contém tais ocorréncias tem tipo funcional entao Dec-\
se aplica, caso contrario a cabeca do termo é um indice a la de Bruijn e

Dec-App pode ser aplicada.
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O

O algoritmo proposto quando aplicado a um problema de matching vai gerar uma
forma resolvida e em seguida para. Uma forma resolvida representa uma solugao
em forma de grafting. Por outro lado, o algoritmo também para quando o problema
original nao tem solucao. Observe que a regra Dec,,-Fail detecta apenas falhas
triviais, isto é, falhas geradas por equacoes da forma rigida-rigida. O exemplo a

seguir apresenta o comportamento do algoritmo para um problema sem solugao.

Exemplo 5.14 Sejam A, B tipos atomicos, I' = B -nil um contexto eI' Y : B —
B — A. Considere o sequinte problema de matching no \-cdlculo simplesmente
tipado:

Mg (Y 31) <" Marp2

que esta bem tipado no contexto I'. Para tentar resolver este problema utilizando
nosso algoritmo, precisamos converté-lo para a notacao de unificacao por trans-
formacao:

{1 {Aars. (Y1713 1) <" Aadp2}).
Apds duas aplicacoes de Dec,,-\, obtemos:

(LY 31) <" 2}).

Como Y tem tipo funcional, podemos aplicar a regra EXp,-A:
{Y = 2pAp XT (A X)[17] 31) <" 23)

onde X € uma meta-varidvel nova de tipo A e contexto I'. Apds um passo de

Normalise, temos:
{Y = Apha X {X[L- 317 < 2}).

Como os termos 1 e 3 tém tipo B e X tem tipo A, a regra Proj nao se aplica. Além
disto, o operador 12 impede que X seja substituido por varidveis que eram ligadas no
problema original e, desta forma Imit também nao pode ser aplicada. O algoritmo

entdo pdara nesta forma nao resolvida indicando que o problema nao tem solugao.



Conclusao

Neste trabalho estudamos unificacao de ordem superior em célculos de substituicoes
explicitas. Em particular comparamos o algoritmo de Huet para o A-célculo sim-
plesmente tipado [Hue75] com o método desenvolvido por Dowek, Hardin e Kirch-
ner para o Ao-calculo [DHKO00]. Este tltimo, por sua vez também é comparado
com o método de unificacao desenvolvido por Ayala-Rincén e Kamareddine para
0 Ase-calculo [ARKO1]. Adicionalmente, como aplicacao das idéias desenvolvidas
para unificacao, apresentamos uma adaptacao do procedimento de unificacao para
decidir o problema de matching de segunda ordem no Ao-célculo. As principais

contribuicoes deste trabalho sao:

e Enriquecemos a nocao de drvore de matching de Huet introduzindo uma nova
estrutura chamada drvore de unificacdo. As arvores de unificacao refinam a
nocao de arvores de matching porque conseguem explicitar todos os passos do
algoritmo de Huet, enquanto que nas arvores de matching de Huet os passos
de simplificacao sao implicitos. Além disto, esta estrutura se mostrou essencial
para que pudéssemos fornecer uma apresentacao precisa do algoritmo de Huet
e, também para estabelecermos a correspondéncia estrutural entre HOU a la

Huet e via substituicoes explicitas.

e Adaptamos o algoritmo de Huet para a notacao a la de Bruijn. Apesar de ser
uma translacao simples da apresentacao tradicional com nomes, esta é impor-
tante para simplificar a comparagao entre os métodos de unificacao em estudo
ja que esta é a notagao utilizada pelos calculos de substituigoes explicitas aqui

considerados.

e Utilizando as nocgoes de arvores de unificagao para o A-calculo e arvores de
derivagao para o Ao-cdlculo, respectivamente, combinadas com a nog¢ao de
pseudo-cozimento, provamos que o algoritmo de unificacao de Huet e o método
de unificacao do Ao-calculo preservam uma importante relagao estrutural en-

tre subproblemas: para um dado problema de unificacao P no A-cédlculo sim-

95
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plesmente tipado, temos que para cada subproblema de P em sua arvore de
unificacdo A(P), existe uma contra-parte na arvore de derivagao de sua forma
pré-cozida Pp. Isto nos permite concluir que o método de unificacao no Ao-
calculo é uma generalizacao do algoritmo de Huet e que, solugoes computadas

por este sao sempre computadas pelo primeiro.

e Mostramos que unificagao no Ao-cédlculo e no As.-calculo podem gerar arvores
de derivacao iguais desde que seja utilizada a mesma estratégia em ambos
os calculos. Esta comparacao é feita utilizando-se duas funcoes T' e L que
traduzem termos do As.-calculo para o Ao-calculo e vice-versa, respectiva-
mente. Desta forma a relagao estrutural entre HOU a la Huet ¢ HOU no

Ao-calculo também é valida para o As.-calculo.

e Adaptamos o procedimento de unificacao de [DHKO00] para problemas de
matching de segunda ordem. Para isto, caracterizamos uma classe de pro-
blemas de segunda ordem que nos permite construir um algoritmo especifico
para matching de segunda ordem no Ao-calculo. Este algoritmo utiliza uma
notacao apropriada para tratar problemas de matching e é baseada na nocgao

de unificagao por transformacao introduzida em [Nip93].

Acreditamos que esta comparacao estrutural é importante para uma melhor com-
preensao dos métodos de unificagao baseados em substituicoes explicitas além de
ajudar na compreensao de questoes praticas e implementacionais assim como no pa-
pel das substituicoes explicitas em unificacao de ordem superior. Extensoes naturais

deste trabalho incluem:

e A elaboracao de uma versao otimizada do método de unificacao do Ao-céalculo
utilizando idéias relacionadas com o conceito de pseudo-cozimento. De fato, o
pseudo-cozimento combina a nocao usual de pré-cozimento simultaneamente
com a aplicacao de regras de unificacao, permitindo assim com que a simulagao

de varios passos de unificacao sejam realizados de uma sé vez.

e Atualmente estamos investigando a possibilidade de expandir as idéias desen-
volvidas para matching de segunda ordem para ordens maiores. Para o caso
especifico de matching de terceira ordem, estamos adaptando o algoritmo de
Dowek [Dow94] a partir de uma no¢ao expandida de arvores de Bohm que tem
se mostrado adequada para a linguagem do Ao-calculo. Uma versao preliminar
deste trabalho pode ser encontrada em [dMKARO5b].
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