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O presente trabalho trata da utilizagdo do método das diferengas finitas
energéticas na andlise dindmica linear e néo linear geométrica de placas circulares
delgadas e espessas submetidas a carregamentos axissimétricos, incluindo o caso de
solicitacBes térmicas.

Além do método de Newmark, utiliza-se também um processo de marcha no
tempo baseado em funcbes de Green, cujo desempenho é comparado ao daquele
método.

Sdo apresentados alguns exemplos de aplicacdo, visando, através de
comparacgdo com resultados oriundos do método dos elementos finitos e de solucdes
analiticas disponiveis, comprovar a eficacia do tratamento numérico proposto para o

problema.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

A analise e o projeto de placas constitui uma area de interesse permanente no
ambito da engenharia estrutural.

As placas sdo elementos estruturais em que uma das dimensdes (a espessura)
€ bem pequena em relacdo as demais. Em funcéo disso, as equacbes gerais da
elasticidade tridimensional podem ser simplificadas e tais elementos estruturais sao
entéo estudados por meio de uma teoria bidimensional.

De acordo com a relacdo entre a menor dimenséo lateral (b) da placa e

a sua espessura (h), esta pode ser classificada como delgada

(podendo - se tomar E < % como uma indicacéo de ordem de grandeza para fins préticosj

ou espessa (em caso contrario, quando entdo deixa de ser valida a hipétese béasica de
Kirchhoff de que linhas retas, normais a superficie média da placa antes da flexao,
permanecem retas, normais a superficie média e indeformadas apés a flexédo [1]). Por
sua vez, o comportamento estrutural de uma placa delgada de material linearmente
elastico pode ser classificado como linear ou néo linear geométrico, de acordo com a
relagdo entre a flecha méaxima e a espessura da placa. Também como uma indicagéo

préatica de ordem de grandeza, verifica-se comportamento linear geométrico desde que
L ~ h
a flecha maxima néo ultrapasse e

O estudo de placas, com comportamento linear ou nao linear geométrico,
estatico ou dindmico, vem merecendo, por parte dos pesquisadores, especial atencdo
nas Ultimas décadas, o que fica evidenciado pelo consideravel nimero de publicacées
existentes nessa area especifica de pesquisa no ambito da engenharia estrutural. No
decorrer da revisdo bibliografica para a presente tese foram selecionados diversos
trabalhos abordando aspectos distintos do comportamento linear e nao linear
geomeétrico, estatico e dinamico, de placas circulares delgadas e espessas, 0s quais
podem ser considerados afins com o estudo aqui realizado (o0 qual sera delineado
mais adiante).

Na andlise linear de placas delgadas, podem-se citar: ZHOU et al. [2], que
realizam uma analise tridimensional de vibracdes em placas circulares e anulares pelo
método de Chebyshev — Ritz; JEONG [3], que investiga vibragdes livres nas placas de
fundo e de topo de um reservatério cilindrico (de paredes supostamente rigidas)

contendo um fluido, utilizando uma expansédo em séries finitas de Fourier — Bessel e o



método de Rayleigh — Ritz, sendo os resultados comparados com 0s do método dos
elementos finitos (MEF); GORMAN et al. [4], que analisam, utilizando funcbes de
Bessel, a vibracdo de uma placa delgada influenciada por um fluido numa cavidade
cilindrica, com o0s resultados sendo confrontados com valores obtidos
experimentalmente e pelo MEF; WU et al. [5], que analisam vibracdes livres em placas
pela regra de quadratura diferencial generalizada (GDQR), utilizando séries de Fourier
e funcBes de Bessel, e discutem brevemente as diferencas entre o método utilizado e
o0 MEF; PENG et al. [6], que utilizam a técnica da propagacdo de ondas acusticas,
implementada através de um método que combina a expansdo polinomial de
Chebyshev e a transformada rapida de Fourier, para descrever a dependéncia
temporal da propagacédo da onda, da tensdo dindmica e da poténcia em uma placa
circular axissimétrica; DEY et al. [7], que aplicam a transformada numérica de Laplace
e, em seguida, o método das diferencas finitas (MDF) na resolucéo dindmica de placas
e membranas axissimétricas, sob condi¢des iniciais nulas e com a consideracao do
amortecimento; WANG [8], que estuda a otimizac&o da posi¢cdo de apoios anulares em
uma placa circular com bordo livre, uniformemente carregada.

Em se tratando da andlise linear de placas espessas, citam-se 0s seguintes
trabalhos: WANG et al. [9], que obtém, com base na teoria de Mindlin, a solu¢do exata
para os modos de vibragcdo de placas circulares, decompondo o deslocamento
transversal em modos de vibragao e utilizando um método numérico semelhante ao de
Galerkin para a determinagdo das amplitudes modais; LEE et al. [10], que estudam a

vibracgéo livre de placas de Mindlin através do método pseudo-espectral de Chebyshev

, A . , . N h
e analisam as frequiéncias modais para diversas condi¢fes de contorno e razdes —,
a

comparando os resultados com os da teoria classica de Kirchhoff; WANG et al. [11,12],
que desenvolvem relacfes exatas entre deslocamento transversal e esforco em placas
de Mindlin circulares ou anulares axissimétricas de espessura variavel (ou constante,
como um caso particular) e também as relacdes correspondentes para placas de
Kirchhoff idénticas; XIANG [13], que apresenta um método analitico aproximado para
descrever o comportamento das vibragdes em placas circulares de Mindlin com apoios
anulares mdltiplos, subdividindo a placa e resolvendo cada uma das placas anulares e
a circular separadamente e, em seguida, realizando a compatibilidade entre elas; MA
et al. [14], que, aplicando o MEF, utilizam o conceito de deslocamentos relativos no
lugar de definir as rotagbes como deslocabilidades independentes para estudar as
vibragdes livres em placas de Mindlin, comparando os resultados obtidos com os do
programa ABACUS®; HANG et al. [15], que fornecem, através da teoria de Mindlin,

resultados exatos para vibracdes livres em placas circulares com variacao descontinua



de espessura e bordos livres, comprovando a pouca acuracia da formulacao pelo
MEF utilizada no célculo do esforco cortante neste tipo de estrutura; LIU et al. [16], que
analisam estaticamente placas de Reissner- Mindlin pelo método diferencial de
quadratura e comparam os resultados com os fornecidos pelo programa Ansys®;
KULKARNI et al. [17], que determinam as tensdes térmicas na analise quasi - estatica
de placas espessas circulares, obtendo resultados em termos das funcdes de Bessel,
avaliando a variacdo temporal da temperatura, do deslocamento e das tensfes, ao
longo do raio.

Na pesquisa de métodos para a analise do comportamento nédo linear de
placas delgadas, encontram-se estudos tais como: LI et al. [18], que descrevem uma
técnica numérica para resolugdo de placas circulares submetidas a vibracdo e a
flambagem por solicitacao térmica, utilizando o método de Ritz para validar o emprego
de tal técnica; e HATERBOUCH et al. [19,20], que estudam o efeito de grandes
amplitudes nos dois primeiros modos de vibracdo de placas circulares delgadas,
utilizando um modelo tedrico baseado no principio de Hamilton e numa analise
espectral por funcdes de Bessel. Com base na teoria de von Karman séo analisados
os resultados com e sem a consideragdo do deslocamento radial da placa; MA et al.
[21], que estudam a temperatura critica de flambagem de uma placa constituida de um
material com gradiente funcional (“functionally graded plate”) através do método do tiro
(“shooting method”), com base na teoria de von Karman; TZOU et al. [22], que
analisam o acoplamento dindmico e eletromecanico e o controle de deslocamentos
transversais e de freqliéncias naturais de uma placa circular piezoelétrica, submetida a
uma deformada inicial ndo linear. Através da teoria de von Karman, desenvolvem-se
as equacbes dindmicas que regem o0 problema e aplicam-se as condicbes de
contorno, incluindo o acoplamento piezoelétrico, encontrando-se entdo a solucdo e
tornando possivel obter os deslocamentos e freqiéncias de vibracdo na placa
utilizando controle de voltagem; KAPURIA et al. [23], que desenvolvem uma
formulacdo analitica aproximada de Galerkin para o problema de flexdo néo linear,
instabilidade térmica e frequéncias naturais de uma placa delgada circular no ambito
das rotacdes moderadas (teoria de von Karman); LI et al.[24], que analisam a flex&do
de placas delgadas circulares axissimétricas simplesmente apoiadas com grandes
deslocamentos através de uma técnica de incremento de carga, baseada na teoria
linear de placas delgadas; ARAFAT et al. [25], que utilizam uma verséo linearizada da
teoria de von Karman para estudar os modos de vibracéo e as frequéncias naturais de
placas anulares e circulares submetidas a cargas térmicas estacionarias e

axissimétricas; e NAJAFIZADEH et al. [26], que estudam a flambagem térmica em



placas de material com gradiente funcional, com base na teoria de placas que inclui
deformabilidade por cortante (teoria de placas de terceira ordem).

Nessas e em outras publicagdes nédo citadas nos paragrafos precedentes, nota-
se uma clara preferéncia pela utilizacdo do MEF como técnica de abordagem
numeérica, no que se refere a discretizacdo no espaco. Entretanto, técnicas alternativas
mais recentes, como é o caso do método das diferencas finitas energéticas (MDFE),
utilizado no presente trabalho, vém se tornando cada vez mais atrativas e ganhando
espaco, em funcdo da sua potencialidade. Tal método difere do método convencional
de diferencas finitas por substituir as derivadas espaciais dos deslocamentos por
formas de diferencas finitas diretamente na expressdo do principio dos trabalhos
virtuais (PTV), ou entdo na da energia potencial total do sistema. No método
convencional as representacdes em diferencas finitas séo aplicadas diretamente sobre
as equacOes diferenciais que governam o problema. A formulagdo energética, em
relacdo a convencional, apresenta algumas vantagens, tais como o uso de derivadas
de ordem mais baixa, a necessidade de prescricdo somente das condi¢cdes de
contorno geométricas e a possibilidade de geracdo de matrizes de coeficientes
simétricas.

As etapas de célculo do MDFE sdo bastante semelhantes as do MEF, sendo
oportuno destacar que no MDFE utilizam-se aproximacoes para as derivadas dos
deslocamentos, enquanto no MEF sdo usualmente aproximados 0s proprios
deslocamentos, caracteristica esta que, em certas situacdes, talvez justifique um
melhor desempenho do MDFE na avaliacdo de esfor¢os, conforme observado, por
exemplo, em GRACA [27] na analise de placas retangulares espessas. Acrescente-se
ainda o aspecto de que, em alguns problemas, lida-se no MDFE com um menor
namero de graus de liberdade por nd, o que, para discretiza¢des idénticas no MDFE e
no MEF, pode conduzir a um sistema de equacbes significativamente menor nas
analises pelo MDFE. Por outro lado, é de se observar que, em se tratando de
contornos irregulares, a aplicagdo do MDFE requer a utilizacdo de estratégias
adicionais, como € o caso do processo de mapeamento proposto por FREY [28].

Conforme se pode constatar na literatura, o MDFE é um método ndo téo
difundido se comparado ao MEF, MDF ou mesmo ao método dos elementos de
contorno (MEC). Tal método foi proposto por COURANT et al. [29] e utilizado
primeiramente por HOUBOLT [30] no estudo de problemas termo-elasticos em
aeronaves. Na engenharia civil, podem-se citar os trabalhos de KOCATURK [31], que
utiliza o MDFE no estudo da resposta estacionaria em placas retangulares delgadas
ortotropicas com apoios pontuais viscoelasticos, no ambito da elasticidade linear, e de

AKSU et al. [32], que examinam as caracteristicas de vibragdes livres de placas de



Mindlin apoiadas pontualmente nos cantos. Neste Ultimo estudo foram considerados
casos de dupla simetria que permitem a analise de um quarto da placa e fornecidos os
resultados para os seis primeiros modos de vibracdo, comparando-os com solucdes
existentes baseadas na teoria classica de placas delgadas. Além desses trabalhos,
citam-se ainda: BUSHNELL et al. [33], que desenvolvem cddigos computacionais
baseados no MDFE destinados a andlise ndo linear de cascas e comparam 0S
resultados obtidos com os provenientes do MEF; SINGH et al. [34], que discretizam a
energia potencial total na flambagem de placas retangulares e circulares vazadas
(com os furos, em cada um desses casos, podendo ser também retangulares ou
circulares) de espessura variavel através de representacdes em diferencas finitas
para as derivadas, considerando exemplos para os casos de espessura uniforme,
variacdo gradual e variagdo abrupta na espessura, com o0s resultados obtidos
mostrando boa concordancia com os fornecidos pelo MEF e os autores salientando
ainda que o MDFE tem a vantagem de apresentar um numero total de equacdes bem
menor, além de referirem-se a simplicidade na aplicagdo das condi¢bes de contorno
do problema; VERMA et al. [35], que utilizam o MDFE, aplicado a energia potencial
total do sistema, na analise da superestrutura de pontes, comparando resultados
obtidos com solugBes existentes, a fim de comprovar sua eficicia. Além desses
trabalhos citam-se artigos, publicacdes e teses oriundos de uma linha de pesquisa em
estruturas laminares e de barras ja em andamento ha algum tempo no Programa de
Engenharia Civil da COPPE/UFRJ, tais como: SILVA [36] e FIELDING et al. [37], que
estudam placas delgadas, isotropicas e de comportamento linear, para o caso de
contornos irregulares, seguindo o jA mencionado processo de mapeamento proposto
por FREY [28]; LIMA et al. [38,39], que utilizam o MDFE no estudo do comportamento
nao linear geométrico de hastes de paredes delgadas de secdo aberta sob flexo-
torcdo; COSTA [40], que analisa vigas com a consideracdo da deformabilidade por
cortante e da inércia de rotacdo (teoria de viga de Timoshenko); GRACA et al. [27,41],
que realizam um estudo, estatico e dindmico, de placas retangulares delgadas e
espessas pelo MDFE; DIAS [42], que analisa, com base na teoria de Vlasov, vigas e
poérticos de paredes delgadas com se¢do aberta; e MITTELBACH [43], que aplica o
MDFE na andlise linear estatica de problemas axissimétricos de placas circulares
delgadas e de cascas cilindricas delgadas, tanto sob forma isolada como associada
(reservatorios).

Em se tratando dos procedimentos de integragcdo no tempo em problemas
dindmicos, técnicas como as de Newmark (implicita) e de diferengas centrais
(explicita) sé@o largamente preferidas na literatura existente. Como uma técnica

alternativa mais recente, vem ganhando o seu espaco um meétodo de marcha no



tempo baseado em funcgdes de Green, o qual, apesar de apresentar carater explicito
(ap6s a determinacao das funcbes de Green para o problema), fornece valores com
precisao e estabilidade comparaveis as dos métodos implicitos. A idéia de utilizar
funcdes de Green para integrar as equacdes do movimento em processos passo a
passo é antiga (Wrobel [44]) e do conhecimento de pesquisadores envolvidos com o
desenvolvimento de metodologias baseadas no MEC. Diversos trabalhos mais
recentes exploram esta idéia da utilizacdo de fungcBes de Green calculadas para
integrar as equacfes do movimento, cabendo citar aqui o trabalho inicial de ZHONG et
al. [45], e o trabalho posterior de FUNG [46], que utiliza uma técnica que consiste em
representar a solugdo dindmica através das respostas impulsivas e de degrau unitério
do sistema. O desenvolvimento de processos de integragdo no tempo através de
funcdes de Green tem recebido especial atencéo por parte de um grupo de pesquisa
da COPPE/UFRJ. Podem ser citados, nessa linha, os seguintes trabalhos: MANSUR
et al. [47], que fazem uso de coordenadas nodais no dominio da frequiéncia e de um
algoritmo de transformada de Fourier (DFT/FFT) para a determinagcdo numérica das
funcdes de Green no dominio do tempo; SOARES JR. et al. [48], que utilizam
procedimentos implicitos no dominio da freqiiéncia para o calculo das fun¢bes de
Green e o MEF na discretizagdo espacial na resolucdo de equacgdes de equilibrio
dinamico de estruturas com comportamento linear e ndo linear fisico; SOARES JR. et
al. [49], que acoplam o MEF com o MEC para a resolugdo de problemas dindmicos
estruturais, onde o dominio é subdividido e cada subdominio avaliado por um dos
métodos de discretizacdo espacial supracitados, promovendo-se a compatibilidade
apls a resolucdo de cada subdominio de forma independente. Para a marcha no
tempo do MEF foi utilizado um método implicito de funcGes de Green Numéricas, no
qual as funcBes de Green séo obtidas através do método da aceleracdo constante e
para o MEC a marcha no tempo foi realizada utilizando-se uma interpolacdo no tempo
das matrizes geradas pelo método; LOUREIRO [50], faz uso do método explicito de
integracdo por funcdes de Green, também adotando o MEF para a discretizacéo
espacial; MANSUR et al. [51], que apresentam um estudo similar utilizando o MDF na
discretizacdo espacial e diferengas centrais e Runge - Kutta na integragédo temporal; e
DORS [52], que estuda a propagacdo de ondas elasticas utilizando uma técnica de
particdo de dominio, na qual as fun¢gbes de Green ndo necessitam ser calculadas para
todos os graus de liberdade, reduzindo-se assim consideravelmente o esforgo
computacional.

No presente trabalho, as placas delgadas s&o estudadas com seu
comportamento linear (teoria de Kirchhoff [1]) e n&o linear, no ambito das rotagdes

moderadas (teoria de von Karman [53]). As placas espessas, que por sua robustez



dificilmente vao apresentar um comportamento ndo linear geométrico dentro dos
limites de linearidade fisica dos materiais usuais na engenharia estrutural, séo
analisadas pela teoria linear de Mindlin [54]. O método numérico aqui utilizado para a
discretizacao no espaco € o MDFE e, dando continuidade a ja citada linha de pesquisa
na COPPE/UFRJ envolvendo esse método, objetiva-se com o presente trabalho
estender a sua aplicacdo a andlise dinamica linear e néo linear geométrica de
problemas axissimétricos de placas circulares com solicitac6es de natureza mecanica
e/ou térmica, enfatizando-se ndo so o calculo de deslocamentos, como também o de
esforcos. Além disso, foram implementados dois processos de marcha no tempo: o
método da aceleragdo constante (caso particular do método de Newmark) e, como
alternativa, o ja citado método baseado em fungbes de Green numéricas. A
aplicabilidade dessa técnica é verificada mediante comparagdo com os resultados
provenientes do método de Newmark. Pelo conhecimento da autora, tais
desenvolvimentos ndo foram ainda realizados, dando assim um carater original a
pesquisa.

Segue-se uma descrigdo sucinta dos topicos abordados nos demais capitulos
do texto. Inicia-se, no capitulo 2, pela formulagéo analitica e numérica, bem como pela
apresentacdo de resultados obtidos para a placa delgada com comportamento linear
dinamico. No capitulo 3 apresenta-se um estudo semelhante para placas espessas. O
método de marcha no tempo baseado em funcbes de Green é descrito no capitulo 4,
onde também apresentam-se resultados obtidos por esta técnica, comparando-os com
os provenientes do método de Newmark. O capitulo 5 é destinado ao comportamento
dindmico geometricamente néo linear de placas delgadas, apresentando-se ao final,
tal como nos capitulos anteriores, alguns exemplos de aplicacdo. Finalmente, no
capitulo 6, apresentam-se as conclusdes gerais e algumas sugestbes para a

continuidade da pesquisa.



CAPITULO 2
ANALISE LINEAR DINAMICA DE PLACAS DELGADAS
2.1 — Introducéao

O presente capitulo trata da analise linear dindmica de placas delgadas.
Primeiramente apresenta-se a formulacdo analitica da placa circular, em seguida
descreve-se a abordagem numérica do problema e por fim sdo apresentados dois

exemplos de modo a comprovar a eficiéncia do método numérico de andlise utilizado.
2.2 — Tratamento Analitico do Problema

Neste item tem-se como objetivo apresentar o tratamento analitico da placa
circular, através do Principio dos Trabalhos Virtuais. As expressdes aqui obtidas para
o trabalho virtual interno e para o trabalho virtual externo servirdo de base, no item
subseqliente, a abordagem numérica do problema.

A placa é axissimétrica devido as caracteristicas geométricas da mesma e a

natureza das solicitagdes atuantes.
2.2.1 — Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.)

O P.T.V. para corpos deformaveis enuncia que se um sistema estrutural em
equilibrio for submetido a um campo de deslocamentos virtuais cinematicamente
admissivel (ou seja, compativel com as vinculacdes do sistema e mantendo a
continuidade interna) o trabalho virtual das forcas que sobre ele atuam (forcas
externas) € igual ao trabalho virtual das forcas internas.

Assim tem-se:

dW; = dW,
onde &W; designa o trabalho virtual das forcas internas (ou trabalho virtual interno) e
8W, o trabalho virtual das forcas externas (ou trabalho virtual externo).

Considerando-se, por exemplo, o caso de um soélido no espaco definido por
coordenadas cartesianas X,y,z tem-se as seguintes expressdes gerais para oW, e

OWe:

BW, = [ (0,88, +0,88, + 0,08, + T8, + T8 +T,,07,,)dV 2.1)
\%



W, = J.(px8u +p, 8V + p,dw)ds + I(BXSU +B,dv +B,dw)dV (2.2)
\Y

Sf
sendo:

Px, Py, Pz — componentes das forgas de superficie que atuam na regido S; do
contorno do sélido onde sé&o prescritas forgas;

Bx., By, B, - componentes das for¢as de volume;

Ox,0y,02,Txy, Txz, Tyz - COMponentes de tenséo;

du,8v,dw — variacdes das componentes de deslocamento (u, v, w) segundo X, Y,
dex,08y,082,0Yxy,0Yx2,0Yyz - Variagdes das componentes de deformacéo, as quais,

mediante as relacdes deformacdo-deslocamento, sdo assim ligadas as variagdes nos

deslocamentos:

ou ov au
de, =0|— Oy =8| o+

o X ox oy
de, = S(a—vj Sy, = 8(%+8—uj (2.3)
y oy X oX 0z
8¢, = 8(—) &Y,, = 6(@ + QJ
z 0z vz oy oz

2.2.2 — Hipoteses Bésicas

1 — Admite-se que a placa em estudo é delgada e com comportamento linear
fisico e geométrico;

2 — Linhas retas, normais a superficie média antes da deformacéo,
permanecem retas, normais a superficie média e inalteradas em seu comprimento
apos a deformacéo (hipétese de Kirchhoff).

3 — A tensd@o normal o, ( na direcdo normal a superficie média) € pequena em

relacdo as demais tensGes normais e pode ser desprezada.

2.2.3 — Placa Circular

A placa circular a ser estudada e o sistema de coordenadas cilindricas r, 0, z

utilizado se acham representados na figura 2.1.
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Figura 2.1 — Sistema de coordenadas para a placa circular

Seré considerado apenas o caso de carregamentos com simetria de revolugéo,
de modo que todas as derivadas em relacdo a variavel 6, assim como os esforgcos
solicitantes N;y = Ng;, My = Mg, Qo € @ componente de deslocamento Uy, sdo nulos. Os
sentidos positivos para os esforcos ndo nulos se encontram indicados na figura 2.2,
notando-se que, além dos esforcos de placa propriamente ditos, M,, My e Q,,

participam também da analise os esfor¢os de chapa N; e Ns.

=N
Z 26%\\\
\\ \\\

\ Qr
\

\

\

ey
My
%or
(\ M \N

r

Figura 2.2 — Esforcos solicitantes ndo nulos no elemento de placa, com os seus

sentidos positivos

2.2.4 — Trabalho Virtual Interno

O trabalho virtual interno, levando em conta o sistema de coordenadas da
figura 2.1, as simplificagbes da teoria adotada e a axissimetria do problema, escreve-
se:



11

dW, = J.(GrSSr + GGSSQ)dV (2.4)
\%
estando o; e o ligadas as componentes de deformacéao &, e g, por:
E
0, =5l +ve,)
(2.5)
oy = —5l(eo +ve, )]
—V
Sendo a placa de raio a e espessura h, tem-se:
h
al 2
W, = 2r| [(o,8e, +0,d¢, )dz |rdr (2.6)

=

ol -

N

Utilizando as relagcBes deformacgdo-deslocamento para o problema

axissimeétrico [55,56]:

du, d’w
& = - 2_2
dr dr .
Uy, zdw @)
Eg=—" ————
r r dr

onde u, denota o deslocamento u, dos pontos da superficie média, e considerando a

definicdo dos esforcos solicitantes, por unidade de comprimento,

n
(2.8)

2 :
M, = Icrzdz M, = J;csezdz

2

o trabalho virtual interno (2.6) pode ser apresentado sob a forma:
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a

SW, = ZnJ{NrrS

0

Wro 1 15 dw +N,3U, —MOSd—WJ dr 59
‘ r ar (2.9)

dr?

Substituindo (2.7) em (2.5), e levando em conta (2.8), resultam as seguintes

expressoes para os esforcos solicitantes em funcdo dos deslocamentos u,, € w:

d d
N, =C ﬂJrXuro N, =C yQUro | Uro
dr r dr r

2 2
Mrz_DdW+Xd_W Mez_DvdWJr}d_W
dr? r dr dr? r dr

(2.10)

sendo C e D as rigidezes extensional e flexional da placa, definidas por:

Eh , Eh?
Czl_vz , Dzﬂm (211)

Introduzindo-se (2.10) em (2.9) escreve-se a seguinte expressao para o

trabalho virtual interno:

a 2 2
W, = ZnJ[C[r durg +vuroj8 duro +D(r d"w +vd—Wj8OI w +C(v durg +uﬂj8uro +
r

5 dr dr dr? dr | dr? dr
2
ypyIW Tdwisdw (2.12)
dr rdr dr

2.2.5 — Trabalho Virtual Externo

Encontram-se representadas na figura 2.3 as possiveis for¢cas de dominio (néo
se consideram cargas radiais p;) e de contorno atuantes na placa (todas
representadas com seus sentidos positivos), incluindo as forcas de inércia de

translacéo f, e f, e de rotagéo f,,, correspondentes aos deslocamentos lineares u;, w e
R . dw .
a rotacao o respectivamente.

r

A parcela do trabalho virtual externo relativa as forcas de dominio (por unidade

de area) é dada por:
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W, = 211_'.[— fou, +(p, —f, )SW—frZSC:j—V” rdr (2.13)
0
onde
h h
- . d(v) "
f = |ul.dz = U,—z——=|dz=uyphu
r J;M r _[1“[ ro dr j uhid,q
2 2
(2.14)

e sendo U, e w as derivadas segundas temporais dos deslocamentos u, € w,

respectivamente, e yu a massa especifica do material.
Substituindo-se (2.14) em (2.13) tem-se, para e expressao do trabalho virtual

externo das forcas de dominio:
K .. . uh® d(W) . dw
dw, =2mn|| —phu,,0u,, +(p, —puhw oW —————=6—— | rdr. ,
. nj{ R (2.15)

0
A contribuicdo dos possiveis carregamentos de contorno (por unidade de

comprimento) para 3W, se escreve:

SW, = 2na(ﬁr8ur0 + QW —M;§ %‘:’J (2.16)
a
_ Qr a N z
LN AL E— 5
N

Figura 2.3 — Forgas atuantes no dominio, incluindo as for¢as de inércia, e no contorno

da placa

O trabalho virtual externo total, dado pela soma das parcelas referentes aos

carregamentos de dominio e de contorno, assume entéo o seguinte aspecto:
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a
. . h3 d(w d
dw, = ZnJ[— phu,odu,, + (pZ - uhw)éiw _P:‘L_Z EIVrV)Sd_VrV rdr +

0

(2.17)

+ Zna(NrSUro + QoW — M8 Ocllvrvj

a
2.3 — Tratamento Numérico do Problema

A aplicacdo do método numérico proposto baseia-se na avaliacdo das integrais
relativas aos trabalhos virtuais interno e externo mediante um somatério de
contribuigbes colhidas dos diversos trechos de integragdo oriundos da subdiviséo do
dominio da placa, em cada um dos quais todas as grandezas envolvidas sdo supostas
constantes. Substituem-se as derivadas espaciais dos deslocamentos por formas de
diferengas finitas e igualam-se, em seguida, as expressdes dos trabalhos virtuais
interno e externo, ou seja, aplica-se o P.T.V.. Com isso, e a imposicéo das condicdes
de contorno cinematicas, monta-se um sistema de equacdes lineares, cujas incognitas

sdo os deslocamentos em pontos nodais da estrutura.
2.3.1 — Discretizacao e Sistemas de Numeracao da Placa

A discretizacdo e sistemas de numeracdo da placa tiram partido da
axissimetria. Numeram-se o0os nés da placa do centro para o bordo (figura 2.4).

Eliminam-se os nés virtuais, introduzindo como graus de liberdade as rotacbes

w Lo L
Q= dd_ no bordo e no centro da placa. Com tal eliminacéo, tem-se para N divisbes da
r

placa um total de NN=N+1 nds, igualmente espacados de uma distancia A. A relacdo
de correspondéncia entre o indice i dos deslocamentos u; (doravante passa a ser
adotada a notagdo u em lugar de u,, no tratamento numérico da placa) e w; de um ng i
gualguer e os indices de numeragdo global desses mesmos deslocamentos se da
genericamente por u—U.1 € wi—Usip, | = 1 a NN, acrescentando-se ainda nos nés
extremos 0s deslocamentos U,=@1, Uann+4=0nn, Us € Uannes, 0S dois Ultimos criados
somente para facilitar a representacdo matricial do problema, sem significado fisico e
ndo influenciando a resolugdo do sistema de equacgfes resultante da utilizacdo do
método.

Faz-se, para fins de avaliacdo dos trabalhos virtuais interno e externo, a
consideracdo de dois tipos distintos de trechos de integracéo, designados como tipos |
e Il, conforme mostrado na figura 2.5. Aos termos contendo a derivada u’ (utilizando-se
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a notacdo ()' = % J associam-se NN-1 trechos de integragdo, enquanto aos que
r

envolvem as derivadas w', w”,w, U, e também as funcbes de carga, correspondem
NN trechos de integragdo, notando-se, neste Ultimo caso, que os trechos inicial e final

tém, respectivamente, metade do comprimento A indicado na figura 2.4.

A A A A A A
1 2 3 4 i-1 i i+1 NN-3 NN-2 NN-1 NN
oO—f—"0O0—CO0—O0O—7 (O

(centro da placa) / (bordo da placa)

Uz ponto nodal Uannss
o—= U2 U2nN+4
Uu——= Us Us U7 Us . Ui+ . U2nn-5 U2nn-3 Uznn-1 Ui+t
W—> Us Us Us U1o o U2i+2 o e . U2nn-4 U2znn-2 Uann Uann+2

Figura 2.4 — Discretizacdo e sistema de numeracéo global dos deslocamentos nodais

Utiliza-se ainda um sistema de numeracdo local para os deslocamentos,
também mostrado na figura 2.5, o qual € util para se proceder a acumulagédo das
contribuicbes dos diversos trechos de integracdo. Como mostra a figura, a cada
conjunto de trés nés consecutivos, i-1, i e i+1 (i = 2 a NN-1), no caso de trechos
intermediarios, e de dois nos consecutivos, 1 e 2 ou NN-1 e NN, em se tratando dos
trechos de extremidade, estdo associados seis deslocamentos nodais, a, ay, ..., 8. A
regra de correspondéncia entre os indices de numeragdo local e global dos

deslocamentos é entdo dada por:

ak—>U2(,- -1) +k (k=1 a 6, j =1la NN) (218)
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Trechos de integrag&o do tipo | 1) (2) 0] (i+1) (NN-2) (NN-1)
(associados a u')
1 2 3 i-1 i i+1 NN-2 NN-1 NN

Trechos de integracéo do tipo Il 1) @ @ (NN-1) (NN)
(associados a w', w", W e U)
a1 as
o > @ as
u — as as a1 as as a1 as
W a4 as az a4 as az as

Figura 2.5 — Trechos de integracdo e numeracao local dos deslocamentos nodais

2.3.2 — Representacbes em Diferencas Finitas para as Derivadas Espaciais dos

Deslocamentos

No tratamento numérico da expressdo (2.12), referente ao trabalho virtual
interno da placa, as derivadas espaciais dos deslocamentos u e w sédo substituidas por
representacdes em diferencas finitas, levando-se em conta que tais derivadas
associam-se a trechos de integragéo distintos, conforme mostrado na figura 2.5.

Com o auxilio das figuras 2.6 a 2.11, apresentam-se em seguida as diversas
representagcfes em diferencas finitas utilizadas para as derivadas espaciais dos

deslocamentos u e w na expressao (2.12).
2.3.2.1 — Derivadas do Deslocamento u
Para o deslocamento u, como evidencia a expressao (2.12), € requerida

somente a derivada primeira, a qual, de acordo com a representacao reduzida [57],

fica assim aproximada num trecho de integracéo genérico (i) (figura 2.6):

[m—

i-1 i i+1

O—*—"~0—=0
A

Figura 2.6 — Esquema para a obtencdo da expressao (2.19)
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)z Bt (2.19)

Note-se que tal representacdo, que corresponde a uma diferenca finita central tomada
no ponto médio do trecho de integracdo (indicado por um x nas figuras 2.5 e 2.6),
dispensa automaticamente a presenca de nés virtuais no calculo da derivada primeira

para os trechos extremos de integracao.
2.3.2.2 — Derivadas do Deslocamento w

Para o deslocamento w s@o necessarias representacbes para as derivadas
primeiras e segundas. Os graus de liberdade referentes as rotagfes no centro e no
bordo da placa foram utilizados explicitamente na representacdo da derivada segunda
no primeiro e ultimo trecho de integracdo. Para as derivadas primeiras, nestes
mesmos trechos, em lugar de se utilizar diretamente as rotagbes, faz-se uso da
representacdo reduzida, em sintonia com o aspecto de que as funcdes g e h nas
expressodes (2.30) mais adiante, referentes ao processo de marcha no tempo, s6 séo

avaliadas para os graus de liberdade de translacao.

2.3.2.2.1 — Derivada Primeira para o Trecho de Integracao Intermediario:

Figura 2.7 — Esquema para a obtencao da expressao (2.20)

Com o auxilio da figura 2.7, e utilizando-se a representacdo convencional para

esta derivada, escreve-se:
. 1 — W,
w(i)x — L (2.20)

2.3.2.2.2 — Derivada Primeira para os Trechos de Integracéo Inicial e Final

Para as derivadas primeiras de w, relativas aos trechos de integracao

extremos, utiliza-se, como ja frisado, a representacado reduzida desta derivada. Assim,
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para o trecho inicial, toma-se (ver figura 2.6):

w(y)z Y2~ (2.21)
A
e, para o trecho de integracao final, escreve-se, de forma analoga a (2.21):

w'(NN) = w (2.22)

2.3.2.2.3 — Derivada Segunda para o Trecho de Integracao Intermediario

Adota-se a representacdo convencional, tendo-se entdo, de acordo com a
figura 2.7,

W"(i) Wi — 2}1’? + Wi,

N

(2.23)

2.3.2.2.4 — Derivada Segunda para os Trechos de Integracéo Inicial e Final

@
M2

Figura 2.8 — Esquema para a obten¢&o da expressao (2.25)

Para a eliminagéo do nd virtual a (figura 2.8), define-se inicialmente a rotagcéo

@1 NoO no 1:

0, =w'(1)=x 22 (2.24)

Escrevendo w, em funcdo de w, e ¢;, e substituindo em seguida na expresséo

(2.23) para a derivada segunda, obtém-se para o trecho de integracéao inicial:

2 (W, ~wy — 1)

w'(1) = v

(2.25)
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(NN)
M2

NN-1 NN b
o

Figura 2.9 — Esquema para a obtencdo da expressao (2.27)

Para o trecho de integracdo final, analogamente a (2.24) e (2.25), escreve-se

com base na figura 2.9:

, W, — W
Onn = W'(NN) = % (2.26)

W"(NN)E 2 ((PNN}\'_WNN +WNN—l)

2 (2.27)

2.3.3 — Representacdo pelo Método da Aceleracdo Constante para as Derivadas

Temporais dos Deslocamentos

Utiliza-se, na andlise dinamica, um esquema implicito de integracdo no tempo,
com o uso do método da aceleragéo constante [58].

Tal método consiste em tomar a derivada segunda temporal dos
deslocamentos como sendo constante em cada intervalo de tempo At, conforme
ilustrado na figura 2.10, onde f =i ou Wwe com t; e t, representando os instantes
inicial e final do intervalo At considerado. A aceleracdo no referido intervalo é entéo

dada pela média:
fooftfe (2.28)
2

(®)
. S
f, /
f,
f /

t,

At t,

Figura 2.10 — Método da Aceleracéo Constante
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As derivadas fz e fz, parat= t,, com base nas relacdes

fy =fyteh > f =22 A,

T N
o =fAt%+flt+fl—>f2 _ht 2%+flAt+fl

podem ser assim relacionadas aos deslocamentos nodais f, (incognitos):

.. 4
f2 = A—tzfz + g

(2.29)
: 2

f, = I f, +h
As funcdes g e h nestas expressdes descrevem a marcha no tempo, estando assim
relacionadas com os deslocamentos e suas derivadas temporais no instante inicial
t =t; do intervalo:

g= ;—tg(fl + flAt)— fl

(2.30)
-2 .
h = Efl - fl

2.3.4 — Avaliagdo do Trabalho Virtual Interno

Na avaliacdo da integral do trabalho virtual interno aplicam-se, para as
derivadas dos deslocamentos u e w, as representacbes em diferencas finitas
apresentadas no sub-item anterior. Em cada um dos trechos de integracéo tais
derivadas, bem como todas as demais grandezas existentes na expressdo, sao
consideradas constantes. Como os trechos de integracdo associados as derivadas de
u (NN-1 trechos) sdo em menor nimero e de caracteristicas distintas dos relativos as
derivadas de w (NN trechos), conforme evidenciado na figura 2.5, a expressao do
trabalho virtual interno sera sempre formada computando-se separadamente a
contribuicdo de cada uma dessas derivadas.

Da expressao (2.12), obtém-se:

NN-1

( A

W, = 2n{(§j(ru (i)u'(j)+vu<j))6u'(j>+Lvu'(J)+m%u(j))éu(j)Jd(m
[ ( 1 ) ]

+DL(rW OW"(D) +vw'(D)dw"(2) + va "(1) + oY W’(l)JSW’(l)J|d(1) +

NN-1 ( —|

1
+ 2D r, (Dw7()) + vw'(]))sw(]) + WD+ W) W) () +DJ(r,, (NN)W"(NN) +
(2 L re (i) ]
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( ) 1
+vW'(NN))dw"(NN) + va”(NN) + (;N) W'(NN)JSW'(NN)Jd(NN)} (2.31)

onde (j) representa um trecho genérico de integracdo, d(j) seu comprimento ( A ou

%) e ry(j) e ru(j), tal como definidos adiante, caracterizam sua distancia ao centro da

placa.
Aplicando em (2.31) as representacfes em diferencas finitas do item 2.3.2,
escreve-se:
NN
W, = 2 {>'C (rk F kg U ZUes o Uit Uk1j5 Ue = Uk (v U “Uks
- 2 Iy 2 A A
2 Utu, gt b g r12(W2_W1_(p1}\‘)+VW2_W1 .
he+rh, 2 2 A2 A
~62(W2 -W; — @) + VZ(Wz _Wl_@1k1)+ 1w, —w, s W2 — Wy &_}_
% % noA A 2
NN-1
" ZD [rk Wy — ZVZK Wi | v Wy — Wlig Wi = 2W, + Wy +
— A 2\ 2

v Wkt —2W, + W, +1Wk+l " Wieer | g Wk “ Wi |
22 N 2% 21

+

+vVv 7\‘2

D 2((PNN}\‘NN—1 — Wy t WNN—l) WiNn ~ Win-1 5 2((PNN}\‘NN—1 — Wy t WNN—l)
+D| | ryy = -

+{v 2t ns = Wi +WNN—1)+iWNN _WNN—1]8WNN _WNN—1]}2\'

22 Mo A A 2 (2.32)

Note-se que 0s termos em u que aparecem sob forma explicita em (2.31) séo

JOR T . uk + uk,]_ - , .
representados em (2.32) pela média UO):T' k=(j)+1. Além disso, tem-se que a
variavel r,, associada aos termos em u e u’, é tomada no ponto x pela média ry(j)=
e+l . e
————, a0 passo que para a variavel r,, referente aos termos em w’ e w”, utiliza-se o

préprio valor no ponto nodal, ou seja, r,(j)=r.. Cabe ressaltar que, neste caso, para o

. : A . L
no 1, onde r, seria nulo, usou-se rl:Z’ de modo a evitar divisdo por zero; e que para o
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, . . A
né NN, onde r, valeria a, usou-se, por analogia, ryv=a - e

2.3.5 — Avaliacéo do Trabalho Virtual Externo

Na avaliacdo numérica do trabalho virtual externo, utilizam-se apenas o0s
trechos de integracdo do tipo Il na figura 2.5.

A correspondente expressdo (2.17) assume entdo, para fins numéricos, a
forma:

e )
SW, = Zn{r{— uhii,8u, + (p,, — phvir, Jow, — “1h2 (i, - i) 5 (W - Wl)}%Jr

NN-1 N .
n Z [~ uhii du, + (p,, — phvv, Jow, — uh® (W, _Wk—1)6 (Wi _Wk—l):|7\‘ +
=~ 12 2 21

+ rNN[_ puhiigSuyy + (pzNN — phw )6WNN -

]

+ aNraguNN + aaragw NN — amraS(PNN J} (2.33)

ph® (WNN _WNN—l)a(WNN _WNNl):| A

12 A A 2

Introduzindo a expresséo (2.29) em (2.33), tem-se finalmente para dW.:

4 4
2 WotOuwz || Wit 9w
4 4 ph [(Atz ’ j [Atz D
OW, = 21| — “h(Atz u, + gulj + (pzl - Hh(Atz Wy + gwl]szl T N .

W, —Wy) X 4 4
~8—( Zk 1) 5t Zr{_ “h[Fuk +guk)8uk +(pzk —Mh(FWk +gka8Wk +

4 4
Wiy FOuer |~ —= W+ G
B ph® ((Atz ot Gk lj (Atz et G l)JS(Wku ~W, ) 2

+
12 2\ 2\

4 4
+ Iyy| — #th FUNN + Qunn [BUnn + | Py — 1P FWNN + 0unn | [DWnN +

4 4
Wnn +ngNj_[ WiNN-1 +ngN—1JJ
_ ph? ((Atz At? 5 (Wi = Wi 1) &+
12 A A 2




23

|

o _ _ 2.34
+aN,,0U, gy +8QradW  — aMradpyy J} ( )

2.3.6 — Montagem da Matriz dos Coeficientes

Mediante o coOmputo da contribuigdo, em cada trecho de integragdo na figura
2.5, dos termos que, na igualdade entre os trabalhos virtuais externo e interno da
placa, encontram-se multiplicados pelos deslocamentos e também por suas variacoes,
monta-se a matriz dos coeficientes [K] ilustrada na figura 2.11. Assim, além da
contribuicdo do trabalho virtual interno, dado pela expressédo (2.32), os termos do
trabalho virtual externo em (2.34) oriundos da derivada segunda temporal dos
deslocamentos igualmente contribuem para [K].

A montagem da matriz se faz a partir da geragéo, para cada par de trechos de
integracado, constituido por um trecho do tipo | e por outro do tipo Il (ver figura 2.5), de
uma matriz de coeficientes obedecendo inicialmente ao sistema de numeracéo local
dos deslocamentos (designada por matriz local), e em seguida, mediante a utilizacdo
da relacdo de correspondéncia (2.18), referida ao sistema de numeracdo global dos

deslocamentos.

x
x| -
x

X XX X X

X X X
XX XX XX
XXX X XX XX
XX X X XX XX
x
X
X

x
ool X X X X X X

X X X X X X X

i

(K]

Figura 2.11 — Montagem da matriz de rigidez
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2.3.7 — Montagem do Vetor de Cargas

Contribuem na montagem do vetor de cargas [Q] os termos do trabalho virtual
externo em (2.34) que se encontram multiplicados somente pelas variagbes dos
deslocamentos. A montagem desses vetores de carga, inicialmente no sistema de
numeracao local (vetores locais), é analoga a das matrizes dos coeficientes e se

encontra ilustrada na figura 2.12.

°‘><X‘>(>(‘>( )(‘0

‘XX‘XXXX‘O

l

[Ql
Figura 2.12 — Montagem do vetor de carga da placa

2.3.8 — Sistema de Equac@es e Condi¢cbes de Contorno

Uma vez efetuada a montagem da matriz de rigidez [K] e do vetor de cargas
[Q] para a placa, chega-se ao sistema de equacdes lineares [K][U]=[Q] esquematizado
na figura 2.13. Aplicam-se em seguida as condi¢cdes de contorno cinematicas do
problema. Tais condicdes consistem na restricdo de determinados graus de liberdade
da estrutura, em funcao do tipo de vinculacdo externa existente. Na placa em questao,
as condicdes de contorno referem-se ao bordo r = a da placa. Além destas, existem
ainda condices a serem impostas em razdo da axissimetria (0 deslocamento u e a
rotacdo 6 no centro da placa (r = 0) sdo nulos) e as condi¢des iniciais do problema.
Estas ultimas envolvem, na andlise do primeiro intervalo de tempo, o conhecimento,
em todos 0s nOs da placa, dos deslocamentos, velocidades e, conforme requer o
método numérico, também das aceleragbes em t = 0. As condi¢cbes de bordo e de
axissimetria acima referidas séo introduzidas no sistema de equacfes através da
técnica dos “zeros e uns”. Utiliza-se entdo o método de Gauss para a resolucdo do

sistema, obtendo-se como resposta 0s deslocamentos nodais incognitos da estrutura
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no instante final t = t, de um certo intervalo de tempo At ao longo do processo de
marcha no tempo.
A montagem e resolucdo do sistema de equacdes € repetida para cada passo

de tempo, com atualizacdo dos parametros g e h da equacéao (2.30).

Tl U:

X
o e XX X X X X X X LJ2
o X X X X X X X X [o o

Us

O‘XX‘XX‘XX‘H

Ui—l p—
N Ui

N Ui+

U nn+2

Unn+3

X

X

X

X

X
XX X X X X
X X X X X X X

XXX X X XXX UNN+4

| i i

[K] [U] [Q]
Figura 2.13 — Representacdo esquematica do sistema de equagdes lineares montado

para um certo intervalo de tempo At
2.4 — Apresentacao e Analise dos Resultados

O presente item visa demonstrar a aplicabilidade do algoritmo desenvolvido,
procurando-se testar o seu funcionamento através da comparacdo dos resultados
numeéricos obtidos pelo MDFE, aqui proposto, com oriundos do MEF, fornecidos pelo
programa FEAP® [59]. Este Ultimo comporta opcdes para andlise dinamica de um
problema elastico 3D axissimétrico, tendo sido utilizado, nas aplicacdes, um elemento
quadrangular linear. A obtencdo dos resultados se faz mediante a consideracdo de
dois exemplos. No primeiro, sdo introduzidos deslocamentos iniciais, ao passo que, no
segundo, aplica-se subitamente a placa um carregamento uniformemente distribuido e
que se mantém constante no tempo. Nos exemplos deste e dos capitulos a seguir, as
discretizacbes espacial e temporal foram estabelecidas a partir da realizacdo de uma
série de testes até que se obtivessem resultados considerados confidveis (dentro de

uma margem de erro na faixa de 2%).
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2.4.1 — Exemplo 1: Placa Circular com a Imposicao de Deslocamentos Iniciais

Analisa-se neste exemplo uma placa apoiada submetida a uma deformada
inicial wy(r), correspondente a um carregamento estatico uniformemente distribuido de
2 x 10* N/m? atuando na placa [1], deixando-a oscilar liviemente apés a imposicéo

desta condicao inicial (figura 2.14).

h=200x10°m  p=7,00x 10° kg/m®
h .t %0 a=100 m v=3,00x10"
E = 2,00 x 10" N/m?

Figura 2.14 — Placa circular apoiada com a imposi¢do de deslocamentos iniciais

Para a andlise em diferencas finitas energéticas utilizaram-se 100 divisées no
raio, enquanto na andlise 3D por elementos finitos foram adotados 1600 elementos (16
divisbes ao longo da espessura e 100 divisbes ao longo do raio). Foram prescritas
condi¢cdes de contorno de deslocamento radial u = 0 nos nés correspondentes a
coordenada r = 0,00 m e de deslocamento transversal w = 0 nos noés de coordenada
r = 1,00 m. No programa de elementos finitos 3D, as condigbes de contorno, bem
como as condic¢des iniciais, foram dadas, em sintonia com a teoria de placas delgadas,
atribuindo aos deslocamentos transversais dos nos, ao longo da espessura, 0 mesmo
valor da flexa w(r) da superficie média. J& para os deslocamentos radiais, também
dw(r)

dr

O tempo total de andlise foi de 0,5s, subdividido em 500 intervalos de valor
At = 0,001s.

Nas tabelas 2.1 e 2.2 podem-se observar as diferencas percentuais, em

obedecendo a essa teoria, sdo prescritos, na espessura, 0s valores u(r, z) =-Z

relacdo aos resultados do MEF, para 0s primeiros maximos negativos do
deslocamento w e do momento M..

As figuras de 2.15 e 2.16 mostram a comparacdo entre os resultados do
MDFE, com a consideracdo da inércia de rotacdo, e do MEF (onde este efeito esta
implicitamente incorporado na formulagéo, por ser o modelo 3D) para o deslocamento

€ 0 momento no centro da placa.
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Tabela 2.1 — Deslocamento wns Negativo (r=0), correspondente ao primeiro maximo,

para o Exemplo 1

Deslocamento Way

Método Tempo Wniax Diferenca Percentual
MDFE 2,10x107 s -8,310x10° m -0,51%
MEF 2,00x1072 s -8,353x10° m -

Tabela 2.2 — Momento Mmax negativo (r=0), correspondente ao primeiro maximo, para

0 Exemplo 1
Momento Mmax Negativo
Método Tempo M max Diferenca Percentual
MDFE 2,10x10% s -4,915 x10°Nm/m 1,40%
MEF 2,00x10% s -4,983x10° Nm/m -
Deslocamento Inicial
1,00E-02
8,00E-03 -
6,00E-03
4,00E-03 - —MEF
__ 2,00E-03 -
E 0,00E+00 ‘ : MDFE
2 .2,00E-0D,D , 0,20 0,80 o040 50
-4,00E-03 1
-6,00E-03 | U u U u u
-8,00E-03 1
-1,00E-02
t(s)

Figura 2.15—- Deslocamento w(t) do centro da placa para o Exemplo 1 (MDFE X MEF)
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Deslocamento Inicial

6,00E+03

A
o =

E

£ 0,00E+00 : : ‘

= 0p \ kl’o o,zk) 3,}0 0,40 5o MDFE
-2,00E+03 \ l !
-6,00E+03

t(s)

Figura 2.16 — Momento M(t) do centro da placa para o Exemplo 1 (MDFE X MEF)

A comparagao entre o MDFE e o MEF mostrou que, no exemplo em questéo,
os dois métodos apresentam boa concordancia tanto para os deslocamentos
transversais como para 0s momentos, ndo se verificando, conforme ilustram os
gréficos, defasagens de periodo significativas com a evolu¢édo do tempo (para o tempo
total de analise considerado). Tais defasagens resultam do préprio processo de
marcha no tempo, no qual os resultados num tempo t; sdo tomados como condi¢bes
iniciais para o tempo t,, gerando assim um acumulo de erros a medida que o tempo

evolui.
2.4.2 — Exemplo 2: Placa Circular com Carregamento Uniforme Constante no Tempo

O segundo exemplo a ser apresentado € o de uma placa circular com
carregamento uniformemente distribuido p, = 2 x 10* N/m? aplicado subitamente e
mantido constante no tempo (figura 2.17), sendo os demais dados numéricos idénticos

aos do exemplo anterior.

p,=2x10*N/m?

ro S LT

\L—#‘
Z, W

Figura 2.17 — Placa circular apoiada submetida a carregamento uniforme mantido

constante no tempo

As discretizagBes temporal e espacial sdo também as mesmas ja utilizadas.

Novamente as condi¢des de contorno sdo aplicadas da mesma forma que no exemplo
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anterior. No programa de elementos finitos 3D o carregamento nodal, equivalente a
atuacao da forca p, (por unidade de area) na superficie média, foi estabelecido
considerando-se, ao longo da espessura e do raio, a zona de influéncia de cada né.

A comparacado entre os resultados do MEF e do MDFE é dada pelas tabelas
2.3 e 2.4 e pelas figuras 2.18 e 2.19.

Tabela 2.3 — Deslocamento wnsx positivo (r=0), correspondente ao primeiro maximo,

para o Exemplo 2

Deslocamento Way

Método Tempo Wniax Diferenca Percentual
MDFE 2,10x10% s 1,711x10% m -1,33%
MEF 2,00x10% s 1,734x10% m -

Tabela 2.4 — Momento Miyax positivo (r=0), correspondente ao primeiro maximo, para o

Exemplo 2
Momento Mymax pPOsitivo
Método Tempo M max Diferenca Percentual
MDFE 2,00x10% s 9,816x10° Nm/m 0,49%
MEF 2,00x10% s 9,649x10° Nm/m -
Carregamento Constante no Tempo
1,80E-02
1,60E-02 1 ﬁ rﬁ
1,40E-02
1,20E-02
1,00E-02
E 800E-03 |\ — M
2 6,00E-03 \ —MDFE
4,00E-03 I | | \
2,00E-03 1
0,00E+00 |
_2’00E_0$”\n 0,10 n")n ﬁ,’-lﬂ n’/ln ﬂ' O
t(s)

Figura 2.18— Deslocamento w(t) do centro da placa para o Exemplo 2 (MDFE X MEF)
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Carregamento Constante no Tempo

1,20E+04
1,00E+04
8,00E+03 - ﬁ ﬂ h H ﬂ n

E 6,00E+03 -

£ ——MEF

< 4,00E+03 —— MDFE
2,00E+03

0,00E+00 \ : : H : ‘
’ v
DO %,05

0, 0,10 015 0,20 0,25 O,3(¥ 0,35 40 045" 0,60
-2,00E+03

t(s)

Figura 2.19 — Momento M(t) do centro da placa para o Exemplo 2 (MDFE X MEF)

Novamente os resultados foram bastante satisfatérios, com amplitudes
semelhantes e sem a ocorréncia de defasagens de periodo, tal como observado no

exemplo anterior.

2.5 — Comentarios

Nos exemplos abordaram-se tanto o caso de condi¢des iniciais, como o de
carregamento aplicado. Nota-se, através dos resultados apresentados, que o MDFE
se mostra eficaz na analise de problemas lineares dinAmicos de placas delgadas.

Vale salientar que a implementacdo numérica desenvolvida como um problema
2D conseguiu representar satisfatoriamente o problema, quando comparado ao
modelo 3D de elementos finitos.

Pode-se dizer que o MDFE € uma alternativa competitiva nos casos
analisados, pois fornece resultados satisfatérios e, mesmo comparado com uma
modelagem 2D do MEF, apresenta, para discretizacbes equivalentes, um sistema de
equacdes de menor grau (jA que no MDFE as rotagBes somente sao incdgnitas nos

nés do contorno).



CAPITULO 3
ANALISE LINEAR DINAMICA DE PLACAS ESPESSAS
3.1 — Introducéo

Aborda-se neste capitulo a andlise linear de placas espessas. Além da
consideracdo do comportamento dinamico, € também previsto o efeito de solicitacbes
térmicas. De forma andloga ao capitulo anterior, primeiramente apresenta-se a
formulacdo analitica do problema, seguindo-se o tratamento numérico e,

posteriormente, os exemplos de aplicacéo.
3.2 — Tratamento Analitico do Problema

O desenvolvimento analitico via P.T.V. € analogo ao da placa delgada. As
consideracOes decorrentes da axissimetria, o sistema de coordenadas e os esforgos

solicitantes atuantes na placa também sdo os mesmos descritos no capitulo anterior.
3.2.1 — Hipoteses Basicas

1 — Admite-se que a placa em estudo é espessa e com comportamento linear
fisico e geométrico;

2 — Linhas retas, normais a superficie média antes da deformacao,
permanecem retas, inalteradas em seu comprimento, porém ndo mais normais a
superficie média ap6s a deformacéo.

3 — A tens@o normal o, (na direcdo normal & superficie média) é pequena em

relacdo as demais tensdes normais e pode ser desprezada.
3.2.2 — Avaliacdo doTrabalho Virtual Interno

O trabalho virtual interno, levando em conta o sistema de coordenadas da
figura 2.1, as simplificagbes da teoria adotada e a axissimetria do problema, escreve-
se:

W, = I(GrSSr + 0,08y + 1128y12)dV

i
\

(3.1)
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onde t', e y' representam, respectivamente, tensdo e deformac&o cisalhante ficticias,
uma vez que as mesmas sdo admitidas constantes ao longo da espessura da placa.

As componentes de tensdo o, e o5 € 1}, estdo ligadas as componentes de

deformacéo g, e g € yIZ e a variacao de temperatura At=At(r, z) pela lei constitutiva

[55]:

c, = 1_EV2 [(8, +vae) —ocAt(1+v)]

Gy = 2 [(89 +ve, )— aAt(l+ v)] (3.2)
T, = KGyfrZ

onde G= E é 0 moédulo de elasticidade transversal, K um fator corretivo

(denominado coeficiente de cisalhamento), a ser determinado no sub item 3.2.4, e a 0
coeficiente de dilatacao térmica.

Sendo a placa de raio a e espessura h, tem-se:

a
SW. = 2nj

i
0

(0r58r + 008y + T, )dz Ordr (3.3)

— N T

N

As relacdes deformacdo-deslocamento para o problema se escrevem, com o

auxilio da figura 3.1.:

L
[
U h
= —
P, 2
- | — %
z h
=} a r
- ) :
w
waw / \T
/ corte por um plano
T 0= constante
r——— % !
z Y S — dw
dr

(P*) - projegéo de P* no
plano 6= constante

/ dw
dr

z
Figura 3.1 — Componentes u, e u, do deslocamento de um ponto P genérico da

placa
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. _ou, _du, _dy

foor dr dr

g U _Uo 2

07 " r\lf (3.4)
_aur+auz_ P +d_w

er_ az ar _YTZ_ \U dr

onde uy denota o deslocamento u, dos pontos da superficie média e y representa a

rotacdo da normal no plano rz, a qual difere da rotagédo da superficie média (d—WJ .
r

Levando-se em conta a definicdo dos esforcos solicitantes, por unidade de

comprimento,

h h
2 2
h h
2 2

M, = IGerZ M, = J.cezdz (3.5)
h h
2 2
h
Jo

Q = |7 dz

T

2

o trabalho virtual interno (3.3) pode ser apresentado sob a forma:

a
SW, = 2nI(N,8du—r°— Mo I Nogy Mo 0oy Qré‘)d—Werr (3.6)
5 dr dr r r dr

Tendo-se (3.4) e (3.2), podem ser obtidos, através de (3.5), os esforcos
solicitantes em termos dos deslocamentos u,, € w, das rotacdes y da normal e cjj_w da
r

superficie média e da variacao de temperatura At. Admitindo para At variacao linear na
espessura, ou seja,

At + A, z
Atszr—(Ati - At,) (3.7)

onde At = At|z=j e At, = Atlzzh, chega-se entdo as seguintes expressdes para 0s
2 2

esforgos solicitantes:
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du v oEh
N, =C| —2%+-= - At; + At
r (dl’ +rur0j 2(1—V)( |+ e)
du u oEh
N, =C r0 01— —— (At + At
° (V dr+r] 2(—v)('+ e)
dy v aEh?
M =-D —/+— —— (At — At
' (dr +rwj+12(l—v)( )
2
Mez—D(vd—“’ﬁj CEN"_(at - at,)
dar r 12(1-v)

(3.8)

sendo C e D as rigidezes extensional e flexional da casca, definidas em (2.11).

Finalmente, substituindo (3.8) em (3.6), o trabalho virtual interno se escreve

sob a forma;

oW, = 2n {C(r d;’fo N
r

0

dr dr dr

+D vd—\u+}\|f dy + KGhr \|f—d—W oy + KGhr —\|1+d—W o—+
dar r dr dr

3 anEh
-V

+%(Ati —Ate)&y}dr

du
{(Ati + Ate)ré? i

"0+ (At; + At, ) U, +%(At- - Ate)réd—“’+

3.2.3 — Trabalho Virtual Externo

vu Sduro +D rd—w+vw Sd—W+C Vdu_,o+u
ro dl’

0 jéuro +
r

(3.9)

As possiveis forcas de dominio e de contorno sdo as mesmas consideradas na

placa delgada e representadas na figura 2.3.

A parcela do trabalho virtual externo relativa as for¢cas de dominio (por unidade

de area) é dada por:

W, = 275.[ [-f.8u,, +(p, —f, )ow — f,&y] rdr
0

onde

(3.10)
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h h
2 2
h
2
f, = | mivdz =iy (3.12)
h
2
h h
2 2 3
o T _uph” .
frz - J‘h“uerZ_ J;“(uro Z\V)ZdZ— 12 v
2 2

e sendo U,,, W e  as derivadas segundas temporais dos deslocamentos u, € w e

da rotacédo vy, respectivamente, e u a massa especifica do material.
Substituindo-se (3.11) em (3.10), tem-se a expressdo do trabalho virtual das

forcas de dominio:

a

iy ) h® .
W, = 2nj {— uhd, ,8u,, + (p, — uhw )ow —“1—2\.;5\4/} rdr (3.12)
0

A contribuicdo dos possiveis carregamentos de contorno (por unidade de

comprimento) para dW, se escreve:
SW, = 2malNr5u, + Q6w —Mraw)\a (3.13)

O trabalho virtual externo total, dado pela soma das parcelas referentes aos

carregamentos de dominio e de contorno, assume entéo o0 seguinte aspecto:

a

3
W, = 2“_“{— uhd, ,8u,, + (p, — uhw )ow —%\]]8\]/:| rdr +
0

+ Zna(NrSU,O +Qdw — MrS\V) L

(3.14)

3.2.4 — Determinacé&o do Coeficiente de Cisalhamento K

Para a determinacdo do coeficiente de cisalhamento K s&o igualadas as

parcelas de energia de deformacéo, por unidade de &rea de superficie média, U e U,
referentes as tensdes cisalhantes real e ficticia, respectivamente.

Primeiramente determina-se a tenséo real 1., através do equilibrio, na direcédo

radial, da por¢&o do elemento de placa situada entre um z genérico e g (figura 3.2).
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X

Figura 3.2 — Esquema para a determinacédo da tenséo cisalhante t,,

A equacéo de equilibrio de forgas na direcéo r € dada por:

h
2
J'{— c,rdo + (Gr + 8§r drj(r +dr)de — cedrde}dz —1,rdrdd =0 (3.15)
r

Segue-se entdo que:

0o,

rdrd6 + oo

- - (dr)?de - cedrde}dz —1,,rdrdo =0
r r

N N | T

{— c,rdé + c,rdo + ¢,drdo +

0o,
or

N N | T

(crdrde + rdrdo — cedrdesz —1,rdrdé =0

tendo-se, por fim,

h
2
(6, oy )dz+ 5; rdz -t r=0 (3.16)

N N | T

Com base em (3.2) e (3.4), as tensfes o, e op podem ser assim escritas em

funcéo dos deslocamentos e das variagdes de temperatura Ate e At;:

d At, + At
G, = E {[ﬂ_Zd_‘V+VU;O_VEWJ_Q(1+V){%+E(AQ—Ate)}}
r r

1—v?2 dr dr h
E d d At, + At (3.17)
urO z urO 4 i+ e z
= — Syt v— —vz— 4 a1+ V) ———= + = (At — At
STV {r T e J o V){ 2 h( ' e)}}

Comparando (3.8) e (3.17), o e o podem ser também escritas em funcdo dos

esforgos solicitantes N,, M;, Ng € Mg:
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o, =%+12—;Z
(3.18)
Ne MQ
=—+12—2
Levando-se (3.18) em (3.16), e integrando em z, chega-se a relagéo:
6(h> L)YM My, dM,) 1(h N, N, dN,
—| -z | -+ +—|=——z| LT —-——+ -1, =0 3.19
h? ( 4 j[ rr dr ) h(2 rr dr ) " (3.19)

Por outro lado, do equilibrio de momentos e de forcas na direcdo r no elemento
de placa, tem-se:

1 M, )
(F(Mr_M6)+ dr J—Qr

(3.20)
1 dN
=N, =Ny )J+——[=0
[, -n) S
Substituindo-se entéo (3.20) em (3.19), obtém-se a expresséo da tensao real 1.,
6Q, (h? _,
T, = h—sf(T— z j (3.21)

Para a energia de deformacdo, por unidade de area, associada a t,,, resulta:

2

T
2 dz
& (3.22)

C

|
—N T

A

N

-2

N

o

N

|
N |
SN

N |

. T
onde se considerou que vy,, = é

Introduzindo-se (3.21) em (3.22), e resolvendo a integral, obtém-se entéo:

h
- 2
1%Q%| 6 (h* _, 1Q%6
U=s=|=|—|—-2 dz==="—
ZIG|:h3(4 2Gh5 (3.23)

Determina-se agora a parcela da energia de deformacéao, por unidade de area,

referente a tensdo de cisalhamento ficticia '

rz?

a qual se escreve:

T, 71,02 (3.24)

—N T

U-1
2

N T

Exprimindo a deformacéo yIZ em funcdo da tenséo rIZ (equacédo 3.2) e

_

utilizando para esta a expressao rIZ = , tem-se para U:
h
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h h
__12f f _12Qr Qr _1 Qr2
U—EfmﬂﬂZ—EL dz==—"_ (3.25)

Da igualdade entre as duas parcelas de energia de deformacéo, U e U, resulta

entdo para o coeficiente de cisalhamento:

K== (3.26)

3.3 — Tratamento Numérico do Problema

A aplicacdo do método numérico ao presente problema é inteiramente analoga

a descrita no item 2.3.
3.3.1 — Discretizacao e Sistemas de Numeracao da Placa

Novamente a discretizacdo e sistemas de numeracéo da placa tiram partido da
axissimetria. Os nés da placa sao também numerados do centro para o bordo (figura
3.3). No presente caso ndo ha a necessidade de criacdo de graus de liberdade
referentes a nds virtuais, pois nota-se nas expressdes (3.9) e (3.14) a existéncia de
derivadas de primeira ordem somente. Tem-se para N divisdes da placa um total de
NN=N+1 nds, igualmente espacados de uma distancia A. A relacdo de
correspondéncia entre o indice i dos deslocamentos u;, w; € y; de um né i qualquer e
os indices de numeracao global desses mesmos deslocamentos se d& genericamente
por u—Uzio , Wi—Usi; € yi—Uz, i =1 a NN.

Na placa espessa, para fins de avaliagdo dos trabalhos virtuais interno e
externo, consideram-se dois tipos distintos de trechos de integracéo, designados como
tipos | e Il, conforme mostrado na figura 3.4. Aos termos contendo as derivadas u’, w’

e y’ (utilizando-se a notacdo () = % J associam-se NN-1 trechos de integragéo,
r

enquanto aos que envolvem as derivadas w, U, \ e também as funcbes de carga,
correspondem NN trechos de integracdo, notando-se, neste Ultimo caso, que oS
trechos inicial e final tém, respectivamente, metade do comprimento A indicado na

figura 3.4.
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O ponto nodal
x ponto médio entre dois nés consecutivos

A A A A A A
— i —
1 2 3 4 i-1 i i+1 NN-3 NN-2 NN-1 NN
(centro da placa) (bordo da placa)
u——=s W Us U~ Uio . e Uz - - - Uswn-11 Uann-s - Uswns Usinez
W——s U Us Us Un o e Usiys2z - - - Usnn-10 Usan-7 - Usnea Usiina
Y—> Us Us Uo U1z o e . Usi o e . Usnn-o Usne Usans Usnn

Figura 3.3 — Discretizacao e sistema de numeracéo global dos deslocamentos nodais

Utiliza-se ainda o sistema de numeracao local para os deslocamentos, também
mostrado na figura 3.4 e, como mostra a figura, a cada dois n6és consecutivosi- 1, i
(i=2 a NN) estdo associados seis deslocamentos nodais. A regra de correspondéncia

entre os indices de numeracéo local e global dos deslocamentos € dada por:

ak—>U3(j_2) rk (k:]. ab, j =2a NN) (327)
Trechos de integrac&o do tipo | (D )] i (i+1) (NN-2) (NN-1)
(associados a u', w' e ")
1 2 3 i-1 i i+1 NN-2 NN-1 NN

O—*%—0O0—*%0—Hf—0O0x0O0—>%0—Hf0>x0—>x-20

Trechos de integragéo do tipo Il 1 @ () (NN-1) (NN)
(associados a u, w e )
u — ai as ai a4 ai as4
W — az as az as az as
Yy — as as as as as as

Figura 3.4 — Trechos de integragao e numeragéo local dos deslocamentos nodais

3.3.2 — Representacbes em Diferencas Finitas para as Derivadas Espaciais dos
Deslocamentos

Tal como no capitulo 2, as derivadas espaciais sdo substituidas por

representacdes em diferencas finitas e introduzidas nas expressfes de dW,; e dWe.
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3.3.2.1 — Derivadas dos Deslocamentos u e w e da Rotacédo vy

Como se observa na expressao (3.9), € requerida somente a derivada primeira,
a qual, de acordo com a representacdo reduzida [57], fica assim aproximada num

trecho de integracdo genérico (i) ( vide figura 2.6):

(i) = i _Xf‘-l (3.28)

O esquema de integracdo no tempo € idéntico ao apresentado no capitulo 2,

tendo-se porém, no presente caso, um grau de liberdade adicional por no.

Consequentemente, na figura 2.10, f representa U,w ou Yy .

3.3.3 — Avaliacao do Trabalho Virtual Interno

Novamente, a avaliacdo da integral do trabalho virtual interno é desenvolvida
aplicando-se, para as derivadas dos deslocamentos u, w e y, as representacdes em
diferencas finitas apresentadas no sub item anterior. Em cada um dos trechos de
integracdo (do tipo 1 neste caso), tais derivadas, bem como todas as demais
grandezas existentes na expressao, sdo consideradas constantes.

Da expressao (3.9), obtém-se:

NN-1

W, _anzzl{ { r(iu’(5) + vu(i))ou(5) + (V“ W)+ %}SU(D}
v+ w0 2w o -

wKahr(iwl) - wioul)+ (- <>+w<>>aw<>]} () +

- omEn { Z_E[(Ati AL r(DOU' )+ u(h) + 1 (At — At Xr(Dow ) + &v(j))}d(i)}

1-v =

onde (j) representa um trecho genérico de integracdo, d(j) seu comprimento, e r(j), tal
como definido adiante, caracteriza sua distancia ao centro da placa.
Aplicando em (3.29) a representacdo em diferencas finitas para a derivada

primeira vista no sub item 3.3.2, escreve-se:
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W, =2n% c = uk_uk—l+vuk+uk—l 8Uk _Uk—1+ Vuk_uk—1+
| 2 » 2 » »

+ 2 U +Ugy sk U || p (rkJrrk—l \Vk_\Vk—l_}_v\Vk"'\Vk—lj.
e +My 2 2 2 A 2

s Yk T Vi 2 Vit Wier | Wk “ Wi |s Wi Wi |
A e+ y 2 A 2

+KGh e | [ Wit Wiea - Wi = Wiea s Wi T Wi | (3.30)
2 2 A 2

+f - Yk +\Vk—1+Wk_Wk—l ka_wk—l 2+
2 A A

_ onEh % (At, + At M Fher g U Ui | gk Pl |
1-v 2 A 2

k=2

+%(Ati —Ate)(rk +2"k71 sVk “Wikr | g Wk +Wkl)i|)\}

A 2

Note-se que 0s termos em u, w e y que aparecem sob forma explicita em
PR A i . L

(3.29) séo representados em (3.30) pela média f@)z%, k=(j)+1. Além disso, tem-
K hes

se que a variavel r é tomada no ponto x da figura 3.4 pela média r(j)= >

3.3.4 — Avaliagéo do Trabalho Virtual Externo

Na avaliacdo numérica do trabalho virtual externo, utilizam-se os trechos de
integracédo do tipo Il na figura 3.3.
A expresséo (3.14) assume entdo, para fins numéricos, a forma:
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3
.. .. .. A
SW, = 27{{— uhii,du, + (p,;, — phw, ow, ——“12 \4/16\|/1}§+

NN-1

y . h® .
+ Zrk[_ uhii duy + (p, — phi, Jow, _L;__Z\Vka\l’k}kJr
k=2

3

+ ' [_ uhlyySuyy + (pzNN — phw )6WNN BT
]

+aN,;8Upy +aQradWyy — aMrady JF

W NNOW N }7““

A :
onde toma-se r, =— e, por analogia, ry =a——.
4 4

Introduzindo a expresséao (2.29) em (3.31), tem-se finalmente para 6We:

W, = 271{!’1{ Hh( 4 u, + gulj (pzl - Mh(A;:ZWl + ngDS\Nl +
h®( 4 RS 4

- H ( 2 Vi + gwl]8w1:|_+ Z “’h uk + guk 8uk
12 2" & At?

4 h®
_ _ pn
+(pzk Hh(AtZ Wy +gwkj]8wk T ( e Wy + gwkj&"k}”

4 4
+ | — 1h FUNN +0unn [BUny + | Poan — 1D FWNN + 0wnn | DWW +

h? )
L;_Z (Atz Wnn + Jynn jSWNN:|}\‘ + aN,, 38U,y +aQr36WNN al\/|ra6\|fNN JF

3.3.5 — Montagem da Matriz dos Coeficientes

(3.31)

(3.32)

A montagem da matriz de rigidez global segue a mesma idéia descrita no

capitulo 2.

3.3.6 — Montagem do Vetor de Cargas

A montagem do vetor de cargas € analoga a do capitulo anterior, observando-

se que a contribuicdo dos termos envolvendo os efeitos térmicos € computada neste

vetor, pois tais termos se encontram multiplicados somente pelas variacdes dos

deslocamentos (e ndo pelos deslocamentos).
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3.3.7 — Sistema de Equacdes e Condi¢des de Contorno

A montagem do sistema de equacdes e a imposi¢do de condi¢Bes de contorno

sdo idénticas as da placa delgada.
3.4 — Apresentacao e Analise dos Resultados

Tal como no capitulo anterior, pretende-se neste item demonstrar a eficiéncia
do MDFE quando comparado a resultados analiticos ou do MEF. S&o analisados cinco
exemplos de aplicagdo, os trés primeiros de carater estatico e os dois ultimos
dindmicos. O primeiro exemplo consiste em uma placa engastada com carregamento
uniformemente distribuido; no segundo ilustra-se como a andlise pela teoria adotada
(Mindlin) recai na teoria de placa delgada (Kirchhoff) quando se utiliza um valor de G
muito grande; o terceiro exemplo consiste numa analise de efeitos térmicos na placa; o
guarto e quinto exemplos sao semelhantes aos ja descritos no item 2.4 (analise
dindmica da placa com deslocamentos iniciais e carregamento uniformemente

distribuido subitamente aplicado e mantido constante no tempo, respectivamente).

3.4.1 — Exemplo 1: Analise Estatica de uma Placa Circular Engastada com

Carregamento Uniformemente Distribuido

Analisa-se neste exemplo, pela teoria de Mindlin, uma placa engastada

submetida a um carregamento uniformemente distribuido p,= 2 x 10* N/m? (figura 3.5).

P,=2x10*N/m”

o HWNHHHHH o h=1,00x 10" m a=5,00x10"m

. E =2,00x 10" N/m? v=3,00x 10"

zZ, W
Figura 3.5 — Placa circular engastada submetida a carregamento uniforme

Para a andlise em diferencas finitas energéticas utilizaram-se 30 divisdes no
raio. Foram prescritas condi¢cbes de contorno de deslocamento radial u = 0 no né
correspondente a coordenada r = 0 e de deslocamento transversal w = 0 e de rotagéo
v = 0 no n6 de coordenada r = 0,50 m. Para fins de comparacao, consideram-se as
solugBes analiticas do problema pelas teorias de Mindlin [12] e Kirchhoff [1], além da
solugdo numérica pelo MEF (mediante uma analise bidimensional pelo programa
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FEAP®), sendo utilizada uma malha ndo estruturada de 721 elementos (envolvendo,
tal como no MDFE, 30 divisdes no raio) a fim de discretizar um setor da placa,
conforme ilustrado na figura 3.6. Prescrevem-se condi¢cdes de contorno de
deslocamento radial u = 0 no né correspondente a coordenada r = 0, de deslocamento
transversal w = 0, de rotagdes yx = 0 (em torno do eixo x) e y, = 0 (em torno do eixo
y)nos noés de coordenada r = 0,50 m e de rotacdes yx = 0 e y, = 0 ao longo dos bordos

horizontal e vertical, respectivamente, do setor de placa.

Y T O
0 O 5

Figura 3.6 — Malha n&o estruturada para o setor circular da placa do Exemplo 1

Os resultados numéricos para os deslocamentos transversais e momentos
fletores, bem como os respectivos valores analiticos fornecidos pela teoria de Mindlin
[12], acham-se apresentados nas tabelas 3.1 e 3.2 no que se refere aos seus maximos
(centro da placa), e ainda nas figuras 3.7 e 3.8, em termos de como variam com r.
Nestas figuras, sdo também disponibilizados, para fins ilustrativos, os resultados
analiticos correspondentes a teoria de Kirchhoff [1].

Tabela 3.1 — Deslocamento wna (r = 0), pela teoria de Mindlin, para o Exemplo 1

Deslocamento Wmay

Método Wnax Diferenca Percentual
Analitico [12] 1,261x10° m -
MDFE 1,261x10° m 0,00%
MEF 1,268 x10° m 0,50%




45

Tabela 3.2 — Momento Muax positivo (r = 0), pela teoria de Mindlin, para o Exemplo 1

Momento Mymax pOsitivo
Método Mimax Diferenca Percentual
Analitico [12] 4,063x10° Nm/m s
MDFE 4,079x10°Nm/m 0,40%
MEF 4,056x10> Nm/m -0,16%
Carregamento Uniforme
1,40E-06
1,20E-06 1
1,00E-06 1 —— Mindlin Analiico
o 800807 - VDFE
S 6,00E-07 — kirchhoff Analico
4,00E-07 - — MEF
2,00E-07 {
0,00E+00 : : ‘ ‘
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
r(m)
Figura 3.7 — Deslocamento w(r) da placa para o Exemplo 1
Carregamento Uniforme
6,00E+02
4’OOE+02 7\
—_ 2,00E+02 \ —— Mindlin Analttico
é 0,00E+00 ‘ ‘ — MDFE
é_ -2,00|§+020130 0,10 0,20 —— Kirchhoff Analitico
> _
-4,00E+02 - MEF
-6,00E+02 -
-8,00E+02
r(m)

Figura 3.8 — Momento M(r) da placa para o Exemplo 1

O conjunto dos resultados huméricos obtidos demonstra a eficacia do MDFE na

abordagem do presente problema. Nota-se pela figura 3.7 que, para os valores de a e

h utilizados (% = 5), a teoria de Kirchhoff j& apresenta uma discrepancia consideravel
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(por volta de 18%) no valor de wpa, quando comparada a de Mindlin. Por outro lado,
os momentos fletores, figura 3.8, ndo sdo, neste exemplo, afetados pelo termo de
cisalhamento, ou seja, os resultados analiticos decorrentes das teorias de Kirchhoff e
de Mindlin séo idénticos.

Quando comparados com os resultados do MEF, os resultados de
deslocamentos do MDFE mostram-se ligeiramente melhores, ocorrendo o contrario
com os resultados de momentos. Em linhas gerais, pode-se dizer que os dois métodos

numéricos apresentam desempenho equivalente.

3.4.2 — Exemplo 2: Andlise Estatica de uma Placa Circular Apoiada com Carregamento
Uniforme: Simulacdo Numérica da Teoria de Kirchhoff

O segundo exemplo a ser apresentado é o de uma placa circular apoiada com
carregamento uniformemente distribuido p, = 2 x 10* N/m? (figura 3.9). Os demais

dados numéricos séo idénticos aos do exemplo anterior.

p,=2x10*N/m?

v LU L

%
zZ, W
Figura 3.9 — Placa circular apoiada submetida a carregamento uniforme

Foram tomadas, como no exemplo anterior, 30 divisbes no raio da placa e
comparados os resultados analiticos pela teoria de Kirchhoff [1] com os fornecidos
pelo MDFE, tanto para a teoria de Kirchhoff, como para a teoria de Mindlin obtidos
E

2(1+ v)

modo a simular uma rigidez “infinita” ao cisalhamento transversal e assim recair na

com um modulo de elasticidade transversal ficticio G = Gx10° = x10°%, de

teoria de Kirchhoff. Tais resultados sdo apresentados nas tabelas 3.3 e 3.4 e nas
figuras 3.10 e 3.11.

Tabela 3.3 — Deslocamento wWpay (r = 0) para o0 Exemplo 2

Deslocamento Way

Método Winax Diferenca Percentual
MDFE (Mindlin) 4,346x10° m -0,04%
MDFE (Kirchhoff) 4,342x10° m -0,13%
Analitico 4,348x10° m -
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Tabela 3.4 — Momento My (r = 0) para o Exemplo 2

Momento Mmax

Método Mimax Diferenca Percentual
MDFE (Mindlin) 1,032x10° Nm/m 0,12%
MDFE (Kirchhoff) 1,024x10° Nm/m -0,66%
Analitico 1,031x10° Nm/m -

Carregamento Uniforme

4,50E-06

4,00E-06 \\

3,50E-06

3,00E-06

Analtico

= 2,50E-06 - -
3 —— MDFE (Mindlin)
2 2,00E-06 \ —— MDFE (Kirchhoff)

1,50E-06 \

1,00E-06

5,00E-07

0,00E+00 : : : :

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
r(m)
Figura 3.10 — Deslocamento w(r) da placa para o Exemplo 2
Carregamento Uniforme

1,05E+03

9,00E+02 \

7,50E+02
s Analitico
£ 0008027 — MDFE (Mindiin)
g 4,50E+02 | — MDFE (Kirchhoff)

3,00E+02 \

1,50E+02

0,00E+00 : : : :

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
r(m)

Figura 3.11 — Momento M(r) da placa para o Exemplo 2

Novamente os resultados do MDFE foram plenamente satisfatérios, mostrando,
como seria de esperar, que a teoria de Mindlin recai na de Kirchhoff ao se considerar
naquela um médulo de elasticidade transversal ficticio representado por um “nimero

muito grande”.
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3.4.3 — Exemplo 3: Analise Estéatica de uma Placa Circular Submetida a um Gradiente

de Temperatura

O presente exemplo visa testar a formulacdo numérica desenvolvida no caso
de ser a placa submetida apenas a solicitacdes térmicas, mediante a imposi¢cdo de um
gradiente de temperatura. Consideram-se, na analise, duas condicBes de contorno
distintas: placa apoiada (item a) e placa engastada (item b).

Para uma andlise comparativa por elementos finitos utilizou-se o programa
FEAP® (andlise 3D), adotando-se uma malha constituida de 4000 elementos (40
divisbes na espessura e 100 divisbes no raio) quadrilateros lineares. No caso da

andlise 2D do MDFE o raio da placa foi dividido em 100 partes.
a) Placa Apoiada

As caracteristicas do problema se encontram detalhadas na figura 3.12. Como,
neste caso, em termos de solugcdo analitica, os esforcos devem ser nulos para
qgualquer valor de r, e isto realmente se confirmou nas analises numéricas realizadas,
apresentam-se somente o0s resultados para os deslocamentos transversais. Tais

resultados acham-se dispostos na tabela 3.5 e na figura 3.13.

ru, a=20C h=1,00x10"m a =1,20 x 10® (°C)*

< T —
a a=500x101m v =3,00x 10"
E =2,00 x 10" N/m?

Figura 3.12 — Placa circular apoiada submetida a um gradiente de temperatura

Tabela 3.5 — Deslocamento Wnay (r = 0) para 0 Exemplo 3 - a

Deslocamento Way
Analitico MDFE MEF Diferenca Percentual
6,000x10* m 6,000x10“ m 6,000x10* m 0,00%
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Gradiente de Temperatura

6,00E-04

5,00E-04 -

4,00E-04 -

— MEF
—— MDFE

3,00E-04 -

w (m)

2,00E-04 - "
Analitico

1,00E-04 -

0,00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘

-1,OOE-O4O' DO 0,10 0,20 0,30 0,40 0,60

r(m)

Figura 3.13 — Deslocamento w(r) da placa para o Exemplo 3 - a (MDFEXMEF)

Os resultados da andlise 3D do MEF e do modelo 2D do MDFE foram
rigorosamente os mesmos, coincidindo também com a solucdo analitica, no caso a
prépria solugcéo de Kirchhoff [1], pois a hipétese das normais permanecerem normais a

superficie média apés a flexdo é exata para o presente problema.

b) Placa Engastada

A placa em questdo € a mesma da figura 3.12, exceto pela condi¢cdo de
engaste em r = a. Nesta situacdo, diferentemente do que ocorre no item (a), 0s
deslocamentos transversais sdo nulos, porém existe um momento fletor M,, constante
em toda a placa. Os resultados numéricos obtidos para este momento se encontram
dispostos na tabela 3.6 e na figura 3.14. Novamente os valores obtidos pelos dois
métodos numéricos coincidiram entre si e com a solucdo analitica [1], que, uma vez

mais, ndo se mostra afetada pelos efeitos do cisalhamento transversal.

Tabela 3.6 — Momento Myyax (r = 0) para o Exemplo 3 - b

Momento Mmax
Analitico MDFE MEF Diferenca Percentual
-1,143x10°> Nm/m | -1,143x10° Nm/m | -1,143x10°> Nm/m 0,00%
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Gradiente de Temperatura

0,00E+00

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,60
-2,00E+04

-4,00E+04 -
— MEF

-6,00E+04 - —— MDFE

Analtico

M, (Nm/m)

-8,00E+04

-1,00E+05 +

-1,20E+05

r(m)

Figura 3.14 — Momento M,(r) da placa para o Exemplo 3 - b (MDFEXMEF)

3.4.4 — Exemplo 4: Andlise Dindmica de uma Placa Circular Apoiada com a Imposi¢éo

de Deslocamentos Iniciais

Analogamente ao que foi feito no item 2.4.1, analisa-se uma placa apoiada
submetida a uma deformada inicial wy(r), correspondente a deformada estatica para
um carregamento uniformemente distribuido de 1 x 10° N/m? atuando na placa,
deixando-a entdo oscilar livremente ap0s a imposicdo desta condicao inicial (figura
3.15).

h=1,00x10"m p=7,00x 10° kg/m?
. a=500x10"m v=3,00x10"
E =2,00 x 10" N/m?

Figura 3.15 — Placa circular apoiada com a imposicéo de deslocamentos iniciais

Para a analise em diferencas finitas energéticas foram consideradas 70
divis6es no raio da placa. Desta vez utilizou-se, para fins comparativos, uma analise
2D pelo MEF com elementos de placa quadrilateros lineares do programa FEAP. Uma
malha néo estruturada de 3675 elementos foi gerada utilizando um setor da placa
(figura 3.16), sendo prescritas condi¢des de contorno de deslocamento radial u = 0 no
né correspondente a coordenada r = 0, de deslocamento transversal w = 0 nos nds de
coordenada r = 0,50 m e de rotagdes yy = 0 (em torno do eixo x) e y, = 0 (em torno do
eixo y) ao longo dos bordos horizontal e vertical, respectivamente, do setor de placa. O
tempo total de andlise foi de 0,03s, subdividido em 300 intervalos de valor
At = 0,0001s.
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Figura 3.16 — Malha n&o estruturada para o setor circular da placa dos Exemplos 4 e 5

Nas tabelas 3.7 e 3.8 faz-se a comparacéo, no centro da placa (r = 0), entre 0s

resultados correspondentes aos primeiros maximos negativos do deslocamento w e do

momento M,, respectivamente, enquanto nas figuras 3.17 e 3.18 mostram-se 0s

resultados, também no centro da placa,

momento fletor M, ao longo do tempo.

para o deslocamento transversal w e o

Tabela 3.7 — Deslocamento wyax Negativo (r = 0), correspondente ao primeiro maximo,

para o Exemplo 4

Deslocamento Way

Método Tempo Wnax Diferenca Percentual
MDFE 1,10x107° s -2,287x10° m 0,30%
MEF 1,00x10°3 s -2,280x10° m -
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Tabela 3.8 — Momento Mmsx negativo (r = 0), correspondente ao primeiro maximo,

para o Exemplo 4

Momento Mmax

Método Tempo M max Diferenca Percentual
MDFE 1,00x10° s -5,663x10° Nm/m -0,86%
MEF 9,00x10* s -5,712x10% Nm/m -

Deslocamento Inicial

3,00E-05

2,00E-05 -

1,00E-05 -

— MEF
—— MDFE

0,00E+00 + —
0,0 0,005 0/01

w (m)

-1,00E-05

-2,00E-05 +

-3,00E-05

t(s)

Figura 3.17 — Deslocamento w(t) no centro da placa para o Exemplo 4 (MDFE X MEF)

Deslocamento Inicial

8,00E+03

6,00E+03

4,00E+03 ,m m\ m d\\ m M\ m
AR A

st AU YUY YUY WYY UY Y

-6,00E+03 -
t(s)

M, (Nm/m)

(@}
=]
[6)]

-8,00E+03

Figura 3.18 — Momento M(t) no centro da placa para o Exemplo 1 (MDFE X MEF)

Os valores obtidos foram, uma vez mais, bastante satisfatérios, com as
amplitudes dos deslocamentos e dos momentos se apresentando préximas nos dois
métodos numéricos, e com as defasagens de periodo, para o tempo total de analise

considerado, nao se revelando ainda muito acentuadas.
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3.45 — Exemplo 5: Analise Dindamica de uma Placa Circular Apoiada com

Carregamento Uniforme Constante no Tempo

Este exemplo é analogo ao do item 2.4.2, com p, = 1 x 10° N/m? (figura 3.19).
Os dados numéricos da placa sao idénticos aos do exemplo anterior, adotando-se as
mesmas discretizacbes temporal e espacial do item 2.4.4.

p,=1x10°N/m?

v S

%

zZ, W

Figura 3.19 — Placa circular apoiada submetida a carregamento uniforme constante no

tempo

Os resultados no centro da placa obtidos pelo MEF e pelo MDFE podem ser
vistos nas tabelas 3.9 e 3.10 para os primeiros maximos positivos do deslocamento w
e do momento M,, e nas figuras 3.20 e 3.21 para w(t) e M,(t). Mais uma vez, quer para
os deslocamentos, quer para os momentos, houve boa concordancia dos resultados
tanto em termos qualitativos quanto quantitativos.
Tabela 3.9 — Deslocamento wpsx positivo (r = 0), correspondente ao primeiro maximo,

para o Exemplo 5

Deslocamento Wy

Método Tempo Wnax Diferenca Percentual
MDFE 1,00x10° s 4,552x10° m -0,09%
MEF 1,00x103 s 4,556x10° m -

Tabela 3.10 — Momento Misx positivo (r = 0), correspondente ao primeiro maximo,

para o Exemplo 5

Momento Mmax

Método Tempo M max Diferenca Percentual

MDFE 1,00x10°% s 1,091x10* Nm/m 0,25%

MEF 1,00x10°% s 1,088x10* Nm/m -




54

Carregamento Constante no Tempo

5,00E-05

4,00E-05

3,00E-05 -

— MEF
—— MDFE

2,00E-05 -

w (m)

1,00E-05

0,00E+00 H

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030
-1,00E-05

t(s)

Figura 3.20 — Deslocamento w(t) no centro da placa para o Exemplo 5 (MDFE X MEF)

Carregamento Constante no Tempo

“ |
8,00E+03 \

A
|
6,00E+03 I ——MEF
4,00E+03 ——MDFE
2,00E+03
0,00E+00 fM VFU
00

0,d 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030
-2,00E+03

1,20E+04

1,00E+04

T —
—_

M; (Nm/m)

t(s)

Figura 3.21 — Momento M(t) no centro da placa para o Exemplo 5 (MDFE X MEF)

3.5 — Comentérios

Nota-se que, para todos os exemplos de placa espessa analisados pela teoria
de Mindlin, o tratamento numérico pelo MDFE se mostrou bastante eficaz, lembrando
que o mesmo envolve agora um numero de graus de liberdade maior do que para a
teoria de Kirchhoff, pois nesta Ultima as rotacbes somente sdo introduzidas como
graus de liberdade nos n6s do contorno.

No primeiro exemplo, para o qual se dispunha dos resultados exatos pela teoria
de Mindlin, pdde-se constatar um desempenho equivalente do MDFE e do MEF tanto
no célculo dos deslocamentos como dos esforgos.

Como seria de esperar, a teoria de Mindlin recai na de Kirchhoff para a
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consideracdo de um modulo de elasticidade transversal “muito grande”, o que se pbéde
verificar através do Exemplo 2. Tal fato sera indispensavel para a andlise de placas
delgadas utilizando o processo de marcha no tempo por funcdes de Green (capitulo
4).



CAPITULO 4

METODO BASEADO EM FUNCOES DE GREEN NUMERICAS PARA A MARCHA NO
TEMPO NA ANALISE LINEAR DINAMICA DE PLACAS

4.1 — Introducéo

No presente capitulo descrevem-se os fundamentos necessarios a
implementacdo numérica na analise dinamica linear de placas de um método de
marcha no tempo baseado em fungbes de Green.

Como ja mencionado no final do capitulo anterior, a teoria de placas utilizada é
a de Mindlin, desenvolvida no referido capitulo. A escolha de tal teoria se deve ao fato
de o tratamento numérico pelo MDFE conduzir, neste caso, a uma matriz de massa
global diagonal, especialmente adequada ao procedimento aqui descrito. Quando
utilizada a formulagao referente a teoria de Kirchhoff, a matriz de massa ndo somente
deixa de ser diagonal como também fica mal condicionada, o que gera ndo sé um
grande esforgo computacional, como, por vezes, impossibilidade de sua inversao.

O meétodo, cuja aplicacdo é ilustrada através de trés exemplos, mostra-se, por
vezes, mais oneroso computacionalmente do que o da aceleragao constante (item
2.3.3), porém, a medida que cresce o numero de intervalos de tempo, torna-se cada

vez mais competitivo.

4.2 — Processo de Marcha no Tempo por Fungdes de Green

Para a utilizacdo do método, parte-se da equacao geral de equilibrio dindmico

do sistema, dada por:

MU(t) + KU(t) = Q(t) (4.1)

onde, ao contrario do que foi realizado nos capitulos anteriores, trabalha-se agora
explicitamente com uma matriz de massa contendo as contribuicbes das forcas de

inércia.

4.2.1 — Utilizagao da Transformada de Laplace na Solugcdo da Equacao de Equilibrio

Dinamico

Define-se a transformada de Laplace de uma fungéo f(t) como [60]:
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LIf(t)] = Te‘“ f(t)dt = o(s) (4.2)

0

Ao aplicar a transformada na equagao de equilibrio dindmico, sdo uteis as

seguintes propriedades:

LIf )+, )+ ] = Z[f )]+ 2] O]+ ...

Lly-fi(t)]=y- 21, ¢)]

i) = s[f(t)]-1(0°) (4.3)
7[f(t) = s2#[f(t)] - (07 )-(0*)

L8 )« f, ()] = I (O] 21 ()]

onde y é uma fungao independente do tempo e o simbolo * representa a convolugao

entre duas funcgdes, definida como:

t
(F £, E) = [ (- (4.4)
0
Aplicando-se a transformada de Laplace em (4.1), e levando em conta (4.3),
obtém-se:
mis?/[U(t] - su(0) - U0+ K/ult)] = #[Q(] 4.5)

sendo, no presente caso, U(0)=U(0*) e U(0)=U(0"). Isolando-se a transformada do

campo de deslocamentos, vem:
Zut)]=[sM+k] - EMUO)+ MU©) + £[Q(1)]}

Definindo-se, em seguida, a fungao (p [s M + K] , chega-se a equacao:

AU(t)] = o(s)- EMU()+MUO)+ 2 [Q()]

Utilizando o teorema de Cayley-Hamilton [61], prova-se quelim (p(s)=0 e, assim,
S—0

pode-se dizer que (p(s) representa a transformada de Laplace de uma certa funcao
f(t), ou seja, o(s)=7[f(t)]. Fazendo uso também de (4.2) e (4.3), reescreve-se a
expressao acima sob a forma:

()] = £[i(t)]- MU() + £(0)- MU(0) + £[F(t)]- MU()+ £[f(1)]- £[Q(t)] (4.6)

Por outro lado, pelo teorema do valor inicial [60], se Iim(p(s)zo entédo
S—w

Itirrgf(t)z f(0)=0. Introduzindo ainda a notagdo G(t) = f(t) (nomenclatura conveniente

pois, como se vera no topico seguinte, G(t) representa uma matriz de fungbes de
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Green), utilizando-se também a propriedade da transformada da convolugéo em (4.3)
e, além disso, aplicando-se a transformada inversa de Laplace ao campo de

deslocamentos (4.6), escreve-se finalmente:

U(t) = G(tMU(0) + G(tMU(0) + G(t) = Q(t) (4.7)
4.2.2 — Matriz de Fungdes de Green Associada a Equacao de Equilibrio Dinamico

A funcgao de Green é definida como a solugdo de uma equacéo diferencial nao
homogénea, na qual a ndo homogeneidade é representada pela “funcédo” delta de

Dirac. No caso em questao, seria a solugdo U(t) (para t > &) em (4.1) para um impulso

unitario de uma forgca associada a uma certa deslocabilidade (i) do sistema, aplicada

em um intervalo curto de tempo no entorno de t = &, com condigdes iniciais de

deslocamentos e velocidades nulas. A forga nodal Qi(t) representativa de tal impulso é
definida, com o auxilio da “funcao” delta de Dirac, por:

Q;(t)=3(t-¢) {:O’ set=¢

—>oo,set=¢ (4.8)

tendo-se J.S(t - &)dt =1. A *funcéo” delta de Dirac apresenta também uma propriedade

—00

denominada de “filtragem”, que pode ser traduzida como:
[8(t-e)f ()t = f(2) (4.9)

Define-se, em seguida, uma matriz de carga Q’(t), na qual todos os elementos
da coluna (i) sdo nulos, com excegado do elemento contido na diagonal principal da

matriz, o qual representa uma forga aplicada em & =0 ao grau de liberdade (i) do

sistema, associada a um impulso unitario. Assim,

Q (t)=38(t-¢g)=3(t)! (4.10)
sendo | a matriz identidade.
Denotando por U’(t) a matriz em que, correspondentemente & matriz de carga,
cada coluna (i) representa a resposta dindmica para a atuagdo de uma forca Q;
associada a deslocabilidade (i), a equacao de equilibrio dindmico (4.1) assume a
forma:
. 4.11
MU’ (t)+ KU (t) = 3(t) | @1
Com a definicao (4.2) e a propriedade (4.9), com £ = 0, tem-se a transformada

da “funcao” delta de Dirac:
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7[8(t)] = TS(t)e‘Stdt —e’ =1 (4.12)

0
De forma analoga ao sub-item 4.2.1, aplica-se a transformada de Laplace a

equacéao (4.11), obtendo-se:
7| ()] = o(s)- Mlsu” (0)+ U™ (0)]+1} (4.13)
onde, tal como ja visto, ¢(s) = [s?M+K] .

Tomando as condig¢des iniciais de deslocamentos e velocidades nulas, tem-se:
A 0]=9l8) > U 0= 7 ols)] = 510 (4.14)

concluindo-se entdo que a matriz G(t) em (4.7) representa a matriz de fungdes de

Green relativa a equacao (4.11).
4.2.3 — Equivaléncia entre Carregamento Impulsivo e Imposi¢cao de Condigdes Iniciais

Da mecanica classica [62] tem-se que o impulso J de uma dada forga F (o
qual é igual a variacdo da quantidade de movimento p, - p1 do sistema) é dado pela

expressao:

ty
:t:jlzolt=p2—p1 (4.15)

ty

No caso da matriz de carga definida em (4.10), o impulso resulta em :
0* . 0* 0*
3= [Q"(t)dt = [3(thdt = I[5(t)at =1 (4.16)
0 0~ 0~

Utilizando (4.16) e levando em conta as equacdes (4.14) e (4.11), esta ultima

integrada no tempo de 0" a 0", pode-se escrever:

0+ . 0+
3= [MG(t)dt + [KG(t)dt (4.17)

0~ 0~

Sendo G(t) um campo de deslocamentos e, portanto, continuo em t, tem-se

que:
0" €
[Ka(t)dt = lim [Ka(t)t =0 (4.18)
0~ -£

resultando finalmente para o impulso:

3= T SWgt - nsf0°)-6l0 J-m&(0')-me0) (@.19)

o

Dessa igualdade, conclui-se que existe equivaléncia entre o sistema (4.11),
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com condig¢des iniciais de deslocamentos e velocidades nulas, e 0 mesmo sistema
livre da acdo de forgas externas, porém com deslocamentos iniciais nulos e
velocidades iniciais ndo nulas. Assim, escreve-se:

MG(t)+KG(t)=0 (4.20)
com as condigdes iniciais

G(0)=0e G(0)=M"

Cabe observar que a substituicdo do carregamento impulsivo pelas condigdes iniciais
acima é mais adequada a implementagao numeérica, pois a aplicagao da “funcao” 8(t)
é feita de maneira aproximada através de um carregamento de intensidade “muito

grande” atuando num certo intervalo pequeno e finito de tempo, o que leva a uma

resposta com precisdo menor.
4.2.4 — Marcha no Tempo

O processo de marcha no tempo é realizado tomando-se por base a equacgao
(4.7). Da mesma forma que no capitulo 2, o tempo total de analise é subdividido em
diversos intervalos de tempo At, sendo t e t + At, respectivamente, os instantes

inicial e final de um intervalo genérico (figura 4.1).

U(t+AL), U(t+At)

At t+At

Figura 4.1 — Intervalo de tempo genérico no processo de marcha no tempo

No método da aceleragdo constante, utilizado nos capitulos anteriores, resolve-

se o sistema de equagdes a cada intervalo de tempo At. Ja no método aqui descrito,
o sistema de equacgobes (4.20) deve ser resolvido apenas para o primeiro intervalo de

tempo, através de um método convencional de marcha no tempo, com a finalidade de

determinar, em t = At, as matrizes de fungdes de Green G(At) e suas derivadas

G(At)e G(At). De posse destas, e com base na equacgdo (4.7), os deslocamentos e
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velocidades nodais em t = At podem entdo ser calculados como segue:

At

U(At) = G(AtMU(0)+ G(at)MU(0) + [ G(at - £)Q(E)de

(4.21)

At

U(At) = G(At)MU(0) + G(At)MU(0) + jG(At -£)Q(e)e

0
A partir dai a solugcdo encontrada servira sempre como condicao inicial para o proximo

intervalo de tempo, podendo-se assim reescrever (4.21) na sua forma geral:

U(t + At) = G(At)MU(t) + G(At)MU(t) + AfG(At —£)Q(t+¢&)de

U(t + At) = G(at)MU(t) + G(At)MU(t) + jG(At ~£)Q(t+ &g

(4.22)

em que foi usada a propriedade de translagdo temporal da fungdo de Green [63], a

t+At

At
qual permite escrever _[G(t +At—£)Q(g)dE = jG(At —&)Q(t+¢&)de.
t 0

Note-se que, estando determinadas as fungbes de Green e suas derivadas
temporais em t = At, o processo de marcha no tempo é explicito, o que pode tornar o
custo computacional muito inferior ao de se resolver um sistema de equacdes a cada

intervalo de tempo.
4.2.5 — Mudanca de Variavel no Processo de Marcha no Tempo

Com o intuito de diminuir a ordem das derivadas da matriz de funcbes de
Green G(At) nas equacgoes (4.22) acima, e com isso tentar melhorar a precisdo dos
resultados, realiza-se a seguinte mudancga de variaveis:

H(t) = G(t) (4.23)

Derivando-se em relagcao ao tempo a equacao (4.20) e introduzindo (4.23),
obtém-se:

MH(t)+ KH(t)=0 (4.24)
com as condigdes iniciais
H(0)=G(0)=M" e H(0)=G(0)=0
esta ultima obtida de (4.20) parat = 0.
Substituindo (4.23) em (4.22), reescreve-se a equagao da marcha temporal

como:
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At

U(t + At) = H(At)MU(t) + G(At)MU(t) + j G(At—&)Q(t+¢&)de
0 (4.25)

U(t + At) = H(AMU(t) + H(AtMU(t) + AfH(At —£)Q(t+&)de

0
sendo as fungdes H(At) e H(At), tal como G(At), calculadas aplicando-se em (4.24)

um método convencional de marcha no tempo.
A fim de diminuir o nimero de operag¢des matriciais envolvidas nas equacdes

(4.25), nelas realiza-se uma nova transformagéo:

G(t)=G(t)™M

_( )=G(t (4.26)

H(t) = H(t)M

Tal transformacéo, uma vez inserida nas equacgdes (4.25), resulta em:

At

U(t + At) = H(At)U(t) + G(At)U(t) + j G(At—g)MT'Q(t + &)dg
. At " (4.27)
U(t + At) = H(AtU(t) + H(AU(t) + jﬁl\/r1 (At-g)Q(t +&)dg
0
sendo G(t), H(t) e H(t), em vista de (4.20) e (4.24), determinados pela resolugéo dos
sistemas:
MG(t)+KG(t)=0 (4.28)
com as condigdes iniciais
G(0)=0 e G(0)=1
e
MH(t)+KH(t)=0 (4.29)
com
H(0)=1e H(0)=0
E de se notar que, apesar do ganho que se obtém pela melhora de precisdo
com a diminuicdo da ordem das derivadas de G(t) na equacao (4.22), tem-se agora

um esforgo computacional maior, ja que utilizando-se (4.27) para a marcha no tempo é
necessario resolver dois problemas distintos no primeiro intervalo de tempo.

No presente trabalho utiliza-se o método da aceleragao constante na resolugéo
das equagdes diferenciais (4.28) e (4.29) para o primeiro intervalo de tempo At,
tendo-se como condigdes iniciais adicionais, requeridas pelo proprio procedimento
numérico, as aceleragdes G(0)=0 e H(0)=M"K, extraidas de (4.28) e (4.29) para
t=0.
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4.3 — Tratamento Numérico do Problema
A formulagado numeérica é semelhante a do capitulo 3, com a diferenca de que

agora se determina explicitamente uma matriz de massa do sistema, com base na
expresséo (3.37) de W, .

4.3.1 — Determinacgao da Matriz de Massa M e do Vetor de Cargas Q

A igualdade entre o W, e W, (equacdes (3.34), (3.36) e (3.37)) fornece:

% c Mg +Tg-1 Ug —Ug +Vuq+uq_1 8uq—uq_1 . qu—ucH .
2 A 2 A A

q=2

+

2 Ug+Ug4 8uq +Uq 4 . Mg TTq1 Vg~ Waa +V\|;q + Wy
Mg +Tqn 2

qu—wq_1+( 2 \vq+wq_1+V\vq—\vq_1JS\vq+wq_1+

A Mg g1 2 A

L KGhZ +2rq71 l:[‘”q +2‘|’q—1 Wy _LW(H ]5% +2‘4’qf1 n [_ Vot Wat

_ _ 3 (4.30)
Y XW“‘1J6W“ }qu‘1:l}x+r1{uhu16u1+uhw18w1+—P;hz \'|'/18\v1}%+

NN-1 3
+ 1 [phl'jq8uq +phw dw +%\]’/q8\uq}k + My [l 8Uy + BhW W SW y +

q=2

uh® . A oEh | N Fq T Tq1 o Ug —Ugy Ug +Ug4
+—— Yo == At; + At S +98 +
12 VNN \VNNi|2 2(1_\/){2 (at, e 2 x 2

h fqtTq1 Wq W1 Vgt Vg A
+—(At, — At 3 +0 Ar+ [P OW, —+
6( i e{ 2 A 2 1pz1 1 2

NN-1
+ D TP WA + rNszNN?SwNN% +aN,_8Uyy +8QradWyy — aMrdy
q=2
Os termos do primeiro membro da igualdade (4.30) que se encontram
multiplicados pelos deslocamentos ou rotagdes e suas variagdes compdem a matriz de
rigidez K; ja os termos neste primeiro membro que se encontram multiplicados pelas
derivadas temporais dos deslocamentos ou rotagbes e suas variagdes formam a
matriz de massa M. Por sua vez, os termos do segundo membro da igualdade dao

origem ao vetor de carga Q. O vetor Q e a matriz M, assim obtidos, serao utilizados no
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processo de marcha no tempo definido por (4.27).

Vale salientar que para a determinacdo das matrizes de fungdes de Green
utiliza-se 0 mesmo procedimento numérico ja descrito nos capitulos anteriores
aplicado ao caso de carregamento nulo e condi¢des iniciais de deslocamento nulo e

velocidade nao nula.
4.3.2 — Representagdo Numérica para a Convolugao

Os termos referentes as integrais de convolugado na equagao (4.27) podem ser

representados, para um At suficientemente pequeno, por [48]:

TE(At —eMQ(t+e)de = G(OMTQ(t + At)At

0

N (4.31)
[H(at-eMQ(t+ )de = HOM'Q(t + At)at
0
Substituindo (4.31) em (4.27) obtém-se:
U(t + At) = H(At)U(t)+ G(At)U(t) + G(0)M'Q(t + At)At
(4.32)

U(t + At) = H(AYU() + H(ADU() + H(OM'Q(t + At)At
4.4 — Apresentacao e Analise dos Resultados

Com o intuito de verificar a eficiéncia do processo de marcha no tempo por
funcdes de Green foram elaborados trés exemplos de aplicagdo. No primeiro foi
analisada uma placa com comportamento puramente membranal. O segundo exemplo
trata de uma placa espessa com carregamento uniformemente distribuido aplicado
subitamente e mantido constante no tempo, enquanto o terceiro exemplo é analogo ao
segundo, porém para o caso de uma placa delgada (simulada utilizando-se um médulo

de elasticidade transversal G “muito grande”, como no item 3.4.2).
4.4.1 — Exemplo 1: Andlise Dindmica de uma Placa Submetida a Carregamento Radial
O primeiro exemplo trata da analise dindmica de uma placa submetida a um

carregamento radial, por unidade de comprimento, N, = 1,0 x 10* N/m, subitamente

aplicado no bordo e mantido constante no tempo (figura 4.2).
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- -2 - 3 3
N Nmtoxigum  N=200X107m  p=7,00x10° kg/m

- i —

ht a=100 m v=3,00x 10"
a
E =2,00 x 10" N/m?

Z, W

Figura 4.2 — Placa circular submetida a carregamento radial constante no tempo

O comportamento €, neste caso, de membrana, sendo analisados os
resultados para os deslocamentos radiais u, no bordo (r = 1,0m) e para os esfor¢cos
radiais N, em r = 0,5m. Foram utilizadas 50 divisdes no raio da placa e adotado um
tempo total de analise de 5x107%s.

Inicialmente, nas tabelas 4.1 e 4.2 e nas figuras 4.3 e 4.4, validam-se os
resultados fornecidos pelo MDFE comparando-os aos oriundos do MEF (via programa
FEAP®, adotando-se uma discretizacdo com 50 divisdes no raio e 8 na espessura),
sendo ambos obtidos com a utilizagdo do método da aceleragdo constante (método de
Newmark com os pardmetros 6 = 0,5 e a = 0,25 [58]) tomando-se 500 divisbes no

tempo.

Tabela 4.1 — Deslocamento U,omax (r = 1,0m) para o Exemplo 1 (500 divisdes no tempo)

Deslocamento Uygmax
Método Tempo Uromax Diferenca Percentual
MDFE 3,00x10% s 3,174x10° m -0,24%
MEF 3,00x10% s 3,181 x10° m -

Tabela 4.2 — Esforgco Normal Npax (r = 0,5m) para o Exemplo 1 (500 divisbes no

tempo)
Esforco Normal Nymax
Método Tempo Nimax Diferenca Percentual
MDFE 2,90x10" s 2,605x10* Nm/m 1,92%
MEF 2,80x10% s 2,556x10* Nm/m -
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Placa com Carga Radial

3,50E-06
3,00E-06
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2,50E-06 / \\/v\\/l \\// \Ul \\/I \\// \\\/I \\// \k [——MDFE |

0,00E+00
0,00E+ 5,00E- 1,00E- 1,50E- 2,00E- 2,50E- 3,00E- 3,50E- 4,00E- 4,50E- 5,00E-
00 04 03 03 03 03 03 03 03 03 03

t(s)

Uro(m)

Figura 4.3 — Deslocamento u(t), r = 1,0m, para o Exemplo 1 (500 divisbes no tempo)

Placa com Carga Radial
3,00E+04
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0,00E+00 1,00E-03 2,00E-03 3,00E-03 4,00E-03 5,00E-03

t(s)

—— MDFE
—MEF

I\
;

N,(Nm/m)

Figura 4.4 — Esforco Normal N(t), r = 0,5m, para o Exemplo 1 (500 divisbes no tempo)

Em seguida, sdo comparados os resultados do MDFE com a marcha no tempo
realizada pelo método de Newmark e com a marcha de tempo pelo método de Green
(cabendo lembrar que, neste ultimo, calculam-se as fungbes de Green pelo proprio
meétodo de Newmark), considerando-se 500 e 1000 divisdes no tempo. Nas tabelas 4.3
a 4.6 disponibilizam-se os valores obtidos para os primeiros maximos do
deslocamento u,, no bordo da placa e do esforgo N, em r = 0,5m, enquanto nas figuras
4.5 a 4.8 pode ser vista a evolugao temporal dessas grandezas. A discretizacao mais
refinada no tempo (1000 divisdes) se fez necessaria em fungdo dos resultados ainda
nao muito satisfatérios para o esforco N, com 500 divisdes no tempo, conforme se
depreende da tabela 4.4. Da observagao das tabelas 4.3 a 4.6, conclui-se também que
a convergéncia nos resultados dos esforcos e dos deslocamentos se deu sempre por

valores superiores para o método de Green e por valores inferiores para o de
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Newmark.

Tabela 4.3 — Deslocamento Uygmax (r = 1,0m) para o Exemplo 1 (500 divisées no tempo)

Deslocamento Uygmax

Método Tempo Uromax Diferenca Percentual
Green 3,00x10™ s 3,188x10° m 0,45%
Newmark 3,00x10* s 3,174x10° m -

Tabela 4.4 — Esforco Normal Ny (r = 0,5m) para o Exemplo 1 (500 divisdes no

tempo)
Esforco Normal Nymax
Método Tempo Nrmax Diferenga Percentual
Green 2,90x10™ s 2,801x10* Nm/m 7,55%
Newmark 2,80x10% s 2,605x10* Nm/m -
Placa com Carga Radial
4,00E-06
3,50E-06 -
3,00E-06 N /\ A A I\ o A A
2,50E-06 -
g 2,00E-06 1 Newmark
=z 1,50E-06 - Green (Newmark)
1,00E-06 -
5,00E-07 -
0,00E+00
-5,00E-07
0,00E+00  1,00E-03  2,00E-03  3,00E-03  4,00E-03  5,00E-03
t(s)

Figura 4.5 — Deslocamento u(t), r = 1,0m, para o Exemplo 1 (500 divisdes no tempo)
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Placa com Carga Radial
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t(s)

Newmark

Green (Newmark)

N, (N/m)

e

Figura 4.6 — Esforco Normal N(t), r = 0,5m, para o Exemplo 1 (500 divisdes no tempo)

Tabela 4.5 — Deslocamento Uigmax (r = 1,0m) para o Exemplo 1 (1000 divisdes no

tempo)
Deslocamento Urgmax
Método Tempo Uromax Diferenca Percentual
Green 2,95x10™ s 3,183x10° m 0,05%
Newmark 3,00x10™ s 3,181x10° m -

Tabela 4.6 — Esforgco Normal Nieax (r = 0,5m) para o Exemplo 1 (1000 divisdes no

tempo)
Esforgo Normal N;max
Método Tempo Nrmax Diferenca Percentual
Green 2,75x10% s 2,745x10* Nm/m 1,83%

Newmark 2,80x10* s 2,696x10* Nm/m -
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Placa com Carga Radial
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Figura 4.7 — Deslocamento uy(t), r = 1,0m, para o Exemplo 1 (1000 divisdes no tempo)

Placa com Carga Radial
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Figura 4.8 — Esforco Normal N(t), r = 0,5m, para o Exemplo 1 (1000 divisbes no

tempo)

Conclui-se assim que, no caso em estudo, os resultados encontrados através
do método de marcha no tempo baseado em fungdes de Green se mostraram
bastante precisos e estaveis, quando comparados aos do método da aceleragao

constante.

4.4.2 — Exemplo 2: Placa Circular Espessa com Carregamento Uniforme Aplicado

Subitamente e Mantido Constante no Tempo

O segundo exemplo é exatamente o mesmo do item 3.4.5, nele se analisando
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uma placa circular espessa submetida a um carregamento uniformemente distribuido
p, = 1 x 10° N/m? aplicado subitamente e mantido constante no tempo (figura 4.9).

p,=1x 10°N/m? h=1,00x10"m  p=7,00x 10%kg/m°
r&ki\iiww¢$$HW$¢iik%> a=500x10"m  v=300x10"

% E=200x 10" N/m?

zZ, W

Figura 4.9 — Placa circular espessa apoiada submetida a carregamento uniforme

constante no tempo

O raio da placa foi dividido em 50 partes e considerou-se o tempo total de
analise de 5x10"s, dividido em 500 intervalos.

Nas tabelas 4.7 e 4.8 encontram-se dispostos os resultados do MDFE com
Newmark e Green para os primeiros maximos positivos do deslocamento transversal w
e do momento M; no centro da placa. As evolug¢des temporais dessas duas grandezas

estdo representadas nas figuras 4.10 e 4.11.

Tabela 4.7 — Deslocamento Wmsy (r = 0) para o Exemplo 2

Deslocamento Wy

Método Tempo Wax Diferenca Percentual
Green 1,10x10% s 9,250x10° m 1,08%
Newmark 1,10x10% s 9,151x10° m -

Tabela 4.8 — Momento M;sx (r = 0) para o Exemplo 2

Momento Mmax

Método Tempo Mimax Diferenca Percentual

Green 1,00x10% s 2,180x10° Nm/m -0,25%

Newmark 1,00x10% s 2,185x10° Nm/m -
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Placa Espessa

1,00E-05

8,00E-06

6,00E-06

Newmark

4,00E-06

w (m)

Green (Newmark)

2,00E-06

0,00E+00 U " u ‘ : : u u

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
-2,00E-06

t(s)

Figura 4.10 — Deslocamento w(t) do centro da placa para o Exemplo 2
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Figura 4.11 — Momento M(t) do centro da placa para o Exemplo 2

Como ja observado nos exemplos dindmicos dos capitulos anteriores, a
freqliéncia de vibracdo do deslocamento transversal € semelhante a do esforco M..

Os resultados demonstraram que o processo de marcha no tempo por Green
apresentou-se também bastante satisfatério para o comportamento flexional da placa
espessa, notando-se, pelas tabelas 4.7 e 4.8, uma proximidade um pouco maior,

quanto aos valores maximos, nos resultados dos esforgos.

4.4.3 — Exemplo 3: Placa Circular Delgada com Carregamento Uniforme Aplicado

Subitamente e Mantido Constante no Tempo

O presente exemplo trata de uma placa delgada submetida a um carregamento
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uniformemente distribuido, p, = 2 x 10* N/m? aplicado subitamente e mantido

constante no tempo, conforme ilustrado no figura 4.12.

P,=2x10*N/m? h=2,00x10?m  p=7,00x 10° kg/m®

v LAV AL a=100 m v=3,00x10"

% E =2,00x 10" N/m?

Z, W

Figura 4.12 — Placa circular delgada apoiada submetida a carregamento uniforme

constante no tempo

Foram novamente tomadas 50 divisdes no raio da placa e comparados os
resultados do MDFE obtidos com o método da aceleracédo constante e com o baseado
nas fungdes de Green, simulando-se o comportamento de placa delgada através de

um modulo de elasticidade transversal G = Gx10° = _E x10°.
2(1+v)

A comparagao entre os resultados para os dois procedimentos de marcha no

tempo pode ser vista nas tabelas 4.9 e 4.10 e nas figuras 4.13 € 4.14.

Tabela 4.9 — Deslocamento wnay (r = 0) para o Exemplo 3

Deslocamento Wiy

Método Tempo Wmax Diferenca Percentual
Green 2,10x10% s 1,765x10% m -0,49%
Newmark 2,10x107 s 1,774x10% m -

Tabela 4.10 — Momento Msx (r = 0) para o Exemplo 3

Momento Mmax

Método Tempo Mmax Diferenca Percentual

Green 2,10x10% s 9,178x10° Nm/m 1,87%

Newmark 2,10x10% s 9,010x10° Nm/m -
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Placa Delgada
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Figura 4.13 — Deslocamento w(t) do centro da placa para o Exemplo 3
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Figura 4.14 — Momento M(t) do centro da placa para o Exemplo 3

A precisao e estabilidade do método de avanco no tempo baseado em funcdes

de Green foi novamente comprovada, desta vez para o caso de uma placa delgada.

4.5 — Comentarios

Para os trés exemplos aqui abordados o0 método de marcha no tempo baseado
nas funcdes de Green se mostrou eficiente.

Como ja comentado anteriormente, a desvantagem do método é o esforgo
computacional para a resolugdo de dois sistemas de equagles para cada um dos
graus de liberdade da estrutura. A partir do momento que o numero de incrementos de

tempo vai aumentando, o método vai se tornando cada vez mais vantajoso, por ser
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explicito.

Existem alguns meios de se tentar reduzir o custo computacional tomando
somente a contribuicdo de algumas regides espaciais do modelo [52], mas nao é este
0 objetivo do presente estudo.

Como comentado no capitulo anterior, o fato da teoria de Mindlin recair na de
Kirchhoff para a consideracao de um médulo de elasticidade transversal grande é de
suma importancia para o desenvolvimento do método em estudo, ja que possibilitou o
estudo de placas delgadas com uma matriz de massa (para a qual se calcula a inversa
no processo) diagonal.

Observa-se, nos exemplos apresentados, que as freqiéncias dos
deslocamentos sdo, em geral, bastante semelhantes as dos esfor¢cos solicitantes,

como também verificado em [6].



CAPITULO 5

ANALISE NAO LINEAR DINAMICA DE PLACAS DELGADAS

5.1 — Introducéo

Analisa-se neste capitulo o comportamento nao linear de placas delgadas, no
ambito de rotacbes moderadas. Primeiramente sdo descritos os aspectos tedricos da
anadlise em questdo, passando-se, em seguida, ao tratamento numérico pelo MDFE e,
como nos capitulos anteriores, sao por fim apresentadas aplicagcbes com o intuito de

comprovar a eficacia do MDFE.

5.2 — Tratamento Analitico do Problema

A abordagem analitica do problema pelo P.T.V., bem como todas as
consideracdes sobre a axissimetria, o sistema de coordenadas e a definicdo dos esforgos

solicitantes, s&o idénticas as ja descritas no capitulo 2.

5.2.1 — Modelo de Rotag¢des Moderadas

O estudo do comportamento ndo linear geométrico envolve diversos niveis de
simplificacao, estabelecidos de acordo com o tipo de modelo estrutural adotado.

No caso das placas delgadas, o modelo ndo linear em geral adotado é o de
rotagdes moderadas [64,65], dando origem a teoria de von Karman, compativel com a
presenca na placa de deslocamentos transversais da ordem da espessura. Tal modelo
corresponde ao caso de pequenas componentes de deformagado e pequenos angulos de
rotacdo (em radianos) em relagcdo a unidade, sendo estes angulos, no entanto,

consideravelmente maiores do que as componentes de deformacgao.

5.2.2 — Hipéteses Basicas

1 — Admite-se que a placa em estudo é delgada, com comportamento linear fisico

€ nao linear geométrico (rotacbes moderadas);

2 — Linhas retas, normais a superficie média antes da deformagao, permanecem
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retas, normais a superficie média e inalteradas em seu comprimento ap6s a deformacéao
(hipdtese de Kirchhoff).

3 — A tensao normal o, (na direcdo normal a superficie média) é pequena em
relacdo as demais tensbes normais e pode ser desprezada nas relagbes tensado -

deformacao.
5.2.3 — Relagdes Deformacgao-Deslocamento

5.2.3.1 — Componente de Deformacao e,

Partindo-se de um segmento elementar dr, na diregdo r, a uma distancia z da
superficie média (figura 5.1), e considerando o seu comprimento apds a deformacao

como sendo ds*, pode-se escrever:

2 2 2 2
(ds*)2 =[1+ a;rj dr? +(C;—Wj dr? .- ds* = \/(H a;rj +(C;—Wj dr
r r r r

Para a componente de deformacéo ¢, resulta entéo:

ou, 2 (dw)?
1+ +|—| dr—dr > 2
ds” —dr or dr ou, (ou, dw
g = = =,1+2 + -1

r _+ o .
dr dr or or dr

ou, lembrando que v1+a = 1+% para |of <<1,
ou, 1(ou )’ 1(dw)’

8I’ = + - — + — —
or 2 or 2\ dr

2
Desprezando 17 our diante de oy e levando em conta que u, =u,, —zd—W, onde
2 or or dr

Uo =U,|, . escreve-se finalmente:
z=0

du, 1(dw)® _d*w
g =——+—|—| -2
d 2\dr dr?
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z \L A dr B
w(r) du
1+
A* ( ar )d
| aw 4
ds* I “dr
B*
u(r,z)

Figura 5.1 — Esquema para a determinagéo de ¢,
5.2.3.2 — Componente de Deformacao ¢,

Analogamente ao desenvolvimento anterior, parte-se de um segmento elementar
AC, desta vez na direcao circunferencial. Com o auxilio da figura 5.2, escreve-se entao:

( Jor)-(AXe) _(r+u)do-rdo u, . _ug zdw
(A)C) rdo Cr U e

Observa-se assim que a componente de deformacao ¢, resulta idéntica a da teoria linear.

(€

() = projeg&o no plano xy

y

Figura 5.2 — Esquema para a determinagéo de ¢,

Em resumo, as relacbes deformagao-deslocamento para o problema em estudo

sao dadas por:

_dug 1 [dw) _Zd2W

€ =
dr 2\ dr dr?
(5.1)

Uy zdw

r r dr

0 =
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5.2.4 — Trabalho Virtual Interno

A expressao geral do T.V.l da placa é exatamente a mesma do capitulo 2, dada
pelas equacdes (2.4) e (2.6). No presente caso, entretanto, sdo ainda previstas
solicitagcbes térmicas e, com isso, as componentes de tensdo o; e oy se ligam as
componentes de deformacgao ¢, e gq por:

o, = y E 5 [(sr +vse)—aAt(1+v)]
-V

c—E
e’I—v

(5.2)

5 [(se + ve, ) — aAt(1+ v)]

Utilizando as relagdes deformacao-deslocamento (5.1), e usando as definicbes

(2.8) dos esforgos solicitantes, o trabalho virtual interno pode ser escrito como:

a
BW, = 2n {Nrrzs‘tj—"’ N
r

r—=o86— —Mrd— + Nyou,; — Myd—
5 dr

T dr dr dr?

dw _ dw d’w dw dr
(5.3)

Substituindo (3.7) e (5.1) em (5.2), e levando o resultado em (2.8), os esforgos
solicitantes ficam assim representados em funcdo dos deslocamentos u,, w e das

variagdes de temperatura At; e Ate:

B 2
N, =C du, v - 1 (d_wj aEh (
dr r 2\ dr

2
N, =C y 3o +u;0+x(dwj __GE (at; +at,)

ar r  2ldr 2(1-v)
- il (5.4)
2 2
M. =D daw vdw +ﬂ(mi _At,)
dr2 rdr) 12(1-v)
2 2
M, =-D yaw taw)  aEh (At, - At,)
dr2 rdr ) 12(1-v)

Finalmente, introduzindo (5.4) em (5.3), a expressao do trabalho virtual interno se escreve

sob a forma:
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2
- d_w) 8durO dwad_w Drd wo dw
20 dr dr dr dr dr? dr

SW, =E{2nlc( Ao

2 d 2 2
IV oy Qo U | V(AW du, +D| v yaw  ddwisaw |,

dr? dr r 20dr dr? rdr ) dr (5.5)
- ‘:T‘Eh {(At T (At + At )rd—Wzsd—W T (At + At, ou, +

%

+2( At )radw 2( At)SdW}}dr

5.2.5 — Trabalho Virtual Externo

O trabalho virtual externo fica traduzido pela mesma equacao (2.17) do caso

linear.
5.3 — Tratamento Numérico do Problema

A discretizacdo e sistemas de numeragéo, bem como a regra de correspondéncia
(2.18) entre os indices de numeracao local e global dos deslocamentos, para um trecho
genérico (i) de integragéo, descritas no capitulo 2, sdo igualmente validas para o caso nao
linear. Vale no entanto salientar que, no presente estudo, existem no T.V.l. termos
adicionais provenientes da parte nao linear de N, e N, Para tais termos foram
considerados os trechos de integragdo do tipo 1 na figura 2.5 e, além disso, utilizada a

representacao reduzida para a derivada espacial de w (analoga a férmula (2.19) para u).

5.3.1 — Representagdo pelo Método da Aceleracdo Constante para as Derivadas

Temporais dos Deslocamentos
Tal representacgao € idéntica a descrita no capitulo 2.
5.3.2 — Avaliacéo do Trabalho Virtual Interno

Na avaliagdo numérica do trabalho virtual interno, da mesma forma do que nos

capitulos anteriores, substitui-se, na equacéao (5.5), a integral por um somatdério traduzindo
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a contribuicdo dos trechos de integracéo considerados ao longo do raio da placa, sendo
utilizadas para as derivadas dos deslocamentos u e w as suas representacbes em
diferengas finitas. Lembra-se novamente que, para cada trecho de integragao, todas as
grandezas existentes na referida expressao sao supostas constantes.

A presenca de termos nao lineares na expressao do T.V.l. acarreta uma matriz de
rigidez global da placa fungéo dos deslocamentos, o que torna necessario um esquema
iterativo (descrito posteriormente) para a resolugéo do sistema (n&o linear) de equagdes
algébricas decorrente do procedimento numérico. Neste caso, mostra-se conveniente a
decomposicdao do T.V.l. em duas parcelas: uma relativa as deformacgodes totais, que
envolve trés possiveis esquemas de representacdo numérica, conforme apresentado no
tépico a seguir, e uma relativa aos efeitos térmicos, que envolve um Unico esquema de

representagcdo numeérica.
5.3.2.1 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada as Deformacgbes Totais

Da expresséo (5.5) obtém-se, excluindo as parcelas de temperatura:
N T S) AT Py o o T () e
BW, =2m) 3| ry (i) + vu(i)+ =22 w () J3u'()+| (') + vu(i) + == w () |

(1)=1

w(j)ow’(j) + [vu'(j) +

r—mu(j)gw'(J)ZJSu(J)}dm + D{(rw (w"(1) + vw'(1))ow"(1) +

+(vw”(1 +%w(1))6w } 1)+N§“1D[ W)+ vw'())ow"(j) + 56

s

+ (vw”(N N) +

(J)J+ Sw (J):| (i) + vw'(NN))sw"(NN) +

N w'(NN)JSw'(NN):Id(N N)}

Entre os termos nao lineares na expressdo acima distinguem-se inicialmente
aqueles que (excluindo-se as variagbes) dependem somente de w’. Nestes termos, um
quadratico e outro cubico, apenas uma das derivadas W’ sera expressa em diferencas
finitas, enquanto as outras (W' e w'?) serdo mantidas fechadas (ndo representadas em
diferengas finitas). Ja os termos ndo lineares na expresséo (5.6) que dependem ao

mesmo tempo de w’ e de U’ ou u permitem mais de um tipo de representacao, pois fica
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aberta a possibilidade de se manterem fechados w’ ou entdo u ou u’. Em funcdo do
exposto, e introduzindo as representa¢des em diferengas finitas, montam-se os seguintes
esquemas para a avaliagdo numérica de (5.6):

a - Esquema 1:
Neste esquema, sdo mantidas fechadas as derivadas w’ nos termos nao lineares

de (5.6) que permitem mais de um tipo de representagédo. Segue-se entio:

NN
n+nrn_,u —u,._ u, +u,_ rn+rn_,w, —w,_
Zc[(k k-1 Yk k1+Vk k1+k k-1 k k1W! )

=~ 2 A 2 2 A X

U, — Uy Me + Mg U — Uy U +Up g N+l Wy =Wy ,
- + +v + Wi

Wix
A 2 A 2 2 A ,
Wic = Wit | Y ZUie 2 U U b Y Wi = Wit W e S S
A A M + M 2 2 A X 2

-0

+D rz(Wz_W1_(P17¥)+VW2_W1 82(W2_W1_(P17‘)+
! 22 A 22

" VZ(Wz_W1_(P17b1)+lW2_W1 s W2 — Wi A
% oA A2

(5.7)

+ 2.0 22 21 20

NN-1

W, . —2W, +W, W, . —W,_ W, . —2W, +W,_
|:[rk k+1 k k-1 +v k+1 k 1} 6 k+1 K k1+
k=2

+f v Wkt _zv‘;k T Wy +1Wk+1 Wit | g Wit TWket |
A 2 2%

" DI:(rNN (@ an ;\;NNN + WNN—1)+ v Vnn _}\‘WNN—1 J

5 2(unant = Wi + Wi 1) + [v 2((PNN}\‘NN—1 —WnN Tt WNN71)+
% %

2

+LWNN ~Win-t |5 Win = Winn- A
NN A A

b - Esquema 2
Neste caso, nos termos de (5.6) que permitem mais de um tipo de representagao,

sdo mantidos fechados os deslocamentos u ou as derivadas U’ e escreve-se W em sua

representagcao numérica por diferengas finitas. Assim,
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SW, = 2 %C M F et U ZUer | et tier | et feq Wie = Wieq W j
| 2 » 2 2 » :

u, —u,_ N +rnr._ N +nr._ W, —W,_ W, —W,_
_Sk}bk1+(k2k1ul>(k+vux+k k1W/2j k k18 k k1+

u, —u,_ 2 u, +u,_ vVW, —W,_ u, +u,_
+Vk k1+ k k1+_ k k1Wr 8k k17u+
A Me + Mg 2 2 A «

+D[[r1 2(W2 _7‘:‘2’1 _(P17‘)Jr v W, ;W1 ) 52(W2 -~ W, _(P17“)+

" V2(W2_W21_(P17“1)+1W2_W1 W2 — Wy A
22 Y 2 (5.8)

NN-1
Wi = 2Wy + W, Wit = Wit
+ D[[rk 2 e .
k=2

W, ., —2W, +W, Wy, —2W, +W, 1TW, —W,_ W, . —W
. k+1 kK k1_|_(V k+1 k k1+_ k+1 k-1 S k+1 k-1 A+

2\ 22 o 2. 21

+Dlr 2((pNN7\‘NN—1 —Wnn +WNN—1)+VWNN — WNN-1 82((pNN}\'NN—1 —Wnn +WNN—1)+
NN 2 2
X A A NN-1

+(v (@ ant — W +WNN—1)+LWNN — Win-t }6 WNN ~ WiNN-1 ];

% fa A A 2

¢ - Esquema 3

Nesta alternativa, os termos né&o lineares de (5.6) que permitem mais de um tipo
de representagcdo sao decompostos em duas parcelas, numa delas mantendo-se
fechados os deslocamentos u ou as derivadas U e escrevendo-se w em sua

representacdo numeérica, e na outra adotando-se o procedimento inverso. Desta forma,

vem:
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SW. = 21 %C M F et U ZUer | et tier | et feq Wie = Wieq wh |-
< 2 A 2 2 A ‘

u, —u,_ r.+r_.(1u, —u,_ 1W, —W,_ u, +u,_
L5k k1+(k k1[_k K-t w! 4+ Kk k1u/ij+V(k k1WerJr

A 2 2 A X T2 A

W, +W N+ W —W,_ W, —W,_ u, —u,_
+ k k—1u/ + + Kk k-1 Kk k1W'2Xk]8 k k-1 +[V Kk k1+

2 X 2 A
2 U Uy 4 Y Wi = Wi W skt | | p r, 2(w, —w, _@17‘)+
e +ro, 2 2 A X 2 22
Ly N2 T Wy 52(W2 -W; -} + V2(W2 —Wy _(P17‘1)Jr Twy—wy )
A 22 % oA (5.9)
s W2 — Wy &Jr Nib r Wi —2W, + W, 4 + v Vit TWiet | g Wi —2W, + Wy +
L |2 &K 22 2% 2)

vy Wit —2W, + W, 4 +i Wit = Wit | e Wit “Wiea |
22 e 2\ 2)

+V 7\‘2

n Dl[r 2((PNN}\‘NN—1 —Wnn Tt WNN—1) WnN — WNN-1 }8 2((PNN}\‘NN—1 —Wn t WNN—1)+
NN }\‘2 }\4

+[v 2(@nnMant = Wi +WNN—1)+LWNN — Win-1 }8 WNN ~ WiNN-1 ];

A2 M ) A 2

Obviamente uma vez obtida a convergéncia para a solugdo, os trés esquemas
apresentados levam ao mesmo resultado. Cabe salientar que somente no Esquema 3 a

matriz de rigidez global da placa (denominada adiante de matriz secante) resulta

simétrica.
5.3.2.2 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada a Variagcao de Temperatura

Essa parcela do trabalho virtual interno, em (5.5), escreve-se numericamente sob

a forma:
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SW, _ _oanEh {N%j[ (At + At Yr, (j)Su’'(j) + du@) +r, (J)w'()ow'(j))d()] +

A=

NN-—
+ %(Ati — At \r, (D)W (1) + dw'(1))d(1) + ZE(AH — At )r, (J)3wW"(j) + 6w'(j))d(j)} +  (5.10)

(j)=2
]
+%(Ati — At \r,, (NN)3W"(NN) + aw'(NN))d(NN)J%

Substituindo em (5.10) as representagdes em diferencgas finitas para as derivadas

espaciais dos deslocamentos, tem-se:

NN
SW. = _omEh{le(Ati +Ate){rk + M 8uk - Uy 4 LUk Ui Tt Wi = Wiy

I 1-v k=2 2 }\‘k—‘l 2 2 A
W, —W,_ h 2lw, —w, —@A W, —W, | A
L . “]x}E(Ati—Ate){ns (w, x; ! 1)+5( Zx 1HE+
(5.11)
NN~ Wi —2W, +W,_ Wi =W, _ h
+Z[ ( r, & —k }bzk LS k12k "1)X}+€(Ati—me)-
-[r 82((pNN>“NN—1 ~—Wnn +WNN—1)+8(WNN ~ WiN-1 j}&}
NN 7\‘2 }\, 2

No capitulo 3, a parcela referente a solicitacado térmica contribuia somente na
formagéao do vetor de carga. No caso nao linear existem termos que sdo multiplicados por
deslocamentos nodais e por variagdes destes, o que gera contribuicbes também na matriz

de rigidez da estrutura.

5.3.3 — Avaliagéo do Trabalho Virtual Externo

Sendo 6W, dado por (2.17), a sua representag&o numérica fica estabelecida pelas

equacdes (2.33) e (2.34).

5.3.4 — Montagem da Matriz dos Coeficientes

Da mesma forma que nos capitulos anteriores, computa-se a contribuicao de cada
trecho de integracado na figura 2.5 dos termos que, na igualdade entre os trabalhos virtuais
externo e interno da placa, encontram-se multiplicados pelos deslocamentos nodais e

também por suas variagbes, montando-se assim a matriz dos coeficientes [K] (matriz de
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rigidez global da placa) ilustrada na figura 2.11. Além da contribui¢do do trabalho virtual
interno, os termos do trabalho virtual externo em (2.34), oriundos da derivada segunda

temporal dos deslocamentos, igualmente contribuem para [K].
5.3.5 — Montagem do Vetor de Cargas

Contribuem na montagem do vetor de cargas [Q] os termos do trabalho virtual
interno em (5.11) referentes as solicitagbes térmicas e os termos do trabalho virtual
externo em (2.34) que se encontram multiplicados somente pelas variagbes dos

deslocamentos.

5.3.6 — Sistema de Equagdes e Condig¢des de Contorno

Uma vez efetuada a montagem da matriz de rigidez [K] = [K]([U]) e do vetor de
cargas [Q] para a placa, chega-se ao sistema de equacgdes nao lineares [K][U]=[Q]. A
aplicagdo das condi¢cbées de contorno cinematicas é realizada da mesma forma descrita
anteriormente. Como o sistema é néao linear faz-se necessario o uso de um método
iterativo para a sua resolucdo. Define-se entdo, para fins de utilizacdo do método de
Newton - Raphson, um vetor “desequilibrio” do sistema como sendo

Fl=[a]- ][] (5.12)
o qual tende a se anular uma vez atendidos, no decorrer do processo iterativo, os critérios
de convergéncia estabelecidos mais adiante.

Considere-se, num dado instante de tempo t = t,, uma aproximacéao [U]0 para o
vetor de deslocamentos nodais da placa. Expandindo-se [F] em série de Taylor em torno

de [U]0 e desprezando-se os termos de ordem superior a primeira, tem-se:

Fl=Fl, {a [F]} U]-[l,) 5.13)

au]

Como [F] deve se anular, vem:

o = —[%L[Au] 5.14)

sendo [AU] = [U]-[u],.
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Com base na equagéao (5.12) e considerando o vetor de carga [Q] independente

dos deslocamentos, escreve-se:

{ﬂﬂ}z_F(WMHq

olu] o[u] (5.15)

{%%L=—K] (5.16)

onde [Kt] € a denominada matriz de rigidez tangente da estrutura. Introduzindo também o

vetor de forgas nodais desequilibradas

[aR]=[F], =[Q]-[K]o[U], (5.17)
a equacao (5.14), que comanda o processo iterativo, fica assim apresentada:
[K.][aU]=[aR] (5.18)

Uma vez obtido o vetor [AU], relativo a uma iteragdo genérica i, tem-se uma nova

aproximacao [U] o para dar inicio a iteragao i + 1:

Ul" = U], +[au] (5.19)

Foram utilizados trés critérios de convergéncia distintos para o encerramento do
processo iterativo, sendo em todos eles adotada a mesma tolerancia de 10, Assim, para

uma iteragao genérica i, sdo realizadas as seguintes verificagdes:

S 10 LS
1= i~1 <10
|
T, =[U]_—[U]1H <10°° (5.20)
|
[AR]'
T, = <107°
[xal;

admitindo-se que ocorre convergéncia somente quando os trés critérios acima forem
atendidos simultaneamente.
Como ja mencionado anteriormente, trés tipos de matrizes de rigidez secantes [K]

foram desenvolvidos. Entretanto, a matriz de rigidez tangente resulta sempre a mesma,
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inclusive simétrica, para qualquer dos trés esquemas de representacdo numeérica
adotados para sW.,.

Na implementagdo computacional foi escolhido um método iterativo - incremental,
no qual o vetor total de cargas é subdividido em incrementos. Como primeira aproximagao
para os deslocamentos, na primeira etapa de carga, toma-se a solugdo linear do
problema. Para as iteragBes seguintes, sdo atualizadas as matrizes de rigidez secante e
tangente e calculada a parcela de carga desequilibrada, este processo se repetindo até
ser obtida a convergéncia. Para cada novo passo de carga, aproveita-se a solugdo da
etapa anterior para inicia-lo, procedendo-se, a partir dai, de forma analoga a ja descrita

para o primeiro passo.
5.4 — Apresentacdo e Analise dos Resultados

Sao apresentados neste item quatro exemplos de aplicagado a fim de demonstrar a
aplicabilidade do algoritmo desenvolvido. O primeiro exemplo trata da anélise estatica de
uma placa submetida a carregamento uniformemente distribuido. No segundo examina-se
0 caso de solicitagdes térmicas na placa. O terceiro e quarto exemplos s&do 0s mesmos
problemas dindmicos ja analisados no capitulo 2, desta vez no &mbito de uma analise ndo

linear geométrica.

541 — Exemplo 1: Analise Estatica de uma Placa Circular com Carregamento

Uniformemente Distribuido

Analisa-se neste exemplo uma placa apoiada (com deslocamento radial u liberado
no apoio) submetida & atuagdo de um carregamento uniformemente distribuido de 2 x 10*
N/m? (figura 5.3)
h=2,00x10%m

p,=2x 10*N/m? a=1,00 m
r,ur%\mhwmmmg E =2,00 x 10" N/m?

.o v=3,00x 10"

zZ,wW

Figura 5.3 — Placa circular apoiada com carregamento uniformemente distribuido
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Para o tratamento por diferengas finitas energéticas utilizaram-se 50 divisdes no
raio da placa. Os resultados obtidos sdo comparados com uma solugdao analitico-
numérica desenvolvida em forma de série [53] e com a solucéo linear de Kirchhoff [1]. O
carregamento total foi aplicado em dez passos iguais.

Nas tabelas 5.1 e 5.2, além dos resultados, encontram-se as diferencas
percentuais para o deslocamento wps € 0 momento M;msx, ambos ocorrendo no centro da
placa (r = 0), referentes ao valor total do carregamento.

As figuras de 5.4 e 5.5 mostram as curvas carga x flecha e carga x momento fletor

no centro da placa para o MDFE e o modelo analitico-numérico citado acima.

Tabela 5.1 — Deslocamento wns (r = 0) para o Exemplo 1

Deslocamento Wpay

MDFE Referéncia [53] Diferenca Percentual
8,282x10° m 8,287x10° m -0,06%

Tabela 5.2 — Momento M;s« (r = 0) para o Exemplo 1

Momento Mmax

MDFE Referéncia [53] Diferenga Percentual
3,737 x10°Nm/m 3,607x10° Nm/m 3,62%

Carregamento Uniforme

2,00E+04
1,80E+04
1,60E+04
1,40E+04
1,20E+04
1,00E+04
8,00E+03
6,00E+03
4,00E+03 -
2,00E+03
0,00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘
0,00E+00 2,00E-03 4,00E-03 6,00E-03 8,00E-03

w (m)

Referéncia [53]
—— MDFE
linear

Carga (N/m?

Figura 5.4 — Diagrama carga x flecha para o Exemplo 1
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2,00E+04

Carregamento Uniforme

1,80E+04 -
1,60E+04
1,40E+04
1,20E+04 -
1,00E+04 -
8,00E+03 -
6,00E+03
4,00E+03 -
2,00E+03 -
0,00E+00

Carga (N/m?)

Referéncia [53]
——MDFE
linear

0,00E+00

1,00E+03 2,00E+03 3,00E+03 4,00E+03
M; (Nm/m)

Figura 5.5 — Diagrama carga x momento para o Exemplo 1

A comparagéao entre os resultados do MDFE e os fornecidos na referéncia [53] se
mostrou satisfatéria, principalmente em relagdao ao deslocamento wps. Quando este €
comparado ao dado pela solugéo linear, nota-se um efeito de enrijecimento na placa,
gerado pelo acoplamento dos deslocamentos u e w existente no modelo nao linear. A fim
de ilustrar a relagao entre tal acoplamento e o efeito de enrijecimento da placa, plotam-se
também a seguir os resultados para o caso de o deslocamento u ser impedido no bordo

da placa (figuras 5.6 e 5.7). Como se observa nos graficos, a rigidez estrutural aumenta

significativamente nesta circunstancia.

Carregamento Uniforme

2,00E+04
1,80E+04
1,60E+04
1,40E+04
1,20E+04
1,00E+04
8,00E+03
6,00E+03
4,00E+03
2,00E+03
0,00E+00

Carga (N/m?)

0,00E+00 1,00

E-03 2,00E-03 3,00E-03 4,00E-03 5,00E-03 6,00E-03 7,00E-03 8,00E-03
w (m)

—— MDFE - fixo
—— MDFE - livre
linear

Figura 5.6 — Diagrama carga x flecha para o deslocamento livre e fixo em r = 1,00m
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Carregamento Uniforme

2,00E+04
1,80E+04
1,60E+04
1,40E+04

——MDFE - fixo
—— MDFE - livre
linear

1,20E+04 -
1,00E+04 -

8,00E+03 -

Carga (N/m?)

6,00E+03
4,00E+03 -
2,00E+03 -

0,00E+00 T T T T
0,00E+00 1,00E+03 2,00E+03 3,00E+03 4,00E+03

M; (Nm/m)

Figura 5.7 — Diagrama carga x momento para o deslocamento livre e fixo em r = 1,00m

5.4.2 — Exemplo 2: Anadlise Estatica de uma Placa Circular Submetida a um Gradiente

Térmico

O segundo exemplo a ser apresentado € o de uma placa apoiada (novamente com
o deslocamento u liberado no apoio) submetida a um gradiente de temperatura (figura
5.8).

h=2,00x10?%m a =1,20 x 10° (°C)”
PR L S — a=100m v =3,00x 10"

At=20°C |, h

a E =2,00x 10" N/m?

Z, W

Figura 5.8 — Placa circular apoiada submetida a um gradiente de temperatura

Analogamente aos exemplos do capitulo 2, para a analise em diferengas finitas
energéticas consideraram-se 100 divisdes no raio, enquanto na analise 3D por elementos
finitos foram adotados 1600 elementos (16 divisdes ao longo da espessura e 100 divisdes
ao longo do raio), com condigbes de contorno de deslocamento radial u = 0 nos nos
correspondentes a coordenada r = 0 e de deslocamento transversal w = 0 nos nés de
coordenada r = 1,00 m. O programa utilizado para obter as solugdes pelo MEF foi desta

vez o FEAP®, pois o mesmo possibilita a aplicagdo do gradiente de temperatura por
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elementos (n&o somente como solicitagdes nodais), o que forneceu resultados bem mais
acurados quando comparados com a resposta analitica, em testes lineares realizados, e
também com o MDFE, no presente exemplo. O gradiente total de temperatura foi aplicado
em dez passos iguais.

Nas tabelas 5.3 e 5.4, além dos resultados, apresentam-se as diferencas
percentuais para o deslocamento wpsx € 0 momento M;msx, ambos ocorrendo no centro da
placa, correspondentes ao gradiente total de temperatura.

As figuras 5.9 e 5.10 permitem uma comparagao dos resultados entre 0 MDFE e o
MEF ao longo do raio para o gradiente de temperatura total, enquanto as figuras 5.11 e
5.12 apresentam os diagramas gradiente de temperatura x flecha e gradiente de
temperatura x momento para o presente exemplo. Nessas figuras mostra-se também,

para fins ilustrativos, a resposta linear do problema [1].

Tabela 5.3 — Deslocamento w (r = 0) para o Exemplo 2

Deslocamento w
MDFE MEF Diferenca Percentual
1,1082x10° m 1,1083x10° m -0,02%

Tabela 5.4 — Momento M, (r = 0) para o Exemplo 2

Momento M,
MDFE MEF Diferenca Percentual
-5,070x10? Nm/m -5,152x10* Nm/m -1,60%
Gradiente Térmico
1,20E-02
1,00E-02
_ 8,00E-03 - VIEF
£ 6,00E-03 | ——MDFE
z .
4,00E-03 | linear
2,00E-03 -
0,00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
000 010 020 0,30 040 050 060 070 0,80 0,90 1,00
r(m)
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Figura 5.9 — Deslocamento w(r) da placa para o Exemplo 2 (MDFE X MEF)

1,00E+02

Gradiente Térmico

0,00E+00

-1,00E+0201

-2,00E+02
~ -3,00E+02

M, (Nm/m)

-4,00E+02
-5,00E+02 -

-6,00E+02

1,00

—MEF
—— MDFE
linear

r(m)

Figura 5.10 — Momento M(r) da placa para o Exemplo 2 (MDFE X MEF)

Gradiente Térmico

—MEF
—— MDFE

/

linear

Etapas de Temperatura
[$)]

0,00E+00

2,00E-03 4,00E-03

6,00E-03 8,00E-03 1,00E-02 1,20E-02

w (m)

Figura 5.11 — Diagrama de etapas de temperatura x flecha no centro da placa para

Exemplo 2
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Gradiente Térmico

—MEF
—— MDFE
Linear

Etapas de Temperatura

a)
-2,00E+01 -1,20E+02 -2,20E+02 -3,20E+02 -4,20E+02 -5,20E+02
Mr (Nm/m)

Figura 5.12 — Diagrama de etapas de temperatura x momento no centro da placa para o

Exemplo 2

Pode-se uma vez mais afirmar que os resultados obtidos foram satisfatérios,
havendo boa concordancia tanto qualitativa quanto quantitativa entre os dois métodos
numeéricos, tal como ocorrido no exemplo anterior. Novamente observa-se que os
resultados nao lineares para os deslocamentos ficaram um pouco mais préximos do que

os relativos ao momento fletor. Este ultimo, no MEF, é calculado com base nas tensdes
: . : h . N
fornecidas pelo programa nos nds associados a z=i§, admitindo-as com variagao

linear na espessura. Note-se por fim que, no presente caso, diferentemente da resposta
linear, onde sdo nulos, ha esforgos solicitantes gerados pelo acoplamento dos

deslocamentos radial e transversal.
5.4.3 — Exemplo 3: Placa Circular com a Imposicao de Deslocamentos Iniciais

Seguindo a mesma linha do primeiro exemplo do capitulo 2, examina-se uma
placa apoiada, com o deslocamento u liberado no apoio, submetida a uma deformada
inicial definida por wy(r) e ug(r), correspondente a analise nao linear estatica da placa para
um carregamento uniformemente distribuido de 2 x 10* N/m?, deixando-a oscilar

livremente apds a imposig¢ao dessa condigdo inicial (figura 5.13).
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Zw h=2,00x10%m u = 7,00 x 10° kg/m®
a=1,00 m v=3,00x 10"
E=2,00x10" N/m?

Wo(r)

Figura 5.13 — Placa circular apoiada com a imposi¢éao de deslocamentos iniciais

A andlise dindmica geometricamente nao linear de placas delgadas se mostrou
bem mais desfavoravel no sentido de se obter uma boa aproximagao entre os resultados
do MEF (obtidos através de uma analise 3D pelo programa FEAP®) e do MDFE. Para uma
melhoria nesse sentido, tornou-se necessario adotar, em ambos os métodos, uma
discretizacdo mais refinada (no caso do MEF incluindo também a espessura) do que as
anteriormente utilizadas. Nota-se em geral que, para exemplos de maior complexidade,
como é o caso de uma analise ndo linear dindmica, faz-se necessario o uso de uma
discretizacdo mais refinada mesmo para o calculo dos deslocamentos, tornando-se, ao
mesmo tempo, muito onerosa computacionalmente a convergéncia dos momentos,
conforme evidenciam os resultados apresentados em seguida. Para ilustrar entdo este
aspecto foram utilizadas trés discretizagdes. A primeira envolvendo 100 divisdes no raio
para a andlise em diferengas finitas energéticas e 1600 elementos para o MEF, conforme
ja adotado nos exemplos anteriores; a segunda com 200 divisdes no raio para o MDFE e
6400 elementos (32 divisdes ao longo da espessura e 200 divisdes ao longo do raio) para
o MEF e, por fim, a terceira com 400 divisdes no raio para o MDFE e 25600 elementos
(64 divisdes ao longo da espessura e 400 divisbes ao longo do raio) para o MEF. As
condigbes de contorno e as condigbes iniciais (de deslocamentos ug, Wy prescritos nao

nulos e de velocidadesu,, w,nulas) foram impostas de forma analoga ao item 2.4.1, e 0

tempo total de analise foi de 0,5s, subdividido em 500 intervalos de valor At = 0,001s.

Nas tabelas 5.5 e 5.6 pode-se acompanhar a convergéncia nos valores dos
primeiros maximos negativos de w e M,, no centro da placa, e se constatar a ja citada
dificuldade de convergéncia para os momentos (mais pronunciada em elementos finitos,
talvez pela prépria forma como sao gerados), enquanto as figuras 5.14 e 5.15 ilustram a

evolugao temporal de wyax € Mimax especificamente para a discretizagdo mais refinada (a
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terceira). Como ja mencionado no exemplo anterior, para o calculo do momento fletor pelo

.. ~ h o
MEF utilizam-se as tensbes em z = iE € uma variacao linear destas na espessura.

Tabela 5.5 — Deslocamento wnsy (r = 0) para o Exemplo 3

Deslocamento Wnay

Discretizagao Método Tempo Wnax Diferenca Percentual
MDFE 2,00x10™s -8,215x10° m -3,08%
Discretizacao 1
MEF 2,00x10”s -8,315x10° m -
o MDFE 2,00x10™s -8,348x10° m -2,06%
Discretizagao 2 .
MEF 2,00x10™s -8,374x10° m -
MDFE 2,00x10%s -8,383x10° m -0,16%
Discretizagao 3
MEF 2,00x10%s -8,397x10° m -
Tabela 5.6 — Momento M;sx (r = 0) para o Exemplo 3
Momento M max
Discretizagao Método Tempo M max Diferenga Percentual
MDFE 2,00x10%s | -4,277x10° Nm/m -11,81%
Discretizacao 1
MEF 2,00x10%s | -4,826x10° Nm/m -
MDFE 2,10x10%s | -4,353x10° Nm/m -8,67%
Discretizagao 2
MEF 2,00x10%s | -4,766x10° Nm/m -
o MDFE 2,10x10%s | -4,378x10° Nm/m -5,82%
Discretizagao 3 3
MEF 2,00x10%s | -4,649x10° Nm/m -
Deslocamento Inicial
1,00E-02
8,00E-03 - 1
4,00E-03
_ 2,00E-:03 - e
E 0,00E+00 ‘ ‘ ‘ T
= _2‘00503),1& 1] 0.10 0p | L glag |l 1) \u“w \| || 0,50 | —MDFE
-4,00E-03 1
-6,00E-03 - i/ V u M
-8,00E-03 1
-1,00E-02

t(s)

Figura 5.14 — Deslocamento w(t) do centro da placa para o Exemplo 3 (MDFE X MEF)
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7,00E+03

5,00E+03

M, (Nm/m)

-1,00E+00

-3,00E+03

-5,00E+03

Deslocamento Inicial

3,00E+03 -

1,00E+03 -

M%ﬁ

il

D

!

T

i

0,60

i
V

)

|
w

il
Y

t(s)

— MEF
—— MDFE

Figura 5.15 — Momento M(t) do centro da placa para o Exemplo 3 (MDFE X MEF)

Nota-se mais uma vez a equivaléncia das frequéncias de oscilagdo entre o
deslocamento w e o0 momento M, no centro da placa. Para uma verificacdo dessa
equivaléncia no caso do deslocamento e da forga radial plotam-se também, em seguida,
os graficos de evolugao temporal para u e N, em r = 0,50 m, correspondentes a terceira
discretizacdo pelo MDFE. Nota-se, pelas figuras 5.16 e 5.17, que as frequéncias de

oscilacdo para u e N, também se mostram equivalentes, porém com um valor de

aproximadamente o dobro da freqiiéncia de w e M..

Deslocamento Inicial

1,00E-07

U, (m)

-1,70E-06

-1,00E—06’(

-3,00E-07 -
-5,00E-07
-7,00E-07 -
-9,00E-07
-1,10E-06 -
-1,30E-06
-1,50E-06 -

0,Q5

,140

0'\50 ,‘ 0

-1,90E-06

t(s)

Figura 5.16 — Deslocamento uy(t) em r = 0,50m para o Exemplo 3
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Deslocamento Inicial

7,00E+04
6,00E+04 -
5,00E+04 -
4,00E+04 -
3,00E+04 -

Nr (Nm/m)

2,00E+04 -
1,00E+04 -

0,00E+00
0,000 0,050 0,100 0,450 0,200 0,250 0,300 0,350 0,400 0,450 0,500

t(s)

Figura 5.17 — Normal N(t) em r = 0,50m para o Exemplo 3
5.4.4 — Exemplo 4: Placa Circular com Carregamento Uniforme Constante no Tempo

De forma semelhante ao item 2.4.2, o quarto exemplo é o de uma placa circular
apoiada, com o deslocamento u liberado no apoio, submetida a um carregamento
uniformemente distribuido p, = 2 x 10* N/m?, subitamente aplicado e mantido constante no

tempo (figura 5.18), sendo os demais dados numéricos idénticos aos do exemplo anterior.

p,=2x10*N/m?

z

nu_ L VDTV
ALY

%

z,w

Figura 5.18 — Placa circular apoiada submetida a carregamento uniforme constante no

tempo

As discretizagdes temporal e espacial utilizadas no MDFE e no MEF (programa
FEAP®) sdo as mesmas do item 5.4.3 e as condigdes de contorno sdo aplicadas da
mesma forma que no exemplo anterior. No caso de elementos finitos o carregamento
nodal, equivalente a atuacéo da forga p, (por unidade de area) na superficie média, foi
estabelecido dividindo-se p, pela espessura e observando-se, ao longo da espessura e do
raio, o volume de influéncia de cada no.

As tabelas 5.7 e 5.8 ilustram a convergéncia dos primeiros maximos positivos de

deslocamento w e momento M, respectivamente, ocorrendo no centro da placa. As
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figuras 5.19 e 5.20 descrevem a evolucdo temporal do deslocamento e do momento no

centro da placa circular.

Tabela 5.7 — Deslocamento wns (r = 0) para o Exemplo 4

Deslocamento Wnay

Discretizacao Método Tempo Wax Diferenga Percentual
Discretizacio 1 MDFE 1,90x10%s 1,556x10“ m -0,76%
ISCretizagao
MEF 1,90x10™s 1,568x10% m -
Disoretizacio 2 MDFE 1,90x10%s 1,553x10% m -0,19%
Iscretizagao
MEF 1,90x107s 1,556x102% m -
Disoretisacio 3 MDFE 1,90x10%s 1,551x10% m -0,06%
IScretizacao
¢ MEF 1,90x107s 1,552x102 m -

Tabela 5.8 — Momento M (r = 0) para o Exemplo 4

Momento Mimax

Discretizacao Método Tempo Mrmax Diferenca Percentual
o MDFE 2,00x10%s | 7,527x10° Nm/m -10,75%
Discretizacao 1
MEF 2,00x10%s | 8,434x10° Nm/m -
MDFE 2,00x10%s | 7,512x10° Nm/m -2,43%
Discretizagao 2
MEF 2,00x10%s | 7,698x10° Nm/m -
MDFE 2,00x10%s | 7,503x10° Nm/m -0,94%

Discretizagao 3

MEF 2,00x10%s | 7,574x10° Nm/m -
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Carregamento Uniforme

=
=iy LT ==

6,00E-03

4,00E-03 -
2,00E-03
0,00E+00 -

-2,OOE-0Q’C 00 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 0,350 0,400 0,450 0,500

t (s)

Figura 5.19 — Deslocamento w(t) do centro da placa para o Exemplo 4 (MDFE X MEF)

9,00E+03

8,00E+03
7,00E+03
6,00E+03

5,00E+03

— MEF
—— MDFE

4,00E+03
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2,00E+03

1,00E+03

0,00E+00 -
q

0, 0A00 0,450 0,500
-1,00E+03

-2,00E+03
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Figura 5.20 — Momento M(t) do centro da placa para o Exemplo 4 (MDFE X MEF)

Observa-se pelas tabelas 5.7 e 5.8 que o MDFE converge de forma mais suave do
que o MEF no exemplo em quest&o.
Os resultados por ambos os métodos apresentam boa concordancia tanto

qualitativa quanto quantitativamente.

5.5 — Comentarios

Foi uma vez mais comprovada a eficacia do MDFE na analise nao linear

geomeétrica de placas delgadas para os casos estudados.
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Pbde-se constatar que, em alguns casos, como no Exemplo 4 especialmente, o
MDFE mostrou uma convergéncia bem menos abrupta do que o MEF em relacdo aos
momentos, notando-se inclusive que, mesmo com a discretizacdo mais pobre, o valor
obtido para o momento no MDFE ja se mostrou bastante representativo.

Mais do que no caso linear, no presente caso se torna importante o fato de no
MDFE estar envolvido um numero de graus de liberdade menor do que no MEF. Como na
resolucdo de um sistema nao linear ha a necessidade de um método iterativo, um maior
numero de incégnitas, para um mesmo numero de nds, torna o processo obviamente mais
oNneroso.

Vale salientar que, embora a nao linearidade nas analises pelo MEF nao contenha
a restricao de rotacbes moderadas da teoria de von Karman, os resultados do MEF e do
MDFE tenderam a se aproximar, o que atesta a validade do modelo nao linear
simplificado utilizado nas analises pelo MDFE.

Os tempos de andlise pelo MEF para os problemas nao lineares dinamicos, devido
ao maior numero de deslocabilidades envolvido, se mostraram bem maiores do que os

referentes a analise pelo MDFE.



CAPITULO 6

CONCLUSOES E PROPOSTAS PARA CONTINUIDADE DA PESQUISA

Neste capitulo sédo descritas as conclusdes de carater geral da pesquisa e deixadas
algumas sugestdes para 0 prosseguimento da mesma.

Objetivou-se, no presente trabalho, apresentar um tratamento numérico para o0s
problemas dindmicos axissimétricos de placas delgadas e espessas utilizando o MDFE,
como método de discretizacdo no espaco, efetuando-se a integragdo temporal adotando,
além do método da aceleracdo constante, um método baseado nas fun¢gbes de Green do
sistema. Foram desenvolvidas formulagdes lineares pela teoria de Kirchhoff e Mindlin e ndo
linear pela teoria de von Karméan, com a consideracdo de solicitacdes de carater mecéanico
e/ou térmico. Procurou-se, além dos deslocamentos, enfatizar também o célculo de
esforcos na placa.

Pdde-se comprovar a eficacia do MDFE quando aplicado aos problemas de placas
circulares axissimétricas tanto delgadas como espessas, a partir do confronto entre os
resultados obtidos nas analises estaticas, dinamicas, lineares e ndo lineares realizadas com
0 uso desse método e os oriundos do MEF e de soluc¢des analiticas disponiveis.

Procurou-se, na apresentacéo dos exemplos de cada capitulo, sempre que possivel,
comparar o MDFE inicialmente com alguma solucéo analitica existente, com a intencéo de
validar de forma mais direta o tratamento numérico proposto (para a placa delgada, com
comportamento linear, tais exemplos de afericdo se encontram na dissertagdo de mestrado
da autora [43]).

Foi verificado que a implementagéo de teorias bidimensionais pelo MDFE levou a
uma boa concordancia com os resultados oriundos do modelo tridimensional do MEF,
observando-se que, em alguns problemas néo lineares, o MDFE mostrou uma convergéncia
mais suave que a do MEF. Nas comparac¢des do MDFE com o MEF tridimensional, no que
se refere aos esforgos, vale salientar que no MEF os mesmos sdo avaliados a partir de
valores médios de tensdes fornecidos pelo correspondente programa utilizado, o que pode
também se constituir numa fonte de imprecisdo para fins de comparagéo de tais grandezas.
Tirante este aspecto, de maneira geral o MDFE se mostrou equivalente ao MEF quanto ao
célculo de esforcos.

No caso de placas delgadas, as teorias de Kirchhoff e de von Karman desenvolvidas
numericamente pelo MDFE podem se tornar mais econémicas computacionalmente do que
as correspondentes formulacdes bidimensionais pelo MEF, nas quais a rotagdo é sempre

considerada como um grau de liberdade da estrutura. Tal fato se torna especialmente
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importante na analise nao linear, onde o sistema de equacfes é resolvido por processos
iterativos (Newton — Raphson), que demandam maior esfor¢co computacional.

Pdde-se observar, através da comparacdo dos exemplos 2.4.1 com 5.4.3 e 2.4.2,
com 5.4.4 (cada um desses pares correspondendo a mesma placa analisada pelas teorias
linear e ndo linear), que a convergéncia torna-se bem mais problematica no caso nao linear,
principalmente em se tratando dos esfor¢os. Isto pode ser explicado pelo fato de os
problemas néo lineares serem, em geral, mais desfavoraveis para fins de modelagem e
necessitarem assim de uma discretizacdo espacial mais refinada para a obtencdo de
resultados satisfatorios.

Deve-se ter em mente que a ndo linearidade geomeétrica na analise pelo MEF, por se
constituir numa analise geral de elasticidade néo linear 3D, ndo envolve explicitamente a
simplificagdo de rotagbes moderadas da teoria de von Karman, o que serviu inclusive para
testar a validade dessa simplificacdo no caso das placas delgadas néo lineares estudadas
pelo MDFE.

A implementa¢do numérica da teoria de Mindlin, com a utilizacdo de um médulo de
elasticidade transversal muito grande, reproduziu perfeitamente a teoria classica de
Kirchhoff. Tal fato ndo invalida a implementacdo numérica desta Ultima, ja que, em tal
situacdo, passa-se a lidar com um ndmero menor de graus de liberdade para o problema,
pois, a exceg¢do dos nos extremos (pela eliminacdo de nés virtuais), a rotagdo néo se
constitui num grau de liberdade nodal. Acrescenta-se ainda a importancia do
desenvolvimento da teoria de Mindlin recair na de Kirchhoff, uma vez que no processo de
marcha no tempo por funcbes de Green numéricas a implementacao da teoria de Mindlin
gera uma matriz de massa diagonal, resultando num processo de inversdo imediato,
enquanto a implementagdo da teoria de Kirchhoff leva a matrizes de massa mal
condicionadas.

Os resultados obtidos utilizando o processo de marcha no tempo por fungbes de
Green concordaram com os do método de Newmark nos exemplos estudados, tanto para
deslocamentos, quanto para esforgos solicitantes. A desvantagem do método baseado em
funcdes de Green € o grande esforco computacional para a resolucao de dois sistemas de
equacgles para cada um dos graus de liberdade da estrutura (para efetuar o célculo das
funcdes de Green). A partir do momento que o nimero de incrementos de tempo vai
aumentando, o método se torna mais vantajoso, por ser explicito. Um meio de reduzir o
custo computacional seria o de utilizar uma técnica de particdo de dominio no calculo das
funcdes de Green do modelo [52].

Por fim, nas analises realizadas, péde-se verificar, conforme também ja constatado
em [6], que a frequéncia obtida para os deslocamentos resultou bastante semelhante a

obtida para os correspondentes esforgos.
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A seguir apresentam-se algumas sugestdes para 0 prosseguimento da pesquisa:

e Considerar o efeito de amortecimento na andlise dindmica da placa;

e Estudar os efeitos de instabilidade, através da implementagdo de técnicas
iterativas para a resolugdo do sistema ndo linear que prevejam o incremento
automatico de carga (tais como GDCM [66] e Arc length [67]);

e Implementar o método de marcha no tempo por fungbes de Green numéricas
também para o caso nao linear (valendo-se de artificios para evitar de ter que
atualizar sempre a matriz de rigidez do sistema) e melhorar a eficiéncia do método
através da técnica de calcular as fun¢es de Green por sub regides [52] ;

e Realizar o0 mesmo tratamento numérico no caso de placas circulares néo
axissimétricas, as quais necessitam de malhas bidimensionais;

e Estender a aplicagdo do MDFE & andlise dinamica, linear e néo linear
geométrica de cascas cilindricas, utilizando o método de marcha no tempo por
Newmark e por funcbes de Green, realizando, para este elemento estrutural, as

mesmas etapas seguidas no presente trabalho.
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