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Resumo

A convergéncia local e semi-local do método de Newton baseada no principio majorante
de Kantorovich é apresentada nesta dissertagao. Esta analise torna claro a relacao entre
o operador nao linear em consideracao e a funcao escalar majorante, a qual relaxa a
continuidade Lipschitz. Ela também permite obter a maior dominio de unicidade de
solucao e unificagao de alguns resultados previamente sem relagao. Além disso, para o
caso local, obtemos o maior raio de convergéncia possivel.



Abstract

A local and semi-local convergence analysis for Newton’s method based on Kan-
torovich’s majorant principle is presented in this dissertation. This analysis makes clear
the relationship between the non-linear operator under consideration and the scalar majo-
rant function, which relaxes the Lipschitz continuity. It also allows the achievement of the
biggest domain of the uniqueness of solution and the unification of some results previously
unrelated. Moreover, for the local case, the optimal ball of convergence is obtained.



Capitulo 1

Introducao

O método de Newton e suas variagoes sao os mais eficientes métodos conhecidos para
resolver sistemas nao lineares, incluindo a procura de um minimizador local de uma fungao
e muitas outras aplicagoes. Uma das mais importantes aplicagcoes do método de Newton
¢é que ele permite desenvolver algoritmos de tempo polinomial em programacgao convexa,
ver Nesterov e Nemiroskii [17]. Além de suas aplicagoes praticas, o método de Newton
¢ também uma poderosa ferramenta tedrica tendo um amplo dominio de aplicacoes em
matemadtica pura, ver Blum, Cucker, Shub e Smale [2], Krantz e Parks [11], Moser [15],
Nash [16]. Para uma atual perspectiva histérica do método de Newton e suas aplicagoes

em otimizacao, ver Polyak [20].

A andlise de convergéncia cldssica (convergéncia local) do método de Newton requer
que o ponto inicial esteja “suficientemente perto”da solugao. Um problema com esta
analise é que a solucao deve ser conhecida ou dada a priori. Mas, isto tem vantagem de
dar o raio 6timo da bola de convergéncia, veja Rall [21], Traub e Wozniakowski [24] e
Wang [27]. Por outro lado, o teorema de Kantorovich sobre o método de Newton garante
convergéncia a solucao usando condi¢oes semi-locais. Esta analise nao requer a priori
a existéncia de uma solucao, em vez disto garante a existéncia dela e sua unicidade em

alguma regiao, veja Kantorovich e Akilov [10].

Entre as hipoteses usuais para a andlise de convergéncia do método de Newton, a

continuidade Lipschitz da pimeira derivada do operador nao-linear em questao é critica.



Em outras palavras, manter o controle da derivada é um dos principais pontos na analise
de convergéncia do método de Newton, veja e.g. Dennis e Schnabel [3], Ortega e Rheim-
boldt [?], Ortega [18], Ostrowski [19], Rall [21], e Traub e Wozniakowski [24]. Nos tltimos
anos, varios trabalhos relacionados com a convergéncia do método de Newton enfraque-
cem a hipétese da continuidade Lipschitz. Além de melhorar a convergéncia tedrica, essa
nova modificacao da condicao Lipschitz permite unificar varios resultados anteriormente
sem relacao, trabalhos relacionados com este assunto inclui Alvarez, Botle e Munier [1],
Ferreira e Svaiter [6], Wang [26] e Wang [27].

Nesta dissertacao apresentaremos uma analise de convergéncia local e semi-local do
método de Newton baseada no principio majorante de Kantorovich, introducido por L.V.
Kantorovich [9], veja também Ferreira e Svaiter [6]. Em nossa andlise a condigao Lipschitz
classica é relaxada usando uma funcao majorante. Nesta andalise veremos claramente a
relacao da funcao majorante, a qual relaxa a continuidade Lipschitz, com o operador
nao-linear em consideracao. Também, é possivel obter para o caso local o maior raio
possivel para a unicidade de solugao e também o raio 6timo de convergéncia para o
método com respeito a funcao majorante. Para o caso semi-local, além da existéncia e
unicidade de solucao, mostraremos que para garantir taxa de convergéncia ()-quadratica
nao é necessario a existéncia de uma segunda raiz para a fung¢ao majorante, necessitamos
apenas que a funcao seja definida até sua primeira raiz. Obteremos também, neste caso,
uma estimativa desta taxa baseada na derivada direcional da derivada da fun¢ao majo-
rante. Finalmente, varios resultados sobre o Método de Newton previamente sem relacao

serao unificados.

Com o objetivo de tornar este trabalho mais completo, destinamos o capitulo II a
uma breve revisao de andlise convexa, funcoes analiticas, espagos de Banach, derivada de
Fréchet e fungoes auto-concordantes. No capitulo III apresentaremos a definicao formal do
método de Newton e varios exemplos com objetivo de entender o seu comportamento. A
parte central deste trabalho encontra-se nos capitulos IV e V. No capitulo IV estudaremos
o comportamento local do método de Newton e no V estudaremos o seu comportamento

semi-local (Teorema de Kantorovich), ambos do ponto de vista do principio majorante.



Capitulo 2

Notacao e resultados auxiliares

2.1 Analise Convexa

Os seguintes resultados elementares de analise convexa serao necessérios para o desenvolvi-
mento de nosso trabalho. Utilizamos nesta secao as referéncias bibliograficas de Izmailov
e Solodov [8] e Lima [14].

Definicao 2.1. Um conjunto D C R™ € dito convezo se
ar + (1 —a)T € D, Vo, T€ D, ae0,1].

O ponto ax + (1 — )T, onde « € [0,1], se chama a combina¢do convexa de x e T (com

parametro «).

Definigao 2.2. Seja D C R™ um conjunto convexo. Uma funcao ¢ : D — R € chamada

convexa se
olar+ (1 —a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y), Ve,ye D, Yael0l].

Definicao 2.3. Seja D C R™ um conjunto convexo. Uma funcio ¢ : D — R € estrita-

mente convexa se

olar+ (1 —a)y) < ap(z) + (1 — a)e(y), Ve,ye D, x#y, VYVae(0,1).



Proposicao 2.4. Seja I C R um wntervalo e o : I — R wma fungao convera. Entao

dados a < b < c com a,b,c € I, temos

p(b) —pla) _ plc) —¢la) _ ¢(c) — o(b) (2.1)

b—a - c—a - c—b

em particular, a fungdo s : I —{d} — R definida por

s(z) = W, d € int(I)

¢ nao-decrescente. Se @ € estritamente convera as desigualdades acima sdo estritas e a

fungao s é crescente.

Demonstracao. Notemos que

_b h—
b:C a+ a4

G
c—a c—a

Como a < b < centdo (c—b)/(c—a) <1l e (b—a)/(c—a)< 1. Assim, usando este
fato, a igualdade acima e a convexidade de ¢ obtemos

c—b b—a

c—asp(a)—'—c—a

p(b) < e(c).

Com simples manipulagoes algébricas na inequagao acima podemos concluir que

"2 0(0) = (ole) — ola))

c—a c—a’

c—b

o) (o) < (S50 -1) o)+

c—a

ou equivalentemente

p(0) — pla) _ ¢le) — pla)
b—a — c—a

o que prova a primeira desigualdade. A segunda desigualdade de (2.1) é feita de modo

andlogo. B imediato concluir apartir de (2.1) que s é nao-decrescente.

As demais afirmagoes seguem da convexidade estrita de ¢ e de desigualdades analogas.

]

Corolario 2.5. Se ¢ : I — R ¢é convexa no intervalo I C R; entao existem as derivadas

laterais w4 (d) e p_(d), para todo d € int(I).



Demonstrag¢ao. Como d € Int(I) existe a € I tal que a < d, portanto da Proposigao 2.4,

segue que

s(a) = gp(aC)L : g(d) < gp(xgz : i(d) = s(x), Vo >d,

isto é, s é limitada inferiormente. Devido a monotonicidade da funcao s existe o limite

. @) —eld) o) — o(d)
o4 (d) = lim s(x) = lim g - inf —————=.

r—dt r—dt T — >d Tz —d

Analogamente prova-se que existe o limite ¢_(d). ]

Corolario 2.6. Se ¢ : I — R ¢ convezxa no intervalo I, entao vale a sequinte desigualdade
o(z) > @(d) + ¢ (d)(z — d), Vdeint(l), Vzel.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.5 e Proposigao 2.4 temos

v o e@) —e(d) () — e(d)
) = s T S T

Portanto, da segunda desigualdade na inequacao acima segue-se que
p(x) Z o(d) + ¢ (d)(x—d), Vaz>d,

e da primeira que

p(z) = p(d) +¢_(d)(z—d), Vaz<d

Assim, das duas ultimas desigualdades, obtemos o resultado. O

Corolario 2.7. Sejam ¢ : I — R uma funcgao diferencidvel no intervalo aberto I. Entao

¢ € convera se, e somente se,
o(z) > pla) + ¢'(a)(x — a), Vzel, Vacint(l). (2.2)

Demonstragao. Se ¢ é diferenciavel entao ¢’ = ¢’ e o resultado segue do Corolario 2.6.

A volta é imediato. ]



Corolario 2.8. Seja ¢ : [0, R) — R uma fungao conveza, entdo t — o(t + ) — p(t) é

nao decrescente para cada o > 0.

Demonstracao. Definamos ¢(t) = ¢(t + a) — (). Devemos provar que ¢(u) < ¢(v) para
u,v € [0, R), comu < vea>0. Sea=0,oresultado é evidente. Suponhamos que

a>0. Jd que u <u+ a < v+ asegue-se da Proposicao 2.4 que

pluta) —elu) _plvtae) o) (2.3)
(u+a—u) (v+a—u)
Usando novamente a Proposicao 2.4 e o fato u < v < v + «, obtemos a desigualdade
pluta) —elw) _ plvta) =) (2.4)
(v+a—u) (v+a—0v)
Combinando (2.3) e (2.4) obtemos o resultado desejado. O

Com o objetivo de uniformizar a notacao utilizada no desenvolvimento de nosso tra-
balho enunciaremos duas proposicoes, e suas respectivas demonstragoes, as quais sao

conseqiiéncia direta da Proposicao 2.4 e seus correspondentes corolérios.

Proposicao 2.9. Sejam R >0 e ¢ : [0, R) — R uma fung¢dao conveza.
1) Paratodot € (0, R) e0 < 7 <1, vale a desigualdade (p(t)—@(1t))/t < ¢" (t)(1—7);

2) Seu,v e [0, R),u<vel<7<1, entio (p(u) —@(tu)) < (p(v) — o(Tv))(u/v).

Demonstracao. Para provar o item 1, facamos t = d e x = 7t no Coroléario 2.6. Se 7 =1
o item 2 é ébvio. Suponhamos agora que 0 < 7 < 1. Devido a que, u <ve 0 <71 <1,
temos que 7u < u < v. Daqui, e da Proposicao 2.4, obtemos

plu) = plr) _ o) = p(ru) (2.5)

De maneira semelhante obtemos a desigualdade

o) — plru) _ o(v) = pl(rv) (2.6)

onde a ultima inequagao resulta usando a Proposicao 2.4 e o fato que 7u < 7v < w.

Combinando (2.5) e (2.6), concluimos que vale o item 2. O



Proposicao 2.10. Sejam I C R um intervalo e p : I — R uma fungao convexra. Se

w,v,wel, u<weu<v<w, entao

p(v) = p(u) < [p(w) — p(u)]

w—1u

Demonstracao. Segue-se diretamente da Proposigao 2.4. O

2.2 Espaco de Banach

Nesta subsecao definiremos espago de Banach, convergéncia de seqiiéncias, derivada de
operadores. Establecemos a norma de um operador o Lema de Banach, e trés lemas

importantes que serao de utilidade no nosso trabalho.

Definigao 2.11. Sejam (X, ||.||) um espago vetorial normado e {x,} C X uma seqiéncia.

Dizemos que {x,} converge para x, € V se dado € > 0, existe ng tal que
|z, —z|| <€ ¥V n=ny.
Uma seqiiéncia {x,} é chamada seqiéncia de Cauchy se dado € > 0 existe ng tal que
l|Zm — || <€, ¥V m,n>=ng.

Definicao 2.12. Um espaco vetorial normado X € dito de Banach se toda seqiiéncia de

Cauchy em X ¢é convergente.

Lema 2.13. Sejam X wum espago de Banach e {t;;} uma seqiéncia de nimeros reais
mondtona crescente e convergente para t.. Consideremos uma seqiiéncia {x} C X que
satisfaca a condi¢do

2hr1 — 2| < o — ta, Vk eN.

Entao a seqiiéncia {xy} € de Cauchy. Em particular, {x} converge, digamos para x, € X .

Além disso, vale a desigualdade

||2e — ap|| < e — ty, Vk €N,



Demonstragao. Seja n € N. Usando a desigualdade triangular temos

Zhsn — k|l < Thgn — Trgm—t1]| + [ Thgn1 — Thgn-al| + -+ [|Tps1 — 2]
< (tktn — than1) + (thgn—1 — thgn—2) + -+ + (te1 — i)

= tpyn — tp < Ty — 1.

Como {tx} é uma seqiiéncia convergente para t,, segue-se que t, — t; pode ser tomado
arbitrariamente pequeno para k suficientemente grande. Logo a equagao acima implica
que {xr} é uma seqiiéncia de Cauchy.

Para obtermos a desigualdade requerida pelo lema, é suficiente fazer n — oo na inequagao

acima. O

Definigao 2.14. Sejam Z, W espacos de Banach e L(Z, W) o espago dos operadores
lineares de Z em W e T € L(Z,W). Definimos a norma de operadores ||.|| como sendo o

numero

IT[| := sup{|[Tull; lu]| < 1}.
Note que valem as sequintes desigualdades:
i) ||Tul| < ||T||||w| para todo T € L(Z, W) eu € Z.

i) |STI < ISIIT e[S+ Tl < [|SI + [IT|| para todo S, T € L(Z,W).

Podemos mostrar que com a norma definda acima o espago L(Z, W) é um espaco de

Banach, veja Kolmogorov e Fomin [12], pag. 215.

Definicao 2.15. Sejam Q2 C X aberto e G : Q0 — W um operador nao linear qualquer.
Um operador T € L(X, W) € a derivada de Fréchet de G em xy € § se para todo w € X
tal que (w + xo) € Q vale a igualdade

|G(xo +w) — G(xy) — Tw|| = 0.

lim —
lwl—0 [|w]]



Dizemos que F' é Fréchet derivavel em €2 se F for Fréchet derivavel em todo ponto
x € ). Denotaremos a derivada de Fréchet de um operador F' em x por F'(x) e assim
F'(z) € L(X,Y), ouseja, F’ é uma aplicagao linear de €2 no espago dos operadores lineares
L(X,Y).

Se o operador F’ é diferenciavel em €2, a sua derivada é chamada de segunda derivada
e serd denotada por F”. Assim, F”(z) é um elemento do espaco L(X,L(X,Y)) dos
operadores lineares que levam X em L£(X,Y). O espago L£(X,L(X,Y)), com a norma
de operadores da Definicao 2.14, é novamente um espaco de Banach e é naturalmente

identificado com o espago dos operadores bilineares £5(X,Y) de X em Y. Para simplificar
a notagao denotaremos o espago L(X, L(X,Y)) por Lo(X,Y).

Se introduzem naturalmente os conceitos de terceira, quarta e, de um modo geral, de
n-ésima derivada de uma aplicacao I’ de X em Y, definindo-se a n-ésima derivada como
a derivada da derivada de ordem n — 1. A n-ésima derivada assim definida, denotada por
F(™(z), serd obviamente, um elemento do espaco £, (X,Y’) dos operadores n-lineares de
X em Y. Novamente identificamos o espago L(X,L(X, ..., L(X,Y),...)) com o espago
dos operadores n-lineares £, (X,Y). Para mais detalhes veja Kolmogorov e Fomin [12],
pag. 478.

Utilizando as notagoes acima temos a seguinte observacao:

Observagao 2.16. Sejam X, Y espacos de Banach e F' é uma fungao diferencidvel em

QC X, entao F'(x) € L(X,Y) e temos que
IF ()]l := sup{[|F"(z)ull; lul] <1}.
Agora, se F' é uma funcao diferencidvel em ), entao F"(x) € Lo(X,Y) e
1F" ()] := sup{[|F" () (u, v) |5 [Jull <1, [lv]} <1},
Por outro lado, se T € §2, temos das relagoes acima que F'(Z) 1 F"(x) € Lo(X, X) e
1F"(2) " F ()| == sup{||[F(z) " F" () (w, v)|[; Jull < 1, [lv]] < 1}.

De modo semelhante, se F' ¢ uma funcdo n-vezes diferencidvel em €2, introduzimos a
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norma do operador n-linear F'(z)"*F™) (x) € L,(X,X) como sendo
1F" ()" ™ ()| = sup{ | F'(2) " FO (@) (ur, - wa) [ ] < 1, ]| < 13

As seguintes notacoes e resultados sao usados até o fim de nosso trabalho. Sejam X,
Y espacos de Banach. As bolas aberta e fechada em x serao denotadas, respectivamente
por
B(z,0) ={y € X; |lz —y| <0} e Blz,0]={y € X; [lz -yl <d}.
Sejam Q@ C X e F': Q — Y uma funcdo. Para xz € int(Q2) denotaremos por F’(x) sua

derivada de Fréchet.

Lema 2.17 (Lema de Banach). Sejam T um operador linear e I o operador identidade em

um espaco de Banach X. Se ||[T—1|| < 1, entdo T € nao-singular e satisfaz a desigualdade

1
T < ———0u.

Demonstragao. Primeiro vamos a mostrar que se E' ¢ um operador linear tal que || E|| < 1
entao I — E ¢é inversivel e vale

1

(1 —E)~ < Al (2.7)
Para isso, consideremos as sequéncias {Sy} e {t;} definidas respectivamente por:
S,=I+E+E+. . +E ti=1+|E|+]|E|*+..+|E|".
Agora notemos que
1Ski1 = Skl = |+ E+ E*+ ..+ EFY) — (I + E+ E* + ..+ EF)|| < ||B|*.
Observemos também que
Se(l —EY=(I+E+FE*+ ..+ E"NI—-E)=1-E"" (2.8)

Por outro lado, temos que limy,_...(I — E*) = I, pois

|- B =[|E*] < |1 e lm B =0
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Assim, pela equagao (2.8) temos que

lim S, = (I — E)~%.

k—oo
Notemos ainda que

1
1 : i ? * i
7= )74 = [, 5] < Jm 0 I+ U+ 1Y) = i =

Isto prova (2.7). Agora para concluir a prova tomemos F = [ —T e observando a hipétese

T —I|| < 1, temos que (I — E) = T ¢ inversivel e vale a estimativa para a norma da

inversa T 1. O

Lema 2.18. SejamX um espaco de Banach, C C X e F : C — Y uma fungao Fréchet
deriwdvel no int(C). Tomemos T no int(C) com F'(T) nao singular. Suponhamos que
exristam um R > 0 e uma fun¢do diferencidvel f: [0,R) — R tal que B(Z,R) C C,
f'(0) = =1, f" € crescente e

1F'@) " [F' () = F'@) | < f(le 7)) - f(0),  VYazeB@@R). (29

Sex € B(z,R) e f'(Jlxt —Z||) <0, entdo F'(x) é nao singular e

_r
/(e = ZIDI

Demonstracao. Seja x € B(T, R) tal que f'(||x — Z||) < 0. Usando (2.9) temos que

1F" () F' (@) <

1F' @)~ F () = I = ||F'@) "' [F'(2) = F'@)I < £z = 7)) = f/(0) < —f(0) = L.

Deste modo, o Lema 2.17 e a tltima equagao implicam que F’(Z)~'F’(x) é nao-singular,

conseqlientemente F’(x) também é nao-singular. Além disso,

1 1 1

I Ol < T mEme 1] S T e = 7))~ 7w =)

onde foi usado que f'(0) = —1e f'(|lz —7||) < 0. O



12

2.3 Funcoes Analiticas

Nesta secao abordaremos os conceitos de fungoes analiticas en R e fungoes analiticas em
espacos de Banach as quais serao necessarias nos capitulos IV e V desta dissertacgao,
quando trataremos o Teorema de Smale. O contetido desta secao foi baseado em Kol-

mogorov e Fomin [12] e Lima [14].

2.3.1 Funcoes analiticas em R

Definicao 2.19. Uma funcdio f : I — R, definida num intervalo aberto I, chama-se

analitica quando, para cada a € I, existe um € > 0 tal que a série de Taylor

. fn)
>
0 n:

converge para f(a+ h) desde que |h| < e.

Observagao 2.20. A fim de que a série de Taylor >.°° (f™(a)/n!)h™ convirja para

n=>0
f(a+h) € necessdrio e suficiente que lim,, .oorn(h) = 0, onde r,(h) = (f™ (a+0, h)/n!)h"

com 0 <6, <1.

Observacao 2.21. f : I — R ¢ analitica, a sua derivada é também uma funcao analitica.

Com efeito, se f € representada em uma vizinhanga de a € I por uma série

X f(n)
Zf (a) e
n!

n=0

a sua derivada serd representada na mesma vizinhanca pela série

= [

hn
n! '

n=0
Decorre dai que [ é na verdade de classe C™ e as suas derivadas sucessivas f', ", ...

sao também funcoes analiticas.

Lema 2.22. Se 0 <t <1, entao Y oon(i +2)(i +1)t" =2/(1 —t)3.
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Demonstragio. Consideremos a funcao g : (—1,1) — R, definida por g(t) = (1 —¢)~*. E

facil mostrar que ela é analitica em (—1,1) e que
S =102 fO=20-0" . OB=ia1-n (210

Pela definicao 2.19 podemos escrever g da seguinte maneira

< 0(0)
9(t) :Zg Z.!(()) t.

Agora combinando (2.10) e a igualdade acima, obtemos que g(t) = > 7 ¢, a qual

derivando duas vezes resulta que ¢”(¢t) = >, (i + 2)(i + 1) t'. Novamente da segunda

equagao em (2.10) e da tltima equagao segue-se o resultado. O

2.3.2 Funcoes analiticas em espacos de Banach

Teorema 2.23. Sejam X, Y espacos de Banach e F' uma funcao de Xem Y definida
num aberto Q C X e tal que F™(z) estd definida e é uniformemente continua em €.

Entao, se cumpre a relagao
F(z+h) = F(z)+ F'(z).h+ 1/20 F"(x)h* + ...+ 1/nl F™(2)h" + r(z, ),
onde ||r(x, h)|| = o(||h]|"), h* := (h,h) e k" := (h,... k).
Demonstracao. Veja Kolmogorov e Fomin [12], pag. 480. ]

Definicao 2.24. Sejam X, Y espacos de Banach e Q0 C X. Dizemos que uma fung¢ao

F:Q =Y € analitica, se para cada ponto a € §) existe uma série de poténcias

o Fm)
>
=0 n.

com raio de convergéncia § > 0, isto €,

x p) (g

F(z)=) Fn—,() (z —a)™, |z — a < 6.

n=0
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2.4 Funcoes a-auto-concordantes

Nesta subsecao enunciaremos alguns conceitos relacionados a fungoes auto-concordantes,
0s quais serao utilizados nos capitulos IV e V. Estes conceitos foram extraidos de Nesterov

e Nemirovskii [17] e Alvarez, Botle e Munier [1].

Definicao 2.25. Seja 2 C R™ um conjunto convexo. Uma funcgao g : €2 — R € chamada
a-auto-concordante com o parametro a > 0, se g € C3(Q) , i.e., trés vezes continuamente

diferencidvel em €2, € uma funcao convexa em ) e satisfaz a sequinte inequacdao
\g" ()[R, b, h]| < 2a7Y%(¢"(x)[h, B])*?,  Va2eQ, VheR" (2.11)

Tomemos T € Q tal que ¢"(Z) € nao-singular. Defina o espago de Banach X = (R™, (., .)z)
como sendo o espaco Euclideano R™ com um novo produto interno e a norma associada

definida, respectivamente, por

(u,v)z := a {g"(Z)u,v), ullz := v/ (u, u)z. (2.12)

Assim, no espaco de Banach X, a bola aberta e fechada de raio r > 0 centrada no ponto

z ( elipsdide de Dikin de raio v > 0 centrado em T ) sao definidas, respectivamente, como
W (z)={x eR": |z —Z|z <1}, W,z] ={zx e R": ||z — z||z < r}.

Proposicao 2.26. Seja 2 C R™ um conjunto aberto convexro e seja g : 2 — R uma

funcao a-auto-concordante. Entao,

|g///(l’)[h1, h'27 h3]| < 2@71/2]._.[?:1(9”(]3)[}12-, h’i])l/Qu Ve QJ v hla h27 h’3 € R™.

Demonstracao. Ver Proposigao 9.1.1, Apéndice 1, pp.361 de Nesterov e Nemirovskii [17].
]

Proposicao 2.27. Seja 2 C R™ um conjunto aberto convexro e seja g : 2 — R uma

funcao a-auto-concordante. Entao vale

1
(1= lJz = z(jz)?

§"()[h, ] < J'@[hh], VYreW(®NQ, YheR"
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Demonstragao. Fixemos x € W1(Z). Denotemos e = x — Z, y(t) = = + te e
I={t=0:ly(t) — 2]z < 1}.

Fixemos ¢ € I tal que y(t) € 2 e h € R". Notemos que ¢ < 1. Seja J = [0, ¢] e definamos

as funcoes Y : J - Re ¢ :J — R como
Y(t) = g"(wt))le, el,  o(t) :==g"(y(®))[h, h].
Como y/(t) = e, derivando 9 e usando a Proposigao 2.26 obtemos a desigualdade
W' ()] = 19" (y(®) [y (1), b, ]| = 19" (y(®))[e. e, €]| < 2a7 26" (y())[e. ]*'*.
Deste modo, combinando a ultima desigualdade com a definicao de 1 concluimos que
¥/ ()] < 2072 (y (1), (2.13)

Agora, derivando ¢ e novamente usando que /() = e e a Proposigao 2.26 temos

/(O = 19" (w®) [y (), hy 1]l = 19" (y(t))le, h, 1]
< 2a72(g" (y(t) R, A (9" (y(D) e, €)',

e assim usando a defini¢ao das fungoes 1) e ¢ obtemos a seguinte desiguladade
|6/ ()] < 202 (t)(8)2. (2.14)
Da relagao em (2.13), temos duas possibilidades:
a) ¢(t) =0, para todo t € J;
b) ¢(t) > 0, para todo t € J.

Para o caso a, usando (2.14) concluimos que ¢(t) = ¢(0).

Vamos estudar o caso b. Primeiro notemos que (2.13) e equivalente a seguinte in-
equagao

[(p™2(1))| < a™V? Vied
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Esta inequacdo implica, evidentemente, que —a~*/2 < (¢¥7'/2(t))’, a qual apds ser in-

tegrada implica que
YV > pTV2(0) —ta”V?, VYiteld
No 1ltimo caso, em virtude da definigao de 1, do vetor e e da equacdo (2.12) temos

¥(0) = g"(y(0))le, e] = alle|l7 = allz — I3

Assim, sustituindo o valor ¥(0) na ultima desigualdade e apds algunas manipulagoes

algébricas obtemos

. VYteld
1 —tfr -z,

Conseqiientemente, usando a desigualdade acima juntamente com (2.14), resulta que

2||lz — ||z ¢(1)

1—tljz —z|z’

¢ ()] < Vte (2.15)

Da desigualdade acima, temos duas possibilidades:

c) ¢(t) =0, para todo t € J;

d) ¢(t) > 0, para todo t € J.

Para o caso ¢ temos que ¢ = 0 em J. Para o caso d, segue de (2.15), ap6s integracao, em
t, que
<2In

(1) '

In —=

‘ ¢(0)

Da tultima desigualdade obtemos ¢(t) < ¢(0)/(1 — t ||z — Z||z)?, a qual, pela defini¢ao de

1—t|z—z|z

¢ implica que

9" (y(0)[h, h]

TET e P

9" (y(®)[h, bl <

Se y(t) = x, entdao t = 1 e daf segue-se o resultado desejado. O]

O seguinte resultado é uma combinagao das duas proposigoes acima, ele apareceu pela

primeira vez em Alvarez, Botle e Munier [1], Lema 5.1.
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Lema 2.28. Seja 2 C R™ um conjunto aberto convezro e seja g : 2 — R uma func¢ao

a-auto-concordante. Assumamos que W1(Z) C Q. Entao vale a desigualdade

2
(1=l —2))*

lg" (@) g" (2)]lz < Ve Wy ().

Demonstragao. Sejam x € Wi(Z) e hy, ha, hy € R™. Da definicao de produto interno

associado a T temos

(g"(@) 9" (@)haha, h)e = a™{g" () (¢"(2)"'g" (7)) hiha, hs)
= a_lg’"(x)[hl, ]’LQ, hg]

Tomando valor absoluto na ultima igualdade e da Proposicao 2.26 segue que
19" (&) 9" (@), ho, hg)z| < 27T (g ()[R, Ba) 2.

Ja que [|¢"(z)~"g" (x)]ls == sup {|(g"(2)'g" (x)haha, hs)al : [[hillz < 1, i =1,2,3}, temos

da dltima inequacao que
9" ()" 9" (@)lle < 2072 sup {T1_, (¢" () [hi k)2« [[Billz < 17 (2.16)

Assim, segue de (2.16) e da Proposi¢ao 2.27 que

. 2a3/? B
I9"(2)”" " (@) < e s (T @) s )2 i < 1}
2 —_— —
- (1= ||z — ;)3 sup {T1F_ya=2(¢" (@) [hs, ha))'* + || Bl < 1}
2
= I |kl < lRalls < 1}
(1— [z — 7]]2)? sup {T0 ||l « [[7alle < 1}

Portanto, como sup {IT3_, ||h||z : ||hillz < 1, ¢ = 1,2,3} < 1 o resultado segue-se. O



Capitulo 3

O método de Newton

3.1 Introducao

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar a definicao do método de Newton e analisar
seu comportamento em alguns casos especificos. Como veremos adiante uma condig¢ao
para que o método convirja é que o ponto inicial deve ser tomado “perto”’da solucao do
problema em consideragao. Devido a este fato podemos dizer que o método de Newton é

localmente convergente.

A idéia basica do Método de Newton para encontrar um zero de uma funcao dife-
renciavel nao-linear é bastante simples. O método consiste em aproximar o zero da fungao
nao-linear por zeros de aproximacoes lineares sucessivas em uma vizinhanga apropriada.

Mais precisamente, queremos resolver a equacao
F(z) =0, x €,

onde 2 C X é um conjunto aberto e F': 2 — Y é uma funcao continuamente diferenciavel
nao-linear. Comegamos com um ponto inicial xy € {2 construimos a aproximacao linear
de F, isto é,

F(x) &~ F(xg) + F'(x0)(x — x0).

Entao ao invés de resolver a equagao nao-linear F'(x) = 0, resolvemos a equagao linear

F(xg) + F'(x0)(x — x) = 0.

18
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Se a derivada F’(xy) for ndo-singular a equacao linear acima tem uma tnica solugao,
digamos
! -1
1 = Ty — F (370) F(l’o)

Note que z1 pode ou nao pertencer a 2, ou ainda, F’(x;) pode ser singular. Para assegurar
que o procedimento possa ser repetido infinitamente, precisamos de hipdteses adequadas
sobre F' e o ponto inicial xy. Suponhamos, por um momento, que 0 processo possa ser
repetido indefinidamente, isto é, z; € Q e F'(x1) é nao-singular e assim sucesivamente.

Portanto, podemos definir uma seqiiéncia {x;} contida em € dada por
Tpp1 = Tp — F' (1) " F(23), k=0,1,.... (3.1)

ainda assim nao temos garantia de convergéncia da sequéncia {z}}. Novamente, neces-
sitamos de hipoteses adequadas sobre F' e o ponto inicial xy para garantir convergencia

quadrética da seqiiéncia {zy} para um zero de F.

Observacao 3.1. Suponhamos que 2 C R™ seja um conjunto aberto e F':  — R™ €
uma fungio continuamente diferencidvel em 0 e continua em S, o fecho de Q. Se {x;}
estd bem definida (x, € Q e F'(x1) # 0V k), converge para algum x, € Q e {F'(x})} é
limitada, entio F(x,.) = 0. De fato, de (3.1) temos

F(.’Bk) + F'(:Bk)(:ka — Ik) = 0.

Tomando limite nesta equacao, seque imediatamente que F(xz,) = 0, pois {xy} C Q,

limy oo T = @, F € continua em Q e {F'(x;)} € limitada.

Exemplo 3.2. Seja f : R — R dada por f(x) = x3. Sabemos que x = 0 é a tnica raiz
de f. Note que f'(x) = 3x* # 0 se x # 0. Portanto, para todo ponto inicial xoy # 0 temos

que a sequéncia de Newton estda bem definida e vale

2
l‘k+1:§£€k, k:0,1,2,....

Portanto temos, independente da escolha do ponto inicial, que a segiiéncia de Newton para
resolver f(x) = 0 estd bem definida e converge para a unico zero da fun¢ao, x, = 0. Note-

mos que, neste caso, a taxa de convergéncia da sequéncia {x} € linear e que f'(z.) = 0.
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Veremos que a condi¢ao da derivada nao se anular na solu¢ao € suficiente para garantir

convergéncia quadrdtica.

Exemplo 3.3. Consideremos a fungdo f : R — R dada por f(x) = x/+/1+ x2. Notemos
que x =0 € o unico zero de [ e que

1
f’(x):m#(), VreR.

Agora observemos que para todo ponto inicial xy # 0 temos que a sequéncia de Newton

esta bem definida e vale a igualdade
Tpy1 = — T3, k=0,1,2,....
Assim:

i) se xqy for tomado tal que |xo| = 1, a seqiéncia de Newton ird oscilar nos valores 1

e —1, e portanto nao convergird;

i1) se xq for tomado tal que |zo| < 1, a seqiéncia de Newton convergird para x, = 0

com taza ciubica;

iii) se xo for tomado tal que |xo| > 1, a seqiiéncia de Newton ndo convergird.

Portanto, temos que a seqiiéncia de Newton estd bem definida para todo valor inicial,
mas a convergéncia dela € condicionada ao ponto inicial xo ser tomado tal que |zo| < 1.
Isto mostra que a escolha do ponto inicial € importante para garantir a convergéncia da

sequéncia de Newton.

Exemplo 3.4. Consideremos a fungio f : (0,400) — R dada por f(z) = 1 — 1/z.
Notemos que x, =1 € o tnico zero de f e que f'(x) = 1/2* # 0 para todo x € (0, +00).

A seqiiéncia de Newton para encontrar a solugdo de f(x) =0 é dada por
C(Ik+1:$k(2—l’k), /{320,1,2,....

Notemos que:
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i) sexg > 2 temos 1 ¢ (0,400). Desta forma a seqiiéncia de Newton ndo estd bem

definida,

ii) se 0 < xzp < 2 entdo a seqiiéncia estd bem definida e converge para x, = 1.

Logo, para este caso, temos que a boa definicao da sequéncia e sua convergéncia € condi-

cionada ao ponto inicial ser tomado proximo da solucao.

Exemplo 3.5. Consideremos a func¢ao f : R — R dada por f(z) = x(z — 1)(x + 1).
Notemos que os zeros de f sao 0, 1 e —1. Observemos que f'(x) = 3z* — 1 e a seqiiéncia
de Newton para encontrar uma solugao de f(x) =0 é dada por

3
2xy,

— k=0,1,2,....
31‘%—1

Lkt1 =

Assim:

i) se |zo| = 1/V/5 a seqiiéncia de Newton oscila entre 1/v/5 e —1/+/5;

i1) sexg = 1/2 temos que vy = —1. Portanto, a seqiiéncia de Newton € finita (converge

em uma iteracao);

i1i) se xg = —1/2 temos que x1 = 1. Portanto, a seqiéncia de Newton € finita (converge

em uma iteracao);

iv) Tomando xy = —0,465444 ..., isto €, a raiz real do polinémio de terceiro grau
p(x) = 2v/32° — 322 + 1, temos que
1 2z
V3 3xi -1

logo ©1 = 1/\/3. Assim, o método de Newton gera wm ponto singular da derivada,

neste caso, a seqiéncia de Newton nao estd bem definida.

Portanto, tomando |xo| = 1/2 temos que a seqiiéncia de Newton converge em um Unico

passo!l. Agora tomando xy como sendo a raiz real do polinémio q(x) = 2v/32% + 322 — 1,
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teremos 1 = —1/\/§ que € um ponto singular da deriwvada. Isto mostra que a seqiiéncia

de Newton pode nao estar bem definida com essa escolha de xg.

Como podemos notar nos exemplos acima, para assegurar a boa definicao da seqiiéncia
de Newton (zp € Qe F'(zg) # 0, Vk) e a sua convergéncia a escolha do ponto inicial
deve ser tomado “préximo”da solucao. Nos capitulos IV e V vamos estudar critérios para

a escolha deste ponto.



Capitulo 4

Analise local do método de Newton

4.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, o método de Newton pode nao convergir ou pode falhar
em gerar uma seqiiéncia infinita quando um ponto singular da derivada é encontrado.
Para garantir convergéncia quadratica do método de Newton para a solucao da equacao
nao linear, algumas condi¢oes devem ser impostas. Por exemplo, o anélise de convergéncia
classica requer que o ponto inicial seja tomado “suficientemente proximo”da solugao e a
derivada do operador nao-linear em consideracao seja nao-singular nesta solucao. Além
disso, a continuidade Lipschitz da derivada é assumida, ver e.g., Dennis e Schnabe [3] e
Traub e Wozniakowski [24]. Um desvantagen do andlise é que a solugao deve ser conhecida
ou dada a priori. Por outro lado, isto tem vantagem para dar o raio 6timo da bola de
convergéncia com respeito a constante Lipschitz, veja Rall [21], Traub e Wozniakowski
[24] e Wang [27].

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar uma analise de convergéncia local do método
de Newton baseado no principio majorante, introduzido por L. V. Kantorovich em [9],
veja também Ferreira [4], Ferreira e Svaiter [6], Wayne [27]. Neste andlise a condigao
Lipschitz classica é relaxada por meio de uma funcao majorante. Na analise apresentada
podemos ver claramente a relacao da funcao majorante, a qual relaxa a continuidade

Lipschitz, com o operador nao-linear em consideracao. Também, isto nos permite obter

23
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0 maior raio para a unicidade da solugao e também o raio 6timo de convergéncia para
o método com respeito a funcao majorante. Além disso, varios resultados locais sobre o

método de Newton ainda nédo relacionados serao unificados.

4.1.1 Analise local para o método de Newton

Neste capitulo provaremos e explicaremos o teorema local para o método de Newton. Para
isto, primeiro demonstraremos os resultados para a fungao escalar majorante. Em seguida,
boa definicao, convergéncia, taxa de convergéncia, unicidade da solucao e a bola 6tima de
convergeéncia serao establecidos. O contetido deste capitulo foi baseado em Ferreira [4]. A

afirmacao do teorema é:

Teorema 4.1. Sejam X,Y espacos de Banach, 2 C X aberto e F' : Q) — Y continuamente
diferencidvel. Sejam R > 0, x, € Q e k := sup{t € [0, R) : B(x,,t) C Q}. Suponhamos
que F(x,) =0, F'(z,) ndo-singular e que exista uma func¢ao continuamente diferencidvel

f:[0, R) — R tais que
[F' ()7 [F'(2) = Flae+ 7(@ =z )| < f (lo —a)) = f (e =2, (41)
para T €[0,1], x € B(a,, k), ||z — . < R e
h1) £(0) =0 e f'(0) = —1;
h2) f' ¢ conveza e crescente.
Sejam v :=sup{t € [0, R) : f'(t) <0}, p:=sup{t € (0,v): f()/(tf(t) -1 <1} e
r = min {x, p}.

Entao, as seqiiéncias com ponto inicial xog € B(x.,1)/{x.} e to = ||z. — x0]|, respectiva-

mente,

Tppr = ap = F'a) 7 F(xr),  ten = o= f0)/F(0)], k=0,1,..., (42)
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estao bem definidas, {ty} ¢ decrescente, estd contida em (0,r) e converge para 0, {x}

estd contida em B(x,,1), converge para o ponto x, e valem as desigualdades

2 = 2l < [tet/B] low — 2.l%, tean /8 < D-f'(t)/C2If (t0)]), k=0,1,...,
(4.3)
e {tey1/t3} € nao crescente. Além disso, x. € o tnico zero de F' em B(x,.,0), onde
0<o:=sup{0 <t <k:f(t) <0}. Se adicionalmente f(p)/(pf'(p)) —1=1¢€p <k,

entao r = p é o melhor raio de convergéncia possivel.

Observacao 4.2. Combinando as inequacoes em (4.3), obtemos que a seqiéncia {xy}

converge Q-quadrdticamente para x.. Além disso, jd que {txy1/t7} € nao crescente temos

que tk+1/t% < tl/tg, para k = 0,1,.... Assim, a primeira inequacao em (4.3) implica
|z — T || < [t1/t] ||oe — 24]|?, para k =0,1,.... Portanto,
k_
||1'*—l'k||§t0(t1/t[))2 1, ]{?:O,l,

onde t1/ty < 1, porque {t;} € decrescente.

Para provar o Teorema 4.1 primeiro necessitaremos de alguns resultados. De agora

em adiante, aceitaremos que todas as hipdtese do teorema sao validas.

4.1.2 A funcao majorante

Nosso primeiro objetivo é provar que a constante x associada a €2 e as constantes v, p e o
associadas a funcao majorante f sao positivas. Também, provaremos todas as afirmagoes
no Teorema 4.1 envolvendo a seqiiéncia {t;}. Iniciaremos provando que k, v e o sdo

positivas.

Proposicao 4.3. As constantes k, v e o sdo positivas et— f(t)/ f'(t) <0, parat € (0, v).

Demonstracao. Desde que €2 é aberto e z, € ) é imediato concluir que x > 0. Como

f'(0) = —1, existe § > 0 tal que f'(t) < 0 para todo t € (0, §). Assim, v > 0. Agora,
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devido que f(0) = 0 e f'(0) = —1, existe 6 > 0 tal que f(¢) < 0 para todo t € (0,9).

Daqui o > 0.

Devido a f’ ser crescente, temos que f é estritamente convexa. Assim, o Corolario 2.7
implica que
fO)> ft) =tf(t), Vte(0,R).
Como f(0) =0e f'(t) < 0 para todo t € (0, v), a inequagao desejada segue da inequacao

acima. O

De h2 no Teorema 4.1 e da definigao de v, temos que f’(t) < 0 para todo t € [0, v).
Portanto, a aplicacao iteracao de Newton associada a fun¢ao majorante f é bem definida

em [0, v). Denotaremos esta por ny,

ny - [07 V) - (—OO, 0]
L b= F0/70), o
Proposigao 4.4. A aplicacao (0, v) > t — |ns(t)|/t* € nao decrescente e satisfaz a

estimativa
Ing(t)| _ D_f'(t)
" < IO Vite (0, v).

Demonstracao. Desde que f(0) = 0, f' < 0 e é crescente em [0,r), depois de simples

manipulacoes temos

Ins ()] tf(t) - f'(t) f’Tt)
- t2|f( - 0 / dr,  Yte(0,v).  (45)

De h2 temos que f’ é convexa, e em virtude da Proposicao 2.9 item 2, afirmamos que

a aplicagao (0, v) > t — (f'(t) — f'(1t))/t é positiva e nao-decrescente, para 7 € [0, 1],
bem como sua integral. Por outro lado, a aplicagao [0, v) > t — 1/|f'(t)| é positiva
e crescente, ja que f' < 0 e crescente em [0, v). Assim, o lado direito de (4.5) é nao-

decrescente, portanto a primeira afirmacao esta provada.

Usando a Proposicao 2.9, item 1, temos que a desigualdade (f'(t) — f'(7t))/t <
D_f'(t) (1 — 1), vale para qualquer 0 < 7 < 1. Daf substituindo a tltima expressao em

(4.5) e avaliando a integral, resultara a inequagao desejada. O
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Proposicao 4.5. A constante p € positiva. Como uma conseqiiéncia, |ns(t)| < t para

todo t € (0, p).

Demonstragao. Usando a definigdo (4.4), a Proposi¢ao 4.3 e algumas simples manipu-

lagoes algébricas resulta

f(t) _ |ns(@)]
O<tf'(t)_1_T’ Ve (0, ). (4.6)

Agora, limy g |[ns(t)|/t = lim_o(|ns(¢)]/t*)t = 0 porque a Proposi¢ao 4.4 implica que
Ing(t)|/t* é limitada perto de zero. Desta maneira, da defini¢do de limite de uma fungao
e de (4.6), existe 0 > 0 tal que 0 < f(¢)/(tf'(t)) —1 < 1, para todo t € (0,6). Daqui p é
positiva. Além disso, pela defini¢do de p resulta que f(t)/(tf'(t)) —1 < 1, para t € (0, p).
Assim, usando (4.6) segue-se a segunda parte. [l
A definigao de {t;} no Teorema 4.1 é equivalente a seguinte

to=llwo — .|, tepr =ns(te)|,  k=0,1,2,.... (4.7)

Corolario 4.6. A sequéncia {tx} ¢é bem definida, € decrescente e estd contida em (0, p).

Além disso, {ty+1/t2} € nao crescente, {t} converge para 0 e satisfaz a estimativa
tira /[ty < [D-f'(t0) /(21 f (to)])]; k=01,....
Demonstragao. Das Proposigoes 4.3, 4.5 e das equagdes (4.4) e (4.7) é facil concluir que
{tx} estd bem definida, é decrescente e esta contida em (0, p).
A defini¢ao de {t;} na equagao (4.7) implica que
ten/te = Inp(t)|/ts, k=0,1,.... (4.8)

J& que {t,} é decrescente, a primeira parte da Proposi¢iao 4.4 implica que {|ns(tx)|/t;}
é nao crescente. Deste modo, de (4.8) concluimos que {t;,/t3} é também nao crescente.

De novo, devido que {|n(tx)|/t7} é ndo crescente temos

s (/8 < Ins(to) /B k=0,1,.... (1.9)
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Como {t;} é decrescente t, < to, para k = 0,1,..., que combinado com (4.8) e (4.9)

implica na desigualdade

ter1 < [Ing(to)|/to)ts, kE=0,1,....

Em vista de tg = ||z, — zo|| <7 < p, a Proposicao 4.5 implica que |ns(t)|/to < 1. Assim,
a inequagao acima implica que {t;} converge para 0. Concluindo, notemos que a segunda
parte da Proposi¢ao 4.4 implica na desigualdade |n(to)|/td < D_f'(to)/(2]f'(t0)]) que

junto com (4.8) e (4.9) resulta a inequacao desejada. O

4.1.3 Relacao entre a funcao majorante e o operador nao-linear

Nesta subsecao apresentamos as principais relagoes entre a fungao majorante f com o

operador nao-linear F' em consideragao.

Lema 4.7. Seja x € Q. Se ||z — x.|| < min{v,k}, entdo F'(x) é ndo singular e
[F' () F (@) < /1 ([l — ).

Em particular, F' € nao-singular em B(z.,1).

Demonstragao. Facamos x, = T no Lema 2.18, pois ||z — z.|| < min{v,x} e f'(t) < 0

para t < v. [

A iteracao de Newton produz pontos que sao os zero da linearizacao de F', tais pontos,
também sao a primeira-ordem da expansao de Taylor para F. Assim, estudaremos o erro

na linearizacao de F' em pontos de ).
Ep(z,y) = F(y) = [F(z) + F(z)(y —2)], y,ze (4.10)
Limitaremos este erro pelo erro na linearizagao da funcao majorante f

es(tu) = f(u) = [F(6) + FOw—1)],  t,ue0,R). (4.11)
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Lema 4.8. Se ||z, — z|| < &, entdo vale a desigualdade

1F'(2.) " Ep (2, )|l < ef(llz — 2.]],0).

Demonstragao. Desde que B(x,, k) é convexa, obtemos que x,+(1—u)(z—z,) € B(z., k),
para 0 < u < 1. Deste modo, como F' é continuamente diferenciavel em €2, a definicao de

Er e algumas simples manipulacoes resulta na estimativa
1
1/ ()~ Er(z, 2| < /O [F' ()7 F (2) = F'(a + (1= w)(@ = 2.)]]| 2. — 2] du.
Da ultima equacdo com a hipdtese (4.1) obtemos a desigualdade

1F" (2.) ™ B (2, .|| < /0 [ (lz = zll) = £ (1 = W)z — 2] |2 — ]| du.

Avaliando a ultima integral e usando definicao de ey, segue-se a afirmacao. O

O Lema 4.7 garante a nao-singularidade de F’ em B(x,,r) e assim uma boa definigao
da aplicacao iteracao de Newton. Chamaremos de Ng, a aplicacao iteracao de Newton
para F' em tal regiao, isto é

Np: B(xz,,r) — X

r — x—F'(x)'F(2). (4.12)

Podemos aplicar a iteragdo de Newton para qualquer = € B(x,,r) para obter Ng(x) o
qual pode néo pertencer a B(x,,7), ou até mesmo nao pertencer ao dominio de F'. Assim,
a Proposicao 4.7 garante a boa definicao de uma unica iteragdao. Para assegurarmos que a
iteracao de Newton pode ser repetida infinitamente necessitaremos de algums resultados

adicionais.
Lema 4.9. Tomemos 0 <t <r. Se ||z — x| <t, entdo

s (1)
INp(2) = 2l < =57 e =

Demonstracao. A inequagao é trivial para x = z,, desde que F(z,) = 0. Agora assu-
mamos que 0 < ||z —z.|| <¢. O Lema 4.7 implica que F’(x) é nao-singular. Deste modo,

como F(z,) = 0 resulta que

r, — Np(x) = —F'(2) ' [F(x,) — F(x) — F'(z)(2, — 1)) = —F'(2) ' Ep(z, z,).
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Combinando a equagao acima, com os Lemas 4.7 e 4.8, obtemos a estimativa

O NN 4 Lt )

Por outro lado, observando que f(0) = 0, as definicoes de e e ny implicam em

(4.13)

er(lz =z, 0)/1f (le = 2Dl = —ns(lz — zll) = |ng(lz — 2]

Como ||z — z.]| < t, a Proposi¢ao 4.4 resulta em |n;(||z — x.|)|/||z — z.]|* < |ns(8)]/t2.

Assim, a ultima equacao ficard

el —2.,0) _ |ns(t)
Flr—a)] = £

Daqui, e de (4.13) segue-se a afirmagao. O

-

Corolario 4.10. Se 0 <t <r, entdo Np(Blx.,t]) C Bz, |ns(t)|]. Além disso,
Np(B(zy,r)) C B(z,, 7).

Demonstragao. Tomemos = € Bz, t]. Como ||z — .||/t < 1, o Lema 4.9 implica que
INp(x) = .| < [ns(t)],

e segue-se a primeira inclusdo. Ja que r < p, a Proposigao 4.5 implica que |ng(t)| < t.

Assim, a tultima inclusao é consequéncia imediata da primeira. O

4.1.4 Unicidade e bola 6tima de convergéncia
Nesta subsecao mostraremos a unicidade da solugao e a bola étima de convergeéncia.

Lema 4.11. Tomemos 0 <t < k. Se f(t) <0, i. e., 0 € o tunico zero de f em [0,1],
entdo ., € o unico zero de F' em Blx,,t]. Como uma conseqiiéncia z, € o tunico zero de

F em B(x.,0).
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Demonstragao. Assumamos que F(y) =0 e ||y — x| <t. Jd que F(z,) =0e F(y) =0

temos que
1
y=a == [ P) et uly - 2) - F@)] - o)du
0
Usando (4.1) com = = z, + u(y — z,) e 7 = 0 é facil concluir da tltima equagao que
1
ly — 2| < /0 [ (wlly = =.l)) = O] lly = @lldu = f(lly — z.]]) = £(0) = f/0)]ly — .|

Levando em conta que f(0) =0 e f/(0) = —1, a ultima inequagcao fica

flly = z) = 0.

Agora, como f é estritamente convexa e f(t) < 0 devemos ter f < 0 em (0,¢], i.e., 0 é 0
tunico zero de f em [0,¢]. Daqui, e da inequagao acima concluimos que ||y — z.|| = 0, i.e.,
Yy = Zy. Assim, z, é o Unico zero de F' em Blz,,t]. A segunda parte segue da definigdo

da constante o. O

Observagao 4.12. Notemos que, no lema acima usamos que a condi¢ao (4.1) € satisfeita

apenas para T = 0.
Lema 4.13. Se f(p)/(pf'(p)) =1 =1 e p < K, entdo r = p é o melhor possivel.
Demonstragao. Assumamos que p < k. Definamos a fungao h : (—x, k) — R por
h(t) = —f(—t), para t € (—k, 0], e h(t) = f(t), para t € [0, k). (4.14)
E simples mostrar que 2(0) = 0, 2/(0) # 0 ( de fato #/(0) = f/(0) = —1) e
[7/()7H 1 (1) = W (o)) < f/(It]) = f'(7lt]),

para 7 € [0,1] et € (—k, k). Assim, F' = h satisfaz todas as hipdteses do Teorema 4.1.

Deste modo, como p < k, é suficiente mostrar que a aplicacao do método de Newton para
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resolver h(t) = 0, com ponto inicial ¢y = —p nao converge. J& que f(p)/(pf'(p)) —1 =1,
e da definigao de h em (4.14) resulta que

ti=—p—=h(=p)/W(=p)=—=p+ f(p)/f(p)=[f(0)/(pf(p) —1p=0p

De novo, da definicao de h em (4.14) e supondo que f(p)/(pf'(p)) — 1 = 1 obtemos as
igualdades

ta=p—h(p)/I(p) =p—f(p)/[(p) = =[f(p)/(pf (p)) — lp = —p,

Portanto, o método de Newton para resolver h(t) = 0, com ponto inicial ¢ = —p, produz

o ciclo
to=—p, ti=p, lo=-—p, ....

Em particular este nao converge, o qual prova o lema. O

4.1.5 Prova do Teorema 4.1

Primeramente notemos que a primeira equagao em (4.2) junto com (4.12) implica que a

seqiiéncia {xy} satisfaz a relagao
Lkl :NF(.’L'k), k:O,l, s (415)

a qual é de fato uma definicao equivalente desta seqiiéncia.

Demonstragao. Todas as afirmagoes envolvendo {¢} sao provadas em Coroldrio 4.6.

Desde que xy € B(x,,7) e r < v, usando (4.15), a inclusdo Np(B(x., 1)) C B(2, 1)
do Corolario 4.10 e o Lema 4.7, concluimos que {x;} estd bem definida e permanece em

B(x,,r).

Para povar a convergéncia da seqiiéncia {z}, primeiro devemos provar por indugao

que {tx} é uma seqiiéncia majorante para {x}, i.e.,
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Como ty = ||z, — x0||, a inequagao acima vale para k = 0. Agora, suponhamos que
|zs — k|| <ty para algum k£ > 0. Do Corolario 4.6 temos que {t;} C (0,7). Deste modo,
usando o Coroldrio 4.10, as equagoes (4.7) e (4.15) concluimos que

[ = @l = llza = Ne(@p)ll < [np(te)] = trsa,

o que prova que (4.16) vale. Como {t;} converge para 0, segue de (4.16) que {x} converge

para x,.

Para provar a primeira inequacao em (4.3), notemos que de (4.16) e do Lema 4.9 temos

que
los = @] = o = Np(@p)l| < [Ing(@)l/6] e —zl®,  k=0,1,....

Portanto, a desigualdade desejada segue de (4.7) (definigao de {tx}).

A unicidade é provada no Lema 4.11 e a tltima afirmacao segue do Lema 4.13. [

4.2 Casos especiais

Nesta secao apresentaremos trés casos especiais do Teorema 4.1, a saber, o teorema de
convergéncia classica sob condigao Lipschitz, o teorema de Smale sob o método de Newton
para fungoes analiticas e o teorema de Nesterov-Nemirovskii sob o método de Newton para

funcoes auto-concordantes.

4.2.1 Resultado de Convergéncia sob a condigao Lipschitz

O seguinte teorema foi publicado em Traub e Wozniakowski [24]

Teorema 4.14. Sejam X, Y espacos de Banach, 2 C X um conjunto aberto e F' : Q) — Y
uma fungdo continuamente diferencidvel em Q. Seja x, € Q com F'(z.) ndo-singular.

Suponhamos que F(z,) =0 e que exista uma constante K > 0 tal que

1" (@) [F' (@) = F'(y)] || < Kllw —yll, 2,y €Q. (4.17)



34

Sejam K = sup{t > 0: B(z,,t) C Q} er:=min{k, 2/(3K)}. Entdo, as seqiéncias com
ponto inicial vg € B(x,,r)/{x.} ety = ||z. — x0]|, respectivamente,

o Kt}

k+1 — 2(1 — Ktk;),

estao bem definidas, {ty} € decrescente, estd contida em (0,7) e converge para 0, {zy}

Tpp1 = xp — F'(2p) 7 F(2), k=0,1,...,

estd contida em B(x.,r), converge para o ponto x, e valem as desigualdades

|| 1< 1 <t !
Ty — X — ||z — . —
=T 1 K, = 21— K|z —

||xk—x*||27 k:O,l,
|

Além disso, o ponto z. é o tnico zero de F' em B(x.,2/K) e se 2/(3K) < K, entdo

r=2/(3K) é o melhor raio de convergéncia possivel.

Demonstracdo. E imediato provar que F, z, e f : R — R definida por ft) = Kt?/2 —t,
satisfazem a desigualdade (4.1) e as condigdes hl e h2 no Teorema 4.1. Neste caso, é facil

ver que as constantes p e v definidas como no Teorema 4.1 satisfazem a relagao
p=2/(3K) < v =1/K,

como uma conseqiiéncia r = min{x,2/(3K)}. Além disso, temos f(p)/(pf'(p)) = 2,
f(0) = f(2/K)=0e f(t) < 0 para todo t € (0,2/K). Também, notemos que a seqiiéncia
{tx} é equivalente a tx1 = |tx — f(tx)/f'(tx)|, para k= 0,1,2,...e satisfaz as relagoes

1 _ 1 K 1
2/K —2t,  2/K —2ty 21— K|zg— .|’

Assim, temos que F', f, r e x, satisfazem todas as hipdteses do Teorema 4.1, tomando

terr/th = k=0,1,....

xg € Bz, r)/{zs} € ty = ||x. — x0||. Dai, todas as afirmagoes deste teorema seguem do
Teorema 4.1 e da desigualdade acima. O

Observacao 4.15. Notemos que, como ||z, — xo|| < 2/(3K) a dltima inequagdo no Teo-

rema 4.14 implica que ||v. — zpy1| < [3K/2)||zr — z.||?, para k = 0,1,... Portanto,

concluimos que
k
. = 2ill < [2/(BK)] (8K ||lzo — 2.[l/2)* . k=0,1,...,

onde 3K ||xg — x| /2 < 1.
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Observacgao 4.16. Se a funcao F : Q) — Y satisfaz a condigcao Lipschitziana cldssica

para derivadas, isto €,
[1F'(z) = F'(y)| < Lllz —yl, 2, y€e

onde L > 0, entdo também satisfaz a condigao (4.17) com K = L||F'(z,)~!||. Neste caso,

o raio de convergéncia para o método de Newton ér = 2/(3L||F'(z.)"]).

4.2.2 Resultado de convergéncia sob condicao de Smale

O seguinte resultado é o Corolario da Proposi¢ao 3 pp. 195 of Smale [23], ver também

Proposigao 1 pp. 157 e observagao 1 pp. 158 de Blum, Cucker, Shub, e Smale [2].

Teorema 4.17. Sejam X, Y espacos de Banach, 2 C X um conjunto aberto e F': Q) — Y
uma fungdo analitica. Seja x. € Q tal que F(x,) = 0 e F'(x.) nao-singular. Seja
k:=sup{u > 0: B(z,,u) C Q},

Fi(o)  FO(s.)
n!

Y 1= sup

n>1

1/(n—1)
-1
e r = min {Ii, 5—7} . (4.18)
4y

Entdo, as seqiiéncias com pontos iniciais vo € B(x.,r)/{x.} ety = ||x. — x0l|, respectiva-

mente,

vt
2[(1 = te)? = 1]

LTht1 :CL’]C—F,(.I’]C)_IF(ZL‘k), tk+1 = kJZO,L s

estao bem definidas, {ty} ¢ decrescente, estd contida em (0,r) e converge para 0, {x}

estd contida em B(x.,7), converge para o ponto x, e satisfaz as relagoes

Y
1-— ’)/tk)2

Além disso, o ponto x, € o tnico zero de F em B(x,,1/(27)) e se (5 — V17)/(47) < K,

v
1 =llzo = 2.))? =

—z,]| < —xz.|]? < —z,)? =0,1,....

entio r = (5 — /17)/(47) € o melhor raio de convergéncia possivel.
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Observagao 4.18. Notemos que, como ||z, — xo|| < (5 — V17)/(47) a dltima inequagao
no Teorema 4.17 implica que ||z« —zpi1|| < [(47)/(5—V1T)]||xr—z.4||%, para k =0,1,... ..

Portanto, concluimos que

k

2
I, =@l < 15— VID)/A0] (40)/6 = VIDllzo =) k=01,...,
onde (47)/(5 — V17)||zg — x| < 1.
Necessitaremos dos seguintes resultados para provar o teorema acima.

Lema 4.19. Sejam X,Y espacos de Banach, 2 C X e F : Q — Y wuma fun¢ao analitica
em §2. Suponhamos que x, € Q, F'(x,) € nao-singular e B(x.,1/v) C 2, onde y € definido
m (4.18). Entdo para todo x € B(x,,1/v) vale a desigualdade

1F () F" (@) < (29)/(1 = 7lle — z.)”. (4.19)

Demonstracao. Seja x € €). Ja que I’ é uma funcao analitica temos pela Observacao 2.21

que F” também é analitica e

=1
F/( 1F// _‘F/ 1F n+2)<l’*)(x—l‘*)n.
n:
n=0

Combinando (4.18) e a equagao acima obtemos, apds simples manipulages algébricas que
IF' () F"(@)]| < 7Y _(n+2)(n + D)(y]lz — 2.])".
n=0

Por outro lado, como B(x,,1/v) C £ obtemos que 7|z — x,|| < 1. Assim, do Lema 2.22

concluimos que

2 o]
A=l oy = 2+ D+ DGl =)
Portanto, combinando as duas equagoes acima obtemos o resultado desejado. O

O seguinte resultado fornece uma condicao mais facil de verificar do que a condicao

(4.1), quando as fungbes em consideragao sao duas vezes continuamente diferenciaveis.
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Lema 4.20. Seja X,Y espacos de Banach, Q C X e F : Q — Y uma fun¢ao continua,
duas vezes continuamente diferencidvel em Q. Sejam z, € Q com F'(x,) ndo-singular. Se
existe f: [0, R) — R uma funcao, duas vezes continuamente diferencidvel e satisfazendo
a condicao

1" ()= F (@) < f'(le = 2.]), (4.20)

para todo x € Q) tal que ||z — x.|| < R. Entao F e f satisfazem (4.1).

Demonstragao. Tomando 7 € [0,1] e x € Q, tal que =, + 7(z — x,) € Qe ||z — x| < R,

obtemos que
1
[F' () 7 [F' () = F'(a. +7(x — 2.))] | < / [F' () " " (2 + t(o — @) | |12 — |t
Agora, como ||z — z,|| < R e f satisfaz em (4.20), obtemos da ultima inequagao que
1
|F' () 7 [F' (@) = F'(a +7(x — 2))] || < / [l (e = 2ol — .|dt.
Avaliando a ultima integral segue a afirmacao. n

[Prova do Teorema 4.17]. Assumamos que todas as hipdteses do Teorema 4.17
valem. Consideremos a funcao real f : [0,1/v) — R definida por

1
1t

f(t)

E simples mostrar que f é analitica e

FO)=0. f(t)=1/(1—t)=2, [f(0)=—1 [f'(t)=(27)/A1—t)* [™(0)=nly""

para n > 2. Das quatro tultimas equagoes é facil concluir que f satisfaz hl e h2. Agora,
combinando o Lema (4.20),com o Lema (4.19) e ultima equacao implica que F' e f satis-
fazem (4.1). Finalmente, notemos que neste caso, as constantes v e p definidas como no

Teorema 4.1 satisfazem as relagoes

Y
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assim, r := min{r, (5—v/17)/(4y)}. Além disso, f(p)/(pf'(p)) =2, F(0) = f(1/(27)) = 0
e f(t) < 0paratodot € (0,1/(27)). Também, notemos que a seqiiéncia {t;} é equivalente
atier = [ty — f(te)/ f'(tr)|, para k=0.1,...e satisfaz as relagoes

gl < g _ gl
21 —tp)2 =1  2(1 —~t9)2 =1 2(1 —~|lwog — x.]|)2 — 1’

Portanto, podemos afirmar que F', f, e x, satisfazem todas as hipoteses do Teorema 4.1,

ter1/th = k=0,1,....

tomando xg € B(zy,7)/{z.} e to = ||z. — x0||. Dai, as afirmacoes deste teorema seguem

do Teorema 4.1 e da inequacao acima. O]

4.2.3 Resultado de convergéncia sob a condicao de Nesterov-

Nemirovskii

Teorema 4.21. Sejam X um espago de Banach, 2 C X um conjunto convezo e g : {2 — R
uma fun¢ao a-auto-concordante. Seja x. € Q com ¢"(x,) nao-singular. Suponhamos que

g'(z«) = 0. Sejam as constantes k := sup{u > 0: W, (z.) C Q} e

{ 5—¢ﬁ}
ri=ming K, —— ».

4
Entao, as seqiiéncias com pontos iniciais xg € B(x.,r)/{z.} ety = ||z« — x0ol|, respectiva-
mente,
| t
=z, —¢" ' thol = =0 k=0,1,...
Tpp1 =2k — ¢ () g (2k), k+1 21— 14)? — 1 4y )

estao bem definidas, {ty} ¢ decrescente, estd contida em (0,r) e converge para 0, {x}

estd contida em B(x,,T), converge para o ponto x, e valem as desigualdades

1 | 1
21— )2 — 1 2(1 — |[zo — 24 ]))2 — 1

|Zrr1—2.|| < |zp—z,)* <

Observagao 4.22. Notemos que, como ||z, — zo|| < (b —V/17)/4 a dltima inequagio no
Teorema 4.21 implica que ||v. — x| < [4/(5 — V17)]||lzr — z.||?, para k = 0,1,... ..

Portanto, concluimos que

k

. — il < (5~ VID)/A] 4/~ VIDlzo —ll) . k=01

||$k—$*||2’ kZO,l,
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onde 4/(5 — V17)||zo — .|| < 1.

Para provar o teorema serao necessarios os resultados de fungoes auto-concordantes
devido a Nesterov, Y. e Nemirovskii, A. [17] dadas na sec@o 2.4.

Assumamos que todas as hipdteses do Teorema 4.21 valem. Consideremos a funcao real

f:]0,1) — R definida por
t
t) = —— —2t.

E facil ver que f satisfaz as igualdades

fO)=0, f)=1/1-t)*=2, f(0)=-1, [f'(t)=2/(1-t)°>0.

Das quatro tltimas igualdades podemos concluir que f satisfaz hl e h2. Devido ao

Lema 2.28, e a ultima igualdade obtemos a estimativa

2
lg" ()~ 9" ()] < = ([l — 2.l)
(1=l —z.])?
Fazendo F' = ¢ no Lema 4.20 e considerando a ultima inequacao temos que ¢’ e f

satisfazem (4.1). Finalmente, notemos que neste caso, as constantes v e p definidas como

no Teorema 4.1 satisfazem as relacoes

517 V2 -1
p:T<V: NG <1,
assim, r := min{k, (5 — V/17)/4}. Além disso, f(p)/(pf'(p)) = 2, f(0) = f(1/2) =0 e

f(t) < 0 para todo t € (0,1/2). Também, notemos que a seqiiéncia {t;} é equivalente a

tir = |tk — f(te)/ [ (tr)|, para k =0, 1,2, ... e satisfaz as relagoes

1 1 1
tey1/ts = < = k=0,1,....
i1/l 20— t)2—1 21 —t)2—1 2(1—|lzo—a,|[)2 =1’ '

Portanto, podemos afirmar que F' = ¢/, f, e x, satisfazem todas as hipéteses do Teo-
rema 4.1, tomando zg € B(z,,7)/{z.} e to = ||z« — x0||. Dali, todas as afirmagoes deste

teorema seguem do Teorema 4.1 e da desigualdade acima. O]

Observacao 4.23. Nas afirmacoes do Teorema 4.21 nao incluimos a otimalidade do raio
de convergéncia porque, neste caso, sua fun¢ao majorante f(t) = t/(1 —t) — 2t ndo é

auto-concordante.



Capitulo 5

Analise semi-local do método de

Newton

5.1 Introducao

Nosso objetivo neste capitulo é desenvolver uma andlise de convergéncia semi-local para o
método de Newton, conhecida como teorema de Kantorovich. A analise de convergéncia
apresentada serd baseada no principio majorante de Kantorovich. Diferentemente das
outras, esta analise deixa claro a relacao entre a funcao majorante e o operador nao
linear em consideracao. Ela também garante existéncia e unicidade de solucao e taxa de
convergéncia (J-quadratica, onde para o tltimo caso, nao é necessario a existéncia de uma
segunda raiz para a funcao majorante, necessita apenas que a funcao seja definida até sua
primeira raiz. Finalmente, obteremos uma estimativa da taxa de convergéncia baseada
na derivada direcional da derivada da funcao majorante. Por ltimo, varios resultados

sobre o Método de Newton aparentemente sem relagao serao unificados.

Na andlise apresentada, em vez de olhar s6 a seqiiéncia gerada, nds identificaremos
regioes onde o método de Newton é bem comportado, quando é comparado com o método
de Newton aplicado a funcao majorante. Esta analise foi introduzida em Ferreira e

Svaiter [5], para generalizar o teorema de Kantorovich sobre o método de Newton para

40
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variedades Riemannianas, e que tem sido usadas por Alvarez, Botle e Munier [1], Li e

Wang [13] ¢ Wang e Li [25] no mesmo contexto.

5.2 Teorema de Kantorovich

Nosso trabalho agora é em direcao da explicagao e prova do teorema de Kantorovich sobre
o método de Newton. A primeira coisa que devemos fazer é provar que este teorema vale
para uma funcao real majorante. Entao, provaremos a boa defini¢cao e convergéncia do
método de Newton. Além disso, mostraremos a unicidade da solucao em uma adequada
regiao e serao estabelecidas suas taxas de convergéncia. A referéncia bibliografica deste

capitulo foi baseada em Ferreira e Svaiter [6]. A afirmagdo do teorema é:

Teorema 5.1. Sejam X,Y espacos de Banach, C C X e F : C — Y uma funcgao
continua, continuamente diferencidvel no int(C). Tomemos xqy € int(C') com F'(xq) ndo-

singular. Suponhamos que existem R > 0 e uma funcao continuamente diferencidvel

f:[0,R) — R tal que, B(xo, R) C C,
1F"(z0) " [F'(y) = F'(2)] | < f'(lly — 2l + llz — zoll) — f'([lx — zoll), (5.1)
para x,y € B(xo, R), ||x — xo|| + |ly — z|| < R,

1F" (o) = F (o) || < £(0), (5-2)

h1) f(0) >0, f/(0) = —1;
h2) f' é conveza e crescente;
h3) f(t) =0 para algum t € (0, R).

Entao f tem uma menor raizt, € (0, R), as seqiiéncias geradas pelo método de Newton

para resolver f(t) =0 e F(z) =0 com ponto inicial to = 0 e xq, respectivamente,

tk-i—l =t — f/(tk)_lf(tk)a Tkt1 = Tk — F/(xk)_lF(xk)a k= Oa 17 SRR (53)
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estao bem definidas, {ty} € crescente, estd contida em [0,t,) e converge parat,, a seqiéncia
{zr} estd contida em B(xg,t.) e converge para um ponto x. € Blxo,t.] 0 qual € o iunico

zero de F' em Blxo, t.]; valem as estimativas

b — trt
|7 — x| < [t — il |72 — Zppa]| < W |z —2|®, k=0,1,..., (5.4)

e as sequéncias {ty} e {xx} convergem Q-linearmente como seque

1

1
e =il < Sllae =l B—ten S GE—t) k=01, (5.5)

Se, adicionalmente,
hd) f'(t.) <0,

entao as sequéncias {t;} e {xy} convergem Q-quadrdticamente como seque

D_f'(t,) D_f'(t.)

lzw = zrnll € = lwy — all?, = tos < =2, — )%, k=0,1,...

—2f1(t,) —2f(t.)
(5.6)
e T, € 0 unico zero de F' em B(xg,T), onde T > t, € definido como
F—sup{te [t R) : (1) <0},
Observagao 5.2. Sob as hipdteses h1-h3 do Teorema 5.1 sobre f : [0, R) — R,

i. f(t) =0 tem no mdximo uma raiz em (t., R);

1. A condi¢ao h4 do Teorema 5.1 € implicada por qualquer uma das sequintes condicoes

sobre f:

h4-a) f(t..) =0 para algum t.. € (t., R),

h4-b) f(t) <0 para algum t € (t., R),

onde t, € a menor raiz de [ em [0, R).
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Na versao usual do teorema de Kantorovich, para garantir convergéncia R-quadratica
da seqiiéncia {z;} e {tx}, a condicao h4-a é usada. Como discutiremos, esta condigao é

mais restritiva que a condicao h4 do Teorema 5.1.

Daqui em diante, assumiremos que as hipéteses do Teorema 5.1 sao validas, a excegao

de h4, a qual sera considerada valida s6 quando seja estabelecido explicitamente.

5.2.1 Método de Newton aplicado a funcao majorante

Nesta subsecao estudaremos a fungao majorante f e provaremos todos os resultados com

respeito a seqiiéncia {t}.

Proposicao 5.3. A funcao f tem uma menor raiz t, € (0, R), € estritamente conveza, e
ft)>0, f(t)<o0, t<t—f(t)/f(t) <t Vit e [0,t.). (5.7)

Além disso, f'(t.) <0 e

f'(t.) <0 < Fte (t,R), f(t)<0. (5.8)

Demonstragao. Como f é continua em [0, R) e tem um zero neste intervalo h3, esta deve
ter um menor zero t,, o qual é maior que 0 porque f(0) > 0 h1l do Teorema 5.1. Desde
que f’ é crescente h2 do Teorema 5.1, f é estritamente convexa. A primeira desigualdade
em (5.7) segue-se da suposigao f(0) > 0 e da definicao de t,. Desde que f é estritamente

0= f(t.) > f(t)+ f'(t)(t. — 1), t €[0,R), t # t.. (5.9)

Se t € [0,t.), entao f(t) > 0et, —t >0, o qual, combinado com (5.9) resulta a segunda
desigualdade em (5.7). A terceira inequagao em (5.7) segue-se da primeira e da segunda
desigualdade. A tltima desigualdade em (5.7) é obtida por divisao da inequacao em (5.9)

por —f(t) (a qual é estritamente positiva) e manipulagdes algébricas.
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Como f > 0em [0,t,) e f(t.) =0, devemos ter f'(t.) < 0. Em (5.8), a implicagdo =
verifica-se trivialmente. Para provar a implicagdo <, troquemos t e t, em (5.9) e notemos

que f(t.) =0. n

Em vista da primeira desigualdade em (5.7), a iteracao de Newton para a fungao f

estd bem definida em [0, t,) e denotaremos por:

T [O,t*) — R
5.10
bt FO/T) (210
Proposicao 5.4. A iteragcio de Newton ng, aplica [0,t.) em [0,t,), e
1
te —nys(t) < §(t* — 1), Vit e[0,t,). (5.11)
Se f também satisfaz h4, isto €, f'(t.) <0, entdo
D_f'(t.) 2
to—np(t) < =L g 92 e [o,t). 5.12
ng(t) < —2f’(t*)( ) € [0,2.) (5.12)

Demonstracdo. A primeira afirmacao segue-se trivialmente das iltimas inequacoes em

(5.7).

Para provar (5.11) tomemos algum t € [0,t.). Notemos que f(t.) = 0 (Prop. 5.3).

Usando também (5.10) e a continuidade de f’ temos as igualdades

te —ng(t) = [f ()t — 1) + f(1)]

1
7o)

1 / - 1 b ) — »
— O =0+ 50 - 1)) = =5 [ -0 du

Como [’ é convexa e t < t,, segue-se da Proposicao 2.10 que

u—t

Flu) = £ <170 = 1 (0] 7.

Vu et t..

Levando em conta a positividade de —1/f’(t) (segunda desigualdade em (5.7)) e combi-

nando as duas equacoes acima temos a estimativa

t. —ns(t) < (=1/f(1)) /t * Lf'(t) — f(t)]
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por integracao direta do tultimo termo da inequacgao acima resulta a estimativa

Lf'(t) = f(1)
to—ny(t) < 5 (T(t)) (t. — 1), (5.13)

Portanto, considerando a desigualdade acima junto com f’(¢,) < 0e f'(t) < 0 implica em

(5.11).

Finalmente, assumiremos que f satisfaz a hipétese h4. Consideremos t € [0, ,), como

f" é crescente, f'(t,) <0e f'(t) <0, obtemos as relagoes

ft) =0 St -f0_ 1 f) -, _
—f'(t) = Rt ()t —t (te —1) < ) (t, — 1),

onde a ultima inequagao segue da Proposicao 2.9 item 1. Combinando a inequacao acima

D_f'(t.)

com (5.13) concluimos que (5.12) vale. O

A defini¢ao de {t;} no Teorema 5.1 é equivalente a:

to :0, tk+1 :nf(tk), k:O,l, . (514)

Corolario 5.5. A seqiiéncia {ty} estd bem definida, é crescente e estd contida em [0,t.).
Além disso, satisfaz a desigualdade (5.5) (sequnda inequagao) e converge Q-linearmente
para t,. Se [ também satisfaz a hipdtese h4, entao {t;} satisfaz a sequnda desigualdade

em (5.6) e converge Q-quadraticamente.

Demonstragao. Primeiro mostraremos que t; € [0,t,) para todo k. De fato, ja que to =0
implica que to € [0,t,). Suponhamos agora que t; € [0,t,), para algum k£ > 0. Da
Proposicao 5.3 e Proposi¢ao 5.4 temos que, 0 < t; < ns(ty) = tgr1 < ti, 0 que implica
que txr1 € [0,%,) e além disso que {tx} é crescente. Também devido a que f'(t) < 0
em [0,t,) (Proposi¢ao 5.3), podemos afirmar que {t;} estd bem definida. As demais

afirmacgoes deste corolario segue-se diretamente da Proposigao 5.4 [

Assim, todas as afirmagoes envolvendo {tx} no Teorema 5.1 sao vélidas.
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5.2.2 Convergéncia

Nesta subsecao, provaremos que a seqiiéncia {z;} gerada pelo método de Newton para
resolver o sistema nao-linear F'(x) = 0 com ponto inicial zy, estd bem definida e converge

para uma solucao do sistema em consideragao.

Proposigao 5.6. Se ||z — x| <t < t., entao F'(x) € nao-singular e
|7/ (2) 7 F' (o) || < =1/ f'(1).

Em particular, F' é ndo-singular em B(zo,1,).

Demonstragao. Faca T = xy no Lema 2.18, pois ||z — x.|| < t < t. e f'(t) < 0 para

0<t<t,. O

A iteracao de Newton produz pontos que sao os zero da linearizagao de F', tais pontos,
também sao a primeira-ordem da expansao de Taylor para F. Assim, estudaremos o erro

na linearizacao de F' num ponto de B(xg, t) dada por

E(x,y) = F(y) — [F(z) + F'(z)(y — x)], ye C,x € B(xg, R). (5.15)

Limitaremos este erro pelo erro na linerizacao da funcao majorante f, dada por
e(t,v) = F0) = [fO + F =1, toeoR). (5.16)

Lema 5.7. Seja
z,y € B(xg,R) e 0<t<wv<R.
Se ||z —xol| <telly—z| <v—t, entdo

ly — =|?

1F" (o) " B, y)]| < 6(t7v)m-

Demonstragao. Como x,y € B(xg, R) e a bola é convexa, entao

r+u(ly —xz) € B(xg,R) para 0<u<l1.
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Portanto, como F' é continuamente diferenciavel em B(zq, R), a equacao (5.15) é equiva-

lente a
E(z,y) = / F'( + uly — 7)) — F'(@))(y — ) du.

Combinando a igualdade acima com a hip6tese em (5.1) resulta nas desigualdades
1
1F" (o) E(z, )| < / [F (o) T F' (@ + uly — @) = F'(@)]]| ly — @Il du
0
1
< /0 [l = zoll + ully = ll) = £ ([l = wol D] ly — 2| du.

Agora, usando a convexidade de f’; as hipéteses ||z — zo|| < t, |ly —z|| < v —t, v < R,

Corolario 2.8 e a Proposigao 2.10 temos que, para qualquer u € [0, 1].

fH e = zoll +ully — 2ll) = 1" (llz = woll) < " (t + ully — =l]) = £ (1)

< [+ ulo— 1)) — prple =2l

v—t

Novamente, combinando as duas iltimas inequagoes, obtemos a estimativa

1F" (o) B, y)|| < /0 [/t +u(v—1t)) = f’(t)]de

v—1

Finalmente, calculando a integral acima, obtemos o resultado desejado. O

Pela Proposicao 5.6 garantimos a nao-singularidade de F’ em B(xy, t), assim podemos
definir a aplicacdo iteracdo de Newton para resolver F(z) = 0. Chamaremos Np &

aplicacao iteracao de Newton (para F') nesta regiao, isto é,

r = T —

F'(x)"'F(x).
Podemos aplicar a iteracao de Newton em qualquer z € B(zg,t.) e obter Np(z) o qual
pode nao pertencer a B(zg, t.), ou até mesmo nao pertencer ao dominio de F. Assim, a
Proposicao 5.6 garante a boa definicao de uma tnica iteracao. Para assegurarmos que a
iteragao de Newton pode ser repetida infinitamente, necessitaremos de algums resultados

adicionais.
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Primeiramente, definiremos alguns subconjuntos de B(zo,t.). Mostraremos, que as

iteragoes de Newton (5.17) sdo “bem comportadas’nestes subconjuntos. Sejam

K(t) = {:(: € Blwo, 4] : ||F'(2)"'Fz)|| < —Jf((tt))} te0,t) e (5.18)

K= ] K(). (5.19)

te[0,t+)

Como 0 < t < t, em (5.18), temos, f'(t) # 0 e segue da Proposi¢ao 5.6 que F’ é nao-

singular na B|xg,t] C B(zo,ts). Assim, as definigbes sdo consistentes.
Lema 5.8. Set € [0,t.), entao K(t) C B(xo,t.) e

Np (K(t)) C K (ny(t)) -
Além disso, K C B(zo,t.) e Nrp(K) C K.

Demonstracao. A primeira inclusdo segue-se trivialmente da definicdo de K(t). Para
provar que Np(K(t)) C K(ny(t)) devemos mostrar que para qualquer x € K (t), valem as

seguintes desigualdades:
INe(2) — 2ol <nst) e | F(Ne(e) F(Np(@)]| < - jf(”f“” (5.20)

Para mostrar a primeira desigualdade em (5.20), tomemos t € [0,%,) e x € K(t). Agora,
usando a defini¢ao em (5.18) e a primeira afirmacao na Proposigao 5.4 temos que

_I® t <mng(t) <t (5.21)

le —woll <t, [[F'(2) " F(a)l| < i)’

Portanto

INF(2) = @oll < |2 = 20|l + | Np(2) — 2| = [l = zol| + [|[F'(z) " F(2)]|
<t—=f@O)/f(t) =ny(t) <t

Np(z) € Blxo,ns(t)] C B(xo, ). (5.22)
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Para mostrar a segunda desigualdade em (5.20), primeiro notemos que Ng(z), ng(t) per-
tence aos dominios de I’ e f, respectivamente. Dai usando as defini¢coes da iteracao de

Newton em (5.10), (5.17) e erros de linearizagao em (5.15) e (5.16), obtemos as igualdades

f(ng (@) = fng () = [f (1) + [/ () (nys (2) = 1)]

= e(t,nys(t))

F(Np(z)) = F(Np(x)) — [F(z) + F'(z)(Np(z) — )]
= E(z, Np(x)).

Logo, das duas ultimas equagoes, de (5.21) e do Lema 5.7, temos as relagoes

1E" (o)™ F (Np(2))[| = [[F(z0) " B2, Np(2))]
£ ()" F () ||
(f(8)/ 1))

Como || Np(x) — zo|| < ny(t), segue-se da Proposigao 5.6 que F'(Np(z)) é ndo-singular e

< eft,ny(1)) < eft,ng()) = fng(t)).

1" (Np() " F (zo) | < =1/ f'(ny(2))-

Combinando as duas inequagoes acima concluimos que

1F"(Np(2) " F(Np (@) < [1F'/(Np(2)) ™ F'(20) | | F'(20) " F(Np(2)) |
< = f(ng(0))/f (ns(#)).

Este resultado, junto com (5.22) prova que Np(x) € K(ns(t)), portanto vale a segunda

inclusao deste lema.

A seguinte inclusao (primeira em a segunda sentenga), segue-se trivialmente das defini-
¢oes em (5.18) e (5.19). Para verificar a ultima inclusdo, tomemos x € K. Entao « € K (t)
para algum ¢t € [0,t,). Usando a primeira parte deste lema, temos que Np(z) € K (ns(t)).

Para finalizar a prova, notemos que n¢(t) € [0,t,) e usemos a defini¢do de K. ]
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Finalmente, estamos pronto para provar o resultado principal desta secao o qual é
uma conseqiiéncia imediata do dltimo resultado. Primeiramente notemos que a seqiiéncia

{zx} (veja (5.3)) satisfaz a igualdade
Th+1 :NF(ZL‘k), ]C:O,17 5 (523)
a qual é de fato uma definicao equivalente desta seqiiéncia.

Corolario 5.9. A seqiiéncia {xy} estd bem definida, estd contida em B(xo,t.), converge

para o ponto x, € Blxg,t.],
|lze — x| < i — ty, E=0,1,...,
e F(z,) =0.
Demonstragao. De (5.2) e da hipdtese hl do Teorema 5.1, temos que
xo € K(0) C K,

onde a inclusao segue trivialmente de (5.19). Usando (5.23), as inclusées Np(K) C K e
Lema 5.8, concluimos que a seqiiéncia {x;} esta bem definida e permanece em K. Da
primeira inclusdo da segunda parte do Lema 5.8 temos trivialmente que {x;} esta contida

em B(xg, t).

Provaremos, por indugao que
xp € K(ty), k=0,1,.... (5.24)

A inclusao acima, mostra que (5.24) vale para k = 0. Assumamos agora que xj € K (i),
para algum k > 0. Assim, usando o Lema 5.8, (5.23) e (5.14) temos que zx41 € K (tri1),
a qual completa a prova de (5.24).

Agora, usando (5.24) e (5.18), temos que

1F" (@) (x| < =f(8)/f (&), k=0,1,...,



51

a qual, por (5.3), é equivalente a
||ZEk+1 - ZEkH S tk+1 - tk, k= 0, 1, e (525)

Daqui, e do Lema 2.13 podemos afirmar que {z;} é uma seqiiéncia de Cauchy em B(x, t.)
e assim, converge para algum x, € Blzo,t]. Além disso temos que ||z, — zx| < t. — ty,

para todo k.

Resta provar que F'(x,) = 0. Primeiro, notemos que

1" (@)l < N (o)l + 1 F" (k) = F' (o)

< |F'(@o)ll + |1F (o) N F" (o) ™ [F(zx) — F'(wo)] -
Ja que ||z — xo|| < tg et < t. < R temos que

1F" (o) ™ [F" () = F'(@o)] | < f'([law — woll) = £/(0) < f(t) — £/(0).

Combinando as duas inequagoes acima temos que {||F’(xx)||} é limitada. Por outro lado,

segue-se de (5.3) e (5.25) que

1F (@)l < IF" (@) | 1 F' (o)~ F () |

<N F (@)l (tesr — t) -

Pelo fato que {||F'(zx)||} é limitada e {t;x} converge, podemos tomar limite na tltima
inequacao para concluir que

lim F(xy) = 0.

k—o0
Finalmente, a continuidade de F' em Blxo, t.|, {zr} C B(zo,t.) e {xx} converge para z.,
implicam que

lim F(x) = F(x,).

k—o0



52

5.2.3 Unicidade e taxa de Convergéncia

Provamos até agora, que a seqiiéncia {x;} converge para uma solugao z, de F(z) = 0
e x, € Blzg,t.]. Assim, provaremos que esta convergéncia para z, ¢ pelo menos Q-
linearmente e z, é a unica solugdo de F(z) = 0 na regido B[z, t.]. Além disso, con-
siderando que f satisfaz a hip6tese h4, também provaremos que {z;} converge Q-quadra-
ticamente para z, e a regiao de unicidade cresce de B[z, t.] para B(zo, 7). Os resultados

serao obtidos como uma conseqiiéncia do seguinte lema.
Lema 5.10. Sejam z,y € B(zg, R) e 0<t<wv< R. Se
t<t., le—wzl<t,  Jy-—zl<v—t flo)<0, e Fly) =0,

entao, )

o= Newl < o = st} =3
Demonstragao. De simples manipulagoes algébricas temos que

y— Np(2) =y —x+F'(2)" Flz) - F'(z) "' F(y)
=—F'(2)7' [F(y) - F(z) = F'(2)(y — )] = —=F'(z) " E(z,y),

onde usamos que F(y) = 0 na primeira igualdade e a defini¢do em (5.15) na ultima

igualdade. Da equagao acima temos trivialmente que
y = Np(z) = [=F'(2)7 F'(20)] [F'(z0) " E(x,y)] -

Tomando norma em ambos lados da equacao acima e usando a Proposicao 5.6, o Lema

5.7 junto com as hipdteses do lema obtemos a estimativa

ly — |
t —_—
7@ Y e
Como 0 <t < t,, tem-se f'(t) < 0. Agora, usando também (5.16) e a hipdtese f(v) <0

ly = Np(2)]] < —

temos que

(=1/1(#) elt,v)=v—t+f)/f'(t) = f(v)/f(t)
<v—t+ f(t)/f' () =v—ngd)
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Para finalizar a prova, combinemos as duas equagoes acima. O

Coroldrio 5.11. As seqiéncias {zy} e {tx} satisfazem a condi¢ao

by — trt

||.Z'* — xk+1|| S m Hx* - Ik”2, para k= 0, ]_, e (526)
Em particular,
1
|vs — Tpia| < §||ZL‘* — x|, para k=0,1,.... (5.27)

Além disso, se f satisfaz a hipotese h4, entao

D_f'(t,
|2e — g1 < ﬁ”x* — zi|% para k=0,1,... . (5.28)

—2f"(t)
Demonstracao. Tomemos um k arbitrario e apliquemos o Lema 5.10 com x = zy, y = x4,

t =1tp e v =t,, para obter a desigualdade

s — i l®

«— N <t —ng(ty)] ——5-
o = Neau)|| < fr = ns(t) =743
A inequacao (5.26) segue da inequacao acima, e das defini¢ées em (5.23) e (5.14).

Notemos que, por (5.11), (5.14) e Corolario 5.9, para qualquer k

Mgl/g e MSL
t*—tk t*_tk

Combinando estas inequagdes com (5.26) temos (5.27).

Agora, assumamos que, a hipétese h4 vale. Entao, pelo Corolario 5.5, vale a segunda
inequagao em (5.6), a qual, combinado com (5.26) implica (5.28). O
Corolario 5.12. O limite x, da seqiéncia {x} € o unico zero de F' em Blxo,t.].

Além disso, se [ satisfaz a hipdtese hd, entdo x, € o unico zero de F' em B(xo,T),

onde T € definido como no Teorema 5.1, i.e.,

T =sup{t € [t.,R) : f(t) <0}
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Demonstracao. Seja y, um zero de F' em B[z, t,]. Isto implica que:
[y« — @0l < ta, F(y.) =0.
Provaremos por indugao que
[y —apl] <t —tp,  k=0,1,.... (5.29)

Para k = 0 a inequacao acima vale trivialmente, porque t, = 0. Agora, assumamos que a
inequacao vale para algum k& > 0. De (5.24) temos ||z — zo|| < t. Logo, podemos aplicar

o Lema 5.10 com = = xy, y = y., t =t} e v = ¢, e obter a desigualdade

2
I = Mol < [t = ns(e =7
Usando a hipétese indutiva na tltima inequacdo (para estimar o quociente no tltimo
termo), (5.14) e (5.23) obtemos que (5.29) também vale para k + 1. Isto completa a
prova de (5.29). Ja que {x} converge a z, e {fx} converge a t., de (5.29) concluimos que

Y = T,. Portanto, z, é o unico zero de F' em Blxg, t.].

Agora, suponhamos que f satisfaz a hipétese h4 e assim, equivalentemente, ¢, < 7.
J& mostramos que se y,. € Blxo,t] entdo y. = .. Resta provar que F' nao tem zeros
em B(xo,7) \ B[z, t.]. Provaremos este fato por contradi¢ao, assumamos que F' tem um

zero, i.e., existe y, € X, tal que
te <|[lye —moll <7, F(y.) =0.

Mostraremos que a suposi¢ao acima nao pode verificar-se. Primeiramente, usando o

Lema 5.7 com x = g, y = ys, t = 0 e v = ||y, — || obtemos que

F/ flE < . ||y* _I0||2 _
[ E (o)™ E(xo, ) || < €(0, |y — zoll)7——75 = €(0,
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Como estamos aceitando que F'(y.) = 0, usando também (5.15) e (5.2) concluimos que

1F" (o)~ B0, y) || = [|[F' (o) "= F (0) — F'(20)(y» — xo)]l
= |lys — z0 + F'(20) " F(0)]|
> |y — @oll = [[F"(w0) ™ F (20)]|

> ||y — 2ol = f(0).

Logo, de (5.16) e da hipétese hl do Teorema 5.1 temos que

e(0, [y« = zoll) = f(lly» — oll) = f(0) + llys — |-

Agora, combinando esta equagao com as duas inequagoes acima é facil ver que

Sy = oll) = £(O) + [y = zoll = llys — 2oll = £(0),

ou equivalentemente, f(|ly. — zo||) > 0. Deste modo f serd estritamente convexa, é
estritamente positiva no intervalo (|[y. — zo||, R). Assim, 7 < ||y, — zo||, em contradicao
com as suposicoes acima. Portanto, F' ndo tem zeros em B(xg, 7)\ B[z, t.] € . é 0 inico

zero de ' em B(xg,T). O

Por conseguinte, segue-se de Corolario 5.5, Corolario 5.9, Corolario 5.11 e Corolario 5.12

que todas as afirmacoes no Teorema 5.1 sao validas.

5.2.4 Caso limite para o teorema de Kantorovich

Para provar convergéncia e estimar a sua taxa, sé as regioes [0,t.] e Blxo,t,| foram
consideradas. De fato, para obter convergéncia (Q-quadratica, a acao de f mais do que
t, nao foi usada. Assim, daremos agora uma formulacao a qual envolve s as regides

mencionadas.

Teorema 5.13. Sejam X, Y espacos de Banach, C C X e F' : C' — Y wuma func¢ao

continua, continuamente diferencidvel no int(C).
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Tomemos xy € int(C) com F'(xg) nao-singular. Suponhamos que ezista t, > 0 e uma
fungdo continuamente diferencidvel f :[0,t,] — R tal que, Blxg,t.] C C,
1F" (o) ™ [F'(y) = F'@)]1 < f'(ly — @Il + llz = zoll) = f'(lz — ol
para T,y € B(l’o,t*)7 ||$ - IO” + ||y - ZL’” <t

1F" (20) " F (o) | < £(0)

h1) £(0) > 0, f(0) = —1;
h2’) f' é conveza e crescente;
h3’) f(t) >0 em [0,t.) e f(t.) = 0.

Entao as seqiiéncias geradas pelo método de Newton para resolver f(t) =0 e F(x) =0

com pontos iniciais to = 0 e xqy, respectivamente,
ka+1 = tk - f/(tk)_lf(tk), Lyl = T — F’([L’k)_lF(xk), k= 0, 1, ceey

estao bem definidas, {ty} € crescente, estd contida em [0,t,), e converge para t,, {zy} estd
contida em B(xo,t.) e converge para um ponto x, € Blxg,t.] o qual é o unico zero de F
em Blzo,t.],

by — trt
(ts —tx)?

e as sequéncias {ty} e {xx} convergem Q-linearmente como seque

e = @il S Jbe =l o — 2pga ]| < los —ail®,  k=0,1,...,
1 1
@4 = Tpia]] < 5”37*—%’\7 by = tpyr < §(t*—tk) k=0,1,....

Se, além disso,
h4’) f'(t,) <0,

entao as sequéncias {ty} e {xy} convergem Q-quadraticamente como seque

D~ f'(t. D~ f'(t.
||ZE* - Ik—i—l“ < ﬁux* - $k||2, t* - tk-‘rl S ﬁ(t* - tk>27 k= 07 ]-7 s

—2f(t,) —2f'(t.)
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5.3 Casos especiais

O teorema de Kantorovich foi usado em Wang [26] para provar o teorema de Smale [23], e
foi usado em Alvarez, Botle e Munier [1] para provar o teorema de Nesterov-Nemirovskii

[17]. Apresentaremos estas provas agora.

Iniciaremos com a definicao.

Definicao 5.14. Sejam X, Y espacos de Banach, C C X e F : C — Y wuma func¢ao
continua, continuamente diferencidvel em int(C). Seja xy € int(C') com F'(xq) nao-
singular. Uma fungdo continuamente diferencidvel f : [0, R) — R é dita uma fun¢do ma-
jorante para F' em xy se B(xg, R) C C e (5.1), (5.2), hl, h2, h3, h4 do Teorema 5.1.

sao satisfeitas.

Os seguintes resultados mostrarao uma condi¢ao mais facil para verificar do que a

condigao (5.1), quando temos fungoes duas vezes continuamente diferencidveis.

Lema 5.15. Sejam X, Y espacos de Banach, C C X e F : C'— Y uma fun¢do continua,
duas vezes continuamente diferencidvel no int(C). Seja f : [0, R) — R uma fun¢do duas
vezes continuamente diferencidvel com derivada f' convera. Entdo F satisfaz (5.1) se, so
se,

1" (o) " F" (@)l < " ([l = zol]), (5.30)

para todo x € int(C) tal que ||z — xo|| < R.

Demonstragao. Se F satisfaz (5.1), entao (5.30) verifica-se trivialmente.

Reciprocamente, tomando z,y € C tal que ||z — xo|| + ||y — z|| < R, obtemos que

1F" (o)~ [F"(y) — F' ()] </0 1F" (o) F" (@ + 7(y — 2))llly — ||dr.
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Agora, como f satisfaz (5.30) e f’ é convexa, obtemos da tltima inequacao que
1 (o) ' [F" (y) — F'(2)]]| < /01 F U@ = o) + 7(y — )|y — =lldr
< /01 F'lz = ol + 7lly — zlDlly — «/|dr
= [z = zoll + lly = =) = f'(lx = o)),
a qual implica que F satisfaz (5.1), e o lema esta provado. O

Teorema 5.16. (Teorema de Smale). Sejam X, Y espagos de Banach, C C X e F :
C — Y uma fungio continua, analitica no int(C). Tomemos xy € int(C) com F'(zo)
nao-singular e definimos

F/(Zto)_lF(k)(JIg) k=T
k!

7y = sup
k>1

Suponhamos que B(xg,1/v) C C e que ezista 3 > 0 tal que
|| F" (o) " F (o) || < B,

e o := By < 3 —2V2. Entdo a seqiiéncia gerada pelo método de Newton para resolver

F(z) =0 com ponto inicial x
Th+1 :$k—F/($k)_1F(ZEk), k=0,1,...,

estd bem definida, {z\} estd contida em B(x,t.) e converge para um ponto x, o qual é
o0 unico zero de F' em Blxg,t.], onde t, := (o +1 — /(o + 1)2 — 8a)/(4y). Além disso,

{zr} converge Q-linearmente como seque
1
||x*—$k+1||<§||l‘*—$k”, kzovla .

Adicionalmente, se a < 3 — 2v/2, entdo {zr} converge Q-quadraticamente como seque

Y
TR —At)? — 1]

e Ty € 0 unico zero de F' em B(xg,t.w), onde to == (a+ 1+ +/(a+ 1) —8a)/(4).

[E— kE=0,1,...,

[ = 2l < (
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Demonstracdo. E facil mostrar que f : [0,1/7) — R definida por

ft)=t/(1—=~t) =2t + B,
satisfaz as seguintes condicoes: f(0) = 3, f'(t) = 1/(1 —~t)* — 2, f/(0) = —1,
2y 6y
"(t) = ——— "(t) = ——— > 0.
Da hipétese do teorema temos que, ||F'(zo) 'F(xo)|| < 8 = f(0) e f(t.) = 0. Disto e
das relagbes acima podemos afirmar que f, F' e zy satisfazem (5.2), hl, h2, h3, h4 do
Teorema 5.1.

Agora, seja x € B(xg,1/7). J& que F é analitica em x, o Lema 4.19 e a equagao para a

segunda derivada para f dada acima implicam que

/ —1 /! 27
1™ F N < T e =zl

5 = [ (lz = zoll).

Portanto, do Lema 5.15, concluimos que F, f e z( satisfazem (5.1). Consequentemente,
da definicao 5.14, f(t) =t/(1 —~t) — 2t + 3, é uma fungado majorante para F' em g, com

raizes iguais a t, e t,, . Assim, os resultados deste teorema seguem do Teorema 5.1.

]

Teorema 5.17. (Teorema Nesterov-Nemirovskii). Seja C'° C R™ um conjunto convexo
aberto e seja g : C' — R wma funcdao estritamente convexa, trés vezes continuamente
diferencidvel no int(C). Tomemos xy € int(C) com g"(xy) nao-singular. Suponhamos
que g € a-auto-concordante, entao a sequéncia gerada pelo método de Newton para resolver

g'(x) =0 (ou equivalentemente, para minimizar g) com ponto inicial x

T = a2k — §"(xr) g (1), k=0,1,...,

estd bem definida, {xy} estd contida em Wy, (xo) = {x € R": ||x — 2]+, < t«} € converge

para um ponto x, em Wi [zo] = {x € R" : ||x — 2¢llzy < ti} onde t. = (B+ 1 —
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(B4 1)2 —80)/4. Além disso, {xy} converge Q-linearmente como seque

1
lze = zpn | < Glls =, k=0,1,....

Adicionalmente, se 3 < 3 —2v/2, entio {x} converge Q-quadraticamente como seque

1

2
—apl? k=01,
1—t)[2(1 —£,)2 — 1] e =l

[ = @ || < (

e x, esta em Wy, (o), onde tu := (B+ 1+ /(6+1)2—80)/4.

Demonstracao. Seja X := (R™, ||.||+,) um espaco de Banach. Definamos f : [0,1) — R
tal que f(t) =t/(1 —1t) —2t+ . E facil verificar que f satisfaz as seguintes condigoes:
f(0) =B, f,(t) = 1/<1 - t)2 — 2, f’(O) =—1,

f”(t) _ ﬁ’ f’"(lf) — (1 _6,5)4 > 0.

Da hipétese do teorema temos que, ||g”(xo) " g (z0)]] < B = f(0) e f(t.) = 0 . Disto e
das relagoes acima, podemos afirmar que f, ¢’ e xq satisfazem (5.2), h1l, h2, h3, h4 do
Teorema 5.1.

Usando o Lema 2.28 com = = x( e a expresao de f”(t) dada acima obtemos as relagoes

2
(1 = [l = 2oll)

lg" (o) 9" (@) l]zg < 5 = [z —zollay), V€ Wixo).

Portanto, do Lema 5.15, f, ¢’ e o satisfazem (5.1). Consequentemente, da definicao 5.14,
f(t) =t/(1 —t)— 2t + (3, é uma funcao majorante para ¢’ em xy, com raizes iguais a
t. € tis, veja Alvarez, Botle e Munier [1]. Assim, os resultados deste teorema seguem do

Teorema 5.1.
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5.4 Conclusoes finais

Neste trabalho foi apresentado uma nova analise de convergéncia local e semi-local do
método de Newton baseada no principio majorante de Kantorovich, deixando muito claro,
a relacao da fungao majorante com o operador nao linear em consideracao. Mediante esta
nova analise mostramos também que teoremas anteriormente nao relacionados com os teo-
remas local e semi-local do método de Newton sao relacionados. Assim, temos que o teo-
rema de Smale (achar zeros de uma fungao analitica) e o teorema de Nesterov-Nemirovskii
(achar o minimizador de uma fungao a-auto-concordante), podem ser mostrados também

utilizando nosso analise de convergéncia local e semilocal do método de Newton.

Conseqiientemente, podemos fazer as seguintes perguntas: qual serd o maior con-
junto de funcoes para o qual o método de Newton funciona bem?; é possivel tirar alguns
condigOes impostas para a fungao majorante em nosso andalise?. Acho que esta dissertacao

serd de grande utilidade para estudar as perguntas acima.
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