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ANALISE DINAMICA DE VIGASUTILIZANDO O ELEMENTO
FINITO DE TIMOSHENKO COM REFINAMENTO P-
ADAPTATIVO

Este trabaho apresenta um processo p-adaptativo, baseado na versdo paramétrica do
método dos Elementos Finitos, aplicado na resolucdo do problema dindmico de autovaor
generdizado em vigas. O primeiro nivel de gproximagdo da solucdo é obtido através do eemento
finito isoparamétrico de viga de Timoshenko de dois nos, utilizando funcdes de interpolaco lineares.
Para outros niveis de gproximacdo S0 redizados sucessvos refinamentos hierdrquicos
acrescentando fungdes de segundo, terceiro e quarto graus, conforme as informagdes adquiridas na
andlise de erros a-pogteriori. A distribuicdo sdletiva de novos graus de liberdade hierdrquicos nos
elementos mais carentes de refinamento se processa em fungdo da utilizacdo de um indicador de
erro. Para avdiar o erro globa de uma solugdo considera-se um estimador de erro. Exemplos
nuMEricos sdo usados para demonstrar a eficiéncia e dta taxa de convergéncia do processo p-

adaptativo

Palavras chave: Método dos Elementos Finitos, Refinamento p-adaptativo, Viga.

ABSTRACT



DYNAMIC ANALYSISOF BEAMSUSING THE TIMOSHENKO
FINITE ELEMENT WITH P-ADAPTIVE REFINEMENT

This work presents a p-adaptive process, based on the parametric verson of the Finite
Element Method, gpplied in the resolution of the generdized egenvaue problem of beams. The firgt
level of approximation for the solution is obtained through the isoparametric linear two-node beam
finite dement, based on the Timoshenko theory. For other gpproximation levels, successve
refinements are used, increasing hierarchical shape functions of second, third and fourth degrees,
according to the information acquired in the anadlyss of a-pogteriori error. The sdective digtribution
of new hierarchica degrees of freedom is processed in function of the use of an error indicator. To
evauate the globa error of a solution is considered an error estimator. Numeric examples are used

to demonstrate the effectiveness and convergence of the p-adaptive process,

Keywords: Finite Element Method, p-adaptive refinement, Beam.



1  INTRODUCAO

Pode-se dizer que as vigas foram um elemento de sustentacdo criado pelo homem,
ainda gque inconscientemente. Viga € uma estrutura linear que trabalha em posicéo horizontal
ou inclinada, assentada em um ou mais apoios e que tem a fungdo de suportar os
carregamentos normais a sua diregéo.

Pode-se dizer que o astrénomo italiano Galileo Galilei (1564-1642), iniciou a idade da
razdo em andise estrutural Kinney (1982). Aparentemente foi o primeiro a estudar a
resisténcia dos solidos dando origem a Mecanica dos Materiais. Em sua ultima publicagéo,
Duas Novas Ciéncias (1638), discutia o problema da viga engastada carregada com seu peso
proprio com peso adicional, este problema se conhece como o “Problema de Galileu”, no qual
sua andlise obteve resultados incorretos e ndo foi resolvido de maneira apropriada até 1855.
Robert Hooke (1635-1703) estudou a elasticidade dos materiais e formulou em 1660 alel que
todos conhecem e leva seu nome, a“Le de Hooke”, publicada em 1676. Como resultado de
seus estudos, inventou a mola espiral que substituiu 0 péndulo dos mecanismos dos rel égios.
Em 1680, Edme Mariotte (1654-1684) desenvolveu, independentemente, essa mesma lel e a
aplicou as fibras de uma viga; observando que umas fibras se encurtavam e outras se
esticavam, desenvolvendo o conceito de “linha neutra’. O Problema de Galileo voltou a ser
estudado por James Bernoulli (1654-1705), que supds que uma seccdo plana de uma viga,
permanece plana durante a flexdo, mas ndo chegou a uma solugdo satisfatoria porque ndo deu
importancia a0 que hoje conhecemos como “linha neutra’. Em 1717, Johann Bernoulli
(1667-1748), irmdo de James, enunciou o “Principio dos Deslocamentos Virtuais’, que € o
método que ainda hoje aplicamos na determinagcdo das deflexdes elasticas em estruturas;
posteriormente, seu filho Daniel Bernoulli (1700-1782), estudou o problema da determinacéo
da curva elastica de barras flexionadas, e inspirou seu amigo Leonhard Eller (1707-1783), na
determinacdo das curvas elasticas em vigas e colunas, contribuic¢fes que utilizamos até hoje.
Apbs estes primeiros estudiosos varios pesguisadores, Charles Coulomb (1736-1806),
Lamé (1795-1870), B.P.E. Clapeyron (1799-1864), Barre de Saint-Venant (1797-1886),
Agustin Louis Cauchy (1789-1857), William John Macquorn Rankine (1820-1872),
Otto Christian Mohr (1835-1918), entre outros, desenvolveram ou aperfeicoaram formulagoes
aplicadas na andlise estrutural, sobretudo no estudo de vigas.

A viga é tratada como um modelo unidimensional, fazendo-se a hipétese que o

comprimento € bem maior que as dimensdes da secéo transversal. Observa-se que a andlise de
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vigas é bastante comum em problemas de engenharia, tornando-se fundamenta o estudo de
sua formulagdo. Para esta finalidade, geralmente, consideram-se os modelos de viga de
Euler-Bernoulli e de Timoshenko. A diferenca bésica entre estes model os esta relacionada ao
fato que a formulagdo de Euler-Bernoulli ndo considera a deformacdo de cisalhamento
presente nas secOes transversais. Para incluir este efeito, deve-se considerar 0 modelo de
Timoshenko.

O incentivo em estudar os problemas de vigas de Timoshenko esta na contribuicéo em
melhorar a eficiéncia do Método dos Elementos Finitos na andlise de vibragdes livres. Nos
ultimos anos a modelagem e o controle de vibracfes de estruturas flexiveis tém sido alvo de
estudos por varios pesquisadores: Yang (1994), Aldraihem (1996) e Lima Jr. (1997).

Para vigas esheltas 0 elemento de viga de Timoshenko € incapaz de produzir
resultados da teoria de vigas de Bernoulli Ofate (1992). Assim a medida que o comprimento
aumenta se produz o fenébmeno de “sobrerigidez” numérica que curiosamente, vai cada vez
tomando maior importancia na solugdo. O elemento de viga de Timoshenko funciona bem,
paraviga onde a relagdo comprimento e altura sdo elevadas.

Muitas vezes 0 método de elementos finitos demonstra ser uma técnica numérica
muito utilizada para a solucdo de problemas em engenharia, no entanto um modelo impréprio
de elementos finitos pode produzir erros significativos na solucéo.

E muito dificil definir a data em que determinado avanco do conhecimento foi
efetuado. No caso particular do Método dos Elementos Finitos, € referido por varios autores
gue a publicagdo mais antiga em que é utilizada a designacdo “elemento finito” € o artigo de
Clough (1960). Anteriormente eram ja conhecidas algumas técnicas que vieram a ser
incorporadas no Método dos Elementos Finitos, sem ainda possuir as principais caracteristicas
de hoje. Os grandes passos do desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos, que o
conduziram ao formato que atualmente apresenta maior aceitacdo, foram dados na década de
60 e inicio da de 70. Inicialmente os elementos finitos mais comuns eram os triangulares e 0s
tetraédricos, passando-se mais tarde a dar preferéncia aos quadrilateros e aos hexaédricos.

Ao contrario de outros métodos que eram utilizados no passado, o Méodo dos
Elementos Finitos sO tem utilidade prética se dispuser de um computador digital. Este
requisito € devido a grande quantidade de célculos que € necessario realizar, especificamente
na resolucéo de grandes sistemas de equacdes lineares. Assim se compreende que o rapido
desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos tenha praticamente coincidido com a

utilizacdo de computadores nos centros de pesquisas Com a “proliferacdo” de
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micro-computadores ocorrida no final da década de 80 e na década de 90, o Método dos
Elementos Finitos chega finalmente as méos dos projetistas de estruturas Azevedo (2003).

Nota-se na breve histéria que sempre houve uma procura em melhorar o método para
obter melhores resultados com um minimo custo computacional. Atuamente estudam a
convergéncia da solucdo em muitos problemas em engenharia utilizando processos de
refinamento na andlise por elementos finitos.

No processo de refinamento convencional do Método dos Elementos Finitos, o qual é
chamado de refinamento h, a malha de elementos é refinada através da diminuicdo sucessiva
do tamanho h dos elementos. Neste processo, 0 nimero e o tipo de fungdes de interpolacéo
sobre cada elemento mantém-se fixos. Esta é a pratica comum na andise por elementos
finitos, que consiste em resolver um problema vérias vezes. Normamente, a utilizacdo deste
tipo de refinamento aumenta o custo da andlise, bem como produz erros relacionados a
arredondamentos associados as subdivisdes demasiadamente refinadas dos elementos da
malha.

No segundo processo de refinamento, conhecido como refinamento p, 0 niUmero e a
distribuicdo de elementos sobre a malha discretizada permanecem fixos. No entanto, o
nimero e o grau das funcdes de interpolacdo, as quais devem ser polindmios completos de
ordem p, sd0 aumentados progressivamente.

O refinamento do tipo h tem sido extensivamente examinado na literatura matemética e
utilizado, por muitos anos, nas aplicagbes em engenharia. Recentemente, muitas pesquisas
tém sido realizadas para o desenvolvimento de processos de refinamento p Babuska (1989),
Leino (1994), Campion(1996), Liu(1998), Paschoalini (1999). Tem-se observado que a
gualidade de aproximagdo da solucdo e o custo computacional sdo vantagens que a versao p
de refinamento oferece em relagdo a versdo h.

O processo convencional de refinamento tipo p do Méodo dos Elementos Finitos se
baseia na discretizacdo do sistema em elementos, cuja ordem € dependente das funcles de
interpolacdo. Neste caso, se novas variaveis fisicas devem ser introduzidas nos el ementos,
novas fungdes de interpolacdo devem ser obtidas no lugar das anteriores. Desta forma, embora
0 numero de elementos da discretizacdo original permaneca fixo, 0 nimero total de nés deve
ser aumentado progressivamente. Geralmente, esta técnica produz dificuldades em razéo da
necessidade da geracéo de novas malhas de elementos.

Para superar as dificuldades mencionadas anteriormente, nos Ultimos anos, tém-se

estudado alguns procedimentos adaptativos de refinamento p, baseados na formulacéo
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paramétrica hierérquica do Método dos Elementos Finitos, proposta por Zienkiewicz (1971) e
examinada por Peano (1976). Nestes procedimentos, a introducdo de novas funcbes de
interpolagcdo de grau varidvel nos elementos se faz conservando inateradas as fungdes de
interpolacdo anteriores. Esta € a caracteristica de importancia fundamental em processos de
refinamento hierdrquico versdo p do Método dos Elementos Finitos. As funcBes de
interpolacdo que apresentam esta caracteristica sdo chamadas de fungdes de interpolacéo
hierérquicas e os elementos cujas varidvels fisicas sdo interpoladas por estas fungdes séo
chamados de elementos hierérquicos.

O objetivo deste trabalho é utilizar, no primeiro nivel de aproximacdo da solucéo, o
elemento finito isoparamétrico de viga com dois nés formulado a partir da Teoria de Vigas de
Timoshenko, apresentado na Figura 1.1. Sendo que em cada n6 consideram-se trés graus de

liberdade, dois deslocamentos e umarotacao (u,,w ), (u;,w;), 0, eq;.

M W

0 I .
& &
— )

I, i,
i I

Figura 1.1 Elemento finito isoparamétrico de dois nos

Para outros niveis de aproximagdo serdo redlizados sucessivos refinamentos
hierérquicos introduzido nos elementos funcdes de formas hierarquicas de segundo (m = 2),
terceiro (m = 3) e quarto (m = 4) graus, Figura 1.2, obtidas através do polinbmio de Legendre,
Zienkiewcz (1983).

i el
Sl P
‘ﬁ\.. .l..‘A'

k_...-; '.\-PH'H _}
i i

Figura 1.2 Elemento finito isoparamétrico de dois nés com funcdes hierérquicas

Com a utilizacdo dessas fungbes de forma hierarquicas sera possivel estimar e
controlar os erros provenientes da discretizagdo da maha.

O procedimento proposto neste trabalho e implementado no Méodo dos Elementos
Finitos, tem capacidade de fazer uma estimativa de erro a-posteriori, com base em

informagBes obtidas em solugdes anteriores. Trabalhando com elementos hierérquicos, €
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possivel definir estimadores de erro a-posteriori, que consistem de um estimador de erro
global, que serve para avaliar a precisdo globa da solucéo e de um indicador de erro que tem
a finalidade de indicar as regides da maha para as quais € necessario fazer refinamentos,

podendo assim estimar e controlar os erros provenientes da discretizacdo da malha.



2 ELEMENTOS UNIDIMENSIONAISDE CLASSE Co. ELEMENTOS
LAGRANGEANOS

21 Introducdo

Serdo introduzidos os conceitos basicos do método de elementos finitos utilizando
elementos unidimensionais de dois nds. As funcdes de forma desses elementos sdo vistas
como polindmios de primeiro grau. Evidentemente, a interpolacdo polinomial garante que o

deslocamento axial é continuo dentro do elemento e entre os elementos. Os elementos que
satisfazem esses requisitos de continuidade se denominam de classe C, . Pode-se exigir que o
elemento tenha derivada primeira continua no deslocamento axial, neste caso denomina-se
classe C,. Em geral um elemento é de classe C,, se 0 campo de deslocamento tem as m
primeiras derivadas continuas. Evidentemente podem existir elementos unidimensionais de
classe C, baseados em polindmios de diferentes graus. Seréo estuda as técnicas gerais de

obtencdes das funcdes de forma desses elementos.

Em um elemento unidimensional, a aproximacdo polinomia de uma variavel u(x)

pode ser escrita na forma geral:

u(x) =a, +a,x+a,x* +... (2.1

naqua a,, a,, ..., S0 constantes.

Tomando um polindmio de primeiro grau, tem-se:

u(x) =a, +ax (2.2

para calcular as duas constantes a , e a, precisa-se de duas condigdes, 0 que necessariamente
implica que o elemento associado ao desenvolvimento da Equacdo (2.2) deve ter dois nos
(uma condig3o para cada né). Deste modo para um elemento linear de comprimento |© | com

ondlem x=x eond2em X =X,, Figura2.1, tem-se:
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u(x)) =u, =a, +a,x (2.39)

u(x,) =u, =a, +a,x, (2.3b)

naqua u, e u,, sdo os valores do deslocamentos axiais dos n6s 1 e 2 respectivamente.

Ajustandoa , e a, e substituindo na Equagéo (2.1), obtém-se:
u(x) = N, (X)u, + N, (x)u, (2.4)
na qual

e Ny =) @5)

N, (X) = [©

[ '\‘Itl-r} -1"'-1{-1.':_' i : _.-"':] {.'I.'} -\'r:'.-l.:}.

+ 1

i._
Jre
[
I

(a) (b)
Figura 2.1 Definicdo do sistema de coordenadas naturaisx . Geometria real (a) e

normalizada do elemento (b).

Evita-se ter que resolver um sistema de equagdes para obter as fungdes de forma do
elemento unidimensional de classe Cp fazendo uso das propriedades dos polindbmios de
Lagrange. Esses polinbmios tomam um determinado valor em um ponto e zero em um
conjunto de pontos prefixados Ofate (1992). Normalizando este valor para a unidade e
fazendo coincidir os pontos com a posicdo dos nos, as funcbes de forma coincidem
precisamente com os polindmios de Lagrange, estes elementos se denominam L agrangeanos.
A funcdo de forma do ndé ido elemento Lagrangeano unidimensional de n nés € obtido

diretamente pela Equagéo (2.6a).



(X X)(X= Xp) (X=X )(X- Xiig)---(X- X,) (2.69)

N;(X) =
() (% = )% = %)+ (% = X )% - X))+ (% - X))

ou simplesmente por,

L a&x-x 0

Nx= O é ~7 (2.6b)

=iy g% X

[N

Por exemplo, para um elemento de dois nds encontra-se as seguintes funcdes de forma,

_ X=X _(Xz' X)

Nl(x) - Xl _ X2 - |(e) (27)
_ X=X (X' X1)

N, (X) = % 1@ (2.8)

Introduzindo um sistema de coordenadas naturais ou normalizado, baseado na variavel

X como mostraaFigura 2.1.

x =22 X 2.9)

sendo X acoordenada do centro do elemento, de maneira que:

x =-1 éo extremo esquerdo do elemento

x = 0 éo ponto central do elemento

1 é o extremo direito do e emento

X

A Equacdo (2.9) transforma a geometria real do elemento em uma geometria
normalizada em que o comprimento do elemento é igua a 2. Agora se pode expressar as
funcbes de forma nesta nova geometria e livrar-se da obtencdo das mesmas na geometria real

do elemento, que € de grande interesse pratico. Por analogia com a Equagéo (2.6) a expressao

geral de N, (x) pode ser escrita como:



N = O ?’Xi?

= &K T X g

(2.10)

Portanto, para um elemento Lagrangeano de doisnéscom x, =-1ex, = +1, tem-se,

:X-X2 = x-1 :l(]_- X) (211)

N
YUx-x, -1-1 2

_X-% _x-(-1 =l(1+x) (2.12)

N
? Xz' Xl l' (' 1) 2

Substituindo nas Equagdes (2.11) e (2.12) o valor de x obtido da Equacéo (2.9)

recupera-se a expressao cartesiana das fungdes de forma das Equactes (2.7) e (2.8).

2.2  Formulacgao isoparamétrica

Uma vez estudada a obtencdo gera das funcbes de forma dos elementos
unidimensionais de classe C, mais habitual, € um momento oportuno de introduzir dois

Importantes conceitos .

O primeiro conceito é de formulagdo paramétrica. A idéia é interpolar a geometria do
elemento a partir das coordenadas de uma série de pontos conhecidos. Esta interpolagcdo é
essencia para obter umarelacdo geral entre as coordenadas naturais e as cartesianas.

O segundo conceito € a integracdo numérica. Na maioria dos casos préticos os célculos
analiticos das integrais dos elementos ndo sdo triviais e a integracdo numeérica € a unica opcao

paraavaliar de modo preciso e simples estas integrais.

2.2.1 Conceitos deinterpolacdo paramétrica

Por simplicidade, tomando como exemplo um elemento de barra linear de dois nés, o

deslocamento axial em um ponto do elemento se expressa por:

u@) = N, (U, + N, (x)u, (213)

Observa-se que foi adotada a expressdo normalizada das funcgbes de forma. Por outro

lado, adeformacdo e é obtida da seguinte forma.



_du _ dN,(x) N dN, (x) 4

=— = u
dx ax dx 2

(2.14)

Para 0 cédlculo da deformagdo € necessé&rio conhecer a derivada de N, com relagéo a

coordenada cartesiana X . Este calculo € imediato se as fungdes de forma sdo expressas em

func@o de x. Em gera ndo € necesséria a utilizacdo do sistema de coordenadas naturais.
Deste modo a avaliagéo dessas derivadas implica nas seguintes operacoes.

dN,(x) _ le(x)d_x _dagd-xgdx _ 1ldx

= _ & X" =" (2.15)
dx dx dx dxé 2 gdx 2 dx
dN, (x) = dNZ(X)%:igé_J'X‘?ﬂ:ld_x (2.16)
dx dx dx dxé 2 gdx 2dx
Com isso a expressao de deformacéo da Equacdo (2.14) € daforma,
e=- 18Eﬂ—x(.—:ju1+laéjx9u (2.17)

2edx g Ze&éz

Para completar o clculo de e é necessério avdliar dx/dx, que exige conhecer a
relacéo explicita entre X e x . Esta relacdo pode ser obtida através de uma interpolacdo
paramétrica da geometria do elemento. Se as coordenadas X, X,,..., X, de m pontos

guaisguer do elemento sdo conhecidas, pode-se calcular a coordenada de qualquer ponto do
elemento interpolando os valores das coordenadas conhecidas. Esta interpolacéo pode ser

escrita na forma
x =N, (x)% + N, ()%, +++ N, (X)X, (2.18)

Se deduz da equac&o anterior que Ni (x) sdo fungdes de interpolacéo geométrica que
satisfazem os mesmos requisitos que as fungdes de forma utilizadas para interpolar o campo

de dedlocamento, ou sgja, Ni (x) deve tomar o valor unit&rio em um ponto i e zero nos



demais m-1 pontos. Entdo, as fungdes Ni (X) sfo obtidas através da Equacdo (2.10) baseado

no numero de pontos escolhidos para interpolar a geometria.
Observa-se que a Equacdo (2.18) proporciona diretamente a relacdo entre as

coordenadas X e x procuradas, também pode ser interpretada como a transformacdo de
coordenadas x ® x de maneira que cada ponto do espaco normalizado [-1,1] corresponde a
outro no espago cartesiano [ x,,X,]. E fundamental que essa transformagdo seja biunivoca, e

gue em geral depende da geometria do elemento.
2.2.2 Formulagdes super paramétrica, isoparamétrica e subparamétrica

Como foi visto, um elemento possui duas classes de pontos. os utilizados para
interpolar o campo de deslocamento (nos), que definem as funcbes de forma N, e os
utilizados para interpolar a geometria do elemento, que definem as funcdes de interpolacdo da

~

geometria N..

Estes pontos podem n&o ser coincidentes dependendo da caracteristica do problema:

~

se m é maior que o nimero de nos do elemento, as fungdes geométricas N,

. Seréo
polindbmios de maior grau que as funcbes de forma N, utilizadas para interpolar os
deslocamentos, e a formulacdo entdo recebe 0 nome de superparamétrica;

se m coincide com o numero de nds do elemento, N, ° Ni , a formulagdo se denomina
isoparamétrica.

e mé menor que 0 numero de nés do elemento, as fungdes de interpolacdo da
geometria Ni serdo polindmios de menor grau que as fungdes de forma N. utilizadas para

interpolar os deslocamento, e a formulacdo recebe o nome de subparamétrica.

2.3  Formulacgdo subparamétrica hierarquica

O procedimento mais usual do método dos elementos finitos esta em definir as funcdes
de interpolacdo do campo de deslocamento de maneira que as incognitas U, representem os
valores nodais do deslocamento. Este tipo de procedimento traz desvantagens quando se

desga aumentar a ordem da aproximagdo do elemento, pois neste caso, as fungdes de
interpolacéo deveriam ser modificadas completamente. Para evitar este tipo de problema é
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possivel definir fungdes de interpolagdo de ordem varidvel que, quando introduzidas na
aproximagdo u da Equagdo (2.13), ndo dterem as fungdes N, (x)(i =12...,n)
anteriormente definidas da formulagdo convencional. Por adquirir esta importante
caracteristica, essas fungdes de interpolacdo N, . (X) (hm>n) de ordem variavel, que sdo
introduzidas na aproximacdo de u, sdo chamadas de fungdes de interpolacdo hierérquicas.

A formulacdo subparamétrica hierdrquica do método dos elementos finitos difere da
formulagdo convencional devido ao emprego de funcgdes de interpolacdo hierarquicas de grau
variavel Peano (1979), Zienkiewicz (1983). Essas fungdes sdo introduzidas nos elementos,
principalmente, com o objetivo de se fazer o refinamento na solucdo obtida pelo método
convencional dos elementos finitos. Na literatura Babuska (1979), Peano (1976), Babuska
(1981) este procedimento € denominado de versdo p do método dos elementos finitos, devido
ao emprego de fungdes de interpolacdo hierérquicas de grau variavel hm.

Uma das grandes vantagens do refinamento hierérquico esté4 no fato de que o esforgo
computaciona torna-se menor na obtencdo de novas solugdes Rossow (1978). As funcbes de
interpolacéo utilizadas em um nivel de aproximacdo de ordem hm permanecem inalteradas,
guando se tenta obter uma aproximacdo de ordem mais ata, com a introducdo de novas

funcbes de ordem hm+k, ou sgja:

W6 = B N U (2.19)

i=1

nagqua nhmeé o nimero de parémetros hierérquicos inseridos. Por exemplo, em problemas de
vibragdes livres se obtém 0 seguinte sistema de equagdes:

([K ]n+nhm,n+nhm - I [M ]n+nhm,n+nth{u}n+nhm) = {0} (220)

ou na forma matricia,

aé[K]n,n [K]n,nhm L:J é[M]nn [M]n,nhm @OJ {U}n

i
2 -1 . v =10 221
ggK]nhmn [K]nhm,nhmg gM ]nhmn [M ]nhm,nhmgal\{u}nhmg { } ( )



na qual as matrizes [K],, e [M],, eo vetor deslocamento {u}, correspondem & solug&o em

um nivel de aproximacdo anterior, ndo precisando, portanto, serem recal culados.

A Figura (2.2) mostra um conjunto de elementos unidimensionais e a forma das
fungdes de interpolacdo para aproximagdo linear, quadratica e cubica. Fungdes deste tipo sdo
conhecidas como fungdes padréo pelo fato de dependerem do nimero de nos utilizados em
um certo nivel de aproximagdo, ou sgja, elas tomam formas totalmente diferentes quando se

desgja passar de um grau para outro.

N, N, N,
X
w
1 3 2 7
X=- X=+

©

Figura 2.2 Elementos unidimensionais e funcgbes de interpolacdo do tipo padréo:

linear (a), quadratica (b) e cubica(c).

A aproximacdo linear mostrada na Figura (2.2a) € dada por

ux) = N,(x)u, + N, (x)u, (2.22)



na qual
1-x

N, (x) :T

1+x
N, (X) :T

A aproximagdo quadrética mostrada na Figura (2.2b) € dada por
u(x) =N, ()u, + N, x)u, + Ny (x)u,
naqual

X2 - X

N, (x) =

X2 +X
Nz(x) =

N,(x) =1- x?

A aproximacao cubica mostrada na Figura (2.2c) € dada por
u(x) =Ny (x)u; + Ny (x)u, + Na(x)ug + N, (x)u,

na qual

N, () :%(xz- g)(l- X)

N, (x) = %(xZ- %)(1+x)

N, () =i—;<x2- B - %)

N, (X) = %(1- x2)(x +%)
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(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.29)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)



Nota-se, portanto que a dificuldade é evidente quando se deseja construir funcbes de

interpolacdo do tipo padréo de alta ordem. Para evitar este tipo de problema, pode-se usar
funcdes de interpolagdo hierarquicas N,,(X) (hm>n) que sdo independentes do nimero de
pontos usados na definicdo da geometria do elemento.

Na formulacdo subparameétrica hierarquica do método dos elementos finitos, funcdes
de interpolacdo do tipo padréo sdo utilizadas apenas em um primeiro nivel de aproximagédo da
solugdo. Para outros niveis de aproximagao as demais fungdes do tipo padréo, N, (x), podem
ser substituidas por fungdes de interpolagéo hierérquicas, N, (X).

Para o caso considerado do elemento unidimensional, uma aproximagado quadrética

hierarquica do elemento sera dada;
ux) =N, (x)u, + N, (x)u, + N, (X)uy, (2.34)

naqua N,(X) e N,(x) sdo as fungdes de interpolacdo lineares, dadas pelas Equagdes (2.23)
e (2.24), respectivamente, e N,,(x) é uma funcdo de interpolacdo hierarquica de segundo
grau que satisfaga as condigdes N,,(-1)=0 e N,,(+1) =0. Desta forma, € mantida a
continuidade C, entre elementos. Assim, uma funcéo de interpolagdo hierérquica quadrética,

como mostrado na Figura (2.3b), pode ser escrita como;
Ny, (x) = (- x?) (2.35)

Esta funcdo quando inserida na Equacéo (2.34) ndo modifica o nivel de aproximacao
do elemento. Mas, no entanto, a incognita u,, deixa de ter o significado fisico de variavel
nodal. Na realidade u,, é um parametro dependente das incognitas nodais u, e u,. Por

exemplo, em x =0, tem-se:

B0, +Qu, (236)

U(X :O) = Nl(x = O)ul + Nz(x :O)U2 + th(x :0)uhz = éé'_gul +C=U
e2g e2g

logo, 0 par&metro hierdrquico u,, em x = 0sera
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u, +u,

> (2.37)

U, =ulx =0)-

De maneira similar, para se obter uma aproximacao hierarquica cubica deve-se usar a

Equacéo (2.34) acrescidado termo N, ,(X)u,,, ou sga:

u) =N, (x)u, + N, (X)u, + N, ,(x)u,, + Nh3(x)uh3 (2.38)

na qual N, ;(x) deve ser uma funcéo de interpolacdo hierarquica clibica que satisfaca as
condigdes N,,(-1) =0 e N,;(+D) =0. Assm, uma funcdo de interpolacdo hierarquica

clbica, como mostrado na Figura (2.3c), pode ser escrita como:

Npp() = (x - X°) (2.39)

A identificacdo fisica do parametro u,, torna-se dificil, mas esta identificagdo ndo é
necessaria. Uma forma alternativa para definir funcfes de interpolacéo hierarquicas é usar 0s
polinémios de Legendre P(x), Zienkiewicz (1983). As fungdes de interpolacdo hierérquicas
podem ser encontradas em termos das integrais desses polindmios. Os polindmios de grau |

sdo definidos por:

1 1 d
(j-1r 2t dx!

P (x) = o<z - 7] (2.40)
e as funcbes de interpolagdo hierarquicas N, ;,,) deordem m= j +1, definidas por:
Ny ) = QP 00X 5 §=1,2,3,... (2.41)

Integrando os polindbmiospara | =1, 2, 3, tem-se:

N,,(X)=x?-1 (2.42)

N, (X) =2(x° - x) (2.43)
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N,,(X) = %(15x4 - 18 % +3) (2.44)

Partindo-se de uma aproximacao linear, as funcbes de interpolacéo hierarquicas dadas
pelas Equacdes (2.42), (2.43) e (2.44), provenientes da integragdo dos polindmios de
Legendre, apresentam a importante propriedade de ortogonalidade que conduz a sistemas de
equacOes melhores condicionados.  De maneira similar ao caso do elemento unidimensional,

pode-se definir funcbes de interpolacéo hierarquicas para o elemento bidimensional.

u(E}
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u.'
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— _--\-H"\-\. L,
3 :
\, Hl’
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1\ 2 2

7 1
~ £=1 £=11

(©)

Figura 2.3 Funcles de interpolacdo e variavels para as aproximagdes lineares (a),
hierérquica quadrética (b) e hierarquica cubica ().



2.4  Integracdo Numérica

A utilizacdo de coordenadas locais permite ssmplificar os limites de integracdo no
calculo das matrizes e vetores de carregamento dos elementos finitos. No entanto, nos casos
gerais, ndo € possivel obter uma expressdo analitica para estas expressdes. Desta forma, torna-
se necessario aplicar técnicas de integracdo numérica. Considerando o caso unidimensional, a

integrac8o numerica;

)

Q f (x)dx (2.45)
€ efetuada tomando-se um polinbmio | (x) atravésde algunsvaoresde f (x) e usando,
b.
Qj (x) dx (2.46)

como uma aproximagdo para Equagdo (2.45). A posicdo dos pontos de amostragem e o
nimero de valores para f (x), determina a qualidade da aproximacéo de j (x) para f(x), e
portanto, o erro da integracdo numeérica. Observa-se que para os elementos isoparamétricos

adotasea =-1leb =1
Uma das técnicas para integrar numericamente uma fungdo é posicionar os pontos de

amostragem x ,, de tal forma a obter uma melhor precisdo. Assim, tomando-se n pontos,
tem-se 2n incognitas, ou sgja, x, e f(x,), podendo-se gjustar um polindmio de grau 2n- 1

para que a funcdo sga integrada exatamente. Aplica-se, entdo, a Equacdo (2.47) com os

pontos de integracdo e os respectivos coeficientes de ponderagdo apresentados na Tabela 2.1.

Q f () = AW, F(x,) (2.47)



X, Wp

0.0 2.0
0.57735 2691 1.0
0.77459 6692 0.5555555556

0.0 0.8888888889
0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
0.9061798459 0.2369268851
0.5384693101 0.4786286705

0.0 0.5688888889
0.9324695142 0.1713244924
0.6612093865 0.3607615730
0.2386191861 0.4679139346
0.9491079123 0.1294849662
0.7415311856 0.2797053915
0.4058451514 0.3818300505

0.0 0.4179591837

Tabela 2.1 Pontos de integragdo e coeficientes de ponderacéo para a quadratura de
Gauss- Legendre supondo um intervalo [-1,1].

Esta técnica é conhecida por quadratura de Gauss-L egendre, Ofiate (1992).



3 VIGASESTRUTURAIS

3.1 Hipoteses dateoria deviga deEuler Bernoulli

Considera-se uma viga de comprimento L, de largura B, de atura H, &ea da segdo
transversal A e momento de inércia |, sobre a qual atua uma série de cargas verticais e
momentos contidos no plano xz, Figura 3.1 Ofate (1992).

A teoria de vigas de Euler Bernoulli compartilha das seguintes hipéteses.

1 Os deslocamentos verticais de todos os pontos de uma mesma se¢do transversal séo
pequencs eiguais ao eixo daviga.

2. O deslocamento lateral (segundo o eixoy € nulo).

3. As secles transversais normais ao eixo da viga antes da deformag&o, permanecem

planas e ortogonais ao eixo apos a deformagao.

q

P o

- ! l i Secdo transversal
*'__________ — .______}C__'\\_ T4

o i S

vk Centro de gravidade: O
g Area: A
Inéreia: 1
DN
= { _._|
ol
A e . B'RB'=p=-A'B"H=-AB =g d®
i ] v
"'B‘" I I /1
."r "!:I"Fd’- 'l\\'.'\."\

Figura 3.1 Viga convencional de Euler Bernoulli



3.2 Hipotesesdateoria deviga de Timoshenko

Considera-se uma viga de comprimento L, de largura B, de altura H, area da secéo
transversal A e momento de inércia |, sobre a qual atua uma série de cargas verticais e
momentos contidos no plano xz, Figura 3.2 Ofate (1992).

A teoria de vigas de Timoshenko compartilha das seguintes hipoteses.

1 Os dedlocamentos verticais de todos os pontos de uma mesma secdo transversal séo
pequencs e iguais ao o eixo daviga.

2. O dedocamento lateral (segundo o eixoy €é nulo).

3. As secOes planas normais para o eixo da viga antes da deformacéo mantém-se planas,

porém ndo necessariamente normais ao eixo depois da deformagdo, Figura 3.2.

o -4

Deformiapae real dia segio pria

tramversal

Defarmapio plana (médial da
segdo fransversal

-
Deformapdo normal da

fibra mddia

Figura 3.2 Teoria de flexdo de vigas de Timoshenko. Deformacdo de uma reta
norma alinha neutra.
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Esta hipdtese representa uma maior aproximagdo da deformacdo real da secéo
transversal em vigas. Na medida que a relagéo entre o comprimento L e altura H aumenta, as
tensdes de cisalhamento na direcdo da altura tornamse importantes e ndo podem mais ser
desprezadas. Na Figura 3.2 a hip6tese de Timoshenko supfe tomar uma rotacdo média na
direcdo da secdo plana normal ao eixo da viga, de maneira que os efeitos praticos possam

continuar sendo considerados planos.

Da Figura 3.2 tem-se que a rotacéo da secdo normal pode ser expressa por,

g= — +f (31)

naqua dw/dx é o declive da deformacdo do eixo davigae f um giro adiciona devido a
deformacdo por cortante, como podemos ver a seguir.

O campo de deslocamento da viga se expressa da seguinte forma.

u(x, y,2) =- zq(x)
v(x y,2) =0 (32
W(X, Y, 2) = W(X)

Por outro lado, as Equactes (3.1) e (3.2) mostram que as deformacdes ndo nulas séo as

seguintes:

(3.3)

naqua e, éadeformacdo norma g, éadistor¢do

Consequientemente, a teoria de Timoshenko considera o efeito da deformagdo por
cortante transversal, coincidindo a magnitude dessa deformacdo com a rotacdo adicional da
normal f .



As duas tensdes ndo nulas s, e t,, se relacionam com as correspondentes

deformagoes,
s, = Ee, :-zEd—q:-zEc
dx
(3.4
adsw o
t,=Gg,=Gc—-q~+
xz gxz de qﬂ

na quals , é atensd norma, G é o modulo de elagticidade transversal e ¢ =dg/dx a

curvatura do eixo daviga.
O momento fletor e o esforgo cortante, de acordo com os sinais da Figura 3.3, séo

definidos como,

dq

M =-Anzs .dA=El — = Elc
0Q* dx

(35)

‘s adw
= L0JA= GAX:— - q+= GAg,,
Q=0 a9 Ag

TENSAQ NORMAL Ox TENSAO TANGENCIAL Txz

Distribui¢do suposta = Distribuigao suposta
= Distribuicdo exata

Distribuicdo exata

F4
Ox
M
X
Zz V4 V4
J J
ox, m T - Q
} T I
Txz [4 i Txz
X : | X N x
+

Figura 3.3 Teoria de vigas de Timoshenko. Distribuicdo de tensbes normais e
tangenciais. Convencéo de sinais para o0 momento fletor e o esforco

cortante.
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Analisando a distribuicdo suposta da teoria de vigas de Timoshenko e a distribuicdo
exata das tensbes normais e tangenciais Figura 3.3, observa-se que a variacdo linear das

tensdes normais s, com atura H na teoria de vigas de Timoshenko coincide com a
distribuicéo exata. Pelo contrario, a variagdo uniforme da tensdo tangencial t,, com a altura

H da teoria de vigas de Timoshenko estad em contradicdo com a distribuicdo exata. Assim,

considerando que a distribuicéo da tensdo de cisalhamento ao longo da altura ndo € uniforme,

porém aproximadamente parabdlica introduz-se um fator a,

t,=aGg, (3.6)

Q=a AGg,, = AGg, (37)

naquala é o coeficiente de forma ou de distorgdo da secdo, e A" =a A se denomina area
reduzida.
Na Figura 3.4 sdo apresentados os valores dos coeficientes de distor¢cdo que dependem

da geometria da secéo transversal.

Zy Jr t

“““ 1 \ RN

R \ \\\\\ xxxxxxxxxx 3 \.

R \x —h o —
\"&\ \\\\ R \\\'ﬁ\ \\\X v m\\\'ﬁ\“\ﬂ\\
——

o =6/5 o =67 o = 6/ (T + 20k?) | h
oy =032

k=c/(1+c%); ec=blu
Oy = {169

Figura 3.4 Valor do coeficiente de distorcdo a para tipos diferentes de secOes de
viga.

3.2.1 Principio detrabalhosvirtuais

O principio dos trabahos virtuais ou principio dos deslocamentos virtuais estabelece
que o trabaho redizado pelas tensdes internas na deformacdo virtual do corpo é igua ao
trabalho realizado pelas forcas exteriores nos deslocamentos virtuais dos seus pontos de
aplicacdo Zienkiewicz (1988), Cook (2002). De um modo mais simples € comum afirmar que
o trabalho interno de deformacéo € igual ao trabalho externo das forgas aplicadas.



Trabalho Interno = Trabaho Externo (3.8)

Considerando,

dw," = Trabaho interno associado a flex&o
dW* = Trabalho interno associado a cortante

dwW*® = Trabaho externo

De acordo com a Equagéo (3.8) tem-se:

dw," + dw° = dw® (3.9)

Com base no principio de trabalhos virtuais Azevedo (2003), Craig (1981), tem-se:

[K©]= 3BT @B 119 1dx + BT (GA)B]| 3 ok (3.10)
[M©]= GrINTTINT 19 Tax + & (r AINTINT| 3 | o (3.12)

Na qual [K (e)] e [M (e’] S80 matrizes quadradas, simétricas, denominadas matriz de

rigidez e matriz de massa do elemento, respectivamente.
3.2.2 Elementosfinitos para flexdo de vigas de Timoshenko

Na figura abaixo se encontra representado um elemento de viga com dois nés.

¥
Py B
N e

\&

Figura 3.5 Elemento de viga de Timoshenko de dois nos.

Os deslocamentos generalizados dos nés do elemento finito representado na Figura

(3.5) sdo os seguintes:
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I o1
—_ l ql |, (312)

A interpolacéo do desocamento w e darotacdo g € efetuado separadamente para cada
uma destas variaveis. Uma vez que w e q apresentam dois valores nodais cada, € utilizada a

seguinte interpolacdo unidimensional com dois nés.

W) = N, (W, + N, ()W, (313)

q(x) =N, (x)g, + N, (Xx)q, (3.14)

As Equactes (3.13) e (3.14) podem ser escritas na forma que se apresenta a seguir:

iwx)a ¢
1 5= N. . 3.15

Na qua [Ni(x)] €@ uma matriz(2" 4) congtituida das funcBes de forma N, (X)

apresentadas nas Equactes (2.20) e (2.21),

_éN;(x) 0 Nyx) 0 u
[Ni(X)]—g 0 N 0 N (3.16)

e {a,} éumamatriz coluna (4" 1) constituida dos deslocamentos e das rotagdes de cada né do

elemento.

-HE

o mhnt S o

(3.17)

o]

{ai}:

|
I
l
-Iu
-I-
t

3

2

o)
N

Verifica que para cada n6 do elemento estéo associadas dois graus de liberdade: dois

deslocamentos (w, e w,) e duas rotagées (g, € q,).
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3.2.3 Campo de desdocamento do elemento paramétrico

De uma forma geral, o refinamento da solucéo de um problema qualquer pode se dar
através da utilizacéo de elementos de ordem fixa, para os quais o tamanho h é
sucessivamente reduzido (refinamento tipo h), bem como, através da utilizagdo de elementos
deformafixa, para os quais aordem p aumenta sucessivamente (refinamento tipo p ).

No desenvolvimento deste trabalho, considera-se o refinamento tipo p, uma vez que se
pretende o0 aprimoramento da solugdo sem que haja a alteragdo da malha de discretizacéo.
Entretanto, quando se empregam funcdes de forma padrdo como aquelas da familia
Lagrangeana, a cada mudanga de ordem, corresponde um aumento do numero de nés do
elemento gerando conseqlientemente fungdes de forma totalmente diferentes para cada nivel
de aproximacado. Se este fosse o procedimento adotado, todos os calculos ja efetuados quando
da andlise anterior deveriam ser repetidos ocasionando um aumento do custo computacional.
Portanto, € vantgjoso evitar esta dificuldade e considerar a aproximagdo como uma série na
gua as fungdes de forma ndo mais dependem dos nés do elemento. O aumento da ordem do
elemento sem o consequente aumento do seu nimero de nés pode ser obtido a partir das
fungbes de forma hierérquicas que representam simplesmente um refinamento de ordem
superior.

Assim, o refinamento da expansdo quadrética especificada pela Equacéo (3.15) pode
ser obtido adicionando fungdes de forma hierarquicas N, (x) de ordem superior aum.

Neste trabalho o refinamento da expansdo quadratica sera feito adicionando funcdes de
forma hierarquicas de segundo, terceiro e quarto graus. Portanto, as fungbes N, . (Xx) sdo
polindbmios de grau m (m = 2, 3, 4) associados a cada elemento.

As funcgdes de forma hierarquicas utilizadas foram definidas em termos das integrais

dos polindmios de Legendre Szabo (1991), definido na Equagéo (2.41).

N,,(X)=x%-1 (3.18)
N, (X) =2 - x) (3.19)
N, () =%(15x4 - 182 +3) (3.20)

Desta forma, o deslocamento dado pela Equacéo (3.15) para o caso do elemento

isoparamétrico, torna-se:



i W(X)U

0]~ a [N Gol4a} +& 2 [N 0] 45} (3.20)

para 0 caso de elemento paramétrico do tipo hierarquico. Nesta expresséo, {?ihm} € 0 vetor
congtituido dos par&metros hierérquicos. As fungdes de forma N, (x) quando inseridas na
Equago (3.15) nd modificam o nivel de aproximagéo do elemento, mas, a incognita {a, }
deixa de ter o significado fisico de variavel nodal.

Se respectivamente, w,. € q,,,, S30 as componentes do vetor {?ihm} a equacdo anterior

pode ser reescrita da seguinte forma:

W i
1 i
i W( 191 hm U
N. N 3.22
o }3 a[ (X)]’Tw..“?z[ hm(x>]><lqhmg (3.22)
fa.b

Na qual [th (x)] € uma matriz (2" 2) congtituida das fungdes de forma hierarquicas

th(X) :

] Ny, (X) 0 1

[th<x>:g 0 N, (8 (3.23)

amatriz [Ni (x)] jafoi definida anteriormente através da Equacéo (3.16). Sendo {ai} amatriz
coluna (4" 1) definida a partir da equacéo (3.17), {?a'hm} uma matriz coluna (2" 1) constituida

dos pardmetros hierarquicos:
~ 1 WO
{Bnt=1_"y (324)
thm [\;

A Equagdo (3.22) pode ser representada da seguinte forma matricial:



j{{a}}r
T W(X)U ~ ~ ~ 8o f1
z 7=IN. th Nh3 Nh4 - 3.25
oo ~EN 01 [Reear (R (R0t (2 329
f{a. }b
De uma maneira compacta, a equacdo anterior pode, ainda ser dada por:
=[N]Aa} (3.26)

na qual {u} € uma matriz coluna (2" 1), constituida dos deslocamentos e rotagcBesw, e q;,

{a} é uma matriz coluna (10" 1), constituida dos deslocamentos nodais w, e g, e dos

parametros hierarquicos w,.e d,,,- E [N] € uma matriz (2” 10), constituida das funcdes de

forma N, (x)e N, (X):

3.3

[N]= [[Ni(X)] [Ny ()] [Nps(x)] [Nh4(X)]] (3.27)
Deslocamento axial de vigas

O campo de deslocamento da viga se expressa da seguinte forma

u(x,y,z) = u(x)

v(X,y,2)=0 (3.28)
w(x,y,2) =0

Por outro lado, a Equacdo (3.28) mostra que a deformacdo ndo nula é a seguinte:

_du

=— 3.29
iy (3.29)

A tensdo ndo nula s , relaciona com a correspondente deformagéo,

(3.30)



3.3.1 Principiosdetrabalhosvirtuais

Com base no principio de trabalhos virtuais Azevedo (2003), Craig (1981), tem-se, de
acordo com as Equactes (3.8) e (3.9),

[k ]=§ BT (EA[B]|J | o (3.31)
YEIE Q(rAINITIN] | J | ax (3.32)

Naqua |K®©| e |M©| sio matrizes quadradas, simétricas, denominadas matriz de
rigidez e matriz de massa do elemento, respectivamente.
O edemento finito de viga com dois nos considerando o desocamento axial

representado pela Figura 3.6.

® *
—p —>

"y 2

Figura 3.6 Elemento de viga de dois nés com deslocamento axial.

O deslocamento axial dos nés do elemento finito representado pela Figura 3.6 sdo os

seguintes:

fa =

—_— ——

u,
| Fv) (3.33)

A interpolacdo do deslocamento axial € efetuada utilizando a seguinte interpolacdo

unidimensional com dois nos.
ux) = N,(x)u, + N, (X)u, (3.34)

A Equacéo (3.34) pode ser escrita na forma gque se apresenta a seguir:



T

.:.o.:.

_ fOf
ux) =[Nix) 0 0 Na(x) O o]x_._u_y (3.35)

i 0]

10

De uma maneira compacta, a Equacao (3.35) pode ser dada por:

{u}= é [Ni]{ui} (3.36)

3.3.2 Campo de deslocamento axial do elemento paramétrico

De maneira andloga ao que foi apresentado na secdo (3.2.4) e utilizando as mesmas
fungdes de forma hierérquicas dadas pelas Equactes (3.18) a(3.20)
O dedlocamento {u(x)} dado pela Equacdo (3.36) para 0 caso do elemento

isoparamétrico, torna-se:

fh= & [NHu}+ & [Now]{u) (337)

i=1 m=2

para 0 caso de elemento paramétrico do tipo hierarquico. Nesta expresséo, {Uhm} € 0 vetor
congtituido do paradmetro hierarquico. As fungdes de forma N, (x)quando inseridas na
Equacdo (3.37) ndo modificam o nivel de aproximagdo do elemento, mas, a incognita {Uhm}

deixa de ter o significado fisico de variavel nodal.
Devido a introducéo do grau de liberdade axia representado pela Equagdo (3.33), os

deslocamentos dos nos dado pela Equacéo (3.12) passardo ater a seguinte forma,

Il
| |
T
_Tat
{a} = ) (3.38)
Twpl
%qzt



As Equaces (3.13) e (3.14) serdo agrupadas com a Equagéo (3.34) resultando,

u) = N, (X)u, + N, (x)u,
W(x) = N, (x)w, + N, (x)w,

q(x) =N, (x)g, + N, (Xx)q,

Reescrevendo as Equacdo (3.39), (3.40) e (3.41), tem-se

ueu
iw(x)y =8 [N]{a}
ta)p

na qual

e\t 0 O N2 O Ouy

N]=80 N~ 0 0 No O}

g0 0O N O 0 N

Adicionando a Equagdo (3.37) na Equacéo (3.22) obtém,

pud

I, |
T N A S LT
fwix)y = a [Ni(x)]%_ ufy+§} [th]x}_ Whny
tacp N I L

I I

taih
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(3.39)
(3.40)
(3.41)

(3.42)

(343)

(3.44)

as matrizes [N;(x)] e {a} ja foram definidas anteriormente e [N,,,(x)| é uma matriz

(3" 3) constituida das fungdes de forma hierarquicas N, (X):

éNhmm(X) 0 0 u
-3 ﬂ
hm(X) ~é 0 th(X) 0 G
é 0 0 th(X)é

(3.45)



e {a,,} umamatriz coluna (3" 1) constituida dos parametros hierarquicos:

} U
{Bim} = i Whny (3.46)
1amp

A equacdo (3.44) pode ser reescrita da seguinte forma:

1 U(X),P _ _ N 1 {{; }}ij
Foo0y =[N0 [N,2001 10000 100 5 (347)
1 | 3J]
b FEJp

De uma maneira compacta, a equagdo anterior pode, ainda ser dada por:
{u} =[N]Aa} (3.48)

na qual {u} € umamatriz coluna (3" 1), constituida dos deslocamentos e rotagbesw, , uj e g, ,
{a} € uma matriz coluna (15" 1), constituida dos deslocamentos nodais w, u; e g, e dos
parémetros hierarquicos W,,, Unme q,,, € [N] € umamatriz (3" 15), congtituida das funcdes

deforma N, (x)e N, (X):

INJ= [N/ )] [N ()] [NG()] [N, 60Ol (3.49)
34 Estado de Deformacéo

Para a determinagdo do estado de deformagéo basta obter as derivadas dos

deslocamentos u ew e da rotacdoq . Fazendo uso da Equacéo (3.39) o campo de deformagtes
correspondente a uma viga sujeita a um esforco axial sera definido do seguinte modo

2 ) | A )
e=—"—=——=a e, ugta—_—e& ,_ Umy (3.50)
. O i
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utilizando as Equactes (3.40) e (3.41) a curvatura seré dada por,

_dg _dxdg _ g dxédN, ¢ dx €N, U

u
______ A 1’ 2 351
dx  dxdx 2 dx&dx q'H n?:‘zdxg dx qhmH (35D
e adeformacéo da cortante
dw g dxéN. u g dx édN, u
=—-0=g—a—Wg (INg,)+tQ —&—W,..(} 3.52
gxz dx q |a:ingdX |H ( |q|) m:ngSdX hmH ( )

Utilizando uma formulac&o isoparamétrica idéntica a empregada para o elemento de
barrade doisnds do Capitulo 2 obtém-se dx /dx=2/1® e as Equagdes (3.50), (3.51) e (3.52)

podem ser escritas na seguinte forma matricial.

e=[B*]Ha} + & [B1. 4o} (353)
C :[Bf]>{a|}+é.[Br:m] >{5hm} (354)
0. =B 4a}+ & 1851 4a) (3.55)

Naqual [B?] éumamatriz (1° 6) relacionada a deformagdo axial, [B'] € uma matriz
(1" 6) relacionada a flexdo, [B°] é umamatriz (1° 6) relacionada ao cisalhamento e [B,fmj,

[B! ]e[B: ] sfomatrizes (1” 3),

[B°]1=[B} B B; B; B; Byl (3.56)
[B'1=[B/ B, BJ B, B! B!] (3.57)
[B°l1=[Bf B; B; B; Bf Bl (3.58)
[Bi] =[Biiw Banm  Binnl (3.59)
(B (B Bamn  Baml (360)

[Bt::m] = [B:E B; hm Bg,hm] (361)

hm



Os elementos das matrizes [B?], [B'], [B°], [B, 1, [BS,] e [B2.] sf0 determinados

pelas equactes abaixo

Elementos damatriz [B?(X)] :

a _1 EEdN19
B (X)'W % (3.62)
Bi(x)=0 (3.63)
B3 (x)=0 (3.64)
a _1 wN29
B;(x)= Mg o 5 (3.65)
B2(k)=0 (3.66)
Bs(x)=0 (3.67)
Elementos da matriz [B¢(x)] :
BS(x)=0 (3.68)
c _1 aleQ
B; ()= i€ ax = (3.69)
Bs(x)=(-N,) (3.70)
B:(x)=0 (3.71)
c ~1 aiNZ 9
BS(x)= € (3.72)
B¢(x)=(-N,) (3.73)
Elementos damatriz [B ' (x)] :
B, (x)=0 (3.74)
B/ (x)=0 (3.75)
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) = 0
BJ (x) = i€ (3.76)
B, (x)=0 (3.77)
B (x)=0 (3.78)
f _ iasz 9
Be (x)= e (3.79)
Elementos da matriz [Bg,,(X)]
a _ 1 &N, 0
B1,hm (X ) - |J| dX B (380)
B3 () =0 (3.81)
B3wn(x)=0 (3.82)
Elementos damatriz [B,,(x)]
Blim(X)=0 (383)
¢ _iijhm 9
B X ) = o 2 (3.84)
Bsim(x)=0 (3.85)
Elementos da matriz [B,' (x)]:
B/im(x)=0 (3.86)
Bl (k) =0 (387
f — iaﬂthQ
Bann(X) = s (3.88)

As Equactes (3.53), (3.54) e (3.55) podem, ainda, serem dadas na seguinte forma
matricial:



}{a}i_l

a a a a {ahz}l

= B B B Bh4 a y
o GO CRRCE TR
Hau}b

}{ai}_::-]

f f f f -{5h2}.|.
=1[B B> By B4 ~ .Y
c=[(B] [BL] [BY I ]]ﬁ_{ahg}%/
H{aulp

(2} 0
c c c c {ah2}|

=|[B Bp B Bha ~
P N UANCANCANE
Hawlb

pode-se escrever as Equacdes (3.89), (3.90) e (3.91) de umaforma compacta

e =[84)a)
c =[8F s}

9, =[BC]{a}

parémetros hierarquicos. As matrizes [BA] , [BF] e [BC] séo dadas por:

[BA]=[[B"] (B3] (Bl [B]
[BF]=|[B"1 [BL] [BLl [BLI]
[Bc]=[(B°] [BS] [BS] [B]

62

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)
(3.93)
(3.94)

na qual as matrizes [BA|], [BF] e [BC] sfo matrizes (1 15) constituidas das derivadas das

funcbes de forma e {a} € umamatriz (15" 1) constituidas dos deslocamentos nodais e dos

(3.95)

(3.96)

(3.97)



4 DETERMINACAO DASMATRIZES

4.1 Determinacao da matriz de rigidez do elemento

O célculo da matriz de rigidez do elemento, apresentado nas Equactes (3.10) e (3.31),
envolve as matrizes isoparamétricas de deformacdo axial, flexéo e cortante.

As Equactes (3.10) e (3.31) podem ser reescritas como se segue:

[K(e’] [BA] (EA[BA]] I(x) |dx +Q[BF] (EN[BF]| I(x) |dx + (4.1)

Q[BC]T(GAT)[BC]I J(x) |dx

na qual [BA] [BF] e [BC] estdo apresentadas nas Equagdes (3.95), (3.96) e (3.97), sdo as
matrizes de rigidez do elemento composta pelas submatrizes isoparamétrica e hierarquica de
2° grau (m = 2), 3° grau (m = 3) e 4° grau (m = 4) do elemento.

Substituindo na Equagéo (4.1) as matrizes [BA] [BF] e [BC] dadas a partir das
Equactes (3.95), (3.96) e (3.97), tem-se:

B ()" U

k@l=¢ §B*;f(( []TU(EA)[[Ba(x)] (B0 (B0 [B601]196) 1ok +

4B,001" 4

qB" ()" u

Bh2 T
%B ((]]TLKEl)[[B (1 [BLEOT [BH0)] [BL001]196) [ax + (42)

T
B0 0
L4850 YR B el [BL01 (B [B01] 19001

Qtha( o g
AN



A Equacdo (4.2) uma vez resolvida, levard a matriz de rigidez do elemento, que sera

dada por:

e o . . U
éé u . e u é u é uqg
ééKlsol;l : é<|soh2l’g é<isoh3l;| é<|soh4l;|[:|
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A matriz ampliada dada pela Equacéo (4.3) pode ser reescrita como
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4.1.1 Determinacdo da matriz [Kj]

A matriz [K”—] estarelacionadacomosnds i e j, sendo quetanto i quanto j variam
de 1 a 6. Esta matriz caracteriza 0 el emento isoparamétrico. De acordo com a Equacéo (4.2), a

matriz |K; | sera dada pela seguinte expressio:

[, 1= [BT" (EALB113 ok + QBT (ENIB' 113 ok + §IBT (GA)[BET| I | dx (45)

ou ainda, considerando as Equagdes (3.56) a (3.58):



na qual

1 1 1 . .
ki, =Q,B(EA)B| J |dx +0181f (ENB; | J |dx + O,BI (GA) BY| J | dx
Kz =éB§(EA) B J |dx +éB; (ENB/ |J |dx + éB;(GA*)Bfl 3 ox
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Resolvendo a equagdo anterior, obtém-se que:
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(Y

k,, =) B2 (EA) B?|J |dx +C‘llB4f(EI)Blf | J |dx +(‘iB§(GA*)Bf|J | dx

(Y

sy = () BE(EA) BY |3 [dx + ) B (ENB, [ | dx + § BE(GA') BY| J | dx
kes = () B2 (EA) B |J [k + () B! (E1)B | | ok + () B (GA') B} | J | ok
ey = QBI(EA)BS| 3 ok +¢) B (EN)B! || dk + ¢ BS (GA') BS | cx
= B2 (EA) B3| J [dx + (B! (E1BJ | J| cx + Q BS(GA') BS[ I | dx
:(‘iBj(EA) B2| J |dx +(‘iB4f (EI)B; |J ] dx +(‘iB§(GA*)B§IJ | dx
= B2(EA) B3| J [dx + () B (E1B; | J| dx + Q BS(GA ) BE[ I | dx
o =0, B (EA)BZ| I |dx + (B, (ENBY | J | dx + ) BS(GA ) Bf | I | ok

1
~X

B2(EA) B2 |J|dx+qB (EI)B!/ |J|dx+qB°(GA)B | 3] dx

~
| [
D

(Y

s =) Bi(EA) B3| J [dk + B) (ENBY | I | ok + ) BE(GA ) BS| J | ok

=()B2(EA) B3 |J [dx + () B, (E1)BY | J | ok + () BZ(GA') BS| J | dx
Ke, :(‘iBg‘(EA) B2| J |dx +(‘iBGf (ENB! | J| dx +(‘l)lBg(GA*)B§|J | dx
Ky = Q) BS(EA) B2 J | +¢) B (ENBY |J | dx +¢) BS (GA) B; | J | ok

Ke, (EA)BalJldx+QB (E1B! |J|dx+QB (GA)BE| J | dx

I |
o

N B2(EA) B? | J |dx +c‘l)l|36f (ENB/ | J | dx +c‘;lBg(GA*)B§|J | dx

it
Q

(Y

ke =) BZ(EA) B? |J|dx+qB (E1)B |J|dx+QBs(GA)BS|J|dx

(Y

ks =) B (EA)BS|J|dx+OlB (E1B |J|dx+qB (GA')BS| J | dx

Kee =dB§(EA) B3| J |dx +513; (ENB! | J ] dx +(‘;lBGC(GA*)Bg|J | dx

(4.11)
(4.12)
(4.13)
(4.14)
(4.15)
(4.16)
(4.17)
(4.18)
(4.19)
(4.20)
(4.21)
(4.22)
(4.23)
(4.24)
(4.25)
(4.26)

(4.27)

(4.28)

Na obtencdo da matriz de rigidez, aintegracéo ser& numérica, utilizando o processo da

quadratura de Gauss-L egendre Zienkiewicz (1989), naqual p € o ponto de integragdo, W, 0

fator de ponderacdo, associado a este ponto e m,n sd0 0s numeros totais de pontos de

integracdo. As equacdes anteriores tornam-se.



ks = (EDR B2, B (x,)] I(€,) W, + (ENA B (X,) B! ()] I6x,) W, +

(GA)A B(x,) B (x,)] Ix) W,

o = (EAQ B2 (,) B (¢, I6,) W, + (BN B (x,) B! ()] I(x,) W, +

(GA)A B (x,) B (X,) I6) W,

ke = (EAVS BI(,) BA(X,)| J(x ) IW, + (EN)S B! (x,) By (x,)] I(x,) W, +

(GA)A BS(x,) B (X,) I6) W,

Ku = (EAE B2 (,) BE ()] I6,) W, + (BN B (x,) B! ()] I(x,) W, +

(GA)A B (x,) Bl (X,) I6) W,

ker = (EAVS B2(x,) BA(X,)| J(x ) [W, + (ENE B! (x,) By (x,)] I(,) W, +

(GA)A B (x,) B (x,)1 I6) W,

ker = (EA)A B2 (x,) BA(X,)| J(x ) IW, + (ENS B¢ (x,) By (x,)] I(x,) W, +

(GA)A BE(X,) B ()] I6) W,

2o = (EAA BE(X,)BI(X,)3(€,) W, + (ENA B (x,)B (x,)] J6x,) W, +

p=l

(GA)A BE(X,) B ()] I6) W,

o = (EAR B3(¢,) B () 30¢,) W, + (BN B (¢,)B (x,)] 36X, ) W, +

(GA)A BE(,) B ()| I6) W,
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(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)



Koo = (EA)A B2(x,) B3(X,)[ I (,) W, + (ENA B! (x,)B! (x,)] I&,) W, +

p=l1

(GA)A B (x,) B (X, I6) W,

o = (EAA B (x,) B2 (X, )1 I0¢,) W, + (BN B (,) B (x,) | Ix,) W, +

(GA)A BE(X,) B ()| J6) W,

e = (EAA B(x,) B2 (,)1 30¢,) W, + (BN B (<,) B ()| Ix,) W, +

(GA)A BE(X,) B ()| J6) W,

e = (EAA B2(€,) B2 (¢, I0¢,) W, + (BN BY (,) B (¢,)] I(x,) W, +

(GA)A B (X, ) B ()1 J6) W,

i = (EAA B2 (x,) B, )1 I0¢,) W, + (BN B (<,) B ()| Ix,) W, +

(GA)A BE(X,) B ()] J6) W,

o = (EAA B2(¢,) B2 (¢, I0¢,) W, + (BN BY (,) B (¢,) I(x,) W, +

(GA)A BE(X,) BE ()] I6) W,

Ko = (EAA BEX,) BI(,)| I(¢,) W, + (BN B (¢,)B (x,)] I(x,) W, +

(GA)A BE(X,) B (x,)] IX) W,

e = (EAA BI(X,)BI(X,)I,) W, + (ENA B (x,)B (x,)] J6x,) W, +

p=l

(GA)A BEX,) BE(X,)] IX) W,

(4.37)

(4.39)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)
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K = (EAA B (x,) B2 (X, )1 I0¢,) W, + (BN B (,) B (x,) | Ix,) W, +

(GA)A BX,) BE(x,)] IX) W, (4.45)

Koo = (EDQ BE(X,) B2 (,)1I0x,) W, + (ENA B (€,)B (x,)136x,) W, +
(GA)A B (x,) B; (X,) I6) W, (4.46)

p=l

e = (EAA B2 (x,) B¢, ) I0¢,) W, + (BN B (,) B (x,) I(x,) W, +

(GA)A BE (X, ) B ()] J6) W, (4.47)

kes = (EA)A B2(x,)BI(X )| I(X,) W, + (ENA B (x,) B! (x,)] I, ) W, +

p=1 p=1

(GA)A BE(X,) B ()] J6) W, (4.48)

kes = (EA)A B2(x,) BE(x,)[I(x,) W, + (ENA B! (x,) B! (x,)] I(x,) IW, +

p=1 p=1

(GA)A BE,) BEK,) I() W, (4.49)

p=L

4.1.2 Determinacdo da matriz [Kisonm]

A matriz [Kiso,hm] e formada por submatrizes da forma [Ki,hm] gue caracterizam o
acoplamento entre elemento isoparamétrico e o hierarquico e esta relacionadacomond i, o
grau m, sendoque i variadela6e m varia de 2 a 4. De acordo com a Equagéo (4.2) a

submatriz [K ] sera dada pela seguinte expressao:

i,hm

[Kim] = B2 01 (EABE,(x)]1 3 I B ()] (EN[B ()] I dk +  (450)

QBCOT" (GA)[BE, )11 J [k +



ou ainda, tendo-se em conta as Equactes (3.56) a (3.61):
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Resolvendo a Equacéo anterior, obtém-se que:

éku k12 k13 U
ngl kzz k23 ﬂ
ék31 k32 k33 u
K i,hm =é l:l
[ " ] gk41 k42 k43 U
ngl k52 k53 3
é<61 kez k63 Q
naqual

1 1 1 * c
Ky =) B (EA) Byl Jldx + B, (E1) By, |3 [dx + () B (GA) By | J | d
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(4.51)

(4.52)

(4.53)
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(Y

Y a a \l c * C
Kou =) B2 (EA) B, | J [dk + ) B (E1) By, | ok + () BE (GA') By, | | cx (4.54)

Ky, = qlBj(EA) B2, |J [dx + (‘iB; (E1)B,\,,| J o +dB;(GA*) BS,,|J ] dx (4.55)
Ky =) Bi (EA) B, | J [dk + ) B (E1) By, | [k + () BE (GA') By, | J | cx (4.56)
sy = () B (EA) By | I [ + () B (E1) By | J [k +¢) BE(GA') By, | J | (4.57)
:éBg(EA)thm|J o + &) B (E1) Byl 3 [0 + @) B (GA') By, |3 | ok (4.58)

, =B (EA Bl I 1dx + ) B (E1) B, | I |dx + () B (GA ) B | J | X (4.59)

, = B2 (EA B, | I dx + ) B (E1) B, | I [dx + () B (GA') B, |3 | cx (4.60)

Ky, élB (EA) Bl | 31X + B (E1) B | J [+ BS(GA ) B | J | (4.61)
e = Q) BE(EA) Byl 3 [k + ) B (E1) By | J [k +) BE(GA) BS | I | ik (4.62)
K., élB (EA)B3hm|J|dx+qB (E1)BY,| I |dx +QB (GA') B, | J | dx (4.63)
Kzs = (B2 (EA) Bl | I [ + ) B (E1) By | I |dx +) BS(GA ) By, 3 | ok (4.64)
Kes :(‘33 (EA) Bl I 10X + () B (E1) By | I 10X + ) BS(GA ) B | I | (4.65)
2 =(QB2(EA) BY, | I |dx + B (E1) By, | J [oX +¢) BS(GA) BS,,, | [dx (4.66)

sy = () B2 (EA) Bl I [0X + () B (E1) By | J o + ) BE(GA') B | I | (4.67)
Kss = 0,BE(EA) Bl I 1 + ) BY (E1) By | I 1dx +() BE(GA ) B |3 | (4.68)

Na obtencdo da matriz de rigidez, a integracdo serd numeérica, utilizando o processo da
quadratura de Gauss-Legendre, Zienkiewicz (1989), naqual p é o ponto de integragdo, W, o

fator de ponderacdo, associado a este ponto e m,n sd0 0S nUmeros totais de pontos de

Integracdo. As equagdes anteriores tornam-se entéo:

Kis = (EA B2(¢5) Biim(X0) | I (5) Wo + (B B! (<5) )] I6x) Wy +

p=1

(GA')& BE () Bim(xp)] IX ) Wo (4.69)

p=1
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()( )

p=1

(GA)] B
2 (X p ¥
) Biien () I(X5) W
(4.70)

p=1

()( )

p=l
p=l

(GA')A BS
s(Xp)BL
) Biim (Xp)| I(Xp) Wy
(4.71)

p=l

k _ m
41—(EA)é B#
4 (X p) B
hm( P
Xp)| 3 (<) [Wo + (E1)& B (
4 4 XD)BLf Xp)
o) I (%) W +

p=1

(GA)4 B
% (Xp) BE
) Binm(Xp)[ IXp) Wy
(4.72)

p=l

k —_ O a ] } E O B ] }

p=1
p=l

(GA')3 B
s(Xp) BL
) Birm (Xp) [ I(Xp) W5
4.73)

p=L

k —_ O a ] } E O B ]

p=1
p=l

(GA')A BS
6 (Xp) BL
) Biim (Xp)| I(Xp) Wy
(4.74)

p=l

k - E/\ B B m J t E B]
()( )

p=1
p=l

(GA* )aon B:I(_: m
( - )

p=l

p=L
p=1

(GA')S B
2 (X p 5
) Biom(Xp) | I(Xp) Wp
(4.76)

p=l

p=1
p=1

(GA')S BS
3 (X p 5
) Biom(Xp) | I(Xp) Wp
(4.77)

p=l
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ko = (EA)A BE (X p) BEnn(X )] I(Xp) Wp + (ENA BL (€p) Bl (p) | I(Xp) W +

p=l p=1

(GA' )3, B (X») BSam(Xp) ] I(Xp) Wi (4.78)

p=1

Ks2 = (EA)ém B (Xp) Bonm (Xp)| I(Xp) W + (El)ém_ Ba (Xp) By X p)| I(Xp) W, +

p=1 p=1

(GA' )AL BE(X») BSmm(Xp) [ I(Xp) Wi (4.79)

p=l

ez = (EA)A BE(Xp) B (Xp)] I(xp) Wp + (ENA Be (€p) Bl (p)] I(Xp) W +

p=l p=1

(GA' )AL BE(X») BSam(Xp) ] J(Xp) Wi (4.80)

p=l

kis = (EAA B (%) Bn(,)] IX,) W, + (ENA B! (€,) Blan (%) I ) [W, +

p=1 p=1

(GA)A B (X p) B (X,)] IK,) W, (4.81)

p=l

Koo = (A, B30X,) Bl €)1 I0¢,) Wy + (ENA B () Bl ()] I(5) W, +

p=1 p=1

(GA)A B 65) B (X,)] I6,) W, (482

p=1

ke = (EA)A B2(X,) Bl )| I(5) Wy + (EA BY () Blam(X,)] I ) W, +

p=1 p=1

(GA')A BE(X,) B (%) I&,) W, (4.83)

p=l

Kis = (EAAL B2 (X5 B (€)1 90,) W, + (EAL B (€,) Bl (€)1 I(X,) Wy +

p=1 p=1

(GA')A BE(X,) Bl (%) I&,) W, (4.84)

p=l

kes = (EA)A BE(X,) Bl )] I(x,) W, + (ENE B (€,) Bl ()] I(X,) W, +

p=1 p=1

(GA))A BE (K,) B, 30K, W, (485

p=l
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kes = (EA)A BE(X,) Bl ® ) I ) Wy + (EA BY (Xp) Bl )] I(,) W, +

p=1 p=l

(GA)A BEWX ) B (X,)] IK,) W, (4.86)

p=1
4.1.3 Determinacdo da matriz [Knm,iso]

A matriz [Kyns] € formada por submatrizes da forma |K,,.. | que caracterizam o

hm, j
acoplamento entre o elemento hierarquico e o isoparamétrico e estarelacionadacomono j, o

grau m, sendoque j variadela6, m de 2 a4. De acordo com a Equacéo (4.2) a submatriz

K j | ser& dada pela seguinte expressio:
[Kims 1= Q[ Bil (EAV[B*]1 3 [ + [Biin]” (E1)[B]] J [k + (487)
QIB:1 (GA)[B]|J | dx
portanto

[K hmi] = [Ki,hm]T (4.89)
4.14 Determinagéo da matriz [Khmnq]

A matriz da forma [K J caracteriza 0 elemento hierérquico e esta relacionada com

hmhqg

osgraus m e q, sendo que me q variam de 2 a 4. De acordo com a Equagdo (4.2) a

submatriz [K hmihg J sera dada pela seguinte expresséo:

(Ko = QBT (EA)BRI a + QB (ED[BL]IJ [ + (4.89

QIBr]" (GA)[B5y]1 3 | ok

ou ainda, tendo-se em conta as Equactes (3.59) e (3.61):
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‘g2 () ég' U

\l é J;hma a a a ] \1 é ];hml:l f f f

[Khmhq] :Qé&,hmﬂ(EA) Bl,hq Bz,hq B3,hq | J [dx + QéBahmﬂ(El) Bl,hq Bz,hq Bs,hq | J|dx +

B2, 4 eg!, U
g-2mg g3
?thml:l

e cu . [ ¢ g c ]

QQBZ,hm l:(GA) Bl,hq BZ,hq B3,hq | J | dX (490)
é ;hmg

Resolvendo a equacdo anterior, obtém-se que:

ékn kip  Kis 3
[K hm,hq] = 3(21 Kz Kasg (4.91)
3%1 K K3

na qual

<

ks = @) Bl (EA) Bl | 3 16X + ) Bin(E1) Bl |3 | + () Biwn(GA) B[ I 0x  (4.92)
Kax = ) Bin (EA) Byl | 3 16X + ) B (E1) Blng| I 10X +() Bwn(GA ) B | J [ dx  4.93)
ko1 = Q) Bl (EA) Bl | 3 10X + 3 B (E1) Blog | 3 [0 + () BEmn(GA) B | I | (4.99)
iz = ) Bin(EA) B |3 16X + () Bl (E1) Bipg | I 10X +() By (GA ) By | I [ dx  (4.95)
ez = () B3 EA) B |3 0K + ) Bn(E1) Bpg| J 0K +) BEnn(GA ) Bl | I |k (4.96)
ez = ) B (EA) Bing | 3 [0X + () Blan(E1) Bl | 3 [0X + () BSn(GA ) B | I [k (4.97)
iz = ) Biiwn (EA) Bing | 3 10X + () Biun (E1) Blig 3 |0X + ) By (GA ) By | I dX  (4.98)
Kza = ) B (EA) Bia| 3 10X + () BLiun (1) Bl | 3 [0X + () BSun(GA ) B | I [k (4.99)
Kea = () B (EA) Bl | 10K + () By (E1) B | 3 [0 + () B (GA') B | I | (4.100)

Na obtencdo da matriz de rigidez, aintegracéo ser& numérica, utilizando o processo da

quadratura de Gauss-L egendre Zienkiewicz (1989), naqual p € o ponto de integragdo, W, 0
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fator de ponderacdo, associado a este ponto e m,n sd0 0s nUmeros totais de pontos de
integracdo. As equacdes anteriores tornam-se.

kll = (EA)é,n_] B]?hm(xp) Bla,lhq(xp)l ‘](Xp) |Wp +(EI)§. Blfhm(xp) B],th(xp)l ‘J(Xp) |Wp +

(GA')A B (X p) B (%) | I (X ) [W, (4.101)

k21 = (EA)ém. B;hm(xp) B],ahq(xp)l ‘](Xp) |Wp + (El)g Bzf,hm(xp) Blf,hq(xp)l ‘](Xp) |Wp +

p=1 p=1

(GA)A B m(Xs) B ()] I(X,) W, (4.102)

p=1

Ko = (EA)AL Bl (X5) B ()] I05) Wy + (E1)A Bl ) B (6,01 36¢,) W +

(GA) A Bl (X ) B ()1 I () [W, (4.103)

p=1

Kiz = (EAA Bl (€5) Bra () [ 304,) W, + (BN B ) Big (€)1 30,) W +

p=l p=1

(GA) A Bl (X ) B ()] IX,) W, (4.104)

p=1

Koo = (EAQ B (X ) Birg(X )| I(Xp) W, + (ENQ Bapm(Xp) Bt (Xp) [ I (X ) W, +

p=l p=1

(GA)A BEm(X,) Bna ) I(X,) W, (4.105)

p=1

Kap = (EA)VA B () Bg (€,) 1 30¢,) W, + (EDAL Bl (Xp) Bing (60)] IX,) W, +

p=1 p=L

(GA' )& B (X5) Bl (%) I ) W, (4.106)

p=1

Kis = (EA)A B (X ) Blg (%) IX ) W, + (E1) 8 Bl (%) B () | (X, ) W, +

p=1 p=1

(GA) A B ) B () 3 () [W, (4.107)

p=l



Koo = (EA)A Bl (Xp) Bl (6,) 1 0¢,) W, + (EDAL Bl (X ) Blng (60)] I(X,) W, +

p=1 p=l
(GA)A Bz (X ) Bing (x,) I(6,) W, (4.108)

p=1

Kes = (EAVA B (X,) B (6p) 1 0¢5) W + (E1) A Bl ) Bl ()] I6X,) I, +

p=1 p=l
(GA)A Bim(Xp) Bang ()] I(Xp) W, (4.109)

p=l

4.2  Determinagéo da matriz de massa do elemento

O célculo da matriz de massa do elemento apresentado, nas Equactes (3.11) e (3.32),
envolve as matrizes isoparamétrica e hierarquica do elemento.

As Equactes (3.11) e (3.32) pode ser reescrita como se segue:
M ]= QINI"[r IIN]1 I (x) e (4.110)

ou pela substituicdo da matriz [N] , dada a partir da Equacgéo (3.49), tem-se que:

SINGT" U ;

1 th TUx 2 - - _
[M<e>]:q§N-h3((§§ngo (1 o INGT IR0l [0l [R000]1 360 e

.o 0

(4.111)

A Equacdo (4.111) uma vez resolvida, levara a matriz de massa do elemento, que sera
dada por:
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é, N | 7 N s N s \u
ége u: e u e u e u
ééMISOQ : é\/llsoh2l;j é\/llsoh3l;j éwlsoh4l;\l[j
gé ua' e u é ua é Uy
é/ ~\ : z AN 7z N z AN l:l
A€ u , e u e u e u -
gé\/lh2|sol;l ! _é_Mhzhzg é\/lhzhsg é\/thh4l;JH
Me|= g€ e Le ue o (4.112)
ey, Dl g L& be by
g€ h3,isoU | EVinz,n2U €VinznaU €Vinznal G
&€ a, é a é ua é Uy
aé o é o é o é VY
ééVlhmsol;l | elVIh4h2l’g _éMh4h3Q (_3,_Mh4h4l;| G
A€ u e u e u e u .
e ' u
e u
A matriz ampliada dada pela Equacéo (4.112) pode ser reescrita como
é/ N | 7 \u
gé u e uu
ééMu u : é\/llsohml;:l[]
.| _éée u, e uyg
IMe|=a-------- 1mm oo G (4.113)
aé Gré ua
éthmlsol;l : .étlvlhmhql;\l l]
ée u ., e UL]
e u

4.2.1 Determinagdo da matriz [M;]

A matriz [M ijJ estarelacionadacomosnods i e j, sendo quetanto i quanto | variam

de 1 a 6. Esta matriz caracteriza 0 elemento isoparamétrico. De acordo com a Equacéo

(4.111), amatriz|M ;| ser& dada pela seguinte expressio:

[, 1= TN, GOTT [ 10N, 61 3 [ (4114)

ou ainda, tendo-se em conta a Equacéo (3.43):



na qual

&, 0 0

e u

S0 N 0 )

¢ ' “UyA O O¥N, 0O O N 0 O
[ ]_\1230 0 NUg @ :
Mij_qu. 0 oﬂéo 1 00 N 0 0 N 0

80 N 0080 O rA g0 0 N, 0O O N

e | u

g0 0 N

Resolvendo a equagdo anterior, obtém-se que:

ému M, Mg M, My mgU

gmzl My Mpy My, My Mgy

[M ij ] _ grbl My Mgy My My Myl
@My My Myz My, Mg My l;|

gmm Mg, Msg M, My Mgl
@M, Mgz Mgz Mgy My Mg

My = QT AN, ()N, (x)] J [k
M, =C‘11rAN4(x)N1(x)|J |dx
M, =G 11 N2 GON, ()] 3 [k
My, =7 1 Na ()N (x)]J [dx
Mas = ()T AN, (<)N; ()| |dx
My = ()T AN5 ()Na(x)] J |
Mt = F AN, (KON, (x)] J [k
mys =7 | Na()N5(x)] J |

-
Mg :QrANe(X)Ne(X)lJ |dx

My = Mgy =My =My = Mgy =My, =Mz = Mgz =My =My =Mgs =0
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(4.115)

(4.116)

(4.117)
(4.118)
(4.119)
(4.120)
(4.121)
(4.122)
(4.123)
(4.124)

(4.125)

(4.126)



Na obtencdo da matriz de massa, a integragdo serd numérica, utilizando o processo da

quadratura de Gauss-L egendre Zienkiewicz (1989), naqual p € o ponto de integragdo, W, 0

fator de ponderacéo, associado a este ponto e m € o nimero total de pontos de integracéo,
logo as equagdes anteriores tornam-se:;

M= 0AR (NG N 90¢,) W) (4127)
My, = rAérgl(N4(xp) Ny )| 30, ) W, ) (4.128)
My, =11 él(Nz(xp) N, (x,)| I (X ) IW,) (4.129)
m, =rl él(Ns(xp) N, (x,)] I ) IW,) (4.130)
M = rAél(Ng(xp) N, ()| (X ) W) (4.131)
M, = rAél(NG(xp) N ()] 3(x,) W) (4.132)
m,, = rAéril(N4(xp)N4(xp)| I(x,) W) (4.133)
o =11 (No ) Ns )1 965, W ) (4134
My, = rAél(NG(xp)NG(xp)lJ(xp) w,) (4.135)
My = Mgy = My = My = Mgy =My = Mg = Mg = My = Mgy = M5 =0 (4.136)

4.2.2 Determinacdo da matriz de massa [Misonm]

A matriz [M iso,hm] é formada por submatrizes da forma [M i’hm] que caracterizam o

acoplamento entre o elemento isoparamétrico e o elemento hierarquico e esté relacionada com
ond i,ograu m sendoque i variade 1l a6, m varia de 2 a 4. De acordo com a

Equacdo (4.111) a submatriz [M i,hm] serd dada pela seguinte expressao:



(M, =, INTLF 1N, 13 L

ou, ainda, tendo-se em conta as Equagtes (3.43) e (3.45):

éN, 0 Ou
é a
0 N, O
[|\/|. ]:\1§0 0 iLJéO 1 0%o
i,hm QQN 0 Ol:'é ue
¢ 80 0 rAgeo
€0 N; OU
80 0 N

Resolvendo a Equacéo anterior, obtém-se que:

émn my, My U
gm u
g My, My G

_tmy My msslgl
[M i,hm] - e u
gy My My

gnm Ms; mssg
@M1 Ms, Mg

na qual

My = Q1 AN [Nl 3 [
My = QF AN [N ]l 3 [
Ma2 =y 1 IN] TN ] |9 [
My, =1 INs] [Nl 19
Ma = T AINa] [Ny ]| 3 [

1
Mes = F ALNG] [Nyl J [k

My = Mgy =My = Mgy =My, =My =My, =My, =Mz =My =My =Mz =0
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(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)
(4.141)
(4.142)
(4.143)
(4.144)

(4.145)

(4.146)
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Na obtencdo da matriz de massa, a integragdo serd numérica, utilizando o processo da

quadratura de Gauss-L egendre Zienkiewicz (1989), naqual p € o ponto de integragdo, W, 0

fator de ponderagéo, associado a este ponto e m € o nimero total de pontos de integragdo, as
equacOes anteriores tornam-se.

m, = rAél(Nl(xp) N ()1 366 W) (4.147)
My, = rAémgl(N“(xp) No (<) | 3 (%) W) (4.148)
My, = 11 él(Nz(xp) N ()13 6¢) W) (4.149)
M, =1 él(N5(xp) Niw0% )] 36¢5) W) (4.150)
My = rAél(Ng(xp)th(xpn I(x,) W) (4.151)
My, = rA:a:(NG(Xp)th(Xp)N(Xp) W) (4.152)

My = Mgy = Mgy =My =My, =My =My, =My =My =My =My =My =0 (4.153)
4.2.3 Determinacdo da matriz de massa [Mnm;iso]

A submatriz [M hm,iso] € formada por submatrizes da forma [M ] gue caracterizam o

hm, j
acoplamento entre o elemento hierérquico e o elemento isoparamétrico e esté relacionada com

ond j,ograu m,sendoque | variadel a6, m varia de 2 a 4. De acordo com a

Equacéo (4.111) a submatriz [M b J sera dada pela seguinte expressao:

M 128, NG TP IIN 119 [k (4.154)
Portanto,

M s | =M ] (4.155)



4.2.4 Determinacao da matriz de massa [Mnmnq]

A matriz [M .|, caracteriza o elemento hierérquico e esté relacionada com os graus

m e g, sendo que m e g variam de 2 a 4. De acordo com a Equagdo (4.111) a matriz

[M hm‘hq] sera dada pela seguinte expressdo:

[M ] = § [N r IR ]1 9 faix

ou, ainda, tendo-se em conta a Equacdo (3.45):

(Sl 0 OUEA O OuN, 0
Mual =060 New 0[E0 11 0HEO N
B0 0 NnHEO O rABEO O

Resolvendo a equacdo anterior, obtém-se que:

em,; m, myu
_€ u
[M hm,hq] =aThr My My

@7131 Ms, m33@

na qual

3

my, :QrAth Npg | J [dx
1

My, =er Nim Nig | ]dX

3
M3 :QrAth Npq | J [dX

My =My =My, =My, =Mz =My =0

0
0 g Jldx
thEI

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)
(4.160)

(4.161)

(4.162)

Na obtencdo da matriz de massa, a integracdo serd numérica, utilizando o processo da
quadratura de Gauss-L egendre Zienkiewicz (1989), naqual p € o ponto de integragdo, W, 0



fator de ponderacdo, associado a este ponto e m € o nimero total de pontos de integracdo, as
equacdes anteriores tornam-se:

My = T AS (Nom (€ 5) N (6,) I(,) W) (4.163)

p=1

Mo = 118 (N ) Nug (%) I ) W) (4.164)

p=1

M = AR (Nom (%) Nig () [ () W, ) (4.165)

p=1

My =My =My =My, =Mz =My =0 (4.166)



5 TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

5.1 Introducéo

As matrizes de rigidez e massa desenvolvidas para o0 elemento de viga de Timoshenko
sd0 obtidas considerando-se o sistema de coordenadas local do elemento, conforme Figura
5.1. Para que estas matrizes possam ser aplicadas a estruturas formadas por diversos
elementos € necessério a transformac&o destas do sistema de coordenadas local para o sistema

de coordenadas global, antes da solucéo do problema.

(a) | (b)

Figura 5.1 Dedocamentos e rotagdes do elemento de viga de Timoshenko no sistema

de coordenadas local (a) e no sistema de coordenadas global (b).

5.2  Matriz de transformacéo isoparamétrica

Para que haja a transformago entre os dois referenciais local e globa para o elemento
isoparamétrico de Timoshenko € necessario estabelecer uma matriz de transformacdo entre os
referenciais. A matriz neste caso € obtida através da inspecdo da Figura 5.1, cujos
componentes sdo cal culados com base nos cossenos e senos dos angulos formados pelos el xos

do sistema de referencial local com relacéo ao sistema de referencial global.



Observando a Figura 5.1, verifica-se que a relagdo entre os graus de liberdade do

sistemaloca e os graus de liberdade do sistema global séo:

0, =u;cosf ) +w sen(j ) (5.1)
W =-usen(j )+ wcos(j ) (52
g =9, (53)
U; =u;cos(j )+ w,; sen(j ) (5.9)
W, =-u;sen(j ) +w, cos(j ) (5.5)
q; =q, (5.6)

As Equactes (5.1) a (5.6) podem ser apresentadas na seguinte forma matricial:

100 écosj) snj) 0 O 0 Ouiu
l — | & . . 171 T
i Vl/' i g- en() cos(j) O 0 0 OH i Wiy
fa,f €& o O 1 0 0 00jqf
Y8 o 0 0 cosf) sni) oiu S
17 e ur =il
: V_Vj: € 0 0O 0 -sn(j) cosj) oOU : L :
fap & 0 0 0 O 0 1gta;p
na qual
X - X : - Vi
cos( ) =X, sn(j )= L (58)

sendo (Xi, i) as coordenadas do no i e (X;, y;) as coordenadas do n6 j do elemento no sistema

de coordenadas global, L € o comprimento da viga, calculado com a seguinte expressao,

L=+(x - x)2+(yi - yi)? (5.9)

e ] o angulo formado pelos eixos do sistema de referencia local com relacdo ao sistema de
referencia global.

De uma maneira compacta, a Equagéo (5.7) pode, ainda, ser dada por:
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{ﬁ.so} = [Tiso]{aiso} (5.10)

sendo {@,,} as coordenadas no sistema local, {as} @s coordenadas no sistema global e [T,q,]
€ amatriz de transformacdo isoparamétrica

As respectivas matrizes isoparamétricas de rigidez e massa no referencial local, bem
como o vetor de forgas nodais equivalente a diversos tipos de agdes podem ser diretamente

transformadas para o sistema de referencia global. Assim parte-se de principio que se dispde
das matrizes de rigidez [KSO] e massa [I\Wiso]e do vetor de forgas nodais {ﬁso}, que se

relacionam com a habitual equacéo,

[I\Wiso] >{§iso} + [Kiso] >{aiso} = { .FISO} (511)
sendo [M ] e [Kis| as matrizes de massa e rigidez respectivamente, {3} € {5.,} S0 os
deslocamentos e as aceleragbes nodais e {fiso} 0 vetor de forgas nodais, essas matrizes estéo
todas no sistema de referencialocal .

A Equacdo (5.10) é vdlida para os deslocamentos nodais como também para as forcas

nodais, ent&o;

{fioo} = [T { fico} (5.12)
umavez que a matriz de transformacéo é ortogonal, isto é

[To] =[Te] (5.13)
multiplicam-se os membros da Equacéo (5.12) por ['I'iso]T e obtém,

{fieo} = [To] {Fico} (5.14)

Substituindo a Equacdo (5.11) na Equacéo (5.14), tem-se

{ o} =[To]" ([Mo] i} + [Kico {Eicr} ) (5.15)



aequacdo acima pode ser reescrita

{ o} = [T Mo o} + [Ti]' [Kico] {Bico} (5.16)

substituindo a Equacéo (5.10) na Equacédo (5.16), tem-se

{ fiso} = [TiSO]T ['Wiso] >{Tiso:|{aiso} + [TiSO]T [Kiso] >{Ti50]{ai30} (5.17)
umavez que arelacdo de rigidez e massa da viga no referencia global é dada pela equacéo,
[Miso ] {80} +[Kiso] {@iso} ={ fico} (5.18)

tem-se a comparagdo da Equacdo (5.17) com a Equacéo (5.18), conclui-se que as matrizes de
rigidez e massa elementares para o elemento de viga de Timoshenko sdo transformados no

referencial global utilizando as seguintes equagdes abaixo:

Mio] = [Tiso] (Mo ][] (5.19)

[Kiso] = [T [Kiso][Tio] (5.20)

naqual [Kiw] € [Mie] s as matrizes de rigidez e massa, respectivamente no sistema de

coordenada global.

5,5 Matriz detransformacéo hierarquica de segundo grau (m = 2)

As matrizes de rigidez e massa desenvolvidas para o elemento hierérquico de segundo
grau de viga de Timoshenko sdo obtidas considerando-se o0 sistema de coordenadas local do
elemento. Para que estas matrizes possam ser aplicadas a estruturas formadas por diversos
elementos € necesséria a transformagdo destas do sistema de coordenadas local para o sistema
de coordenadas globa antes da solugdo do problema. Neste caso adiciona-se na Equacao
(5.7), referente a matriz de trasformagdo isoparamétrica, os componentes das Equagdes (5.21)
a (5.23) obtidas através da Figura (5.1).
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U, = Uy, Cos(j ) + W, sen(j ) (5.21)
W, =-U,en(j ) + w,, cos(j ) (5.22)
q_hz =0y, (5.23)

As Equacdes (5.21) a (5.23) podem ser apresentadas na seguinte forma matricial:

10,0 éCOSG ) =n( ) OUI thu

|

I Vl’h Y= & SHI(J ) cosf ) 0 lthy (5.29)
| th é 0 0 1HIQh2b

na qua cos(j ), sen(j ) foram definidos pela Equacéo (5.8).
De uma maneira compacta, a equacao (5.24) pode, ainda, ser dada por:

{32} = [Th2[{an} (5.25)

Agrupando a equacédo (5.25) na equacdo (5.10) obtém-se a seguinte expressao:

|{a.so}u é:Tlso] 0 U |{also}u (5.26)

Haalh &0 1TTeld Hanth

na Equagso (5.26), {aiwo}, {8} € [Tis] j& foram definidos anteriormente, {a.}e{an.}sfo as
coordenadas hierérquicas de segundo grau no sistema loca e globa respectivamente e [Thz] e

amatriz de transformacdo hierérquica de segundo grau.
A Equacéo (5.26) pode ser representada na forma que se segue:

az} = [Tz ] >{az} (5.27)

na qual

dlwl; O 0 (5.28)

[T2 e 0 '[Thz]l"l



As matrizes hierérquicas de segundo grau de rigidez e massa no referencial local, bem
como o vetor de forcas nodais equivalente a diversos tipos de agdes podem ser diretamente
transformadas para o sistema de referencia global. Assim parte-se de principio que se dispde

das submatrizes correspondentes a0 sistema isoparamétrico definidos anteriormente, das
submatrizes [Ki,hg], [I\Wi,hz] correspondentes ao acoplamento entre o sistema isoparamétrico e

hierarquico de segundo grau e das submatrizes das [Khz,hz], [I\th,hz] e {fhz} correspondentes

a0 sistema hierarquico de segundo grau, que se relacionam com a habitua equagdo

[V }+ Ko [{&} = {F.} (5.29)

sendo

— 1 gMio] | [Min] U =71 €é[Kio] 1 [Kin] U
M2 — === ---1, K2 — A= -3 530
[ ] gl\/l nzi] 1 [Mnzn2]{ [ ] g_Khz,i] | [Khz,hz]g (5:30)

matrizes de massa e rigidez respectivamente no referencial local apds a introducéo de funcdes

de forma hierarquicas de segundo grau.

& =i§?’§§ =2ty

i 531
Hao (53D

s80 respectivamente os deslocamentos e as aceleracBes nodais no sistema de referencia local

apos a introducdo de fungdes de forma hierarquicas de segundo graul.
=Ly (5.32)

€ o vetor de forcas nodais correspondente ao sistema de coordenadas local apds a introducdo
de funcbes de forma hierarquicas de segundo grau.

De maneira andloga a Equacdo (5.12), tem-se

{ff =[] 12} (5.33)



a1

umavez que a matriz de transformagéo é ortogonal, entéo

[T =[T2]™ (5.34)
multiplicam-se os membros da Equagéo (5.32) por [T,]", obtém

{2} =[] {r.} (535)
substituindo a Equacdo (5.29) na Equacdo (5.35), tem-se

{f}=[ra] (M4} + [ e} (5.36)
aequacao acima pode ser reescrita

{t}= L] [V {&}+ [ [Ko{=) (5.37)
substituindo a Equacéo (5.27) na Equacéo (5.37), tem-se

{fa} = [T [W 4 e} + [T [Re ] {ac} (539)
umavez que arelacdo de rigidez e massa da viga no referencia global é dada pela equacéo,

[M 2]){3.2}+[K2]>{3.2} :{fz} (5.40)

tem-se a comparacdo da Equacdo (5.38) com a Equacéo (5.40), conclui-se que as matrizes de
rigidez e massa apos a introducdo de funcdes de forma hierarquicas de segundo grau séo

transformados no referencial global utilizando-se as seguintes equagdes abaixo:

[M.] =[] [M.][T.] (5.41)
[K.]=[T.]"[K:]fT.] (5.42)
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na qual

[M ] e[M.so] I [Mth]U, [ ] e[KISO] | [K|h2]U (5.43)

A Equacdo (5.41) que se referente a matriz de rigidez no referencial global, pode ser

reescrita da seguinte forma.

O u e[K.so] : [thz]u éTISO] 0 U

e[Tlso] [KISO] I_—rISO] [thz]U é:TISO] 0 U

___________________________ 5.44
T T R ] Tl K V86 1Tl 549
gT_'SflT_[_*@iOJ Mol ! o u
e 0 [ Th2]” [Kh2h2][Th2]U

A Equacéo (5.42) que se referente a matriz de massa no referencia global, pode ser

reescrita da seguinte forma

dMiso] | [Min] U_ gT.so]T |0 U €[Ms] | [Mipz] 0 gTio] ! O @

—_——— ______/ —_————d e — e g —_—————

SV o] Mzl €0 [Tl & G ] | [Mnom]d € 0 [Tl

- Tl Mio] | [T]' M) 0 dTeo]} O & (5.45)

8Tl Muzi] | [Toal M maralts & O ¢ [Trell

Tl M ] [Ti]

g 0 [Tha]" [Mie, hz]rrhz]u

ApGs as manipulacdes das Equactes (5.44) e (5.45) tem-se as matrizes de rigidez e
massa, respectivamente no sistema de referencia global apds a introducdo de funcdes de

forma hierérquicas de segundo grau.

54  Matriz de transformacéo hierérquica deterceirograu (m= 3)

As matrizes de rigidez e massa desenvolvidas para o elemento hierarquico de terceiro

grau de viga de Timoshenko s&o obtidas considerando-se o0 sistema de coordenadas local do
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elemento. Para que estas matrizes possam ser aplicadas a estruturas formadas por diversos
elementos € necessaria a transformagdo destas do sistema de coordenadas local para o sistema
de coordenadas globa antes da solugdo do problema. Neste caso adiciona-se na Equacao
(5.26), que se refere as matrizes de trasformacdo isoparamétrica e hierdrquica de segundo
grau, os componentes das Equacoes (5.46) a (5.48) obtidas através da figura (5.1).

Upg =UpaCOS(j ) + Wz 9en(j ) (5.46)
W3 =- Ugsen(j ) + wgcos(j ) (5.47)
q_hs =(ps (5.48)

As Equactes (5.46) a (5.48) podem ser apresentadas na seguinte forma matricial:

100 écosf ) sen(j ) Oujusl

|

_ 1 2 . |

{Wey= & s ) cosf) Ofiway (5.49)
{th g 0 0 19%%3*)

na qual cos(j ), sen(j ) foram definidos pela Equacéo (5.8).
De uma maneira compacta, a equacao (5.49) pode, ainda, ser dada por:

{@e} = [The] {avs} (5.50)

Adicionando a equacéo (5.50) na equacdo (5.26) obtém-se a seguinte expressao:

Haxdi dTw] O} O ti{awhy
{Bely=g O [Tl | O gi{aw}y (551)
Hath 80 0 ![Twléi{anc}p

na Equacdo (5.51), as submatrizes correspondentes ao sistema isoparameétrico e hierarquico de
segundo grau j& foram definidas anteriormente, {a:}e{ans} sfo as coordenadas hierarquicas
de terceiro grau no sistema local e global respectivamente e [Th3] € amatriz de transformagao
hierarquica de terceiro grau.

A Equacdo (5.51) pode ser representada na forma que se segue:



{@} = [T:){as} (5.52)
na qual
dT] O 0 v
[]=§0_[Tel} 0§ (559)
g0 0 I[Telf

As matrizes hierérquicas de terceiro grau de rigidez e massa no referencia local, bem
como o vetor de forcas nodais equivalente a diversos tipos de agdes podem ser diretamente
transformadas para o sistema de referencia global. Assim parte-se de principio que se dispbe

das submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétricas e hierarquico de segundo grau

definidas anteriormente, das submatrizes |_|Zi,h3J, [I\Wi,hsj correspondentes a0 acoplamento
entre 0 sistema isoparamétrico e hierdrquico de terceiro grau, das submatrizes [Khzyhg],
[I\Thm] correspondentes ao acoplamento entre o sistema hierarquico de segundo e terceiro

graus e das submatrizes das [Khahg] : [I\Thgm] e {f_h3} correspondentes ao sistema hierérquico

de terceiro, que se relacionam com a habitual equacdo

(Vs |48 }+ [ [ {as} = {7} (554

sendo

. é[mlso] [MIhZ] I [M|h3] U é[KISO] [K h2] : [K|h3] U

V)= §iei] (Whzre] | (Ml [Ko]= 8K [Kigred | [Rnalf  (559)
th3|] [Mh3h2] [Mh3h3]H gKhm] [Kh3h2] [KhshB]H

as matrizes de massa e rigidez respectivamente no referencial local apds a introducdo de

funcbes de forma hierérquicas de terceiro gravu.

{8} 1{&is}U
@l =iy, {&)=i(aay (556)
Haﬂ}b %{ahs}b



s80 respectivamente os deslocamento e as aceleragdes nodais no sistema de referencia local

apos a introducéo de fungdes de forma hierarquicas de terceiro grau.

H{(foh
{fo}=1{fdy (557)
(Tl

o vetor de forcas nodais correspondente ao sistema de coordenadas local apés a
introducéo de funcbes de forma hierérquicas de terceiro grau.
Manipulando as Equagdes (5.33) a (5.40) com a introducédo de funcbes de forma de

terceiro grau, tem-se,

[Ms] = 1] [W1:][Te] (558)
[Ka] = [T:] [ ][] (5.59)
naqual
e[M|so] [MI h2] | [MI h3] U E[K|so] [K| h2] | [KI h3] U
[Ms] = IMre '_1_ IMrere] | [Mizsallf, [Ke] = §Kiei] [Knere] | [Kiensld (560
gMnzi] [Mns, h2] [Mnsns]f g Knsi] [Knanz2] ! [Knana]f

A Equacdo (5.58) que se referente a matriz de rigidez no referencial global, pode ser
reescrita da seguinte forma.

Al Kol | IKsl 0 GTLT7 0 1 0 B &R Ry | IR,]0
qKai]_[Kiepe] | [Knzra] = g__Q____[Th_z_]i_i___0__.3"3:32_'_]__[@_222_]_ [_*ftz_hf»]_u
Knsi] [Khane] ! [Khshs]EI €0 0 [Tl ¥ GKiail [Kignol | [Knapslf
dTs] 0 1 0

20 [T} 04

g0 0 ![Twld

(5.61)

Apbs os calculos a Equacdo (5.61) torna-se



é[KISO] [thz] | [K|h3]U ngso] [K|so][T|so] 0 0 l;'

K] [Kewl iKusli=¢ 0 [Tl TKuewlTe] 0§

gKnsi] [Knanz] ! [Khshs]H g 0 0 [ThE]T[Kh3,h3][Th3]H
(5.62)

A Equagdo (5.59) que se referente a matriz de massa no referencial global, pode ser

reescrita da seguinte forma.

dMiw]  [Mire] | [Minal 0 4T, 0 1 0 UMl [M,]i[M U

AMrei] [Mree] | (Mol e_______[Th_z_li_i___q_ﬁxi_@z,a_l__[M_hah_z_]__[an_h_slu

thm] [Mhzh2] ! [Mhahs]ﬂ e 0 0 :[Ths]TH gmh&] [Mh3h2] [Mhshs]H

dTe] 0 1 0w

80 _[Tel} 0y

g o 0 ![Twslg
(5.63)

ApGs os calculos a Equacéo (5.63) torna-se

éMis]  [Mine] . [Mins] 0 §Tiso]" [Miso][Tiso] 0 0 u
M) [Mizre] | [Miznslg=g 0 [Tha]" [Mrzra][Toe] 0o
gMnai] [Mrsnz] | [Mrsrs]f & 0 0 [Tis] [ Mians][Ths]H
(5.64)

Ap6s as manipulacdes das Equactes (5.62) e (5.64) tem-se as matrizes de rigidez e
massa, respectivamente no sistema de coordenada global apds a introducéo de funcbes de

forma hierérquicas de terceiro grau.

55  Matriz detransformacao hieréarquica de quarto grau (m = 4)

As matrizes de rigidez e massa desenvolvidas para 0 elemento hierarquico de quarto
grau de viga de Timoshenko s&o obtidas considerando-se o0 sistema de coordenadas local do
elemento. Para que estas matrizes possam ser aplicadas a estruturas formadas por diversos
elementos € necessaria a transformagdo destas do sistema de coordenadas local para o sistema
de coordenadas global antes da solugdo do problema. Neste caso adiciona-se na Equacéo
(5.51), que se refere as matrizes de trasformacao isoparamétrica e hierarquica de segundo e

terceiro graus, os componentes das Equagdes (5.65) a (5.67) obtidas através dafigura (5.1).
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Upg = Up, COS(j ) + W, sEN(] ) (5.65)
Wy = - U sen(j ) + Wy, cos(j ) (5.66)
e =g (5.67)

As Equacdes (5.65) a (5.67) podem ser apresentadas na seguinte forma matricial:

10,0 600s( ) S0 ) Oy] Uy,i

|

I 1 @ . [ }

1W,y= g sn( ) cosf) Ofiw,y (5.68)
10wup & O 0 18idunb

na qua cos(j ), sen(j ) foram definidos pela Equacéo (5.8).
De uma maneira compacta, a Equacéo (5.68) pode, ainda, ser dada por:

(s} = [Ta] {ana} (5.69)

Adicionando a Equacéo (5.69) na Equacdo (5.51) obtém-se a seguinte expressao:

Ir= 0 @& ' Ui 1
{@a}] _g 0 [T] O i 0 giandy
{ad] €0 0 Ml 0 dfag) &0
f{audh €0 0 0 ![Twuld{antp

na Equacdo (5.70), as submatrizes correspondentes ao sistema isoparameétrico e hierarquico de
segundo e terceiro grau ja foram definidas anteriormente, {a..}e{a..} sfo as coordenadas
hierarquicas de quarto grau no sistema local e global respectivamente e [Th4] € a matriz de

transformacao hierérquica de quarto grau.

A Equacdo (5.70) pode ser representada na forma gque se segue:
&) =[1]{a:} (5.71)

na qual



dlis] O 0, 0Ou
€0 M o 0V
[r.]=¢€ L (5.72)
€0 0 [Tw]! OU
E - Tz
g0 0 0 1 [The]

As matrizes hierérquicas de quarto grau de rigidez e massa no referencia local, bem
como o vetor de forgas nodais equivalente a diversos tipos de agdes podem ser diretamente
transformadas para o sistema de referencia global. Assim parte-se de principio que se dispde

das submatrizes correspondentes ap sistema isoparamétrico e hierdrquico de segundo e

terceiro graus definidas anteriormente, das submatrizes [Ki,mj, lI\Wi,h4] correspondentes ao

acoplamento entre o sistema isoparamétrico e hierarquico de quarto grau, das submatrizes
[Khz,mj, [Ith,m] correspondentes ao acoplamento entre o sistema hierarquico de segundo e
guarto graus, das submatrizes lth3,h4J, [I\Ths,mj correspondentes ao sistema hierérquico de

terceiro e quarto graus e das submatrizes [Km,mJ , [I\Tm,m] e {fm} correspondentes ao sistema

hierarquico de quarto, que se relacionam com a habitual equacéo

[V o} + (K. [{a} = {F.} (5.73)

sendo
é[Mi] [Minz] [Ming] | [M|h4]u g Kio] [Kin] [King] |[K.h4]u
[M4] thZI] [Mhzh2] [Mnzna] | [Mh2h4]u[ ] gKh2|] [Knznz] [Knzna] | [Khzh4]u
GMrai] [Mhrare] _[M_“E_“i]_' [Mbape] Krai] [Krapa] _[_K_“El‘i]_ | [Krapa]d
E{Mhm] [Mhan2] [Mh4h3] [Mh4h4]u G[Khm] [Khanz] [Kh4h3] [Khanal(y
(5.74)

matrizes de massa e rigidez respectivamente no referencial local apos a introducéo de funcdes

de forma hierarquicas de quarto grau.

(a0 BT
_ {§h2}| = 1{an}i
{8.4} i {ahS} ] {a4} : i ?h_s}?/

Hawdh  HElp

(5.75)



s80 respectivamente os deslocamento e as aceleragdes nodais no sistema de referencia local

apos aintroducéo de fungdes de forma hierérquicas de quarto graw.

‘|{ f_.SO}U

- { fro} I
{ f4} :i fh_3l>|'/ (5.76)

i{il

o vetor de for¢cas nodais correspondente ao sistema de coordenadas local apds a introducdo
de funcbes de forma hierarquicas de quarto grau.
Manipulando as Equagdes (5.33) a (5.40) com a introducdo de fungdes de forma de

quarto grau, tem-se,

[M.] = [T ] [V ] (5.77)

[K4] = [T4]T [K4][T4] (578)
na qual

e[Mlso] [M|h2] [MI h3] ! [MI h4] U e[K|so] [K|h2] [K|h3] ! [KI h4] U

M.] = IMiei] [Mionz] [Mizns] | | [Mrzn 0. [Ka] = §Krei] [Knore] [Knzr] ! | [Kiznalg
th3|] [Mnsh2] [Mngns] ! [Mh3h4]u QKh?n] [Khshz] [Khans] ! [Kh3h4]u

(5.79)
A Equacdo (5.77) que se referente a matriz de rigidez no referencial global, pode ser
reescrita da seguinte forma.

e[Klso] [KI h2] [KI h3] ! [KI h4] U q 0 0 i 0 l‘:l
gKhZI] [Khzn2] [Knzns] | [ Khe, h4]u g 0 [Thz]T 0 i 0 Hx
qKn]_[Kuara] [Krara] | [Knan] € 0 0 [T} 0 Y
gKhm] [Khanz] [Knans] 1 [Kna, h4]u g O 0 0 [T.0'g
é[Klso] [K h2] [KI h3] : [K|h4]u éT'SO] 0 0 : 0 U
: a

g h2|] [Kh2 h2] [Khz h3] [Khz h4]u ¢ 0 [Th2] 0 ! 0 u (5.80)
q'fﬂ?»_ll__[_"_@nz_]__[_*inzhz]_ [_Kfih_du ______ 0 [Tl O U

h4|] [Kh4h2] [Kh4h3] [Kh4h4]g é 0 0 0 '[Th4]3
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Ap6s os calculos a equagdo (5.80) torna-se

,[K|so] [K|h2] [K|h3] i [KI h4]l:|
gKh2|] [Khanz] [Khzns] l [Khz, h4]
§Knai] [Knanz] [Knans] ! i [Kh3h4]U

S_Khm] [Khanz2] [Khans] [Kh4h4]u

§Tiso] " [Kiso] [ Tiso] 0 0 | 0 0
e Tri/ | U
é 0 [Th2] [ Khzn2][The] 0 | 0 G (5.:81)
8 .0 . o ______ (Mool TRnanalToa] 1 0o )
8 0 0 0 k ' [Tha]” [Kh4 ha][Thalf)

A Equacéo (5.78) que se referente a matriz de massa no referencia global, pode ser
reescrita da seguinte forma.

(:f'[Miso] [Min2l [Mins] | | [M|h4]u g 0 0 i 0 U
gM h2il [Mhnznz] [Mnzns] | [M h2h4]u g 0 [Thz]T 0 i 0 gx
qMrai] [Muane] [Mhara] | _[M_“f_“‘l]_u o o i ol
AM il [Mhap2] [M h4h3] [M ha, h4]u g 0 0 0 [T.]I'g
Ml M ] Mgl 1[M,]0 dTe] O 0} 0
N Vi Vi I e : G
g'\ihzi] [I\ihz,hz] [Mhz h3] ! [MhZ h4]u (:3 0 [Tha] 0 ! 0 u (5.82)
Iy, ] Mna] M) | Myt €0 O [Tl O 0
g—mm,i] [Mh4,h2] [Mh4h3] [Mh4h4]g é 0 0 0 | [Th4]H

Apds os calculos a equacdo (5.82) torna-se

e[MISO] [MIhZ] [M|h3] ! [M|h4]U
IMizi] [Muzne] M) |  [Mizpalg
th3I] [Mhsn2] [Mh&hS] [Mh3h4]u

S_MMI] [Mh4h2] [Mh4h3] [Mh4h4]u

qTiso]T[Miso][Tiso] 0 0 i 0 u
e T N | U
é 0 [Th2]  [Mn2,n2][Th2] _0 | 0 G (5.83)
g 0 0 | (Mool MusallTes] i O o
2 0 0 0 : [Th4] [M naha ][ ThalQ
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Apds as manipulagdes das Equagdes (5.81) e (5.83) tem-se as matrizes de rigidez e
massa, respectivamente no sistema de coordenada global apds a introducéo de funcbes de

forma hierérquicas de quarto grau.



6 FORMULACAO DASCARACTERISTICASDO SISTEMA

6.1 Introducdo

Encontradas as equactes algébricas que descrevem as caracteristicas de cada el emento
do sistema estrutural, o proximo passo é combina-las para formar um conjunto completo de
eguacdes que governe a reunido de todos os elementos. O procedimento de montagem deste
conjunto de equagdes esta baseado na necessidade de que o equilibrio se verifique por todo o
sistema. Como as condi¢bes de equilibrio ja foram impostas dentro de cada elemento,
necessita-se, agora, estabelecer as condi¢des para que cada né do sistema discretizado estgja
em equilibrio. Para tanto, é estabelecido um esguema de numeracdo global, que identifica
cada no do sistema discretizado. Em seguida € criada a topologia, que especifica quais nos do
sistema pertencem a quais elementos, ou seja, especificam a correspondéncia entre os nés do
sistema discretizado e os nés dos elementos. Esta topologia, dada como entrada do programa

computacional, serve para definir a conectividade da malha de elementos.

6.2 Determinacdo dasmatrizes derigidez e de massa globais

Paraque um no i, genérico, do sistema esteja em equilibrio, as componentes do vetor
e

de carga {fi}, nele atuantes, devem ser iguais a soma das componentes das forcas {f, } de

cada elemento, que concorre para o no i . Portanto,
fi = é {fie} (6.2)
e=1

naqual neé o nimero total de elementos, que compdem o sistema estrutural discretizado e
{fie} € 0 vetor de carga, correspondente ap sistema isoparamétrico, associado ao nd i do
sistema. O mesmo procedimento € admitido para as componentes das forcas {fhm},

relacionada com o sistema hierérquico.
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fom = a {tel (6.2)

e=l

na qual { fh@;n} € 0 vetor de carga correspondente ao elemento hierarquico.

Conhecendo a correspondéncia entre os nos dos elementos e os nés do sistema, pode-

se escrever para cada elemento € do sistema, de forma compacta, que:
[ ]{a}+ [K]{a} ={f} (63)

naqual, [M] € amatriz de massa global do sistema:

g g [M Ie] a [Ml hm]u
IEHE (6.4)
] &lm; ]”
Ee=1
[K] € amatriz de rigidez global do sistema:
g a. [K e] a. [KI hm]u
K]=8 ~ (6.5)

ne

alk,]  alk ]“

ee:1

{a} & o vetor relacionado com as acelerages nodais e parametros hierérquicos do sistema:

{a}:‘;{a}u

Hath 69

{a}, o vetor relacionado com os deslocamentos nodais e parametros hierarquicos do sistema:

(6.7)
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e {f} éo vetor de cargaglobal:

{}=]

(6.9)

Nas Equagdes (6.4), (6.5), (6.6) e (6.7), {a,} e {4} sdo, respectivamente, os deslocamentos e
aceleragbes nodais correspondentes aos nés do sistema, {a,,} e {4,,} sf os pardmetros
hierérquicos correspondentes ao refinamento hierarquico do sistema, [Kie] e [M ie] s80
respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa correspondentes ao elemento

e

isoparamétrico, [thmj e [M |,hmJ S50, respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa que

caracterizam o acoplamento entre o elemento isoparamétrico e o0 el emento hierarquico, [K hemiJ
e [M ﬁm’i] s80, respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa que caracterizam o

acoplamento entre o elemento hierarquico e o elemento isoparamétrico, [K ﬁm] e [M ,fmJ s30

respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa que caracterizam o elemento hierérquico.
6.3 Andlisedinamica

A Equagdo (6.3) representa o caso geral de vibragdo forgcada para sistemas néo

amortecidos e, se ndo existem forgas atuantes no sistema, tem-se 0 caso de vibracéo livre:
[M]{a}+ [K]X{a} ={o} (69)

Admitindo-se movimento harménico, uma solugdo para esta equacéo pode ser escrita

como (Zienkiewicz, 1989):
{a} ={f }xe™ (6.10)
naqual e™ =coswt) +isen(wt), {f } € 0 vetor de deslocamentos nodais e w a freqiiéncia

angular.

A Equacéo (6.9) pode, entdo, ser reescrita na seguinte forma:
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(K]- 1AM ] }={d} (6.11)

na qual [K] e [M] sdo as matrizes de rigidez e de massa globais do sistema, respectivamente,

e | o quadrado da freqiéncia angular. Entretanto, este problema s6 pode ser resolvido apos a
imposicdo das condi¢cdes de contorno do sistema estrutural em andlise. Este procedimento é

efetuado por ocasido da determinacdo das matrizes de rigidez e de massa globais, onde, para
cada condicdo de contorno (vinculo), sdo eliminadas das matrizes de rigidez e massa globais a

linha e a coluna correspondentes. Para um sistema estrutural com n graus de liberdade pode-se

escrever que:
[KI{F]=[M]A{F AL ] (6.12)

nagua [K] e [M] s as matrizes (n" n) de rigidez e de massa globais do sistema,
respectivamente, [L] a matriz diagonal (n” n) que contém os n autovaores |, e
F]=[f} {f,}] amatriz (n" n) que contém os n autovetores {f,}.

O processo de resolucéo do problema de autovalor generalizado consiste na obtencéo

das matrizes [L] e [F ] Para tanto se resolve, primeiramente, o sistema isoparamétrico:

[Kiso] >{F iso] - [Miso]>{|: iso] >{|— iso] (6.13)

Sendo n,., 0 niimero de graus de liberdade da andlise isoparamétrica, [K .|, [M ],
[F.] e [L.] sio submatrizes (n_" n.) correspondentes a0 sistema isoparamétrico.
Pode-se fazer o refinamento da solugdo obtida através da primeira reandlise do sistema

introduzindo fungdes de forma hierarquica de segundo grau:

e[Klso] | [Klsth]u e[F |so] | [F |soh2]

éKhmso]l [KhZ] H éFh2|so]l [F h2] H

: : [Miso,hZ]B é[FISO] :[Fiso,hZ]EI é[L iso] :[Liso,hz]g (6 14)
g | [Mp.] HXEF h2isod | [F 2l gxgl-hz,iso] | [L el g .
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na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico ja foram obtidas

anteriormente na andlise iniciad. Sendo n,, 0 numero total de varidveis hierérquicas
introduzidas na primeira reanalise, |,Kiso,h2J’ [M iso,h2J’ |,Fiso,h2J e |_Liso,h2J S0 submatrizes

(ng  N,,) correspondentes ao acoplamento entre o0 sistema isoparamétrico e o sistema

hierérquico relacionado com a primeira reandlise, [K,], [M.,], [Fi.] € [L,,] sfo
submatrizes (n,, ~ n,,) correspondente ao sistema hierarquico para a primeira reanalise.

Pode-se fazer o refinamento da solucéo obtida através da segunda reandlise do sistema

introduzindo fungdes de forma hierarquica de terceiro grau:

g[K.m] [Kianz] | [Kisanal¥ €[F o] [F icane] ! [F.m]u
K] (K] K] oGF o] [F o] H[F ol =

——— e/ A —— == — .

Tkl [Krana] | [Krol 3 §F vaie] [Fromed | [F rol &

é [Miso] [Miso,hZ] : [Misqhs]l\fl é[F iso] [F iso,h2] : [F iSO,h?:]l\:I é[l— iso] [L isth] : [L isqhs]l‘fl
é ue ! ue ! U
th2|so] [M h2] [Mh2 hs]uXdF h2|so] [F h2] | [F h2h3]de|— h2|so] [L h2] | [l— h2, hs]u

—_———_—_———— e ——————— /A e — /A e —————— /.

Ml Migrd | Mol & §F il [F el | [Fral S Glraial [Loael | [L o]

(6.15)
na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico e hierarquico de segundo

grau ja foram obtidos anteriormente na andlise inicial e na primeira reandlise. Sendo n,,
0 numero total de varidveis hierérquica introduzidas na segunda reanalise, [Kiso’mj, [Miso’hsj,
IFiwns] © |Licons| S50 submatrizes (n" n,,) correspondentes a0 acoplamento entre o
sistema isoparamétrico e o sistema hierérquico relacionado com a segunda reandlise, [K hz,hSJ,
[M hzm], [F hm] e |,Lh2,h3J sdo submatrizes (n,,  n,;) correspondentes ao acoplamento
entre 0 sistema hierarquico relacionado com a primeira reandlise e o sistema hierarquico
relacionado com a segunda reandlise, [th], [M h3], [F ha] e [L h3] sdo submatrizes

(n,;~ Nn,;) correspondentes ao sistema hierarquico para a segunda reandlise.

Pode-se fazer o refinamento da solucéo obtida através da terceira reandise do sistema

introduzindo func¢des de forma hierérquica de quarto grau:
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g[Kiso] [Kiso,hZ] [Kiso,h3] i [Kiso,h4]g g[F iso] [F iso,hz] [F isth] i [F iso,hA]S
éKhz,iso] [Knol  [Kignsl i [Kh2,h4]l;|xé|: n2iso]  [Fral  [Fhonal i [F h2,h4]l;| _
Kigiso] [Khanz]l  [Kns] ! [Kh3h4]u gF nsiso] [Frane]l  [Fral 1 [Fhgnal¥

gKhmso] [Khanel [Kh4h3]' [Kal H gF haiso] [F hanz] [Fh4h3]' [FhA]H

é [Miso] [Miso,hz] [M isoh3] I [M isoh4]8 é [F iso] [F iso,h2] [F iso,h3] i [F iso,h4]g
%M h2,iso] [Mhz] [Mh2h3] [Mh2h4]u thZ,iso] [th] [F h2,h3] | [Fh2h4]ux
g_ h3|So] [Mh3h2] [M h3] [Mh3 h4] g hiilso] [F h3, h2] [F h3] [F h3h4]u

g h4|so] [Mh4h2] [Mh4h3]' [(M,] HgFMm] [Fh4h2] [Fh4h3]

(6.16)

g [L iso] [L iso,hz] [L isth] i [l— iso,h4]g
dlnzio] [Ln2]  [Lnznal i [Lramly
gl- haiso] [Lnane] L hal ' [L h3h4]

gl—hzllso] [L hanol [Lh4h3]' [Lh4]H

na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico, hierarquico de segundo e
terceiro graus ja foram obtidos anteriormente na andlise inicia e na primeira reanadise. Sendo

n,, O ndmero total de varidveis hierdrquicas introduzidas na terceira reandlise, [KiSQMJ,

[M iso’m], [F iso’h4] e [LiSO’M] sdo submatrizes (n,~ n,,) correspondentes ao acoplamento
entre 0 sistema isoparamétrico e o sistema hierarquico relacionado com a terceira reanaise,
[Kiznal, IMionels |Frone] € |Liona] SBO submatrizes (n,,” n,,) correspondentes a0
acomplamento entre o sistema hierérquico relacionado com a primeira reandlise e o sistema

hierérquico relacionado com a segunda reanalise, [KhaMJ, [M h3’h4J, [F h3]h4j e [Lhwj S0

submatrizes (n,,” n,,) correspondentes ao acoplamento entre o sistema hierarquico
relacionado com a segunda reandlise e 0 sistema hierérquico relacionado com a segunda
reanalise, [Kh4], [M h4], [F h4] e [L h4] sd0 submatrizes (n,,” n,,) correspondentes ao
sistema hierarquico para segunda reandlise.

Verificase que para cada reandlise é necess&rio apenas calcular as submatrizes
relacionadas com as novas variave's hierérquicas introduzidas. As submatrizes calculadas nas
andlises anteriores permanecem inalteradas o que diminui o esforco computaciona de
maneira apreciavel.

Como o algoritmo desenvolvido permite que se escolham, os graus das fungdes de

forma hierérquicas a serem introduzidas, bem como as variaveis hierérquicas de interesse,
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pode-se ter tantas reandlises quanto se queira. Assim, de uma forma geral, a i-ésima reanalise

pode ser escrita como:

g[K.iso] [Kis.qhi]g g[FISO] [Fi.sqhi]tjﬁl

dKnisol o [Knl § @F il - [Ful §

eMiw] ... [MigulU €[Fio] ... [FignlU €[Lig] ... [Liguld

e . . Jaén . u én . o

e ) Core . NN . o (6.17)
thi,iso] [Mhi] 3 gF hi,iso] [F hi] 3 gl— hi,iso] [l—hi] H

na qual todas a submatrizes anteriores aquelas relacionadas com a reandlise i ja foram
obtidas. Sendo n,, 0 ndmero total de variaveis hierarquicas introduzidas na i-ésima
reanalise, [Kiso,hij, [M iso,hiJ’ |_Fiso,hi] e |_Liso,hiJ as submatrizes (ng,~ n,) correspondentes ao
acoplamento entre 0 sistema isoparamétrico e o sistema hierérquico relacionado com a
i-esima reanalise, [Khi], [Mhi], [F hi] e [L hi] as submatrizes (n, " n,) correspondentes ao
sistema hierarquico relacionado com ai-esima reandlise.

Até este estégio, o refinamento hierérquico foi efetuado adicionando-se fungdes de

forma hierarquicas de segundo, terceiro e quarto graus ao longo dos el ementos como mostra a

figura6.1.
(&) . (e e
i g, j 2 k Nl I
L ] . * . L . &
N % N % N W2
N i N i .\'ﬁ 3
Nyt Nus N

Figura 6.1 Elementos com fungdes hierarquicas de 2°, 3° e 4° graus.

Entdo serd apresentado no capitulo seguinte um processo adaptativo de elementos
hierérquicos que é combinado com um conjunto de dois estimadores de erro a-posteriori esses
estimadores possibilitam, empregar expansdes polinomiais ao longo dos elementos, podendo
assm identificar os elementos mais carentes de refinamento, gerando novos graus de

liberdade hierarquicos, sempre que requeridos pela magnitude do erro envolvido na andlise.



7 ESTIMADORESDE ERRO

7.1 Introducéo

O objetivo deste capitulo é apresentar um indicador local e um estimador global como
estimadores de erro a-posteriori, cuja técnica utilizada fornecerd malhas mais confidveis.

Nos trabalhos de Babuska, Rheinboldt (1978), (1978), (1981), encontram-se sugestdes
para medidas e estimativas de erro a-posteriori para el ementos bilineares, as quais tém sido
consideradas suficientemente capazes para indicar com certa seguranca os resultados de uma
solucdo. Com base neste trabalho, outros estimadores de erro, usados em esguemas
adaptativos, tém sido testados em malhas de elementos finitos para gerar resultados mais
confiaveis Kelly (1983), Gago (1983), Eriksson (1986), Zienkiewincz e Zhu (1987). Ao
empregar um método numeérico tal como o método dos elementos finitos na resolucdo de um

problema fisico, trés tipos de erros podem ocorrer, Ribeiro (1986):

1°) O primeiro e 0 mais importante € o erro devido a discretizacdo, que se traduz no ndo

cumprimento das equacdes diferenciais que regem o problema;

2°) O segundo correspondente aos erros de truncamento, ocorridos durante o célculo

computacional, os quais podem ser minimizados, utilizando-se computadores de alta precisao;

3°) O terceiro tipo de erro é causado pelas simplificagdes envolvidas na construcdo do
modelo matemético representativo do problema.

Trata-se, neste capitulo, do primeiro tipo de erro, ou sgja, do erro proveniente da discretizacéo
do modelo matemético. Este € 0 erro que se tenta minimizar através de refinamentos
adaptativos. Para um estudo mais detalhado da quest&o, recomenda-se a leitura dos trabal hos
de Zienkiewicz (1983), Babuska (1981), Kelly (1984), Szabo e Sahrmann (1988).

7.2  Estimadoresdeerroa-posteriori

Estimadores de erro a-posteriori sdo agueles obtidos com base em informacfes da

prépria solugdo cujo erro desegja-se estimar.
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A obtencéo de estimativas de erro a-posteriori tem-se mostrado um importante tépico
na analise por elementos finitos e muitas pesguisas tém sido voltadas para esta area.

Utilizando a formulacdo paramétrica hierarquica do método dos elementos finitos é
possivel obter estimadores de erro a-posteriori Friberg (1987), os quais podem ser aplicados
em processos de refinamento na solucéo de problemas de autovalor generalizado.

Ent&o serdo deduzido um indicador de erro como sendo um estimador de erro local
a-posteriori na andlise de vibragdes livres, que pode ser usado em elementos de forma
arbitraria e aplicado a qualquer espécie de problema linear Friberg (1986).

A seguir, serdo utilizada uma expressdo para um indicador de erro, o0 qual podera ser
usado como um estimador de erro a-posteriori, dentro do conceito hierédrquico do método dos
elementos finitos.

Um indicador de erro, sugerido por Friberg (1986), € obtido a partir da equagdo
abaixo,

L (7.)
m

naqua |, éi-ésmo autovalor, k. € o coeficiente de rigidez modal e m. é o coeficiente de

massa modal.
Os coeficientes de rigidez modal e de massa modal séo definidos, respectivamente, por

i :{fi}T[K]{fi} (7.2)
m={}'[M]{ .} (7.3)

na qual [K] e [M] sdo as matrizes de rigidez e de massa globais, respectivamente. O vetor
coluna {f i} € 0 i-ésimo modo préprio de vibracdo do sistema a ser refinado. Nesse ponto,
portanto, € assumido que os autovalores e os correspondentes autovetores (| ,{f i }(n)) do

intervalo de freqiéncia de interesse, ja tenham sido encontrados em uma primeira solugéo
para uma certa discretizacdo. A notacdo (n) indica o nimero de graus de liberdades para esta

primeira aproximagao. Assim,
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— ki (n) _ {f |}E [K]n,n{]c i}n i = n
o T TR e 9

Procedendo-se um refinamento hierarquico com a introducéo de p graus de liberdade,

tem-se, analogamente,

_ VY A L TP 20 o

_ i(ntp) _ n+p pntp V] -

|J(n+p)_m —b/} & } J_l,z,...,n+p (7.5)
j (n+p) n+p n+pn+p Jidnep

na qual I_j (n+py COrresponde ao j-€simo autovalor, com modo proprio {y j}mp, obtidos com o

refinamento hierarquico.
As matrizes globais de rigidez e massa apresentam as seguintes formas,

J. o0
K n+p,n+ =6 ’ Yy 76
[Klnepme 9Kl [K], 2 (7.6)
dml,. [M], ;0
M ntpn+p — G " "y 7.
(M5 pnv M., [m], 2 (7.7)
O vetores {y J} el .y Podem ser separados,
‘léll}n'l-'I — éi(n) O U
_ =i 7, | e = @A — 7.8
{Y;}mp %{yl}pg - R N (7.8)

A estimativado erro relativo e parao i-ésimo autovalor para um possivel refinamento
€ dado por,
i -1 .
W ® i=1,2,...,n (7.9)

e =——"-,
Ii(n)

interpretando um autovalor |, como sendo uma fung¢do de duas variaves independentes k; e

m , aexpansdo da série de Taylor da Equagéo (7.1) € dada por
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|.(k +Dk ,m+Dm) =1 (k ,m)+DK%Ii(K , m)+Dm%Ii(lg m)+... (7.10)

Fazendo

DIy =1(k +Dk ,m+Dm)-1,(k ,m) (7.11)
e tendo-se que

(k. m)= L (7.12)

m

a Equacdo (7.12) torna-se,

D, @2 . KPm (7.13)

m m

Pelo uso da Equacdo (7.1), uma aproximacdo para a relativa troca de um autovalor

pode ser escrita como,

[l)' . @ Kl o (7.14)

Usando as Equacbes (7.9) e (7.14), uma aproximagdo para o erro relativo a um

autovalor em um refinamento hierérquico €

_Dk-1i wbm (7.15)

q k

i (n)
fazendo

Dk, =k, ) - K (7.16)

i (n+p)
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Dm ml (n) i (n+p) (717)

Assumindo-se que as matrizes [K]mp’n+p e [M ]n+p, +p S30 SiMétricas, e usando as

Equaces (7.4) a (7.8), tem-se que

Dk, ={f Jo[K Wff by - O s (K] b o
=f BRIkl - K] (7.18)
z{fi}l[K]p,n{fi}n'{Yi};[K]p,p{yi}p

e por outro lado,

=t Ml - b M b
k) 4 L) S R 0 A LY PR (7.19)
-2 vl ) - b B

Para encontrar um indicador de erro que possa ser usado como estimador de erro

a-posteriori, algumas hipoteses devem ser consideradas. Por exemplo, assume-se que

b} @l l, (7.20)

com esta aproximacdo, 0s dois primeiros termos do lado direito de ambas as

Equactes (7.18) e (7.19) se cancelam. Dai

Dk =-2fy B[k, ff ), - i Bkl b, (7.20)

om =-2§ Fm], {t}, - b Ml b o, (7.22)

Além disso, é preciso fazer uma estimativa do vetor {y i}p. Em um refinamento

hierérquico, o problema de autovalor generalizado torna-se
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%[K]nn [K]npu él—( ) 0 U d:M]nn [M]npuol& }nu
a1 - e 7.23
égK]p,n [K]D,DH g 0 | J(D)ngM]P” [M]ppug p% } ( )
usando a aproximacao da Equacdo (7.20) e considerando-se a hipétese que
I_i (p) @ i(n) (724)

a segunda Equaggo (7.23), resulta na seguinte aproximago de {y }

}p @ [[K]p,p - i(n)[lvl]p,p}l >‘(' [[K]p,n - i(n)[M]p,n]{f i}n) (7-25)

desde que [K]p‘p - | i(n)[M]p’p n&o resulte em uma matriz singular.

Um indicador de erro que fornece uma estimativa de uma possivel variagdo em um
autovalor pode, agora, ser obtido usando as Equagbes (7.15), (7.20), (7.21) e (7.25), pela

introducéo de um simples grau de liberdade hierérquico (p = 1). Apos simplificactes, tem-sg;

h(MD = 1 ([[K]nﬂ,n - ‘(n)[M]mln]{f i}n)z

7.26
k K -1 M (7.26)

i (n) n+l,n+l i(n)

n+Ln+l

Estimadores como este sGo chamados de indicadores de erro e podem ser avaliados
para cada possivel novo grau de liberdade hierarquico introduzidos nos elementos. Em
processos de refinamentos adaptativos, os indicadores de erro localizam os pontos da maha
onde as correlacdes sd0 mais desgjaveis.

Na expressio do indicador de erro, Equagéo (7.26), tem-se que [K],.., € [M],..
devem conter os n primeiros elementos da linha ( + 1) das matrizes de rigidez e de massa

globaise K e M deve ser os correspondentes elementos de indice (n+ 1, n+ 1) da

L+ N+,
diagonal dessas matrizes. O valor negativo do indicador de erro é de menor interesse, Friberg
(1986) recomenda que ndo ha necessidade de se fazer um refinamento hierarquico quando o
indicador de erro torna-se negativo.

Como critério de parada do processo de refinamento hierarquico, € também
Interessante estimar a preciséo global dos autovalores para uma certa solugdo. Essa estimativa

global é definida por um estimador de erros, o qual é computado durante o célculo dos
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indicadores de erro sendo que geralmente essa estimativa é obtida em fungdo dos valores
positivos desses indicadores. Friberg (1987), propdem um estimador de erro o qua é
econémico computacionalmente e facil de ser implementado em um programa adaptativo,

dado por

e, =a h™ positivos) (7.27)

na qua e, € uma estimaiva de erro globa e é (hi(””) positivos) € o somatorio dos

indicadores positivos de erro, calculados para todos os elementos como sendo a estimativa de

erro global.
7.3  Processos p-adaptativos hier arquicos

O processo de refinamento adaptativo segundo a versdo p do método de elementos
finitos, consiste, basicamente, na introducdo de novos graus de liberdade através da utilizacéo
de funcdes de interpolacéo hierérquicas. Este processo também é conhecido como processo de
refinamento p-adaptativo hierarquico, e seu procedimento, conforme foi utilizado neste

trabalho, € descrito a seguir.

1°) Uma vez obtidaa primeira solucéo para o problema analisado, sdo introduzidos, nos
eementos, novos graus de liberdade hierdrquicos, através do aumento do nimero e
consequentemente do grau das funcdes de interpolacéo hierarquicas das variaveis fisicas.

2°) A partir dai, faz-se uma estimativa de erros através do caculo dos indicadores h ™

do erro para cada grau de liberdade hierérquico possivel de introducéo.

3°)  Determina-se entdo o estimador do erro e, , como uma estimativa global de erro para
0S p novos graus de liberdade hierarquicos.
4°) Se o erro total estimado for menor ou igua atoleréncia e, fornecida como dado de

entrada, a solucdo € considerada satisfatoria e consequentemente ndo se realiza novo

refinamento.

5°) Se esta estimativa de erro se encontrar fora da tolerancia e, fornecida como dado de

tol

entrada, processa-se entdo o refinamento seletivo hierarquico da solucdo. Neste caso, deve-se
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comparar todos os valores de h™? cal culados anteriormente com o maximo valor positivo de
h (™ dos indicadores.

Considerou-se, como no trabalho de Friberg (1987), que os indicadores h(™? devem
ser comparados com uma fracdo g, também pré-especificada, do maximo vaor dos
indicadores, e sdo refinados todos os pontos da maha, isto €, sdo considerados todos os p
possiveis graus de liberdade hierarquicos para os quais h(™" >g max (h(™).

A constante g controla, desta forma, o nimero de graus de liberdade hierarquicos
introduzidos a cada solucéo. Para g = 0 ocorre o refinamento completo, isto é, considera-se
todos os graus de liberdade hierérquicos dos elementos para a malha completa. Com isto,
conseguentemente, o procedimento perderd a caracteristica auto adaptativa da solugdo. A taxa

de convergéncia para este caso € 6tima, porém o esfor¢o computaciona para a solucéo usando
um grande nimero de graus de liberdade pode tornar-se excessivo. Para g =1 é refinado
apenas 0 elemento que possui 0 maior indicador de erro.

O valor ideal para g € dependente do problema estudado Willmersdorf (1988), no
entanto, seu valor ndo é critico no sentido de que poderia influenciar sensivelmente na
precisdo da solucéo do problema. Atualmente, mesmo adotando o valor de g situado dentro

de umalargafaixa, tem-se obtido boas taxas de convergéncia Friberg (1987).

7.4 Erro calculado

O indicador dado pela Equagéo (7.9), ou mais precisamente por

i(n+p) ~ i (n+pel)

e = (7.28)

i (n+p)

sendo n 0 nimero de graus de liberdade na analise isoparamétrica da malha origina e p o
nimero total de graus de liberdade hierarquicos introduzidos na malha até o refinamento
seletivo da Ultima reandlise. A estimativa de erro obtida pela Equacdo (7.28) sera definida
como erro calculado e aquela obtida pela Equacdo (7.26) como erro estimado. Para qual quer
caso, a estimativa de erro € determinada em funcdo da nova equacdo que se obtém pela
introducdo de apenas um grau de liberdade hierdrquico. No entanto, na determinagcdo da

estimativa do erro nota-se, considerando um caso e outro, uma grande diferenca em termos de
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esforco computacional. A explicagdo disto estda no fato que para obter o erro calculado é
necessario resolver inteiramente o novo sistema de equagdes de ordem n + p + 1. Por outro
lado, isto n&o ocorre quando se determina o erro estimado, pois neste caso, as operacdes Sao
realizadas em funcdo apenas dos coeficientes das variaveis da nova equacdo. Em decorréncia
desta vantagem, adotou-se neste trabalho o emprego do erro estimado como indicador de erro

no processo de refinamento p-adaptativo hierérquico.
7.5 Andlisehierarquica

A partir desse estdgio iniciaase 0 processo de refinamento adaptativo hierérquico
versdo p do método de elementos finitos. Para determinar a posi¢cao dos possivel's novos graus
de liberdade hierarquicos, a andlise de erros deve ser feita pela introducdo, em cada elemento,

das funcgdes de interpolacéo hierérquicas de segundo grau, como mostraa Figura 7.1.

L 1) | €2

Moz &l

Figura 7.1 Elementos e; e e, com func&o hierarquica de 2° grau

Pela introducdo das funcbes de interpolacdo polinomiais hierarquicas em cada

elemento obtém-se uma aproximacao das variaveis fisicas do elemento, na seguinte forma;

1ud
e -
twy =[N fa} +|N, fa.} (7.29)
i3
19
naqual N; (i=1, 2, ..., n) sdo fungbes de interpolacdo para os n nos do eemento na

formulacéo isoparamétrica e Nn, € a funcdo de interpolacdo hierérquica para o elemento

considerado. A Equacdo (7.29) pode ser reescrita da seguinte forma:
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iy
Tw ]
pug &N, 00 N, O OU:I:ql; éN, O 00Uyl
| 2 / A p i
iw=g0 N, 0 0 N, Og’f'l.ulfgo Ny, O (X Wy (7.30)
iah 80 0 N, 0 0 N *f 80 0 Ny {dyh
LW
1
ta, b

Nota-se, através da Equacdo (7.30), que devido a presenca de uma funcdo de
interpolacdo hierérquica na aproximagdo da varidvel fisica, serdo introduzidos nos elementos
trés graus de liberdade hierérquicos para cada funcdo de interpolacéo hierérquica introduzida.

Considerando a aproximagao dada pela Equagéo (7.30), ou sga, introduzindo apenas

um grau de liberdade hierarquico unz no elemento e;, tem-se 0 esquemada Figura 7.2.

(&) ([ e)

—>

L%

Figura 7.2 Elemento e; com um grau de liberdade hierarquico de 2° grau

Com a introducdo desse novo grau de liberdade hierarquico as matrizes de rigidez e de
massa globals passaréo ater ordem

Unz
z | L, N
g ek, Kig U} €Ky5oU 3
X e . u : e . uv
K= ge : l]:gua (7.31)
a BKo - Ky H | Skg,loH G
A ———————= q4-——-——-- -
e | u
Unz 2 [klo,l : klOQ] | [klo 10l

na qual a submatriz de dimensdo 9”9 é a matriz globa correspondente a andlise
isoparamétrica. Seus elementos ndo sdo dterados com a introducdo da nova funcéo de
interpolacdo hierérquica. Nota-se que a ordem da matriz foi aumentadade 9” 9 para 10" 10,
devido a presenca de um grau de liberdade hierdrquicos de segundo grau introduzido no
elemento e;.

Considerando a aproximacédo dada pela Equacdo (7.30), ou sgja, introduzindo mais um

grau de liberdade hierarquico wi, no elemento e; tem-se 0 esquemada Figura 7.3.
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Figura 7.3 Elemento e; com dois graus de liberdades hierarquicos de 2° grau

Com aintroducéo desse novo grau de liberdade hierarquico as matrizes de rigidez e de

massa globals passardo ater ordem 11" 11.

Up Wi
7 |
e 4 N A o u
& ¢ Ky o Ky u, ek kU 0
g e Care Q!
S é U0 é a U
K = 8 = 2 1A ~ U (7.32)
e € Koy -+ Koo B! 8Kozo Kons G
u, & 4 T T T T T T NIT
h2 X §<10,1 klo,gl;I | §k10,10 k10,11l;| o
W &8 K Ul K do
h2 & & 1190 | &Ko Kuug H

Lembrando que amatriz de dimensdo 10" 10 jafoi definida anteriormente.
Considerando a aproximagao dada pela Equacéo (7.30), ou sga, introduzindo apenas

um grau de liberdade hierarquico q,, no elemento e, tem-seaFigura7.4.

_
>
o
[ 2]
el

Figura 7.4 Elemento e; com trés graus de liberdades hierarquicos de 2° grau

Ent&o as matrizes de rigidez e massa globais passaréo ater aordem 12° 12
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A |
€ & R y u
& € Ky, - ko u | € kLlO k1,11 k:LlZ u a
C e L aie G
g & 1 ' 0y
K= gBKa = Ko 1Bk kn ko fl (7.33)
é - . <~ U
Unz é &Ko, KigoU 1 Kio10  Kiggy  KigzpU U
W, & &k Kot | guse K ‘!
h2 € aKiny 1o (g1 ghuo M k11.12L] u
ez = -
An2 2} Sklm klZQH ' 8Ko10 Kign k12,12H g

Lembrando que amatriz de dimensdo 11" 11 jafoi definida anteriormente. O processo

se repete para 0 e emento e, conforme Figura 7.5.

(e [ e1)

wq ) W, ., a
: ‘ 2 ¥ ¥
1 fZ 2 il 3
% i TR b 1 SR
o — S

i, i,

Figura 7.5 Elemento e, com trés graus de liberdades hierarquicos de 2° grau

Ent&o devido a introducdo desses trés graus de liberdade hierarquico no elemento e, as
matrizes global passard ater a dimensdo 15° 15, lembrando que a submatriz de dimensdo

9" 9 é amatriz do elemento correspondente a analise isoparamétrica.

75.1 Andissdeero

Na andlise de erros, o indicador de erro a-posteriori € determinado em funcdo da
introducéo de apenas um grau de liberdade hierarquico Equacdo (7.26). Neste caso, as linhas
acrescentadas as submatrizes isoparamétrica devem ser utilizadas separadamente, ou sga,
consideram-se gpenas 0s elementos da linha das matrizes ampliadas, correspondentes a cada
grau de liberdade hierarquico introduzido.

Entdo na andlise de erros, calcula-se o indicador de erro devido a introducéo do
primeiro grau de liberdade hierarquico unz, no elemento e;. Para o caso considerado, o
indicador é calculado em funcédo dos nove primeiros el ementos da linha unh, das matrizes de

rigidez e de massa globais e em funcéo do elemento da diagona de indice ki, 10.
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matriz global Uny
€ & g 5 U
& éky kio U} €Kyzol i
c ¢ . Gre .ol
K = ge : u:e'ug (7.34)
S Bk Koo b q U
¢ 8o - K w8 Bl ¥
e I u
Uhz é [k101 : k10,9] | [klolO 9|

Em seguida, determina-se o indicador de erro, quando é introduzido um grau de
liberdade hierérquico w2, N0 elemento e;. Para isso, tomam-se 0s nove primeiros elementos

dalinhawy, das matrizes globais e 0 e emento ki; 11 da diagonal dessas matrizes.

matriz global U, W,
7 | N
€ 4 N A o u
e ¢ Ky Kig l;'i gkllo kl,llg U
é & L alet o fgd 7.3
K = é A A - U .
é BKoy - Koo H! 8Koro Kous G
S — e m——————— —— |——————_——————
u., 6 T U
h2 2 ?klo,l klo,gl;I : ?klo,lo u -
w. &8 K uré K u
he & e - 190 € 11110 H

Analogamente, o outro indicador de erro, correspondente a introducdo de um grau de

liberdade hierarquico q,, no elemento, é calculado em termos dos nove primeiros elementos

da linha q,, das matrizes de rigidez e de massa globais e do elemento de enderego Kio12

dessas matrizes.

matriz global U, W, Jp
- | N
g eéky - KoU] €k, Ky kg, U 3
= €. o ur e : U’
K = A ko - Ky H ! Koo Kour Koso ff G (7.36)
A T T T T T T r—— === ===== 7
é 4 N < U
U % §k10,1 ’ k10,9l;|: ?kio,lo u {
w. &8 aé ay
h2 g kg kn.gu: & Kisua q U
DN - U
o é 8(121 . k12 9H; 8 k12,12Hg

Vae relembrar que estes trés indicadores de erro sdo calculados devido a introdugdo
de apenas uma funcéo de interpolacdo hierarquica em um elemento e seus valores dependem
do grau m do polinémio dessa funcéo.
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Para dar continuidade a andlise hierérquica, considera-se, dessa vez, uma fungdo de

interpolacdo hierdrquica cujo polindmio é ainda de segundo grau mas agora, introduzida em

um outro elemento como mostraa Figura 7.6.

L\ 1) | €2)

Moz gl 7

Figura 7.6 Elemento e, com funcdo hierarquica de 2° grau

Conforme explicacdo anterior, mais trés indicadores de erro sdo determinados em
funcdo dos trés novos graus de liberdade hierarquicos.

Este procedimento continua para outros elementos, até atingir o Ultimo elemento da
malha original discretizada.

Uma vez calculados todos os indicadores de erro em funcéo da introducdo dos novos
possiveis graus de liberdade hierdrquicos, para a funcdo de interpolagdo hierdrquica de
segundo grau, um erro global da solucéo atual deve neste momento, ser estimado.

No processo de refinamento adaptativo ha a necessidade de se definir uma estimativa
de erro global e, que devera ser usado como critério principal de parada. Neste trabalho,
utilizou-se o somatorio dos indicadores positivos de erro, calculados para todos os elementos
como sendo a estimativa de erro global, isto €,

e,=a (hf“”) positivos) (7.37)

se esta estimativa for menor ou igual atoleréncia e, pré estipulada pelo usuério, a solugéo
atual é considerada satisfatéria, caso contrério, realiza-se o refinamento seletivo hierérquico.
Neste caso, para determinar quais elementos sdo carentes de refinamento, é necessario
comparar todos os indicadores h(™ com uma fragio g do maximo valor positivo dos
indicadores de erro. Portanto, serdo considerados, no processo de refinamento, todos os graus

de liberdade hierérquicos para os quais;

h{™ 3 gh ™ max O£g£1 (7.38)
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na qual

h™?® ¢ o indicador de erro associado a um grau de liberdade hierarquico.

h ™ max € o maior indicador positivo de erro relacionado a solugéo atual.

g € uma constante fornecida pelo usuério

portanto, com este procedimento adotado, podem-se identificar os elementos, e 0s
correspondente graus de liberdades hierérquicos de segundo grau que devam ser consideradas
no processo de refinamento hierarquico.

Neste estagio termina a primeira reandlise do processo de refinamento hierarquico.
Outras reandlises hierarquicas podem ser possiveis, quando se adota este tipo de refinamento.
Neste caso, para cada nova reandlise repete-se 0 processo da andlise de erros descrito
anteriormente. Para isto determinam-se os novos indicadores de erro em funcéo da introducéo
de outras funcbes de interpolacdo hierarquicas nos elementos da maha considerada. No
entanto, o grau do polindmio destas fungdes deve ser aumentado agora, em alguns elementos,
de segundo grau para terceiro graul.

Ao final de cada reandlise, deve-se armazenar o grau da funcdo de interpolacdo
hierarquica que realmente foi introduzida em cada elementos da maha origina. Como
exemplo, a Figura 7.7 mostra os graus de liberdades hierarquicos introduzidos em cada

elemento apds a primeirareandlise.

] t; . . .:-, ] : .f"; )
W, ., W
O ;\ Dz
® ek ® } & Ll @
o o —

¥ ‘l
V2 2 Via

Figura 7.7 Elementos com graus de liberdades hierérquicos de 2° grau ap0s a primeira

reandise

Nota-se que na primeira reandlise foram identificados no elemento g os graus de

liberdades hierarquicos Wiz, Ve €, €0 g 0s graus de liberdades hierarquicos Wh, evh, eno

& 0s graus de liberdades hierarquicos vh2 €q,, como sendo os mais carentes de refinamentos,

para os quais foram introduzidas funcdes de interpolacéo hierdrquicas de segundo grau. Para o



124

céculo dos indicadores de erro na segunda reandlise, deve-se introduzir uma nova fungéo de
interpolacdo hierarquica na aproximagdo das variaveis fisicas do elemento, com isso
aumentara a ordem do polindmio das fungdes hierarquicas de segundo paraterceiro grau. Para
0 exemplo acima, de acordo com a Figura 7.7, deve-se inserir os graus de liberdades

hierarquicos de terceiro grau nos elementos carentes de refinamento como mostra a

Figura 7.8
[ : rl‘|: | [ l‘.";.:- | i:',; |
W W
hd 3
A Dns ;: %_;
e i ® | o — ®
p— o

¥ | & ¥
Vi i Vas

Figura 7.8 Elementos com graus de liberdades hierérquicos de 3° grau

Logo, o processo de refinamento hierérquico sO se completa, para uma dada precisao
global, quando for obedecido o critério principal de parada adotado, a menos que o grau das
fungBes de interpolagdo hierarquicas, introduzidas nos elementos, tenha atingido o limite
maximo estipulado. Como mencionado no capitulo 3, sdo consideradas, neste trabalho,

fungdes de interpolacéo hierérquicas cujo o grau dos polindmios pode variar dem=2am= 4.

7.6 O problemade autovalor generalizado

Uma vez obtidas as matrizes globais de massa e rigidez apds as reandlises, estuda-se
em seguida, a solugdo do problema dinamico de autovalor generalizado, que apresenta a
seguinte forma,

(K]-1 [mM]ff}={o} (7.39)

sendo [K] e[M] as matrizes de rigidez e massa do sistema com os devidos graus de liberdades

hierérquicos apos as reanalises, {f } € 0 vetor dos deslocamentos nodaise | € o quadrado da

freqiéncia angular. Através da Equacdo (7.39), obtém-se os autovalores e seus

correspondentes autovetores do sistema.



8. RESULTADOSNUMERICOS

8.1 Introducéo

A seguir sdo apresentados alguns resultados numéricos. Os problemas examinados tém
por finalidade determinar as menores freqliéncias naturais das vigas, considerando a analise
dindmica (problema de autovalor generalizado). A confiabilidade e a eficiéncia do elemento
finito hierérquico considerando o processo adaptativo descrito no capitulo anterior, os
resultados obtidos nas analises isoparamétrica e hierarquica de 2° grau (m = 2), 3° grau (m =
3) ed°grau (M = 4) sem a utilizagdo do indicador e do estimador global de erros, seréo
apresentados em cada problema. Os resultados descritos nas tabelas a seguir foram
normalizados dividindo-se as frequéncias naturais calculadas pelas frequéncias naturais
“exatas’ obtidas na literatura. Segue abaixo a equacdo representando a normalizacdo das

freguéncias,

F
F ='c 8.1
F (8.1)

n

sendo F, as freguéncias naturais calculadas, F, as freqléncias naturais exatas e F, as

freguéncias normalizadas.

8.2 Vigadesecdo retangular engastada em uma extremidade

Sera apresentado um exemplo cléssico, na elasticidade plana, para estudar o problema
dindmico de autovalor generalizado, que consiste em uma viga engastada em uma
extremidade, como mostra a Figura 8.1. A discretizagdo bésica para a primeira solugdo
consiste de elementos cujas fungdes de interpolagdo sdo dadas pelas Equagdes (2.11) e (2.12).
Para solucdes subsequentes, seréo introduzidas funcdes hierarquicas de ordem crescente nos
elementos definidos pelas Equagles (2.42), (2.43) e (2.44).

A seguir estdo apresentados os dados do problema, as menores freqliéncias naturais

“exatas’ obtidas na literatura e atoleréncia e, .
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Propriedades daviga Nomenclatura Valores
Comprimento L 20m
Largura B 0.1lm
Altura H 4m
Modulo de elasticidade E 0.000001 N /m?
Poisson \% 0.3
Densidade em massa r 1Kg/m®
Momento de inércia [ BH?3/12
Madulo de elasticidade transversal G E/2(1+vV)
Cosficiente de distorcéo a 5/6

Tabela 8.1 Propriedades da viga

As menores freqliéncias naturais obtidas na literatura Timoshenko (1974) sdo: 1.567,
8.437, 12.50, 20.08, 33.34, 37.50, 47.41, 61.53, 62.50 e 75.07 Hz, e a tolerancia fornecida

como dado de entrada e, = 10°2.
A ¥
~
E.v, p
L . H
i
- L B

Figura 8.1 Viga de segdo retangular engastada em uma extremidade.

As Tabelas 8.2 a8.11 e as Figuras 8.2 a 8.11 apresentam a constante g que varia de
0.5 a 0.9, e tem por finaidade controlar 0 nimero de graus de liberdade hierarquicos
introduzidos a cada solucdo. Tém-se também os nimeros de elementos envolvidos na andlise
numerica, os graus de liberdades livres (NGL) e as frequéncias normalizadas obtidas nas
anadlises isoparamétricas (iso) e hierarquicas de 2° grau fn= 2), 3° grau (m= 3) e 4° grau

(m = 4) com autilizagdo do estimador de erro a-posteriori.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos
fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso |1.2194( O 12 111034 | O 18 | 1.0594| O 24 110384 O 30
h, [1.0113| 17.07 | 24 {1.0049| 893 | 36 | 1.0026 | 5.36 | 48 |1.0016| 3.54 | 60
hs [1.0113| 17.07 | 36 [1.0049| 893 | 54 | 1.0026 | 536 | 72 |1.0016| 3.54 | 90
hy [1.0113| 17.07 | 48 [{1.0049| 893 | 72 | 1.0026| 536 | 96 |1.0016| 3.54 | 120
hg=os5| 1.0113 | 17.07 | 30 | 1.0049| 8.93 | 53 | 1.0026 | 5.36 | 64 |1.0016| 3.54 | 90
hg-06| 1.0113 | 17.07 | 30 |1.0049| 8.93 | 53 | 1.0026 | 5.36 | 72 | 1.0016| 3.54 | 89
hg-07| 1.0113 | 17.07 | 30 | 1.0049| 893 | 48 | 1.0026 | 536 | 71 |1.0016| 3.54 | 87
hg-0g| 1.0113 | 17.07 | 25 [ 1.0049| 8.93 | 47 | 1.0026 | 5.36 | 65 |1.0016| 3.54 | 84
hg=0g9| 1.0529 | 13.65 | 23 |1.0049| 8.93 | 39 | 1.0026 | 5.36 | 65 |1.0016| 3.54 | 79

Tabela 8.2 Primeira freqiéncia natural normalizada para a viga de secéo retangular

Fregiléncia normalizada

engastada em uma extremidade.
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! ! ' ! | —— 5o
: ' | —4%— hZ
o oumrmeamsuss s | 3
e a | e~
[y I L N i__________i_ ____________________ i hy =05
P R A SR S SO H—
PRUSHENS, . TRPTRY S STV S p—— :
B L E i----------ir --------------------------------------- -
| RS *hh—hﬁ——@_——";-ﬂ __________ = L . i3 ORI _
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ndmera de graus de liberdade

Figura 8.2 Primeira freqliéncia natural normalizada para a viga de secéo retangular

engastada em uma extremidade.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos
fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso | 1.2938 0 12 | 1.1352 0 18 | 1.0770 0 24 [1.0496| O 30
h, [1.0674| 1750 | 24 {1.0286| 9.39 | 36 |1.0159| 5.67 | 48 |1.0101| 3.76 | 60
hs [1.0671| 1752 | 36 [1.0286| 9.39 | 54 |1.0159| 5.67 | 72 |1.0101| 3.76 | 90
hy [1.0671| 1752 | 48 [1.0286| 9.39 | 72 |1.0159| 5.67 | 96 |1.0101| 3.76 | 120
hg=os5| 1.0674 | 17.50 | 30 |1.0286| 9.39 | 53 |1.0159| 5.67 | 64 |1.0101| 3.76 | 90
hy-06| 1.0674 | 17.50 | 30 |1.0286| 9.39 | 53 | 1.0159| 5.67 | 72 |1.0101| 3.76 | 89
hg-07| 1.0674| 17.50 | 30 | 1.0286| 9.39 | 48 |1.0159| 5.67 | 71 [1.0101| 3.76 | 87
hg=os 1.0687| 1740 | 25 |1.0286| 9.39 | 47 |1.0159| 567 | 65 |1.0101| 3.76 | 84
hg=0o| 1.1441| 11.57 | 23 | 1.0286| 9.39 | 39 |1.0159| 5.67 | 65 [1.0101| 3.76 | 79

Tabela 8.3 Segunda frequiéncia natural normalizada para a viga de segéo retangular
engastada em uma extremidade.
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Figura 8.3 Segunda freguiéncia natural normalizada para a viga de se¢éo retangular

engastada em uma extremidade.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos
fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso [1.0064| O 12 | 1.0029 0 18 | 1.0016 0 24 (10010 O 30
h, [09979| 0.84 | 24 {09991 | 0.38 | 36 [0.9995| 0.21 | 48 |0.9997| 0.13 | 60
hs [0.9979| 0.84 | 36 {0.9991| 0.38 | 54 [0.9995| 0.21 | 72 |0.9997| 0.13 | 90
hy [0.9979| 0.84 | 48 {09991 | 0.38 | 72 [0.9995| 0.21 | 96 |0.9997| 0.13 | 120
hg=05]0.9979| 0.84 | 30 {0.9991| 0.38 | 53 |0.9995| 0.21 | 64 |0.9997| 0.13 | 90
hy=06]/ 0.9979| 0.84 | 30 {0.9991| 0.38 | 53 |0.9995| 0.21 | 72 |0.9997| 0.13 | 89
hg-07/ 0.9979| 0.84 | 30 {09991 | 0.38 | 48 |0.9995| 0.21 | 71 [0.9997| 0.13 | 87
hy-05]/0.9980| 0.83 | 25 [0.9991| 0.38 | 47 |0.9995| 0.21 | 65 |0.9997| 0.13 | 84
hg=09]0.9980| 0.83 | 23 {1.0001| 0.28 | 39 |0.9995| 0.21 | 65 |0.9999| 0.11 | 79

Tabela 8.4 Terceira freqiéncia natural normalizada para a viga de se¢do retangular
engastada em uma extremidade.
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Figura 8.4 Terceira freqiéncia natural normalizada para a viga de secéo retangular
engastada em uma extremidade.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos
fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso | 1.4203 0 12 | 1.1952 0 18 | 1.1105 0 24 (10708 O 30
h, [1.1269| 20.66 | 24 {1.0519| 11.99| 36 |1.0285| 7.38 | 48 |1.0181| 4.92 | 60
hs [1.1230| 20.93 | 36 |[1.0512| 12.05| 54 |1.0283| 7.40 | 72 |1.0180| 4.93 | 90
hy [1.1230| 20.93 | 48 [1.0512| 12.05| 72 |1.0283| 7.40 | 96 |1.0180| 4.93 | 120
hg=os5| 1.1269 | 20.66 | 30 |1.0519| 11.99 | 53 | 1.0285| 7.38 | 64 |1.0181| 492 | 90
hy-06| 1.1269 | 20.66 | 30 |1.0519| 11.99 | 53 |1.0285| 7.38 | 72 |1.0181| 4.92 | 89
hg-07| 1.1269 | 20.66 | 30 |1.0519| 11.99| 48 |1.0285| 7.38 | 71 [1.0181| 4.92 | 87
hy-0g| 1.1408 | 19.68 | 25 | 1.0519| 11.99 | 47 |1.0285| 7.38 | 65 |1.0181| 492 | 84
hg-og9| 1.2419 | 1256 | 23 |1.0520| 11.98 | 39 | 1.0285| 7.38 | 65 |1.0181| 4.92 | 79

Tabela 8.5 Quarta freqiéncia natural normalizada para a viga de seg¢do retangular

1.3

Fregiiéncia normalizada

DHN | S o ——
FITN! S S ——
1.15
1.1

1.05

] T

0.9 i i

engastada em uma extremidade.

4° MoDo

a 20 40 B0 an 100 120 140
narmero de graus de liberdade

Figura 8.5 Quarta freqiéncia natural normalizada para a viga de secdo retangular

engastada em uma extremidade.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos
fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
Iso [1.1904| O 12 |1.1539 0 18 | 1.1411 0 24 11.1013| O 30
h, [1.1061| 7.08 | 24 |1.0737| 6.95 | 36 [1.0403| 8.83 | 48 |1.0255| 6.88 | 60
hs [1.1049| 7.18 | 36 |1.0704| 7.24 | 54 [1.0393| 892 | 72 |1.0251| 6.92 | 90
hy, |1.1049| 7.18 | 48 |1.0703| 7.24 | 72 [1.0393| 8.92 | 96 |1.0251| 6.92 | 120
hg-os5| 1.1049| 7.18 | 30 | 1.0736| 6.96 | 53 | 1.0403| 8.83 | 64 |1.0255| 6.88 | 90
hg-06| 1.1049 | 7.18 | 30 | 1.0737| 6.95 | 53 | 1.0403| 8.83 | 72 |1.0255| 6.88 | 89
hg-07| 1.1049| 7.18 | 30 | 1.0736| 6.96 | 48 |1.0403| 8.83 | 71 [1.0255| 6.88 | 87
hg-0s| 1.1155| 6.29 | 25 | 1.0736| 6.96 | 47 | 1.0403| 8.83 | 65 |1.0255| 6.88 | 84
hg=0o| 1.1155| 6.29 | 23 |1.0739| 6.93 | 39 |1.0403| 8.83 | 65 [1.0255| 6.88 | 79
Tabela 8.6 Quinta freqliéncia natural normalizada para a viga de se¢do retangular

engastada em uma extremidade.
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Figura 8.6 Quinta frequéncia natural normalizada para a viga de secdo retangular
engastada em uma extremidade.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos
fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso |{1.3433] O 12 (11355 O 18 [1.0298| O 24 11.0093| O 30
hy, |1.0623| 2092 | 24 |0.9920| 12.64 | 36 [0.9954| 3.34 | 48 |0.9970| 1.22 | 60
hs |1.0462| 2212 | 36 |0.9918| 12.66 | 54 [0.9953| 3.35 | 72 |0.9970| 1.22 | 90
hy [1.0454| 2218 | 48 |0.9918| 12.66 | 72 [0.9953| 3.35 | 96 |0.9970| 1.22 | 120
hg=o5| 1.0632 | 20.85 | 30 | 0.9918| 12.66 | 53 | 0.9953| 3.35 | 64 |0.9970| 1.22 | 90
hg-06| 1.0632 | 20.85 | 30 |0.9918| 12.66 | 53 | 0.9953| 3.35 | 72 |0.9970| 1.22 | 89
hg-07| 1.0632| 20.85 | 30 | 0.9933| 1252 | 48 |0.9953| 3.35 | 71 [0.9970| 1.22 | 87
hy-0g| 1.1023 | 17.94 | 25 [ 0.9933| 1252 | 47 |0.9957| 331 | 65 [0.9971| 1.21 | 84
hg=og| 1.1977 | 10.84 | 23 [ 0.9949 | 12.38 | 39 | 0.9957| 3.31 | 65 |0.9974| 1.18 | 79
Tabela 8.7 Sexta frequéncia natura normalizada para a viga de secdo retangular

engastada em uma extremidade.
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Figura 8.7 Sexta freqUéncia natural normalizada para a viga de secdo retangular
engastada em uma extremidade.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos
fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso | 1.5206 0 12 | 1.3478 0 18 | 1.2122 0 24 |11.1375| O 30
h, [1.0739| 29.38 | 24 {1.0911| 19.05| 36 |1.0502| 13.36 | 48 |1.0318| 9.29 | 60
hs [1.0632| 30.08 | 36 [1.0817| 19.74 | 54 | 1.0471| 13.62| 72 |1.0305| 9.41 | 90
hy [1.0583| 30.40 | 48 [1.0813| 19.77 | 72 | 1.0470| 13.63| 96 |1.0305| 9.41 | 120
hg=o5| 1.0742 | 29.36 | 30 |1.0908 | 19.07 | 53 | 1.0501| 13.37 | 64 |1.0318| 9.29 | 90
hg-06| 1.0742 | 29.36 | 30 |1.0909| 19.06 | 53 | 1.0501| 13.37 | 72 |1.0318| 9.29 | 89
hg-07| 1.0742| 29.36 | 30 | 1.0912| 19.04 | 48 | 1.0501| 13.37 | 71 [1.0319| 9.28 | 87
hg-og| 1.2555| 17.43 | 25 |1.0913| 19.03 | 47 | 1.0502| 13.36 | 65 |1.0319| 9.28 | 84
hg-og9| 1.3143 | 13.57 | 23 |1.0915| 19.02 | 39 | 1.0502| 13.36 | 65 |1.0319| 9.28 | 79
Tabela 8.8 Sétima freguéncia natural normalizada para a viga de se¢do retangular

engastada em uma extremidade.
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Figura 8.8 Séima freqiéncia natura normalizada para a viga de secdo retangular
engastada em uma extremidade.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos
fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso | 1.3333 0 12 | 1.0888 0 18 | 1.0569 0 24 (10420 O 30
h, [09782| 26.63 | 24 [0.9956| 856 | 36 |1.0035| 5.05 | 48 |1.0076| 3.30 | 60
hs [0.9723| 27.08 | 36 [0.9940| 8.71 | 54 |1.0030| 5.10 | 72 |1.0074| 3.32 | 90
hy [09718| 27.11 | 48 {0.9940| 8.71 | 72 |1.0030| 5.10 | 96 |1.0074| 3.32 | 120
hg=05| 0.9720 | 27.10 | 30 {0.9940| 8.71 | 53 |1.0030| 5.10 | 64 |1.0074| 3.32 | 90
hg-06| 0.9720 | 27.10 | 30 |0.9940| 8.71 | 53 |1.0030| 5.10 | 72 |1.0074| 3.32 | 89
hg-07| 0.9720| 27.10 | 30 |1.0027| 791 | 48 |1.0030| 5.10 | 71 [1.0074| 3.32 | 87
hy-0g| 1.0127 | 24.05 | 25 |1.0027| 7.91 | 47 |1.0055| 4.86 | 65 |1.0083| 3.23 | 84
hg-og9| 1.0641 | 20.19 | 23 |1.0071| 7.50 | 39 | 1.0055| 4.86 | 65 |1.0093| 3.14 | 79

Tabela 8.9 Oitava freguéncia natural normalizada para a viga de seg¢do retangular
engastada em uma extremidade.

g° Mopo

1.3

2
]

—
e
m

—_
—_

1.05

Fregiéncia normalizada

0.95

g essalos ussenosan sz fossesnes s g

0.9

]

80 1

ndrmero de graus de liberdade

oo

120 140

Figura 8.9 Oitava freguéncia natura normalizada para a viga de secdo retangular
engastada em uma extremidade.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos

fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso | 1.4787 0 12 | 1.2921 0 18 | 1.2192 0 24 (11480 O 30
h, [1.0577| 28.47 | 24 {1.0681| 17.34| 36 | 1.0376| 14.90 | 48 |1.0189| 11.25 | 60
hs [1.0426| 29.49 | 36 |[1.0556| 18.30 | 54 |1.0312| 15.42 | 72 |1.0161| 11.49 | 90
hys |1.0415| 2957 | 48 [1.0544| 1840 | 72 [1.0310| 15.44 | 96 |1.0160| 11.50 | 120
hg=o5| 1.0658 | 27.92 | 30 |1.0676| 17.37 | 53 | 1.0374| 1491 | 64 |1.0188| 11.25 | 90
hg-06| 1.0658 | 27.92 | 30 |1.0677| 17.37 | 53 | 1.0374| 1491 | 72 |1.0188| 11.25 | 89
hg-07| 1.0658 | 27.92 | 30 |1.0700| 17.19| 48 | 1.0374| 1491 | 71 |1.0193| 11.21 | 87
hy-0g| 1.0665 | 27.88 | 25 | 1.0700| 17.19 | 47 | 1.0377| 14.89 | 65 |1.0193| 11.21 | 84
hg=0g9| 1.1303 | 23.56 | 23 |1.0735| 16.92 | 39 | 1.0377| 14.89 | 65 |1.0194| 11.20 | 79

Tabela 8.10 Nona fregiéncia natural normalizada para a viga de seg¢do retangular
engastada em uma extremidade.
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Figura 8.10 Nona freqiéncia natural normalizada para a viga de secdo retangular

engastada em uma extremidade.
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos
fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso | 1.3887 0 12 | 1.1425 0 18 | 1.1232 0 24 (11071 O 30
h, [0.9861| 28.99 | 24 {09878 1354 | 36 |1.0209| 9.11 | 48 |1.0231| 7.59 | 60
hs [0.9415| 3220 | 36 {09851 | 13.78 | 54 | 1.0173| 9.43 | 72 |1.0199| 7.88 | 90
hy [0.9370| 3253 | 48 {09833 1393 | 72 |1.0170| 9.46 | 96 |1.0198| 7.89 | 120
hg=o5| 0.9919 | 28.57 | 30 | 0.9872| 1359 | 53 | 1.0208| 9.12 | 64 |1.0230{ 7.60 | 90
hy-06| 0.9919 | 28.57 | 30 |0.9873| 1358 | 53 | 1.0208| 9.12 | 72 |1.0230| 7.60 | 89
hg-07| 0.9919 | 2857 | 30 | 0.9881| 1351 | 48 |1.0208| 9.12 | 71 [1.0232| 7.58 | 87
hy-0g| 1.0003 | 27.97 | 25 [ 0.9882| 1351 | 47 |1.0208| 9.12 | 65 |1.0232| 758 | 84
hg=0g9| 1.0620 | 23.53 | 23 | 0.9973| 12.71 | 39 |1.0208| 9.12 | 65 |1.0232| 7.58 | 79

Tabela 8.11 Décima freguéncia natural normalizada para a viga de seg¢do retangular
engastada em uma extremidade.
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Figura 8.11 Décima frequéncia natural normalizada para a viga de secéo retangular
engastada em uma extremidade.
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8.2.1 Vigade secdo retangular engastada em uma extremidade com g = 0.5

As Figuras 8.12 a 8.15 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierarquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.5

(b)
Figura 8.12 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as dez freqiéncias da

vigacom 4 elementoseg= 0.5
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W
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Figura 8.13 Primeira reandise (a), segunda reandise (b) e terceira reanalise (c) para

as dez frequiéncias da viga com 6 elementose g= 0.5
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Figura8.14 Primeirareandise (a) e segunda reandlise (b) para as dez frequéncias da

vigacom 8 elementoseg= 0.5
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Figura 8.15 Primeira reandlise (a), segunda reandlise (b) e terceira reandlise para as

dez frequiéncias daviga com 10 elementose g= 0.5

8.2.2 Vigade segdo retangular engastada em uma extremidade com g = 0.6

As Figuras 8.16 a 8.19 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.6.
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(b)
Figura 8.16 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as dez frequiéncias da

vigacom 4 elementose g= 0.6
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Figura 8.17 Primeira reandise (@), segunda reandlise (b) e terceira reandlise (c) para

asdez requéncias daviga com 6 elementose g= 0.6
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Figura 8.18 Primeira reandise (@), segunda reandlise (b) e terceira reandlise (c) para

as dez frequiéncias da viga com 8 elementos e g= 0.6
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Figura 8.19 Primeira reandlise (a), segunda reandlise (b) e terceira reandlise para as

dez freqUiéncias daviga com 10 elementose g= 0.6

8.2.3 Vigade secdo retangular engastada em uma extremidade com g = 0.7

As Figuras 8.20 a 8.23 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.7.

(@)
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(b)

Figura8.20 Primeira reandise (a) e segunda reandlise (b) para as dez frequéncias da

vigacom 4 elementose g= 0.7
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Figura 8.21 Primeira reandise (a), segunda reandise (b) e terceira reandlise (c) para

as dez frequiéncias da viga com 6 elementose g= 0.7
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Figura 8.22 Primeira reandise (@), segunda reandlise (b) e terceira reandlise (c) para

as dez frequéncias da viga com 8 elementose g= 0.7
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(©
Figura 8.23 Primeira reandise (a), segunda reandise (b) e terceira reanalise (c) para

as dez frequiéncias da viga com 10 elementose g= 0.7

8.2.4 Vigade secdo retangular engastada em uma extremidade com g = 0.8

As Figuras 8.24 a 8.27 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.8.

(@)



146

(b)

Figura8.24 Primeirareandlise (a) e segundareandlise (b) para as dez freqiiéncias da

vigacom 4 elementoseg= 0.8
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Figura 8.25 Primeira reandise (a) e segunda reandlise (b) para as dez freqiiéncias da

vigacom 6 elementoseg= 0.8
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(b)

(©

Figura 8.26 Primeira reandise (@), segunda reandlise (b) e terceira reandlise (c) para

as dez frequéncias da viga com 8 elementose g= 0.8
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(©
Figura 8.27 Primeira reandise (a), segunda reandise (b) e terceira reandise (c) para

as dez frequiéncias da viga com 10 elementose g= 0.8

8.2.5 Vigade secdo retangular engastada em uma extremidade com g=0.9

As Figuras 8.28 a 8.31 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.9.
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Figura 8.28 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as dez freqliéncias da

vigacom 4 elementoseg=0.9
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Figura 8.29 Primeira reandise (a) e segunda reandlise (b) para as dez frequéncias da

vigacom 6 elementoseg=0.9
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Figura 8.30 Primeira reandise (a), segunda reandise (b) e terceira reandise (c) para

as dez frequiéncias da viga com 8 elementose eg = 0.9

@ @066 66 O @

M W s W
2 Opr o Oz e By A

(©

Figura 8.31 Primeira reandise (@), segunda reandlise (b) e terceira reandlise (c) para

as dez freqliéncias da viga com 10 elementos e g= 0.9
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8.3  Vigade segdo retangular biapoiada sem o estimador deerro

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos a partir do elemento finito hierdrquico
proposto na andlise dindmica de uma viga biapoiada como mostra a Figura (8.12), na qual foi
feita uma comparagdo dos resultados obtidos nas andlises isoparamétrica (iso) e hierarquica
de 2°, 3° e 4° graus sem a utilizacdo do estimador de erro, foi feita ainda a comparacéo dos
resultados obtidos do elemento BEAM3 do software comercial ANSY S 5.4 e do elemento de
viga de Euler Bernoulli. Todos os resultados obtidos com os elementos descritos acima foram

normalizados pelos resultados obtidos na literatura, Lima Jr. (2000).

Figura8.32 Vigade secdo retangular biapoiada.

Serd apresentado o comportamento dos resultados a medida que a viga se torna
esbelta, ito € b =r/L tendendo a zero, naqual r =./1/Area e L é o comprimento da viga.

A tabela abaixo mostra as variagdes dos valoresdeb =r/L que sera aplicado neste exemplo a

medidaque aatura“ H” daviga aumenta.

b=r/L H/B H B L

0.005 3.4640 0.3464 0.1 20
0.01 6.9280 0.6928 0.1 20
0.02 13.8560 1.3856 0.1 20
0.05 34.6410 3.4641 0.1 20
0.1 69.2820 6.9282 0.1 20
0.2 138.5640 13.8564 0.1 20
0.3 207.8460 20.7846 0.1 20
04 277.1280 27.7128 0.1 20
0.5 346.4100 34.6410 0.1 20
Tabela8.12 Variagcdo deb.
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As Tabelas 8.13 a8.16 e as Figuras 8.13 a 8.16, apresentam 0s nimeros de elementos e
os graus de liberdades livres (NGL) envolvidos na andlise do elemento finito proposto com

seus refinamentos (o, m=2, m = 3 e m = 4) sem indicador de erro e com a variacéo
b=r/L.

b Bernoulli Ansys Isso h2 h3 h4
0.005 1.0010 1.0006 8.6658 1.0264 1.0264 1.0264
0.01 1.0023 1.0008 4.4264 1.0261 1.0261 1.0261
0.02 1.0083 1.0023 2.3929 1.0258 1.0258 1.0258
0.05 1.0490 1.0121 1.3567 1.0243 1.0243 1.0243
0.1 1.1770 1.0379 1.1307 1.0204 1.0204 1.0204
0.2 1.5581 1.0886 1.0612 1.0136 1.0135 1.0135
0.3 2.0137 1.1248 1.0448 1.0092 1.0091 1.0091
0.4 2.5035 1.1500 1.0378 1.0065 1.0063 1.0063
0.5 3.0127 1.1679 1.0340 1.0048 1.0046 1.0046

Tabela 8.13 Primeira freqiéncia natural normalizada para a viga de se¢éo retangular
biapoiada sem o estimador de erro.
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Figura 8.33 Primeira freguiéncia natural normalizada para a viga de se¢do retangular
biapoiada sem o estimador de erro.
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b Bernoulli Ansys Iso h2 h3 h4
0.005 1.0060 1.0046 10.0067 1.1095 1.1095 1.1095
0.01 1.0121 1.0066 5.1085 1.1084 1.1084 1.1084
0.02 1.0357 1.0140 2.7536 1.1042 1.1040 1.1040
0.05 1.1814 1.0530 1.5385 1.0842 1.0833 1.0832
0.1 1.5638 1.1212 1.2538 1.0547 1.0528 1.0527
0.2 2.5127 1.2066 1.1527 1.0268 1.0239 1.0238
0.3 3.5471 1.2504 1.1274 1.0162 1.0129 1.0128
0.4 4.6153 1.2747 1.1173 1.0113 1.0079 1.0078
0.5 5.7001 1.2891 1.1123 1.0088 1.0053 1.0052

Tabela 8.14 Segunda frequéncia natural normalizada para a viga de secéo retangular
biapoiada sem o estimador de erro.

Fregiiéncia normalizada
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Figura 8.34 Segunda fregiiéncia natural normalizada para a viga de se¢do retangular
biapoiada sem o estimador de erro.
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b Bernoulli Ansys Iso h2 h3 h4
0.005 1.0229 1.0202 7.2897 1.2439 1.2438 1.2438
0.01 1.0366 1.0258 3.6936 1.2378 1.2373 1.2373
0.02 1.0887 1.0458 1.9395 1.2172 1.2157 1.2155
0.05 1.3778 1.1310 1.7412 1.1470 1.1410 1.1405
0.1 2.0498 1.2428 1.3784 1.0818 1.0709 1.0702
0.2 3.5978 1.3462 1.2494 1.0398 1.0257 1.0250
0.3 5.2298 1.3860 1.2202 1.0279 1.0129 1.0122
0.4 6.8908 1.4043 1.2093 1.0232 1.0078 1.0071
0.5 8.5647 1.4139 1.2041 1.0208 1.0053 1.0046

Tabela 8.15 Terceira frequéncia natural normalizada para a viga de segdo retangular
biapoiada sem o estimador de erro.

3® MaDo
35 T T T T T T :
i Bernoulli
o —4—  Ansys
o—— K2
; h3
i : : : : : : | —— b
] e e A s M
E 1 1 1 1 1 1 1
m
=
= et bl s e S e R e R -]
i
[}
=
Lin k)
= 1 1 1 1 1 1 1 1 1
aipelansdlodde dupepdiumruilonmaltonmalsenp St ey ]
= T S N D N SRS S
1 . ! . ; : bt
as i i i i i i i i H
] 0os 01 01s 02 025 03 03% 04 045 05
BETA

Figura 8.35 Terceira freguéncia natural normalizada para a viga de secdo retangular
biapoiada sem o estimador de erro.
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b Bernoulli Ansys Iso h2 h3 h4
0.005 1.1189 1.1167 145.64 1.1085 1.1085 1.1084
0.01 1.1451 1.1361 38.079 1.1045 1.1044 1.1041
0.02 1.1411 1.1411 11.158 1.0920 1.0918 1.0906
0.05 1.7288 1.4611 3.5298 1.0573 1.0561 1.0527
0.1 2.7779 1.7228 2.3723 1.0301 1.0289 1.0238
0.2 5.1025 1.8757 2.0586 1.0144 1.0139 1.0078
0.3 7.5108 1.9139 1.9976 1.0103 1.0101 1.0037
0.4 9.9454 1.9283 1.9759 1.0087 1.0086 1.0021
0.5 12.3913 1.9352 1.9658 1.0080 1.0079 1.0014

Tabela 8.16 Quarta frequéncia natural normalizada para a viga de se¢do retangular
biapoiada sem o estimador de erro.
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Figura 8.36 Quarta frequéncia natural normalizada para a viga de secéo retangular
biapoiada sem o estimador de erro.
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Viga de se¢éo retangular biapoiada com estimador deerro (b = 0.005)

Utilizando o exemplo apresentado na secdo 8.3, sera comparado os resultados das

guatro primeiras fregiiéncia normalizadas com a utilizacdo do estimador erroe b = 0.005.

4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos

fn e« |NGL| fn e, |NGL| fp e, | NGL| fn e, |NGL
Isso | 8.6658 0 11 | 5.6677 0 17 | 4.2617 0 23 1344721 O 29
h, [1.0264]|88.16 | 23 [1.0118| 82.15| 35 | 1.0067 | 76.38 | 47 |1.0044| 70.86 | 59
hs |1.0264| 88.16 | 35 |1.0118| 82.15| 53 | 1.0067 | 76.38 | 71 |1.0044| 70.86 | 89
hy, |1.0264| 88.16 | 47 |1.0118| 82.15| 71 |1.0067 | 76.38 | 95 |1.0044| 70.86 | 119
hg-0s5| 1.0264 | 88.16 | 23 | 1.0118 | 82.15| 35 | 1.0067 | 76.38 | 47 |1.0044| 70.86 | 69
hy-06| 1.0264 | 88.16 | 23 |1.0118| 82.15| 35 | 1.0067 | 76.38 | 47 |1.0044| 70.86 | 67
hg=07| 1.0264 | 88.16 | 23 | 1.0118 | 82.15| 35 | 1.0067 | 76.38 | 47 |1.0044| 70.86 | 67
hy-0s| 1.0264 | 88.16 | 23 |1.0118| 82.15| 35 | 1.0067 | 76.38 | 47 |1.0044| 70.86 | 67
hg-09| 1.0264 | 88.16 | 23 |1.0118 | 82.15| 35 | 1.0067 | 76.38 | 47 |1.0044| 70.86 | 63

Tabela 8.17 Primeira freqtiéncia natural

normalizada para a viga biapoiada com o

estimador de erro eb = 0.005
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Figura 8.37 Primeira freqiéncia natural normalizada para a viga biapoiada com o

estimador de erro eb = 0.005




157

4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos

fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cegt % NGL fn Cest % NGL
iso | 10.006 0 11 | 6.0600 0 17 | 4.4264 0 23 [35319| O 29
h, [1.1095| 88.91 | 23 [1.0470| 82.72| 35 | 1.0261| 76.82 | 47 |1.0166| 71.22 | 59
hs [1.1095| 88.91 | 35 [1.0470| 82.72| 53 |1.0261| 76.82| 71 |1.0166| 71.22 | 89
hy, |1.1095| 8891 | 47 |1.0470| 82.72| 71 |1.0261| 76.82 | 95 |1.0166| 71.22 | 119
hg=os5| 1.1095 | 88.91 | 23 |1.0470| 82.72 | 35 | 1.0261| 76.82 | 47 |1.0166| 71.22 | 69
hg-06| 1.1095 | 88.91 | 23 |1.0470| 82.72 | 35 | 1.0261| 76.82 | 47 |1.0166| 71.22 | 67
hg-07| 1.1095| 8891 | 23 | 1.0470| 82.72| 35 | 1.0261| 76.82 | 47 |1.0166| 71.22 | 67
hg-0g| 1.1095 | 88.91 | 23 |1.0470| 82.72 | 35 | 1.0261| 76.82 | 47 |1.0166| 71.22 | 67
hg-0g9| 1.1095 | 88.91 | 23 |1.0470| 82.72 | 35 | 1.0261| 76.82 | 47 |1.0166| 71.22 | 63

Tabela 8.18 Segunda fregiiéncia natural
estimador de erro eb = 0.005
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Figura 8.38 Segunda frequéncia natural normalizada para a viga biapoiada com o
estimador de erro eb = 0.005
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos

fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso | 7.2897 0 11 | 6.7300 0 17 | 4.7095 0 23 [36770| O 29
h, [1.2439| 8294 | 23 [1.1091| 8352 | 35 | 1.0597 | 77.50 | 47 |1.0377| 71.78 | 59
hs [1.2438| 8294 | 35 [1.1090| 8352 | 53 | 1.0597 | 77.50 | 71 |1.0377| 71.78 | 89
hy 124388294 | 47 11090 8352 | 71 [1.0597| 77.50| 95 [1.0377| 71.78 | 119
hg-os5| 1.2438 | 82.94 | 23 |1.1090| 83.52 | 35 | 1.0597 | 77.50 | 47 |1.0377| 71.78 | 69
hg-o06| 1.2438 | 82.94 | 23 |1.1090| 83.52 | 35 | 1.0597 | 77.50 | 47 |1.0377| 71.78 | 67
hg-07| 1.2438 | 82.94 | 23 |1.1090 | 83.52 | 35 | 1.0597 | 77.50 | 47 |1.0377| 71.78 | 67
hg-o0g| 1.2438 | 82.94 | 23 | 1.1090| 83.52 | 35 | 1.0597 | 77.50 | 47 [1.0377| 71.78 | 67
hg-0g9| 1.2438 | 82.94 | 23 |1.1090| 83.52 | 35 | 1.0597 | 77.50 | 47 |1.0377| 71.78 | 63

Tabela 8.19 Terceira frequéncia natural
estimador deerroeb = 0.005

normalizada para a viga biapoiada com o

3% Mopo
5 : : ! ' '
: ! : | —%—  iso
_|'15 el --------|----------|----------+----------i _*_ hz
: h3
-|I-1- """""" B e T L= =T TR T-======°=° 'E _E_ hq
| . ] | | h =0.5
o — .. — — S <o EEEE
= ' ' : ! ' .
s : ' L ' ! '
E 1
&= 3_--__--__-.: ............................................................. —
= :
5 '
e T e T T B bl LT PP —
= |
= i
R e e S :
o 1
2 :
w15 L -
1 i
] AEEREEEEE T s SLLPLRPERE ERRRRES -
I:l i 1 1 1 1 1
a 20 41 all] 80 100 120 140

nimero de graus de liberdade

Figura 8.39 Terceira freqiéncia natura normalizada para a viga biapoiada com o
estimador de erro eb = 0.005
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos

fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso [6.6254| O 11 | 7.5638 0 17 |5.1085 0 23 (38836 O 29
h, [1.1085| 83.27 | 23 [1.1967| 84.18 | 35 |1.1084 | 78.30 | 47 |1.0679| 72.50 | 59
hs [1.1085| 83.27 | 35 [1.1965| 84.18 | 53 |1.1084 | 78.30| 71 |1.0679| 72.50 | 89
hy [1.1084| 83.27 | 47 [1.1965| 84.18| 71 |1.1084| 78.30| 95 |1.0679| 72.50 | 119
hg-o5| 1.1085 | 83.27 | 23 |1.1965| 84.18 | 35 | 1.1084| 78.30 | 47 |1.0679| 72.50 | 69
hy-06| 1.1085 | 83.27 | 23 |1.1965| 84.18 | 35 | 1.1084| 78.30 | 47 |1.0679| 72.50 | 67
hg-07| 1.1085| 83.27 | 23 | 1.1965| 84.18 | 35 | 1.1084| 78.30 | 47 |1.0679| 72.50 | 67
hy-0g| 1.1085| 83.27 | 23 |1.1965| 84.18 | 35 | 1.1084| 78.30 | 47 |1.0679| 72.50 | 67
hg-0g9| 1.1085| 83.27 | 23 |1.1965| 84.18 | 35 | 1.1084| 78.30 | 47 |1.0679| 72.50 | 63

Tabela 8.20 Quarta freqiiéncia natural normalizada para a viga biapoiada com o
estimador de erro eb = 0.005
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Figura 8.40 Quarta freqiéncia natural normalizada para a viga biapoiada com o
estimador de erro eb = 0.005
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8.4.1 Vigadesecdo retangular biapoiada com estimador deerro (b = 0.005) eg=0.5

As Figuras 8.41 a 8.44 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierarquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.5

©

(b)
Figura 8.41 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 4 elementos e com estimador de erro (b =0.005) eg=0.5

(@)
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(b)
Figura 8.42 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 6 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=0.5

@ @ 0@ 6 6 6 6

"W

(b)
Figura 8.43 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 8 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=0.5
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(b)

Figura 8.44 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 10 elementos e com estimador de erro (b =0.005) eg=0.5

8.4.2 Vigadesecdo retangular biapoiada com estimador deerro (b = 0.005) eg=10.6

As Figuras 8.45 a 8.48 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.6.
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Figura 8.45 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 4 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg= 0.6
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(b)
Figura 8.46 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 6 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg= 0.6

@ @ @@ 6 6 6 6

Wiz Wh2

(b)

Figura 8.47 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 8 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg= 0.6
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(b)
Figura 8.48 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 10 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg= 0.6

8.4.3 Vigadesecdo retangular biapoiada com estimador deerro (b = 0.005) eg=0.7

As Figuras 8.49 a 8.52 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérguico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.7

(@)
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(b)
Figura 8.49 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 4 elementos e com estimador de erro (b =0.005) eg=0.7

@ @ ® 6 ©®

(b)
Figura 8.50 Primeira reandlise (a) e segundareandise (b) para as quatro frequiéncias da

viga com 6 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=10.7
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@ @ @ 6 6 6 O

(b)
Figura 8.51 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 8 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=0.7
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(b)

Figura 8.52 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 10 elementos e com estimador de erro (b =0.005) eg=0.7
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8.4.4 Vigadesecdo retangular biapoiada com estimador deerro (b = 0.005) eg=0.8

As Figuras 8.53 a 8.56 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierarquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.8.

©

(b)
Figura 8.53 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 4 elementos e com estimador de erro (b =0.005) eg=0.8

(@)
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(b)
Figura 8.54 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 6 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=0.8

@ @ 0@ 6 6 6 6

"W

(b)
Figura 8.55 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 8 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=0.8
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(b)

Figura 8.56 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

davigacom 10 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=0.8

8.4.5 Vigadesecdo retangular biapoiada com estimador deerro (b = 0.005) eg=0.9

As Figuras 8.57 a 8.60 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.9.
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Figura 8.57 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 4 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=0.9
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(b)
Figura 8.58 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 6 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=0.9

@& @ 6 6 6 6 6 6

(@)
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(b)
Figura 8.59 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 8 elementos e com estimador de erro (b = 0.005) eg=0.9

ONONCONONCONONONONONC

(b)

Figura 8.60 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 10 elementos e com estimador de erro (b =0.005) eg=0.9
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Viga de secdo retangular biapoiada com estimador deerro (b =0.01)

Utilizando o exemplo apresentado na secdo 8.3, serd comparado os resultados das

quatro primeiras frequéncia normalizadas com a utilizacéo do estimador erroe b =0.01.

4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos

fn e« |NGL| f, exo |NGL| f, e« | NGL| f, e« |NGL

iso [4.4264| O 11 | 2.9684 0 17 | 2.3039 0 23 (19318 O 29
h, [1.0261| 76.82 | 23 [1.0115| 65.92| 35 | 1.0064 | 56.32 | 47 |1.0041| 48.02 | 59
hs |1.0261| 76.82 | 35 | 1.0115| 65.92 | 53 | 1.0064 | 56.32 | 71 |1.0041| 48.02 | 89
hy, [1.0261| 76.82 | 47 [1.0115| 65.92 | 71 |1.0064 | 56.32| 95 |1.0041| 48.02 | 119
hy-os| 1.0261 | 76.82 | 23 |1.0115| 65.92 | 35 | 1.0064 | 56.32 | 55 |1.0041| 48.02 | 73
hg-06| 1.0261 | 76.82 | 23 | 1.0115| 65.92 | 35 | 1.0064 | 56.32 | 55 |1.0041| 48.02 | 67
hg-o7| 1.0261 | 76.82 | 23 |1.0115| 65.92 | 35 | 1.0064 | 56.32 | 55 | 1.0041| 48.02 | 67
hg-0g| 1.0261 | 76.82 | 23 | 1.0115| 65.92 | 35 | 1.0064 | 56.32 | 55 |1.0041| 48.02 | 67
hy=og9| 1.0261 | 76.82 | 23 |1.0115| 65.92 | 35 | 1.0064 | 56.32 | 55 |1.0041| 48.02 | 65

Tabela 8.21 Primeira fregtiéncia natural
estimador deerroeb =0.01

normalizada para a viga biapoiada com o
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Figura 8.61 Primeira freqiéncia natural normalizada para a viga biapoiada com o
estimador deerroeb = 0.01
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos

fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso | 5.1085 0 11 | 3.1734 0 17 | 2.3929 0 23 (19794 O 29
h, [1.1084| 78.30 | 23 [1.0466| 67.02| 35 | 1.0258 | 57.13 | 47 |1.0164| 48.65 | 59
hs [1.1084| 78.30 | 35 [1.0466| 67.02 | 53 | 1.0258 | 57.13 | 71 |1.0164| 48.65 | 89
hy [1.1084| 78.30 | 47 [1.0466| 67.02 | 71 |1.0258| 57.13| 95 |1.0164| 48.65 | 119
hg=o5| 1.1084 | 78.30 | 23 |1.0466 | 67.02 | 35 | 1.0258| 57.13 | 55 |1.0164| 48.65 | 73
hg-06| 1.1084 | 78.30 | 23 |1.0466 | 67.02 | 35 | 1.0258| 57.13 | 55 | 1.0164| 48.65 | 67
hg-07| 1.1084 | 78.30 | 23 | 1.0466 | 67.02 | 35 | 1.0258| 57.13 | 55 |1.0164| 48.65 | 67
hy-0g| 1.1084 | 78.30 | 23 |1.0466 | 67.02 | 35 | 1.0258 | 57.13 | 55 | 1.0164| 48.65 | 67
hg-0g9| 1.1084 | 78.30 | 23 |1.0466 | 67.02 | 35 | 1.0258| 57.13 | 55 |1.0164| 48.65 | 65

Tabela 8.22 Segunda frequéncia natural
estimador deerroeb = 0.01

normalizada para a viga biapoiada com o
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Figura 8.62 Segunda freqiiéncia natural normalizada para a viga biapoiada com o
estimador deerroeb = 0.01
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos

fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso |5.9813 0 11 | 3.5191 0 17 | 2.5437 0 23 [2.0595| O 29
h, [1.2378| 79.31 | 23 [1.1066| 68.55| 35 | 1.0584 | 58.39 | 47 |1.0369| 49.65 | 59
hs [1.2373]| 79.31 | 35 [1.1065| 68.56 | 53 | 1.0584 | 58.39 | 71 |1.0369| 49.65 | 89
hy [1.2373| 79.31 | 47 [1.1065| 6856 | 71 |1.0584| 58.39| 95 |1.0369| 49.65 | 119
hg=os5| 1.2374 | 79.31 | 23 |1.1065| 68.56 | 35 | 1.0584| 58.39 | 55 |1.0369| 49.65 | 73
hg-06| 1.2374 | 79.31 | 23 |1.1065| 68.56 | 35 | 1.0584| 58.39 | 55 | 1.0369| 49.65 | 67
hg-07| 1.2374| 79.31 | 23 | 1.1065| 68.56 | 35 | 1.0584 | 58.39 | 55 |1.0369| 49.65 | 67
hg-0g| 1.2374| 79.31 | 23 |1.1065| 68.56 | 35 | 1.0584| 58.39 | 55 | 1.0369| 49.65 | 67
hg=og9| 1.2374| 79.31 | 23 |1.1065| 68.56 | 35 | 1.0584| 58.39 | 55 |1.0369| 49.65 | 65

Tabela 8.23 Terceira frequéncia natural
estimador deerroeb = 0.01

normalizada para a viga biapoiada com o
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Figura 8.63 Terceira freqiiéncia natural normalizada para a viga biapoiada com o
estimador deerroeb = 0.01
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos

fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL fn Cest % NGL
iso [38.080| O 11 | 3.9446 0 17 | 2.7537 0 23 121723] O 29
h, [1.1045| 97.10 | 23 [1.1885| 69.87 | 35 | 1.1043 | 59.90 | 47 |1.0655| 50.95 | 59
hs [1.1044| 97.10 | 35 [1.1879| 69.89 | 53 | 1.1041| 59.90| 71 |1.0654| 50.96 | 89
hy [1.1041| 97.10 | 47 [1.1879| 69.89 | 71 |1.1041| 59.90 | 95 |1.0654| 50.96 | 119
hg=os5| 1.1045| 97.10 | 23 |1.1879| 69.89 | 35 | 1.1041| 59.90 | 55 |1.0654| 50.96 | 73
hg-06| 1.1045| 97.10 | 23 |1.1879| 69.89 | 35 | 1.1041| 59.90 | 55 | 1.0654| 50.96 | 67
hg-07| 1.1045| 97.10 | 23 |1.1879| 69.89 | 35 | 1.1041| 59.90 | 55 |1.0654| 50.96 | 67
hg-0g| 1.1045| 97.10 | 23 | 1.1879| 69.89 | 35 | 1.1041| 59.90 | 55 | 1.0654| 50.96 | 67
hg=0g| 1.1045| 97.10 | 23 |1.1879| 69.89 | 35 | 1.1041| 59.90 | 55 |1.0654| 50.96 | 65

Tabela 8.24 Quarta freqiéncia natural normalizada para a viga biapoiada com o
estimador deerroeb = 0.01
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Figura 8.64 Quarta freqiéncia natural normalizada para a viga biapoiada com o
estimador deerroeb =0.01
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8.5.1 Vigadesecdo retangular biapoiadacom estimador deerro (b =0.01) eg=0.5

As Figuras 8.65 a 8.68 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierarquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.5

(@) ©

S

(@)

S

(b)

Figura 8.65 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

da vigacom 4 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.5
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(b)
Figura 8.66 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

da vigacom 6 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.5

@ @ 0 60 6 0 @

(b)
Figura 8.67 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 8 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.5
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Figura 8.68 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

da vigacom 10 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.5

8.5.2 Vigadesecdo retangular biapoiadacom estimador deerro (b =0.01) eg=0.6

As Figuras 8.69 a 8.72 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierarquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.6.
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Figura 8.69 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

da vigacom 4 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.6
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(b)

Figura 8.70 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

da vigacom 6 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.6
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Figura 8.71 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro freqliéncias

da vigacom 8 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.6
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Figura 8.72 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

da vigacom 10 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.6

8.5.3 Vigadesecdo retangular biapoiada com estimador deerro (b =0.01) eg=0.7

As Figuras 8.73 a 8.76 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.7.
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(b)
Figura 8.73 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro freqiiéncias

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.7
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Figura 8.74 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

da vigacom 6 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.7
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(b)
Figura 8.75 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 8 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.7
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Figura 8.76 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 10 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.7
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8.5.4 Vigadesecao retangular biapoiada com estimador deerro (b =0.01) eg=0.8

As Figuras 8.77 a 8.80 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierarquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.8

B A AR

(@)

(b)
Figura 8.77 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 4 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.8

@ @ & & @ ®

(@)
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(b)
Figura 8.78 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro freqliéncias

daviga com 6 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.8

@ @ ©@ 60 6 0 O

(b)
Figura 8.79 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 8 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.8
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(b)

Figura 8.80 Primeira reandlise (a) e segundareandise (b) para as quatro freqliéncias da

viga com 10 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=10.8

8.5.5 Vigadesecdo retangular biapoiadacom estimador deerro (b =0.01) eg=0.9

As Figuras 8.81 a 8.84 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.9.

W2 Wz W2 I:‘t
A .. N
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—> —> - —>
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’i\.
s s = .
— —_— —%
“ﬁ_{ H;,_f H.I]_I
(b)

Figura 8.81 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 4 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.9
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(b)
Figura 8.82 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

daviga com 6 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.9

@ @ 0 6 6 0 ©

(b)

Figura 8.83 Primeira reandlise () e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

da vigacom 8 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=10.9
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Figura 8.84 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

daviga com 10 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.9

8.6  Podrtico plano com estimador deerro (b =0.01)

Apresentam-se, a seguir, as quatro primeiras freqtiéncias obtidas a partir do elemento
finito hierérquico proposto na andlise dinamica de um pértico plano composto por seis vigas
de comprimento e propriedades idénticas, como mostra a Figura 8.25, na qual o vaor de
b =0.01 serd mantido fixo, foram feitas comparagdes dos resultados obtidos nas andlises
isoparamétrica (iso) e hierarquica de 2° grau (m = 2), 3° grau (m = 3), 4° grau (m = 4) com 0

estimador de errocom g = 0.8.
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Propriedades dasvigas Nomenclatura Valores
Comprimento L 1m
Largura B 0.1lm
Modulo de elasticidade E 210000000000.00 N / m?
Poisson v 0.3
Densidade em massa r 7850Kg/ m®
Momento deinércia I BH3/12
Médulo de elasticidade transver sal G E/2(1+vV)
Cosficiente de distorcéo a 5/6

Tabela 8.25 Propriedades do pértico plano.

2
[———

Figura8.85 Portico plano composto por seis vigas iguais.

As Tabelas 8.26 a 8.29 e as Figuras 8.26 a 8.29 apresenta a constante g = 0.8, que tem
por finalidade controlar o nimero de graus de liberdade hierdrquicos introduzidos a cada
solucdo, tem-se também os nimeros de elementos envolvidos na andlise do elemento finito
proposto, e os graus de liberdades livres (NGL) e as freqliéncias naturais obtidas nas andlises

isoparamétrica e hierdrquica de 2°, 3° e 4° graus com a utilizagdo do estimador de erro

a-posteriori e sem a utilizagdo do mesmo.
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6 e ementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos
f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso | 164.98 0 12 | 95.89 0 30 | 14.67 0 66 | 7.18 0 138
h, [15341| 7.01 | 30 | 1405 | 8535| 66 | 350 | 76.14| 98 | 3.16 | 55.99 | 282
hs [153.41| 7.01 | 48 | 1405 | 8535|102 | 3.50 | 76.14| 170 | 3.16 | 55.99 | 426
hy [15341| 7.01 | 66 | 1405 | 8535|138 | 350 | 76.14| 242 | 3.16 | 55.99 | 570
hg-og| 15341 | 7.01 | 22 | 1405 | 8535| 70 | 350 | 76.14 | 124 | 3.16 | 55.99 | 268

Tabela 8.26 Primeira freqiéncia natural para um portico plano com estimador de erro

Freguéncia

eb =0.01
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—o— hY =018
12 __..____L___________L___________1___________;___________% __________ 2
100 |-- __..__..________________________________________________% __________ o
BD TR --"--r-----------r-----------'r-----------'r-----------'é' '''''''' e
G0 F---- _____L___________L___________1___________1___________% __________ _
40 ----------------------------------------------------% ---------- —
an ---------- o
0 ! S ] i i
200 300 400 500 GO0

namero de graus de liberdade

Figura8.86 Primeira freqiéncia natural para um portico plano com estimador de erro

eb =0.01
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6 e ementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos
F Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso [489.04| O 12 | 332.37 0 30 | 64.02 0 66 | 30.81 0 138
h, [464.55| 5.01 | 30 | 46.12 | 86.12| 66 | 15.84 | 75.26 | 98 | 13.66 | 55.66 | 282
hs [464.52| 5.01 | 48 | 46.12 | 86.12 | 102 | 15.84 | 75.26 | 170 | 13.66 | 55.66 | 426
hy [464.50| 5.02 | 66 | 46.12 | 86.12 | 138 | 15.84 | 75.26 | 242 | 13.66 | 55.66 | 570
hg-og| 464.57 | 5.00 | 22 | 46.12 | 86.12| 70 | 15.84 | 75.26 | 124 | 13.66 | 55.66 | 268

Tabela 8.27 Segunda fregliéncia natural para um portico plano com estimador de erro

Fregiéncia

eb =0.01
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Figura 8.87 Segunda freqliéncia natural para um pértico plano com estimador de erro

eb =0.01
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos

F Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso [{591.18| O 12 (47202 O 30 |10257| O 66 | 55.49 0 138
h, |546.04| 7.64 | 30 |103.56| 78.06 | 66 | 25.18 | 75.45| 98 | 24.58 | 55.70 | 282
hs |544.61| 7.88 | 48 | 103.56 | 78.06 | 102 | 25.18 | 75.45| 170 | 24.58 | 55.70 | 426
hy [54459| 7.88 | 66 | 103.56| 78.06 | 138 | 25.18 | 75.45 | 242 | 24.58 | 55.70 | 570
hg-og| 546.10 | 7.63 | 22 |103.56| 78.06 | 70 | 25.18 | 75.45 | 124 | 24.86 | 55.20 | 268

Tabela 8.28 Terceira freqliéncia natural para um portico plano com estimador de erro

e b=0.01

BO0
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300 }----

Fregiéncia
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| T i i
200 300 400 400 GO0

Figura 8.88 Terceirafrequéncia natural para um pértico plano com estimador de erro
e b=0.01
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6 e ementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos
F Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso | 885.78 0 12 | 645.03 0 30 | 194.19 0 66 | 99.09 0 138
h, [581.82| 3432 | 30 [175.75| 72.75| 66 | 47.19 | 75.70 | 98 | 43.76 | 55.84 | 282
hs [581.69| 34.33 | 48 |[175.75| 72.75| 102 | 47.19 | 75.70 | 170 | 43.76 | 55.84 | 426
hy |581.31|34.37| 66 |175.75| 72.75| 138 | 47.19 | 75.70 | 242 | 43.76 | 55.84 | 570
hg-og| 581.83 | 34.31 | 22 | 175.75| 72.75| 70 | 47.19 | 75.70 | 124 | 44.75 | 54.84 | 268

Tabela 8.29 Quarta fregiiéncia natural para um portico plano com estimador de erro e

b=0.01
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nirmero de graus de liberdade

Figura 8.89 Quarta frequiéncia natural para um portico plano com estimador de erro e
b =0.01

8.6.1 Pdrtico plano com estimador deerro (b =0.01) eg=0.8

As Figuras 8.90 a 8.93 apresentam para cada reandlise, a representacdo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.8.
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Figura 890 Primeira reandlise para as quatro frequéncias do porticocom 6

elementos e com estimador deerro (b =0.01) eg=0.8
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Figura 8.91 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

do portico com 12 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=10.8
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Iy

T
(b)

Figura 8.92 Primeira reandlise (@) e segunda reandise (b) para as quatro

freqliéncias do portico com 24 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=10.8
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Figura 8.93 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro freqliéncias

do pértico com 48 elementos e com estimador de erro (b =0.01) eg=0.8
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freqiiéncias com o estimador de erro (b =0.05) eg =0.8.

Portico plano com estimador de erro (b = 0.05)
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Utilizando os mesmos dados da se¢do 8.6 serd apresentado asquatro primeiras

6 e ementos 12 elementos 24 elementos 48 el ementos
f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso | 165.78 0 12 | 105.78 0 30 | 22.43 0 66 | 16.98 0 138
h, [15458| 6.76 | 30 | 6494 | 3861 | 66 | 17.41 | 2238 | 98 | 1573 | 7.36 | 282
hs [15458| 6.76 | 48 | 64.94 | 3861 | 102 | 17.41 | 2238 | 170 | 1573 | 7.36 | 426
hy, |[15458| 6.76 | 66 | 64.94 | 3861 | 138 | 17.41 | 22.38| 242 | 1573 | 7.36 | 570
hg=0g| 154.58| 6.76 | 35 | 64.94 | 3861 | 74 | 1741 | 22.38| 143 | 15.73 | 7.36 | 317

Tabela8.30 Primeira freqiéncia natural para um portico plano com estimador de

eroeb =0.05
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Figura8.94 Primera freqliéncia natura para um portico plano com estimador de

eroeb =0.05
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6 e ementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos
f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso [489.04| O 12 | 365.40 0 30 | 93.20 0 66 | 69.80 0 138
h, [469.68| 3.96 | 30 [214.94| 41.18| 66 | 74.82 | 19.72| 98 | 65.12 | 6.70 | 282
hs [469.64| 3.97 | 48 [214.94| 41.18 | 102 | 74.82 | 19.72 | 170 | 65.12 | 6.70 | 426
hy [469.63| 3.97 | 66 [214.94| 41.18 | 138 | 74.82 | 19.72 | 242 | 65.12 | 6.70 | 570
hg-0g| 469.65| 3.96 | 35 |214.94| 41.18 | 74 | 74.82 | 19.72 | 143 | 65.12 | 6.70 | 317

Tabela8.31 Segunda frequéncia natural para um portico plano com estimador de
eroeb =0.05
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Figura 8.95 Segunda freqliéncia natural para um pértico plano com estimador de erro
eb =0.05
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos

f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso |[591.62| O 12 | 47350 O 30 |150.10| O 66 |125.63| O 138
h, |547.00| 754 | 30 |431.75| 882 | 66 |119.64| 20.29 | 98 |117.12| 6.77 | 282
hs |545.58| 7.78 | 48 | 431.71| 8.83 | 102 | 119.64| 20.29 | 170 |117.12| 6.77 | 426
hy |[54556| 7.79 | 66 |431.70| 883 | 138 |119.64 | 20.29 | 242 |117.12| 6.77 | 570
hg-og| 545.72| 7.76 | 35 |431.71| 8.83 | 74 |119.64| 20.29 | 143 | 117.12| 6.77 | 317

Tabela 8.32 Terceira freqliéncia natural para um portico plano com estimador de erro

e b=0.05
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Figura8.96 Terceirafrequéncia natural para um pértico plano com estimador de erro
e b=0.05
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6 e ementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos
F Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso [88564| O 12 | 660.88 0 30 | 282.58 0 66 [224.07| O 138
h, [649.41| 26.67 | 30 [492.79| 2543 | 66 |223.09| 21.05| 98 |208.27| 7.05 | 282
hs [649.19| 26.70 | 48 [492.68| 25.45 | 102 | 223.09 | 21.05| 170 | 208.27| 7.05 | 426
hy, |648.67| 26.76 | 66 |492.67| 25.45| 138 | 223.09 | 21.05 | 242 | 208.27| 7.05 | 570
hg-og| 649.31| 26.68 | 35 |492.69| 2545 | 74 |223.09| 21.05 | 143 | 208.27| 7.05 | 317

Tabela 8.33 Quarta fregiiéncia natural para um portico plano com estimador de erro e
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Figura 8.97 Quarta frequiéncia natural para um portico plano com estimador de erro e

b =0.05

8.7.1 Pdrtico plano com estimador deerro (b = 0.05) eg=0.8

As Figuras 8.98 a 8.101 apresentam para cada reandlise, a representacéo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.8.
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Figura 8.98 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

do portico com 6 elementos e com estimador de erro (b = 0.05) eg=0.8
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Figura 8.99 Primeira reandise (@) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

do podrtico com 12 elementos e com estimador de erro (b = 0.05) eg=0.8
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Figura 8.100 Primeirareandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias

do portico com 24 elementos e com estimador de erro (b = 0.05) eg=0.8
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Figura 8.101 Primeirareandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequéncias

do pértico com 48 elementos e com estimador de erro (b =0.05) eg=0.8
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Portico plano com estimador deerro (b =0.1)
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Utilizando os mesmos dados da se¢do 8.6 serd apresentado asquatro primeiras

freqiéncias com o estimador deerro (b =0.1) eg =0.8.

6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos
F Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso |168.15| O 12 (12479 O 30 | 37.03 0 66 | 31.72 0 138
h, [157.96| 6.06 | 30 |108.16| 13.33| 66 | 3436 | 7.21 | 98 | 31.09 | 199 | 282
hs [157.95| 6.07 | 48 |108.16| 13.33 | 102 | 34.36 | 7.21 | 170| 31.09 | 1.99 |426
hy [157.95| 6.07 | 66 |108.16| 13.33 | 138 | 34.36 | 7.21 | 242| 31.09 | 199 |570
hg=0g| 157.96| 6.06 | 35 | 108.16 | 13.33 | 90 | 3436 | 7.21 | 140 | 31.09 | 1.99 | 333
Tabela 8.34 Primeira freqiéncia natural para um pértico plano com estimador de erro
eb=0.1
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Figura 8.102 Primeira frequéncia natural para um portico plano com estimador de
eroeb =0.1
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6 e ementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos
F Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso [489.04| O 12 | 425.93 0 30 | 135.96 0 66 [116.65| O 138
hy, [473.07| 3.27 | 30 [359.96| 1549 | 66 |129.33| 4.88 | 98 |114.97| 1.44 | 282
hs [473.03| 3.27 | 48 [359.93| 1550 | 102 | 129.33| 4.88 | 170 | 114.97| 1.44 | 426
hy [473.03| 3.27 | 66 [359.93| 1550 | 138 | 129.33 | 4.88 | 242 | 114.97| 1.44 | 570
hg-og| 473.04| 3.27 | 35 [359.94| 1549 | 90 | 129.33| 4.88 | 140 |114.97| 1.44 | 333

Tabela 8.35 Segunda fregiiéncia natural para a estrutura retangular com o estimador
deeroeb =0.1
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Figura 8.103 Segunda freqiéncia natural para um pértico plano com estimador de

eroeb =0.1
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6 e ementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos
F Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso | 592.77 0 12 | 475.38 0 30 | 221.80 0 66 [209.18| O 138
h, [549.90| 7.23 | 30 [467.20| 1.72 | 66 | 209.95| 5.34 | 98 |206.10| 1.47 | 282
hs [548.48| 7.47 | 48 [467.20| 1.72 | 102 | 209.95| 5.34 | 170 | 206.10| 1.47 | 426
hy, |548.47| 7.47 | 66 |467.20| 1.72 | 138 |209.95| 5.34 | 242 | 206.10| 1.47 | 570
hg-og| 548.76 | 7.42 | 35 |467.20| 1.72 | 90 | 209.95| 5.34 | 140 | 206.10| 1.47 | 333

Tabela 8.36 Terceira freqliéncia natural para um portico plano com estimador de erro
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6 e ementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos
F Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL f Cest % NGL
iso | 885.23 0 12 | 698.54 0 30 | 412.65 0 66 (37285 O 138
h, |776.66| 12.26 | 30 [640.42| 8.32 | 66 |387.32| 6.14 | 98 |366.43| 1.72 | 282
hs |776.16| 12.32 | 48 [ 640.28| 8.34 | 102 | 387.32| 6.14 | 170 |366.43| 1.72 | 426
hy |775.42| 1240 | 66 |640.28| 8.34 | 138 | 387.32| 6.14 | 242 |366.43| 1.72 | 570
hg=og| 776.59 | 12.27 | 35 | 640.29| 8.34 | 90 | 387.32| 6.14 | 140 |366.43| 1.72 | 333

Tabela 8.37 Quarta fregiiéncia natural para um portico plano com estimador de erro e
b=01
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Figura 8.105 Quarta freqiiéncia natural para um portico plano com estimador de erro
eb=01

8.8.1 Portico plano com estimador deerro (b =0.1) eg=0.8

As Figuras 8.106 a 109 apresentam para cada reandlise, a representacéo dos graus de

liberdade hierérquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com g = 0.8.
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Figura 8.106 Primeirareandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro freqliéncias

do podrtico com 6 elementos e com estimador deerro (b =0.1) eg=0.8
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Figura 8.107 Primeira reandise (a) e segundareandlise (b) para as quatro frequiéncias

do podrtico com 12 elementos e com estimador deerro (b =0.1) eg=0.8
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Figura 8.108 Primeira reandlise (a) e segunda reandlise (b) para as quatro frequiéncias
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Figura8.109 Primeira reandise (a) e segundareandise (b) para as quatro frequiéncias

de um portico com 48 elementos e com estimador deerro (b =0.1) eg=10.8



9 CONCLUSAO

A partir dos resultados numéricos dos exemplos apresentados, pode-se observar que 0s
valores das freqliéncias naturais obtidos pelo processo hierarquico do método de elementos
finitos podem ser considerados de étima aproximacao.

Considerando o refinamento hierdrquico e empregando expansdes polinomiais de
mesmo grau ao longo dos elementos, ou sga, refinamento da solugdo do elemento
isoparamétrico através da introducdo de polindmios de segundo (m = 2), terceiro (m = 3) e
guarto (m = 4) graus, verifica-se uma excelente convergéncia com a introducdo do polindmio
de segundo grau (m = 2) e resultados semelhantes param=3em=4.

Como a natureza hierarquica da formulagcdo possibilita empregar expansdes
polinomiais diferentes ao longo dos elementos, utilizou-se uma estratégia de refinamento p-
adaptativo, que tem como objetivo indicar quais graus de liberdade hierarquicos podem ser
distribuidos nos elementos com eficiéncia e sem muito esforco computacional. Essa andlise
faz com que um nimero reduzido de graus de liberdade hierdrquicos sgja suficiente para que
os resultados da solucdo final satisfacam o nivel de precisdo desgjada.

Utilizando o processo p-adaptativo foram obtidas informacBes sobre onde se deve
refinar uma maha e quando se deve parar 0 processo de refinamento hierarquico,
respectivamente. Pode-se observar que a malha de discretizacdo sendo grosseira os resultados
obtidos, com o refinamento hierdrquico e com o estimador de erro, sGo satisfatorios em
relacdo a andlise isoparamétrica, convergindo muito mais rapido, sem a necessidade de
utilizar todos os graus de liberdade hierarquicos, 0 que pode representar um ganho
computaciona.

Foi feita uma comparacdo dos resultados obtidos nas analises isoparamétrica (so) e
hierarquica de 2° grau (m = 2), 3° grau (m = 3) e 4° grau M = 4) sem a utilizagdo do
estimador de erro. Comparou-se os resultados obtidos com o elemento BEAM3 do software
comercial ANSYS 5.4 e do elemento de viga de Euller Bernoulli, notou-se nos resultados
apresentados que, quando se trabalha com vigas esbeltas, isto €, b < 0.1, todos os resultados
apresentam bons resultados, exceto os obtidos na andlise isoparamétrica. Quando a relacéo
entre a atura da viga e seu comprimento sGo maiores, ou sgja b 3 0.1, os resultados do
elemento de Euler-Bernoulli, do ANSYS e a andlise isoparamétrica ndo apresentam bons

resultados, enquanto que os resultados obtidos nas analises hierérquicas apresentam

excelentes resultados.
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Verificou-se, também, que o refinamento hierdrquico com o estimador de erro,
apresentou bons resultados mesmo quando os resultados da analise isoparamétrica ndo séo
satisfatorios isto €, resultados ruins.

O resultados dos exemplos numeéricos apresentados mostram a eficiéncia da andlise
hierarquica baseada nos estimadores de erro a-posteriori adotados nesse trabalho, e com isso
verifica-se que as vantagens em se empregar processos p-adaptativos no método de elementos

finitos sdo evidentes.
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Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

