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Resumo

Neste trabalho, através das funcoes de Fischer-Burmeister e de minimo, apresentare-
mos uma reformulagao nas condigoes da trajetdria central e um algoritmo tipo suavi-
lizagao para o Problema de Programacao Semidefinida, PSD, generalizando assim al-
guns métodos de Programacao Linear e Problema de Complementariedade Linear.
Mostraremos também que o método proposto apresenta convergéncia global e super-

linear local.



Abstract

In this work, by Fischer-Burmeister and minimum functions, we introduce a refor-
mulation of the central path conditions and a smoothing-type algorithm to the Problem
of Semidefinite Programming, PSD, generalizing thus some methods of Linear Program-
ming and Linear Complementarity Problem. We also will show that proposed method

holds global and local superlinear convergence.
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Introducao

Um Problema de Programacao Semidefinida, PSD, é um problema de otimizacao con-

vexa no espaco das matrizes simétricas de ordem n x n, S™*", dado na forma primal

por
min CeX

sujeitoa  A; e X =b;, i=1,...,m, (1)
X =0

onde X, A; e C € S comi=1,...,n,b € R" e C e X =trago(CX). Na forma

dual o PSD ¢é dado por
max  b'\
sujeito a Z NA+S=C, (2)
i=1

S>=0

onde S, A;,C' € S"™ " comi=1,...,ne\beR™.
Utilizando os resultados de otimalidade para otimizacao convexa temos que as

condicoes de otimalidade para o PSD acima sao dadas por

Z)\ZAMLS =  C,

=1
Ao X = b, Yi=1,...m (3)
X=0, S=0, XS=0.

1



Assim, as idéias de trajetéria central de Programacao Linear podem ser generaliza-
das para PSD através da perturbacao das condicoes de otimalidade (?7) e deste modo

podemos obter que as condigoes de trajetoria central para o PSD sao dadas por:

i=1
A;eX = b, Vi=1,...m (4)

X>=0,9>0, XS = 7%, 7>0.

Deste modo, nesta dissertacao, um dos nossos objetivos é através da Funcao de

Fischer-Burmeister suavilizada, que é dada por

¢T STLXTL X S’nX’n N S’nX’n (5)

(X.8) = 6:(X,8) =X +85—(X*+8+2r°1)'2,
e da funcao-minimo suavilizada, dada por

¢T S’I’LXTL X STLX’I’L N STLXTL (6)

(X,8) — ¢.(X,8) =X+S5—((X—8)?+4r* )"

dar uma nova caracterizacao para as condigdes da trajetéria central (??) através do
sistema de equacoes nao-lineares dado a seguir

m

E NA +5-C

i=1

(DT(Xv)"S) = A;e X — b (3:1,,m) =0

- (X, 5)
O outro objetivo é utilizar o sistema acima para apresentar um método tipo suavi-
lizacao, que pode ser visto como uma generalizagao de alguns métodos para Pro-

gramacao Linear e Problemas de Complementariedade Linear, para a estrutura de



Programagao Semidefinida, para mais detalhes, veja [?]. E, além disso, provaremos
para tal método, a convergéncia global e convergéncia superlinear local.

Nesta dissertacao, no Capitulo 1 sao apresentadas algumas nocgoes preliminares
quanto a notacao e resultados basicos utilizados na dissertacao.

No Capitulo 2, abordaremos inicialmente sobre as reformulacoes na trajetéria cen-
tral sugeridas pelas condigoes de otimalidade utilizando as fungoes de Fischer-Burmeister
e minimo suavilizadas.

No Capitulo 3, mostraremos que as funcoes de Fischer-Burmeister e minimo suavi-
lizadas sao diferencidveis.

No Capitulo 4, descreveremos o Algoritmo e mostraremos que esta bem definido.

E, finalmente no Capitulo 5 mostraremos convergencia global e superlinear local do

Algoritmo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos defini¢oes e resultados importantes que serao necessarios

no desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Resultados basicos

A seguir algumas definicoes e observacoes sobre matrizes.

s

Definigao 1.1.1. Uma matriz A de ordem n x n € dita simétrica se A = AT (AT é a

matriz transposta de A).
Indicaremos por S™™ o conjunto das matrizes simétricas de ordem n x n.

Definigao 1.1.2. Uma matriz simétrica A é dita semidefinida positiva (definida posi-
tiva) se 2T Az >0 (2TAz >0), Vz€R" z#0, ou equivalentemente, se todos 0s

autovalores de A siao ndo-negativos (positivos).

Usaremos a notacao A > 0 para dizer que a matriz A é simétrica e semidefinida
positiva. Analogamente, A > 0 significa que a matriz A é simétrica e definida positiva.

O conjunto das matrizes simétricas semidefinidas positivas serd indicado por S7*" e o
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das definidas positivas por S7%". Dessa forma, quando afirmarmos, por exemplo, que

A >0 (ou A > 0,) isso significa que A € ST*" (e respectivamente A € ST%").

As desigualdades A = B ou A = B querem dizer que A— B > 0 ouque A— B > 0.

Observacao 1.1.1. O simbolo padrao de Kronecker serd denotado por d;;, para todo

1,7 =1,...,n e representado por

1, sei =7
(51‘]‘5:
0, se i #j.

Definicao 1.1.3. Uma matriz D ¢é dita diagonal, se d;; =0, Vi # j.

Quando indicarmos D = diag(dyy,dss, .. ., dy,), estaremos nos referindo ao fato
de que os elementos dyq,dss, ..., d,, compoem a diagonal principal da matriz D, e os

demais elementos de D sao nulos.
Definicao 1.1.4. Uma matriz A nao-singular é dita ortogonal, se AT = A=,

Observamos que se A € S™*", entao A é diagonalizavel, ou seja, existe uma matriz
ortogonal P tal que A = PDPT, onde D ¢ uma matriz diagonal. Neste caso, dizemos
que a matriz D diagonaliza a matriz A.

A Observagao a seguir trata da decomposi¢ao espectral (de autovalores) de uma

dada matriz.

Observacao 1.1.2. Considere A € S™*™. Assim, a matriz A pode ser decomposta

como
A=PDP" =Y N(A)pip!
i=1
onde D € uma matriz diagonal com os autovalores \;(A) (i = 1,...,n) de A na di-

agonal, e P é uma matriz ortogonal com um conjunto correspondente de autovetores
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ortonormais pi, . ..,p, de A como colunas. Observe também que toda matriz X = 0 é
nao-singular, ou seja, admite inversa.
Supondo que A = 0, teremos entao que \;(A) > 0 (i = 1,...,n) e dessa forma

podemos definir a unica raiz quadrada semidefinida positiva de A :
A1/2 = Z \/ )\Z(A)pszT
i=1
Observe ainda que AYV2AY? = A e AY? € a unica matriz com tal propriedade.

Defini¢ao 1.1.5. O traco de uma matriz A de ordem n X n, denotado por tr(A), é

definido como a soma dos elementos da diagonal principal de A, isto €,
tT(A) = Z (0778
i=1
No espacgo vetorial S™*" x S™*™ podemos definir o seguinte produto escalar
A e B= (A B)=tr(AB"), A,B € S™". (1.1)

E bom ressaltar que o simbolo e representa a composicao de duas aplicagoes e nao

o produto usual entre duas matrizes.

Teorema 1.1.1. Seja A > 0. Para cada H € R™" dada, hd uma inica solucao G para
GA+AG=H

Demonstracao. Veja [?], Teorema 2.2.3, p. 98. O

Dada uma matriz A € R"*" denotaremos por vec(A) o vetor formado pelas colunas

da matriz A, ou seja

vec (A) = [a11,a21, - - ., Qn1, A12, A2, - . - ,ann]T

Adiante, a definicao de operador auto-adjunto.
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Definicao 1.1.6. Um operador linear T' : E — E, num espago vetorial munido de

produto interno, chama-se auto-adjunto quando
(Tu,v) = (u, Tv),
para quaisquer u,v € T.

Agora, vamos relacionar fortemente convexa com fortemente monétona. Observe:

Definicao 1.1.7. Seja f: R* - R
Dizemos que f € fortemente convera (com mddulo v > 0), quando para quaisquer

r,y € D CR" e €10,1], tem-se

flaz+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 —a)f(y) —ya(l —a)|z -yl

Acrescentamos a isso o fato de que toda funcao fortemente convexa possui gradiente

fortemente mondétono, uma vez que

(V)= Vfly),z—y) =7z —yl?

onde v é uma constante.
Dada F(z) : R" — R", o Método de Newton é usado para resolver um sistema de

equacoes nao-lineares:
achar z* € R" tal que F'(z") = 0.

O Método gera uma seqiiéncia iterativa z¥ onde dada a iterada atual 2%, a iterada
seguinte é obtida como a raiz de uma aproximacio afim de F' numa vizinhanca de z*.
Mais precisamente, o Método de Newton é o seguinte: dada a iterada z*, resolvendo o

seguinte sistema
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k+1

e obtemos que 21 = ¥ +s¥. O Método de Newton apresenta convergéncia quadratica

local.

Observagao 1.1.3. Sendo V um espago vetorial e
T7:V -V
um operador linear, podemos definir a norma espectral || - |2 no espago R™™ por

A
| A o= max LAZ 1

, AeR™",
zerr || ||

O produto escalar apresentado na Defini¢ao 1.1 induz a tao chamada norma de Frobe-
nius (ou Fuclideana) em R™"™ e é dada por
| A |lp= (A, A) = tr(AA") = ) " al;.
ij=1

Dessa forma, o espaco vetorial R™™ x R™ x R™™ serd denotado com a sequinte norma:

[ (X, A,.9) [l1= \/II X+ NAE+1S1E

e para o espacgo vetorial R™™ x R™ x R™ "™ x R usaremos a norma

NS ) = I X 1%+ AR+ 1S (13 +72

E bom lembrar que as duas normas citadas anteriormente correspondem a norma Eu-

clideana padrao se todas as entradas nos espagos vetoriais forem vistas como vetores.

Dessa forma, apds essas consideracoes iniciais, podemos enfim expor o problema

central deste trabalho.



Capitulo 2
Reformulacoes na trajetoria central

Neste Capitulo, daremos duas novas reformulagoes das condigoes da trajetéria cen-

tral para PSD’s. Nesse estudo, nos ocorrera o seguinte sistema de equagoes nao-lineares:

( m

Z)\ZAMLS—C

i=1

AZ‘.X—bZ’, (z:l,,m)

0 (X, 9)
Teremos que caracterizar essas funcoes ¢ de maneira que resolver as condicoes da

trajetéria central (4) seja equivalente a resolver o sistema descrito anteriormente.

Para entao iniciar nossa abordagem, definimos a aplicacao

p:RxR — R

(a,b) — ¢(a,b)=a+b—Va®+b? (2.1)

Tal aplicagao é conhecida por funcao de Fischer-Burmeister. E bem definida e

possui a seguinte propriedade:

Propriedade 2.0.1. ¢(a,b) =0 se, e somente se, ab=10, a >0, b> 0.
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Demonstragao. Vemos facilmente que se ¢(a,b) = 0, temos que
a+b=va*+b%.

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos que
a® + 2ab + b = a® + b,

e, dail segue que ab = 0. Com isso, temos que a = 0 ou b = 0. Agora, se a = 0, segue

que

b= Vb2

e assim b > 0. Analogamente, se b = 0, segue que a > 0. o que prova a primeira

implicagao. Ja para a segunda, temos que
ola,b) = a+b—Va2+?
= a+b—Va®+ 2ab+ b?, pois ab=0
= a+b—+/(a+b)? ecomoa,b>0

[l

Agora, abrangendo o universo da Programagao Semidefinida, definamos a aplicagao

¢ STLX'IZ X STLX'H, — San

(X,5) — o(X,S)=X+8—(X2+ 522 (2.2)

A aplicagdo acima é uma extensao da fun¢ao de Fischer-Burmeister (2.1), para
Smxn - a diferenga é que, na primeira, os argumentos da func¢ao sao numeros reais e
nesta sao matrizes semidefinidas.

A funcao de Fischer-Burmeister dada em (2.2) também tem a seguinte propriedade:



11

Propriedade 2.0.2. ¢(X,S) =0 se, e somente se,X =0, S =0, XS =0.

Adiante provaremos tal propriedade utilizando-se de um resultado encontrado em
[?7]. Mas, antes disso, enunciaremos um lema que contribuird para a demonstragao do

resultado citado.

Lema 2.0.1. Seja A = 0 de ordem n X n.
Entao, a; >0, Vi =1,2,...,n.
Além disso, se ay = 0, entdo todos os elementos da t-ésima linha e t-€sima coluna de

A sao iguais a zero.
Lema 2.0.2. Sejam X, S € SY™". Entdo, XS =0 se, e somente se, X ¢ S = 0.
Demonstrag¢ao. Como XS = 0, entao temos que
0=tr(XS)=tr(XST)=XeS.
Reciprocamente, agora facamos a decomposicao espectral (de autovalores) de S :
S =UDUT
sendo U ortogonal, isto é,
U'=U"'e D =diag(\), >0, i=1,...,n.

Considere

F=UTXU; F>0; f;>0.

Vamos mostrar que F'D = 0.

Como X ¢ S =0, entdao 0 = tr(XS) = tr(UFUTUDUT). Claramente, vemos que

tr(UFUTUDUT) = tr(UFDU™) = tr(FD) = 0,
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e chegamos entao em F'e D = (.

Podemos ainda mencionar que se tr(FD) = 0, entdo

Xn: fu)\z = 07
=1

o que implica em f;\; =0, Vi=1,...,n.
Para a igualdade anterior, estabelecemos duas possibilidades:
i) Se fi; > 0, entdao A; = 0. Dai temos entao que D = 0 e consequentemente F'D = 0.
ii) Se A; > 0, entao f; = 0. Dessa forma, F' = 0 e pelo lema anterior, F'D = 0.(*)

E dai, segue abaixo que
FD=U"XUU"SU =0

Com isso, temos que UUT X SUU”T = 0 e concluimos que XS = 0.
Agora, suponha por absurdo, que ocorra (F'D);; # 0 para algum ¢, j.

Entao
fij)\j 7é 07
o que, por (x), nos leva a concluir que todo elemento da j-ésima coluna é igual a zero,

e entao, f;; = 0, uma contradicao. O
O Lema demonstrado acima nos possibilita enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.0.1. Seja ¢ a funcao de Fischer-Burmeister definida em (2.2). Entao

o(X,S) =0 se, e somente se, X =0, S>>0, X5=0
Demonstracdao. Por hipotese, temos que

X>0,9~0, XS=0.
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Note que, pelo Lema (2.0.2), temos que
XS=0=tr(XS)=tr(SX)=5SeX =5X
Isso implica que:
(X+9)P?=X"+XS+5X+85*=X>+5°
Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, vem
X+8=(X*+5H)",

que implica em ¢(X,S) = 0.

Reciprocamente, temos, por hipdtese, que ¢(X,S) = 0, ou seja
X+8=(X2+85H)Y2 X §esmn
Elevando ambos os lados ao quadrado, temos que
(X+S5)?=X"+5% X+S5e8,

e equivalentemente XS+ SX =0, X +S5 e 57"

Seja X = QT DQ, Q € R™" matriz ortogonal (isto é, Q7' = QT e D = diag(\y, . ..

a decomposicao espectral (de autovalores) da matriz simétrica X. Reescrevendo:
XS+SX =0, X+Ses"
QTDQS +SQ"DQ = 0, Q"DQ+ S € ST
QQTDQRS+8Q"DR)QT = 0. QQTDQ+ Q" € ST
DQRSQT +QSQ™D = 0, D+QSQ" € ST

Facamos agora a substituicao A = QSQT e vem

DA+AD =0, D+ Ac 8"
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Componente a componente, reescrevemos
(Ni+Aja; =0, D+AeSY" Vi,j=1,...,n.
Em particular, obtemos para i = j
2 ia;; =0e N, +a; >0, Vi=1,...,n.

Isso implica que A\; > 0, Vi = 1,...,n e consequentemente, X > 0. Usando um
argumento andlogo (baseado agora na decomposigao espectral de S), vemos que S
também é semidefinida positiva.

Agora, para verificar que XS = 0, observemos que

XS+5X =0

XeS = tr(XS)= %[tr(XS +8X)] =0

E, pelo lema (2.2), temos que X o S = 0 se, e somente se, X.S = 0. Isso demonstra a

propriedade. O

A partir de agora, com o objetivo, de caracterizar as condigoes da trajetoria central,
vamos fazer uma modificacao na definicao da funcao ¢. Considere 7 > 0 um parametro.

Defina a aplicagao

o RxR — R

(a,b) — ¢-(a,b) =a+b—Va®+b>+ 272

A aplicagao acima é conhecida como funcao de Fischer-Burmeister suavizada e é
continuamente diferenciavel para todo 7 > o e ¢, coincide com ¢ quando 7 = (0. Vale
para esta funcao ¢, uma propriedade andloga a que foi dada a fungao ¢ anteriormente

em (2.0.1). Observe a seguir:
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Propriedade 2.0.3. ¢, (a,b) = 0 se, e somente se, a >0, b >0, ab= 72
Demonstragao. Para a primeira implicagao, temos que se ¢, (a,b) = 0, entao
(a+b) =Va+ 0>+ 712
Elevando ambos os termos ao quadrado, vem
(a+0b)° = (Va> + 5+ 72)°

E entao,

a’® + 2ab + v = a® + b* + 272

E consequentemente, ab = 72.
Suponha, por absurdo, que a < 0 ou b < 0. Dessa forma, 72 = ab < 0, que é uma
contradicao, visto que 7 é um parametro positivo. Suponha também, por absurdo, que

a < 0eb<0. Por hipotese, temos que
Va?+ b2 +712=a+b

e concluimos entao que
va?+ b+ 712 <0.

Um absurdo. Logo, a,b > 0.

Para a segunda implicacao, temos, por hipétese, que ab = 72 e implica que
or(a,b) =a+b—Va2+2+2r2=a+b—Va®+0*+2ab=a+b—+/(a+b)?2
E, como por hipdtese, a,b > 0, temos que
or(a,b) =a+b—(a+b) =0,

o que completa a demonstracgao. O
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Generalizaremos agora tal aplicagao para o universo das matrizes simétricas.
Defina a seguinte aplicacao, também conhecida como fungao de Fischer-Burmeister

suavizada:

¢7- S’I’LX’VL X S’IIX’VL N STLX’I’L

(X,S) = 6,(X,8) =X+ — (X?+ 5%+ 27212 (2.3)
Proposigao 2.0.2. Seja 7 > 0 e ¢ definida como em (2.3). Entao,
¢-(X,S) =0 se, e somente se, X =0, S =0, XS =1°1I.
Demonstracao. Por hipdtese, temos que
X=0, S=0, XS=rI

Temos que se X = 0, entao 3 X~ !. Tomando entdo XS = 72] e multiplicando por

X! do lado esquerdo da igualdade e por X o lado direito, vem
XXX = X)X
E, entao,
SX =X 172X =2 X1X =72 (2.4)

Dessa forma, temos que

XS+ 85X =271

E dai

(X+9)? =X+ XS+ SX+8*=X>+5%=X>+5%+27°]

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, temos que

X +5=(X>+5%+2r)"?
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e entao, ¢,(X,S5) =0.

Temos, por hipdtese, que ¢,(X,S) = 0, isto é,
X +S=(X2+ 8%+ 2722
Elevando ambos os membros ao quadrado, vem

(X+5)? = X?+5°+27°1, X+Sesyr

e equivalentemente XS+ SX = 27°I, X +S € S0" (2.5)

Seja X = QT DQ, Q € R™" matriz ortogonal (isto é, Q= = QT e D = diag(\y, ..., \n)),
a decomposicao espectral da matriz simétrica X. Dai, fazendo a substituicao solicitada,

(2.5) fica assim reescrita:

XS+SX = 27, X +Sesmn
QTDQS +SQ"DQ = 27, Q'DQ+ S € ST"

QQ'DQS+5Q"DR)QT = Q-2r°[-Q", QQ'DQ+S)Q" € S

DQSQT +QSQTD = 271, D+QSQ" € ST
Fazendo a substituicao A = QSQT, temos que
DA+ AD =271, D+ Ae S" (2.6)
Componente a componente, reescrevemos
(N + Ajay; =27%0;;, D+Ae S, Vij=1,...,n. (2.7)

A notagao ¢;; representa os simbolos do Kronecker, ja citados neste trabalho.

Em particular, para i = j temos

2\ia; =27 (1>0) e N\j+a; >0, Yi=1,...,n.
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E, assim, temos entao que A\; > 0,2 = 1,...,n o que implica em X > 0.

Usando um argumento andlogo (baseado agora na decomposigao espectral de S),
vemos que S também ¢é definida positiva.
Agora, para finalizar, verifiquemos que XS = 721.

Para isso, observemos que de (2.7), considerando i # j, obtemos
()\z + )\j)aij = 27'251']'

Dai, chegamos em a;; = 0, desde que A\; + A; > 0. Portanto A é matriz diagonal. Em

particular, por essa razao, temos que
DA = AD
Assim, de (2.6), como DA = 72], entao
Q'(DAQ = Q(r1)Q

Q'DRSQTQ = 1

XS = 7?1
Isso demonstra a propriedade. O]

A partir de agora, vamos introduzir uma nova funcao cujas propriedades sao simi-

lares as de Fischer-Burmeister suavizada. Considere entao
¢(a,b) :=2min {a,b}; a,b € R
Tal funcao serd conhecida por fungao minimo.
Observacao 2.0.4. Vale também para esta funcao a sequinte equivaléncia:

o(a,b) =0 se, e somente se, a >0, b >0, ab=0.
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Demonstragao. Por hipdtese, temos que ¢(a,b) = 0. Logo, 2min{a, b} = 0 e, com isso,
min{a, b} = 0.

Se a < b, temos que min{a,b} = a = 0 e portanto b > 0. Porém, se b < a, entdo
min{a,b} = b =0 e teremos a > 0. Com tudo isso, se min{a, b} = 0, entdo a ou b =0
o que acarreta em ab = 0.

Agora, supondo que ab = 0, temos que a = 0 ou b = 0.

Se a = 0, teremos b > 0 = min{a, b} = 2min{a, b} = ¢(a,b). Agora, se b = 0, entdo

a > 0 =min{a,b} = 2min{a, b} = p(a,b), o que completa a demonstracao. ]

Com o objetivo de estender a definicao da fungao minimo a classe das matrizes

simétricas, faremos uma reformulagao.

Observacgao 2.0.5.

¢(a,b) =2min {a,b} =a+b—|la—b|=a+b—+/(a—b)?

Demonstracao. Temos por hipotese que,

v(a,b) = 2min {a, b}

Se a < b, entdao p(a,b) =2a =a+b+a—b=a+b— (b—a). Contudo, se b < a, logo
ela,b)=2b=a+b—a+b=a+b— (a—0b).

Pela prépria definicao de médulo, vé-se claramente que

(p(aab):a+b_|a_b|

Considerando enfim \/(a — b)? percebemos que

a—b, sea>b
(a—b)?

b—a, sea<b
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Vemos também que a funcao exposta acima é equivalente a funcao-mdédulo, logo

v(a,b) =2min {a,b} =a+b—|a—bl=a+b—+/(a—b)?

]

Através da expressao citada anteriormente, definamos a funcdo minimo agora no

universo das matrizes simétricas:

(b SHXTL X SHXTL N STLXH

N

(X,8) — ¢(X,9)=X+85—((X-29)? (2.8)
Proposicao 2.0.3. Seja ¢ a fungao minimo definida anteriormente em (2.8). Entao,
#(X,8) =0 se, e somente se X =0, S>=0, XS=0.

Demonstracao. Temos inicialmente por hipdtese que

X>=0, 9= XS=0

implica em 0 = tr(XS) = tr(XST) = X o S.

Dessa forma, de X.S = 0 temos que
tr(XS)=0=tr(SX)=SeX =5X,

pelo Lema (2.0.2).

Isso implica que XS + SX = 0. E dessa forma,
(X+9)?=X>+XS+SX+S=X>+5"=(X-8),
e vemos entao que (X + 5)? = (X — S5)? que implica em

X+85=((X-57,
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que equivale a ¢(X,S) = 0.

De maneira reciproca agora, temos por hipdtese que ¢(X,.S) = 0. Com isso,

NI

X+ 8=(X-28)?)e,
e elevando ambos os termos ao quadrado, vem
(X+9)°=(X-9)2eX+S5esrm,

ou equivalentemente XS + XS =0e X + 5 € ST™". O término da demonstracao é

inteiramente analogo ao da Proposicao 2.0.1. [

Queremos agora modificar a definicao da funcao minimo a fim de que satisfaca
uma caracterizacao das condigoes da trajetéria central dadas em (??). Para isso,
inicialmente, faremos uma modificacao da funcao minimo para variaveis escalares como
segue:

orlat) = a+b— A DFT IR, 720

A funcao minimo descrita acima é conhecida por fungao minimo suavizada ou ainda por

funcao suave de Chen-Harker-Kanzow-Smale e também possui a seguinte propriedade:

Propriedade 2.0.4.

2

o-(a,b) =0 se, e somente se, a >0, b>0, ab=7°, 7> 0

Demonstragao. Por hipétese, temos que a + b = \/(a — b)? + 472. Elevando ambos os

termos ao quadrado, vem
a® +2ab+b* = (a — b)* + 47° = a® — 2ab + b* + 477,

que recai em 4ab = 472 e portanto ab = 72.
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Veja:

se a ou b <0, contradiz ab = 72

se a,b < 0, contradiz a +b = +/(a — b)? + 472

Logo, a,b > 0.

Reciprocamente, considerando a,b,7 > 0 e ab = 72, vem

o-(a,b) =a+b—/(a—b2+412 = a+b—Va®—2ab+ b2+ 4ab
b V@I
= a+b—+/(a+b)?
= a+b—(a+Db)

= 0.
[l

Isso nos motiva a definicao da aplicacao a seguir para a classe das matrizes simétricas

QST S’I’LXTL X S?’LX?’L s S?’LX?’L

(X,S) = ¢.(X,8)=X+5—((X =8+ 47°1)"? (2.9)
E assim, enunciamos a seguinte proposicao.
Proposigao 2.0.4. Seja 7 > 0 e definida como em (2.9). Entao
$-(X,S) =0 se, e somente se X =0, S =0, XS =711
Demonstragao. Considere

X0, 80 XS=r7%I
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Por 2.4, temos que XS + SX = 2721, e assim,

(1) (X+8)P?=X*+XS+5X +5?

(2) (X -8)P=X?-XS—-S5X+5°

(2.10)

Fazendo (1) — (2) temos que (X + 9)* — (X — 5)? = 2(XS + SX), e entao

(X +9)?=(X—-9)*+47°1
Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, vem

X+8=(X—-25)+4r%)2
que implica em ¢, (X, S) = 0.

Reciprocamente, se
¢ (X,8) =0, para X, S € §™"

temos que

X+8=((X-298)?+4r1):
e a demonstragao segue inteiramente analoga a da Proposicao 2.0.2. O]

De agora em diante, quando mencionarmos a fungao ¢,, estaremos nos referindo

tanto a fungao de Fischer-Burmeister suave
$-(X,8) =X + 85— (X>+ 5%+ 27°1)" (2.11)
quanto a funcao minimo suave

$:(X,8) =X+ 85— ((X — 8)+47%1)2 (2.12)
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pois vimos anteriormente que as propriedades e proposi¢oes pertinentes a uma podem
ser estendidas também a outra.

Dessa forma, entao, defina a seguinte aplicacao

@T STLXTL X Rm X STLXTL N STLXTL X Rm X STLXTL

Y NAi+S-C
=1
(XA, 5) = Aje X —b; (i=1,...,m) (2.13)
¢-(X, 5)

Tal aplicacao anterior generaliza as condi¢oes de otimalidade do problema sujeitas
as caracterizacoes das fungoes ¢, que ja tratam das condigoes da trajetoria central.

Tendo como base as proposicoes 2.0.2 e 2.0.4, podemos entao agora enunciar o
seguinte teorema (cuja demonstragao é imediata) que representa uma nova caracter-

izagao das condicoes da trajetéria central dadas em (??) para PSD’s:

Teorema 2.0.2. Seja ®, dada em (2.13) com a fun¢ao ¢ dada por (2.11) ou (2.12) e
tome T > 0.

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) (X, A, S) satisfaz as condi¢oes da trajetdria central dadas em (?77)

(b) (X, A, S) € uma solugao do sistema de equagoes nao-lineares @.(X, A, S) = 0.

No Capitulo seguinte, trataremos de propriedades mais especificas das fungoes ¢,

principalmente no que dizem respeito a sua diferenciabilidade.



Capitulo 3

Propriedades especificas da funcao

¢

No presente Capitulo, abordaremos sobre algumas propriedades das funcoes ¢ ja in-
troduzidas anteriormente e analisaremos particularmente a diferenciabilidade das mes-
mas.

Anteriormente, tratdvamos 7 simplesmente como um parametro nao-negativo ou em
alguns casos, positivo. A partir de agora, sempre que mencionarmos 7 estaremos nos
referindo a uma variavel independente. Tal modificagao é necessaria por algumas razoes
computacionais que serao detalhadas posteriormente quando tratarmos da solucao das
condigoes de otimalidade dadas em (?7?) através de um método do tipo suave que sera
ainda apresentado.

Para deixar mais clara também a notacgao a ser utilizada de agora em diante, facamos

a seguinte substituicao:

o(X,8,7) = ¢.(X,95)
Entao, estabelecemos
O(X,S,7) =X+ 5 — (X% + 8%+ 272)1/? (3.1)

25
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para a funcao de Fischer-Burmeister suavizada de (2.11) e
(X, 8,7) =X+ 85— ((X —8)* 4 4721)"/? (3.2)

para a fun¢ao minimo suavizada de (2.12).
Com as sucintas modificagoes, iniciaremos nossa anélise as funcoes ¢ apresentando

o Lema seguinte, que mostra que a func¢ao ¢ citada em (3.1) ou (3.2) é continua em 7.

Lema 3.0.3. Considere a fungdo ¢ expressa em (3.1) ou (3.2). Entdo, para quaisquer

X, 5e€ S8 er>v>0, temos

R(T—v)] = ¢(X,S,v) —o(X,S,T) = 0,

kTl = ¢(X,5,0) — (X, S, 1) = 0.
onde k denota uma constante positiva e independente de X, S, T e v e seu valor €
Observacgao 3.0.6. A constante k citada no Lema (3.0.3) tem seu valor conhecido:

k = V2 para a fung¢io de Fischer-Burmeister suavizada dada em (3.1) e

Kk = 2 para a fun¢ao minimo suavizada dada em (3.2).

Demonstracao. Fixe X, S € S™™ e 7,v > 0. Agora, considere a funcao de Fischer-

Burmeister suavizada dada em (3.1), ou seja,
(X, 5,7)=X+85— (X*+5*+2r°)/?

Seja G := X2 + S? e escolha qualquer matriz P ortogonal (isto é PT = P71 e

A1, .. A € R tais que satisfacam

G = P" diag[\1, ..., \n] P
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Entao,

O(X,S,7) = X485 —(G+2r2)Y?

= X + 8 — P diag[(\ + 272, ..., (\ + 279V P
e assim, de maneira inteiramente analoga para ¢(X,S,v), ou seja,
(X, S,v) =X + 5 — PT diag[(\ +20)Y2, ..., (A, +20)Y? P
Dessa forma, temos que
(X, S, v) — ¢(X,S,7) = PT diag[(\ + 27%)* — (N + 20H)V2], P
Além disso, como G = 0 de tal maneira que \; > 0 para cada i, temos entao que
0<(N4+2)2 =N+ 222 <V2 (1 —v)

A segunda desigualdade anterior utiliza-se da seguinte observacao:

Observagao 3.0.7. Considere h(7) := (\ + 272)1/2.
Tal funcgao € diferencidvel e convexa em Ry, (reais positivos), para qualquer A\ €

R, . Como, Observe agora que h(t) = (A + 272)1/2, observe agora que

W(r) = =(A+27%)7Y2 . 47

1
2
= 2\ + 27'2)*1/2 T

V2

IN

A conclusio de que W (1) < /2 vem do fato que o nico ponto critico de h'(T) (nesse
caso, ponto de mdximo global) ocorre quando A =0 e seu valor é \/2.

E assim,

h(r) — h(v) = (A + 272 — (A + 2022 < W (7) < V2
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Dai, como T > v >0, vem
h(r) = h(v) <K(r) (1 =v) V2 (7 =)
Entao concluimos que
V2 (r—v) I = ¢(X,S,v) = ¢(X,8,7) =0

Isso prova a primeira relagao do Lema com xk = V2.
Considerando que a relagao anterior valha para qualquer v € (0,7), e tomando

v — 0, chegamos na segunda relagao a ser demonstrada. Além disso, temos que

¢(X,5,0) = lim ¢(X,5,7) = X +5-P" diag[\/?, ..., A/? P
= X+S-G'?

— X 45— (X245

Temos entao que

0< ¢(X,S,V) _(b(X,S,T) < \/5 (T_V)
Com v — 0, teremos entao

0<¢(X,5,0)—d(X,5,7)<V2T

E entao fica

V271 1= ¢(X,8,0)—¢(X,S,7) =0

o que prova a segunda relacao do Lema. A demonstracao das duas relagoes considerando-

se a fungdo minimo suavizada dada em (3.2) é inteiramente andloga.

Como consequéncia do Lema 3.0.3, segue-se o corolario:
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Corolario 3.0.1. Seja ¢ definida como em (3.1) ou em (3.2) e a constante k do lema

(3.0.3). Dessa forma, as sequintes afirmag¢oes sao verdadeiras:

H¢<X7S?V> - ¢(X7 SJT)”F < ’i\/ﬁ (T_ V)

vale para quaisquer X, S € S™" et > v > 0.

16(X,8,0) = (X, 8, 7)|[r < kv/n 7

vale para quaisquer X, S € S™*" e 1 > 0.

Demonstragao. Sejam Ay, ..., A, os autovalores da matriz simétrica ¢(X, S, v)—¢(X, S, 7).
Pelo Lema 3.0.3, temos que

K(tT—v)>X\>0

Fazendo a substituicao Z := ¢(X,S,v) — ¢(X, S, 7) e aplicando a norma de Frobenius

temos que

lo(X, S,v) = (X, 8, 7)|p = 1Z|lp = (Z,2) =tr(2Z")

N 1/2
> )

ij=1
= (N4 422

Temos que 0 < \; < k (7 — v) implica em
NSk (r=v))

E entao,

M4+ <nlk(T-v)?
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que ainda implica que (A2 + ...+ A2)Y/2 < \/n k (7 — v) e obtemos que
1Zlr= 2 +.. X2 <Vnk(r—v), T>v>0,

0 que prova o item 1.

Para a demonstracao do item 2, temos, do item 1, que
[6(X, S, v) — (X, S, T)lp =N+ ...+ X2)2 < Vnk (r—v)
E para concluir, vem

|6(X,S,0) —d(X, S, T)||[r <vVnK(r—0)=+vnkr, 7>0.
o que completa a demonstracao do item 2. O

Nosso principal objetivo agora é mostrar que as fungoes de Fischer-Burmeister e de
minimo suavizadas dadas em (3.1) e (3.2) sdo continuamente diferencidveis em relagao
a X, S e 7. Esse importante resultado foi demonstrado em [?].

A prova que serd dada nesse trabalho, em relacao a diferenciabilidade das fungoes
¢, ¢ um tanto quanto diferente da apresentada em [?]. O lema seguinte inicia esse

processo.

Lema 3.0.4. Considere as matrizes A € ST3", B € S™". Entao,
|AY2 = B2l < [[A72]|o - || A = Bll2

Demonstracao. Veja [?], Segao 7.2, p.411. ]

Depois da apresentacao dos resultados anteriores dessa Secao, torna-se mais apro-
priada a obtencao da féormula para as derivadas das aplicagoes ¢. Sem perda de gen-

eralidade, apenas para tornar nosso estudo mais especifico, vamos direcionar nossa
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andlise apenas a funcao de Fischer-Burmeister suavizada dada em (3.1) (o estudo para
a fun¢do minimo suavizada de (3.2) é realizado de maneira analoga).

Para esse fim, temos que provar que
[6(X +U,S+V, 7+ p) = o(X,8,7) = Vo(X, 5, 7)(U, V, )| = o[ (U, V,)][]) (3:3)

vale para todo (U, V,u) € S™" x §™*" x R — (0,0,0), e Vo(X, S, 7) designa um
operador linear conveniente para a derivada de ¢ em (X, S, 7).

Para facilitar, vamos decompor a fungao ¢ da seguinte maneira:
O(X,S8,7) =1 (X,S,7) — $o(X, S, 7)
onde

¢1 = X+Su

¢r = (X*+ S +2770)?
E imediato ver que ¢, é diferenciavel e
Vo (X, S, ) (U, V,u)=U+V
Ja para ¢o, o trabalho é mais minucioso. Definamos entao
E:=(X*+ 5%+ 27°1)"? com E = 0

Considere agora

LplX]):=EX + XE (3.4)

como sendo o operador de Lyapunov correspondente a X. Devido ao fato de E > 0, a

equacao seguinte (conhecida como equacao de Lyapunov)

Lp[X]=H
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possui solucao unica em S™*" para cada matriz H nesse conjunto, pelo Teorema 1.1.1.
Por isso, podemos definir Lgl, a inversa de Lg (em outras palavras, L;(H ) denota a
unica matriz X que satisfaz EX + XFE = H).

Para simplificar notagoes, defina entao
D:=((X+UP+(S+V)+2(r+p’D"
E a partir dai, temos que
Lg|D—E):=FE(D—-E)+(D—-E)E=ED+ DE —2E*?
e entao,

Lg[D—E)+(D—-E)> = ED+ DE—2E*+ D?> - DE — ED + E?

— D2 o E2
Aplicando a inversa de Lg, Lgl, em ambos os lados temos

L3 (D*— E*) = Ly'(Lg[D - E|+ (D - E)?)

= (D—-E)+ L' (D - E)?
e ordenando os termos vem,

E—D=L;'[(D - E)> - (D* - E?)]
= L (E-DP?—[(X+UP+(S+V)2+2(1+p)l — (X*+ 5%+ 2721
= LG (E-DP? - (X*+UX+XU+U?+S*+SV+VS+V?+277 +
+2 Tl 4 2url + 2] — X2 — 5% — 272])]

= Ly'[(E—D)— (XU+UX + SV + VS +drul + U* + V? + 24°1))
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Como L' é um operador linear, podemos ainda fazer

Go( X +US+V, 7+ p) — ¢o(X,S,7) — Voo (X, S, 7)(U, V, )
= —V¢2(X, Su 7-)<U7 V,/L) - (E - D)
= —Veu(X,S,7)U,V, ) + L' (XU + UX + SV + VS +drul] +  (3.5)

+ LG U? +V? + 2421 — LG [(E — D)?
Com tudo isso concluimos entao que,
ILE' (02 + V* + 26 1][| » = O((T, V, w)lI).
Agora, observe que
I(E = D) = (£ —D)(E-D)| <|E-D|-|E-D|=|E-D|*
E pelo Lema 3.0.4 temos ainda que

IE=Dlfp < E7E I1E* - D%

nllE* = D[z
= | XU+UX + SV +VS+drul + U+ V* + 2021 |[3

o(llw. v, mlI*)

onde v; = ||[E7Y|% > 0, isto é, uma constante positiva, independente dos parametros

U,V e pu. Toda essa situagao recai em
ILE (B = D)||r = O, V. )| ")- (3.6)
Dessa forma, se considerarmos

Voo(X, S, 7) (U, V,u) = L [XU +UX + SV + VS + drul,
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chegamos a conclusao que, de (3.5) a aplicagdo ¢, é diferencidvel em (X, S, 7). Como
ja se constatou que ¢; também é diferenciavel nesse ponto, logo ¢ é diferencidvel em
(X, S,7).

Considerando (3.6) e a fun¢ao ¢ dada por (3.1), temos que
Vo(X, S, 7)) U, V,u) :=U+V — LHXU +UX + SV + VS +4drul]

¢ continua em (X, S, 7).
O fato de ¢ ser diferencidvel em (X, S, 7). e o resultado dado no Lema anterior nos

serao muito uteis para a demonstragao do Teorema que segue.
Teorema 3.0.3. Seja X, 5 € S™" e € R,

1. (a) Se ¢ é dada por (3.1) e X*+ 5% +27%] = 0, entdo ¢ é continua diferencidvel

em (X,S,7) com
Vo(X,S,7) (U, V,u) =U+V — L] [XU+UX + SV + VS +4drul], (3.7)
onde E := (X% + S% 4 272)Y/2.

2. (b) Se ¢ € dada por (3.2) e (X —S)?+47% = 0, entdo ¢ € continua diferencidvel
em (X,S,7) com
(3.8)

onde E = ((X — S)% + 4721)'/2.

Demonstracao. A analise que fizemos anteriormente ja garante a diferenciabilidade da
fungao ¢ dada pela fungao de Fischer-Burmeister suavizada de (3.1).

Reciprocamente, considere

D:= (X =S+U—-V)+4(r+ p)*N"2
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Como agora se trata da funcao minimo, modificaremos a defini¢cao de E como segue a
seguir:
E = ((X — S)* +472)'/2.
Usando o fato de que
D?>— E?=Lg[D — E] + (D — E)?
apliquemos entao a inversa de L, L;Jl, em ambos os lados. Dali,
Ly'(D* - E?) = L (LglD — E]+ (D - E)?)
= (D-E)+ L (D-E)?
e ordenando os termos vem,
E-D = Ly'[(D-E) - (D*— E?)]
= LJ[(E=DP?—[(X=S+U—-V)2+41+p* - (X - 9)*+47°1)]]
= L' [(E—D)?—(X*- XS+ XU - XV -8X+5*-8U+ SV
+UX —US+U?-UV —-VX+VS—VU+V?+47°1 + 87ul +
+ 4] — X+ XS+ SX — S% — 47%])]
= L;'(E-=D)—((XU—-XV —-SU+SV)+(UX-US-VX+VS)+
+ (U = UV = VU + V?) +8rul +44°1))
= Ly [(E=DP—(X-=8)Y(U-V)+U-V)X—=S8)+ (U —V)*+8rul +4p°I)]
Como L;Jl é um operador linear, podemos ainda fazer
X +USHV, 74+ pu)—o(X,8,7)—Vo(X,S,7)(U,V, )
= U4V -D+E-Vo(X,S,7)(U,V,pu)
= E-D+ L [(X-=8S)(U=V)+ (U -V)(X —=5)+8rul

= Ly [(E— D)) = Lg'[(U = V)* + 4p°1].
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De acordo com o Lema (3.0.4) temos que

I(E—D)*r < |E—D|%
< yp|E? - D%
= R|(X=9)U-V)+ (U -=VNX=8)+(U—-V)?+8rul + 4°I||%

= O, V, w|I?)

onde v, corresponde a uma constante positiva independente de U,V e 7. Tudo isso
implica que
[6(X +U,54+V,7+p) = ¢(X,5,7) = VO(X, 5, 7)(U, V)| p
< wl(E = DYlr+ll(U—V)* + 42|
= o(lIT, V. I
onde 3 também diz respeito a uma constante positiva independente de U,V e 7.

Essa anélise nos garante a diferenciabilidade de ¢ considerando V¢ dado por (3.8).

Analogamente a conclusao do primeiro item deste Teorema, se considerarmos
E=(X-8)?2+4r"N"? =0

continua em (X,S,7), vemos de imediato que V¢(X,S,7) também é continuo em

(X, S, 7). O

Pelo Teorema 3.0.3 vimos que as fungoes ¢ dadas em (3.1) e em (3.2) sdo ambas

continuas diferencidveis em (X, S, 7), com 7 > 0. Foi discutido e demonstrado que
lp(X +U, S+ V, 7+ p) = $(X, S,7) = Vo(X, S, 7)(U, V, )2 = O(|| (T, V. w)lI*), (3.9)

apesar de termos sugerido a prova de (3.3). No nosso caso, a fungao ¢, provar (3.9) foi

suficiente para garantir a diferenciabilidade dessa funcao. No entanto, nao podemos
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generalizar tal resultado. Um bom contra-exemplo é exposto a seguir:

fa) = 2? sen(L), se x #0

0, sex=0

Veja o que acontece:
(@) = f(0) = f/(0)z] = O(l2[*).

com f’(0) = 0, ou seja, satisfaz (3.9), porém tal funcao sé é diferencidvel na origem, o

que nao a torna continua diferenciavel.



Capitulo 4
O Algoritmo

Neste Capitulo, faremos uma abordagem sobre o aspecto computacional do nosso
trabalho. O algoritmo que serd apresentado neste Capitulo devera resolver as condicoes
de otimalidade dadas em (??), bem como a solugao do PSD dado nas formas primal e
dual. Para isso, utilizaremos muitos dos resultados citados e analisados até agora.

Optamos por uma idéia que esta inserida no contexto de problemas de complemen-
tariedade nao-linear. Sobre problemas dessa natureza, veja [?]. Além disso, 7 serd

visto como uma variavel independente. Entao, definamos a aplicacao

O: " XR"x """ xR — SR xS xR
D> Mdi+S-C
=1

O(X, A\, S8,7) = | AieX b, (i=1,...,m) (4.1)
¢(X,S,7)

-
onde ¢ é expressa por (3.1) ou por (3.2).

Além do fato de termos considerado 7 como uma variavel independente ao invés
de um parametro, a nossa escolha também se diferenciou da feita em [?] pelo fato de

termos acrescentado uma linha ao sistema a fim de que o mesmo se tornasse um sistema

38
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de equagoes nao-lineares quadrado, como se vé a seguir
O(X, A\, S,7)=0 (4.2)

e dessa forma (X*, \*, S* 7%) é solugao de (4.2). Além de fazer com que o sistema de
equacoes se tornasse quadrado, a linha adicional colocada nele também implica que
resolver o sistema (4.2) é equivalente a resolver as condigoes de otimalidade dadas em
(?77?), e nao as da trajetéria central. O método escolhido por nds continuard garantindo
a continuidade e diferenciabilidade da funcao ¢ dadas no Teorema 3.0.3 o que, com
certeza, nao deixa de ser uma vantagem em relacao a trabalhar com a funcao ¢ nao-
suavizada.

O algoritmo que seguird adiante devera ser solucionado pelo método de Newton
(veja também [?]) e sua convergéncia global serd obtida de acordo com uma vizinhanga

conveniente da trajetoria central que é dada a seguir
N(B) = {(X,)\,S,T) | A, e X =0b, Vi=1,...,m, Z)\iAi +S=0C|o(X,S,7)||r < BT} :
i=1

onde 3 > 0.

J& em se tratando da convergéncia local rdpida, a mesma sera obtida utilizando-se
um conveniente passo preditor (serd abordado futuramente).

O algoritmo que sera abordado a seguir trata-se do tipo preditor-corretor. Fazendo
um paralelo com a Programagao Linear, tal algoritmo consiste em se considerar um
unico passo "corretor” para a trajetoria central logo apds cada passo ”preditor” para
reduzir 7. O passo preditor, apds a inicializagdo da execucao do algoritmo, quando
k =0 (k, indice de iteragoes), move yo numa vizinhanca limitada da trajetéria central
na fronteira de uma vizinhanca mais ampla e o passo corretor entao parte deste ponto e

move para a préxima iterac¢ao, y;, numa vizinhanga limitada sucessivas vezes (variando
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k) até finalmente concluir o processo. Sem contar que esse métodos preditor-corretor
sao uns dos mais usados atualmente na categoria de métodos primal-dual, devido ao
fato de proporcionarem implementacoes com éxito.

Para simplificar notagoes, entao considere:
W= (X,\8) e Wr.= (X* \k SF)

onde k denota o indice de iteracoes. Com tudo isso, considere a seguir o nosso método

de suavilizagao para a solugao do PSD:

Algoritmo 4.0.1. 1. (P.0) Inicializacao
Escolha
WO = (X°,\, 5%) € §™" x R™ x §™<"
com
i)\?AﬂrSO:C eA; e X =b, (i=1,...,m)
i=1
Escolha 19, By > 0 com ||¢p(X°, 8% 70| < B0 € coloque k := 0.

Escolha 6,04, a9 € (0,1).

2. (P.1) Passo Preditor

Seja
(AW Arp) = (AXF AN ASE A7) € S™" x R™ x S x R

solucao do sistema
k AW k
VoW ) =-0(W" m). (4.3)
AT

Se

(X" + AX* SF + AS* 0)||r =0 pare.

Caso contrario,
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(a) (i) Se ||o(X* + AX* S* + AS* 70.)p > 7y, entdo tome
Wk.=Wwk #*.=7% ¢ M =1
e vd para o passo (P.2)

(b) (ii) ou do contrdario, seja n, = 5, onde s é um nimero natural com

|p(X* + AXFE SE + AS* ai)||r < Brral, r=0,1,...,s

lp(X* + AX* SF + ASE o) ||p > freal™,

e coloque

- Wk, ses=0
Tr = N7 e W5 =
Wk + AWP*_ caso contrdrio.

e vd para o passo (P.2).

3. (P.2) Passo Corretor
Seja
(AWF Af) = (AR, ARF, ASF A%

a solucao de
VO(W*, #) = —O(W* 7,) + (4.4)
Seja iy = max {1, aq,0a2,...} com
|0(XF + etayAXF, S* + etayAS*, 7, + elar A ||p < (1 — 67) Bk (4.5)

Coloque

W= Wk 4 ﬁkAWk, Tir1 := (1 — G0w) T

Faga k :=k + 1 e volte ao passo (P.1).
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As iteradas (X%, Nk, S*) e (X”“, AP, 5”‘“) geradas pelo Algoritmo sao vidveis para as

condigoes de otimalidade dadas em (??) no sentido que

dMA+ S =0, AeXF=1b, (i=1,...,m) (4.6)

i=1

Zj‘fAi+S’k:Ca Ao XF =1, (i=1,...,m)
i=1

vale para todo k € N.
A viabilidade das iteradas (comentadas hé pouco) juntamente com as Proposi¢oes
2.0.1 e 2.0.3 justificam o critério de terminagao abordado no Passo (P.1) e tais resultados

implicam que
|o(X* + AX* SF + AS* 0)||p = 0 se, e somente se, W* 4+ AW*

é solucao de (?77).

Para a anélise tedrica que faremos sobre o Algoritmo, suponhamos, por hipdtese,
que esse critério nao vale se a sequéncia gerada pelo Algoritmo for infinita (pois dessa
forma, o método nao convergiria). Além do mais, a regra de atualizagdo para 7y
no Passo (P.2) segue imediatamente da iltima linha do sistema linear (4.4) no Passo

corretor que resulta em A7, = —d7. Tal regra é equivalente a
Th1 = T + ATy

Para finalizar, frisamos que o sistema de equagoes lineares deve ser resolvido em ambos
os Passos, preditor e corretor, e ainda com possiveis matrizes diferentes VO (W, 7).
Todavia, sem comprometer os resultados sobre sua convergéncia, propomos uma su-
til modificagdo no Algoritmo que acarretarda em resolver unicamente um sistema de
equacoes lineares no passo preditor ou dois sistemas com a mesma matriz coeficiente.

A modificacao requerida consiste no seguinte:
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Se o Passo preditor for aceito com 7, < 1, entao pule o Passo corretor, ou seja,

coloque:

W = W AW
Thk+1 = TkTk
Faca k := k+1 e volte ao Passo (P.1).

Agora, formalmente, analisaremos as Propriedades do Algoritmo, mostrando inicial-
mente que o mesmo ¢ bem definido. Para isso, queremos provar que os sistemas line-
ares (4.3) e (4.4) tém uma unica solu¢do. Com esse objetivo, aprimoraremos algumas
propriedades especificas do operador de Lyapunov dado em (3.4), iniciando pelo Lema

seguinte.
Lema 4.0.5. Sejam A, B € S7}". Entdo, valem as sequintes afirmagoes:
1. La e Lp sao auto-adjuntas
2. L' e L' sdo auto-adjuntas
3. LyoLpg e Lgo Ly sao fortemente monotonas
4. LtoLp e Lg' o Ly sio fortemente mondtonas

Demonstragao. (1)
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E facil ver que L, é auto-adjunta. Observe:

LoX]eY = tr(La[X]Y)
= tr((AX + XA)Y)
— tr(AXY) + tr(XAY)
= tr(XYA)+tr(XAY)
= tr(X(AY + Y A))
= tr(X LalY])

= X.LA[Y]

para quaisquer X,Y € S™*". Para Lp, a demonstracao ¢ inteiramente analoga.

(2)
Para demonstrar que L;ll é auto-adjunta, usaremos o item (1) e o fato de que L;ll éa

inversa de L 4. Veja:

Ly'[X]eY = (Ly'[X]Y)
— (L3'[X], La(L3'[Y])), e pelo item anterior, vem
= (La(Ly'[X]), Ly [Y])
= (X, Ly'[Y])

= XeL}'Y]

para quaisquer X,Y € S™*". A demonstracao para Lgl ¢ inteiramente analoga.

(3)
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Utilizando o resultado do item (1), temos que

(LaoLp[X])e X = (Lao Lp[X] X)
= (Lp[X], La[X]), pelo item (1)
= (BX + XB,AX + X A)
— tr(BX + XB)(AX + X A) (4.7)
— tr(BXAX + XBAX + BXXA+ XBXA)
= 2tr(BXAX)+tr(X*(BA+ AB))

= 2|BY2XAY?|2 4+ tr[X(BA + AB)X], VX € §™"
Como BA(AB) é similar a BY2ABY2(AY2BAY?), pois
BA = BY*(BY2ABY?)B~1/?
e ainda A, B > 0, segue que BA e AB tem autovalores reais nao-negativos. Portanto,
BA+AB >0 (4.8)
Além disso tudo, considerando a aplicacao
X = | BY2X AV

que define uma norma e sabendo que em espacgos de dimensao finita, todas as normas

sao equivalentes, 3 u > 0 tal que
IBY2X AV p 2 gy | X]lr, ¥ X € S™°0 (49)
Relacionando as passagens (4.7), (4.8) e (4.9), obtemos

(Lao LplX]) e X >2 | BYV2XAV2|L > 2| X%



46

ou seja, L4 o Lg é fortemente mondtona em S™*" pois
<LAOLB[X] - LAOLB[Y],X —Y> == <LAOLB[X —Y],X —Y>

Permutando A e B provamos que Lg o L, é fortemente mondtona de forma andloga.

(4)
Fazendo Y = L;'[X] para VX € S™" e por (1) temos que
(LitoLp[X])e X = (L,'oLp[X],X)
= (Ly o Lpo La[Y], LalY])
= (LpoLa[Y],Y)

= (LpoLalY])eY

e como Lpg o L, é fortemente monétona pelo item (3), concluimos, a partir disso, que

Lgl o Lp é fortemente mondtona. Para Lgl o L4, a prova é inteiramente analoga. [

Nosso objetivo agora é mostrar que os sistemas lineares (4.3) e (4.4) citados no
Algoritmo possuem solugao tnica. Mas, para isso, mostraremos que a aplicagao linear

VO(X, \, S, 1) é inversivel. Iniciemos pela seguinte Hipétese:

Hipétese 4.0.1. As matrizes A;, (i = 1,...,m) sdo linearmente independentes, isto
¢,

ZOQAZ':O, v eER=aq;=0, Vi=1,....m
=1

Agora com base no Lema (4.0.5) e na Hipétese (4.0.1) ja podemos provar que a

aplicacio VO(X, )\, S, 7) é bijetiva e isso implica que as dire¢oes preditora (AX*, AN ASF A7)

e corretora (AX* AN  AS* A7) estdao bem definidas, como enuncia a Proposicio a

seguir.
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Proposicao 4.0.5. Suponhamos que vale a Hipdtese (4.0.1). Entdo a aplicagdo linear
VO(X,\, S, 7) com ¢ dada por (3.1) ou (3.2) € bijetiva para todo (X, \,S,7) € S™*" x

R™ x S™™ x Ry 4.

Demonstragao. Para a prova, vamos considerar a fun¢ao ¢ dada em (3.1). J4 para a

fungdo minimo suavizada dada em (3.2) a prova é inteiramente andloga.

Seja (X, A, 9,7) € 5" x R™ x 5" x Ry,. Como VO(X, A, S,7) é uma aplica¢do
linear de S™*™ x R™ x S™*™ x R sobre ele mesmo, devemos mostrar apenas que tal
aplicagao é injetiva. Para isto, é suficiente mostrar que o sistema

VO(X, A, S, 7)(AX, AN, AS, Ar) = (0,0,0,0)

ou equivalentemente o sistema

iA)\iAi+AS = 0 (4.10)

B AieAX = 0, (i=1,...,m) (4.11)
Vé(X, S, 7)(AX,AS,AT) = 0 (4.12)
Ar = 0 (4.13)

tem AX, A\, AS, A7) = (0,0,0,0) como sua unica solucdo a trivial. Por (4.13), temos
que A7 = 0.

Fazendo E := (X2 4 S% + 2721)1/2, temos por (4.12) e pelo Teorema (3.0.3) que
Vo(X, S, 7)(AX,AS,AT) =0
E, entao, temos que
AX +AS — L' [X AX +AX X +S AS+AS S| =0.
Agora, aplicando Lg em ambos os lados da equagao anterior, vem

Le|[AX + AS — L7 [X AX + AX X + SAS + AS S]] = Lg[0] = 0
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E rearranjando os termos, fica

0 = EAX+AXE+EAS+ASE-XAX -AX X —-SAS—AS S
= (EAX — X AX)+ (AX E—AX X)+ (E AS — S AS) + (AS E — AS S)
= (E—X)AX +AX (E—X)+ (E—S)AS+AS (E - 5)

= Lp x|AX]+ Lg_s[AS]
Note agora que
E? - S =[(X?+ S* 42222 — §% = X2 42721 = 0.

Observacao 4.0.8. Considere E da mesma forma como foi tomado nesta Proposicdo

e E >0 (pela defini¢ao do operador de Lyapunov). Se vale
E? — 5% =0,

entao vale

E—-S*>0.

Demonstragdao. Temos, por hipétese, que E2—S? = 0. Temos que mostrar que E—|S| =
0, onde denotaremos |S| := (S%)'/2, o que implica que E — S > 0.

Vamos entao supor, por absurdo, que £ — S 0, ou seja, existe v € R” ndo-nulo e
A € (—00,0) com

(E—1|S])v = .

Como E > 0, entao temos para P uma matriz ortogonal que

PEPT =

@) Djz

0
0
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onde E é alguma sub-matriz definida positiva. Como E2? —S52 = 0, devemos ter também

P|S|PT =

o U

0
0
onde S ¢ alguma sub-matriz semi-definida positiva. Entéo

(E=5F0) ) _ pp (s PTPe = P(E — S]) = AP,

o que implica em Pv; # 0. Como
(E+[S)E—|S)+ (E—|S)E+|S|) =FE*—-S*+ E* - S*=2E*-25% ~ 0,
podemos entao obter

0 < o"((E+|SN(E ~[S]) + (B~ [S)(E +]S]))v
= 2\ (E+|S|)v
= 2 A(Pv)'P(E +|S|)PTPv

= 2 \(Pv)Y(E + 5)(Pwvy) <0,

onde a tltima desigualdade segue do fato de que E + S = 0, (Pvy) #0,e A <0, 0

que caracteriza uma contradi¢ao. Logo, £ — S > 0. O]

Como pela Observacao anterior, £ — S > 0, existe LEI_S, a inversa de Lg_g e fica
entao

Ly goLp_x[AX]+AS =0 (4.14)

De (4.10) e (4.14) temos que

Lyl go Lp_x[AX] =) ANA;
i=1
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Tomando o produto escalar com AX, obtemos
Ly'goLp_x[AX]e AX = ANA; e AX
i=1
E entdo usando (4.11) vem

0=1Lg' goLp x[AX] @ AX =) AN A e AX = L' so Lp_x[AX] e AX (4.15)

i=1 -0

Utilizando-se do fato que £ — S = 0e £ — X > 0 (pela prépria definigao do operador
de Lyapunov correspondente), segue do Lema (4.0.5), item (4), que o operador L' o
Lp_x é fortemente mondtono. E entao, por (4.15) obtemos AX = 0. Concluimos
também que AS = 0, por (4.14). E finalmente, por (4.10) e pela Hipdtese (4.0.1)

chegamos em AX = 0, o que completa a demonstracao. O

Com base nesse ultimo resultado, podemos entao enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 4.0.4. O Algoritmo € bem definido sobre a Hipdtese (4.0.1). Além disso,
as iteradas W* = (X* Xk S*) e 7, e também Wk = (Xk,jxk,ék) e T, pertencem a
vizinhan¢a N([3).
Demonstragao. Com o que ja foi analisado e demonstrado na Proposigao (4.0.5) nos
resta mostrar que as duas estratégias de backtracking dadas nos Passos (P.1) e (P.2)
do Algoritmo estao bem definidas.

Para isso, iniciemos pelo Passo (P.1). Considerando-se a hipétese que o Algoritmo
gera uma sequéncia infinita, o critério de terminagao no Passo (P.1) ndo seria satisfeito,

Vk € N. Portanto, temos o seguinte:
[o(X* + AXF, 5% + AS*,0)||F > 0
Considerando continua a aplicacao

7= [[o(X, 5, )lr
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implica em afirmarmos que a estratégia de backtracking no Passo (P.1) termina num
nimero finito de loops internos. Com isso, W* e 7, estdo bem definidos e satisfazem a
condigao de vizinhanca estabelecida em N(3), isto é, (W*, 7,) € N(3).

Agora, consideremos o procedimento do comprimento do Passo (P.2). Definamos
entao a aplicagao

WX, 5,7) = lo(X, 5, 7)llr
Usando a teoria de calculo diferencial, vem

O(XF*, 5% 7,) @ Vo(XF Sk 7)) (AXF ASF A%
||¢(Xk7‘§ka7ﬁk’)||F
= —[lo(X*, 5%, 7)llr, por (4.4). (4.16)

Y(XF SF 1) (AXF ASF AR =

Agora, vamos supor, que os calculos para o comprimento do Passo 7, nao terminem

em um numero finito de loops em (P.2). Temos entao
(X" + abAXF, S* 4+ abASH, 7 + abAR) | p > (1 - 6ab) B, ViEEN.
Considerando (373, > ngS(X'k, Sk, 7 )|| 7, entao implica que
IB(X* + o AX*, S + afAS*, 3 + ab AR [p > (1 — Gab) [|¢(X*, 5%, 7) |

1
e multiplicando ambos os lados da desigualdade por — pois o > 0, logo, V t € N,
@y

venl

|(XF + b AXF, SF + ab AS* 7, + ab A7) || p — || 0(XF, S, 7) || -

7
Qg

> =6 [lo(X*, 5%, 7w
Tomando o limite com ¢ — oo e considerando (4.16), obtemos
_||¢(Xk7gk7%k)||F = @Z)(Xk’gk’%k)(AXk:AS’k?A%k) > —0 Hgb(kaSk’%k)HF

Observe também que se ¢ € (0,1), entdo gb(f(k, Sk 7r) = 0.
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Portanto, temos entao que,

|o(X* + ab AXF SF + ab AS* 7 + ab AR || p — 0, quando t — oo,

enquanto (1 — dab) 37, — B7, quando t — oo,

o que contradiz a hipdétese de que os cdlculos para o comprimento do Passo 7, nao
terminam em um ndmero finito de loops em (P.2), o que acarreta afirmar que também
estd bem definida a busca linear dada nesse Passo.

E, para finalizar, as regras de atualizagao do Algoritmo garantem que as iteradas
Wk = (X* Xk, S%) ¢ 7, ¢ também W* = (X* \F, S%) ¢ #, pertencem & vizinhanca

N(B). 0

A seguir, abordaremos sobre a convergéncia do presente Algoritmo, tanto da global

quanto da superlinear local.



Capitulo 5
Convergeéncia

Como ja vimos que o Algoritmo exposto na secao anterior estd bem definido, agora
nosso trabalho serd analisar sua convergéncia. Iniciemos abordando a convergéncia

global.

5.1 Convergéncia global

Como hipétese, para essa secao, assumiremos que o Algoritmo gera uma sequéncia
infinita. Com respeito a tal hipdtese, provaremos nesta secao, que todo ponto de
acumulagao da sequéncia Wk = (X% Xk S*) gerada pelo Algoritmo é uma solugio
das condigoes de otimalidade dadas em (??). Para esse fim, precisaremos da seguinte

Proposicao:

Proposigao 5.1.1. Se a sequéncia W* = (X* \*, S*) gerada pelo Algoritmo tem um

ponto de acumulacao, entao a sequéncia T CONvVErge para Zero.

Demonstracao. Pelo fato da sequéncia 7, ser mondtona decrescente e limitada inferi-
ormente por zero, ela converge a um nimero nao-negativo, que chamaremos de 7,. Se

7. = 0, nada ha a demonstrar.

53
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Entao, suponhamos que 7, > 0. Com isso, a regra de atualizagao no Passo (P.1) do

Algoritmo da
WkE=W*F # =mn, nx = 1 para todo k suficientemente grande (5.1)

Subsequencionando se necessario, suponhamos sem perda de generalidade que podemos
estender (5.1) para V k € N. Dessa forma, as regras de atualizagdo no Passo (P.2) ficam
assim obtidas:
k—1
T = T0 H(l — &ﬁj)
§=0

Como, por hipdtese, temos que 7, — 7, > 0, concluimos entao que

k—o0
: : : R M : :
Devido a isso, o comprimento do Passo pi := — nao satisfaz a busca linear dada em

Qo
(4.5) V k € N suficientemente grande, o que acarreta em

(X" + peAX* 5% 4 5 AS* 7 + A7) || F > (1 — 6p1) B (5.2)

para todos estes k € N.
Agora, considere W* = (X* \*, S*) um ponto de acumulacio da sequéncia W* e

tome também uma subsequéncia W¥ de tal maneira que
Wk — W=

Como 7, > 0, baseando-se em (5.1) e na Proposicao (4.0.5) temos que a subsequéncia
correspondente
(AWE AR — (AW A7) = (AX*, AN, AS* A7),
onde (AW*, AT7,) é uma solucao do sistema linear
AW 0

VOW™, 1) | =-eWhn) + A (5.3)
AT (1—-0) 7
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Em particular, a sequéncia (AW’“,A%;C) € limitada. Baseando-se no fato de que
{pr}x — 0 e fazendo k — oo em K, obtemos de (5.1), de (5.2) e da continuidade da
fungio 6(--,) que

l6(X*, 5%, 7.)||r > B, (5.4)

Por outro lado, também nos referindo a (5.1) e (5.2), e além disso a defini¢ao da

vizinhanca N(3) e ao Teorema (4.0.4) obtemos

6(X* + prAXF S* + 5 AS* 7+ ATl > (1—6pe) B
= (1—=06pk) BT

> (1= op0) 60X, S5 7)1

para todo k € N suficientemente grande. Com vista em (5.1), e multiplicando ambos

1
os lados da desigualdade estrita anterior por — pois px > 0, vem
Pk

[(X* + ppAXF, SE 4+ 5 AS*, 7, + oA e — |9(XF, S®, 7)||

~ > —0 ||¢(Xkask77-k>”F
Pk

Para finalizar, consideremos ¢(X, S, 7) := ||¢(X,S,7)||r e utilizando (4.16), obtemos
para k — oo que

—||§Z5(X*, 5*77—*)HF > _6”¢(X*7 S*aT*)”F’

admitindo evidentemente que 1 seja continuamente diferencidavel em (X* S* 7.). E,

além disso, com ¢ € (0, 1), isso implica que
||¢(X*’ S, T*)HF =0,
ou seja, uma contradigdo com respeito a (5.4), o que demonstra a Proposigao. O

Uma consequéncia simples da Proposigao (5.1.1) ja nos faz obter o resultado seguinte

que garante a convergéncia global do Algoritmo. E bom ressaltar que tal convergéncia
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(a global) nao tem nenhuma influéncia do Passo Preditor do Algoritmo, dependendo

exclusivamente do Passo Corretor. Eis o Teorema:

Teorema 5.1.1. Todo ponto de acumulacao da sequéncia
W = (X*, %, 5%)
gerada pelo Algoritmo € uma solu¢ao das condig¢oes de otimalidade dadas em (77)

Demonstragao. Considere W* = (X*, A\*, S*) um ponto de acumulacao da sequéncia
Wk = (X* \F S*) gerada pelo Algoritmo e seja W¥x uma subsequéncia convergindo
para W*.

Pela Proposic¢ao (5.1.1), temos que

lim 7, = 0.

k—oo

Como todas as iteradas pertencem a vizinhanca N(3) (pelo Teorema (4.0.4)), obtemos

ainda

* * 1 k k : _

Com isso, por (4.6) e pelas Proposigoes (2.0.1) e (2.0.3), temos que W* = (X*, \*, 5%)

¢ uma solugao das condigoes de otimalidade dadas em (?77). O

5.2 Convergéncia superlinear local

O Algoritmo e suas propriedades especificas serao analisadas nesta Secao. Nela
mostraremos que a sequéncia 73 converge a zero superlinearmente. Mas para isso,

alguns resultados precedentes sao necessarios. Iniciemos pela Hipotese a seguir:
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Hipétese 5.2.1. A sequéncia 1, gerada pelo Algoritmo converge para zero e ainda

AWF
ATk

= O(7), (5.5)

onde (AW*, A1) denota a direcao de busca calculada em (4.3)

Pelo fato de a Proposigao (5.1.1) dar uma condigao suficiente para a sequéncia 7y
convergir a zero, justifica a Hipétese (5.2.1). Analisemos agora a segunda condicdo

abordada. Assumimos inicialmente que a sequéncia de operadores inversos
ko \—1
V@(W , T k)

permanece limitada quando k — oo. Dessa forma, tomando (4.3) obtemos de tal sis-
tema linear que (5.5) vale se considerarmos que o lado direito de (4.3) é da ordem
O(7g). Todavia, observando a viabilidade das iteradas (por (4.6)) aliado ao fato de que
todas elas pertencem a vizinhanca N(3) (pelo Teorema (4.0.4)), isso se torna mais

6bvio. Tudo isso implica em

O )l = \/I6(XE, 5%, m)|[3 + 77

< lo(X*, 8% 1)l e + 7

< OB+ Tk

= O(7x).
Em suma, tal relagio também vale se substituirmos o lado direito de (4.3) por —O(W*,0)
e dessa forma entao, a partir do Corolério (3.0.1) e do Teorema (4.0.4) temos que

o™ 0l = llo(x*, % 0)r

< llo(X*, %, 1) = o(X*H, S5, 0)[[p + (X", S*, 7|
< kvVnn+ B

= O(Tk),
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onde k denta a constante do Lema (3.0.3). Particularmente, tal modificagao citada
anteriormente faz permanecerem validas as propriedades de convergéncia do Algoritmo,
tanto a global quanto a superlinear. A Hipdtese a seguir da condicoes suficientes da

Hipdtese (5.2.1) se tornar satisfeita.

Hipétese 5.2.2. Seja (X*, \*, 5*) uma solu¢ao das condicoes de otimalidade (?77?) tal

que

1. (Complementariedade estrita)
X" +85 =0
Solugoes primal-dual do tipo (X*,\*,S*) com tal propriedade sdo conhecidas
como solugoes estritamente complementares. O Teorema 2.4 de [?] (p.28) garante
que no minimo uma dessas solugoes existe. Num dado problema em Programacao
Linear, por exemplo, pode haver solugoes primal-dual miltiplas, algumas estrita-

mente complementares e outras nao.

2. (Nao-degenerancia)

Para qualquer (AX, AN, AS) satisfazendo
D ANAHAS=0 e Ao AX =0 (i=1,...,m),
i=1

vale a sequinte implicagao:

X* AS+AX §*=0= (AX,AS) = (0,0).

Em se tratando da Hipétese (5.2.2), vemos que o item (1) ¢ classico e o item (2)
foi apresentado por Kojima et alii, veja [?]. Em relacdo a essa referéncia, Haeberly
mostrou que tal Hipotese é equivalente a condicao de nao-generancia primal e dual

abordada por Alizadeh et alii, veja [?].
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Teorema 5.2.1. Suponha que as Hipdteses (4.0.1) e (5.2.2) valem na solugao (X*, \*, S*)

de (?7). Assim, a aplicagcdo linear VO(X*, \*, 5%, 0) € bijetiva.

Antes da demonstracao, é bom ressaltarmos que tal Teorema mostra que a Hipdtese
(5.2.1) vale sobre as duas citadas desde que as iteradas (X%, \¥, S*) geradas pelo Algo-
ritmo convirjam a uma solugao (X*, \*, S*) satisfazendo estas condigoes. O fato de as
iteradas convergirem para este inico ponto nao ¢ restritivo, visto que juntas, as duas
Hipéteses (4.0.1) e (5.2.2) implicam que (X*, \*, S*) é a solucdo unica das condicoes

de otimalidade dadas em (?7?). A seguir, a demonstracao do Teorema (5.2.1).

Demonstragao. Consideremos ¢ definida por (3.1). O caso para (3.2) é andlogo. Defina
B = (X7 + (59

Pela complementariedade estrita, temos que E > 0. Portanto, pelo Teorema (3.0.3)
temos que O é continuamente diferencidvel em (X*, \*, S*, 0). Para ver que VO(X*, \*, 5*)

¢ bijetiva, temos que provar apenas que ela é injetiva. Entao, considere

AX
A

VO(X*, )\, S*,0) =
AS

AT

o o o O

Temos que mostrar que (AX, A\, AS, A7) = (0,0,0,0) é a tnica solugao. Note que a
ultima linha da imediatamente
AT =0 (5.6)

Tomando (5.6) e usando também o Teorema (3.0.3), podemos reescrever

Y ANA+AS = 0, (5.7)
=1

Ao AX = 0 (i=1,...,m)5.8)

AX +AS — L [X* AX +AX X*+ S AS+AS S*] = 0. (5.9)
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De (5.9) temos que

Lp-x-[AX]+ Lp_g-[AS] =0, (5.10)

pela Proposicao (4.0.5). Agora, utilizando-se do fato de que (X*, \*, S*) é uma solugao

estritamente complementar de (??), em particular, temos que
X*S* =0

ou seja, X* e S* comutam. Dessa informacao, segue que, essas duas matrizes podem
ser simultaneamente diagonalizaveis por uma transformacao ortogonal. Isso significa
que podemos encontrar uma tunica matriz ortogonal () € R™ ™ e matrizes diagonais

Dx,Dg € R™™ de tal maneira que
X*=Q"DxQ e 5*=Q"DsQ
Observe ainda que
(X* 4892 =0 X*)2 4 X*§* + §*X* + (§%)2 = (X*)2 + (8°)2,
e dal entao temos que,
B = ((X*)?+ (877 = (X" + 5" = X" + 5"

eentdo F— X* = S*e F— S* = X* dai se Lg«[AX]+ Lx+[AS] =0, (5.10) fica assim
reescrita

S*TAX +AX ST+ XTAS+AS X* =0.

Para concluir que, a partir da passagem anterior, chegamos em (AX,AS) = (0,0),

usaremos a seguinte notagao, para simplificar notacgoes

J =AX

M= AS
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Com S*, X* = 0e S*X* = X*5* podemos tomar uma matriz ortogonal () que diago-

naliza S* e X* simultaneamente, isto é,
Q'S*Q=Ds e Q'X'Q= Dx
onde Dg e Dx sao matrizes diagonais n x n. Como () é ortogonal, tomando Dg =
QTS*Q e Dx = QT X*Q, temos entdo que:
S*=Q"DsQ e X*=Q"DxQ
E além disso, vem

DSODX = t?"(DsDx)
= r((Q"S"Q)(Q'X"Q))
= tr(S*X")
= 0, pela Proposic¢ao (2.0.1),
e como S* e X* = {r(S*X*) temos que

S*e X" =DgeDx =0.

Temos também que Dg+ Dx = QT (S*+ X*)Q = 0. Entao, sem perda de generalidade,

podemos considerar que as matrizes diagonais Dg e Dx possuem as seguintes formas:

Dx,, 0 [0 o

respectivamente. Aqui Dg,, e Dx,, sao matrizes diagonais positivas de ordem m x m
e (n —m) X (n —m) respectivamente e 0 < m < n. Seja

M M\ g T Tk

M =Q"MQ =
(M7,)" Mg, (Jia)" T
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Entao, temos por hipétese, que
Ds,, Ji, +J;,Ds,, = 0,
Dx,,Myy + M3, Dx,, = 0 e (5.11)
Dg,, Jis + M{,Dx,, = 0.

Definigao 5.2.1. O produto de Kronecker de duas matrizes A = [a;j] € R™" e B =

[b;;] € R™™ € denotado por A® B e é definido como o bloco de matriz

a11 B ... &1nB
A® B = _ _ _ e R™ ",

am B ... au, B

Usando o produto Kronecker de matrizes, podemos reescrever a primeira e a segunda

igualdades anteriores da seguinte forma:
(I ® Dg,, + Dg,, @ I)(vec J;;) = 0
(I ® Dx,, + Dx,, ® I)(vec M3,) = 0
Como Dg,,, Dx,, > 0, portanto sao também as matrizes
(I ® Dg,, + Dg,, ® 1) e
(I ® Dx,, + Dx,, ® 1)

Com isso, temos entao que

Segue entao de (5.11) e de (5.12) que

S*J+MX* = Q(DsJ + M Dx)Q"
_ Q DSll‘]{l DS11J{2 + M{QDXQQ QT
0 MéZDXQQ

= 0.
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Portanto, obtemos pela Hipétese (5.2.2), item (2) que (M, J) = (0,0), isto é (AX, AS)
(0,0).
Como, pela Hipdtese (4.0.1), as matrizes A; sdo linearmente independentes, con-

cluimos entao, de (5.7), que AX = 0, o que encerra a demonstragao. O

Ja afirmamos anteriormente que o Teorema (5.2.1) d4 apenas uma condigao sufi-
ciente para a Hipétese (5.2.1) ser satisfeita. Como a hipétese usada nesse Teorema
implica que a solugao das condigoes de otimalidade (?7) é tinica, tal Teorema se torna
um tanto restritivo. Porém, alguns trabalhos recentes nas areas de Programagao Linear
e Problemas de Complementariedade indicam que tal Hipotese pode ser enfraquecida
e nao implica necessariamente a solubilidade tinica das condigoes de otimalidade dadas
em (?77).

Analisaremos agora o comportamento local do Algoritmo iniciando pelo Lema

seguinte.

Lema 5.2.1. Suponha que a Hipdtese (5.2.1) vale. Entao temos que
|’¢(Xk + AXk, Sk + ASk, T + ATk)HF = O(Tk>.

Demonstracao. Para simplificar notagoes, seja:

AXF
ASkE | = (AK)
ATk

Temos que, de (4.3)

Vo(XF SE ) (AK) = —p(X*, 5%, 7.,
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obtemos do Teorema do Valor Médio

lp(X* + AXF SF + AS* 7+ Am)||p

1
< / H[ngﬁ(Xk +nAX* S+ nASF 7, + nAT) — Vo(X*, S, Tk)](AK)”F dn
0

1
/ Vo(XF +nAXF S+ nAS* 7 + nAT) (AK) dn + ¢(XF*, S* 1)
0

F

1
/ Vo(X* +nAXF, S* + nAS* 1, + nAT)(AK) dny — Vo(X*, S*, 7,)(AK)
0

F

= o(lICAK)D-

Essa igualdade anterior provém do fato da aplicagao ¢ ser continuamente diferencidvel.

Levando em consideragao a Hipdtese (5.2.1), obtemos finalmente
(X" + AXF SF + AS* 7.+ An)||p = o(7h).
O

O proximo resultado concentra a etapa principal para se obter a convergéncia su-

perlinear da sequéncia 7.
Lema 5.2.2. Suponha que valem a Hipdtese (5.2.1) e a desigualdade
B> k/n,
onde k denota a constante do Lema (3.0.3). Assim, a sequéncia ny converge para zero.

Demonstragao. Seja e > 0 dado arbitrario. Por (4.3) temos que
ATk = — Tk,
e obtemos do Lema (5.2.1)

|o(X* + AXF SF+ AS* 0)|| = [|o(X* + AXF, S + AS* 1 + A7) ||r = o(T).
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Dessa forma, existe um indice K, € N tal que
|op(XF + AXF, SF+ AS* 0)||p < e, VE> K.
Assim, temos entao, para V n > 0 e também para V k > K, que

lo(X* 4+ AXF SE+ AS* nr. < |lo(XF + AXF S* + AS* 0)|F +
+ lp(X* + AXE S+ ASK 7)) —
— Jlo(X* + AX* 5%+ AS* 0)|#
< ey + KVn T,

e observe também que a ultima desigualdade anterior segue do Corolédrio (3.0.1). E

verdade que
€T + kv/n T, < BTy,

vale para todo n > vemos que a definicao de n, mostra que n,a contradiz

€
B — ky/n’
tal desigualdade, ou seja,

€
M < 75—
(8 — Kvn)au
Como 3 — ky/n > 0 por hipé6tese e € > 0 por escolha arbitraria, isso implica que
N — 07

concluindo a prova. O

Para concluir entao enunciemos o Teorema que comprova a convergéncia superlinear

local do Algoritmo:
Teorema 5.2.2. Sobre a Hipdtese (5.2.1) temos que
Tht1 = O(Tk),

ou seja, o parametro de suavilizacao converge superlinearmente localmente para zero.
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Demonstrag¢ao. De acordo com o Lema (5.2.2) e pela defini¢cao de 741 e 7, no Algo-

ritmo, obtemos

A A

Ter1 = (1 — 00) Mk < Te = MieTie = 0(Tk)

ou seja, 7, — 0 superlinearmente, como queriamos demonstrar. O

Finalizando, afirmamos que em [?] observou-se que o Teorema (5.2.2) também vale
se em (4.3) trocarmos o lado direito da igualdade por —O(W¥* 0). Tal questiona-
mento nao se adequa ao que fizemos aqui, pois nas nossas discussoes, em ambos o0s
Lemas (5.2.1) e (5.2.2), a substituicao feita do lado direito da passagem (4.3) era por

—@(Wk, Tk).



Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma reformulacao da trajetoria central para o prob-
lema de Programacao Semidefinida, através das fungoes de Fischer-Burmeister e fungao
minimo suavilizadas. Nesta nova reformulacao a trajetéria central pertubada é apre-
sentada através de um sistema de equagoes nao-lineares ¢, (X, A, S) = 0, onde a fungao
O, (X, A, S5) é continuamente diferencidvel, facilitando assim a utiliza¢do do método de
Newton no algoritmo tipo suavilizagao apresentado.

Para o algoritmo apresentado, provamos convergéncia global e superlinear local sob
hipéstese convenientes. E importante salientar que complementariede estrita é uma
condigao suficiente para que a hipétese (5.2.1), utilizada nas demonstragoes de con-
vergéncia, seja satisfeita, assim, como perspectivas futuras de estudo seria interessante

apresentar exemplos onde vale a hipdtese (5.2.1) e ndo vale complementariedade estrita.
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