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Resumo

Godoy, Jorge Luiz Oliveira Santos; Tomei, Carlos. Tépicos em
Teoria de Mather. Rio de Janeiro, 2007. 38p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Matemaética, Pontificia Universidade
Catoélica do Rio de Janeiro.

Seja (Fs)' o espago de germes na origem de fungoes suaves entre os
espacos euclidianos de dimensoes s e t. Nesta dissertacao, apresentamos
a parte da Teoria de Mather que descreve hipdteses suficientes para k-
determinagao em (Es)" sob duas agoes diferentes, induzindo as chamadas R-
e K- equivaléncias. Um germe é k-determinado se é equivalente a qualquer
perturbacao que deixa invariante seu k-jato, os termos de ordem até k de
sua expansao de Taylor na origem. A R-equivaléncia consiste em compor
germes com germes de difeomorfismos a direita. A K-equivaléncia é mais

dificil de descrever.

Palavras—chave
Teoria de Mather, Teoria das Singularidades, germes, k-jato, deter-

minagao finita, K-equivaléncia, RL-equivaléncia, érbitas, dobras, ctispides.
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Abstract

Godoy, Jorge Luiz Oliveira Santos; Tomei, Carlos. Topics in
Mather Theory. Rio de Janeiro, 2007. 38p. MSc. Dissertation
— Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catdlica
do Rio de Janeiro.

Let (Es)! be the space of smooth map-germs at the origin between Euclidian
spaces of dimensions s and t. In this dissertation, we present a section
of Mather theory describing sufficient conditions for k-determinacy of
this map-germs under two different actions, inducing the so called R- e
KC- equivalences. A map-germ is k-determined if it is equivalent to any
perturbation that leaves invariant its k-jet, i.e., the terms up to order k of its
Taylor expansion at the origin. The R-equivalence consists of compositions
with germs of diffeomorphisms to the right. The K-equivalence is harder to

describe.

Keywords
Mather Theory, Theory of Singularities, map-germs, k-jet, finite deter-

minacy, C-equivalence, RL-equivalence, orbits, folds, cusps.
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1
Introducao

Os teoremas da funcao inversa e as formas locais das submersoes e imersoes
estao entre os teoremas mais empregados por analistas. Com hipdteses
genéricas, o comportamento local de uma funcao desse tipo em torno de um
ponto x( é determinado pela aproximacao linear da funcao f naquele ponto.
De forma mais precisa, existem trocas de varidveis em vizinhancas de xzg e
f(zo) que convertem f em sua aproximagcao linear. Por mais importantes que
sejam esses teoremas, ao ponto de fazerem parte do material ensinado a alunos
de graduacao em matematica, ha pouca divulgacao sobre o que pode ser feito

quando suas hipdteses nao valem.

No final dos anos 1960 e inicio dos 70, o0 matematico americano John Mather
(1942), em uma série de artigos classicamente referenciados como [Mather I-
IV], produziu um importante avango na Teoria Local das Singularidades. O
objetivo da teoria é expandir substancialmente a possibilidade de reduzir, por
meio de trocas de varidveis adequadas, o estudo local de uma funcao f ao
estudo de uma funcao mais simples, freqiientemente dada pelo truncamento
da série de Taylor da funcao original. Estendendo o trabalho do matematico
francés Tougeron, Mather encontrou condicoes algébricas para que a funcao
f em um ponto z( seja equivalente ao polinomio de Taylor de ordem k de f

nesse ponto.

Mather considerou mais de uma relacao de equivaléncia, por varias razoes,
tedricas e praticas. Dada uma funcao suave f : R® — R! seu estudo local,
digamos, perto de zero, habitualmente concentra em dois temas, um mais
geométrico, a estratificacao do dominio em niveis de f, outro mais algébrico,
a natureza do ideal Iy gerado pelas funcoes coordenadas fi, ..., f; dentro do

anel das fungoes a s variaveis, definidas perto de 0.

Os niveis nao se alteram substancialmente por trocas de varidveis ¢ no
dominio, mantendo as propriedades topolégicas basicas. Trocas de variaveis
1 no contradominio também sao indcuas: s6 os valores dos niveis mudam. De

forma mais sucinta, para esse tema, as funcoes f e po f o ¢! perto da origem
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Tépicos em Teoria de Mather 9

sao consideradas equivalentes — essa é a chamada R L-equivaléncia, onde right
e left correspondem respectivamente as trocas no dominio e contradominio.
Em certas situagoes (quando t = 1, por exemplo), trocas de varidveis no

contradominio nao sao necessarias e consideram-se R-equivaléncias.

Como veremos no Teorema 3.1, duas funcoes f e g tém o mesmo ideal de
fungoes coordenadas, isto é Iy = I;, quando existe uma matriz invertivel
U(x) tal que f(x) = U(x)g(z), a chamada C-equivaléncia. Nao surpreende
que RL-equivaléncia e C-equivaléncia sejam diferentes. Um dos objetivos da
teoria é encontrar extensoes generalizadas desses conceitos que sejam de fato

equivalentes para uma classe relevante de fungoes.

Assim, héa razoes técnicas para estudar ainda outras equivaléncias: além da
mais restritiva R-equivaléncia, sera importante incluir a [C-equivaléncia, mais
abrangente do que a C-equivaléncia. Mais, a possibilidade de inserir parametros
ao perturbar uma funcao dada sugere considerar trocas de varidveis que
dependam ou nao desses parametros, com significados fisicos diferentes em

aplicagoes.

Assim como existem formas normais para difeomorfismos e submersoes, é
interessante procurar, dada uma funcao f e uma relacao de equivaléncia,
uma outra funcao equivalente g que seja, em algum sentido, mais simples.
Um dos objetivos desse texto é apresentar as condicoes suficientes para
determinacao finita para R-equivaléncia e K-equivaléncia. Em outras palavras,
serao descritas condigoes que asseguram que uma funcao f é equivalente a um
truncamento apropriado de sua expansao de Taylor em zero. E importante
notar que, apesar das funcoes serem suaves, nao sao analiticas. Tanto o
Teorema da Funcgao Inversa quanto a Forma Local das Submersoes, alids,
sao resultados desse tipo: sob a hip6tese que a jacobiana D f(0) tem posto
t, a fungdo f é RL-equivalente a seu 1-jato f(0) + Df(0)z. A partir dai, a
formulacao habitual dos dois resultados segue de uma observacao elementar

de algebra linear.

Os resultados apresentados tratam de aspectos da teoria construida por Mather
em seus artigos seminais sob certas restricoes. Assim, por exemplo, tratamos
apenas de teoria local em torno de um unico ponto. Mais severamente, o texto
termina com um exemplo — a busca de uma forma local para a ctspide — na
qual ficam claras as limitacoes das ferramentas apresentadas. A teoria nao pode
continuar sem a introdugao do chamado Teorema da Preparacao de Malgrange-

Mather, fora do escopo desse trabalho.
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Em principio, um aluno no final de graduagao de matematica esta em condicoes
de ler o texto. No Apéndice, sao reunidos alguns conceitos algébricos, usados

como um vocabuldrio muito conveniente ao longo do texto.
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2

Germes escalares

2.1
E, e M,

Todo esse texto trata de teoria local de funcgoes. Assim, dominios nao sao
importantes: quase todos os resultados sao validos para vizinhancas de pontos.
E conveniente substituir funcoes pelos seus germes. Sejam U e V' abertos de
Ré. Sejazg e W=UNV efungoes f:UCR* - Rleg:V CR*— R de
classe C'°. Facamos f ~ ¢ quando existe um aberto Z contendo zy no qual
as restrigoes de f e g coincidem. A classe de equivaléncia [f] é denominada
o germe de f em xg, e diz-se que f e g possuem O mesmo germe em .
Outra notacao freqiiente é f : (R%, z9) — (R’, ), representando um germe em
xo € R%, que leva x4 a gy € R%.

Germes em um mesmo ponto e fungoes compartilham varias construgoes, como
soma e multiplicagdo por escalar. A composigao [f] o [g] é possivel, a partir
de fog: (R™z) L (R%y) 7, (R, 2), sob as hipdteses naturais da boa
definicao . Aqui, os dominios e contradominios explicitam os pontos nos quais
as vizinhancas abertas das defini¢coes de germe devem ser tomadas: precisamos
ter g(z) =y, f(y) = 2.

De forma analoga, toda funcao C'* admite localmente uma expansao formal em
série de Taylor, ndo necessariamente convergente. Assim, podemos associar ao
germe a expansao de um representante. Por outro lado, nao faz sentido avaliar
um germe de fun¢do em um ponto x # xo e escrever [f](z) (a menos que
r = xp). Nao se perde generalidade ao se fazer o = 0. Uma transla¢do no

dominio nos dé o caso geral para todas as propriedades de interesse.

Denotaremos por E; o espago vetorial dos germes f : (R*,0) — R, aonde nao
exigimos que f(0) = 0. E conveniente pensar em E, como um anel (comutativo,
com unidade), esquecendo a multiplicacao por escalar. Estaremos interessados
em ideais nao triviais Z C FE, que serao freqiientemente descritos por uma
lista de seus geradores, Z = (Zy,--- ,Z;,--+) - E5 onde Z; € E, , Vi > 1. Todo

elemento do ideal é combinagao linear finita dos seus geradores, com germes
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de E; usados como coeficientes. O ideal My = {f € Es: f(0) = 0}, formado
pelos germes de E; que preservam a origem, ¢ especialmente interessante .
Vamos obter um conjunto de geradores para M;: precisamos de uma ferramenta

auxiliar.

Lema 2.1 (Hadamard): Seja U € R® aberto contendo a origem. Seja
f U — R uma funcao suave com f(0) = 0. Entao existem fungoes suaves

a; - U — R tais que
flx) = f(zq,...,25) = Zai(a:) T;.

Demonstragao: Defina F(u) = f(uz). Pelo Teorema Fundamental do
Célculo, F(1) = F(0) + fol F'(u)du, ou, em termos de f(x),

flz) = /01 % (uz)du = /01 (i a‘];(;ix):r,> du = i(/ﬁl 8];(;96)@) z;. H

=1 =1

Proposicao 2.1: Sejam f e g germes e Z um ideal de E;.

(i) f € E, é invertivel (como elemento do anel E) se e somente se f(0) # 0.
(ii) M; ¢é o tnico ideal maximal de E.

(i) Ms = (x1,x9,...,x4) - Fs.

Demonstragao:

(i) Necessidade: Suponha f invertivel. Entao existe g € E; tal que fg =1, o
que implica em f(0)g(0) =1 e f(0) # 0.

Suficiéncia: Seja f € E; tal que f(0) # 0. Entao g = 1/f é o inverso de f.

(i) Seja um ideal Z C E; tal que My C Z C E,. Podemos entao encontrar um
f € T tal que f(0) # 0. Por (i) vemos que f ¢ invertivel como elemento do
anel F,. Entao 1 € 7 e qualquer ideal que contenha a unidade contém o anel.
Dai 7 = E; e M, é maximal. Para verificar a unicidade, suponha que Z seja
também um ideal maximal de Ey e que Z # M. Portanto, existe f € 7 tal
que f nao pertence a Mj, ou seja, f(0) # 0. Por (i) vemos que f é invertivel e
quel €Z. JaAvimos que: 1 €7 =17 = F,.

(iii) E uma conseqiiéncia direta do lema acima. l

Quando o contexto deixar claro, omitiremos a indicacao do anel ao qual o ideal
pertence. Assim, My = (1, -+ ,x4) - Fg serd denotado por My = (x,- -, ).
Podemos associar a um germe a expansao em série (formal) de Taylor de
um representante. Os germes de M; C E; sao aqueles para os quais o termo

constante da série de Taylor em 0 se anula. O ideal M¥ ¢ uma descricao
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algébrica conveniente dos germes de FE; cujas derivadas parciais se anulam
até (e inclusive) ordem (k — 1).

A partir de M, calculamos M? = M- M, (o produto dos ideais T e J é formado
pelas somas de elementos da forma z;z;,2; € Z,2; € J). Sejam, por exemplo,
x e y as funcoes coordenadas de R?. Entao

(a) M2 = (a%,ay,9?), h € M3 S b= (2 fi + 2y fo+ 4 f3), fu, fos f € Eo.
(b) My = M- M3 = (z,y) - (z*, 2y, %) = (z°, 2%y, 2%, ).

Proposicao 2.2: Seja o multi-indice percorrendo os indices de grau total

S
k=5 a; e o monomio x = 7' 252 -+ % com (x) = (r1,...,Ts).

i=1 B
(a) M = (z%) = ().
(b) h € MF < h = 2“f, com f,(0) # 0.
(c) MF. Ml = MM
O item (a) mostra que M* é um ideal finitamente gerado de E, para qualquer
k € N.

Demonstracao: Os itens (a) e (b) seguem por indugdo. Para (c), basta

escrever os geradores a partir de (a). l

Os geradores de MY para k = 1,2,... podem ser arrumados em linhas como

no diagrama de Siersma.

1
Ty
2 xy y?
2oty P
Aoy 2R ap
5 4 3.2 .23 i 5

Na primeira linha temos o gerador de Es, na segunda os geradores (z,y) de M,
na terceira os de M2 = (z?, xy, y?), e assim por diante. Cada linha ¢ construida

a partir da anterior multiplicando-a pelos geradores de My = (z, y).

Seja (E,)! = FE, x tvezes x E, e seja f € (F,)!, com coordenadas f; € E;, «
multi-indice. Seja j*f; o germe do polindémio de Taylor de grau k de f;,

" D f;(0)x

=)

ol
<k
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O k-jato j5f é a t-upla j5f = (j*f1,---,7%f;) de germes de polindomios
de Taylor de f. Assim, O-jatos s@o as aproximagoes de uma fungdao por uma
constante, 1-jatos sao transformacoes afins, 2-jatos s@o polindmios com termos
constantes, lineares e quadraticos. Terminamos a se¢ao com um primeiro

exemplo muito simples, que serd generalizado de vérias formas.

Proposicao 2.3 (formas locais em F;): Seja f : R — R suave, satisfazendo
f(0) = 0. Suponha que as primeiras derivadas de f em zero sejam todas nulas
até ordem k, isto é, £(0) = f'(0) = ... = f®(0) = 0 < f**+(0). Entdo existe
uma troca de varidveis ¢ numa vizinhanca da origem no dominio (isto é, um
difeomorfismo local preservando a origem) tal que f o ¢ = z*.
Demonstragao: Pelo Lema de Hadamard, f(z) = 2*g(z), onde g(x) é suave,
positiva na origem (derivando, ¢ facil ver que f*(0) = k! g(0)).

Defina X = ¢~ !(z) = x(g(z))"*. Pelo Teorema da Fungio Inversa, como a
derivada de ¢! na origem nao ¢é nula, ¢ é um difeomorfismo local preservando

a origem. Finalmente, f o p(X) = X*. W

Nem os teoremas de fun¢ao inversa, nem alids o Lema de Morse (descrito em 2.2
adiante), obteriam essa forma local. Se a fungao fosse real analitica (ou mesmo
analitica), o resultado teria uma demonstracio mais imediata: f(x) = z*g(z)

pode ser obtido diretamente da expansao de Taylor de f em 0.

2.2
R-equivaléncia em FE

Agora, descrevemos a primeira de uma série de equivaléncias entre germes.
As equivaléncias serao definidas em termos de agoes de grupos, seguindo a
construcao descrita no Apéndice. Ao longo do texto, escolheremos grupos G
que vao agir sobre conjuntos S de germes. Dado um germe de S, em geral
procura-se outro equivalente (isto é, que esteja na mesma érbita da agao de
(G) que tenha uma representacao mais simples.

O passo seguinte também se descreve nessa generalidade. Suponha que o
grupo G, o conjunto S e a acao do grupo sobre o conjunto tenham alguma
regularidade geométrica. A érbita Oy por um elemento f, entao, pode ser
pensada como uma superficie, dotada de um espaco tangente em cada ponto.
Considere uma curva suave g(u) no grupo para a qual g(0) = e, a identidade
do grupo. A imagem de f pela agao dos elementos de g(u) é uma curva y(u) em

Oy e a derivada de y(u) para u = 0 pertence ao espaco tangente de Oy em f.
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Informalmente, os elementos do espaco tangente sao as alteracoes infinitesimais

que induzem germes equivalentes a f pela acao do grupo.

Esse capitulo é dedicado a acao do grupo R(R®), o conjunto de germes de
difeomorfismos locais ¢ : (R*/0) — (R® 0) de classe C*° que preservam
a origem. Sempre que o contexto permitir, omitiremos R* em R(R®). A
composicao faz de R um grupo. A funcao A : R x E, — FE, dada por
A(p, f) = foe é uma acao de R em FE,. Seguindo o padrao geral descrito
acima, germes f,g € FE, sao R-equivalentes quando existe ¢ € R tal que
f=goep. E trivial verificar que A é de fato uma acao. A acao mantém o ideal
M, invariante.

Seja f € Es e p(z,u),u € Ruma curva em R(R®) com ¢(.,0) = I, aidentidade
de R(R?). Pela construcao geral, o espago tangente T}a a 6rbita de f é o

conjunto dos germes

df o

R __
1 =1 ou

(2,u)|u=0} C Es.

Vamos descrever de forma mais explicita os vetores tangentes. Seja f.(x) o
vetor gradiente 1 X s e ¢,(x,u) o vetor s x 1 de derivadas parciais em u de
o(z,u). Pela regra da cadeia,

8J;Z9D(x,U)\u=o = folo(x,u))pu(z,u).

E fécil ver que uma curva suave ¢(z,u) com ¢(z,0) = z pode ter funcdes
0p; 0,

derivadas %(x,O) arbitrarias: é s6 tomar p(zr,u) = = + u[%(x,O)], onde
u u

a expressao entre colchetes denota um vetor com aquela coordenada. Assim,

TF é o ideal de E, gerado pelas fungoes g—q‘i(x), j = 1,...,s, o chamado
ideal jacobiano Jy do germe f. Dado um germe, é natural procurar por
germes equivalentes entre seus jatos em 0. Um germe f de M, é k-determinado
na R-érbita quando f e seu k-jato j* f sao R-equivalentes. Um germe f é
finitamente determinado se para algum k temos que f é k-determinado. Perto
da origem, um germe k-determinado possui o comportamento qualitativo de
um polinomio, seu k-jato.

A Proposicao 2.3 identifica os germes k-determinados de F;. O Teorema da
Funcao Implicita e o Lema de Morse, descritos a seguir, sao os exemplos

habituais de classificacao de germes por k-determinagao.

Forma Local das Submersoes (FLS): Seja f € M,. A FLS afirma que,
se a jacobiana f,(0) é sobrejetora, entao f é 1-determinado. Além disso, f é

R-equivalente ao germe da projegao (x1,...,xs) — x1;. Num vocabuldrio mais
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familiar, na vizinhanca de um ponto regular xy, isto é, um ponto no qual f,(xg)

¢ sobrejetora, f : R® — R é uma projegao (mais uma constante), depois de

troca de variavel no dominio preservando zg .

Lema de Morse: Seja 0 um ponto critico nao-degenerado de f € M?, isto é

f(0) = 0, com Hessiana H f(0) invertivel. Suponha f(z) = 27 H f(0)z+ R(x),

onde R(x) varia quadraticamente com x. Entdo o germe f é 2-determinado:
X s H f(0)z. Mais, f é também R-equivalente ao germe g(z) = z” Dz,

onde D é uma matriz diagonal tendo como entradas diagonais os nimeros +1.

O resultado principal desse capitulo é o Teorema 2.1, que descreve uma
condicao suficiente para k-determinacao por R-equivaléncia. A partir do
teorema, seguem a FLS em FE, e o Lema de Morse, no sentido que o teorema
comprova a equivaléncia do germe com seus 1- ou 2-jatos, respectivamente. As
versoes mais finas sao apenas ajustes simples usando argumentos de dlgebra
linear. Antes de tratar do teorema geral, apresentamos um exemplo, para

perceber a dificuldade inerente a um teorema de k-determinacao.

Seja f(x,y) = 22+y>. Entdo o germe f é 3-determinado em sua R-érbita. Para
ver isso, temos que mostrar que qualquer deformacao de f por um perturbacao
quértica p € My permanece na mesma R-érbita de f. Considere o germe
g(x,y) = f(x,y) + p(x,y): temos que mostrar que f z (f +p), o que equivale
a encontrar ¢ € R tal que (f+p)(¢(x)) = f(z). Para simplificar o argumento,
vamos supor que tanto f quanto g sao germes reais analiticos. Denote a série

de Taylor para p(x,y) por
p(z,y) = arx* + asxdy + asz®y® + auxy® + asyt + ..

e agrupe os monomios na forma
p(z,y) = 2*(a18” + agry + asy®...) + y*(aax + asy + ...),
o que alids pode ser feito de varias maneiras diferentes, todas uniformemente

convergentes. Substituindo,
9(z,y) = (f +p)(2,y) = 2> (1 + @12® + agay +azy’...) +y° (1 + asz +asy + ..).

Agora, defina

D=

X(z,y) = 2(1 + a12® + aswy + azy”...)?,

W=

Y(z,y) =y(l + agx + asy + ...)3,
onde as raizes sao escolhidas como sendo germes positivos (estamos operando
perto da origem!). Seja p(z,y) = (X (x,y),Y (z,y)): vamos ver que ¢ € R(R?).

Certamente, ¢ é suave e preserva a origem. Observe que a jacobiana Dg(0,0) é
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a identidade: pelo Teorema da Funcao Inversa, ¢ é um elemento de R. Entao,
[ ¢ 3-determinado, jd que f(p(z,y)) = f(X(2,y),Y(z,y)) = (f + p)(z,y).

O mesmo argumento poderia ser usado para considerar perturbagoes p um
pouco mais gerais. Seria possivel, por exemplo, acrescentar monomios multiplos
de 2 ou 2%y, por exemplo. Assim, k-determinacao pode ser tomada como um
ponto de partida para formas normais ainda mais simples.

Perturbacoes suaves, mas nao mais analiticas, exigem um pouco mais de
trabalho: em vez de expandir em Taylor, é necessario aplicar o Lema de
Hadamard, essencialmente uma série de Taylor com resto, para validar as

defini¢oes andlogas de X e Y.

Teorema 2.1: Seja f € M, com ideal jacobiano Jy = (f,,, ..., fz,). Suponha
que M* C M,J;. Entao f é k-determinado em sua R-érbita.

Demonstragao: Sejam f e f + p germes com mesmo k-jato, p € M1, O
segmento de reta entre os dois germes permanece em M. Para ug € [0, 1] fixo,
seja f = f 4 uop. Veremos que germes no segmento suficientemente préximos
a f sdo R-equivalentes. A tese — a equivaléncia entre f e f+p — segue entdo
por um argumento habitual combinando compacidade e conexidade.

A equivaléncia entre f + up e f corresponde a existéncia de um germe de
difeomorfismo (., u) € R para o qual (f +up)(p(z,u)) = f(z). Lembre que u
é um numero pequeno. Levando em conta a exigéncia p(z,0) = z, a existéncia

de ¢ é equivalente a resolver a equacao diferencial

folp(a, w))pu(, u) + p(o(r, u) + upe(p(e, w)pu(, u) = 0.

Aqui, pensamos as derivadas em x como sendo vetores gradientes horizontais.
Nao estamos em condigoes de garantir existéncia para essa equacao diferencial
porque o coeficiente de ¢, nao é necessariamente diferente de zero. Temos que
empregar a informagao algébrica sobre a perturbacao p para prosseguir.
Afirmacao 1: J; = Jy.

Lembre que os geradores de J; sao as colunas da jacobiana f,(z). Vamos ver

que Jf~ C Jy:
Ji = (fo+uopa) S (fa) + (pa) = Jr + M,

pois a inclusao p € M**! implica p,, € MF. Por hipétese, M¥ C M,J;, logo
Jf CJr+ M Jy = Js.

Falta ver que Jy C Jj. Seja h € Jy, isto é, h = f,y para um vetor v € Ej.
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Entao
h = (fu+uops)y — uope C Jf+ (pa)-

0
Logo Jy C J; + <8_Z:;> C Jj+ Mg Jg, por hipétese. Fazendo A = Jy, B = J;,

M = M, no Lema de Nakayama como fraseado no Apéndice, concluimos que
Jp C J5.

Afirmacao 2: p € My Jy = MJpep,, € Jp=J; i=1--s.

Tanto p quanto p,. sdo germes em MF, como j& vimos. Mas, por hipétese,

Mk C M, J; C Jy. As igualdades seguem da primeira afirmagao.

Voltamos a demonstracao do teorema. Pela segunda afirmacgao, ainda man-
tendo gradientes como vetores horizontais, p(y) = fo(¥)B(y) € pa(y) = fo a(y),
onde ( é um vetor s-dimensional e a é uma matriz s X s, com elementos em

M, e E, respectivamente. A equacao diferencial se torna

folp(z, ) [(I + uale(z,u))) pu(, u) + Ble(z, w)] =0,

onde I é a matriz identidade s x s. Para isso, basta exigir

(I + ualp(z,u))) pulz, u) = =B(p(x, u))

e agora sim, para u e x suficientemente pequenos, estamos nas hipdteses do
teorema de existéncia de solugbes de EDO’s, ja que entdao A = (I + ua) é
invertivel (lembre que ¢(z,0) = x). Mais, a solucao da equagao diferencial,
nesse pequeno intervalo aberto contendo wugy é tal que ¢(0,u) = 0. Isso segue
também do teorema de existéncia (melhor, de unicidade), uma vez que sabemos
que 3(0) = 0: por construcao, § € M.

Assim, quaisquer dois germes no intervalo ligando f a f + p que sejam
suficientemente préximos sao R-equivalentes. Por compacidade, um nimero
finito de classes de equivaléncia cobre [0, 1] e, por conexidade, existe uma sé:

f e f+ psao entao equivalentes. W

Existem alternativas & hipétese de k-determinagao. Se MF~' C J;, é claro
que vale a hipétese M* C M J;. Se MF C M,J; + M*! novamente temos
MF% C M,J;, agora pelo Lema de Nakayama. Em certos casos, essas hipéteses
sao mais simples de verificar.

Voltamos a Forma Local das Submersoes em E: o caso geral serd tratado no

proximo capitulo.

Forma Local das Submersoes em FE;: Seja f € M, nao-singular (i.e., f

nao pertence a M?2). Entdao f é 1-determinado.
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Demonstracao: Como f nao é singular, alguma derivada parcial f,, nao é
nula na origem. Assim, seu ideal jacobiano J; tem um elemento invertivel: pela
Proposigao 2.1, J; é o préoprio E,. A condigao suficiente para 1-determinagao,
M, C M, J¢, se torna 6bvia.

Portanto f é determinado pelo seu 1-jato j! f(x) = f,(0)z = (a, x), para o vetor
a = f,(0). Seja T : R®* — R® uma transformacao linear ortogonal levando o
vetor canonico e; & normalizacdo de a. Pela regra da cadeia, f = f o T tem
derivada f,(0)v = (a, Tv). Assim, a derivada direcional ao longo de v = e; é
nao nula, e qualquer derivada direcional ao longo de vetores ortogonais a e;
¢ igual a zero. Em outras palavras, fx(O) ¢ um multiplo nao nulo de e;, e o

germe original f é equivalente a projecao z +— ;. W
Agora, o Lema de Morse também se torna um problema de dlgebra linear.

Lema de Morse: Seja f € M? e Hf(0) invertivel. Entao f é R-equivalente

a seu 2-jato.

Demonstracgao: Pelo Teorema 2.1, a condicao suficiente para 2-determinacao
do germe f é dada por M2 C M, J;. Vamos ver que J; = Mj, o que certamente
basta. A inclusao J; C M decorre de f € M2 pois isto implica que f,, € My,
Vi=1,...,s. Temos que mostrar que My = (x1,...,2s) C Jr = (fa,, -, fu.)-
Considere o germe dado pelo jacobiano de f, f, : (R°,0) — (R® 0). Seu
jacobiano na origem é a Hessiana H f(0) de f, que é invertivel por hipdtese.
Assim, pelo Teorema de Fungao Inversa, f, é um difeomorfismo local perto da
origem, e existe um outro difeomorfismo local ¢ — a inversa de f, — tal que
o fu(x) = x. Assim, para cada i, x; = ;(fz,,- -, fz.)- Como @; € M, basta
aplicar o Lema de Hadamard para concluir que z; € Jy. Assim, M, = Jy e f
é determinado pelo seu 2-jato (jf)(z) = 1 (Hf(0)z,z)) W

A formulacao habitual do Lema de Morse agora segue do teorema espectral:
diagonalize H f(0) = QT DQ, onde @ ¢ uma matriz ortogonal e D é diagonal,
que por sua vez se escreve D = AFE A, para matrizes diagonais A e F/, onde FE s6
tem entradas iguais a ), 1 ou -1, e as posigoes diagonais de A s@o estritamente

positivas. Entao
2j%f(x) = 2" Hf(0)z = 2" Q" AEAQz = (AQx)" E(AQx) = y" By,

depois da troca de variaveis y = AQx.

Vamos considerar alguns exemplos de k-determinagao.
1) flz,y) =2° +y° = Jp = (2%, y%) = MaJy = (2%, ya®, 2y, y°) = M7,
Daf M3 = MyJ; e f é 3-determinado.
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2) Para f(z,y) = 23 +¢*, J; = (2%, y?) e, como antes, M3 C MyJ;, logo f é
3-determinado.

3) Os ultimos exemplos nos induzem a concluir que f = z"+y" é r-determinado,
mas isso nao é verdade. Seja r > 4. Entao J; = ("', y" 1) e

2r—3 __ 2r—3 2r—4 2r—5_ 2 2r—4 _ 2r—3
M2 _<~T ,37 yax y?"'axy 7y >

r—2 __ r—2 r—3 r—4_ 2 2. r—3 ,r—2
M2 —<JI » L Yy,T y,..., oY Y >

Por uma conta simples, M;" % = My ~2J; C M2J;, e f é (2r —4)-determinado.
Contudo o mondémio z"2y"~2 nao pertence a Mo J; . Entao:

M3* ¢ MyJs e f nio é (2r — 5)-determinado. Por exemplo f = 2° + ¢° é
7-determinado mas nao 5-determinado. E conveniente representar essas contas
em diagramas de Siersma.

4) Seja f € FEj. Entao, pela Proposicao 2.3, a primeira derivada nao nula da
a ordem de k-determinagao de f: se, por exemplo, f(0) = 0, f,(0) = 0 mas
f22(0) # 0, entdo f é 2-determinado.

5) Existem germes em E; que nao sao finitamente determinados. Um exemplo
¢ f(r) = exp(—1/2?), que nao ¢ finitamente determinado em 0 porque
todos os coeficientes de sua série de Taylor sao nulos em 0. Mas existem
germes analiticos simples que nao sao finitamente determinados. Um exemplo
é f(x) = 2%y. E claro que R-equivaléncia nao muda o tipo topoldgico das
raizes perto da origem. Entretanto, as raizes desse germe estao nos dois eixos
e uma perturbagao como g(z,y) = 2%y + *°°7 tem suas raizes apenas no eixo

horizontal.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421039/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0421039/CA

3

Germes vetoriais

3.1
Equivaléncias pelos grupos C e K

Para germes de Fy, a R-equivaléncia é natural: o contradominio ¢, em um
certo sentido, simples demais. Nesse capitulo, estudamos novas relacoes de
equivaléncia em (F)!, isto é, o conjunto de germes vetoriais tomando valores
em R'. A generalizagdo imediata é a agao bilateral. Considere, como no
Capitulo II, os grupos de germes de difeomorfismos suaves que preservam a
origem em R* e R, R = R(R®) e L = R(R"). Seja RL o produto dos dois
grupos. A acao bilateral de RL em (F)" é dada por

YpeLl,peR, fe(E) —iofop

De fato, a definicao acima ¢é a de uma agao de grupo. Como sempre, elementos
na mesma Orbita sao equivalentes, nesse caso, RL-equivalentes. As técnicas do
primeiro capitulo, entretanto, nao bastam para estudar a acao de RL. Outras
acoes vao se revelar mais simples, e esse capitulo trata delas. Vamos considerar

os seguintes grupos de germes de difeomorfismos por composicao:

K ={H € (B | H(z,y) = (p(z),¥(2,y)), ¢ € R(R*),¢(x,0) = 0},
C={(p,¥) e K|y =1L}

O grupo K age sobre (E;)" como

A K x (Bt — (B,
(H = (¢,0), f) = glx) = H- f=(p~ (z), (e (2)))

Note que, restringindo para H € C, obtemos uma acao de C sobre (Fy)'. Essa

vez, vale a pena mostrar que a construcao acima de fato define uma acao.

Proposigao 3.1: A fun¢ao A é uma agao de K sobre (E,)" (e, fazendo ¢ = I,

a identidade em R*; uma agao do grupo C).
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Demonstragao: Sejam: Hy, Hy, € K e g € (F,)'. Vamos nos limitar a mostrar
que

(Hyo Hy)-g=Hy-(Hi-g) — lembre que H-g =1(p~",gop™).

E facil ver que, para H; = (i, 1), temos Hy 0 Hy = (¢, 1), onde ¢ = @5 0 ¢y

e @(m, y) = Ya(p1(x), 1 (z,y)). Temos que comparar duas expressoes:

Hy- (Hy-g) = Hy- |i(1t, g0 01| = tha(py !, gopy!) =
= ¢z~(90517¢1(901‘1 opytigopitopyt)) e
(HZ o Hl) g = w@_l’g o @_1) = w2<901 © 95_17w17 (@—1’g © 95_1)) =

= ¥a(py ¥ilpr o9yt g0 9t 0y t)),
de onde concluimos que Hy - (Hy-g) = (Hy 0 Hy)-g N

E facil ver que C é subgrupo normal de K e que cada k € K se escreve de
maneira tinica como k = r-ccom r € R e ¢ € C. Assim, a K-6rbita pode
ser expressa como o conjunto alcancado pela acao conjunta dos dois grupos
R e C. Para referéncia futura, convém explicitar as equivaléncias associadas
as duas agoes. Dois germes f,g € (E,)" sdo respectivamente C-equivalentes e

K-equivalentes quando cumprem as seguintes condigoes:
c
f~ge3H=(v)e K:g(x) =1, f(z)),

fRge3H=(p4) € K:(gop)(z) =z, f(z)).

Seja f € (Es)'. O ideal de coordenadas Iy do germe f é gerado pelas coorde-
nadas I = (fi1,..., fi) C E,. O teorema a seguir oferece uma caracterizacao
algébrica para a C-orbita. Note que a acao de C pode ser interpretada como

uma acao a esquerda a parametros.

Teorema 3.1 (Linearizando a acdo a esquerda): Para f,g € (E,)", as

seguintes afirmacoes sao equivalentes.

(i) Os germes f e g sdo C-equivalentes.

(ii) Os ideais de coordenadas sao iguais, Iy = I,.

(iii) Existe uma matriz ¢ x ¢ invertivel Q(x), com entradas ¢;;(z) € Es, tal que
f(z) = Q(z) - g(x).

Demonstragao:

Comegamos com (i) = (ii).

A C-equivaléncia f £ g é a existéncia de H € C, isto é, H(x,y) = (z,¥(z,y))
com h(x,0) = 0 tal que (z, f(z)) = H(z, g(x)) = (z,¢(z, g(x)))-
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Como para cada coordenada, ©;(z,0) =0 (i = 1,--- , t), podemos aplicar (uma

versao parametrizada do) o Lema de Hadamard em cada ;:

7701(:[7 y) a11<l', y) e alt(xv y) U1 Y1
| = Do L =atey) | ]
Q/Jt(l'a y) Qg1 (5U> y) e 'att(xv y) Yt Yt

txt

onde ayj(x,y) € Es e y; sdo as coordenadas em R'. A parametrizagao, alids,
pode ser inserida sem dificuldade na demonstracao do Lema de Hadamard sem
parametros.

Como f(z) = ¢(z,g(x)), temos f(x) = a(z, g(z))g(x), mostrando que Iy C I,,.
Simetricamente, I, C .

Agora, vamos ver (ii)=- (iii). A igualdade I; = I, implica a existéncia de
matrizes t X t A e B relacionando os geradores dos dois ideais, f = Bg e
g = Af. Falta ver que, a partir disso, existe uma matriz invertivel () tal que
f = Qg. Note que (I — AB)g = 0, logo basta encontrar uma matriz C' para a
qual @ = C(I — AB) + B seja invertivel.

Afirmagao: Sejam A, B matrizes reais t x t. Entao existe C' tal que a matriz
Q) = [C(I — AB) + B] ¢ invertivel.

Para ver isso, sejam a,b : RY — R! as aplicacoes lineares correspondentes
respectivamente as matrizes A e B em relacao a base usual. Escolha uma
base {e1, -+ ,e;} de R* tal que b(e;) = 0 parar+1 < i < t, onde r é o
posto de B. E facil ver que b(er), - ,b(e,) sao linearmente independentes e

formam um conjunto que pode ser completado a uma base do contradominio
{b(el)’ te 7b(e7“)5 €;~+1v T 762}-

Seja ¢ : R" — R! definida por c(e;) = {Olse l=sis r.

e;ser+1<e¢<t
A aplica¢ao linear ¢ = ¢(1 — ab) + b tem duas propriedades que a tornam
invertivel. Sobre os vetores no nicleo de b, ¢ age injetivamente, preenchendo
um subespago complementar a imagem de b. Por outro lado, sobre os vetores
que geram injetivamente a imagem de b, u age como a prépria b, a menos de
uma perturbacao que pertence a imagem de c. De forma simbdlica, existem

escalares o;; para os quais

t
ble;) + >, ayeisel <i<r,
q(ei) = j=rH
eiser+1<r<t

A matriz () associada a transformagcao g é a matriz procurada.
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Para completar a demonstracao de (i) =-(iii), basta aplicar a afirmagao
acima para as matrizes A(0) e B(0) relacionando as coordenadas de f e
as de g no ponto x = 0, obtendo uma matriz C. Agora, defina Q(z) =
ClI — A(x)B(z)] + B(x), invertivel em x = 0, e, por continuidade, ainda
invertivel para x pequenos, que é o que basta quando tratamos de germes. Por
construgao, f(z) = Q(x)g(x).

Finalmente, vejamos (iii)= (i). Considere H(z,y) = (x, Q(z)y). Certamente,
Q(z)0 = 0. Falta ver que H é um germe de difeomorfismo na origem.
Derivando, DH(0,0)(r,s) = (r,Q(0)s), e como Q(0) ¢ invertivel, DH(0,0)
¢ invertivel. Pelo Teorema da Funcao Inversa, H é um difeomorfismo local em
zero. W

Os resultados acima implicam numa caracterizagao simples da K-equivaléncia.

Proposicao 3.2:
Sejam f, g € (E,)". Entao f X g se e somente se Ip € R(R®) : [0, = I,.
Demonstragao: Por definicao, f K g quer dizer Jdp € R(R?®) : (f o) £ qg.

Agora é s6 aplicar (ii) do teorema anterior. W

Vamos considerar alguns exemplos simples. Sejam f,g € (E;)* dados por
flz,y) = (2® + %, 2y) e g(z,y) = (2*,y%). Vamos ver que f & gef S Y
mas f £ g ¢ falso.

De fato, sejam p(z,y) = (x + y,x — y) e ¥(x,y) = (22 + 2y, — y), com

jacobianos na origem dados por

Dy (0,0) = (1 ) 1) e Di(0,0) = G ) f)

Ambos os jacobianos sdo invertiveis em (0,0) e portanto pelo Teorema da
Fungao Inversa ¢ e ¢ induzem germes de difeomorfismos. Para mostrar que
f i<t g, € s6 verificar se (f o ¢)(x,y) = (¢ o g)(x,y), uma conta simples.
Temos também que f X g, como veremos explicitamente. Uma rotacao anti-
horéria de /4 no dominio de f (isto é, uma composicao a direita), transforma
g no germe C-equivalente g(x,y) = (2% + %, (z? — 3*)/2). A transformagao
T(x,y) = (x,y — x/2) no contradominio de g recupera f: f =T og, e assim f
e g sao K-equivalentes.
Finalmente, f £ g se e somente se

Iy = (filz,y), folz,y)) = (2 + y* 2y) = I, = (91(2,9), g2(7,y)) = (27,9
Mas zy nao pertence ao ideal (z%,y?). De fato, ao derivar em x e y, uma
igualdade da forma zy = a(z,y)z* + B3(x,y)y? implicaria na fungao constante
1 do lado esquerdo e uma funcao do lado direito que se anula na origem.
Sejam agora f, g € (Fy)? dados por f(z,y) = (2%,0) e g(z,y) = (2%, 23). Pelo

Teorema 3.1(ii), os dois germes sao C-equivalentes. Vamos ver que, entretanto,
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eles nao sao RL-equivalentes. Note que as imagens de f e g sao respectivamente
o semi-eixo positivo horizontal e a cibica (22, 23). A remocao da origem das
duas imagens da origem a subconjuntos topologicamente diferentes perto da

origem, o que nao aconteceria se os dois germes fossem R.L-equivalentes.

Resumindo, tanto a equivaléncia por C quanto por RL implicam a equivaléncia

por K, mas as implicacoes opostas nao sao necessariamente verdadeiras.

3.2
A k-determinacao por K-equivaléncia:

Assim como ja estudamos o espago tangente a érbita pela acao de R(R®) em
E,, passamos a considerar espacos tangentes da acao por K. Comecamos pela
definicao, e depois, derivando uma curva numa K-érbita, vamos nos convencer
de sua adequacao.

O espaco tangente T;( a KC-érbita de f € (E,) é o E-médulo TE = J; + 1,

onde
Jp={fe(z)a: a € E},
I =1;(E,)' = {BfT: Bmatriz t x t, B;; € Es; fT = (1, , f)T}.

Como sempre, f, é a matriz jacobiana ¢ x s que tem por linhas os gradientes das
coordenadas f;. O ideal J ¢ € uma versao vetorial natural do ideal jacobiano.
Ja I; é o ideal de germes em (E,)! onde cada coordenada é uma combinagao
linear, com coeficientes dados por elementos de F, das fungoes coordenadas
fi-

Vamos ver que Tf( de fato é o conjunto de todos os vetores tangentes a
curvas na KC-érbita passando por f. Considere a curva ¢ (¢(x, u), f(eo(x,u)), u),
parametrizada por u € R, onde ¢(., u) é uma curva em R(R®) com ¢(.,0) = I e
Y(x,y,u) é uma familia parametrizada por (z,u) em R(R"), com ¢ (z,.,0) = I,

e ¥(x,0,u) = 0. Derivando a curva em u, obtemos

Va0, F(9), w)pu + Uy (0, F(0), u) fu(0)pu + Yulp, (), u),

onde ¢ e ¢, sdo sempre avaliados no ponto (z,u) e, que, para u = 0, vale
Vo(z, f(2),0)pu(z,0) + ¥y (2, f(2),0) fo(2)pu(z,0) + Yu(z, f(2),0)

= fx(x)QOU(IvO) + ¢U($a f($),0),
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ja que Yy (x, f(2),0) = 0 e ¢ (x, f(x),0) = I;. A parcela f,(z)p,(z,0) corre-
sponde a J;. Para (z, u) fixos, cada coordenada de 9, (z,y, 0) esta em M;, logo,

por Hadamard na segunda variavel, v, (x, f(z),0) € ff. Mais precisamente,
Uu(z,y,0) = Zaz(x Y, 0)y;, logo ¥ (z, f(2), )—Zaz(ﬂf f(2),0) fi(x), e, por

mais degenerado que seja o germe f na origem, as funcoes ei(x) = ay(z, f(x),0)
podem ser arbitrarias. Mais uma vez, nao ha restricoes sobre os coeficientes:
todo elemento de T;{ ¢é vetor tangente de alguma curva.

A RL-equivaléncia nao admite calculos tao simples. Uma curva
U(f(e(x,u)),u) implicaria num vetor tangente f,(x)p,(z,0) + ¥, (f(x),0):
a primeira parcela recebe o mesmo tratamento do paragrafo anterior, mas a
segunda, ao ser expandida pelo lema de Hadamard, nao dé origem a funcoes
e; = a;(f(x),0) arbitrarias, ja que teriam que ser constantes em niveis de f.

Essa é a dificuldade essencial ao lidar com R.L-equivaléncia.

Vamos ver um exemplo simples. Seja f(z,y) = (f1, f2) = (z*+y?, 2%y). Vamos

calcular T’ f( . Os geradores do submédulo jacobiano J; sdo os vetores

of (0fi 9fz\ af (0fi 9fz\
%_(ax ax)_m,%y), a—y—(a—y’a—y)—<2y’””2>’

que devem ser multiplicados por coeficientes em E,. Os geradores de [ ¢ 520 0s

vetores {(f1,0), (0, f1), (f2,0), (0, f2)}. Assim,

TE = {(z,2y), (2y,22), (2% + 2,0), (0,2 + ¢?), (%Y, 0), (0,2%y)} - Es.

Como no primeiro capitulo, agora ¢é possivel demonstrar uma condicao sufi-

ciente para k-determinacao por K-equivaléncia.

Teorema 3.2 (k-determinagao por K-equivaléncia): Seja f € M,

satisfazendo M s’ft - MSTJ{( . Entao f é k-determinado por K-equivaléncia.

Demonstracao: A demonstracao segue a do Teorema 1.1. Suponha f satis-
fazendo as hipoteses, tome uma perturbacao arbitraria p € M, Skzrl e considere o
segmento F(z,u) = f(z)4up(x),u € [0, 1], ligando f a f+p. Basta mostrar que
germes suficientemente proximos no segmento sao K-equivalentes. Isso implica
o resultado geral, como antes, por um argumento combinando compacidade e
conexidade, que nao serd repetido. Comecamos pelos ingredientes algébricos.
Para ug € [0, 1] fixo, defina F(z,ug) = f = f + ugp.

Afirmagao 1: Tf* = T;(
(i) TK C T Comop e M, TK C Tfﬂ—Mk“, que obviamente est4 contido
em TK + MZ,. Pela hipétese do teorema Tf 4+ MF, CTF + MTF =TF.
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(it) T/ < T;{ .
O elemento tipico de Tf( =J I I 7 ¢ da forma f,a + (f, que pode ser escrito
como fya + Bf — ugpea — uofp, onde oy, Bi; € Es, para i, =1,...,p. Assim,
K 7., 7. k k41 k
TF CJp+ I+ MJ,+ M Jf+l + Mg,
Da hipdtese do teorema, entao, Tf C T;{ + MST;(, logo, pelo Lema de
Nakayama,
K K

O passo seguinte ¢ um pouco diferente de sua contrapartida no Teorema 1.1.

Afirmagao 2: p=F, € M,TXE,,, (u é a varidvel indexada por s + 1).
Observe que M,Tf = M,Tf_, . Temos entao

p=F, e M C MF, C M, T , por hipGtese.

Da relagao F — f = up, obtemos [ C Ip+ MsﬂMS’“zr e, de F, — f, = up,,
Jf C Jr+ Ms—l—lM&t'

Assim, T;( = Jf+ff~ C Jp+1Ip+ Mo ME, = Tf + My MY

st» € obtemos, pela

Afirmagao 1,
pE ijl C MST;( C M}, C M, <T§< + Moy M§t> = M,TE + M, Ms’ffl'

Aplicando Nakayama com A = M B = M,TEK e M = M,,,,

F, € M,TKE,,,.

Voltamos a demonstracao do teorema. Pela caracterizacao de K-equivaléncia
dada na proposicao acima e o Teorema 3.1, devemos procurar uma curva de
difeomorfismos ¢(.,u) € R(R") e uma curva de matrizes invertiveis Q(z,u)
para as quais F(¢(x,u),u) = Q(z,u)F(x,up).

As duas curvas serao obtidas a partir de equacoes diferenciais. Para u = wuq,
precisamos ter ¢(x,ug) = x, Q(z,up) = 1.

Derivando Q! (z,u)F(¢(z,u),u) = F(x,up) na varidvel u, obtemos

Q@ Nulz, W)F(Q)u+ Q7 (z,u) (Fa) (¢, u)pu + Fuly,u)) =0,

onde tanto ¢ quanto ¢, estao sempre avaliados em (x, u). Para derivar a inversa

de @, comegamos por Q' (z,u)Q(x,u) = I, que da

(@ Dulw,u) = —Q 7z, W) Qu(z, u)Q" (z,u).

Depois de uma simplificagao ébvia, a equacao diferencial se torna

—Qu(z,u)Q ™ (z,u) F(p,u) + (Fy)(, u)ou + Fulp,u) = 0.
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Agora, usamos a informagcao algébrica. Pela Afirmacao 2,p = F,, € M,TE Ey 4,

logo existem « e 3 tais que p = F,a + SF. Mais precisamente, temos

Fu(p,u) = ple,u) = Fu(p, u)a(p,u) + 8w, u) F(p, u),

onde as coordenadas do vetor a estao em M, e [ é uma matriz ¢t X t.

Substituindo na equacao diferencial e agrupando adequadamente,

(= Qulz, W)Q ! (z,u) + Bp,u)) Fp, u) + (Fu) (@, u) (¢u + alp,u)) =0,

e a igualdade se verifica se exigirmos

Qu($7u> = ﬁ(@(zau))u)Q(J;vu)v (:Ou(l'7u> = —oz(gp(x,u),u).

Com as condicoes iniciais prescritas acima para u = ug, as equacoes diferenciais
satisfazem as hipdteses do Teorema de Existéncia e Unicidade para EDO’s.
Falta ver que ¢(0,u) = 0, que, como no primeiro capitulo, segue da unicidade

da solugao, combinado com o fato que a(0,u) = 0. B

Assim como para o Teorema 2.1, existem hipéteses mais fracas para o Teorema
3.2 que sao de verificagao mais simples. Por exemplo, um germe f € M, tal
que M, fit - Tf( é (k + 1)-determinado por K-equivaléncia. O préprio Teorema
2.1 é um caso particular da demonstracao do Teorema 3.2, como se vé pelo

enunciado abaixo.

Corolario: Seja f € M, tal que Mfit C M,J; = f é k-determinado por

R-equivaléncia.

Vamos mostrar que f(z,y) = (22,y*) é 2-determinado por K-equivaléncia. E
facil ver que T/ = {(x,0),(0,y), (¥*,0), (0,27)}. Dai, é claro que

M22,2 = <(ZL‘2, 0)7 ($y7 0)7 (3/2, O)a (07 $2)7 (07 l'y), (O’ y2>> : E2 g MST]‘K

Terminamos a segao com duas aplicagoes. A K-codimensao de f € (E,)' é a
(Es)"

e
T

dimensao do espago vetorial (quociente)

Proposicao 3.3: Um germe de K-codimensao finita é K-finitamente determi-

nado.

Demonstragao:
E s6 ver que se f tem K-codimensao finita entao existe k € tal que M, s’ft - T]f{ ,

o que implica que f é (k 4 1)-determinado por K-equivaléncia. Considere a
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sequencia decrescente de Ey-modulos:
(B)' DTf + Mgy D+ DTF +ME, DT/ + M O -+

A hipétese de K-dimensao finita implica que a sequéncia estabiliza a partir de
um certo k, TFK+MF, = TF+ M. Entao MF, C TK+MMEF, = TF+ M

s,t

que, por Nakayama, d& M:t C Tfo( e pelo Teorema 3.2 f é (k+ 1)-determinado

por K-equivaléncia.
Finalmente, vamos retomar a forma local das submersoes em seu caso geral.

Proposicao 3.4 (Forma local das submersées em (F;)"): Para f € M,
com f,(0) sobrejetor, existe ¢ € R tal que fop(z) = (x1, - ,2;). Em outras

palavras, localmente f se comporta como uma projecao.

Demonstracao: Vamos usar o corolario do Teorema 3.2. A 1-determinagao
por R-equivaléncia segue de M, C M,J;. Por hipdtese, um subconjunto
apropriado das colunas de f,(0) gera R, e, por continuidade, para o mesmo

subconjunto de colunas de f,(x) o mesmo ainda vale para = suficientemente

pequeno. Assim, podemos escrever os vetores {ej, -+, e;} da base candnica de
R? como
€1 = 0411(55)81{1 (@) 4+ alt(x)aaxj; (x)
9 | 9
et = an(a) (@) 4+ + o) (o)

ou, em linguagem matricial, I} = a(x) - Dy(x). Assim, J; = (E;)! e obtemos
M, = MJ;.

Agora, é questao de alterar o dominio do 1-jato de f por uma transformacao lin-
ear de modo a obter a representagao habitual em termos de vetores canonicos,
seguindo a composicao a direita construida na demonstracao da forma local

das submersoes em M, no capitulo 1. B

E importante notar que qualquer conjunto de variaveis do dominio que seja
associado a uma base de colunas independentes do jacobiano f,(0) pode ser

empregado na descrigao da forma normal da submersao.
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4
Dobras e cuspides: limites da teoria

4.1
Perturbacoes e desdobramentos

Nesse capitulo, voltamos a considerar a RL-equivaléncia, para situacgoes espe-
ciais. Como veremos, para elaborar a Teoria de Mather em sua plenitude, é

necessaria a inclusdo de ferramentas substanciais.

Sejam u € RP, z € R®. Seja fy € M,,. Entao o conjunto das perturbagoes f do

germe fo é

P(fo) = {f : @ x B*,0) = (R",0)|£(0,2) = fol)}

e o conjunto dos desdobramentos F' de fy é

D(fo) = {F : (R xR",0) — (RYR', 0) | F(u,) = (u, f(u,2)): £(0,2) = folx) }.

Assim, f € PP(fy) e F € DP(fy) sdo germes, respectivamente, de uma p-
perturbacao e de um p-desdobramento de fj.

Perturbagoes sao familias a varios parametros (as variaveis em RP) de uma
funcao recuperada ao fazer todos os parametros iguais a zero. Vamos ver um

exemplo simples do emprego dessa idéia.

Lema 4.1 (Forma Local das Submersoes Parametrizada): Seja f; €
(E5)" submersao em 0 e f € PP(fy), dado por (u,z) € R? x R*. Considere ¢
vetores da base canonica, associados a variaveis no dominio cujas derivadas
parciais sao colunas independentes na jacobiana D, fo(0). Seja V' o subespago
gerado por esses vetores. Entao é possivel reduzir f a forma normal de uma
submersao igual a identidade em V| por uma troca de variaveis em V que
depende suavemente das varidveis restantes (em particular, dos parametros).
Demonstracao: As t colunas de D, f(0) associadas a V' também estdo na
jacobiana D, , f(0,0) da perturbagao f. Assim f também é uma submersao,
que tem forma normal dada pela identidade quando restrita a V', obtida por

uma troca de varidveis ¢ = (g1, p2) € R(RPT®). Entao f(u,z) = mpa(u, ),
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onde 7 é a projegao ortogonal sobre V. Dai, é ficil ver que 3(0,.) € R(R®) o

que se mantém para @s(u,.), com u préximos de zero. W

As equivaléncias entre desdobramentos acompanham as defini¢coes correspon-
dentes para germes, levando em conta o parametro do desdobramento. Assim,
a RL-equivaléncia entre desdobramentos Fy, Fy € DP(fy) de mesma dimensao
p de um mesmo germe fo implica na existéncia de conjugacoes no dominio e
contradominio por difeomorfismos em R(R? x R) e R(RP x R*) respectiva-

mente que dependem trivialmente do parametro. Mais precisamente,
F e F, Cg 3 ®,, ¢; desdobramentos da identidade : F} o &, = $, o F5,

onde os desdobramentos da identidade ®, € My 5,15 € @ € My pie
satisfazem @ (u,x) = (u, ¢s(u, z)), com ¢5(0,2) = x e Oy(u,y) = (u, P1(u,y)),
com ¢(0,y) = y.

Vamos ver um exemplo relativamente simples. Dado fo(z) = 2* € My,
considere o desdobramento constante Fy(u,r) = (u,z?) e o desdobramento
Fy(u,x) = (u, 2 + uzx).

Tomando as deformagoes da identidade ®q(u,z) = (u,x + u/2) e Py(u,z) =

(u,y +u?/4), vé-se que Fy e Fy sao RL-equivalentes.

O posto r de um germe é o posto de sua jacobiana na origem. Um germe f
é submersivo quando seu posto é igual a dimensao do contradominio. Para
um germe f submersivo, o nivel zero, denotado por V¢, ¢ uma subvariedade
passando pela origem, pela Forma Local das Submersoes.

E frequente considerar germes fy € (Es)t de posto 0. Se o germe tem posto
positivo, o processo descrito na proposicao seguinte — a decomposicao de
Lyapunov-Schmidt — permite reduzir o estudo de sua forma normal para um

germe de posto 0 tomando valores num espaco de dimensao mais baixa.

Proposigao 4.1 (Decomposigao de Lyapunov-Schmidt): Seja F' € (Eg)T
de posto p. Entao F' é RL-equivalente a um desdobramento f € DP(fy) de
um germe fy € (Es_,)" 7 de posto nulo. Mais explicitamente, existem trocas
de variavel em torno da origem no dominio e contradominio para as quais
¢poFop™ = (I, f), onde as derivadas na origem de f nas tltimas S — p

varigveis é nulo.

Demonstragao: O argumento, tradicional, decompde o dominio em dois
subespacos complementares, R® = U @ V, onde V é o niicleo da jacobiana
DF(0) e U é um complemento arbitrario. O contradominio, por sua vez,
decompoe em Z @ W, onde Z é a imagem de DF(0) é W é um complemento

arbitrario. As decomposicoes induzem projecoes naturais 7y : RS — U,
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my RS =V, 7y : RT — Z emy : RT — W. A prépria funciao F se
escreve agora como F(u,v) = (mzF(u,v), 7w F(u,v)), numa nota¢do natural
(mais precisamente, * € R® decompoe de forma tnica, x = u + v, para
U= TyT,v = TyT).

Fazendo composicoes com isomorfismos lineares no dominio e contradominio,
podemos supor sem perda que U =RP, V =R5 P, Z =RP e W = RT~?. Por
construgao, a restricdo de DF(0) é um isomorfismo linear entre U e Z, logo
Fi=my0F :RP x RSP — RP é uma submersao.

Assim, compondo com uma troca de varidaveis no dominio, podemos supor
Fi(xy, ... ,2p,pi1,. .., x5) = (T1,...,2p, ).

A troca de varidveis pode ter alterado as coordenadas restantes,
F, = @y o F, mas as derivadas na origem dessas coordenadas nas
varidveis ,41,...,2¢ tém que ser nulas, se ndo o posto de DF(0) se-
ria maior do que p. A demonstracao estd completa: considere o germe
fo(xps1s .- xs)) = Fo(0,2p41,...,25)), de posto nulo, e sua perturbacao
fxe, oy Tppas ooy Ts) = (T1, oo, Xy Fo(T1, oo, Tpy Tpgry - -, Tg). T
Considere o estudo dos niveis de uma funcao F : R® — RT perto da origem.
As trocas de varidveis na decomposicao de Lyapunov-Schmidt reduzem o
problema ao estudo dos niveis de uma fungao f mais simples, ou melhor,
ao estudo de uma familia de fungoes — uma perturbacao de um germe f
de posto nulo — parametrizadas pelas varidveis 1, . .., z,. Equacoes da forma
flzy, .. @y, i1, ..., 25) = b € RT7P sdo chamadas de equagdes de bifurcagao
em Matematica Aplicada. Como exemplo simples, considere um germe F de
M, de posto 1. Entdo, F' é RL-equivalente a funcio F(z,y) = (z, f(z,v)),
onde f(0,y) tem 1-jato nulo.

4.2
Dobras

Considere o germe F € M; 5 de posto 1, dotado dos seguintes propriedades
geométricas. Vamos supor que o determinante da jacobiana DF (z,y) tem 0
por valor regular, o que assegura que o conjunto critico C' de F' é uma curva
regular pela origem. Vamos supor também que o nucleo de DF (0,0) nao seja
tangente a C' na origem. Um germe que satisfaz essas condicoes é chamado de
dobra.

Pelo resultado do final da secdo anterior, F' é RL-equivalente ao germe
F(z,y) = (z, f(z,y)), onde f(0,y) tem 1-jato nulo. As duas propriedades

geométricas foram formuladas de maneira invariante, e justamente por isso,
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continuam valendo para F'. Nesse caso, o conjunto critico C' é dado por
det DF(z,y) = fy(z,y) = 0, e a primeira propriedade quer dizer que o
gradiente (f3,(0,0), f,,(0,0)) é ndo nulo. Por outro lado, o niicleo de DF(0, 0)
é o vetor (0, 1), e a segunda propriedade implica f,(0,0) # 0.

Teorema 4.1 (Forma Normal da Dobra): Toda dobra é RL-equivalente

4 forma normal F(z,y) = (z,y?).

Demonstragao: J4 vimos que a dobra F' é RL-equivalente a um germe

F(x,y) = (z, f(x,y)) = (z,m(z,y) + y*(c + n(z,y))),

onde m,n € M, e ¢ é uma constante nao nula. Nosso préximo passo é livrar-se
de todos os termos lineares em y na expansao de f(x,y). Essa afirmagao nao faz
sentido para germes suaves, mas algo equivalente para germes analiticos faz:
queremos, na verdade reduzir o problema a estudar o caso em que f,(x,0) = 0.
H& duas maneiras de considerar essa simplificacao, uma mais algébrica, outra

completamente geométrica: vamos seguir a segunda, como fez Whitney [5].

A observagao bésica é que exigir f,(z,0) = 0 é equivalente, pelo Lema de
Hadamard, a pedir que o conjunto critico C' de F' seja o eixo horizontal. O
que temos, até o momento, é que C' tem vetor normal na origem com segunda
coordenada nao nula, isto é, o vetor normal nao é horizontal. Assim, a tangente
a C' na origem nao é vertical, e, localmente, C' é o grafico de uma funcao de x
em y, passando pela origem, C' = {(z, ¢(x))}.

Agora, defina o germe de difeomorfismo ¥(x,y) = (x,y+¢(z)). Que isso é uma
troca de variaveis, é claro porque a jacobiana na origem ¢ invertivel. Mais, a
inversa de C' por ¥ é o eixo horizontal. Assim, a composta G = F oW é
R L-equivalente a F', tem seu conjunto critico no eixo horizontal e é da forma
G(z,y) = (z,9(v,y)), onde agora g(z,y) = my(z,y) + y*(c + ny(z,y)), com
mg,ng € My mas, além disso, g,(z,0) = 0, como querfamos.

A essa altura, é interessante observar o diagrama de Siersma de g.

Y
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Agora, é claro o que fazer.

Escreva, por Hadamard, g(z,y) = m(z) + y*(c + n(z,y)), para m,n €
M. Suponha c¢ positivo. Troque de varidvel no dominio novamente: defina
o(r,y) = (z,y(c + n(z,y)*/?), e componha, H = G o ¢~!. Mais uma vez,
¢ tem jacobiana invertivel na origem, logo é um difeomorfismo local e agora
H(x,y) = (z,m(x) + y?). Finalmente, componha com (x,y) — (z,y — m(z))
no contradominio para finalmente alcancar a forma normal da dobra. Como as
unicas operagoes envolvidas foram composicoes com germes de difeomorfismos

a direita e & esquerda, é claro que F' é RL-equivalente a Jal |

4.3
Algumas dificuldades: a cuspide

Como vimos, tratar de RL-equivaléncia é mais dificil. A Teoria de Mather
contém resultados muito efetivos mesmo para essa situacao, mas o conjunto de
idéias necessario é completamente diferente. Para sugerir algumas dificuldades

no processo, vamos considerar a teoria local da cuspide.

Existe uma descri¢ao invariante da cispide, que nao nos interessa agora [5]. Em
vez disso, vamos supor que foram realizadas sobre esta formulagao invariante as
simplificacoes resultantes da aplicacao da Decomposicao de Lyapunov-Schmidt
(Proposicao 4.1). Assim, obtemos germes R.L-equivalentes ao germe original,
da forma F(z,y) = (z,13(1 + n(z,y)) — zy(1 + m(z,y))), para m,n € M.
Um resultado importante da teoria seria uma técnica que permitisse mostrar
que esse germe é RL-equivalente a forma normal a (z,y) = (z,y® — zy), um

teorema obtido por Whitney [5] por argumentos estritamente geométricos.

Seguindo os passos do estudo da determinagao por K-equivaléncia no Capitulo
3, um procedimento natural seria unir FaF por um segmento e mostrar a RL-
equivaléncia localmente ao longo do segmento. Em particular, germes préximos
a F'no segmento devem ser RL-equivalentes, o que sugere que curvas passando
por F' na RL-6rbita devem admitir como vetor tangente em F' o vetor dado

pela perturbacao (0,v® n(z,y) — zy m(z,y)).

Como ja vimos ao definir T;{ para um germe f € (F,)', podemos, por
analogia, considerar os vetores tangentes associados a RL-equivaléncia da
forma f,(x)p.(z,0) + ¥, (f(x),0), onde u é o parametro unidimensional que
deforma as trocas de varidveis ¢(.,u) € R(R®) e ¥(.,u) € R(R') ao longo
do segmento. Além disso, queremos ¢(0,u) = 0 e ¥(0,u) = 0. Para adequar

o vetor tangente geral a F , fazemos u = 0 e usamos (x,y) para denotar as
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coordenadas do dominio. Estamos procurando ¢, (z,y) = (a1 (z,y), as(z,y)),

¢u(F($ay)70) = (ﬁl(F(xay))7ﬁ2<F(xay)))a com ai?ﬁi S M2 que SatiSfa(;am a
equacao

( 1 0 ) (al(x7y>>+<ﬁl(x7y3 —xy)) _ ( 0 >
—y 3y* —z) \aa(z,y) Ba(z,y* — xy) v n(z,y) —xym(z,y) )

Note que, para que as trocas de varidveis mantenham fixa a origem, precisamos
ter tanto «; quanto (; em M,. Para fazer com que a igualdade da primeira
coordenada valha, basta tomar a; = 3; = 0: o fato que existe uma solucao
desse tipo indica a possibilidade de realizar uma R .L-equivaléncia para a forma
normal mantendo fixa a varidvel z. A igualdade da segunda coordenada é muito

mais interessante:

(3y* — 2)aa(z,y) + Bolx,y” — 2y) = ¥’ n(z,y) — sy m(z,y).

Para lidar com o fato que ay e (3 agem sobre variaveis diferentes, vamos imag-
inar, para simplificar, que todas as fungoes envolvidas sejam reais analiticas.
Entao, por exemplo, escolher (3(x,y* — zy) é escolher uma combinagao linear
(infinita, talvez) de monomios da forma z*(y® — zy)¢. Essa atitude ingénua
indica que, no lado esquerdo da equagao, estamos falando de um espago ve-
torial A (a menos de questoes de finitude das somas) gerado pelos monémios
(3y? — x)x*y*, 2% (y® — 2y)%, e o lado direito é o espago vetorial B gerado por
y3akyt ryaty’, onde k ou £ em cada mondmio escolhido tem que ser nao nulo

para garantir aw, Oy € M.

Assim, para poder escrever uma perturbagao arbitraria como um vetor do
espago tangente da RL-Orbita, é necessario ter B C A. Nesse caso, isso pode
ser verificado de forma artesanal. Mas é claro que, mesmo para considerar
a perturbacao em torno de um ponto qualquer do segmento entre FelF,
é conveniente ter a disposi¢ao mais recursos algébricos. O novo ingrediente,
que nao sera discutido nesse texto, é o Teorema de Preparacao de Malgrange-
Mather [3]. Apenas para sugerir como o vocabulario de ideais e médulos,
mais uma vez, é relevante, observe que a equacao relacionando «s(z,y) e
Bo(x,y® — xy) descreve a inclusao de um ideal finitamente gerado do médulo
F5 na soma de dois ideais, o primeiro sendo (3y? — x)M, ainda sobre Fy e o
segundo, gerado pelas coordenadas do germe F', mais adequadamente descrito

como um maédulo sobre as funcoes cujas varidveis sao z e y> — .
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O exemplo acima nao deve sugerir que as dificuldades no desenvolvimento da
teoria sejam apenas de natureza algébrica. Como exemplo muito simples de
uma dificuldade analitica, considere o seguinte resultado de Whitney [4]. Seja
f : R — R uma funcao suave par. Entao existe uma funcao g : R — R suave tal
que f(z) = g(x?). Mais uma vez, para f real analitica, o resultado é simples,
mas para funcoes suaves, nao. O resultado segue do Teorema de Preparacao
citado acima quando apresentado na seguinte forma. Toda f € F; é da forma

f(z) = g(x?) + xh(x?) para g, h € E; adequadas.
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Apéndice:

Comecamos com alguns conceitos algébricos usados extensivamente. Seja R
um anel comutativo e M um moédulo sobre R. Dizemos que M é gerado
pelos geradores my,...,m;,...... se qualquer elemento m € M se escreve
como uma combinagao linear finita dos geradores com coeficientes em R,
m =Yg -my, & € R edenotamos M = (my,--- ,my,---)R.

Quanéo as somas sao finitas dizemos que o moédulo é finitamente gerado. O
anel R é um modulo sobre si mesmo e os ideats de um anel R sao os sub-anéis
de R que sao também R-moddulos. Vamos usar com freqiiéncia o resultado a

seguir.

Lema (Nakayama):

Seja R um anel comutativo com identidade. Seja I um ideal em R tal que 14z
é invertivel para qualquer z € I. Sejam A, B submédulos de algum R-mdédulo
M e suponha que A é finitamente gerado sobre R. Entao a inclusao A C B+1A
implica A C B.

Demonstragao:
Seja A = {ay,...,a,}R. Como A C B + I A, cada gerador de A se escreve

n

como a; = b; + > z; ja;j, para elementos b; € B e z; ; € I. Em forma matricial,
i=1

as equagoes se escrevem como (I — Z)a = b, onde I é a identidade n x n, Z é

a matriz com entradas z; ;, a e B sao vetores com n coordenadas.

A matriz I — Z é invertivel, ja que seu determinante é da forma 1 — z,2z € [
(lembre que I é um ideal). O sistema tem soluc¢ao (tinica) dada pela regra de
Cramer, que mostra explicitamente que cada a; é uma soma de monémios da
forma b ou zb, onde b € {by,...,b,} e z € I. Assim, a; € B para todo 1,
provando A C B. i

Vérias construcoes nesse texto sao acoes de grupos. Seja G um grupo com
identidade e, e S um conjunto. Uma ac¢ao de G sobre S é uma fungao
A:GxS— 8, (g,8) — A(g,s) tal que

Ale,s) = s,Vs € S,

A(gy * g2, ) = Alg1, A(ge, 9)), Vg1,92 € G, Vs € S.

Dado um elemento s € S euma acao A : GxS — S, a drbita por s é o conjunto
de elementos de S da forma A(g, s), para algum g € G. E f4cil ver que a relacao
‘pertencer a mesma érbita’ é reflexiva, simétrica e transitiva: assim, uma acao

induz uma relacdo de equivaléncia em S, que fica particionado pelas érbitas.
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