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Resumo

Souza, Fabiano dos Santos; Tomei, Carlos; Souza, Leonardo Ro-
cha. Análise Emṕırica dos Modelos de Auto-Regressão
Quant́ılica. Rio de Janeiro, 2007. 119p. Dissertação de Mestrado
— Departamento de Matemática, Pontif́ıcia Universidade Católica
do Rio de Janeiro.

Modelos auto-regressivos (AR(p)) de séries temporais supõem que a

dinâmica da série contém uma dependência linear às observações passa-

das até uma defasagem p, e um erro aleatório independente e identicamente

distribúıdo (i.i.d). Modelos de auto-regressão quant́ılica (QAR(p)) são uma

generalização dos AR(p) em que os coeficientes auto-regressivos variam com

o quantil da distribuição condicional, não sendo necessária, portanto, uma

componente expĺıcita de erro aleatório. Esta dissertação estuda a inferência

estat́ıstica proposta para modelos QAR(p) por Koenker e Xiao (2004), com

o aux́ılio de simulações de Monte Carlo. Enquanto a estimação mostra-se

bem precisa, os resultados do teste de hipóteses, onde a hipótese nula supõe

um modelo auto-regressivo (AR), não apresentam bons resultados, variando

estes com o modelo gerador de dados.

Palavras–chave
Auto-Regressão Quant́ılica, Processos Estocásticos, Séries Temporais,

AR(p), ARCH (p), GARCH (p, q), Simulação de Monte Carlo.
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Abstract

Souza, Fabiano dos Santos; Tomei, Carlos; Souza, Leonardo Rocha.
Empirical Analysis of the Quantile Autoregression Models.
Rio de Janeiro, 2007. 119p. MsC Thesis — Departament of Mathe-
matics, Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Autoregressive models (AR(p)) for time series assume that the series dy-

namics has a linear dependence on past observations up to a lag p, plus

an independent and identically distributed (i.i.d.) random error. Quantile

autoregressive models (QAR(p)) generalize the AR(p) by allowing different

autoregressive coefficients for different quantiles of the conditional distri-

bution and so there is no need for an explicit random error component.

This dissertation studies the statistical inference proposed by Koenker e

Xiao (2004) for QAR(p) models, by means of Monte Carlo simulations.

While the estimation tools show themselves very accurate, the hypothesis

test which considers an AR model as the null hypothesis yields poor results,

and these vary with the data generating process.

Keywords
Quantile Autoregression, Stochastic Process, Time Series, Autoregressive

(AR), Autoregressive Conditional Heteroskedasticity (ARCH), Generalized

Autoregressive Conditional Heteroskedasticity (GARCH), Simulation of Monte

Carlo.
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4.20 Resultado teste de hipótese do Modelo 8. 88
4.21 Resultado teste de hipótese do Modelo 9. 89
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31/12/2000 e as previsões dos Modelos. 105

B.1 Resultado teste de hipótese do Modelo 1. 116
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B.6 Resultado teste de hipótese do Modelo 6. 117
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1
Introdução

1.1
Motivação

Previsão é um assunto que desperta grande interesse desde o ińıcio da

civilização, e prever o futuro é uma caracteŕıstica marcante dos humanos.

Porém, a utilização sistemática de técnicas estat́ısticas, para fazer previsões,

remonta apenas ao século passado.

Em 1970, com o crescimento dos recursos computacionais, Box e Jenkins

(2) desenvolveram modelos lineares de previsão em séries temporais apresen-

tando uma técnica em etapas: de identificação, de estimação e de verificação

da validade do modelo.

Os modelos auto-regressivos AR(p) de séries temporais supõem que a

dinâmica da série contém uma dependência linear às observações passadas até

uma defasagem p, e um erro aleatório independente e identicamente distribúıdo

(i.i.d).

Em 1978, Koenker e Basett (21) desenvolveram um modelo estat́ıstico li-

near, a regressão quant́ılica. Em oposição ao foco da regressão clássica, que

enfatiza o estudo de mı́nimos quadrados condicional à média, a regressão

quant́ılica oferece uma estratégia sistemática para examinar que covariáveis

influenciam na localização, escala e na forma do modelo responsável pela dis-

tribuição. Para consegui-lo, a regressão quant́ılica considera a função resposta

condicional ao quantil da variável dependente. Koenker e Basett desenvolve-

ram também uma metodologia estat́ıstica para estimação de modelos de função

quantil condicional, atualmente uma técnica consolidada.

Recentemente, o modelo linear de auto-regressão quant́ılica vem rece-

bendo uma atenção especial na literatura (23). Para este modelo, a metodologia

pode ser obtida através de Koenker e Bassett (21) para os modelos de regressão

quant́ılica. Porém, uma validação emṕırica das ferramentas de inferência ofe-

recidas ainda é necessária, antes que o uso deste modelo se consolide.
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1.2
Objetivos

Este trabalho tem por objetivo estudar a inferência estat́ıstica proposta

para modelos de auto-regressão quant́ılica (QAR), expondo a estrutura do

modelo, a estimação e as propriedades do teste de hipóteses de constância dos

parâmetros de Koenker e Xiao (24). Tal proposição é feita com o aux́ılio de

simulações de Monte Carlo que permitem a validação emṕırica (ou não) das

ferramentas de inferência propostas por Koenker e Xiao (24).

Utilizam-se, para este fim, processos geradores de dados (DGP - data

generating process) que podem ser classificados em dois grupos:

1. Processos para os quais os modelos QAR não trazem avanços em termos

de modelagem;

2. Processos para os quais os modelos QAR permitem uma modelagem mais

adequada em comparação com modelos AR.

Após a geração de replicações de Monte Carlo dos DGP selecionados, é

posśıvel analisar o tamanho (DGP do grupo 1) e a potência (DGP do grupo 2)

emṕırica do teste de constância dos parâmetros: bem como média, variância

e formato da densidade emṕırica das estimativas dos parâmetros do modelo

QAR. Em suma, o teste de hipóteses e o estimador propostos por Koenker e

Xiao (24) são analisados.

Para esta análise, são utilizados processos com tamanhos distintos da

série histórica (N = 100, 300, 500 e 1000), considerando-se variações em

seus parâmetros, ao utilizar-se processos geradores de dados (DGP), ou data

generating process que exigiram a aplicação de modelos de auto-regressão

quant́ılica. Depois de geradas as séries, através de simulações de Monte Carlo,

foram analisadas as seguintes propriedades do Modelo de Auto-Regressão

Quant́ılica QAR(p): a média, a variância e o formato da densidade emṕırica.

Desta forma, estuda-se o comportamento dos modelos com as flutuações

nas variáveis de controle, a influência na estimação e o tamanho do teste,

identificando os casos em que o tamanho do teste é distorcido. Também se

avaliou o desempenho do estimador, ou seja, com que freqüência a estat́ıstica

do teste rejeita ou aceita o “verdadeiro” modelo no conjunto de réplicas.

1.3
Estrutura do trabalho

O caṕıtulo 2 descreve algumas definições básicas, principalmente os mo-

delos de regressão quant́ılica e os modelos lineares de séries temporais homos-

cedásticas, isto é, aquelas para as quais sua variância permanece constante
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ao longo do tempo. Detalha-se o caso particular dos processos lineares esta-

cionários, com especial atenção aos modelos auto-regressivos AR(p), além das

condições de estacionaridade deste modelo e inversibilidade. São abordados re-

sumidamente os modelos heteroscedásticos, para cuja a variância da série não

permanece constante ao longo do tempo. Especificamente, são abordadas as

classes de modelos ARCH(p) e a de sua generalização GARCH(p, q), propostas

por Engle (11) e Bollerslev (1) respectivamente.

No caṕıtulo 3, abordam-se os modelos de auto-regressão quant́ılica

QAR(p). Expõem-se a estrutura do modelo, a estimação e o Teorema Cen-

tral do Limite. Por último, o teste de hipóteses estat́ıstico utilizado no modelo

de QAR(p) é exposto brevemente.

O caṕıtulo 4, faz-se a descrição do procedimento de simulação de Monte

Carlo, os métodos utilizados e a análise dos resultados obtidos neste trabalho.

É feita uma aplicação do Modelo QAR em comparação ao Modelo AR com a

série de média mensal de temperatura máxima da cidade do Rio de Janeiro.

Finalmente, no caṕıtulo 5, relata-se as conclusões e as propostas para

trabalhos futuros.
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2
Séries Temporais e Modelos Auto-Regressivos

Nesse caṕıtulo, são apresentadas brevemente algumas definições básicas

de teoria de probabilidades, para conveniência do leitor. Algumas referências

para o assunto são: DeGroot (9), Casella (6), Jonhston e Dinardo (16), Parzen

(30), Papoulis (29) e Bruce (4).

2.1
Definições básicas

Os modelos utilizados para descrever séries temporais são processos

estocásticos, isto é, processos controlados por leis probabiĺısticas. Assim, é

necessário rever alguns conceitos fundamentais da teoria de probabilidade.

Probabilidade

Suponha que um experimento seja realizado sob certas condições fixas.

Denota-se por Ω o conjunto de resultados posśıveis. O conjunto Ω será chamado

espaço amostral do experimento, que é um conjunto não-vazio qualquer.

Um evento A ao qual atribúımos uma probabilidade é chamado de

evento aleatório. Suponha que a classe dos eventos aleatórios possua certas

propriedades intuitivas, que são essenciais para a teoria e para o cálculo das

probabilidades. Indica-se com A a classe dos eventos aleatórios e seja Ac o

complemento do evento A. Estipula-se as seguintes propriedades para A:

– P1. Ω ∈ A (define-se P (Ω) = 1).

– P2. Se A ∈ A, então Ac ∈ A.

– P3. Se A ∈ A e B ∈ A, então A ∪B ∈ A.

Seja Ω um conjunto não-vazio. Uma classe A de subconjuntos de Ω

satisfazendo P1, P2 e P3 é chamada álgebra de subconjuntos de Ω.

Se A é uma álgebra de subconjuntos de Ω, então valem as seguintes

propriedades:

– P4. ∅ ∈ A e
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– P5. ∀n, ∀A1, . . . , An ∈ A, tem-se
⋃n

i=1 Ai ∈ A e
⋂n

i=1 Ai ∈ A.

Pelas propriedades acima, conclui-se que uma álgebra é fechada para

um número finito de aplicações das operações
⋃

,
⋂

, e c. Sem perda de

generalidade, suponha que a classe dos eventos aleatórios também satisfaça a

propriedade

– P6. Se An ∈ A para n = 1, 2, 3, . . . , então
⋃∞

n=1 An ∈ A.

Uma classe A de subconjuntos de um conjunto não-vazio Ω satisfazendo

as propriedades P1, P2 e P6 é chamada σ−álgebra de subconjuntos de Ω.

Pode-se atribuir probabilidades em uma certa σ−álgebra A de eventos,

chamados eventos aleatórios; suponha que a todo An ∈ A seja associado um

número real P (A), chamado probabilidade de A, de modo que os axiomas a

seguir sejam satisfeitos.

– Axioma 1. P (A) ≥ 0.

– Axioma 2. P (Ω) = 1.

– Axioma 3. (Aditividade finita).

Se A1, . . . , An ∈ A são disjuntos (2 a 2), então P (
⋃n

k=1 Ak) =∑n
k=1 P (Ak).

Um espaço de probabilidade é uma tripla (Ω,A, P ), onde

– i) Ω é um conjunto não-vazio,

– ii) A é uma σ−álgebra de subconjuntos de Ω, e

– iii) P é uma probabilidade em A.

Teoria Assintótica

Um conceito importante tratado neste texto é o da teoria assintótica.

Suponha que X seja uma variável aleatória com alguma função de densidade

de probabilidade (pdf) desconhecida. Admite-se que a pdf tem uma média µ

e uma variância σ2 finitas. Recolha uma amostra aleatória desta distribuição

(xn) e designe a média da amostra por xn, onde o ı́ndice n indica o número

de observações nas quais a média se baseia. Denota-se por (f(xn)) a pdf da

variável aleatória média amostral xn. A questão fundamental para a teoria

assintótica é saber como uma variável, por exemplo xn, e a sua pdf (f(xn))

se comportam quando n → ∞. Há dois aspectos principais deste comporta-

mento, a serem considerados: o primeiro relaciona-se com a convergência em

probabilidade, e o segundo convergência em distribuição.
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Convergência em probabilidade - considere por hipótese que as

variáveis x são independentes e identicamente distribúıdas (i.i.d.) (µ, σ2),

assim, E(xn) = µ e var(xn) = σ2

n
. Um estimador não tendencioso de µ é xn para

qualquer dimensão da amostra, e a variância tende para zero quando n cresce

infinitamente, isto é, quando n tende para infinito. Formalmente, escolhe-se

um ε e define-se uma vizinhança em torno de µ como

P{µ− ε < xn < µ + ε} = P{|xn − µ| < ε},

que representa a probabilidade de xn pertencer ao intervalo especificado. O

intervalo pode ser tomado arbitrariamente pequeno pela escolha adequada de

ε. A variância, var(xn), tende monotonicamente para zero quando n cresce, ou

seja, existe um número n∗ natural e um δ (0 < δ < 1), tais que, para todo

n > n∗, tem-se

P{|xn − µ| < ε} > 1− δ.

Desta forma, pode-se dizer que a variável aleatória xn converge em probabili-

dade para a constante µ, uma expressão equivalente é limn→∞ P{|xn − µ| <

ε} = 1.

Convergência em distribuição - O Teorema Central do Limite (TCL)

estabelece que

lim
n→∞

P{
√

n(xn − µ)

σ
≤ y} =

∫ y

−∞

1√
2π

e
−z
2 dz. (2-1)

O primeiro membro desta equação é o valor limite para a probabilidade

de que a variável aleatória
√

n(xn−µ)
σ

seja menor ou igual a algum valor y. O

segundo membro é a área apropriada sob a distribuição normal padrão, N(0, 1).

Qualquer que seja a variável aleatória Xi e a forma de f(Xi), a distribuição

limite da estat́ıstica relevante é normal padrão. Estatisticamente, fala-se de

convergência em distribuição, pode-se escrever a equação (2-1) como

√
nxn d−→ N(

√
nµ, σ2).

Se Y1, Y2, . . . , Yt e t = 1, 2, . . . , N é uma seqüência de variáveis aleatórias

(i.i.d.) com média µ e variância σ2, e pode-se considerar a média de Yt como

E(Yt) = 1
N

∑N
t=1 Yt, então, pelo Teorema Central do Limite obtém-se

√
N(Y N − µ) d−→ N(0, σ2).
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Série temporal e processo estocástico

Uma série temporal é um conjunto de observações de uma variável ao

longo do tempo. As observações podem ser medidas de forma cont́ınua ou em

intervalos de tempo discretos. No caso discreto, os intervalos conseguem ser

igualmente espaçados ou não. Representa-se o conjunto de valores do tempo

pelo śımbolo T.

Um processo estocástico Y = {Yt : Ω → Rν , ν ∈ N, t ∈ T} é uma

coleção de variáveis aleatórias (vetoriais ou escalares) definidas em um espaço

de probabilidades (Ω,A,P) fixo. Dependendo da natureza de T, trata-se de

processo estocástico discreto ou cont́ınuo. O valor da variável Yt é o estado do

processo no instante t. O conjunto de todos os valores posśıveis da variável

aleatória Yt é o espaço de estados de um processo estocástico, que também

pode ser discreto ou cont́ınuo.

Informalmente, um processo estocástico é um mecanismo gerador de

dados (MGD), cujo comportamento não pode ser descrito de forma deter-

mińıstica. A estrutura probabiĺıstica de um processo estocástico possibilita

completamente a definição por meio da especificação da sua distribuição de

probabilidade conjunta F(Y1, . . . , Yt) = P (y1 ≤ Y1, . . . , yt ≤ Yt). A partir da

distribuição conjunta obtém-se qualquer informação probabiĺıstica sobre o pro-

cesso.

Define-se uma série temporal Yt como uma realização de um processo

estocástico desconhecido. Denota-se por yt o valor observado da variável

aleatória Yt. Uma classe de processos estocásticos muito importante é a classe

de processos estacionários. Num processo estocástico estacionário, algumas

caracteŕısticas do processo permanecem as mesmas ao longo do tempo.

Um processo estocástico Y = {Yt, t ∈ T} é estritamente estacionário,

quando a distribuição conjunta do processo permanece invariante sob uma

translação temporal, ou seja, F(Y1, Y2, . . . , Yt) = F(Y1+k, Y2+k . . . , Yt+k),∀k.

Um processo estocástico Y = {Yt, t ∈ T} é estacionário de segunda

ordem quando a média e a variância da variável Yt são constantes no tempo, e

a correlação entre as variáveis Yt depende apenas da distância entre os tempos

e diminui com esta distância:

E[Yt] = µ, Var[Yt] = σ2, E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)] = γk, γ decrescente.

Aqui cabe uma observação notacional, que será utilizada ao longo desse

texto. Para tempos discretos, a variável t não designa o valor do tempo, e,

sim, um ı́ndice. Assim, um processo estocástico discreto pode ter sido avaliado
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nos tempos 1.5, 3.1, 5.7, 10.13. Na notação adotada, os quatro números

correspondem a escolhas de t indo de 1 a 4.

Suponha que se tenha uma série histórica, isto é, uma série temporal

obtida empiricamente. O objetivo de um modelo, no sentido desse texto, é

poder realizar outras séries temporais que sejam de algum modo semelhantes

à série histórica dada. Mais precisamente, cada modelo é determinado por

certo conjunto de parâmetros, que são ajustados a partir da série histórica. O

modelo assim determinado é o ponto de partida para obter séries temporais

que emulam a série histórica.

2.2
Os Modelos Auto-Regressivos

2.2.1
Introdução

Em 1970, os estat́ısticos G. E. P. Box e G. M. Jenkins (2) apresentaram

uma metodologia para o desenvolvimento de modelos de previsão em séries

temporais e controle. Esse trabalho foi embasado em pesquisas anteriores: Yule,

em 1926, introduziu os modelos auto-regressivos (AR), enquanto os modelos

de médias móveis (MA) foram introduzidos por Slutzky em 1937. Em 1938,

Wold mostrou que qualquer processo estocástico estacionário discreto pode

ser representado por modelos auto-regressivos e de médias móveis (ARMA).

Box e Jenkins, por sua vez, desenvolveram toda uma técnica de identificação,

estimação de parâmetros e verificação de validade do modelo. Essa técnica

sofisticada fornece previsões com grande embasamento probabiĺıstico e menor

erro de estimativa. Em 1999, foi apresentada uma atualização recente do texto

original por Box, Jenkins e Reinsel (3).

A estratégia para a descrição nesse texto do modelo de Box e Jenkins

será baseada em um ciclo iterativo, no qual a escolha da estrutura do modelo

é baseada nos próprios dados. Os estágios do ciclo iterativo são:

1. Uma classe geral de modelos é considerada para análise (especificação);

2. Há uma identificação de um modelo, com base na análise de autocor-

relações, autocorrelações parciais e outros critérios;

3. Uma fase de estimação dos parâmetros do modelo identificado;

4. Finalmente, há a verificação ou diagnóstico do modelo ajustado, através

de uma análise de reśıduos, para saber se este é adequado para os fins

em vista (previsão, por exemplo).
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Análise Emṕırica dos Modelos de Auto-Regressão Quant́ılica 20

2.2.2
Um resumo da metodologia de Box e Jenkins

Neste trabalho, considera-se apenas o modelo auto-regressivo AR(p).

Em linhas gerais, a especificação e a identificação consistem na determinação

da ordem p, número natural. Em geral, os modelos também fazem uso de

parâmetros, a valores reais, em sua definição. Nesse texto, todos os modelos

considerados são paramétricos, isto é, são definidos a partir de um número

finito de parâmetros.

A especificação de ordens e parâmetros se realiza através da análise da

série histórica, que precisa ter comprimento maior ou igual a 50 para que os

resultados sejam satisfatórios. Como ferramenta de identificação, Box e Jenkins

sugeriram a comparação das funções de autocorrelação (FAC) e da função de

autocorrelação parcial (FACP) (definidas abaixo) da série histórica com os

valores teóricos dessas funções para esses modelos.

Suponha que uma série histórica, obtida empiricamente, na verdade seja

a sáıda de um processo estocástico discreto estacionário. Sejam t e t − k dois

tempos desse processo. O lag (variação do ı́ndice ou defasagem) entre esses

dois tempos é j − i. Nesse caso, a autocovariância entre as observações em t e

t− k, que em geral é dada por

γk = cov(Yt, Yt−k) = E[(Yt − E[Yt])(Yt−k − E[Yt−k])],

que depende apenas do lag, e vale

γk = E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)],

já que, pela estacionariedade do processo, E[Yt] = E[Yt−k] = µ.

A função de autocovariância revela a dependência entre os diferentes

termos de uma mesma série. Para comparar séries diferentes, é mais conve-

niente utilizar a função de autocorrelação FAC (ρk,t), que é dada pela razão

da covariância pela variância. A FAC representa uma medida padrão da de-

pendência entre os intervalos de tempo (atrasos), ou seja, é uma medida de

associação linear entre o processo e o seu passado, uma medida de “memória”:

ρk,t =
E[(Yt − E[Yt])(Yt−k − E[Yt−k])]√

E[(Yt − E[Yt])2 ·
√

E[(Yt−k − E[Yt−k])2

Para processos estacionários de segunda ordem, a função de autocor-

relação é definida pela seguinte equação

ρk,t ≡ ρk =
E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)]

σ2
=

γk

σ2
,
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da própria definição de variância, ρ0 = γ0

σ2 = 1. Pela estacionariedade, ρk = ρ−k.

Vale que, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, |ρk| ≤ 1 e que a igualdade

ocorre exatamente quando há uma relação linear perfeita entre Yt e Yt−k.

À representação gráfica da FAC de um processo estacionário dá-se o

nome de correlograma. Correlogramas não distinguem aspectos importantes

de séries temporais: um critério mais sutil faz uso da função de autocorrelação

parcial.

A função de autocorrelação parcial (FACP) é um instrumento utilizado

para facilitar o procedimento de identificação do modelo. O coeficiente de

autocorrelação parcial de ordem (k), usualmente representado por φkk, mede

a correlação entre yt e yt−k depois que a influência de yt−1, yt−2, . . . , yt−k+1,

os termos intermediários sobre yt, foram eliminados. Formalmente, a FACP é

definida por

φkk = Corr[(Yt − E[Yt|Yt−1, . . . , Yt−k+1])(Yt−k − E[Yt−k|Yt−1, . . . , Yt−k+1])].

2.2.3
O Rúıdo Branco Gaussiano

Definição 1 Diz-se que {εt}t∈Z é um rúıdo branco, se for composto por uma

seqüência de variáveis aleatórias independentes de média E(εt) = 0 e variância

E(ε2
t ) = σ2 e descorrelatadas temporalmente, E(εtετ ) = 0, para t 6= τ. Se cada

variável {εt}t∈Z for normalmente distribúıda N(0, σ2), o rúıdo branco é dito

gaussiano.

A FAC de um rúıdo branco gaussiano é

ρk =

{
1, se k = 0;

0, se k 6= 0.
(2-2)

A função de autocorrelação parcial, de um rúıdo branco é

φkk =

{
1, se k = 0;

0, se k 6= 0.
(2-3)

2.2.4
Movimento Browniano Padrão

Definição 2 Chama-se de Movimento Browniano Padrão ao processo

cont́ınuo {W (t), 0 ≤ t ≤ 1} tal que:

(i) W (0) = 0;

(ii) W (s)−W (t) d−→ N(0, s− t);

(iii) para quaisquer instantes 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk ≤ 1, as variáveis aleatórias
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W (t2)−W (t1),W (t3)−W (t2), . . . ,W (tk)−W (tk−1) são independentes;

(iv) as trajetórias de W (t) são cont́ınuas com probabilidade um.

A média de W (t) é E(W (t)) = 0 e a variância é E(W 2(t)) = t para cada

tempo t ≥ 0.

2.2.5
Operador LAG

O operador de lag, representado por L, dá o valor anterior na sucessão

cronológica. Tem-se, assim,

L(yt) = yt−1

L2(yt) = L[L(yt)] = L(yt−1) = yt−2

Lkyt = yt−k

(1− L)yt = yt − yt−1 = ∆yt

L(1− L)yt = yt−1 − yt−2 = ∆yt−1. (2-4)

Em muitas manipulações algébricas, o operador lag pode ser tratado como um

escalar. Uma das operações mais importantes é o cálculo da inversa de um

expressão em L. Por exemplo, seja A(L) = 1− αL um polinômio de primeira

ordem em L. Considere a multiplicação

(1− αL)(1 + αL + α2L2 + α3L3 + · · ·+ αpLp) = 1− αp+1Lp+1.

Quando p →∞, αp+1Lp+1 → 0, desde que |α| < 1. Pode-se, então, escrever o

rećıproco ou inverso de A(L), da seguinte forma

A−1(L) =
1

(1− αL)
= 1 + αL + α2L2 + α3L3 + · · · . (2-5)

2.2.6
O modelo auto-regressivo de ordem p AR(p)

Sejam εt um rúıdo branco gaussiano, (φ1, φ2, . . . , φp) coeficientes reais e

c é uma constante real. O processo

Yt = c + φ1Yt−1 + φ2Yt−2 · · ·+ φpYt−p + εt (2-6)

é chamado de modelo auto-regressivo de ordem p, denotado por AR(p). Neste

modelo, o valor presente do processo Yt depende de um conjunto finito de

valores passados até uma defasagem (p), e de uma componente de erro εt .
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Condicionalmente aos valores passados, a dependência linear compõe a parte

determińıstica do modelo (localização da distribuição), enquanto que o erro

determina o formato e a dispersão da distribuição condicional. Seu nome

provém do fato de que modelos em que uma variável depende linearmente de

outras e de uma componente de erro são chamados de modelos de regressão.

Seja L o lag que retarda de uma unidade temporal, ou seja, LYt = Yt−1.

O polinômio Φp(L) do modelo auto-regressivo de ordem p é definido a partir

de L pela expressão

Φp(L) = (1− φ1L− φ2L
2 − · · · − φpL

p), (2-7)

denominado de operador auto-regressivo.

Note que os expoentes designam os retardos na variável temporal. Com

essa notação, pode-se representar a equação (2-6) através da forma reduzida

Φp(L)Yt = c + εt. O modelo auto-regressivo de ordem p contém p + 2

parâmetros desconhecidos (c; φ1, φ2, . . . , φp e σ2), que devem ser estimados a

partir do dados.

Assumindo que a condição de estacionariedade do processo AR(p) seja

satisfeita, a média de Yt é igual a

µ = c + φ1µ + φ2µ + · · ·+ φpµ =
c

1− (φ1 + φ2 + · · ·+ φp)
.

Com a finalidade de se calcular as autocovariâncias, escreve-se a equação

a seguir, usando a relação entre a média e a constante c calculada acima,

resultando na expressão

Yt − µ = φ1(Yt−1 − µ) + φ2(Yt−2 − µ) · · ·+ φp(Yt−p − µ) + εt. (2-8)

As autocovariâncias são obtidas multiplicando-se ambos os lados da

equação (2-8) por (Yt−j − µ) e tomando-se a esperança:

γj =

{
θ1γj−1 + θ2γj−2 + · · ·+ θpγj−p, para j = 1, 2, . . . ,

θ1γ1 + θ2γ2 + · · ·+ θpγp + σ2, para j = 0.
(2-9)

Assim, a variância do modelo AR(p) é dada pela equação γ0 =∑p
t=1 φiγi + σ2 e a autocovariância é γk =

∑p
t=1 φiγk−i.

A seguir, estão listadas as principais propriedades estat́ısticas do processo

AR(p). Uma descrição mais detalhada pode ser encontrada em Box, Jenkins e

Reinsel (3) e Hamilton (12).

– Estacionariedade: Um processo AR(p) é estacionário se as ráızes da

equação Φp(L) = 0 estiverem todas fora do ćırculo unitário.

– Invertibilidade: Os processos auto-regressivos são sempre inverśıveis.
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– Função de autocorrelação (FAC): A função de autocorrelação de um

processo AR(p) tem a forma de uma exponencial amortecida ou de uma

senóide amortecida.

– Função de autocorrelação parcial (FACP) de um modelo AR(p) tem uma

quebra brusca após o defasamento p.

Modelo auto-regressivo de primeira ordem, AR(1)

Considera-se o caso especial AR(1), em que só se emprega uma defasagem

do modelo anterior,
Yt = c + φYt−1 + εt (2-10)

onde c , φ são constantes e assumindo que |φ| < 1, o processo Yt é estacionário.

Agora, a média é E(Yt) = c
1−φ

e a variância é E(Yt−µ)2 = γ0 = σ2

1−φ2 . A função

de autocovariância de Yt é γ1 =
[

φ
1−φ2

]
· σ2 para j = 1. Finalmente, a função

de autocorrelação é ρ1 = γ1

γ0
= φ.

2.2.7
Modelos não-lineares

Os modelos lineares descritos anteriormente não são adequados para des-

crever o comportamento de séries financeiras, que apresentam a heteroscedas-

ticidade condicional, ou seja, a variância condicional varia com o tempo.

Essas séries necessitaram de modelos espećıficos para descrever a evolução

da volatilidade no tempo. Os modelos adequados para esse fim são a classe de

modelos ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) e os modelos

GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) que são

utilizados nesse estudo.

Modelos ARCH(p)

Os modelos ARCH(p), ou modelos auto-regressivos com heteroscedastici-

dade condicional, foram introduzidos por Engle (11), com objetivo de estimar

a variância da inflação. A idéia principal é que o retorno Yt não seja corre-

lacionado serialmente, mas a volatilidade (variância condicional) depende dos

retornos passados por meio de uma função quadrática.

O processo

Yt = h
1
2
t εt,

ht = α0 + α1Y
2
t−1 + . . . + αpY

2
t−p (2-11)
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é chamado de modelo auto-regressivo com heteroscedasticidade condicional de

ordem p, denotado por ARCH(p). Neste modelo, εt é um rúıdo branco com

média zero e variância um, ou seja, εt ∼ N(0, 1).

O modelo ARCH(p) será estacionário se α0 > 0 e α1 . . . αp ≥ 0. Os

parâmetros da equação (2-11) são estimados pelo método da máxima verossi-

milhança. Uma descrição mais detalhada sobre este método de estimação pode

ser encontrado em Hamilton (12), Casella (6) e Johnston (15), (16).

Seja Yt o valor de uma série temporal e It−1 a informação dispońıvel no

instante t− 1, tem-se que a média de Yt, o processo ARCH(p), é igual a

E(Yt | It) = µt

e a variância é igual a

V ar(Yt | It−1) = E[(Yt − µt)
2 | It−1] = ht,

onde µt e ht são funções das componentes de It−1. Se ht não for constante,

então, a série Yt é heteroscedástica.

Considera-se o caso especial o ARCH(1), em que só se emprega uma

defasagem do modelo anterior:

Yt = h
1
2
t εt,

ht = α0 + α1Y
2
t−1

(2-12)

com α0 > 0, α1 ≥ 0.

Note que as médias condicionadas do modelo podem obter a equação

Et−1(Yt) = [α0 + α1Y
2
t−1]

1
2 Et−1(εt) = 0,

resultando em Et−2[Et−1(Yt)] = Et−2(0) = 0 e, de forma sucessiva, para todos

os peŕıodos anteriores. Portanto, a média não condicionada de Yt é E(Yt) = 0.

Para calcular a variância, tem-se Y 2
t = ε2

t [α0 + α1Y
2
t−1] e, portanto,

Et−1(Y
2
t ) = σ2

ε [α0 + α1Y
2
t−1] = α0 + α1Y

2
t−1.

Analogamente,

Et−2Et−1(y
2
t ) = Et−2[α0 + α1Y

2
t−1]

= α0 + α1Et−2(Y
2
t−1)

= α0 + α1(α0 + α1Y
2
t−2)

= α0 + α0α1 + α2
1Y

2
t−2. (2-13)
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Procedendo do mesmo modo, verifica-se que E0 . . . Et−2Et−1(Y
2
t ) = α0(1+α1+

α2
1 + . . . + αt−1

1 ) + αt
1Y

2
0 e desde que |α1| < 1, pode-se calcular o limite quando

t →∞, a variância não condicionada é igual a

Var(Yt) = σ2 =
α0

1− α1

.

A variância será positiva se α0 > 0. O processo é, assim, homoscedástico. A

autocovariância de primeira ordem condicionada é

Et−1(YtYt−1) = Yt−1Et−1(Yt) = 0.

Assim, todas as autocovariâncias de ordem superior são também iguais a

zero. Uma descrição mais detalhada destes modelos pode ser encontrada em

Hamilton (12) e Jonhston (16).

Modelos GARCH(p, q)

A generalização dos modelos ARCH(p), onde a variância condicional é

uma média móvel dos reśıduos ao quadrado e dos valores passados da variância

condicional, foi proposta por Bollersslev (1), denominada modelo GARCH

(p,q) ou generalização dos modelos auto-regressivos com heteroscedasticidade

condicional.

O processo

Yt = h
1
2
t εt,

ht = α0 +

p∑
i=1

αiY
2
t−i +

q∑
j=1

βjht−j (2-14)

é chamado de modelo auto-regressivo com heteroscedasticidade condicional de

ordem (p,q), denotado por GARCH(p, q). Neste modelo, εt é um rúıdo branco

com média zero e variância um, ou seja, εt ∼ N(0, 1), p ≥ 0, q > 0, α0 > 0,

αi ≥ 0, i = 1, . . . , p, βj ≥ 0, j = 1, . . . , q.

O modelo GARCH(p,q) será estacionário se, e somente se,∑q
i=1(αi+βi) < 1. Os parâmetros da equação (2-14) são estimados pelo método

da máxima verossimilhança. A média do modelo Yt é E(Yt) = E(Yt|It−1) = 0

e a variância é E(Y 2
t ) = α0

1−Pq
i=1(αi+βi)

.
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Considera-se o caso especial do modelo o GARCH (1,1) cuja equação é

Yt = h
1
2
t εt,

ht = α0 + α1Y
2
t−1 + β1ht−1,

(2-15)

com α0 > 0, α1 ≤ 0, β1 < 1, α1 + β1 < 1. Agora, a média de Yt é

E(Yt) = E(Yt|It−1) = 0 e a variância é E(Y 2
t ) = α0

1−(α1+β1)
. Uma descrição mais

detalhada desses modelos pode ser encontrada em Hamilton (12) e Jonhston

(16).

2.3
Regressão Quant́ılica

Muitas aplicações estat́ısticas são mostradas e elaboradas através dos

modelos lineares de regressão, associados ao método de estimação de mı́nimos

quadrados condicional à média. A regressão quant́ılica desenvolvida por Ko-

enker e Basett (21) em 1978 oferece uma estratégia sistemática para examinar

que covariáveis influenciam na localização, escala e na forma do modelo res-

ponsável pela distribuição.

Todo valor real da variável aleatória X pode ser caracterizado pela função

de distribuição
F (x) = P (X ≤ x), (2-16)

sendo que para qualquer /tau, (0 < τ <)1, tem-se que

F−1(τ) = inf{x : F (x) ≥ τ}, (2-17)

é chamado de τ -ésimo quantil de X.

A função perda é descrita pela seguinte função linear

ρτ (u) =

{
τu, se u ≥ 0;

(τ − 1)u, se u < 0,
(2-18)

para algum τ ∈ [0, 1], deve-se achar x̂ que minimiza a perda esperada.

Em 1964, Fox e Rubin estudaram admissibilidade de um estimador

quant́ılico sobre a função de perda. Procuram minimizar

Eρτ (X − x̂) = (τ − 1)

∫ bx
−∞

(x− x̂)dF (x) + τ

∫ ∞

−bx (x− x̂)dF (x). (2-19)

Diferenciando-se em relação x̂, obtém-se

0 = (τ − 1)

∫ bx
−∞

dF (x)− τ

∫ ∞

−bx dF (x) = F (x̂)− τ (2-20)

onde F é monótona, e algum elemento de {x : F (x) = τ} minimiza perda
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esperada.

2.3.1
Estimação

De modo geral, o método de estimação do modelo de função quantil

condicional da média é resolver o seguinte problema:

min
µ∈R

n∑
i=1

(yi − µ)2. (2-21)

A média condicional de y dado x é µ(x) = x>β, onde β pode ser estimado

através da solução de

min
β∈Rp

n∑
i=1

(yi − x>i β)2 (2-22)

Similarmente, visto que a τ -ésima função quantil condicional, α̂(τ), é resolvida

da seguinte forma:

min
α∈R

n∑
i=1

ρτ (yi − α), (2-23)

estabelecendo um τ -ésimo espećıfico a função quantil condicional é dada por:

Qy(τ |x) = x>t β(τ), (2-24)

e considerando a solução de β̂(τ)

min
β∈R

n∑
i=1

ρτ (yi − x>t β). (2-25)

Essa é a origem da idéia elaborada por Koenker e Bassett(1978).

Uma descrição mais detalhada sobre o modelo de regressão quant́ılica

pode ser encontrada em Koenker (19), (20), Koenker e Basset (21) e Machado

(22).
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3
Auto-Regressão Quant́ılica

Os modelos lineares de séries temporais com coeficientes constantes

descritos anteriormente são muito bem sucedidos na econometria. Os modelos

auto-regressivos AR(p) (2-6) de séries temporais supõem que a dinâmica

da série contém uma dependência linear às observações passadas até uma

defasagem (p) e um erro aleatório, independentes e identicamente distribúıdas

(i.i.d).

Os modelos de séries temporais com coeficientes aleatórios viabilizam

uma particular aplicação do modelo linear de auto-regressão quant́ılica. Estes

modelos são uma generalização dos modelos AR(p) em que os coeficientes

auto-regressivos variam com o quantil da distribuição condicional.

Os modelos de auto-regressão quant́ılica de ordem (p) denominados de

QAR(p) têm recebido uma atenção muito especial na literatura, podendo ser

estimados através dos métodos de regressão quant́ılica propostos por Koenker

e Bassett (21). A grande novidade do modelo de QAR(p) é não restringir os

coeficientes auto-regressivos a serem independentes dos quantis e nem os erros

a serem identicamente distribúıdas (i.d.), cujos coeficientes da auto-regressão

quant́ılica possam examinar quantis diferentes.

Os parâmetros da auto-regressão quant́ılica podem variar com os quantis

(τ) dentro do intervalo [0, 1] da distribuição condicional, não sendo necessária,

portanto, uma componente expĺıcita de erro aleatório. Há uma literatura

teórica substancial, incluindo Koenker (20), Weiss (32), Knight (18), Koul

e Saleh (26), Koul e Mukherjee (25), Hercé (14), Hasan e Koenker (13),

Jurécková e Hallin (17) que trata do modelo de QAR(p).

Uma caracteŕıstica importante desta literatura é focalizar exclusivamente

no caso de inovações independentes e identicamente distribúıdas, em que as

variáveis condicionais desempenham seu papel clássico de deslocar a posição

da densidade condicional de yt, mas sem nenhum efeito na escala condicional

ou na forma.

A vantagem deste modelo é que, em vez de confiar exclusivamente em

uma única medida de tendência central, eles permitem a análise de funções

quantis condicionais, permitindo, assim, a análise de toda a distribuição
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condicional da variável resposta. Por outro lado, há a desvantagem do maior

custo computacional e de ter que efetuar programas para análise desses

modelos. Sempre é bom considerar que nenhum modelo se adapta a todos

os tipos de série temporal e o QAR não é uma exceção. Processos mais simples

podem ser modelados de forma mais adequada pelos modelos AR.

3.1
O modelo de auto-regressão quant́ılica

Seja Ut uma seqüência de variáveis aleatórias uniformes padrão (i.i.d.),

com média zero e variância σ2 < ∞. Considere a ordem p, o processo

yt = θ0(Ut) + θ1(Ut)yt−1 + . . . + θp(Ut)yt−p (3-1)

é chamado de modelo de auto-regressão quant́ılica, denotado por QAR(p).

Neste modelo, os θj′s são as funções desconhecidas a serem estimadas e

definidas em [0, 1] → R e Ut é o quantil de yt em sua distribuição condicional,

desta forma, a τ−ésima é denominada função quantil condicional de yt, e pode

ser escrita da seguinte forma

Qyt(τ |yt−1, . . . , yt−p) = θ0(τ) + θ1(τ)yt−1 + . . . + θp(τ)yt−p, (3-2)

ou, de maneira mais compacta, como

Qyt(τ |yt−1, . . . , yt−p) = x>t θ(τ), (3-3)

onde xt = (1, yt−1, . . . , yt−p)
> e θ(τ) = (θ0(τ), θ1(τ), . . . , θp(τ))>.

A transformação de (3-1) para (3-2) é uma conseqüência imediata do

fato de que, para toda função monótona crescente, g é uma variável aleatória

uniforme padrão de U , dessa forma, Qg(U)(τ) = g(QU(τ)) = g(τ) onde

QU(τ) = τ é a função quant́ılica de U . Tem-se, então, a τ−ésima função

quantil condicional de yt, a qual é expressa como uma função linear dos valores

passados de yt. Os coeficientes auto-regressivos podem ser τ−dependentes e

podem variar com os quantis, diferentemente dos modelos AR(p) (2-6) em que

os coeficientes φt são assumidos independentes de εt. As variáveis condicionais

deslocam não somente a posição da distribuição de yt, mas também podem

alterar a escala e a forma da distribuição condicional.

Considera-se o caso mais simples do modelo, o QAR(1), em que só se

emprega uma defasagem do modelo anterior,

Qyt(τ |yt−1) = θ0(τ) + θ1(τ)yt−1, (3-4)

onde θ0(τ) = σΦ−1(τ) e θ1(τ) = min{γ0 + γ1τ, 1} para γ0 ∈ (0, 1) e γ1 > 0.
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Aqui Φ−1(τ), representa a função quantil da distribuição normal padrão, que

acumula probabilidade τ . Neste modelo, se Ut > (1−γ0)
γ1

, então yt é gerado de

acordo com o modelo gaussiano padrão de raiz unitária; porém, para realizações

menores de Ut, tem-se comportamento de reversão à média. Assim, o processo

exibe uma forma de persistência assimétrica no sentido que seqüências de

θ0(τ) fortemente positivas tendem realçar o comportamento de raiz unitária,

enquanto que realizações de Ut inferiores a (1−γ0)
γ1

induzem reversão à média.

Pode-se escrever o modelo QAR(1) de uma forma mais convencional,

obtendo-se a seguinte equação

yt = αtyt−1 + ut, (3-5)

com αt = θ1(Ut) e ut = θ0(Ut). O modelo auto-regressivo AR(1) é obtido

ajustando θ1(τ) a uma constante.

3.2
TCL para o modelo QAR(p)

O processo de auto-regressão quant́ılica do modelo (3-1) pode ser trans-

formado em uma notação de coeficiente aleatório mais convencional como

yt = µ0 + α1,tyt−1 + . . . + αp,tyt−p + ut (3-6)

onde µ = E[θ0(Ut)], ut = θ0(Ut)− µ, e αj,t = θj(Ut), se j = 1, . . . , p.

Assim, {ut} é uma seqüência de variáveis aleatórias independentes e

identicamente distribúıdas (i.i.d.). Seja F (·) a função de distribuição de ut,

a qual corresponde uma densidade fu(·) cont́ınua com suporte uniformemente

limitado entre 0 e ∞ e os coeficientes αj,t são funções desta variável aleatória

da inovação ut.

Descreve-se as seguintes condições para facilitar uma análise assintótica

do modelo de QAR(p).

C.1: A seqüência {ut} são variáveis aleatórias (i.i.d.), com média zero e

variância σ2 < ∞.

C.2: A função de distribuição de ut, F (·), tem densidade cont́ınuafu(·) com

f(u) > 0 com U = {u : 0 < F (u) < 1}.

C.3: Denota-se a função de distribuição condicional Pr[yt < ·|Ft−1] onde

Ft−1(·) é a derivada de ft−1(·), ft−1 é uniformemente integrável em U .

Teorema 3.2.1 Se yt for determinado por yt = αtyt−1 +ut e ω2
α = E(αt)

2 < 1

e sob a condição (C.1), yt é estacionário de segunda ordem e satisfaz o teorema
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central do limite
1√
n

n∑
t=1

yt d−→ N(0, ω2
y),

onde

ω2
y =

1 + µα

(1− µα)(1− ω2
α)

σ2,

com µα = E(αt) < 1.

3.3
Estimação de QAR(p)

O procedimento de estimação de parâmetros dos modelos de QAR(p) é

embasado na técnica elaborada por Koenker e Bassett (21) em 1978. Baseados

nessa estrutura, Koenker e Xiao (24) elaboraram todo o procedimento de es-

timação para o modelo de auto-regressão quant́ılica, QAR(p). Pode-se estimar

o modelo QAR(p) (3-3) resolvendo o seguinte problema:

min
θ∈Rp+1

n∑
t=1

ρτ (yt − x>t θ), (3-7)

onde (ρτ ) é denominado função de perda e definido como:

ρτ (u) =

{
τu, se u ≥ 0;

(τ − 1)u, se u < 0,

assim em Koenker e Bassett (21)(1978).

A solução para um dado τ (quantil), θ̂(τ), foi denominado por Koenker e

Xiao (24) de τ−ésimo quantil da auto-regressão. Dado θ̂(τ), o τ−ésimo quantil

condicional de yt é condicional às informações passadas xt, e pode ser estimado

por

Q̂yt(τ |xt) = x>t θ̂(τ).

Para alguma seqüência apropriadamente escolhida de τ ′s, a densidade

condicional de yt pode ser estimada pelos diferentes quocientes, conforme a

seguinte equação

f̂yt(τ |xt−1) =
(τi − τi−1)

(Q̂yt(τi|xt−1)− Q̂yt(τi−1|xt−1))
.

A média de yt é E(yt) = µy, e a autocovariância E(ytyt−j) = γj. Seja

Ω0 = E(xtx
>
t ) = lim 1

n

∑n
t=1 xtx

>
t . Assim, tem-se

Ω0 =

[
1 µy

µy Ωy

]
,
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onde

Ωy =




γ0 · · · γp−1

...
. . .

...

γp−1 · · · γ0


 .

Para o modelo de ordem um, o QAR(1), há Ω0 = E(xtx
>
t ) = diag[1, γ0],

a média é E(yt) = µ e a variância é γ0 = E[y2
t ].

Seja Ω1 = lim 1
n

∑n
t=1 ft−1[F

−1
t−1]xtx

>
t e defina Σ = Ω−1

1 Ω0Ω
−1
1 como sendo

a distribuição assintótica de θ̂(τ).

Teorema 3.3.1 Sob as suposições das condições (C.1− C.3), tem-se

−1/2∑ √
n(θ̂(τ)− θ(τ)) d−→ Bk(τ),

onde Bk(τ) representa a k−dimensão do Movimento Browniano Padrão, k =

p + 1.

Por definição, para algum τ(quantil) fixado, Bk(τ) d−→ N(0, τ(1− τ)Ik).

Um caso especial importante com coeficientes constantes, Ω1 = f [F−1(τ)]Ω0,

onde f(·) e F (·) são as densidades e funções de distribuição de ut, respectiva-

mente. As condições acima resultam no seguinte corolário:

Corolário 3.3.1 Sob as suposições das condições (C.1 − C.3), se os coefici-

entes θj(Ut) do modelo de QAR(p) são constantes, então

[f [F−1(τ)]−1Ω0]
1/2
√

n(θ̂(τ)− θ(τ)) d−→ Bk(τ).

Uma descrição mais detalhada das provas dos Teoremas e Corolários dos

modelos de QAR(p) pode ser encontrada em Koenker (23) (2002) e (24) (2004).

3.4
Inferência sobre o modelo QAR (p)

3.4.1
O Teste de Hipóteses Location-Scale (Posição-Escala)

Seja a hipótese nula de que os parâmetros auto-regressivos são constan-

tes, espera-se uma certa confiança de que os mesmos variem com os quantis

para se usar um modelo mais sofisticado como o modelo QAR (p). De outro

modo, os modelos AR(p) são muito mais parcimoniosos e possuem ferramen-

tas consolidadas de inferência estat́ıstica, sendo, portanto, mais adequados.

Considerando esta hipótese nula, constrõem-se testes assintóticos, como os do
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tipo Wald. Os valores cŕıticos dos testes são avaliados pela simulação de apro-

ximações do Movimento Browniano. A auto-regressão quant́ılica oferece uma

extensão natural destes prinćıpios desde o caso geral da regressão linear. As

covariáveis não necessitam ser binárias, ou mesmo discretas.

Após a estimação da auto-regressão quant́ılica, são considerados alguns

testes de hipóteses, especialmente testes de posição location-scale-shift com

hipóteses estabelecidas para modelos de ordem p.

Esses testes são adaptáveis, usando a escala da função quantil condici-

onal, testando a hipótese de que as covariáveis particulares não exerçam ne-

nhum efeito nos quantis selecionados. Esta habilidade de focalizar a atenção em

quantis particulares é especialmente importante porque a inferência baseada

em hipóteses globais arrisca-se a cancelar efeitos significativos (não detectá-los)

se os mesmos têm direções contrárias em diferentes quantis.

O modelo QAR(p) possui uma caracteŕıstica muito distinta em que as

variáveis condicionantes desempenham um papel de deslocar a posição da

densidade condicional de yt, mas não têm nenhum efeito na escala condicional

ou na forma. Para o modelo linear Location-Scale é considerado a seguinte

etapa: seja yi = x>i α + (x>i γ)ui, onde ui são supostamente (i.i.d.) de alguma

distribuição F0. Neste caso, a função quantil condicional da resposta é escrita

como

Qyi
(τ |xi) = x>i β(τ),

onde β(τ) = α + γF−1
0 .

Desta forma, todos p componentes do vetor da função β são idênticos sob

a hipótese de Location-Scale. Alternativamente, se prefeŕıvel testar a hipótese

mais restrita de um modelo puramente Location-Shift, então, x>i γ = 1.

Este problema se relaciona com a clássica questão de testar o ajuste de

um modelo a um conjunto de dados baseado na função de distribuição emṕırica,

quando, sob a hipótese nula, alguns parâmetros são desconhecidos. Ao invés

de testar os resultados das observações provenientes da distribuição normal

padrão, poder-se-ia testar o resultado proveniente de uma distribuição normal

com parâmetros média e variância mais gerais.

Ingenuamente, calcular-se-ia simplesmente o valor de θ̂n = (µ̂n, σ̂n),

então, construir-se-ia um processo emṕırico paramétrico

Un(y) =
√

n(Fn(y)− Fcθn
(y)),

onde Fcθn
(y) = Φ(y−cµncσn

), e finalmente calcular-se-ia a estat́ıstica Kolmogorov-

Smirnov

Kn = sup ‖Un(y)‖.
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Demonstra-se que a distribuição limite de Un tende a um processo

gaussiano, mas, a função de covariância depende da estimação do parâmetro

de θ. Conseqüentemente, Kn não tem a desejada distribuição Kolmogorov-

Smirnov. Maiores detalhes, veja Koenker e Xiao (23).

Em 1981, Khmaladze propôs a primeira abordagem geral para o problema

de determinar a distribuição assintótica da estat́ıstica do teste sob hipótese

nula com parâmetros estimados. A extensão natural desta abordagem para

os modelos de auto-regressão quant́ılica é bem explorada por Koenker e Xiao

(24).

Considere o modelo de Location-Scale o processo

√
nϕ0(τ)Ω− 1

2 (β̂(τ)− β(τ)).

Este modelo converge em conjuntos compactos T ⊂ (0, 1) para um Movimento

Browniano Padrão p-dimensional, onde ϕ0(τ) = f0(F
−1
0 (τ)) e Ω = H−1

0 J0H
−1
0

com J0 = lim n−1
∑

xix
>
i e H0 = lim n−1

∑ xix
>
i

(γ>xi)
.

Conseqüentemente, define-se a hipótese nula do teste de hipóteses por

H0 : Rβ(τ) = r(τ),

baseando-se no seguinte processo:

νn(τ) =
√

nϕ0(τ)(RΩR>)−
1
2 (Rβ̂(τ)− r(τ),

desde que R e r sejam completamente especificados.

O processo ν̂n(τ) =
√

nϕ0(τ)(RΩR>)−
1
2 (Rβ̂(τ) − r(τ), é estimado

baseado na estat́ıstica do teste de Kolmogorov-Smirnov do tipo Kn =

supτ∈T ‖ν̂n(τ)‖. Os valores cŕıticos desta estat́ıstica são simulados facilmente.

O ı́ndice T é ajustado e escolhido tipicamente para ser um intervalo da forma

[ε, 1 − ε], porém, escolhe-se para focalizar a atenção em uma cauda ou em

alguma outra caracteŕıstica da distribuição. Em algumas situações, é desejável

restringir o intervalo para o subintervalo [τ0, τ1] de (0, 1), o que é facilmente

acomodado, considerando renormalização da estat́ıstica do teste para

Kn =
supτ∈T ‖ν̂n(τ)− ν̂n(τ0)‖√

τ1 − τ0

.

Na tabela a seguir, os valores cŕıticos foram calculados para as taxas

nominais de 1%, 5% e 10% do teste estat́ıstico Kn = supτ∈T ‖ν̂n(τ)‖ baseados

na simulação das aproximações do Movimento Browniano, com amostras de

tamanho n = 2000 e n = 20000 com intervalo simétrico de T = [ε, 1−ε]. Neste
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estudo, utilizou-se ε = 0.05, obtendo T = [0.05, 0.95]. Para outros valores de

ε, veja Koenker (20).

p 1 % 5 % 10 %
1 2.721 2.140 1.872
2 4.119 3.393 3.011
3 5.350 4.523 4.091
4 6.548 5.560 5.104
5 7.644 6.642 6.089
6 8.736 7.624 7.047
7 9.876 8.578 7.950
8 10.79 9.552 8.890
9 11.81 10.53 9.820
10 12.91 11.46 10.72

Tabela 3.1: Valores cŕıticos assintóticos de Kn.

Os valores em negrito da tabela acima foram utilizados como valores

cŕıticos do teste de hipóteses deste trabalho. Maiores detalhes sobre a teoria

assintótica e inferência do processo de auto-regressão quant́ılica, veja Koenker

(20), Johnston (15).
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4
Testes e Simulação de QAR

4.1
Simulação de Monte Carlo

O Método de Monte Carlo é uma técnica muito geral, onde as formas

de investigação estão baseadas no uso de números aleatórios e estat́ıstica de

probabilidade. Pode-se verificar a utilização de tal método em diversas áreas,

como economia, engenharia, f́ısica, qúımica, medicina entre outras. Para que

uma simulação de Monte Carlo esteja presente em um estudo, basta que este

faça uso de números aleatórios na verificação de algum problema. Veja Machine

(27), e Wolles (22).

Os primeiros estudos envolvendo simulação de Monte Carlo, foram a

avaliação de investimentos de capital feito por David B. Hertz e publicados em

um artigo na revista Haward Business Review em 1974 (Cardoso (5) 2000).

Uma excelente referência para o assunto é Robert e Casella (7).

A simulação de Monte Carlo (SMC) geralmente segue os seguintes passos:

1. Especificar completamente um modelo “verdadeiro”. Por exemplo, espe-

cificar a distribuição do termo perturbação, as variáveis explicativas, os

coeficientes e o tamanho da amostra.

2. Gerar um conjunto de dados usando este modelo “verdadeiro”.

3. Calcular a estat́ıstica do teste ou estimador que está a ser avaliado com

esta amostra gerada artificialmente e guardar os resultados.

4. Repetir os passos 2 e 3 um grande número de vezes. Cada geração de um

novo conjunto de dados é chamada réplica.

5. Avaliar o desempenho do estimador, ou seja, com que freqüência à

estat́ıstica do teste rejeita ou aceita o “verdadeiro” modelo no conjunto

de réplicas.
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4.2
Métodos

Para este estudo, utilizou-se as seguintes ferramentas de análise: os

softwares o MATLABr 7.0 e o R Foundation for Statistical Computing

Version 2.1.1.. Algumas referências sobre a manipulação desses programas

são Matsumoto (28) e Dalgaard (8).

Dessa forma, foram empregados os seguintes processos geradores de

dados (DGP), ou data generating process : o grupo 1 composto pelos modelos

de 1 até 10 para avaliar o tamanho do teste, ou seja, a proporção das vezes em

que a hipótese nula é rejeitada pelo teste quando na verdade H0 é verdadeira,

e o grupo 2 formado pelos modelos 11, 12 e 13 para avaliar a potência do

teste, ou seja, a proporção das vezes em que a hipótese nula é rejeitada pelo

teste quando na verdade H0 é falsa.

O grupo 1 é formado pelos seguintes (DGPS):

1. Modelo 1: Um Rúıdo Branco Gaussiano;

2. Modelo 2: Um AR (1), com θ0 = 1 e θ1 = 0.1;

3. Modelo 3: Um AR (1), com θ0 = 1 e θ1 = 0.5;

4. Modelo 4: Um AR (1), com θ0 = 0 e θ1 = 0.9;

5. Modelo 5: Um GARCH (1, 1), com α0 = 0.5 · 10−5, α1 = 0.25, β1 = 0.70 ;

6. Modelo 6: Um GARCH (1, 1), com α0 = 1.0 · 10−5, α1 = 0.05, β1 = 0.90

(curtose por volta de 3.16);

7. Modelo 7: Um GARCH (1, 1), com α0 = 1.0 · 10−5, α1 = 0.09, β1 = 0.90

(curtose alta por volta de 16.14);

8. Modelo 8: Um AR (1), com θ0 = 0, θ1 = 0.5 e com erro o modelo 5;

9. Modelo 9: Um AR (1), com θ0 = 0, θ1 = 0.5 e com erro o modelo 6;

10. Modelo 10: Um AR (1), com θ0 = 0, θ1 = 0.5 e com erro o modelo 7;.

O grupo 2 é formado pelos seguintes (DGPS):

1. Modelo 11: Um QAR (1), com θ0(τ) = Φ−1(τ) e θ1(τ) = 0.65 + 0.25 · τ ;

2. Modelo 12: Um QAR (1), com θ0(τ) = Φ−1(τ) e θ1(τ) = 0.5 se τ < 0.5

ou θ1(τ) = 0.95 se τ ≥ 0.5;
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3. Modelo 13: Um QAR (1), com θ0(τ) = Φ−1(τ) e θ1(τ) = 0.85 + 0.25 · τ .

Cada modelo acima foi gerado com as seguintes configurações das

variáveis de controle:

– i) O tamanho N das séries utilizadas foi N = 100, 300, 500 e 1000;

– ii) O parâmetro θ0, constante, assumiu os seguintes valores: 0 e 1;

– iii) O parâmetro θ1, constante, para cada modelo, assumiu os seguintes

valores: 0, 0.1, 0.5 e 0.9;

– iv) A heteroscedasticidade utilizada foi: quatro tipos de rúıdo; sendo

o primeiro um rúıdo branco (Modelo 1 ) e os demais os três modelos

GARCH (Modelos 5,6 e 7 ) utilizados por Souza, Veiga e Medeiros (31)

(2005), ou equivalentes (sendo que um deles com curtose em torno de

três, outro com curtose alta > 10 e outro com curtose infinita).

Através de simulações Monte Carlo de tamanho 500, estudou-se as pro-

priedades da média, variância e formato da densidade emṕırica do estimador

dos parâmetros do modelo de auto-regressão quant́ılica QAR(p) e como elas

variam com flutuações nas variáveis de controle. Estudou-se também o ta-

manho do teste de constância do parâmetro para coeficientes de significância

(θ1 = 0, 0.1, 0.5, 0.9). Avaliou-se a influência na estimação e no teste das se-

guintes variáveis de controle: tamanho da amostra N; magnitude do parâmetro

θ1 e heteroscedasticidade. Verificou-se as propriedades do teste de constância

do parâmetro de Koenker e Xiao (24)(2004) e do estimador da auto-regressão

quant́ılica QAR(p), identificando os casos onde o tamanho do teste é distorcido.

O procedimento de simulação de Monte Carlo foi efetuado da seguinte

forma: suponha que se tenha, por exemplo, o seguinte modelo “verdadeiro”, um

AR(1) (Modelo 2 ), cuja equação yt = 1+0.1yt−1+εt, onde εt é um rúıdo branco

gaussiano. Após a especificação deste modelo, é gerado um conjunto de dados,

por exemplo, (N = 1000) observações. Estima-se os parâmetros do Modelo

de QAR(1) desse conjunto de dados. Após a estimação dos parâmetros, para

cada τ (quantil) assumindo os valores (τ = 0.05, 0.2, 0.35, 0.5, 0.65, 0.8, 0.95),

calcula-se a estat́ıstica do teste Location-Scale e guarda-se os resultados.

Repete-se os passos anteriores 500 vezes, ou seja, o números de simulações

de Monte Carlo, cada geração de um novo conjunto de dados é uma réplica do

Modelo 2. Para cada réplica, estima-se os parâmetros para cada quantil (τ) e

calcula-se a estat́ıstica do teste. Enfim, avalia-se o desempenho do estimador

do Modelo de QAR(p), verificando a porcentagem que o teste rejeita ou

aceita o modelo “verdadeiro” neste conjunto de réplicas. Foi feito do mesmo

procedimento para avaliar a potência do teste de hipóteses para os modelos
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do grupo 2, nos quais foram gerados modelos de QAR onde o parâmetro auto-

regressivo não é constante com o quantil, ou seja, H0 = θ1(τ) (constante) é

falsa, a proporção de rejeição de H0 pelo teste equivale à potência.

4.3
Resultados

4.3.1
Estimação

O modelo selecionado para este estudo foi de ordem um, o QAR(1). As

estimativas dos parâmetros deste modelo foram comparados aos parâmetros

dos Modelos 1, 2, 3 e 4 avaliados. As estimativas do parâmetro θ0(τ) foram

comparadas com a função inversa da normal para o mesmo τ (quantil), ou seja,

θ0(τ) ∼= θ0 +Φ−1(τ), pois o modelo de QAR(p) não tem erro (εt) e o parâmetro

θ0(τ), que é variável com o quantil faz essa função. Como houve geração das

séries com erros normais, ou seja, εt ∼ N(0, σ2), o parâmetro θ0(τ) tem que

replicar uma função de erro normal.

A estimativa do parâmetro θ0(τ) no modelo de QAR(p) para cada quantil

deve ser aproximadamente o quantil da distribuição normal por trás da geração

dos erros. Como o parâmetro θ0(τ) é igual a θ0 + εt, tem-se que o parâmetro é

igual a θ0(τ) ∼ N(θ0, σ
2
ε) e, deste modo, o parâmetro θ0(τ) é igual a θ0 + εt(τ),

onde τ é o quantil de εt, ou seja, θ0(τ) = θ0 + σε · Φ−1(τ).

Utilizando-se o parâmetro θ0 = 0 e σ2
ε = 1, uma estimação não-viesada

de θ0(τ) tem média amostral das estimativas de Monte Carlo muito próxima

de Φ−1(τ). Para o parâmetro θ0 = 1 e σ2
ε = 1, uma estimação não-viesada de

θ0(τ) tem média amostral das estimativas de Monte Carlo muito próxima de

1 + Φ−1(τ).

O parâmetro que relaciona yt com yt−1 é constante, de modo que,

para qualquer valor de εt (qualquer quantil τ da distribuição condicional), o

parâmetro θ1(τ) é igual a θ1. Por isso, uma estimação não-viesada do modelo

QAR(p) terá a média amostral das simulações de Monte Carlo do estimador

do parâmetro θ1(τ) sendo igual ao valor de θ1 de cada modelo AR(p) gerado.

4.3.2
Análise da média das estimativas de Monte Carlo - Modelos: 1, 2, 3 e 4
(grupo 1)

Nessa seção, é feita o mapeamento da média da estimativa da simulação

de Monte Carlo do modelo auto-regressão quant́ılica, QAR(1), para os Modelos

1, 2, 3 e 4. Após feito o mapeamento dos modelos, é analisado o comporta-
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mento da estimação do modelo de QAR(1).

Modelo 1: Um Rúıdo Branco Gaussiano.

Comparações efetuadas para o Modelo 1: Um Rúıdo Branco Gaussiano.

Para as simulações e estimativas do Modelo 1, observa-se que o parâmetro

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.613 0.169 0.617 1.011 1.390 1.831 2.604
Teórico para θ1(τ) 0 0 0 0 0 0 0
θ1(τ) -0.026 -0.013 -0.005 -0.016 -0.012 0.001 0.010

Tabela 4.1: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.1 para N = 100.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.636 0.159 0.617 1.004 1.382 1.838 2.639
Teórico para θ1(τ) 0 0 0 0 0 0 0
θ1(τ) 0.000 0.000 -0.001 -0.002 0.000 -0.002 0.002

Tabela 4.2: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.1 para N = 300.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.637 0.166 0.6187 1.005 1.387 1.835 2.629
Teórico para θ1(τ) 0 0 0 0 0 0 0
θ1(τ) -0.007 -0.006 0.000 -0.003 -0.004 -0.001 0.006

Tabela 4.3: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.1 para N = 500.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.642 0.157 0.612 0.997 1.385 1.841 2.640
Teórico para θ1(τ) 0 0 0 0 0 0 0
θ1(τ) 0.000 -0.001 -0.001 0.000 -0.002 -0.003 0.000

Tabela 4.4: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.1 para N = 1000.

θ0(τ) aumenta nos quantis e aproxima-se consideravelmente do valor teórico à

medida que a amostra (N) aumenta. O parâmetro θ1(τ) oscila muito próximo

do valor teórico θ1 = 0 ao passo que a amostra (N) aumenta. Há um pequeno
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viés negativo para θ1(τ), que aumenta com o valor de θ1 do modelo AR(p).

Modelo 2: Um AR (1), com θ0 = 1 e θ1 = 0.1.

Comparações efetuadas para Modelo 2: Um AR (1), com θ1 = 0.1.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.646 0.175 0.629 1.025 1.403 1.852 2.652
Teórico para θ1(τ) 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
θ1(τ) 0.101 0.092 0.092 0.089 0.092 0.096 0.082

Tabela 4.5: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.2 para N = 100.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.634 0.167 0.619 1.00 1.395 1.851 2.652
Teórico para θ1(τ) 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
θ1(τ) 0.089 0.098 0.100 0.097 0.093 0.093 0.094

Tabela 4.6: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.2 para N = 300.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.640 0.159 0.618 1.003 1.387 1.842 2.644
Teórico para θ1(τ) 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
θ1(τ) 0.099 0.101 0.098 0.097 0.101 0.102 0.100

Tabela 4.7: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.2 para N = 500.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.635 0.159 0.613 1.000 1.389 1.845 2.644
Teórico para θ1(τ) 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
θ1(τ) 0.097 0.100 0.100 0.100 0.097 0.098 0.098

Tabela 4.8: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.2 para N = 1000.

Para as simulações e estimativas do Modelo 2, nota-se que o parâmetro θ0(τ)
aumenta nos quantis e aproxima-se de forma considerável do valor teórico à
proporção que a amostra (N) aumenta. Conforme a amostra (N) aumenta, o
parâmetro θ1(τ) oscila próximo do valor teórico θ1 = 0.1.
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Modelo 3: Um AR (1), com θ0 = 1 e θ1 = 0.5.

Comparações efetuadas para o Modelo 3: Um AR (1), com θ1 = 0.5.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.602 0.209 0.654 1.052 1.452 1.902 2.673
Teórico para θ1(τ) 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
θ1(τ) 0.487 0.480 0.484 0.480 0.476 0.474 0.483

Tabela 4.9: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.3 para N = 100.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.613 0.190 0.641 1.024 1.411 1.867 2.658
Teórico para θ1(τ) 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
θ1(τ) 0.488 0.486 0.486 0.488 0.488 0.490 0.491

Tabela 4.10: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.3 para N = 300.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.621 0.165 0.619 1.008 1.397 1.850 2.661
Teórico para θ1(τ) 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
θ1(τ) 0.495 0.497 0.497 0.496 0.494 0.495 0.489

Tabela 4.11: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.3 para N = 500.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -0.645 0.158 0.615 1.000 1.385 1.842 2.645
θ0(τ) -0.640 0.163 0.618 1.003 1.388 1.845 2.654
Teórico para θ1(τ) 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
θ1(τ) 0.498 0.499 0.499 0.499 0.500 0.499 0.495

Tabela 4.12: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.3 para N = 1000.

Para as simulações e estimativas do Modelo 3, constata-se que o parâmetro
θ0(τ) aumenta no quantis aproximando sensivelmente do valor teórico θ0 = 0.5
ao ponto que a amostra (N) aumenta. Como a amostra (N) aumenta, o
parâmetro θ1(τ) oscila próximo do valor teórico θ1 = 0.5.
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A seguir, são ilustrados alguns exemplos dos gráficos gerados de algu-

mas réplicas da simulação de Monte Carlo do Modelo 3 para os diferen-

tes tamanhos de N e as suas respectivas estimações para os quantis (τ =

0.05, 0.2, 0.35, 0.5, 0.65, 0.8, 0.95) pelo Modelo QAR(1).
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Modelo 3: Um AR (1), com θ1 = 0.5.

Figura 4.1: Exemplo do Modelo 3 para N = 100.
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Figura 4.2: Exemplo do Modelo 3 para N = 300.
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Figura 4.3: Exemplo do Modelo 3 para N = 500.
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Figura 4.4: Exemplo do Modelo 3 para N = 1000.
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Modelo 4: Um AR (1), com θ0 = 0 e θ1 = 0.9.

Comparações efetuadas para Modelo 4: Um AR (1), com θ1 = 0.9.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.6449 -0.8416 -0.3853 0 0.3853 0.8416 1.6449
θ0(τ) -1.6323 -0.8238 -0.3819 0.0106 0.4012 0.8462 1.6350
Teórico para θ1(τ) 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9
θ1(τ) 0.8661 0.8637 0.8626 0.8604 0.8571 0.8563 0.8549

Tabela 4.13: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.4 para N = 100.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.6449 -0.8416 -0.3853 0 0.3853 0.8416 1.6449
θ0(τ) -1.6371 -0.8377 -0.3840 0.0023 0.3884 0.8470 1.6419
Teórico para θ1(τ) 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9
θ1(τ) 0.8845 0.8847 0.8838 0.8841 0.8841 0.8849 0.8834

Tabela 4.14: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.4 para N = 300.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.6449 -0.8416 -0.3853 0 0.3853 0.8416 1.6449
θ0(τ) -1.6308 -0.8420 -0.3880 -0.0003 0.3858 0.8407 1.6370
Teórico para θ1(τ) 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9
θ1(τ) 0.8926 0.8947 0.8944 0.8935 0.8939 0.8934 0.8907

Tabela 4.15: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.4 para N = 500.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.6449 -0.8416 -0.3853 0 0.3853 0.8416 1.6449
θ0(τ) -1.6434 -0.8401 -0.3834 0.0016 0.3881 0.8443 1.6456
Teórico para θ1(τ) 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9
θ1(τ) 0.8965 0.8969 0.8968 0.8966 0.8974 0.8970 0.8964

Tabela 4.16: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.4 para N = 1000.

Para as simulações e estimativas do Modelo 4, observa-se que o parâmetro
θ0(τ) aumenta nos quantis e aproxima-se consideravelmente do valor teórico
à medida que a amostra (N) aumenta. O parâmetro estimado θ1(τ) aproxima
do valor teórico θ1 = 0.9, conforme a amostra (N) aumenta.
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4.3.3
Análise da variância das estimativas de Monte Carlo - Modelos: 1, 2, 3 e
4 (grupo 1)

Modelo 1: Um Rúıdo Branco Gaussiano.

Análise da variância das estimativas de Monte Carlo efetuadas para o Modelo
1: Um Rúıdo Branco Gaussiano.

Estimativas de Monte Carlo, mod.1 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.0909 0.0432 0.0363 0.0313 0.0359 0.0464 0.0952
θ1(τ) 0.0486 0.0209 0.0172 0.0152 0.0159 0.0220 0.0498

Estimativas de Monte Carlo, mod.1 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.0298 0.0125 0.0109 0.0104 0.0107 0.0130 0.0314
θ1(τ) 0.0156 0.0065 0.0056 0.0048 0.0050 0.0063 0.0167

Estimativas de Monte Carlo, mod.1 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.0185 0.0090 0.0069 0.0063 0.0070 0.0084 0.0157
θ1(τ) 0.0099 0.0040 0.0034 0.0032 0.0035 0.0041 0.0083

Estimativas de Monte Carlo, mod.1 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.0091 0.0042 0.0032 0.0031 0.0035 0.0045 0.0089
θ1(τ) 0.0045 0.0021 0.0016 0.0015 0.0016 0.0021 0.0048

Tabela 4.17: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 1.

Para a variância das estimativas de Monte Carlo a var(θ0(τ)) e var(θ1(τ))

diminui conforme a amostra (N) aumenta, mas são maiores para os quantis

da extremidade e menores para os quantis medianos, veja Tabela 4.17.
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Modelo 2: Um AR (1), com θ0 = 1 e θ1 = 0.1.

Análise da variância das estimativas de Monte Carlo efetuadas para o Modelo
2: Um AR (1), com θ1 = 0.1.

Estimativas de Monte Carlo, mod.2 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.1146 0.0498 0.0367 0.0344 0.0391 0.0416 0.0968
θ1(τ) 0.0484 0.0214 0.0162 0.0141 0.0162 0.0198 0.0449

Estimativas de Monte Carlo, mod.2 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.0339 0.0143 0.0127 0.0120 0.0122 0.0150 0.0337
θ1(τ) 0.0143 0.0068 0.0056 0.0053 0.0054 0.0068 0.0150

Estimativas de Monte Carlo, mod.2 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.0204 0.0094 0.0078 0.0071 0.0076 0.0090 0.0207
θ1(τ) 0.0089 0.0042 0.0035 0.0033 0.0036 0.0042 0.0095

Estimativas de Monte Carlo, mod.2 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.0101 0.0045 0.0035 0.0036 0.0037 0.0045 0.0088
θ1(τ) 0.0044 0.0020 0.0016 0.0015 0.0016 0.0020 0.0039

Tabela 4.18: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 2.

À variância das estimativas de Monte Carlo a var(θ0(τ)) e var(θ1(τ))

diminui conforme a amostra (N) aumenta, mas são maiores para os quantis

das extremidades e menores para os quantis medianos, veja Tabela 4.18.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421038/CB
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Modelo 3: Um AR (1), com θ0 = 1 e θ1 = 0.5.

Análise da variância das estimativas de Monte Carlo efetuadas para o Modelo
3: Um AR (1), com θ1 = 0.5.

Estimativas de Monte Carlo, mod.3 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.194 0.084 0.066 0.063 0.075 0.092 0.209
θ1(τ) 0.037 0.016 0.012 0.011 0.013 0.017 0.039

Estimativas de Monte Carlo, mod.3 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.062 0.03 0.023 0.022 0.022 0.027 0.055
θ1(τ) 0.011 0.0053 0.0042 0.004 0.004 0.0054 0.011

Estimativas de Monte Carlo, mod.3 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.0372 0.015 0.013 0.012 0.013 0.015 0.033
θ1(τ) 0.0068 0.003 0.0023 0.0022 0.0023 0.003 0.0061

Estimativas de Monte Carlo, mod.3 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.018 0.0081 0.0069 0.0067 0.0067 0.0085 0.018
θ1(τ) 0.003 0.0015 0.0013 0.0012 0.0013 0.0015 0.003

Tabela 4.19: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 3.

À variância das estimativas de Monte Carlo a var(θ0(τ)) e var(θ1(τ))

diminui conforme a amostra (N) aumenta, mas são maiores para os quantis

da ponta e menores para os quantis medianos, veja Tabela 4.19.
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Modelo 4: Um AR (1), com θ0 = 0 e θ1 = 0.9.

Análise da variância das estimativas de Monte Carlo efetuadas para o Modelo
4: Um AR (1), com θ1 = 0.9.

Estimativas de Monte Carlo, mod.4 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.0644 0.0335 0.0313 0.0297 0.0312 0.0325 0.0714
θ1(τ) 0.0145 0.0055 0.0049 0.0044 0.0047 0.0062 0.0133

Estimativas de Monte Carlo, mod.4 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.01700 0.00829 0.00713 0.00694 0.00776 0.00844 0.01691
θ1(τ) 0.00349 0.00156 0.00142 0.00132 0.00143 0.00163 0.00346

Estimativas de Monte Carlo, mod.4 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.01055 0.00441 0.00386 0.00366 0.00356 0.00427 0.00876
θ1(τ) 0.00190 0.00079 0.00061 0.00061 0.00066 0.00089 0.00188

Estimativas de Monte Carlo, mod.4 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.004088 0.002251 0.001723 0.001723 0.001720 0.002294 0.004152
θ1(τ) 0.000863 0.000426 0.000347 0.000335 0.000321 0.000384 0.000817

Tabela 4.20: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 4.

Para os quantis τ = 0.05 e τ = 0.95, há valores mais altos da var(θ0(τ))

em todos os tamanhos da amostra (N). Para o quantil τ = 0.5, tem-se o menor

valor de var(θ0(τ)), e à medida que a amostra (N) aumenta, a var(θ0(τ))

diminui em todos os quantis. A var(θ1(τ)) diminui em todos os quantis e,

conforme a amostra (N) aumenta, veja Tabela 4.20.
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4.3.4
Análise da média das estimativas de Monte Carlo - Modelos: 5, 6, 7, 8,
9 e 10 (grupo 1)

Modelo 5: Um GARCH (1, 1), com α0 = 0.5 · 10−5, α1 = 0.25, β1 =

0.70.

Análise da média das estimativas de Monte Carlo para Modelo 5.

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.5 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.47E−1 −0.21E−1 −0.96E−2 0.8E−4 0.97E−2 0.22E−1 0.46E−1

θ1(τ) −0.31E−1 −0.19E−1 −0.17E−1 −0.17E−1 −0.17E−1 −0.16E−1 −0.17E−1

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.5 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.48E−1 −0.22E−1 −0.96E−2 0.14E−3 0.98E−2 0.22E−1 0.48E−1

θ1(τ) −0.23E−2 −0.52E−2 −0.68E−2 −0.74E−3 −0.36E−3 −0.27E−2 −0.9E−2

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.5 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.48E−1 −0.21E−1 −0.96E−2 0.8E−4 0.96E−2 0.22E−1 0.48E−1

θ1(τ) 0.29E−2 −0.7E−4 −0.38E−2 −0.20E−2 0.12E−3 −0.35E−3 −0.47E−2

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.5 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.47E−1 −0.21E−1 −0.95E−2 −0.1E−4 0.95E−2 0.21E−1 0.47E−1

θ1(τ) 0.27E−2 0.94E−3 0.31E−2 0.25E−2 0.55E−3 0.99E−3 −0.26E−2

Tabela 4.21: Média das estimativas de Monte Carlo do Modelo 5.

Para as simulações e estimativas do Modelo 5, nota-se que o parâmetro

θ0(τ) aumenta nos quantis e diminui conforme a amostra (N) aumenta.

O parâmetro θ1(τ) aumenta ao passo que a amostra (N) aumenta ficando

próximo de 0, mas possui um pequeno viés < 0, veja Tabela 4.21.

Modelo 6: Um GARCH (1, 1), com α0 = 1.0 · 10−5, α1 = 0.05, β1 =

0.90 (curtose por volta de 3.16).

Para as simulações e estimativas do Modelo 6, observa-se que o parâmetro

θ0(τ) aumenta nos quantis e diminui conforme a amostra (N) aumenta. O

parâmetro θ1(τ) diminui à medida que a amostra (N) aumenta, ficando

próximo de 0, porém, possui um pequeno viés < 0, veja Tabela 4.22.
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Análise da média das estimativas de Monte Carlo para Modelo 6.

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.6 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.23E−1 −0.12E−1 −0.53E−2 0.15E−3 0.55E−2 0.12E−1 0.23E−1

θ1(τ) 0.47E−2 −0.18E−1 −0.84E−2 −0.96E−2 −0.98E−2 −0.10E−1 −0.67E−2

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.6 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.23E−1 −0.12E−1 −0.54E−2 −0.2E−4 0.53E−2 0.12E−1 0.23E−1

θ1(τ) −0.13E1 −0.52E−2 −0.53E−2 −0.43E−2 −0.28E−2 −0.22E−2 −0.23E−2

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.6 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.23E−1 −0.12E−1 −0.54E−2 −0.6E−4 0.53E−2 0.12E−1 0.23E−1

θ1(τ) 0.59E−3 0.17E−2 −0.21E−2 −0.21E−2 −0.21E−2 −0.47E−2 0.25E−2

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.6 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.23E−1 −0.12E−1 −0.54E−2 −0.1E−4 0.53E−2 0.12E−1 0.23E−1

θ1(τ) −0.57E−2 −0.48E−3 0.16E−2 −0.40E−3 0.61E−3 0.10E−2 0.99E−3

Tabela 4.22: Média das estimativas de Monte Carlo do Modelo 6.

A seguir, são ilustrados alguns exemplos dos gráficos gerados de

certas réplicas da simulação de Monte Carlo do Modelo 6, para os di-

ferentes tamanhos de N e as suas respectivas estimações aos quantis

(τ = 0.05, 0.2, 0.35, 0.5, 0.65, 0.8, 0.95) pelo Modelo de QAR(1).
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Modelo 6: Um GARCH (1, 1), com α0 = 1.0 · 10−5, α1 = 0.05, β1 = 0.90
(curtose por volta de 3.16).

Figura 4.5: Exemplo do Modelo 6 para N = 100.

Time

Y

0 20 40 60 80 100

−
0.

04
−

0.
02

0.
00

0.
02

0.
04

0.2 0.4 0.6 0.8

−
0.

02
0.

01

(Intercept)

o

o
o

o
o

o

o

0.2 0.4 0.6 0.8

−
0.

4
0.

0
0.

4

X

o

o

o o
o

o
o

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421038/CB
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Figura 4.6: Exemplo do Modelo 6 para N = 300.
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Figura 4.7: Exemplo do Modelo 6 para N = 500.
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Figura 4.8: Exemplo do Modelo 6 para N = 1000.
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Modelo 7: Um GARCH (1, 1), com α0 = 1.0 · 10−5, α1 = 0.09, β1 =

0.90 (curtose alta por volta de 16.14).

Análise da média das estimativas de Monte Carlo para Modelo 7.

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.7 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.48E−1 −0.25E−1 −0.12E−1 −0.45E−3 0.11E−1 0.24E−1 0.47E−1

θ1(τ) −0.18E−1 −0.88E−2 −0.66E−2 −0.81E−2 −0.12E−1 −0.86E−2 −0.33E−1

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.7 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.48E−1 −0.23E−1 −0.11E−1 −0.14E−3 0.10E−1 0.23E−1 0.48E−1

θ1(τ) 0.86E−2 0.18E−2 −0.20E−2 −0.14E−2 −0.42E−2 −0.74E−2 −0.49E−2

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.7 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.48E−1 −0.23E−1 −0.10E−1 0.1E−4 0.10E−1 0.23E−1 0.49E−1

θ1(τ) −0.72E−3 0.92E−3 0.10E−2 −0.82E−3 −0.11E−2 −0.17E−2 −0.42E−3

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.7 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.49E−1 −0.23E−1 −0.10E−1 −0.6E−4 0.99E−2 0.23E−1 0.48E−1

θ1(τ) −0.13E−2 0.5E−4 0.23E−2 −0.89E−3 −0.67E−3 0.15E−3 −0.65E−3

Tabela 4.23: Média das estimativas de Monte Carlo do Modelo 7.

Para as simulações e estimativas do Modelo 7, analisa-se que o parâmetro

θ0(τ) aumenta nos quantis e diminui ao ponto que a amostra (N) aumenta. O

parâmetro θ1(τ) diminui conforme a amostra (N) aumenta, ficando próximo

de 0, contudo, possui um pequeno viés < 0, veja Tabela 4.23.
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Modelo 8: Um AR (1), com θ1 = 0.5 e com erro do Modelo 5.

Análise da média das estimativas de Monte Carlo para Modelo 8.

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.8 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.47E−1 −0.22E−1 −0.10E−1 0.10E−3 0.10E−1 0.22E−1 0.48E−1

θ1(τ) 0.472 0.468 0.467 0.469 0.467 0.465 0.459
Média das estimativas de Monte Carlo, mod.8 para N = 300

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) -0.46E−1 −0.21E−1 −0.96E−2 0.2E−4 0.95E−2 0.22E−1 0.474E−1

θ1(τ) 0.477 0.485 0.484 0.487 0.487 0.488 0.477
Média das estimativas de Monte Carlo, mod.8 para N = 500

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.47E−1 −0.21E−1 −0.95E−2 −0.1E−4 0.95E−2 0.21E−1 0.47E−1

θ1(τ) 0.499 0.498 0.499 0.499 0.498 0.496 0.488
Média das estimativas de Monte Carlo, mod.8 para N = 1000

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.47E−1 −0.21E−1 −0.94E−2 0.1E−4 0.94E−2 0.21E−1 0.47E−1

θ1(τ) 0.491 0.497 0.498 0.499 0.499 0.499 0.503

Tabela 4.24: Média das estimativas de Monte Carlo do Modelo 8.

Para as simulações e estimativas do Modelo 8, observa-se que o parâmetro

θ0(τ) aumenta nos quantis e diminui conforme a amostra (N) aumenta. O

parâmetro θ1(τ) fica muito próximo de seu valor teórico θ1 = 0.5 à proporção

que a amostra (N) aumenta, veja Tabela 4.24.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421038/CB
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Adiante, são ilustrados alguns exemplos dos gráficos gerados de al-

gumas réplicas da simulação de Monte Carlo do Modelo 9 para os di-

ferentes tamanhos de N e as suas respectivas estimações aos quantis

(τ = 0.05, 0.2, 0.35, 0.5, 0.65, 0.8, 0.95) pelo Modelo de QAR(1).
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Modelo 9: Um AR (1), com θ1 = 0.5 e com erro do modelo 6.

Figura 4.9: Exemplo do Modelo 9 para N = 100.
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Figura 4.10: Exemplo do Modelo 9 para N = 300.
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Figura 4.11: Exemplo do Modelo 9 para N = 500.
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Figura 4.12: Exemplo do Modelo 9 para N = 1000.
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Modelo 9: Um AR (1), com θ1 = 0.5 e com erro do Modelo 6.

Análise da média das estimativas de Monte Carlo para Modelo 9.

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.9 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.23E−1 −0.12E−1 −0.54E−2 −0.9E−4 0.53E−2 0.12E−1 0.23E−1

θ1(τ) 0.488 0.469 0.464 0.467 0.468 0.471 0.465
Média das estimativas de Monte Carlo, mod.9 para N = 300

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.23e−1 −0.12E−1 −0.54E−2 −0.7E−4 0.54E−2 0.12E−1 0.23E−1

θ1(τ) 0.494 0.496 0.496 0.493 0.488 0.487 0.485
Média das estimativas de Monte Carlo, mod.9 para N = 500

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.23E−1 −0.12E−1 −0.54E−2 0.2E−4 0.54E−2 0.12E−1 0.23E−1

θ1(τ) 0.490 0.494 0.496 0.495 0.496 0.496 0.494
Média das estimativas de Monte Carlo, mod.9 para N = 1000

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.23E−1 −0.12E−1 −0.53E−2 0.3E−4 0.53E−2 0.12E−1 0.02E−2305
θ1(τ) 0.494 0.497 0.501 0.497 0.498 0.498 0.503

Tabela 4.25: Média das estimativas de Monte Carlo do Modelo 9.

Para as simulações e estimativas do Modelo 9, examina-se que o

parâmetro θ0(τ) aumenta nos quantis e diminui de acordo com a amos-

tra (N) aumenta. O parâmetro θ1(τ) oscila em seu valor teórico θ1 = 0.5 ao

passo que a amostra (N) aumenta, veja Tabela 4.25.
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Análise Emṕırica dos Modelos de Auto-Regressão Quant́ılica 68

Modelo 10: Um AR (1), com θ1 = 0.5 e com erro do Modelo 7.

Análise da média das estimativas de Monte Carlo para Modelo 10.

Média das estimativas de Monte Carlo, mod.10 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.47E−1 −0.23E−1 −0.11E−1 0.18E−3 0.11E−1 0.24E−1 0.47E−1

θ1(τ) 0.463 0.471 0.479 0.477 0.479 0.477 0.476
Média das estimativas de Monte Carlo, mod.10 para N = 300

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.48E−1 −0.23E−1 −0.11E−1 −0.12E−3 0.10E−1 0.23E−1 0.47E−1

θ1(τ) 0.485 0.483 0.487 0.490 0.487 0.486 0.479
Média das estimativas de Monte Carlo, mod.10 para N = 500

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.49E−1 −0.23E−1 −0.10E−1 −0.9E−4 0.10E−1 0.23E−1 0.49E−1

θ1(τ) 0.488 0.493 0.494 0.496 0.496 0.493 0.491
Média das estimativas de Monte Carlo, mod.10 para N = 1000

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) −0.49E−1 −0.22E−1 −0.10E−1 −0.8E−4 0.10E−1 0.22E−1 0.48E−1

θ1(τ) 0.50 0.499 0.499 0.498 0.498 0.499 0.494

Tabela 4.26: Média das estimativas de Monte Carlo do Modelo 10.

Para as simulações e estimativas do Modelo 10, vê-se que o parâmetro

θ0(τ) aumenta nos quantis e diminui à proporção que a amostra (N) aumenta.

Conforme o tamanho da amostra aumenta, o parâmetro θ1(τ) oscila em seu

valor teórico θ1 = 0.5, veja Tabela 4.26.

4.3.5
Análise variância das estimativas de Monte Carlo - Modelos: 5, 6, 7, 8, 9
e 10 (grupo 1)

À variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 5, avista-se que a

var(θ0(τ)) é maior nos quantis das extremidades e menor nos quantis medianos

e aproxima-se de 0, segundo o aumento da amostra (N). Conforme a amostra

(N) aumenta a var(θ1(τ)) diminui, veja Tabela 4.27.
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Análise da variância das estimativas de Monte Carlo para Modelo 5.

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.5 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.39E−3 0.57E−4 0.21E−4 0.12E−4 0.15E−4 0.44E−4 0.28E−3

θ1(τ) 0.55E−1 0.29E−1 0.24E−1 0.23E−1 0.26E−1 0.32E−1 0.58E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.5 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.18E−3 0.17E−4 0.5E−5 0.3E−5 0.6E−5 0.18E−4 0.17E−3

θ1(τ) 0.24E−1 0.99E−2 0.88E−2 0.77E−2 0.78E−2 0.10E−1 0.23E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.5 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.79E−4 0.8E−5 0.3E−5 0.2E−5 0.4E−5 0.1E−4 0.87E−4

θ1(τ) 0.16E−1 0.72E−2 0.58E−2 0.52E−2 0.53E−2 0.67E−2 0.16E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.5 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.37E−4 0.4E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.2E−5 0.4E−5 0.34E−4

θ1(τ) 0.95E−2 0.36E−2 0.28E−2 0.28E−2 0.30E−2 0.39E−2 0.84E−2

Tabela 4.27: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 5.

Análise da variância das estimativas de Monte Carlo para Modelo 6.

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.6 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.17E−4 0.5E−5 0.3E−5 0.3E−5 0.4E−5 0.5E−5 0.14E−4

θ1(τ) 0.45E−1 0.22E−1 0.18E−1 0.16E−1 0.18E−1 0.21E−1 0.46E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.6 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.6E−5 0.2E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.2E−5 0.5E−5

θ1(τ) 0.14E−1 0.74E−2 0.61E−2 0.67E−2 0.69E−2 0.78E−2 0.17E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.6 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.3E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.3E−5

θ1(τ) 0.92E−2 0.42E−2 0.38E−2 0.34E−2 0.37E−2 0.48E−2 0.96E−2

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.6 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.2E−5 0.1E−5 0 0 0 0.1E−5 0.2E−5

θ1(τ) 0.49E−2 0.21E−2 0.19E−2 0.17E−2 0.16E−2 0.21E−2 0.48E−2

Tabela 4.28: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 6.

À variância das estimativas do Modelo 6, reconhece-se que a var(θ0(τ)) é

maior nos quantis das extremidades e menor nos quantis medianos diminuem

ao passo que amostra (N) aumenta, ficando próximo de 0. Como a amostra
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(N) aumenta, a var(θ1(τ)) diminui, veja Tabela 4.28.

Análise da variância das estimativas de Monte Carlo para Modelo 7.

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.7 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.25E−3 0.75E−4 0.27E−4 0.15E−4 0.22E−4 0.60E−4 0.21E−3

θ1(τ) 0.53E−1 0.21E−1 0.17E−1 0.17E−1 0.17E−1 0.24E−1 0.53E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.7 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.24E−3 0.49E−4 0.13E−4 0.4E−5 0.13E−4 0.52E−4 0.27E−3

θ1(τ) 0.19E−1 0.87E−2 0.72E−2 0.68E−2 0.71E−2 0.87E−2 0.16E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.7 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.18E−3 0.30E−4 0.8E−5 0.3E−5 0.8E−5 0.31E−4 0.20E−3

θ1(τ) 0.13E−1 0.51E−2 0.43E−2 0.39E−2 0.38E−2 0.48E−2 0.11E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.7 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.12E−3 0.16E−4 0.4E−5 0.1E−5 0.3E−5 0.15E−4 0.11E−3

θ1(τ) 0.72E−2 0.29E−2 0.22E−2 0.19E−2 0.19E−2 0.25E−2 0.65E−2

Tabela 4.29: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 7.

Para a variância das estimativas do Modelo 7, sabe-se que a var(θ0(τ)) é

maior nos quantis das extremidades e menor nos quantis medianos e diminui

conforme a amostra (N) aumenta, sendo próximo ao 0. A var(θ1(τ)) diminui,

e a amostra (N) aumenta, simultaneamente. Veja Tabela 4.29.
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Análise da variância das estimativas de Monte Carlo para Modelo 8.

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.8 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.30E−3 0.54E−4 0.20E−4 0.12E−4 0.17E−4 0.45E−4 0.32E−3

θ1(τ) 0.46E−1 0.22E−1 0.17E−1 0.18E−1 0.19E−1 0.23E−1 0.51E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.8 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.13E−3 0.13E−4 0.5E−5 0.3E−5 0.5E−5 0.16E−4 0.15E−3

θ1(τ) 0.21E−1 0.92E−2 0.66E−2 0.60E−2 0.65E−2 0.87E−2 0.20E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.8 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.84E−4 0.8E−5 0.3E−5 0.2E−5 0.3E−5 0.8E−5 0.72E−4

θ1(τ) 0.16E−1 0.63E−2 0.45E−2 0.37E−2 0.43E−2 0.63E−2 0.15E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.8 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.39E−4 0.5E−5 0.2E−5 0.1E−5 0.2E−5 0.4E−5 0.39E−4

θ1(τ) 0.82E−2 0.31E−2 0.21E−2 0.19E−2 0.23E−2 0.33E−2 0.89E−2

Tabela 4.30: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 8.

À variância das estimativas do Modelo 8, nota-se que a var(θ0(τ)) é

maior nos quantis das extremidades e menor nos quantis medianos e diminui

conforme a amostra (N) aumenta, cerceando o 0. A var(θ1(τ)) diminui quando

a amostra (N) aumenta sendo maior nos quantis das extremidade e menores

nos quantis medianos, veja Tabela 4.30.
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Análise da variância das estimativas de Monte Carlo para Modelo 9.

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.9 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.14E−4 0.6E−5 0.4E−5 0.3E−5 0.4E−5 0.6E−5 0.14E−4

θ1(τ) 0.45E−1 0.18E−1 0.13E−1 0.13E−1 0.14E−1 0.17E−1 0.40E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.9 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.5E−5 0.2E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.2E−5 0.5E−5

θ1(τ) 0.12E−1 0.55E−2 0.49E−2 0.49E−2 0.47E−2 0.50E−2 0.12E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.9 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.3E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.1E−5 0.5E−5

θ1(τ) 0.74E−2 0.31E−2 0.25E−2 0.25E−2 0.25E−2 0.33E−2 0.76E−2

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.9 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.2E−5 0.1E−5 0 0 0 0.1E−5 0.2E−5

θ1(τ) 0.42E−2 0.18E−2 0.14E−2 0.13E−2 0.13E−2 0.17E−2 0.37E−2

Tabela 4.31: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 9.

À variância das estimativas do Modelo 9, observa-se que a var(θ0(τ)) é

maior nos quantis das extremidades e menor nos quantis medianos, e diminui

conforme a amostra (N) aumenta ficando muito próximo de 0. A var(θ1(τ))

diminui assim que a amostra (N) aumenta, sendo maior nos quantis das

extremidade e menor nos quantis medianos, veja Tabela 4.31.
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Análise da variância das estimativas de Monte Carlo para Modelo 10.

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.10 para N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.31E−3 0.85E−4 0.29E−4 0.14E−4 0.28E−4 0.90E−4 0.31E−3

θ1(τ) 0.37E−1 0.19E−1 0.14E−1 0.15E−1 0.15E−1 0.18E−1 0.37E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.10 para N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.32E−3 0.51E−4 0.12E−4 0.4E−5 0.14E−4 0.55E−4 0.28E−3

θ1(τ) 0.15E−1 0.71E−2 0.54E−2 0.49E−2 0.52E−2 0.64E−2 0.16E−1

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.10 para N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.24E−3 0.31E−4 0.7E−5 0.2E−5 0.8E−5 0.31E−4 0.25e−3

θ1(τ) 0.11E−2 0.420.11E−2 0.31E−2 0.31E−2 0.33E−2 0.44E−2 0.10e−2

Variância das estimativas de Monte Carlo, mod.10 para N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.11E−3 0.13E−4 0.3E−5 0.1E−5 0.3E−5 0.13E−4 0.10E−3

θ1(τ) 0.53E−2 0.21E−2 0.14E−2 0.13E−2 0.15E−2 0.23E−2 0.57E−2

Tabela 4.32: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 10.

À variância das estimativas do Modelo 10, pondera-se que a var(θ0(τ)) é

maior nos quantis das extremidades e menor nos quantis medianos, e diminui

quando a amostra (N) aumenta, aproximando-se de 0. A var(θ1(τ)) diminui ao

passo que a amostra (N) aumenta, sendo maior nos quantis das extremidade

e menor nos quantis medianos, veja Tabela 4.32.
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4.3.6
Análise da média das estimativas de Monte Carlo - Modelos: 11, 12, 13
(grupo 2)

Modelo 11: Um QAR (1), com θ0(τ) = Φ−1(τ) e θ1(τ) = 0.65+0.25·τ

Comparações efetuadas para Modelo 11: Um QAR (1), com θ0(τ) = Φ−1(τ) e
θ1(τ) = 0.65 + 0.25 · τ

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.630 -0.842 -0.392 -0.003 0.381 0.839 1.629
Teórico para θ1(τ) 0.6625 0.7 0.7375 0.775 0.8125 0.85 0.8875
θ1(τ) 0.641 0.668 0.7067 0.741 0.778 0.817 0.860

Tabela 4.33: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.11 para N = 100.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.636 -0.843 -0.389 0 0.387 0.840 1.633
Teórico para θ1(τ) 0.6625 0.7 0.7375 0.775 0.8125 0.85 0.8875
θ1(τ) 0.656 0.690 0.725 0.762 0.800 0.838 0.872

Tabela 4.34: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.11 para N = 300.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.642 -0.840 -0.388 -0.005 0.384 0.843 1.644
Teórico para θ1(τ) 0.6625 0.7 0.7375 0.775 0.8125 0.85 0.8875
θ1(τ) 0.657 0.695 0.731 0.767 0.805 0.842 0.881

Tabela 4.35: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.11 para N = 500.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.641 -0.837 -0.384 0.001 0.385 0.841 1.643
Teórico para θ1(τ) 0.6625 0.7 0.7375 0.775 0.8125 0.85 0.8875
θ1(τ) 0.657 0.695 0.733 0.771 0.809 0.845 0.882

Tabela 4.36: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.11 para N = 1000.

Para as simulações e estimativas do Modelo 11, atenta-se para o fato

que o parâmetro θ0(τ) aumenta nos quantis e aproxima-se de forma consi-

derável do valor teórico à medida que a amostra (N) aumenta. A amostra
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(N) aumenta, posto que o parâmetro θ1(τ) é crescente, aproximando-se do

seus valores teóricos para os respectivos quantis. Esses fatos são bons para a

modelagem realizada pelo QAR(1).

Modelo 12: Um QAR (1), com θ0(τ) = Φ−1(τ) e θ1(τ) = 0.5 se

τ < 0.5 ou θ1(τ) = 0.95 se τ ≥ 0.5

Comparações efetuadas para Modelo 12: Um QAR (1), com θ0(τ) = Φ−1(τ) e
θ1(τ) = 0.5 se τ < 0.5 ou θ1(τ) = 0.95 se τ ≥ 0.5

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.630 -0.861 -0.448 -0.018 0.414 0.848 1.638
Teórico para θ1(τ) 0.5 0.5 0.5 0.95 0.95 0.95 0.95
θ1(τ) 0.469 0.485 0.533 0.690 0.849 0.893 0.917

Tabela 4.37: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.12 para N = 100.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.640 -0.854 -0.447 -0.017 0.431 0.854 1.642
Teórico para θ1(τ) 0.5 0.5 0.5 0.95 0.95 0.95 0.95
θ1(τ) 0.493 0.510 0.544 0.705 0.880 0.920 0.933

Tabela 4.38: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.12 para N = 300.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.640 -0.859 -0.445 -0.001 0.445 0.860 1.639
Teórico para θ1(τ) 0.5 0.5 0.5 0.95 0.95 0.95 0.95
θ1(τ) 0.499 0.515 0.549 0.720 0.890 0.923 0.944

Tabela 4.39: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.12 para N = 500.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.643 -0.860 -0.447 -0.009 0.442 0.859 1.644
Teórico para θ1(τ) 0.5 0.5 0.5 0.95 0.95 0.95 0.95
θ1(τ) 0.499 0.517 0.550 0.716 0.892 0.927 0.946

Tabela 4.40: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.12 para N = 1000.
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Análise Emṕırica dos Modelos de Auto-Regressão Quant́ılica 76

Para as simulações e estimativas do Modelo 12, examina-se que o

parâmetro θ0(τ) é crescente e aproxima-se de forma enfática do valor teórico

à medida que a amostra (N) aumenta. Para os quantis τ < 0.5, o parâmetro

θ1(τ) é crescente com o quantil e próximo do seu valor teórico θ1(τ) = 0.5.

Já o quantil τ = 0.5, o parâmetro θ1(τ) fica em torno de 0.7 abaixo de seu

valor teórico 0.95, ou seja, perto do limiar (quando θ1 muda) há um viés

na estimação de θ1(τ), e o viés não diminui com o tamanho de N, como

seria desejável. O quantil (τ > 0.5) aumenta segundo os crescentes valores

estimados, aproximando-se do seu valor teórico θ1(τ) = 0.95.

Modelo 13: Um QAR (1), com θ0(τ) = Φ−1(τ) e θ1(τ) = 0.85+0.25·τ

Comparações efetuadas para Modelo 13: Um QAR (1), com θ0(τ) = Φ−1(τ) e
θ1(τ) = 0.85 + 0.25 · τ

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.651 -0.852 -0.401 -0.016 0.365 0.806 1.586
Teórico para θ1(τ) 0.863 0.900 0.938 0.975 1.013 1.050 1.088
θ1(τ) 0.815 0.854 0.893 0.928 0.964 0.998 1.033

Tabela 4.41: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.13 para N = 100.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.646 -0.848 -0.402 -0.014 0.370 0.829 1.635
Teórico para θ1(τ) 0.863 0.900 0.938 0.975 1.013 1.050 1.088
θ1(τ) 0.848 0.885 0.922 0.960 0.997 1.035 1.073

Tabela 4.42: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.13 para N = 300.

τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.657 -0.857 -0.405 -0.017 0.367 0.826 1.630
Teórico para θ1(τ) 0.863 0.900 0.938 0.975 1.013 1.050 1.088
θ1(τ) 0.854 0.890 0.928 0.967 1.003 1.040 1.078

Tabela 4.43: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.13 para N = 500.

Para as simulações e estimativas do Modelo 13, repara-se que o parâmetro

θ0(τ) é crescente com os quantis e aproxima-se de forma considerável do valor

teórico à medida que a amostra (N) aumenta. E, quando há este aumento, o
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τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
Teórico para θ0(τ) -1.645 -0.842 -0.385 0 0.385 0.842 1.645
θ0(τ) -1.645 -0.847 -0.391 -0.005 0.379 0.837 1.647
Teórico para θ1(τ) 0.863 0.900 0.938 0.975 1.013 1.050 1.088
θ1(τ) 0.860 0.896 0.934 0.971 1.008 1.045 1.083

Tabela 4.44: Média das estimativas de Monte Carlo, mod.13 para N = 1000.

parâmetro θ1(τ) é crescente e próximo dos seus valores teóricos θ1(τ) para os

respectivos quantis.

4.3.7
Análise da variância das estimativas de Monte Carlo - Modelos: 11, 12,
13 (grupo 2)

Análise da variância das estimativas de Monte Carlo para Modelo 11.

Variância das estimativas de Monte Carlo N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.050 0.027 0.020 0.020 0.020 0.022 0.048
θ1(τ) 0.021 0.010 0.008 0.008 0.008 0.010 0.024
Variância das estimativas de Monte Carlo N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.015 0.007 0.006 0.007 0.007 0.008 0.015
θ1(τ) 0.006 0.003 0.002 0.002 0.002 0.003 0.006
Variância das estimativas de Monte Carlo N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.009 0.004 0.004 0.003 0.003 0.004 0.009
θ1(τ) 0.004 0.002 0.002 0.001 0.001 0.002 0.004
Variância das estimativas de Monte Carlo N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.004 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.005
θ1(τ) 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.002

Tabela 4.45: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 11.

À variância das estimativas do Modelo 11, observa-se que a var(θ0(τ)) é

maior nos quantis das extremidades e menor nos quantis medianos, e diminui

no tempo em que a amostra (N) aumenta, ficando próximo de 0. A var(θ1(τ))

diminui e a amostra (N) aumenta, sendo maior nos quantis das extremidade

e menor nos quantis medianos, veja Tabela 4.45.
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Análise da variância das estimativas de Monte Carlo para Modelo 12.

Variância das estimativas de Monte Carlo N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.045 0.019 0.015 0.036 0.024 0.027 0.051
θ1(τ) 0.022 0.007 0.007 0.028 0.011 0.009 0.025
Variância das estimativas de Monte Carlo N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.015 0.006 0.004 0.023 0.007 0.007 0.017
θ1(τ) 0.006 0.002 0.002 0.017 0.003 0.003 0.006
Variância das estimativas de Monte Carlo N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.009 0.003 0.002 0.016 0.003 0.004 0.009
θ1(τ) 0.004 0.001 0.001 0.014 0.001 0.002 0.004
Variância das estimativas de Monte Carlo N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.005 0.002 0.001 0.012 0.002 0.002 0.005
θ1(τ) 0.002 0.001 0 0.010 0.001 0.001 0.002

Tabela 4.46: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 12.

Para a variância das estimativas do Modelo 12, vê-se que a var(θ0(τ)) é

maior nos quantis das extremidades e menor nos quantis medianos e diminui

conforme a amostra (N) aumenta, ficando próximo de 0. A var(θ1(τ)) diminui

ao passo que a amostra (N) aumenta, sendo maior nos quantis das extremidade

e menor nos quantis medianos, veja Tabela 4.46.
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Análise da variância das estimativas de Monte Carlo para Modelo 13.

Variância das estimativas de Monte Carlo N = 100
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.050 0.027 0.020 0.020 0.020 0.022 0.048
θ1(τ) 0.021 0.010 0.008 0.008 0.008 0.010 0.024
Variância das estimativas de Monte Carlo N = 300
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.015 0.007 0.006 0.007 0.007 0.008 0.015
θ1(τ) 0.006 0.003 0.002 0.002 0.002 0.003 0.006
Variância das estimativas de Monte Carlo N = 500
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.009 0.004 0.004 0.003 0.003 0.004 0.009
θ1(τ) 0.004 0.002 0.002 0.001 0.001 0.002 0.004
Variância das estimativas de Monte Carlo N = 1000
τ 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95
θ0(τ) 0.004 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.005
θ1(τ) 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.002

Tabela 4.47: Variância das estimativas de Monte Carlo do Modelo 13.

À variância das estimativas do Modelo 13, pondera-se que a var(θ0(τ)) é

maior nos quantis das extremidades e menor nos quantis medianos, e diminui

concomitantemente ao aumento da amostra (N), aproximando-se de 0. A

var(θ1(τ)) diminui ao passo que a amostra (N) aumenta, sendo maior nos

quantis das extremidade e menor nos quantis medianos, veja Tabela 4.47.
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4.3.8
Simulação de Monte Carlo - teste de hipóteses

Através da simulação de Monte Carlo, foram analisadas, para o Modelo

de QAR(1), as estimativas da média, da variância e do teste de hipóteses.

Os resultados obtidos do teste de Location-Scale são mapeados a seguir. Para

construção do intervalo T ∈ [ε, 1 − ε], foi escolhido o valor ε = 0.05, obtendo

então T ∈ [0.05, 0.95]. Os valores cŕıticos assintóticos do teste para estas

condições são encontrados em Koenker (20) (2005). Uma parte desses valores

foram descritos na Tabela 3.1.

Os valores cŕıticos da estat́ıstica do teste para p = 1 associados aos va-

lores nominais de 1%, 5% e 10% são, respectivamente, 1% = 2.721, 5% = 2.14

e 10% = 1.872.

Imediatamente, é feita a análise dos (DGP) do grupo 1 - Tamanho do

teste.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 1.

Figura 4.13: Resultado teste de hipótese do Modelo 1.
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Para o Modelo 1, o gráfico mostra que o teste rejeitou a hipótese nula

muito mais vezes do que se esperava. Exceto nos casos onde o tamanho nominal

do teste foi de 1%, a porcentagem de rejeição foi próxima ao seu valor nominal.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 2.

Figura 4.14: Resultado teste de hipótese do Modelo 2.
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Para o Modelo 2, o gráfico expõe que o teste rejeitou a hipótese nula

muito mais vezes do que se esperava. Exceto nos casos onde o tamanho nominal

do teste foi de 1%, a porcentagem de rejeição foi próxima ao seu valor nominal.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 3.

Figura 4.15: Resultado teste de hipótese do Modelo 3.
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Para o Modelo 3, o gráfico revela que o teste rejeitou a hipótese nula

muito mais vezes do que se esperava para as taxas nominais de 5% e de 10%.

Exceto nos casos onde o tamanho nominal do teste foi de 1%, a porcentagem

de rejeição foi próxima ao seu valor nominal, mas, para N = 100, a porcenta-

gem de rejeição mostrou-se alta.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 4.

Figura 4.16: Resultado teste de hipótese do Modelo 4.
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Para o Modelo 4, o gráfico exibe que o teste rejeitou a hipótese nula

muito mais vezes do que se esperava para as taxas nominais de 5% e de 10%.

Já na taxa nominal de 1%, a porcentagem de rejeição foi próxima ao seu valor

nominal.

Portanto, os Modelos 1, 2, 3, 4 apresentaram, para o valor nominal de 1%,

resultados razoáveis; porém, para valores nominais de 5% e 10%, observou-se

um alto ı́ndice de rejeição da hipótese nula. A alta taxa de rejeição da hipótese

nula - isto é, a hipótese de que o modelo AR(p) deve ser utilizado para a

modelagem dos dados - pode levar à errônea decisão da utilização de um

modelo mais complexo QAR(p) e com menor ferramental anaĺıtico dispońıvel

na literatura.

Por outro lado, as boas propriedades da estimação e a boa potência

do teste apresentada pelos modelos do grupo 2 indicam que a utilização do

QAR(p) produz bons resultados estat́ısticos, quando modelamos os dados

originados de um modelo AR(p).
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 5.

Figura 4.17: Resultado teste de hipótese do Modelo 5.
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Para o Modelo 5, o gráfico mostra que, quando a taxa nominal de 1%,

a porcentagem de rejeição foi abaixo do seu valor nominal. Na taxa de 5%,

a porcentagem de rejeição ficou próxima de seu valor nominal. Já na taxa de

10%, o teste rejeitou a hipótese nula muito mais vezes do que se esperava, ou

seja, o tamanho do teste piora quando aumenta o tamanho da amostra.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 6.

Figura 4.18: Resultado teste de hipótese do Modelo 6.
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Para o Modelo 6, o gráfico expõe que, para todas as taxas nominais, a

porcentagem de rejeição da hipótese nula ficou abaixo dos seus respectivos

valores nominais.
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Análise Emṕırica dos Modelos de Auto-Regressão Quant́ılica 87

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 7.

Figura 4.19: Resultado teste de hipótese do Modelo 7.
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Para o Modelo 7, o gráfico exibe que, para a taxa nominal de 1%, a

porcentagem de rejeição foi abaixo do seu valor nominal. Na taxa de 5%, a

porcentagem de rejeição ficou acima do valor nominal para todos os tamanhos

de N. Já na taxa de 10%, o teste rejeitou a hipótese nula muito acima do que

se esperava para todos N.

Assim, os Modelos 5, 6 e 7 apresentaram baixa rejeição da hipótese nula

para taxa nominal de 1%. Para a taxa de 5%, diversos resultados foram obtidos:

para os modelo 5 e 6, apresentaram-se resultados razoáveis, e, para o modelo 6,

apresentou-se baixa rejeição da hipótese nula. Já na taxa de 10%, para todos

os três modelos apresentou-se alta rejeição da hipótese nula com taxa elevada.

Revelam-se, então, caracteŕısticas não desejáveis para um teste de hipóteses

que tem por objetivo determinar um modelo de análise a ser seguido.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 8.

Figura 4.20: Resultado teste de hipótese do Modelo 8.
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Para o Modelo 8, o gráfico revela que, para a taxa nominal de 1%, a

porcentagem de rejeição ficou muito abaixo do seu valor nominal. Na taxa

nominal de 5%, a porcentagem de rejeição ficou próxima de seu valor nominal

para N = 100, N = 300, e para N = 500 e N = 1000 a mesma ficou um

pouco acima do valor nominal do teste . Já na taxa de 10%, a porcentagem

de rejeição da hipótese nula ficou muito acima para todos os tamanhos de N.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 9.

Figura 4.21: Resultado teste de hipótese do Modelo 9.
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Para o Modelo 9, o gráfico mostra que, na taxa nominal de 1%, nenhuma

réplica da simulação de Monte Carlo foi rejeitada. Na taxa nominal de 5%, a

porcentagem de rejeição ficou abaixo do valor nominal do teste. Já na taxa

de 10%, a porcentagem de rejeição da hipótese nula ficou muito abaixo para

todos os tamanhos de N.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 10.

Figura 4.22: Resultado teste de hipótese do Modelo 10.
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Para o Modelo 10, o gráfico expõe que, na taxa nominal de 1%, a

porcentagem de rejeição ficou próxima de seu valor nominal. Na taxa nominal

de 5%, a porcentagem de rejeição ficou abaixo para N = 300, e nos demais

casos ficou acima do valor nominal do teste. Já na taxa de 10%, a porcentagem

de rejeição da hipótese nula ficou muito acima para N = 100, 500 e 1000, e

próxima para N = 300.

Portanto, para os Modelos 8, 9 e 10, notam-se comportamentos distintos:

para taxa nominal de 1%, os resultados são ruins para o modelo 8 e 9, e são

razoáveis para o modelo 10, embora a porcentagem de rejeição devesse ser mais

próxima de seu tamanho nominal. Já na taxa de 5%, os resultados podem

ser classificados como satisfatórios para o Modelo 8, razoáveis para o Modelo

9, ficando abaixo de 2% para todas as amostras, e ruins para o Modelo 10

apresentando altas taxas de rejeição, visto que na maioria das amostras a taxa

de rejeição ficou próxima de 10%. Para a taxa de 10%, todas as amostras

geradas utilizando-se os Modelos 8 e 10 obtive-se uma alta taxa de rejeição,

enquanto o Modelo 9 apresentou taxa de rejeição menor do que o tamanho

nominal do teste.
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A seguir é feita a análise do (DGP) do grupo 2 - Potência do teste.

Para avaliar a potência do teste de hipóteses, foram utilizados os modelos do

grupo 2 (11, 12 e 13). Agora se trata de potência e deseja-se que esta seja

maior do que o tamanho nominal do teste sempre, e de preferência maior que

o que o maior tamanho para os modelos do grupo 1 (1 ao 10).

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 11.

Figura 4.23: Resultado teste de hipótese do Modelo 11.
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Para o Modelo 11, o gráfico exibe que, na taxa nominal de 1%, a por-

centagem de rejeição ficou próxima de seu valor nominal. Na taxa nominal

de 5%, a porcentagem de rejeição ficou acima do valor nominal e aumentou à

medida que o tamanho da amostra cresce. Já na taxa de 10%, a porcentagem

de rejeição da hipótese nula ficou acima de 25% e crescente ao passo que o

tamanho (N) aumenta, ou seja, a potência do teste aumenta à medida que a

o tamanho de N aumenta.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 12.

Figura 4.24: Resultado teste de hipótese do Modelo 12.
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Para o Modelo 12, o gráfico mostra que, para todas as taxas nominais,

a porcentagem de rejeição ficou acima de seus valores nominais e crescente

à proporção que o tamanho (N) aumenta. Em alguns casos, a porcentagem

chegou a 100%, ou seja, a potência do teste aumenta à medida que o tamanho

de N aumenta.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte
Carlo para Modelo 13.

Figura 4.25: Resultado teste de hipótese do Modelo 13.
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Para o Modelo 13, o gráfico revela que, na taxa nominal de 1%, a

porcentagem de rejeição ficou próxima de seu valor nominal para N = 100,

e crescente ao passo que a amostra aumenta. Na taxa nominal de 5%, a

porcentagem de rejeição ficou acima do valor nominal para todos os casos,

e crescente com a variação do tamanho da amostra. Já na taxa de 10%, a

porcentagem de rejeição da hipótese nula ficou muito acima, e crescente com

o tamanho da amostra, ou seja, a potência do teste aumenta bem como o

tamanho de N.

Portanto, os modelos 11, 12 e 13 apresentaram ótimos resultados para

a potência do teste: valores altos e crescentes com o aumento do tamanho da

amostra.
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4.4
Aplicação do Modelo QAR

Adiante, é feita uma aplicação Modelo QAR, utilizando uma série de

média mensal de temperatura máxima da cidade do Rio de Janeiro, no peŕıodo

de 01/01/1990 até 31/12/2000.

Fazendo-se uma análise mais cuidadosa da série, revelou-se que a média

de temperatura alta no mês anterior precede, em geral, a média de temperatura

não tão alta. Do mesmo modo, a média de temperatura máxima muito baixa

geralmente precede média máxima um pouco mais alta. Em outras palavras,

há uma reversão à média. Este resultado é esperado pela intuição cotidiana,

já que o contrário implicaria uma espécie de passeio aleatório, de variância

infinita. Pode-se propor quatro candidatos à modelagem desta série: um

Modelo AR(12), estacionário, e Modelos QAR(12) com τ = 0.1, 0.5, 0.9. Outro

exemplo da análise de QAR de temperaturas máximas pode ser encontrado

em Koenker (20), página 51, que estuda a série de temperaturas da cidade de

Melbourne, Austrália.

Figura 4.26: Série de média mensal de temperatura máxima da Cidade do Rio
de Janeiro peŕıodo (01/01/1990 a 31/12/2000).
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Separou-se parte da série para fazer a estimação do peŕıodo (01/01/1990

até 31/12/1998), e a outra parte para previsão do peŕıodo (01/01/1999 até

31/12/2000). Estimou-se o peŕıodo acima com os quatro candidatos AR(12)
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e QAR(12) com o τ = 0.1, 0.5 e 0.9, e comparou-se as previsões um passo à

frente, ou seja, um mês a frente. Utilizou-se o teste t para eliminar os termos

estat́ısticamente não significantes a um determinado ńıvel, de forma a reduzir

a estrutura do modelo. Para efetuar os diagnósticos nos reśıduos, avaliou-

se o gráfico da FAC dos reśıduos de cada modelo obtido para verificar se o

mesmo encontrava-se bem especificado. Após o diagnóstico e a especificação

dos modelos acima, os mais adequados foram:

1. Modelo AR: yt = 3, 651 + 0, 541 · yt−1 − 0, 175 · yt−8 + 0, 515 · yt−10 + εt;

2. Modelo QAR, τ = 0.1: yt = 17.97851 + 0.64576 · yt−1 +−0.28275 · yt−4;

3. Modelo QAR, τ = 0.5: yt = −2.62584 + 0.63483 · yt−1 + 0.44944 · yt−10;

4. Modelo QAR, τ = 0.9: yt = 50.24939 − 0.386 · yt−4 − 0.81355 · yt−8 +

0.65574 · yt−10.

Os detalhes dos modelos serão apresentados em tabelas posteriores. A

comparação feita entre os modelos foi através das estat́ısticas de aderência

RMSE (Root Square Mean Error) e MAPE (Mean Absolute Percentage Error),

as quais comparam a precisão preditiva usando a raiz quadrada da média do

erro e a média absoluta da percentagem do erro das previsões respectivamente.

Na tabela abaixo, revelam os valores obtidos por: RMSE e MAPE.

Estat́ıstica AR QAR τ = 0.1 QAR τ = 0.5 QAR τ = 0.9

RMSE 1.5996 2.4517 1.5805 3.3990

MAPE 4.234% 6.330% 4.267% 9.056%

Observou-se que a estat́ıstica RMSE para o modelo QAR com o τ = 0.5

foi o que apresentou melhor resultados. Já a MAPE, o modelo AR, mostrou-se

mais adequada para previsão da série.

Modelo AR yt = 3, 651 + 0, 541 · yt−1− 0, 175 · yt−8 + 0, 515 · yt−10 + εt.

A tabela abaixo é relativa a especificação do Modelo AR.

Coeficientes Value Std. Error t Value Pr(> |t|)
Intercept 3.65137 3.94432 0.926 0.357

yt−1 0.54146 0.07813 6.930 5.64e-10 ***

yt−8 -0.17542 0.08151 -2.152 0.034 *

yt−10 0.51521 0.06591 7.817 8.63e-12 ***

Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1

Residual standard error: 1.534 on 92 degrees of freedom Multiple

R-Squared: 0.6997, Adjusted R-squared: 0.6899

F-statistic: 71.44 on 3 and 92 DF, p-value: < 2.2e− 16
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Figura 4.27: Erro de previsão da Modelagem feita pelo AR.
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As estimativas da série de média mensal de temperatura máxima para

os modelos QAR(12) para τ = 0.1, 0.5, 0.9.

Modelo QAR, τ = 0.1: yt = 17.97851+0.64576 · yt−1 +−0.28275 · yt−4.

A tabela abaixo é relativa a especificação do Modelo QAR para o τ = 0.1.

Coeficientes Value Std. Error t Value Pr(> |t|)
Intercept 17.97851 3.48589 5.15751 0.00000

yt−1 0.64576 0.07964 8.10843 0.00000

yt−4 -0.28275 0.07784 -3.63240 0.00046
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Figura 4.28: FAC do reśıduos do Modelo AR.
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Para o modelo AR acima, o gráfico revela que, os reśıduos são descorrelatados
para todos os lags observados.

Modelo QAR, τ = 0.5: yt = −2.62584+0.63483 · yt−1 +0.44944 · yt−10.

A tabela abaixo é relativa a especificação do Modelo QAR para o τ = 0.5.

Coeficientes Value Std. Error t Value Pr(> |t|)
Intercept -2.62584 4.11891 -0.63751 0.52536

yt−1 0.63483 0.09329 6.80522 0.00000

yt−10 0.44944 0.09509 4.72660 0.00001
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Figura 4.29: Erro de previsão da Modelagem feita pelo QAR para τ = 0.1.
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Modelo QAR, τ = 0.9: yt = 50.24939 − 0.386 · yt−4 − 0.81355 · yt−8 +

0.65574 · yt−10.

A tabela abaixo é relativa a especificação do Modelo QAR para o τ = 0.9.

Coeficientes Value Std. Error t Value Pr(> |t|)
Intercept 50.24939 11.61845 4.32497 0.00004

yt−4 -0.38600 0.17471 -2.20937 0.02963

yt−8 -0.81355 0.10522 -7.73200 0.00000

yt−10 0.65574 0.17027 3.85126 0.00022
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Figura 4.30: FAC do reśıduos do Modelo QAR com τ = 0.1.
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Para o modelo QAR para o τ = 0.1, o gráfico mostra que, os reśıduos são
descorrelatados para todos os lags observados.
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Figura 4.31: Erro de previsão da Modelagem feita pelo QAR para τ = 0.5.
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Figura 4.32: FAC do reśıduos do Modelo QAR com τ = 0.5.
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Para o modelo acima, o gráfico expõe que, os reśıduos são descorrelatados para
todos os lags observados.
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Figura 4.33: Erro de previsão da Modelagem feita pelo QAR para τ = 0.9.
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Figura 4.34: FAC do reśıduos do Modelo QAR com τ = 0.9.
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No modelo acima, o gráfico exibe que, os reśıduos são descorrelatados para
todos os lags observados.
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Figura 4.35: Comparação entre a série e os modelos estimados peŕıodo
01/01/1999 até 31/12/2000.
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No gráfico acima, observou-se que as previsões de Yt para os modelos AR e QAR
(τ = 0.5) foram adequadas aos dados. Mas, os modelos QAR com (τ = 0.1),
tendem a estimar valores médios mais baixos de temperatura máxima. Nota-
se, que o contrário é obtido no modelo QAR com (τ = 0.9), onde estima-se
valores mais altos de médias temperaturas.
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Yt ŶtAR εtAR Ŷt(τ = 0.1) εt(τ = 0.1) Ŷt(τ = 0.5) εt(τ = 0.5) Ŷt(τ = 0.9) εt(τ = 0.9)
27.3 28.6 -1.37 27.2 0.051 28.5 -1.269 30.7 -3.434
27.3 27.3 -0.019 26.0 1.255 26.9 0.375 31.2 -3.933
27.7 28.8 -1.073 26.2 1.562 28.1 -0.356 33.9 -6.179
30.7 28.1 2.596 27.6 3.116 28.1 2.565 31.9 -1.184
27.7 28.8 -1.134 30.1 -2.403 29.6 -1.936 30.1 -2.462
28.4 29.2 -0.885 28.1 0.209 29.4 -1.02 33.2 -4.840
32.4 31.0 1.346 28.4 3.944 31.0 1.430 35.3 -2.871
34.5 33.5 0.981 30.2 4.259 33.2 1.291 36.7 -2.186
33.1 34.6 -1.525 32.4 0.699 34.2 -1.068 39.2 -6.035
32.5 32.0 0.468 31.3 1.122 31.7 0.813 36.5 -4.010
31.9 30.4 1.474 29.8 2.103 30.2 1.645 33.1 -1.168
29.7 29.6 0.138 28.8 0.893 29.9 -0.150 29.9 -0.140
29.6 29.2 0.393 27.8 1.773 28.7 0.866 33.2 -3.573
26.4 30.5 -4.081 27.9 -1.483 29.9 -3.522 34.8 -8.349
28.4 26.5 1.919 26.0 2.429 26.6 1.869 29.7 -1.289
28.2 27.6 0.565 27.9 0.232 28.2 0.003 29.3 -1.141
31.9 29.8 2.120 27.8 4.092 29.8 2.086 33.1 -1.220
31.8 33.0 -1.170 31.1 0.711 33.1 -1.300 36.2 -4.422
33.4 32.4 1.049 30.5 2.915 32.5 0.939 35.0 -1.639
36.3 33.3 3.078 31.6 4.751 33.2 3.160 36.5 -0.157
36.1 34.6 1.524 32.4 3.671 34.8 1.318 34.8 1.305
35.2 33.9 1.336 32.3 2.920 33.6 1.564 36.0 -0.758
32.8 33.0 -0.182 31.3 1.511 33.0 -0.237 33.6 -0.829
29.3 30.1 -0.814 28.9 0.379 30.1 -0.803 30.6 -1.369

Tabela 4.48: Comparação entre a série Yt no peŕıodo de 01/01/1999 até
31/12/2000 e as previsões dos Modelos.
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5
Conclusão e trabalhos futuros

Esta dissertação propôs-se a analisar, através de simulações de Monte

Carlo, o ferramental de inferência proposto por Koenker e Xiao (23), (24)

para os modelos QAR (quantil auto-regressivo). Basicamente, este ferramental

compõe-se de um estimador para os parâmetros quantis auto-regressivos e

um teste de hipóteses para avaliar a necessidade da modelagem QAR em

detrimento da modelagem AR, mais parcimoniosa. Para eleger uma alternativa

mais sofisticada ao modelo AR(p), é necessária a evidência estat́ıstica contrária

à hipótese de que os dados sejam gerados por este modelo, em favor da hipótese

de que sejam gerados pela alternativa a ser considerada. É fundamental para

a boa inferência que o teste de hipóteses estat́ıstico tenha tamanho correto e

boa potência. O tamanho correto garante que não consideremos em demasia

um modelo muito sofisticado quando ele não é necessário (pois o processo

gerador dos dados é mais simples), produzindo problemas de identificação e

de estimação. Já a boa potência nos garante que não utilizemos com elevada

freqüência um modelo mais simples do que o ideal, considerada a gama de

modelos dispońıveis.

Em teoria, este teste com boas propriedades estat́ısticas seria o de

Location-Scale. Todavia, este estudo revela que ocorrido na prática é diferente,

visto que os resultados do teste mostram um alto tamanho comparado com

os tamanhos nominais de 5% e 10%. Assim, rejeita-se a hipótese nula muito

mais freqüentemente do que o ideal, quando ela é verdadeira. Além disso, os

tamanhos do teste variam significativamente com a quantidade de dados da

amostra. Esse fato, isoladamente, poria em dúvida a viabilidade da utilização

destes modelos para dados emṕıricos até que se obtivesse um teste estat́ıstico

com melhores propriedades. Por outro lado, a potência do teste mostrou-se

adequada e crescente com o tamanho da amostra.

Já a estimação mostrou caracteŕısticas desejáveis, como viés despreźıvel

e variância decrescente com o tamanho da amostra, o que poderia compensar

as propriedades não-desejáveis do teste de hipóteses. Mesmo quando a hipótese

nula é verdadeira e os parâmetros auto-regressivos não variam com os quantis,

eles são estimados com razoável grau de precisão.
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A aplicação realizada com a série de média mensal de temperaturas

máximas da Cidade do Rio de Janeiro, no peŕıodo de 01/01/1990 a 31/12/2000,

apresentou resultados satisfatórios. As estat́ısticas de aderência (RMSE e

MAPE) para os modelos AR e QAR para (τ = 0.5), apresentaram resultados

próximos um do outro.

Portanto, a utilização do modelo QAR é viável face aos resultados

apresentados e o potencial que o modelo pode oferecer. Uma proposta de

trabalho futuro é a realização de ajustes dos valores cŕıticos do teste de

hipóteses, o que possivelmente melhoraria o seu tamanho e aumentaria a

utilidade do ferramental de inferência oferecido por Koenker e Xiao (23) e

(24).
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Programas realizados para simulação de Monte Carlo

Uma boa referência para realização de programas em R é Dalgaard (8)

(2002). Para realização do teste de hipóteses e da estimação dos modelos

de QAR(p), é, necessário carregar o pacote do R chamado de (quantreg).

Algumas dicas são encontradas no Apêndice A (A Vignette) em Koenker

(20) (2005). Para os programas realizados no Matlab, é necessário carregar

a função (rq-fnm) para o modelo de QAR(p). Uma excelente referência para

realização de programas em Matlab é Matsumoto (28) (2002). A seguir, são

descritos alguns dos programas realizados neste trabalho, que podem servir

como base para futuras pesquisas dos modelos de QAR(p).

1. Programa efetuado para simulação de Monte Carlo dos modelos AR(p)

no programa R.

ProgkhmaladzeAR< −function(MC = 500, N = 200, alpha = c(1, 0.1))

{V etorTeste < −vector(”list”,MC)

for (j in 1 : MC)

{for (i in 2 : N)

{erro < −rnorm(N)

y[1] < −alpha[1]/(1− alpha[2])

y[i] < −alpha[1] + alpha[2] ∗ y[i− 1] + erro[i]

Y < −y[2 : N ]

Y t < −cbind(Y )

X < −y[1 : (N − 1)]

Xt < −cbind(X)

d < −data.frame(Y t,Xt)

fit < −rqProcess(Y t ∼ Zt, data = d, taus = c(0.05, 0.2, 0.35, 0.5, 0.65, 0.8, 0.95))

testeQAR < −khmaladze.test(fit, nullH = ”location − scale”, trim =

c(0.05, 0.95))}
V etorTeste[j] < −testeQAR[2]}
return(V etorTeste)}
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2. Programa efetuado para simulação de Monte Carlo dos modelos

GARCH(1,1) no programa R.

ProgkhmaladzeGARCH< −function(mc = 2, n = 200, a = c(0.00005,

0.25, 0.70))

{vetorteste < −vector(”list”,mc)

for (j in 1 : mc)

{for (i in 2 : n)

{e < −rnorm(n)

h[1] < −a[1]/(1− a[2]− a[3])

z[1] < −0.01

h[i] < −a[1] + a[2] ∗ (z[i− 1]2) + a[3] ∗ h[i− 1]

z[i] < −sqrt(h[i]) ∗ e[i]

Z < −z[102 : n]

Zt < −cbind(Z)

U < −z[101 : (n− 1)]

Ut < −cbind(U)

f < −data.frame(Zt, Ut)

fit < −rqProcess(Zt ∼ Ut, data = f, taus = c(0.05, 0.2, 0.35, 0.5, 0.65, 0.8, 0.95))

TESTEQAR < −khmaladze.test(fit, nullH = ”location − scale”, trim =

c(0.05, 0.95))}
vetorfabi[j] < −TESTEQAR[2]}
return(vetorteste)}

3. Programa efetuado para simulação de Monte Carlo (teste) dos modelos

AR(1) com erro do modelo GARCH(1, 1) no programa R.

ProgkhmaladzeARGARCH< −function(Mc=2, N=100, al=c(0.00001,0.05,0.9),

b=c(1,0.5))

{vetorteste < −vector(”list”,MC)

for (j in 1 : MC)

{t < −N + 100

for (i in 2 : t)

{erro < −rnorm(t)

g[1] < −al[1]/(1− al[2]− al[3])

u[1] < −0.01

s[1] < −b[1]/(1− b[2])
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g[i] < −al[1] + al[2] ∗ u[i− 1]2 + al[3] ∗ g[i− 1]

u[i] < −sqrt(g[i]) ∗ erro[i]

s[i] < −b[1] + b[2] ∗ s[i− 1] + u[i]

Y < −s[102 : (t)]

Y t < −cbind(Y )

X < −s[101 : (t− 1)]

Xt < −cbind(X)

d < −data.frame(Y t,Xt)

fit < −rqProcess(Y t Xt, data = d, taus = c(0.05, 0.2, 0.35, 0.5, 0.65, 0.8, 0.95))

Teste de hipóteses - Location-Scale

Testeqar < −khmaladze.test(fit, nullH = ”location − scale”, trim =

c(0.05, 0.95))}
vetorteste[j] < −Testeqar[2]}
return(vetorteste)}

4. Programa efetuado para simulação de Monte Carlo (estimação) mo-

delo AR(p) no programa Matlab.

clear

N=100;

MC=500;

theta=[1 0.1];

sigma=1

tao=[0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95];

Simulação de Monte Carlo

for j = 1:MC

Gerar as séries (AR1)

y(1)=theta(1,1)/(1-theta(1,2));

Processo começa na média incondicional

Temos que variar distribuição do erro

e=normrnd(0,sigma,N,1)

for i=2:N

y(i)=theta(1,1)+theta(1,2)*y(i-1)+e(i,1);

end;

X=[ones(N-1,1) y(1:N-1)’];

Y=y(2:N)’;

Estimando a Auto-Regressão Quant́ılica(QAR(p))

for u=1:length(tao) u

Consegue as estimativas das MC diferentes séries, para todos os taus
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theta− quant100(1 : 2, u, j) = rq − fnm(X, Y, tao(u));

end;

end

5. Programa efetuado para simulação de Monte Carlo (estimação) mo-

delo GARCH no programa Matlab.

clear

N=100;

MC=500;

sigma=1;

tao = [0.050.20.350.50.650.80.95];

a0=0.00001;

a=0.05;

b=0.90;

Monte Carlo Tamanho 500

for j=1:MC

Gerar as séries GARCH(1,1), Ex. Modelo 7

Distribuição do erro

e=normrnd(0,sigma,N+100,1);

alpha0 = a0;

alpha1 = a;

beta1 = b;

h(1) = a0/(1-a-b);

y(1) = 0.01;

for t = 2:N+100

h(t) = alpha0 + alpha1 ∗ y(t− 1)2 + beta1 ∗ h(t− 1);

y(t) = sqrt(h(t)) ∗ e(t);

end;

X = [ones(N − 1, 1)y(101 : N + 99)′];

Y = y(102 : N + 100)′;

Estimando a Auto Regressão Quant́ılica (QAR(p))

for u=1:length(tao) u

Consegue as estimativas das MC diferentes séries, para todos os taus

theta− qargarchm2n100(1 : 2, u, j) = rqfnm(X, Y, tao(u));

end;

end

6. Programa no Matlab para média e variância da simulação de Monte
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Carlo

for i=1:2

for j=1:7

Medias(i, j) = mean(theta− qargarchm2n100(i, j, 1 : 500))

V ariancias(i, j) = var(theta− qargarchm2n100(i, j, 1 : 500))

end;

end
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Resultado do teste de hipótese (Location-Scale)

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 1.

Modelo 1 1 % 5 % 10 %
N = 100 1.4 % 8.4 % 21.8 %
N = 300 0.6 % 7.6 % 22.8 %
N = 500 0.6 % 7.6 % 22.6 %
N = 1000 1.2 % 8 % 23.2 %

Tabela B.1: Resultado teste de hipótese do Modelo 1.

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 2.

Modelo 2 1 % 5 % 10 %
N = 100 0.6 % 8.8 % 22.8 %
N = 300 1.4 % 15.2 % 27.6 %
N = 500 0.6 % 7.6 % 22.6 %
N = 1000 0.8 % 11.6 % 28.2 %

Tabela B.2: Resultado teste de hipótese do Modelo 2.

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 3.

Modelo 3 1 % 5 % 10 %
N = 100 4 % 13.8 % 25.4 %
N = 300 1.6 % 8.8 % 24.4 %
N = 500 0.8 % 9.6 % 18.2 %
N = 1000 0.6 % 10.8 % 26.2 %

Tabela B.3: Resultado teste de hipótese do Modelo 3.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 4.

Modelo 4 1 % 5 % 10 %
N = 100 0.4 % 7.8 % 25.4 %
N = 300 0.4 % 10.6 % 25.2 %
N = 500 0.8 % 11.2 % 28.4 %
N = 1000 0.2 % 9 % 24.4%

Tabela B.4: Resultado teste de hipótese do Modelo 4.

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 5.

Modelo 5 1 % 5 % 10 %
N = 100 0 % 7 % 15.6 %
N = 300 0.2 % 8 % 18.4 %
N = 500 0 % 5.2 % 13.4 %
N = 1000 0.2 % 9.4 % 19.6 %

Tabela B.5: Resultado teste de hipótese do Modelo 5.

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 6.

Modelo 6 1 % 5 % 10 %
N = 100 0.6 % 2.4 % 7.2 %
N = 300 0.2 % 2.4 % 5.8 %
N = 500 0 % 1.6 % 7.4 %
N = 1000 0 % 1.6 % 6.2 %

Tabela B.6: Resultado teste de hipótese do Modelo 6.

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 7.

Modelo 7 1 % 5 % 10 %
N = 100 0.4 % 6.2 % 20 %
N = 300 0.4 % 7.4 % 20.8 %
N = 500 0.2 % 9.2 % 23 %
N = 1000 0.6 % 7.4 % 17 %

Tabela B.7: Resultado teste de hipótese do Modelo 7.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421038/CB
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 8.

Modelo 8 1 % 5 % 10 %
N = 100 0 % 5.2 % 15.2 %
N = 300 0 % 5.6 % 17 %
N = 500 0.4 % 7.8 % 20.6 %
N = 1000 0 % 7 % 20 %

Tabela B.8: Resultado teste de hipótese do Modelo 8.

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 9.

Modelo 9 1 % 5 % 10 %
N = 100 0 % 1 % 5.2 %
N = 300 0 % 1.8 % 5 %
N = 500 0 % 1.4 % 6.2 %
N = 1000 0 % 2% 5.6 %

Tabela B.9: Resultado teste de hipótese do Modelo 9.

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 10.

Modelo 10 1 % 5 % 10 %
N = 100 1.2 % 9.8 % 23 %
N = 300 0 % 3.6 % 11.8 %
N = 500 0.6 % 8.2 % 21.4 %
N = 1000 0.4 % 9.2 % 20.4 %

Tabela B.10: Resultado teste de hipótese do Modelo 10.

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 11.

Modelo 11 1 % 5 % 10 %
N = 100 0.8 % 9.8 % 25.8 %
N = 300 0.8 % 11.8 % 28 %
N = 500 0.8 % 13 % 30.8 %
N = 1000 1 % 14.4 % 35.2 %

Tabela B.11: Resultado teste de hipótese do Modelo 11.
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Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 12.

Modelo 12 1 % 5 % 10 %
N = 100 21.4 % 51.6 % 66.6 %
N = 300 86 % 97.2 % 98.4 %
N = 500 99 % 99.8 % 100 %
N = 1000 100 % 100 % 100 %

Tabela B.12: Resultado teste de hipótese do Modelo 12.

Resultado do teste Location-Scale através da simulação de Monte Carlo para
Modelo 13.

Modelo 13 1 % 5 % 10 %
N = 100 1.6 % 11.6 % 25.2%
N = 300 2 % 17.2 % 36.2 %
N = 500 2.8 % 24.6 % 46 %
N = 1000 8.2 % 40.2% 60.2 %

Tabela B.13: Resultado teste de hipótese do Modelo 13.
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