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Resumo

Teles, Eduardo; Tomei, Carlos; Bortolossi, Humberto J.. wx2x2 -
um software para sistemas nao lineares. Rio de Janeiro, 2007.
54p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Apresentamos um software para inverter funcoes suaves genéricas do plano
no plano, F(x) = b, bem como a teoria utilizada para implementéa-lo. Em
principio, o programa calcula todas as pré-imagens de um ponto. A inversao
numérica baseia-se na caracterizacdo do conjunto critico C = {z € R? :
det DF(z) = 0} e sua imagem, e em técnicas de continua¢do numérica
ajustadas para interacao controlada com C. A interface grafica permite o

estudo de propriedades geométricas e analiticas, tanto locais quanto globais.

Palavras—chave
Sistemas nao lineares. Singularidade. Dobra. Cuspide. Analise

Numérica.
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Abstract

Teles, Eduardo; Tomei, Carlos; Bortolossi, Humberto J.. wx2x2 - a
software for nonlinear systems. Rio de Janeiro, 2007. 54p. MsC
Thesis — Departament of Mathematics, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

We present a software to invert functions from the plane to the plane
F(x) = b, for a generic smooth function F, as well as the theory to
implement it. In principle, all points in the preimage of b are computed.
The numerical inversion is based on the characterization of the critical set
C ={z € R?:det DF(x) = 0} and its image, and in appropriate techniques
of numerical continuation in situations of controlled interaction with C. A
graphical user interface allows for the study of local and global properties

of the function, both of geometric and analytic nature.

Keywords
Nonlinear Systems. Singularity. Fold. Cusp. Numerical Analysis.
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1
Introducao

O wx2x2 é um software para resolver sistemas nao lineares a duas
equacoes e duas incognitas, ou, mais geometricamente, para inverter pontos
na imagem de uma fun¢ao do plano para o plano, para uma grande classe de
funcoes. Seu ancestral direto é o 2x2, desenvolvido pelos autores de [MST1].
O novo software tem portabilidade, melhor interface grafica e maior robustez
numérica. A interface grafica emprega a consagrada biblioteca multiplataforma
wzWidgets. Um parser matematico é utilizado para avaliar as fungoes. A atual
versao do wx2x2 possui cerca de dezesseis mil linhas de cédigo em C/C++ e
quatro mil linhas de comentario.

O presente trabalho surgiu da constatacao que o 2x2 estava longe de
ser user friendly. E as dificuldades aumentavam quando se tentava avancar
em sua programagao: a documentagao era praticamente inexistente, e os
interessados contavam com os artigos ([MST1], [MST2]) que descreviam de
forma incompleta tanto os aspectos tedricos que subsidiam o algoritmo, quanto
suas implementacoes, muitas vezes sutis.

A medida que aumentava a familiaridade com o programa, vérias ati-
vidades foram desenvolvidas em paralelo. O cédigo-fonte do programa, junto
com executaveis para Windows e Linux, encontram-se disponiveis na homepage
http://www.mat.puc-rio.br/~hjbortol/2x2. Boa parte do cédigo-fonte agora é
comentada. A interface grafica tornou possivel experimentos mais abundantes
e rigorosos, tornando o software mais robusto. Por ser um programa de analise
numeérica nao linear, existem aspectos especificos, como as estratégias de passo
locais e a escolha de certos parametros globais, que exigem um tratamento
artesanal. Parte da extensao do programa deve-se a rotinas que sao invocadas
apenas em momentos especiais e raros, mas que sao variados. Para uma visao
global da arvore de rotinas do programa, o leitor pode consultar o Apéndice.

No Capitulo 2, o leitor é apresentado a um exemplo simples, mas
expressivo, no qual se mostram os recursos numéricos e visuais do wx2x2.
No Capitulo 3, descrevem-se os resultados tedricos fundamentais, que podem
ser inesperados para o leitor sem pratica de andlise nao linear. O material é

uma combinagao de teoria local (certas extensoes do teorema de fungao inversa
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habitual & teoria de singularidades de Whitney ([W])) e teoria global (grau e
outros invariantes topoldgicos de curvas). O capitulo seguinte é um manual do
usuario. No ultimo capitulo, finalmente, a implementacao de algumas rotinas
mais importantes é descrita em detalhe.

O programa comegou a partir de indagacoes de Dan Marchesin (IMPA)
associadas a velocidade de propagacao de choques nos chamados problemas
de Riemann, no final dos anos oitenta. Naquela época, o Departamento de
Informatica generosamente ofereceu o material computacional empregado por
Saldanha e Tomei para a confeccao do 2x2 original. Pequenos progressos
acompanharam o interesse de Marchesin e, mais recentemente, de Marcelo
Gattass (Depto. Informética, PUC-Rio). As possibilidades de extensao sao
inimeras, tanto para contextos mais gerais no plano, quanto para fungoes em

mais dimensoes.
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2
Um primeiro exemplo

Para uma matriz A de dimensao 2, o sistema linear Ax = b é banal,
e a solucao admite até uma férmula explicita. Para sistemas nao lineares,
estamos longe de métodos tao simples. Por exemplo, como resolver o sistema

de equagbes (2-1) abaixo?
Fi(z,y) = 2% —3xy?+2.52% - 25y +2=0.3 (21)
Fy(z,y) = 3z*y—y® —bzy +y = —0.002

Vamos usar o0 wx2x2 para resolver o sistema (2-1). Conforme mostrado

na Figura 2, basta fornecer as coordenadas F e Fy da fungao F(z,vy).

wi2x2 - The Extended 2x2 - £35.22 ] ,_19]3]'
Be E& Yiew Heb
O Srng teve of - T T S (o1
= o= Setting change wi 5 & ‘ .I ‘ < ’
R Y 35 vy Setting loop for n| 2 Vi | e B Qy = !
Get Ready! | o - /
essage: functior F
0] /f @
) 2 /|
7. M | .” § < ! ‘ Message: one cnit /
2z O | e E “ T, Message: make_¢ . / ||
el Message: curve ¢ AN ,/' J
/"// = @ Message: one crit \\ 7
/ ™ N oo ‘,’(
/ \\ ﬁcssagc mak.c_t e L _ ‘ ]
/ \ essage: curve c S - ~J_
(/ N Message: comput NG/ B ol
\\ X = e
'/ \ Message: refirang /__.-/ \\\ [ P,
| \ Message: tryng / 2
Message: trymng % \._\ 1
Message: trying y N\
O { Message: tryng // N |L
| f Message: tryng N
\ ,] Message: ... done \\l!
J \!
/ y
\ / x5 \
\ / S ) 1= (18553906995, 14323117267)  Fes: workd (6,409 Crer Wt the coordnates of the port. |7
\L 74 1) 2a(iees -
N\ / 3 = (18559766728, +1.4327133284) bt 30 u= |03
N 4 4 = (-0.8322776335, 2.69076004¢3) [ © I
b > S = (0,2296607711, 0.1519545469)
N o 6= (-0.8322774267, -269046X3966) P
7 = (0.2232507272, -0.1364079182) =
Mause cocrdinates: Workd (1.9297483197, 1.2800174123) 8 = (0.1965306528, -0.0150418008) s
9 = (-0.8111005724, -0.0002845291) hetusion: 0 < - o I
3 <0
heluston: 1 < 0 -
Wx2x2 - The Extended 22 VA

Apés clicar no botao “Get Ready!”, abrem-se as janelas @ e @ eo
programa esta apto a calcular as pré-imagens de qualquer ponto! Na janela
a direita (janela @) teclamos “i” e informamos, na janela de didlogo @, 0
ponto que desejamos inverter, neste caso, o ponto (0.300, —0.002). O programa

retornara uma lista de solucoes aproximadas — e, de fato, nao hé outras.
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O que significam as curvas exibidas nas janelas @ e @? A janela do
dominio @ exibe o conjunto critico C da funcado (isto é, os pontos onde a
Jacobiana da fungao nao é inversivel). Ja na janela do contradominio @ esta
sua imagem F'(C). Sob hipdteses flexiveis, o wx2x2 calcula o niimero de pré-
imagens por F' de qualquer ponto a partir de C e F(C).

O wx2x2 possui outros recursos para o estudo de fungoes nao lineares.
O programa pode, por exemplo, gerar a flor F = F~1(F(C)) da funcao F. A
partir da flor, dispoe-se de uma idéia satisfatéria do comportamento global da
funcao, muito parecida com aquela que se tem de certas fungoes holomorfas

quando se estudam mapeamentos conformes.

Flower [ P[] B3| Images of the Critical Curves =10 x|

vov/llledo!] K |

®H 9!

Mouse coordinates: World (3.0401131059, 11.8172571665) 4 Mouse coordinates: World (2.0401131059, 11.8172571665) 4

Figura 2.1: A flor de F e sua imagem

Na Figura 2.1 é exibida a flor F da funcao F' e sua imagem F'(C). Tanto o
dominio quanto o contradominio partem-se em placas, as componentes conexas
do complemento de F no dominio e F'(C) no contradominio. Placas de mesma
cor no dominio sao levadas a placa com a mesma cor na imagem. A placa
ilimitada do dominio (branca) recobre 3 vezes a placa ilimitada (branca) de
R? — F(C). A placa simplesmente conexa envolvida pela curva critica mais
interna (em ciano) é levada difeomorficamente a sua imagem. Todos os pontos
da placa amarela da imagem tém 7 pré-imagens. Duas delas estao na placa
amarela do dominio, situada entre as duas curvas criticas. As outras cinco
estao nas cinco pétalas amarelas no anel exterior ao conjunto critico.

De forma um pouco mais geral, a figura ja indica o nimero de pré-imagens
de pontos em cada componente de R? — F(C): o ntimero é constante em cada
componente. Para a componente branca, ele é 3 — isso pode ser conferido

notando que a funcao F', em notacao complexa, se escreve F(z) = 234+2.522+z.
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Para as componentes formando as cinco pontas da estrela na imagem, o niimero
de pré-imagens ¢é 5. Para a regiao amarela, 7 e para o pequeno triangulo ciano,
9. E f4cil identificar na figura as nove pré-imagens do triangulo: quatro estao
no centro da janela do dominio e as outras cinco espalham-se uma em cada
pétala.

Vamos ver outra figura obtida facilmente pelo wx2x2. Usando a ferra-
menta Pencil, o usuario desenha curvas na janela do contradominio que sao
invertidas interativamente. As pré-imagens sao mostradas tanto na janela do

dominio, quanto na janela da flor.

soolllem <! s ollled s <!
e )

SIEEy
e
5

Mouse cocrdnates: World (2,2381539191, 0.1608954408) & [Mouse coordnates: World (7.3471050551, 6,5154713555)

b

Flower ﬂﬂ

Soo|lleA » <!

Mouse coordnates: Workd (-2, 5045574304, 0.6921587141) P

Figura 2.2: Invertendo curvas

Para cada tarefa executada pelo wx2x2, mensagens sao exibidas na

drea de log, situada do lado direito na drea de trabalho do programa. O nivel
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de detalhamento dessas mensagens pode ser especificado na opcao Preferences
situada no menu Edit. Para a funcao F', com verbosidade méaxima, a drea de
log apresentada na Figura 2.3 fornece as seguintes informagoes a respeito de
F'. No bloco @ lemos que o grau topoldgico de F' é 3. O bloco nos diz que
duas curvas criticas foram criadas, uma, a curva rotulada por 0, passando por
(—1.40, —0.50) e contendo 423 pontos e outra, a curva 1, por (—0.20, —0.09),
contendo 100 pontos. Nos blocos (€), (D) e (F) estdo listadas informacoes a
respeito de certos pontos especiais nas curvas criticas — as ctuspides, definidas
no capitulo seguinte. O bloco @ informa sobre a posicao relativa das placas no
dominio. A placa ilimitada é designada por —1: a expressao 0 < —1 informa que
a curva critica 0 é fronteira da placa ilimitada, ja a expressao 1 < 0 diz que a
curva 1 esta contida no interior do disco delimitado pela curva 0. Na Figura 2.4,
a drea de log informa que a inversao do ponto (—0.02791327,0.04723276) foi
realizada com éxito e exibe todas suas nove pré-imagens. Os detalhes serao

esclarecidos no ultimo capitulo (secao 5.4).

wi2xZ - The Ditended 2x2 - (35.2x2 i =10 x|
Bl £ Yew Heb
Fl{xy)m | 3305y 2025 22.5% 2 4x x|
F2(xy)m |3 2y-y 350ty 4y
Get Ready! l 0, -0.50), lag = 8735048
age: make_cr_cur called from pr = (-0.20, -0.09), Aag = 8735048
age: curve completed after 100 pomts
essage: computation of crtical curves completed
tion(), meclusson: 0 < -1
tion(), mehuson 1 <
=
W22 - The Extended 22 p

Figura 2.3: A area de log

Para resolver um sistema nao linear geral, poderiamos escolher alguns
pontos como condigoes iniciais para o método de Newton, mas nao teriamos
a certeza de obter todas as solugoes do sistema. A iteracao convergiria para
algumas condicoes iniciais, divergiria para outras, sem assegurar a identificagao

do conjunto total de solugoes. Mais grave talvez, o método de Newton da pouca
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Mesuge um to mvert pomnt (—0 02791327, 0.04723276) ...
ting first

Mzsuge: comer ofthe L palh (0.0193559029, 0. 0472327560)

M hing 9 pre-z (s) of the comer..

Message:  pre-mages of the L comer:

Message:  [0]=(-0.8197134447, 2.6639495620)

Message:  [1]=(-1.9935038302, 0.0020634950)

Message:  [2]=(1.8561373008, -1.4449013098)

Message:  [3]=(-0.8197789958, -2.6707102522)

Message:  [4] =(-0.5251259826, 0.0106074537)

Message:  [5]=(0.1672648812, 0.2722740328)

Message:  [6] = (1.8709584404, 1.4540220238)

Message:  [7)=(0.2384726620, -0.3414372735)

Message:  [8]=(0.0252889690, 0.0541322682)

Message: nvemonofﬁneﬁm gment performed with

mverting second segrs

Message: 9 pre- mages compued

Message: the pre-images are..

Message:  [0]= (-0.8175553120. 2.6599265891)

Message:  [1]=(-2.0092100920, 0.0020396908)

Message:  [2]=(1.8574946673, -1.4477605748)

Message:  [3]=(-0.8176318061, -2.6667276239)

Message:  [4] =(-0.4608754254, 0.0119835929)

Message:  [5]=(0.1673093200, 0.2998408863)

Message:  [6] = (1.8722559511, 1.4563203290)

Message: 7] =(0.2334368012, -0.3580601984)

Message:  [8]=(-0.0252241041, 0.0419373090)

Message: mversion of the target pomt performed with success.
... donel

Figura 2.4: Informagoes sobre a inversao de um ponto

informagao sobre o comportamento global da fun¢ao F' = (F}, F,) associada
ao lado esquerdo do sistema.

O wx2x2 resolve sistemas nao lineares a duas equagoes e duas incégnitas,
utilizando uma outra abordagem. O método de resolucao aproveita-se de
informagoes de natureza global e, desta forma, é capaz de calcular o nimero
de pré-imagens de um ponto antes de encontra-las. As aproximagoes iniciais
usadas para alcanga-las sao selecionadas de forma robusta, garantindo a

convergencia do método de continuagao numérica utilizado.
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3

Preliminares tedricas: funcoes do plano no plano

Neste capitulo, introduziremos defini¢oes e resultados béasicos da analise
matematica que serao uteis para a descricao do wx2x2. As demonstragoes
podem ser encontradas nas referéncias [MST1], [MST2] e, para aspectos mais
gerais, [LAN]. Os algoritmos implementados no wx2x2, por sua vez, Serao

apresentados no Capitulo 5.

3.1
Primeiras definicoes

Seja F' uma funcao diferenciavel do plano no plano. Um ponto p do
dominio de F' é reqular se a matriz jacobiana DF nesse ponto é inversivel, em
outras palavras, se det(DF(p)) # 0. A partir do Teorema da Funcao Inversa,
ap6s mudancas de varidveis em vizinhangas apropriadas de p e F'(p), a fungao
F toma a forma F(z,y) = (z,y). Mais precisamente, existem difeomorfismos
locais @ e W tal que F' = ® o F o . Um ponto do dominio que nio é regular é
chamado de ponto critico. O ponto p é uma pré-imagem de g quando F'(p) = q.
Um ponto g da imagem de F' é um walor critico se alguma pré-imagem for um
ponto critico. Um ponto do contradominio que nao é um valor critico é chamado
de wvalor reqular. Denotaremos por C o conjunto dos pontos criticos de F' e por
F(C) o conjunto dos valores criticos de F.

Seja p um ponto critico tal que grad(det DF)(p) # 0. Pelo Teorema da
Fungao Implicita, as solugbes de det(DF(z)) = 0 préximas a p formam uma
curva suave. Assim, o conjunto critico C seria um conjunto de curvas simples
se sO constasse de pontos regulares.

Um ponto critico p da fungao F' é uma dobra (resp. cispide) se existir
dois difeomorfismos locais (preservando orientagao) ¢ e 1 em torno de p e
F(p), respectivamente, sobre vizinhangas da origem no plano, de modo que
Yo F o ¢ seja dada por (3-1) (resp. (3-2)) abaixo:

(u,v) +— (u,v?) (3-1)
(u,v) +—  (u,av® —ww), o ==+l (3-2)
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Vejamos uma caracterizacao mais explicita para dobras e cuspides. Um

ponto critico p é uma dobra se

a) grad(det DF')(p) # 0,
b) o nicleo K de DF em p tem dimenséo 1,

¢) K e areta tangente 7" ao conjunto critico em p nao coincidem.

E um ponto critico p é uma ctspide se

a) grad(det DF)(p) # 0,
b

)

) o nucleo K de DF em p tem dimensao 1,

¢) K e a reta tangente T' ao conjunto critico em p coincidem,
)

d) para uma parametrizacdo suave vy : (—¢,e) — R? de C perto de p, com
~7(0) =pe~'(0) # 0, o angulo O(~(t)) entre o nticleo K (v(t)) de DF (~(t))
e a reta tangente T'(y(t)) a C satisfaz ¢'(0) # 0.

Seja F': R? — R? suave. Dizemos que F é uma funcdo excelente se todo
ponto critico de F' for uma dobra ou uma cuspide. Para F' excelente, 0 (zero)
é valor regular de det(DF') pois grad(det DF)(p) # 0 para todo p do plano e
dai, como conseqiiéncia do Teorema da Funcao Implicita, o conjunto C é uma
familia de curvas simples regulares disjuntas [MI]. Em [W], precisamente no
Teorema 13A, Whitney demonstra que, numa topologia apropriada, fungoes
genéricas do plano no plano sao fungoes excelentes.

Uma fungao continua F' do plano no plano é propria se a pré-imagem de
qualquer subconjunto compacto é um conjunto compacto. Isso equivale a dizer
que F' leva infinito a infinito, lim(, )~ |F(2,y)| = 00.

Seja v : S* — R? uma fungao continua (S* = {(z,y) € R* : 22 +¢? = 1})
e ¢ fora de sua imagem. O nimero de rotagdo de v em torno de ¢, w(v,q),
ou indice do ponto q com respeito a vy, é o grau da fungao v(0) = (y(0) —
q)/|7(0) —q| de S* em S*. Informalmente, o niimero de rotagao conta as voltas
da curva (orientada) dada pela imagem de 7 em torno do ponto g. Se, além
disso, v tem uma derivada sempre nao nula, a giragio 7(7y) de v é o nimero
de rotagdo da funcio de S* em S' dada por J(t) = +/(t)/]7/(t)] em torno da
origem, 7(v) = w(1,0). A giragdo conta as voltas do vetor tangente a 7 ao
longo de 7.

Para U aberto limitado de R? e uma funcdo continua F : U — R?
com g ¢ OU, definimos seu grau topoldgico (ou, simplesmente, grau) que,

genericamente, é dado pela expressao

deg(F,U,q) = Z sgndet(DF(p)).

F(p)=q,peU
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Suponha que, por alguma razao, a expressao acima nao faga sentido (ainda
que mantenhamos g ¢ OU): F, por exemplo, poderia nao ser diferenciavel, ou
¢ poderia ter um numero infinito de pré-imagens em U. E parte da construgao
do grau topoldgico que qualquer aproximacao razoavel de F' para o qual a
expressao faz sentido é adequada para o calculo do grau. Informalmente, o grau
conta algebricamente (isto ¢, com uma escolha apropriada de sinais) o nimero
de pré-imagens de ¢ em U. O grau deg(F,R?, ¢) também é bem definido para
funcoes préprias F : R? — R?, e, nesse caso, independe de g¢.

Seja F: R? — R? uma funcao excelente e prépria. Ela é cordata se seu
conjunto critico C é limitado e a imagem F'(C) consiste de uma familia normal
de curvas. Uma curva F'(y) é normal quando nenhum ponto seu tem mais de
duas pré-imagens em v e, em pontos de autointersecao, os vetores tangentes a
F(7v) sao linearmente independentes.

O conjunto F = F~1(F(C)) é a flor da fun¢ao F. Dado um subconjunto
X do plano as componentes conexas de RQ\X sao as placas de X. Neste texto,
consideraremos com freqiiéncia as placas de F, de C e de F(C).

Seja I' uma curva critica de uma funcao cordata F', limitando um disco
topoldgico aberto D. Uma cuspide p € I' é chamada de interna se, para toda
vizinhanga suficientemente pequena U, de p, F~'(F(T')) N U, estd contida em
D; caso contrario, o ponto p é chamado de ctispide externa.

Para F' cordata, o sentido de dobra de uma curva critica I' no dominio
é a orientagao que deixa os pontos p com det(DF(p)) > 0 imediatamente a
esquerda de I', como indicado na Figura 3.1. A composi¢ao de F' com uma
parametrizacao da curva critica, orientada com sentido de dobra, induz uma
orientagao para F(I'), o sentido de dobra de F(I"), com a seguinte propriedade
geométrica: a imagem de uma pequena vizinhanca de um ponto de dobrap € I’
estd inteiramente a esquerda de F'(I'), como na Figura 3.1. Isso segue da forma
normal da dobra. O sentido de dobra de I' corresponde a orientagao positiva

(sentido anti-horario) se det(DF’) é positivo imediatamente dentro de I'.

Figura 3.1: Sentido de dobra
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3.2
Um pouco da teoria geral

Nesta secao apresentaremos os teoremas que embasam os algoritmos que

compoem 0 Wx2x2.

Teorema 3.1 Seja F : R* — R? wma funcdo suave propria, ¢ € R? e
v uma parametriza¢do de uma curva fechada normal simples T' orientada
positivamente tal que todas as pré-imagens de q estao do lado de dentro de
I'. Entao

a) O niamero de rotagao w(F o+y,q) independe de vy e q;

b) Se q € um valor reqular de F' entdo

w(Fov,q) = Z sgndet(DF(p)).

F(p)=q

O teorema é empregado para o calculo do grau de uma fun¢ao, um dos
primeiros procedimentos executados pelo programa ao receber uma funcao
declarada pelo usudrio como cordata. Assim, o grau é o numero de rotacao
em torno de zero da imagem de um grande circulo orientado positivamente

centrado na origem.

Teorema 3.2 Seja E um recobrimento de um conjunto simplesmente conexo

X por uma funcao F'. Entao F é um homeomorfismo.

Um exemplo desse resultado ja foi mostrado no Capitulo 2: a funcao F
estudada leva cada placa ciano ao triangulo ciano da imagem homeomorfica-
mente. Isso nao acontece necessariamente para placas com buracos, como € o

caso de uma das placas amarelas do dominio, nem para placa branca.

Teorema 3.3 Seja F' cordata, E uma placa de F e X a placa de F(C) que

contém F(E). Entao E € um recobrimento de ordem finita de X por F.

Assim, podemos falar em pré-imagens de X quando X for uma placa de
F(C), pois o conjunto F~!(X) ¢ uma reuniao disjunta de placas de F, cada uma
das quais chamada de pré-imagem de X. Em particular, nesse caso, o nimero

de pré-imagens de qualquer ponto em uma mesma placa X é constante.

Corolario 3.4 Seja F' cordata. Entao a pré-imagem da placa ilimitada de
F(C) € a placa ilimitada de F. O grau de F' nao € nulo (logo F' ¢é sobrejetora)
e o numero de pré-imagens da placa ilimitada de F(C) € igual ao mddulo do

grau.
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No Capitulo 2, para a funcao F' estudada, a placa amarela possui 6 placas
pré-imagens. Todavia, cada ponto dessa placa possui 7 pré-imagens. Para a
placa ilimitada, cada ponto possui 3 pré-imagens pois deg(F') = 3 (o programa
informa este valor na édrea de log).

Alids, o comportamento de uma funcao cordata em infinito é bastante

simples.

Teorema 3.5 Seja F' uma funcdo cordata e n = |deg(F)| # 0. Entdo, em
vizinhangas de oo, no dominio e na imagem, a menos de trocas de varidveis,
ik

F' comporta-se como z — 2" ou z — Z". O primeiro caso ocorre exatamente

quando deg(F) > 0.

Assim, em principio, para uma funcao cordata, nao é dificil calcular as
outras pré-imagens de um ponto ¢ = F(p), onde p é dado, suficientemente
longe do conjunto critico C.

O resultado seguinte mostra como empregar informacao sobre o niimero
de pré-imagens em infinito para a contagem de pré-imagens das placas limita-

das da imagem.

Teorema 3.6 Seja F' uma fungao cordata. Entdo numa vizinhanga de uma
imagem q de uma dobra, na imagem ¢ de uma cispide ou de um ponto de
interseccao q" com k pré-imagens, o nimero de pré-imagens muda de acordo

com os diagramas na Figura 3.2, onde as setas indicam o sentido de dobra.

E+1 )

k+1

(a) (b)

Figura 3.2: Diagrama de mudanca de pré-imagens

Mais uma vez, o Capitulo 2 mostra o teorema em acao para as placas na
imagem da funcao F', onde seus pontos possuiam 3, 5, 7 ou 9 pré-imagens.

A partir de agora, apresentaremos relacées de compatibilidade que serao
uteis na identificagcao das curvas criticas de uma funcao F' cordata. Os teoremas
a seguir buscam caracterizar seus conjuntos C e F(C). Como veremos na
proxima se¢ao, o wx2x2 utiliza o conhecimento desses conjuntos para inverter

pontos. Na pesquisa de curvas criticas, o programa usa essas relagoes para
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determinar se o conjunto de curvas criticas ja calculado C, e sua imagem F(C,)

de fato sao iguais aos conjuntos criticos C e F'(C) de F, respectivamente.
Para uma curva orientada I', definimos a giracao de sua imagem

v(I') = 7(F(I")). Denotamos por ki (I') € Kext(I') 0 nimero de cispides in-

ternas e externas em [

Teorema 3.7 (Teste de Contagem) Seja F' uma fungdao cordata, com con-
gunto critico C. Considere uma placa de C, com fronteira exterior I'y (caso

exista) e fronteiras interiores I'y, ..., T, (caso existam). Entao

v(To) = Kine(To) + > (V(T) = Kent(T4)) =1 —m.

1<i<m

Se nao existir fronteira exterior, v(I'y) deve ser interpretado como

|deg(F)].

Corolario 3.8 Seja F' uma funcgao cordata com conjunto critico C consistindo

de curvas I'y,...,T'y, com um total de k cuspides. Entao

deg(F)| =1+r—2 Y v(I)).

1<i<n

O Teorema 3.7 fornece um conjunto de condigoes necessarias, uma em
cada placa de C, que devem ser satisfeitas para conjuntos de curvas candidatas
a formar o conjunto critico de uma funcao cordata, mas essas condi¢oes nao sao
suficientes. Por exemplo, suponha que para uma funcao cordata F', tivéssemos
encontrado duas curvas criticas sem cuspides I'y e 'y, orientadas por sentido
de dobra como na Figura 3.3, junto com suas imagens. E facil ver que o
Teorema 3.7 é satisfeito na placa interior a I'y, mas nao vale para a placa entre
Iy e I'y: ao orientar as curvas como indicado no teorema, obtemos 141 =1—1,

mostrando que existem pontos criticos nessa placa.

Figura 3.3: Faltam curvas criticas no anel entre I'y e 'y
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O Teorema 3.7 fornece condigoes que devem ser satisfeitas por C —
quando parar? Condic¢oes adicionais, que sao também suficientes, seguem da
Teoria de Blank-Troyer ([MST1]). Os resultados fazem uso de construgoes de
topologia combinatoria, e foram detalhados nas referéncias. Nesse texto, nao
acrescentamos nada a esta parte do programa. Vale, entretanto, observar que,
ao longo de uma quantidade substancial de exemplos estudados, verificou-
se que os testes de contagem sao muito rigorosos: sempre que um conjunto
de curvas criticas C, e sua imagem satisfaziam esses testes, eles também
satisfaziam aos testes de Blank-Troyer. Esses testes adicionais sao bastante
exigentes computacionalmente, e o programa tem um parametro, descrito no

capitulo seguinte, que permite desativa-los.

3.3
Um exemplo explicito: F(z) = 2% + 2

Vamos calcular o conjunto critico e a flor da funcao F(xz,y) = (22 +y* +

x,2xy —y), ou ﬁ(z) = 22 + %, em notacao complexa. Sua jacobiana no ponto

(z,y) é

2 1 =2
DF@y)=| "0
2y 20 — 1
e seu determinante,
g(x,y) = det(DF(z,y)) = 4(z* + y°) — 1. (3-3)

Dai, o conjunto critico de F, C = {(x,y) € R* : g(x,y) = 0}, é dado
pela circunferéncia de raio % centrada na origem, que parametrizamos por
v(t) = (5 cost, 2 sent). Notemos que Vg(z,y) = (8, 8y) é ndo nulo para todos
os pontos em C, e assim a primeira condi¢cao para um ponto critico ser dobra
ou cuspide ¢ satisfeita. O nicleo de DF no ponto (% cost, % sent) é gerado pelo

vetor (sen %, cos §), pois

DF(lcost,lsent) [ sen 5 ] _ [ cost+1 —sent ] [ sen & ] B [ 0 ] .
2 2 cos & sent  cost—1 cos & 0
Alinhando o vetor gerador do nicleo e o vetor +/(t), obtemos os valores de
t para os quais a reta tangente ao conjunto critico coincide com o nicleo da
jacobiana: t = 0, 2?” e 4?”. Logo, com excecao das raizes cibicas da unidade
(divididas por 2), os pontos de C sdo dobras. Para mostrar que esses trés
pontos sao de fato cuspides falta verificar o item (d) da definigao (pag. 18).
T T

Sejam 01 (t) = T+t e 05(t) = 5 — L, respectivamente, os argumentos do vetor

tangente e do gerador do nicleo de DF. Entao 0(t) = 61(t) — 65(t) = 2, e daf
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0'(t) é sempre nao nulo. Assim, os trés pontos sdo de fato cispides.
Agora mostraremos que F'(C) é uma curva fechada sem auto-intersecgoes.
Consideremos dois pontos (z,y) e (u,v) em C com a mesma imagem. Algebri-

camente, isso corresponde ao sistema

que tem a tnica solugdo z = u e y = v. Portanto, F'(C) nao possui pontos de
auto-interseccao.

Finalmente, para mostrarmos que F' é cordata falta verificar que F é
propria, o que ¢é imediato de sua forma complexa, ja que lim;|_ |F(2)] = 0.

Observamos, a partir da Equagao (3-3) que o sinal de det DF na origem é
negativo, portanto o sentido de dobra coincide com o sentido horario. O médulo
do grau de F pode ser obtido através do Corolério 3.8: |[deg(F)| = 1+3—-2-1 =
2, ou da forma complexa F. Circunferéncias de raio arbitrariamente grande
centradas na origem e orientadas positivamente sao levadas em circunferéncias
a curvas que dao duas voltas no sentido anti-horario em torno da origem: assim,
deg(F) = 2.

A Figura 3.4 exibe os conjuntos C, F'(C) e F para a nossa funcao exemplo.
O Corolario 3.4 nos diz que F é sobrejetiva, a imagem da placa ilimitada P, é
a placa ?0 e que cada ponto de ]50 possui duas pré-imagens na placa Fy. Mais
ainda, de acordo com os Teoremas 3.2 e 3.3, sendo b simplesmente conexo, F
restrita a cada umas das placas P;, 7+ = 1,...,4, é um difeomorfismo sobre ﬁl.
Logo, cada ponto em ]31 possui quatro pré-imagens, o que também pode ser

deduzido utilizando o Teorema 3.6.

fav]i

Figura 3.4: C, F(C) e F para a funcio F(z) = 22+ 2
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3.4
Calculando as pré-imagens de um ponto de ﬁ(z) =z22+z

Dada F' cordata com conjuntos criticos C e F(C) conhecidos, como
obter todas as pré-imagens de um ponto ¢ dado? O processo de inversao que
apresentaremos aqui é geral, ou seja, é o mesmo para a inversao de pontos para
qualquer funcao cordata, e serd detalhado no Capitulo 5. Para simplificar, aqui
consideraremos a inversio de pontos pela funcao F (2) =22+ 2z

O primeiro passo para resolver o sistema F(p) = ¢ é obter todas as
pré-imagens de algum ponto remoto ¢, processo que passamos a descrever.
Escolha um ponto pj suficientemente longe da origem, de forma que F(p))
esteja fora de um disco centrado na origem contendo F'(C): isso pode ser feito
porque F' é prépria e, portanto, lim,|_« |F(2)| = co. Defina ¢y = F(p): uma
das pré-imagens de ¢y é obviamente p).

Como o numero de pré-imagens de um ponto pertencente a placa ilimi-
tada de F'(C) é deg(F') = 2, qo ainda possui uma outra pré-imagem e, para
obté-la, considere w uma circunferéncia centrada na origem do contradominio,
percorrida de modo a comecar e terminar em ¢q. Agora, por algum método de
continuagao, obtemos a imagem inversa de w partindo de pQ, que nos levard a

outra pré-imagem pp de uando completarmos a inversao de w.
0 0

Figura 3.5: A outra pré-imagem de qq
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Qualquer outro ponto ¢; na placa ilimitada de F(C) possui duas pré-
imagens. Para resolver F(p) = ¢y, basta tragar uma curva [ ligando ¢ a ¢
sem interceptar F'(C) e inverté-la por continuagao a partir das duas condigoes

iniciais p) e pj, obtendo as pré-imagens p? e p} de ¢;.

Figura 3.6: Inversao de um ponto pertencente a placa ilimitada

Finalmente, seja ¢o um ponto da placa limitada de F(C) que, portanto,
possui quatro pré-imagens. Para resolver F'(p) = go, ligue qo a ¢, preferenci-
almente por um caminho 3 que intercepte F'(C) em um ponto s6, q., que seja

a imagem de uma dobra.

Figura 3.7: Inversao de um ponto pertencente a placa limitada

Iniciamos o processo de inversao por continuacao ao longo de (3 a partir
do ponto inicial gy. Fazemos isso para cada pré-imagem de qo (p] e p}), obtendo
duas pré-imagens de ¢o: py e pi. Para obter as duas pré-imagens que faltam,
calculamos o ponto p, em C tal que F'(p,) = ¢. — como veremos no Capitulo 5,

isto se obtém a partir da lista dos pontos das curvas criticas, ja calculadas pelo
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programa. Para gerar as duas pré-imagens perto de p,, calculamos o nicleo K
da jacobiana no ponto p, e escolhemos dois pontos s; e sy perto de p, na reta
ps« + K, um de cada lado da curva critica. As imagens d; = F(s1) e dy = F(s9)
provavelmente nao pertencem ao nosso caminho de inversao . Conectamos d;
e dy a 3 por pequenos caminhos a; e as, invertemo-los com condicoes iniciais
s1 e sg e, finalmente, continuamos a inversao ao longo do caminho de inversao

original 3, obtendo assim, as pré-imagens restantes p3 e ps.

Figura 3.8: Inversao com condigoes iniciais proximas a C
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4
Usando o wx2x2

Em linha gerais, dada uma funcao F' cordata, o wx2x2 calcula inicial-
mente seu conjunto critico C e coloca-se a disposi¢ao do usuario para realizar a
tarefa seguinte, que pode ser o calculo da flor F ou o calculo das pré-imagens
de algum ponto (ou conjunto de pontos), ou ainda a interagao grafica que per-
mite ao usudrio obter uma variedade de informacoes geométricas e numéricas.

Nao seria exagerado afirmar que a quase totalidade dos procedimentos

computacionais do programa dedica-se a resolucao do sistema
F(z)=¢q, = qcR%. (4-1)

Quando o programa resolve esse sistema, ou seja, quando todas as pré-imagens
de ¢ sao obtidas, dizemos que o ponto ¢ foi invertido ou que g é um ponto
resolvido.

No caso de funcoes sabidamente nao cordatas, como é o caso de fungoes
que nao tém conjunto critico limitado, o wx2x2 fornece alternativas, que levam
ao estudo detalhado da funcao em um dominio limitado do plano, determinado

pelo usuario.

4.1
A area de trabalho do wx2x2

Na tela inicial do programa, sua drea de trabalho, o usuario deve apenas
fornecer as fungoes coordenadas da fungao F = (Fj, F,) em termos das
varidveis z e y e clicar no botao “Get Ready!”. A direita da drea de trabalho,
na area de log, o programa registra um conjunto de informagoes especificas da
funcao, como mostrado no Capitulo 2. Duas novas janelas sao sobrepostas a
area de trabalho. A janela frontal a esquerda representa o dominio da funcao.
Nela, vé-se o conjunto critico C e as cispides de F' (Figura 4.2a). Na segunda,

representando o contradominio da fungao, vé-se a imagem do conjunto critico

F(C) (Figura 4.2b).
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Setting level of commeats (0 i lowess, 9 s aghest). 9
[7ornery - 3574ty + 21wy 7 oy + Aoy || Ser® Change verke optons? Mo,
Settng loop for many valuses of parameter 57 No
Message: function has degree 7.

Message: one cntical curve found.

Message: make_cr_curve() called from pr = (-0.80, -0.44), flag = 8734808
Message: curve completed after 213 pomts.

Message: one cntical curve found.

Message: make_cr_curve() caled from pr = (-0.80, 0.26), fag = 8734808
Message: curve completed after 207 poants.

Message: one cntical curve found.

Message: make_cr_curve() caled from pr = (-0,20, -0.78), fag = 734808,
Message: curve completed after 229 pomnts.

Message: one cniical curve found.

Message: make_cr_curve() called from pr = (-0.20, 0.68), fag = 8734808
Message: curve completed after 226 pomts.

Message: one critical curve found.

Message: make_cr_curve() called from pr=(0.50, -0.52), flag = 8734808
Message: curve completed after 233 pomts,

Message: one critical curve found.

Message: make_cr_curve() called from pr = (0.50, 0.28), flag = 8734808
Message: curve completed after 234 pomts,

Message: computation of entical curves completed

Message: refinng possible cusp for curve 0.,
Message:  trying agan for pomt 34,
Message: trying again for pomt 93.

Figura 4.1: Area de trabalho do wx2x2

(a) Conjunto Critico (b) Imagem do Conjunto Critico

Figura 4.2: Janelas do Dominio e do Contradominio

4.2
Modos de Andlise: funcoes préprias e dominios limitados

O wx2x2 possui trés modos distintos para analisar fungoes do plano no
plano. O primeiro, o modo standard, cuja interface é exibida na Figura 4.1,

trata de fungoes cordatas. Ja o segundo, o modo bump, exibido na Figura 4.3,
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trabalha com funcoes da forma
H(x) = B(x)- F(x) + [1 - B(x)]- G(x), x€R*

onde B : R*> — R é uma funcdo bump e H é cordata. Finalmente, o terceiro
modo é o mask, exibido na Figura 4.6, no qual o usuario restringe o dominio

da funcao F' a um disco de sua preferéncia.

X

Ele ER Yew beb
Fllxy)= |2 2ex m £ coe " " ¢ =]

R2(xy)= [2rre?

Gl (ay)= [ 2 2eseix

Rxy)= [y

e [—J Fl(oy)= [x°2v 2ex
L P Fa—— [2yve7

Gllxy)m [x 2y 2esnl)

G2y |2y

COCR
= |2

W2x2 - The Extended 22

Figura 4.3: Modo Bump

Em principio, o usuario nao sabe que a funcao de seu interesse é cordata.
A propriedade é genérica, para uma topologia adequada, mas ainda assim, para
fins de andlise numérica, até uma funcao cordata pode se comportar como se
nao o fosse — em varios procedimentos, o programa envia uma mensagens de
erro causadas por esse fenomeno. Existem parametros regulaveis pelo usuério
que fazem com que os algoritmos procedam com maior cautela, justamente
para poder recuperar, dispondo de precisao suficiente, o fato da fungao original
ser cordata.

Existem casos em que o usuario tem de fato interesse numa funcao £’ nao
cordata. Isso ocorre por exemplo quando o conjunto critico C nao é limitado:
um exemplo quase trivial ¢ a dobra em sua forma normal, (z,y) — (x,y?).
Nessa situacao, convém usar o modo bump. Essencialmente, o usuario justapoe
a funcao I’ a outra funcao G de sua escolha, obtendo uma funcao H de forma
que, dentro de um disco escolhido pelo usuario, H comporta-se como F', e fora
de outro disco devidamente escolhido, como G. O procedimento é transparente
ao usudrio, depois de fornecidos F, G' e os raios dos discos (centrados na

origem). O programa define H como a combinagao descrita acima de F' e G
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com pesos determinados por um bump B dado por

1 0 <[l < B,
Be) = { Y ol R < [l < B
0 [|x]| > R
onde os coeficientes «;’s dependem dos raios dos discos e || - || é a norma

euclidiana de R%. A partir dai, o programa opera com H como se fosse uma

funcao cordata.

Figura 4.4: Grafico de uma bump Figura 4.5: Traco no plano x =0

No modo mask, o programa invoca o modo bump a partir de uma
fungao H obtida amalgamando a fung¢ao F' original com a funcao G dada
pela identidade. O raio interno é dado pelo usuério e o externo vale 1.5 vezes
o interno. Nas janelas graficas, sao mostradas apenas as informacoes contidas

no disco escolhido pelo usuério.

[ theomicize mmcoize ~loix]
| Be £8t vew b
| 16un= [*xeytye etting level of comment wost: O3 iches? =]
| o Setting loop for many values of parameter 57 N
iam- [o7s
| Certerxm [05
} Centerym [00 Fiiy)= [xrtyex

F2(oy)= |2*ry

Redus=  [0.75

Corter-xm [05

Contorry = [0.0
[ =
| Wo2x2 - The Extended 22

Figura 4.6: Modo mask
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4.3
Barras de ferramenta nas janelas de dominio e contradominio

No alto das figuras 4.2a e 4.2b encontra-se a barra de ferramentas das

janelas do dominio e contradominio. Suas fungoes sao descritas a seguir.

oo lle®B <!
1 2 3 4 5 6 7 8 9

(a) Barra de Ferramentas da janela do dominio

Zollled» o !

1 3 - 5 6 7 8 9

(b) Barra de Ferramentas da janela do contradominio

Figura 4.7: Barras de Ferramentas

1- Pencil: No dominio, é usada para desenhar um ponto e, automaticamente,
sua imagem ¢ calculada pelo programa. Na imagem, desenha um ponto

e desenha suas pré-imagens, também calculadas pelo programa.

2- Circle: Desenha uma circunferéncia e sua imagem. O circulo é dado

clicando seu centro e arrastando o cursor a um ponto da circunferéncia.
3- Hand: Translada a janela de visualizacao.
4- Forecolor: Permite escolher uma cor para o Pencil e para Clircle.

5- Center: Exibe ou oculta uma pequena marca que indica o centro da janela.

E til para posicionar objetos ao realizar zooms.

6- Axes/Grid: Na janela do dominio, exibe a malha utilizada na detecgao das
curvas criticas (v. se¢ao 5.3); no contradominio, exibe os eixos cartesianos
(v. Figura 4.8).

7, 8- Zooms In e Out: Amplia/Reduz a janela de visualizacdo, fixando o

centro da janela.

9- Reset: Exclui tudo o que foi desenhando através do Pencil, nas duas

janelas ao mesmo tempo.

Todas as ferramentas sao acessiveis por meio de teclas de atalho, indica-
das na Tabela 4.1.
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Critical Curves =101 x| images of the Critical Curves

o olllem s <!

Figura 4.8: A ferramenta Axes/Grid e seus comportamentos

Ferramenta Tecla de Atalho

Pencil P oup

Circle Eoue

Hand H, h ou a Barra de
espacos pressionada

Forecolor Fouf

Center Vouv

Axes/Grid | A ou a

Zoom In +

Zoom Out | —

Reset Rour

Tabela 4.1: Teclas de Atalho

4.4
Parametros Globais

O programa permite o ajuste de varios parametros globais, que determi-
nam a robustez de varios processos numéricos. Na opcao Preferences do menu
Edit, o programa exibe uma janela de didlogo onde o usuario pode ajustar

esses parametros, descritos a seguir. Na guia General, encontram-se

Level of comments: Um nimero inteiro entre 0 e 9, que determina o nivel de
detalhe das mensagens exibidas na area de log. No Capitulo 2, mostramos

um exemplo onde este parametro estava definido com o valor maximo.

Blank: Vale 0 ou 1. Habilita ou desabilita os testes de Blank-Troyer (veja
Capitulo 4 de [MST?2] para detalhes).
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Number of tries: Quando o teste de contagem ou o de Blank-Troyer reprova
uma placa X do dominio, assim estabelecendo que falta uma curva critica
nessa placa, o programa passa a procurar dois pontos distintos p e ¢ em
X nos quais I’ tem orientacoes opostas. Isso garante a existéncia de um
ponto critico no segmento entre p e ¢. O parametro indica o niimero de

tentativas para localizar p e ¢ (veja 5.3.4).

Banksys: O programa armazena o conjunto de pré-imagens de alguns pontos
num banco de pontos resolvidos. Banksys igual a —1 indica que todo
ponto p cujas pré-imagens sao calculadas serao armazenados nesse banco.
Se Banksys ¢é igual 1, um ponto p é armazenado s6 quando o segmento
terminando em p invertido na imagem intercepta F'(C). Quando Banksys
¢ 0, o banco de pontos resolvidos guarda apenas quatro pontos especiais.
(v. Capitulo 5).

Number of neigh: Um ntimero inteiro positivo menor ou igual a constante
MAX NUM_NFEIGH. Especifica, no processo de inversao de um ponto,
a quantidade de caminhos de inversao em forma de L, contados a
partir de comprimento minimo, que serao considerados na rotina que

procura um caminho adequado de inversao (v. Capitulo 5). Por default,
MAX_NUM_NFEIGH= 40.

Os parametros da guia Step Settings sao utilizados nas rotinas que
constroem curvas criticas. No wx2x2 existem duas rotinas principais para
essa tarefa, make_cr_curve() e next_zero(), que sdo rotinas numéricas de passo

variado controladas por:

1- Curve Sharpness: um valor no intervalo [0,1). Quanto mais préximo de
1, mais fina é a discretizagao no célculo de curvas criticas. A Figura 4.9
exibe os conjuntos C e F(C), da fungao (z,y) — (2* — 3xy* + 2.52% —

2.5y + x, 3%y — oy — bay +v), F(z) = 23 4+ 2.52% 4 2, para dois valores

distintos do parametro.

2- Minimum step e Maximum step: passos extremos empregados na ro-

tina next_zero().

3- Min step in make_cr_curve(): menor passo na rotina make_cr_curve().

A guia Grid Settings contém os parametros que determinam o tamanho
e a densidade da malha quadrangular centrada na origem utilizada na busca
inicial por pontos criticos. Essa malha é uniforme, com espacamento Grid step
paras as NGRID colunas e linhas mais internas e expande-se geometricamente

a partir dai, com razao Grid ratio.
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1- NGRID: Determina o numero de colunas e linhas da malha. A malha
possui 2 - NGRID colunas e 2 - NGRID linhas.

2- Grid step: Espacamento entre as NGRID linhas e colunas da malha

proximo a origem.

3- Grid ratio: Razao da progressao geométrica que determina o espacamento

entre as NGRID linhas e colunas mais afastadas da origem.

Por fim, a guia GUI Settings possui o parametro Curve frame width que

determina os tamanhos das janelas do dominio o do contradominio.

|_QXJ [rmones ot ctcacuves T
7ov/Mes «e! ollled s <t

[ i | Vi
(a) Curve Sharpness igual a 0 (b) Curve Sharpness igual 0
[T .9 [ T T a— 0]
vozlleB s <! E Y O

f N x"‘
\

..\.."\‘
Mouse cooednates: Warld (1.6058069231, -1.5084363363) & Mouse coordnebes: Warkd (-12. 4605400881, 11 2984527741) &
(¢) Curve Sharpness igual a 0.95 (d) Curve Sharpness igual a 0.95

Figura 4.9: Exemplos de configuracoes do parametro Curve Sharpness
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5
Procedimentos Computacionais

Neste capitulo descreveremos as principais rotinas do wx2x2, utilizadas
extensivamente no processo de inversao.

A partir do momento em que o programa possui os valores dos parametros
globais, assim como as expressoes das funcoes coordenadas F} e F5, a rotina
study_function() efetua a chamada de vérias outras sub-rotinas que, em linhas
gerais, realizam as seguintes tarefas: calcular o grau da funcao, localizar
e construir as primeiras curvas criticas e computar sua imagem, coletar a
informagao necessdaria para que se proceda aos testes de contagem e a geracao
de palavras de Blank-Troyer.

A medida que o conjunto critico C vai sendo calculado, o programa
decompobe curvas criticas e suas imagens em arcos bimonotonicos (ao longo
dos quais as duas coordenadas sao monétonas) e, a partir dessa decomposicao,
calcula os numeros de rotacao e giracao de varias curvas. Cuspides sao
localizadas com precisao, junto com sua classificacao como interna ou externa.
O programa calcula também as intersec¢oes de curvas em F'(C), permitindo
nomear as placas no dominio e na imagem. A seguir, sao gerados grafos de
adjacéncia entre placas, necessarios para os testes de contagem e Blank-Troyer,
empregados para a identificacao exaustiva do conjunto critico C.

Uma vez que essa estrutura esta disponivel, o programa pode desenhar
a flor da fungao ou inverter pontos, processos que, por sua vez, exigem uma
quantidade de outras sub-rotinas. Para comecar, sao gerados quatro pontos
na imagem para os quais € possivel nesse momento calcular todas as pré-
imagens. A partir desses pontos resolvidos iniciais, outros podem ser invertidos
por métodos de continuacao ao longo de caminhos [ especiais. A inversao da
fungdo ao longo de 3 é natural em situacoes em que os arcos de F'~1(3) nao
encontram pontos criticos. Nos pontos criticos é necessario proceder com mais
cuidado: ao trespassar uma dobra, por exemplo, o niimero de pré-imagens de
pontos em (3 aumenta ou diminui de 2. E conveniente também garantir que
os caminhos [ a inverter evitem pontos associados a uma analise numérica
inutilmente dificil, como ocorre quando 3 passa proximo a imagem de uma

cuspide. O programa tem estratégias para selecionar caminhos de inversao e
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ainda acumula informacao em um banco de pontos resolvidos, isto é, listas de
pontos com suas pré-imagens ja calculadas, selecionados por um conjunto de
critérios.

Nas proximas secoes, sao descritas com mais detalhe varias das sub-

rotinas acima.

5.1
Calculando o grau

A rotina find_degree() calcula o grau de F, baseada no Teorema 3.1.
Como F' é supostamente cordata, seu grau é o nimero de rotagao w(F o+, 0),
onde 7 é uma circunferéncia centrada na origem, orientada positivamente,
de raio suficientemente grande. Amostramos v em N pontos p; distribuidos
uniformemente. Uma varidvel inteira four_degree é atualizada quando F'(p;)
e F(piy1) estdo em quadrantes consecutivos: ela aumenta ou diminui de 1,
dependendo da orientacao. Ao completar a volta, dividimos four_degree por 4

e, assim, obtemos o grau da funcao F.

5.2
Detectando e construindo curvas criticas

Inicialmente percorremos uma malha quadrangular cuja densidade e
amplitude sao especificadas através dos parametros globais NGRID, Grid
step e Grid ratio, em busca das primeiras curvas criticas, que inicializam o
conjunto C,. Para cada uma dessas curvas, determinamos seu sentido de dobra,
calculamos suas cuspides e as classificamos em interna ou externa. Inicializamos
o conjunto F(C,) que contém a imagem de cada curva em C,, computamos seus
pontos de interseccao e, para cada curva em F(C,), calculamos sua giragao.
A seguir, o par C.-F(C,) ¢ submetido a trés tipos de testes, que buscam
estabelecer se C, = C. Cada teste é efetuado em cada placa de C,, e se algum
desses testes falha em determinada placa, é porque existe a0 menos uma curva
critica que nao esta presente em C,. Entao, na placa onde ocorreu a falha, o
programa efetuard uma busca para encontrar uma nova curva critica, que é
acrescentada ao conjunto C,.

Quando todos os testes dao certo, o wx2x2 entende que C, = C. Os
resultados tedricos apenas caracterizam os conjuntos criticos C e suas imagens
F(C) de fungoes cordatas. Isso nao garante que o conjunto C, e sua imagem
F(C,) sao de fato o conjunto critico completo da fungao dada F: eles podem
ser o conjunto critico de uma outra funcao F. O problema, em um certo
sentido, ¢ insoluvel: curvas criticas podem ser adicionadas em qualquer regiao

arbitrariamente pequena de um ponto regular de uma funcao F', sem alterar
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a funcao fora desta regiao. Qualquer método numérico, que sé se permita
calcular uma funcao em um nuimero finito de pontos, nao pode alcancar a
certeza de ter encontrado todas as curvas criticas. Os testes, entretanto, sao
muito expressivos: € dificil esconder curvas criticas deles. Ainda assim, existem
parametros globais que aumentam o refinamento da busca por curvas criticas,

entre os quais Curve Sharpness, Maximum Step, Minimum Step.

5.3
Detectando as primeiras curvas criticas

A seguir, descrevemos como uma curva ' é representada no programa.

Os atributos da classe CriticalCurve sao:
1. wndex: inteiro que rotula I', comecando por 0;
2. domBoundingBox: coordenadas extremas em z e y dos pontos de I';
3. imgBoundingBoz: coordenadas extremas em x e y dos pontos de F(I');
4. orientation: informa o sentido de dobra em I
5. domPoints e imgPoints: pontos da discretizacao de I' e suas imagens;
6. numPoints: o total de pontos da discretizacao em I’
7. cusps: da a localizacao das cuspides, internas e externas;
8. numliInCusps e numQOutCusps: contam cuspides internas e externas;
9. ntersections: lista os pontos de interseccao das curvas na imagem;

10. domC'riticalsX e domCriticalsY, imgCriticalsX e imgCriticalsY : listam

os extremos locais das coordenadas z e y em I' e F/(T');
11. turningNumber: a giragao de F(I');

12. winding(q): uma rotina que calcula o nimero de rotacao de I' em torno

do ponto g fornecido como entrada;

Todas as curvas criticas calculadas pelo programa, junto com suas
imagens, sao guardadas num vetor que esta disponivel a qualquer momento.

Agora, passamos a descrever o processo de busca por curvas criticas.
No inicio da rotina study_function(), percorremos uma malha quadrangular
centrada na origem cuja geometria foi especificada através dos parametros
globais NGRID, Grid step e Grid ratio. Procuram-se pontos consecutivos p; e

Pi+1 Nos quais os sinais de det D F' nestes pontos sejam diferentes, o que indica
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a existéncia de um ponto critico no segmento p;p; 1. Se o programa ainda nao
registrou (pela rotina test_stick()) a existéncia de um ponto critico em p;pi;1,
a rotina find_cr_point() calcula ali um ponto critico novo r, que serve de ponto
de partida para make_cr_curve(), que por sua vez realiza a construcao da curva
critica por r.

A rotina make_cr_curve() cria um objeto da classe CriticalCurve e
usa next_zero() varias vezes, para gerar seqilencialmente, por argumentos
de analise local, pontos criticos que sao adicionados ao vetor domPoints do
objeto. Assim constréi uma curva critica que sera orientada pelo sentido de
dobra, quando completada. As rotinas next_zero() e find_cr_point(), juntas,
implementam um método de continuagao numérica, do tipo preditor-corretor,
onde a etapa preditora é de passo variavel. A variacao do passo é necessaria
para levar em conta o fato freqiiente de que na mesma funcao existem curvas
criticas de tamanhos e afastamentos muito diferentes. O usuério pode interferir
nessa etapa ajustando os parametros globais Curve Sharpness, Minimum step,
Mazimum step e Min step in make_cr_curve(), existentes na opgao Preferences
do wx2x2.

Essencialmente, make_cr_curve() realiza as seguintes tarefas:
1. Prepara as condigdes iniciais para invocar next_zero().

2. Determina o término do célculo da curva critica (a medida que
next_zero() vai calculando pontos criticos supostamente novos, é ne-
cessario garantir que os novos pontos nao sejam discretizacoes de um

arco da curva ja percorrido).

3. Determina o sentido de dobra da curva, estabelecendo se a curva critica
foi construida no sentido anti-horario ou horario. Note que essa in-
formacao é global: ela estd disponivel s6 quando a curva esta completa.
A orientacao é obtida examinando a vizinhanca de um ponto cuja coor-

denada z é maxima.

Para o funcionamento de nezt_zero(), sao necessérias algumas construgoes
geométricas. O vetor tangente r;(r) & uma curva critica num ponto r = (o, yo)
é obtido girando o vetor gradiente Vg(p) de 90° em sentido horario, onde
g(x,y) = det(DF(x,y)), para que a curva assim construida fique orientada em

sentido de dobra. Como g(zo,y0) = 0, Vg(r) é aproximado por

Vg(r) = (g:(r),g4(1))
(9(% +A,y0) 9o, yo + A)
A ’ A

) , A > 0 pequeno.
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Dai,

A ’ A

r(r) = Vy(r) =

0 1 <g(9307y0+A) 9(950+A790))
-1 0

A rotina nezt_zero() recebe dois pontos consecutivos de uma curva critica
e, a partir deles, calcula um novo ponto. Para realizar a primeira chamada a
next_zero(), como make_cr_curve dispoe de apenas um ponto critico r usamos o
vetor tangente r;(r) para calcular um quase ponto critico r_; = r—step-r,(p) e,
assim realizamos a primeira chamada a rotina next_zero() passando os pontos
r_1 e r. O valor step na definicao de r_; é calculado a partir de uma analise
local em r para levar em consideracao a curvatura da curva critica em r: quanto
maior a curvatura, menor serd o valor de step (seu valor deve ser maior ou igual
a Min step in make_cr_curve()).

Agora explicaremos como, na rotina next_zero(), obtemos um novo ponto
critico a partir de outros dois consecutivos. Sua implementacao se baseia em
duas etapas (Figura 5.1):

Etapa Preditora: Seja v uma curva critica de I’ contendo dois pontos rg, 71
calculados sequiencialmente. Calculamos ¢ = r1 + sec a partir do vetor secante
sec = 2- step - ﬁ e os pontos q, = ¢+ R(—90) - sec e q, = g+ R(+90) - sec,
onde R(f) representa a matriz de rotagao por 6 graus. Se os sinais de det DF
em ¢, e g, forem distintos, refinamos o vetor sec levando em conta o parametro
global Curve Sharpness, para fins de robustez, e depois executamos a Etapa
Corretora. Caso contrario, o vetor sec sofre uma contracao de fator 0.5 e os
pontos ¢, q, € g, sao atualizados. Se num numero de pré-determinando de vezes,
nao obtivermos sucesso em encontrar ¢, e g, com sinais distintos, a construcao

da curva critica passando por r é abortada.

_|_

»
-

||sec|| = 2step

Figura 5.1: Aqui é necessario reduzir step
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Etapa Corretora: a rotina find_cr_point() é chamada para calcular um ponto

critico no segmento q,qp

A rotina find_cr_point(), crucial no funcionamento de next_zero(), recebe
dois pontos m e n nos quais os sinais de det DF' sao distintos e retorna um
ponto critico no segmento mn. O algoritmo de localizacao de zeros empregado
¢ o método de Brent (ou Van Wijngaarden-Dekker-Brent), que combina os
métodos da bissecao, da secante e interpolacao quadratica inversa. E um
método robusto, no sentido que desempenha pelo menos tao bem quanto
bissecao e ainda assim pode ser tao rapido quanto métodos mais instaveis.
Na maioria das iteragoes, o algoritmo emprega os métodos da secante ou
interpolagao quadrética inversa para aumentar a velocidade de convergéncia.
O método de Brent é recomendado na bibliografia para calcular zeros de uma
funcao real de variavel real quando apenas seus valores estao disponiveis, e nao
suas derivadas ([PR]).

Em next_zero(), na Etapa Corretora, a rotina find_cr_point() é chamada
recebendo como parametros m e n os pontos ¢, e ¢ ou g, e g, respectivamente
se det(DF(q,)) - det(DF(q)) < 0 ou det(DF(q)) - det(DF(q)) < 0. E, assim,
o ponto critico procurado é da forma r = (1 —tg) - m + to - n, onde ty um zero
para a func¢ao det(DF((1 —t)-m+t-n)) em [0, 1].

Ao término da construcao da nova curva critica marcamos os segmentos
da malha que foram atravessados por essa nova curva (isso é feito para evitar
repeticoes na busca por outras curvas) e retomamos a travessia da malha.
Ao terminar de percorrer toda a malha original, algumas curvas criticas sao
encontradas, formando o conjunto C,, representado por um vetor de objetos

do tipo CriticalCurve.

5.3.1
Calculando alguns atributos de CriticalCurve

Explicamos aqui como alimentamos alguns atributos da classe Critical-
Curve. A medida que uma curva critica nova é construida, verifica-se as pro-
priedades extremais em relacao as coordenadas x e y tanto da curva quanto
dos pontos de sua imagem: assim sao gerados domCriticalsX, domCriticalsY,
imgCriticalsX e imgCriticalsY, assim como domBoundingBoz e imgBounding-
Box, dimensoes dos retangulos minimos que contém as curvas. Com os pontos
extremos determinados, temos em maos a decomposicao da curva critica e sua
imagem em arcos bimonotonicos, que consistem de arcos de pontos entre dois

pontos extremos consecutivos. (Figura 5.2).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510521/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510521/CA

wx2x2 - um software para sistemas nao lineares 42

D
W z-critico

M y-critico

Figura 5.2: Curva dividida em arcos bimonotonicos

Identificamos também pontos candidatos a vizinhos de cispides, isto é,
pontos pi, p2 € p3 no dominio para os quais ha uma stibita mudanca de direcao
entre os vetores F'(p;) — F(ps2) e F(p2) — F(ps) (Figura 5.3). Vizinhos bem
calculados a uma cuspide sao necessarios para a classificacao interna-externa,
depois que o sentido de dobra é calculado. A rotina refine_cusp() refina o trecho
de arco critico determinado por py, ps € ps para que a rotina seek_cusp() localize
e classifique uma cuspide nesse arco (caso exista) e, logo apds, os atributos

cusps, numInCusps e numQOutCusps da curva critica sao atualizados.

rp) 1

Ps —
P,

b F(p,)

Figura 5.3: Localizando cuispides

Procuramos também por pontos de intersecgao no conjunto F'(C,), uma
primeira utilizacao da decomposicao das curvas em arcos bimonotonicos. Para
cada curva em F'(C,) procuramos por pontos de auto-intersecgao e pontos de
interseccao com outras curvas. Para identificar nas listas de pontos do dominio
e da imagem os vizinhos de pontos de interseccao procedemos da seguinte
maneira. Dadas duas imagens de curvas criticas, verificamos inicialmente
se seus bounding boxes tém interseccao nao vazia. Neste caso, passamos a
considerar todos os pares de arcos bimonotonicos, um em cada curva. Mais
uma vez, se os bounding boxes desses arcos nao se interceptam, nao ha nada

a fazer.
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(a) (b)

Figura 5.4: Interseccoes entre arcos bimonotonicos

Caso contrario, existem dois sub-casos que sao ilustrados na Figura 5.4.
No caso 5.4a, uma pesquisa binaria nas listas de pontos dos arcos encontra
o ponto de intersecgdo (se existir). No caso 5.4b, os pontos de intersecgao
sao encontrados pelo algoritmo sugerido na Figura. Na realidade, esses dois
métodos fornecem apenas vizinhos ao ponto de interseccao e, para obter
precisamente a intersecc¢ao, inserida nas curvas tanto do dominio quanto na

imagem, procedemos a uma analise numérica local.

5.3.2
Giracoes e rotacoes

Aqui explicaremos como calcular nimeros de rotagao, giragoes e relagoes
de inclusao entre as curvas criticas de C,. Essa informacao é necessaria para
a implementagao da rotina belongs ToPlaque(), uma fungao que decide em que
placa (do dominio ou da imagem) estd4 um ponto.

Descrevemos o calculo do numero de rotagao de uma curva v em
torno da origem (uma translacdo reduz o caso geral a esse). Na rotina
winding(), percorremos os pontos extremos dos arcos bimonotonicos da curva
e verificamos mudancas de quadrante entre pontos extremos consecutivos.
Mudancas entre quadrantes vizinhos somam ou subtraem um quarto de volta
ao numero de rotagao de acordo se a mudanca ocorreu no sentido anti-horario
ou horario, respectivamente. Se dois pontos extremos de um arco bimonotonico
estao em quadrantes opostos, soma-se ou subtrai-se meia volta, mas agora é
necessario invocar a rotina z_to_pt() para determinar se a origem esté abaixo
ou acima do arco. Na figura abaixo, as fragoes indicam as contribuigoes de cada
arco bimonotonico para o calculo do niimero de rotacao da curva em torno a

origem.
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1/2

Figura 5.5: Uma volta em torno a origem

Para calcular giracoes de curvas do contradominio também utilizamos a
decomposigao da curva em arcos bimonotonicos. Em pontos extremos suaves,
o vetor tangente claramente pertence a um dos quatro raios determinados
pelos eixos coordenados. Quando os arcos se encontram na imagem de uma
cuspide somamos meia volta a giracao. Assim podemos inicializar o atributo

turningNumber (a giragao) para cada curva em F(C,).

5.3.3
Co =C7?

Tres tipos de testes — de coeréncia, de contagem e de Blank-Troyer —
sao aplicados ao conjunto C, para determinar se este conjunto esta completo,
isto é, se todas as curvas criticas foram localizadas. Esses testes sao realizados
em cada placa de C,: quando temos uma reprovacao em alguma placa, o
programa volta a procurar outras curvas criticas nessa placa.

O teste de coeréncia consiste em verificar se duas curvas vizinhas por
inclusao possuem orientagoes contrarias: afinal, percorrer a curva no sentido
de dobra faz com que a regiao a direita tenha jacobiana com determinante
positivo. Isso é feito comparando o atributo orientation das curvas durante
uma travessia do grafo de adjacéncia.

Os testes de contagem sao as verificagoes do Teorema 3.7. Para cada
placa X do dominio, todos os ingredientes necessarios para aplicar esse teste
foram calculados nas secoes anteriores, a saber: grau da funcao, giracoes e o
namero de cuspides internas e externas.

O teste de Blank-Troyer é implementado conforme descrito em [MST1],
e baseia-se na caracterizacao de conjuntos criticos e suas imagens. Esse teste
pode ser habilitado ou desabilitado definindo o parametro global Blank, na

opcao Preferences do wx2x2, conforme descrito na secao 4.4.
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5.3.4
Procurando outras curvas criticas

Quando uma placa X de C, nao passa num dos testes mencionados acima
é porque existe alguma curva critica ainda nao detectada no interior de X.
Passamos entao a procurar por dois pontos py e p; em X nos quais det DF
tem sinais opostos. A partir deste segmento, a rotina find_cr_point() calcula
um ponto critico, que é estudado pela rotina test_san() para determinar sua
pertinéncia a alguma curva critica ja calculada. Se o ponto é considerado novo,
make_cr_curve() constréi a nova curva.

Uma reprovacao no teste de coeréncia é tratada da forma descrita a
seguir. Suponhamos X limitada. Curvas na fronteira de X sao classificadas
como boas ou mds. A fronteira exterior é boa. Fronteiras interiores sao boas
se sua orientacao dada pelo sentido de dobra é oposta a da fronteira exterior
de X; as demais curvas sao mas. A reprovagao de X no teste de coeréncia
significa que existe pelo menos uma curva ma. Entre as curvas mas, seja p’
o ponto com coordenada y minima. Dentre os pontos em curvas boas com
coordenada y menor ou igual & de p’, tomamos p” minimizando a distancia
a p' na métrica d((zo,yo), (x1,51)) = max{|zo — 1], [yo — 1]}, obtido como
em (I) abaixo. Obtenha agora no segmento p’p” dois pontos interiores py e
p1 vizinhos aos vértices, usados agora como parametros para find_cr_point():
o ponto critico encontrado serd aprovado por test_san(), a menos de algum

problema numérico.

Figura 5.6: Encontrando uma curva critica nova

Na métrica definida acima, o ponto mais proximo a p num arco bimo-
notonico AB é A, B ou uma interseccao de AB com uma das duas retas pas-
sando por p com inclinagao +1. Um simples teste verificando a localizacao

do bounding boxr do arco nos diz em qual caso no encontramos. Para procu-
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rar a intersecao com uma reta, uma pesquisa binaria entre os pontos do arco
desempenha bem.

Suponhamos agora que a placa X foi aprovada no teste de coeréncia, mas
reprovada num dos outros dois testes. Em X, o determinante da jacobiana em
pontos proximos a fronteira tém um sinal bem definido, digamos positivo. Es-
tamos procurando por pontos em X com determinante da jacobiana negativa,
a partir do qual find_cr_point() gera um novo ponto candidato a inicializar
make_cr_curve().

Para comecar, geramos aleatoriamente um ponto p em X. Isso se faz es-
colhendo pontos dentro do bounding box da fronteira exterior e verificando
sua pertinéncia a X com a rotina belongsToPlaque(). Se p € X satisfaz
det(DF(p)) < 0, basta invocar find_cr_point(). Se isso nao acontece, procu-
ramos diminuir o determinante ao longo de uma reta por p alinhada com uma
discretizagao de grad(det(DF))(p). A busca se repete ao longo de segmentos
sempre em X, por um certo nimero de vezes. Se o ponto desejado nao é en-
contrado, outro ponto p é sorteado. O processo é cotado pelo parametro global

Number of tries.

5.4
Invertendo um ponto

Agora estamos prontos para descrever o processo de resolucao numérica

da equagao
Flz)=q, o qCR (5-1)

Uma das tarefas principais é a inversao de F' por um método de conti-
nuac¢ao ao longo de um segmento gog; na imagem para o qual uma pré-imagem
po de qo é conhecida. O segmento é discretizado e novas pré-imagens sao ob-
tidas por um método de Euler-Newton a partir das pré-imagens anteriores
([AG]). No wx2x2, a rotina cont_pre_im() implementa esse método, tendo
como parametros de entrada os pontos qg, q1 € pg. A rotina retorna os pontos

p1, P« € um indicador que informa um dos trés resultados a seguir:

a) a rotina foi bem-sucedida e a pré-imagem desejada é py;

b) a rotina descobriu que o processo de continuagao nao vai além de um
ponto p.. Isto ocorre quando o segmento Goq; intercepta F(C), sendo

¢« = F(p.«) a intersecgao;

¢) ocorréncia de um erro numérico na rotina, indicada na area de log.

A resolugao de (5-1) é realizada em trés etapas:

a) calculo de todas as pré-imagens de alguns pontos;
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b) obtengao de um caminho 3, em forma de “L” (veja Figura 5.8), composto
por dois segmentos de reta, Gy e (31, satisfazendo certos critérios descritos

abaixo;

c¢) inversao dos segmentos 3y e .

5.4.1
Calculando todas as pré-imagens de alguns pontos

A rotina init_invert() é responsavel por esta tarefa. Inicialmente procu-
ramos um bounding box B¢ para as curvas de C e outro Bp() para as curvas
de F(C). Tomamos a seguir um ponto p fora de B com imagem ¢ = F'(p) fora
de Bp(). Isto é possivel porque F' ¢ cordata. Em outras palavras, ¢ estd na
placa ilimitada de F'(C). A partir de g, completamos um quadrado como na
Figura 5.7).

A
Qb qa
: < -
A I
F(p)=q
\ 4 -
A
. > .
q. 4q
Figura 5.7:

Obtemos uma pré-imagem p, de q,, através da rotina cont_pre_im(),
usada invertendo por continuacao ao longo do segmento I, com a condic¢ao
inicial p.

Depois, usando p, como uma condicao inicial para inverter ao longo de
7.Q», Obtemos uma pré-imagem de ¢,. Invertendo os outros lados do quadrado,
obtemos pré-imagens de ¢. e ¢; e uma outra pré-imagem p/, de ¢,. Repetimos
entao o ciclo de inversoes ao longo dos lados do quadrado a partir de pl, até

obtermos o numero total de pré-imagens de cada um desses quatro pontos,
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que deve ser, segundo o Coroldrio 3.4, igual a |deg(F')|. Alids, deg(F) ja
foi calculado pela rotina find_degree(). Se este processo falhar por razoes
numéricas, comecamos novamente selecionado um ponto p mais longe da
origem. No programa, a cada falha aplicamos uma escala de 1.2 ao ponto
p anterior, ou seja, p «— 1.2 - p. Pelo Teorema 3.5, este processo deve funcionar
para p suficientemente longe da origem.

Em conclusao, temos quatro pontos resolvidos q., @b, q. € qq, Cujas pré-
imagens sao todas conhecidas. Estes pontos e suas pré-imagens sao armazena-
dos no banco de pontos resolvidos e jamais sao removidos. O banco é til para
a execucao de inversoes de pontos genéricos: dado ¢; na imagem, selecionamos
um ponto gy no banco de pontos resolvidos, ligamos gy a ¢; por um caminho em
forma de “L” e invertemos, por continuacao, de qq até q;, algumas pré-imagens
de ¢; a partir das pré-imagens de qg.

Para exemplificar, vamos considerar novamente a fungao F (z) =224z A
inversao ao longo dos segmentos 3y e 31 saindo de ¢ a partir das pré-imagens
Pl e pb ddo origem a duas pré-imagens de ¢, p? e pl. E claro, entretanto, que

duas pré-imagens estao faltando, como deixa claro a figura. Essa ¢é a dificuldade

considerada a seguir.

Figura 5.8: Obtendo todas as pré-imagens de pontos remotos

5.4.2
Escolhendo caminhos e invertendo

E inevitavel, entretanto, que o caminho em “L” ligando um ponto
resolvido gy a um ponto a inverter ¢; cruze as vezes o conjunto F'(C). Mais
precisamente, suponha que um segmento orientado = aw desse caminho L
encontre F'(C) num ponto ¢., que divide § em dois segmentos menores, agq,
e ¢;w. O ntmero de pré-imagens de ag, — ¢, e o de g,w — ¢, diferem de 2,

pelo Teorema 3.6. Quando o nimero de pré-imagens diminui, é porque um
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par de arcos no dominio obtido por inversao de @g, — ¢. estao convergindo
para o mesmo ponto p, no dominio, para o qual vale F(p,) = g.. O programa
identifica esses arcos e interrompe a inversao de (3 para esses arcos.

Quando o numero de pré-imagens aumenta, é porque dois novos arcos
devem surgir na inversao de ¢,w — .. Para identificd-los, o programa encontra
pontos criticos cujas imagens estao proximas a ¢, e, por um refinamento tipo
Newton, obtém p, para o qual F'(p.) = g.. Como cuspides foram evitadas, p.
é uma dobra. Agora, a partir de p,, a andlise numérica faz uso da forma local
das dobras, implementada na rotina beget_preim(). O método é mais sutil do
que simplesmente uma iteracao do método de Euler-Newton: a condigao inicial

para a continuagao da inversao de g, — ¢, nao é um ponto onde a Jacobiana

da fungao é inversivel.

Figura 5.9: Nascem duas pré-imagens

O programa calcula o nicleo K de DF(p,.), indicado em vermelho na
figura acima, e o vetor tangente t a curva critica I', e escolhe dois pontos s; e
s9 sobre a reta p, + K préximos a C, um de cada lado de I'. Pela expansao de

Taylor de F' em torno de p;,

F(s;) = F(p.) + DF(p.)[si — p.]" +O(llsi = ps|[*) = ¢.. i=1.2.

~
0, pois px € K

Assim, se s; distam ¢ de p,, as imagens d; = F(s;) distam O(€?) de ¢. e estao
do mesmo lado de F(I'), mas nao estdo em (. Queremos encontrar pontos
5; proximos a s; cujas imagens estejam de fato em 3. Usar s; como condicao
inicial para um método iterativo revelou-se instavel numericamente. Em vez
disso, o programa escolhe uma condicao inicial mais refinada, descrita a seguir.
Note que o vetor ¢ = DF(p,)t é tangente a F(I'). Determine ); tal que o ponto
Ji = d; + \;t pertenca a 3. Agora, use §; = s; + \;t como condicio inicial para
resolver F(3;) = d;.

Finalmente, o processo de inversao de g,w — ¢, ¢ substituido pela inversao

de d;w, com condicoes iniciais §;.
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Agora, que vimos como o programa procede ao inverter segmentos que
trespassam F'(C) em dobras, voltamos a escolha de caminhos em forma de L
apropriados. Temos que ligar um ponto ¢; na imagem de F', cujas pré-imagens
queremos calcular, a um ponto resolvido gy. O caminho, orientado de ¢y a ¢,
¢ formado por dois segmentos [y e 1, sendo que um ¢é horizontal e outro,
vertical. A Figura 5.8 exibe um tal caminho e suas pré-imagens para a fungao
F (2) = 22 + z. O ponto gy ¢ obtido no banco de pontos resolvidos, entre os
Number of neigh (um parametro global) mais préximos de ¢;. Para escolher

entre esses candidatos, consideram-se as seguintes propriedades:

(a) os segmentos devem passar longe de cuspides e de extremos locais das

coordenadas = e y em F(C);
(b) ambos os segmentos devem ter poucas intersec¢oes com F'(C);

(c) segmentos curtos sao preferidos.

A inversao de pontos proximos a cuspides e a extremos locais pode
gerar instabilidade numérica no método. Assim, as condigbes (a) e (c) sao
naturais. Aqui, a distancia entre pontos é ainda definida pela norma sup,
isto é, pela soma dos segmentos do L. A rotina find_L() é empregada para
selecionar o caminho adequado considerando as propriedades acima. FEssa
rotina faz chamadas as subrotinas z_censor() e y_censor() para verificar se
os segmentos de reta 3y e (1 estao proximos de cuspides ou de extremos locais,
e também as subrotinas z_to_ints() e y_to_ints() para calcular, ordenar e contar
as intersecgbes entre segmentos 3 e o conjunto F'(C).

Se a inversao do segmento (3 ocorreu com sucesso, decidimos se ¢q; é
incorporado ao banco de pontos resolvidos, verificando o valor do parametro
global Banksys. Se este valor for —1, ¢; e suas pré-imagens sao incorporados;
se for 1, verificamos se houve intersec¢ao de 5 com F'(C) e somente em caso
afirmativo armazenamos ¢ ; se Banksys for 0, nada é armazenado. Percebemos
aqui a possibilidade de mantermos pontos resolvidos em varias placas de F'(C)
que poderao se uteis na inversao de pontos situados nessas placas. O banco de
pontos é implementado com a estrutura de dados fila (FIFO - First In, First
Out) possuindo um tamanho fixo e, quando o banco esta cheio, ao adicionarmos
um novo ponto removemos o ponto mais antigo.

Resumindo, para proceder a inversao do ponto ¢;, escolnemos um L
apropriado em find_L() e realizamos a inversao por continuagao ao longo do
L, levando em conta as alternativas a considerar no caso de um segmento
encontrar F(C).
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5.4.3
Calculando a flor

A flor é o conjunto F = F~1(F(C)). Para gerd-la, o wx2x2 considera
os arcos mazimais de F'(C'), ou seja, as componentes conexas de F(C') menos
os pontos de intersecgao e imagens de cuspides. A rotina make_flor() percorre
todas as curvas que compoem F(C') e envia cada arco maximal da curva a
rotina make_pre_arc() — responsavel por inverter arcos maximais.

A rotina make_pre_arc() tem parametros inteiros que informam os indices
da imagem de curva critica e dos pontos inicial e final do arco maximal,
respectivamente, j..., jo € j.. A partir dai, seleciona o ponto P,, de indice
médio (jm = (Jo + J-)/2) e computa um ponto P perto de P, mas do lado
da curva que possui menos pré-imagens. Calcula-se as k pré-imagens de P, e
pelo Teorema 3.6, sabemos que P, possui k + 1 pré-imagens. Uma das pré-
imagens de P,, ja é conhecida: é o ponto de indice j,, na curva critica j..,. Para
encontrar as outras k pré-imagens de P,,, realiza-se uma inversao ao longo do
segmento de reta que liga P a P, para cada pré-imagem de P como condi¢ao
inicial. Agora, inicia-se a inversao do arco maximal em P,, e inverte-se cada
uma de suas metades. A Figura 5.10 ilustra o processo de criagao de F para a

funcio F(z) = 22 + 2.

P, P,
0 Psep P
P, P, P, —p » g
P P
0) Q

Figura 5.10: Invertendo um arco maximal

A analise numérica torna-se especialmente delicada quando os pontos a
inverter se aproximam de cuspides. Flores sao mais faceis de calcular a partir
de grandes bancos de pontos resolvidos. Freqliientemente, a flor de uma funcao
¢ visualmente muito complicada: nem sempre vale a pena calcula-la. Por outro
lado, é confortador que o processo de inversao de pontos nao depende da

construcao da flor.
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