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RESUMO X

RESUMO

AZEVEDO, C.A.C (2007). Formulacdo alternativa para analise de
dominios ndo-homogéneos e inclusdes anisotrépicas via MEC S&o Carlos.
153p. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,

Universidade de Sao Paulo.

Este trabalho trata da analise de problemas planos de chapa compostos por
materiais anisotrépicos, definidas em uma regido ou no dominio por completo,
utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno. As solu¢des fundamentais para
problemas anisotrépicos, embora existentes, mostram-se dificeis de serem utilizadas
devido a complexidade de sua formulagdo matematica ou da necessidade de se
encontrar partes da solugdo numericamente. Nesse sentido, a formulacéo alternativa
mostrada nesse trabalho permite o estudo de meios anisotropicos utilizando-se as
solugBes fundamentais para meios isotropicos nas representacfes integrais de
problemas planos com campo de tensfes iniciais. A regido do dominio com
propriedades anisotropicas ou diferentes das propriedades elasticas de um meio
isotropico usado como referéncia é discretizada em células triangulares, enquanto que
0 contorno do problema é discretizado em elementos lineares. As componentes do
tensor de tensdes iniciais da regido anisotrépica sao definidas como uma correcao das
tensdes elasticas do material isotrépico de referéncia através de uma matriz de
penalizacdo. Essa matriz, por sua vez, € obtida através de relacbes envolvendo as
constantes elasticas de rigidez do meio desejado e os coeficientes elasticos de
flexibilidade do meio isotrépico de referéncia. Essa técnica € particularmente
adequada para a analise de inclusGes anisotropicas onde ha a necessidade de
discretizar apenas uma parte pequena do dominio, aumentando, portanto, pouco o
numero de graus de liberdade do sistema. Os resultados obtidos com a formulagao

proposta sdo comparados com os resultados numéricos existentes na literatura.

Palavras-chave:

Método dos elementos de contorno — Inclusdo Anisotropica — Anisotropia



ABSTRACT XV

ABSTRACT

AZEVEDO, C.A.C (2007). Alternative boundary element formulation
for multi-region bodies and inclusions. S&o Carlos. 153p. Dissertacao

(Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Séao Paulo.

This work deals with elastic 2D problems characterized by the presence of
zones with different materials and anisotropic inclusions using the boundary element
method. The anisotropy can be assumed either over the whole domain or defined only
over some particular inclusions, which is the most usual case. Fundamental solutions
for anisotropic domains, although well-known, lead to more complex formulations and
may introduce difficulties when the analysis requires more complex material models as
for instance plastic behavior, finite deformations, etc. The alternative formulation
proposed in this work can be applied to anisotropic bodies using the classical
fundamental solutions for 2D elastic isotropic domains plus correction given by an initial
stress field. The domain region with anisotropic properties or only with different
isotropic elastic parameters has to be discretized into cells to allow the required
corrections, while the complementary part of the body requires only boundary
discretization. The initial stress tensor to be applied to the anisiotropic region is defined
as the isotropic material elastic stress tensor correction by introducing a local penalty
matrix. This matrix is obtained by the difference between the elastic parameters
between the reference values and the anisotropic material. This technique is
particularly appropriate for anisotropic inclusion analysis, in which the domain
discretization is required only over a small region, therefore increasing very little the
number of degrees of freedom of the final algebraic system. The numerical results
obtained by using the proposed formulation have demonstrated to be very accurate in

comparison with either analytical solutions or the other numerical values.

Keywords: boundary element method — anisotropic inclusions — anisotropy



CAPITULO 01 - INTRODUGCAO 1

&
CAP‘E . I " I O ]l “O comeco é a parte mais importante do trabalho.”

(Platao)

INTRODUCAO

Na engenharia, sempre houve o interesse em simular os movimentos, as
forcas e o fluxo que aparecem nos corpos da natureza. Os problemas sao, em
sua grande maioria, governados por equacOes diferenciais. Tais equacdes
devem atender alguns requisitos como as condi¢cfes de equilibrio, as condi¢des
de contorno e as condi¢des iniciais impostas para cada problema.

Com frequéncia, estes problemas apresentam grandes dificuldades de
serem resolvidos, seja por apresentarem uma complexidade na geometria do
sélido, seja por empregarem materiais com lei constitutiva complexa. Assim,
muitos problemas ndo possuem solucBes analiticas (exatas), ou quando as
possuem, sdo de dificil obtencgéo.

Em virtude desta dificuldade, utiliza-se um modelo matematico que
representa de forma adequada o real estado do corpo e entdo, emprega-se
algum método numeérico na obtencao das solucdes aproximadas.

Ao longo da histdria, diversos métodos numéricos foram formulados.
Hoje, com o recurso dos computadores, os métodos numéricos conseguem
levar a solucbes aproximadas para problemas que apresentam um alto grau de

complexidade.
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1.1. Os métodos numeéricos

Com os conhecimentos da mecéanica dos sélidos e de seus fenbmenos
modelados fisica e matematicamente, desenvolveram-se alguns meétodos, que
representam 0s meios continuos por meios discretos simplificados. Em
McHENRY (1943), HRENIKOFF (1941) e NEWMARK (1949) apud
ZIENKIEWICZ (1977) sao feitos os primeiros trabalhos neste sentido,
comentando-se que solucbes razoaveis para um meio continuo podem ser
obtidas por substituicdo em pequenas porcées do continuo por arranjos de
simples barras elasticas.

Dependendo do tipo de representacdo, um método pode se apresentar
do tipo diferencial ou integral. Entre 0s meétodos numéricos existentes
conhecidos, podemos citar primeiramente o Método das Diferencas Finitas
(MDF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF), sendo ambos do tipo
diferencial, isto €, baseadas na aproximacgéo de uma equacéao diferencial.

Entre os dois métodos citados anteriormente, o MDF € o mais antigo
deles. Na literatura corrente, sua origem esta relacionada ao trabalho de
SOUTHWELL (1946), mas foi na realidade utilizado pela primeira vez por C.
Runge no inicio do século passado. E empregado na andlise numérica aplicada
a resolucéo de problemas no campo da engenharia das estruturas.

Este método transforma equacdes diferenciais em equacdes algébricas
vélidas apenas em nos dentro do dominio, através de aproximacdes das
derivadas por diferencas finitas. A sua sistematizacdo foi feita como
mencionado por Southwell.

Ja o MEF, genericamente, baseia-se na divisdo do dominio em uma
série de subdominios finitos ou elementos conectados através de seus nos, tais
gue estes representem o campo de deformacgéo ou de tensdées do dominio por
equacdes simplificadas, que satisfacam as condi¢cdes mecéanicas e geomeétricas
do problema.

O MEF teve sua divulgacdo a partir dos trabalhos de TURNER et alii
(1956), ARGYRIS (1960) e CLOUGH (1960), apesar de ter sido COURANT
(1943) quem primeiro usou o conceito de discretizagdo da regido a ser tratada

para problemas de tor¢cao de Saint-Venant.
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Trabalhos como os de CLOUGH (1990), ROBINSON (1985) e GUPTA &
MEEK (1996) trazem detalhes sobre a histéria do MEF, que apresentou um
grande crescimento com o0 avango tecnolégico dos equipamentos
computacionais.

Atualmente, as aplicacdes com este método séo diversas, mostrando-se
muito eficiente na solucdo de maioria dos problemas praticos, incluindo-se os
problemas que envolvam respostas nao-lineares. Como exemplo pratico, pode-
se citar as andlises de edificios empregando elementos reticulados,
denominado barras, simulando pilares e vigas, e elementos bidimensionais de
placa ou de casca, simulando o pavimento, etc.

O MEF apresenta vantagens sobre o MDF, pois permite uma melhor
conformidade para a geometria do dominio, maior facilidade na aplicacdo das
condicbes de contorno e construcdo de malhas de tamanho variavel. Estas
vantagens tém feito do MEF o método numérico mais utilizado entre os
cientistas e engenheiros.

Uma caracteristica do MEF é que seu equacionamento utiliza um
namero muito grande de variaveis, consumindo consideravel tempo
computacional, e apresenta entrada e saida de dados trabalhosos
especialmente em problemas com contornos complexos. Com o uso de pré-
processadores e pos-processadores, estes problemas podem ser contornados.

Algumas vezes, em problemas complexos, utillizam-se modelos
simplificados e redes pouco refinadas para que possam ser executados em
computadores convencionais. Porém, muitas vezes, estes modelos n&o
representam de forma adequada o real comportamento da estrutura.

Outro método numérico muito conhecido, o Método dos Elementos de
Contorno (MEC), propde a solucdo através da discretizacdo apenas do
contorno do problema. Esta caracteristica torna o MEC mais eficiente que o
MEF para um razoavel numero de problemas. Além disso, segundo COLLATZ
(1966), a aproximacado de uma equacao integral leva sempre a uma solucao
mais precisa.

Em alguns casos especificos, o MEC necessita também da discretizagéo
do dominio em células para aproximacao de variaveis definidas no dominio e
que nao foram eliminadas na deducdo da equacao integral. Também ha

problemas onde a combinacdo dos dois métodos (MEC/MEF) leva a um
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sistema de equacdes de alto desempenho tanto em precisdo quanto em tempo
de processamento e preparacao (ou geracdo) de dados.

Com a reducdo da quantidade de nos necessarios, comparado com
outros métodos numéricos existentes, o MEC leva a uma redugdo de uma
dimensdo dos problemas analisados. Isto €, permite uma reducdo nha
guantidade de dados de entrada, no tempo de processamento e na area
auxiliar para armazenamento das informacdes no processamento.

No inicio, o MEC era demonstrado a partir de aproximacfes de
equacdes integrais com o emprego de algum principio classico, como o
teorema de BETTI, por exemplo. Uma visdo mais moderna dessa técnica
classifica-o como mais um método pertencente a familia dos métodos
aproximados. A partir de relagbes do meétodo dos residuos ponderados €
possivel a obtencdo das equacdes integrais necessarias a formulacdo do
método dos elementos de contorno.

Com base no conhecimento adquirido a respeito do método dos
elementos de contorno, este, atualmente, j& se tornou uma alternativa na
solucdo de diversos problemas de engenharia, sendo empregado em
problemas da elastostatica, problemas de potencial, problemas elastoplasticos,
viscoplasticidade, elastodinamica, andalise de fratura, conducdo de -calor,
eletromagnetismo, interacdo solo-estrutura, interacdo estrutura-fluido entre
outros, desde 0s casos mais simples até estudos complexos.

O MEC s6 pode ser aplicado se uma solucdo fundamental da equacéo
diferencial for conhecida, de modo geral conhecidas como funcdes de Green.
Basicamente existem dois tipos de MEC: Direto e Indireto.

No método direto, as variaveis fisicas reais do problema aparecem nas
equacdes integrais, enquanto que no método indireto as equacdes integrais
sdo expressas completamente em termos de uma solugdo singular unitaria da
equacao original empregando variaveis ficticias distribuidas no contorno e que

nao apresentam significado fisico.
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1.2. Reviséo bibliografica

Com o crescente interesse de pesquisadores nas Ultimas trés décadas,
o MEC tornou-se uma poderosa ferramenta computacional. Entretanto, as
equacles integrais, base do desenvolvimento dessa técnica, sdo conhecidas
h& muito tempo.

Segundo ELLIOTT, foi ABEL, em 1823, quem primeiro deduziu uma
equacdao integral para o tratamento de um problema fisico, o péndulo isécrono.
Posteriormente, em 1837, LIOUVILLE transformou um problema de valor inicial
em uma equacéo integral, resolvendo-a por aproximacdes sucessivas. Com o
estudo de problemas da teoria do potencial, obtiveram-se grandes avancos
neste método.

Em 1903, FREDHOLM publicou uma versdo completa de sua teoria,
onde as integrais apresentavam nucleos definidos e integraveis. J& em 1906,
FREDHOLM publica um rigoroso trabalho sobre equacdes integrais lineares
aplicadas a solucéo de problemas de valor de contorno em elastostatica.

Até o ano de 1950, apenas problemas de valores de contorno relativos a
casos particulares foram estudados, baseados sempre nas equacgdes integrais
lineares de Fredholm.

A introducdo do segundo problema fundamental de contorno para o
campo das analises elasticas é devida a KUPRADZE (1965), que utilizou a
teoria de Fredholm em equacdes com integrais singulares.

Os trabalhos notaveis de autores russos como MUSKHELISHVILI
(1953), MIKHLIN (1957), SMIRNOV (1964), GAKHOV (1966) e IVANOV (1976)
deram enorme contribuicdo ao inicio de uma nova era do uso das equacdes
integrais para resolucao de problemas fisicos.

Os métodos desenvolvidos por TREFFTZ e PRAGES em 1917 e 1928,
respectivamente, para resolucdo de equacbes integrais na mecanica dos
fluidos devem ser considerados como precursores da moderna técnica de
integracdo de contorno. O método da equacéao integral como uma ferramenta
pratica, geral e eficiente comeca a aparecer na década de 60, um periodo
caracterizado pela difusdo do uso dos computadores, observando-se uma

consideravel expanséo e desenvolvimento do método durante a década de 70.
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O trabalho de RIZZO (1967) é o primeiro que trata as equacdes integrais
como forma de técnica numérica. Certamente esse trabalho € também o
primeiro a propor a formulagéo direta para o tratamento das equacdes integrais
do problema elastico. As formulacdes até entdo apresentadas sdo baseadas no
procedimento indireto. Inicialmente o método apareceu com o termo BIEM
(Boundary Integral Equation Method) introduzido por RIZZO (1967) ja como
técnica alternativa das equacdes integrais. Outros autores seguiram a mesma
terminologia como CRUSE (1969), (1973) e (1974).

CRUSE & RIZZO (1968) apresentam uma formulacdo do método das
equacdes integrais de contorno, para a analise de problema elastodinamico
usando transformadas de Laplace com relagdo ao tempo.

RIZZO & SHIPPY (1968) utilizam o método das equacdes integrais de
contorno, considerando a elasticidade linear e sugerindo o uso de sub-regides
para o tratamento dos dominios ndo homogéneos.

Em 1971, CRUSE & VANBUREN aplicaram pela primeira vez a
formulagdo a um sdlido tridimensional, considerando a influéncia de um crack,
e SWEDLOW & CRUSE (1971) apresentaram uma formulacéo para simulacéo
de materiais elastoplasticos, anisotrOpicos e compressiveis, considerando
ainda a relagéo tenséo-deformagé&o com encruamento.

RICCARDELLA (1973), partindo do trabalho de Swedlow & Cruse e
empregando outros critérios, € o primeiro trabalho a apresentar alguns
resultados numéricos para problemas da elastoplasticidade, utilizando a
formulagéo direta do método.

O emprego das equacgOes integrais para a resolucdo de problemas
potenciais, também de importdncia para a ciéncia da engenharia, €
apresentado em trabalhos anteriores ao artigo de RIZZO (1967). JASWON
(1963) e SYMM (1963) apresentaram um processo numerico para a resolugao
da equacao integral de contorno de Fredholm.

O grande avanco nos chamados métodos de contorno tem sua origem
na tese de LACHAT (1975), apresentada a Universidade de Southamptom,
tratando de problemas bi e tridimensionais. Esse trabalho apresenta um
eficiente tratamento numérico utilizando elementos curvos de segunda ordem
com opcdes de variacao linear, quadratica e cubica para as aproximacgdes das

variaveis do problema. As integrais sdo calculadas numericamente por um
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sofisticado esquema de integracdo através de formulas da quadratura
gaussiana.

Foi em 1978 que BREBBIA usou a terminologia BEM (Boundary Element
Method) que pode ser obtida como um caso especial da técnica dos residuos
ponderados, assim estabelecendo uma conexdo entre as varias técnicas
numeéricas existentes.

A partir de 1978, com a publicacao do primeiro livro de BREBBIA (1978),
ainda que bastante simples, tornou-se o MEC mais conhecido e estudado em
diversos centros importantes de pesquisa. Destacam-se, ainda, as publicacdes
de BREBBIA (1984), KANE (1994) e PARIS & CANAS (1997).

A utilizacdo do método dos elementos de contorno na analise pratica de
problemas de engenharia ndo se restringe apenas a dominios homogéneos,
onde a solucdo fundamental adotada assume que as propriedades materiais
ndo mudam dentro do dominio analisado. Ha muitos exemplos onde esta
hipétese nao vale. Por exemplo, quando o mddulo de elasticidade varia com a
profundidade ou quando existem varias camadas de solos com propriedades
diferentes. Para alguns tipos de ndo-homogeneidade é possivel a deducéo das
solucbes fundamentais. Entretanto, tais solu¢cdes fundamentais séo
frequentemente complicadas e de dificil implementacdo computacional.

Na andlise de problemas que envolvem dominios ndo-homogéneos,
diversas técnicas numeéricas podem ser empregadas. Nesse sentido, a técnica
das sub-regibes consiste em considerar cada subdominio individualmente e
devidamente acoplado aos demais através de equacgbes de equilibrio e de
compatibilidade de deslocamento impostas aos nos da interface.

VENTURINI (1984) mostra diversas analises praticas em estruturas de
fundacdes, onde regides ndo-homogéneas sao tratadas pelo método das sub-
regibes, mesmo quando tipos diferentes de nao-linearidade fisicas estédo
associados a cada material.

Os trabalhos de WATSON (1979) e de LACHAT e WATSON (1976),
desenvolvidos a partir de LACHAT (1975), ja indicavam a facilidade com que o
método poderia analisar dominios compostos. Diversos algoritmos numeéricos
para o estudo de combinacdes de sub-regides, com o intuito de agilizar a
solucéo do sistema de equacdes algébricas do MEC, tém sido propostos. Um

desses algoritmos, elaborado por CROTTY (1982), baseado na eliminacdo dos
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blocos de zeros da matriz principal, diminui sensivelmente o tempo de
resolucéo do sistema.

VENTURINI (1988) propde uma formulacdo alternativa na andlise de
problemas de dominio ndo-homogéneos, tratando o dominio de forma
continua, sem a necessidade de dividi-lo em sub-regifes, apenas modificando
as integrais de modo a levarem em conta as diferencas entre as constantes
elasticas de cada sub-regiéo.

No trabalho de WUTZOW (2003), a formulacdo linear do MEC para
elasticidade bidimensional € empregada para o estudo de dominios enrijecidos.
A consideracdo dos enrijecedores € abordada de duas formas, a primeira delas
pela técnica classica de sub-regido ou acoplamento MEC/MEC e a segunda,
também pelo mesmo acoplamento, mas condensando-se as variaveis do
contorno para a linha central do enrijecedor. Esta ultima proporcionou bons
resultados eliminando perturbacdes em enrijecedores finos.

Ainda no estudo de problemas de dominios ndo-homogéneos, BEER
(2001) apresenta outro procedimento de montagem do sistema de equacdes
algébricas, muito similar ao adotado no método dos elementos finitos, a partir
da construcdo uma matriz de rigidez K para cada regido, considerando os
coeficientes como fluxos ou forcas de superficie devido a
temperaturas/deslocamentos unitérios. Tal método é mais eficiente que o
método das sub-regides na implementacdo em computacao paralela e também
pode ser usado no acoplamento do método dos elementos de contorno com o
método dos elementos finitos.

Além da possibilidade de combinarem-se regibes com quaisquer
propriedades mecanicas, lineares ou ndo, os problemas praticos exigem a
combinacdo entre partes estruturais de diferentes naturezas, em muitos casos
tratados por métodos numéricos diferentes. Algoritmos numéricos, que
combinam o método dos elementos de contorno com outras técnicas, ja foram
propostos por diversos autores. Os trabalhos de ZIENKIEWCZ et alii (1977), de
SHAW e FALBY (1977) e de OSIAS et alii (1977), apresentados em 1977,
foram os primeiros a tratar sélidos onde uma parte é analisada via elementos
de contorno e o restante do dominio € discretizado e analisado pelo método

dos elementos finitos.
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Devido ao aumento das aplicacBes industriais dos materiais, a teoria da
Elasticidade aplicada ao estudo de meios anisotrépicos tem sido motivo de
atencdes a partir da década de 60, destacando-se trabalhos de LEKHNITSKII
(1963) e LEKHNITSKII et alii (1968) que abordam os aspectos matematicos da
teoria da Elasticidade anisotropica e apresentam solucfes analiticas
aproximadas para diversos problemas com anisotropia.

GREEN & ZERNA (1954) apresentam um modelo sobre a distribuicéo de
tensbes numa chapa ortotropica tracionada com orificio interno. Essas
distribuicdes ao comparadas com um material isotropico e pode-se observar 0s
diferentes comportamentos mecanicos da chapa, dependendo-se da direcdo de
aplicacao das tensoes.

SILVERMAN (1964), estudando tensbes e deformagdes em chapas
ortotrépicas submetidas a cargas polinomiais normais e tangenciais,
desenvolveu um método de solugdo analitico aproximado, através da utilizac&o
de funcdes de tensdo de Airy polinomiais de varios graus, empregando seu
método em varios exemplos.

HASHIN (1967) apresentou um método analitico de resolucdo de
problemas planos envolvendo chapas anisotropicas, submetidas a
carregamentos polinomiais, o qual permite a constru¢ao de funcdes de tenséo
polinomiais, semelhantes as fun¢des de Airy, que sdo solucdes de problemas
planos anisotropicos. Sao apresentadas aplicacbes em chapas com anisotropia
geral. NOACK & ROTH (1976) apresentam uma analise mateméatica da teoria
da Elasticidade para materiais ortotrépicos, considerando-se a anisotropia
retilinear e a cilindrica.

Na abordagem de problemas anisotrépicos com o MEC, o progresso
obtido na andlise desses problemas no decorrer dos anos tem sido
relativamente menor comparado ao alcan¢cado na Mecanica isotrépica e ainda,
na maioria das vezes, esse progresso originou somente aplicacées destinadas
a analise linear de meios ortotropicos ou transversalmente isotropicos.

A primeira formulacdo do MEC para problemas elasticos lineares planos,
nao isotropicos, foi desenvolvida por RIZZO & SHIPPY (1970). Utilizando-se da
solucdo fundamental para andlise de problemas ortotropicos proposta por
GREEN (1943), baseada somente em variaveis reais, aplicam a abordagem

direta de solucédo para o estudo de tensGes em alguns exemplos de solidos



10 CAPITULO 01 - INTRODUGAO

ortotrépicos. Foram utilizados elementos constantes para aproximar as
variaveis e a geometria do problema.

A partir desse trabalho, surgiram outros que aplicaram trambém a
mesma solucdo fundamental de RIZZO & SHIPPY (1970) com a finalidade de
se estudarem solidos ortotrépicos planos, podendo ser citados BENJUMEA &
SIKARSKIE (1972), MAHAJERIN & SIKARSKIE (1986), VABLE & SIKARSKIE
(1988) e PADHI et alii (2000).

A andlise de sdlidos anisotropicos planos, possuindo anisotropia geral,
através do MEC teve inicio com o trabalho de CRUSE & SWEDLOW (1971)
que, utilizando funcdes de variaveis complexas e o formalismo elastico
anisotropico de LEKHNITSKII (1963), propuseram uma soluc¢édo fundamental bi-
dimensional que tem sido bastante utilizada nas mais diferentes aplicacdes do
MEC em anisotropia geral.

LEE & MAL (1990) apresentaram uma formulacdo para o MEC, para a
analise de meios anisotropicos planos, onde as equagles integrais sao
discretizadas num plano complexo, diferenciando-se assim das formulacdes
usuais. As incognitas do problema sdo assumidas como funcdes lineares de
uma variavel complexa, em cada elemento de contorno, e as integracées séo
realizadas de forma exata para contornos arbitrarios sem a necessidade de
integracdes numéricas, constituindo-se assim, a vantagem do método
proposto.

BREBBIA & DOMINGUEZ (1989) propuseram uma solucdo fundamental
deduzida a partir da solucdo fundamental isotropica de Kelvin, evitando-se,
dessa maneira, para problemas tridimensionais, a integracdo numérica para se
determinar a funcédo de Green. A técnica consiste em expressar as constantes
anisotropicas como uma média dos valores das constantes isotropicas mais um
residuo, que por sua vez, é transformado num termo de dominio da equacéo
integral e pode ser tratado, por exemplo, pelo método da reciprocidade dual
(MRD).

Para meios infinitos transversalmente isotrépicos, PAN & CHOU (1976)
obtiveram uma soluc¢do fundamental utilizando-se de trés fun¢des potenciais de
deslocamentos. Essa solugdo foi empregada por PAN & AMADEI (1996), no
estudo de solidos sujeitos a acdo da gravidade e também, por DING & LIANG

(1999) na andlise de solidos piezoelétricos transversalmente isotrépicos.
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No estudo de materiais compdsitos, destaca-se o trabalho de HOEFEL
(2006), que emprega a solucdo fundamental ortotropica no estudo de
laminados anisotrOpicos. A anisotropia, portanto, é obtida dispondo-se as
varias camadas ortotrépicas em direcfes diferentes entre si.

1.3. Objetivos deste trabalho

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de um programa
computacional utilizando o Método dos Elementos de Contorno na solucdo de
problemas elasticos lineares planos (chapa) compostos por dominios néo-
homogéneos, determinando os deslocamentos/forgas de superficie no contorno
e as tens6es no dominio do corpo.

A nao-homogeneidade estudada neste trabalho restringe-se aos
problemas onde o dominio é composto por varias sub-regides, cujas
propriedades elasticas do material ndo variam no interior de cada sub-regiao.

A técnica classica de sub-regides, proposta através da compatibilizacdo
dos deslocamentos e forcas de superficie nos nds da interface, permite apenas
o estudo de materiais isotropicos. No entanto, a formulacdo proposta neste
trabalho permite, além da analise de problemas com sub-regides isotropicas, a
andlise de sub-regides anisotropicas. Garantida a qualidade dos resultados
para os problemas descritos acima, estende-se a formulacdo na analise de
meios continuos anisotropicos.

Utilizam-se, na formulagcdo do problema, as representacdes integrais
para problemas de campos iniciais no dominio. Sendo assim, faz-se necessario
a discretizacdo do dominio em células.

No contorno sdo empregados elementos iso-paramétricos lineares e as
integracbes sdo feitas analiticamente para todas as situacbes de
posicionamento do ponto fonte. Calculam-se essas integrais, inicialmente, em
relacdo a eixos cartesianos locais, procedendo-se posteriormente com a
rotacdo de eixos para posicionamento global. No dominio sdo empregadas
células triangulares com aproximacdo linear, com as integrais sendo obtidas
segundo processo semi-analitico em coordenadas globais. Na busca por

melhores resultados, utilizou-se no programa, a técnica de sub-elementacéo,
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gue consiste no refinamento nas integraces numeéricas quando o ponto fonte
encontra-se proximo do ponto singular.

Com a formulacdo devidamente elaborada parte-se para a
implementacdo computacional, que, para este trabalho, foi utilizado a
linguagem de programacdo FORTRAN PowerStation versao 6.

Para verificar a formulacdo, comparam-se alguns exemplos numéricos
mais simples com seus resultados analiticos e ainda com resultados

encontrados na literatura.
1.4. Conteudo do Trabalho

No capitulo 2 sdo apresentados os fundamentos basicos da teoria da
elasticidade, ponto de partida na elaboracéo deste trabalho.

Ja o capitulo 3 aprofunda os conceitos sobre as relacfes constitutivas
(para meios anisotrépicos, ortotrépicos, isotropicos transversais e isotrépicos),
onde primeiramente é abordada sua forma mais ampla (tridimensional) e
posteriormente sua forma simplificada (bidimensional). Esta dltima ainda €
apresentada para seus dois estados possiveis, Estado Plano de Tenséo (EPT)
e Estado Plano de Deformacgéo (EPD).

No capitulo 4 sdo apresentadas as solucdes fundamentais de Kelvin
empregadas na formulacdo e a representacéo integral de um corpo elastico,
necessaria a resolucéo dos problemas pelo MEC.

No capitulo 5, as equacdes integrais sao representadas em equacoes
algébricas lineares, utilizando funcdes aproximadoras sobre o contorno para
representar os deslocamentos e esforcos. E apresentado os conceitos de
integracdo analitica e numeérica, e a técnica de sub-elementacdo no
refinamento da solucao.

O capitulo 6 apresenta as solugfes integrais do MEC para problemas
com campos iniciais, sua funcado de aproximacdo das variaveis no dominio, o
conceito de célula e o equacionamento algébrico do MEC para resolucéo de
problemas com campo de tensdes iniciais.

No capitulo 7 é apresentada uma matriz, cuja propriedade consiste na
penalizacdo das propriedades elasticas de um material isotropico qualquer
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usado como referéncia, de modo a obter as propriedades elasticas desejadas
na regido do dominio discretizado em células.

O capitulo 8 traz os exemplos numéricos avaliados com o uso da
formulagcdo desenvolvida. Procura-se, na medida do possivel, mostrar o
potencial da ferramenta desenvolvida a partir de comparacbées com 0s
resultados encontrados na literatura. E em seguida, sdo apresentadas as

conclus@es do presente trabalho de mestrado.
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“Temos de fazer o melhor que pudermos. Essa é a

"
\CAP‘E . I “ I @ 2 nossa sagrada responsabilidade humana.”

(Albert Einstein)

FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

Este capitulo descreve sucintamente, em notacao indicial, os conceitos

basicos sobre a teoria da elasticidade.

2.1. Equacdes béasicas dateoria da elasticidade

As seguintes relacdes bésicas da teoria da elasticidade séo utilizadas
neste item: relacdes deformacéo-deslocamento, relacdes constitutivas e
condicBes de equilibrio. Sdo elas que permitem descrever o comportamento de
um solido.

As forgas atuantes em um corpo sao admitidas como sendo de dois
tipos: forgas volumétricas (b,) ou forcas de superficie(p,). As forgas
volumétricas sdo determinadas por unidade de volume, pois atuam sobre o
volume do corpo (exemplo classico, a gravidade), enquanto as forcas de
superficie sdo determinadas por unidade de area, pois atuam apenas sobre a

superficie.

Forcas de Superficie

Admitindo-se o equilibrio estatico de um tetraedro infinitesimal e

conhecido todas as componentes de tensdo que atuam nos trés planos
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cartesianos, pode-se entdo encontrar as tensfes que atuam num plano
gualquer que passe por este tetraedro. Estas tensdes sdo conhecidas como
forcas de superficie (Tractions) e respeitam a condicdo de equilibrio no
contorno I do corpo dada pela expresséo:

Pi =om; (i!j:1’3)1 (2.1)

onde,

p; - Componentes de forgas externas por unidade de superficie (Traction);
n; - Componentes (co-seno diretor) do vetor normal unitario, apontando para

fora do dominio.

Figura 1 — Forcas de Superficie

Em duas dimensodes, visualizamos o elemento infinitesimal conforme a
figura a sequir,
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Figura 2 — Forcas de Superficie em um Elemento Diferencial Bidimensional

Equacdes diferenciais de equilibrio (Equacao de Navier)

Para um ponto qualquer de um corpo tridimensional, isotrépico, elastico-
linear e homogéneo, definido por um dominio € e contorno I'", o equilibrio de
um elemento infinitesimal em forma de paralelepipedo (Figura 3 — Elemento

Infinitesimal) em torno deste ponto é representado pela equacéo diferencial.
o, +b,=0  (i,j=13), (2.2)

onde,

c; sdo componentes do tensor de tensdes (stress tensor);

b, séo componentes de forcas por unidade de volume (body forces).
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Figura 3 — Elemento Infinitesimal

Relagdes deformagao — deslocamento

O tensor de deformacGes ¢; € expresso por:

1 ..
€jj :E(Uj,i"'ui,j_uk,iuk,j) (I,j,k=1,3).

(2.3)

Na prética, as estruturas sofrem pequenos deslocamentos e pequenas

deformagbes, podendo-se entdo desprezar os efeitos de segunda ordem

resultando na expressao linear simplificada abaixo:

1 .
&€ij :E(uj,i +ui,j) (I’J:1’3)'

Equacbes constitutivas

(2.4)

As equacbes constitutivas proporcionam as relacfes entre tensdo e

deformacédo do material. Enquanto o sélido encontra-se com suas deformacdes
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no regime elastico linear, a equacao constitutiva recebe o nome particular de lei

de Hooke.

o5 = Cijui (2.5)

onde, C;, € um tensor de quarta ordem que caracteriza o material, variando de

ponto a ponto dentro do corpo quando este néo for homogéneo.

No caso de admitida as hipéteses de meio elastico, homogéneo e
isétropo, onde ndo existem mudancas de temperatura, este tensor tem
reduzido suas constantes elasticas a apenas dois valores (G,v) validos para

todos os pontos materiais, onde,

G - Modulo de elasticidade transversal ou de cisalhamento (shear modulus);

v - Coeficiente de Poisson.
E o tensor, neste caso, € definido por:

2Gv
Ci =E8ijzsk, +G(5,8, +5,5,)- (2.6)

Entéo, a lei de Hooke pode ser escrita apenas por:

2Gv £.8
v

c; =2CGg; + i (2.7)

onde,

g; - Tensor de deformacdes especificas de Cauchy.

d; - Delta de Kronecker.

E o0 médulo de elasticidade transversal G é expresso pela expressao:
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E

G Zml (2.8)

sendo,

E - Md6dulo de elasticidade longitudinal do material ou médulo de Young;

L - Coeficiente de Poisson.

Na forma inversa da equacdo constitutiva, podemos representar as

deformacbes em funcao das tensées no corpo como:

L
&jj :E Ojj _mckksij . (2.9)

Condicdes de Contorno

Na formulacéo do problema eléstico, além das equacfes que devem ser
satisfeitas no dominio, outras condicées devem ser atendidas no contorno do
sélido. De maneira geral, podem-se ter deslocamentos prescritos ou forcas

prescritas.

2.2. Problemas Planos

Em muitos casos, um problema elastico pode ser considerado, de forma
exata ou aproximada, com seu estado de tensdo ou deformacgéo independente
de uma das suas coordenadas. Assim, problemas tridimensionais podem ser

estudados de forma simplificada em modelos bidimensionais.

Estado plano de tenséo (EPT)

O estado plano de tensdo ocorre quando uma chapa delgada for
solicitada por um carregamento distribuido uniformemente ao longo da sua

espessura, atuando paralelamente ao plano da chapa. Entdo, as componentes



CAPITULO 03 — RELAGAO CONSTITUTIVA EM ELASTICIDADE LINEAR

21

de tenséo o,, 1, € 1, Sdo nulas em ambas as faces da chapa e pode-se

X zy

supor, em principio, que também o sdo em seu interior. Consequentemente, as

componentes de tensédo nao nulas sédo tomadas como sendo ¢

l |

LY 7

X Z
Ty

/

/ i

Y
Figura 4 — Estado Plano de Tenséo

As deformacgdes especificas no ponto considerado sao:

e =L(o. ~vo))
1

Sy—E(Gy—UGX),

6=, 10,) e
_ X

YXy G

Estado plano de deformacgéo (EPD)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

O estado plano de deformacao ocorre quando a dimenséo do sélido na

direcdo z é muito grande e é submetido a for¢cas que ndo variam ao longo do

comprimento. Portanto, admite-se que todas as sec¢des transversais ao longo

do comprimento estdo sob as mesmas condi¢des, sendo suficiente para estudo
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adotar uma fatia do sélido situado entre duas sec¢Bes que distem de uma
unidade.
Em problemas reais da engenharia podemos encontrar o estado plano

de deformacdo em muros de arrimo com presséao lateral, em tubos cilindricos
com pressao interna e tuneis.

A:
Figura 5 — Estado Plano de Deformacao

Como o deslocamento na coordenada longitudinal z é nulo, as

componentes de deformacgao ¢,, v,, € v,, também s&o nulas. A tensdo normal

c, € obtida em fungdo de o, e o, atraves da lei de Hooke.

c, = U(GX + Gy). (2.14)
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“As solugdes, eu ja as possuo ha muito tempo. Mas

\CAPﬁTU LO 3 ainda néo sei como cheguei a elas”

(Carl Friedrich Gauss)

RELACAO CONSTITUTIVA EM ELASTICIDADE LINEAR

Um corpo elastico retorna sua forma original quando se retiram as
solicitac6es que o deformam. Um corpo diz-se linearmente elastico quando um
aumento ou diminuicdo das solicitacbes provoca, respectivamente, um
aumento ou diminuicao linear das deformacoes.

O objetivo deste capitulo é relacionar cada componente da tensdo com
cada componente da deformacéo introduzindo as propriedades do material. Ou
seja, procura-se ligar os tensores de tensdes e de deformacdes através dos

coeficientes elasticos de rigidez a;, e de flexibilidade by, .

3.1. Elasticidade Tridimensional

Material anisotropico homogéneo

A Lei de Hooke generalizada, como ja mostrada anteriormente em (2.5),
aplicavel a um material anisotropico, isto €, sem nenhum plano de simetria

material, é escrita como segue,
Gy = Qjja€i (3.2)

ou, na forma inversa,



24 CAPITULO 03 - RELAGAO CONSTITUTIVA EM ELASTICIDADE LINEAR

&y = bijkIGkI’ (3.2)

onde,

a;, sao os coeficientes elasticos de rigidez do material;

b... sdo os coeficientes elasticos de flexibilidade do material.

ijkl
Em virtude das simetrias dos tensores das tensfes e das deformacdes é

possivel definir a densidade de energia de deformacao pela expressao

1
U, :Eaijklsijgkl' (3.3)

Podendo concluir que, os coeficientes elasticos de rigidez e de

flexibilidade apresentam as seguintes simetrias:

Qi = Qi = A = Ay

(3.4)

bijkl = bjikl = bijlk = bklij

Consequentemente, dos 81 componentes de cada um dos tensores
apenas 21 sao independentes. No caso do material ser homogéneo, os valores

de a;, e by, sdo iguais em todos os pontos.

A Lei de Hooke generalizada ou relagdes constitutivas sao escritas na

forma matricial da seguinte forma,

cSll allll a'1122 a1133 a'1123 a1113 a'1112 811

G 22 a 2211 a 2222 a 2233 a 2223 a 2213 a 2212 € 22

G33 — a3311 a‘3322 a‘3333 a‘3323 a‘33l3 a'3312 833 (3 5)
G 23 a 2311 a 2322 a 2333 a 2323 a 2313 a 2312 28 23 .
613 a1311 al322 a1333 a1323 a1313 a1312 2813

012 _alle a'1222 a1233 a'1223 a1213 a'1212 _ 2812
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811 i bllll b1122 b1133 2b1123 2b1113 2blllZ | cFll
822 b2211 b2222 b2233 2b2223 2b2213 2b2212 622
833 — b331l b3322 b3333 2b3323 2b3313 2b?)312 633 (3 6)
2823 2b2311 2b2322 2b2333 4b2323 4b2313 4b2312 G23 '
2813 2b1311 2b1322 2b1333 4b1323 4b1313 4b1312 013
2812 _2b1211 2b1222 2b1233 4b1223 4b1213 4b1212 _ 612

Em algumas referéncias relacionadas com materiais denominados

compdésitos, as expressdes acima sdo apresentadas na forma de pseudo

vetores, ocultando o carater tensorial, simplificando a escrita, conforme é

apresentado abaixo,

(51 _all alZ alS a14 alS a16 ]
cFZ a21 a22 a23 a24 a25 a26
63 — a‘31 a32 a33 a34 a‘35 a36
04 a41 a42 a43 a44 a45 a46
(55 aSl a52 a53 a54 a55 a56
cFG _aGl a62 a63 a64 a65 a66_

em notacdao indicial,

o, =a;cg, |Ije [1,6],

€,

e [b, b, b, b, b, by]
€, by Dy by Dy by Dy
£ _|by by by by by by
g, b, b, b, b, by Dby,
€g by, b, by Dy, by Dy
€6 _b61 be, Dg be D bes_

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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em notacao indicial,

g =byo, ije[Lf] (3.10)

Coeficientes elasticos de engenharia

As propriedades elasticas necessarias para definir um material
anisotropico podem ser definidas mediantes razbes entre tensbes e

deformacdes, ou vice-versa. Na pratica, consideram-se as seguintes relacdes:

| — Médulo de elasticidade longitudinal E, na direcéo x, (k =1,2,3) é a relagéo

E,=— (3.11)

Conclui-se que E, relaciona a tens@o normal que atua na face normal

X, (k=1,2,3) com a deformagéo linear na mesma direcéo. Existem 3 médulos

de elasticidade longitudinal.

Il — Modulo de elasticidade transversal G (i # j) é definido pela razdo

oo .
G, =2—8’J (i ), (3.12)

que relaciona a tensdo tangencial que atua na face normal X, (i :1,2,3) na
dire¢do X, (j=12,3#1i), com a deformag&o angular no plano x;X;. Existem 3

modulos de elasticidade transversal.

Il - Coeficiente de Poisson v, € definido como:
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Oy = ——"- (m=n) (3.13)

Portanto, o coeficiente de Poisson v, relaciona a deformacéo linear
segundo uma dire¢do X, perpendicular a X, com a deformacéo linear segundo

X, sendo o estado de deformac&do provocado por uma tensdo normal na

m'?

direcdo X, . Existem seis coeficientes de Poisson diferentes.

IV — Outras razdes de deformacdes — Em materiais anisotropicos, uma tensao

normal pode provocar deformacbes angulares e tensdes tangenciais podem
provocar deformacdes lineares ou distor¢des em outros planos. Assim, podem

definir-se as seguintes razbes de deformacdes:

- Angular/Angular:
Py ==t com (i=j)e(k=l) (3.14)

Esta expressao relaciona uma deformacao angular num plano diferente

de X;X; com a deformacdo angular no plano Xx;X;, sendo o estado de

deformacéo provocado por uma tensao tangencial G,

;- Ha seis relagdes

independentes.

- Angular/Linear:

2 .
Pi = Pania = :kl =4 com (' =1]= n) e (ki I) (3.15)

Esta expressdo relaciona uma deformacdo angular em cada um dos

planos, com a deformacéo linear segundo a direcdo X_, sendo o estado de

n’?

deformacédo provocado por uma tensdo normal o, . Podem definir-se nove

relacdes diferentes.
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- Linear/Angular:

Pit = Piimm = Z’;m :% com (izj)e (k=l=m) (3.16)
ij ij

Relaciona uma deformacdo linear segundo X, com a deformacao
angular no plano X;x;, sendo o estado de deformacdo provocado por uma

tensdo tangencial c;. Existem nove razdes independentes.

Relacdo constitutiva de um material anisotrépico

i Yy Yy P Py Pou
E, E, E, G, G, G,
_ Y i Vs Py Pz P
*u E, E, E, G, G, Gy, O
2 _ ﬂ _ ﬂ i Posaz  Pizzs  Pioss G2
€33 _ E1 E2 E3 G23 G13 G12 Oy (3.17)
2¢ P12z Paxz  Paszs 1 P12z P12z || Oy

hY

Devido & simetria do tensor de constantes elasticas de flexibilidade,
conclui-se que um material anisotrépico apresenta 21 constantes
independentes que podem ser obtidas experimentalmente mediante seis

ensaios (um para cada uma das tensfes independentes).
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Relac&o constitutiva de um material ortotropico

Um material ortotropico apresenta trés planos de simetria ortogonais

entre si, X;X,, XX, € X,X, e sua relagdo constitutiva apresenta-se como

segue abaixo,

1 v Va5 g
E, E, E,
. v 1 vy, 4 45 g
1 E, E, E, Gy
€ Ly Ly i 0 0 0 Gy
€33 _ E, E, 3 O3 (3.18)
2¢,, 0 0 0 i 0 0 ||Cz
2813 G23 1 O3
2¢,, 0 0 0 0 G_ 0 Gy,
13
0 0 0 0 0 i
L Glz _

Percebe-se que para tais materiais, o0 numero de coeficientes

independentes reduz-se para 9, além de podermos observar que:

- as deformag0Oes angulares sao independentes das tensdes normais;
- as deformacg0es lineares sao independentes das tensdes tangenciais;
- cada tensdo tangencial s6 provoca deformacédo angular no plano em que

atua.

As componentes do tensor de coeficientes elasticos de rigidez a;,, para

um material ortotrépico, podem ser obtidas invertendo-se a matriz acima,

resultando os termos independentes seguir:
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I El (1_ U23032) El (021 + U23")31) El (031 + U21032) 0

cyll O O 811
622 EZ (012 + U13032) E2 (1_ 013031) E2 (032 + 012031) 0 O O 822
633 — E E3 (013 + U12023) E3 (023 + U13021) E3 (1_ U12021) 0 O O 833
S, 0 0 0 MG, 0 0 |2 (319
5., 0 0 0 0 AG, O |2,
o, | 0 0 0 0 0 AG,|2,

A=1- U505 = Uy3U51 = Uy3U5 = U305 Ug — UpUp304;

Relagcédo constitutiva de um material isotrépico transversal

Um material isotrépico transversal constitui-se de um material ortotrépico
gue apresenta isotropia em um dos planos de simetria, ou seja, apresenta as
mesmas propriedades em todas as dire¢des neste plano.

Supondo o plano de isotropia sendo X,X,, pode-se escrever a relagao

constitutiva,
1 vy by O 0 0 |
El EZ EZ
c T S R S o
11 El E2 E2 11
&2 _L, Ly 1 0 0 0 2
ol BB R o3 (3.20)
285 0o 0 0 — 0 0 |%=
2813 G 23 1 G5
2. 0 0 0 0o — 0o
12
0 0 0 0 0 i
L Gy, |

Em virtude da isotropia no plano X,X,, 0 modulo de elasticidade
transversal G,, neste plano ndo é independente do moédulo de elasticidade

longitudinal E, e do coeficiente de Poisson v,,, devendo verificar a relagéo:
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1 2(1+v
Dysos = 2(b3333 — by ) At = ( 23) (3.21)
G, E,

Assim, para estes materiais, o0 numero de coeficientes elasticos
independentes reduz-se a 5 e, além das conclusfes discutidas para materiais

ortotrépicos, podemos observar a partir de (3.20):

- as deformagGes lineares no plano X,X, provocadas pela tensdo normal o,
sao iguais;

- as deformagcdes lineares ¢,, e ¢,, provocadas pela tenséo normal c,, é igual
as deformagbes ¢,, e ¢, (respectivamente) provocadas por uma tenséo
O3 =0,

- cada tensdo tangencial sé provoca deformacdo angular no plano em que

atua;

- a deformagdo angular y,, provocada por uma tensdo c,, € igual a uma

deformacéo angular y,, provocada por uma tenséo ¢, =G,,.

7

Das conclusdes anteriores € possivel estabelecer as relacbes

constitutivas para materiais isotropicos transversais nos planos XX, e X;X,,

respectivamente:
L v % g g
El E2 El
¢ b % g g g (g
11 El E2 El 11
€2 Ly Ly i 0 0 0 O
sl B = B 1 o (3.22)
%50 | o 0 0 — o0 0|
2813 Gl? 1 O3
2¢,, 0 0 0 0 N 0 ||loy,
13
0 0 0 0 0 L
L GlZ _
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com,
1 2(1+v
I 2(b3333 - b1123)<:> G = ( E 13) (3.23)
13 1
E no outro plano,
Ll vy vy 0O 0 0 |
El El E3
. L T T s
11 E:L E]_ E3 11
€2 v, v, 1 0 0 0 G2
€y | _ E, E, E, . (o8 (3.24)
285, o 0 0 — 0 0 ||
2813 GlS 1 O3
2¢,, 0 0 0 0 9 0 |log
13
0 0 0 0 0 L
L Gy, |
com,
1 2(1+v
b, = 2(b2222 - b1122)<::> G = ( E 12) (3.25)
11 1

As componentes do tensor de coeficientes elasticos de rigidez a;, para

um material isotropico transversal podem ser obtidas invertendo-se as matrizes
B das equacdes (3.22) e (3.24) acima, para cada um dos casos de isotropia

transversal.

Explicitamente, para o material isotropico transversal em X,X, temos:
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On El(l_ugs) E1(021+023021) E1(021+023021) 0 0 0 &,
Oy EZ(UIZ +012032) Ez(l_UuUzJ Ez(ozs +U12021) 0 0 0 ||&,
Oa( _ 1- E2(1)12+l)12032) E2(023+012021) Ez(l_l)lzuu) 0 0 0 |l&g,
G| A 0 0 0 N5, O 0 (%, (3.26)
O 0 0 0 0 4G, 0|
©) - 0 0 0 0 0 AGlz_ 2812

_ 2
A=1- 2012021 — Uy — 2l)12021023

Relacao constitutiva de um material isotrépico

Um material isotrépico é aquele que apresenta infinitos planos de
simetria ortogonais entre si. Por isso, pode-se dizer que ndo existem diregdes

materiais preferenciais. Sua relagcdo constitutiva apresenta-se da seguinte

forma:
1 2 v g5 g g
E E E
€y - % é - % 0 0 0%
822 v v 1 022
. 2= -2 = 0 0 0
3 | E E E Gy
2e = 1 o (3.27)
23 0 0 0O — 0 0 23
2813 G 1 013
2., 0 0 0 0 = 0,
0 0 0 0 O l
L G

E na forma inversa,
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E(l-v) Ev Ev 0 0o o_
o,] |@+v)fl-2v) (@1+v)1-2v) (1+v)1-2v) £,
- Ev E(l-v) Ev 0o 0 olle
“I [ @+v)1-2v) (+v)1-2v) ([L+v)1-2v) *
Oa | _ Ev Ev EC-v) 4 g ol *! (328
O (1+v)1-2v) (1+v)l-2v) (L+v)1-2v0) 28,
G, 0 0 0 G 0 0]|2e,
G, 0 0 0 0 G 0]|2,
i 0 0 0 0 0 G
onde,
E
G-=
21+ v) (3.29)

Para tais materiais, o numero de coeficientes elasticos independentes
reduz-se a apenas 2. Em notagcédo indicial, pode-se escrever a relacao

constitutiva como:

E Ev
=08, 0, +——<0.0 .
GIJ |:(l+ U) im™ jn + (1+ U)(l— 20) ij— mn j|8mn (330)

3.2. Elasticidade Bidimensional

Problema de Estado Plano de Tensao

Defini-se estado plano de tensdo como aquele em que uma das tensodes
principais é nula e a dire¢do principal correspondente é igual em todos os
pontos do corpo. Este estado de tensdo verifica-se num corpo com uma
dimensdo muito menor do que as demais, apenas carregado no plano

perpendicular a essa direcao.
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Supondo que é o, que € nula, o tensor das tensdes para um ponto

qualquer P é:

G11 cj12 O

6=|G6, o©, O] (3.31)
0O 0 O

Conclui-se, entédo que,

Oy =0y =05 =0. (3.32)

| — Relacdo constitutiva de um material anisotropico

Impondo a condicéo (3.32) a expressao (3.17), obtém-se:

i ~ YUy Yy Pozn Pz Prou
E, E, E, G, G; G,
. Ly i Vs Pozy Pz P o
H E, E, E;, G, G; G, H
E2 _ Vi YLy i Prszs  Pisss  Puoss || 02
€3 — El Ez E3 G23 GlS GlZ 0 (3.33)
2¢,, Puos P2z Pass 1 Pizos  Pizas || O .

2813 E1 E 2 E 3 G G 13 G 12 0
2 &, P13 P éZlS pésw %313 Gl %213

1 2 3 23 13 12
P1112 P2212 Pasz  Paziz Praw 1

1 E 2 E3 G 23 G13 GlZ N

23

Conclui-se que a lei constitutiva pode ser escrita como:
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i Uy P
811 El ]I-Ez GlZ Oy
L p
€n (=~ - = == Gy (3.34)
2¢ E, E, G, -
12 Pz P 1 12
L E, E, G, A
U3 Uy Pross
833 o E1 o Ez l?12 (O
2¢. L | Puaz 2223 1223 | 5 335
, 23 E, E, G, 2 ( )
e
13 Puis  Paizs  Pras 12
L E, E, G, i

As componentes do tensor de coeficientes elasticos da rigidez a;,, para

um material anisotrépico, sdo obtidas invertendo-se a matriz B da equacgao
(3.34) acima.

Il — Relacéo constitutiva de um material ortotropico

Neste caso, usando as equacdes (3.32) e (3.18), pode-se escrever:

1 v
€ El Ez (O
v, 1
822 =|— E_ E_ 0 O, (336)
2 1 2
€1 1 Oy
0 0 —
L G12 _
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2€,, =
2¢,,

G11
050,
0||oy,

(3.37)

As componentes do tensor de coeficientes elasticos de rigidez a;,, para

um material ortotrépico, sdo obtidas invertendo-se a matriz B da equacédo

(3.36) acima. Explicitamente, obtemos:

ElUZl O
l')lZUZl ) 811
E, 0 €,,
UlZUZl ) 28
12
0 1
Gy, |

Il — Relagdo constitutiva de um material isotrépico transversal

Supondo o plano de isotropia X,X,, encontra-se

2€,, =
2¢,,

E,

1

1
Vi
E,

0

o

o O

cFll
022

GlZ

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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E1Uzl 0
L)12021) 811
E, ) 0 €,
L,L,,
2¢,,
0 1
GlZ i

IV — Relacdo constitutiva de um material isotropico

2¢

2¢,,

(1
E
L
E
0

L
E

0

0

o ml'_‘rnlc

L
E

0

0

o

Ol o

o

Neste caso, temos:

(3.41)

(3.42)

(3.43)

As componentes do tensor de coeficientes elasticos de rigidez a,, para

um material isotrépico, sdo obtidas invertendo-se a matriz B da equacéo (3.42)

acima. Explicitamente, obtemos:
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E Ev 0
cy (1 El‘;z) (1 _EUZ) €,
On(= (1_ UZ) (1_ UZ) 0 €2 (3.44)
O, 0 0 l 2812
L G

Problema de Estado Plano de Deformagéo

Define-se estado plano de deformac&o como aquele em que todos os
componentes do tensor de deformacdes relativos a uma direcédo, por exemplo

X, , forem nulos. Isto e,

€13 =8y =85 =0 (3.45)

| — Relacao constitutiva de um material anisotrépico

Impondo a condicao (3.45) & expresséo (3.5), obtém-se:

Gll a‘llll a'1122 a1133 a1123 a'1113 a1112 8ll
622 a2211 a2222 a2233 a2223 a2213 a‘2212 822
633 _ a3311 a3322 a3333 a3323 a3313 a3312 O (3 46)
623 a'2311 a2322 a2333 a’2323 a2313 a2312 O
cj13 a‘lSll a'1322 a1333 a1323 a'1313 a1312 O
612 _a1211 a‘1222 a1233 a1223 a1213 a1212 _ 2812
A relacao constitutiva do material anisotrépico em deformacao plana é:
G11 a‘llll a‘1122 a1112 E_;ll
622 = a2211 a2222 a2212 822 (347)

Q
)
QD

1211 a1222 a'1212 2812
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633 a3311 a3322 a'3312 811
023 = a2311 a'2322 a2312 822 (348)
613 a1311 al322 a'1312 812

As componentes do tensor de coeficientes elasticos de flexibilidade by,

para um material anisotropico, € obtido invertendo-se a matriz A da equacao
(3.47) acima.

Il — Relag&o constitutiva de um material ortotropico

Neste caso, impondo a condigdo (3.45) a lei constitutiva (3.19), podemos

escrever.
Gy 1 i El(l_ U23‘)32) El(Uzl + l)23031) 0 €
Gy = X Ez (012 + U13032) Ez (1 - l)13031) 0 €5 (3-49)
Gy, | 0 0 AG,, || 2¢,,
Gy 1 _ES(UB + Uleza) E3(023 + U13021) 0 &
Oy = N 0 0 0% €y (3.50)
on) | 0 0 0||2e,

sendo,

A =1-0,,0, — U505 — V305 — V3305 Vg = VU504 (3.51)

As componentes do tensor de coeficientes elasticos de flexibilidade by,

para um material ortotrépico, é obtido invertendo-se a matriz A da equacao
(3.49) acima.
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Il — Relagéo constitutiva de um material isotrépico transversal

Supondo o plano de isotropia X,X, e impondo a condi¢éo (3.45) a lei

constitutiva baseada em (3.26), pode-se escrever

Gy 1 El(l_ 053) El(UZI + U23021) 0 €1
Gy = Z Ez(Ulz + l)12023) Ez(l_ U12021) 0 €2 (3.52)
(o8 0 0 AG,, || 2¢,
Gy 1 Ez(Ulz + l)12023) Ez(Uza + l)12‘)21) 01 &y
Gy = X 0 0 05 €, (3.53)
(o8 0 0 01| 2¢,

sendo,

A=1-2v,,0, _033 — 20,0,V (3.54)

As componentes do tensor de coeficientes elasticos de flexibilidade by,

para um material isotropico transversal, € obtido invertendo-se a matriz A da

equacéo (3.52) acima.

[l — Relag&o constitutiva de um material isotropico

Neste caso, temos:

E(l-v) Ev 0‘
s,] |(@+v)l-2v) (L+v)1-2v) .
Ev E(l-v)
Gy (= 0 €2 (3.55)

(1+v)1-2v) (@L+v)1-2v)
0 0 G 2812




42 CAPITULO 03 — RELACAO CONSTITUTIVA EM ELASTICIDADE LINEAR

Ev Ev
Om| |(1+v)1-2v) (@L+v)1-2v) €
Gyt = 0 0 0f &,
oy 0 0 0|2,
E na forma inversa, temos:
C1-0° u(l+v) 0_
811 E E cjll

v(l+v) 1-v°

)
m
<
O~ o
a
3

(3.56)

(3.57)
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"Faca as coisas 0 mais simples que vocé puder,

&
CAPI[ . I " I O QL porém ndo se restrinja as mais simples."

(Albert Einstein)

EQUACOES INTEGRAIS DO PROBLEMA ELASTICO
BIDIMENSIONAL

Neste capitulo serdo deduzidas as equacdes integrais do problema
elastico a partir do teorema da reciprocidade de Betti. O problema a ser tratado
consiste em um meio elastico linear, onde é aplicada uma forca unitaria no
ponto s, também denominado de ponto fonte (source point), e mede-se o efeito
desta carga unitaria em outro ponto qualquer q.

O dominio do problema a ser tratado € infinito e, assim como na
literatura em geral, ser4d empregado um asterisco (*) para indicar quando se

tratar de variaveis associadas ao problema fundamental.

4.1. Solucéao fundamental de Kelvin

A solucao fundamental de Kelvin representa fisicamente o efeito de uma
carga unitaria concentrada atuando em um ponto do dominio infinito.
Partindo-se da equacdo de equilibrio (2.2) e substituindo a parte

referente as forcas volumétricas (bk) pela funcdo Delta de Dirac (Anexo C),

obtém-se,

bk(q): 8(51(:])(:|<(S) (4.1)
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com c,(S) representando o co-seno do angulo entre a forca aplicada e o eixo
X, . Posteriormente, utiliza-se do delta de Kronecker (Anexo B) para indicar a

forga unitaria atuando apenas na direcéo i .
Entdo, a equacgdo de equilibrio para o problema fundamental é escrita

como.
G:kj,j +98(s,0)8, =0 (4.2)

Substituindo na Lei de Hooke (para o problema fundamental) a relacéo

deformacao-deslocamento (2.4) e em seguida derivando-se com respeito a x;

e substituindo-se o resultado na equacéo (4.2), tem-se:

. ~ 9(s,0)9,
Ujjpg + Uy + % =0 (4.3)

1-2v

As solucbes desta equacdo sdo chamadas Soluc6es Fundamentais. Em
se tratando das solucdes de Kelvin, que correspondem ao espaco infinito, uma
possivel solucdo em deslocamento da equacao (4.3) para o Estado Plano de
Deformacdes (EPD) &€,

Uy (5,9) = - . ) [(3 —4v) In(r)sik - rlrk] (4.4)

8nG(1—-v
E para problemas tridimensionais, encontramos:

1

167G(IL—o)r [(3-4v)5, + r,ir,k] (4.5)

u:k (qu) =

Para o Estado Plano de Tensdes, as solu¢des fundamentais podem ser
obtidas a partir das relagcdes do Estado Plano de Deformacdes fazendo-se as

seguintes transformacoes:
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V= 4.6
1+v (4.6)

e1

G=G. 4.7)

A partir da solugdo em deslocamento, encontramos a solugdo em
deformacéo para o problema fundamental, substituindo (4.5) em (2.4). No caso

plano, encontramos:

. 1
gijk (S,Q) = _M[(l 20)(r 6 + r16|k) | jk + 2r r ] (48)

E na forma geral,

1

8anG(1-v)re - 20)(r6 +r16lk) r,i81'k+Br,ir,jr,k] (4.9)

8Ek (S! q) ==

onde,

2D=oa=1 B=2
D= o0=2 P=3

As tensdes sao obtidas aplicando a lei de Hooke (2.5) na equacéo (4.9).

No caso bidimensional, obtemos:

1

An(l-v)r [(1_ 20)(r,k6ii 1O — i )+ 2r,ir,jr,k] (4.10)

G:jk (S, q) ==

E na forma geral,
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1

dan oy (20003, + 10 13, ) By, @.11)

GTjk (s,q)=-

A partir da expressao (4.11) e da relacdo (2.1) obtém-se as forcas de

superficie para o problema fundamental,

1

Pix (S’Q) = _m{[(l 20 Slk + 2I‘ ]I‘ 1 2v (I‘ Nk~ rm; )} (4.12)

No caso geral, temos:

. 1
Pic (S'Q) = _m{[(l_ 2V)8ik + Bru r,k ]rn - (1_ ZV)(I‘,in,k - r,m,i )} (4-13)

4.2. Equacao integral de contorno para o problema
elastico plano

A representacdo integral de um problema elastico demonstrada abaixo
foi proposta por SOMIGLIANA (1886), a partir do teorema da reciprocidade de

Betti. Tal proposta considera um corpo em estudo com dominio finito Q e
contorno T, inserido em um meio infinito Q" , submetido a dois estados de
carregamento.

O primeiro carregamento é dito real e ¢é representado pelas
componentes de deslocamento u,(q), de tenséo o, (q), de deformagao sjk(q),
de forcas volumétricas bk(q) e condi¢cBes de contorno prescritas.

O segundo carregamento € associado ao problema fundamental e as

componentes de deslocamento u;(s,q), tensdo o;,(q), deformacdo ¢, (q) e

forcas de superficie pfk(q), séo obtidas da aplicagdo de uma carga unitaria em

um ponto g qualquer do meio infinito.
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Admitido-se tais carregamentos, a partir do teorema da reciprocidade de

Betti chega-se a seguinte igualdade,

_[ij(Q)S;;k(S’Q)dQ = icak(S’Q)Sjk(q)dQ .

Q

(4.14)

Aplicando-se a relacdo deformacao-deslocamento (2.4) e as relagbes de

simetria a expressao (4.14), encontramos:
jiju;’de = J.G;;kuj’de .
Q Q

Integrando-se por partes, obtém-se:

*

udl.

]

- icjkvkufde + lpju;dr = —ic};k,kude + lp

Aplicando-se a equacéo de equilibrio,

Ojk = _bl
G;k,k = _S(S’q)sij

do problema real e fundamental na equacéao (4.17), encontra-se:

] ]

[buidQ+ [pyuzdl = [3(s,q)5,u dQ + [ pju,dr,
Q r Q r

]

(4.15)

(4.16)

(4.17)

onde, a parcela J'S(s,q)éi.u.dQ:SijujJB(s,q)dQ:Sijuj =Uu, apenas se 0 ponto s
Q Q

estiver no dominio Q . Entao,

[p,uzdr - [pju dr+ [bu;dQ =5,u;.
r Q

J
r

De forma mais completa,

(4.18)
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0,(5)= [ p,(Qu;(5.Qr - [ ;5. Qu, QK + b (a)u s.0)d2. @19

r r

A equacéo (4.19) é a representacao integral para os deslocamentos de
pontos do interior de um corpo, e também é conhecida como Identidade
Somigliana.

A Identidade Somigliana, portanto, permite a determinacdo de
deslocamentos em pontos internos a partir de deslocamentos e forcas de
superficies dos pontos do contorno.

A representacao integral das tensdes, obtida a partir da diferenciacao da
equacédo (4.19) em um ponto S do dominio e posteriormente com a aplicacao

da lei de Hooke (2.7), pode ser expressa por:
Gij (S) = _[Dijk (S: Q)pk (Q)dr - J‘Sijk (S: Q)u k (Q)dF + jDijk (S’ q)bk (Q)dr (4-20)

onde os tensores S, (s,Q) e Dy, (s,Q) ou Dy (s,q) valem,

2G
Sijk(sl Q) = m{zm [(1_ 20)8ijr,k + U(Sikr,j +8,l; )_ 4r,ir,jr,k] (4.21)

+ ZU(niryjryk Myl )+ (1— 21))(2nkryirjk + ‘r]J.Sik + niSjk)— (1— 4U)T]k6ij}

1

An(l-v)r {(1_ 2‘))[5ikr,j AU 8ijr,k]+ zfir,jr,k} (4.22)

Dijk(s’ Q) =

4.3. Equacao integral para pontos no contorno

Como a Identidade Somigliana (4.19) é valida em qualquer ponto do
dominio Q, incluindo o contorno I", é possivel encontrar uma equacao integral
levando o ponto de colocagéo ao contorno do corpo. Para isto, adiciona-se ao

dominio uma parte infinitesimal de dominio Q_, com raio infinitesimal g,

caracterizando o ponto de colocacdo S como ponto interno. Através desta
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manipulacdo, o novo dominio passa a Q+€ e com contorno I'-T'+T,

conforme figura abaixo.

-
// _\\\/ﬂ_ﬂ
S
~ Qe
N
N
i
S
\ Q S0 JrF
\ 1
‘\-\“"'\-\.‘_\_\_
.
—

Figura 6 — Singularidade em ponto fonte no contorno

Entdo, a representacao integral dos deslocamentos segue como,

—Ilm{ [pi(@)u(s,a)dr - [pils.a)u;(@)dr + [b;(q)u;(s.q)de (4.23)

e—0
I-T+T, I-T+T Q+Q,

Calculando o limite para cada termo da expressao (4.23),encontramos:

lim | pj(q)u?}(s,q)dF]=0 (4.24)
lim jbj(CI)U;}(S,Q)dQ} =0 (4.25)
i - jp:;<s,q)u,-<q>dr}=—jp:;<s,q>u,-<q)dr .29
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lim J'p 1.9 dr} Ip (q)u;(s,q)dr (4.27)

e—0
r

Igigg_J'bj(q)u’i}(s,q)dQ} :J'bj(q)u’i}(s,q)dQ (4.28)

lg{ l{p;;<s,q>u,-<q>dr}g{- l{p;<s,q><uj<q>—uj<s>)dr}+ug{— l{p;<s,q><uj<s>)dr} 429)

Aplicando a condicao de Holder ao limite, obtemos:

i - [ | <t - @ ek (430

e—0

Em HARTMANN (1980) é apresentado o procedimento usado para a
obtencdo desta integral. Este trabalho mostra que a integracdo deste termo

conduz a um termo livre:

e—0

Ilm{— u,(s )rj P;(s,q)dl“} =c,(s)u;(s). (4.31)

Por fim, o termo livre é adicionado ao termo de deslocamento presente
no primeiro termo da equacao (4.23), resultando na identidade Somigliana

modificada para o contorno,

c;(s)u;(s)= [ P,(a)u;(s.q)dr - [ P;(s,q)u ()l + jb U’ (s,q)d0 (4.32)
onde,
c,6)u,(s)==5,u,(6) (4.33)
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apenas para pontos do contorno com Uunica tangente, denominados de
contorno suaves.

(a) Ponto Fonte em um Ponto de (b) Ponto Fonte em um Ponto de

Contorno com Angulosidade Contorno Suave

Figura 7 — Classificacéo para definicao de cj(s) - WUTZOW (2003)

No caso de contorno com angulosidade, adotam-se valores conforme as
caracteristicas das tangentes,

a cos(2y)sen(a)  sen(2y)sen(a.)

|2n 4n(l-v 4r(l-v)
¢,(5)u,s)= sen(2y)sen(oc; a cos(2y)sen(at) (4.34)
4r(l—v) 2n 4r(l-v)
onde,
o - angulo interno definido pelas tangentes ao contorno

Y - angulo definido pela bissetriz de a
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&
CAPI[ I " LO 3 "O que vale a pena fazer, vale fazé-lo bem."

(Lord Chesterfield)

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O MEC tem se apresentado mais adequado que outros métodos em
problemas de dominio infinitos (mecéanica dos solos, acustica, interagéo fluido-
estrutura, etc.) e problemas onde se requer uma grande precisao no célculo
das tensdes, como por exemplo, problemas da mecéanica da fratura.

A seguir, as equacdes integrais deduzidas no capitulo anterior seréo
transformadas em equacfes algébricas através da discretizacdo do contorno
do problema em segmentos, ditos elementos de contorno, sobre os quais uma
funcdo de aproximacdo apropriada para os valores de contorno sera

considerada.

5.1. Equacg®es Algébricas do MEC

Apés a formulacdo da representacdo integral do problema plano, é
necessario escrever um sistema de equacgdes algébricas que representem de
forma aproximada as equacgodes integrais do problema.

Para efetuar tal representacéo, considera-se o contorno composto por
segmentos, denominados na literatura como elementos, e adota-se sobre o0s
elementos uma funcdo de aproximacgao apropriada.

As funcbes de aproximacgao séo de dois tipos: funcbes de aproximacao

das variaveis e funcbes de aproximacdo da geometria. A escolha do tipo de
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funcdo aproximadora das variaveis classifica os elementos em: constantes,

lineares, quadraticos, cubicos ou de ordem superior.

Figura 8 — Discretizacdo do contorno em elementos — WUTZOW (2003)

Logo, a equacao (4.32) escrita em sua forma aproximada, desprezando

as forgas de volume, fica sob a seguinte forma:

[c)uf + i( 1J: [p*]{u}dFJJ = i[f[ [u*]{p}dl“]J (5.1)

onde,

NE - E o nimero de elementos no qual esté dividido o contorno;

S - Ponto fonte ou ponto de colocacéao.
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5.2. Funcao aproximadora linear

n
¢ ! > 9
E=—1 I E=+1
I L 4

Figura 9 — Funcdes de aproximacao linear

Para a representacdo do elemento linear visto acima, tém-se duas

funcdes de interpolacdo, ¢, e ¢,, definidas em termos de coordenadas

adimensionais &, podendo ser escritas como:

0= = e (5.2)

=
+
Jxe

o, = : (5.3)

N ‘

Os deslocamentos e as forcas nodais para cada elemento podem ser

representados na forma matricial como,

r
u1_¢10¢20u12_ i
() {Ho o d - ol 5.4
p;
P |6 O ¢, Offpy| j
{p}—{szo ot d -l 59
P,
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onde,
ul - deslocamento do né ndo elemento na dire¢éo j;
pjn - forca de superficie no né n do elemento na direcéo j;

{u}! - deslocamentos nodais pertencente ao elemento j;

{p}} - forcas nodais pertencente ao elemento j.

Substituindo-se as equacoes (5.4) e (5.5) em (5.1), obtém-se:

ot + 5 [ ol ol - 3 [l ok, o 6

5.3. Montagem do Sistema de Equacgfes Algébricas

As integrais (5.6) relacionam os deslocamentos do ponto de colocagao
s, com as forcas de superficie e os deslocamentos nodais em qualquer
elemento j. Tais integrais sdo denominadas matrizes de influéncia e sao

representadas da seguinte forma:

[H WT = [[p'Joldr; e (5.7)

y

[GWF = [[u” [o]ar; (5.8)

Y

De forma compacta, podemos reescrever a equacao (5.6) como,

NE NE

> [HWP{u}, = > [6W] {p}, (5.9)

=l =l
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Sabendo que,

[H\/AV}Sj se j&s
[HW]= A (5.10)
[HW} JeJof  se jes

Tradicionalmente, a expresséao (5.9) tem sido escrita na seguinte forma:

[HRU}=[G]P}. (5.11)

5.4. Propriedades da Matriz H

No caso de movimento de corpo rigido aplicado ao sistema na auséncia

de forcas de superficie, encontramos:
[HRU}=0 (5.12)

Com o vetor {U} contendo os deslocamentos de corpo rigido em todos

0s ndés. Lembrando que para haver movimento de corpo rigido, a matriz H
necessariamente é singular.
Considerando os movimentos de corpo rigido independentes em cada

direcdo, a seguinte propriedade da matriz H pode ser escrita:

NN

2. Hy =0 (5.13)
j=L

Onde H,, sdo submatrizes (2x2) correspondentes as influéncias de cada

né Kk nas linhas geradas para o ponto de colocagéo S (ponto singular).
No caso de corpos infinitos, a integral sobre o contorno localizado no
infinito resulta na propria forca unitaria do problema de Kelvin, na direcao

considerada. A propriedade entdo pode ser reescrita,
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2 Hy =38, (5.14)

5.5. Ponto de colocacéao

A escolha adequada de um determinado conjunto de pontos de
colocacao influencia diretamente os resultados do problema. Sabe-se que
guando os pontos de colocacdo encontram-se muito distantes do contorno, os
resultados apresentam um erro consideravel comparado as solugdes analiticas.

FOLTRAN (1997) faz uma comparagao entre os resultados obtidos pelo
processo numeérico e analitico e conclui que o erro na integragdo numeérica
passa por um minimo quando a distancia entre o ponto de colocacéo e o ponto
médio do elemento esta entre duas a seis vezes o comprimento deste.

Também quando o ponto de colocagdo encontra-se muito préximo ao
contorno ndo se obtém resposta muito precisa, e uma técnica eficiente na
minimizacdo deste erro na integracdo € o emprego de sub-elementacdo. Tal
técnica é comentada adiante.

Quando se posiciona o ponto fonte sobre o contorno do elemento de
integracdo, € introduzida no calculo das matrizes de influéncia uma
singularidade forte que deve ser tratada como Valor Principal de Cauchy. Com
isto, dificulta-se a deducdo das expressfes analiticas da solugdo fundamental
de Kelvin. Porém, os resultados apresentados sdo muito superiores aos obtidos
por integracdo numeérica.

O tempo necessario para o0 processamento, usando as férmulas
analiticas, € muito menor que o gasto, se usada integracdo numerica, para um

resultado comparavel em exatidao.

5.6. Condic¢des de contorno

As condicbes de contorno em cada nd podem ser prescritas em
deslocamentos ou forcas de superficie. Nos problemas elasticos planos, o

namero de valores de contorno por né sdo quatro (2 deslocamentos e 2 forcas
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de superficie). Entretanto, € necessario que sejam prescritas duas condi¢cdes
de contorno por nd para que o sistema possa ser resolvido.

Assim que as condi¢bes de contorno s&o inseridas no problema, as
matrizes H e G sdo reorganizadas de forma que as variaveis conhecidas
estejam no primeiro membro e as incognitas, no segundo. Para isto, basta que
sejam trocadas as colunas das matrizes H e G referentes as incognitas do
problema.

Chega-se, entéo, ao sistema:
[AKX} = [BRVP) (5.15)

onde,

[A]e [B] - S&oas Matrizes H e G modificadas;
{VP} - Vetor que contém os valores prescritos;

{X} - Vetor que contem os valores de contorno a serem calculados.

5.7. Resolucéao do sistema de equacdes

Multiplica-se a matriz [B] pelo vetor de valores prescritos {VP},

obtendo-se o sistema linear de equagdes abaixo,

[AlX} = {F} (5.16)
Simbolicamente, a equacéo (5.16) pode ser resolvida por:

Xi=[AI"{F} (5.17)

Finalmente, com os valores de contorno conhecidos pode-se calcular os

valores internos dos deslocamentos e tensodes.
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5.8. Deslocamento e tensbes em pontos internos

ApoGs serem determinadas, antes desconhecidos, os valores de forcas
de superficie e deslocamentos nodais pela resolucédo do sistema algébrico de
equacdes, obtém-se facilmente os valores dos deslocamentos e tensdes em
pontos internos.

Através da equacdo Somigliana (5.6), reescrita na forma matricial e com

o auxilio de (5.7) e (5.8), encontra-se os deslocamentos em um ponto interno p

qualquer, conforme a expresséao abaixo.

=S "ty Slowp o 510

=1

Agora, os pontos fontes S sdo os proprios pontos internosp. As 3

tensdes em cada ponto interno p sao obtidas pela expressao:

NE

o2 =3 [Sy ] u,f +§[Di,-k [REWS (5.19)

n=1

onde,

S, = rfeSijk¢ndF (5.20)
e

i, = F{D”kd)”dr (5.21)

com os tensores [S], e [D], definidos em (4.21) e (4.22)
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5.9. Integracédo Analitica

Em se tratando de problemas formulados com o emprego da solucao
fundamental de Kelvin, as expressdes das solucdes para elementos
isoparamétricos, ja se encontra bem difundida no meio académico. Tal
integracdo analitica permite obter resultados mais precisos comparados aos
resultados encontrados por integragcdo numérica.

A integracdo analitica ndo singular apresenta-se quando o ponto de
colocacao encontra-se fora do elemento. Particularmente, quando tal ponto é
alinhado ao elemento de integragdo, sdo obtidos melhores resultados. No

anexo F, encontram-se os valores dos termos matrizes de influéncia ([H], [G],
[S] e [D]) para os casos onde o0 ponto de colocacéo esteja alinhado antes do

elemento, apos o elemento ou simplesmente ndo alinhado a este.
Porém, quando o ponto de colocacdo encontra-se no elemento de

integracdo, € inserida na deducdo dos termos das matrizes de influéncia a

singularidade devido a solucdo fundamental (Cauchy para integral tipo % e

Hadammard para}{2 ). No anexo E, encontram-se os termos das matrizes de

influéncia ([H], [G], [S] e [D]) nos casos onde o ponto de colocagdo encontra-

se no inicio do elemento, no final do elemento ou em qualquer posicéo

intermediaria dentro deste.

5.10. Integracdo Numeérica

Na literatura encontra-se um grande namero de esquemas de integracao
numérica. Muito deles, desenvolvidos para a resolucdo de problemas
especificos.

De forma geral, utiliza-se a integracdo numeérica quando se torna dificil a
obtencéo da expressao analitica.

A integracdo gaussiana é simples, precisa e largamente empregada nos
problemas da elasticidade.
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5.11. Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura € o termo empregado para o calculo numérico de integrais. A
guadratura gaussiana (Gauss-Legendre) consiste em encontrar um valor
aproximado de uma dada integral, através da integracdo de um polindmio

interpolador da funcdo num intervalo definido em [—1,1]. A integracdo do

polinbmio consiste no somatorio do valor da funcdo polinomial em
determinadas abscissas, multiplicadas por fatores de ponderacdo, também
denominados pesos.

Assim, a integracdo de Gauss-Legendre pode ser descrita conforme

abaixo,

b 1 n

[F(x)dx =[ F(x(&)}jde ~ X" F(x(&))j,w, +E, (5.22)
a -1 i=1l

onde,

n - nimero de pontos de integracao;

&, - coordenada do i-ésimo ponto de integracao;

|j|i - jacobiano da transformacao de coordenadas;

W, - peso;

E - Erro residual.

O jacobiano, de forma geral, é calculado segundo a expressao abaixo,

-5 (] (%)

Sendo,
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dx(8) _ di(8),

de g
ay@)_ol), T (5.24)
de ~ dg )

No elemento isoparamétrico linear, o jacobiano apresenta um valor
constante e igual a metade do comprimento do elemento a ser integrado.

O erro residual (E, ) é escrito como,

£ _ 2 (nly dPF(E)]
" (@2n+1)2n)f  dg™

(-1<g<1) (5.25)

5.12. Sub-elementacao

A técnica de sub-elementacdo consiste em subdividir o elemento a ser
integrado em partes menores, sem alterar a fungcéo aproximadora, de forma a
obter melhores resultados na integracdo numérica, visto que quando o ponto
de colocacéo encontra-se muito proximo do elemento de integracéo, ocorre um
problema de quase singularidade durante o processo de integracdo numerica.

A seguir é apresentado de forma sucinta, o conceito desta técnica.
Primeiro, deve-se verificar a necessidade de se subdividir o elemento de
integracdo e determinar qual o comprimento deste sub-elemento.

Considerando-se os angulos formados entre o elemento de integracéo e

0 ponto de colocacédo s, conforme a figura a seguir,
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Figura 10 — Angulos para o célculo do sub-elemento

podemos encontrar o angulo ¥, fazendo:

cos(y) = cos(B — o) = cos(a)cos(B ) +sen(a Jsen(p) (5.26)
e,
Y=n—y. (5.27)

Quando o angulo Y for menor que 60°, o comprimento do sub-elemento

(dist) é dado pela relagao:

dist = (5.28)

s
2c0s(P)

onde, rs é a distancia entre o ponto de colocacao se o inicio do sub-elemento.
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Dist

Figura 11 — Comprimento do sub-elemento

Porém, quando o angulo ¥ for maior que 60° o comprimento do sub-

elemento (dist) é igual ao comprimento da distancia rs.

Figura 12 — Comprimento do sub-elemento para ¥ maior que 60°

Este processo € repetido até que o somatério dos comprimentos dos
sub-elementos seja maior que o comprimento do elemento de integragao.
Entdo, o comprimento deste Ultimo sub-elemento € calculado como o

comprimento necessario para se completar o somatorio.
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CAPT{TU LO '6 "N&o existe acaso."

(Francois-Marie Arouet Voltaire)

MEC APLICADO A PROBLEMAS COM CAMPOS INICIAIS

A presenca de campos iniciais de deformac¢éo ou de tensao aplicados ao
dominio do corpo é importante em problemas onde varidveis de dominio
assumem importancia no problema mecéanico, como por exemplo, em
termoelasticidade, retracao e fluéncia.

Em materiais que apresentam comportamento néo-linear (plasticidade,
dano, efeitos viscosos), o problema é resolvido de forma incremental
empregando deformagdes ou tensdes iniciais.

Neste capitulo sdo apresentadas as representacfes integrais para
problemas de campos iniciais no dominio. Posteriormente, apresentam-se as
aproximacdes das variaveis no dominio, a utilizacdo de nds internos de célula e

0 equacionamento algébrico do MEC com campo de tensdes iniciais.

6.1. Representacdes Integrais com Campos Iniciais

As componentes do tensor de deformacbes num ponto “s” se

decompdem em:

CH (s)= afj(s)+ & (s) (6.1)
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onde,

e - Tensor de deformagGes elasticas;

sf} - Tensor de deformacdes iniciais.

De forma equivalente, as componentes do tensor de tensbes sao

decompostas em:
o;(s)=o;(s) -5 (s) 6.2)

Os tensores com campos iniciais preservam a relacdo constitutiva

elastica,

0

Gi(} = Cijklskl (6.3)

A relacdo constitutiva (2.5) e (2.6), agora pode ser representada

acrescida dos termos de campos iniciais da seguinte forma:

%5 e (6)- 535+ 26[e, (5) - 535 (6.4)

Da mesma forma, a equacdo de Navier e as forcas de superficie

também apresentam termos referentes a deformacéo inicial, conforme abaixo:

Cjj (5) = %uu (S)Sij + G[ui,j(s)+ U, (5)]_ (lZ_GZUU) €k (3)8ij - ZGSi(} (S) (6.5)
U

U]

pi(s) = (12_6200) uj,j(s)rli + G[uj,i (S)ﬂj Ui, (S)]_ (12_6200) € (S)ﬂi - 2688(5)11] (6.6)
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Analogamente ao procedimento empregado no capitulo 3, agora

empregando os tensores g; e o;referentes as equagdes (6.1) e (6.2) para o

problema real no teorema da reciprocidade de Betti e utilizando da solucao
fundamental de Kelvin, chega-se a identidade Somigliana (3.20) acrescida dos

termos de tensao inicial,

¢;(s)u;(s)= [ P,(Q)u(s, Q)dr j”(sQ Q)dnjb u: (5,q)dO (6.7)

r

+ [ of(@ey(s,9)d0

Q

onde os termos U, € e P correspondem as expressoes (4.4), (4.8) e (4.12)
respectivamente, para problemas planos.

Derivando-se 0s nucleos das integrais da equacédo (6.7), chega-se as
representacoes integrais para as tensdes [BREBBIA, 1984],

cy(s) =[Sy (s, q)u (a)dr+ j Dy (5, 0)p, (@)L + [ Dy, (5, @)y (a2 (6.8)

r

J- ukl(s Q)GM(Q)dQ (1 [26 (1_4U)G(r)nm(s)8ij:|

onde,

__ 6 6.9
Sijk(s’q)_ 47'[(1—U)r2 {2 n[(l ZU)SIJrk +U(8Ikr] +81kr|) 4r r ] ( )

+20(T]ir,jr,k +M,rr, ) (- 21))(211krI M + 1,94 +ni8jk)—(l—4u)r|k8ij}

1

m{(l— 20,1, +8,r, -8, J+2rryr, | (6.10)

Dijk (S! q) =

Eijkl (S’ q): Wlo)z

+20(8,krjr|+61,r,r +0,6, +81kr,r|)+28k,r,rJ 8r,rJrkr,}

{0-20)8,5, +8,8, —8,5, +25,1,r (6.11)
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O ultimo termo da equacéo (6.8) é o coeficiente de termo livre que surge
da derivacdo do ndcleo da integral com o termo de tenséo inicial da identidade
de Somigliana.

Nos casos planos, precisamente no EPD, o termo livre considera o

trabalho na terceira diregéo (c3,).

Também é possivel deduzir a representacdo integral das tensdes para
pontos do contorno, bastando calcular os limites das integrais no dominio
acrescido em torno do ponto “S” do contorno e fazendo-o tender a zero. A
representacdo das tensdes no contorno é demonstrada por GUIGGIANI (1994),
mas € aplicada somente aos pontos do contorno onde estd garantida a
continuidade das derivadas primeiras dos deslocamentos. Nos nés onde as
derivadas a esquerda e a direita ndo sao iguais, a equacao de tensdes nao é
aplicavel.

FUDOLI (1999) demonstra que o termo livre dependente das tensdes
iniciais da equacéo das tensdes (6.8) também tem seu equivalente para pontos
de contorno. Para contorno suave, sem angulosidade diferente de 180 graus, 0

termo livre € metade do que o seu valor para pontos de dominio.

6.2. Funcéao de Aproximacdao das Variaveis no Dominio

Como vem sendo discutido, a consideracdo de campos iniciais introduz
as integrais de dominio no equacionamento do problema. A maneira mais
simples de calcular tais integrais € transformando-as em somatorias sobre
unidades de dominio discretizadas, ou células.

Neste trabalho, séo utilizadas células triangulares e todas as equacodes
de tensdes sdo escritas para pontos pertencentes ao dominio. Ou seja, todos
0s nos das células ndo coincidem com seus respectivos vértices (ou nos
geométricos), pois sdo “puxados” para o dominio da célula, passando a
pertencerem ao dominio do corpo.

O dominio Q é discretizado em N_células e em cada célula séo

definidos nds, e as componentes de tensdo sao aproximadas por funcdes

polinomiais da forma:
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"o}(s)=0.(s)" o} (6.12)

onde,

m - representa a célula Q. .

k - representa os nés da célula.

k ., . ~
mcsf} - representa a variavel nodal da componente 1J do tensor de tensdes

iniciais da célula m paraond k.

Neste trabalho, os polinomios d)k(s) sdo adotados lineares, conforme

figura abaixo,

Figura 13 — Discretizagdo do dominio em células

As integrais da ldentidade Somigliana sdo equivalentes as somatorias

das mesmas integrais sobre as unidades discretizadas, ou seja:

[Pi(s,Qui(Q)dr = iE‘, Pi(s,Q)u, (Q)r = f“ [Pr(5.Q)0(QYUydr (6.13)

r o o
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J- U (5, Q)P (Q)dI = ZJ- Ui (5, Q)P (Q)dI = ZJ- U3 (5,Q)9,,(Q) P (6.14)

[eik(s.a)o (a)d = 2,

Q m=1

_[Suk(s q q)dQ Z _[ ijk S q mG(J);(dQ (615)
Q

m _lQ

As integrais (6.13), (6.14) séo calculadas, neste trabalho, analiticamente
e numericamente enquanto que (6.15) é calculada apenas de forma numérica.

A solugéo analitica é resultado de outros trabalhos da literatura e sua
deducéao pode ser vista em WUTZOW (2003).

Resolvendo de forma numérica utilizando quadratura gaussiana, as

integrais sobre os elementos de contorno séo descritas como:

4
m

S e—
__U

(Qyuydr= _NZ_E:|J| j P:(s,Q) 0, (Q)dE'Uy = (6.16)

,_\

> S ilPi6.Q)6, @) w, Juy

=1 n=l

> [u3(5,Q) 6, (Q) Py = _NZE|J| j U;.(5,Q)'¢,, (QME P = (6.17)

Fl

> > ifus 6.6, @) w, ey

=1 n=l

onde & é a coordenada adimensional compreendida no intervalo [-11] e |J| 0

determinante do jacobiano da transformagé&o de coordenadas (cartesianas para

adimensional). O numero de pontos de Gauss € N; e 0 peso da aproximagao

gaussiana do ponto n é representado por W, .

Para as integrais sobre as células, a integracdo numérica em duas
dimensdes pode ser evitada se um procedimento semi-analitico for adotado, ou
seja, primeiramente a integral na variavel do raio € calculada analiticamente e

posteriormente a variavel angulo é avaliada humericamente.
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Duas integrais de dominio devem ser calculadas dentro da formulacéo

proposta neste trabalho. A primeira, com nucleo s;k, proveniente da equacao
dos deslocamentos (6.7) apresenta singularidade fraca ( r) e a segunda, com
nacleo Eam , proveniente da equacao das tensdes (6.8) apresenta singularidade

forte (1/r?).

Para a primeira integral, emprega-se um sistema cilindrico de

coordenadas, de modo que a integral de dominio fique reescrita como,

[ &5 (s.a)0,(@)od, d = [ [=* 6.9, (r, 0)o?, rdrdo (6.18)

Qn r

onde Eijk(s,q): rg;k(s,q). As fungBes de forma ¢,(r,0) sdo escritas em fungéo

das coordenadas cartesianas dos nés definidos para cada célula, conforme
abaixo,

0,(1,0)= {8, +0 [x(5) +r.cos(0)] + n,[y(5) + rsen(0)] (6.19)

Os coeficientes a,, o, e n, da equacdo (6.19) sdo os parametros

geometricos usuais da célula triangular a ser integrada, definidos por:

a, =(x;y, —xy;) (6.20)
o =y, ~ i) (6.21)
m = (%, —x;) (6.22)

Onde i=123, j=2,31, k=312 e A é a area do tridngulo cujos vértices

coincidem com os nos de tenséo obtidos geometricamente pela formula:
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A :M (6.23)

Os indices subscritos em (6.20), (6.21) e (6.22) representam 0s nds nas

células com coordenadas (x,,,Y,,)-

Na figura abaixo, definem-se o raio r e o angulo 6 da equacéao (6.19)

Ys

X X(@) - X(s) = r.cos(6)
” y(a) - Y(s) = r.sen(o)

Figura 14 — Coordenadas cilindricasr e 6

Substituindo a equacéao (6.19) na equacéao (6.18), encontra-se a integral:

B o, is)+ roos@) nfyls)+ senfreraooy” (629

Integrando analiticamente na variavel r, tem-se:
2
[0 2 fop +ox(6) 4 1 y(STIRO) + 2 [, c080)+ m,5en(@] R laos,™  (6:25)
0 2A 2A 2

onde R(6)=R,(0)-R,(0), conforme mostra a figura a seguir,
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Figura 15 — Integracdo analitica emr.

Agora a equagéo (6.25) pode ser integrada numericamente substituindo

o diferencial d6 por 1S—rdl“l, sendo este ultimo o contorno da célula e S—r a
ron n

derivada do raio em relacdo ao vetor unitario normal ao contorno n no ponto

campo “q” (Figura 15) e a variavel r € a distancia entre os pontos fontes “s” e

campo “q” . Reescrevendo,

j{aj«s,q){i[am+<wmx<s>+nmy<s>)]r+§[wmcos<e)+nmsen<e>1§}}%%dr.c?km (6:26)

0

A integral acima equivale a somatoria,

550 e o Bl ook s nsro] o 2 (627

p=l n=l

onde p varia de 1 a 3 e representa os trés lados do contorno da célula. O

indice n representa os pontos de Gauss. A coordenada adimensional & esta
compreendida no intervalo [-11] e Mp € o determinante do jacobiano da

transformacao que, no caso plano, vale metade do comprimento do lado p da

célula. A integracdo sobre o contorno da célula deve percorrer o sentido anti-
horario.
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Este procedimento de mudanca de variavel evita o célculo de R,(0) e
Rz(e). Para a integral de dominio da equacdo das tensdes (6.8), o

procedimento € analogo. Para uma célula genérica m, tem-se:

J. Eukl S CI)(|) le "dQ = _” Ukl )le rdrdo (6.28)

onde Eiju = Eijk,.rz. As funcdes de forma ¢p(r,6) séo as mesmas definidas em

(6.19), (6.20), (6.21) e (6.22). Substituindo em (6.28), tem-se:

([ Eiw (ZS’ q) {% [0 + @, [x(s) + rcos(0)]+ m, [y(s)+ rsen(e)]]}rdrdecs(k’lp (6.29)

0r r

A integral analitica em r da equacéo (6.29) resulta:

I{Eukls q){ [2° + [, x(5) + () JIn(R(0 +—[w cog6)+n,sen(6)|R(6) }}d of (6.30)

0

onde In(R(0))=In(R,(0))-In(R,(0)). Transformando a variavel de integragéo

0 em I',, a equagéo (6.30) equivale a:

I{Eukl(s q)[ L [2° +[wo,x(5)+m,y(s)]In(r) +%[@ cos(6)+mn_sen(0 H} %dl“ o0’ (6.31)

rm

A integral acima equivale a somatoria:

3 NG

22N {Euk.sq)[ [a +ox(s +npy(5]]ln [cop cos(e)+npser(e)]r}}wn:§rn o (6.32)

g=1 n=l

A posicéo dos nés internos € geometricamente definida conforme mostra

a Figura 16:
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Centrdide ifr = dist

O<dist<1

Figura 16 — Posicao dos nos de célula internos

Define-se o valor da variavel distentre [01]. A posicdo do né fica

definida por r = r.dist , sendo:

r - Distancia medida a partir do centréide do triangulo em direcdo a um de seus

vértices;
r - Distancia total do centréide ao vértice.

Em exemplos deste trabalho, utilizaram-se valores de dist entre 0.35 e
0.45, obtendo melhores resultados para 0.40.

Adota-se um sistema local de coordenadas adimensionais &, = ¢;, com
¢, sendo as funcbes de forma lineares definidas na equacéo (6.19), conforme

figura abaixo:

Figura 17 — Sistema de coordenadas adimensionais &,
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As integrais (6.27) e (6.32) séo calculadas sobre o contorno da célula

com as fungbes ¢, definidas conforme a figura acima, sendo desnecessaria a

adocéo de um sistema local semelhante a &, associado aos vertices da célula.

6.3. Equacdes Algébricas do MEC para Problemas com
Campo de Tensoes Iniciais

As equacbes integrais (6.7) e (6.8), quando escritas na forma
discretizada, sdo equivalentes a equaclOes algébricas, cujos coeficientes
resultantes da integracdo numeérica multiplicam as variaveis nodais de contorno
e de dominio, para cada ponto fonte “s”, segundo cada dire¢cdo do sistema
global de coordenadas cartesianas. As integrais, portanto, podem ser

representadas algebricamente conforme abaixo:

[Hl{u}=[c}P}+[Qls (6.33)
lo}=-[Hlu}+[cP}+[QTc°) (6.34)
onde,

[H][ ] [ ] [H][G][Q] - Matrizes com os coeficientes de integragéo;
{U} - vetor com as variaveis nodais de deslocamento;
{P
{

} - vetor com as variaveis nodais de forcas de superficie de contorno;
0} - vetor com as variaveis nodais do campo de tensdes reais;

{c°} - vetor com a tensao inicial de dominio.

A seguir serdo apresentadas as equagdes com campos iniciais utilizadas
na resolucdo de problemas de sub-regido e inclusdo de materiais com

propriedades anisotropicas.
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"N&o séo os grandes planos que déo certo;

CAPITULO 7 e e v dro v

(Stephen Kanitz)

FORMULACAO ALTERNATIVA PARA ANALISE DE
DOMINIOS NAO-HOMOGENEOS E INCLUSOES DE
MATERIAIS ANISOTROPICOS

A maneira classica de se tratar problemas composto por varias regioes,
€ através da técnica das sub-regidbes, onde a compatibilidade dos
deslocamentos e o equilibrio de forcas de superficie ao longo da interface séo
impostas em nivel de equacdes algébricas. A seguir, é apresentada uma forma
alternativa na resolucdo destes problemas a partir do emprego da formulacéo
do método dos elementos de contorno com campos de tensdes iniciais. Tal
formulac&o permite a inclusdo de dominios anisotrépicos em meios isotropicos,

ou ainda, o estudo de dominios completamente anisotropicos.

7.1. Introducéo

Partindo-se do conceito de campos iniciais,

,(6)=0}(5)-o%(6) 7.0
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Gg - Tensor de tensdes iniciais;
ij - Tensor de tensoes elasticas;

G, - Tensor de tensdes reais;

Na forma grafica podemos obter (csi’sz), tensdo verdadeira versus

deformacéo, a partir de um corpo eléstico obtido com outras constantes.

0

Figura 18 — Tensdes iniciais, elasticas e reais

Admite-se que as componentes de tensdes iniciais (cg) sejam vistas
como uma penalizacéo das tensdes elasticas do material (cs,j) expressas sob a
forma:

0

Gji (S): Dijklcekl (S) (7.2)
onde D,, € uma matriz que penaliza as tensdes elasticas de um material

isotrépico utilizado como referéncia, corrigindo-as para as tensdes reais no qual

estaria submetido o material desejado. Substituindo-se (7.2) em (7.1) temos
Ojj (S) = (I it ~ Dija K (S) (7.3)

onde I, € a matriz identidade.
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7.2. Matriz de Penalizagao Djjy

Escrevendo-se a Lei de Hooke generalizada sob a forma matricial, tem-

se,

{o}=[Ele} (7.4)

onde [E] contem os coeficientes elasticos de rigidez do material e,

convenientemente indicado quando se fizer referéncia a um material elastico

isotrépico, conforme abaixo:

o) =[E['{e} (7.5)

[Elte}=([1]-[DIE fe) (7.6)

Ou seja, para um mesmo conjunto de deformacdes {8} encontramos:

[E]=(1]-[ODIEF (7.7

Portanto, a matriz de penalizacao [D] pode ser escrita como:

[D]=[1]-[E]cT (7.8)

onde a matriz [E] contém os coeficientes elasticos de rigidez do material

desejado, a matriz [C]e contéem os coeficientes elasticos de flexibilidade de um
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material elastico isotrépico usado como referéncia e [I] € a propria matriz

identidade.

7.3. Resolucao algébrica

Partindo-se das duas equacfes algébricas independentes (6.33) e

(6.34), respectivamente:

[H{U}=[c]P}+[Qlc°} (7.9)

-[Hu}+[c TP} +[Qs} (7.10)

~—
Q

N’
I

Substituindo-se (7.2) na primeira equacao (7.9), encontramos:
[HKu}=[GJP}+[Q]D)sf (7.11)

Adicionando {00} a ambos os membros da segunda equacéo (7.10):

o} + 1"} = -[HNU}+ [6 1P} + [QTDTo’ 1+ {o°) (7.12)

E facil perceber a partir de equacéo (7.1), que o primeiro membro de

(7.12) resulta nas componentes elasticas {G}e e, substituindo-se (7.2) no

segundo membro, obtemos:

o* = -Hl{u} + [6P}+ [QIDNo*+ [DNe (7.13)

Reescrevendo-se (7.13), chega-se a:
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[Hu}+{1]-[QIp]- [Pl =[P}

(7.14)

O acréscimo do termo de dominio, referente ao campo de tensdes
Iniciais, nas equagdes de deslocamento e tensdes em pontos interno, torna-as
dependentes entre si. Portanto, a resolucdo dos problemas propostos somente
€ possivel através da solucdo do sistema de equacdes formado pelas
equacles (7.11) e (7.14). A composicdo das matrizes e vetores globais pode

ser vista na figura abaixo:

{U}

{o}

{P}

Figura 19 — Composigéo das matrizes e vetores globais

Com as matrizes e vetores globais devidamente montados, a resolucao
do sistema € somente possivel apos o adequado rearranjo das equacodes, de
modo que todas as incognitas do problema estejam do mesmo lado. Apds a
passagem dos termos conhecidos para o segundo membro, e dos termos
incégnitos para o primeiro membro, o sistema global fica reescrito, de forma

simplificado, na seguinte forma:

[AfX}=1F)

(7.15)

O vetor global {X} € composto pelas componentes de deslocamentos

nodais do contorno {U} pelas forcas de superficie {P} e pelas tensdes
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elasticas {cs}e incégnitas. A resolucdo de (7.15) pode ser simbolicamente

representada por,

Xj=[Al"{F} (7.16)

E finalmente, as tensdes reais {c} em cada né descontinuo do meio

discretizado em células podem ser obtidas pela expressao:

to}=(1]-[D)yey’ (7.17)
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CAPI{TU L@ 8 "A paciéncia é o melhor remédio para

gualquer problema." (Plauto)

EXEMPLOS E APLICACOES

Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos de aplicacdo da
formulacdo proposta, comparando resultados com os obtidos através do
Método dos Elementos Finitos, com solu¢des analiticas (quando disponiveis)
e/ou outros resultados encontrados na literatura.

No programa computacional desenvolvido baseado na formulagéo
proposta neste trabalho, empregaram-se integracfes analiticas sobre os
elementos de contorno e integragbes numéricas sobre os elementos no
dominio. Em todos os exemplos apresentados, adotou-se ainda, o valor de

dist =0,40, distancia adimensional do né ao vértice da célula, conforme

mostrado na Figura 16.

8.1. Exemplo 01

Este exemplo consiste na andlise de uma peca tubular espessa, formada
por dois tubos concéntricos e devidamente acoplados. O primeiro tubo tem
espessura e raio interno igual a 2. O tubo externo tem espessura igual ao
interno e seu modulo de elasticidade é o dobro do mdédulo do primeiro tubo.

A primeira andlise consiste na verificacdo da convergéncia da solucéo,
comparando-se os resultados em deslocamentos e tensdes radiais com a

solucéo analitica do problema disponivel na literatura.
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A geometria, as propriedades dos materiais e as condi¢cdes de contorno
impostas sdo apresentadas na Figura 20. E importante destacar que os

resultados apresentados a seguir referem-se ao Estado Plano de Tensao.

AN
\"\
N
\
™.
\I\
\‘w
N 2E
hy v=0
N
N E
‘ v=0
[ 12
l /'
| /'
| P=1 g
| 2 3 4 5
e ——— . [ S
| SIS
i | i
% 2.0 | 2.0 f 20 .
| I '

Figura 20 — Tubo de parede grossa. Geometria e carregamento (Exemplo 1)

Foram consideradas 3 discretizacdes, sendo a primeira delas com 6
elementos lineares na face interna do quarto do tubo em analise, 14 elementos
lineares na face externa, 4 elementos lineares em cada linha de simetria e 67

células para discretizar o meio continuo penalizado (Figura 21).



CAPITULO 08 — EXEMPLOS E APLICAGCOES 87

Figura 21 — Primeira discretizacdo adotada no exemplo 1

A segunda malha (Figura 22) consiste no refinamento do primeiro
modelo empregando 12 elementos lineares na face interna do quarto de tubo,
28 elementos lineares na face externa, 8 elementos lineares em cada linha de

simetria e 268 células para discretizar o meio continuo penalizado.

i

A

N/
S

N

VAVAVAVAN
FATATN

Figura 22 — Segunda discretizacdo adotada no exemplo 1

A Ultima discretizacdo (Figura 23) consiste em 20 elementos lineares na

face interna, 40 elementos lineares na face externa, 16 elementos lineares em
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cada linha de simetria e 692 células para discretizar o meio continuo

penalizado.
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Figura 23 — Terceira discretizacdo adotada no exemplo 1

Os seguintes deslocamentos radiais para os 5 pontos indicados foram

encontrados e estdo mostrados nos Graficos 1 a 5:

1.08

1.07 . ¢ s

1.06 A
S 105 /
s 1L
]
© 104 /-/ —e— Solug&o Exata
S 1.03 = —=—MEC
% 1.02 —a— MEF
[=]
% 1.01
Q
a 14

0.99

0.98 ; ‘

1 2 3

Discretizagdo

Gréfico 1 - Deslocamento Radial do ponto 1 nas 3 discretiza¢des analisadas
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0.715
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Grafico 2 — Deslocamento Radial do ponto 2 nas 3 discretizacdes analisadas
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Gréfico 3 — Deslocamento Radial do ponto 3 nas 3 discretizacfes analisadas
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Gréfico 4 — Deslocamento Radial do ponto 4 nas 3 discretizacfes analisadas
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—a— MEF

0.53

0.528
/

0.526

Deslocamento Radial

0.524

1 2 3
Discretizagéo

Gréfico 5 — Deslocamento Radial do ponto 5 nas 3 discretizacfes analisadas
Os valores apresentados em termos de deslocamentos radiais,
juntamente com outros resultados disponiveis na literatura sdo apresentados

na tabela a seguir,

Pontos
Técnica 1 2 3 4 5
Formulacao Alternativa 1,068 | 0,736 | 0,582 | 0,552 | 0,538
Método Classico das Sub-regibes 1,065 | 0,736 | 0,586 | 0,549 | 0,543
MEF 1,063 | 0,738 | 0,583 | 0,547 | 0,538

Formulacdo Proposta (Malhal) 0,989 | 0,734 | 0,581 | 0,545 | 0,534
Formulacdo Proposta (Malha2) 1,040 | 0,737 | 0,583 | 0,547 | 0,537
Formulacdo Proposta (Malha3) 1,059 | 0,739 | 0,584 | 0,548 | 0,538

Valor Exato 1,068 | 0,739 | 0,584 | 0,548 | 0,539

Os valores devem ser divididos por E/2
Tabela 1 — Deslocamentos Radiais (Exemplo 1)

Tanto o Meétodo Classico das sub-regibes quanto a Formulacéo
alternativa indicada tém sua formulacdo devidamente descrita em VENTURINI
(1988), onde foram empregados 6 elementos para aproximarem-se as
superficies interna, média e externa, enquanto que as linhas sobre os lados de
cada tubo definidos pelos eixos de simetria foram discretizados com 2
elementos. Os valores exatos dos deslocamentos radiais, por sua vez, podem
ser encontrados empregando-se as solucdes analiticas demonstradas por
TIMOSHENKO & GOODIER (1980), pag. 68, efetuando-se a compatibilizacao

dos deslocamentos na interface entre os materiais.
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O erro médio quadratico obtido considerando todos os deslocamentos
radiais dos nés do contorno na primeira discretizacao foi de 2,73%, reduzindo
para 0,72% na segunda discretizacdo e fechando em 0,49% na Ultima
discretizagéo.

As tensdes radiais® obtidas numericamente e comparadas com seus

valores exatos estdo mostradas nos Graficos 6 a 9.

* Numerico
* » Analitico

-0.5

Tensédo Radial

-0.6

-0.7

-0.9

-1.0

Grafico 6 — Tensdes Radiais no Modelo 1
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Gréafico 7 — Tensoes Radiais no Modelo 2
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Grafico 8 — Tensdes Radiais no Modelo 3
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Da mesma maneira que calculada nos deslocamentos, o erro meédio
quadratico obtido nas tensdes radiais foi de 2,46% na primeira discretizacao e,
0,92% e 0,48%, na segunda e terceira discretizacdo, respectivamente. Observe
que os erros obtidos para deslocamentos e tensdes sdo muito préximos,

caracteristica do MEC.

8.2. Exemplo 02

Este exemplo baseia-se no primeiro exemplo apresentado,
diferenciando-se apenas nas propriedades elasticas dos materiais que, agora,
apresentam o coeficiente de Poisson igual a 0,2.

A geometria, as propriedades dos materiais e as condi¢cdes de contorno
impostas sdo apresentadas na Figura 24. A discretizacdo adotada permanece
a mesma apresentada na Figura 23. Os resultados apresentados referem-se ao
Estado Plano de Tenséao.
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Figura 24 — Tubo de parede grossa. Geometria e carregamento (Exemplo 1)
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Tem-se a seguir, na Tabela 2, os valores dos deslocamentos radiais

comparados com 0s encontrados pela solucdo analitica e pelo MEF.

Pontos
Técnica 1 2 3 4 5
Valor Exato 1,246 0,846 0,651 0,588 0,558
Formulacao Proposta 1,248 0,845 0,651 0,587 0,557
MEF 1,240 0,844 0,649 0,586 0,556

Os valores devem ser divididos por E/2

Tabela 2 — Deslocamentos Radiais (Exemplo 2)

As tensdes radiais obtidas estdo apresentadas no Grafico 9 juntamente

com a solucéo analitica.
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Grafico 9 — TensOes Radiais (Exemplo 2)
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O erro médio quadratico calculado em funcdo dos deslocamentos
numéricos e analiticos, foi de 0,19% enquanto que nas tensdes radiais este

erro permaneceu em torno de 0,58%.

8.3. Exemplo 03

Este exemplo consiste em uma variacdo do exemplo anterior,
diferenciando-se apenas nos coeficientes de Poisson que, agora, S&o
diferentes entre si.

A geometria, as propriedades dos materiais e as condi¢cdes de contorno
impostas sdo apresentadas na Figura 25. A discretizacdo adotada permanece
a mesma apresentada na Figura 23. Os resultados apresentados referem-se ao

Estado Plano de Tenséao.
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Figura 25 — Tubo de parede grossa. Geometria e carregamento.

Tem-se a seguir, na Tabela 3, os valores dos deslocamentos radiais

comparados com os encontrados pela solu¢éo analitica e pelo MEF.
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Pontos
Técnica 1 2 3 4 5
Valor Exato 1,087 0,761 0,609 0,549 0,522
Formulacao Proposta 1,088 0,760 0,608 0,549 0,521
MEF 1,083 0,759 0,607 0,548 0,521
Os valores devem ser divididos por E/2
Tabela 3 — Deslocamentos Radiais (Exemplo 3)
As tensdes radiais obtidas estdo mostradas no Grafico 10.
Raio
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-0.8 .
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10 L

Gréfico 10 — Tensdes Radiais (Exemplo 3)

O erro médio quadratico calculado em funcdo dos deslocamentos
numéricos e analiticos, foi de 0,18% enquanto que nas tensdes radiais este
erro permaneceu em torno de 0,45%
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8.4. Exemplo 04

Neste exemplo, disponivel em WUTZOW (2002), pag. 78, onde foram
empregadas as técnicas de sub-regido, elementos finitos e condensacéao tem

seus resultados confrontados aos obtidos pela formulacdo proposta neste

trabalho.
Os dados geométricos, fisicos e as condi¢cfes de contorno impostas, sao

vistos na Figura 26:

R R T

-

7 2
<~ E=2000 kN/cm

=U, Ponto A 2
E=10000 kN/cm
v=0,0
Lad

48 cm 0.1 om

0,05 cm
© 0,85¢cm

v

0,1cm

0,1 cm

Figura 26 — Geometria e carregamento do exemplo 4

A discretizacdo adotada é representada na figura abaixo,

50 elementos

96 células

50 elementos

~ 10 elementos
10 elementos

Figura 27 — Discretizacdo empregada no exemplo 4

O deslocamento vertical do ponto A localizado no centro do enrijecedor é

apresentado na Tabela 4 para as diferentes técnicas.
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Método de Célculo Deslocamento Y (cm)
Sub-regido (WUTZOW, 2002) -0,012211
Condensacao (WUTZOW, 2002) -0,012211
ANSYS (WUTZOW, 2002) -0,012368
Formulacdo Proposta neste trabalho -0,012268

Tabela 4 — Deslocamentos em y do Ponto A (Exemplo 4)

8.5. Exemplo 05

O carregamento, a geometria, e as condi¢cdes de contorno do problema

sao vistas na figura abaixo,

1 kKN/m

B A

E = 1000 kN/cm?
v=0

I 10 cm ! 10 cm ! 10 cm !

Figura 28 — Geometria e carregamento do exemplo 5

Foram adotadas 2 discretizacdes, sendo a primeira delas constituida por

70 elementos no contorno e 120 células no dominio, conforme mostrado na

Figura 29:

10 elementos 10 elementos 10 elementos
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5 4WAVAYAVAVAVE> 5
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10 elementos 10 elementos 10 elementos

120 células

Figura 29 — Primeira discretizacdo adotada no exemplo 5
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Na segunda discretizacéo, foram adotados 140 elementos no contorno e

480 células no dominio (Figura 30).

20 elementos 20 elementos

10 elementos
10 elementos

20 elementos

20 elementos

480 células

Figura 30 — Segunda discretizacdo adotada no exemplo 5

Os resultados em deslocamento vertical nos nés na face inferior da viga
sdo apresentados na tabela abaixo, comparando-se as duas discretizacdes

adotadas com os resultados obtidos através do MEF com base na mesma

discretizagdo do dominio.

N6 Coord. X (cm) MEC1 MEC2 MEF
1 0,000 0.00000 0.00000 0.00000
2 1,000 -0.04941 -0.04781 -0.04646
3 2,000 -0.13035 -0.13083 -0.12914
4 3,000 -0.23522 -0.23823 -0.23581
5 4,000 -0.35750 -0.36364 -0.36044
6 5,000 -0.49169 -0.50155 -0.49759
7 6,000 -0.63288 -0.64695 -0.64225
8 7,000 -0.77669 -0.79528 -0.78991
9 8,000 -0.91913 -0.94244 -0.93644
10 9,000 -1.05679 -1.08480 -1.07830
11 10,000 -1.18797 -1.22056 -1.21350
12 11,000 -1.31036 -1.34813 -1.34110
13 12,000 -1.41161 -1.45370 -1.44640
14 13,000 -1.48653 -1.53177 -1.52430
15 14,000 -1.53244 -1.57963 -1.57220
16 15,000 -1.54790 -1.59575 -1.58830
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NO (Cont). Coord. X (cm) MEC1 MEC2 MEF
17 16,000 -1.53244 -1.57963 -1.57220
18 17,000 -1.48653 -1.53177 -1.52430
19 18,000 -1.41161 -1.45370 -1.44640
20 19,000 -1.31036 -1.34813 -1.34110
21 20,000 -1.18797 -1.22056 -1.21350
22 21,000 -1.05679 -1.08480 -1.07830
23 22,000 -0.91913 -0.94244 -0.93645
24 23,000 -0.77669 -0.79528 -0.78991
25 24,000 -0.63288 -0.64695 -0.64226
26 25,000 -0.49169 -0.50155 -0.49759
27 26,000 -0.35750 -0.36364 -0.36045
28 27,000 -0.23522 -0.23823 -0.23582
29 28,000 -0.13035 -0.13083 -0.12915
30 29,000 -0.04941 -0.04781 -0.04646
31 30,000 0.00000 0.00000 0.00000

Tabela 5 — Deslocamentos verticais na face inferior (Exemplo 5)

Nos Graficos 11 e 12 sdo apresentados os deslocamentos verticais que

ocorrem ao longo da face inferior da viga:
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Grafico 11 — Deslocamento vertical ao longo da face inferior da viga

Apenas os deslocamentos verticais na regiao central da viga Gréfico 12:
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Grafico 12 — Deslocamento vertical ao longo da face inferior da viga
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8.6. Exemplo 06

Este exemplo consiste em um chapa quadrada, constituida de um
material com propriedades ortotropicas. O carregamento, a geometria, e as

condi¢cBes de contorno do problema séo vistas na Figura 31.

Ex=100
Ey=10

vxy=0.2 -
vxz=0.2

i

X
WA ARG A e l o

|
| 1 |
Figura 31 — Geometria e carregamento do exemplo 6

Empregaram-se 222 células no dominio e 10 elementos lineares sobre

cada face do contorno, totalizando em 40 elementos lineares de contorno,

conforme indicado na Figura 32.

10 Elementos

10 Elementos
10 Elementos

10 elementos 222 células

Figura 32 — Discretizacao adotada no exemplo 6
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Os resultados obtidos foram confrontados com a formulacdo proposta no
trabalho de HOEFEL (2006), que emprega a solucdo fundamental ortotropica
no equacionamento do problema e elementos constantes, e com o MEF
empregando-se 100 e 400 elementos quadrangulares, respectivamente. Os
resultados das forcas de superficie ao longo do apoio engastado sao

mostrados no Gréfico 13.
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Gréfico 13 — Forca de superficie ao longo do apoio engastado (exemplo 6)

Os resultados em deslocamentos verticais na face superior e ao longo

da face lateral da chapa sdo mostrados no Grafico 14 e Gréfico 15, a seguir:
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Gréfico 14 — Deslocamentos verticais ao longo da face superior (exemplo 6)
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Grafico 15 — Deslocamentos verticais ao longo da face lateral (exemplo 6)



CAPITULO 08 — EXEMPLOS E APLICAGCOES 105

8.7. Exemplo 07

Este exemplo consiste em uma chapa tracionada, composta por um
material ortotrépico incluso em um material isotropico. O carregamento, a

geometria, e as condicdes de contorno do problema sao vistas na Figura 33.
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Figura 33 — Geometria e carregamento do quadrado com inclusao ortotrépica

Empregaram-se 86 células no dominio penalizado e 10 elementos
lineares em cada face do contorno, totalizando 40 elementos lineares,

conforme Figura 34.

10 elementos o1

10 elementos
10 elementos

86 células

10 elementos

Figura 34 — Discretizacao adotada no exemplo 7
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A seguir, comparam-se 0s resultados obtidos em deslocamentos
verticais ao longo da face superior e deslocamentos horizontais ao longo da
face lateral, com os resultados obtidos pelo MEF (ANSYS) como esta mostrado
no Gréfico 16 e 17, respectivamente:

Posicdo na face superior

0.00 T T T T
-0.01 ¢ 6 7 8 ] 10

-0.02 + \\
-0.03 \\
-0.04

-— MEF
-0.06 -
-0.07
-0.08 -

-0.09
-0.10

Deslocamento

Grafico 16 — Deslocamento vertical ao longo da face superior (Exemplo 7)

Posicéo na face lateral

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.70 | | | | | | | | |

SN

0.76
/ \\ —
0.80 —~ MEF
0.82

voa |/ N

0.86

Deslocamento

0.88

Gréfico 17 — Deslocamento horizontal ao longo da face lateral (Exemplo 7)
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E as tensbes o,, 1,, € 6, respectivamente:

‘v
P

Figura 35 — Tensdes o, (Exemplo 7)

T T
2 3 4 5 ] 7 8 2

Figura 36 — Tensoes t,, (Exemplo 7)

045
=04

-18
17
1.6
15
1.4
1.3
1.2
11
-1

-0.9
~0.8
0.7
0.6
~0.5
0.4

-0.35
0.3
-0.25

-0.15
0.1
-0.05

--0.05
--0.1
--0.15
--0.2
--0.25
--0.3
--0.35

--0.45
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ID.B
025
0.2
-0.15

-0.1
-0.05

-0.05
-0.1
-0.15
--0.2

-0.25
03
-0.35

%1 £ 3§ & 1+ & 1 & 3 %
Figura 37 — Tens6es o, (Exemplo 7)

8.8. Exemplo 08

Trata-se de uma variagcdo do exemplo anterior onde, agora, o0 meio
isotropico apresenta o coeficiente de Poisson ndo-nulo. O carregamento, a
geometria, e as condi¢cdes de contorno do problema séo vistas na Figura 38:
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__Z E=10 .
/ v=0.2
% T
2
— / vy=0.2 -
= ? = y=0.0 F=1
? GG:Oy;—‘ZO.BS —*
» T
Z _,
7 X |
10 |

Figura 38 — Geometria e carregamento do exemplo 8

Foi adotada a mesma discretizagcdo mostrada na Figura 34. A seguir,
comparam-se os resultados obtidos em deslocamentos verticais ao longo da
face superior e deslocamentos horizontais ao longo da face lateral, com os
resultados obtidos pelo MEF (Gréfico 18 e Grafico 19).

Posicao na face superior
OOO T T T T T T T T T
-0.02 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.04 \\\
-0.06

e

é -0.08

S .0.10 - ~ MEF
© —+~ MEC
® -0.12 -

(@)

-0.14
-0.16 \\\
-0.18

-0.20

Gréfico 18 — Deslocamento vertical na face superior (Exemplo 8)
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Deslocamento

Posicao na face lateral
0 1 2 3 4 5 6 7 8

070 | | | | | | | |
0.72
0.74

] A
0.80 / \

0.82

0.84
0.86 - /

0.88

0.90

-~ MEC
- MEF

Grafico 19 — Deslocamento horizontal na face lateral (Exemplo 8)

E as tensbes o,, 1,, € 6, respectivamente:

Figura 39 — Tensdes o, (Exemplo 8)

[ 1.9
1.8

1.7
~1.6
~15
14
~1.3
1.2
1.1
-1

—0.9
—0.8
—0.7
~0.6
~0.5
0.4
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%1 3 3§ i s & t & 5 1
Figura 40 — Tensdes t,, (Exemplo 8)

104

8-
7-
’
61
5
4|
.
3
2

. 1 2 3 4 5 s 7 8 s 10

Figura 41 — TensOes o, (Exemplo 8)
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&
CAPI . I " I O 9 “Féacil é apagar as pegadas. Dificil &€ caminhar

sem tocar o chdo” (Lao-tsé)

CONCLUSAO

O objetivo principal deste trabalho foi apresentar uma formulacao
alternativa na resolugédo de problemas de sub-regido ou inclusdo anisotropica,
através do MEC modificando-se os parametros elasticos com campo de
tensdes iniciais. Em particular, desenvolveu-se um programa computacional
baseado na formulacdo proposta, o qual foi submetido a uma série de
exemplos e seus resultados confrontados aos obtidos por outras técnicas.

Em virtude da dificuldade de se obter as 21 constantes necessarias para
caracterizar um material com anisotropia completa, foram analisados, no
maximo, materiais com propriedades ortotropicas.

A precisdo dos resultados obtidos comprova a viabilidade da utilizac&o
desta formulacdo a andlise de problemas onde uma parte, ou o dominio por
completo, apresenta-se com propriedades anisotropicas.

O emprego de células com descontinuidade nas variaveis de tensao
inicial demanda uma grande area da memdria do computador destinada a
montagem e resolucdo do sistema algébrico. Assim, a formulagdo é mais
adequada para problemas com inclusGes que exigem discretizacdo em regides

menores.
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Nesse sentido, sugerem-se como contribui¢des futuras:

- A implementacdo da técnica Multipole (Fast Multipole Method), que
decompde a solucdo fundamental em séries a partir de expansdes dos nucleos
integrais procurando tornar as matrizes esparsas, onde a obtencao do sistema
algébrico e sua resolucdo sao concomitantes.

- Desenvolvimento de formulacbes do MEC que gerem matrizes
esparsas para aumentar a eficiéncia do método: Técnica das sub-regides ou

método sem malha (Petrov-Galerkin).
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ANE x O* A "A grandeza n&o consiste em receber honras,

mas em merecé-las." (Aristoteles)

NOTACAO INDICIAL

A notacdo indicial € uma forma simples, objetiva e compacta de
representar as expressdes matematicas. Assim, as expressdes tornam-se mais
elegantes e ageis durante a implementacao do codigo computacional.

Visto sua utilidade na engenharia, ao tratar por exemplo, de sistemas de
equacoes lineares, somatorio e equacdes constitutivas, apresenta-se a seguir o

seu conceito e algumas das suas propriedades mais usadas.

9.1. Definicao

E uma representacdo de um conjunto de variaveis por meio de indices,
podendo ser subscrito ou sobrescrito.

Quando uma varidvel é apresentada por meio de um indice
isoladamente, sem que seja determinado um intervalo para esta, estamos

indicando uma variavel qualquerX,,X,,...,X,. Porém, quando um intervalo e

n-

definido, estamos representando o conjunto de variaveis. No caso do espaco

tridimensional, o vetor V' pode ter suas componentes X;,X,, X, representadas
por X, (i :1,2,3).

A escolha do indice é feita livremente. Portanto X; e X; representam a

mesma componente do vetor V .
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9.2. Somatoério

E a propriedade mais simples da notago indicial e, permite representar
a soma dos termos de uma equac¢do com o emprego do indice falso (ou
repetido). Por exemplo, a equagdo a,X, +a,X, +a,X, +a,X, +...+a X, =b pode

ser representada em notacéao indicial, sob a simples forma:

aX; =b, com i valendo nointervalode 1 a n.

O emprego do indice livre representa o numero de equacdes existentes.

No caso do sistema de equacdes abaixo,

a, X, +a,X, +a. X, +a, X, +...+a, X, =b
Ay X, + 8K, + 8y X5 +8,,X, +...+8,,X, =D,

a, X, +a,X,+a,.X;+a,X,+..+a,X, =b

De forma simplificada,

E, na forma indicial final, como a;x; =b;, com (i,j=12,.,n).

Em resumo, na convengdo do somatorio, os indices repetidos (ou falsos)
fazem com que a expressao cresca na horizontal enquanto que o indice livre

faz com que a expressao cresca na direcdo vertical.
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9.3. Diferenciacéo

As operacfes de derivacdo sdo representadas por virgula. No caso das

derivadas totais e parciais, temos:

du ou
—=u, e —=u,
dx, ox,

No caso de uma funcéo U= u(aj(xj)), a regra da cadeia se aplica da

seguinte forma:

ou_, _Gudm_

_:u'i = _u]ju”
OX, oa; 0X,
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ANE x O* B "A direcdo é mais importante do que a velocidade."

(Roberto Scaringella)

DELTA DE KRONECKER

O Delta de Kronecker (8”), ou tensor de substituicdo, € uma matriz

especial, representada por

1 para i=]
0 para i#]

ij

Na forma de matriz encontramos a matriz identidade, ou seja,

o - O
— O O

Para qualquer matriz quadrada M; e vetor A; temos as seguintes
propriedades,
0,A, = A
oM, =M, =M;3,
0,0, =0
0, =9;

ij
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ANE x O" C "Caia sete vezes, levante-se oito."

(Provérbio japonés)

DELTA DE DIRAC

A chamada funcao Delta de Dirac foi introduzida pelo pesquisador Paul
Dirac para simplificar o tratamento de certos problemas da mecénica quantica.
Suas propriedades sao estudadas na Teoria de Funcdes Generalizadas.

A intuicdo que reside por trds do Delta de Dirac é que a representacéo
da densidade de uma grandeza concentra-se em um Unico ponto. Apds a
formulagéo, segue um exemplo do conceito desta fungao.

A funcéo Delta de Dirac pode ser escrita da seguinte forma,

5(x) = ¥oopara % <X<#%
|0 para  [x/>%

1/¢

T ¢ » X

Figura 42 — Funcao Delta de Dirac
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Em conseqiéncia da definicdo acima, € possivel provar que,
[8(x)dx =1

Escolhendo uma funcao qualquer f(x) bem definida em Xx=0 e com o

intervalo de integracdo [’%,%] muito pequeno, a variagdo da fungdo f(x)
neste intervalo pode ser desconsiderada e entao f(x) permanece praticamente
igual a f(0).

Assim, obtém-se melhores resultados quando o intervalo de integracéo é

cada vez menor. No limite, quando € — 0 se chega a defini¢cdo da funcao Delta

de Dirac, como visto abaixo,

[3(x)f (x)dx =£(0)

Se, por exemplo, temos um ponto material de massa m localizado na
posicdo X, da reta real, dizemos que a densidade de massa desse ponto €

dada por
p(x)=md(x - x,) X, X, € R

onde §(x),x € R, é a chamada distribuigéo Delta de Dirac.

Nesse caso esperamos que p(x)=0 se X# X, (pois o ponto material

esta concentrado apenas no ponto X,) e quefo p(x)dx =m (pois a massa total

é m). Concluimos que 8(x) deve satisfazer & hipétese de ser nula para todo

X # 0 e divergir em X =0, pois nesse ponto temos uma concentracao infinita.
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ANE x O* D "N&o h& mestre que néo possa ser aluno.”
k . LY ! /s L r

(Baltazar Gracian)

TEOREMA DA RECIPROCIDADE DE BETTI

Um corpo em equilibrio submetido a dois estados de carregamento
distintos fornece para cada estado um conjunto de tensdes e deformacdes.

O teorema da reciprocidade de Betti afirma que o trabalho realizado
pelas tensdes do primeiro estado de carregamento sobre as deformacdes do
segundo estado é numericamente igual ao trabalho realizado pelas tensées do
segundo estado sobre as deformacgdes do primeiro.

Entdo, atribuindo-se ao primeiro estado de carregamento (1) o conjunto

de tensdes (csilj) e deformactes (s.l.

U) e, para o segundo estado de

2

carregamento (2) o conjunto de tensdes (Gu) e deformacdes (gﬁ) podemos

afirmar, segundo o teorema da reciprocidade de Betti, que,

1.2 2 1
J Oy = ,[ G
Q Q
A demonstracao deste teorema é feita partindo-se da lei de Hooke (2.5),

G = Cijklgkl
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Admitindo as hipbéteses de meio elastico, homogéneo e isotropo,

obtemos a lei de Hooke patrticularizada,

2Gv
o. = makksij + ZGSU

1

Aplicando-se o teorema da reciprocidade de Betti,

c.€ _
1-2v

ij i)
o (&skké‘) &; +2Gge j
1-2v

g2 ( 2Gv aiKSij+ZGgilj]sﬁ

Mas,

Entdo, reescrevendo,

ij<ij

ole? = (%aikéu + 2Gg; jeﬁ
—2v

Giljsﬁ = 12_GV gikSijgﬁ + 2G8i1j€i2j

G,ljsﬁ 1262 Suauakk +ZGsiljs§

o€ = [1262\/ 8,64 + 2Gs; )8
1.2 2.1

Gijgij = GIJSU
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"Um homem que comete um erro e ndo o corrige

ANE x O, E; esta cometendo um outro erro."

(Conicio
INTEGRAIS ANALITICAS SINGULARES
Constantes
.= 4(15(_1%\}\/)) i
2" 16nGL(1—v) ~2
K, :%J;T)L{Zv[njrykrvi e =29 )nr o+ s, 1,8 J- - 4vn s, ) F.3
K=t @-2v)frd, 18, 18, J+2rrr,) 13

4r(l-v)L
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Ponto fonte no primeiro n6 do elemento de integracdo

N
—y E_,: +1
S 3¢ > o
i I f

L

Figura 43 — Ponto fonte no primeiro n6 do elemento

Matriz H:

H122 = Kl
H121 = _Hiz
Hgl = _H122

Hh:lez :H121:H§2 =0

Matriz G:

Gl = K{(3—4v)(% - Ln(L)j +(0,)

Gl = K{(3— 4v)(g— Ln(L)j +(0,)
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G2 = K{(:%—M(%— Ln(L)j+(ez)2}

G2, = K{(3—4v)(%— Ln(L)j +(el)2}

Gé:Gé:G%:G;:_Kﬁﬁz

Ponto fonte interno ao elemento de integracao

n
};:_1 E_\:"""I

i s T f

L yi /
! I 7
L /
o T i

L

Figura 44 — Ponto fonte no primeiro n6 do elemento

Matriz H:

LS bl_n[ij L
L b

HZ, = ﬁ(al_n[ij + Lj
L b

1 1
Hu—_Hn
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2 2
H21__H12

H11:H122 :H121:H§2 =0

Matriz G:

2 4 2

2 2 2 2 2
Gl = %{— (3—4v)Kab+a?jLn(a)+b—Ln(b)—(aZ+ab +£j+£(ez)z}

L 2Ky ] o & LY T i T
G, = T { (3 4v)Kab+ > jLn(a)+ > Ln(b) 1 +ab+ 3 (6,)

2 2 2 2 2
G - 2K, {_ (3-4v)Kab+%)Ln(b)Jr%Ln(a)—(b?jtabjt31]+L(92)2

4 2

1 1

2 2 2 2 2
G2, = %{— (3—4v)Kab +%J|_n(b)+a7 Ln(a)—[%+ ab +31J Loy

Giz = Glzz = Glzl = G;l = —K29192

Matriz S:

L= K{Ln(a)— Ln(b)—E— }

a

S? = K{- Ln(a)+ Ln(b)—%— }
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Matriz D:

D; =K, {b[Ln(a)-Ln(b)+1]+a}

D; =K, {a[Ln(a)- Ln(b)-1]- b}

Ponto fonte no segundo né do elemento de integracéo

n
== E=+1
) > s

i T f

L

Figura 45 — Ponto fonte no primeiro né do elemento

Matriz H:

2 2
H21 - _H12

H11:H122 :H121:H§2 =0
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Matriz G:

Gl = K{(3—4v)@- Ln(L)j+ (92)2}

G, = K{(B— 4\/)(%— Ln(L)j +(0,)

G2 = KZ{(3—4V)(§- Ln(L)j+ (6,

G2, = K{(B— M@- Ln(L)j + (91)2}

Giz = Glzz = Glzl = Ggl = _Kzelez
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ANEXO F

INTEGRAIS ANALITICAS NAO-SINGULARES

Constantes
1
K ==
' 8rnG(l-v)
K, =(3-4v)
1
K., =—
 4n(l-v)
K, =(1-2v)
K, =(1-4v)
G
K =
° 2n(l-v)

"O futuro pertence aqueles que acreditam
na beleza dos seus sonhos."

(Eleanor Roosevelt)

G.1

G.2

G.3

G4

G.5

G.6

G.7
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_[Ys G.8
or=( %]

Ponto fonte ndo alinhado com o elemento

S
T 2K Xs,Ys)

L J

! I

Figura 46 — Ponto fonte ndo alinhado com o elemento

Matriz H:

Hi, = KQ{K{Ln(cos(e2 ))% + 82¢1} +(sen(®, )cos(0, ) + 0, )9, +cos(8, )’ %} +

-, Loleos(0,)2 0, | G0 os(o 0., +ost. 2]

HE = Kg{K{- Ln(cos(, )0, + (—tg(0,)+ ez)ﬂ (-sen(6, oos(0, ) + 62)%—cos(82)2¢1}+

- KB{K{- Ln(cos(0,)}, + (- tg(6,)+ el)ﬂ ~(-sen(6, eos(6,)+6,). ~cos(©, ¢1}
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H, = K3{K4[Ln(c03(62))¢1—(— tg(6, )+ 92)%}—(-sen(ez)cos( ,)+0 )——cos(e )y ¢l}+
o Ll (16000 - sen,os0) 02 coso ',

HL, = KS{K [Ln(cos(e ))% +0,0, }(- sen(@,)cos(®,)+0, b, +sen(®, ) % N 2aLn(cos(ez))}

L

Lot ) 2 ot o o s - 20|

L

HZ = K3{K4[- Ln(cos(0, ))% + ezq)z} +(sen(0, Jcos(®, ) + 0, )b, —cos(6, )’ 3} +
- K3{K 4{- Ln(cos(6, ))% + elq)z} +(sen(6, Jcos(8, )+ 6, )b, —cos(6, )’ %}

e, = K3{K4[- Ln(cos(6, ),  (~tg(6,)+ ez)ﬂ - (enlo, os(o,)+6,)° —cos(62)2¢2}+
. Kg{K{- oo, ~(-10(0.+0)? [+ sen0eos(0) ) o0 .|

H3, = Ks{K{Ln(cos(ez))cl)z +(~tg(0,)+ 92)%} +(-sen(8, Jcos(0, )+ 0 )——cos(e Y (1)2} +
- Lolcos(0 (19000 [+ sen o)+ 02 —cosl, s

H3, = Ks{K [ n(cog6, )) +0,0, }L( sen(6,)cos6,)+6, ), _sen(ez)zﬁ_w}

L

—KS{K [ rlcos0,)2 + 6, }( sen(6,Jcod0,) + 6, _sen(el)Z%_w}

L
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Matriz G:

Gl = Kl{Kzan(@J{tg(ez ), _ﬁs(ez)z} +[-9(6,)+ 0,0, + m} — 0,0, +

_% Ln(cos(o, ))} - Kl{Kzan£$®l)j{tg(el)¢l - m} +[-tg(0,)+0,Jo, +
g z}eﬁl—%m(cos(el))}

+m
Gl = {Ln(cos( )0, + M} {Ln(COS( Wy + M}

1 1
Gy =Gy

G, H[ e LA Lo

o 0 o ]

|oblo)eajy 290 ot

+ [_ tg( ) ]¢1

4Lc s(e ) 2L L

A e vy L P Y

+%Ln(cos(92))}—Kl{K[ (CO © ))[tg( e+ s(e)} +[-tg(6,)+6,}p, +
R

~ 4Lcos(0,)

G = Kl{Ln(cos,(ez)MJ2 - M} - Kl{Ln(cos(el))¢2 _(tg6,)-8,) el)}

L L
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2 _ A2
G; =Gy,

G, =K {K { r{ -© )j{ 9(0,)0, +m}[—tg(%)+ez]¢z —m}
+(-tg(0,)+0, ), 290 _ a"”(cos(ez))} - K{K{Lr{@}[tg(el)cbz n

2L L

a atg(6,)° aLn(cod®,))
oo |0 ek Cigo) 0,22 }

4Lc s(e) } 2L L

Matriz S:

Sy, = % {[(ZK , +4v)sen(e,)cos(0,)+0,)- (Zsen(e2 )eos(6, )° +3sen(6, Jcos(6, ) + 36, )+
(2K, — K, )8, 0, —%[— (2K, + 4v)cos(8, ) +2cos(8, )’ - (2K, - KS)Ln(cos(ez))]} ¥
- K? (2K, +4v)sen(6, Jcos(6, )+, ) - (25en(el)cos(e1 )’ +3sen(6, Jcos(6, ) + 391)+

(2K, — K)o, —%[— (2K, +4v)cos(0, f + 2c0s(6, ) - (2K, - KS)Ln(cos(el))]}

,+2v)cos(8, )’ +2cos(6, ) ]¢ —E[(tk1+ 2v)-sen(6, Jcos(6,)+0, )+

(8, )cos(6, )’ +sen(8, Jcos(8, ) + )]} K, +2v)cos(6,)’ +2cos(61)4]¢1+

K, +2v)-sen(8, Jcos(8,)+6, ) - ( 2sen(0 1)cos(el) +sen(0 1)cos(91)+91)]}

ik
~ (- 2sen(
-2

1 _ @l
S21—812
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S}, = % {[(K +2v)9, — ( 2sen(0, Jcos(6, )° +sen(6, )cos(0, ) + 92)}1)1 +

——[ ((sen ? +cos(6, )’ + 2Ln(cos(6, )))— 2sen(0,)' —K Ln(cos(ez))]}Jr

_Ke (K +2v)9, (Zsen(el)cos(el)aJrsen )eos(6 +9) +

——[ ((sen ? +cos(6, ) +2Ln(cos(6, )))— 2sen(6,)’ - K4Ln(cos(91))]}

S %{[(ZK4 ~-K, )9, - ( 2sen(6, Jcos(0, )° +sen (8, )cos(8, )+ 92)]¢1 +

—E[ZSen(ez)4 - (2K, - KS)Ln(cos(ez))]} +

K
a

_E[_ 2sen(0,)' - (2K, - Ks)Ln(COS(el))]}

(2K, - K, )8, ( 2sen(6, )cos(6, ) + sen(8, )cos(6, ) + el)](pl +

i =2 (<, + 2v)oos(0, ) - 25en(0,) o — (K, + 2v)-sen(0, eos(0,)+0, )+
- (— 2sen(60, )°cos(6, ) — 3sen(8, )cos(6, ) + 36, )]}+
Ko (K, +2v)cos(6, )’ —2sen(o, )’ ]¢1 —%[(K4 +2v)(-sen(6, Jcos(6, )+ 6, )+

— (— 2sen(0, )’ cos(6, ) —3sen(, Jcos(6, )+ 36, )]}

S = % {[(ZK , +4v)(sen(8,)cos(8,)+8,)- (25en(€)2 )eos(8, )’ +3sen(6, Jcos(6, ) + 36, )+
(2K, — K, )0,]0, + 2 [— (2K, +4v)cos(0, } +2c0s(0, ) — (2K, — K, )Ln(cos(®, ))]} T
_K? (2K, + 4v)(sen(6, )eos(0, )+ 0, )— (2sen(6, Jcos(6, ) + 3sen(6, Jcos(6, )+ 30, )+

# (2K~ K)o, J, + 8 [ (2K, +4v)cos(d, f +2c0s(6, ) — (2K, - KS)Ln(cos(el))]}
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S = %{[—(KA +2v)cos(6, f +2c0s(0, ) J, #2[(K, +2v)-senfo, Joos(0,)+0, )+
- (— 2sen(6, )cos(0,)’ +sen(8, Jcos(6, )+ 6, )]}— % {[— (K, +2v)cos(8,)’ +2cos(6, ) ]¢2 +
+ % [(K . +2v)(-sen(6, )cos(6, )+ 6,) - (— 2sen(6, )cos(8, )° +sen(, )cos(6, )+ 6, )D

2 @2
Sy =35,

S % {[(K4 +2v)9, - ( 2sen(6, Jcos(0, )° +sen(6, Jcos(8, ) + 92)]q>2 +

+ % [— v(sen(e2 ) +cos(6, )’ +2Ln(cos(6, )))— 2sen(0,)' —K Ln(cos(ez))]} +

_% (K, +2v)o, —(' 2sen(0, )cos(6, )’ +sen(6, Jcos(6, )+ 6 ) N

+ % [— v(sen(e1 ) +cos(6, ) + 2Ln(cos(el)))— 2sen(6,)* — K,Ln(cos(6, ))]}

s? - % {2k, -k, )0, - (-2sen(o, eos(0, )} + sen(0, kcos(6, )+ 0, b, +
+ 2 [2sen(o, ) - (2K - K5)Ln(cos(62))]} v

i (2K, - K)o, ( 2sen(0, )cos(6, ° +sen (6, )cos(6, ) + 61)}()2 +

n E[_ 2sen(0,)' — (2K, - Ks)l—”(cos(el))]}

S, =6 Ke {[ . +2v)cos(6 Zsen(ez)“]nb2 +%[(K4 +2v)(-sen(6, Jcos(0, )+ 0, ) +
( 2sen(0, )’cos(6, ) - 33en(62)cos(92)+ 362)]}+
_Kef (K, +2v)cos(6, ) - 2$,en(€)2)4]q>2 +%[(K4 +2v)-sen(6, Jcos(6, )+ 6, ) +

_ (— 2sen(6, )’cos(6, )—3sen(6, Jcos(6, ) + 391)B
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Matriz D:

DI, = —Kg{[(K4 +1)8, +sen(6, Jcos(8, ), —%[— K,Ln(cos(6, ))-cos(8, )’ ]} +

KK, +10, 00,500, - K. Lfeos(,)-coso,

01 = a0, —cos(0 b~ 21,00, -sn(o sl .1
+K3{[K4Ln(cos(e ))—cos(6 )]d) ——[— ,(tg(6,)—0,)—sen(6, Jcos(0 )+61]}

D%, = K] [ KLnlos(o,)-os(0, . - K 1(0,)-0,)-sen(0, os(o,) 0, +

+ Ks{[_ K4Ln(cos(91 ))_ COS(91 )2 }bl - % [K4 (tg(el) - 91)— Sen(e1 )COS(91)+ 91]}

D%, =<, -2, ~sen(o, eos(0 o - K - 2)n(eos(, ) -sen(o, F f +
(K, 400, sen(@,os(0, - - €, - 2neos(0,)-sen(.

Dzl=—K3{[<—K4+1>ez—sen<ez>cos<ez>]¢1—i[<}<4—z>Ln<cos<ez>>-sen<ez>2]}+
+K3{[<—K4+1>el—sen< Jos(, . - (K —2>Ln<cos<el>>-sen<el>2]}

L 2], @ 2sen(0,
D32——K3{[(— K, —2)Ln(cos(0,))—sen(o, ) ]‘bl_f Kultl0r)-0.)+2 oy

+2sen(6, ) +cog6, )+3cos(0, Jsen(6, ) — 30 ]}+K {[ K, —2)Ln(cos(6,))- Sen(91)2]¢1+

2sen(6, )’
-2 10)-0) 2L e s o) o et 0
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D = —Ks{[(K4 +1)0, +sen(0, cos(0, o, + % [— K,Ln(cos(8,))-cos(6, f ]} +

+ Kg{[(K . +1)9, +sen(6, )cos(6, )]0, +%[— K ,Ln(cos(6, ))- cos(6, |’ ]}

D%, =Ko n(eos(0,)-coso, b + - Kulta(0,)-0,)-sen(0, eos(o, ) 0, +

ol nleos,)cos,) - [, (190,)-0,)-sen(o, os(o,) 6,

D3, = _Ks{[_ K4Ln(cos(62))— 005(92 )Z]Q)Z +%[K4(tg(92)— 92)—sen(62)cos(62)+ 92]} +

o afeos(0,)-coso, . + £ [K.(ta(0)-0,)-sen(0,os(0,) 0,

Dzz=—K3{[(K4+1>ez—sen< os(0, s + 2 [ K4—2>Ln<cos<ez>>-sen(ez>2]}+
(20, ~senfo, oo, + - K, - 2)n(eoso, ) -sento. ]

D! = —Kg{[(— K, +1)0, —sen(8, )cos(0, )|b, + — [ —2)Ln(cos(, ))-sen(d, )’ ]} +

Kol K.+ 0, ~sento,Jeos(o, i, + 1<, - 2)n(eoso,)-sen(,

“cod0,)

+2sen(0, )’ +co96, )+3co96, Jsen(6, ) —30 ]}+K {[ K, —2)Ln(cos6,))- sen(el)z]cb2 +

+E|: 4(tg( 1)_91)+ 222((61)) +23en( ) +COS(6 )+3COS(6 )sen 36B

Dy, =—K3{[(— K, —2)Ln(cog6, ))—sen(8, )2](1)2 %[ (tg(0,)-0,)+ 2sen(6,) N
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Ponto Fonte alinhado atras do elemento

n
&=-1 g=+1
X ® > ®
s i r f
!! r‘l [ L lt

2
Figura 47 — Ponto fonte alinhado atras do elemento

Matriz H:

Il I
Hiz =K;K, Ln(r2 )¢1 _f} - K3K4[Ln(r1)¢1 _El:|

H122 = K3K4 Ln(r2 )(bz +%} - K3K4[Ln(rl)¢2 _r_li}
H121 = _Hiz
Hgl = _H122

Hilz H121= lez = ng =0

Matriz G:

Ga=KI{KZ[@n(rz)rz—rzm—%(gr;Lnoz)—%ffﬂ}*

_ KI{KZ{(Ln(rl)rl —1,)0, —%@ rlan(rl)—%rf ﬂ}
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efl:m{m[(m(rz)rz—rz)%+1[§r;Ln(r2>—§r;ﬂ}+
D B—

Matriz S:

s}l_K{ (2K,

1
} L[(ZK — K, )Ln(r, }

[ =
KG{ZK = } (oK, K. }

S = KG{[(2K4 - KS)(— %j}p [(2K, - K,) ]}
- K6{(2K4 - Ks)( ﬂq)z —[lek, -K )Ln(rl)}



140 ANEXO F — INTEGRAIS ANALITICAS NAO SINGULARES

s =K { ; zV e } _%[(K, ; 2v)Ln(r2)]}+
{ ¥ 2v —— <|>l —%[(K4 + 2v)Ln(rl)]}

S = K6{(K4 + 2v)(— %H% +%[(K4 +2v)Ln(r, )]} +
- KS{(K4 + 2v)(— r—llﬂq)z +%[(K4 + 2v)Ln(rl)]}

1 _ ol
S31—511

KG

Y
Sy =Sy

Siz :S:}Zl :ng 28122 :Sgl :ng =0

Matriz D:

Dl = K3K4[— (%} —Ln(r, ), + Ln(r, )+ (r—ij —Ln(r, ), — Ln(rl)}
D2 = &K{(%j +Ln(r, )b, —(r—tj - Ln(rl)cbz}
DL, = (- KK, - 2K3){— (%) +Ln(r, )b, + Ln(r, )+ (r—i] +Ln(r W, - Ln(rl)}

D2, = (- KK, - 2K3){(%j +Ln(r, )b, —(r—ij - Ln(r1)<|>2}
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1 1
D21 —_Dlz

2 2
D21 - _D12

Dil = Dlzz = Dél = Dfl = Dgz = D§1 =0

Ponto Fonte alinhado a frente do elemento

n
== é=+"|
@ » ® X
i I f S
J” L F rQ J”

M
Figura 48 — Ponto fonte alinhado a frente do elemento

Matriz H:

=Kok ol |- o o+

H122 =K;K, Ln(r2 )¢2 —(%ﬂ - K3K4[Ln(rl)¢2 —[ij}
H121 = _Hiz

2 2
H21 - _H12
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Hil = Hfl = lez = Dgz =0

Matriz G:

e;:—Kl{Kz[un(rz)rz—r2>¢1+%(§r;Ln<rz>—§r;ﬂ}+
AT
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Matriz D:

D, = K3K4K%j —Ln(r, ), + Ln(r2)+(r—|ij —Ln(r,)o, - Ln(rl)}
D% = KSK{— (%j +Ln(r, ), + (r—lj - Ln(r1)¢2}

DY, = (- KoK, - szﬂ%j_ Lol . + Lot~ - Lot o, - Ln(rl)}
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Baixar livros de Meio Ambiente
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Baixar Monografias e TCC
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Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
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