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RESUMO

7

A proposta deste trabalho ¢ analisar situagdes de aprendizagem envolvendo
argumentagdes e provas matematicas, integrando uma ferramenta computacional, tendo sido
desenvolvido no ambito do projeto AProvaME — Argumentagdo e Prova na Matemadtica
Escolar, referindo-se, particularmente, a 2° Fase deste projeto. Fundamentamo-nos em
pesquisas que exploram as fungdes que uma prova pode assumir e as avaliam, no contexto
escolar, sob varios aspectos e niveis de generalidade. A luz dos principais resultados desses
estudos e do levantamento das concepgdes sobre prova de alunos adolescentes, realizado na 1°
Fase do Projeto, elaboramos uma seqiiéncia de atividades com o intuito de engaja-los nas
varias etapas do processo de prova e discutir as condigdes de transicdo das provas
pragmadticas para as conceituais. Buscamos, neste contexto, explorar outras fun¢des da prova,
além da funcdo de verificacdo e avaliar o papel da ferramenta Microsoft Excel no trabalho
empirico dos alunos. A seqiiéncia foi aplicada, em sessdes extraclasse, a trés duplas de alunos
de 15-16 anos de uma escola particular da cidade de Santos-SP, que participaram
voluntariamente da experimentacdo. Como resultado, verificou-se que a interagdo dos alunos
com o computador dinamizou o processo de producdo de conjecturas e de validagdo
experimental destas, bem como a observagdo de propriedades dos objetos manipulados,
favorecendo a elaboragdo de justificativas que vdo além das evidéncias empiricas. Assim, por
meio desta abordagem, os alunos tiveram a oportunidade de vivenciar as etapas do processo
de prova, apresentando, por meio de raciocinios dedutivos, argumentos que evidenciam a

generalidade envolvida nas tarefas propostas.

Palavras-chave: Ensino de Prova, Conjecturas, Provas conceituais, Argumentos empiricos,

Numeros Decimais.



ABSTRACT

The purpose of this research is to analyze learning situations concerning
argumentations and mathematical proofs combined with a computational tool and had been
developed into the AprovaME project - Argumenta¢do e Prova na Matemadtica Escolar
(Argumentation and Proof in School Mathematics), particularly during the second phase. We
are founded by researches that explore the assuming functions of proof as well as evaluate
them in the school context, underneath various aspects and generality levels. Guided by the
main results of this studies and the survey of proof conceptions made by the teenager students
that had been accomplished during the first phase of the project, we prepared a sequence of
activities intending to engage them throughout the stages of proving and to argue about the
conditions of transiting between pragmatic and conceptual proofs. We search, into this
context, to explore different functions proof, beyond the verification one, and to analyze the
role of the Microsoft Excel tool in the students’ empirical work. The activities were applied in
extra classes’ sessions for three pairs of volunteer students between 15-16 years old from a
private school in Santos-SP. As result, it was verified that students’ interaction with the
computer had dynamized the process of surveying conjectures and validating them. Also
through the computer experience they were able to notice the manipulated objects’ properties
which developed the production of justifications beyond empirical evidences. Therefore,
within this proposal, the students had experienced the moments of proving and presented, by
deductive reasoning, argumentations that show clearly the generality involved in the

suggested tasks.

Keywords: Proof Teaching, Conjectures, Conceptual Proofs, Empirical Argumentation,

Decimal Numbers.
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INTRODUCAO

Algumas inquietacdes relacionadas a prova, que trazemos desde o nosso curso de
Graduag@o, constituem o ponto de partida para a escolha do ensino e aprendizagem de provas

na Matematica Escolar como objeto deste trabalho.

Julgamos que as provas devam ser objeto de ensino por constituirem a esséncia do
fazer matematico. Entretanto, antes do trabalho junto ao projeto AProvaME', ndo nos
sentiamos preparados para abordar este tema em sala de aula, principalmente pelas

experiéncias que traziamos da nossa formagao.

Nosso contato efetivo com o formalismo matematico e o raciocinio dedutivo
deram-se inicialmente em trés disciplinas do curso de Licenciatura em Matematica: Cdalculo I,
Geometria Analitica e Logica. Nas duas primeiras, o formalismo nos parecia inacessivel e as
demonstra¢des pouco nos traziam além de um sentimento de frustracdo e impoténcia perante
o conhecimento matematico. Em contrapartida, na disciplina Ldgica, o estudo das idéias
elementares do calculo proposicional impulsionava nossa admiragdo pela desafiadora
coeréncia do processo dedutivo. Mas, se a Ldgica permeia as demonstragdes presentes em
todos os ramos da Matemadtica, por que tinhamos impressdes ambiguas em relacdo a este

tema?

Hoje, acreditamos que isto se deve ao fato de que a apresentacdo de uma
demonstracdo — o que ocorria nas aulas de Calculo, por exemplo — nos evidencia claramente o
rigor ¢ o formalismo presentes. Entretanto, a sua elaboracdo ¢ um processo complexo que
abrange outras fases, como o levantamento ¢ a validagio de hipoteses, podendo envolver,
inclusive, um trabalho empirico de verificagdo. Este processo nio nos parecia evidente ou

natural.

Em suma, desde que situagdes de prova nos foram apresentadas e efetivamente

propostas, trazemos questionamentos, tais como: “De onde o professor ou o autor do livro

' Argumentagio e Prova na Matematica Escolar (Anexo I); projeto coordenado pela Professora Lulu Healy e

financiado pelo CNPq sob o numero de processo 478272/2004-9). Faremos uma descri¢do desse projeto no
Capitulo 1.
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‘tirou’ este argumento?”” ou “Como saber quando usar este ou aquele argumento? Existe uma
regra ou padrio?”. E evidente que ao longo dos anos a experiéncia nos foi respondendo estas
questdes. Entretanto, o contato com as idéias da Educacdo Matematica e, particularmente,
com o projeto AProvaME trouxe-nos, agora no dmbito do ensino, outras questdes: “Como
abordar o ensino de provas de maneira que o aluno tenha a oportunidade de vivenciar diversas
etapas do processo de producdo de uma prova?” e “Que papel pode desempenhar uma

ferramenta computacional nos processos de ensino e aprendizagem de provas?”.

No intuito de conhecer as concepgdes dos alunos sobre provas, bem como avaliar
os tipos de provas por eles construidas, fizemos uso dos dados obtidos a partir de um
questionario sobre provas, aplicado a 1998 estudantes de escolas do Estado de Sdo Paulo, com
idades entre 14 a 16 anos, dentro do Projeto AProvaME, especificamente na 1* Fase. Com
esta exploragdo, verificamos, entre outros resultados, que grande parte destes alunos utiliza
argumentos baseados na manipula¢do de casos particulares e sdo poucos 0s que atingem

algum grau de generalidade em seus raciocinios.

Fato semelhante foi observado com alunos de outros paises.

Enquanto alunos da Inglaterra mostram preferéncia por argumentos empiricos, os
de Taiwan sdo mais propensos a enfatizar argumentos apresentados formalmente,
ainda que em nenhum dos grupos os sujeitos demonstrem compreensdo consistente
desse segundo tipo de argumento. (HEALY e HOYLES, 2000)

Estes exemplos integram um contexto mais amplo, em que hd um consenso
quanto as dificuldades que se apresentam ao ensino e aprendizagem de provas no dmbito
escolar. Ndo obstante estas dificuldades, nota-se que estudantes de diversos paises podem

utilizar diferentes abordagens ao construirem suas provas.

Esta foi uma das motivagdes do projeto AProvaME para a aplicagdo de um
questionario sobre provas no contexto brasileiro. Fazia-se necessaria uma avaliagdo destas

dificuldades diante das concepgdes e da cultura escolar dos nossos alunos.

A partir destes resultados, assumimos a hipotese de que este tema deva ser
abordado de maneira a dar ao aprendiz a oportunidade de entrar em contato com as

dificuldades inerentes a uma prova, ou seja, inseri-lo em situagdes nas quais possa produzir

Andlise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais —14 —



suas proprias conjecturas e, além disso, buscar argumentos para valida-las ou refuta-las e

avaliar estes argumentos quanto a consisténcia e generalidade.

Acreditamos que o trabalho experimental pode ser dinamizado com o uso do
computador, dada sua possibilidade de gerar, em pouco tempo, uma consideravel quantidade

de exemplos, auxiliando o aprendiz no trabalho de verificag¢do e produgdo de conjecturas.

Apesar disso, julgamos necessario que o aluno desenvolva uma atitude de
desconfianca diante de resultados observados a partir de casos particulares. Pesquisas em
Educacdo Matematica discutem o problema de o aluno considerar uma evidéncia empirica
como prova (HEALY ¢ HOYLES, 2000; BALACHEFF, 1988), levando-nos a supor que esta

desconfianca nem sempre ocorre de maneira espontanea.

Assim, buscando uma abordagem para o aprendizado de provas e acreditando no
potencial dos recursos tecnoldgicos, nosso objetivo € a concepco, aplicacdo e analise de uma
seqiiéncia de atividades que integre um ambiente informatizado — no nosso caso, o Microsoft
Excel — e coloque os alunos perante situagdes de prova, dando-lhes a oportunidade de
vivenciar diversas etapas deste processo. Conforme explicitaremos no Capitulo 1, este

objetivo refere-se a proposta da 2 Fase do projeto AProvaME.

No sentido de complementar os dados obtidos por meio da aplicagdo da seqiiéncia
de atividades estdo previstas entrevistas com alguns alunos selecionados entre os participantes

do estudo experimental.
Este trabalho esta organizado em cinco capitulos.

O Capitulo 1 apresenta, em linhas gerais, o projeto AProvaME, do qual fazemos
parte como professor-colaborador”. Neste capitulo, ¢ descrita a organizagdo do projeto, no que
se refere ao papel e participagdo de seus integrantes, bem como os desenvolvimentos da 1*
Fase (elaboragdo, aplicagdo e corre¢do do questionario sobre provas) e da 2* Fase (elaboragio

e aplicacdo de situagdes de aprendizagem).

> Dentro do projeto AProvaME, os 27 mestrandos participantes foram denominados professores-colaboradores.

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais — 15—



O Capitulo 2 relata as pesquisas de referéncia que subsidiaram este trabalho,
dando-nos ferramentas conceituais para nossas escolhas na elaboracdo da seqiiéncia de
atividades. Apoiar-nos-emos nas idéias de Balacheff (1988), De Villiers (2001) e Healy e
Hoyles (2000).

No Capitulo 3, descrevemos em detalhe cada etapa da seqiiéncia de atividades,
explicitando os objetivos de cada uma. Desta forma, apresentaremos nossa proposta,

justificando nossas escolhas em cada atividade da seqiiéncia.

As consideragdes metodoldgicas deste trabalho estdo descritas no Capitulo 4, em
que apresentamos os sujeitos envolvidos, o ambiente no qual os experimentos foram
realizados, bem como os procedimentos ¢ a dindmica da aplicagdo das atividades. Ademais,
fazemos uma breve descricdo do desempenho dos alunos envolvidos no experimento, quando

responderam ao questionario sobre provas, referente a 1° Fase do projeto AProvaME.

O Capitulo 5 é dedicado a anélise qualitativa das producdes destes alunos no

desenvolvimento da seqiiéncia de atividades e das entrevistas.

Nas consideragdes finais, faremos uma sintese das conclusdes obtidas, discutindo
o ensino de provas e refletindo sobre o impacto deste trabalho em nossa formacdo e pratica

docente.

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais — 16 —



CAPITULO 1

O PROJETO AProvaME

E sabido que antes de se descobrir a dlgebra — este grande instrumento e esta
prova insigne da sagacidade do homem — os homens olhavam com espanto
para muitas das demonstragdes dos antigos matematicos.

(Leibniz)

1.1 Do objeto de estudo

Coordenado pela Professora Doutora Siobhan Victoria Healy (Lulu Healy), do
grupo de pesquisa Tecnologia e Meios de Expressdo em Matemadtica (TecMEM), no
Programa de Estudos Pds-graduados em Educa¢do Matematica da PUC/SP, o projeto
AProvaME — Argumentagdo e Prova na Matemadtica Escolar — tem como meta fomentar a
discussdo sobre o ensino e aprendizagem de argumentagdes e provas na Matematica da
Educacdo Basica, por meio de um levantamento das concep¢des de alunos sobre provas (1?
Fase) e do desenvolvimento e avaliacdo de situagdes de aprendizagem em ambiente

informatizado, envolvendo a elaboracdo de provas matematicas (2* Fase).

O projeto foi motivado por um panorama educacional, segundo o qual algumas
pesquisas (HEALY e HOYLES, 2000; BALACHEFF, 1988) apontam dificuldades que os
alunos tém em se expressar e apresentar argumentos, muitas vezes tratando justificativas

empiricas como provas consistentes.

Estas dificuldades podem, também, estar associadas a maneira como o ensino de
provas é abordado nos livros didaticos. Conforme verificado por Gouvéa (1998), o trabalho
com provas (no caso, em Geometria) é prejudicado pela auséncia, nos livros didaticos, de

orienta¢des de como conduzir este trabalho em sala de aula.

Em pesquisas recentes, verifica-se uma evolug@o neste sentido. Carlovich (2005)

constatou que, em geral, cole¢des de livros didaticos do ano de 1990 apresentam provas de
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propriedades geométricas sob um enfoque axiomatico em detrimento do empirico, ao passo

que nas colegdes de 2000 o enfoque dedutivo diminui, dando “espago” ao empirico.

Atualmente, alguns livros didaticos procuram apresentar situagdes de prova,
embora sdo poucas as situagdes que efetivamente envolvem os alunos neste trabalho, e as
provas encontradas, geralmente envolvendo Geometria, apresentam um nivel de generalidade,

a nosso ver, inacessivel para a maioria dos estudantes (BARBOSA, 2007; JAMELLI, 2007).

Conforme aponta Healy e Hoyles (2000), em pesquisa realizada na Inglaterra, os
estudantes julgam que argumentos contendo Algebra sio mais dificeis de entender e oferecem
pouco no que concerne a comunicacio e explicagdo da matematica envolvida. Além disso, o

curriculo ¢ um elemento importante na formagao das concepgdes dos aprendizes.

Apesar da existéncia de consenso quanto as dificuldades associadas ao ensino e a
aprendizagem de prova em diversos paises, podem-se identificar variagdes
significativas nas concepgdes dos estudantes relacionadas ao curriculo de cada pais
(Anexo I, p. 2)

Particularmente no Brasil, os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) acenam
para um ensino de Matematica que possibilite aos aprendizes o desenvolvimento e a
comunicacio efetiva de argumentos matematicamente validos. Segundo o documento, uma
das finalidades do Ensino Fundamental € levar o aluno a “comunicar-se matematicamente, ou
seja, descrever, representar ¢ apresentar resultados com precisdo e argumentar sobre suas

conjecturas” (BRASIL, 1998, p. 37).

Ademais, os PCN tratam o ato de argumentar como necessario para o exercicio da

cidadania e da convivéncia social.

A confrontacdo daquilo que cada crianga pensa com 0 que pensam seus colegas,
seu professor e demais pessoas com quem convive ¢ uma forma de aprendizagem
significativa, principalmente por pressupor a necessidade de formulagdo de
argumentos [...] e a de comprova-los [...] (BRASIL, 1998, p. 31).
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Tem-se, portanto, que o ensino de provas ¢ considerado essencial ndo sé pelas
competéncias que desenvolve e que sdo intrinsecas ao conhecimento matematico, mas pela

necessidade cotidiana de encadeamento de idéias e eloqiiéncia em argumentacdes.

Entretanto, para que possamos propiciar condi¢cdes deste aprendizado por parte de
estudantes da Educacdo Basica, julgamos conveniente tratar as construgdes de prova de
alunos sob uma perspectiva mais abrangente do que aquela adotada na Matematica. Neste
sentido, Pietropaolo (2005, p. 209), referindo-se a inclusdo do ensino de provas nas escolas,
aponta que “todos parecem considerar que as possibilidades deste trabalho sdo grandes se o
significado de prova for tomado em seu sentido mais amplo, ou seja, se 0o desenvolvimento

incluir, necessariamente, as verificagdes empiricas”.

Assim, apoiar-nos-emos em pesquisas nas quais construgdes de provas de
estudantes sdo avaliadas segundo o nivel de generalidade. Dessa forma, compreendendo as
especificidades de cada nivel, pretendemos criar condigdes para que os estudantes tenham a
oportunidade de construir provas em diferentes niveis, evoluindo para aqueles de maior

generalidade.

Mais precisamente, nosso estudo enfoca a elaboracéo, aplicagdo e analise de uma
seqliéncia de atividades em ambiente informatizado envolvendo a representagdo decimal de
nimeros racionais, com o objetivo de desenvolver habilidades relacionadas a prova, tais como
conjecturar, validar, refutar e generalizar. Portanto, este trabalho relaciona-se,
particularmente, a 2* Fase do projeto AProvaME. Detalharemos, em seguida, a organizagio

das duas fases deste projeto.

1.2  Organizacio e dinamica do projeto

Participam do projeto AProvaME seis professores-pesquisadores’® e vinte e sete

professores-colaboradores (mestrandos® em Educacdo Matematica).

?  Pesquisadores do Grupo de pesquisa TecMEM.

*  Estes mestrandos sdo alunos do curso de Mestrado Profissional do Programa de Estudos Pos-graduados em

Educagdo Matematica da PUC/SP.
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A proposta inicial é que o projeto se desenvolva com todos os integrantes do
grupo trabalhando cooperativa e colaborativamente em todas as etapas. Cada professor-
colaborador deve elaborar seu trabalho final abordando e focando alguma etapa especifica do

projeto, que estéd dividido conforme quadro a seguir.

Fases do projeto AProvaME Periodo de realizacéio

1* Fase: Levantamento das concepgdes
dos alunos sobre argumentagdo e prova:
elaboragdo, aplicagdo e analise do
questiondrio sobre prova.

2° semestre de 2005

2% Fase: claboragdo e aplicagdo de

atividades em ambiente informatizado, de 1° semestre de 2006

forma a inserir estudantes em situagdes (intra-grupos®)
favoraveis ao desenvolvimento de

habilidades relativas & constru¢do de uma 2° semestre de 2006 (inter-grupos)
prova.

Quadro 1.1: Organizacio do projeto AProvaME.

Na préoxima se¢do, explicitaremos detalhadamente como se desenvolveu o projeto

em cada uma de suas fases.

1.2.1 Desenvolvimento da 1° fase do projeto

A partir de agosto de 2005, o grupo do projeto passou a reunir-se quinzenalmente,
em diferentes horarios. Para estas reunides presenciais, foi necessario dividir o grupo em trés
subgrupos, cada qual com pesquisadores e professores-colaboradores. Nestas reunides,
visava-se a elabora¢do de um questionario® sobre provas, que seria o instrumento de coleta de

dados referentes as concepgdes dos alunos sobre argumentacdo e prova.

> As dinamicas intra-grupos e inter-grupos serdo explicitadas no item 1.2.2 (p. 25).

Este questionario encontra-se disponivel no Anexo II.
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Ressaltamos que, ndo apenas nesta fase do projeto, como também na segunda,
além das reunides presenciais, fizemos uso da plataforma virtual TelEduc’, em que podiamos
nos comunicar ¢ aprofundar as discussdes das reunides presenciais, por meio dos recursos

Foruns de Discussdo e Correio. Além destes, utilizamos com freqiiéncia os recursos:

»  Material de apoio, com documentos relativos ao projeto;
= Leituras, com textos que referenciavam as discussdes do grupo;
= Portfolio, para que cada integrante pudesse disponibilizar suas diversas tarefas e

produgdes realizadas dentro do projeto.

Desta forma, o ambiente TelEduc foi incorporado ao trabalho do grupo de
maneira a dinamizar as discussdes e complementar as atividades e interagdes das reunides
quinzenais. Cabe observar que nesse ambiente mantinhamos contato e compartilhdvamos

idéias com todos os integrantes do projeto.

1.2.1.1 Elaboragdo do questiondrio sobre prova

Durante as reunides do segundo semestre de 2005, as discussdes iniciais versavam
sobre um questionario produzido por Healy e¢ Hoyles (2000) que serviu de base para a

elaborago daquele que posteriormente aplicariamos no dambito do projeto AProvaME.

O questiondrio preparado pelo grupo ¢ composto de dois cadernos contendo cinco
questdes cada, sendo um caderno de Algebra e um de Geometria. As questdes de Algebra
foram denotadas por Al, A2, etc., ¢ as de geometria por G1, G2, etc., algumas contendo
subitens. Do questiondrio de Healy e Hoyles (2000) foram utilizadas algumas questdes e
incluidas outras®, elaboradas pelos pesquisadores do projeto. Tanto no caderno de Algebra
como no de Geometria havia dois tipos de questdes: as questdes de multipla escolha e as

questdes abertas.

Informagdes sobre o ambiente TelEduc estdo disponiveis em: <http://hera.nied.unicamp.br/teleduc>.

As questdes elaboradas pelos professores-pesquisadores do projeto e incluidas em nosso questionario foram
A5, G4 e G5.
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Nas questdes de multipla escolha, os alunos deveriam avaliar argumentos
apresentados e que foram produzidos por outros estudantes e, nas questdes abertas, deveriam

produzir suas proprias provas e apresentar argumentos para validar certas proposicoes.

Em Al e GI, nas quais os alunos deveriam escolher a resposta que dariam se
tivessem que resolver a questdo, buscavamos verificar que tipo de argumento estava mais

préximo das suas experiéncias.

Ainda nestas questdes, ao solicitar que escolhessem a resposta a qual eles
consideravam que seus respectivos professores atribuiriam a maior nota, procurdvamos
levantar dados que nos mostrassem os elementos que os alunos julgam importantes em uma
prova, para que seja qualificada por uma autoridade (neste caso, o professor), como uma

prova correta.

Em A2 e G2, visdvamos verificar como os alunos avaliavam a generalidade de
uma prova. Questionamos, entdo, a necessidade de uma nova prova para checar a validade de
uma afirmacao sobre nimeros pares maiores que 100, tendo esta ja sido provada para todos os

nimeros pares.

Nas questdes A3 e G3, o intuito era averiguar de que maneira os aprendizes se
apropriavam dos argumentos contidos em Al e G1 e como os adaptavam para responder A3 e

G3, respectivamente.

Em A4, A5, G4 e G5, propunham-se situagdes ‘“novas” que exigiam dos alunos a
compreensdo de cada enunciado proposto a fim de buscar uma justificativa. Em A4, por

exemplo, era preciso verificar que um multiplo de 6 ¢, necessariamente, um multiplo de 3.

A classificagdo das provas dada por Balacheff (1988), que sera descrita no
Capitulo 2 (p. 31), foi tomada como referéncia para a classificag@o das respostas apresentadas
nas questdes abertas. Dessa forma, atribuimos a cada resposta um determinado valor,

conforme quadro a seguir.

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais — 22—



0: Respostas totalmente erradas, que ndo apresentam justificativas ou
exemplos, ou respostas que simplesmente repetem o enunciado, caracterizando um
“circulo vicioso”.

1: Respostas com alguma informagdo pertinente, mas sem dedu¢des ou
inferéncias. Por exemplo, respostas que sdo completamente empiricas.

2: Respostas com alguma dedugdo/inferéncia, explicitagcdo de propriedades
pertinentes ou elementos que evidenciam uma estrutura matemdtica, sem contudo
trazer todos 0s passos necessdrios para uma prova.

2a: Respostas nas quais falta muito para se chegar a prova completa (mais
proximo de 1).

2b: Respostas nas quais falta pouco para se chegar a prova completa (mais
proximo de 3).

3: Respostas corretas, totalmente justificadas.

Quadro 1.2: Codificacio das respostas no questionario.

Esta codificacdo foi amplamente discutida nos encontros presenciais e nos Foruns
de Discussdo no ambiente TelEduc. Inicialmente, ndo havia consenso entre os professores-
colaboradores na atribui¢do destas pontuagdes em alguns exemplos de respostas de alunos, ja

que nas proprias concepedes dos integrantes do grupo verificavam-se divergéncias.

Um ponto importante nestas discussdes foi a busca por um consenso na idéia de
prova no contexto da Matematica Escolar. Inicialmente, houve resisténcia de alguns colegas
em aceitar certos argumentos de alunos como passiveis de receber alguma pontuagio, por
estarem em desacordo com o que eles, como professores, pensam ou acreditam ser uma prova,

ou seja, distante de uma demonstracdo formal.

Gradativamente, a partir das leituras e discussdes, a diferenga entre prova e
demonstracdo no ambito da Matematica Escolar foi sendo compreendida e aceita pela
maioria, que entendeu o carater menos formal e mais flexivel de avaliagdo das justificativas

dos aprendizes, para os quais os argumentos formais sdo de dificil acesso.
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Dessa forma, trataremos as justificativas dadas pelos alunos, na tentativa de
validar uma proposicdo, como provas, ndo necessariamente incluindo argumentos
apresentados formalmente. Estas serdo classificadas, na correcdo do questionario, conforme

descrito anteriormente (quadro 1.2).

1.2.1.2 Aplicagdo e correcdo do questionario

A aplicagdo do questionario sobre provas realizou-se no més de novembro de
2005. Foi aplicado a 1998 estudantes de 14 a 16 anos que cursavam a 8* série do Ensino
Fundamental ou 1° ano do Ensino Médio em escolas do Estado de Sdo Paulo. Cada professor-
colaborador ficou incumbido de aplicar o questionario a trés turmas de alunos, sorteadas

aleatoriamente entre cinco turmas por ele indicadas.

A aplicagdo do questionario foi conduzida pelo professor-colaborador ou pelo
professor responsavel da turma. Estes professores foram devidamente instruidos a nfo
interferirem na tarefa e darem apenas as informagdes necessarias para que os alunos se

apropriassem da proposta.

Em geral, os cadernos que compunham o questionario (o de Algebra ¢ o de
Geometria) foram aplicados separadamente, sendo um em cada aula de 50 minutos. Alguns
professores preferiram aplicar os dois cadernos em um unico momento, utilizando duas aulas

consecutivas. Além disso, a ordem dos cadernos néo foi padronizada.

Em seqiiéncia a aplicag@o, passou-se a codificacdo das respostas dos alunos com
base na classificacdo apresentada no quadro 1.2. Cada professor-colaborador ficou incumbido
de codificar os questionarios referentes as trés turmas para as quais ele foi responsavel pela

aplicagdo.

Nas questdes ASa, AS5c e G4 a pontuagdo 3 foi subdividida em “3C”, para
respostas corretas, totalmente justificadas por meio de calculos, e “3P” para respostas

corretas, totalmente justificadas, com referéncia a propriedades pertinentes e de carater geral.
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Os objetivos pretendidos com o levantamento das concepgdes de prova dos alunos
foram atingidos, pois pudemos, de posse destes dados, focar nossas escolhas quando da

elaboracdo da seqiiéncia de atividades, objeto de nosso estudo.

1.2.2  Desenvolvimento da 2 fase do projeto

Esta fase foi dedicada a elaboragdo de situagdes de aprendizagem, integrando
alguma ferramenta computacional e envolvendo argumentagio e provas em Matematica.
Assim, buscamos investigar as possibilidades oferecidas pelos ambientes computacionais,
nos quais os aprendizes precisam explicitar as propriedades e relagdes na linguagem formal
do sistema em particular, enquanto interagem simultaneamente com os dados gerados pelas

suas defini¢oes (Projeto AProvaME, Anexo I, p. 3).

Com isto, nosso objetivo ¢ desenvolver nos aprendizes habilidades e atitudes
necessarias a produ¢do de provas, inserindo-os em situagdes que lhes permitam formular e

avaliar a veracidade de conjecturas matematicas.

O processo de elaboragdo das atividades, bem como a codificacio do
questiondrio, foram subsidiados pela leitura e discussdo de textos sobre argumentacdo e
provas em reunides com o grupo de pesquisa. Estas reunides contribuiram para a apropriagio,
por parte dos mestrandos envolvidos no projeto, das idéias de Balacheff (1988),

posteriormente adotado no projeto AProvaME.

Embora essa discussdo tenha se iniciado com as primeiras reunides do grupo, na
1* Fase do projeto, ainda havia certa resisténcia por parte de alguns mestrandos em aceitar
como prova um discurso que visa validar uma proposicdo matematica, independentemente do

seu nivel de generalidade.

Por fim, o grupo chegou a um consenso, do qual prescindiamos para a elaboragéo
de seqiliéncias de atividades, no sentido de abordar a prova do ponto de vista da Educa¢do
Matematica, ou seja, valorizando todas as etapas do processo de constru¢do de uma prova,

inclusive o trabalho empirico e de elaboragio de conjecturas.
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1.2.2.1 Elaboragdo de atividades (intra-grupos)

Para a elaboragdo das seqiiéncias de atividades, formaram-se cinco equipes
(grupos colaborativos), com dois professores pesquisadores e cinco ou seis professores-
colaboradores em cada uma. Estas equipes reuniam-se quinzenalmente e coube ao grupo a
elaboracdo de dez seqiiéncias de atividades (duas para cada equipe) que deveriam integrar um

ambiente informatizado, sendo uma no contexto da Geometria e outra no da Algebra.

Os temas das atividades foram selecionados pelos professores pesquisadores — por
se tratar de temas que normalmente podem dar lugar a apresentacdo, discussdo e
desenvolvimento de provas ou justificativas matemadticas — e atribuidos a cada equipe,

conforme quadro a seguir.

Algebra Geometria
Equipe 1 Funcdo do 1° Grau Triangulos e Angulos
Edquipe 2 Progressdes Aritmética e Paralelismo e
quipe Geométrica Perpendicularismo no Plano
Equipe 3 Numeros e Paralelismo e
quipe Conjuntos Numéricos’ Perpendicularismo no Espago
. 1l .. Propriedades de
Equipe 4 Multiplos e Divisores Quadrilteros
. Teorema Fundamental da .
Equipe 5 Aritmética Teorema de Pitagoras

Quadro 1.3: Distribui¢édo dos temas das seqiiéncias de atividades.

A partir deste tema, que nos foi atribuido pelos professores-pesquisadores, elaboramos uma seqiiéncia de
atividades — que sera descrita em detalhes no Capitulo 3 — focando o conjunto dos numeros racionais; em
particular, a representagdo decimal de fragdes.
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Cada uma destas atividades tinha como objetivo:

= Estimular a producdo de conjecturas;

=  Permitir uma ampla exploragio de casos para validacdo ou refutacio destas
conjecturas;

= Levar o aluno a generalizar a partir de padrdes observados, fomentando novas
conjecturas e, conseqlientemente, novas tentativas de validagcdo, gerando assim
um processo de investigagdo e conduzindo-o a elaborar provas cada vez mais

convincentes.

Temos por hipotese de que o trabalho empirico fica dinamizado quando se lanca
mio de um computador ou uma calculadora, proporcionando um grande nuimero de
verificacdes. Pressupomos que isto permita ao aprendiz atentar para padrdes e regularidades,

facilitando, assim, os processos de formulacéo e validagdo de conjecturas.

1.2.2.2 Discussdo de atividades (inter-grupos)

Durante o 2° semestre de 2006, as atividades previamente elaboradas por cada
equipe foram submetidas a andlise pelas outras equipes do projeto. Para isso, foram

disponibilizadas no ambiente Te/Educ, ao qual todos os integrantes tinham acesso.

As anélises eram feitas em reunides presenciais quinzenais € por meio dos Foruns
de Discussdo, ficando cada equipe incumbida de examinar as atividades de uma outra,
escolhida pelos professores pesquisadores. Dessa forma, enquanto professor-colaborador,

participamos da verificacdo de uma seqii€ncia de atividades concebida por uma outra equipe.

Algumas dificuldades fizeram com que esta etapa se apresentasse, em certos
momentos, pouco eficaz no sentido da cooperagio entre as equipes. Em geral, os mestrandos
que efetivamente participaram das discussoes e reflexdes levantadas nas reunides presenciais
e nos Foruns de Discussdo foram aqueles cujos trabalhos finais referiam-se a elaboragdo de
uma seqiiéncia de atividades, ou seja, com foco na 2* Fase do projeto. Os demais estavam,
neste momento, em vias de conclusdo de suas dissertacdes. Talvez, por esta razio, nio

puderam contribuir da maneira prevista.
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Referente a nossa seqiiéncia, recebemos algumas sugestdes e questionamentos via
ambiente Te/Educ, das quais destacamos alguns exemplos, com as respectivas respostas (fig.

1.1 a 1.5). A partir destas observagdes, procedemos a algumas modificagdes na seqiiéncia de

atividades.
4 cores Segunda, 18/09/2006,
. 14:57:48
Ve queria algo com as cores?
As vezes parece que sim e as vezes nao.
5. Re: cores Sexta, 22/09/2006,
Sim. Queria agrupar da seguinte maneira: 23:09:57
2 e 4 (azul);
3 e 9 (amarelo);
5,6, 72 10 (cada um com uma cor distinta).
O critério era: dois numeradores tinham cores iguais se um deles era
uma potencia e o outro a base. Caso contrario, teriam cores
diferentes.
Acabei cometendo um equivoco e colocando o 10 com a mesma cor
do S{verde).
Ja fiz a alteracdo. Esta disponivel no teleduc, agora com o nome de
Fracoes_Decimais_V3
Figura 1.1: Interagdo no ambiente TelEduc (Exemplo 1).
B. Racionais Atividade 1 Segunda, 18/09/2006,
Badet 15:18:49
- Qual seria o momente de desistir?, ndo fica muito claro.
T Re: Racionais Atividade 1 Dormingo, 01/10/2006,
11:52:44

Realmente ndo esta claro ¢ momento de "desistir” pois ndo e essa a
proposta. Consideramos que essa atitude deve partir do aluno.

Figura 1.2: Interagio no ambiente TelEduc (Exemplo 2).
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B. questdo 3 - atividade 2 Segunda, 18-‘“?2”530055:

achei dificeis de serem respondidas as questdes 3 da atividade 2: S

A partir de suas obsemvacdes na planilha e de suas respostas nas

guestdes (1) & (2}, faca uma conclusdo explicando de que maneira os

numeradores influenciam nos resultados.

o estudante pode procurar uma resposta como: quanto maior o

numerader maior sera o valor racional.

9. Re: questdo 3 - atividade 2 Domingo, 01/10/2008,

Verdade. Mos pilotos isso ficou bem evidente. Os alunos ndo sabem o T

que responder, pois ndo querem escrever a Mesma coisa que

E5Creveram nas perguntas anteriores.

Figura 1.3: Intera¢io no ambiente TelEduc (Exemplo 3).

12. Atividade 2 Segunda, 18/09/2006,

Parte B 16:05:32

- Bloquear células que ndo devem ser editadas;

13. Re: Atividade 2 Domingo, 01/10/2006,
12:26:57

Blogueei as células convenientes, dtima sugestdo.

Figura 1.4: Interagio no ambiente TelEduc (Exemplo 4).

18. Cores na nova versao Terga, 26/09/2006,
13:01:31

Ma nova versdo, no texto de explicagdo, aparece escrito "cor

amarela”, "cor verde”, nas atividades 2A e 2B.

Werifiguem isso

19. Re: Cores na nova versao Quarta, 27/09/20086,
18:47:24

Ja foi alterado. Obrigado.

Figura 1.5: Interagdo no ambiente TelEduc (Exemplo 5).

No capitulo seguinte, exploraremos as pesquisas de referéncia que subsidiaram
este trabalho, fomentando e servindo de inspiracdo para a elaboragio da seqiiéncia de

atividades, descrita no Capitulo 3.
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CAPITULO 2
O ENSINO E A APRENDIZAGEM DA
PROVA EM MATEMATICA

Eu gostava de pensar nas aplicagbes da matemdtica ao mundo fisico, e
esperava que algum dia haveria uma matemdtica do comportamento
humano, tdo exata quanto a matemdtica das mdquinas. Eu esperava isso,
porque gostava de demonstragdes e, na maior parte do tempo, esse motivo
pesava mais que o desejo, que eu também sentia, de acreditar no livre-
arbitrio.

(Bertrand Russell)

2.1 Introducio

A preocupagdo com o ensino de provas no Brasil ¢ um fenémeno recente, tendo

iniciado em meados dos anos 90.

Conforme mencionamos no Capitulo 1, os PCN (BRASIL, 1998) apontam para a
importadncia do desenvolvimento de certas atitudes na formacdo do cidaddo, tais como
levantar hipoteses e argumentar. Neste sentido, propdem uma abordagem que valorize
situacdes nas quais os alunos tenham a oportunidade de levantar hipoteses e sejam motivados
a justificar resultados. Concordando com estas idéias, consideramos que o ensino de provas
em Matematica exige, antes de tudo, despertar no aprendiz a convicgdo de que estas sdo

necessarias e, sobretudo, acessiveis.

Em relagdo a abordagem das provas na Educacdo Basica, Mello (1999) constata a
possibilidade de um trabalho com alunos do Ensino Fundamental por meio da aplicacéo de
uma seqiiéncia didatica que, segundo a autora, “favoreceu o aprendizado da técnica da

demonstra¢do em geometria”.

Carlovich (2005), no que diz respeito aos livros didaticos, faz um paralelo entre
obras dos anos de 1990 e de 2000 e verifica que o enfoque axiomatico foi dando lugar a um

enfoque empirico no tratamento de provas de propriedades geométricas.
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Diante deste panorama, concebemos o trabalho com argumentacdes e provas na
sala de aula como um meio para que o aluno possa compreender e vivenciar o processo de
produ¢do de uma prova. Assim, este trabalho deve, a nosso ver, ir além da mera reprodugio
de provas formais — incessiveis para a maioria dos alunos — colocando-os efetivamente

perante situagdes de levantamento de conjecturas e construgao de justificativas matematicas.

Consideramos que, com esta abordagem, o aprendizado de provas se aproxima da
atividade do matematico, na medida em que o aluno produz suas proprias conjecturas e busca
estratégias particulares para convencer a si mesmo ¢ aos outros da veracidade destas. Isto faz
com que a sala de aula seja um ambiente privilegiado em promover esta aproximagao, visto
que, fora do contexto escolar — como no cotidiano ou em outras ciéncias — uma prova pode se

confundir com uma evidéncia empirica.

Buscamos entdo, neste capitulo, sintetizar alguns resultados de pesquisas em
Educac¢do Matematica, relativas a tematica do projeto AProvaME, descrevendo algumas

ferramentas tedricas que embasardo as escolhas e analises presentes neste trabalho.

Iniciamos com uma classificagdo dos diferentes tipos de prova propostos por
Balacheff (1988), na qual nos baseamos desde a 1? Fase do projeto e que serd nosso parametro
para avaliagdo das provas produzidas pelos alunos no desenvolvimento das situagdes de
aprendizagem, apresentadas no Capitulo 3. Ainda no contexto da produ¢do dos alunos e de
suas concepgdes em relacdo a prova, teremos como referéncia o trabalho de Healy e Hoyles
(2000), e, sobre as fungdes da prova na Matematica Escolar, nos apoiaremos nas idéias de De

Villiers (2001).

2.2 Tipos de provas

No contexto escolar, em geral, ao se construir uma prova, busca-se convencer
alguém ou a si proprio de que determinada proposi¢do é verdadeira. O nivel de generalidade
de uma prova, bem como a qualidade dos argumentos necessarios a este convencimento, ¢
variavel. Com efeito, um aluno pode se convencer de que um teorema ¢ valido apos a
constatacdo de que seu enunciado satisfaz alguns casos particulares, ao passo que ndo se pode
esperar que um argumento deste tipo convenca um matematico. De fato, para se validar uma

proposi¢do no dominio da Matematica, é preciso uma demonstra¢do ou prova, nos moldes
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deste dominio, com todo o rigor ¢ a formalidade necessarios. J4 na Matematica escolar
acreditamos que os argumentos ou justificativas dos alunos, ainda que ndo constituam uma
demonstragdo aceita pela comunidade matematica, devam ser tratados como objetos de ensino

€ ndo apenas como respostas inconsistentes.

Neste sentido, Balacheff (1988) diferencia os termos prova e demonstragao,
sendo o primeiro mais abrangente ¢ o segundo, mais particular. Para este pesquisador, uma
prova ¢ um discurso que valida uma proposi¢do, para uma determinada comunidade, podendo
assumir diversos niveis de generaliza¢fo, ao passo que uma demonstracdo ¢ um tipo particular
de prova que valida uma proposi¢do por meio de um encadeamento dedutivo rigoroso e

formal, em termos matematicos.

Alguns pesquisadores fazem distingdo, ainda, entre os processos de argumentagdo
e demonstragdo. E o caso de Duval (1989) que, inclusive, considera que hd uma ruptura
cognitiva entre um processo € outro. Para este pesquisador, a estrutura de uma argumentagfo
diferencia-se da estrutura de uma demonstragdo, ja que em uma argumentacdo tem-se uma
sucessdo de idéias ndo necessariamente estruturadas dedutivamente, o que caracterizaria uma

demonstracao.

No que tange ao significado da palavra prova, adotaremos neste trabalho a
posicdo de Balacheff (1988). Desta maneira, referir-nos-emos ao termo prova como um
discurso para estabelecer a validade de uma afirmagfo, ndo necessariamente aceita no ambito
da Matematica, mas, sim, no contexto escolar, ou seja, como uma produ¢io de aluno, que

pode ser classificada de acordo com seu nivel de generalidade.

O termo demonstra¢do sera reservado a um tipo de prova que envolve um
raciocinio no qual s3o usadas regras de inferéncia, baseado em um conjunto de axiomas e
outras propriedades ja demonstradas que resulta em uma conclusio, como nos processos
hipotético-dedutivos de diversos modelos matematicos. Na descri¢cdo que segue, este tipo de

prova ¢ designado por cdlculo nas afirmagoes.

Balacheff (1988) divide as provas em pragmadticas € conceituais; as pragmdticas
se apdiam em acdes, em que o conhecimento necessario ndo é formulado explicitamente, e as

conceituais baseiam-se em propriedades e nas relagdes entre elas. As provas pragmdticas e
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conceituais sdo ainda subdividas por Balacheff (1988) em niveis, de acordo com o grau de

generalidade.

As provas pragmadticas sdo divididas em trés niveis.

e Empirismo ingénuo: ndo ha generalidade no argumento. O aluno conclui a partir
da observac¢ao de casos particulares. Como exemplo, temos a resposta de Beth na

questdio A1 do nosso questiondrio sobre provas.

Resposta de Beth

2+42=4 4+2=6
2+44=6 4+4=8
2+46=8 4+6=10

Entdo Beth diz que a afirmacdo é
verdadeira.

Figura 2.1: Resposta de Beth na questiio A1 do questionario sobre prova.

Nao ha nenhuma aluso a generalidade, ou seja, nada que caracterize,

explicitamente, os nimeros envolvidos como niimeros pares.

»  Experimento crucial: o aluno tenta generalizar o resultado, escolhendo um
exemplo que, para ele, possui uma caracteristica especial. No caso de se provar
que a soma de dois numeros pares ¢ um nimero par, um exemplo de experimento
crucial seria escolher dois nimeros pares, suficientemente “grandes”, soma-los,
obtendo como resultado um numero par e concluir que isto vale para quaisquer
dois niimeros pares. Neste caso, o aluno estaria considerando como crucial o fato

de se tomar niimeros “grandes”.

= Exemplo genérico: o aluno explicita, no seu exemplo, as caracteristicas que o
relacionam com os demais da sua classe, dando ao seu argumento um carater de
generalidade. Tem-se, entdo, um pragmatismo, dado que se faz uso de exemplos
ou casos particulares, mas, ao mesmo tempo, incluem-se elementos que

evidenciam a generalidade da questéio. Dessa forma, o exemplo genérico situa-se
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em um nivel de generalidade que se aproxima de uma prova conceitual. Como
exemplo, temos a resposta de Hanna na questdo Al do referido questionario

sobre provas.

Resposta de Hanna
g+06=14
8=2x4
6=2x3
14=2x(4+3)
8+6=2x7

Entdo Hanna diz que a afirmacdo é verdadeira

Figura 2.2: Resposta de Hanna na questio Al do questionario sobre prova.

Apesar de escolher um caso particular de adigdo de niimeros naturais, ela explicita o
que caracteriza um numero par qualquer quando o representa como um produto, em que um dos

fatores € 2 e, na soma, indica a existéncia do fator comum, neste caso, o fator 2.

As provas conceituais sdo divididas em dois niveis.

= FExperimento de pensamento: neste caso, o foco da construcdo da prova sdo as
propriedades dos objetos e as relagdes entre elas. Desse modo, os resultados so

obtidos por meio de um raciocinio dedutivo.
Como exemplo, transcrevemos a seguir a resposta de Duda em Al.

Resposta de Duda

Niimeros pares terminam em 0, 2, 4, 6 ou 8.
Quando vocé soma dois destes, a resposta vai
ainda terminarem 0, 2, 4, 6 ou 8.

Entdao Duda diz que a afirmagdo é verdadeira.

Figura 2.3: Resposta de Duda na questio Al do questionario sobre prova.
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Nesta prova, Duda explicita uma propriedade comum a todos os nimeros pares e,
ao constatar que esta propriedade também se verifica para toda soma de dois numeros pares,

conclui que a afirmacéo dada é verdadeira.

»  Cdlculo nas afirmagdes: ¢ uma prova completa e rigorosa, ou seja, 0s axiomas e
os passos do processo dedutivo sdo explicitados por meio da linguagem formal

da Matematica.

Exemplos de cdlculos nas afirmagcées sdo as demonstragdes formais,

normalmente encontradas no contexto da Matematica do Ensino Superior.

Ja no ambito da Matematica da Educagdo Basica parece-nos natural que,
inicialmente, para seu proprio convencimento, o aluno apele ao empirismo. Esta ¢ uma atitude
comum quando se busca verificar a validade de uma afirmacao, inclusive para os profissionais
como matematicos ou professores de Matematica. O que se espera ¢ que os alunos que
adotam este tipo de validagdo possam passar para o estdgio da prova conceitual, usando a
experiéncia empirica como uma ferramenta na busca de padrdes, propriedades e no

levantamento de conjecturas.

Entretanto, esta passagem nio parece ser espontdnea nem natural, ao contrario,
revela-se muito complexa para os aprendizes. Balacheff (1988) aponta que esta passagem
prescinde da apropriacdo do cardter genérico da situagdo, o que exigiria descontextualizagdo,
despersonaliza¢do e destemporaliza¢do do objeto em jogo. O pesquisador considera que um
objeto ¢ descontextualizado quando € visto como componente de uma classe de objetos; €
despersonalizado quando nfo se leva em conta quem ou o que agiu sobre este objeto ¢ é
destemporalizado quando tornamos independentes as agdes sobre o objeto de seu tempo e sua

duragéo.

Acreditamos, assim, que esta passagem merece atencdo de professores e
educadores, devendo ser alvo de ensino especifico. Nesse sentido, nossa hipotese € de que um
trabalho que considere a prova como um processo mais amplo, envolvendo fases de
conjecturas e possibilitando utilizagdo de exemplos genéricos, pode auxiliar nesta dificil

transicdo do experimental para o conceitual.
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23 Um estudo sobre concepcdes de alunos sobre prova

Neste item, discutiremos alguns resultados apresentados no trabalho realizado por
Healy e Hoyles (2000), no qual as pesquisadoras fazem um estudo das concep¢des de alunos
sobre provas em Algebra. Para o levantamento destas concepgdes, elaboraram e aplicaram a
alunos ingleses com idades de 14 a 15 anos um questiondario sobre provas, que serviu de base

para nossa pesquisa na Fase 1 do projeto AProvaME, conforme mencionamos no Capitulo 1

(p. 20).

As autoras sustentam que provar, em Matematica, ¢ uma tarefa que difere da de
provar em outros ambitos, principalmente no cotidiano. O que ¢ aceito como prova em
contextos em que se manipulam objetos concretos e argumenta-se sobre fatos isolados néo ¢
aceito em Matematica. Assim, argumentar e provar em situagdes que envolvam generalidade
ndo é uma pratica comum fora da Matematica. Para Balacheff (1999 apud PIETROPAOLO,
2005, p. 75), “Haveria assim um grande obstaculo entre argumentacdo cotidiana — na qual

uma evidéncia empirica é aceita como prova — e a prova matematica formal”.

Segundo Healy e Hoyles (2000), para os alunos, ha provas que explicam e

convencem, mas estas ndo sdo, necessariamente, as que gozam de um melhor status para eles.

[...] os alunos possuiam duas concepg¢des simultdneas e diferentes de prova.
Aquelas concepgdes sobre argumentos que eles consideravam que receberiam as
melhores notas e aquelas sobre os argumentos que eles adotariam para si mesmos
(HEALY e HOYLES, 2000, p. 396).

Esta afirmagdo refere-se 4 questio A1'" do questionario sobre provas elaborado
por Healy e Hoyles (2000). Nesta questdo, os alunos deveriam escolher, entre as provas
apresentadas, aquela que mais se parecia com a que eles dariam e aquela a qual, segundo eles,
o professor atribuiria maior nota. Entre os sujeitos da pesquisa, nitidamente ha um
comportamento ambiguo em relagdo ao uso da Algebra: eles ndo a escolhem quando precisam

expor seus argumentos, mas o0 mesmo ndo ocorre quando avaliam um argumento. Em outras

10 P : s 5 5
No questionario elaborado para nossa pesquisa, utilizamos esta mesma questdo, com adaptacdo dos
argumentos.
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palavras, apesar de perceberem a limitacdo dos casos particulares e, de certa forma,
raciocinarem por inducdo a partir destes, valorizam as provas algébricas, de carater formal,

mesmo ndo se saindo bem em construi-las. As autoras complementam:

[...] os alunos preferiram argumentos que eles poderiam avaliar e que eles acharam
convincentes e explicativos, preferéncias estas que excluiam Algebra. O argumento
empirico predominou nas construcdes de provas dos proprios alunos embora a
maioria dos alunos estivesse consciente das limitacdes deste empirismo (HEALY e
HOYLES, 2000, p. 396).

Em seus estudos, estas autoras destacam alguns tipos de argumentos usados pelos
alunos, relacionados a classificacdo de Balacheff (1988) e também a forma, dividindo-os em
empiricos, quando o aluno fundamenta seu raciocinio na sua experiéncia concreta, muitas
vezes baseado em exemplos ou casos particulares; formais ou algébricos, quando o aluno
apresenta aspectos gerais de forma simbélica; e narrativos'', quando o aluno descreve seus

argumentos em linguagem natural.

No cotidiano, provar ¢ uma atividade geralmente focada em exemplos, mais
especificamente em fatos. Assim, parece-nos natural que os alunos utilizem argumentos
empiricos em construcdes de prova, mesmo que muitas vezes tenham consciéncia de que

casos particulares ndo déem conta de provar uma afirmac¢do matematica em sua generalidade.

A formalidade matematica parece gozar de um status de algo distante e, por
vezes, inatingivel para os alunos. A prova formal expressa em linguagem simbolico-algébrica
¢ tida por eles como o “caminho” correto, o mais “ldgico” para se provar algo, aquele que os
professores de Matematica utilizam, mas do qual eles, alunos, estdo distantes. Este status fica

evidente quando julgam este tipo de argumento. De acordo com Healy e Hoyles (2000):

[...] os argumentos que incluiram Algebra eram claramente os preferidos dos alunos
[...] quando eles fizeram a escolha para melhor nota. [...] Claramente, muitos alunos
ndo haviam checado a logica dos argumentos que eles haviam escolhido para
melhor nota, mas, ao invés disso, suas atengdes foram desviadas pela presenca da
forma algébrica (p. 412).

! Esta foi a denominagdo usada pelas autoras ¢ esti sendo interpretada por nés como referente a forma, em
particular, ao tipo de registro utilizado, correspondendo a argumentos expressos em lingua natural, também
chamados de argumentos com palavras.
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No questionario de provas (HEALY e HOYLES, 2000), esse foi o caso na escolha

da resposta de Eric, reproduzida na figura abaixo.

Seja x = um nimero impar qualquer.

Seja v = um nimero impar qualquer.

X+ty=z
Z—X=Y
Z—y=Xx

z+z—(x+y)=12z

Entdo Eric diz que a afirmacio & verdadeira.

Figura 2.4: Resposta de Eric na questio Al do questionario sobre provas.

Conforme indicado pelas autoras, esta resposta foi escolhida por 42% dos alunos

como a que eles julgavam que seus respectivos professores dariam a melhor nota.

Em entrevista com os alunos, constatou-se que “muitos ndo haviam checado a
légica dos argumentos que eles escolheram para melhor nota, mas o fizeram pela presenca da
sua forma algébrica” (HEALY e HOYLES, 2000, p. 412). Conseqlientemente, quando tinham
que elaborar suas provas, embora nio se sentissem aptos a manipular objetos algébricos,

alguns procuraram inserir Algebra em seus argumentos.

O fato citado anteriormente de que alguns alunos escolhem argumentos
algébricos, sem ao menos examinar a logica envolvida, parece refletir uma atitude de adotar
este tipo de argumento como uma tentativa de dar maior precisdo as suas justificativas ou de
apresenta-las sob uma forma que se assemelha a do professor. Dessa forma, verifica-se que

poucos demonstram alguma habilidade ao tentarem usar Algebra em suas provas.

Em ambas as questdes de multipla escolha, [...] os argumentos algébricos foram os
menos freqiientemente selecionados como 0s mais préximos aos argumentos que 0s
alunos usariam e a Algebra raramente foi usada como uma linguagem por meio da
qual os alunos tentaram escrever suas proprias provas [...]. Quando os alunos
davam argumentos algébricos, freqiientemente [...] eles pareciam simplesmente
jogar letras de uma maneira ilogica, sem sentido (HEALY e HOYLES, 2000, p.
413).
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Ao contrario desse insucesso em argumentos algébricos, os alunos tendem a
apresentar provas mais criativas e com raciocinios dedutivos quando utilizam argumentos
narrativos. “[...] 42% dos argumentos narrativos foram de provas completas [...] e
aproximadamente dois tercos dos alunos que adotaram esse modo de argumentagdo usaram

algum raciocinio dedutivo” (HEALY ¢ HOYLES, 2000, p. 415).

Considerando este resultado, julgamos importante proporcionar oportunidades
para que os alunos exponham seus raciocinios ¢ produzam explicacdes por meio de
argumentos narrativos. Esperamos, com esta abordagem, obter resultados semelhantes aos de
Healy e Hoyles (2000), ou seja, respostas com raciocinios dedutivos baseados em idéias e
propriedades matematicas. Neste sentido, visamos deslocar o foco da prova como um texto

formal — objeto inacessivel aos alunos — tratando-a como uma forma de registro de raciocinio.

2.4  As funcdes da prova

Para se trabalhar com provas em uma sala de aula de Matematica, € preciso que se
tenha clara a pertinéncia disso, em particular, o porqué e para qué provar uma determinada
afirmagdo. E evidente que para convencer um aluno da veracidade de uma afirmagio nio ¢
necessaria uma prova formal. Muitas vezes, principalmente em Geometria, o resultado pode
parecer 0bvio e, quando ndo, geralmente a palavra do professor € suficiente. Neste contexto, ¢
comum que surjam questdes como “Por que demonstrar o que é 6bvio?” ou “Por que

demonstrar algo que o professor ja afirmou ser verdade?”.

Acreditamos que, dada uma proposi¢do matematica, a necessidade de valida-la
deve ter sentido para o aprendiz e as situa¢des de aprendizagem devem motiva-lo a buscar
uma prova ou uma justificativa. Caso contrario, o aluno ocupard uma posi¢do passiva em

relagdo ao processo de prova.

Para criar situagdes que favorecam o aparecimento dessa necessidade, talvez com
as mesmas situacdes nas quais nos, professores, nos vemos motivados a buscar uma prova,

julgamos essencial discutir os diversos papéis que esta pode assumir na Matematica Escolar.
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Neste sentido, nos apoiaremos nas idéias de De Villiers (2001), que se inspirou na
atividade de matematicos, procurando investigar a natureza desta, de modo a caracterizar as

diversas fun¢des da prova no ambito da Matematica e trazé-las para o da Matematica Escolar.

A questio “Que fungdes tem a demonstragdo na propria Matematica que podem
ser utilizadas na sala de aula para tornar a demonstragdo mais significativa para os alunos?”
(DE VILLIERS, 2001, p. 1) emana de um quadro, apontado pelo autor, no qual a idéia de que
“a demonstracdo € usada principalmente para tirar dividas, sejam elas pessoais e/ou de outros

cépticos” (DE VILLIERS, 2002, p. 3) influencia a discussdo e a pratica do ensino de provas.

Este pesquisador busca entio uma discussdo mais ampla, em que a prova pode
assumir diversos papéis que “em algumas situacdes sdo muito mais importantes para os
matematicos do que a mera verificagdo” (ibid., p. 3). As fungdes que uma prova pode assumir,

segundo De Villiers (2001), sdo descritas a seguir.

2.4.1 Explicagdo

O fato de estarmos convencidos da veracidade de uma afirmag¢do ndo quer dizer,
necessariamente, que conhecemos a explicacdo ou o porqué desta veracidade. Podemos estar
convencidos porque o professor assim afirmou ou mesmo por termos nos servido de um
software matematico que, visualmente, nos convenceu. Neste caso, uma prova teria a fungéo

de explicar os “porqués” em jogo.

2.4.2 Descoberta

A busca por uma prova é um processo que prescinde de uma atitude investigativa
e de criatividade, o que pode nos levar a conclusdes que provavelmente ndo encontrariamos se
ndo tivéssemos lancado mao de uma prova. Segundo De Villiers (2001), “[...] a demonstracdo
¢, portanto, ndo apenas um meio de verificagdo de um resultado ja descoberto, mas muitas
vezes também uma forma de explorar, analisar, descobrir e inventar novos resultados” (DE

VILLIERS, 2001, p. 7).
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2.4.3 Verificagcdo

Este talvez seja o papel mais evidente de uma prova. Podemos estar convencidos
por processos indutivos ou empiricos, mas duvidas ou incertezas s6 podem ser dirimidas por
meio de uma prova. Conforme afirma De Villiers (2002, p. 11), “uma explicagdo logica ou

demonstracdo é necessaria para ter a certeza absoluta”.

2.4.4  Desafio intelectual

Diferentemente da descoberta, em que se podem encontrar objetos ou,
particularmente, descobrir fatos matematicos, dos quais sequer se conhecia a existéncia, tem-
se, neste caso, o desafio de se buscar ou se provar algo que ja se sabe que existe ou que ¢é
verdadeiro. A prova como desafio intelectual foca o “caminho” a ser percorrido € ndo o
resultado final, ou seja, a argumentacdo assume o papel principal em detrimento da

veracidade da afirmac@o.

2.4.5 Sistematizagdo

Dentro de um sistema dedutivo, cada proposicdo ¢ validada a partir de uma
verdade anterior. Esta verdade anterior ou € um axioma, ou uma proposi¢ao ja provada. Dessa
forma, a prova assume um papel central na sistematizacdo de resultados, relacionada a

estrutura de um modelo matematico.

2.4.6 Comunicag¢do

A prova pode assumir um papel de comunicagdo, de interagdo, quer seja entre

matematicos, entre professores e alunos ou até mesmo entre alunos.

Para isso, faz-se necessario que o receptor da mensagem, no caso a prova, possua
um conhecimento subjacente que lhe permita compreendé-la. Além disso, ha, entre emissor ¢
receptor, “[...] uma negociagdo subjetiva, ndo apenas dos significados dos conceitos em jogo,
mas também implicitamente dos critérios relativos ao que ¢ um argumento aceitavel” (DE

VILLIERS, 2001, p. 5).
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Das fun¢des que uma prova pode assumir, a explicagdo ¢ aquela a qual daremos
mais énfase na elaboragdo da seqiiéncia de atividades, objeto de nosso estudo. Assim, em
nossas atividades, pretendemos propor um trabalho de investigacdo e explicagdo do porqué da

validade de determinadas proposi¢des em cada situagdo abordada.

Inspirados por estas idéias passamos a elaboracdo das atividades — descritas no
Capitulo 3 — com as quais procuraremos explorar a relevancia da manipulagdo empirica como
importante ferramenta na etapa de levantamento de conjecturas. N@o esperamos que 0s
argumentos apresentados sejam formais ou rigorosos, mas que apresentem elementos que

evidenciem uma atitude investigativa dos alunos na busca de explicagdes.

Procuraremos propor situagdes que contemplem varias etapas do processo de
prova, assumindo esta varios papéis, levando os aprendizes a entender a sua importancia

dentro do contexto da Matematica.

2.5  Algumas consideragdes para nosso estudo

Diante das referéncias teoricas e de pesquisas apresentadas, admitimos que provas
construidas por alunos devem ser analisadas, no &mbito da Matematica Escolar, sob diferentes
aspectos, formas e considerando-se diferentes niveis de generalidade. A classifica¢do dada por
Balacheff (1988) nos permite examinar amplamente as construgdes de prova dos alunos de
maneira que possamos verificar em que medida, nas situagdes de aprendizagem propostas, 0s
aprendizes encontram elementos ou condigdes para evoluirem das provas pragmadaticas as

conceituais.

Conforme Healy e Hoyles (2000) nos apontam, ha uma predominincia de
argumentos empiricos nas construgdes de prova dos alunos. Ainda que muitos deles nio
considerem este tipo de argumento como satisfatério, o recurso a Algebra ndo é uma atitude
comum e, quando ocorre, manifesta a pouca habilidade dos alunos com a linguagem
algébrica. Esta concepcéio dos alunos ndo deve, a nosso ver, motivar o nosso desprezo ao
trabalho empirico. Pretendemos tratar este trabalho como uma etapa importante ¢ inerente a

atividade matematica, buscando reproduzi-lo em sala de aula.
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Sob esta perspectiva, buscamos criar situacdes de aprendizagem que propiciem
aos aprendizes “olhar” para a experiéncia empirica como uma ferramenta na busca pelas
caracteristicas gerais das relagdes e propriedades dos objetos matematicos em questdo.
Partindo do trabalho com os argumentos empiricos — que sdo os mais acessiveis aos alunos e
0s que eles mais utilizam em suas constru¢des de prova (HEALY e HOYLES, 2000) —
procuraremos investigar condi¢des para uma evolugo desse trabalho empirico. Neste sentido,
acreditamos que os exemplos genéricos possam contribuir nesta passagem, ja que trazem, em
sua esséncia, elementos empiricos (referindo-se a casos particulares) e conceituais (com

caracteristicas que relacionam os casos particulares a uma classe).

Daremos prioridade aos argumentos narrativos tendo como hipdtese que com este
tipo de argumento € mais provavel que os alunos apresentem raciocinios dedutivos, conforme
verificaram Healy e Hoyles (2000) com seus sujeitos. Para isto, ndo daremos nenhum indicio
aos alunos de que devem fazer uso de formalidade na linguagem, inclusive nao apresentando
exemplos de provas como fizemos, propositalmente, no questionario sobre provas. Dessa
forma, ndo trabalharemos com proposicdes ou teoremas previamente enunciados e ja
conhecidos pelos alunos. As proposi¢cdes a serem justificadas por eles surgirdo de suas
préprias conjecturas acerca dos objetos envolvidos em cada tarefa proposta. Neste sentido,
esperamos que as provas dos alunos possam assumir, além do papel de convencimento ou
verificagdo, um carater de explicagcdo e de comunmica¢do, podendo inclusive levar a

descobertas.

Segundo De Villiers (2001), as diversas fungdes da prova vdo além do papel de
verificacdo, embora no ensino este seja enfatizado. Como afirmamos anteriormente,
pretendemos propor situagdes em que as provas assumam outros propdsitos, principalmente

os de explicagdo e comunicagdo.

No capitulo seguinte, descrevemos o processo de elaboracdo da seqii€ncia de
atividades, objeto de estudo deste trabalho, e de que maneira estas idéias nos influenciaram

neste processo.
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A CAPITULO 3
A SEQUENCIA DE ATIVIDADES

Podemos ir longe, se comegarmos de muito perto. Em geral comeg¢amos pelo
mais distante, o supremo principio, o maior ideal, e ficamos perdidos em
algum sonho vago do pensamento imaginativo. Mas, quando partimos de
muito perto, do mais perto, que é nos, entdo o mundo inteiro esta aberto --
pois noés somos o mundo. Temos de comegar pelo que é real, pelo que estd
acontecendo agora, e o agora é sem tempo.

(Jiddu Krishnamurti)

3.1 Introducio

Com a seqiiéncia de atividades, que passaremos a descrever, visamos inserir os
alunos em um processo de investigagdo, em que eles possam, ao longo da execucgdo das
atividades, levantar conjecturas e, posteriormente, produzir argumentos para valida-las ou
encontrar contra-exemplos para refuta-las, evoluindo no processo de construg¢do de provas de

um nivel empirico a um nivel conceitual, no sentido de Balacheff (1988).

Os argumentos esperados sdo aqueles que estdo além da observagdo visual e/ou
empirica, ou seja, embasados em propriedades dos objetos em jogo e considerando a

generalidade de cada situag@o.

As situagdes foram criadas de maneira que a prova assuma papéis que vao além
do papel de verificacdo’, como os papéis de explicacdo, comunicacdo e descoberta,

propostos por De Villiers (2001).

Para que os alunos tenham a oportunidade de expor e discutir suas idéias ao longo
da execug@o da seqiiéncia, optamos por aplica-la a duplas de alunos. Esperamos que este tipo
de situacdo, em particular, favoreca o surgimento de provas com as fungdes de comunicagdo e

explicagdo. Segundo Balacheff, a interag¢fo social gera situagcdes de argumentagdo e “[...] se

12 Neste trabalho, os termos comunicacdo, descoberta, explicagdo, verificagdo, quando relacionados aos papéis
ou fung¢des de uma prova, foram tomados no sentido de De Villiers (2001), conforme descrito no Capitulo 2
(p. 39).
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manifestaria claramente como um instrumento potente que serviria para possibilitar os
processos de devolucdo aos alunos da responsabilidade matematica sobre as atividades e suas

producdes” (BALACHEFF, 1999 apud PIETROPAOLO, 2005, p. 75).

Para realizar esta seqiiéncia de atividades, cada dupla dispde de um material
impresso ¢ de um computador. O material impresso corresponde a uma ficha de trabalho que
designaremos por Ficha'® (Anexo III), em que a dupla registra suas respostas e justificativas.
No computador, sera disponibilizado um arquivo do Microsoft Excel, contendo quatro

planilhas (Anexo IV), que designaremos por Planilha.

E importante ressaltar que em nenhum momento a Planilha fornece respostas ou
corregdes de erros, mas permite a verificagdo de hipoteses empiricamente, ou seja,
potencializa o campo de investigacdo. Cabe aos alunos a iniciativa de reformular suas

hipdteses e efetuar eventuais corregdes.

Conforme destacado no Capitulo 1, “Numeros Racionais” foi o tema —
relacionado a Algebra — selecionado para a nossa equipe. Optamos, entdo, por elaborar uma
seqiéncia de atividades abordando as relagdes entre os componentes de uma fragio

(numerador e denominador) e a sua representagdo decimal.

Espera-se que os alunos, por meio de tarefas que envolvem estas relagdes, possam
distinguir, sem dividir o numerador pelo denominador, as fracdes em dois grupos: o das
fragdes que correspondem a nimeros decimais exatos ¢ o das que correspondem a dizimas

periddicas.

Antes de passarmos a apresentacdo das atividades que compdem a seqiiéncia,
faremos algumas consideragdes sobre os objetos matematicos tratados, bem como alguns

objetivos gerais relacionados ao conteudo.

13 . x e N . .1s . s
Os arquivos referentes a Ficha e a Planilha utilizadas neste trabalho, encontram-se disponiveis em CD-Rom
anexo, sob a forma de arquivo Word e Excel, respectivamente.
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3.2 Breves considerac¢des sobre niimeros racionais

Em razdo de trabalharmos com alunos de 8" série do Ensino Fundamental e 1*
série do Ensino Médio, que foram nossos sujeitos na experimentacdo, focamos o trabalho nas
relagdes entre representacdo fraciondria e decimal de niimeros racionais, por considerarmos
que esses alunos ja foram introduzidos nesse campo numérico e também nas formas de

conversdo de uma representagdo em outra.

Buscaremos, entdo, uma exploragdo, por parte destes alunos, das relagdes entre as
duas representacdes, associando o comportamento dos componentes de uma fracio
(numerador ¢ denominador) a sua forma decimal (como numero decimal exato ou dizima

periddica).

Neste sentido, ¢ possivel que as resolugcdes dos alunos estejam ligadas ao
subconstruto decimal do numero racional, que, “segundo Behr et al. (1983), enfatiza as
propriedades desse tipo de nimero, na sua representagdo decimal, associadas ao sistema de
numerac¢do decimal” (NACARATO et al., p. 53). Conforme estes autores, “entendem-se por
construto as elaboragdes e sistematizacdes conceituais, com base em dados simples.

Subconstrutos seriam as idéias que compdem um determinado construto” (ibid, p. 64).

Embora a Planilha seja o recurso utilizado para efetuar a divisdo do numerador
pelo denominador, a idéia de dividir um niimero pelo outro estara presente, sendo, portanto,
percebida pelos alunos, que poderdo fazer alusdo a critérios de divisibilidade, e nio,
necessariamente, a decomposi¢do em fatores primos. Procuraremos motivar esta ultima, a fim

de aprofundar as relagdes estabelecidas pelos alunos.

Passaremos, agora, a descrever cada uma das quatro atividades da seqiiéncia,
destacando suas propostas, objetivos, justificando nossas escolhas e apontando o que

esperamos que os alunos alcancem em cada etapa.
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3.3  Descricao das atividades
3.3.1 Atividade 1

O objetivo desta atividade ¢ levar os alunos a observar os denominadores de
algumas fragdes e a decidir, para cada denominador, se a respectiva fracdo gera — nunca, as
vezes ou sempre — uma dizima periddica, quando representada na forma decimal. Além disso,

¢é proposto aos alunos que justifiquem suas respostas.

Com esta atividade, buscamos inserir os alunos em uma das etapas do processo de
provas: o levantamento de conjecturas e a produgdo de provas, ainda que em um nivel

empirico.

A Planilha sera a ferramenta utilizada pelos alunos na produgao e organizagdo dos
exemplos a serem manipulados, de maneira que possam testar e visualizar, rapidamente,

Varios casos.

3.3.1.1 Atividade I - Parte A

Nesta parte, os alunos devem ler as instru¢des na Ficha e preencher, na planilha
“Atividade 17, os numeradores das fra¢cdes, com niimeros naturais, tais que a soma em cada

grupo seja 50, conforme figuras a seguir.

Atividade 1 — Parte A

No arquivo Fragbes Decimais, selecione a planilha “Atividade 17. Para cada gmpo de
fragdes, preencha os numeradores _com nimeros naturais, taizs que a soma deles seja 30,
conforme o exemplo:

Parz preencher o
numerador, selecions-
W+25+5 = 50 o com o mouse, digits
o0 nimero e ftede

A
~ “~
=]

Figura 3.1: Enunciado da Atividade 1 — Parte A.

Veja:
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!

Grupal i 2,000000000000 E 0,000000000000 E 0,000000000000 o
Grupo 2 E 2,000000000000 E 0,000000000000 E 0,000000000000 |
Grupo 3 2,000000000000 ] o,000000000000 0,000000000000 |
= ==
Grupo 4 E 0,000000000000 E 0,000000000000 E 0,000000000008 ||
Grupa 5 E 2,000000000000 E 0,000000000000 E 0,000000000008 ||
Grupa & E 0,000000000000 E 0,000000000000 E 0,000000000000
Grupa7 ||  0,000000000000 | | 0,000000000000 1 o,000000000000
td
Grupn 8 E 0,000000000000 0,000000000000 0,000000000000 |
BT | 10 |
TrIni\atividade 1 {“Atividade 2 _A [ Atlvidade 2 B J Atividade2 0/ Ativided | 4 [ [ ]

Figura 3.2: Planilha “Atividade 1”.

A proposta desta etapa ¢ subsidiar a seguinte (Parte B), no sentido de que os
alunos obtenham exemplos, tanto de fra¢cdes que geram dizimas periddicas quanto de fragdes
que geram decimais exatos. Para que isto efetivamente ocorra, a soma dos numeradores das
trés fragdes de cada grupo foi fixada em 50, evitando, com isto, que figurem apenas decimais

exatos. Este valor foi escolhido de acordo com os seguintes critérios:

Nao poderia ser um multiplo de 3, 6, 7 ou 9. Dessa forma, no caso dos grupos 2,

5, 6 e 7, pelo menos uma das trés fragdes de cada grupo geraria uma dizima periddica.

Deveria ser um numero suficientemente grande para permitir uma boa gama de
exemplos, ampliando seu campo de investigagdo, no sentido de Healy e Hoyles (2000),
quando afirmam que nas investigagdes “um padrio ¢ encontrado e, se possivel, explicado e

provado”.

Nesta etapa, a Planilha efetua os calculos (somas dos numeradores das trés fragdes
¢ divisdo do numerador pelo denominador, em cada item), dando a representa¢do decimal da

fragdo. Cabe aos alunos apenas a escolha dos numeradores convenientes.
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Assim, ao lado de cada fracdo ¢ apresentada sua representacdo decimal. Conforme
destacado na figura 3.3, no caso das dizimas periodicas, optamos por incluir reticéncias para

distingui-las dos decimais exatos.

Para esta etapa, ndo esperamos que os alunos apresentem dificuldades. No caso
de duvidas relacionadas a manipulagdo da Planilha, uma vez que os alunos podem ndo estar
familiarizados com o Microsoft Excel, estamos prevendo uma interven¢do do professor, no
sentido de fornecer informacgdes sobre os diferentes elementos da Planilha e, eventualmente,

dos recursos necessarios para seu uso.

3.3.1.2 Atividade 1 - Parte B

Ainda utilizando a planilha “Atividade 17, os alunos devem, agora, ajustar os
numeradores — previamente preenchidos na Parte A — obtendo como representagdo de cada
uma das fragdes, se possivel, nimeros decimais exatos. A soma de 50 para os trés

numeradores de cada grupo deve ser mantida, conforme enunciado na Ficha (fig. 3.3).

Atividade 1 — Parte B

Ao lado de cada fragdo, aparece sua representagcio decimal Observe estes niimeros e
“ajuste” os numeradores para que, SE POSSIVEL, estes decimais sejam todos exatos.

Consideraremos decimais exatos os nimeros que, a partir de uma
determinada casa decimal, apresentam apenas algarismos zero.

Exemplos: 2.5000000000 3.7500000000 60000000000
Veja:
Dizima Dizima Decimal
Pericdica Periodica Exato

~~ ~~ ~~

10 1,666666666666 ... ) 19 ¢ 3,166666666666 ... 21 {1 3.500000000000
6 6 6

Neste exemplo, devem-se ajustar os 2 primeiros numeradores para que as dizimas
periodicas tornem-se decimais exaros.

Obs.: A soma dos numeradores deve continuar a mesma (50).

Figura 3.3: Enunciado da Atividade 1 — Parte B.
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O objetivo aqui ¢ inserir os alunos em um processo de investigacdo, em que
tenham a liberdade de alterar os numeradores quantas vezes julgarem necessario, podendo

assim verificar muitos casos e levantar conjecturas.

No grupo 2 (fragdes com denominador 3), por exemplo, quando os alunos
preenchem os dois primeiros numeradores, obtendo decimais exatos em ambas as fragcdes e
ndo conseguem o0 mesmo na terceira — pois ¢ impossivel — surge a necessidade do ajuste. Se
tentarem ajustar o terceiro numerador para que a respectiva fragdo gere um decimal exato, a
condi¢do de obter soma 50 nos numeradores ndo sera mais satisfeita, surgindo a necessidade
de alterar um dos dois primeiros numeradores e assim por diante, até que atentem para o fato

de que nem sempre € possivel satisfazer, simultaneamente, estas condigdes.

Estas fragdes ficam disponiveis para visualizagdo e manipulacdo durante todo o
processo. Acreditamos que o uso da Planilha potencialize estas observacdes, dado que fornece
resultados imediatos, podendo os alunos concentrar-se apenas no comportamento destes

resultados.

Consideramos que os alunos, a principio, ndo percebam a impossibilidade de
satisfazer as condi¢des desta etapa. Ainda que destaquemos a expressdo se possivel no
enunciado, ¢ comum que os alunos acreditem que para um problema proposto pelo professor
sempre hd uma solugdo. Apds algumas tentativas, julgamos que os alunos possam se
convencer desta impossibilidade, passando a parte C. Caso isto ndo ocorra € comprometa o
andamento das atividades, o professor deve intervir, questionando os alunos sobre esta

impossibilidade ou sugerindo que passem a préxima etapa, retomando esta em seguida.

3.3.1.3 Atividade 1 - Parte C

Esta parte ¢ composta de oito questdes (C1 a C8). A partir das observagdes feitas
na Parte B, os alunos devem analisar os denominadores, decidir quais deles podem ou no
fazer com que as respectivas fragdes gerem decimais exatos ou dizimas periddicas e tentar
justificar, escrevendo suas respostas na Ficha. Nesta etapa, espera-se que a Planilha deixe de
ser apenas um “gerador” de exemplos, mas assuma um importante papel como ferramenta de

validag@o experimental.
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Aqui, o objetivo é fazer com que conjecturem e organizem suas conclusdes, ainda

que preliminares. Ndo esperamos que produzam argumentos consistentes nem definitivos,
. . . 14 . .
caracterizando provas conceituais *, mas que tenham a oportunidade de expor o que foi
observado na etapa anterior, destacando as caracteristicas ou invariantes identificados.
Conforme mencionamos no Capitulo 2, ndo demos indicio de que esperamos alguma
formalidade nestas justificativas, inclusive utilizando no enunciado o verbo tenfar no intuito

de dar um carater informal a questéo.

Além disso, para evitar que os alunos se limitem a casos particulares e ampliem
seu campo de experimentagdo, incluimos, apos cada afirmacdo, as opgdes “Nunca”, “As
vezes” e “Sempre” (fig. 3.4), com o intuito de motiva-los a buscar as justificativas para o que

observaram na Parte B.

Apesar de ndo estarmos propondo explicitamente o uso da Planilha, os alunos tém
a liberdade de fazé-lo. Acreditamos que, diante da tarefa de justificar, os alunos passem a

buscar evidéncias mais “fortes”, principalmente no que concerne a opgéo “Nunca”.

Atividade 1 — Parte C

A partir do gque vocd observeu, zssinsle umaz das ltemativas e justifiqus sus resposta:

Cl Fragdes com denominador 2 geram dizimas periodicas.

Munca As vezes Sempre

Tente explicar porque 330 scontece:

et

Figura 3.4: Enunciado da Atividade 1 — Parte C.

' Neste trabalho adotaremos as expressdes empirismo ingénuo, exemplo genérico, experimento de pensamento,
prova pragmdtica e prova conceitual no sentido de Balacheff (1988), conforme descrito no Capitulo 2. As
expressdes argumento narrativo e argumento empirico estdo sendo tomadas no sentido de Healy e Hoyles
(2000).
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Inicialmente, acreditamos que os alunos apresentem argumentos empiricos,
baseados nos exemplos obtidos. Nesta etapa, ¢ provavel que os alunos considerem as trés
fragcdes de cada grupo como argumentos convincentes. Entretanto, a inclusdo da questdo com
as opgdes “Nunca”, “As vezes” e “Sempre” deve favorecer a consideragdo, por parte dos
alunos, de mais casos ou exemplos, buscando uma analise mais ampla ou uma explica¢do
mais geral. A escolha desse tipo de questio tem por objetivo levar os alunos a questionarem o
porqué ou quando (em que condi¢des) uma fragdo gera uma dizima periddica, por exemplo.
Com isso, esperamos argumentos nos quais os alunos relacionem os exemplos de que
dispdem com sua classe, pautados em caracteristicas estruturais destes exemplos,

apresentando provas do tipo exemplo genérico.

Nesta etapa, temos por hipdtese que as interagdes entre os alunos propiciem um
ambiente de questionamentos, refutagdes e busca por explicagdes, ja que devem apresentar

uma justificativa comum para a dupla.

Esperamos, nestas interagdes, que as provas produzidas assumam diversos papéis,
no sentido de De Villiers (2001). Esperamos encontrar provas com as func¢des de explicacdo e
comunicag¢do e, apesar de ndo termos focado a seqiiéncia de atividades neste sentido,
acreditamos que as provas dos alunos assumam, eventualmente, o papel de descoberta, ou

seja, que na busca por algum resultado os alunos encontrem outros.

3.3.2 Atividade 2

O objetivo desta atividade ¢ levar os alunos a perceberem a importincia de
analisar os fatores que compdem os elementos em jogo — numerador ¢ denominador de cada
fracdo — criando condi¢des para que identifiquem o papel destes elementos na geragdo de
decimais exatos ou de dizimas periodicas. Com isso, visamos inseri-los em uma situacéo na
qual eles possam utilizar o trabalho empirico como meio de identificar a classe de objetos que
estdo manipulando. Isto, a nosso ver, caracteriza uma ferramenta importante na busca por

provas conceituais.

Além disso, destacamos que nesta atividade a Planilha assume tanto o papel de
gerar exemplos como o de verificar hipdteses levantadas pelos alunos, conforme veremos

adiante.
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3.3.2.1 Atividade 2 - Parte A

Nesta parte, os alunos devem ler as instrugdes na Ficha e preencher a planilha
Atividade 2_A com os numeradores das fragdes de modo a obter dizimas periddicas para um
grupo de fragdes (primeira coluna) e decimais exatos para o outro (segunda coluna), conforme

figuras abaixo.

Atividade 2 - Parte A Fragdes com denominador 3

Selecione a planilha “Atfividade 2_A” Preencha osnumeradores das fraces de maneira a
obter dizimas periddicas na primeira coluna e decimais exatos na segunda.

Figura 3.5: Enunciado da Atividade 2 — Parte A.

Atividade 2_A - Fragbes com denominador 3

Dizimas periédicas Decimais exatos
0,000000000000 0,000000000000
3 3
0,000000000000 0,000000000000
3 3
0,000000000000 0,000000000000
3 3

I [
Figura 3.6: Planilha “Atividade 2_A".

A proposta desta etapa ¢ levar os alunos a perceberem que o critério para decidir
se uma fragdo com denominador 3 gera um decimal exato ou uma dizima periddica reside no
fato de o numerador ser ou ndo multiplo de 3. Entretanto, esperamos que ja tenham formulado

essa conjectura quando da realizacdo da Atividade 1.
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Em seguida (Parte B), colocamos este critério em confronto com o critério para
fracdes de denominador 6, levantando a hipdtese de que alguns alunos estendam,
equivocadamente, o critério verificado para fragdes com denominador 3. Caso isto ocorra,

terdo a oportunidade de refletir sobre este equivoco na Atividade 3 (descrita adiante).

3.3.2.2 Atividade 2 - Parte B

Assim como na Parte A, os alunos devem ler as instrugdes na Ficha, preenchendo
a planilha Atividade 2 B com os numeradores das fragdes, de modo a obter dizimas
periddicas para um grupo de fragdes (primeira coluna) e decimais exatos para o outro

(segunda coluna), conforme figuras abaixo.

Atividade 2—-Parte B Fragdes com denominador 6

Selecione a planilha “Antvidade 2 B”. Preencha os numeradores das fragbes de maneira a obter

dizimas periddicas na primeira coluna e decimais exatos na segunda.

Figura 3.7: Enunciado da Atividade 2 — Parte B.

Atividade 2_B - Fracdes com denominador 6

Dizimas periddicas Decimais exatos
0,000000000000 0,000000000000
6 6
0,000000000000 0,000000000000
6 6
0,000000000000 0,000000000000
6 6

Ts_ Atividade 1_# Atividade 2 _ & 3 Atividade 2 _ B/ Afividade 2 D/ Atividad | 4 |
IEE===i

—_——————————

Figura 3.8: Planilha “Atividade 2_B”.

Nesta parte, é provavel que os alunos conjecturem que o critério, relativo ao
numerador, para decidir se uma fragdo gera um decimal exato ou uma dizima peridodica € o

mesmo tanto para denominador 3 quanto para denominador 6. Julgamos que esta conjectura
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sera importante para que os alunos percebam o risco de erro ao se generalizar a partir de um

ou mais casos particulares.

Além disso, esta situagdo foi criada com o intuito de que os alunos percebam de
que maneira o fator 2 (e, mais adiante, o fator 5) influi no resultado em questio, ou seja, que o
fato de o numerador ser multiplo do denominador é suficiente, mas nfo necessario, para que a
fragdo gere um decimal exato. Assim, esperamos que as experimentagdes possibilitem aos
alunos concluirem que, ainda que o numerador ndo seja multiplo do denominador, pode-se ter

como representacdo decimal da respectiva fragdo, uma dizima periodica.

Levantamos aqui a hipdtese de que alguns alunos podem néo estar familiarizados
com os conceitos de condicdo necessdria e condi¢cdo suficiente, conjecturando conforme
mencionado no paragrafo anterior. Neste caso, espera-se que preencham os numeradores com
multiplos de 6, obtendo o que ¢ pedido em cada coluna, ja que assim satisfazem a condi¢éo
suficiente para que a fragdo gere um decimal exato. Conforme descrito a seguir, a Parte C

vem complementar esta fase, retomando este critério.

Para que os alunos se deparem com situa¢des em que o numerador ndo é multiplo
do denominador e ainda assim a fracdo gere um decimal exato — no nosso caso, 0s
numeradores seriam multiplos de 3 que ndo sdo multiplos de 6 — eles devem, na Atividade 2 —
Parte C, classificar algumas fra¢des escolhidas de modo a contemplar estes casos.
Acreditamos que essa etapa possa levar os alunos a ampliar a analise anterior, incluindo mais
situagdes. Esta classificacdo deve ser realizada, a principio, sem o auxilio da Planilha. Em
seguida, eles a utilizam para verificar seus acertos e erros e, conseqiientemente, reelaborar

suas conclusdes.

3.3.2.3 Atividade 2 - Parte C

Conforme descrito anteriormente, para que os alunos ndo se detenham no caso
particular em que o numerador é multiplo do denominador e percebam que esta condig¢do néo
¢ necessaria para obter um decimal exato, solicitamos que classifiquem algumas
representagdes de fracdes utilizando as hipdteses levantadas até entdo e, em seguida,
verifiquem os resultados por meio da Planilha. Dessa forma, t€m a oportunidade de

reformular suas conclusdes.

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais — 55 —



Esta parte da Atividade 2 sera feita na Ficha, inicialmente, sem o auxilio da
Planilha e sem efetuar calculos (divisdo do numerador pelo denominador), conforme figura

abaixo.

Altividade 2 — Parte C

Baseado nas suas conclusdes das pares A ¢ B ¢ SEM EFETUAR C.—i.LCI_'.L.CI'S:
classifique as representacdes decimais das fragdes abamo em decimais exatos (DE) ou dizimas
periddicas (DP). Marqus um X" na sua opgio:

5 2 D.E. b) 15 | DE. 3 2l | DE
i D.P. fi D.P. fi D.P.
18

g & | DE 5 14 | D.E.
f D.P. f D.P.

Agora utilize a planilha “Atividade 2 B” e venfique se vocé acertou. Caso ndo tenha
acertado todas, refornmmule as respostas das partes A e B.

Figura 3.9: Enunciado da Atividade 2 — Parte C.

No item (a), ndo esperamos, a principio, que os alunos apresentem dificuldades,

por se tratar de um numerador que ndo ¢ multiplo de 3.

Nos itens (b) e (c¢), presumimos que alguns alunos classifiquem a representagdo
decimal como dizima periddica, fazendo analogia ao critério das fragdes de denominador 3.
Conforme enunciado na questdo, ao final desta etapa, os alunos terdo a oportunidade de

verificar as respostas, podendo reformular as justificativas dadas nas partes A e B.

Esta situac@o foi proposta para que os alunos possam comparar os numeradores,
ja que os denominadores coincidem. Na comparagdo entre os itens (a) e (b), por exemplo,
esperamos que atentem para a decomposi¢do, verificando que o fator 3 presente na
decomposicdo do numerador 15 anula-se com o fator 3 presente na decomposi¢do do
denominador 6, fazendo com que a fragdo simplificada apresente denominador 2, o que gera,

sem exce¢des, um nimero decimal exato.

Incluimos esta situagdo por acreditarmos que a decomposi¢do em fatores primos

ndo seja uma estratégia usada espontaneamente pelos alunos. Esta crenca esta relacionada a
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nossa pratica docente e a verificacdo de que os livros didaticos, em geral, ndo tratam a

decomposicdo em fatores primos em problemas que envolvem divisibilidade.

Pretendemos, assim, que os alunos tenham a oportunidade de analisar a fragdo
irredutivel equivalente a fragdo dada para decidir se sua representacdo ¢ um decimal exato ou

uma dizima periédica.

Estas situagdes foram incluidas na seqiiéncia de atividades por admitirmos que,
para os alunos, perceber a diferenca entre condi¢@o necessaria e suficiente ¢ uma competéncia

importante para um trabalho com argumentag@o e provas.

Os elementos de analise preliminar referentes as partes D, E e F desta atividade

sdo analogos aos das partes A, B e C, respectivamente.

3.3.3 Atividade 3

O objetivo desta atividade ¢ que os alunos classifiquem as representagdes
decimais de algumas fra¢des dadas, colocando em pratica as conclusdes obtidas nas atividades
anteriores. Os alunos devem iniciar o trabalho exclusivamente na Ficha (fig. 3.10) para, ao

final, conferirem suas respostas com o auxilio da Planilha.

Atividade 3

Semusar a planitha, classifique as representagdes das fracfes abaixo em decimais exatos (DE)
ou dizimas periddicas (DP). Justifique sua resposta.

a) E b E c E d) E &) E
3 3 5 5

e g = m 2 fio Bl
i fi 14 14 40

Agora, se desejar, teste os resultados na plamlha “Atividade 37.
Figura 3.10: Enunciado da Atividade 3.

Uma vez que os alunos precisam responder e justificar sem o auxilio da Planilha,
esperamos que busquem outros argumentos, que vdo além dos empiricos. A titulo de

exemplo, nos itens (h), (i) e (j) apresentamos denominadores diferentes daqueles trabalhados
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até entfo. Dessa forma, os alunos ndo dispdem de evidéncias empiricas a respeito destes

“novos” denominadores e devem elaborar estratégias que os relacionem aos “antigos”.

3.3.4 Atividade 4

Nesta atividade, pretendemos que os alunos identifiquem representagdes decimais
de fragdes analisando o seu numerador e denominador, descrevendo, ao final, uma regra ou
método para classificar, sem efetuar a divisdio do numerador pelo denominador, a

representac@o decimal de uma dada fracao.

Em linhas gerais, solicitamos aos alunos que:

1. Representem uma fra¢do decimal como decimal exato;

2. Representem, quando possivel, uma fragdo qualquer como fracdo decimal e,
posteriormente, como decimal exato;

3. Expliquem o porqué de algumas fragdes poderem ser representadas como
fragdes decimais e outras nao;

4. Explicitem um método para decidir se uma fragdo pode ou ndo ser representada

como uma fragdo decimal e, conseqiientemente, como um decimal exato.

Nesta atividade, restringimos o uso da Planilha a geragdo de exemplos de fragdes
decimais, especificamente na Parte A, ou seja, ndo daremos énfase ao trabalho empirico
esperando que os alunos apresentem justificativas baseadas nas observagdes feitas ao longo da

execucdo desta seqii€ncia de atividades.

3.3.4.1 Atividade 4 - Parte A

Nesta parte, os alunos devem, fazendo uso da Planilha, preencher os numeradores
de frag¢des cujos denominadores sdo poténcias de base 10, conforme enunciado na figura 3.11.
Aqui o objetivo ¢ que os alunos percebam ou reforcem a idéia de que ¢ suficiente que uma

fragdo apresente uma poténcia de base 10 no denominador para gerar um decimal exato.

Nao esperamos que os alunos apresentem alguma dificuldade nesta etapa, ja que
provavelmente este assunto lhes ¢ familiar. Incluimos esta tarefa para enfatizar a relacio entre

uma fracdo decimal e sua representacdo decimal.
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Atividade 4 - Parte A

Ma planilha “Atividade 4 A", entre com valores para os numeradores das fraglies.
Ao lado da fragio, aparece sua representagio decimal.

Observe gque os denominadores das fraglies sio poténcias de base 10;

0= 10 100=10° Woe=10"  10000=10° et

Fragies com denominadores deste tipo séo chamadas fragies decimais,

Com base nos resuliados obtidos na planilha, descreva uma maneira pritica para
representar uma fragiio decimal como um decimal exato.

Figura 3.11: Enunciado da Atividade 4 — Parte A.

AtiVidade 4 Fragoes Decimais
0,0 0,0000
10 10000
0,00 0,00000
100 100000
0,000 0,000000
1000 1000000

Figura 3.12: Planilha “Atividade 4”.

3.3.4.2 Atividade 4 - Parte B

Com base no que observaram na Parte A, esperamos que os alunos se engajem em
obter poténcias de base 10 a partir de denominadores quaisquer, a fim de representar uma

fracdo qualquer como fragdo decimal, quando possivel.

Os alunos devem, entdo, encontrar fra¢des decimais equivalentes as fragcdes dadas,

justificando o porqué da impossibilidade, quando for o caso.
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a) E possivel fazer o mesmo para a fracdo E e escrevé-la como fragio decimal? Por qua?

Justifique sua resposta.

&

Figura 3.13: Enunciado da Atividade 4 — Parte B, item (a).

No item (g) desta questdo (fig. 3.14), solicitamos aos alunos que descrevam uma
maneira de classificar a representacdo decimal de uma fracdo qualquer, analisando seu

numerador e denominador.

g) Descreva wma regra para sabemmos se uma fracio pode ou ndo ser escnita como fracdo
decimal, sem que precisemos dividir o numerador pelo denominador.

&

Figura 3.14: Enunciado da Atividade 4 — Parte B, item (g).

O objetivo € levar os alunos a concluir que, dada uma fragio irredutivel, sua
representagdo decimal sera uma dizima periddica se a decomposi¢do do denominador em
fatores primos apresentar algum fator diferente de 2 e 5 e que, caso contrario, a representagdo

sera um decimal exato.

No capitulo seguinte, caracterizamos os sujeitos envolvidos e o ambiente em que
os experimentos foram realizados, bem como os procedimentos e a dindmica da aplica¢do

desta seqiiéncia de atividades.
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CAPITULO 4

CONSIDERACOES METODOLOGICAS

Se o entendimento é uma faculdade da unidade dos fenémenos mediante
regras, a razdo é a faculdade da unidade das regras do entendimento sob
principios. Portanto, ela jamais se refere imediatamente a experiéncia ou a
qualquer objeto, mas ao entendimento, para dar aos seus multiplos
conhecimentos unidade a priori mediante conceitos, a qual pode denominar-
se unidade da razdo e é de natureza completamente diferente da que pode
ser produzida pelo entendimento.

(Immanuel Kant, Critica da razdo pura)

4.1 Introduciao

Neste capitulo, apresentaremos as escolhas metodologicas que fizemos no intuito
de responder as questdes: “Como abordar o ensino de provas de maneira que o aluno tenha a
oportunidade de vivenciar diversas etapas do processo de produgdo de uma prova? e “Que
papel pode desempenhar uma ferramenta computacional nos processos de ensino e

aprendizagem de provas?”.

Buscando investigar a pertinéncia do ensino de provas na Educag@o Baésica,
optamos por observar os aspectos qualitativos que podem emergir de situagdes de

aprendizagem envolvendo este tema.

Descrevemos, a seguir, os sujeitos envolvidos nesta investigacdo, o material
utilizado na aplicacdo da seqiiéncia de atividades, as condi¢des e procedimentos de aplicagéo,
bem como os instrumentos utilizados para a coleta de dados. Faremos também uma descri¢éo
dos desempenhos dos alunos envolvidos no experimento, quando responderam ao

questionario sobre provas, na 1* Fase do Projeto AProvaME.

Inicialmente, uma seqiiéncia piloto foi aplicada a cinco alunos, visando

aperfeicoa-la a partir de uma sondagem no que diz respeito:

* 3 compreensdo dos enunciados;

= a0 envolvimento com a proposta da seqiiéncia;
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= 3 argumentacdo e expressdo destes em linguagem escrita.

A partir dos comportamentos, das respostas ¢ dos questionamentos apresentados
pelos alunos no estudo piloto, procedemos a algumas alteragdes na vers@o inicial das
atividades concebidas. No que diz respeito a proposta, ndo houve alteracdes significativas.
Estas ficaram circunscritas a apresentagdo dos enunciados, buscando-se dar mais clareza e
objetividade a cada etapa da seqiiéncia.

Posteriormente, a seqiiéncia ja modificada foi analisada por uma das equipes de
professores do projeto AProvaME, conforme exposto no Capitulo 1. As sugestdes e
observagdes desse grupo, nos Foruns de Discussdo do ambiente virtual TelEduc, foram
revertidas em mais algumas modificagdes. Dessa forma, chegamos & versdo descrita no

Capitulo 3 e que sera objeto de nosso estudo.

4.2 Perfil dos sujeitos

Para o estudo piloto, optamos por observar quatro estudantes trabalhando em
duplas e um deles, individualmente. Escolhemos trés alunos para os quais lecionavamos em
um curso pré-vestibular, acreditando que poderiam participar desta elaboracdo de forma
critica, apontando eventuais “falhas” e sugerindo situagdes ou questdes que pudéssemos
incorporar a proposta. Esta suposi¢do deveu-se ao fato de serem alunos com maior
experiéncia escolar do que aqueles para os quais aplicariamos a seqiiéncia e por apresentarem
uma postura participativa em nossas aulas. Ressaltamos que dois desses estudantes, além de
nossos alunos em um curso pré-vestibular, cursavam a 3* série do Ensino Médio em uma

Escola Federal.

Além destes, julgamos conveniente aplicar a seqiiéncia piloto a alunos da mesma
faixa etaria daqueles que participariam do estudo experimental. Dessa forma, convidamos
uma aluna que cursava a 8" série do Ensino Fundamental em uma escola particular. Esta,

instruida por nds, escolheu uma colega de classe para formar sua dupla.

Ressaltamos que estes cinco alunos nio participaram de atividades anteriores
relacionadas ao projeto AProvaME. Em particular, ndo responderam ao questionario sobre

prova, referente a 1* Fase.
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Ficamos, entfo, com o grupo indicado no quadro abaixo para o trabalho de

aplicagdo-piloto.

Aluno(s)"? Curso
Isa e Jennifer 3% série do E.M.
Lucia Pré-Vestibular
Luanda e Nivea 8* série do E.F.

Quadro 4.1: Sujeitos participantes da aplicacio-piloto.

No estudo experimental propriamente dito, contamos com a participagdo de seis
alunos, que trabalharam em duplas para o desenvolvimento de todas as atividades. Estes
alunos responderam ao questiondrio sobre provas da Fase 1 do projeto AProvaME realizada
no 2° semestre de 2005. Naquele momento, todos cursavam a 8* série do Ensino Fundamental
em uma mesma escola da rede particular de Santos/SP, na qual leciondvamos, sendo que
quatro deles eram nossos alunos quando da aplicagdo do questionario e os outros dois haviam

sido no ano de 2003, quando cursavam a 6* série do Ensino Fundamental.

Todos os onze alunos citados até aqui foram escolhidos por se mostrarem
dispostos a realizar as atividades e aceitaram prontamente nosso convite para participar do
experimento. Além disso, eram alunos com bom desempenho em Matematica e que, em sala

de aula, apresentavam empenho em executar as atividades propostas pelo professor.

Por estes motivos e por demonstrarem desejo de participar dos experimentos,
ainda que nd3o conhecessem a proposta do trabalho, consideramos estes alunos, sob a

perspectiva de Charlot (2000), como sujeitos mobilizados'® para este tipo de situagio.

Em outras palavras, optamos por estes alunos por mostrarem algumas
caracteristicas peculiares, ou seja, ndo foram escolhidos por algum critério de amostragem.

Dessa forma, ao descrever os resultados, levaremos em conta essas caracteristicas do grupo,

15 ~ o
Os nomes que constam deste quadro sdo ficticios.

'S Charlot (2000) diferencia “mobilizagdo (movimento do interior para o exterior do sujeito) de motivacdo
(movimento do exterior para o interior do sujeito)” (MELO, 2003, p. 94).
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procurando ndo generalizar os resultados, mas, adaptd-los a turmas mais numerosas e

heterogéneas.

Faremos, no final deste capitulo, uma breve analise de suas respostas no
questiondrio sobre prova. Além disso, estdo previstas entrevistas com alguns destes alunos,
cujas questdes serdo baseadas nesta analise e nos seus desempenhos ao longo da realizagdo

das atividades da seqiiéncia.

4.3  Ambiente e dinimica de aplicaciio da seqiiéncia de atividades

Desde a aplicagdo da seqii€ncia piloto, as atividades foram desenvolvidas em um
laborat6rio de Informatica de uma universidade particular'’ da cidade de Santos/SP, na qual
atuamos como professor. Esta escolha se deu em razdo de o laboratério fornecer condigdes

que julgamos adequadas ao propdsito desta pesquisa e por ser de facil acesso.
Entre as condi¢des oferecidas pelo laboratorio, destacamos:

=  Computadores em perfeitas condi¢des de funcionamento;
= Possibilidade de agendamento para uso exclusivo do Projeto;
= Auséncia de ruidos externos pela sua localizagdo no prédio (andar exclusivo para

laboratorios).

Por questdes de conveniéncia dos sujeitos envolvidos, cada encontro foi realizado

com apenas uma dupla de alunos, acompanhada pelo professor em atividade extraclasse.

Cada dupla esteve presente em dois encontros, de aproximadamente 1 hora e 30
minutos de duragdo cada, nos quais foi desenvolvida a seqii€éncia de atividades. Nestes
encontros, realizados em dezembro de 2006, a seqiiéncia ficou dividida em Atividades 1 e 2

para o primeiro encontro ¢ Atividades 3 e 4, para o segundo.

1 . . .. .
7 Esta universidade e a escola onde estudam todos os alunos participantes do experimento fazem parte do
mesmo complexo educacional.
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Anteriormente a cada sessio, preparavamos o laboratdrio e os materiais que
seriam utilizados. Colocavamos a disposicdo dos alunos a Ficha (ja descrita no Capitulo 3)
para os alunos registrarem suas respostas. Além disso, disponibilizdvamos uma calculadora, ja
que na aplicacdo da seqiiéncia piloto foi verificada a preferéncia de alguns alunos, em certos
casos, por uma calculadora de mao a calculadora do computador ou, em alguns casos, a

propria Planilha.

Para posterior analise, registramos as interagdes dos alunos por meio de um
gravador de voz e por se tratar de uma proposta na qual os alunos deveriam manipular
diversos casos, julgamos que, em vez de salvar as planilhas usadas pelos alunos, seria mais
proveitoso registrar todas as inclusdes e alteragdes feitas por eles durante a realizagdo da

atividade. Para tanto, utilizamo-nos do software Windows Media Encoder (W.M.E.)."®

Contamos, entdo, com trés instrumentos principais de coleta de dados: a Ficha dos
alunos; as audio-gravacdes, com as respectivas interagdes das duplas; e os arquivos de video,

gerados pelo software W.M.E.

4.4  Procedimentos metodoldégicos

Neste trabalho, delineamos nossos procedimentos, apropriando-nos das principais
idéias da Engenharia Diddtica"®. Desta forma, nossa pesquisa compreendera um experimento
e um processo de validacdo de nossas hipoteses ou questdes de pesquisa, por meio da

confrontagdo entre as analises a priori € a posteriori.

A primeira fase do processo experimental de uma engenharia didatica diz
respeito as analises preliminares, ou seja, “consideragdes sobre o quadro tedrico didatico geral
e sobre os conhecimentos didaticos ja adquiridos sobre o assunto em questdo” (MACHADO,
2002, p. 201). As referidas consideragdes sobre os quadros tedrico e didatico relativos ao tema

que motivaram este trabalho foram apresentadas nos Capitulos 1 e 2.

Este software registra em video as imagens apresentadas na tela do computador. Mais informagdes estdo
disponiveis em: <www.microsoft.com/windows/windowsmedia/pt/9series/encoder/default.aspx>.

Adotaremos a caracterizagdo de engemnharia diddtica dada por Artigue (1988), “como um esquema

experimental de ‘realizacdes didaticas’ em sala de aula, isto ¢, sobre a concepgio, a realizagio, a observagao e
a analise de seqiiéncias de ensino” (ARTIGUE, 1988, p. 285, apud MACHADO, 2002, p. 197).
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As concepgdes dos alunos sobre provas foram tratadas, especificamente, no
Capitulo 2, quando discutimos o trabalho de Healy e Hoyles (2000) e serdo particularizadas
para os sujeitos desta pesquisa mais adiante (p. 67), quando descrevemos o desempenho

destes sujeitos no questionario sobre provas, aplicado na 1* Fase do projeto AProvaME.

A etapa de concepgdo e andlise a priori das situa¢des de aprendizagem foi
descrita no Capitulo 3 e os resultados da experimentacdo ¢ demais elementos da analise a

posteriori serdo discutidos no Capitulo 5.

4.5  Papel do professor

Para as sessdes de aplicagdo da seqiiéncia de atividades, optamos por assumir o
papel de professor-pesquisador, adotando a proposta de uma engenharia didatica, na qual o
professor-pesquisador se insere no locus da investigagdio (MACHADO, 2002). E importante
ressaltar que, neste trabalho, o papel do professor restringiu-se ao que descreveremos neste
item. Sendo assim, ndo demos énfase ao processo de devolucdo®, ja que caracterizamos os
alunos como sujeitos mobilizados (CHARLOT, 2000, apud MELO, 2003) para este tipo de

tarefa.

Entretanto, para evitar influéncias ou provocar efeitos de contrato, assumimos um
papel secundario nas situagdes de agdo, formulagdo e valida¢do — visando propiciar fases a-
diddticas, ja que o nosso foco era avaliar o potencial das atividades e como seriam

vivenciadas pelos alunos.

Assim, durante a realizacdo das tarefas pelos alunos, o professor-pesquisador
permaneceu ao lado dos alunos, observando-os. Apenas quando solicitado, em eventuais
questionamentos, procedeu aos esclarecimentos necessarios. Além disso, ndo foram previstas

situagoes de institucionalizacdo.

Na aplicacdo piloto, os questionamentos mais comuns referiam-se a conceitos ou

pré-requisitos (multiplo, divisor, etc.), os quais procurdvamos esclarecer. J4 quando nos

2 Ao longo deste trabalho, os termos devolugdo, institucionalizagdo, situagdes a-diddticas, situacdes de acdo,
situagdes de formulagdo e situagdes de validagdo estdo sendo tomados no sentido de Brousseau (1986).

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais — 66 —



deparavamos com perguntas do tipo: “Posso justificar desta maneira?” ou “Preciso escrever
mais alguma coisa?”, preferiamos orientar os alunos a justificar da maneira que julgassem
mais completa e convincente. Foi dessa forma que agimos também nas sessdes de aplicagdo

do estudo experimental.

4.6 Ferramentas de analise

Para analise das situa¢des de aprendizagem nos apoiaremos na classifica¢do de
Balacheff (1988), avaliando os tipos de prova produzidos pelos alunos nas diferentes etapas
da seqiliéncia de atividades. Particularmente, interessa-nos identificar, dentre estas provas,
aquelas que se caracterizam como exemplos genéricos por se tratar de um tipo de prova que se
aproxima de uma prova conceitual, no que diz respeito ao nivel de generalidade, podendo

assim, favorecer a passagem de uma prova pragmdtica a uma conceitual.

No tocante aos papéis que uma prova pode assumir na Matematica Escolar,
buscaremos inserir os alunos em situagdes nas quais a elaboracdo de justificativas tenha o
propdsito de convencer ou explicar ao colega de dupla ou a outro aluno sobre a veracidade de
eventuais conjecturas levantadas, considerando que, assim, os alunos percebam a necessidade

da prova com funcdo de explicacdo e de comunicagdo.

4.7  As provas dos alunos: concepc¢des e producoes

Trataremos aqui de uma descri¢do, em linhas gerais, das concepgdes e dos tipos
de prova apresentados pelos seis alunos envolvidos em nosso experimento, quando
responderam ao questionario sobre provas®' (1* Fase do projeto AProvaME), particularmente
nas questdes de Algebra. Iniciaremos com um panorama das respostas, enfocando algumas

questdes. Ao final, faremos um resumo por aluno, individualizando a andlise.

21 I L
A versdo integral do questionario encontra-se no Anexo II.
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Denominaremos, daqui por diante, as duplas de alunos por Dupla I, Dupla II ¢

Dupla III, compostas de acordo com o quadro abaixo:

Dupla Alunos™
I Léo e Jodo
I Carol e Paola
11 Manuela e Thais

Quadro 4.2: Constituicio das duplas do estudo experimental.

A observagdo destes dados implicou algumas de nossas escolhas quando da
elaboragio da seqiiéncia de atividades. Além disso, tivemos condigdes de avaliar as
concepgoes e tipos de prova que apresentaram estes alunos diante das situagdes propostas, o
que nos permitiu entender os comportamentos destes na realizagdo das tarefas da seqiiéncia de

atividade.

Ressaltamos que, além destas analises, realizamos entrevistas com uma dupla de
alunos na ultima fase da coleta de dados, visando complementar a proposta da seqiiéncia de
atividades, ou seja, propor questionamentos que julgamos importantes € que ndo foram

propostos durante a execucdo da seqiiéncia.

Transcrevemos a seguir as questdes, ou partes destas, analisando as escolhas e as

respostas dos alunos.

2 . S0 T i 5
Os nomes dos seis alunos, que constam deste quadro e que serdo utilizados no decorrer da analise, sdo
ficticios.
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4.7.1 Questdo Al

Al: Artur. Beth, Duda, Franklin e Hanna estavam tentando provar que a seguinte afirmacio
¢ verdadeira:

Quando vocé soma dois mimeros pares guaisquer, o resultado é sempre par.

Resposta de Artur Fesposta de Beth

@ & um nimero inteiro qualquer 2+2=4 4+2=6
5 & um nimero inteiro qualquer 2+4=6 4+4=%§
Z2ae 25 sionmeros pares quaisquer 2+6=8 4+6=10

2a+2b=2{a+ &)
Enido Beth diz qus a afirmagdo é
Entdo Ariur diz que a afirmagdo é verdadsira. verdadaira.

Feszposta de Duda ;
£ Fesposta de Franklin
Nimeros pares terminamem©0. 2. 4. 6 ou 2.
Quando vocé soma dois destes, a resposta vai L LN L . ) LA A S
ainda terminarem®, 2, 4,6 oud. B B B ) * * @

Entdo Duda diz gue a afirmagdo é verdadeira. —_

Fesposta de Hanna LA B IR L AN

Entdo Franklin diz que a afirmagdo é
verdadeira

Entdo Hanna diz que a afirmagio & verdadaira

Dasrespostas acima, escolha uma que € a mais parecida com a resposta que vocé daria se
tivesse que resolver esta questio.

Dasrespostas acima, escolha aguela para a qual voceé acha que seu professor daria a melhor
nota.

Figura 4.1: Primeira parte da questio Al do questionario de prova.

Jodo, Manuela e Paola escolheram nesta questdo a resposta de Beth como a mais
parecida com a que eles dariam, mostrando preferéncia por um argumento empirico. Segundo
a classificacdo de Balacheff (1988), esta prova € do tipo empirismo ingénuo. Acreditamos que

esta preferéncia pode estar associada ao fato de realmente se convencerem a partir de casos
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particulares ou de ndo se sentirem aptos a dar um outro tipo de resposta, conforme também

considerado por Healy e Hoyles (2000).

A resposta de Franklin, que também apresenta um argumento empirico, foi
escolhida por Carol e Thais. Apesar de tratar empiricamente de casos particulares de nlimeros
pares, Franklin explicita a estrutura de nimero par, o que diferencia sua prova da de Beth,

caracterizando-a como do tipo exemplo genérico.

E interessante notar que a escolha pela resposta de Franklin foi pouco comum
entre os 1998 alunos que responderam ao questionario. Destes, apenas 72 (3,6%) a
escolheram como a resposta que eles dariam. No questionario aplicado por Healy e Hoyles
(2000), verifica-se o percentual de 16% para este argumento. Conforme apontado pelas
pesquisadoras, houve predomindncia na escolha por argumentos empiricos, em detrimento
dos algébricos, quando os alunos escolhiam a resposta mais parecida com a que eles dariam, o
mesmo ocorrendo com nossos alunos. Acreditamos que isto justifica os baixos indices de
escolha pela resposta de Franklin ou Yvonne™, dado que este argumento caracteriza-se como
um exemplo genérico, ou seja, o seu nivel de generalidade ¢ intermediario em relacdo aos

outros aqui mencionados.

Apenas Léo escolheu um argumento narrativo: a resposta de Duda, que engloba
todos os casos possiveis de soma de nimeros pares. Esta prova pode ser classificada como

uma prova conceitual, visto que se apdia em uma propriedade dos nlimeros pares.

Ao escolher a resposta que julgava que o seu professor daria melhor nota,
Manuela optou pela resposta de Duda. Os demais optaram pelo argumento algébrico de Artur,
que caracteriza uma prova conceitual. Acreditamos que o tratamento algébrico apresentado na
resposta de Artur tenha sido decisivo na escolha dos alunos, ou seja, a forma parece influir na
opcgdo dos alunos, fazendo com que acreditem que este € o tipo de prova esperado pelo
professor. Fazemos esta suposicdo baseados na pesquisa de Healy e Hoyles (2000), na qual se
verificou que “os alunos achavam que seus professores recompensariam qualquer argumento

fornecido que contivesse alguma algebra” (p. 407).

20 argumento de Franklin na questiio Al do nosso questionario é idéntico ao de Yvonne na mesma questio do
questionario de Healy e Hoyles (2000).
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4.7.2 Questdo A2

A2, Suponha que ja foi provado que:
Quando vocé soma dois nimeros pares quaisquer, o resultado é sempre par.
Zé pergunta o que precisa ser feito para provar que:
Quando vocé soma dois nimeros pares maiores que 100, o resultado é sempre par.

Escolha A ou B:

(A) Zéndo precisa fazer nada, pois a afirmacdo ja foi provada.

(B) Zé precisa construir uma nova prova.

Figura 4.2: Questio A2 do questionario sobre prova.

Nesta questdo todos optaram pela alternativa (A) mostrando que compreenderam,

neste caso, a generalidade da prova.

4.7.3  Questdo A3

Aqui, Léo e Manuela adaptaram o argumento narrativo empregado por Duda em

Al. Como exemplo, reproduzimos a resposta de Manuela.

A3, A afirmagiio abaixo € verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma dois niimeros impares quaisquer, o resultado € sempre par.

Justifique sua resposta.

'\/deude.m.. QO“O\Ue nimeros \m?n-fes Y
4,35,%,9, Buonds Aomaces dels clusss oo

MQMJMM A S LS iﬁ)wmm&d-@

Srer 0,9.1“\1@, g.

ermiynoon  em

Figura 4.3: Resposta de Manuela para a questio A3.
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Esta resposta pode ser classificada como uma prova conceitual, ainda que
algumas premissas ou relagdes estejam implicitas. Por este motivo, atribuimos a pontuagéo

2b, referente a codificag@o descrita no Capitulo 1 (p. 23)

Paola explicitou a estrutura de numero impar por meio de um argumento

narrativo (fig. 4.4), apresentando uma prova conceitual e recebendo a pontuagao 3.

Thais utilizou o argumento empirico dado por Franklin em Al, mas, ao contrario
deste, ndo explicitou, na representagdo figural, a caracteristica dos nimeros que estdo sendo
somados, neste caso, numeros impares. Em seguida justificou, com um argumento narrativo,
de que maneira o seu exemplo se relaciona com a classe dos numeros impares (fig. 4.5), o que

caracteriza sua prova — a qual atribuimos a pontuacdo 2b — como um exemplo genérico.

A3. A afirmagio abaixo ¢ verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma dois niimeros impares quaisquer, o resultado € sempre par.

Justifique sua resposta.

€ vodadsre, s e WA tinpars & i Tehrene”

_,LQ M{‘p * - . . Q?Eﬂfw\ﬁ\ : cvv\dﬁ“,
WWM*WWW+5TL
B e
Aoy NN o+ W\WI{}MTQ(MYYQM

Figura 4.4: Resposta de Paola para a questio A3.
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A3. A afirmagiio abaixo ¢ verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma dois niimeros impares quaisquer, o resultado é sempre par.

Justifique sua resposta. 3 {9 dadaihau

.. +ﬂ..& - :t : wmpon  Amads e
adhe  ~wwifmans Lmpan,
A+ L = O Audlads £ ey
::2__1‘ ren s G on Dotinbon
RS-l o peryea, g

Figura 4.5: Resposta de Thais para a questiao A3.

Carol, além de usar o mesmo argumento narrativo de Paola e Thais, buscou
formalizar sua resposta utilizando Algebra. Entretanto, apesar de revelar dominio na
representagdo algébrica de um numero par, o tratamento neste registro foi feito de maneira
equivocada. Ainda assim, consideramos completa sua justificativa, atribuindo-lhe pontuagio

3. Segue a reproducdo desta resposta.
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A3, A afirmagio abaixo é verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma dois niimeros impares quaisquer, o resultado é sempre par.

Justifique sua resposta.

oL uhpaSa 4 Judadana !
2y A dompaad wada WM Gt Ay ‘paj‘\.,-i'ﬂ,

Buomds howasmay oy (e S pandy, A
o 1 oedamke dg A% LTS, M B “q qeNake T da

IE Wﬂéﬁmmwwﬂ'w vonade e

3o 4 3b*F
A1

Figura 4.6: Resposta de Carol para a questio A3.

1]

R

i

Apenas Jodo apresentou uma prova do tipo empirismo ingénuo, como o de Beth

em Al. Atribuimos a esta prova a pontuacéo 1.

A3. A afirmagiio abaixo € verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma dois niimeros impares quaisquer, o resultado é sempre par.

Justifique sua resposta, - \_7 M\'

A8 =l
5+4 =12
3+41=19

Figura 4.7: Resposta de Jodo para a questio A3.

Nesta questdo, verificamos um resultado semelhante ao de Healy e Hoyles
(2000), quando apontam que ¢ mais provavel que os alunos apresentem raciocinios dedutivos
por meio de argumentos narrativos. No nosso caso, todos os alunos que demonstraram

raciocinios dedutivos o fizeram mediante este tipo de argumento.
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4.7.4 Questdo A4

Aqui verificamos que, apesar de cinco alunos terem feito alusdo ao fato de 6 ser
multiplo de 3, apenas dois deles conseguiram explicitar com clareza seus argumentos e dar

respostas que evidenciam a generalidade da questdo.

Jodo, assim como fizera em A3, foi o Unico a argumentar com casos particulares,
caracterizando um empirismo ingénuo e recebendo, novamente, a pontuacdo 1. A seguir,

reproduzimos sua resposta.

Ad. A afirmacio abaixo € verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma um miiltiplo de trés qualquer com um miiltiplo de seis
qualquer, o resultado é sempre um miiltiplo de trés.

Justifique sua resposta.

046 7%
& +0>1%
%+'18= &#

Figura 4.8: Resposta de Jodo para a questio A4.

Paola, Carol e Léo explicaram o porqué de os multiplos de 6 serem também
multiplos de 3, mas nao justificaram o fato de que a soma de multiplos de 3 é também um
multiplo de 3. A titulo de ilustrag¢@o, apresentamos a seguir a resposta de Paola, que recebeu a

pontuagdo 2b.
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Ad. A afirmagfio abaixo € verdadeira ou falsa?

Quando vooé soma um miiltiplo de trés qualquer com um miltiplo de seis
qualguer, o resultade é sempre um miiltiplo de trés.

T AT
, Qo | @oin virn iSbiple ded £ Dradoe, €4
A e ilbiple i D ey s wadliply oL 6 neu Verlady

L Toweftin tson walle ol X Guo bxadpe” i onwor-

Moo csun. quis [ X)xolae. C as Aoman. dots WiHpte,

S Rurmes 0o wmiligle s 3,

Figura 4.9: Resposta de Paola para a questio A4.

Manuela (fig. 4.10) e Thais afirmaram que 6 ¢ multiplo de 3 e concluiram, a partir
deste fato, que a soma ¢ multiplo de 3. Como exemplo, reproduzimos a seguir a resposta de
Manuela, que apresentou um argumento narrativo, com elementos de uma prova conceitual,
ou seja, relacdes entre propriedades dos objetos envolvidos. A esta resposta atribuimos a

pontuagdo 2b.

Ad. A afirmagiio abaixo ¢ verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma um miiltiplo de trés qualquer com um miiltiplo de seis
qualquer, o resultado ¢ sempre um miiltiplo de trés.

Justifique sua resposta.
; , .
Jerdodeiva  poraue 1S & woltido do pels Lo S0or0)
ewde 05 molliplos  desses  dois wwméros
5 : Ao
ioles do yré€s.
: eceYa o W“n
SOMAdoS | Sempre ot o

Figura 4.10: Resposta de Manuela para a questiao A4.

Assim como na questdo A3, os argumentos narrativos predominaram entre as
respostas que continham raciocinios dedutivos. Verificamos que este fato se repete também na

questdio A5, descrita a seguir.
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4.7.5 Questdo A5

AS5: Sabendo que:
4! significa 4x3x2x1
5!significa 5x4x 3x 2 x 1. Responda:

a) 5!eéum niumero par?
Justifique

b) O que significa 8! 7

c) 8!éum multiplo de 21 7
Justifique

d) 62! & um multiplo de 37 7
Justifique

e) Pedro calculou 23!
Sem caleular, determine o ultimo algarismo do resultado encontrado por Pedro.
Justifique

Figura 4.11: Questido AS do questionario sobre prova.

Nesta questio, o apelo aos calculos se evidenciou nos itens (a) e (c). No caso dos
itens (d) e (e), alguns alunos procuraram apresentar argumentos baseados na generalidade dos

objetos em questdo, ou seja, na estrutura do fatorial.

Com excecdo de Léo e Manuela, que expuseram no item (a) um argumento
narrativo apoiado em uma propriedade do fatorial, os demais utilizaram calculos. A seguir,
reproduzimos a resposta de Paola, que justificou por meio de calculos, recebendo pontuacéo

3C e a de Léo, que apresentou uma prova conceitual, recebendo pontuagdo 3P.
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a) S5!¢éum nimero par?
Justifique

5 Y S % N I PN
Xy vy ¢ ¢ o

-g__g— (o 1o 420

* - -
S/UYV\ | N SRRV VIN “Luw\g_}\g
Figura 4.12: Resposta de Paola para a questdo AS, item (a).

a) 5!é um nimero par?

Justifique
. s pea !"WWM&M Mﬂ{ﬂ'&"‘f‘s
A2 ol et dnéd g qiomars— ma iy 6=
A P fM

Figura 4.13: Resposta de Léo para a questio AS, item (a).

Apesar da resposta dada no item (a), Léo ndo se apoiou nas propriedades do
fatorial ao justificar no item (c), por meio de calculos, o fato de 8! ser multiplo de 21, sendo-
lhe portanto atribuida a pontuacdo 3C. Os demais cinco alunos ndo conseguiram justificar ou
cometeram erros de célculo.

Carol, ndo obstante apresentar um argumento incompleto (fig. 4.14), foi a unica
que procurou ir além do empirismo, identificando uma caracteristica do fatorial e, portanto,

recebendo pontuacio 2a.

¢) 8! ¢ um miltiplo de 21 ?
Justifique

VP,
Ton 0 A neomdo da L.@niqi

FPOVaTLS &mﬂ,w&ﬂrﬂb du 24

Figura 4.14: Resposta de Carol para a questiio AS, item (c).
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No item (d), apenas Léo e Paola conseguiram dar uma justificativa correta.
Ambos utilizaram argumentos narrativos e explicitaram a generalidade da questdo ao

mostrarem que 37 ¢ um dos fatores de 62!. Atribuimos as suas respostas a pontuagio 3P.

Léo argumentou que 37 ¢ um fator de 37! e concluiu, a partir dai, que 37 também

¢ um fator de 38!, 39!, etc., e que, portanto ¢ um fator de 62!, conforme figura abaixo.

d) 62! ¢ um miiltiplo de 37 ?
Justifique

S poi 37! & dhivsiel yor 33 g ticr -39 s i, it
o> muimerss pas doaben poL 37

Figura 4.15: Resposta de Léo para a questio AS, item (d).

Enquanto Léo parte da seqiiéncia 37!, 38!, ... para concluir que 37 ¢ um fator de
62!, Paola justifica este fato, argumentando que 62 é maior que 37 e, portanto, 62! contém

todos os fatores inteiros de 1 a 62, entre os quais, o fator 37. Reproduzimos abaixo a resposta
de Paola.

d) 62! ¢ um miltiplo de 37 ?
Justifique

Sy Q60 W surds yamit i 63, ond

h Wi dos tllplioadd). Come o O,

don folir, M altpo. & predls e cldmanmes of
nalllplicon pon 3} ne fom PR Qs

3k aloy? & svamiltinde 4 37,

Figura 4.16: Resposta de Paola para a questdo AS, item (d).
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O item (e) foi respondido corretamente por Carol e Léo, que, por meio de
argumentos narrativos, justificaram o fato de que o ultimo algarismo de 23! ¢ zero, por ser

um multiplo de 10. Como exemplo, a resposta de Léo.

e) Pedro calculou 23!
Sem calcular, determine o dltimo algarismo do resultado encontrado por Pedro.

Justifique

0, poss 10 mullpliacl pot quo pan meiimirs o i o7 s bndy,

Figura 4.17: Resposta de Léo para a questio AS, item (e).

Apesar de ndo explicitar que 10 é um dos fatores de 23!, Léo ja havia dado um
argumento semelhante no item (a), o que nos faz supor que este fato esta subentendido na sua

resposta. Assim, atribuimos a sua resposta a pontuagéo 2b.

Thais e Manuela responderam corretamente, porém n3o conseguiram justificar.

Jodo e Paola nio responderam este item, deixando-o em branco.

4.7.6 Conclusoes

Para este grupo de alunos, verificamos a preferéncia por provas pragmdticas
quando escolheram respostas que eles dariam e provas conceituais quando escolheram
respostas as quais o professor daria maior nota. Este fato havia sido verificado e analisado por

Healy & Hoyles (2000), conforme apontado no Capitulo 2.

Entretanto, notamos que houve empenho na busca por provas conceituais, em
contraste ao resultado observado para a amostra dos 1998 alunos participantes da 1* Fase do

projeto AProvaME.

Conforme relatorio do projeto, cerca de 92% dos alunos ndo conseguiram

apresentar justificativas que fossem além do empirismo.
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Tomemos como exemplo a questdo A4, na qual os alunos deveriam provar que a
soma de um multiplo de 3 com um multiplo de 6 ¢ um multiplo de 3. Conforme pesquisa
realizada no dmbito do projeto AProvaME (SANTOS, 2007), apenas cerca de 9% dos alunos
buscaram uma prova que fosse além do empirismo, e, destes, apenas cerca 5% (0,45% da
amostra) tiveram éxito, apresentando uma prova conceitual. Cerca de 28% dos alunos
apresentaram argumentos do tipo empirismo ingénuo e 63% deram uma resposta errada ou

ndo responderam.

Outro exemplo de que a busca por argumentos que vao além do empirismo néo é
uma atitude comum entre os alunos € o resultado apresentado por Leandro (2006, p. 88), ao
verificar que, “na medida em que o calculo foi ficando invidvel, os acertos diminuiram

drasticamente”.

As consideragdes feitas nos paragrafos anteriores evidenciam que as construgdes
de prova dos seis alunos envolvidos em nosso experimento sdo, em geral, mais completas e
mais conceituais em relagdo as construgdes dos demais 1992 alunos. Caracterizamos, a seguir,

cada um destes seis alunos, segundo as respostas apresentadas no questionario sobre provas.

Com excecdo de Jodo, que utilizou apenas argumentos empiricos nas suas
construgdes de prova, os demais procuraram dar argumentos que caracterizariamos ou como

exemplos genéricos ou experimentos de pensamentos.

Carol escolheu, em Al, um exemplo genérico como a resposta que ela daria.
Apesar disso, procurou apresentar argumentos conceituais nas suas constru¢des de prova,

embora nio tenha obtido sucesso em todas as tentativas.

Em suas justificativas para as questdes A3 e A5, Léo buscou argumentos gerais
em concordancia com suas escolhas em Al, quais sejam, argumentos caracterizados como

provas conceituais.

N3ao obstante escolherem, em A1, uma resposta que caracteriza uma prova do tipo
empirismo ingénuo como a resposta que elas dariam, Manuela e Paola explicitam

propriedades e caracteristicas gerais em suas construgdes de prova nas demais questdes.
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Thais escolheu, em A1, uma prova do tipo exemplo genérico como a resposta que
ela daria e uma do tipo experimento de pensamento a qual o professor, segundo ela, daria a
melhor nota. Nas suas constru¢des de prova, vemos uma predominéncia por provas do tipo

exemplo genérico.

Descreveremos e analisaremos, no capitulo seguinte, os resultados obtidos com a
aplicacdo da seqiiéncia de atividades. Particularmente, discutiremos alguns episodios
selecionados a partir das dudio-gravacdes das interagdes da Dupla II (Carol e Paola), que, no
nosso entender, evidenciam etapas do processo nos quais os objetivos foram globalmente

atingidos.
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CAPITULO 5
}EXPERIMENTACAO DAS
SITUACOES DE APRENDIZAGEM

Ha muitas razées para duvidar e uma so para crer.

(Carlos Drummond de Andrade)

5.1 Introducio

Para a andlise dos dados coletados no desenvolvimento da seqiiéncia optamos por
acompanhar uma dupla, apresentando um exame mais detalhado. Das demais, faremos
algumas consideragcdes globais dos resultados e produgdes. Assim, tomaremos aqui as
interagdes da Dupla II (Carol e Paola) como objeto de anlise. Fizemos esta escolha por esta
dupla se destacar no trabalho de busca por provas e justificativas, quando, individualmente,

respondeu o questionario sobre provas ¢ manter essa postura ao longo da seqiiéncia.

Transcreveremos, a seguir, os momentos que julgamos relevantes dos seus
dialogos durante a execucdo das tarefas das situa¢des de aprendizagem, no intuito de detalhar
os procedimentos desta dupla e discutir suas respostas. A integra dos didlogos encontra-se no

Anexo V.

5.2 Atividade 1
5.2.1 Atividade I - Parte A

A proposta desta etapa foi cumprida, ou seja, os alunos obtiveram exemplos tanto
de fragdes que geravam dizimas periddicas quanto de fragcdes que geravam decimais exatos.
Assim, todos os alunos compreenderam a proposta e, como previsto, nenhuma das duplas
apresentou dificuldade, ja que a tarefa era simplesmente completar os trés numeradores de
cada grupo de fragdes, de modo que a soma destes totalizasse 50. Concluida essa parte, a

Dupla II ficou com os dados da Planilha a seguir (fig. 5.1), passando a Parte B.
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Atividade 1

Grupol

Grupo 2

Grupo 3

Grupo 4

Grupo &5

Grupo 6

Grupo 7

Grupo 8

5.2.2 Atividade 1 - Parte B

0

L - [ . - (%)

10,000000000000

5,000000000000

1,750000000000

1.800000000000

4,333333333333 ...

4,571428571428 ...

4,222222222222 ...

1.900000000000

5

(%) - () - ] (o] M

12,500000000000

8,333333333333 ...

5,750000000000

6,200000000000

2,333333333333 ...

1,714285714285 ...

(A RRERRERERE K .

2,100000000000

2,500000000000

3,333333333333 ...

5,000000000000

2,000000000000

1,666666666666 ...

0857142857142 ...

1,222222222222 ...

1,000000000000

Figura 5.1: Planilha “Atividade 1” (Parte A).

Soma dos numeradores

””””@ﬂ

Nesta atividade, a condig¢do ¢ obter em cada grupo, se possivel, trés fragdes que

possam ser representadas por nimeros decimais exatos e cuja soma dos numeradores seja 50.

Esta situagdo foi criada visando engajar os alunos no processo de investigagao,

previsto para toda a seqiiéncia, o que, efetivamente, ocorreu. Os alunos e, em particular, as

alunas da Dupla II — cujas interacdes nesta tarefa serdo analisadas adiante — mostraram-se

empenhados em investigar a possibilidade de obter os numeradores.

(1) Carol: Temos que colocar multiplos de 3 em cima, sendo da dizima. [Referindo-

se as fragcdes com denominador 3.

(2) Paola: Ah, mas aqui deu certo. [Apontando para o grupo das fragdes com

denominador 2.]

(3) C: Mas aqui [referindo-se as fragdes com denominador 3] vocé tem que colocar
multiplo de 3 pra ndo dar dizima. Quer ver? Coloca o 18.

24 f1: " -
No decorrer desta analise, apresentaremos, entre colchetes, os comentarios que se fizerem necessarios.
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Aqui ja é possivel verificar que a Planilha favoreceu o trabalho empirico,
fornecendo resultados imediatos e simultaneos, permitindo aos alunos estabelecerem relagdes

entre eles.

Carol fez uma conjectura sobre fragdes com denominador 3 (linha 1) e Paola
observou que o mesmo nfo ocorre com o denominador 2 (linha 2). Para validar a sua
hipdtese, Carol recorreu a Planilha (linha 3). Tém-se aqui contemplados dois dos objetivos
previstos para esta atividade: a produgdo de conjecturas e a busca de justificativas. Ainda que
Carol associe a veracidade da conjectura a um caso particular, ¢ importante observar o papel

da Planilha, como instrumento de validacdo experimental.

Em seguida, hesitaram, pensando em um numerador para a primeira fragdo. Carol

insistiu em sua conjectura.

(4) C: Viu? Agora coloca 3 vezes 9, 27. Tem que ser 3, multiplos de 3 que somados
dé 50. Entendeu?

Ap6s a escolha dos numeradores 18 e 27 para duas das trés fragdes (linhas 3 e 4),
optaram pelo numerador 5 na outra, obtendo a soma de 50 para os numeradores, conforme

destacado na figura abaixo.

[Grunraz F 1666666666666 ... £,000000000000 9,000000000000 [ ]
3 : 3 ==

Atividade 1 I'Sum.'l dos nuner ador e
Grupod 10.000000000000 2500000000000 | [ 5 ] 2.500000000000
2 ]

Figura 5.2: Planilha “Atividade_1” (Parte A, grupo 2).

A Planilha retorna uma dizima periddica neste caso e Carol trocou o numerador 5
por um multiplo de 3, 0 9, em concordancia com sua observagdo (linha 5), alterando, assim, a

soma dos numeradores, de 50 para 54. Para compensar este excesso, as alunas subtrairam 4 do
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numerador da ultima fra¢do, substituindo o 27 por 23, obtendo outra dizima periddica,

conforme destacado na figura abaixo.

Atividade 1| I‘.Smmd-:-s TR ol asl

Grupol | [20 ] 10,0000060000000 % 12,500000000000 | [ 5 ] 2500000000000 ‘ [50] ‘

Gupe? | O] s000000000000 | [I8 ] 6000000000000 T BOBEEEEEOBEE . . .
3 3

Figura 5.3: Planilha “Atividade_1” (Parte A, grupo 2).

Novamente, na tentativa de resolver o “problema” da dizima periddica, trocaram o

23 por 21, mas, ao compensar, trocando o 18 por 20, obtiveram outra dizima periddica.

|ﬂﬂ\rldade 1 I Eu-llh'uros mlnewhw-sl

[Grupat A HHO0HHHIO0 E 12,50 00D 1 5 2, 50000000
|I3ruu01 - [ |  GEEGHEEEEGEE . .. E 00000000000

Figura 5.4: Planilha “Atividade_1” (Parte A, grupo 2).

Carol justificou o fato de terem obtido uma dizima periddica (linha 7) e Paola

sugeriu que passassem para o grupo das fra¢cdes com denominador 4.

(7) C: Nao é multiplo de 3. [Referindo-se ao numerador 20.]

(8) P: Vamos fazer o do 4. O 4 ¢ bem facil. [Referindo-se ao item de denominador
4.]

(9) P: Ah, 0 4 ja esta certo.

(10) C: Mas deu 2 casas decimais.

(11) P: Sim, mas s6 tem decimal exato.
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Ao verificarem que para o grupo 3 (fragdes com denominador 4) a condi¢do
solicitada ja estava satisfeita, ndo alteraram os numeradores e passaram para O grupo 5
(fragdes com denominador 6), inserindo, a principio, os numeradores 18, 30 e 2, conforme

figura.

Trocaram, entdo, o numerador 2 por 3 ¢ o 30 por 24, o que resultou em uma soma

de 45, para os numeradores, conforme figura a seguir.

Atividade 1 | ISOIH-! doss e ado ﬂl

Grupod A0, D0GHG0000000 E 12 5000000M000 E 2500000000000
Lz}

crupe? | [ 98] 3000000000000 0000000000 21 ] 7.000000000000 [Fo]
% | 3]

Grupo 3 17500000000 S.750000000000 5000000000000 [E0]
[ 4 ] [ 4 ] [ 4]

Grupo 4 1, B00MI00 00 G 00000000000 10| 2000000000000 [ 50 ]
5 EEn

Grupo 5 3, 000000000000 40000000000 | 3 0500000000000 [EE]

- 1 | 1

Figura 5.5: Planilha “Atividade_1” (Parte A, grupo 5).

A partir de entdo, efetuaram alteragdes semelhantes aquelas que fizeram para o
grupo 2 (fragdes com denominador 3), ou seja, resolvendo o “problema” da dizima recaem no

“problema” de a soma dos numeradores néo totalizar 50 e vice-versa.

Ressaltamos que, no caso das fragdes com denominador 6, as alunas trataram a
condi¢do de o numerador ser multiplo do denominador como necessaria para que uma fragao
possa ser representada por um decimal exato. Na verdade, esta é uma condigdo suficiente.
Conseqiientemente, quando surgiu a necessidade de obter um decimal exato, utilizaram,

invariavelmente, a estratégia de inserir no numerador um multiplo do denominador.

Verificamos este comportamento quando a dupla realizou a mesma tarefa para o
grupo 7 (fragdes com denominador 9). E interessante observar o comportamento de Paola
nesta etapa, reagindo com risos as tentativas de Carol. Esta, por sua vez, comentou: “E que
temos que achar uma regra mais rapida”. Carol parece ter percebido que o trabalho empirico

poderia leva-la ao reconhecimento de algum padrido ou ao estabelecimento de relagdes, pois
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testou varios casos em busca de uma “regra”, ou seja, procurou generalizar a partir de casos
particulares. Dessa forma, confirmamos a hipotese de que a experiéncia de trabalhar com a
Planilha propicia aos alunos o desenvolvimento desse tipo de estratégia e o conseqiiente

aparecimento de exemplos genéricos, conforme discutimos na seqiiéncia desta andlise.

Nas fragdes com denominador 7, a dupla adotou a mesma estratégia. Em seguida,

retornaram para o grupo das fragdes com denominador 6.

Como o objetivo era conseguir decimais exatos, elas novamente utilizaram
numeradores multiplos do denominador (condigdo suficiente) e inseriram os numeradores 6
12 nas duas primeiras fragdes, obtendo soma parcial de 18 para os numeradores.
Complementaram, entdo, com o numerador 32 na terceira fragdo, perfazendo a soma de 50,

conforme figura abaixo.

Atividade 1 Is-orna dos numaﬁnomsl
Gupet | [C20] 10.000000000000 12,500000000000 2500000000000
E3E

Grupo 2 5000006000000 83333303383 ... | [0 ] 3333333333333, . =]
[ 3 ] |

Grupa 3 1,750000000000 5,750000000000 [ 20 ] 5000000000000
T L4 |

Grupo 4 1,800000000000 6,200000000000 2,000000000000 [ 50 ]
LR B [ 5 ]

Grupo 5 6 1,000000000000 [92 | 2000000000000 [T527]  5333333333333...
] | & | | 6 |

Figura 5.6: Planilha “Atividade _1” (Parte A, grupo 5).

Ao obterem uma dizima na terceira fracdo, seguiram efetuando diversas trocas de
numeradores, mantendo a mesma estratégia utilizada até ento, ou seja, usar numeradores que

sejam multiplos dos respectivos denominadores.

Assim, quando a soma dos numeradores ndo totalizava 50, ajustavam algum

numerador e, como conseqiiéncia, evidentemente, obtinham uma dizima periodica.

Voltaram, entdo, para um numerador que gera um decimal exato, fazendo com

que a soma dos numeradores ndo mais totalizasse 50 e assim por diante, num comportamento
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ciclico. Em seguida, retornaram para o grupo das fra¢cdes com denominador 3 e Paola buscou
uma nova estratégia para resolver este problema demonstrando acreditar que seria possivel

encontrar tais numeradores (linha 26).

(26) P: Sera que pode por 4,5 no numerador?

(27) C [para o professor]: Pode colocar nimero com virgula?

(28) Professor: Nao pode. Tem que ser nimero natural.

(29) P: Ah, é verdade, s6 pode numero natural.

Paola néo percebeu que, ainda que fosse permitido o uso de niimeros nao-inteiros,

ndo seria possivel obter os numeradores nas condi¢des exigidas.

Até aqui, as alunas demonstraram acreditar que seria possivel encontrar tais
numeradores. Vemos, a seguir, 0 momento em que passam a admitir que, em alguns casos,
isto pode ndo ser possivel (linha 30). Além disso, Carol questionou o porqué desta
impossibilidade e fez uma tentativa de identificar os denominadores para os quais isso ocorre.

Dessa forma, temos a prova assumindo o papel de explicagdo.

(30) C: Deve ter uma regra para alguns denominadores ndo darem certo. Por que
exatamente para esses nao deu certo? O 5 ¢ primo, ndo ¢?

(31) P: Sim.

(32) C: Entdo ndo tem a ver com primo.

(33) P: O 2 é primo, o 3 também. O 2 deu e o 3, ndo.

(34) C: O 2 é primo?

(35) P: E. S6 ¢ divisivel por 2 ¢ 1!

(36)C:E2,3,5,7, 9, etc.

(37) P: O 9 ndo. 9 € divisivel por 3.

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais — 89 —



r

E interessante notar a atitude investigativa de Carol — um dos comportamentos
esperados nesta seqiiéncia de atividades. Ela nfo s6 questionou, mas comegou a buscar um
padrdo, ou seja, a perceber que certos fatos podem ocorrer com alguns nimeros, € ndo com

outros. Buscou, entdo, uma regra, uma maneira de relaciona-los.

Acreditamos que essa percepgdo e, conseqiientemente, a busca de justificativa se
deram pelo fato de terem testado e visualizado varios casos, com o auxilio da Planilha. O
interesse por uma regra, ou seja, a associag@o dos casos particulares a uma classe, mostra que
a aluna nd3o se satisfaz com as evidéncias empiricas, procurando justificar e entender
conceitualmente a questdo em jogo. Nossa interpretacdo ¢ de que o conjunto de dados auxilia

na constituicdo de um exemplo genérico.

Carol fez a suposi¢do de que os denominadores para os quais ndo ¢ possivel
satisfazer as condigdes propostas seriam os numeros primos (linha 30). Na interagdo com
Paola, chegou facilmente a conclusido de que esta hipdtese € falsa, por meio de um contra-
exemplo, o denominador 5 que, apesar de ser primo, nunca gera dizima periodica. Paola ainda
reforgou esta idéia (linha 33), mostrando que dois nimeros primos distintos podem nao se

comportar da mesma maneira, em relagdo a esta questo.

Novamente, as alunas atingiram os objetivos esperados para esta atividade, ou
seja, produziram conjecturas e tentaram valida-las, elaborando justificativas que nfo se
limitam a simples observacdo dos resultados em cada caso isolado, mas, sim, relacionando-os

e indicando propriedades ou caracteristicas destes.

Nesta discussdo, para refutarem a idéia de que sdo os denominadores primos que
geram dizimas periddicas, utilizaram o 2 e 0 5 como contra-exemplos. Deve-se observar que
estes sdo, efetivamente, os unicos denominadores primos que nunca geram dizima periddica.
Dessa forma, Paola explicitou, ainda que parcialmente, a classe de denominadores que nunca
geram uma dizima. Ela nomeou esta classe, chamando os seus elementos de ‘“numeros
faceis”, numa tentativa de justificar este fato (linha 38). Carol, por sua vez, buscou um

argumento mais consistente (linha 39).

Verifica-se que, a partir da linha (38), as alunas procuraram identificar, dentre os

denominadores apresentados, aqueles que poderiam ou ndo gerar dizimas periodicas.
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(38) P: Para 0 2, 0 5, o 10, qualquer coisa que dividir da exato. Porque eles sdo
numeros faceis.

(39) C: O 10, com certeza, da exato, porque s6 mexe na virgula. O 2 também, no
maximo ia dar quebrado com virgula 5. O 3 ¢ louco pra dar dizima. O 4, ndo.

(40) P: Ah, 0 2 ¢ 0 4 nunca dio dizima, nem o 10, nem o 5.

(41) C: E. Mas o 3 pra dar dizima ¢é 6timo.

(42) P: Mas tenta dividir por 6.

(43) C: Ah, o0 6 é igual ao 3.

(44) P: E verdade. E 0 7?

(45) C: Ah, o 7 ndo tem porque ndo dar dizima. Quem ¢ que pode gerar dizima?

(46) P: 03,06,009...

(47)C: 0 7.

(48) P: Isso.

Ao dizer que “o 6 ¢ igual ao 3” (linha 43), Carol pareceu afirmar que o critério
para decidir se uma fragcdo gera um decimal exato ¢ o mesmo, tanto para uma fracdo com
denominador 3 como para denominador 6. Na verdade, isto depende da maneira como se

enuncia este critério para fragdes com denominador 3.

De fato, se o enunciado for “o numerador deve ser multiplo de 3”, teremos o
mesmo para fragdes com denominador 6. No entanto, se o critério for “o numerador deve ser
multiplo do denominador”, o0 mesmo néo ocorre para o denominador 6. Com efeito, para estas
fragdes, podem-se obter decimais exatos com numeradores multiplos de 3, que ndo sio,

necessariamente, multiplos de 6.
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Acreditamos que Carol, até entfio, considerava o segundo caso citado, ou seja,
para uma fracdo gerar um decimal exato ¢ necessario que o numerador seja multiplo do

denominador.

A importancia desta discuss@o reside no fato de que os numeros 3 e¢ 6 diferem
pelo fator 2. Consideramos que, atentando-se a este fato, os alunos podem encontrar uma nova

maneira de concluir que o fator 2 ¢ um dos que nunca geram dizimas periodicas.

Observando estas interagdes, verifica-se que as alunas concentraram-se nas
discussoes, ja que a Planilha forneceu os resultados, isentando-as dos calculos e favorecendo a
verificacdo de diversos resultados em uma mesma tela, de forma rapida e econémica, o que
possibilitou estabelecer relagdes entre eles e, conseqiientemente, ampliar o campo de

experimentagdes, propicio para a elaboragdo de conjecturas.

Verificamos que o mesmo ocorreu com as demais duplas e constatamos que os
momentos mais significativos no que tange a produgdo de argumentos estdo associados as
discussdes dos aprendizes sobre as conjecturas elaboradas por eles mesmos. A interagdo com
o colega de dupla parece motivar o aprendiz a justificar, a repensar sua resposta, a buscar

mais exemplos, dando, assim, consisténcia as suas afirmagdes.

Passamos, entfio, a observar as interagdes e as produgdes das duplas na parte C

desta atividade, na qual a tarefa ¢é registrar as justificativas.

5.2.3 Atividade I — Parte C

Conforme destacado no Capitulo 3, ndo esperavamos, nesta atividade, argumentos
consistentes nem definitivos. Pretendiamos dar aos alunos a oportunidade de expressarem o

que foi observado na etapa anterior, ainda que com argumentos no nivel empirico.

As respostas da Dupla III, consoante observamos adiante, condizem com o que
esperavamos: as alunas desta dupla produziram justificativas baseadas na manipulagdo dos
objetos em jogo. Entretanto, o fato de terem que registrar as justificativas parece ter levado os

alunos das Duplas I e II a uma maior preocupagdo com a redagdo das respostas em relagdo a
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Dupla III. De fato, as Duplas I e II buscaram, em geral, justificativas mais completas e

rigorosas, obtendo éxito em algumas delas, conforme veremos no que segue.

5.2.3.1 CI - Fragoes com denominador 2

Inicialmente, destacamos o comportamento de Carol (Dupla II), que atentou para
a importancia de definir um objeto matematico, sobre o qual se quer justificar algo (linha 49).
A dupla buscou, entdo, uma defini¢do para dizima periodica e, a partir desta defini¢do (linhas

50 e 51), concluiu que fracdes com denominador 2 nunca geram dizimas periodicas.

(49) C: Espera. O que ¢ uma dizima periddica? Se a gente definir o que ¢, a gente
pode justificar. Por que acontece uma dizima periodica? Entendeu?

(50) P: Dizima ¢ quando vocé divide e sempre sobra resto.

(51) C: Sim, quando sobrar geralmente a mesma seqiiéncia ou 0 mesmo niimero,
ndo é?

(52) P: E. Entio, por 2 nunca sobra.
(53) C: Por qué?
(54) P: Por qué!?

(55) C: Por que nunca vai acontecer uma dizima periddica quando for 2? Tudo da
pra dividir por 2.

(56) P: Por qué? Se sobrar 1, da 0,5, se sobrar 2, da 1.
(57) C: Qualquer niimero ¢ divisivel por 2, é isso!

Carol (linha 57) utilizou, erroneamente, a palavra “divisivel” para explicar que a
divisdo por 2 sempre resulta em um decimal exato. Mais adiante (linha 100), veremos que
Paola também usou o termo “divisivel” neste sentido, ao afirmar que 6 “é divisivel por 4 ¢

nio da dizima”.

Em seguida, Carol formulou um novo argumento para justificar o fato de que

fracdes com denominador 2 sempre geram um decimal exato (linha 61).

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais —93 —



(59) C: S6 vai aumentar, no maximo, o numero de casas decimais.
(60) P: Na verdade sé pode aparecer 0,5.

(61) C: Naio, ¢ que vocé ta falando de nimeros naturais. E que se fosse um nimero
decimal dividido por 2 e tivéssemos que encontrar a “regra”, por exemplo, 0,75, se
vocé for dividindo, o maximo que vai acontecer ¢ aumentar o numero de casas
decimais.

(62) P: Ah, ta. Entendi. Mas aqui ndo vai ter nimero decimal em cima, porque ¢
uma fracdo. Entdo, s vai acontecer de sair uma casa decimal.

(63) C: Bom, se for par vai dar um niimero par, se for impar vai dar um numero par
mais um nimero quebrado.

(64) P: Mais 0,5 [referindo-se ao “quebrado”]. Tem que ser 0,5, porque um numero
impar € um nimero par mais 1.

(65) C: E.

(66) P: E o 1 dividido por 2 d4 0,5.

Carol justificou o fato de nunca obter dizima periddica em fragdes com
denominador 2 (linhas 59 e 61). Ela explicitou, em termos gerais, o que ocorre quando

dividimos um niimero natural por 2.

Em seguida, Paola particularizou o argumento para numeros naturais ¢ Carol o

reformulou, expressando-o em lingua natural (linha 63).

Na seqii€ncia, anotaram suas observagdes na Ficha, conforme figura a seguir.

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais — 94 —



C1 Frag6es com denominador 2 geram dizimas periddicas.

Nunca x As vezes Sempre

Tente explicar porque isso acontece:
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Figura 5.7: Resposta da Dupla II para a questio C1.

Dessa forma, as alunas da Dupla II provaram que um ntimero natural dividido por
2 nunca gera uma dizima periddica, utilizando argumentos validos para toda a classe dos
numeros naturais, separando-os em pares ¢ impares e caracterizando nimero impar como
numero par mais 1. Classificamos esta prova como um experimento de pensamento, ou seja,
uma prova conceitual na qual se focam as propriedades dos objetos e se obtém, assim,

resultados gerais.

A Dupla I (Léo e Jodo) deu uma resposta similar a da Dupla II, podendo ser

caracterizada também como um experimento de pensamento.

A Dupla III apresentou uma resposta incompleta, apenas afirmando que “todo
numero natural tem uma metade, ¢ esta ndo é periddica”. Houve uma tentativa de produzir
uma prova conceitual, ja que ndo utilizaram casos particulares e trataram de uma propriedade
comum a toda classe de numeros naturais. Entretanto, a resposta apenas enuncia a

propriedade, sem apresentar qualquer justificativa.

5.2.3.2 C2 - Fracdes com denominador 3

Podemos observar aqui a Planilha exercendo novamente um importante papel: o

de trazer evidéncias empiricas. Assim, as alunas da Dupla II se convenceram de que fragdes
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com denominador 3 sé geram decimais exatos quando o numerador ¢ multiplo de 3. No
entanto, Carol questionou este fato (linha 68) e a dupla passou a buscar uma justificativa mais

geral.

(68) C: Nio, as vezes. Por qué? Isso acontece quando o de cima ndo ¢ multiplo do
de baixo. [Ap0s esta afirmacdo, ela testa, na Planilha, os numeradores 4, 5, 6, 7, 8 e
9.]

(69) P: Bom, 4 dividido por 3, sobra 1. Ah, porque 1 dividido por 3 nio da exato.
Nem 2. Quando divide por 3, ou sobra 1 ou sobra 2. Se sobrar 3, divide de novo,
entendeu?

(70) C: E se sobrar 4?

(71) P: Se sobrar 4, ¢ 3 + 1. Entéo ou sobra 1 ou sobra 2. 1 dividido por 3 nio da
exato, vai dar 0,333...

(72) C (para o professor): Eu tenho que explicar por que quando dividimos por 3 s6
pode sobrar 1 ou 2?

(73) Professor: Vocé tem que explicar aquilo que achar necessario para ser
convincente e justificar as afirmagdes.

(74) P: Mas dividindo por 3 s6 pode sobrar 1 ou 2.

(75) C: Tem certeza?

(76) P: Absoluta. D4 outro exemplo que ndo da isso. A ndo ser que vocé pegue um
numero ndo natural.

Carol retomou o critério discutido por elas na Parte B (linha 68), para decidir se
uma fragdo com denominador 3 gera um decimal exato e Paola buscou uma prova (linha 69).
Carol questionou sobre o resto 4 (linha 70) e Paola decompds o 4 em 3 + 1, ou seja, um
multiplo de 3, mais 1. Dessa forma, Paola considerou que, em uma divisdo por 3, ha uma
relacdo entre 0 1 e o 4, no que diz respeito ao resto, ou seja, raciocinou em termos de
aritmética modular (1 =4 mod(3)). Assim, incluiu o 1 ¢ 0 4 na classe dos niimeros naturais
que, divididos por 3, apresentam resto 1. Paola focou seu argumento no resto 1, ja que a
questdo em jogo era justificar o fato de que fragdes com denominador 3 as vezes geram

dizimas periddicas.
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Passaram, ento, a escrever a resposta na Ficha, conforme figura abaixo.

C2 Fragbes com denominador 3 geram dizimas periddicas.

Nunca As vezes x Sempre
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Figura 5.8: Resposta da Dupla II para a questio C2.

Classificamos esta prova como um experimento de pensamento, visto que estd
baseada em uma propriedade da divisdo de um numero natural qualquer por 3, qual seja a de
que os possiveis restos sdo 1 ¢ 2. Como o intuito das alunas era justificar o fato de que fragdes
com denominador 3 as vezes geram dizimas, elas ndo incluiram o zero como um possivel
resto, uma vez que, neste caso, o resultado ¢ um numero natural, conseqiientemente, um
decimal exato. Portanto, conforme verificado no didlogo anterior, as alunas agruparam todos
0s numeros naturais em duas classes de nimeros naturais: a classe daqueles que, divididos por

3, apresentam resto 1 e daqueles que apresentam resto 2.

As demais duplas ndo apresentaram justificativas, apenas responderam,

corretamente, que fragcdes com denominador 3 as vezes geram uma dizima periddica.

5.2.3.3 C3 - Fracdes com denominador 4

Verificamos que, ndo so6 nesta atividade, mas ao longo de todo o desenvolvimento
da seqii€ncia, Carol se mostrou desconfiada perante evidéncias empiricas € a busca por uma
regra geral foi uma atitude constante em seu comportamento. Entretanto, em alguns casos,

como veremos adiante, ela usou argumentos inconsistentes na busca por estas regras.
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(77) C: Nunca da dizima, ndo é?

(78) P: Nao, pois 0 4 é igual ao 2.

(79) C: Sim, ¢ multiplo de 2.

(80) P: Isso. Entéo, ao invés de dar 0,5, vai dar 0,25.

(81) C: Entao vamos copiar nosso argumento para denominador 2. O 4 ¢ multiplo
de 2. Deve ser uma regra.

Paola confirmou a hipétese de Carol (linha 77), argumentando que 4 ¢ igual a 2
(linha 78). Carol, por sua vez, justificou que “4 é igual a 2”, afirmando que isso ocorre pelo
fato de serem multiplos (linha 79). Mais adiante (linhas 91, 93 e 105), veremos que ela
utilizou a palavra “multiplo” no sentido de dobro, ou seja, argumentou que o fato de o 4 ser o
dobro de 2 ¢ suficiente para que fragdes com denominador 4 nunca gerem dizimas periodicas

(linha 85).

(82) P: Nio. Olha sé: se o niimero for par, tipo 8, ok. Mas se for par, tipo 6, 6
dividido por 4, quanto da?

(83) C: D4 1,25.

(84) P: Viu? Apareceu 0,25.

(85) C: Vai aumentar s6 o niimero de casas decimais.

(86) P: E um numero impar, dividido por 4, vai dar quanto? Por exemplo, 7
dividido por 4, da quanto?

A partir destas discussdes, Paola procurou organizar suas observac¢des e concluir a
questdo. Elas verificaram, separadamente, o que ocorre com numeradores pares € impares.
Esta separacdo se deu de maneira natural quando analisaram fra¢des com denominador 2.
Mais adiante, perceberdo que, dependendo do denominador, este procedimento ndo ¢ o mais

adequado.

(90) P: Ah, entdo ¢ isso: nimero par vai dar 1 ou 0,5.
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(91) C: Entéo, é o mesmo que funciona para o 2.

(92) P: Mas ndo ¢ exatamente igual.

(93) C: Vai aumentar uma casa decimal!

(94) P: E o niimero impar, vai dar 1,25...

(95) C: Aumenta uma casa decimal. Ndo tinha falado desde o comeco que vai
aumentar uma casa decimal? E a mesma coisa que o 2, s6 vai aumentar uma casa
decimal.

(96) P: Nao é a mesma coisa, € um pouco diferente.

(97) C: Ah, é um pouco parecido! Tinha que ter algum nexo. E miltiplo!

Poderiamos supor que a aluna pensou apenas nos numeradores 2 ¢ 4 (linha 90),
que gerariam, respectivamente, os resultados 1 e 0,5, ao serem divididos por 4. Entretanto,
Paola ja havia sinalizado para um entendimento, ainda que intuitivo, de que todos os numeros
naturais que, ao serem divididos por um determinado numero natural, apresentam um mesmo
resto, compdem uma mesma classe de numeros. Por este motivo, acreditamos que Paola
tratou o nimero 1 como sinénimo de nimero inteiro (linha 90) e o 0,5, como um numero

inteiro, mais 0,5.

Carol observou que o mesmo ocorre para o denominador 2 (linha 91), mas nfo
atentou para o fato de que Paola s6 utilizou, até entdo, numeradores pares. Paola chamou a
ateng@o de Carol para essa questio (linha 94), motivando-a a refinar sua afirmagfo. Apesar

disso, Carol continuou utilizando o termo multiplos (linha 97).

Em seguida, discutiram a forma de organizagdo e apresentagdo dos argumentos.

(98) P: Ah, é! Vamos escrever a resposta comeg¢ando pelos numeradores pares.
(99) C: Numero par ¢ multiplo de 2. Logo, é multiplo de 4.

(100) P: Nao. Porque ndo € multiplo de 4. Exemplo: 6 néo ¢ multiplo de 4, mas ¢
divisivel por 4 e ndo d4 dizima. E isso que temos que falar.
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(101) C: E multiplo de 2.

(102) P: Entdo, mas ndo ¢ multiplo de 4. Ah, se um numero é multiplo de 2, entdo ¢
multiplo de 4? Nao exatamente, mas pode ser dividido por 4 sem dar dizima.

(103) C: Mas pega 6 dividido por 4. Ndo vai dar dizima, porque ¢ multiplo de 2.
Vaidar 1,...

(104) P: T4 aqui, ja tinha feito da 1,5. [Referindo-se aos calculos no papel.]

(105) C: Quando dividimos por 4 d4 metade do que dividindo por 2, entendeu? Faz
10 dividido por 2 e 10 dividido por 4. 10 dividido por 2 é 5 e 10 dividido por 4 é
2,5, ametade. Ou seja, sempre teremos uma casa decimal a mais.

(106) P: Nao entendi, pois 1,25 e 1,75 tém o mesmo niimero de casas decimais.
(107) C: Mas estes foram divididos por 4. Se fosse por 2, daria apenas uma.

Paola procurou mostrar que fragdes com denominador 4 nunca geram dizima

periddica tomando todos os casos possiveis, ou seja, numeradores pares € os impares.

Carol, por sua vez, buscou uma relagdo entre os denominadores 2 ¢ 4, na tentativa
de estabelecer uma regra geral sobre a representagdo decimal das respectivas fragdes. A partir
de entdo, elaborou um argumento correto e geral (linhas 105 e 107), que classificamos como
um experimento de pensamento, pois se baseia na propriedade de que, quando dividimos um
numero decimal (inteiro ou ndo) por 2, o nimero de casas decimais aumenta em, no maximo,

uma unidade.

Paola afirmou ter entendido o argumento de Carol, mas voltou a agrupar os
numeradores em pares e impares (linha 108). A dupla seguiu neste raciocinio, mas Carol

ainda buscou uma relagdo entre os denominadores 2 ¢ 4 (linha 109).

(108) P: Acho que entendi. Numero par dividido por 4, ou vai dar 1 ou 1,5. Numero
impar da 1,25 ou 1,75. Mas como se escreve isso?

(109) C: Todo numero par ¢ multiplo de 2. A gente tem que ligar isso com multiplo
de 4, so isso.

(110) P: Nao sdo multiplos! Nao tem nada a ver com multiplos.

[.]
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(114) P: Mas o 6 ¢ miltiplo de 2 e com denominador 6, olha s6 como da uma
bagunga. A unica coisa especial do 4 ¢ que 4 € 2x2 e 6 é 2x3. O 3 complica tudo.

[...]
(134) C: E a mesma coisa que eu falei pra vocé sobre o 4.

(135) P: Sim, dividir por 4 é o mesmo que dividir por 2 e por 2 de novo.

Verifica-se (linhas 109 e 110) que Carol procurou argumentar de forma geral, ou
seja, buscou uma regra, a partir das conclusdes que obteve com o denominador 2, enquanto
Paola se concentrou no denominador 4, descrevendo todos os casos possiveis de resultados,

tentando apresentar também um argumento geral.

Nota-se entdo que as duas alunas procuraram argumentos gerais, porém de
naturezas distintas. Da linha (108) até a linha (122) vemos, em vez de uma discussdo sobre
um argumento ou uma justificativa, conforme ocorreu até entdo, cada aluna buscando

defender o seu argumento e, conseqiientemente, desqualificar o da colega.

Este embate se inicia quando Paola mostrou o que ocorre no caso dos
numeradores pares e no caso dos impares, para fracdes com denominador 4, ou seja,
contemplou todos os casos possiveis e exibiu resultados que sdo sempre decimais exatos

(linha 108).

Observa-se um impasse na discuss@o da dupla. Carol continuou usando a palavra
multiplo quando deveria dizer dobro (linha 109), ao que Paola apresentou um contra-exemplo
(linha 114), mostrando que o fato de um denominador ser multiplo do outro ndo implica dizer
que se comportam da mesma maneira e, em seguida, explicitou os fatores primos dos nimeros

4 e 6, destacando o papel dos fatores.

De fato, Paola tinha razdo ao afirmar que a rela¢do entre os denominadores 2 ¢ 4
ndo reside simplesmente no fato de serem multiplos, e sim no fato de que 4 ¢ o dobro de 2
(linha 135). Entretanto, Carol, apesar de se utilizar, equivocadamente, da palavra multiplo,

também tinha razdo quando afirmou que o que ocorre com fragcdes de denominador 2 acontece
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da mesma forma com fragdes de denominador 4 e, inclusive, justificou, citando o aumento de

casas decimais.

Procuramos, ao elaborar a seqii€ncia, criar situacdes que levassem os alunos a
apresentar raciocinios baseados na decomposi¢do do denominador em fatores primos.
Posteriormente, esperavamos que verificassem que os fatores 2 e 5 sdo os Unicos que ndo
fazem com que a fracdo gere uma dizima peridodica. Em outras palavras, s3o os fatores
diferentes de 2 e 5 que podem fazer com que a fracdo gere uma dizima periodica. Conforme

veremos a seguir, Paola atentou para este fato, no caso do fator 2.

Paola (linha 114) explicitou a diferenca entre o denominador 4 ¢ 0 6 em termos da
decomposicdo. Ela sinalizou para o fato de que o 2 ndo influencia na geragdo de dizima, mas

o seu foco estava no fator 3, que pode gerar uma dizima.

(115) C: O 3. Mas a gente esta falando do 4, ndo do 6.

(116) P: Eu sei, mas o que vocé disse sobre o 4 ser multiplo de 2 ndo prova nada.

(117) C: Prova sim!

(118) P: Prova o qué?

(119) C: Porque o 4 ¢ multiplo de 2.

(120) P: E 0 6 também. E 0 8...

(121) C: Mas estamos falando em dividir por 4, ndo por 6.

(122) P: Eu sei, mas se isso ndo vale para todos os multiplos de 2, pra que vou dizer
que 4 é multiplo de 2? De que adianta? E s6 pensar na divisdo por 4. E nisso que a
gente tem que se concentrar.

(123) C: Ta, se for par, o resultado da...

(124) P: Ou numero inteiro ou numero inteiro com 0,5.

(125) C: Por qué?
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(126) P: Porque ou ndo sobra nada ou sobra2,e2:4 dao0,5.

(127) C: T4 bom, entdo vamos explicar isso.

Seguiram respondendo conforme figura abaixo.

C3 Fragdes com denominador 4 geram dizimas periddicas.

Nunca X As vezes Sempre
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Figura 5.9: Resposta da Dupla II para a questio C3.

Esta resposta foca a discussdo sobre os possiveis restos, verificando caso a caso,
exaustivamente. Pode ser considerada uma prova conceitual, pois, ao fazer uma afirmagio
sobre um determinado resto, trataram de propriedades gerais de uma classe de numeros,

conforme destacamos em 5.2.3.2. (p. 95).

A nosso ver, esta resposta se assemelha a resposta de Duda na questdo Al do
questionario sobre provas. Tanto nessa resposta quanto na da Dupla II nota-se um raciocinio
exaustivo, ou seja, busca-se dar conta da generalidade da questdo, tratando todos os casos
possiveis. Além disso, enquanto o argumento de Duda nfo justifica o fato de que a soma de
dois numeros com terminagdo 0, 2, 4, 6 ou 8 corresponde a um numero com a mesma
terminagdo, a Dupla II ndo justificou, por exemplo, o fato de que um nimero par, ao ser
dividido por 4, apresenta resto 0 ou 2. Por esta razdo, a resposta da Dupla II ndo foi
considerada por nds uma prova completa, a qual atribuiriamos a pontuacdo 2b, segundo a

codificagdo apresentada no Capitulo 1 (p. 23)
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As Duplas I e III argumentaram que o denominador 4 nunca gera dizima
periddica, respectivamente, “porque o 4 ¢ poténcia de 2” e “porque a quarta parte ¢ a metade
da metade”. Estas justificativas também apresentam caracteristicas de uma prova conceitual,
ja que tratam genericamente de uma classe de fracdes, neste caso, das fragdes com
denominador 4. Apesar disso, as provas ndo estdo completas, pois deveriam incluir uma
justificativa para o fato de que a metade de qualquer decimal exato é, ainda, um decimal
exato. Estes dois argumentos se assemelham no que diz respeito ao contetido, entretanto a
forma do argumento da Dupla I € mais geral, se aproximando de uma regra focada nos fatores
primos do denominador, bem perto daquilo que julgamos ser uma “estratégia Otima”,

permitindo tratar os diferentes casos.

5.2.3.4 C4 - Fracoes com denominador 5

Aqui, ¢ interessante notar que Carol relacionou o denominador 5 (que nunca gera
uma dizima periddica) com o denominador 10 (linha 129), como fizera anteriormente com os
denominadores 2 ¢ 4. Dessa vez, porém, expressou corretamente a idéia de que dobrar o

denominador corresponde a dividir o resultado pela metade (linha 131).

(128) P: Nunca?

Nesse momento Paola testou, na Planilha, os numeradores 1, 2, 3,4, 5 ¢ 6.

(129) C: Sim, nunca, pois ¢ igual ao 10, ndo ¢? Tem alguma ligacdo. Eu aposto que
tem. O 2 e o 4 sdo praticamente a mesma coisa, s6 muda o numero de casas
decimais. Logo, 0 5 ¢ 0 10 também. Pde 5 aqui. Agora pde 5 aqui no 10. Agora v€ a
diferenca que deu.

(130) P: Hum! Entendi.

(131) C: Por qué? Ah! E s6 vocé pensar: dobrou o denominador, cai pela metade o
resultado.

(132) P: Certo, mas vamos pensar no 5 agora.

Em seguida, decidiram separar os numeradores em pares ¢ impares (linha 133),

verificando que este procedimento ndo ¢ adequado ao caso deste denominador 5 (linha 143).
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(133) C: Bom, se for par, vai sobrar quanto? 2 ou 4, certo? 2:5=0,2. E s6 separar
pares e impares.

[...]
(143) P: Nio precisa separar pares e impares, s6 coloca o geral, o geralzio.
(144) C: Ah, pde. Se for par, vai sobrar...

(145) P: Nao. Qualquer nimero dividido por 5, ou nfo resta nada, ou 1, ou 2, ou 3,
oud.E 1:5d40,2,2:5d4a 0,4, 3:5da...? Quanto ¢ 3:5?

(146) C: Vocé pega o 3 e divide por 10, da 0,3. Dai vocé multiplica por 2. D4 0,6.

(147) P: E 2:5?

(148) C: D& 0,4.

(149) P: Ah, €.2, 4,6, 8.

r

E interessante notar o resultado apresentado por Paola (linha 149). Ela afirmou
que, ao dividir um numero natural por 5, obtemos um dos algarismos citados (2, 4, 6 ou 8) na
primeira casa decimal. Este fato ndo foi de interesse particular das alunas, pois estavam
concentradas na andlise de outra questdo. Entretanto, caso a justificativa fosse solicitada,
acreditamos que a dupla ndo encontraria dificuldades em elabora-la, ja que na fala de Carol
(linha 146) ela nos apresentou o que seria uma prova. Neste caso, interpretamos tratar-se de
uma prova conceitual, pois a aluna tomou um numero natural particular como objeto para sua
justificativa, que esta baseada no fato de que dividir por 5 é o mesmo que dividir por 10 e
multiplicar por 2, o que denota a generalidade de seu argumento. Verifica-se, ainda, a prova
assumindo um papel de descoberta, ou seja, o processo de busca de justificativas para um
determinado fato pode, eventualmente, fazer com que os alunos se deparem com resultados

novos ou “inesperados” para eles, como supomos ter sido o caso com a Dupla II.

Verifica-se que Paola argumentou tomando todos os possiveis restos, o que,
apesar de ndo conduzir a uma “regra pratica”, no sentido de necessitar a determinag@o do
resto, efetivamente da conta da generalidade da questdo (linhas 145). Acreditamos que a

progressdo da seqiiéncia pode levar a retomar essa discussdo, ndo necessariamente
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enfatizando os possiveis restos, mas identificando os fatores primos dos numeros envolvidos

(numeradores e denominadores ou dividendos e divisores).

As alunas registraram, entfo, a resposta na Ficha, conforme reproduzida abaixo.

C4 Fra¢tes com denominador 5 geram dizimas periddicas.
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Figura 5.10: Resposta da Dupla II para a questio C4.

A Dupla I afirmou que o denominador 5 nfo gera dizimas periddicas “porque 10 ¢
multiplo de 5” ¢ a Dupla III argumentou que isto ocorre “porque 5 é a metade de 10, ou seja,
todo numero dividido por 5 ¢ o dobro do mesmo numero dividido por 10”. Estas duplas

fizeram alusdo ao fato de 5 ser divisor de 10, porém com argumentos incompletos.

Poderiamos classificar estas provas como provas conceituais, embora algumas
premissas tenham sido omitidas, o que faz com que as justificativas incluam passagens

implicitas.
As premissas omitidas pela Dupla I foram: € possivel obter um denominador 10 a

partir de um denominador que seja divisor de 10 e nenhuma fracdo com denominador 10 gera

dizima periodica.
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A Dupla II néo explicitou o fato de que o dobro de um decimal exato é, ainda, um

decimal exato. Estes aspectos deixariam claro o processo dedutivo necessario a conclusdo em

jogo.

5.2.3.5 C5— Fracgdes com denominador 6

Na discussio que se segue, a Dupla II buscou, novamente, focar o raciocinio nos

possiveis restos e percebeu que ha uma relagdo entre os denominadores 3 e 6 (linha 157).

(150) P: As vezes. T4, tem que explicar por que isso ocorre.

]

(155) C: Bom, porque um numero dividido por 6 vai sobrar...

(156) P: 5,4, 3,2 ou 1. Quando sobra 1, 1:6 da dizima! Por qué?

(157) C: Quando a gente fez com o 3, ndo dava a mesma coisa? Entdo tem uma
ligagdo quando ¢ multiplo.

(158) P: Tem uma ligagdo, mas ndo ¢ a explicagdo. T4, entdo ta. 1 dividido por 6 da
quanto? Pde ai.

(159) C: Vai dar 0,1666...

(160) P: 2:6 da quanto? D4 dizima também? [olhando o resultado na Planilha]:Vai
dar 0,666..Nao. Nao tem uma ligacdo! Tem algo a ver, mas ndo € a resposta.
Quanto ¢ 2 dividido por 6?

(161) P/C: 0,333...

Paola admitiu que ha uma “ligacdo” entre denominadores 3 ¢ 6, e, ainda que
parcialmente, concordou com Carol (linhas 160 ¢ 164). Em seguida, afirmou corretamente
que “a ndo ser os multiplos de 3, todos os outros vdo gerar dizima”. Aqui, Paola ndo

justificou, apenas constatou a partir de sua observagdo na Planilha (linha 164).

(164) P: E 3:6 da 0,57 Esta acontecendo igual ao 3. Vamos escrever assim: “a nio
ser os multiplos de 3, todos os outros vao gerar dizima”.
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[.]

(168) P: Assim, quer ver? Coloca 12+3, coloca 15 ali, ndo vai dar dizima.

(169) C: Mas 15 néo ¢ multiplo de 6.

(170) P: Entdo, mas nao vai dar dizima.

(171) P (observando o resultado na Planilha): Viu? Porque ¢ um multiplo de 6, mais
3.

(172) C: Quanto é 3 dividido por 6?

(173) P: Vai dar 0,5, ndo é dizima.

(174) C: Entdo, por isso. E o que eu estava falando. E, queira ou ndo, é a metade.

[.]

(177) P: E no sdo s6 os multiplos de 6, sdo os multiplos ¢ os multiplos mais 3,
também.

Paola partiu do fato de que, no caso das fragdes com denominador 6, os
numeradores multiplos de 3 ndo geram dizima periddica e procurou estabelecer a classe dos
numeradores que se comportam desta maneira (linha 168). Ela ndo atentou para o fato de que,
como os multiplos de 6 s@o, necessariamente, multiplos de 3, basta que o numerador seja
multiplo de 3 para termos um decimal exato. Isto s6 ocorre quando estdo na Atividade 2,
especificamente na linha (220) do didlogo. Ainda assim, seu argumento ¢ valido para

quaisquer numeradores.

Apesar de estabelecer os numeradores que ndo geram dizimas, Paola questionou
sobre aqueles que geram (linha 192). Acreditamos que este comportamento se deu em virtude
de focarmos, em nossa proposta, a geracdo de dizimas periodicas, e ndo de decimais exatos.
Os enunciados das questdes C1 a C8 ilustram este fato. Desta forma, as alunas retomaram o
procedimento de analisar as fragdes (divisdes) segundo os possiveis restos (linha 193),

respondendo conforme figura 5.11.
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(192) P: S6 que dai a gente ndo tem que explicar esses numeros que ddo dizima?
Por exemplo, vai...

(193) C: A gente pode justificar assim: pois o resto sera...

(194) P: E, entdo, os restos. Vai dar resto 5, 4, 3, 2 ou 1. 1 dividido por 6 da
quanto?

(195) C: 0,1666...

Cs Fragbes com denominador 6geram dizimas periddicas.

Nunca As vezes ){ Sempre

Tente explicar porgue 1550 acontoce:

e X o vwmaradel o Pou B e WEple
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Figura 5.11: Resposta da Dupla II para a questao CS.

Assim como em C3, a estratégia foi de natureza exaustiva e trata-se de uma prova
conceitual, pois associaram cada possivel resto a uma classe de nimeros naturais. Tratando de
cada um dos possiveis restos, estavam, portanto, considerando todas as possiveis divisdes de

um numero natural por 6.

A Dupla I apresentou um argumento baseado nas suas verificagdes, ou seja,

afirmou que toda fracdo com denominador 6 cujo numerador ndo seja multiplo de 3 gera
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dizima. Essa € uma resposta “circular”, com repeti¢do da proposicdo que se pretende

justificar.

A Dupla III deu o mesmo tratamento aos denominadores 3 e 6, afirmando que
quando o numerador ndo é divisor de 6 da dizima periddica. Esse tipo de resposta era
previsto e a Atividade 2 (em particular a parte C) dara a oportunidade de retoma-la, a partir da

verificacdo de sua ndo-validade para determinados casos.

5.2.3.6 C6 — Fragoes com denominador 7

Aqui, Paola fez alusdo ao fato de que, se o numerador é metade do denominador,
teremos um numero decimal exato como representagdo da respectiva fragdo. Apesar de ser um
caso particular, e nfo justificar de forma completa o porqué de o denominador 7 as vezes
gerar dizima periddica, a aluna buscou uma explicacdo que foi além das evidéncias empiricas
apresentando uma justificativa que, a nosso ver, pode caracterizar um experimento crucial.
Dizemos isso pois, ao afirmar que “a metade do 7 é 3,5, que ndo pode pér como numerador”
(linha 197), a aluna parecia acreditar que o fato de o denominador 7 néo conter o fator 2 em
sua decomposicdo faz com que fragdes de denominador 7 s6 gerem decimais exatos quando o
numerador ¢ multiplo de 7. Na verdade, isto ocorre porque o denominador 7 nfo apresenta,
além do fator 2, o fator 5. Acreditamos que Paola tenha tratado o caso do fator 2 como crucial

para sua conclusao.

Em termos de interagdes, produziram apenas os didlogos transcritos abaixo e

apresentaram a resposta reproduzida na figura 5.12.

(196) C: O 7 nlo tem ligagdo com os outros, nio ¢?

(197) P: E. O 7 é loucdo. O 7 sdo s6 os multiplos, porque a metade do 7 ¢ 3,5, que
ndo pode pdér como numerador. Entdo, a ndo ser os multiplos de 7... [Aqui elas
testam os numeradores de 1 a 7, na Planilha.]
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C6 Fragoes com denominador 7 geram dizimas periddicas.

Nunca As vezes x Sempre

Tente cxplicar porgue isso acontece:

o Ou o o widHiple o 7 ogedss s ot
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Figura 5.12: Resposta da Dupla II para a questao C6.

As demais duplas apenas deram respostas similares a reproduzida acima, que
classificamos como um empirismo ingénuo, uma vez que se baseiam nos casos observados,

sem apresentar relagdo destes com a respectiva classe.

5.2.3.7 C7 - Fragdes com denominador 9

Nesta atividade, verificamos que a Dupla II julgou semelhantes os critérios dos
denominadores 6 ¢ 9 (linha 200), mas ndo seguiu adiante com essa discussdo, o que, a N0sso
ver, poderia levar as alunas a perceberem a importancia da decomposi¢do em fatores primos,

nesta questao.

(198) P: As vezes.

(199) C: Quando nao ¢ multiplo...

(200) P: E quando ndo é 3, ndo é?

(201) C: Acho que nao.

(202) P: O 9 ¢ exatamente a mesma coisa que o 7.

(203) C: Ah, pde ai: 0 mesmo que o 7. Por que o mesmo que o 7 se o 7... Tem que
ter alguma coisa mais concreta.
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(204) P: E a divisdo. Divisdo pura. E isso. Matematica ndo é algo real, os nimeros
ndo existem, eles sdo inventados por nds. Ndo existe nimero real, ¢ algo
inconcreto.

Segue a resposta apresentada pela dupla:

C7 Fragdes com denominador 9 geram dizimas periédicas.

Nunca As vezes K Sempre

Tente explicar porque isso acontece:

£ o AR 5 Wi‘l“‘"\” de < ol S Gt
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Figura 5.13: Resposta da Dupla II para a questio C7.

Assim como Carol e Paola, os demais alunos fizeram poucos testes na Planilha e
apresentaram respostas similares a destas alunas. Consideramos que essa auséncia de apelo ao
trabalho empirico se deu em razdo de ja& terem testado varios casos e percebido os
comportamentos de alguns objetos (denominadores) e, conseqiientemente, levantado e
validado algumas conjecturas, incorporando-as aos seus resultados. A conclusdo de Paola

(linha 202), comparando os casos dos denominadores 7 ¢ 9, exemplifica essa afirmago.

5.2.3.8 C8 - Fracdes com denominador 10

Para o denominador 10, argumentaram que, no maximo, gera uma casa decimal,

quando o numerador ndo é um multiplo de 10 e responderam conforme figura 5.14.
(205) P: Nunca.

(206) C: Nunca. Porque ¢ s6 mexer com a virgula. Dividir por 10 € o mesmo que
mexer com a virgula, ndo ha o que fazer, nunca vai dar resto. Porque nosso sistema
¢ decimal.
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C8 Frag6es com denominador 10 geram dizimas peritdicas.

Nunca X As vezes Sempre

Tente axnlicar norane 1550 Aconiece:
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Figura 5.14: Resposta da Dupla II para a questao C8.

As Duplas I e III afirmaram, respectivamente, que fracdes com denominador 10
ndo geram dizimas periddicas “porque ¢ uma fracdo decimal e porque dividir por 10 € o
mesmo que dividir por 1”. Apesar da imprecisdo apresentada, ndo fazendo referéncia ao

deslocamento da virgula, nota-se uma tentativa de justificar conceitualmente.

Nesta atividade, os alunos deveriam produzir conjecturas e algumas conclusdes

preliminares. Desta forma, ainda ndo esperavamos argumentos consistentes ou definitivos.

Entretanto, pudemos verificar que as alunas da Dupla II produziram, em varios
momentos, argumentos que se caracterizam como provas conceituais. As demais duplas
também apresentaram, ainda que em menor escala, provas que vao além do empirismo. Isso

confirma nossa hipdtese inicial da importancia do suporte que o trabalho empirico oferece.

5.3 Atividade 2

Conforme previsto no Capitulo 3, esta atividade foi elaborada para que os alunos
tivessem a oportunidade de estabelecer critérios para fragdes com denominador 3 e
denominador 6, no que diz respeito a representagdo decimal ser uma dizima periddica ou um
numero decimal exato. A énfase aqui esta no fator 2 que diferencia o denominador 3 do 6.

Pretendiamos, com isso, que os alunos atentassem para o interesse na decomposi¢do dos
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componentes da fragdo (numerador ¢ denominador) em fatores primos. Ainda nesta atividade,

propomos uma situag@o similar (partes D, E e F), desta vez focando o fator 5.

Como verificamos nas interagdes da Dupla II, referentes a Atividade 1, os casos
envolvendo fragdes com denominadores 3 ou 6 foram amplamente discutidos. Assim, esta
atividade nfo trouxe elementos relevantes para a discussdo da dupla, que apenas
complementou corretamente as respostas, o mesmo ocorrendo com a Dupla I. Daremos

énfase, entdo, aos resultados apresentados pela Dupla III (Manuela e Thais).

Na Ficha, o enunciado da Atividade 2 — Parte A solicitava aos alunos que
completassem a planilha Atividade 2_A e, em seguida, respondessem as questdes, conforme

figuras a seguir.

Atividade 2 — Parte A | FragGes com denominador 3

Selecione a planilha “Atividade 2 A" Preencha os numeradores das fragdes de
maneira a obter dizimas periddicas na primeira coluna e decimais #xatos na segunda.

1) O que ha da comum entre os numeradores das fragdes da primeira coluna?

&

2} O gue ha de comum entre os numeradores das fragdes da segunda coluna?

&

Figura 5.15: Enunciado da Atividade 2 — Parte A.
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Atividade 2_A - FragBes com denominador 3

Dizimas periddicas

0.,000000000000
3

0.000000000000
3

0.000000000000
3

3

Decimais exatos

0.000000000000

0.000000000000

0.000000000000

Figura 5.16: Planilha “Atividade 2_A”.

Como ja haviam respondido corretamente a questdo C2 (Atividade 1 — Parte C),

que diz respeito a fragdes com denominador 3, os alunos da Dupla III completaram

corretamente os numeradores na Planilha. Conseqiientemente, responderam corretamente as

questdes (1) e (2) na Ficha.

Reproduzimos a seguir (fig. 5.17) as respostas dadas na Parte B.
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Atividade 2 - Parte B FragGes com denominador 6

Selecione a planilha “Atividade 2_B™. Precncha os numeradores das fragoes de
maneira a obter dizinas peridicas na primeira coluny e decimais exalos ma segunda.

Responda:

1) O que hi de comum enite oz numeradores das fragfice da primeira coluna?

2) O que ki de comum entre os mumeradores das tragdes da scgundn celuna?

| S0 wimene  dloviwien P 6

Figura 5.17: Primeira reposta da Dupla III as questdes da Atividade 2 — Parte B.

Verifica-se, entdo, que as alunas repetiram o raciocinio que as conduziu a um erro
na Atividade 1 — Parte C (C5), ou seja, ndo levaram em conta que um multiplo de 3 no
numerador também geraria um decimal exato nas fracdes com denominador 6. Isto se

evidencia quando responderam as questdes da Parte C (fig. 5.18), especificamente nos itens

(b) e (c).

Atividade 2 — Parte C

Baseado nas suas conclusbes das pares A = B e SEM EFETUAR CALCULOS,
classifique as representacdes decimails das fracdes abaxo em decimais exatos (DE) ou dizimas
periddicas (DP). Marque um “X™ na sua opgdo:

g o D.E. by 15 | DE 4 21 | DE
D.P. é D.P. fi D.P.
18
ay 28 | DE, 5 14 | DE.
] D.P. f D.P.

Agora utilize a planilha “Atividade 2_B” e venfique se vocé acertou. Caso nio tenha
acertado todas, reformule asrespostas daspartes A e B.

Figura 5.18: Enunciado da Atividade 2 — Parte C.
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No item (b), por exemplo, classificaram a representacdo decimal da fragdo
15 , . - . P . .
gcomo dizima periddica, quando o correto seria classificd-la como um nimero decimal

exato. Esta situac@o e a previsdo deste erro foram descritas no Capitulo 3. Para que os alunos
tivessem a oportunidade de rever suas hipoteses ou conjecturas, corrigir eventuais erros e,
conseqiientemente, constatar o risco de generalizar ou estender resultados verificados para
casos particulares, propusemos, ao final das questdes, que utilizassem a planilha Atividade

2 B para verificar seus resultados e reformula-los, conforme enunciado (fig. 5.18).

A Dupla III utilizou a Planilha a fim de “encontrar” o erro e, apds algumas
verificagdes empiricas, concluiu que os numeradores que geram decimais exatos, neste caso,
sdo todos os multiplos de 3, e ndo apenas os multiplos de 6 como havia considerado
inicialmente. As alunas reformularam, entfo, suas respostas ¢ nas partes D, E ¢ F desta

atividade responderam corretamente todos os itens, assim como o fizeram as demais duplas.

Reproduzimos a seguir (fig. 5.19) a resposta dada por esta dupla nas questdes da

Atividade 2 — Parte B, destacando o acréscimo efetuado pelas alunas apds a reformulagéo.
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Atividade 2 — Parte B Fragoes com denominador 6

Selecione a planilha “Atividade 2_B”. Preencha os numeradores day [ragdes de
mancira a obter dizimas periddicas na primeira coluna e decimais exatos na segunda.

Responda:

1) O que hd de comum entre os numeradores das fragtcs da primeirn coluna?

o JoBo wlmedd  mio dwuckdvers peot,

(oo come 29

71 O yue I de vonum entre os numerndores das frages da segunda columa?

o

(£ ade mimane diviaies Lo G

Figura 5.19: Segunda reposta da Dupla III as questdes da Atividade 2 — Parte B.

Assim, o objetivo desta etapa foi atingido e a atividade cumpriu plenamente seu
papel, fornecendo condi¢des de validacdo, pelas alunas, de suas conjecturas anteriores. Com
efeito, ¢ somente nesta Parte C que as alunas percebem que o fato de o numerador de uma
fragdo com denominador 6 ser multiplo de 6 ¢ uma condi¢fo suficiente, mas ndo necessaria,
para que a representacdo decimal desta fragdo seja um decimal exato. Conforme mencionado
anteriormente, para as demais duplas esta atividade ndo trouxe novos elementos, pois ja

haviam respondido corretamente todos os itens da Atividade 1.

5.4  Atividade 3

Conforme apontamos no Capitulo 3, o objetivo desta atividade ¢ levar os alunos a
classificar representacdes decimais de fracdes, colocando em pratica e estendendo as

conclusdes obtidas, até entdo, para outros denominadores.
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Os alunos deveriam, entdo, preencher a Ficha conforme enunciado reproduzido na

figura abaixo.

Atividade 3

Sem usar a planilha, classifique as representacdes das fracdes abaixo em
decimais exatos (DE) ou dizimas periadicas (DP). Justifique sua resposta

785 15 7 495 59
a) — by — g} = dy — e) —
5 3 3 5 5
I 1 40 )3 17
33 14 40 832 17

6 6 ' 14 14 Y30

Figura 5.20: Enunciado da Atividade 3.
No trecho abaixo, a Dupla II (Carol e Paola) discute sobre os itens (h) e (j). Nos
demais itens apenas responderam, sem fazer comentarios.
(241) P: 40 sobre 14.
(242) C: Tem que ser multiplo de 7. 40 ndo é. E dizima periddica.

(243) P: E mesmo? Deixa eu ver a regra do 7. 4 ndo ser os miltiplos de 7, todos os
outros numeradores ddo dizima.

(244) C: Olha: 17 sobre 10 ¢ 1,7.

(245) P: Eu sei, mas ¢ 40.

(246) C: Mas dividindo por 4 néo vai dar o mesmo resultado?

(247) P: De 10, tudo bem. Precisa ver a regra do 4. Nunca, porque...
(248) C: E. E do 10 também, nunca.

(249) P: O 10 eu ja sabia que era nunca.

(250) C: Entao, pronto! Quando da 1,7 dividido por 4?
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(251) P: Vai dar 4 virgula alguma coisa. D4 4 e sobra 1. 1 dividido por 4, vai
dar...deu 4,25.

(252) C: Ah, ta falando do 17?

(253) P: E. Vai dar 0,425. Entfo, d4 decimal exato.

Verifica-se aqui que as alunas utilizaram corretamente os resultados obtidos nas
Atividades 1 e 2, inclusive estendendo para denominador 40 (linhas 246 até 253) as regras
estabelecidas para os denominadores 4 e 10. A generalizagdo deste fato pode conduzir a
determinagdo da classe dos denominadores que nunca geram dizimas. Veremos adiante que as

alunas da Dupla II fazem esta generalizagdo, ainda que isto ndo ocorra de forma espontinea.

Reproduzimos abaixo as respostas apresentadas nos itens cujos denominadores

sdo diferentes daqueles abordados até entao.

h)fﬂ D.E.

14 DP. | Ze=
Por qué ? L{O "f\/C_LF/& J/ 7§ (j ¢ \_FiQf -_-7[,
p 3 DE. [ X

14 D.P.
Porqué ? i )

35 o wBoels de 7.

L 17 D.E.
D 40 DP. | >

[Poraus? g 7 wilBlpte o 0 s dad 2 Oon-
dﬁrﬂvﬁ

Figura 5.21: Repostas da Dupla II na Atividade 3.
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Nos itens (h) e (i), o foco da argumentacdo foi o fator 7. Isso confirma o que
verificamos nas atividades anteriores: as alunas perceberam que o fator 2 ndo ¢ um “gerador”
de dizimas periodicas, e, embora implicitamente, raciocinam em termos dos fatores primos do

denominador.

E interessante notar a resposta dada no item (j). Elas apontaram para o fato de que
um denominador composto somente por fatores que nunca geram dizimas periodicas (neste
caso, os fatores 4 e 10) faz com que a representagdo decimal da respectiva fragdo seja um
decimal exato. Na Atividade 2, j& haviam apresentado um argumento semelhante, quando
afirmaram que o denominador 4 ndo ¢ um “gerador” de dizimas, pois dividir por 4 ¢ 0 mesmo

que “dividir por 2 e por 2 de novo” (linha 135).

Assim, conforme pretendiamos, as alunas da Dupla II buscaram argumentos
baseados em propriedades ou critérios de divisibilidade, ja que ndo faziam uso da Planilha e

colocaram em pratica as conclusdes obtidas em atividades anteriores.

A Dupla I apresentou argumentos proximos do que era esperado, no sentido de
focar os fatores primos que compdem o denominador. A titulo de exemplo, comentamos a

seguir as respostas dadas por esta dupla nos itens (d) e (e).

No item (d), enquanto a Dupla III classificou a representagdo decimal da fragdo
% como um decimal exato e justificou baseada no fato de que 495 ¢ multiplo de 5, a Dupla

I classificou-a da mesma maneira, justificando que qualquer numero dividido por 5 gera
decimal exato. De fato, ambas as justificativas sdo corretas, entretanto a da Dupla I ¢ valida
para qualquer fracdo com denominador 5, ao passo que a da Dupla III s6 se refere a fragdes
cujo numerador ¢ multiplo de 5. Esta mesma dupla utilizou um argumento analogo no item
(e), cometendo um abuso de linguagem quando afirmou que 59 “é divisivel” por 5. Na
verdade, quis dizer que 59 dividido por 5 resulta um numero decimal exato, usando

equivocadamente a expressdo “ser divisivel” no lugar de “gera numero decimal exato”.
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5.5 Atividade 4

Aqui, o intuito era o de que os alunos identificassem, por meio da decomposi¢éo
do denominador em fatores primos, as fragdes que podem ser escritas como fragdes decimais,

concluindo que estas, e somente estas, geram decimais exatos.

Para isto, na Parte A, solicitamos aos alunos que descrevessem uma maneira
pratica para representar uma fragdo decimal como numero decimal exato. Ainda nesta parte,
os alunos deveriam aplicar esta regra e representar trés fragcdes dadas como numeros decimais

exatos.

Nenhuma das duplas apresentou dificuldade nesta tarefa. Como exemplo, a

resposta da Dupla II (Carol e Paola) foi reproduzida na figura abaixo.

Atividade 4 - Parte A

Ma planilha “Atividade 4 A", entre com valores para os numeradores das fragies.
Ao lado da fragin, aparece sua representagdo decimal.

Observe que os denominadores das fragiies sio poténcias de base 10;

0= 10 100=10° 1000=10"  10000=10"  eic...

Fragfes com denotinadores deste tipo sfo chamadas fracies decimais,

Com base nos resultados obtidos na planilha, descreva uma maneira pritica para
representar uma fragio decimal como um decimal exato.

“ Coloime & olpne” o ’{'byw%“‘n;? e -
oo et - A oL vugulal

\}'-!-'5" . 2 P‘:‘-M" o %Wleéa;,

Verifigue sc o método que vocé descreveu funciona para as fragfies abaixo!

3 a0 23673
% ?g = ulq 5 51_:1 Y ) Sooo a3 673
oy &3

Figura 5.22: Reposta da Dupla II na Atividade 4 — Parte A.

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais — 122 —



Na Parte B, apresentamos uma situagdo na qual os alunos devem, se possivel,

. . 7 .
obter uma fragéio decimal a partir da fracdo — , conforme figura abaixo.

2

Lembre-se: Para que a fracdo seja decimal, no denominador deve aparecer 10 ou
100 ou 1000 ou 10000 ou _.. etc, ou seja, poténcias de base 10.

4

Fragﬁ'o " Numero
decimal decimal exato

7_
2

Figura 5.23: Primeiro enunciado da Atividade 4 — Parte B.

As trés duplas resolveram esta tarefa multiplicando o numerador ¢ o denominador

35 .
da fragfo por 5, obtendo a fragdo m e, conseqiientemente, a sua representagdo decimal 3,5.

Em seguida, apresentamos uma lista de fracdes (itens a a f) e perguntamos se seria
possivel representar cada uma delas como fragdo decimal e, conseqiientemente, como decimal

exato (fig. 5.24). Para cada fragdo, os alunos deveriam justificar as respostas.
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Agora,_ analise os casos abaixo e responda:

- ; 3 3 ; o
a) E possivel fazer o mesmo para a fracio e e escrevé-la como fragdo decimal? Por qué? Tustfique
sua resposta.

B i ) :
b) E para a fragio g ? Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.
e i ~ . :
¢} E para a fragio o ? Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.
.14 . . ,
d) E para a fracio = ? Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.
i 2D . . ;
e} E para a fragio E 7 Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.

] g : :
f} E para a fragdo = 7 Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.

Figura 5.24: Segundo enunciado da Atividade 4 — Parte B.

A seguir, analisamos as intera¢des da Dupla II, quando respondeu estas questdes.
E interessante verificar que, conforme esperavamos, as alunas apresentam respostas baseadas

nas conclusdes obtidas anteriormente, ao longo da seqiiéncia.

No item (a), ndo encontraram dificuldade em determinar o fator conveniente pelo
qual deveriam multiplicar o numerador ¢ o denominador da fragdo, além disso, explicaram o

porqué da escolha, conforme vemos na figura 5.25.
(266) C: Multiplica por 2.
(267) P: Sim.
(268) C: Entdo, embaixo sempre tem que ter um numero...

(269) P: Que dé pra multiplicar pra virar 10.
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Agora, analise os casos abaixo e responda:

4) E possivel fazer o mesmo para a fragio ; e escrevé-la como fragio decimal? Por

qué? Justifique sua resposta.

35 E 242 Sim, PR 522700

® 10

Figura 5.25: Resposta da Dupla II para a Atividade 4 — Parte B, item (a).

Apesar do erro de calculo, esta dupla explicitou o fato de que 5x2=10, que é
condi¢do suficiente para que seja possivel representar a fracdo dada como fragdo decimal.
Paola atentou para o fato de que basta existir um nimero que, multiplicado pelo denominador,
resulte em 10, para que a fragdo possa ser transformada em fracdo decimal (linha 269). Na
verdade, poderiamos substituir 10 por qualquer poténcia de base 10, e este resultado ainda se

verifica.

No item (b), verificaram a impossibilidade de se obter uma fracdo decimal e
perceberam que seria possivel, caso o numerador fosse multiplo de 3, conforme observamos

na figura abaixo.

¢ o B i . -
b} If para a [ragdo ;? Justifique sua resposta e, s possivel, apresente os procedimentos.

Ie“w,’ Wﬁw WM
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Figura 5.26: Resposta da Dupla II para a Atividade 4 — Parte B, item (b).

Aqui, as alunas utilizaram um argumento fundamentado em observacdes
anteriores (Atividades 1 e 2), fazendo referéncia a propriedades genéricas estabelecidas nas

etapas precedentes.
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No item (c), fizeram uma afirma¢do verdadeira, mas o argumento correto para

esta questdo seria, na verdade, a reciproca daquele apresentado. E possivel que nio tenham
. o .3 . 75
observado isso, dada a familiaridade com a frag:aoz como equivalente a m , COMO VEemos

na resposta a seguir (fig. 5.27).

9 Justilique sua resposta e, s¢ possivel, apresenlc o0s

| s

¢) E para a fragio

procedimentos.

v a_ 35 (e ok dacimol srct,
o0 pedomes ok gidROA. dorris- o

Figura 5.27: Resposta da Dupla II para a Atividade 4 — Parte B, item (c).

Nos casos em que ndo era possivel obter decimais exatos como representagdo da
fragdo dada, a dupla também utilizou os resultados da Atividade 1 — Parte C, como a resposta

dada no item (d).

d)y E para a [ragfio l—:-? Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os

procedimentos,

(EwE . Biwierd wilipe &y,
e ‘LW o~ cfa::dul}) i

den dferepaumadar s e o |

Figura 5.28: Resposta da Dupla II para a Atividade 4 — Parte B, item (d).

No préximo item, a dupla justificou utilizando corretamente o resultado da
Atividade 1 — Parte C, ou seja, que é necessario que o numerador de uma fracdo com
denominador 6 seja multiplo de 3 para que sua representacdo decimal seja dada por um

decimal exato.
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¢) E para a fraglo 165‘3' Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os

procedimentos.

# Simew '_ﬁr_gr,.,_;g%:é_,sl 15 22 wh..mﬂgﬂe‘a&_ |
3 (cd) ‘

Figura 5.29: Resposta da Dupla II para a Atividade 4 — Parte B, item (e).

O foco desta dupla continuava sendo o fator 3 no denominador ¢ sua relagdo com

o numerador (se ¢ multiplo ou ndo). A partir de nossas observagdes, verificamos que a

. o e .15
resposta das alunas foi assim elaborada: elas primeiramente identificaram que a fracio o

corresponde a um numero decimal exato, utilizando a regra enunciada na Atividade 1.

Valendo-se da Planilha, verificam que este niimero ¢é 2,5. Em seguida, converteram-no para a

. 25 o .y o N
fracdo decimal o0 Desta forma, ndo utilizaram a estratégia classica de obter fracdes

equivalentes, multiplicando ou dividindo os termos por um mesmo numero até chegarem a

_ 25
fragdo —.
10
No item (f), procederam como no item (c), conforme figura.

9 . ;
() E para a fragdo l;? Justifigue sua resposta e, se¢ possivel, apresenic os

procedimentos.

- S"'M, S =238--0,35 4q, i W
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Figura 5.30: Resposta da Dupla II para a Atividade 4 — Parte B, item (f).

As Duplas I e III responderam corretamente os itens de (a) a (f).
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As justificativas da Dupla 1 foram todas baseadas em calculos, ou seja,
verificaram o resultado de cada divisdo (numerador pelo denominador) com o auxilio da
Planilha, respondendo corretamente, sem apresentar qualquer justificativa. Quando era
possivel obter uma fracdo decimal, determinavam e apresentavam esta fragdo. Caso contrario,

apenas reproduziam a representa¢do decimal, ou seja, a dizima periddica correspondente.

A Dupla III argumentou em linguagem natural afirmando que era possivel ou ndo,
respectivamente, “porque conseguimos transformar o denominador em 10 ou porque ndo

conseguimos transformar o denominador em 107, sem apresentar qualquer justificativa.

Concluindo esta parte, os alunos deveriam apresentar, no item (g), um método
para decidir se uma fragdo pode ou ndo ser representada como um decimal exato, sem efetuar

a divisdo do numerador pelo denominador.

A Dupla II, apesar de sinalizar para esta regra em alguns momentos da execugdo

das tarefas, ndo conseguiu sintetizar estes resultados, respondendo conforme figura abaixo.

£) Descreva uma megra para sabermos se uma fragio pode ou nfo ser escrita como
fragio decimal, sem que precisemos dividir o numerador pelo denominador.

0 Sa v Qs guchs Sen Jramnfltmoda
; 1o i édiza) o Podn_dﬂj\..
| axeds
| ~ m
' Pano, thelitn ui Wi i
| JRom e dSe . CR
s olhe s Jana sm G, T
‘ ca, ci, €5,66, 7 FC8: E oty
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Figura 5.31: Resposta da Dupla II para a Atividade 4 — Parte B, item (g).
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A Dupla I ndo respondeu este item e¢ a Dupla III nio apresentou nenhuma
deducdo, apenas repetindo um resultado ja exposto na Planilha, sem justifica-lo, conforme

figura 5.32.

g) Descreva uma regra para sabermos se uma fragio pode ou ndo ser escrita como fracdo
decimal, sem que precisemos dividir o numerador pelo denominador.

e o, Jermusgsioman
o wrwmirmadel wm 1O
(it pticomde O clividirde) dionie
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Figura 5.32: Resposta da Dupla III para a Atividade 4 — Parte B, item (g).

Neste momento, optamos por ndo interferir no trabalho de nenhuma das duplas,
pois haviamos previsto uma entrevista com uma delas, a fim de retomar algumas respostas e

discutir o que era considerado pelos alunos como justificativa.

A seguir, descrevemos as entrevistas com as alunas da Dupla II.

5.6 Entrevistas

De acordo com a proposta do projeto AProvaME, apds a aplicag@o das seqiiéncias
de atividades, elaboradas pelos professores-colaboradores, seria apresentado o questionario
sobre provas aos alunos envolvidos nessas experimentacdes, complementando, assim, a coleta

de dados prevista.

No caso dos nossos sujeitos, optamos, em conjunto com os coordenadores do
projeto, por uma ou mais entrevistas com a Dupla II (Carol e Paola), pois estes sujeitos ja

haviam respondido o questiondrio sobre provas na 1* fase do projeto AProvaME.
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Assim, as entrevistas visavam a complementagdo da coleta de dados prevista no
Capitulo 4 (p. 62). Pretendiamos entender como as alunas avaliavam as provas ou respostas
que apresentaram na realizagdo da seqiiéncia de atividades e no questionario sobre provas
alterando ou complementando algumas delas, bem como verificar se com a interven¢do do
professor seriam capazes de sintetizar seus resultados e concluir a resposta dada no item (g)

da Atividade 4 — Parte B.

As entrevistas, com duragdo total de, aproximadamente, duas horas, foram
articuladas de modo a ocorrerem em um Unico encontro com as alunas. Dessa forma,
entrevistamos individualmente cada uma das alunas e, em seguida, trabalhamos com
perguntas direcionadas a dupla. Estas entrevistas foram gravadas em audio e as alunas

utilizaram uma folha de respostas, que designamos por Ficha complementar.

5.6.1 Entrevistas individuais

Ao analisar as respostas dadas por estas alunas no questionario sobre provas e na
seqiiéncia de atividades, verificamos algumas omissdes ¢ imprecisdes em seus argumentos.
Com o intuito de compreender com mais clareza estes dados, julgamos necessario saber se as
alunas eram capazes de reavaliar essas respostas, identificando os “passos” omitidos ou

corrigindo eventuais imprecisoes.

Na questdo A4 do questionario, na qual deveriam provar que a soma de um
multiplo de 3 com um multiplo de 6 ¢ um multiplo de 3, ambas justificaram que um multiplo
de 6 é também um multiplo de 3 e, que, conseqiientemente, esta soma resume-se a soma de

dois multiplos de 3, concluindo que o resultado ¢ um maultiplo de 3.

Considerando incompleta esta resposta, por nio justificarem o fato de que a soma
de dois multiplos de 3 ¢ um multiplo de 3, fizemos alguns questionamentos, conforme

ilustrado nos dialogos a seguir.

(1) Professor: Leia e avalie sua resposta. Vocé a considerada completa, ou seja,
acha que justificou tudo o que era necessario?

(2) Carol [apos leitura e reflexdo]: Acredito que sim. Para mim, esta completa.
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(3) P: Vocé ndo acha que faltou provar que a soma de dois multiplos de 3 é, ainda,
um multiplo de 3?

(4) C: Achei que ndo precisava. Ja tinha provado que a soma de pares é par! Mas,
pensando bem, pares sdo pares e multiplos de 3 sdo outra coisa.

Propusemos, entdo, que Carol elaborasse uma prova para a proposicdo citada e a

aluna apresentou a resposta reproduzida na figura.

l'I'l?‘D“b‘B
}m{g l E[3 ‘ m (3)

losp B,

Figura 5.33: Resposta complementar de Carol a questio A4 do questionario sobre provas.

Esta resposta, que classificamos como um experimento de pensamento, evidencia
que a omissdo deste argumento, verificada no questionario, ndo reflete falta de habilidade da
aluna em elaborar este tipo de justificativa, mas, sim, confirma o exposto na linha (2), ou seja,
segundo sua concepg¢do, sua prova estava completa. Esta situagdo, a nosso ver, poderia ser

contornada por uma intervengdo do professor, semelhante a esta, feita na entrevista.

Ainda com relagdo a esta questio, transcrevemos as respostas dadas por Paola,

tanto na entrevista como na ficha complementar.

(5) Professor: Leia e avalie sua resposta. Vocé a considerada completa, ou seja,
acha que justificou tudo o que era necessario?

(6) Paola [apos leitura e reflexdo]: Sim, esta completa!

(7) Professor: Vocé ndo acha que faltou provar que a soma de dois multiplos de 3 &,
ainda, um multiplo de 3?

(8) Paola: Depende de quem vai ler. Eu achei que isso era 6bvio.
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Consideramos que a resposta dada por Paola (linha 8) reforga nossa hipdtese
anterior de que, neste tipo de situacdo, algumas premissas ou propriedades s@o consideradas

evidentes e utilizadas sem que o aluno sinta necessidade de explicitagao.

Fizemos uma nova intervencéo, a fim de propor que a resposta seria apresentada a
um colega que ndo respondeu a questdo e que Paola respondesse da forma mais completa

possivel. Reproduzimos, a seguir, a resposta apresentada pela aluna.

ﬂ’MMnW&B_QW,Wo{B’M "
@. ﬂﬂ"'v&cﬂ EENL Asvpanndo Mo~ ) e coremat amelo— o
M#&BLM&WMWMAQ3_MA?&?
& Jerultolo Sordl wuikiple o 3,

Figura 5.34: Resposta complementar de Paola & questio A4 do questionario sobre provas.

O raciocinio utilizado por Paola nesta resposta se assemelha ao de Carol. Assim,

caracterizamos esta prova como do tipo experimento de pensamento.

Conforme verificou-se no Capitulo 4 (p. 79), no item (c) da questdo A5, cujo
enunciado era: “8! E multiplo de 21? Justifique”, Carol apresentou um argumento incompleto
e Paola nio havia respondido esta questdo. As respostas dadas na entrevista estio

reproduzidas a seguir.

(9) Professor: Vocé afirmou que 8! é multiplo de 21,justificando com o fato de este
numero apresentar o fator 7 em sua decomposicdo. Vocé considera suficiente este
argumento?

(10) Carol: Claro que ndo! Tem que ter o 3 também. N&o sei como dei uma resposta
absurda dessa!

Nesta fala de Carol, em oposi¢do ao que verificamos na questdo A4, a aluna ndo
explicitou o porqué da referida omissdo, ja que se mostrou surpresa diante do seu erro. Em

seguida, reformulou sua resposta, conforme figura abaixo.
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Figura 5.35: Resposta complementar de Carol a questio A5(c) do questionario sobre provas.

Novamente consideramos que a imprecisdo do argumento pode ter se originado
das concepgdes de prova da aluna ou ainda de uma distragio momentinea, jA que esta
identificou prontamente o equivoco. Caracterizamos esta “nova” prova como um experimento
de pensamento, contendo um argumento se baseia em estrutura do fatorial, ou seja, uma
propriedade ou condig@o, comum a todos os multiplos de 21, qual seja apresentar os fatores 3

¢ 7 em sua decomposicao.

Paola, que na entrevista ndo soube explicar o motivo pelo qual deixou esta
questdo em branco, apresentou (fig. 5.36) uma resposta similar a de Carol, caracterizando,

assim, um experimento de pensamento.

S, 81=9 F,6.5.4.3.2.4
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Figura 5.36: Resposta complementar de Paola a questdo A5(c) do questionario sobre provas.

Além destas discussdes, procuramos levantar, nestas entrevistas, algumas
impressdes das alunas concernentes a proposta de nossa seqiiéncia experimental e suas
concepgdes relacionadas a prova em Matematica, bem como complementar a proposta da

Atividade 4 — Parte B, especificamente no item (g), conforme descrito no item seguinte.
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5.6.2 Entrevista com a Dupla Il

Relativamente as tarefas da seqiiéncia de atividades, apenas retomamos o item (g)

da Atividade 4 — Parte B, ja que nas outras etapas os objetivos foram atingidos.

Neste item, os alunos deveriam estabelecer uma regra para decidir se a
representagdo decimal de uma fracdo qualquer caracteriza um decimal exato ou dizima

periddica, sem efetuar o calculo (divisdo do numerador pelo denominador).

Constatamos que os resultados apresentados pela Dupla II ao longo da seqtiéncia
de atividades seriam suficientes para estabelecer esta regra. Entretanto, as alunas ndo

conseguiram efetuar esta sintese dos resultados da maneira como pretendiamos.

Diante disso, procuramos resgatar estes resultados dos alunos e leva-los a atingir
0 objetivo proposto para esta etapa por meio das questdes que descrevemos a seguir.
Consideramos que esta intervengdo do professor possa ser realizada no momento da aplicagio

da seqiiéncia de atividades, que néo foi 0 nosso caso, conforme ja exposto.

Consoante verificamos na analise apresentada neste Capitulo, as alunas da Dupla
II perceberam quais os denominadores que nunca geram uma dizima periodica e inclusive
verificaram, na Atividade 3 — item (j), que um denominador composto de fatores que nunca
geram dizima periddica €, por sua vez, também um denominador com esta caracteristica.

Diante disso, iniciamos com uma pergunta que retoma este resultado.

(11) Professor: Quais sdo os denominadores que nunca geram dizimas periodicas?

(12) Paola: 0 2,04,05¢ 0 10?

(13) Professor: Apenas esses?

(14) Carol: Néo, os seus multiplos também.

Aqui Carol fez uma suposicdo falsa. Como a proposta da nossa intervengao no ¢
a de fornecer qualquer resposta ou corrigir erros dos alunos, optamos, neste caso, por criar

situacdes de contradigdo, dando oportunidade as alunas de identificar e corrigir o seu erro.
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(15) Professor: O 6 é multiplo de 2. Logo, fragdes com denominador 6 nunca geram
dizimas, certo?

(16) Carol: Nao! Tem coisa errada. Ndo ¢é isso.

Como mencionamos no paragrafo anterior, Carol percebeu que seu raciocinio
conduziu a uma contradigdo. Na linha (18), Paola reformulou a afirmagdo falsa que Carol

havia dado na linha (14).

(17) Professor: Vocés responderam na Atividade 3 que o denominador 40 ndo gera
dizima porque 40 é 4 vezes 10. Isso tem relagdo com a afirmagdo que vocé [Carol]
fez sobre multiplos?

(18) Paola: Ah, ta! Ja sei. E diferente. 40 é 4 vezes 10. Nem o 4, nem o 10 geram
dizima. Entdo, o 40 também nio gera.

(19) Professor: Por qué?

(20) Paola: Porque dividir por 40 ¢ o mesmo que dividir por 4 e por 10. Se
dividindo por 4 s6 aumenta o nimero de casas decimais, ainda teremos um decimal
exato. E um decimal exato dividido por 10 ¢ um outro decimal exato com uma casa
decimal a mais, entendeu?

Diante dos resultados apresentados, procuramos criar uma situacdo de

institucionaliza¢do, conforme segue.

(21) Professor: Certo. Entdo quais sdo os denominadores que nunca geram dizima
periddica?

(22) Carol: Sao aqueles que s6 tém fatores 2, 4, 5 ou 10. Opa, 0 4 tem o fator 2 e o
10 tem o 2 e 0 5. Entdo s@o aqueles que so tém fator 2 ou 5.

Aqui, para nos certificar de que a condigdo estabelecida por Carol (linha 22)
estava sendo tratada como suficiente (o que é correto) e ndo como necessaria para que uma
fragdo seja representa por um decimal exato (o que seria falso), fizemos um questionamento a

respeito da sua reciproca.

(23) Professor: Entdo, se o denominador apresentar algum fator diferente de 2 ou 5,
teremos uma dizima?
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(24) Paola: Nao necessariamente. g ndo da dizima!

(25) Professor: Mas nao deveria? Afinal tem o fator 3 no denominador.

(26) Carol: Ah, mas corta com o de cima. E isso! Se a gente simplificar, & s6 olhar
pro denominador.

Com isso, pudemos nos certificar de que as alunas ndo confundiram condi¢éo

necessaria com suficiente. Seguimos, entdo, procedendo a devida institucionalizagdo.

(27) Professor: Entdo vamos resumir: se o denominador s apresentar fatores 2 e 5
na sua decomposi¢do, o que vocés concluem?

(28) Carol/Paola: D4 decimal exato.
(29) Professor: E ndo precisa decompor o numerador?

(30) Carol: Nio, porque tudo dividido por 2 ou 5 d4 sempre decimal exato, sé vai
aumentando o niimero de casas decimais.

(31) Professor: E se aparecer algum fator diferente de 2 ou 5 no denominador, o
que vocés concluem?

(32) Paola: Ai a gente tem que procurar este fator 14 em cima. Se ele aparecer, a
gente cancela e vira um decimal exato. Se ele ndo aparecer, vai dar dizima.

(33) Carol: Resumindo: neste caso a gente simplifica a fragdo e v€ o que sobra
embaixo. Se for so fatores 2 ou 5, beleza, € decimal exato. Sendo, é dizima.

Aqui, verificamos que a intervengao do professor propiciou aos alunos organizar e
sintetizar os resultados obtidos por eles, atingindo o objetivo proposto para esta etapa da
seqiliéncia de atividades. Acreditamos que algumas destas questdes que propusemos poderiam
constar dos enunciados da seqiiéncia. Entretanto, consideramos que a intervengdo do
professor seja mais eficaz, ja que nem todas as questdes foram previamente elaboradas, ou

seja, surgiram a partir das respostas dos alunos, na interagdo com o professor.

Em seguida, fizemos algumas perguntas para a dupla, sem estipular uma ordem

para quem responderia primeiro, inclusive deixando-as a vontade para decidirem quais as
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questdes que cada uma gostaria ou ndo de responder. Por este motivo, apresentamos, em

alguns casos, a resposta de apenas uma das alunas.

(34) Professor: O que vocés acharam de responder ao questionario e o que
consideram que estdvamos avaliando com este instrumento?

(35) Paola: Ele avaliou nosso jeito de escrever, o “como” vocé passa para o papel o
que quer provar. Eu acho que a escrita influi no nosso raciocinio.

Aqui, Paola reconheceu uma prova como uma descricdo do seu raciocinio,
tratando-a como um registro de suas idéias. Esta parece uma interpretacdo possivel para
alunos desse nivel de ensino e que, a nosso ver, pode ajudar a dar significado a uma prova no

contexto escolar.

(36) Professor: Na execugdo das tarefas da seqliéncia de atividades, em que pontos
vocés consideram que a Planilha contribuiu?

(37) Carol: O computador ajudou sé nas contas, mas eu acho que ndo conseguiria
dar as mesmas respostas sem ele.

(38) Professor: Por que acha isso?

(39) Carol: Porque pra perceber os padrdes eu teria que fazer muitas contas e
mesmo assim néo é a mesma coisa.

Carol (linhas 37 e 39) percebeu o potencial da Planilha na geragdo de um amplo

campo de verificag@o, validando nossa hipdtese inicial quanto ao papel deste recurso.

(40) Professor: Que outras situagdes de prova vocés ja vivenciaram?

(41) Paola: Nunca tivemos que provar. O professor ¢ que mostra, as vezes.

Este comentario de Paola ilustra as considera¢des que fizemos na Introdugio
acerca da abordagem classica de ensino: o professor ¢ quem apresenta as provas ou

demonstracdes formais, pois os alunos néo sio capazes de produzi-las dessa forma.

(42) Professor: E sobre a seqiiéncia de atividades, o que acharam da proposta? Ja
fizeram algo parecido? Acham que foi proveitoso? O que vocés consideram que
estava sendo avaliado?
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(43) Paola: Nunca fiz nada parecido; geralmente o professor explica e a gente faz. E
foi boa, porque fez a gente pensar em coisas que eu jamais pensaria e acho que
vocé estava querendo avaliar o nosso raciocinio.

Com este comentario, Paola explicita o seu entendimento em relagdo a proposta:
apresentar seus raciocinios. Acreditamos que essa compreensdo confere um papel

significativo para a prova, qual seja, o de registro do raciocinio desenvolvido.

(44) Professor: Para vocés, o que é prova e quando se deve usa-la?

(45) Carol: Com a prova vocé tem um atalho. Vocé observa e testa até encontrar
um padréo. Se vocé conseguir explicar por que chegou naquilo, é uma prova. Para
chegar no geral ¢ preciso provar usando incdgnitas, na linguagem padrdo da
Matematica.

Esperavamos que a proposta deste trabalho levasse os alunos a considerar outras
fun¢des da prova, além da funcéo de verificacdo. Esta consideragdo de Carol (linha 45) revela
que ela enfatiza o papel de explicagdo de uma prova. Além disso, afirma que é preciso usar
“incdgnitas”, ou seja, ela valoriza a linguagem algébrica na expressdo do raciocinio dedutivo,

talvez como elemento para dar generalidade a prova.

(46) Paola: Provar ¢ fazer o processo inverso. Quando vocé€ prova, vocé mostra
como a pessoa chegou la. E uma resposta completa tem que ter escrita correta. Nao
precisa usar letras para especificar o que ¢ geral.

Novamente, Paola fez alusdo a prova como o texto de um raciocinio, ou seja, a
explicitagdo detalhada, mas ndo necessariamente formal, de como se pensou, visando explicar

ou validar um resultado do qual j& se havia constatado a veracidade.

(47) Paola: O “quando” se deve provar, depende do conhecimento da pessoa. Se eu
sei que algo estd obvio para uma pessoa, eu ndo provo. Por exemplo, aquela prova
que tinha no questionario de que a soma dois pares ¢ par. Teve um aluno que falou
que par termina em 0, 2, 4, 6, ou 8 e, por isso, a soma de dois pares também ¢ par
porque também termina assim. Eu faria o mesmo e néo provaria que 0 + 0 € zero,
que 0 + 2 ¢é 2, etc. Porque ¢ dbvio.

Aqui Paola nfo se prendeu a crenga de que uma resposta dada a uma autoridade
(no caso, um professor) deva ser mais completa do que uma outra apresentada a um colega de
classe, por exemplo. Pelo contrario, afirmou que ndo ha necessidade de provar o que ¢, para

ela, obvio. Consideramos que a aluna, sob esta perspectiva, ndo tratou a prova como um
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discurso formal e passivel de nota, mas como um meio de esclarecer ou explicar raciocinios
que ndo estdo claros para alguém. Neste sentido, acreditamos que Paola, assim como Carol,

valorizaram a prova com a fun¢@o de explicacdo e de comunicagdo.
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CONCLUSAO

Fala-se e propde-se [...] utilizagdes de tecnologia na educagdo. [...] o
professor incapaz de se utilizar desses meios ndo terd espago na educagdo. O
professor que insistir no seu papel de fonte e transmissor de conhecimento
estd fadado a ser dispensado pelos alunos, pela escola e pela sociedade em
geral. O novo papel do professor serd o de gerenciar, de facilitar o processo
de aprendizagem e, naturalmente, de interagir com o aluno na produg¢do e
critica de novos conhecimentos |[...].

(Ubiratan D’ Ambrosio, Educag¢do Matemadtica: da teoria a prdtica)

1. A proposta do estudo

O objetivo deste trabalho, conforme descrito no Capitulo 1, foi a concepgio,
aplicagdo e andlise de situagdes de aprendizagem em ambiente informatizado visando
promover um trabalho com argumentacdo e provas, principalmente no que diz respeito a
potencializar a produgfo de justificativas baseadas em conceitos e propriedades matematicas,
a partir da manipulacdo empirica. Neste sentido, utilizamo-nos de uma seqiiéncia de
atividades com o intuito de dar aos alunos a oportunidade de vivenciarem varias etapas do

processo de prova e, em especial, a fase de elaboragdo e verificagdo de conjecturas.

Para a concepgao das atividades, apoiamo-nos em estudos que abordam este tema
sob diversos aspectos: tipos de prova (BALACHEFF, 1988), concepgdes de prova dos alunos
(HEALY e HOYLES, 2000) e fungdes da prova (DE VILLIERS, 2001). Além disso, fizemos
algumas hipoteses e consideragdes a partir de trabalhos atuais em Educacdo Matematica que
investigam o ensino de provas (BRASIL, 1998; CARLOVICH, 2005; GRAVINA, 2001;
NASSER; TINOCO, 2001; PIETROPAOLO, 2005).

As principais idéias advindas destas pesquisas, das quais nos apropriamos ao
longo deste estudo, dizem respeito as possibilidades de trabalhar com provas na Educagdo
Basica, desde que estas ndo sejam tratadas sob um ponto de vista puramente formal. As
orienta¢des destas pesquisas apontam para a inser¢do das provas em um processo de ensino
mais amplo, no qual se considerem as varias fases do processo de constru¢do de uma prova,
os diversos papéis que uma prova pode assumir, bem como as concepgdes de professores e

alunos sobre provas matematicas no contexto escolar. Assim, levamos em conta neste
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trabalho que muitos alunos consideram a verificagdo de casos particulares como suficiente
para validar uma afirma¢do matematica, o que nos aponta uma necessidade de compreender

as concepgdes de alunos acerca do significado e das fungdes de uma prova.

Quanto a importancia de se trabalhar com este tema, parece haver um consenso
entre professores de Matematica de que o ensino de provas deva fazer parte das aulas de

Matematica desde o Ensino Fundamental (PIETROPAOLO, 2005).

No que diz respeito aos papéis que uma prova pode assumir tanto na Matematica
como na Educagfio Matematica, buscamos apoio nas idéias de De Villiers (2001). Segundo
este pesquisador, o papel de verificacdo, muito enfatizado no ensino, ¢, muitas vezes, menos
relevante do que outros, como o de explicagdo e de comunicag@o. A perspectiva desse autor é
observar e valorizar as motivagdes que podem levar a busca de uma prova no contexto
matematico e trazer estas motivagdes para o dmbito da Matematica Escolar, admitindo-se

assim outras fungdes para a prova.

Para avaliar as constru¢des de prova dos alunos, utilizamos a classificagdo dada
por Balacheff (1988) que as divide em duas categorias: as pragmaticas, subdivididas em
empirismo ingénuo, experimento crucial e exemplo genérico, e as conceituais, subdivididas
em experimento de pensamento ¢ calculo nas afirmagdes. As provas pragmaticas sdo aquelas
que se baseiam em agdes do sujeito sobre os objetos matematicos, levando a uma determinada
conclusdo, geralmente obtida por meio de um raciocinio indutivo. As conceituais
caracterizam-se pela formulagdo de propriedades e relagdes entre estas, que conduz a uma

conclusdo por meio de um raciocinio dedutivo.

A metodologia adotada nesta investigacdo inspira-se nas etapas de uma
engenharia diddtica, com foco na seqiiéncia de ensino. Desta forma, nem todas as etapas sdo
contempladas, e alguns procedimentos diferem daqueles normalmente utilizados nesta
metodologia. Podemos apontar, em particular, o fato de o professor assumir um papel de
observador, interagindo com os alunos em momentos bastante especificos, em geral, quando
solicitado. Além disso, ndo foram previstas situacdes de institucionaliza¢do na concepgdo da

seqliéncia de atividades.
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A fase experimental diz respeito, entfo, a aplicacdo desta seqiiéncia, subdividida
em quatro atividades, elaboradas com a cooperacdo de professores-colaboradores,

participantes do projeto AProvaME.

A primeira destas atividades objetivava inserir os alunos em um ambiente
investigativo, com situacdes que lhes permitissem trabalhar empiricamente, levantar
conjecturas, verifica-las e observar propriedades em jogo. Com a segunda atividade
visavamos levar os alunos a atentar para o risco de se estenderem resultados validos para um
determinado conjunto de objetos matematicos a um outro conjunto. O proposito da terceira
atividade era fazer com que os alunos aplicassem os resultados obtidos até entfio, para um
conjunto mais amplo de casos, levando-os a refletir e reformular seus resultados, em caso de
erro ou falsas conjecturas. Finalmente, com a quarta atividade, esperadvamos que os alunos
sintetizassem suas observagdes e conclusdes, apresentando uma regra pratica para o problema
em questdo, qual seja, apresentar um critério geral para determinar se a representacdo decimal

de uma dada fragdo corresponde a um decimal exato ou a uma dizima periddica.

2. Principais resultados

Os resultados obtidos na 1? fase do projeto AProvaME com estudantes brasileiros
no que diz respeito as concepcdes de provas denotam uma semelhanga com aqueles apontados

por Healy e Hoyles (2000) em pesquisa realizada com estudantes ingleses.

A escolha por um argumento empirico (HEALY, HOYLES, 2000) como a
resposta que os proprios alunos dariam foi verificada para 52% dos nossos alunos. Este tipo
de argumento constituiu 24% das escolhas dos alunos ingleses (ibid., 2000), o que indica a
dificuldade de grande parte dos nossos alunos em apresentar provas com algum grau de
generalidade. Este pressuposto ¢ reforcado ao verificarmos que apenas 9% de nossos alunos

escolheram o argumento algébrico de Arthur, nesta mesma questao.

Tal constatagdo nos levou, nesta pesquisa, a adotar uma abordagem focada na
valorizagdo de situagdes nas quais os alunos possam enunciar suas proprias proposicdes.
Desta forma, consideramos importante isentar os alunos de um precoce tratamento algébrico,

no trabalho com provas.
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Por outro lado, as provas algébricas sdo consideradas pelos alunos como corretas,
correspondendo aquelas esperadas pelos seus professores. Na questdo Al de ambos os
questionario sobre provas, por exemplo, 39% de nossos alunos, assim como 64% dos alunos
ingleses, apontam para as provas algébricas como a que o professor deve atribuir a maior
nota. Consideramos que se deve abordar o ensino de provas sem enfatizar a linguagem
formal. Acreditamos, assim, que os alunos devam ser encorajados a desenvolver e apresentar
raciocinios dedutivos com argumentos narrativos, dando-lhes oportunidade de priorizar este

tipo de raciocinio, fundamental para a apresentacdo de uma prova.

Os dados do nosso questiondrio nos apontam, ainda, que as concepc¢des dos
alunos sobre provas sdo, em geral, relacionadas a evidéncias empiricas e poucos mostram
alguma necessidade em relacionar casos particulares a fatos gerais, por meio de propriedades.
Nas constru¢des de provas dos 1998 alunos da amostra, apenas cerca de 8% obtiveram
sucesso em argumentos que vao além do empirismo ingénuo (BALACHEFF, 1988). Como
exemplo, na questdo A3, somente 4% dos alunos receberam pontuagdo 2a%°, 2% receberam 2b
e apenas 0,5% conseguiu apresentar uma resposta completa, totalmente justificada, recebendo
pontuagdo 3. Este quadro ilustra a necessidade de investigar as condi¢gdes do ensino de provas

no Ensino Fundamental.

Apesar das semelhangas apresentadas, verifica-se uma diferenga importante entre
alunos brasileiros e ingleses no que concerne a atitude tomada diante de situagdes de prova.
Os brasileiros apresentam um indice de respostas em branco em torno de 40%, enquanto para

os alunos ingleses este indice esta abaixo dos 10%.

Relativamente a seqiiéncia de atividades, pudemos verificar, na aplicagdo-piloto,
que os alunos que trabalharam em duplas apresentaram comportamentos favoraveis ao
desenvolvimento da nossa proposta, ou seja, efetivamente interagiram com o colega de dupla,
gerando situagdes de levantamento de conjecturas e, principalmente, de busca por provas com
fungdes de explicacdo e de comunicacdo. Além disso, estas interagdes permitiram aos alunos

discutir, confrontar e reformular suas hipdteses, quando necessario, refinando seus

2 Estas pontuagdes referem-se a codificago elaborada pela equipe do projeto na 12 fase do projeto AProvaME
e apresentada no Capitulo 1 (p. 23).
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argumentos ao longo das discussdes. Por estes motivos, mantivemos nossa op¢do inicial por

um trabalho exclusivamente com duplas de alunos na experimentacao.

Esta op¢do nos trouxe relevantes elementos para analise, na medida em que as
interagdes propiciaram aos alunos a discussdo e reformulagio de hipoteses. Desta forma, em
alguns momentos, as provas dos alunos passaram a assumir, além do papel de verificagdo, os

de explica¢do e de comunicagdo.

Na primeira atividade da seqiiéncia, os alunos engajaram-se na proposta, fazendo
diversas manipulagdes empiricas, levantando suas proprias conjecturas e observando algumas
propriedades dos objetos manipulados, chegando, ja nesta etapa, a produzir algumas provas
conceituais, em particular, a Dupla II. E importante notar que a Planilha cumpriu o papel
desejado, ao proporcionar aos alunos a verificacdo e manipulagdo de varios casos, o que

potencializou o trabalho empirico.

O objetivo da segunda atividade foi atingido, ou seja, duas duplas estabeleceram
corretamente os critérios para geracdo de dizimas periddicas em fragcdes com denominadores
3 e 6 e, para a dupla que o fez de maneira equivocada, a Parte C desta atividade forneceu
condi¢des e meios para a produgdo de contra-exemplos, levando os alunos a rediscutirem e

refutarem a falsa conjectura.

De posse dos resultados e conclusdes obtidos nas atividades 1 e 2, os alunos
atingiram o objetivo da terceira atividade, ou seja, aplicaram estes resultados para um

conjunto mais abrangente de casos.

A Dupla II foi a que mais se aproximou do que esperavamos na quarta atividade,
ou seja, suas observacdes e conclusdes mostraram-se relevantes no estabelecimento de uma
regra geral para o problema em questdo, embora estes dados tenham sido obtidos,
principalmente, nas duas primeiras atividades. Por este motivo, escolhemos esta dupla para

realizar a entrevista e complementar estes dados.

Além disso, na perspectiva de avaliagdo das atividades e propostas da seqiiéncia,

acreditamos que estas informacdes possam contribuir e ser incorporadas a seqiiéncia de
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atividades, trazendo questdes ou enunciados mais precisos ¢ que déem oportunidade aos

alunos de melhor sintetizarem suas conclusdes para o estabelecimento desta regra.

Consideramos que no ensino de provas o foco deve estar em tarefas de
levantamento de conjecturas sobre proposi¢des nao-familiares aos alunos. Acreditamos que os
alunos possam sentir mais necessidade em provar este tipo de proposicdo do que aquelas
cujos enunciados ja sdo conhecidos por eles. Em nosso estudo experimental, verificamos que
a atitude de desconfian¢a dos alunos é comum perante conjecturas levantadas por eles
mesmos ou pelo colega, o que ndo € esperado para proposi¢des apresentadas pelo professor ou
livro didatico, dado que ¢ sabido que estas sdo, necessariamente, verdadeiras. Estas
desconfiangas favoreceram a busca por provas que, desta forma, podem assumir o papel de

explicagdo e comunicacdo (DE VILLIERS, 2001), conforme verificamos em nosso estudo.

Como mencionado anteriormente, acreditamos que o levantamento de conjecturas
por parte dos alunos seja essencial no ensino de provas. Nesta investigacdo, constatamos que
o trabalho empirico proporcionou o levantamento de conjecturas, favorecendo a busca por
padrdes, ou seja, caracteristicas gerais observadas nos objetos manipulados, que sdo, a nosso
ver, essenciais para a formulacdo de provas do tipo exemplo genérico e, conseqlientemente,

experimentos de pensamento.

Este trabalho empirico foi realizado pelos alunos fazendo uso do Microsoft Excel,
que lhes apresentava resultados imediatos e simultaneos, ou seja, podiam testar e observar
varios casos ao mesmo tempo, levantando conjecturas e buscando valida¢des ou contra-

exemplos.

Portanto, como previsto, as Planilhas Excel assumiram, neste trabalho, o papel de
gerar e apresentar diversos exemplos, proporcionando um amplo campo de investigagdo para

os alunos, bem como o de ferramenta de validagdo das conjecturas levantadas pelos alunos.

Ainda que, em nossa proposta, ndo tenhamos previsto a interagdo professor-aluno,
e mesmo julgando necessario efetuar algumas alteragdes na forma de apresentagdo das
questdes, verificamos que este grupo de seis alunos apresentou respostas € comportamentos

além das expectativas desta investigagdo. Isto nos leva a considerar que este tipo de atividade,
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desde que devidamente adaptada, possa ser desenvolvido com um grupo maior ¢ mais

heterogéneo de alunos.

Particularmente, acreditamos que, para aplicar estas atividades em sala de aula, o
professor deva proceder, quando necessario, as devidas intervenc¢des no trabalho dos alunos,
sendo responsavel pela gestdo da classe e pela discussdo e confrontagdo das respostas dos
alunos, bem como pela fase de institucionalizagdo de saberes constituidos pelo grupo
e,sobretudo, pela proposta de atividades que contemplem as zonas de dificuldades dos alunos.

Discutimos, a seguir, algumas das possiveis alteragdes comentadas acima.

3. Sugestdes para as atividades

Visando complementar e otimizar a proposta da seqiiéncia de atividades descrita

no Capitulo 3, apontaremos algumas sugestdes no que diz respeito a apresentagdo dos

enunciados das questdes e as intervencdes do professor no trabalho dos alunos.

Durante a realizacdo das atividades, evidentemente, surgiram alguns
questionamentos ¢ duvidas dos alunos. A nossa proposta, ao idealizar esta seqiiéncia de
atividades, era analisar o seu potencial, ou seja, elaboramos a seqiiéncia de maneira que as
situagcdes de possiveis erros ou conflitos em determinadas atividades pudessem ser resolvidas
ou verificadas pelos proprios alunos. Isto ocorreu em grande parte das situagdes, conforme
descrevemos no Capitulo 5. Ainda assim, fez-se necessaria uma entrevista para complementar

os dados obtidos na aplicacdo da seqiiéncia de atividades.

Considerando que nossos sujeitos se caracterizam como alunos com bom
desempenho em Matematica, acreditamos que em uma sala de aula muitos alunos apresentem
davidas ou dificuldades que comprometam a realizagdo das tarefas propostas. Sugerimos,
entdo, a atua¢do do professor em situagdes de devolugao e institucionalizacdo (BROUSSEAU,
1986), conforme descrevemos a seguir, a partir dos episodios vivenciados na experimentagdo

com nossos sujeitos, € se espera que ocorram, em classes ordindrias.

Na Atividade 1 — Parte B, a expressio se possivel apresentada no enunciado ndo
se mostrou suficiente, ou seja, os alunos, em geral, demonstraram certa insisténcia em

satisfazer a condi¢do desta tarefa que, neste caso, era impossivel. Esta busca por uma solu¢io,
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a principio, foi uma das atitudes favoraveis que esperavamos dos alunos, pois prescindia da
verificacdo empirica de muitos casos, bem como do levantamento e refutagdo ou validagdo de
hipdteses. Entretanto, alguns alunos permaneceram por muito tempo nesta etapa e, conforme
previsto, interviemos, chamando a atengdo destes para a expressdo se possivel, ja que a
impossibilidade da condigdo imposta na atividade ndo foi concebida como objeto de
discussdo, caracterizando apenas um meio de expandir o campo de experimentacdo dos

alunos, conforme exposto na descrigdo desta atividade, no Capitulo 3 (p. 49).

Em uma turma convencional de alunos, consideramos que esta intervengdo do
professor pode abranger, inclusive, esta discussdo. Dessa maneira, tem-se mais uma questio a
ser justificada pelos alunos, além de evitar que esta etapa comprometa o trabalho dos alunos

nas demais, por um desnecessario gasto de tempo.

Um questionamento comum dos nossos alunos diz respeito ao tipo de justificativa
que deveriam apresentar, ou seja, o que deveriam escrever. Parece-nos natural que este
comportamento se repita para outros grupos de alunos e consideramos que a intervengdo do
professor deve ocorrer de modo a gerar situacdes de devolugdo. No caso do nosso
experimento, limitamos estas situagdes, sugerindo aos alunos que escrevessem o que
julgavam necessario para convencer a si proprios e/ou a outra pessoa. A nosso ver, esta
situagdo pode ser potencializada se o professor, além deste tipo de sugestio, observar os
argumentos dos alunos e questionar a validade ou generalidade destes, de forma semelhante

ao que fizemos na entrevista descrita no Capitulo 5 (p. 134).

Na Atividade 2, julgamos que ndo deva haver interven¢do do professor, visto que
a parte C desta caracteriza-se como um instrumento de verificag@o das hipoteses levantadas

nas partes A e B, conforme descrito no Capitulo 3.

Na Atividade 3, a agdo do professor deve se assemelhar aquela apontada para a
Atividade 1 — Parte C, dado que em ambas a dificuldade esperada esta relacionada a

apresentagdo, por parte dos alunos, de seus raciocinios.

Reputamos que na Atividade 4 a interven¢@o do professor deve favorecer aos
alunos a sintese dos resultados observados no decorrer da execugdo das tarefas desta

seqiiéncia de atividades. A interagdo com as alunas da Dupla II, na entrevista descrita no
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Capitulo 5 (p. 134), ¢ um exemplo de um questionamento possivel encaminhando nessa

direcio.

Dessa forma, acreditamos que o professor deve procurar uma interagdo mais

efetiva com os alunos, observando e discutindo as suas produgdes.

No que concerne a situagdes de institucionalizagcdo, consideramos que devam
ocorrer ao final da aplicag@o de cada uma das quatro atividades que compdem a seqiiéncia e
sugerimos que sejam aplicadas em aulas consecutivas (duas aulas para cada atividade, exceto

a Atividade 3, para a qual uma aula ¢ suficiente).

4. Consideracdes finais

O curso de Mestrado teve, certamente, grande influéncia em nossa pratica docente
nestes ultimos trés anos. A esséncia destas mudangas estd na atitude critica e reflexiva que
desenvolvemos, a partir do contato e da apropriacdo de diversas idéias e resultados de

pesquisas em Educacdo Matematica.

Em particular, a elaboragdo desta disserta¢do, paralelamente ao trabalho com o
grupo de pesquisa do projeto AProvaME, trouxe-nos questdes e resultados que nos permitem,
hoje, abordar o ensino de provas em nossas aulas. Antes nfo vislumbravamos essa
possibilidade, pois, além de ndo conhecermos as ferramentas didaticas adequadas, ndo
tinhamos experiéncias anteriores com o ensino de prova e ndo imagindvamos que este fosse

viavel na Educagio Basica.

Apesar de ja estarmos trabalhando no projeto AProvaME desde a elaboragdo e
aplicacdo dos questionarios sobre prova, a concepcdo da seqii€éncia de atividades se mostrou
desafiadora. Gradativamente, por conta das reflexdes acerca desta tematica, as dificuldades
foram dando lugar a idéias cada vez mais sélidas, que subsidiaram nossas escolhas neste

processo de elaboracio.

Em sintese, tivemos a oportunidade de vivenciar este processo, o que nos
encorajou a buscar novas estratégias e abordagens para o ensino de Matematica e, em

particular, acreditando na viabilidade do ensino de provas.
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Entretanto, apesar de vislumbrarmos esta possibilidade, pudemos verificar, por
meio do questionario sobre provas (1* Fase do projeto AProvaME), que tipo de resposta
apresentam os alunos diante de situagdes de prova, constatando as suas dificuldades. Ao longo
deste trabalho, tivemos a oportunidade de confirmar a importancia e o papel do professor na

superagdo destas dificuldades.

Ainda que tenhamos apenas iniciado nossa trajetéria na busca por uma
valoriza¢do ao ensino de provas na Educag@o Béasica, sentimo-nos motivados a abordar e
tratar esse tema em aula, aproveitando alguns instrumentos que elaboramos ao longo do
projeto: o questiondrio e as atividades da seqiiéncia, por exemplo. Para tanto, na condig¢do de
professor-pesquisador, pretendemos ampliar e aplicar atividades como as que foram objeto de
estudo nesta pesquisa, avaliando-as e buscando uma articulagio entre teoria e pratica que nos
permita uma apropriacdo cada vez mais consistente dos elementos que constituem o complexo

estudo das situacdes de ensino e de aprendizagem da prova na Matematica Escolar.
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ANEXOS

Anexo [ - Projeto AProvaME

CNPq - Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico

Argumentacao e Prova na Matematica Escolar
(AProvaME)

Siobhan Victoria Healy (coord.)
Grupo de Pesquisa Tecnologias e Meios de Expressdo em Matematica (TecMEM)
Programa de Estudos P6s Graduados em Educacdo Matematica
PUC/SP
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1. Caracterizac¢ao do Problema

A prova tem um papel central na Matematica. Tradicionalmente, ela caracteriza-se
como ferramenta para distinguir essa disciplina das ciéncias experimentais,
oferecendo um método indubitavel de validar conhecimento que contrasta com
indugcdo natural de processos empiricos. Prova matematica dedutiva fornece aos
seres humanos a forma mais pura de diferenciar o certo do errado (Wu, 1995),
sendo este aspecto apontado como uma caracteristica essencial da Matematica no

pensamento ocidental (Aleksandrov, 1963).

Em termos educacionais, conforme reconhecido pelos Paradmetros Curriculares
Nacionais (Brasil, 1998), o curriculo de Matematica deve necessariamente
contemplar atividades e experiéncias que possibilitem aos aprendizes o
desenvolvimento e a comunicagao efetiva de argumentos matematicamente validos.
Entretanto, inumeras pesquisas mostram que o0s raciocinios de estudantes
freqlientemente nao se apresentam conforme as leis da légica e sdo influenciados
por uma série de fatores além das exigéncias légicas (Wason, 1966; Light, Girotto e
Legrenzi, 1990). Estudos internacionais em Educagdo Matematica indicam
fortemente que aprendizes tendem a confundir justificativas empiricas com
raciocinios dedutivos e analisam argumentos de acordo com aspectos de forma e

nao de conteudo (Chazan, 1993; Healy e Hoyles, 2000).

Apesar da existéncia de consenso quanto as dificuldades associadas ao ensino € a
aprendizagem de prova em diversos paises, pode-se identificar variacbes
significativas nas concepgbes dos estudantes relacionadas ao curriculo de cada
pais. A titulo de ilustracdo, enquanto alunos da Inglaterra mostram preferéncia para
argumentos empiricos, os de Taiwan sdo mais propensos a enfatizar argumentos
apresentados formalmente, ainda que em nenhum dos grupos os sujeitos
demonstrem compreensio consistente desse segundo tipo de argumento (Healy e
Hoyles, 2000; Lin, 2000). Ainda que tais estudos possam inspirar conjecturas
referentes as concepgdes de prova de alunos brasileiros, esse contexto carece de
um mapeamento preciso de tais concepgdes, necessario para subsidiar propostas e

abordagens de ensino especificamente enderecadas a realidade brasileira.
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Além de base sdlida sobre as concepg¢des e dificuldades dos alunos, uma
abordagem eficiente para o ensino da prova em Matematica requer, ndo apenas
situagbes de aprendizagem inovadoras no sentido de explorar novos contextos e
novas ferramentas para o acesso e construgdo de argumentos formais, como
também a aceitacdo e apropriacdo pelos professores de tais situagdes. Nessa
perspectiva, uma investigacdo na problematica do ensino e aprendizagem da prova
pode compreender dois enfoques inter-relacionados: O primeiro refere-se a
elaboragéo de situagdes de aprendizagem. Neste enfoque, pretendemos investigar
as possibilidades oferecidas pelos ambientes computacionais, nos quais o0s
aprendizes precisam explicitar as propriedades e relagdes na linguagem formal do
sistema em particular, enquanto interagem simultaneamente com os dados gerados
pelas suas definicbes. Uma questdo que se coloca é, entdo, como esta experiéncia
com o computador influencia na compreensdo da prova, na distincdo entre
argumentos dedutivos e evidéncias empiricas e no desenvolvimento de habilidades
para lidar com argumentos matematicos expressos de diferentes formas. O segundo
enfoque centra-se no professor. A integracédo efetiva de uma nova abordagem na
sala de aula somente torna-se possivel mediante um processo de adaptacgdo, cujo
agente principal é o professor. Uma outra questéo recai entdo sobre as condi¢gdes e

suportes que favorecem uma verdadeira apropriacao da inovagao pelo professor.

2. Objetivos

Os objetivos da pesquisa sao:

1.  Levantar um mapa das concepgdes sobre argumentacgéo e prova de alunos adolescentes

em escolas do estado da Sdo Paulo.

2. Formar grupos colaborativos compostos por pesquisadores e professores para
a elaboracéo de situagdes de aprendizagem, visando envolver alunos em
processos de construgcao de conjecturas e provas em contextos integrando

ambientes informatizados.

3. Criar um espaco virtual de compartilhamento entre os membros da equipe do

projeto e analisar seu papel no desenvolvimento das situagdes de
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aprendizagem, assim como na evolucédo de conhecimentos pedagdgicos sobre

prova em Matematica.

4. Avaliar situacdes de aprendizagem, em termos da compreens&o dos alunos

sobre a natureza e fung¢des de prova em Matematica.

5. Investigar a implementacao destas atividades por diferentes professores e
assim identificar em que medida sua participagdo nos grupos colaborativos
fornece uma apropriacao desta abordagem para o ensino e aprendizagem de

prova.

6. Formular recomendacdes relacionadas ao papel da argumentacao e da prova

no curriculo de Matematica escolar.

7.  Contribuir para o debate internacional sobre o ensino e aprendizagem de prova

em Matematica.

w

. Metodologia e Estratégia de Acao

O projeto sera organizado em duas fases, a primeira envolve um levantamento de
concepcdes de alunos (faixa etaria 14-16 anos), cujos resultados subsidiardo a
segunda fase, na qual o foco sera na elaboragdo e avaliagdo de situagbes de
aprendizagem. Além da equipe de pesquisadores, 15 estudantes do curso de
Mestrado Profissional no Ensino de Mateméatica da PUC/SP (com populacéo atual de
86 mestrandos) integrardo a equipe como professores-colaboradores, devendo

participar de ambas as fases.

FASE 1

Nesta fase, o instrumento principal para o mapeamento das concep¢des dos alunos
serd um questionario a ser aplicado em um total de 45 turmas do Ensino
Fundamental ou Médio, de escolas publicas e particulares do estado da S&o Paulo.
Inicialmente, cada professor-colaborador participante tera a incumbéncia de indicar
de 6 a 10 turmas, e a partir dai, a amostra sera determinada por meio de uma

selegdo aleatéria. Um espaco virtual sera criado para facilitar as comunicagées entre
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0s membros da equipe no compartiihamento das decisbes e agdes no ambito do
projeto, o que sera de responsabilidade de um dos pesquisadores. Além disso, ao
longo da Fase 1, serdo realizados encontros de trabalho presencial, com freqliéncia

quinzenal, reunindo pesquisadores e professores-colaboradores.

O questionario acima citado (denominado Q1) sera elaborado com base naquele
concebido por Healy e Hoyles (1998) na Inglaterra e ja utilizado em outros paises
(Franga, Taiwan, Israel, Australia). Este questionario compreenderia itens visando
avaliar em que medida os sujeitos aceitam evidéncias empiricas como prova,
distinguem evidéncias empiricas de argumentos matematicamente validos,
compreendem o dominio de validade de uma prova e sdo capazes de construir
argumentos validos. Além disso, pretende-se identificar a influéncia da forma de
apresentacdo da prova (lingua natural, lingua formal, representac¢des visuais ou
figurativas, etc.) na compreensdo dos argumentos. As questdes contemplardo dois
dominios matematicos — Geometria e Algebra — sendo organizadas em dois blocos,
a saber: 1) avaliagédo de varios argumentos apresentados como provas de uma dada
afirmacéo e, 2) construcdo de provas. Cabe destacar que o modelo de concepcdes
sobre tipos de prova de Balacheff (1988) fundamenta a definicdo dos argumentos
apresentados nos itens do questionario. Concomitante a aplicagdo do questionario
junto aos alunos, os professores de Matematica de cada turma responderdo a um
segundo questionario (Q2), que além dos mesmos itens relacionados a prova em
Matematica de Q1, compreendera questdes sobre a Escola, sobre o perfil dos
alunos da turma e do préprio professor e sobre os materiais didatico-pedagégicos

utilizados no ensino de Matematica.

Os dados coletados serdo organizados e classificados pela equipe de professores-
colaboradores, utilizando critérios inspirados em Healy e Hoyles (ibid.). Esse
conjunto de dados tera uma estrutura hierarquica — alunos em turmas, em escolas e
em regibes — e serdo analisados segundo a constru¢ao de um modelo multi-nivel
(Multi-level Modelling) para considerar a correlagdo de respostas entre os sujeitos
que compartilham experiéncias comuns (Goldstein, 1987). Os resultados dessas
analises fornecerdo um mapa das concepg¢des dos alunos e como estas variam em
relagéo a fatores individuais e escolares, baseados nos dados obtidos em Q2. Essa

analise permitira uma avaliagdo das areas de compreensdo de prova dos alunos,
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tanto aquelas que sao contempladas no ensino atual, quanto aquelas que merecem
maior atencdo. A identificagdo desse segundo grupo servird como base para o

trabalho na fase 2, descrito na seqiiéncia.

FASE 2

Esta fase contemplara dois eixos inter-relacionados de investigacdo: a
aprendizagem e o ensino. No eixo da aprendizagem, o objetivo principal é a
elaboracdo e avaliacdo de situacbes, especificamente destinadas as areas de
dificuldades e limitagdes de compreensdo de prova identificadas com o mapeamento
elaborado na fase 1. No eixo relativo ao ensino, a atengao se voltara ao professor, e
sua contribuicdo no processo de elaboragédo das situacdes de aprendizagem e nas
modificacbes destas em agéo, considerando que essas situagbes serdo propostas

pelos professores em suas salas de aula.

A metodologia nesta fase caracteriza-se como design-based research (Cobb et al.,
2003). Segundo esses autores, os experimentos de design visam contribuir para o
desenvolvimento e compreensdo de "ecologias de aprendizagem", ou seja, de
sistemas complexos que envolvem multiplos elementos de naturezas distintas. Os
elementos de uma ecologia de aprendizagem incluem tipicamente as tarefas e
problemas aos quais os aprendizes serdo confrontados, as ferramentas e recursos
fornecidos para suas resolugdes e os meios praticos pelos quais os professores
podem orquestrar as relagdes entre estes elementos em suas salas de aula. O uso
da metafora relativa a ecologia enfatiza a natureza interativa dos contextos
investigados e a importancia de analisar seus diversos elementos em conjunto e nao

separadamente.

A estratégia planejada para essa fase compreendera um desenvolvimento
colaborativo e continuo entre pesquisadores e professores-colaboradores (cf.
amostra da Fase 1). Mais precisamente, o desenvolvimento das situagbes de
aprendizagem seguira um ciclo segundo a organizacdo de 5 grupos com 3
professores-colaboradores e, pelo menos, 2 pesquisadores. Cada grupo devera
desenvolver situagcdes de aprendizagem, envolvendo ou objetos geométricos
representados no software Cabri-géométre ou o uso de planilhas eletrénicas (como

por exemplo, o Excel) para explorar problemas algébricos. Estes dois ambientes
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foram selecionados por serem familiares ao grupo de professores-colaboradores e
por seus reconhecidos potenciais no ensino da prova (Healy e Hoyles, 2001;
Mariotti, 2001). Ao longo dessa fase, os grupos estardo reunindo-se semanalmente,
alternando encontros presenciais e a distancia, esta ultima modalidade possibilitada

pelo espaco virtual criado na Fase 1.
1? Etapa

Na primeira etapa do design (etapa intra-grupos), as situagdes serdo elaboradas por
cada grupo e, em seguida, testadas/aplicadas em uma pequena amostra de alunos,
e por fim, discutidas e reformuladas em cada grupo. Essas discussdes e adaptagbes
serdo realizadas com base na analise das interagcdes alunos/computadores,
considerando quais aspectos de prova sao favorecidos, ou ainda, a quais
concepcdes estes aspectos estdo relacionados. Para essa analise, serdo coletados
0s seguintes dados: audio-gravacdo dos dialogos entre os sujeitos envolvidos
(professores, pesquisadores e alunos) e produgdes escritas e computacionais dos
alunos. Além disso, em relagdo ao eixo de ensino, cada professor-colaborador
construira seu proéprio registro do processo, documentando suas perspectivas sobre
0 desenvolvimento das situagdes no grupo. Essa documentacdo elaborada pelos
professores fornecera os dados referentes aos seus conhecimentos pedagégicos do
contetdo (Shulman, 1987), no caso sobre a prova em Matematica, cuja analise

buscara identificar transformagdes nesses conhecimentos.
2° Etapa

Dando seqiiéncia a esse processo de elaboragédo das situagcbes, em uma segunda
etapa (inter-grupos), as producdes de cada grupo serdo disponibilizadas no
ambiente virtual, de maneira que cada professor-colaborador possa desenvolver,
pelo menos, duas atividades elaboradas pelos outros grupos (uma em Geometria e
outra em Algebra), em uma de suas turmas. A aplicacdo dessa atividade em classe
sera acompanhada e observada pelos pesquisadores e a sessao sera video-
gravada para posterior analise. Novamente, as producbes (escritas e
computacionais) dos alunos serédo coletadas. Além de categorizar os aspectos de
prova que emergem nas interagdes alunos/computadores durante essas aplicagdes,
o video permitird destacar as ag¢des do professor e, em particular, os aspectos de

prova privilegiados em suas intervengdes. Apds cada aplicagdo, professores-
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colaboradores e pesquisadores serdo incumbidos de um relatério descritivo da
sessdo, incluindo reflexdes sobre os resultados, os objetivos atingidos e as
dificuldades ou problemas enfrentados. Esses relatérios serdo também
disponibilizados no espacgo virtual do projeto visando subsidiar um novo ciclo de
discussbes para reformulagcdes, complementacdes etc. das situagdes de

aprendizagem.
3? Etapa

Na terceira e ultima etapa de design, os dados a serem coletados em relacédo ao
eixo de aprendizagem referem-se as respostas dos alunos participantes na Fase 2
ao questionario elaborado na Fase 1 (Q1). Essas respostas serdo organizadas e
analisadas gerando um mapa, que por sua vez, sera comparado aquele resultante
da Fase 1. Para tanto, os encontros dos grupos colaborativos nessa etapa serédo
dedicados a avaliagdo das situacdes de aprendizagem tratadas, visando responder
em que medida as principais dificuldades apontadas no mapeamento das
concepgdes (Fase 1) foram superadas pelos alunos participantes na Fase 2; quais
caracteristicas de prova que ainda necessitam de investimentos numa perspectiva

de progressao.

4. OQutros Projetos Financiados Atualmente

A pesquisadora que coordenara esse projeto, assim como os demais pesquisadores
do grupo Tecnologias e Meios de Expressdo em Matematica (TecMEM) do
Programa de Estudos Pés-graduados ndo cotam, no momento, com projetos

financiados por agéncias de fomento.
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Anexo II — Questionarios sobre prova

L1 — Caderno de Algebra
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Questionario sobre Prova

PUOMIB. Lo Masculine ou Feminino: ...
BB e i s s e s i S LR PRI oo i i b
Data de nascimento; ............ e AR Datadehoje............c..coovimieennnne

Vacé tem 3 minutos para responder estas questies,

MNa primeira questiio, vocé deve escolher uma entre as varias
respostas. MNas demais questdes, vocé deve produzir suas
proprias respostas. Estamos interessados no seu raciocinio ¢ nio
apenas na resposta. Assim, gostariamos que vocé descrevesse
como chogou  resposta ¢ nio apagasse scus rascunhos.

Na maioria das questbes, vocé deve apresentar uma
Justificativa, Tente escrever da maneira mais clara que puder.

Use uma caneta ¢, caso necessario, coirija wma resposta sem
apagar (ndo use corretivo).

Nio use calculadora.

Projeto AprovalMe

Uso exclusivo do projeto

escola id: D
turma id: :’
aluno id: D
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Al: Artur, Beth, Duda, Franklin e Hanna estavam tentando provar que a seguinte afirmagéo

& verdadeira:

Quando vocé soma dois nimeros pares quaisquer, o resultado é sempre par.

Resposta de Ariur

& & um nimero inteiro qualguer

£ € um nimero mteiro qualquer

2a e 2h sdo niimeros pares quaisquer
2a+lb=2(a+h)

Entdo Artur diz que a afirmacdo é verdadeira.

Resposta de Beth

2+42=4 4+2=6
2+4=6 4+4=8
2+6=8 4+6=10

Entéo Beth diz que o afirmagds ¢
verdadeira.

Resposta de Duda

Numeros pares termmam em 0, 2, 4. 6 ou 8.
Quando voed soma dois destes, a4 resposta vai
ainda termmarem 0,2, 4. 6 ou 8.

Frrdo Dnda diz que a affmmacdo & verdadeira.

Resposta de Franklin

* @ @ @ @ e & 9 @

® & & & & * & 4 @

Entdo Framklin diz que o afimagio ¢

verdadeira

Resposta de Hanna
E+6=14
E=2x4d

6=2x%3
14=2x(4+3)

B+6=2x7

Entao Hanna diz que a afirmagdo é verdadeira

Das respostas acima, escolha uma que & a mais parecida com a resposta que vocé daria se

tivesse que resolver esta questio.

Das respostas acima, escolha aquela para a qual vocé acha que seu professor daria a melhor

nota.

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais

— 164 —



A afirmacfo ¢

Quando vocé soma dois niimeros pares quaisquer, o resultado € sempre par.

Para cada resposta abaixo, circule SIM, NAO ou NAO SEL

Mostra que a afirmagiio ¢ | Mostra que a afirmagio é
sempre verdadeira. verdadeira apenas para
alguns nimeros pares.

Resposia de Artur Sim Nio Mo sei Sim e Waio sei

Resposta de Beth: Sim Nio Niio sci Sim Mo o sei

Resposta de Duda: Sim Nio Niio sci Sim Niia Nio sel

Resposta de Framkiin: Sim Nio Wi sei Sim Mia Wiio sei
Resposta de Honna:

Sim Nito Mo sei Fim Nao Mo sei

A2. Suponha que ja foi provado que:

Quando vocé soma dois niimeros pares quaisquer, o resultado é sempre par.

Z¢ pergunta o que precisa ser feito para provar que:

Quando vocé soma dois niimeros pares maiores que 100, o resuliado é sempre par.

Escolha A ou B:

{(A) Zé nio precisa fazer nada, pois a afirmagfio j& foi provada.

(B) Z¢& precisa construir uma nova prova.
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A3. A afirmacdo abaixo € verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma dois niimeros impares guaisquer, o resultado é sempre par.

Justifique sua resposta.

Ad. A afirmagio abaixo ¢ verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma um mitltiple de trés qualquer com um miltiple de seis
qualquer, o resultadoe é sempre um miultiplo de trés.

Justifique sua resposta.
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AS: Sabendo que:

4! significadx3x2x1
Slsignifica 5 x4 x3x2x1
Responda:

a} 5!éum niOmero par?
Justifique

b} O que significa 8! 7

c) 8!¢éum miltiplo de 21 7
Justifique

d) 62! é um multiplo de 37 ?
Justifique

e} Pedro calculou 23!
Sem calcular, determine o Gltimo algarismo do resultado encontrado por Pedro.

Justifique
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1.2 — Caderno de Geometria

z\\\kg“ma Questionério sobre Prova
Nome: o, bre e s e e Masculino ou Feminino: .........

e o L N R A B7 03 T R R e

A AU s 8 s

Vocé tem 50 minutos para responder estas questdes.

Na primeira questio, vocé deve cscolher uma entre as varias
respostas. Nas demais questdes, vocé deve produzir suas
proprias respostas. Estamos inferessados no seu raciocinio e ndo
apenas na resposta. Assim, gostariamos que vocé descrevesse
como chegou & resposta e ndo apagasse seus rascunhos.

Na maioria das questdes, vocé deve apresentar uma
Justificativa. Tente escrever da maneira mais clara que puder.

Use uma caneta e, caso necessario, corrija uma resposta sem
apagar (ndo use corretivo).

Nio use calculadora.

Uso exclusivo do projeto

escola id:

Projeto AprovaMe

furma id:

L

aluno id:
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G1: Amanda, Dario Hélia, Cintia e Edu estavam tentando provar que a seguinte afirmagio
é verdadeira:

Quando vocé soma as medidas dos Angules internos de um trifingulo qualquer,
o resultado é sempre 180°,

Resposia de Amanda Resposta de Dario
Eu recorto os dugulos e junto os tés. Eu medi cuidadosamente os ngulos de alguns triingulos
= = e fiz uma tabela.
w . I a b ¢ total
R | 110 34 36 180
2308 95 43 42 180
Eu obtenhe uma linha reta que & [80°, 335 M ‘IE 180
Eu tented para um triingulo eqiilitero e também para 10 27 143 180
um istsceles e a mesma coisa acontece, Em todos eles a soma foi de 180"
Fntdo Amande diz que a afirmagio é verdadeira., Lntido Dario diz gue a afirmagde é verdadeira
Resposta de Hélia Resposta de Cintia
Eu desenhei (rés retas perpendiculares a um lado do Eu desenhei uma reta paralela 4 base do tridngulo:
trifingulo € medi os dngulos. g
f ! o
4 / :
/ A N !
i /-/ : \ / Afirmagbes Justificativa
.'é? ,/ \ / =3 Angulos alternos internos entre
/ k / Jak &5e othin
B Y ! duas paralelas sio iguais.
{H—‘R'\-‘.\{ A i { =t eceeeaeee. Angulos alternos internos entre
F & ‘~\7 duas paralelas sfo iguais.
/ “L\_\ﬁ.{: prg+r=180"...... Angulos numa linhareta.
(90°~ 28°) +28" + 42° +(90° — 42°)=180° Logo s+ +r=180)
Entdo Hélia diz gue a gfirmagio ¢ verdadeira Entdo Cintia diz gue a afirmagdo ¢ verdadeira,
Resposta de Edu
| Se vocé caminhar por toda volta sobre a linha do trifngulo e -
| terminar olhando o caminho por onde comegou, vocé deve ter girado
um total de 360°. Vocé pode ver que cada dngulo externo guando \\

somado ao dngulo intemo deve dar 180° porque eles formam uma reta.
Isso faz um total de 540°. 540° - 360° = 180°,

Entdo Edve diz quee a afirmagdo € verdadeira.

Das respostas acima, escolha uma que & a mais parecida com a resposta que vocé daria se
tivesse que resolver esta questiio.

Das respostas acima, escolha aquela para a qual vocé acha que seu professor dana a melhor
nota.
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A afirmacio é:

Quando vocé soma as medidas dos Angulos internos de um triingulo qualquer,
o resultado é sempre 180°

Para cada resposta abaixo, circule SIM, NAQ ou NAQ SEL

Mostra que a afirmagfo ¢ | Mostra que a afirmacio &
sempre verdadeira. verdadeira apenas para
alguns trifingulos.
Resposta de Amanda Sim U Mao sei Sim Niie i sei
Kesposia e Deria Sim NEo MEo sl Sim Wan e sei
Resposia de Hélia | sim Nio Niio sei Sim Wio Mo sci
E
Resposia de Cintia Sim Nio Mo s Sim Nao Miosei |
Resposta de Edu l Sim Nio Miio sei Sim Ngo Mo sei

(2. Suponha que ja foi provado que:

Quande vocé soma as medidas dos ingules internos de um tridngule qualquer,
o resultado é sempre 180°.

Zeca pergunta o que precisa ser feito para provar que:

Quando vocé soma as medidas dos Angulos internos de um trifingulo retingulo
gualguer, o resultado & sempre 180°,

Escolha A ou B:

(A) Zeca ndo precisa fazer nada, pois a afirmagio ja foi provada.

(B) Zeca precisa construir uma nova demonstragdo.
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G3. Um quadrilatero € um poligono de qua
falsa?

tro lados. A afirmagfo abaixo é verdadeira ou

Quando vocé soma os Angulos internos de wn quadrilitero qualgquer,
o resultado é sempre 360°
Justifique sua resposta;

G4: Dobre uma folha de papel, conforme o esquema abaixo. Obter o valor de x.

[
A

Tustifique sua resposta,
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G5: A e B sio dois quadrados idénticos. Um vértice do quadrado B esté localizado no
centro do quadrado A

Qual fragdo da irea do quadrado A esta coberta pelo quadrado BY

Justifique sua resposta
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Anexo III - Ficha da seqiiéncia de atividades

Atividade 1 — Parte A

No arquivo Fracoes Decimais, selecione a planilha “Atividade 1”. Para cada
grupo de fragdes, preencha os numeradores com numeros naturais, tais que a soma deles seja
50, conforme o exemplo:

* Para preencher o
numerador, seclecione-o

Veja: com o mouse, digite o
20+25+5 = 50 namero e tecle “Enter”.
A d
r N\
2 2 2

Atividade 1 — Parte B

Ao lado de cada fragdo, aparece sua representacdo decimal. Observe estes numeros e
“ajuste” os numeradores para que, SE POSSIVEL, estes decimais sejam todos exatos.

Consideraremos decimais exatos os numeros que, a partir de uma
determinada casa decimal, apresentam apenas algarismos zero.

Exemplos: 2.5000000000 3.7500000000 6.0000000000
Veja:
Dizima Dizima Decimal
Periddica Periodica Exato
10 1,66666666666! .., 19 3,166666666666 ,,, 21 3,500000000000
[ 6 G

Neste exemplo, deve-se ajustar os 2 primeiros numeradores para que as dizimas
periddicas tornem-se decimais exatos.

Obs.: A soma dos numeradores deve continuar a mesma (50).
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A partir do que vocé observou, assinale uma das alternativas e justifique sua resposta:

Atividade 1 — Parte C

C1

Fragdes com denominador 2 geram dizimas periddicas.

Nunca

As vezes

Sempre

Tente explicar porque isso acontece:

&

C2

Fragdes com denominador 3 geram dizimas periddicas.

Nunca

As vezes

Sempre

Tente explicar porque isso acontece:

&
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C3

Fragdes com denominador 4 geram dizimas periddicas.

Nunca

As vezes

Sempre

Tente explicar porque isso acontece:

&

C4

Fragdes com denominador 5 geram dizimas periddicas.

Nunca

As vezes

Sempre

Tente explicar porque isso acontece:

&
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C5

Fragdes com denominador 6 geram dizimas periddicas.

Nunca

As vezes

Sempre

Tente explicar porque isso acontece:

&

Cé

Fragdes com denominador 7 geram dizimas periddicas.

Nunca

As vezes

Sempre

Tente explicar porque isso acontece:

&
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C7

Fragdes com denominador 9 geram dizimas periddicas.

Nunca

As vezes

Sempre

Tente explicar porque isso acontece:

&

C8

Fragdes com denominador 10 geram dizimas periodicas.

Nunca

As vezes

Sempre

Tente explicar porque isso acontece:

&
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Atividade 2 - Parte A Fragdes com denominador 3

Selecione a planilha “Atividade 2 A”. Preencha os numeradores das fragdes de
maneira a obter dizimas periddicas na primeira coluna e decimais exatos na segunda.

Responda:

1) O que ha de comum entre os numeradores das fragdes da primeira coluna?

&

2) O que ha de comum entre os numeradores das fracdes da segunda coluna?

&
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Atividade 2 - Parte B Fragdes com denominador 6

Selecione a planilha “Atividade 2_B”. Preencha os numeradores das fracées de
maneira a obter dizimas periddicas na primeira coluna e decimais exatos na segunda.

Responda:

1) O que hd de comum entre os numeradores das fragdes da primeira coluna?

&

2) O que ha de comum entre os numeradores das fracdes da segunda coluna?

&5
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Atividade 2 — Parte C

Baseado nas suas conclusdes das partes A ¢ B ¢ SEM EFETUAR CALCULOS,

classifique as representacdes decimais das fragdes abaixo em decimais exatos (DE) ou
dizimas periédicas (DP). Marque um “X” na sua opc¢ao:

b)

d)

D.E.

D.P.

D.E.

D.P.

D.E.

D.P.

D.E.

D.P.

D.E.

D.P.

acertado todas, reformule as respostas das partes A e B.
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Atividade 2 - Parte D Fragdes com denominador 7

Selecione a planilha “Atividade 2_D”. Preencha os numeradores das fracées de
maneira a obter dizimas periddicas na primeira coluna e decimais exatos na segunda.

Responda:

1) O que hé de comum entre os numeradores das fragdes da primeira coluna?

&

2) O que ha de comum entre os numeradores das fracdes da segunda coluna?

&
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Atividade 2 - Parte E | Fracdes com denominador 35

Selecione a planilha “Atividade 2_E”. Preencha os numeradores das fracées de
maneira a obter dizimas periddicas na primeira coluna e decimais exatos na segunda.

Responda:

1) O que hé de comum entre os numeradores das fragdes da primeira coluna?

&

2) O que ha de comum entre os numeradores das fracdes da segunda coluna?

&
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Atividade 2 — Parte F

Baseado nas suas conclusdes das partes D ¢ E ¢ SEM EFETUAR CALCULOS,

classifique as representacdes decimais das fragdes abaixo em decimais exatos (DE) ou
dizimas periédicas (DP). Marque um “X” na sua opc¢ao:

b)

d)

11
35

14
35

21
35

70
35

10
35

D.E.

D.P.

D.E.

D.P.

D.E.

D.P.

D.E.

D.P.

D.E.

D.P.

acertado todas, reformule as respostas das partes D ¢ E.
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Atividade 3

Sem usar a planilha, classifique as representacdes das fragdes abaixo em decimais
exatos (DE) ou dizimas periddicas (DP). Justifique sua resposta.

785 D.E.
a) —=
2 D.P.

Por qué ?

D.P.

Por qué ?

D.E.
D.P.

7
C —
)3

Por qué ?

D.E.
2 495

Por qué ?

Analise de situagdes de aprendizagem envolvendo nimeros racionais — 184 —



59 D.E.
e) —
5 D.P.
Por qué ?
33 D.E.
f) -
6 D.P.
Por qué ?
¢ 14 D.E.
6 D.P.
Por qué ?
h) 40 D.E.
14 D.P.
Por qué ?
. 35 D.E.
1) —
14 D.P.
Por qué ?
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N 17 D.E.
Y40 D.P.

Por qué ?

Agora, se desejar, teste os resultados na planilha “Atividade 3”
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Atividade 4 - Parte A

Na planilha “Atividade 4 A”, entre com valores para os numeradores das fragdes. Ao
lado da frag@o, aparece sua representacdo decimal.

Observe que os denominadores das fragdes sdo poténcias de base 10:

10 = 10" 100=10> 1000=10° 10000=10* etc...

Fragdes com denominadores deste tipo sdo chamadas fracdes decimais.

Com base nos resultados obtidos na planilha, descreva uma maneira pratica para

representar uma fracio decimal como um decimal exato.

&

Verifique se 0 método que vocé descreveu funciona para as fragdes abaixo:

2) 49 b) 23 0 23673
10 100 1000
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Atividade 4 - Parte B

Pronto! Ja sabemos escrever
uma fracio decimal como
numero decimal exato.

E se ndo for uma fracio
decimal ?

Serd que €  possivel
transforma-la em ntmero
decimal exato ?

Hum...deixe-me ver.

Fragdo — fracdo decimal — decimal exato.

Acho que sim !!!

Vamos pegar uma fracdo que nao

7
seja decimal. Por exemplo 5 .
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. . . . 7
Ajude-os a encontrar um fracdo decimal que seja equivalente a 5 completando o

quadro abaixo.

Lembre-se: Para que a fragdo seja decimal, no denominador deve aparecer 10 ou
100 ou 1000 ou 10000 ou ... etc, ou seja, poténcias de base 10.

Fracao
decimal

Numero decimal
exato

Agora, analise os casos abaixo e responda:

: ] ~ 3 A ~ . n
a) E possivel fazer o mesmo para a fragéo 3 e escrevé-la como fragdo decimal? Por qué?

Justifique sua resposta.

&
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8 . . .
b) E para a fragéo 3 ? Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.

&

3 . , .
c¢) E para a fragédo 2 ? Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.

&
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14 . , .
d) E para a fracdo o ? Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.

&5

15 . , -
e) E para a fragdo o ? Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.

&5
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9 . , .
f) E para a fragéo o ? Justifique sua resposta e, se possivel, apresente os procedimentos.

&5

g) Descreva uma regra para sabermos se uma fragdo pode ou néo ser escrita como fragio
decimal, sem que precisemos dividir o numerador pelo denominador.

&5
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Anexo IV - Planilhas da seqiiéncia de atividades

Atividade 1
Grupal [ ] o
Lz ]
Girupo 2 E 0,000000000000
Grupo 3 E 0000000000000
Grupa 4 E 0.000000000000
Grupo § E 0,000000000000
Grpo€ ([ | 0.000000000000
Grupa 7 E 0.000000000000
Gupod ||| 0000000000000
10|
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FL] HL] ELT LD ELT R ELD £

L] ELTHL ELT ETH ELTED

Planilha Atividade 1

Atividade 2_A - Fracdes com denominador 3

Dizimas periddicas

0.000000000000

0,000000000000

0,000000000000

Planilha Atividade 2_A

Decimais exatos

0.000000000000

0.000000000000

0.000000000000

HEEHEHBHEH=
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Atividade 2_B - Fracdes com denominador 6

Dizimas periddicas Decimais exatos

0.000000000000

0.000000000000

0,000000000000

Planilha Atividade 2 B

0.,000000000000

0.,000000000000

0.000000000000

Atividade 2_D - FracSes com denominador 7

Dizimas periodicas Decimais exatos

0,000000000000

0,000000000000

0,000000000000

Planilha Atividade 2 D
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Atividade 2_E - Fragcdes com denominador 35

Dizimas periodicas

0.000000000000

35 35
0.000000000000

35 %1
0.000000000000

2D 29

Planilha Atividade 2 E
Atividade 3

Decimais exatos

0,000000000000

0.000000000000

0.000000000000

0,000000000000

Planilha Atividade 3
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Atividade 4

Fracdes Decimais

10

100

1000

0,0

0,00

0,000

10000

100000

1000000

Planilha Atividade 4 A
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Anexo V — Interacdes da Dupla Il na realizacio das tarefas da seqiiéncia de
atividades.

Atividade 1 — Parte B

(1) Carol: Temos que colocar multiplos de 3 em cima, sendo da dizima.

(2) Paola: Ah, mas aqui deu certo.

(3) C: Mas aqui vocé tem que colocar multiplo de 3 pra ndo dar dizima. Quer ver? Coloca o

18.

(4) C: Viu? Agora coloca 3 vezes 9, 27. Tem que ser 3, multiplos de 3 que somados dé 50.

Entendeu?

(5) C: Tem que ser 3 multiplos de 3 que somados dé 50. Entendeu?

(6) P: Entendi.

(7) C: Nao é multiplo de 3.

(8) P: Vamos fazer o do 4. O 4 é bem facil.

(9) P: Ah, o 4 ja esta certo.

(10) C: Mas deu 2 casas decimais.

(11) P: Sim, mas s6 tem decimal exato.

(12) P: Vamos fazer o do 4. O 4 ¢ bem facil.

(13) P: Ah, o0 4 ja esta certo.
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(14) C:

(15) P:

(16) C:

(17) C:

(18) C:

(19) P:

(20) C:

(21) C:

(22) C:

(23) P:

(24) C:

(25) C:

(26) P:

27) C:

Mas deu 2 casas decimais.

Sim, mas s6 tem decimal exato.

E verdade. Poe 18. C: Pde 2.

Vamos tentar alguma coisa. Poe 6.

Poe 36.

Vamos por um 6 aqui.

Agora tem que ser 8.

P&e um niimero menor, tipo 3 sobre 6.

Vamos tirar o 2 daqui e trocar por 1.

O 1 ndo da.

Ah, é verdade.

E que nds temos que achar uma regra mais rapida.

Sera que pode pdr 4,5 no numerador?

Pode colocar numero com virgula?

(28) Professor: Nao pode. Tem que ser nimero natural.

(29) P:

Ah, ¢ verdade, s6 pode nimero natural.
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(30) C: Deve ter uma regra para alguns denominadores ndo darem certo. Por que exatamente

para esses ndo deu certo? O 5 é primo, néo ¢?

(31) P: Sim.

(32) C: Entfo nfo tem a ver com primo.

(33) P: O 2 € primo, o 3 também. O 2 deu e o 3, ndo.

(34) C: O 2 ¢ primo?

(35) P: E. S6 ¢é divisivel por 2 e 1!

(36)C:E2,3,5,7,9, etc.

(37) P: O 9 ndo. 9 ¢ divisivel por 3.

(38) P: Para 0 2, 0 5, o 10, qualquer coisa que dividir d4 exato. Porque eles sio numeros

faceis.

(39) C: O 10, com certeza, da exato, porque s6 mexe na virgula. O 2 também, no maximo ia

dar quebrado com virgula 5. O 3 é louco pra dar dizima. O 4, ndo.

(40) P: Ah, 0 2 ¢ 0 4 nunca dao dizima, nem o 10, nem o 5.

(41) C: E. Mas o 3 pra dar dizima ¢ 6timo.

(42) P: Mas tenta dividir por 6.

(43) C: Ah, 0 6 € igual ao 3.

(44) P: E verdade. E 0 7?
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(45) C: Ah, 0 7 ndo tem porque nfo dar dizima. Quem ¢ que pode gerar dizima?

(46)P:03,06,009...

(47)C: O 7.

(48) P: Isso.

Atividade 1 — Parte C

(49) C: Espera. O que ¢ uma dizima periddica? Se a gente definir o que ¢, a gente pode

justificar. Por que acontece uma dizima periddica? Entendeu?

(50) P: Dizima é quando vocé divide e sempre sobra resto.

(51) C: Sim, quando sobrar geralmente a mesma seqiiéncia ou 0 mesmo numero, ndo é?

(52) P: E. Entdo, por 2 nunca sobra.

(53) C: Por qué?

(54) P: Por qué!?

(55) C: Por que nunca vai acontecer uma dizima peridédica quando for 2? Tudo da pra dividir

por 2.

(56) P: Por qué? Se sobrar 1, d4 0,5, se sobrar 2, d4 1.

(57) C: Qualquer numero ¢ divisivel por 2, € isso!

(58) P: E.
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(59) C: So vai aumentar, no maximo, o niimero de casas decimais.

(60) P: Na verdade s6 pode aparecer 0,5.

(61) C: Nao, ¢ que vocé ta falando de nimeros naturais. E que se fosse um numero decimal
dividido por 2 e tivéssemos que encontrar a “regra”, por exemplo, 0,75, se vocé for dividindo,

0 maximo que vai acontecer ¢ aumentar o nimero de casas decimais.

(62) P: Ah, ta. Entendi. Mas aqui no vai ter nimero decimal em cima, porque é uma fracao.

Entdo, so vai acontecer de sair uma casa decimal.

(63) C: Bom, se for par vai dar um nimero par, se for impar vai dar um niimero par mais um

nimero quebrado.

(64) P: Mais 0,5 [referindo-se ao “quebrado”]. Tem que ser 0,5, porque um nimero impar ¢

um nimero par mais 1.

(65) C: E.

(66) P: E o 1 dividido por 2 da 0,5.

(67) Fragdes com denominador 3 geram dizimas periddicas. Nunca!

(68) C: Nao, as vezes. Por qué? Isso acontece quando o de cima ndo ¢ multiplo do de baixo.

(69) P: Bom, 4 dividido por 3, sobra 1. Ah, porque 1 dividido por 3 nfo da exato. Nem 2.

Quando divide por 3, ou sobra 1 ou sobra 2. Se sobrar 3, divide de novo, entendeu?

(70) C: E se sobrar 4?

(71) P: Se sobrar 4, ¢ 3 + 1. Entdo ou sobra 1 ou sobra 2. 1 dividido por 3 ndo da exato, vai

dar 0,333...
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(72) C (para o professor): Eu tenho que explicar por que quando dividimos por 3 sé pode

sobrar 1 ou 2?

(73) Professor: Vocé tem que explicar aquilo que achar necessario para ser convincente e

justificar as afirmagoes.

(74) P: Mas dividindo por 3 s6 pode sobrar 1 ou 2.

(75) C: Tem certeza?

(76) P: Absoluta. Da outro exemplo que nao da isso. A ndo ser que vocé pegue um numero

ndo natural.

(77) C: Nunca da dizima, néo é?

(78) P: Nao, pois 0 4 ¢ igual ao 2.

(79) C: Sim, é multiplo de 2.

(80) P: Isso. Entdo, ao invés de dar 0,5, vai dar 0,25.

(81) C: Entdo vamos copiar nosso argumento para denominador 2. O 4 é multiplo de 2. Deve

S€r uma regra.

(82) P: Nao. Olha so6: se o numero for par, tipo 8, ok. Mas se for par, tipo 6, 6 dividido por 4,

quanto da?

(83) C: Da 1,25.

(84) P: Viu? Apareceu 0,25.

(85) C: Vai aumentar s6 o numero de casas decimais.
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(86) P: E um ntimero impar, dividido por 4, vai dar quanto? Por exemplo, 7 dividido por 4, da

quanto?

(87) P: D4 1,5?

(88) C: Nao, ta doida?

(89) P: 1,75 vai dar certo?

(90) P: Ah, entdo € isso: nimero par vai dar 1 ou 0,5.

(91) C: Entéo, ¢ o mesmo que funciona para o 2.

(92) P: Mas nio ¢ exatamente igual.

(93) C: Vai aumentar uma casa decimal!

(94) P: E o nimero impar, vai dar 1,25...

(95) C: Aumenta uma casa decimal. Néo tinha falado desde o comeg¢o que vai aumentar uma

casa decimal? E a mesma coisa que o 2, s6 vai aumentar uma casa decimal.

(96) P: Nao ¢ a mesma coisa, ¢ um pouco diferente.

(97) C: Ah, é um pouco parecido! Tinha que ter algum nexo. E multiplo!

(98) P: Ah, ¢! Vamos escrever a resposta comegando pelos numeradores pares.

(99) C: Numero par ¢ multiplo de 2. Logo, ¢ multiplo de 4.

(100) P: Nao. Porque ndo ¢ multiplo de 4. Exemplo: 6 ndo ¢ multiplo de 4, mas ¢ divisivel por

4 e ndo da dizima. E isso que temos que falar.
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(101) C: E multiplo de 2.

(102) P: Entao, mas ndo ¢ multiplo de 4. Ah, se um nimero ¢ multiplo de 2, entdo ¢ multiplo

de 4? Nao exatamente, mas pode ser dividido por 4 sem dar dizima.

(103) C: Mas pega 6 dividido por 4. Néo vai dar dizima, porque é multiplo de 2. Vai dar 1,...
(104) P: Ta aqui, ja tinha feito da 1,5. [Referindo-se aos calculos no papel.]

(105) C: Quando dividimos por 4 da metade do que dividindo por 2, entendeu? Faz 10
dividido por 2 e 10 dividido por 4. 10 dividido por 2 € 5 e 10 dividido por 4 ¢ 2,5, a metade.
Ou seja, sempre teremos uma casa decimal a mais.

(106) P: Nao entendi, pois 1,25 e 1,75 tém o mesmo niimero de casas decimais.

(107) C: Mas estes foram divididos por 4. Se fosse por 2, daria apenas uma.

(108) P: Acho que entendi. Numero par dividido por 4, ou vai dar 1 ou 1,5. Numero impar da

1,25 ou 1,75. Mas como se escreve isso?

(109) C: Todo niimero par ¢ multiplo de 2. A gente tem que ligar isso com multiplo de 4, s6

1SS0.

(110) P: Nao sdo multiplos! Nao tem nada a ver com multiplos.

(111) C: Porque 4 ¢ multiplo de 2.

(112) P: E o qué que tem a ver?

(113) C: Logico que tem a ver.

(114) P: Mas o 6 ¢ multiplo de 2 e com denominador 6, olha s6 como dia uma bagunga. A

unica coisa especial do 4 € que 4 ¢ 2x2 e 6 ¢ 2x3. O 3 complica tudo.
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(115) C: O 3. Mas a gente esta falando do 4, ndo do 6.

(116) P: Eu sei, mas o que vocé disse sobre o 4 ser multiplo de 2 ndo prova nada.

(117) C: Prova sim!

(118) P: Prova o qué?

(119) C: Porque o 4 ¢ multiplo de 2.

(120) P: E 0 6 também. E 0 8...

(121) C: Mas estamos falando em dividir por 4, ndo por 6.

(122) P: Eu sei, mas se isso ndo vale para todos os multiplos de 2, pra que vou dizer que 4 ¢
multiplo de 2? De que adianta? E so pensar na divisdo por 4. E nisso que a gente tem que se
concentrar.

(123) C: T4, se for par, o resultado da...

(124) P: Ou niimero inteiro ou numero inteiro com 0,5.

(125) C: Por qué?

(126) P: Porque ou ndo sobra nada ou sobra2,e 2 :4dao0,5.

(127) C: Ta bom, entdo vamos explicar isso.

(128) P: Nunca?

(129) C: Sim, nunca, pois ¢ igual ao 10, ndo ¢? Tem alguma ligacdo. Eu aposto que tem. O 2 e

0 4 sdo praticamente a mesma coisa, sé6 muda o nimero de casas decimais. Logo, 0 5 ¢ 0 10

também. Pde 5 aqui. Agora pde 5 aqui no 10. Agora vé a diferenga que deu.
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(130) P: Hum! Entendi.
(131) C: Por qué? Ah! E s6 vocé pensar: dobrou o denominador, cai pela metade o resultado.
(132) P: Certo, mas vamos pensar no 5 agora.

(133) C: Bom, se for par, vai sobrar quanto? 2 ou 4, certo? 2:5=0,2. E s separar pares e

impares.

(134) C: E a mesma coisa que eu falei pra vocé sobre o 4.

(135) P: Sim, dividir por 4 ¢ o mesmo que dividir por 2 e por 2 de novo.
(136) C: Isso que eu falei! Porque é multiplo.

(137) P: Eu sei que vocé falou isso.

(138) C: Mas vocé falou que estava errado.

(139) P: Nao, eu falei que ndo era para colocar: “4, como é multiplo de 2...”.

(140) C: Nao, a gente poderia fazer uma ligagdo com isso, mas tudo bem. Enfim, coloca ai par

e impar.

(141) P: Vamos la.

(142) C: Nunca, tenho certeza.

(143) P: Nao precisa separar pares e impares, s6 coloca o geral, o geralzao.

(144) C: Ah, pde. Se for par, vai sobrar...
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(145) P: N&o. Qualquer numero dividido por 5, ou ndo resta nada, ou 1, ou 2, ou 3, ou4. E 1:5

da 0,2, 2:5da 0,4, 3:5 da...? Quanto ¢ 3:5?

(146) C: Vocé pega o 3 e divide por 10, d& 0,3. Dai vocé multiplica por 2. D4 0,6.
(147) P: E 2:5?

(148) C: Da 0,4.

(149) P: Ah, ¢é.2,4,6, 8.

(150) P: As vezes. T4, tem que explicar por que isso ocorre.

(151) C: Deve ser 0 9. Nao!

(152) P: Nao, nenhum gera sempre porque vocé sempre pode colocar o préprio nimero em

cima.
(153) C: Pode colocar um multiplo.

(154) P: E, entdo. Ou o préprio numero ou um multiplo. T4, tem que explicar porque isso

ocorre.
(155) C: Bom, porque um numero dividido por 6 vai sobrar...
(156) P: 5, 4, 3, 2 ou 1. Quando sobra 1, 1:6 da dizima! Por qué?

(157) C: Quando a gente fez com o 3, ndo dava a mesma coisa? Entdo tem uma ligagdo

quando € maultiplo.

(158) P: Tem uma ligag¢do, mas ndo ¢ a explicagdo. T4, entdo ta. 1 dividido por 6 da quanto?

Poe ai.
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(159) C: Vai dar 0,1666...

(160) P: 2:6 da quanto? Da dizima também? Vai dar 0,666...Nao. Nao tem uma ligagdo! Tem

algo a ver, mas nao ¢ a resposta. Quanto ¢ 2 dividido por 6?

(161) C: 0,333...

(162) P: E. 0,333...

(163) C: Hum.

(164) P: E 3:6 da 0,5? Esta acontecendo igual ao 3. Vamos escrever assim: “a nfo ser os
multiplos de 3, todos os outros vdo gerar dizima”, ou entfo, “a nfo ser os divisores de 6...”.
Espera! Mas 2 nio € divisor de 6?

(165) C: 6:2=3. E um niimero inteiro.

(166) P: Ah, entdo ndo é o que eu queria.

(167) C: Também, vocé estd querendo uma coisa meio estranha. O que ¢ que vocé estd

querendo dizer?

(168) P: Assim, quer ver? Coloca 12+3, coloca 15 ali, ndo vai dar dizima.

(169) C: Mas 15 ndo € multiplo de 6.

(170) P: Entdo, mas ndo vai dar dizima.

(171) P: Viu? Porque ¢ um multiplo de 6, mais 3.

(172) C: Quanto ¢ 3 dividido por 6?

(173) P: Vai dar 0,5, nfo é dizima.
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(174) C: Entio, por isso. E o que eu estava falando. E, queira ou nio, é a metade.

(175) P: Mas 2 ¢ divisor de 6 e se colocar 2 sobre 6 ndo da certo.

(176) C: Entéo o divisor ndo vai ter padrao.

(177) P: E ndo sdo s6 os multiplos de 6, sdo os multiplos e os multiplos mais 3, também.

(178) C: Ah, os divisores pares ndo vao dar certo. Se for divisor impar, da certo.

(179) P: Mas 4 nao ¢ divisor de 6. Sdo s6 os multiplos de 6 ou multiplos de 6, mais 3, ou 3.

(180) C: Ficou confuso.

(181) P: E. Mas & isso.

(182) C: Isso esta meio vago. Multiplos de que? 6 mais 3?

(183) P: E.

(184) C: Ou seja, de 9.

(185) P: Espera. Nao! 15 ¢é multiplo de 9?

(186) C: Nao.

(187) P: Entao!

(188) C: Mas 18 €. Porque € 15 mais 3, ndo é?

(189) P: Néo, mas 18 é multiplo de 6. 18 mais 3?

(190) C: Ah, entendi.
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(191) P: 21, que néo ¢ um multiplo de 9.

(192) P: S6 que dai a gente ndo tem que explicar esses nimeros que dao dizima? Por

exemplo, vai...

(193) C: A gente pode justificar assim: pois o resto sera...

(194) P: E, entdo, os restos. Vai dar resto 5, 4, 3, 2 ou 1. 1 dividido por 6 da quanto?

(195) C: 0,1666...

(196) C: O 7 ndo tem ligagdo com os outros, nio €?

(197) P: E. O 7 é loucdo. O 7 sdo s6 os multiplos, porque a metade do 7 ¢ 3,5, que ndo pode

por como numerador. Entdo, a ndo ser os multiplos de 7...

(198) P: As vezes.

(199) C: Quando néo ¢ multiplo...

(200) P: E quando ndo é 3, ndo é?

(201) C: Acho que nio.

(202) P: O 9 ¢é exatamente a mesma coisa que o 7.

(203) C: Ah, pde ai: o mesmo que o 7. Por que o mesmo que o 7 se o 7... Tem que ter alguma

coisa mais concreta.

(204) P: E a divisdo. Divis@o pura. E isso. Matemdtica ndo € algo real, os niimeros néo

existem, eles sdo inventados por nés. Nao existe numero real, ¢ algo inconcreto.

(205) P: Nunca.
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(206) C: Nunca. Porque é s6 mexer com a virgula. Dividir por 10 ¢ 0 mesmo que mexer com a

virgula, ndo ha o que fazer, nunca vai dar resto. Porque nosso sistema ¢ decimal.

Atividade 2 — Parte A

(207) P: Deixa eu ver qual € a explicagdo do 3. Tem que dar resto 1 ouresto 2: 4, Se 7.

(208) C: 6, 18 ¢ 9.

(209) P: Pronto, acabou!

Atividade 2 — Parte B

(210) P: Qualquer nimero, ndo sendo 6, multiplo de 6 ou multiplo de 6, mais 3. 15 é multiplo

de 6, mais 3. Poe 16.

(211) P: E ai poe...

(212) C: 34.

(213) P: 39!

(214) C: Nao ¢ multiplo de 6!

(215) P: Mas é multiplo de 6, mais 3.

(216) C: Por que sera que acontece isso com multiplo de 6, mais 3?

(217) P: E porque 3 dividido por 6 da 0,5. Entdo vai dar um nimero exato mais 0,5.

(218) P: O que hd de comum entre os numeradores das fra¢des da primeira coluna?
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(219) C/P: Nao sdo multiplos de 6 nem de 6, mais 3.

(220) P: Ah, ndo sao multiplos de 3! Ponto. Porque todos os multiplos de 3 sdo multiplos de

6, mais 3 ou multiplos de 6.

Atividade 2 — Parte C

(221) P: Ah. 5 sobre 6 vai dar dizima periddica.

(222) C: Porque néo ¢ multiplo de 3.

(223) P: 15 sobre 6 é...decimal exato, porque € 12 mais 3. 21 ¢ multiplo de 3

(224) C: E.

(225) P: 18...14 néo.

(226) P: Poe 3.

(227) C: 25, 46.

Atividade 2 — Parte D

(228) P: 14.

(229) C: 49, 70.

Atividade 2 — Parte E

(230) C: 35 ¢ multiplo de 7.
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(231) P: E?

(232) C: 7 vezes 5, 35.

(233) P: E verdade . Sera que ¢ a mesma coisa que 0 3 e 0 62

(234) C: Se a gente colocar um divisor, vai dar dizima. Olha!

(235) P: Poe 10...30.

(236) P: Agora pde multiplos de 7, poe 7. Poe 14.

(237) C: 56.

(238) C: 35 ¢ multiplo de 7.

(239) P: E 0o mesmo que 0 3 ¢ 0 6.

(240) C: E.

Atividade 3

(241) P: 40 sobre 14.

(242) C: Tem que ser miltiplo de 7. 40 ndo é. E dizima periddica.

(243) P: E mesmo? Deixa eu ver a regra do 7. A ndo ser os miiltiplos de 7, todos os outros

numeradores ddo dizima.

(244) C: Olha: 17 sobre 10 ¢ 1,7.

(245) P: Eu sei, mas é 40.
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(246) C: Mas dividindo por 4 nao vai dar o mesmo resultado?

(247) P: De 10, tudo bem. Precisa ver a regra do 4. Nunca, porque...

(248) C: E. E do 10 também, nunca.

(249) P: O 10 eu ja sabia que era nunca.

(250) C: Entao, pronto! Quando da 1,7 dividido por 4?

(251) P: Vai dar 4 virgula alguma coisa. D4 4 e sobra 1. 1 dividido por 4, vai dar...deu 4,25.

(252) C: Ah, ta falando do 17?

(253) P: E. Vai dar 0,425. Entfio, da decimal exato.

Atividade 4 — Parte A

(254) P: Ta. Vamos entrar com valores. Fala os valores.

(255) C: Ah, ta. E s6 andar com a virgula de acordo com o numero de zeros.

(256) P: Mas eu ndo entendi o que é pra gente fazer.

(257) C: A gente tem que escrever uma regra. Nao para a pessoa ficar pensando, tipo: quanto

sera 50 sobre 10? Cortar, sabe? Entendeu?

(258) P: Hum.

(259) C: Uma maneira pratica: mexe com a virgula.
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Atividade 4 — Parte B

(260) P: Eu acho que ele esta pedindo pra transformar a fragdo em uma fracdo decimal.

(261) C: Ah, &2

(262) P: Multiplicando por...

(263) C: Multiplica pelo mesmo, em cima ¢ embaixo.

(264) P: Ah, entdo, multiplica por 5.

(265) C: Vai dar 75 sobre 10.

(266) C: Multiplica por 2.

(267) P: Sim.

(268) C: Entao, embaixo sempre tem que ter um numero...

(269) P: Que dé pra multiplicar pra virar 10.

(270) C: Entao, tem que ser multiplo ou divisor de 10.

(271) P: E?
(272) C: Nio é?

(273) C: 3 vai multiplica pelo qué?

(274) P: Verdade. Nio da.
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(275) C: E se a gente primeiro multiplicar por 10 e depois dividir por 3? Se multiplicar por 10,
vai dar 80 sobre 30. Divide por 3...ah, ndo! Néo vai dar. Mas se o de cima fosse multiplo de 3,
daria. Nao € s6 por causa do 3 embaixo.

(276) P: Carol, € por causa da regra: o que ndo ¢ multiplo de 3, ndo pode dar.

(277) C: Eu sei, mas se o de cima fosse multiplo de 3, dava para fazer isso, multiplicar por 10

e dividir por 3, que daria um exato.

(278) P: Mas se o de cima ja fosse multiplo de 3, dava pra fazer direto. Bom, esse aqui ndo ¢

possivel.

(279) C: % € 0,75. Nio &2

(280) P: Mas tem que transformar numa fracdo decimal.

(281) C: Como assim? Vocé quer multiplicar pra transformar na decimal, ¢ isso? Ah,

multiplica por 25!

(282) P: Nao, pois 14 néo ¢ multiplo de 3.

(283) C: Pode, porque ¢ multiplo de 3. Dividindo por 3, vai dar 5 sobre 2, ou 2,5.

(284) P: Entdo € 25 sobre 10?

(285) C: 9 dividido por 3, vai dar 3. 12 dividido por 3 vai dar 4. Vai dar 0,75 ou 75 sobre 100.

Pde ai, porque 9 € multiplo de 3.
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