PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
PUC-SP

Claudia Cristina Soares de Carvalho

Uma analise praxeolégica das tarefas de prova e demonstracdo em topicos de

algebra abordados no primeiro ano do Ensino Médio

MESTRADO EM EDUCAGAO MATEMATICA

PUC-SP
2007



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
PUC-SP

Claudia Cristina Soares de Carvalho

Uma analise praxeolégica das tarefas de prova e demonstragdo em topicos de
algebra abordados no primeiro ano do Ensino Médio

Dissertacdo apresentada a Banca Examinadora
da Pontificia Universidade Catdélica de Sao Paulo,
como exigéncia parcial para obtencéo do titulo de
Mestre em Educacdo Matematica, sob a
orientagcdo do Prof. Dr. Saddo Ag Almouloud.

MESTRADO EM EDUCAGAO MATEMATICA

PUC-SP
2007



Banca Examinadora




Autorizo, exclusivamente para fins académicos e cientificos, a reproducéo total ou parcial desta
Dissertagao por processos de fotocopiadoras ou eletrdnicos.

Assinatura: Local e Data:




A minha familia.



AGRADECIMENTOS

Quero agradecer a todos que, de alguma maneira,

ajudaram a tornar este sonho possivel.
Agradeco, primeiramente, a Deus pela vida.

Agradeco aos meus pais, Lilia e Uilton, pela minha existéncia
e por todo apoio dado a mim desde que nasci.

Agradeco ao meu marido, Thiago, pela paciéncia,
cumplicidade e toleréncia dedicadas a mim durante a realizagdo deste
trabalho.

Agradeco ao Prof. Dr. Saddo Ag Almouloud por toda
atencao, incentivo, paciéncia e sapiéncia demonstradas na orientacao

desta pesquisa.

Agradeco a banca examinadora, composta por Dra. Maria
Cristina Souza de Albuquerque Maranhao e Dr. Marcos Anténio S. de
Jesus, pelas contribuicbes dadas e pela extrema competéncia na

avaliacao deste trabalho.

Agradeco a todos os amigos que fiz neste curso de Mestrado.
Sem eles, com certeza, 0os momentos que passei seriam menos

interessantes e divertidos.

Agradeco ao Francisco, secretario do programa, por cuidar da

parte burocratica desta caminhada.

Agradeco a todos os professores do programa de Mestrado

em Educacao Matematica da PUC-SP por tudo que aprendi neste curso.

Finalmente, agradeco a CAPES pela bolsa que propiciou a

concluséao desta jornada.



RESUMO

A proposta geral desta pesquisa € promover uma reflexdo sobre o uso de
provas e demonstragcées no conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numeéricos
abordado em livros didaticos do primeiro ano do Ensino Médio brasileiro.

A fim de propormos essa reflexdo, analisamos o primeiro volume de trés das
onze colecoes de livros didaticos selecionadas pelo ministério da educacao
brasileiro no Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio —
PNLEM/2006.

A analise dos livros selecionados foi feita a partir das tarefas relacionadas ao
uso de provas e demonstracdes existentes na abordagem do conteldo algébrico
Conjuntos e Conjuntos Numéricos. Para a analise dessas tarefas usamos a nogao
de praxeologia (CHEVALLARD, 1999) e de niveis de prova (BALACHEFF, 1988).
Em cada tarefa analisada, destacamos, também, a possibilidade do trabalho com as

concepgdes de algebra propostas por Usiskin (1995).

Com esta pesquisa pretendemos responder a seguinte questdo: De que
maneira os livros didaticos analisados propdem aos alunos do primeiro ano do
Ensino Médio provas e demonstragdes as propriedades enunciadas ao longo da
exposicao do conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos?

A andlise praxeoldgica das tarefas de prova e demonstracao existentes na
abordagem do conteldo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos nos permitiu
responder a questdo de pesquisa enunciada anteriormente, bem como trazer

contribuigcdes para a area de Educacao Matematica.

Palavras-Chave: Prova, Demonstragdo, Conjuntos, Ensino de Algebra, Livros

didaticos.



ABSTRACT

The central objective of this research is to consider a reflection on the use of
proofs and demonstrations in the content algebraic Sets and Numerical Sets studied

in the first grade of Brazilian High School.

To reach our objective, we analyze the first volume of three of the eleven
course book selections selected by the Brazilian Education Ministry in the National
Program of the Didactic Book for High School.

The analysis of selected books was made from the proofs and
demonstrations tasks contained in content algebraic Sets and Numerical Sets. For
the analysis of these tasks we use the notion of praxeology (CHEVALLARD, 1999)
and of levels of proof (BALACHEFF, 1988). In each analyzed task, we also detach
the possibility of working with the conceptions of algebra proposals by Usiskin
(1995).

With this research we intend to answer the following question: How the
analyzed course books consider to the pupils of the first year of High School proofs
and demonstrations to the properties enunciated throughout exposition of the

algebraic content Sets and Numerical Sets?

The praxeology analysis of the proof and demonstration tasks contained in
the algebraic content Sets and Numerical Sets allowed us to answer the research
question declared previously, as well as bringing contributions for the area of
Mathematical Education.

Keywords: Proof, Demonstration, Sets, Algebra’s teaching, Course book.
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INTRODUCAO

O motivo inicial que nos levou a realizar este trabalho teve origem nas
discussdes sobre o abandono do ensino de provas e demonstragdes realizadas nos
encontros do grupo de pesquisa do qual fazemos parte na Pontificia Universidade
Catdlica de Sao Paulo (PUC-SP).

Ao ingressarmos no Mestrado Académico da PUC-SP comecamos a fazer
parte do grupo de pesquisa intitulado “Conceitos: Formacdo e Evolucdo”, mais
conhecido como G4. No momento de nosso ingresso, 0 grupo de pesquisa iniciava
um projeto com o tema “O pensamento matematico: formacdo de um nucleo de
ensino-aprendizagem e de pesquisa”. Devido a esse projeto, as discussdes do grupo
voltaram-se para questées envolvendo as nogcdes de argumentacdo, prova,
demonstragdo e raciocinio dedutivo. Essas discussdes fomentaram nosso interesse

pelo tema desta pesquisa.

Alguns questionamentos sobre a problemética do ensino de provas e
demonstracdes surgiram a partir de leituras efetuadas junto ao grupo de pesquisa.
Um deles diz respeito ao fato algumas pesquisas brasileiras na area de Educacao
Matematica (GOUVEA, 1998; MELLO, 1999; CARLOVICH, 2005) focarem a
problematica das provas e demonstracbes somente no ensino de geometria € no
Ensino Fundamental. Pouco se discute sobre essas mesmas questdes no ensino de
algebra e no Ensino Médio. Esses questionamentos foram fundamentais para o
desenvolvimento desta pesquisa, pois foi a partir deles que surgiu nosso interesse:
estudar a problematica das provas e demonstragdes no ensino de algebra no Ensino
Médio.

No inicio de nosso trabalho estudavamos essa problemética de uma maneira
geral, ou seja, contemplando todos os conteudos de algebra de todos os anos do
Ensino Médio. Nossa intencdo era ter uma visdo geral sobre o tema, sem
necessariamente aprofundarmo-nos em um aspecto. Entretanto, fez-se necessario
um estreitamento deste estudo no intuito de fazer uma pesquisa concisa, profunda e
dentro do tempo destinado para conclusao do Mestrado.

11



Na busca por uma questdo de estudo estreita e delineada, optamos por
analisar a problematica escolhida em livros didaticos, pois acreditamos que este é
para as escolas e para os professores um importante instrumento de apoio ao
ensino e aprendizagem de conceitos matematicos e apresenta de maneira
organizada os conteudos matematicos basicos. Além disso, o livro didatico € um
recurso utilizado em varias escolas do pais, publicas ou privadas.

Mesmo focando nossa pesquisa na andlise de livros didaticos, ainda fez-se
necessario efetuarmos outras escolhas de modo a estreitarmos ainda mais este
estudo. Tivemos, por exemplo, que delimitar os livros didaticos a serem analisados,
bem como o conteddo de é&lgebra do Ensino Médio e os critérios utilizados na

analise desse conteldo nos livros.

No que tange as cole¢des de livros didaticos, analisaremos trés das onze
colecoes de livros didaticos selecionadas pelo Programa Nacional do Livro para o
Ensino Médio (PNLEM/2006). Com relagdo ao conteudo algébrico, analisaremos
Conjuntos e Conjuntos Numéricos abordado no primeiro ano do Ensino Médio. A
analise desse conteudo nos livros selecionados sera feita com base na nocao de
praxeologia (CHEVALLARD, 1999) e de niveis de prova (BALACHEFF, 1988). As

justificativas para estas escolhas serao discutidas ao longo do trabalho.

A partir destas delimitagdes, a proposta desta pesquisa € elaborar uma
reflexdo sobre o uso de provas e demonstracdées no ensino e aprendizagem do
conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos abordado em livros didaticos
do primeiro ano do Ensino Médio. Faremos isso a partir da analise de cole¢oes
atuais de livros didaticos selecionadas pelo PNLEM/2006 e a luz do quadro teérico
proposto por Chevallard (1999) e Balacheff (1988).

Iniciaremos, efetivamente, esta pesquisa apresentando alguns estudos
preliminares. Primeiramente, trataremos da algebra e das demonstragbes de um
ponto de vista histérico. Teceremos, também, consideragdes sobre pesquisas
académicas que abordam o ensino e a aprendizagem desses mesmos temas. Para
finalizar esta se¢céo, apresentaremos uma analise de alguns documentos oficiais da
educacao brasileira, no que tange o ensino de algebra e demonstracdes, e um
estudo sobre as no¢des de demonstragéo e conjuntos.
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O capitulo 02 é destinado a apresentacdo do referencial teérico e das
concepcoes sobre algebra e demonstragdo usadas neste trabalho. Além disso,
apresentaremos o problema de pesquisa e discutiremos os aspectos metodolégicos

usados na escolha e analise dos livros didaticos, com as devidas justificativas.

No capitulo 03, apresentaremos a analise dos livros didaticos selecionados,
feita com base na nocao de praxeologia proposta por Chevallard (1999) e nos niveis
de prova propostos por Balacheff (1988). Nesse capitulo também faremos a
discussao dos resultados obtidos com a analise.

Nas consideragdes finais faremos uma sintese dos resultados obtidos e uma
discussdo sobre o0 uso de provas e demonstragdes como recurso para tornar
significativo o ensino de algebra no Ensino Médio. Além disso, apontaremos
questdes de pesquisa que possam complementar este estudo.
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1. ESTUDOS PRELIMINARES

Um dos principais interesses desta pesquisa é verificar, por meio da analise
de livros didaticos, como se d& o ensino das provas e demonstracdes' no contetido
algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos abordado no primeiro ano do Ensino
Médio brasileiro. Como ja dissemos, tal interesse surgiu devido a um
questionamento feito por nds a partir da leitura de textos correlatos ao tema deste
trabalho no grupo de pesquisa que fazemos parte na PUC-SP. Esse questionamento
gira em torno do interesse de saber “por que a maior parte das pesquisas que lemos
ndo aborda a questdo das provas e demonstracbes em conteludos de algebra e no
Ensino Médio?”

Deste questionamento extraimos duas nogbes importantes para a
matematica: a nogdo de demonstracdo e a nocdo de Algebra. Na intencdo de
delimitar nosso interesse, selecionamos da &lgebra o conteudo Conjuntos e
Conjuntos Numeéricos.

Neste tépico da pesquisa, escolhnemos tratar da Algebra e nao
especificamente de conjuntos, pois acreditamos que uma visdo mais ampla permite-
nos entender o processo de constru¢cdo de um conteudo algébrico, como, no caso,
Conjuntos e Conjuntos Numéricos. Portanto, nesta secdo, nos dedicaremos ao
estudo da nocao de algebra e de demonstracdo do ponto de vista histérico-
matematico e das pesquisas em educacao matematica. Primeiramente, veremos de
maneira sucinta como essas duas no¢oes foram construidas ao longo dos tempos e
quais sao as implicacbes destas trajetérias nos dias de hoje. Em seguida,
apresentaremos algumas pesquisas em educacao matematica que tratam do ensino

e aprendizagem de algebra e demonstracoes.

Ao apresentarmos pesquisas recentes correlatas ao nosso tema
pretendemos expor ao leitor a origem de alguns de nossos questionamentos e
apontar diferencas que mostrem a relevancia de uma nova abordagem nessa

mesma tematica. Por este motivo, apdés os resumos apresentados, faremos

! Neste momento do texto estamos usando as palavras prova e demonstragdo como sinénimas.
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consideragdes a respeito das contribuicées que nos foram dadas a partir da leitura

dessas pesquisas.

Para finalizar a seg¢do, veremos como alguns documentos oficiais da
educacado brasileira abordam a problematica do ensino de algebra e de

demonstragdes e faremos um estudo da nog¢ao de demonstracao e de conjuntos.

1.1 A ALGEBRA AO LONGO DOS TEMPOS

A histéria da matemética é tao bonita e extensa quanto a propria histéria da
humanidade e, por este motivo, é dificil escolher um critério para comecar a relata-la.
Mesmo com um critério definido seria muito pretensioso de nossa parte dizer que
relataremos toda a historia algebra ao longo dos tempos. Assim, neste texto,
decidimos relatar de maneira sucinta a evolugdo da algebra por meio de seu
desenvolvimento em algumas civilizagdes importantes para a histéria da matematica

até chegarmos a algebra que é ensinada atualmente nas escolas.

A civilizagédo Egipcia de aproximadamente 4000 a.C. é considerada uma das
mais antigas no que diz respeito ao desenvolvimento da matematica. E uma das
primeiras a possuir um sistema de numeragcao decimal e a representar quantidades
a partir de simbolos. Muito sobre a matematica egipcia da antiguidade esta
registrado no Papiro Ahmes copiado pelo escriba Ahmes por volta de 1650 a.C.
Apesar de este papiro conter em sua maioria problemas de origem aritmética, ha
alguns problemas que podem ser considerados de origem algébrica. Segundo Boyer
(1974):

Os problemas egipcios descritos até agora séo de tipo digamos, aritmético,
mas ha outros que merecem a designacao de algébricos. Nao se referem a
objetos concretos, especificos, como paes e cerveja, nem exigem
operagoes entre numeros conhecidos. Em vez disso, pedem o que equivale

a solugdes de equagdes lineares, da forma x + ax = b ou x + ax + bx = ¢,
onde a, b e ¢ séo conhecidos e x é desconhecido (BOYER, 1974, p. 12).

A civilizacado babilénica de 2000 até aproximadamente 600 a.C. teve sua
importancia nesse cenario: desenvolveu um sistema de escrita numérica de base
sexagenal e registrou suas experiéncias em centenas de tabletas de barro, algumas
delas encontradas em Uruk e datando cerca de 5000 anos atrds. Assim como 0s
problemas egipcios, os problemas babilébnicos também eram essencialmente
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aritméticos, porém também caminhavam para questdes de origem algébrica.
Segundo Eves (2004):

Perto do ano 2000 a.C. a aritmética babildnica j& havia evoluido para uma
algebra retérica bem desenvolvida. Nao sO se resolviam equagoes
quadraticas, seja pelo método equivalente ao de substituigao numa férmula
geral, seja pelo método de completar quadrados, como também se
discutiam cubicas (grau trés) e algumas biquadradas (grau quatro) (EVES,
2004, p. 61-2).

Os chineses também tém participacdo na histéria do desenvolvimento da
algebra. Esta civilizagdo é tdo antiga quanto as civilizagoes egipcias e babilénicas,
porém datar documentos produzidos pelos chineses da antiguidade é muito dificil e
as datas podem variar por cerca de 1000 anos. Apesar de nado se ter certeza sobre a
data de surgimento desta civilizacdo e da escrita de seus documentos, 2750 a.C.
parece, entre os historiadores, uma data razoavel para seu surgimento. Chou Pei
Suang Ching, um dos classicos mais antigos da matematica chinesa, com data
aproximada de 300 a.C., continha problemas ligados a aritmética, geometria e
algebra. Segundo Boyer (1974):

O Chou Peiindica que na China, como Herédoto dizia do Egito, a geometria
derivou da mensuragéo; e, como na Babildnia, a geometria chinesa era
essencialmente um exercicio de aritmética ou algebra. Ha, aparentemente,
indicagdes no Chou Pei do teorema de Pitdgoras, um teorema que os
chineses tratavam algebricamente (BOYER, 1974, p. 143).

Os hindus e os arabes deram sua contribuicdo para o desenvolvimento da
algebra tanto quanto as outras civilizacdes. Bhaskara, por exemplo, viveu na india
no século Xll e escreveu duas obras importantes, Lilavati e Vija-Ganita, contendo
numerosos problemas sobre equagbes lineares e quadraticas, progressdes
aritméticas e geométricas, radicais, ternas pitagéricas e outros. Mohammed ibu-
Musa al-Khowarismi, viveu em Bagda no século VIl e escreveu uma obra contendo
informagdes sobre a numeracao hindu e suas operagdes aritméticas. Seu livro mais
importante € o Al-jabr wa’'l mugabalah. Esta obra continha problemas de aritmética e
algebra e seu primeiro nome, Al-jabr, deu origem ao termo algebra, usado até hoje.

Apesar das contribuicées das civilizagbes egipcias, babilénicas, chinesas,
hindus e arabes, foi a matematica da civilizacdo grega, com registros a partir do
século V a.C., que deu os primeiros passos para a algebra como a conhecemos

hoje. As primeiras escolas gregas, jonia e pitagérica, herdaram um pouco da algebra
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aritmética dos babilénios, mas logo a transformam numa &lgebra geométrica para
tratar de problemas em que dados a soma e o produto de dois lados de um
retangulo se pediam as dimensdes. A obra Elementos de Euclides (século Ill a.C.) é
considerada o cume da algebra geométrica, pois sistematiza a geometria com uma
estrutura pouco vista anteriormente. Mesmo com essa evolugao, a algebra ainda se
apresentava de forma retérica onde todas as explicacbes eram escritas com
palavras. Foi a partir da obra Arithmetica de Diofanto (aproximadamente século Il
d.C.) que a Aalgebra passou a ser escrita com simbolos para simplificar as
explicagdes. A obra de Diofanto é basicamente uma cole¢cdo de 150 problemas
tratados de forma aritmética. Considera-se Diofanto importante para a evolugédo da
algebra pelo fato deste ter inserido a notagéo algébrica que deu origem aquela que

usamos hoje.

Segundo Eves (2004), o desenvolvimento da notacao algébrica foi dividido
em trés estagios por Nesselmann em 1842. O primeiro estagio é classificado como
algebra retérica em que as argumentacdées nos problemas eram escritas com
palavras. No segundo estagio, iniciado por Diofanto, temos a algebra sincopada em
que algumas quantidades e operacdées que se repetem com freqiéncia numa
argumentacao foram substituidas por simbolos. O ultimo estagio € chamado de

algebra simbdlica, iniciada por Francois Viete (1540-1603).

De acordo com Kieran (1992), nesse ultimo estagio da evolugédo da algebra
tornou-se possivel expressar solugcdes gerais e a algebra comecou a ser usada

como ferramenta para fornecer regras que regem as relagées numéricas.

Segundo Eves (2004), Viete em sua obra In artem introduziu a préatica de se
usar vogais para representar as incognitas e consoantes para representar as
constantes. Foi somente em 1637, com o matematico Descartes (1596-1650), que
se comegou a usar as ultimas letras do alfabeto para representar incégnitas e as

primeiras letras para representar constantes.

Esta pequena histéria do desenvolvimento da algebra nas civilizagbes
antigas sugere que esta nogdo matematica surgiu a partir de questoes da aritmética
tratadas na civilizagdo egipcia e babildnica cerca de 4000 a.C. E interessante
relatarmos aqui que os problemas de aritmética tinham origem em objetos concretos

17



derivados, geralmente, das questdes envolvendo a mensuracao. Devido a esse fato,

€ comum encontrarmos registros de que a algebra surgiu a partir da geometria.

De acordo com as evidéncias mostradas aqui, podemos dizer que a algebra
apareceu primeiramente quando a civilizacdo egipcia e babildnica comecou a
trabalhar com problemas que possuiam um valor desconhecido que nado se tratava
necessariamente de um objeto concreto para eles, como indica Boyer (1974). Esse
tratamento algébrico passou a ser utilizado também em geometria, o que podemos
perceber principalmente na matematica produzida pelos gregos. Com 0s gregos, a
algebra, ainda em sua forma retorica, também era utilizada como um instrumento
generalizador de propriedades geométricas. Mais tarde, com Diofanto, a notagéo
comegou a ficar sincopada. Para os hindus e os arabes, a algebra ja era uma
ferramenta usada para a resolugdo de equagbes mais complexas. O esquema a
seguir sintetiza essas idéias:

Origem das nogdes algébricas.

\ 4
Egipcios, Babilénios Gregos Hindus e Arabes
e Chineses
A 4 \ 4 A 4
Inicio da algebra através Uso da algebra na geometria: os Enfase na resolucéo de
da resolugao de problemas valores desconhecidos eram os problemas envolvendo
aritméticos com valores lados ou a area de uma figura equagdes mais
desconhecidos que ndo geométrica. Algebra usada para complexas. Origem do
representavam objetos generalizar propriedades. nome algebra.
concretos. Sincopacéo da élaebra.

Figura 01: Origem das nogdes algébricas

Gostariamos de terminar esta segédo tracando um paralelo entre a origem

das nocdes algébricas e o inicio do ensino de algebra nas escolas brasileiras.

Pesquisas recentes, como a de Cruz (2005), nos revelam que atualmente ha
uma tendéncia de se iniciar o ensino de &lgebra na 52 série? com atividades de
generalizagdo de padrbes numéricos e geométricos propostas pelos livros didaticos.

Nessas atividades, nossos alunos utilizam letras para traduzir e generalizar padrbes

2 Em 2006, devido a mudangas na legislagdo brasileira, a 5% série do ensino Fundamental passou a ser
considerada o 62 ano do Ensino Fundamental. Em fase de adaptacéo, algumas escolas e alguns livros didaticos
em 2007 consideram ainda o 6° ano como 52 série. Em pesquisas anteriores a 2006 encontramos esta fase da
escolaridade como 52 série.
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reconhecidos por eles numa seqiéncia de niumeros ou de figuras. Na 62 série, esse
trabalho continua com a resolucao de equacgdes de primeiro grau. Nesse momento,
o aluno percebe que as letras podem representar um valor desconhecido. Na 72
série, a algebra comeca a ser vista como uma estrutura. Aqui, as letras sao tratadas
como sinais no papel, sem nenhuma referéncia numérica. Na 8?2 série, a algebra &
abordada como estudo de relagbes entre grandezas. Nessa abordagem, as letras

séo usadas para indicar um valor que pode variar. A seguir temos um esquema que

S

sintetiza o que acabamos de relatar:

v

Inicio do ensino de &lgebra nas escolas brasileiras.

N

52 série » 62 série » 72 série 82 série
y A \ 4 A 4
Generalizagao Resolugao Estudo das Relagdes
de padrées de estruturas. entre
numéricos e Equagbes grandezas.
geométricos. de 1° grau.

Figura 02: Inicio do ensino de algebra nas escolas brasileiras.

Comparando a figura 01 com a figura 02 podemos perceber que atualmente
o ensino de algebra nao evolui da mesma maneira que evoluiu historicamente. Hoje,
nossos alunos iniciam a aprendizagem de algebra generalizando padrées e nao
resolvendo equagdes como ocorreu historicamente. Apesar dessa diferenca, a
algebra como estudo das estruturas e das relagbes entre grandezas sé aparece
posteriormente na historia e no ensino fundamental sdo também os ultimos enfoques

dados a essa nocao.

Percebemos que, tanto no relato histérico feito como na comparagédo com o
ambiente escolar, o significado da algebra esta ligado a maneira como as letras séo
usadas no contexto matematico. Nossa percepcdo vai ao encontro de algumas

idéias de Usiskin (1995) sobre algebra.

Usiskin (1995) afirma que as concepgdes de algebra ja mudaram varias
vezes nos ultimos tempos. Para ele, a dlgebra € uma area de estudo da matematica
que trata dos significados das letras e das operacées com elas. Segundo Usiskin

(1995) ha uma relagado intrinseca entre as finalidades do ensino de algebra, as
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concepgdes de algebra e a utilizacdo de variaveis. Em outras palavras, a maneira
como uma pessoa entende o significado da nocao de variavel muda a concepgao
que ela tem sobre algebra e direciona o ensino e aprendizagem dessa area do
conhecimento matematico. Com base nisso, Usiskin (1995) apresentou quatro

concepgdes de algebra, baseadas nos significados das variaveis em cada contexto:

Concepcao da algebra

Uso das variaveis

Aritmética generalizada

Generalizadoras de
modelos
(traduzir, generalizar)

Meio de resolver certos
problemas

Incognitas, constantes
(resolver, simplificar)

Estudo de relagdes

Argumentos, parametros
(relacionar, graficos)

Estrutura

Sinais arbitrarios no papel

(manipular, justificar)
(USISKIN, 1995, p.20)

A éalgebra esta no cerne do interesse principal desta pesquisa. Porém, nao
nos dedicaremos a um estudo aberto, que considere a algebra em varios conteudos
do Ensino Médio brasileiro. Um trabalho deste tipo, com qualidade, demandaria um
tempo excessivo ao que temos para a conclusdo do mestrado. Para delimitar nosso
estudo, trabalharemos a problematica das provas e demonstragcdes no conteudo

algébrico Conjuntos e Conjuntos Numeéricos.

Apesar de toda polémica envolvendo a teoria dos conjuntos no ambito da
matematica escolar, devido ao excessivo enfoque dado a esse conteudo durante o
Movimento da Matematica Moderna, acreditamos ser de grande valia abordar o uso
de provas e demonstracdes sob essa 6tica. Primeiramente, a histéria da matematica
nos mostra que a teoria dos conjuntos possibilitou avancos significativos em varios

campos da matematica. Segundo Eves (2004):

Em resumo, sob a influéncia da teoria dos conjuntos verificou-se uma
unificagao consideravel da matematica tradicional e se criou muita
matematica nova em ritmo acelerado (EVES, 2004, p. 659).

Além do valor histérico, a partir da analise® de colecdes de livros didaticos,
verificamos que Conjuntos é um conteudo abordado no primeiro ano do Ensino

Médio brasileiro. E escolhido por muitos autores como o primeiro contetido a ser

® Essa andlise sera descrita no Capitulo 03.

20



trabalhado nessa fase da escolarizagdo. Ha ainda, em tais livros didaticos, o uso de
elementos da teoria dos conjuntos para tratar das relacées entre nUmeros naturais,
inteiros, racionais e irracionais, o que geralmente constitui-se um novo capitulo
intitulado Conjuntos Numeéricos. Essa abordagem feita pelos livros permite ao aluno
entrar em contato com a forga generalizadora que a algebra possui. Afinal, um
conjunto pode ter uma natureza qualquer. Pode ser de numeros, de funcdes, de
figuras geométricas. Independente da caracteristica dos elementos do conjunto, as

regras mostradas na teoria sempre valem.

Se usarmos as varias facetas mostradas por Usiskin (1995) veremos que o
conteudo Conjuntos pode permitir ao aluno entrar em contato com a concepgéo de
algebra como aritmética generalizada, em que as letras s&o usadas como
generalizadoras de modelos e com a concepgédo de algebra como uma estrutura, em

que as letras sdo como sinais arbitrarios no papel.

1.2 AS DEMONSTRACOES AO LONGO DOS TEMPOS

Nesta parte de nossa pesquisa usaremos, para tratar da histéria da
demonstracdo ao longo dos tempos, 0 mesmo critério que usamos para relatar a
histéria da algebra ao longo dos tempos: o seu desenvolvimento em algumas
civilizagbes importantes para a histéria da matematica até chegarmos a idéia de
demonstracdo que é utilizada atualmente na matematica. Também faremos este

relato de maneira sucinta.

De acordo com Boyer (1974), em geral, a maioria dos historiadores
considera que a matematica egipcia e babilénica era composta de problemas
numeéricos (as vezes com um teor algébrico como vimos) e geométricos de ordem
pratica, ou seja, sobre questdes de sua vida cotidiana e que representam casos
especificos, desprovidos de qualquer idéia de generalidade. Por este motivo, é
comum encontrarmos relatos da histdéria da matematica que dizem que essas
civilizagbes nao tinham a nog¢ao de prova ou de demonstracao em matematica. Tais
afirmacdes sobre o uso de demonstracdes pelas civilizagdes antigas geralmente séo
baseadas na idéia de que a demonstragcdo € um discurso que tem sua origem no

raciocinio dedutivo e na criagdo de uma estrutura axiomatica.
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Contudo, Boyer (1974) nos alerta para um fato importante:

Sao evidentes muitas deficiéncias da matematica pré-helénica. Os papiros e
tabletas encontrados contém casos especificos e problemas apenas, sem
formulagbes gerais, e pode-se perguntar se essas civilizagdbes antigas
realmente percebiam os principios unificadores que estdo no centro da
matematica. Um estudo posterior € um pouco confortante, pois as centenas
de problemas de tipos semelhante em tabletas cuneiformes parecem ser
exercicios que os escolares deviam resolver de acordo com certos métodos
ou regras aceitos. Que nao tenham sobrevivido enunciados dessas
regras nao significa necessariamente que a generalidade das regras
ou principios escapasse ao pensamento antigo (grifo nosso) (BOYER,
1974, p. 30).

Com tais afirmacdes, o0 mais prudente € considerar que a matematica
egipcia e babilénica era, na maior parte, constituida de problemas aritméticos e
geométricos de ordem pratica, porém, devido a uma série de problemas de mesmo
tipo e resolvidos da mesma maneira, fica subentendido que essas civilizagoes
poderiam considerar uma “suposta” generalidade nos problemas matematicos e
terem criado possiveis regras para resolvé-los. Extrapolando essas consideracoes,
podemos até dizer que a idéia de generalidade e de demonstragdo comegou a brotar

na matematica a partir dessas civilizagoes.

Na China antiga, as obras matematicas mais conhecidas — Chou Pei Suang
Ching (300 a.C.) e Chui-Chang Suan-Shu (~250 a.C.) — se assemelhavam muito as
obras babildnicas e egipcias, pois também eram, em sua maioria, compostas por
diversos problemas aritméticos e geométricos de ordem pratica. Por este motivo,
consideraremos o uso de demonstragées na matematica da China antiga no mesmo

patamar da Babilénia e do Egito antigo.

A matematica hindu e éarabe era, em grande parte, voltada para a
astronomia. Com isso, 0s hindus e os drabes eram considerados melhores em
aritmética e em algebra do que na geometria. Tanto nas obras hindus como nas
obras arabes ha indicios de demonstracao. Bhaskara, por exemplo, apresenta uma
demonstragdo para o teorema de Pitdgoras, baseada na geometria, porém somente
desenhou a figura e ndo apresentou nenhuma explicacdo. Eves (2004) considera
que na civilizagao arabe:

[...] foi dada uma demonstragao (provavelmente defeituosa e hoje perdida)

do teorema que afirma a impossibilidade de se encontrarem dois inteiros
positivos cuja soma dos cubos € o cubo de outro inteiro positivo. Trata-se
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de um caso particular do famoso ultimo “teorema” de Fermat [...] (EVES,
2004, p. 264).

Segundo os textos sobre a histéria da matematica (BOYER, 1974; EVES,
2004), apesar das contribuicbes das civilizagdes citadas anteriormente, parece ter

sido na Grécia que a demonstragcéo, no sentido que conhecemos hoje, surgiu.

Arsac (1987) acredita que a demonstracdo, como uma sequiéncia de
enunciados organizada de acordo com regras determinadas, surgiu na Grécia no
século V a.C. com o aparecimento do problema da irracionalidade e
incomensurabilidade na escola Pitagoérica e foi facilmente difundida, pois as cidades
gregas estavam se desenvolvendo e precisavam de regras no jogo politico. Ele
considera seu ponto de vista uma fusdo entre os pontos de vista externalista e
internalista sobre a génese da demonstracdo. Do ponto de vista externalista, a
demonstragdo surgiu de fora para dentro da matematica, ou seja, surgiu como
consequéncia do desenvolvimento das cidades e da necessidade de regras precisas
e convincentes na politica. Do ponto de vista internalista, a demonstragdo surgiu
dentro da prépria matematica com o problema da irracionalidade e

incomensurabilidade a partir da escola Pitagoérica.

Contudo, Arsac também acredita que niveis mais simples de demonstracao

(que mais tarde chamaremos de prova) aparecem na histéria antes da civilizacao

grega:

A histéria parece mostrar bem que houve "provas" antes da demonstragao,
ou seja, que a histoéria do rigor, cujo se sabe ndo para com os Gregos (I.
Lakatos, 1984; IREM, 1982), também ndo comega com eles* (ARSAC, G.
1987, p. 307 — tradugéo nossa).

Sobre Pitagoras (séc. V a.C.) e os pitagoricos, pouco se tem registrado. O
que sabemos de sua historia esta registrado no Sumario Eudemiano de Proclo (séc.
V d.C.). Vale-nos citar os pitagéricos por terem contribuido para a matematica pura e
teoria dos numeros e, pela qualidade de suas descobertas, serem citados por
historiadores a respeito de um possivel carater dedutivo em suas realizagoes.
Segundo Domingues (2002):

* L'histoire semble bien montrer qu'il y a eu des "preuves" avant la démonstration, c'est-a-dire que I'histoire de la
rigueur, dont on sait qu'elle ne s'arréte pas aux Grecs (cL Lakatos, 1984; IREM, 1982), ne commence pas non
plus avec eux.
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Muito provavelmente, o maximo que fizeram em seus trabalhos foi encadear
raciocinios para estabelecer propriedades e encadear propriedades para
deduzir outras propriedades de certa parte da geometria, que privilegiam
em fungao de suas doutrinas, como por exemplo, o estudo dos poligonos e
poliedros regulares (DOMINGUES, 2002, p. 58).

Segundo Eves (2004, p.94) foi Tales de Mileto (séc. VI a.C.) que deu a
primeira contribuicdo para o que hoje conhecemos como demonstracdo. Para este
historiador, Tales mediante os raciocinios l6gicos e ndo a partir de intuicdo ou
experiéncia, chegou aos seguintes resultados:

Qualquer diametro efetua a bissecc¢ao do circulo em que é tragado;
Os angulos da base de um triangulo isésceles sao iguais;
Angulos opostos pelo vértice sdo iguais;

A

Se dois tridngulos tém dois angulos e um lado em cada um deles
respectivamente iguais, entdo esses triangulos sao iguais;

5. Um angulo inscrito num semi-circulo é reto.

Porém, Boyer (1974) discorda um pouco desta visdo de que Tales foi o
primeiro a dar um passo em dire¢ao a criagdo de um sistema axiomatico dedutivo na

matematica:

Tais referéncias, no entanto, nao trazem mais provas relativas a importante
questao de saber se Tales arranjou de fato, ou ndo, um certo nimero de
teoremas geométricos numa sequiéncia dedutiva (BOYER, 1974, p. 35).

Contudo, foi Euclides de Alexandria (séc. lll a.C.) que deu o passo mais
importante para o conceito de demonstracdo que usamos hoje. Foi ele quem
escreveu a obra Os Elementos — “uma exposicao em ordem légica dos assuntos
basicos da matematica elementar” (BOYER, 1974, p. 77). O que nos interessa
ressaltar, € que a obra Os Elementos tem sua importancia por ser em matematica a
primeira obra organizada em defini¢des, postulados, nogdes comuns (axiomas),
teoremas e sua respectiva demonstracdao usando os postulados, no¢gées comuns e,
mais tarde, os teoremas ja demonstrados. Esta organizagao, presente na obra de
Euclides, é chamada hoje de axiomatica material. A obra de Euclides passou por
diversas andlises ao longo dos tempos e sofreu muitas criticas, porém ainda é
considerada um marco na evolucao da matematica e na histéria das demonstracoes.

Essas andlises e criticas ao trabalho de Euclides sdo consideradas fatores de

24



desenvolvimento na matematica do século XX. A criacdo e o desenvolvimento da
axiomatica, ou seja, do estudo do conjunto dos postulados e suas propriedades
deveu-se em parte as criticas e analises dos Elementos de Euclides. A maior parte
dessas criticas deve-se a inconsisténcia de algumas propriedades e ao fato de
Euclides basear sua obra em observagdes e fatores materiais.

O problema da inconsisténcia de uma teoria comecou a ser estudado, como
vimos anteriormente, e sua solugdo comegou a ser pensada em termos de uma
desvinculacdo de fatores materiais. Segundo Domingues (2002), ao se iniciar o
século XIX, a geometria de Euclides ainda se diferenciava devido a sua organizagao
l6gica e até o final do mesmo século a demonstragédo tinha um carater material e
visava convencer a todos da veracidade de uma proposi¢cdo. Porém, com os
questionamentos feitos sobre a obra de Euclides, essa visédo foi reformulada. Para
Domingues, a partir do matematico G. Frege (1848-1925) e seu logicismo simbdlico,
passou-se a falar em demonstracdo cuja idéia pode ser sintetizada como a
construcao de uma sequéncia de proposicoes tal que (i) primeira é um axioma; (ii)
cada uma das outras ou é um axioma ou é dedutivel diretamente das que a
procedem na seqUéncia; (iii) a ultima proposicdo € aquilo que se pretendia
demonstrar. Domingues considera que houve muitas tentativas de uma nova
axiomatizagcdo para a geometria euclidiana, desligada de fatores materiais. Dessas
tentativas, a mais bem-sucedida foi a de D. Hilbert (1852- 1943) em sua obra
Fundamentos da Geometria. Hilbert, nessa obra, tenta desvincular a geometria de
qualquer conotacao material e aceita trés conceitos primitivos — ponto, reta e plano —
para definir relacbes muatuas entre esses objetos somente por meio de axiomas.
Hilbert foi um marco na histéria da demonstragao, pois inicia uma fase formalista
(desvinculada de idéias materiais) para o estabelecimento da verdade, como
conhecemos hoje. O esquema a seguir ilustra a evolucdo da nogédo de
demonstrag¢ao ao longo dos tempos:
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Origem da nogéo de demonstracéo

N

Egipcios, Gregos Hindus e Frege e
Babilbnios e arabes Hilbert
Chineses.

A 4

M

A}

AN

Resolucéo de | Pitagéricos | Tales | Euclides Demonstragao AX|omalt|ca
problemas do T.e(,)rema de Formalista
semelhantes Pltagp ras
usando a atr_aves de
mesma regra. figuras.
Encadeacéo de raciocinio Mediante a Criagéo do
para estabelecer raciocinios método
propriedades. Encadeacéo l6gicos, dedutivo a
de propriedades para mostrou a partir da obra
estabelecer outras validade de Os Elementos
propriedades. algumas
propriedades.

Figura 03: Origem da nogdo de demonstragéao

Para finalizar esta andlise histérica sobre demonstracdes, gostariamos de
abordar a questao da nocao de demonstracao na matematica escolar.

Acreditamos que a demonstracdo é uma atividade que caracteriza a
matematica e que é interessante introduzi-la no contexto do ensino de matematica.
Apesar disso, constatamos por meio da leitura de algumas pesquisas, que esse

ensino tem sido extremamente complexo e, por vezes, abandonado.

Percebemos por meio dos trabalhos de Arsac (1987), sobre a historia da
matematica, que a nocado de demonstracdo teve origem em justificativas mais
simples, desprovidas do formalismo grego. A evolugéo para o que hoje entendemos
por demonstracdo ocorreu de forma gradativa na histoéria. Porém, notamos na
histéria da educagdo matematica brasileira que o0 ensino das demonstragoes,
iniciado de uma maneira muito rigorosa e formalista, foi um dos fatores que fizeram
com que o ensino dessa nocao fosse abandonado nas escolas, fato que Gouvéa
(1998) e Mello (1999) evidenciaram em suas pesquisas.

Balacheff (1982) fala sobre um nivel mais simples de demonstracéo: a prova.
Essa nova concepcao abriu um novo leque de opcbes para o trabalho com as

demonstragdes. No contexto matematico ndo fazemos distincdo entre as palavras
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prova e demonstracdo, porém no contexto do ensino da mateméatica,

consideraremos diferengas entre essas duas palavras.

Trataremos dessas idéias mais adiante, porém gostariamos de destacar que
didaticamente consideramos necessario diferenciar prova de demonstracdo a fim de
tentar desenvolver eficazmente na matematica escolar essa atividade tao importante

que caracteriza a matematica.

1.3 ENSINO E APRENDIZAGEM DE ALGEBRA: PESQUISAS RECENTES

Nesta secdo de nosso trabalho estamos interessados em apresentar
algumas pesquisas sobre algebra que, de alguma forma, nos auxiliaram na
construcdo de nossa propria concepgdo a respeito deste tema e ajudaram na
delimitacdo de nossa tematica. A seguir, faremos uma exposicdo dos pontos
principais das pesquisas de Jamal (2004), Cruz (2006) e Santos (2005). Na secao
1.5 teceremos comentarios a respeito de como tal pesquisa influenciou a abordagem
proposta em nosso trabalho.

1.3.1 JAMAL (2004)

Em sua pesquisa, Jamal (2004) tenta encontrar em documentos curriculares,
exames vestibulares e no exame nacional do Ensino Médio (ENEM) indicios que
revelem o que se espera que um aluno no final do Ensino Médio tenha aprendido de
algebra. Jamal (2004) analisa as recomendagdes para o ensino de algebra na
escola basica presentes nos PCN e, também, analisa as questdes de éalgebra
presentes nos vestibulares da FUVEST, VUNESP, UNICAMP e no ENEM. O
pesquisador apdia sua pesquisa na nogao de pesquisa documental, nas concepgdes
de algebra de Usiskin (apud JAMAL, 2004) e nas concepgdes de ensino de Robert
(ibidem).

Com a analise dos documentos curriculares e das questbes de algebra
presentes nos vestibulares da FUVEST, VUNESP, UNICAMP e no ENEM, Jamal

(2004) conclui que a algebra ocupa um lugar de destaque nos curriculos de
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matematica da educacao basica, bem como na parte destinada a matematica nos

exames vestibulares supracitados e no ENEM.

Com relacado ao curriculo de matematica do Ensino Médio sugerido pelos
PCN+ (2002), o pesquisador afirma que apesar deste documento propor uma nova
organizagao do ensino baseada no desenvolvimento de competéncias e habilidades
pouco se modificou nos contetdos a serem abordados nesta etapa da escolaridade.

Com relacdo ao tratamento dado as questdes de algebra dos exames
supracitados, o pesquisador afirma que essas questbes ndo possuem, em geral,
uma natureza interdisciplinar. Jamal (2004) nos alerta para o fato de que as
questées nao procuram relacionar as idéias matematicas com outras areas do
conhecimento (quimica, fisica ou biologia, por exemplo), fazendo articulagcoes
apenas entre temas da propria matematica. O pesquisador ainda ressalta que,
exceto no ENEM, as questbes de algebra ndo sao contextualizadas com situacoes
do cotidiano.

Com relagéo aos conteudos de algebra presentes nas questdes dos exames
supracitados, Jamal (2004) afirma que parte deles é abordada no Ensino
Fundamental e aparecem em torno de 30% das questbes. Para este caso, o
pesquisador cita equacdes do 1° e 2° grau, porcentagens e proporcionalidade (regra
de trés, mais especificamente) como conteudos que sao abordados nas questdes
desses exames. Porém, a maioria das questbes de &algebra aborda somente

conteudos do Ensino Médio, com maior énfase no assunto fungdes.

Jamal (2004) utiliza as concepgdes de algebra de Usiskin (apud JAMAL,
2004) para caracterizar as questdes dos exames supracitados. O pesquisador
conclui que, em geral, as concepgdes de algebra envolvidas nas questées desses
exames sd0: a concepc¢ao de equacdo e a concepgao funcional. Na primeira
concepcao as letras sdo tratadas como incognitas e na segunda, as letras séo

usadas como variaveis para expressar relagoes.

Para tratar do desempenho dos alunos na resolucao das questées propostas
nos exames supracitados, o pesquisador utiliza as idéias de Robert (apud JAMAL,
2004) sobre nivel técnico, mobilizavel e disponivel do funcionamento do
conhecimento. Para Jamal (2004), o baixo desempenho dos alunos nas questdes de
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algebra nos exames supracitados nao esta totalmente ligado aos tipos de contetdos
abordados nas questbes. Para ele, esse baixo desempenho deve-se ao fato dos
alunos ndo saberem tratar de questdes de nivel mobilizavel, presentes na maior
parte do exame, em que o0s conhecimentos a serem utilizados estdo bem
identificados, bastando apenas uma adaptagdo ou reflexdo para a resolugdo da
questao.

1.3.2 CRUZ (2005)

Em sua pesquisa, Cruz (2005) investigou a abordagem dada a nogao de
variavel nos livros didaticos do 32 e 42 ciclos do Ensino Fundamental brasileiro sob a

6tica da Teoria Antropoldgica do Didatico de Yves Chevallard.

Metodologicamente, a pesquisa de Cruz (2005) € qualitativa e baseada na
analise de documentos, que no caso, sdo 4 das 23 colecbes indicadas pelo
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD). Segundo Cruz (2005), as 04 colecbes

escolhidas foram as mais vendidas no estado de Sao Paulo.

A partir de uma revisao bibliografica, Cruz (2005) estipulou trés aspectos

para analisar os livros didaticos:

e Aspecto 01: Os livros didaticos utilizam a histéria da matemética e a
resolucao de problemas como estratégia didatica para o ensino de algebra?
e Aspecto 02: Que tipo de abordagem é utilizado para introduzir e
desenvolver a algebra?

e Aspecto 03: Quais sédo os diferentes usos dados a idéia de variavel?

Em sua analise, Cruz (2005) selecionou exercicios que atendessem a cada
um dos aspectos citados acima. Em seguida, usando uma adaptacdo da nocao de
praxeologia de Chevallard, analisou o tipo de tarefa proposta, a maneira de cumprir
essa tarefa e o discurso tedrico por traz dela.

Cruz (2005) concluiu que em geral as 4 cole¢cdes analisadas utilizam a
histéria da matematica e a resolucdo de problemas como recurso didatico para
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ensinar algebra, porém apenas uma delas utiliza a resolucdo de problemas para

introduzir os conteudos.

Segundo a pesquisadora, as 4 colegcdes utilizam todas as abordagens da
algebra citadas por Bednarz, Kieran e Lee (apud CRUZ, 2005, p. 36):

e Algebra como generalizagao das leis que regem os niimeros;

e Algebra como regras de transformagées e solugdes de equagdes;

e Algebra como solugdo de problemas especificos ou classes de
problemas;

e Algebra como introdugdo de conceitos de variavel e fungéo;

e Algebra como estudo de estruturas algébricas.

Cruz (2004) admite também que as 4 colegdes atribuem as variaveis os

diversos significados propostos por Usiskin (apud CRUZ, 2005, p. 37):

e Varidvel como generalizadora de modelos;

Variavel como incognita;

Variavel como parametro;

Variaveis como sinais arbitrarios no papel.

Para finalizar, Cruz (2005) admite que ha a presenca, em 2 das cole¢des, de
um trabalho de pré-algebra logo no primeiro livro da coleg&o. Esse trabalho aparece
principalmente por meio do uso da generalizagdo de padrées numéricos e
geométricos. Porém faltou a presenca de atividades em que o aluno da sentido as
letras a partir de um jogo de codificagdo-decodificagdo.

1.3.3 SANTOS (2005)

Santos (2005) investigou as concepgdes de professores de matematica de
Ensino Fundamental e Médio a respeito do ensino de algebra. A pesquisa de Santos
(2005) visa comparar essas concepgdes com aquelas propostas por Usiskin (apud
Santos, 2005, p.25), e com as abordagens de ensino de algebra sugeridas por
Bednarz, Kieran e Lee (apud SANTOS, 2005, p.16).
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Concepcoes de algebra propostas
por Usiskin

Abordagens de ensino de algebra
sugeridas por Bednarz, Kieran e Lee

e Algebra como aritmética

generalizada;

e Generalizagdo das leis que regem
0S nUmeros;

e Algebra como um estudo de
procedimentos para resolver certos
tipos de problemas;

e Regras de transformacbes e
solugdes de equacodes;

e Solugédo de problemas especificos
ou classe de problemas;

e Algebra como estudo de relagdes
entre grandezas;

¢ Introduc&o ao conceito de variavel
e funcéo;

e Algebra como estudo das

estruturas matematicas.

e Estudo das estruturas algébricas.

A pesquisa de Santos (2005) é considerada descritiva, pois é elaborada a
partir da analise qualitativa e quantitativa de questionarios respondidos e mapas
conceituais elaborados por 28 professores de mateméatica de Ensino Fundamental e
Médio.

A partir da andlise dos dados da pesquisa, Santos (2005) conclui que, para
os professores entrevistados a algebra é:

e Concebida como aritmética generalizada (segundo Usiskin) e abordada
como generalizagdo das leis que regem os numeros (segundo Bednarz,
Kieran e Lee) para os 28 professores entrevistados;

e Concebida como um estudo de procedimentos para resolver certos tipos
de problemas (segundo Usiskin) e abordada como regras de transformacoes
e solugdes de equagdes (segundo Bednarz, Kieran e Lee) para 23 dos 28
professores entrevistados;

e Concebida como estudo das relagdes entre grandezas (segundo Usiskin)
e abordada como introducdo do conceito de variavel (segundo Bednarz,
Kieran e Lee) para 4 dos 28 professores.

Para Santos (2005), o fato dos professores entrevistados admitirem 3 formas
diversificadas de concepg¢ao e abordagem da é&lgebra € uma situagcao promissora
para o ensino. Porém, o fato da totalidade de professores tratarem a algebra como
aritmeética generalizada e a minoria desses a tratarem como estudo das rela¢des

entre grandezas pode habituar o aluno a recorrer sempre a casos particulares
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deixando de generalizar, ou seja, deixando de desenvolver o pensamento hipotético-

dedutivo, tdo necessario a demonstragao.

1.4 ENSINO E APRENDIZAGEM DE PROVAS E DEMONSTRACOES:
PESQUISAS RECENTES

Nesta secdo de nosso trabalho, apresentamos algumas pesquisas sobre
provas e demonstragdes que, de alguma forma, nos auxiliaram na construgdo de
nossa propria concepgao a respeito deste tema e ajudaram na delimitagdo de nossa
tematica. A seguir, faremos uma exposi¢do dos pontos principais das pesquisas de
Gouvéa (1999), Mello (1999), Pedemonte (2003), Carlovich (2005) e Pietropaolo
(2005). Na secédo 1.5 teceremos comentarios a respeito de como tal pesquisa

influenciou a abordagem proposta em nosso trabalho.

1.4.1 GOUVEA (1998)

Durante o desenvolvimento de sua pesquisa, Gouvéa se encontrava numa
época em que a maioria das escolas publicas havia abandonado o ensino de
geometria. Como o0 ensino da demonstracdo estava atrelado ao ensino da
geometria, conseqientemente, também havia abandonado o ensino das

demonstracgdes.

Uma das hip6teses da pesquisadora era a de que os professores nao
ensinavam geometria e, conseqlentemente, as demonstracdes devido a falta de
habilidade no trato dessas questdes em sala de aula. Por este motivo, Gouvéa
(1998) elaborou um questionario — para saber quais eram as concepg¢des dos
professores sobre esse assunto — e uma sequéncia didatica envolvendo o ensino de
geometria com demonstragdes — para aplicar com professores do Ensino

Fundamental na tentativa de mudar esse quadro.

A pesquisa de Gouvéa (1998) tinha o objetivo de propor uma reflexdo aos
professores sobre o ensino de geometria com demonstracdes. Essa reflexao foi

elaborada principalmente a partir da analise dos questionarios e da seqiéncia
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didatica desenvolvida, que visava a iniciacdo progressiva do raciocinio dedutivo,
tendo em vista a aprendizagem posterior da demonstracao para alunos a partir da 72

série.

A partir da andlise dos questionarios respondidos pelos professores antes da
aplicacdo da sequéncia didatica, Gouvéa (1998) concluiu que a maioria dos
professores ndo ensinava geometria com demonstracdes, pois subestimavam a
capacidade do aluno de fazer conjecturas e elaborar justificativas logicas. Muito
disso se devia a concepcgao dos professores de que a matematica € uma ciéncia
pronta, definida, acabada e longe da realidade do aluno. Outro fator que prejudicava
o trabalho dos professores com a geometria dedutiva era o fato de eles possuirem
pouca habilidade com o assunto e também ao fato dos livros didaticos nao
apresentarem um subsidio ao professor de como esse trabalho deveria ser

encaminhado.

A sequiéncia didatica criada pela pesquisadora em questéo foi aplicada para
um grupo de 12 professores da rede estadual em 5 sessfes de 4 horas realizadas
aos sabados.

Apés a realizagdo da sequiéncia didatica, Gouvéa (1998) constatou que os
professores comecaram a refletir sobre seus conhecimentos referentes a geometria
com demonstracoes, fato que deu indicios de um pequeno sucesso com relacédo a

aplicacao da sequéncia.

Gouvéa (1998) também percebeu, a partir da analise das respostas dadas
pelos professores num pré-teste realizado, que antes do inicio da sequéncia didatica
a metade dos professores verificava por meio de exemplos a veracidade de uma
propriedade matematica. Quando houve a exibicdo de uma figura, os professores se
deixavam levar por evidéncias falsas e nédo apelavam para demonstracdo para

verifica-las.

Por meio da aplicagdo de um pos-teste, Gouvéa (1998) percebeu um
progresso na visdo dos professores sobre as questdes da geometria dedutiva,
porém ainda constatou certa resisténcia por parte dos professores em organizar
suas respostas na forma de um texto com um desenvolvimento dedutivo baseado

nas propriedades que ja haviam sido demonstradas.
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1.4.2 MELLO (1999)

O objetivo do trabalho de Mello (1999) era elaborar uma seqiiéncia didatica
para trabalhar o ensino de geometria dedutiva com alunos da 82 série do Ensino
Fundamental. Para isso, a pesquisadora elaborou um teste e aplicou com 80 alunos
de uma escola publica e 89 alunos de uma escola privada. O objetivo desse teste
era obter dados sobre a maneira como os alunos resolvem problemas de geometria
e como apresentam suas justificativas. Além disso, o teste também serviu para que
Mello (1999) tivesse informagdes relevantes para construir sua sequéncia didatica. A
partir do teste aplicado Mello (1999) constatou que:

® QOs tipos de erros, entre alunos do colégio particular e estadual, séo
distintos; provavelmente as concepgdes sejam distintas.

® Nenhum aluno das duas escolas conseguiu justificar corretamente o
porqué de suas decisoes.

® A figura determinou a criagédo de hip6teses suplementares ndo dadas no
enunciado.

® Os alunos do colégio particular ndo deixaram exercicios sem fazer, com
decisdes verdadeiras ou falsas. Os alunos do colégio estadual deixaram
aproximadamente 50% dos exercicios sem fazer, justificando que
desconhecem o assunto (MELLO, 1999, p. 74).

Metodologicamente, a pesquisa de Mello (1999) é caracterizada como uma
engenharia didatica e é segmentada em fases de anadlise preliminar, analise a priori

da seqliéncia didatica, experimentacao e andlise a posteriori da seqiéncia.

A seqléncia didatica foi realizada com 14 alunos da 82 série do Ensino
Fundamental de uma escola privada. Esses alunos ja haviam trabalhado com os
conteudos presentes nas atividades da sequéncia em outro “cenario”, sem a

exigéncia de justificativas formais.

O objetivo da sequéncia didatica era fazer com que o aluno compreendesse
o estatuto da definicdo e do teorema e que ele soubesse utilizar as mudangas de
registro de representacdo e se apropriasse do raciocinio légico dedutivo das
demonstragdes.

Apbés a aplicacdo da seqiéncia didatica, Mello (1999) constatou uma
evolucao no trabalho dos alunos com a elaboracdo de conjecturas e a respectiva
justificativa formal. A partir das atividades realizadas os alunos passaram a
identificar o estatuto do teorema (o que é hipdtese e o0 que é tese), construir uma
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figura adequada as hipdteses dadas, organizar logicamente as informacdes dos

problemas e redigir a demonstracéo (9 dos 12 alunos conseguiram).

A demonstracdo para Mello (1999) era concebida como uma técnica que
permitia ao aluno compreender melhor os conceitos geométricos. O fato de a
pesquisadora ter constatado inicialmente um abandono no ensino da geometria
dedutiva fez com que ela desse inicio a sua pesquisa e mostrado, ao final dela, que

h& possibilidades de sucesso no trabalho dessas questdes no Ensino Fundamental.

1.4.3 PEDEMONTE (2003)

O objetivo da pesquisa realizada por Pedemonte (2003) era analisar alguns
aspectos existentes na relacao entre argumentacdo e prova em geometria. Em
particular, a pesquisadora queria mostrar que uma fenda cognitiva pode ser

observada entre uma argumentacdo abdutiva® e a prova dedutiva.

Pedemonte (2003) realizou um projeto com alunos italianos do 122 ano em
que um problema de geometria era proposto no software Cabri-Géométre e requeria
a producdo de conjecturas e a prova relacionada. As producdes dos estudantes
foram analisadas pela pesquisadora de acordo com o modelo de Toulmin (apud
PEDEMONTE, 2003, p. 01). Nesse modelo, Toulmin (apud PEDEMONTE, 2003, p.

03) descreve por intermédio de um esquema a estrutura de uma argumentacao:

Q: Qualificador
D Dados > Afirmagdo
Vv, Garantia 2 menos que R Refutacédo
E: Suporte

Figura 04: Modelo de argumentagéo de Toulmin (apud Pedemonte, 2003, p.03)

d Abducéo refere-se a uma inferéncia que se inicia de um fato observado ou de uma regra dada. (PEIRCE, 1960
& POLYA, 1962 apud PEDEMEONTE, 2003).
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Esse modelo considera que toda argumentacdo comeca com uma afirmacao
(C), e segue com a producdao de um dado para suporta-la. Durante a producao
desse dado, € importante fornecer justificativas como uma forma de garantia (W).
Aparentemente essa é a base de uma argumentacdo. Porém, em algumas
argumentacdes podem aparecer mais trés elementos, tais como, o qualificador (Q),
a refutacdo (R) e o Suporte (B), iniciando-se um processo de réplica e tréplica em
que excecgdes a regra dada como garantia podem ser encaradas como refutagdes;
essas refutacdes podem ser qualificadas como falsas ou verdadeiras; e um suporte
de maior autoridade é usado para sustentar a garantia e, conseqlientemente, a
afirmacéo.

A pesquisadora admite inicialmente, como hip6teses, que ha elementos
comuns entre uma argumentacado e uma prova, o0 que indica uma continuidade nos
dois processos. Porém, assim como Duval (apud PEDEMONTE, 2003), ela também
admite que a estrutura de uma argumentagéo difere da estrutura de uma prova ou

demonstragao®.

Utilizando o modelo de Toulmin (apud PEDEMONTE, 2003), para analisar as
producdes feitas pelos alunos, Pedemonte (2003) conclui que observou nas
transcricoes uma possivel fenda estrutural entre argumentacdo abdutiva e uma
prova dedutiva, mas também observou uma possivel continuidade entre as duas
estruturas. Na verdade, a pesquisadora confirmou com sua pesquisa as duas

hipéteses admitidas inicialmente em seu trabalho.

1.4.4 CARLOVICH (2005)

Carlovich (2005) em sua pesquisa analisa o0 uso da geometria dedutiva nos
livros didaticos de 1990 e 2000, pois é um periodo que abrange momentos
anteriores e posteriores ao Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD/1995. A
pesquisadora apdia sua pesquisa na nogao de pesquisa documental e nos autores
Lakatos (apud CARLOVICH, 2005), Balacheff (ibidem), Arsac (ibidem) e Duval
(ibidem).

® Pedemonte (2003) nao diferencia as palavra provas e demonstracgo.
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A pesquisadora diferencia o significado das palavras prova e demonstracao
segundo Balacheff (apud CARLOVICH, 2005), e utiliza o modelo de Parsysz
(ibidem), apresentado a seguir, para categorizar os exercicios dos livros analisados

em G1 ouem G2:

Geometrias ndo | GO — Geometria concreta Fisico perceptiva
axiomaticas G1 — Geometria spatio grafica
Geometrias G2 — Geometria proto axiomatica | Teorico dedutiva
axiomaticas G3 — Geometria Axiomatica

Carlovich (2005) utiliza as nocoes de enfoque empirico, dedutivista e
heuristico para categorizar os exercicios dos livros analisados. No enfoque empirico
as propriedades sédo estudadas com observacao de casos particulares. No enfoque
dedutivista as propriedades sdo estudadas por meio da apresentacdo de sua
demonstracdo seguida apenas de exercicios de aplicacdoes. Neste enfoque usam-se
propriedades anteriores para deduzir as propriedades novas. No enfoque heuristico
as propriedades sado estudadas envolvendo-se os alunos em suas demonstracoes
por meio da solicitagcdo de exercicios.

Como concluséo a pesquisadora apresenta que, de modo geral, as colegdes
de 1990 tratam da geometria nos Uultimos capitulos do livro, enfocando
dedutivamente (em G2) a maioria das propriedades e dando pouco valor ao enfoque
empirico ou heuristico. Nao ha, de maneira geral, o uso adequado da palavra
“demonstracao” nem uma explicacdo adequada quando esta é usada. As colecoes
de 2000 tratam da geometria intercaladamente, relacionando-a a outros conteudos.
Ha uma diminuicdo no enfoque dedutivo de propriedades geométricas e um
aumento no enfoque empirico e heuristico. Tanto em 1990 quanto em 2000
utilizavam-se em sua maioria os registros figurais e discursivos e pouco o registro
algébrico. A pesquisadora considera o enfoque empirico-heuristico o mais
significativo para o estudo das propriedades geométricas.

1.4.5 PIETROPAOLO (2005)

Em sua pesquisa, Pietropaolo (2005) identifica e analisa pontos de vista
diferentes sobre a implementacdo de provas e demonstracfes na escola basica,
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bem como as mudancgas que essa inovacao traria aos curriculos de formacgéao de
professores de matematica. O pesquisador apdia sua pesquisa na nocao de
pesquisa documental, em entrevistas, questionarios e nos autores Balacheff (apud
PIETROPAOLO, 2005), Healy e Hoyles (ibidem), Knuth (ibdem), Dreyfus (ibidem),
Garnica (ibidem), Reid (ibidem), Godino e Récio (ibidem), Tarski (ibidem) dentre
outros.

Pietropaolo (2005) nao diferencia as palavras prova e demonstragao, porém
aponta que essa diferenciagcdo é tomada por alguns autores. O pesquisador utiliza

as palavras como sinénimas, porém admite um sentido mais amplo para elas.

Para estabelecer suas conclusdes, Pietropaolo (2005) faz uma revisdo
bibliografica interessante, buscando, inclusive, informagbes sobre a histéria do
ensino de provas e demonstragdes nos curriculos da escola basica e do ensino
superior. O pesquisador também utiliza questionarios e entrevistas aplicados a dois
grupos distintos: um formado por professores da escola basica e outro formado por
pesquisadores e professores do ensino superior, obtendo, assim, a fala da “pratica”

e da “teoria”, respectivamente.

Em suas consideracbes finais, Pietropaolo (2005) observa que ha um
consenso entre os professores e os pesquisadores a respeito da relevancia do
ensino de provas e demonstracfes na escola basica desde que se amplie o
significado dessas palavras com a inclusdo das verificacbes empiricas e a partir de
um processo de questionamento, conjecturas, contra-exemplos, refutacoes,

aplicac6es e comunicagoes.

Com relacdo as possiveis mudancas nos cursos de formagdo de
professores, Pietropaolo (2005) observa um consenso entre os professores e
pesquisadores com relagdo a necessidade dos conteudos tradicionalmente
abordados no Ensino Médio também serem abordados nos cursos de formagéo de
professores de modo mais profundo e com a utilizagdo de demonstragbes. Outro
consenso detectado pelo pesquisador diz respeito a forma como as demonstracoes
devem ser trabalhadas no ensino superior. Ambos 0s grupos, professores e
pesquisadores, defendem que os alunos dos cursos de licenciatura em matematica

devem vivenciar situagbes de demonstracées andlogas aquelas que irdo
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desenvolver com seus alunos, ou seja, num sentido mais amplo, considerando a
formulacdo de conjecturas e verificacbes empiricas. Ha também, para os dois
grupos, a necessidade do professor construir no curso superior conhecimentos além

daqueles que vai ensinar, como um “estoque complementar” ’.

1.5 LEITURAS DE TRABALHOS CORRELATOS: CONTRIBUICOES DADAS A
ESTA PESQUISA.

As pesquisas que lemos a respeito do ensino e aprendizagem de algebra, e
de provas e demonstragdes na educacgao basica, contribuiram para nosso trabalho
de diversas maneiras. Primeiramente, nos ajudaram a formar nossa prépria
concepgao de algebra, de provas e demonstragdes a partir dos diversos pontos de
vistas usados ao tratar das problematicas referentes a este tema. Além disso, alguns
de seus resultados nos permitram o levantamento de questionamentos e o
direcionamento do tema de nosso trabalho. Nao podemos deixar de mencionar que
tais resultados também serviram de sustentacdo a algumas inferéncias feitas por
nds ao longo da andlise proposta no capitulo 3. A seguir trataremos detalhadamente

dos aspectos mencionados neste paragrafo.

No momento em que iniciamos este trabalho, tinhamos algumas idéias a
respeito do que seria a algebra, uma prova e uma demonstracao. Tais idéias eram
baseadas em nossa experiéncia como alunos na graduagao e/ou como professores
de matematica do Ensino Fundamental e Médio. A vivéncia no curso de mestrado
nos trouxe uma nova visdo a respeito dos mesmos temas: uma visdo académica,
cientifica, repleta de reflexdes e questionamentos. Todas as leituras nessa tematica
que realizamos no curso de mestrado serviram de alguma maneira para
complementar, delinear e até mesmo mudar algumas de nossas idéias a respeito da

algebra, das provas e demonstragoes.

Com relacao ao ensino e aprendizagem de algebra, as pesquisas de Jamal
(2004), Cruz (2005) e Santos (2005) trouxeram, respectivamente, contribuicées no

que tange a visao curricular e a influéncia dos exames vestibulares no ensino de

" Essa expressao foi utilizada por alguns professores e pesquisadores durante as entrevistas realizadas por
Pietropaolo (2005).
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algebra, a visdo de algebra presente nos livros didaticos do ensino fundamental e,

por fim, as concepcoes de algebra presentes no discurso do professor.

Particularmente, a leitura de Jamal (2005) nos permitiu perceber que, em
termos da influéncia de documentos oficiais e exames vestibulares, espera-se que 0
aluno, ao final do Ensino Médio, domine os seguintes conteudos algébricos:
equacoes do 12 e do 2° grau, porcentagem, proporcionalidade e fungdes. Tais
conteudos enfocam a concepgao de equagéo e a concepgao funcional proposta por
Usiskin (1995).

A pesquisa de Cruz (2005) nos foi importante em dois aspectos. O primeiro
diz respeito a metodologia. A pesquisadora utilizou a nogdo de praxeologia de
Chevallard para analisar livros didaticos. Como em nossa pesquisa faremos o
mesmo, a leitura foi Util no sentido de servir como exemplo de analise de livros
didaticos usando o referencial teérico de Chevallard. Além disso, foi por meio do
trabalho dessa pesquisadora que entramos em contato pela primeira vez com as

concepgdes de Usiskin (1995) que usaremos em nossa analise.

A pesquisa de Santos (2005) foi importante para nés por mostrar como as
concepgdes de algebra de Usiskin (1995) estdo presentes no discurso do professor
de matematica. Percebemos com essa leitura que professores do Ensino
Fundamental e Médio admitem trés das quatro concepcdes de algebra propostas por
Usiskin (1995), dando mais énfase a concepcao de algebra como aritmética
generalizada.

Com relagdo ao ensino e aprendizagem de provas e demonstragdes, as
pesquisas de Gouvéa (1998), Mello (1999), Pedemonte (2003), Carlovich (2005) e
Pietropaolo (2005) trouxeram muitas contribuicées, pois ou propuseram sequéncias
de atividades para professores e alunos, revelando as probleméticas desse ensino e
aprendizagem, ou propiciaram um momento de reflexdo a respeito da ampliagao do
significado das provas e demonstragdes para o ensino e as consequéncias dessa
ampliagédo para os curriculos.

A pesquisa de Gouvéa (1998) nos foi de extrema valia. Primeiramente, a
partir dela tivemos um primeiro contato com os principais pesquisadores na area do
ensino de provas e demonstracées. Além disso, alguns de seus resultados
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mostraram para nos informagdes importantes sobre a visao do professor no que diz
respeito as demonstracbes em geometria. Um deles que consideramos de grande
importancia foi a constatacdo de que os professores ndo ensinavam provas e
demonstracdes, pois subestimavam a capacidade do aluno em entender tais
nogcoes. Esse fato nos fez questionar se o pouco uso de tarefas de provas e
demonstragdes nos livros didaticos do Ensino Médio pode se dever ao mesmo
pensamento por parte dos autores. Gostariamos de finalizar destacando que a
pesquisa de Gouvéa (1998) também nos fez perceber a necessidade de estudar a
problematica das provas e demonstra¢cdes do ponto de vista algébrico e dos livros
didaticos, ja que a pesquisadora em questédo tratou do ensino de geometria com

énfase na visédo do professor.

As contribuicdes de Mello (1999) foram significativas, pois nos mostraram
que o trabalho com sequéncias didaticas, que levam em consideracao a formulagao
de conjecturas e as devidas justificativas, pode possibilitar a evolugdo do discurso do
aluno frente a situacdes de prova ou demonstragdes. Além disso, essa pesquisa
reforcou nosso interesse em estudar a problematica das provas e demonstragdes
em conteudos algébricos em livros didaticos, visto que Mello (1999) enfatiza a visao

do aluno em geometria.

Por se tratar de uma pesquisa realizada em outro pais, Pedemonte (2003)
nos mostrou que a problematica das provas e demonstracdes ndao é somente uma
questdo brasileira. Também nos mostrou de uma maneira estrutural como € o
processo de produgdo de uma prova pelos alunos. Mais uma vez, por se tratar de
um trabalho focado na geometria, reforcamos nosso apelo pelo estudo da

problematica das provas e demonstragées em algebra.

A pesquisa de Carlovich (2005), por ser focada na andlise de livros didaticos,
foi para nés um modelo de andlise de conteudos nas cole¢des. Por ser de um tema
correlato ao nosso, nos trouxe informagdes sobre referenciais tedricos na area do
ensino e aprendizagem de provas e demonstragcées. Além disso, nos permitiu a
elaboragcdo de hipdteses para nossa pesquisa, visto que trata da mesma
problematica do ponto de vista do livro didatico, porém na geometria do Ensino

Fundamental.
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O trabalho de Pietropaolo (2005) nos trouxe informacdes sobre as provas e
demonstracdes sob dois pontos de vista diferentes: o dos professores e o do
curriculo da educagcdo basica. O trabalho deste pesquisador nos revelou
principalmente a necessidade da ampliacdo do significado da acdo de provar no
contexto educacional. Além disso, nos mostrou que tal ampliagdo deveria vir com
possiveis mudancas curriculares nos cursos de graduacao, visto que professores e
pesquisadores mencionaram durante a pesquisa a importancia de se vivenciar na
graduacao experiéncias de prova e demonstracao similares aquelas que vao ensinar

aos alunos.

1.6 DOCUMENTOS OFICIAIS DA EDUCAGCAO BRASILEIRA

O ministério da Educacao brasileiro elaborou, com o auxilio de profissionais
de cada é&rea do conhecimento, alguns documentos oficiais para nortearem a
educacdo em nosso pais. Tais documentos apresentam recomendacdes para o
trabalho escolar no Ensino Fundamental e Médio. Em nosso trabalho, faremos uso
desses documentos a fim de obtermos referéncias nacionais sobre o ensino de
matematica, mais especificamente, sobre o ensino de A&lgebra, provas e
demonstracdes. Dentre os documentos oficiais, utilizaremos em nossa pesquisa 0s
intitulados Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental (PCNEF) de
1998, Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) de 2002,
Orientag6es Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares do Ensino
Médio (PCN+) de 2002 e Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio de 2006.

Tentando buscar algumas informagdes sobre as raizes do ensino de provas
e demonstracdes na educagdo basica®, fizemos uma leitura dos PCNEF (1998).
Nesse documento encontramos uma referéncia ao ensino de provas e
demonstragdes como parte integrante de atividades empiricas de descoberta de

conceitos:

Apesar da forga de convencimento para os alunos que possam ter esses
experimentos com material concreto ou com a medigdo de um desenho,
eles ndo se constituem provas matematicas. Ainda que essas experiéncias

8 Segundo o Ministério da Educagéo, a Educacéo Bésica brasileira é composta pela Educagao infantil, Ensino
Fundamental e Ensino Médio (disponivel em: http://portal.mec.gov.br/seb/index.php?option=com_content&task
=view&id=715).
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possam ser aceitas como “provas” no terceiro ciclo, &€ necessario, no quarto
ciclo, que as observagbes do material concreto sejam elementos
desencadeadores de conjecturas e processos que levem as justificativas
mais formais (BRASIL, 1998, p. 86).

Com o foco voltado para o Ensino Médio, fizemos uma leitura dos PCNEM
(2002), PCN+ (2002) e das Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (2006).

Nos PCNEM (2002) encontramos indicios da valorizacdo do raciocinio

dedutivos ao se tratar de questdes da matematica:

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também
desempenha um papel instrumental, pois € uma ferramenta que serve para
a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as
atividades humanas (BRASIL, 2002, p. 40).

Também encontramos nos PCNEM (2002) elementos que mostram uma

preocupacao com o ensino de provas e demonstracoes:

Contudo, a Matematica no Ensino Médio ndo possui apenas o carater
formativo ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com
suas caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno
perceba que as definicdes, demonstracdes e encadeamentos conceituais e
I6gicos tém a fungdo de construir novos conceitos e estruturas a partir de
outros e que servem para validar intuigbes e dar sentido as técnicas
aplicadas (BRASIL, 2002, p. 40).

Nos PCN+ (2002) encontramos elementos que reforcam a importancia do

ensino e aprendizagem de provas e demonstracoes:

Para alcangar um maior desenvolvimento do raciocinio l6gico, é necessario
que no Ensino Médio haja um aprofundamento dessas idéias no sentido de
que o aluno possa conhecer um sistema dedutivo, analisando o significado
de postulados e teoremas e o valor de uma demonstragao para fatos que
lhe sao familiares. Nao se trata da memorizacdo de um conjunto de
postulados e de demonstragdes, mas da oportunidade de perceber como a
ciéncia Matemadtica valida e apresenta seus conhecimentos, bem como
propiciar o desenvolvimento do pensamento I6gico dedutivo e dos aspectos
mais estruturados da linguagem matematica (BRASIL, 2002, p. 124).

As Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (2006) ratificam as idéias

sobre o ensino de provas e demonstragdes no Ensino Médio.

Apesar dos documentos analisados tratarem do ensino de provas e
demonstragdes no Ensino Fundamental e Médio, percebemos que ha uma

valorizacdo desses temas quando os documentos tratam de conteddos de
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geometria. Pouco é mencionado sobre as relacbes desses temas com os contetdos

de algebra.

O ensino de Geometria no ensino fundamental estdq estruturado para
propiciar uma primeira reflexdo dos alunos através da experimentagao e de
dedugdes informais sobre as propriedades relativas a lados, angulos e
diagonais de poligonos, bem como o estudo de congruéncia e semelhanga
de figuras planas. [...] Toda vez que um campo do conhecimento se
organiza a partir de algumas verdades eleitas, preferivelmente poucas,
simples e evidentes, entdo se diz que esse campo esta apresentado de
forma axiomatica. Esse é o caso, por exemplo, da geometria classica
(BRASIL, 2002, p. 125).

Algumas das pesquisas que lemos e discutimos em topicos anteriores
abordaram a problematica das provas e demonstracées do ponto de vista da
geometria. Esse foi, inclusive, um dos motivos que nos levou a utilizar a visédo da
algebra. Para reforgar ainda mais essa necessidade, notamos nos documentos
oficiais da educagéao brasileira que analisamos, uma valorizagdo desta tematica em
geometria. N0s concordamos que a geometria seja um “terreno fértil” para o ensino
de provas e demonstracdes na matematica escolar, porém consideramos prejudicial
a restricao desse ensino somente a conteldos geométricos. Tal restricdo poderia,
por exemplo, fazer com que o aluno entenda que s6 existem teoremas geométricos
ou que somente as propriedades geométricas devem ser justificadas com certo rigor

matematico.

E facil perceber porque a geometria é uma area da matemaética boa para se
trabalhar com as provas e demonstracdes. E uma questdo histérica. Um dos
primeiros documentos a apresentar uma estrutura dedutiva, com postulados,
axiomas, definicbes e demonstracdes logicamente organizadas foram Os Elementos
de Euclides no século Ill a.C. aproximadamente. Essa obra é uma sistematizagéao
dos conhecimentos matematicos da época e contém o modelo de geometria
admitido até hoje no ensino nao soé brasileiro, mas mundial. Contudo, a matematica
se desenvolveu e a algebra também. Hoje somos privilegiados por dispor de uma
linguagem unificadora e universal para a apresentagdo de propriedades
matematicas. Sem contar, que até mesmo as demonstracées da geometria utilizam
elementos da algebra. E muito dificil dissociar a linguagem algébrica das
demonstracdes. Entdo, por que ndo ensinar nossos alunos provas e demonstracdes
também em conteddos de algebra? O que isso implicaria? Quais conhecimentos

seriam necessarios para os alunos e professores terem? Questbes como essas
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merecem ser discutidas, visto que o ato de demonstrar é essencialmente importante
para a matematica. Infelizmente nossa pesquisa nao trara respostas para todas elas,

mas vale como momento de reflexao.

Apbs a discussao sobre o tratamento dado as provas e demonstracées nos
documentos oficiais da educacgéo brasileira, verificaremos de que maneira o ensino
de algebra é abordado nesses mesmos documentos.

Para desenvolvermos uma nogao de como esses documentos enxergam o
ensino de algebra, nds resolvemos iniciar nossa pesquisa pelos PCNEF (1998).

Percebemos que para os PCNEF (1998) o ensino de algebra no Ensino
Fundamental esta ligado ao ensino das varias facetas que as letras podem assumir.
Segundo os PCNEF (1998), a partir de atividades que envolvam generalizacdo de
padroes, resolucdo de equacgdes, relagdes entre grandezas e a manipulagdo de
simbolos abstratos, os alunos podem construir um significado mais amplo e conciso

sobre o0 que € a algebra. Vejamos o quadro proposto pelo documento:

Algebra no ensino fundamental

Dimensbes ; i
da Algebra G’:;“e':;‘?;caad a Funcional Equactes Estrutural
Letras como
Letras como o
Uso das generalizagbes vagf;g:.sp;e:ra Letras como Le;riﬁ.'sb%?omo
letras C;?ﬂmﬁiif relacbes e incognitas abstrato
funcbes
Conteldos Propriedades Calculo
(conceitos d:ﬁ;gﬁ;gc%‘;i Variagdo de Resolugdo Og:gﬁbgg% o
€ proce- g 3¢ grandezas de equactes ¢d0
dimentos) de padrbes expressoes
aritméticos equivalentes

Figura 05: Quadro sobre a &lgebra no Ensino Fundamental (Brasil, 1998, p. 116).

Nos PCNEF (1998), percebemos que a algebra é encarada como um objeto
da matematica que faz com que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de
abstracao e generalizagéo, além de se constituir como uma ferramenta para resolver
problemas. O documento enfatiza que o ensino de algebra deve ser iniciado nas

séries iniciais do 39 ciclo®, com o que, intitulam de “pré-algebra”. Nessa fase da

9 -
52 e 62 séries.
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escolarizacao, os PCNEF (1998) indicam um trabalho algébrico ligado a aritmética
generalizada. Esse trabalho deve prosseguir gradativamente até as séries finais do
Ensino Fundamental, momento em que trabalharemos a algebra sobre o enfoque

funcional.

Como o foco de nossa pesquisa esta voltado ao Ensino Médio, fizemos uma
analise dos PCNEM (2002), dos PCN+ (2002) e das Orientacdes Curriculares para o
Ensino Médio (2006) com o intuito de verificar como o ensino de algebra é tratado

nesses documentos.

Os PCNEM (2002) tratam do ensino de matematica de uma maneira geral,
atendo-se mais aos objetivos da matematica como area de conhecimento para os
alunos do Ensino Médio. Nesse documento aparece uma sugestdo de divisdo do
ensino de matematica em areas, visando o aprofundamento das questdes tratadas

no Ensino Fundamental e a formagao do aluno como cidadao:

Nesse sentido, é preciso que o aluno perceba a Matematica como um
sistema de cédigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicagao
de idéias e permite modelar a realidade e interpreta-la. Assim, os nimeros e
a algebra como sistemas de cédigos, a geometria na leitura e interpretagao
do espaco, a estatistica e a probabilidade na compreensao de fenémenos
em universos finitos sdo subareas da Matematica especialmente ligadas as
aplicacdes (BRASIL, 2002, p. 40).
Nos PCN+ (2002) encontramos maiores explicacoes a respeito da divisdo do
ensino de matematica em areas tematicas, bem como uma sugestdo da maneira

como os conteudos podem ser trabalhados.

Uma das areas tematicas sugeridas pelos PCN+ (2002) intitula-se “Algebra:
nameros e fungdes”. Nessa area temética sugere-se o seguinte tratamento da
algebra:

No ensino médio, esse tema trata de niumeros e variaveis em conjuntos
infinitos e quase sempre continuos, no sentido de serem completos. Os
objetos de estudo sdo o0s campos numéricos dos numeros reais e,

eventualmente, os numeros complexos e as fungdes e equagdes de
variaveis ou incognitas reais (BRASIL, 2002, p. 120).

Os PCN+ (2002) valorizam demasiadamente o ensino de fungdes e
consideram o ensino de trigonometria como parte integrante da area tematica
“Algebra: nimeros e fungdes”. Além disso, esse documento valoriza o ensino das
seqliéncias vinculado ao ensino das funcbes e sugerem a extensdo dos
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conhecimentos matematicos do aluno por meio do incentivo ao ensino das equacoes

polinomiais e sistemas lineares.

As Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (2006), ultimo documento
oficial publicado pelo governo, ja oferece uma divisdo diferente do ensino da
matematica em relagdo aos PCN+ (2002). Essa nova divisdo ndo tem como
finalidade a decomposicao da matematica em blocos desconectados e sim uma
melhor organizagédo dos conteudos para o0 ensino:

Neste documento, os conteudos basicos estdo organizados em quatro
blocos: Numeros e operagbes; Fungbes; Geometria; Andlise de dados e
probabilidade. 1sso néo significa que os contetudos desses blocos devam ser

trabalhados de forma estanque, mas, ao contrario, deve-se buscar
constantemente a articulagao entre eles (BRASIL, 2006, p. 70).

Apesar dessa nova divisdo proposta nas Orientacées Curriculares para o
Ensino Médio (2006), no que diz respeito a algebra, o ensino das fungbes continua

tendo maior destaque.

Com essa breve andlise dos documentos oficiais, percebemos que no
Ensino Médio a é&lgebra também é considerada uma darea da matemadtica que
possibilita o estudo das letras em suas varias facetas. Apesar disso, esses
documentos sugerem para o Ensino Médio um excessivo trabalho com funcdes, o
que faz a concepcao funcional ter mais destaque do que as outras propostas por
Usiskin (1995). A sugestdo do trabalho com as outras facetas da &lgebra — letra
como generalizadora, letra como incognita e letra como sinal no papel — ao longo do
Ensino Médio aparece de maneira timida em temas como Conjuntos Numéricos,

Matrizes e Determinantes, Sistemas Lineares e Equagdes Polinomiais.

1.7 A NOCAO DE DEMONSTRACAO E A NOCAO DE CONJUNTO

Gostariamos de nos dedicar nesta secao ao estudo dos objetos matematicos
presentes no cerne desta pesquisa. Trataremos, pois, da no¢gao de demonstragéo e
da nogao de conjunto.

47



Para iniciar esta discussdo, nos remeteremos aos estudos de Chevallard
(apud  PAIS, 2002) sobre nocbes matematicas, paramatematicas e

protomatematicas.

Segundo Chevallard (apud PAIS, 2002), uma nocao é matematica quando é
caracterizada por um conceito matematico ensinado e avaliado explicitamente.

Sendo assim, conjuntos, fungcdes e matrizes sdo exemplos de no¢cdes matematicas.
Ja as nogdes paramatematicas sao:

[...] idéias que se caracterizam como “ferramentas” auxiliares a atividade
matematica, mas que normalmente ndo se constituem em objetos de um
estudo especifico (CHEVALLARD, apud PAIS, 2002, p. 33).

Deste modo, as nogdes de axioma, definicdo e demonstracdo sdo exemplos
de nocbes paramatematicas. Essas nogbes normalmente ndo sdo ensinadas
explicitamente. Os alunos as internalizam no transcorrer da aprendizagem de uma

no¢ao matematica.

Outras nocbes importantes, que ndo derivam necessariamente do ensino da
matematica, como ler ou formular uma questdo, sdo chamadas de nog¢des

protomatematicas.

As nogdes protomatematicas formam uma categoria de habilidades que
nao se referem diretamente as nogdes matematicas em si, mas que sao
exigidas de wuma forma implicita na sua aprendizagem escolar
(CHEVALLARD, apud PAIS, 2002, P. 34).

Nesta pesquisa levamos em consideracdo que Conjuntos e Conjuntos
Numeéricos sao nogbes matematicas que geralmente constituem um capitulo nos
livros didaticos e sdo ensinadas de maneira explicita aos alunos. Ja a demonstracao
consiste numa nog&o paramatematica, cujo ensino estaria vinculado ao ensino de
uma nog¢do matematica. Particularmente neste trabalho, trataremos a nogé&o de
demonstragdo vinculada ao ensino das nogbes de Conjuntos e Conjuntos
Numeéricos, 0 que nao significa que essa mesma nogdo ndo possa estar vinculada

ao ensino de outras nogdes matematicas.

Obter uma definigdo matematica para a nogao de conjunto ndo € uma tarefa

tao dificil. Encontramos uma em Courant e Robbins (2000):
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O conceito de classe ou conjunto de objetos € um dos mais fundamentais
na Matematica. Um conjunto é definido por qualquer propriedade ou atributo
U que cada objeto considerado deve ter ou néo; aqueles objetos que tém a
propriedade formam um conjunto A correspondente (COURANT; ROBBINS,

2000, p. 130).

Atribui-se a Georg Cantor (1845-1918) o desenvolvimento, em 1874, da
teoria dos conjuntos, fato que proporcionou avangos nao antes sonhados em varias
areas da matematica. Além disso, essa teoria constituiu-se uma base sélida para a
aritmética transfinita, proposta também por Georg Cantor. Boyer (1974) e Eves
(2004) ressaltam:

Os incriveis resultados de Cantor o levaram a estabelecer a teoria dos
conjuntos como uma disciplina matematica completamente desenvolvida,
chamada Mengenlehre (teoria das colegbes) ou Mannigfaltigkeitslenhre
(teoria das multiplicidades) ramo que em meados do século XX teria efeitos
profundos sobre o ensino da matematica (BOYER, 1974, p. 394).

[...] hd a enorme importancia que a teoria assumiu em praticamente todo
corpo da matematica. Ela enriqueceu, tornou mais claros e generalizou
muitos dominios da matematica, e seu papel no estudo dos fundamentos da
matematica é essencial. E constituiu também um dos elos de ligagédo entre
a matematica, de um lado, e a filosofia e a I6gica de outro (EVES, 2004, p.
662).

O poder unificador da teoria dos conjuntos fez com que seu ensino chegasse
rapidamente as escolas de todo o mundo. O grupo Bourbaki, a partir de 1939, foi o
responsavel pela disseminacao dessa teoria no ambiente escolar. Nascia, entéao, o
Movimento da Matematica Moderna. O que parecia ser a solugao dos problemas do
ensino de matematica se tornou um grande tormento. A teoria dos conjuntos
comegou a ser usada em sala de aula em situagdes em que nao ajudava a
simplificar e a tornar as coisas mais claras. O alto grau de abstracdo de alguns de
seus conceitos fez com que para muitos ela se tornasse algo inalcangavel. O
Movimento da Matematica Moderna caiu e com ele surgiu uma ojeriza a teoria dos
conjuntos no ambiente escolar. Atualmente, os livros didaticos trazem elementos

dessa teoria apenas no inicio do Ensino Médio, quando trazem.

Para a nocado de demonstragdo também encontramos uma definicao

matematica interessante em Sant’Anna (2003):

Uma demonstragao ou prova em uma teoria formal T é uma seqUéncia finita
B;,B;, ...,B, de féormulas bem formadas de T tal que cada B; dessa
seqliéncia é um axioma ou uma consequéncia direta de pelo menos
alguma(s) das férmulas bem formadas que antecedem B;, via uso de
alguma regra de inferéncia da teoria (SANT'ANNA, 2003, p. 19).
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Ainda em Sant'’Anna (2003) encontramos uma ressalva a respeito do
significado da demonstragao:

Além da nogao aqui dada, a palavra demonstracdo admite pelo menos mais
uma acepc¢ao em matematica. Pode se referir a uma seqiéncia finita de
sentencas expressas em linguagem natural (por exemplo, portugués) e
complementadas com termos técnicos préprios da linguagem A de uma
teoria formal T e que visam oferecer algum tipo de argumento (em sentido
intuitivo da expressao) para uma dada declaracao ou férmula da teoria T
dita teorema em T (SANT’ANNA, 2003, p. 21).

Notemos que para Sant’Anna (2005) nao ha distincao entre as nocdes de
demonstracdo e prova. De fato, sabemos que para alguns Matematicos provar e
demonstrar sdo acdes equivalentes. Elas remetem a uma tentativa de validar uma

proposicao com base em outras proposi¢cées que sdo verdadeiras.

Dentro do contexto educacional, na tentativa de tornar mais abrangente a
acao de provar, Balacheff (1982) diferencia as palavras prova e demonstragao.
Contudo, num trabalho posterior (BALACHEFF, 2004), admite que n&o ha um
consenso sobre 0 que €& provar ou demonstrar no contexto da Educacgao
Matematica:

Nés usamos em nossa area de pesquisa um grande numero de palavras
chave, dentre as quais: prova, argumentagao, justificagéo, validagdo... mas,
para cada uma delas, nds temos em mente diferentes significados quando
tomamos a matemética como uma referéncia (BALACHEFF, 2004, p. 12,
traducio nossa'®).

Ao expormos de maneira sucinta algumas consideragcdes sobre as nogdes
de demonstragao e conjuntos, percebemos, que estas sdo para os matematicos algo
de extrema importancia, mas sdo para os educadores matematicos algo de extremo
transtorno. Ao mesmo tempo em que a nocao de conjunto é unificadora de conceitos
matematicos, ela é por vezes descartada no ensino devido a cicatrizes do traumatico
Movimento da Matematica Moderna. Ao mesmo tempo em que a demonstragao €
um meio de validacdo em matematica, seu significado é motivo de discérdia entre os

educadores matematicos.

% We use in our field of research a rather large number of key words, among which: proof, argumentation,
justification, validation... but, for each of them, we have in mind slightly different meanings when taking
mathematics as a reference.
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No cerne de nossa pesquisa estdo essas duas nogdes, uma matematica e
outra paramatematica. A polémica em torno dessas duas nocdes ressalta ainda mais
a importancia deste trabalho para a educacdo matematica, no sentido deste ser
necessario para mostrar como ¢€ feita pelos livros didaticos a abordagem das provas

e demonstragdes num conteudo algébrico como Conjuntos e Conjuntos Numéricos.
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2. CONSIDERACOES TEORICAS E PROBLEMATICA DE
PESQUISA

Nesta secdo da pesquisa apresentaremos os dois referenciais teéricos que
sustentardo nossa analise, as concepgdes de algebra, prova e demonstracdo que
usaremos no trabalho, nosso problema de pesquisa, a escolha dos livros didaticos, o
conteudo analisado, os critérios de analise e as devidas justificativas.

No que tange a questao do referencial teérico, apresentaremos a noc¢ao de
praxeologia de Chevallard (1999) que nos ajudard a analisar do ponto de vista
matematico e didatico as tarefas de prova e demonstracao que aparecem nos livros
durante a abordagem da nogdo de Conjuntos e Conjuntos Numeéricos.
Analogamente, mostraremos a diferenciacao entre prova e demonstracao e os niveis
de prova propostos por Balacheff (1982, 1988) que nos permitirdo caracterizar as
tarefas mostradas ou solicitadas ao aluno durante a abordagem do mesmo contetudo

algébrico.

Com relagao as concepgoes, explicitaremos aquelas construidas a partir das
leituras realizadas, referentes a algebra e as demonstragdes, que usaremos

efetivamente em nossa pesquisa.

Apresentaremos nosso problema de pesquisa, nossas justificativas e os

procedimentos e critérios utilizados na coleta e andlise de dados.

2.1 CHEVALLARD (1999)

Yves Chevallard € um pesquisador francés que, dentre outros interesses,
concentrou-se no desenvolvimento da Teoria Antropolégica' do Didatico (TAD). A
teoria de Chevallard (1999) se apdia na idéia de que toda atividade humana,
realizada regularmente, pode ser descrita a partir de um modelo Unico chamado de

praxeologia. Segundo Chevallard, toda atividade humana pode ser categorizada em

"o pesquisador atribui a sua teoria o adjetivo “antropolégico”, pois considera que esta ajuda a estudar o homem
frente as situagdes didaticas.
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quatro grupos: tarefa, técnica, tecnologia e teoria. Esta organizacao das atividades
humanas em tarefa, técnica, tecnologia e teoria, proposta por Chevallard (1999), é

chamada de praxeologia ou organizagao praxeoldgica.

No que diz respeito as tarefas, Chevallard (1999) as considera como sendo
tudo aquilo que é pedido para uma pessoa fazer. As tarefas sado designadas por
verbos como: cantar uma musica, correr na praia, calcular o valor de x, etc. Toda
tarefa faz parte de uma rede mais ampla chamada de tipo de tarefa. Da mesma
forma, todo tipo de tarefa faz parte de uma rede mais ampla chamada de género de
tarefa. Podemos exemplificar:

Tarefa: Demonstre que, se (ay, a,, as,...) € uma Progressdao Geométrica,

com todos os termos diferentes de zero, entdo (—,—,—,...) também é
a a, a;

uma progressao geomeétrica.

Tipo de tarefa: Demonstrar propriedades em algebra.

Género de tarefa: Demonstrar propriedades matematicas.

Segundo Chevallard (1999), uma técnica é uma maneira de fazer uma
tarefa, ou seja, é o saber fazer. Uma técnica ndo precisa ter necessariamente uma
natureza algoritmica e pode ser superior ou inferior a outra técnica. Para o exemplo

acima, a técnica consistiria em:

1. Considerar que o fato de (aj, ap, as,...) ser uma progressao geométrica
com todos os termos diferentes de 0 é uma verdade admitida inicialmente,
ou seja, uma hipétese.

2. Considerar como tese ou propriedade a demonstrar, o fato de

1 1 1 . ~ -
(—,—, —, e ) também ser uma progressao geometrica.
ap az az

3. Considerar que para demonstrar a propriedade em questdo deve-se
trabalhar com as hip6teses de modo a chegar a tese.
4. Considerar que o fato de (ai, ap, as,...) Ser uma progressao geométrica

. . g a a a
com todos os termos diferentes de 0 significa que (—2 =2=.=—"=
a; az an-1

e k#0.

_ = an-1 _ 1
= k) entéo ( = k) para k#0.

n

5. Considerar que se ( In

n—-1
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6. Considerar que o fato de (—,—,—,...) também ser uma progressao
a a, a;

an

1
== tn =l =%>ek¢0.

SEEe
Il
5151~

geométrica significa que <

7. Considerar que o enunciado é verdadeiro e estd demonstrado, pois o
tratamento feito na hipétese possibilitou chegar a tese.

E muito comum em pesquisas utilizar as idéias de tarefa e técnica de
Chevallard (1999) agrupadas num bloco pratico-técnico. Consideraremos aqui, como
bloco pratico-técnico, aquele que contém um tipo de tarefa e uma determinada
maneira de fazer tarefas deste tipo.

Segundo Chevallard (1999), uma tecnologia é todo discurso racional que
justifica e esclarece uma técnica. Da mesma forma, Chevallard (1999) considera

uma teoria todo discurso que justifica a tecnologia.

E também comum em pesquisas utilizar as idéias de tecnologia e teoria de
Chevallard (1999) agrupadas num bloco tecnoldgico-teérico. Consideraremos aqui
como bloco tecnoldgico-teérico aquele que contém uma teoria que justifica uma

tecnologia. Para o exemplo acima o bloco tecnol6gico-tedrico seria composto pela

(0):

1. Nogao de hipotese e tese de um teorema;

2. Nogao de Demonstragao;

3. Dedugdo: encadear propriedades ja conhecidas para estabelecer a
validade de uma nova propriedade;

4. Definicdo de Progressao Geométrica;

5. Tratamento algébrico.

Chevallard (1999) observa algumas problematicas quando falamos de
praxeologia: (i) uma praxeologia pode envelhecer, ou seja, seus componentes
tecnolégicos e teodricos podem perder o crédito e (i) novas praxeologias podem
surgir e se reproduzir de uma instituicao para outra. Quando uma praxeologia se
movimenta de uma instituicdo para outra, dizemos que houve uma transposi¢éo. Se
essa instituicdo for uma escola ou uma sala de aula, dizemos que houve uma

transposicao didatica.
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A teoria de Chevallard, mais precisamente a idéia de praxeologia proposta
por ele, nos interessa nesta pesquisa, pois oferece um quadro teérico para a analise
de livros didaticos. Adiante, faremos uma adaptacao dessas idéias a nossa pesquisa
para que possamos utiliza-las de maneira coerente e precisa na analise dos livros

didaticos.

2.2 BALACHEFF (1982; 1988)

Balacheff (1982) considera que as palavras explicagdo, prova e
demonstracdo aparecem como sindnimos nos enunciados dos problemas em
matematica, mas possuem significados diferentes. Para esse pesquisador,
explicagdo € um discurso que visa tornar inteligivel o carater de verdade de uma
proposicdo ou de um resultado. Prova é uma explicacdo aceita por certa
comunidade. Demonstragdo é uma prova particular, aceita pela comunidade
matematica e constituida a partir de uma seqiiéncia de enunciados, organizados

com certas regras.

Segundo Balacheff (1982), a demonstragédo € um tipo privilegiado de prova
que envolve uma pratica que permite comunicagcdo e evolugcdao dentro da

comunidade matematica.

Num trabalho posterior, Balacheff (1988) admite varios niveis de prova na
matematica escolar e considera a demonstragcdo uma prova de nivel mais elevado
que deve ser almejada durante o ensino da mateméatica. Segundo esse pesquisador,
existem basicamente dois tipos de prova: a prova pragmatica e a prova conceitual.
Sao consideradas pragmaticas as provas que se apdiam em agdes atuais ou
“mostragbes”. Ao contrario disso, as provas conceituais se apéiam em formulacoes
de propriedades e as possiveis relagbes entre elas. Neste contexto, as

demonstrag¢des seriam um tipo de prova conceitual.

Balacheff (1988) admite que, 0 movimento das provas pragmaticas para as
provas conceituais repousa inicialmente em tomar conhecimento da qualidade
genérica das situacdes consideradas. Nesse contexto, o uso da lingua natural pode

auxiliar essa movimentagao desde que usada num sentido mais amplo:
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[...] Alingua diaria, que é essencial, deve ser mais do que isto para produzir
provas “formais”. A lingua deve se tornar uma ferramenta para dedugées
l6gicas e nao somente um meio de comunicagédo. (BALACHEFF, 1988, p.
217, tradugao nossa) 2.

Segundo o pesquisador, 0 movimento em direcdo as provas conceituais
exige uma descontextualizacdo, despersonalizagdo e destemporalizacdo do objeto
em questao. Balacheff (1988) considera que um objeto é descontextualizado quando
passamos a pensar nele como um ente de uma classe de objetos. A
despersonalizagao ocorre quando tornamos independente uma agao sobre o objeto,
nao considerando quem ou o0 que a realizou. Por fim, a destemporalizacdo ocorre

quando separamos as operagoes sobre 0 objeto de seu tempo e sua duragéo.

Balacheff (1988) admite varios niveis de provas pragmaticas e provas
conceituais. Sao eles:

e Empirismo ingénuo: Consiste em afirmar a verdade de uma proposicao
apos a verificacdo de alguns casos. E considerado o primeiro passo no
processo de generalizacao.

e Experimento Crucial: Consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢ao
apos a verificagado para um caso especial, geralmente nao familiar.

e Exemplo Genérico: Consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢ao
apos a manipulacdo de alguns exemplos de modo a deixa-los com uma
caracteristica que representa uma classe de objetos.

e Experimento de pensamento: consiste em afirmar a verdade de uma
proposicao de forma genérica apds a internalizacdo de agdes realizadas
sobre as proposicoes em questdo. Nesse caso, 0 texto da prova indica

generalidade e advém de uma tentativa de revelar uma classe de objetos.

Para o pesquisador, esses niveis de prova formam uma hierarquia em que
um nivel especifico depende de quanta generalidade e conceitualizacdo do

conhecimento estio envolvidos.

Segundo Balacheff (1998), sdo consideradas pragmaticas as provas

apresentadas no nivel do empirismo ingénuo e do experimento crucial. As provas

12 [...] The language of the everyday, whose main must be more than this to produce “formal” proofs. Language

must become a tool for logical deductions and not just a means of communication (BALACHEFF, 1988, p. 217).
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apresentadas ao nivel do exemplo genérico representam um momento de transicao
entre as provas pragmaticas e as conceituais. O experimento de pensamento ja
representa, nesse contexto, uma prova conceitual. Neste mesmo trabalho, Balacheff
(1988) acrescenta um nivel de prova superior ao experimento de pensamento,
denominado por ele de calculo nas afirmagcbées. Nesse nivel, as provas conceituais

se parecem muito com o que conhecemos como demonstracao.

A partir dos resultados de um estudo realizado com 28 alunos de 13 e 14
anos, trabalhando em duplas a fim de descobrir a férmula para o numero de
diagonais de um poligono convexo, Balacheff (1988) concluiu que analisar a escrita
de uma prova ndo € o suficiente para determinar em que nivel estd o autor da
mesma. E preciso, além disso, conhecer o processo de producdo dessa prova. Por
meio das provas produzidas pelas duplas, o pesquisador também observou uma
quebra entre os dois primeiros niveis e os dois ultimos. Nos dois primeiros, as
provas sao baseadas na agdo direta do aluno sobre as proposigdes. Nos dois
altimos, ha, por parte do aluno, uma tomada de consciéncia da generalidade da

prova e uma tentativa de mostrar isso na escrita da mesma.

23 A CONCEPCAO DE PROVAS E DEMONSTRACOES USADA NESTA
PESQUISA

A problematica das provas e demonstracdes ja vem sendo estudada ha
algum tempo por pesquisadores de outros paises. No Brasil, este interesse comecou
a surgir a partir da segunda metade da década de noventa, porém de uma maneira
bem timida. Ainda ndo ha entre os pesquisadores, por exemplo, um consenso a
respeito do significado das palavras prova e demonstracdo. Nem ha um consenso
sobre de que maneira este tema deve ser trabalhado nas aulas de matematica da
educacéo basica. Por este motivo, entramos em contato com diversas pesquisas
sobre 0 tema e procuramos saber quais as concepgdes'® e conclusdes dos
pesquisadores a esse respeito.

% para nés, concepg¢ado € uma nogdo ou um conjunto de nogdes concisas sobre certo tema, formada a partir de
nossas préprias idéias e/ou a partir das idéias propostas por outros pesquisadores.
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Pelas observacoes feitas em secbOes anteriores, podemos perceber que
alguns pesquisadores nao diferenciam as palavras prova e demonstracdo, porém
entendem que demonstrar (ou provar) é algo mais do que verificar a validade de
uma propriedade matematica por meio de regras légicas e sistematizadas. Como a
intencao dessa pesquisa € tratar do uso de provas e demonstra¢gdes num conteudo
algébrico do Ensino Médio, gostariamos de enfatizar a necessidade de, nesse
contexto, diferenciarmos essas duas palavras. Para nés, a diferenciagao entre essas
e o0 entendimento das implicagcdes dessa diferenciacdo € a chave para um ensino

eficiente de provas e demonstragdes na matematica do Ensino Médio.

Assim como Balacheff (1982), diferenciaremos as palavras prova e
demonstragdo, de modo que, para nos, a idéia de demonstracdo remetera a um
discurso, aceito pela comunidade matematica e constituido a partir de uma
seqliéncia de enunciados, organizados com certas regras, que tem como objetivo
dar o carater de verdade a uma proposicdo. A idéia de prova remeterd a uma
explicacdo mais simples que pode ser apresentada em linguagem natural,

pictografica ou algébrica contendo elementos matematicos.

Acreditamos que essa diferenciacdo é essencial no contexto da educacao
matematica, pois com ela explicacdes mais simples, porém coerentes, dadas pelos
alunos da educacao basica podem ser valorizadas e caracterizadas como provas.
Com um trabalho adequado, segundo Balacheff (1988), essas explicacdes simples
podem evoluir, ou seja, aumentar de nivel, até chegar a uma demonstragdo. Essa
diferenciagdo também daria a demonstracdo um estatuto mais sério, faria com que
ela se tornasse algo a ser almejado pelos alunos durante a escolarizacdo. Ao
mesmo tempo, ampliaria o sentido desta atividade tdo importante para a
matematica, como sugere Pietropaolo (2005).

Apesar de diferenciarmos as palavras prova e demonstracdo e aceitarmos
que uma prova pode evoluir e chegar ao nivel de uma demonstragéo, acreditamos
que essa evolugdo ndo ocorre naturalmente. Essa percepcao vai ao encontro de

algumas idéias propostas por Duval (1989).

Segundo Duval (1989), a demonstracdo é composta por dois tipos de

estrutura: (i) estrutura superficial: se assemelha a estrutura de uma argumentacao
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em que os enunciados sao adicionados uns aos outros; (ii) estrutura profunda: que
¢é diferente da estrutura de uma argumentacao, pois 0s enunciados sao substituidos
levando em consideracao seu estatuto. Segundo esse pesquisador, para aprender a
demonstrar os alunos devem realizar tarefas especificas de organizacdo dedutiva®,
que privilegiem o contato com a estrutura profunda da demonstragédo. Apenas as
atividades de resolucao de problemas e atividades que favorecam a formulagao de

conjecturas nao sao suficientes para que o aluno desenvolva esse aprendizado.

Ao analisarmos algumas pesquisas brasileiras, tais como Gouvéa (1998),
Mello (1999), Carlovich (2005) e Pietropaolo (2005), entramos em contato com
diversos pontos de vista da problematica das provas e demonstragdes. Tivemos a
oportunidade de conhecer a visdo do professor, do aluno, do curriculo e dos livros
didaticos. Com isso, percebemos que ha uma preocupacéo crescente envolvendo a
problematica das provas e demonstracdées na educacao basica. Contudo, apesar de
ser positiva e fornecer idéias e reflexdes sobre o ensino de provas e demonstragoes,
essa preocupacao se restringe ao ensino de geometria no Ensino Fundamental.
Pouco se fala sobre a problematica das provas e demonstragcdes no ensino de
algebra e no Ensino Médio. Acreditamos que uma das razbes para a énfase na
geometria, quando se trata de provas e demonstragbes, deve-se a histérica
influéncia da obra “Os Elementos’ de Euclides do séc. Ill a.C. Essa énfase dada a
geometria foi um dos motivos que nos levou a recorrer, neste estudo, a um conteudo
algébrico (Conjuntos e Conjuntos Numéricos) para tratarmos do ensino de provas e

demonstragdes.

2.4 A CONCEPCAO DE ALGEBRA USADA NESTA PESQUISA

A concepcgao de algebra usada nesta pesquisa € baseada no trabalho de
Usiskin (1995). Consideraremos a algebra uma area de estudo da matematica que

trata dos significados das letras e das operacdes com elas.

14 Segundo Duval (1989) as tarefas de organizagdo dedutiva sdo aquelas em que, dado um corpo de enunciados
reunidos, o aluno deve ordena-los em fungdo de seu estatuto através de um jogo de substituigbes. As tarefas
heuristicas sdo aquelas em que, através de um problema, os alunos desenvolvem estratégias de resolugao,
fazem conjecturas e as demonstram.
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Assim como Usiskin (1995), do ponto de vista didatico, acreditamos que a
maneira como uma pessoa entende o significado da nocdo de variavel muda a
concepcao que ela tem sobre algebra e direciona o ensino e aprendizagem dessa
area do conhecimento matematico. Para nos, as possiveis concepcoes de algebra

que uma pessoa pode ter sdo as mesmas propostas por Usiskin (1995):

e Algebra como aritmética generalizada: Nessa concepgdo as variaveis sao
vistas como um meio de traduzir e generalizar modelos;

e Algebra como meio de resolugdo de problemas: Nessa concepgdo as
variaveis sao incégnitas ou constantes usadas para simplificar e resolver um
dado problema;

e Algebra como estudo de relagdes: Aqui as letras sdo argumentos ou
parametros usados para relacionar grandezas;

e Algebra como estrutura: Nessa concepcdo as letras sdo sinais arbitrarios
no papel passiveis de manipulagéo.

O trabalho de Usiskin (1995) nos mostrou as possiveis maneiras de uma
pessoa entender o significado da algebra a partir do significado da variavel. Apesar
disso, o trabalho de Usiskin (1995) ndo nos mostrou que tipos de dificuldades os
alunos podem ter durante a construgdo dessa concepgao. Para um esclarecimento

sobre este aspecto recorremos ao trabalho de Kieran (1992).

Kieran (1992) considera que uma das dificuldades dos alunos durante a
aprendizagem de &lgebra € a passagem da perspectiva processual para a
perspectiva estrutural da algebra. Na perspectiva processual, as informagdes sao
tratadas como generalizagcbes das operacoes efetuadas na aritmética. Na
perspectiva estrutural, as operacdes nao tém relacdo com valores numéricos, sao
realizadas sobre expressdes algébricas e resultam também em expressdes
algébricas. A pesquisadora considera que uma possivel mudanca na abordagem
dos livros e dos professores ajudaria a mudar esse quadro, visto que ha uma énfase

na abordagem da algebra por meio da perspectiva estrutural por parte dos mesmos.

Ao analisarmos algumas pesquisas brasileiras, tais como Jamal (2004), Cruz
(2005) e Santos (2005), percebemos que ha uma preocupagao crescente
envolvendo o ensino e aprendizagem de &lgebra na educacdo basica. Essas
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pesquisas analisam, em geral, as concepgdes dos professores de algebra, o uso de
variaveis nos livros didaticos e o curriculo de algebra na escola. A partir delas,
pudemos perceber, por exemplo, que as concepcdes de algebra dos professores e
0s exercicios propostos em livros didaticos do Ensino Fundamental se enquadram
nas concepgdes que adotamos nesta pesquisa, propostas por Usiskin (1995).
Também percebemos que os livros didaticos trabalham com diferentes significados

das variaveis com um excesso de atividades de aplicagao de técnicas.

Para n6s a construcao desta concepcéao de algebra se fez necessaria, pois 0
conteudo em que analisaremos 0 uso de provas e demonstracées possui origem
algébrica. Trata principalmente das generalizagcbes que podemos fazer quando

consideramos 0s numeros agrupados em conjuntos com caracteristicas préprias.

2.5 O PROBLEMA DE PESQUISA

De acordo com Pires (2006), ha algumas décadas, o ensino de matematica
priorizava excessivamente o ensino das demonstracdes e o fazia de uma forma que

o aluno tinha dificuldades de atribuir sentido a elas:

[...] podemos observar que antes do periodo da Matematica Moderna, e
mesmo durante ele, predominava o modelo euclidianista, com énfase no
rigor, no formalismo e nas demonstragées, mesmo que totalmente fora da
possibilidade de compreensao dos alunos (PIRES, 2006, p. 01).

Com o passar dos anos, essa forma de ensinar demonstracdes foi
abandonada devido a sua ineficiéncia e complexidade dando origem a outra fase em

que se valorizava o trabalho empirico. Ainda nos estudos de Pires (2006) temos:

Com as criticas a esse modelo, passou-se a preconizar um modelo que
pode ser identificado como empirista, baseado em experimentagdes que 0s
alunos fazem com o estimulo de materiais como origamis, tangrans,
poliminds, geoplanos e mesmo com o apoio de sofisticados softwares que
permitem o trabalho com uma geometria dindmica (PIRES, 2006, p. 01).

Nessa nova fase, as atividades empiricas para a descoberta de
propriedades matematicas foram valorizadas para que o aluno pudesse atribuir
algum sentido a elas, porém as demonstragcbes dessas propriedades foram

praticamente abandonadas. Podemos considerar essa nova postura tao prejudicial
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ao aluno quanto a postura anterior, visto que o aluno ndo compartilha por completo

de uma atividade caracteristica da matematica.

Atualmente, vivemos num periodo de transicdo quando tratamos das
demonstragdes em matematica. A publicacdo dos PCN abriu possibilidades para
uma abordagem construtivista dos conceitos, em que “os objetos matematicos sdo
extraidos das acdes do sujeito, especialmente em contextos de resolugdo de
problemas e de modelizagdes” (PIRES, 2006, p. 01). Porém, apesar dessa abertura
construtivista proposta pelos PCN, o empirismo ainda €& dominante nos livros

didaticos atuais.

A preocupacao dos pesquisadores com os efeitos do abandono do ensino das
provas e demonstracdes nas escolas brasileiras fez com que as pesquisas nessa
area se intensificassem nos ultimos anos. Pesquisas brasileiras recentes como as
de Gouvéa (1998), Mello (1999), Carlovich (2005) e Pietropaolo (2005), por exemplo,
abordam alguns aspectos didaticos da demonstracao na educacgao basica. Ha ainda
pesquisadores de outros paises que se interessam pela problematica das provas e
demonstracdes na sala de aula, como Arsac, Balacheff, Duval, Pedemonte, entre

outros.

Pudemos perceber, a partir das leituras sobre essa problematica, que o ensino
e aprendizagem das demonstragcdes € uma preocupacao dos pesquisadores atuais,
porém suas pesquisas tém se concentrado no ensino e aprendizagem das
demonstragdes envolvidas em conceitos geométricos do Ensino Fundamental.
Pouco € pesquisado sobre estas mesmas questdes em algebra e/ou no Ensino
Médio. Até mesmo os PCN incentivam claramente o uso de provas e demonstracdes

especificamente em contetdos geométricos.

A falta de propostas de trabalho com as provas e demonstracées além da
geometria também foi percebida por Pietropaolo (2005):

Nos PCN, tanto do Ensino Fundamental quanto do Médio, ndao ha
referéncias claras no que concerne as provas e demonstragées em outras
areas da Matematica que nao a Geometria (PIETROPAOLO, 2005, p. 113)

O fato das pesquisas sobre provas e demonstracées e dos documentos

oficiais que norteiam a educagao basica brasileira se concentrarem em geometria e
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no Ensino Fundamental, nos levou a idealizar uma pesquisa que abordasse o uso de

provas e demonstracdes no ensino e aprendizagem de algebra no Ensino Médio.

Pelo fato de existirem muitos conteludos algébricos abordados, no Ensino
Médio, nossa pesquisa sera restringida a analise do uso de provas e demonstragdes
no conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos abordado no primeiro ano
do Ensino Médio.

Para abordar esse tema, analisaremos algumas cole¢des atuais de livros
didaticos do Ensino Médio. Com essa analise, pretendemos responder a seguinte

questao:

De que maneira os livros didaticos analisados propoem aos alunos do
primeiro ano do Ensino Médio provas e demonstracées as propriedades
enunciadas ao longo da exposicao do conteudo Conjuntos e Conjuntos

Numéricos?

Para responder nossa questdo de pesquisa de maneira concisa, tragamos
alguns objetivos a serem seguidos durante a andlise do conteudo algébrico em

questdao em cada colecgao:

¢ Objetivo 01: Verificar de que maneira os livros didaticos analisados
oferecem provas empiricas as propriedades algébricas enunciadas, dando
ao aluno um modelo de validagcao baseado em exemplos;

¢ Objetivo 02: Verificar de que maneira os livros didaticos analisados
oferecem demonstragdes as propriedades algébricas enunciadas, dando ao
aluno um modelo de validagao formal em matematica;

e Objetivo 03: Verificar de que maneira os livros didaticos analisados
propdem aos alunos exercicios envolvendo a demonstracao ou a prova de

uma propriedade referente a um conteudo algébrico.

Apos as explanagdes anteriores, € importante evidenciar que nosso objetivo
€ estudar o uso de provas e demonstragdes no conteudo Conjuntos e Conjuntos
Numéricos abordado no primeiro ano do Ensino Médio, para saber de que maneira
os livros didaticos utilizam este recurso para tornar significativo o ensino e a
aprendizagem deste conteudo.
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Ao enunciarmos nossa questdo de pesquisa, pensamos em uma possivel
resposta para ela, antes mesmo de uma analise mais refinada dos livros didaticos

selecionados.

As consideracodes de Pires (2006), sobre o abandono das demonstragdes e a
valorizacdo das provas empiricas por parte dos livros didaticos do Ensino
Fundamental, nos levam a acreditar que esse mesmo movimento possa ter ocorrido
no Ensino Médio. Uma de nossas hipdteses consiste em admitir que, em geral, as
colegbes analisadas apresentardo um numero maior de provas empiricas, em
relacdo as demonstragdes, para as propriedades apresentadas durante a exposi¢ao
do conteudo Conjuntos e Conjuntos Numéricos. Apesar disso, acreditamos que as
propriedades provadas empiricamente ou demonstradas sao utilizadas na resolugao
de problemas e como ponto de partida para outras provas e demonstragdes durante

o desenvolvimento deste conteudo algébrico. Esta seria outra hipétese de pesquisa.

Mesmo acreditando que de alguma maneira as provas e demonstragées ja
efetuadas serdo aproveitadas, temos duvidas com relacdo ao desenvolvimento da
nogao de sistema dedutivo. Para nés, o desenvolvimento da nog¢do de sistema
dedutivo requer uma utilizacdo explicita por parte do autor das palavras teorema,

prova e demonstragdo, o que acreditamos nao ocorrer nas colecoes.

A Ultima consideragdo que fazemos a respeito dos possiveis resultados da
analise de livros didaticos, diz respeito as atividades propostas aos alunos.
Acreditamos que os livros didaticos analisados pouco propéem aos alunos
exercicios envolvendo a demonstracdo ou a prova de uma propriedade referente ao
conteldo em questdo. Em outras palavras, a atividade de demonstrar ou provar
seria realizada em sua maioria pelos autores das colegcbes, o que deixaria pouco
espago para os alunos construirem estas habilidades.

2.6 ASPECTOS METODOLOGICOS

O objetivo desta secdo da pesquisa € apresentar algumas consideragdes
sobre 0 que sdo conteudos algébricos pertinentes ao Ensino Médio e os motivos que
nos levaram a escolher Conjuntos e Conjuntos Numéricos dentre todos o0s outros

contetudos que destacaremos. Além disso, apresentaremos os livros didaticos que
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analisaremos, as justificativas desta escolha e os critérios de analise dos livros com
base na nocado de praxeologia de Chevallard (1999) e niveis de prova de Balacheff
(1988).

2.6.1 OS CONTEUDOS ALGEBRICOS DO ENSINO MEDIO

Antes de iniciarmos a analise dos livros didaticos do Ensino Médio, no que
diz respeito ao uso de provas e demonstragdes num conteudo algébrico do Ensino
Médio, precisamos definir o que, para nés, sdo conteudos algébricos pertinentes ao
Ensino Médio. Para isso, recorremos as concepgdes, pesquisas e documentos

oficiais citados anteriormente nesta pesquisa.

Com base no que discutimos na se¢do 2.4, entendemos que a algebra é
uma area da matematica que trata do uso das letras e de seus significados
(USISKIN, 1995). Essa visdo também €& encontrada nos PCNEF (1998), como
mostrou a figura 05 na secado 1.5 (BRASIL, 1998, p.116). As pesquisas de Cruz
(2005) e Santos (2005) nos dao evidéncias de que essa visao da algebra também
esta presente nos livros didaticos de Ensino Fundamental e no discurso do
professor. Tudo isso nos leva a acreditar que um aluno que esteja cursando o
Ensino Médio ja tenha, no Ensino Fundamental, entrado em contato com a algebra
por meio do uso de letras como generalizadoras de padrées, incognitas numa
equacdo, pardmetros numa fungcdo e apenas como sinais no papel. Por estas
razdes, acreditamos que no Ensino Médio a algebra deva estar presente em quase
todos os conteudos, até mesmo naqueles que intitulamos de “geométricos” ou de
“tratamento da informagdo”. Como exemplo disso, podemos mostrar parte de uma

demonstracgao feita no livro 01 da colecdo Matematica: Ciéncia e Aplicagées:
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Em todo triangulo, os lados sdo proporcionais aos senos dos
angulos opostos a eles.

Demonstragao:

Seja o triangulo ABC, acutangulo, e CH a altura relativa ao lado AB.

¢ ACAH: sen A= S = CH = b sen A

b ACBH:senB:%HzCH:asenB

! ) b
o B = bsenA=asenB = A S G
A H'P1 JB sen A sen B
<5
C

B . : Bz s €
Procedendo de modo anélogo: T e

5 oty a i b e @
Podemos escrever, entao: = = %
sen A sen B sen C

Figura 06: Parte da demonstragéo da Lei dos Senos (IEZZI, 2004, vol. 2, p.125).

O estudo das propriedades dos tridngulos é considerado por nds de origem
geométrica, porém, como vimos, utiliza-se a algebra em alguns momentos para
expressar a idéia de generalidade.

Em nossa pesquisa ndo pretendemos trabalhar com conteudos de origem
geomeétrica, embora em alguns momentos eles se utilizem da algebra. Também nao
pretendemos trabalhar com conteudos ligados ao “tratamento da informacao”.
Portanto, ndo abordaremos o uso de provas e demonstragées nos seguintes
conteudos: trigonometria, geometria plana, geometria espacial, geometria analitica,

analise combinatoéria, probabilidade e estatistica.

Entendemos que conteudos como Conjuntos, Conjuntos Numeéricos,
Fungées, Progressées, Matrizes, Determinantes, Sistemas Lineares, Polinbmios e
Equacgées polinomiais permitem ao aluno um contato com todos os significados que
as letras podem assumir e, portanto, entender a algebra em todos seus aspectos.
Além disso, todos esses conteudos ndo sao de origem “geométrica” nem referem-se

ao “tratamento da informacgédo”. O esquema da figura 07 ilustra essa afirmacao:
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Corntetdos Algéhricos abordados no Ensino Média

Canjurtos Pograssies Fungies Witz ez Ditermirantes Sstermas Palindmios Bquaghes

[ lineares Polinomiais
Conjurtas
Hurméricas

Fermitem ao aluno:

Generalzar Resolver equagies | ‘ Relacionar grandezas Operar com sindis
propriedades graficos no papel.

Figura 07: Conteldos algébricos do Ensino Médio

Para que nosso estudo sobre os conteudos algébricos do Ensino Médio
fique mais completo, também abordaremos nesta secdo o enfoque dado aos
conteudos algébricos nos PCN.

De acordo com os PCNEM (2002), o ensino de matematica no Ensino Médio
deve desenvolver competéncias e habilidades que instrumentalizam e estruturam o
pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situagdes, para
se apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar
conclusbes proprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras agdes
necessarias a sua formacao. A resolucado de problemas é central para o ensino de
matematica. Na resolucdo de problemas, o tratamento de situacées complexas e
diversificadas oferece ao aluno a oportunidade de pensar por si mesmo, construir
estratégias de resolucdo e argumentacoes, relacionar diferentes conhecimentos e,

enfim, perseverar na busca da solugéo.

Segundo os PCN+ (2002), no novo Ensino Médio os conteudos e idéias
Matematicas foram divididos em trés temas estruturadores: (i) Algebra: Nimeros e
Funcdes; (ii) Geometria e medidas; (iii) Analise de dados.

Como o objetivo de nossa pesquisa esta relacionado ao ensino de algebra,
nos concentraremos em discutir apenas o primeiro tema estruturador: Algebra:

Numeros e Funcgoes.

De acordo com os PCN+ (2002), dentro do primeiro tema estruturador temos

como objeto de estudo os campos numéricos dos numeros reais, as funcdes e

67



equacoes de variaveis e incognitas reais. Este tema foi dividido em duas unidades
tematicas: variacdo de grandezas e trigonometria. Segue abaixo um quadro que

ilustra os objetos matematicos que cada unidade tematica deve abordar:

Unidades tematicas Objetos de estudo em cada unidade
Variacao de grandezas | Funcdes e Sequéncias (ligada a idéia de funcao)
Trigonometria No tridngulo retangulo e na primeira volta.

De acordo com o documento, os conteudos acima descritos devem ser
priorizados em todo Ensino Médio. Outros conteudos ligados a esta area temética,
tais como, matrizes e determinantes, sistemas lineares, polinbmios e numeros
complexos, devem constituir uma parte flexivel do curriculo e serem abordados em

caso de “sobra de tempo”.

Embora os PCN+ (2002) mostrem uma tendéncia a valorizag&o do estudo de
fungbes, seqliéncias e trigonometria, a maioria dos livros que estamos analisando
coloca o estudo de conjuntos, conjuntos numéricos, sistemas lineares, matrizes e
determinantes, polinbmios e numeros complexos como parte integrante dos
conteudos a serem abordados no Ensino Médio. Além disso, na figura 07, vista
anteriormente, consideramos tais conteudos como algébricos. Outra questao
importante a destacar diz respeito ao fato das nocdes de trigonometria serem
consideradas algébricas pelos PCN+ (2002). N6s entendemos que a trigonometria é
um conteldo de natureza geométrica, apesar de usar a algebra como uma

linguagem para abordar suas problematicas.

Analisando as Orientacbes Curriculares para o Ensino Médio (2006),
percebemos que elas ratificam as recomendagdes apresentadas nos PCN+ (2002),
porém com algumas modificagdes. Os conteludos de matematica, por exemplo, ndo
estdo divididos em trés areas, mas em quatro: (i) Numeros e Operacgdes, (ii)
Fungdes, (iii) Geometria, (iv) Andlise de Dados e Probabilidade. Apesar dessa nova
distribuicdo de areas, os conteudos a serem enfatizados sd&o 0s mesmos
supracitados quando tratamos dos PCN+ (2002). O que é interessante para nos é
que em ambos os documentos, 0 ensino de matematica esta sendo encarado de
uma forma mais humana em que se valoriza a esséncia do pensamento matematico

e suas aplicagbes na vida cotidiana:
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Para a escolha de contelddos, é importante que se levem em consideragao
os diferentes propédsitos da formacdo matematica na educagao basica. Ao
final do ensino médio, espera-se que 0s alunos saibam usar a Matematica
para resolver problemas praticos do quotidiano; para modelar fenémenos
em outras areas do conhecimento; compreendam que a Matematica é uma
ciéncia com caracteristicas proprias, que se organiza via teoremas e
demonstracdes; percebam a Matematica como um conhecimento social e
historicamente construido; saibam apreciar a importancia da Matematica no
desenvolvimento cientifico e tecnoldgico (BRASIL, 2006, p. 699).

Com base nas explanacbes acima, consideraremos como conteldos de
algebra pertinentes ao Ensino Médio os seguintes itens: (i) Conjuntos e Conjuntos
Numéricos (somente até o conjunto dos Numeros Reais), (i) Fungdes, (iii)
Progressoées, (iv) Matrizes e Determinantes, (v) Sistemas Lineares, (vi) Polinbmios e

equacoes polinomiais e (vii) NUumeros complexos.

Nesta pesquisa, trataremos do uso de provas e demonstragcbes somente no
conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numeéricos. A escolha deste conteudo
deveu-se a fatores que destacaremos a seguir.

O primeiro fator diz respeito a importancia da teoria dos conjuntos no
desenvolvimento da matematica devido ao carater genérico e unificador de seus
elementos. Percebemos, com isso, que o conteudo Conjuntos nos permite trabalhar
a algebra em varias das facetas propostas por Usiskin (1995). Com uma abordagem
especifica voltada para os Conjuntos Numéricos € possivel trabalhar principalmente
com a concepcgao da algebra como aritmética generalizada. Com o foco voltado para
as operagdes entre conjuntos é possivel trabalhar com a concepgao da algebra
como estrutura e como instrumento de resolucdo de problemas. Ha até mesmo a
possibilidade do trabalho com a concepcéao funcional da algebra, visto que uma
funcéo € um tipo especifico de relagéo entre dois conjuntos.

Outro fator que delimitou esta escolha surgiu a partir da analise preliminar'®

realizada nas colec¢des de livros didaticos selecionadas por n6s. Percebemos que na
maioria dessas colegbes (07 de 11 cole¢des), Conjuntos e Conjuntos Numéricos sao
0s primeiros conteudos algébricos a serem abordados no primeiro ano do Ensino
Médio. O fato de serem os primeiros fez com que também fossem os primeiros a
analisarmos em termos de tarefas que envolvam provas e demonstragdes. Por uma

questao de tempo e na intengcdo de elaborarmos uma pesquisa concisa e profunda,

15 P - o Lo . = - .
A andlise preliminar aqui citada sera objeto de discussao nas segdes a seguir.
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optamos por ndo analisar outro conteudo algébrico pertinente ao primeiro ano do

Ensino Médio.

Gostariamos de esclarecer que algumas das colecées (03 de 11) que
analisaremos abordam em capitulos diferentes os conteidos Conjuntos e Conjuntos
Numeéricos. Dentre elas, hd uma que faz essa abordagem de maneira consecutiva,
ou seja, capitulo 01 para Conjuntos e capitulo 02 para Conjuntos Numéricos, por
exemplo. Nesta pesquisa estamos considerando Conjuntos Numéricos um subitem
do conteudo Conjuntos. Por este motivo, faremos referéncia a apenas um conteudo

algébrico denominado Conjuntos e Conjuntos Numeéricos.

2.6.2 A ESCOLHA DOS LIVROS DIDATICOS

Como existe atualmente uma consideravel gama de livros didaticos de
matematica para o Ensino Médio, foi necessario um critério de sele¢ao de livros para
iniciarmos nossa analise. Nosso critério € bem simples: escolhemos analisar os
livros didaticos de matemética do Ensino Médio selecionados pelo Ministério da
Educagéao do Brasil no Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio —
PNLEM/2006.

O Ministério da Educacéao ja distribui, desde 1985, livros didaticos para os
alunos das escolas publicas de Ensino Fundamental por meio do Programa Nacional
do Livro Didatico - PNLD. A partir de 1995 o PNLD passou a contar com um grupo
de especialistas em diversas areas do conhecimento (matematica, ciéncias, lingua
portuguesa, geografia e histéria) para fazer uma analise criteriosa das obras antes
que elas fossem escolhidas pelo professor e distribuidas aos alunos. Essa iniciativa
foi positiva no sentido de que as obras passaram a ser mais bem elaboradas pelos
autores e melhor selecionadas pelas editoras de todo pais. Apesar de esta ser uma
excelente iniciativa do governo brasileiro, ela sé abrangia alunos do Ensino
Fundamental. Pensando nesta questao, o Ministério da Educagéao, em 2004, criou o
Programa Nacional do Livro Didatico do Ensino Médio — PNLEM. Em 2005, jovens
do Ensino Médio das escolas publicas das regides Norte e Nordeste receberam
livros didaticos de matematica e lingua portuguesa. Em 2006, esta iniciativa se

estendeu a todas as regides do Brasil.
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Depois de uma analise de diversos livros didaticos de matematica do Ensino
Médio, os especialistas em matematica do PNLEM/2006 divulgaram em 2004, por
meio do Catalogo do Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio (Catalogo do
PNLEM), os nomes das 11 colegcdes de matematica que poderiam ser escolhidas
pelo professor. Cada uma dessas obras é composta por trés volumes: um volume
para cada ano do Ensino Médio.

As obras selecionadas sio:

—_

LONGEN, A. Matematica. Editora Nova Didatica.

BIANCHINI, E. R.; PACCOLA, H. Matematica. Editora Moderna.

DANTE, L. R. Matematica. Editora Atica.

PAIVA, M. R. Matematica. Editora Moderna.

ZAMPIROLO, M. J. C. V.; SCORDAMAGLIO, M. T.; CANDIDO, S. L.

Matematica. Editora do Brasil.

GUELLI NETO, O. A. Matematica. Editora Atica.

SMOLE, K. C. S.; VIEIRA, M. I. S.; KIYUKAWA, R. Matematica. Editora

Saraiva.

8. SILVA, C. X.; BARRETO FILHO, B. Matematica Aula por Aula. Editora
FTD.

9. IEZZI, G.; et al. Matematica Ciéncia e Aplicaco6es. Editora Saraiva.

10. GOULART, M. C. Matematica no Ensino Médio. Editora Scipione.

11. LONGEN, A. Matematica: Uma Atividade Humana. Base Editora.

o b~ 0D

Mesmo com um critério bem definido de escolha de livros didaticos, o
nuamero de colegcdes a serem analisadas por nés ainda € alto. Por isso, fizemos uma
analise preliminar nas 11 cole¢Ges visando separa-las em grupos. Para cada grupo,
elegemos apenas 1colegao representante.

Nessa andlise preliminar, realizada nas 11 cole¢cbes, levamos em
consideragao os seguintes aspectos:

1. Como é feita a abordagem dos conteudos algébricos?
2. Ha, em algum momento, uma discussdo sobre o que € um sistema

dedutivo, um postulado, um teorema e uma demonstracao?
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3. Em geral, a colecdo apresenta uma prova ou uma demonstracao para as
propriedades discutidas nos contetdos algébricos?

4. Em geral, a colecao propde aos alunos exercicios do tipo mostre que...,
prove que... ou demonstre que...?

5. Em relacdo ao ensino de provas e demonstracoes, qual é a avaliagdo da
colecao feita pelos especialistas em matematica no Catdlogo do PNLEM
(2004)?

Apesar de estarmos interessados somente no conteudo algébrico Conjuntos
e Conjuntos Numeéricos, fizemos a analise preliminar nos conteudos algébricos dos
trés volumes de cada colecdo para que pudéssemos ter informagdes gerais
relevantes sobre o ensino de provas e demonstragdes na algebra do Ensino Médio.

Na proxima se¢d@o de nossa pesquisa, trataremos dos resultados da andlise
preliminar realizada por nés nas 11 colegGes selecionadas pelo PNLEM/2006 a luz

dos 05 aspectos supracitados.

2.6.3 ANALISE PRELIMINAR DAS COLEGOES

Por uma questdo de praticidade, nesta andlise nos referiremos as 11

colecoes supracitadas como C1, C2, ..., C11, respectivamente.

Com relagcdo ao primeiro aspecto de nossa andlise preliminar, verificamos
que as 11 colecbes dividem os conteldos em capitulos, cada capitulo a respeito de
um conteddo matematico. Algumas das colecdes fazem uma conexao entre esses
conteudos ao longo dos livros. Por exemplo, a colegdo C7 relaciona uma sequéncia
a uma funcao cujo dominio é o conjunto dos nimeros naturais nao nulos. Ainda com
relacdo a abordagem, percebemos que os conteudos algébricos séo introduzidos a
partir de um exemplo contextualizado dentro ou fora da matematica. Percebemos
uma diferenga na abordagem feita pelas cole¢coes C2 e C6, pois estas apresentam
antes do exemplo uma parte histérica referente ao conteddo a ser desenvolvido.
Apesar de todas as colegdes introduzirem os conteludos por meio de um exemplo
contextualizado, nenhuma delas utiliza esse exemplo como situagdo-problema para
que o aluno resolva inicialmente e construa por si mesmo seu conhecimento a
respeito do conteudo.
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No que tange o segundo aspecto, notamos que nem todas as colecdes
explicam aos alunos, em algum momento, as nocdes de sistema dedutivo,

postulado, teorema e demonstragao.

Verificamos, por exemplo, que as colegcdes C6 e C11 abordam claramente
tais nogdes no primeiro livro da colegdo. Vejamos abaixo alguns trechos que

mostram essa abordagem:

Postulado
E uma propriedade aceita como verdadeira sem uma demonstragéo.

Teorema

E uma propriedade aceita como verdadeira mediante uma
demonstragao.

Hipdtese e tese
Mum teorema, aquilo que € dado ou aceito como verdadeiro chamamaos
de hipotese e aguilo que temos gue demonstrar denominamos tese.

Figura 08: Trecho sobre as nog¢des de postulado, teorema e demonstracdo da colegdo C11 (LOGEN,
2003, v. 01, p. 115)

Mas algumas afirmagBes ndo sio absolutaments dbvias. Por exemplo, o Teorema de Pitagoras:

“Em todo tridngulo retdngulo, o quadrado do
comprimento da hipotenusa é igual a sama
dos quadrados dos comprimentos dos dois catetos.”

& ¢ = a’ +b%a, becexpressos
na mesma unidade de medida

Mesma se comprovassemas o enunciade do tearema experimentalmente, de modo aproximads, com um ndmero muito
grande de triangulos retingulos, sempre poderiames pensar que, num tridngulo retingulo gue nic escolhemas para o
grupe, o enunciado poderia ndo ser verificado.

Assim, uma pessoa somente estarla convencida de que o enunciado & verdadeiro em todas as situagbes se visse uma

razdo ldgica por que ele tem de ser verdadeiro em todos os casos.
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S& pensarmaos na Matematica da Anthguidade, os egipcios eram excelentes nas técnicas de medigoes ¢ flzeram muitas
previsbes inteligentes. Mas foram os gregos que descobriram ser verdadeiro o snunciado daguele teorema, criando um
mitodo muita mals poderoso gue & simples medigho: 0 raciocinio geamdirico exato

Como funclona esse métodol

Enunciarermos skgumas afirmaches para expressar as idélas geométricas mals simples & fundamentals, sem demanstrd
las, Serdo chamadas postulados

Da mesma forma, usaremos os termos mais simples ¢ fundamentals sem defin-|los. Serdo chamados conceltos
primitives cu termos nio definidos

Estabeleceremos os fatos da Geometra mediante demonstragbes ldgicas. As afirmagbes que demonstrarmos SETA0
chamadas teoremai

£ razodvel supor gue & melhor demonstrar todas as afirmagdes que Nzermos, Mas isso ndo pode ser feito. Em geral,
demanstramos um teorema coma um resultado [dgico de teoremas ja demonstrados. Mas par a primeira demonstragao (ou
primeiras) ndo havers nenhum tecrema que tenha [4 sido demonstrado, Assim, teremos de aceitar algumas afirmacdes sem
demonstracéo, que sdo os postulados,

Do mesmo moda, guando definirmos um termo novo tefemas necessidade de nos basear em outros termos que i
tenham side definidas. Em particular, o primeiro termo (ou primeiros) nio pode ser definido dessa maneira

Easet Termos ndo definidos, 0s conceltos primitivos, serdo o ponto, a reta & o plano

Os conceltos primitivos sugerem objetos fislcos,

Figura 09: Trecho sobre as nogdes de sistema dedutivo, postulado, teorema e demonstragao da colegao
C6 (GUELLLI, 2004, v. 01, p. 09)

Porém as colecoes C2, C4 e C5 ndo abordam tais no¢cdes em momento
algum. As colecbes C3 e C7 abordam claramente tais nogdes, porém no segundo
livro da colecao quando trata da geometria espacial. Vejamos abaixo alguns trechos
que mostram essa abordagem:

O que & um sistema dedutivo?

A Matematica, enguanto ciéncia, utiliza como recurso para provar fatos as cha-
mados sistemas dedutivos.

A idéia é que, para provar de forma légica alguma coisa, & preciso partir de
alguns elementos que devemn ser aceitos como & base de uma teoria e de alguns
fatos verdadeiros que envolvam esses elementos. Todas as demonstragdes devem
ser feitas a partir desses dois itens,

As caracteristicas de um sistema dedutivo sdo as seguintes:

al Algumas nogoes ou conceitos, chamados primitivos, 330 colocados sem defi-
nigdo e devemn ser aceitos como existentes e verdadeiros, Em Geometria, os con-
ceitos primitivos séo: ponto, reta e plano.

bl Sao escolhidos alguns postulados,
ou seja, fatos que relacionam os con-

postulade [Do lat. postwlste] S.m. 1.
Filos, Proposicac nao evidents nem de-

ceitos primitivos e que também de- | monstrével, que se admite como principio
vem ser aceitos como verdades, de um sistema dedutivel, de uma opera-
A escolha dos postulados pode variar, | ¢30 légica ou de um sistema de normas
dependendo de que teoria se quer de- | Praticas. 2. Fato ou precelto reconhecido

senvolver e do que se quer provar, L So Prévia demanstragao,

FiguFa 10: Trecho sobre as nogoes de sistema dedutivo, postulado, teorema e demonstragéao
da colegao C7 (SMOLE, 2004, v. 02, p. 199)
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Vocé val perceber lambam, no decorrer deste capltulo, termos ndo definidos, como pento, reta, plang e espags
As definigies de outros termas serdo baseadas neles. Vai se deparar também com alguns enunciados basicos, fus
damentais, que ndn sio demonstrades: $do chamados axiomas ou postulados. Outros enunclados sac demonstrives
Eles 530 chamacos de tearemas e 530 conseqléncia dos postulados.

Para sua melhor compreensio & |dentificagdo. neste capitulo, os enunciados considerados axiomas ou pos

1
|| tulados estarae emoldurades com um retngulo de  fundo azul ; os teoremas, emeldurados por um retdnguio

de fundo verde - e as definigdes, emolduradas por um retangulo de fundorosa .

Alem disso, coma se trata de um enfoque intuitive da Geometria espacial, 05 tecremas nao 55.—3:1_0 iu_ﬂcialmente
demonstrados. Mo final do capitule faremos algumas demonstragBes para gue Voo possa ter Uma idéia de como
funciona o método dedutiva,

Figura 11: Trecho sobre as nogdes de sistema dedutivo, postulado, teorema e demonstragao
da colegao C3 (DANTE, 2003, v. 02, p. 162)

Percebemos que as colecbes C6 e C11, apesar de apresentarem
claramente ao aluno as nogbes de sistema dedutivo, postulado, teorema e
demonstracao, nao utilizam ao longo da colecdo as nog¢des enunciadas. Notamos,
por exemplo, que ao longo da colegao, algumas demonstragées nao sao intituladas

dessa maneira:

»P PROPRIEDADES DE UMA PA

Existern propriedades em uma progressao aritmeética que podem facilitar
2 resolugdo de questdes envolvendo essa sequéncia.

1. Propriedade:

MNuma progressac aritmetica, cada um de seus termos, com excecao
dos seus extremos, € a media aritmetica entre os termos anterior e o

posterior.
Assim:
a, +a,
o
. 2
a, +a,
as = 5 k.
a, +a,
Eid = —
2
a}' | + ak #1
ak = —
2
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Vamos verificar, usando apenas o fato de que um termo menos o seu
antecedente resulta na razdo r

W
+
o

Sendo (...; a; b; ¢; ...) uma progressao aritmética, entdo: b =

ol

F il
EX2Mpio

Figura 12: Teorema demonstrado na colegdo C11 (LOGEN, 2003, v. 02, p. 23-24)

Em geral, as cole¢cbes analisadas pouco usam as palavras teorema e
demonstracdo quando enunciam e justificam as propriedades referentes aos
conteudos algébricos, mesmo aquelas que se preocuparam em explicar o que
significam esses termos. Apesar de considerarmos mais importante a presenca de
justificativas as propriedades enunciadas do que a presenga dos respectivos termos
que as intitulam, entendemos que o uso continuo de tais termos poderia ajudar o
aluno na compreensdo da organizagdao usada num sistema dedutivo. Consideramos
que se essas nomenclaturas fossem usadas em varios tipos de conteudo (algébricos
ou geométricos), os alunos compreenderiam, por exemplo, a existéncia de teoremas

em varias areas da matematica, bem como a necessidade de suas demonstragoes.

Com relacao ao terceiro aspecto, notamos que os autores das colegdes C3,
C6, C7, C9, C10 e C11 se preocupam em justificar a maioria das propriedades
enunciadas durante a exposicdo de um contetdo algébrico, seja com uma prova ou
com uma demonstracdo. HA& um equilibrio entre propriedades provadas e
demonstradas. As provas, nesses casos, sao consideradas do tipo “pragmaticas”,
segundo a concepcgao de Balacheff (1988), ou seja, sdo baseadas na exploracéao de
alguns exemplos. As demonstragbes, por outro lado, sdo consideradas “provas

conceituais”, ou seja, detém uma generalidade.
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No entanto, ndo ha um equilibrio entre as propriedades provadas e
demonstradas nas colecées C1, C2, C4, C5 e C8. Em geral, encontramos mais
propriedades provadas do que demonstradas. Além disso, observamos a presenga

de muitas propriedades sem justificativa alguma.

Em relagdo ao quarto aspecto analisado, com exceg¢ao da colecédo C3, todas
as outras apresentam poucos exercicios do tipo mostre que..., prove que... ou

demonstre que....

Para terminar nossa analise preliminar, consultamos o Catalogo do PNLEM
(2004), o que possibilitou entrarmos em contado com a opini&o dos especialistas em
matematica que avaliaram as cole¢fes. A partir dessa consulta, percebemos que 0s
especialistas do PNLEM/2006 evidenciam em seus comentarios quando uma
colecado nao trabalha com provas e demonstragbes. Vejamos alguns comentarios

com relacdo as colecoes C1, C2 e C5:

A segdo Organizando as idéias se encarrega de resumir, organizar e
formalizar os contetdos ao final de cada unidade. Porém, sao poucas as
vezes em que esse trabalho é feito com as devidas justificativas (BRASIL,
2004, p. 20, sobre a colegao C1)

As segdes Em equipe, Desafio e Pesquise propiciam o desenvolvimento das
habilidades de explorar, estabelecer relagdes, generalizar, criticar e se
expressar. No entanto, demonstragées, importantes nessa fase de ensino,
sdo evitadas, mesmo algumas bem simples (BRASIL, 2004, p. 21, sobre a
colegao C1).

A sistematizacao dos conteldos é feita, geralmente, por meio de exemplos
numeéricos e, na maioria das vezes, com apenas um exemplo. Assim,
conceitos e procedimentos sao, freqlentemente, detalhados sem
justificativas ou indicagdes da existéncia de uma demonstragdo para o caso
geral (BRASIL, 2004, p. 25, sobre a colegédo C2).

A colecao prioriza, ainda, a intuigédo, a visualizagao e a experimentagao, o
que é elogiavel. No entanto, o uso quase exclusivo desses recursos faz com
que os raciocinios dedutivos sejam pouco utilizados. O excesso de
validagdes empiricas, sem provas matematicas, pode induzir o aluno a tirar
conclusoes falsas (BRASIL, 2004, p. 40, com relagao a colecédo C5).

Por outro lado, esses mesmos especialistas valorizam o trabalho dos autores
que utilizam as provas e demonstragdes e fazem um encadeamento dedutivo das
propriedades:

Na metodologia de ensino-aprendizagem adotada, é atribuido papel

central ao aluno, que é posto em interagdo permanente com o texto e
solicitado a responder perguntas, a confrontar solugdes, a verificar
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regularidades e a tirar conclusbes. As atividades favorecem o
desenvolvimento dos raciocinios indutivo e dedutivo, com pouca énfase na
memorizacdo de foérmulas prontas (BRASIL, 2004, p. 30, com relagao a
colegao C3).

O aluno encontra diversas atividades que o desafiam a pensar. Por serem
de boa qualidade, elas contribuem para a formulagdo de questbes e
problemas; para a criagdo e o emprego de estratégias de resolugao; para a
verificagdo de processos e demonstragbes e de validagbes empiricas e
matematicas (BRASIL, 2004, p. 49, com relagao a colegéao C7).

Apbs a analise das 11 colecbes a luz dos 05 aspectos supracitados,

pudemos formar 03 grupos de cole¢des baseados em caracteristicas comuns:

» Grupo 01: Colecbes C6 e C11.

As colegbes C6 e C11 destinam um momento no primeiro livro, inicio do
Ensino Médio, para explicar aos alunos o significado das nog¢bes de postulado,
teorema, demonstracao e sistema dedutivo, porém nao exploram ao longo dos 03
volumes essas nogbes explicitadas. Ha nessas colegbes um equilibrio entre
propriedades provadas e demonstradas. Porém, as mesmas apresentam pouca

quantidade de exercicios do tipo mostre que..., prove que... ou demonstre que....

» Grupo 02: Colecdes C3, C7 e C9.

As colecoes C3, C7, C8 e C9 explicam aos alunos o significado das noc¢des
de postulado, teorema, demonstracdo e sistema dedutivo somente no segundo
volume, possuem essa explicacdo vinculada a abordagem de um conteddo
geométrico € nao exploram ao longo dos 03 volumes as nogdes explicadas. Ha
nessas colecdes um equilibrio entre propriedades provadas e demonstradas. Porém,
com excecdo da colecdo C3, ha uma pequena quantidade de exercicios do tipo

mostre que..., prove que... ou demonstre que....

» Grupo 03: Colecoes C1, C2, C4, C5 e C8.

As colegbes C1, C2, C4, C5 e C8 nao explicam em momento algum aos
alunos o significado das nogdes de postulado, teorema, demonstragdo e sistema
dedutivo. Nao ha um equilibrio entre as propriedades provadas e demonstradas aos
alunos pelos autores. H4 uma pequena quantidade de exercicios do tipo mostre

que..., prove que... ou demonstre que....
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Para uma analise mais criteriosa, a luz da Teoria Antropologica do Didatico
de Chevallard (1999) e dos niveis de prova de Balacheff (1988), escolhemos 01
colecédo de cada grupo. Procuramos em cada grupo a colegcao que apresentava um
namero maior de propriedades provadas e demonstradas, para que nossa analise
seja a mais esclarecedora possivel. Do grupo 01, decidimos analisar a colegdo C11.
Do grupo 02, decidimos pela colecao C3. Por fim, do grupo 03, decidimos pela
colecao C2.

O esquema a seguir sintetiza a escolha dos livros didaticos que serdo
analisados:

LIVROS PARA ANALISE

e

COLECAO C2 COLECAO C3 COLEéAO C11
v v A\ 4
Bianchini, E. E.; Dante, L. R. Logen, A.
Paccola, H.

Figura 13: Livros didaticos escolhidos para analise.

Como estamos interessados em analisar o uso de provas e demonstragdes
no conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numeéricos, que é abordado no inicio
do primeiro ano do Ensino Médio, analisaremos apenas o primeiro volume de cada

colecéo.

2.6.4 OS CRITERIOS DE ANALISE DAS COLECOES SELECIONADAS

Nesta parte de nossa pesquisa, evidenciaremos os critérios com 0s quais
analisaremos o conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos nas cole¢oes
selecionadas na secdo 2.6.2. Esses critérios sdo embasados na nocado de
praxeologia de Chevallard (1999) e niveis de prova de Balacheff (1988).

Usando a nogao de praxeologia de Chevallard (1999), notamos, a partir da
analise preliminar realizada na secéo 2.6.3, que em cada colecao ha a presenca de

tarefas realizadas pelos autores e tarefas propostas aos alunos.
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Os autores de cada colecao realizam tarefas como introduzir um novo
conteldo matematico, provar ou demonstrar certa propriedade, propor aos alunos

atividades que utilizem certas propriedades, etc.

Os alunos realizam tarefas como ler a apresentacdo de um novo conteudo,
resolver um problema aplicando certa propriedade, provar ou demonstrar certa
propriedade, etc.

Das inumeras tarefas que o autor e o aluno podem realizar, estamos
interessados em analisar aquelas que envolvam a prova ou a demonstragcao de uma
propriedade referente ao conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numeéricos ou
que envolvam a utilizagdo das mesmas, como € o caso dos exercicios de aplicagao
propostos aos alunos apd6s a demonstragcdo de uma propriedade realizada pelo
autor.

O interesse nas tarefas relacionadas a prova ou a demonstracdo de uma
propriedade nos permitiu a constatacdo de 03 géneros de tarefas relativas a esta

tematica:

e Género de tarefa 01 (GT1): Demonstrar uma propriedade referente ao
conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numeéricos.
e Género de tarefa 02 (GT2): Provar uma propriedade referente ao
conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numeéricos.
e Género de tarefa 03 (GT3): Utilizar a prova ou a demonstragdo de uma
propriedade referente ao conteddo algébrico Conjuntos e Conjuntos

Numéricos num exercicio de aplicagdo ou na resolugdo de um problema.

Gostariamos de destacar que as tarefas que pertencem aos géneros
descritos acima podem ser realizadas pelo autor ou propostas aos alunos.
Particularmente, as tarefas pertencentes ao GT3 sao realizadas pelo autor somente
quando os mesmos possuem a intencdao de apresentar aos alunos um modelo de
resolucdo, o que geralmente aparece nas colegcbes com o titulo de “exercicios
resolvidos”. Notamos que nem sempre os autores das colecdes selecionadas
realizam tarefas pertencentes a esses géneros. Por esse motivo, poucas tarefas

desses géneros, realizadas pelos autores, aparecerdo em nosso trabalho.
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Podemos associar a cada um dos géneros de tarefa descritos anteriormente

uma série de tarefas. Por exemplo, demonstrar a irracionalidade de 2 ou
demonstrar que todo numero natural € um numero real sdo tarefas associadas ao
GT1.

Apesar dessa diversidade de tarefas que podem ser associadas a um
género, percebemos que hd uma maneira comum de realiza-las e de justificar cada
passo dado. Chamaremos de técnica a maneira de realizar uma tarefa pertencente a
um dos géneros. Chamaremos de bloco tecnoldgico-teérico o conjunto de

justificativas que sustentam a técnica realizada.

A seguir, descreveremos a técnica usada na realizacdo de tarefas
pertencentes a cada género mencionado anteriormente. Apds isso, evidenciaremos

o bloco tecnolégico-tedrico que justificam tais técnicas.

Técnica usada para realizar tarefas pertencentes ao GT1.

As tarefas que envolvem a demonstracdo de uma propriedade geralmente
requerem de quem a realiza a identificagdo dessa propriedade como uma implicagao
l6gica, em que o0 que se admite como verdade é chamado de hip6tese e o que se
quer concluir é chamado de tese. Apds esse passo, ha a necessidade do uso das
propriedades (teoremas, principios e definicbes) ja demonstradas por meio de um
jogo de substituicdes, de modo a garantir a veracidade daquilo que se quer
demonstrar. Em outras palavras, é preciso encadear as propriedades admitidas
como hipétese para se concluir a tese. Durante esse encadeamento pode haver a
necessidade de se fazer um tratamento algébrico em tais propriedades, ou seja,
pode-se necessitar transformar uma representagdo algébrica em outra equivalente

usando regras especificas da algebra.

As tarefas pertencentes ao GT1 sao classificadas por Balacheff (1998) como
provas conceituais. Essa classificacao deve-se ao fato da técnica usada em sua
realizagdo permitir que a propriedade demonstrada seja vista de modo genérico,
representante de uma classe de objetos. Além disso, a técnica usada evidencia os

conceitos matematicos encadeados na tentativa de se obter essa generalidade.
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A técnica envolvida em tarefas desse género permite-nos observar se quem
a realizou entrou em contato com diferentes concepgdes da algebra. O fato de se
usar letras para trabalhar com casos gerais ja € um indicativo do uso da algebra
como aritmética generalizada, em que as letras sdo usadas como generalizadoras
de modelos. Se houve, por exemplo, a necessidade de um tratamento algébrico, ha
ainda o trabalho com a concepcéao da algebra como uma estrutura, em que as letras

séo sinais graficos que podem ser manipulados a partir de regras especificas.

Técnica usada para realizar tarefas pertencentes ao GT2.

As tarefas que envolvem a prova de uma propriedade, geralmente requerem
de quem a realiza a escolha inicial de casos particulares, que serdo substituidos na
propriedade em questdo a fim de se constatar se esta vale para tais casos. A partir
dessa constatacdo para casos especificos, admiti-se que a propriedade é valida

para todos 0s casos possiveis.

As tarefas pertencentes ao GT2 sao classificadas por Balacheff (1998) como
provas pragmaticas. Esses tipos de provas podem estar ao nivel do empirismo
ingénuo ou ao nivel do experimento crucial. Podemos exemplificar para o caso de se

pedir ao aluno a prova de que a soma de dois niUmeros pares € um numero par.

Prova 01: Prova 02:
4 e 6 sao pares. 4+6=10. 10 é par; 25 352 e 10 556 sao pares.
8 e 12 sdo pares. 8+12=20. 20 € par; 25352 + 10 556 = 35 908.
35908 é par.
Portanto a soma de dois nimeros pares é par. Portanto a soma de dois niUmeros pares € par.

Em ambas as provas, usaram-se como recurso, a escolha de casos
especificos. Na primeira, essa escolha foi aleatéria, o que caracteriza uma prova
pragmatica ao nivel do empirismo ingénuo. Na segunda, tentou-se considerar
nameros “grandes” numa tentativa de constatar que “se vale para numeros grandes,
vale para qualquer um”. Essa atitude caracteriza uma prova pragmatica ao nivel do

experimento crucial.

As provas pragmaticas podem evoluir para provas conceituais. Segundo

Balacheff (1988) essa evolugcdo depende da tomada de consciéncia da generalidade
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da situacdo em questdo, por parte de quem realiza a tarefa. Notamos, nesse caso,
que o contato com a concepcao da algebra como aritmética generalizada, em que as

letras sao consideradas generalizadoras de modelos, pode favorecer essa evolugao.

Técnica usada para realizar tarefas do GT3.

As tarefas pertencentes ao GT3 envolvem o uso direto das propriedades
provadas ou demonstradas e sdo chamadas muitas vezes de exercicios de fixacdo
ou de problemas de aplicacdo. A técnica usada nessas tarefas envolve muitos
passos. Geralmente, apds a leitura do enunciado, identifica-se a propriedade que
melhor se enquadra na questao e realiza-se um tratamento'® em seus elementos. O
que nos interessa neste tipo de tarefa é o fato de alguns passos realizados serem
embasados por uma propriedade demonstrada ou provada anteriormente. Em outras
palavras, no bloco tecnol6gico/tedrico que justifica a técnica usada ha a presenca
das tarefas pertencentes ao GT1 ou GT2, que nesse momento ja sdo consideradas

propriedades validas.

Essas tarefas sdo importantes para o nosso trabalho, pois a partir delas
podemos constatar se os autores utiizam de alguma maneira as tarefas
pertencentes ao GT1 e GT2, ou seja, se dao sentido para as provas e
demonstragdes realizadas ou solicitadas. Além disso, também podemos constatar se
os autores aproveitam essas tarefas para trabalhar com as varias concepgdes de

algebra admitidas na secao 2.4.

Bloco tecnoldgico/teérico usado para justificar as técnicas usadas na
realizacao de tarefas.

O bloco tecnolégico/tedrico relativo a uma técnica usada na realizagdo de
tarefas, independente de seu género, é formado por um conjunto de nogdes que

'® Estamos usando a palavra tratamento no sentido de Duval (2003). Para Duval (2003) tratamento é a
transformagdo de uma representagéo semiética dentro de um mesmo registro. Por exemplo, transformar 2a+2b
em 2(a+b) é um tratamento, pois é uma transformagéo realizada dentro do registro algébrico.
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ajudam a justificar cada passo dado na realizacdo dessa técnica. Essas nocdes

podem ser matematicas, paramatematicas ou protomatematicas'”.

Nesta pesquisa, as nocoes matematicas usadas para justificar cada etapa
de uma técnica referem-se principalmente aquelas pertencentes a teoria dos
conjuntos e de parte da teoria dos numeros e da algebra elementar. Estamos
falando de nocbes como a de conjunto, subconjunto, interseccdo e unido de
conjuntos, complementar de um conjunto, numero natural, inteiro, racional,
irracional, real, soma algébrica de numeros reais, reducado de termos semelhantes,

entre outras.

Para algumas das tarefas realizadas pelo autor ou propostas aos alunos ha
a necessidade de se conhecer o significado de certas no¢oes paramatematicas. Por
exemplo, se é pedido para o aluno realizar uma demonstragdo por absurdo é
imprescindivel que ele conhega a nocdo de implicagdo, contra-positiva,
demonstragdo, demonstragdo por absurdo, além de todas as no¢cbes matematicas
que possivelmente serdo usadas na realizagdo desta tarefa. Nesse sentido, quando
falamos em nocdo paramatematica, nos referimos principalmente a nocao de
teorema, implicacao logica, hipétese, tese, deducéo, prova, demonstracdo, entre

outras.

Dentre as nocdes paramatematicas citadas anteriormente, gostariamos de
destacar a nocdo de deducao. Quando ja conhecemos algumas propriedades e
desejamos, a partir delas, provar ou demonstrar outra, iniciamos um jogo de
substituicbes de idéias, um encadeamento de propriedades que segue uma légica
especifica. A esse jogo de substituicdes e de encadeamentos l6gicos chamamos de
deducdo. Para a realizacdo de algumas tarefas, principalmente as tarefas
pertencentes ao GT1, essa nogdao é fundamental. Por exemplo, quando € pedido
que o aluno demonstre que todo numero natural é real, vém a tona as propriedades
“todo numero natural é inteiro”, “todo numero inteiro é racional”’, “todo numero
racional € real”. A partir dessas propriedades, usando um jogo de substituicoes e um
encadeamento logico, chega-se a conclusédo de que “todo numero natural € real”. No
caso desse exemplo, a deducdo é realizada implicitamente, ou seja, esse jogo de

7

substituicbes é feito mentalmente por quem realiza a tarefa. Esta implicito,

7 oo - ~
Definimos essas nogdes na segao 1.6.
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principalmente, o uso da propriedade se A=B e B=C entdo A=C. Em termos de

conjuntos,se A cBeB c(, entdo 4 c C.

Com relacado as nogdes protomatematicas, nos referimos principalmente a
nocdo de ler e de interpretar enunciados. Independente da natureza da tarefa
apresentada é fundamental que o aluno saiba ler e entender o que estd sendo
pedido. No caso das tarefas propostas nos livros, 0 uso dessas nocoes € que vai

desencadear o uso das outras.

Apos a explicitacao dos tipos de tarefas que pretendemos analisar vamos

discutir a seguir como vamos fazer essa analise.

A principio, analisaremos separadamente as tarefas realizadas pelos autores
das tarefas propostas aos alunos. Essa escolha deveu-se a alguns fatores que

discutiremos a seguir.

Durante a analise preliminar realizada na secado 2.6.3, percebemos a
presenca de tarefas comuns realizadas pelos autores das 03 colecbes selecionadas.
Para a andlise nado ficar repetitiva e enfadonha, agruparemos essas tarefas e
faremos uma andlise Unica. A andlise das tarefas especificas a cada colecéao sera
feita separadamente. Na inteng&o de deixarmos a andlise a mais fidedigna possivel,
para cada tarefa desse tipo, apresentaremos uma cépia (recorte) da tarefa original
realizada por cada autor.

No que diz respeito as tarefas propostas aos alunos, notamos a presencga de
poucas do tipo prove que..., demonstre que... Por este motivo, analisaremos todas
as tarefas deste tipo solicitadas ao aluno em cada cole¢gdo. Em contrapartida,
notamos a presenca de muitas tarefas do tipo exercicio de aplicacao e resolucao de
problemas. Para esses tipos faremos a analise de apenas uma tarefa representante,

quando houver.

Durante a analise de cada tarefa selecionada por nés, realizada pelos

autores ou proposta ao aluno, indicaremos:

i. O género de tarefa a que pertencem;

ii. A descricdo da técnica usada;
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iii. O nivel de prova em que se situa, segundo Balacheff (1988), para o caso
de pertencerem ao GT1 ou GT2;

iv. As possiveis concepcoes de algebra usadas durante a realizacao tarefa;
v. O bloco tecnolégico/tedrico usado;

vi. Comentérios gerais que possam ser interessantes e significativos para

determinado tipo de tarefa.

O esquema a seguir mostra de maneira resumida nossa organizagao

metodolégica:
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Figura 14: Sintese dos aspectos metodolégicos.

A seguir, apresentaremos a andlise das tarefas envolvendo provas e

demonstragdes no conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos.
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3. ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS E DISCUSSAO DOS
RESULTADOS

Nesta secdo da pesquisa analisaremos as tarefas envolvendo provas e
demonstragdes no conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos de cada
uma das colegcbes selecionadas por nos. Essa andlise sera realizada em duas
partes: (i) andlise das tarefas realizadas pelos autores de cada colegao e (ii) analise
das tarefas propostas aos alunos pelos autores das mesmas.

Como ja dissemos, por uma questao de praticidade decidimos, na primeira
parte da analise, separar as tarefas comuns das tarefas especificas de cada
colecdo. Para que a essa andlise figue o mais fidedigna possivel, decidimos
“recortar” de cada colecao a prova ou a demonstracao realizada pelos autores e em

seguida comenta-las a luz de nosso referencial teorico.

Na segunda parte também faremos uma separagao. Analisaremos as tarefas
do tipo mostre que... e demonstre que... propostas aos alunos separadamente das
tarefas propostas que utiizam uma propriedade provada ou demonstrada

anteriormente. O esquema a seguir sintetiza a organizacao dessa analise:

[ANALISAREMOS AS TAREFAS j

|

que sdo

(F{EALIZADAS PELO AUTOR] [PROPOSTAS ADS ALUNOS]
gue sdo que sdo
; = ESPECIFICAS A : z
[COMUNS AS COLEQOESJ CADA COLEGAOD DO TIPO MOSTRE QUE... EXERCICIOS DE APLICAGAQ
OU DEMONSTRE GUE... E PROBLEMAS

Figura 15: Andlise das tarefas.

3.1 TAREFAS REALIZADAS PELOS AUTORES

Antes de iniciarmos a andlise das tarefas realizadas pelos autores das
colecoes selecionadas por nds, apresentaremos um quadro resumo dessas tarefas.

Nesse quadro, mostraremos quais propriedades referentes ao conteudo algébrico
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Conjuntos e Conjuntos Numeéricos foram provadas ou demonstradas por cada um

deles. Esse quadro ajudard a identificar mais facilmente as tarefas comuns as

colecoes e as especificas a cada uma delas.

Gostariamos de esclarecer que a classificacdo das tarefas a seguir como

“prova” ou “demonstragao” foi feita por nés segundo Balacheff (1982). Para que o

texto do quadro resumo ficasse bem claro, durante a construcdo do mesmo, fizemos

pequenas modificagdes no enunciado das propriedades propostos pelos autores de

cada colecéo:

GENEROS DE TIPOS DE TAREFA TAREFAS
TAREFA
Demonstrar uma propri- | ¢ Demonstrar que V2 é um
GTH edade sobre os Con- | ndmero irracional.
juntos e/ou Conjuntos
Numeéricos
Provar uma propriedade | ¢ Provar que dados 2 conjuntos
sobre os Conjuntos e/ou | finitos A e B n(4UB) =n(4) +
Conjuntos Numéricos n(B) —n(ANB)
REALIZADAS e Provar que entre dois
PELO AUTOR ndmeros racionais ha infinitos
DA COLEGAO GT2 racionais.

C2 e Provar que toda raiz cuja
representacdo decimal nao é
exata assim como todo numero
cuja forma decimal ndo é exata
nem periddica € um numero
irracional.

Demonstrar uma propri- | ¢ Demonstrar que o conjunto
edade sobre os Con- | vazio é subconjunto de qualquer
juntos e/fou Conjuntos | conjunto A.
Numéricos e Demonstrar que dados dois
conjuntos A e B, Ac B B¢ c
GT1 AC.
e Demonstrar que dados 2
conjuntos finitos Ae Bn(AU B) =
n(4) + n(B) —n(A n B).
e Demonstrar que V2 é um
namero irracional.
Provar uma propriedade | e Provar que se um conjunto
sobre os Conjuntos e/ou | possui n elementos entdo o
REALIZADAS Conjuntos Numéricos conj:unto das. npellrtes desse
PELO AUTOR conjunto possui 2 eementqs.
DA COLECAO o1 . Erovar que um  nimero
c3 racional possui representacao
decimal finita ou infinita e
periddica.
e Provar que entre dois

nimeros inteiros nem sempre ha
um ndmero inteiro.

e Provar que entre dois
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numeros racionais sempre ha um
numero racional.

Demonstrar uma propri-
edade sobre os Con-
juntos e/ou Conjuntos
Numéricos

e Demonstrar que todo numero
natural é racional.

e Demonstrar que o conjunto
vazio é subconjunto de qualquer
conjunto A.

GT1 e Demonstrar que dados dois
conjuntos A e B, Ac B B¢ c
REALIZADAS AC.
PELO AUTOR e Demonstrar que V2 é um
DA COLECAO numero irracional.
Cc11 e Demonstrar que dados 2
conjuntos finitos Ae Bn(AUB) =
n(A) + n(B) —n(A N B).
Provar uma propriedade | ¢ Provar que um numero
sobre os Conjuntos e/ou | racional possui representagéo
Conjuntos Numéricos decimal finita ou infinita e
GT2 periddica.

e Provar que dados dois
conjuntos A e B, (AU B)¢ = A°n
B€.

Analisaremos a seguir as tarefas propostas pelos autores das colecdes

selecionadas a partir das informacdes contidas no quadro acima. Para isso,

usaremos os critérios de analise discutidos na se¢ao 2.6.4.

(i) TAREFAS COMUNS AS COLECOES

Das tarefas comuns realizadas pelos autores das colegdes selecionadas ha
aquelas que pertencem ao GT1 e ao GT2. Antes de iniciarmos a analise dessas
tarefas indicaremos a que género elas fazem parte e justificaremos nossa

classificacao.

Tarefas pertencentes ao GT1.

As tarefas TR1, TR2, TR3 e TR4 foram classificadas como pertencentes ao
GT1, pois para sua realizagdo € necessario conhecer as nogoes paramatematicas
de teorema, hipétese, tese, implicagdo, deducdo, demonstracéo, entre outras. Além
disso, sdo consideradas provas conceituais, segundo Balacheff (1988), e utilizam a

linguagem algébrica para exprimir generalidade.
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Tarefa 01 (TR1): Demonstrar que v2 € um nimero irracional.

Essa propriedade € demonstrada pelos autores das trés colegces. Porém,
notamos interesses diferentes por parte deles nessa demonstracdo. Os autores das
colegdes C2 e C3 demonstram a irracionalidade de v2 com a intengéo de mostrar ao
aluno que esse numero nao possui a propriedade de um numero racional, ou seja,
v/2 ndo pode ser escrito na forma p/q com p e q inteiros e q diferente de zero. Ja o
autor da colecao C11 demonstra a mesma propriedade com a intengdo de mostrar
ao aluno como se faz uma demonstracao por absurdo usando a equivaléncia entre
uma implicagdo e sua contra-positiva. Vejamos um “recorte” da demonstracao
realizada pelo autor da colegcdo C2. As demonstracdes realizadas pelos autores das

colecoes C3 e C11 sdo analogas a esta.

Mostremos que + 2 nao & nimero racional

De fato, se 42 fosse racional, entdo deveriam existir dois nimeros p
Recorde

———— -
; i P : { .
e q primos entre si, tal que +2 o ouseja, p =gy 2. = Mirmaros primos entre si
! . . 1 580 agueles em aua o
Elevando ambos os membros ao quadrado, temos p* = 297, Logo, p™ é migior divisor comum entra
par e conseqilentemente p é par, pois, se p fosse impar, p° também seria sieseq 1
fmbar : * Forma decimal exata &
P ; " : aguala quetam um ndme-
- y = ke 3 . e Ak = Pt — - q e
Fazendo p = 2k (k € Z), temos: 4k™ = 29" = 2k = g ra finito de casas decimais
oo, @ 6 par e entdo g é par.
Logo, 4° é par e entdo g € par

O fato de p e g serem pares nos mostra que a suposi¢io de que p e § sio primos entre si é

falsa
n I_I
e = x e r oy |.l . (o] 3 % 1
Logo, nao existe o niimero racional —, tal que 2 - . Portanto, 4 2 ndo é um nimero
iq i
racional.

Figura 16: Demonstragao da irracionalidade da +'Z (BIANCHINI; PACCOLA, 2004, p.50).

Com relacdo a técnica usada, os autores tratam implicitamente a
propriedade como um teorema a ser demonstrado. Em outras palavras, ndo falam
abertamente ao aluno que apdés a demonstracdo essa propriedade podera ser
chamada de teorema. Outra observacao importante é que os autores ndo separam a
hip6tese da tese de maneira explicita para o aluno. Porém, durante a demonstragao,
percebemos que eles usam essas nogdes ja que o raciocinio por absurdo é usado:
nega-se a tese, chega-se a negacgao da hipétese.

De modo geral, a demonstracdo da irracionalidade de V2 é feita pelos trés

autores supondo-se inicialmente que v2 é um ndmero racional. Com isso, é feita a
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simplificagdo das expressées (i) V2=p/q em p=qv/2 e (ii) p=qv2 em p°=2¢° com p e q
inteiros, primos entre si e q diferente de zero. Neste ponto da demonstracao
constata-se que p?, p, g° e q sdo nimeros pares e observa-se uma contradigdo entre
0 resultado obtido e a suposicdo inicial, demonstrando-se a propriedade por
absurdo.

Por pertencer ao GT1, essa demonstracdo € uma prova conceitual. Com
relacdo ao nivel, segundo Balacheff (1988), trata-se de um calculo nas afirmagées,
pois ela é feita de maneira genérica e sua escrita € dotada de rigor matematico, o
que é percebido por meio do uso de variaveis.

Notamos que esta demonstracao faz com que o aluno entre em contato com
duas concepgdes de algebra, propostas por Usiskin (1995). Quando se admite um
namero racional na forma p/q com p e q inteiros e q diferente de zero ha um trabalho
da &lgebra como aritmética generalizada. Quando ha o tratamento de v2=p/q em

p=gV2 entra-se em contato com a &lgebra como uma estrutura, em que as letras sao

sinais no papel passiveis de manipulagao.

O bloco tecnolégico/tedrico que justifica a técnica € composto pela nogcao
paramatematica de demonstragcao por absurdo e de deducao. O uso da deducéo fica
evidenciado em algumas passagens como aquela que diz “se g2 é par entdo q é
par’. Além disso, ha a necessidade de se conhecer as nogdes matematicas de
namero racional, numeros pares e impares, adicdo e multiplicacdo algébrica de
nameros racionais. Esta ultima é muito utilizada nos tratamentos algébricos feitos

durante a demonstragao.

Tarefa 02 (TR2): Demonstrar que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer
conjunto A.

Esta propriedade é demonstrada pelos autores das colecoes C3 e Ci1.
Ambos a demonstram com a intengdo de mostrar ao aluno algumas propriedades
decorrentes da definicao da relacdo de inclusao entre dois conjuntos. Ha também o
interesse de usar a propriedade durante a abordagem da nocdo de numero de

elementos do conjunto das partes de um conjunto.
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A seguir, apresentamos um “recorte” das demonstragdes realizadas pelos
autores das colecdes C3 e C11. Apresentaremos as duas demonstracdes, pois,
apesar de parecidas, ha uma diferenca na linguagem usada em cada uma delas.
Analisando bem o texto dessas duas demonstragdes percebemos que a
apresentada pela colegdo C11 (figura 18) apresenta uma falha na linguagem. O
autor da colecado C11 tenta fazer uma demonstracéao por absurdo, porém, nao indica
durante o texto que para chegar a conclusao de que @ c A ele vai supor inicialmente
que @ ¢ A . A prova em sua totalidade esta baseada na negacéo da tese, porém o
autor ndo deixa isso explicito. J& o autor da coleggo C3 também usa a
demonstracao por absurdo, mas evidencia que para provar que @ c A ele vai supor

inicialmente que @ ¢ A .

& lmbossivel. Lo
Figura 17: Demonstragéo da propriedade: ¥ A, @ = A (DANTE, 2003, p. 10).

| Uma justificativa
Para mosirar que
A A lemios gue

ablar um slemenio x

Figura 18: Demonstragao da propriedade: v A. @ = A (LOGEN, 2003, p. 122).

Com relacao a técnica utilizada, os dois autores supdem a existéncia de um
elemento x no conjunto vazio e consideram que 0 conjunto vazio nao estara contido
no conjunto A se o elemento x ndo pertencer ao conjunto A. Em seguida, classifica-
se 0 conjunto vazio como um conjunto sem elementos e verifica-se a impossibilidade
do elemento x pertencer ao conjunto vazio. Por fim, constata-se que o conjunto vazio
esta contido no conjunto A.

Apesar de nao se revelar ao aluno, a demonstragao realizada por ambos os

autores é feita usando o raciocinio por absurdo. Por este motivo, o bloco
tecnoldgico/tedrico que justifica a técnica é composto pela nogado paramatematica de

7

hipotese, tese, demonstracdo por absurdo e deducdo. Também €& necessario
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conhecer a nocdao matematica de conjunto e de relagcdo de inclusdo entre dois
conjuntos, ou seja, A € B quando todos os elementos do conjunto A pertencem ao
conjunto B.

Por pertencer ao GT1, essa demonstracdo € uma prova conceitual. Com
relacdo ao nivel, segundo Balacheff (1988), trata-se de um calculo nas afirmagées,
pois ela é feita de maneira genérica e sua escrita € dotada de rigor matematico, o

que é percebido a partir do uso da simbologia caracteristica da teoria dos conjuntos.

Acreditamos que esta demonstracdo faz com que o aluno entre em contato
com a concepcao de algebra como aritmética generalizada e como estrutura ja que
a letra A representa um conjunto qualquer e é manipulada ao longo da

demonstragao.

Para finalizarmos a andlise dessa tarefa, gostariamos de aborda-la segundo
as idéias de De Villiers (2002). Esse pesquisador considera que é costume no
ensino da matematica fazer uma abordagem em que as demonstracbes aparecem
como um recurso para eliminar as duvidas. Apesar disso, admite um significado mais
amplo para uma demonstragao, classificando em seu trabalho 6 fungdes que ela
pode ter:

e Verificagcao: convencimento proprio e dos outros a respeito da veracidade
de uma afirmacao;

e Explicacao: compreensdo do por que uma afirmacao é verdadeira;

e Descoberta: de novas teorias, conjecturas ou resultados a partir da
tentativa de se demonstrar uma conjectura;

e Comunicacao: negociacao do significado de objetos matematicos;

¢ Desafio intelectual: satisfacdo pessoal pelo éxito na demonstragdo de
um teorema;

¢ Sistematizacao: organizacdo de resultados num sistema dedutivo de

axiomas, conceitos e teoremas.

Dessas fungbes, a demonstracdo em questao possui a de verificacao e de
explicacdo. No que tange a funcao de verificagao, ela consiste num meio de verificar

a validade da propriedade VA4, c A para nosso proprio convencimento ou de
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outrem. Além disso, essa demonstracdo é uma explicacao logica do por que essa

propriedade é verdade.

Tarefa 03 (TR3): Demonstrar que dados dois conjuntos Ae B, A ¢ B & B¢ c AC.

Esta propriedade é demonstrada pelos autores das cole¢cées C3 e C11.
Ambos os autores a demonstram com a intencao de explicar ao aluno o que € uma
implicacéo e sua contra-positiva. Além disso, € intengdo dos autores aproveitarem a
demonstragcdo para explicar o que é uma reducdo ao absurdo. A seguir,
apresentamos um “recorte” da demonstracao realizada pelo autor da colecéo C3. A

demonstracao realizada pelo autor da colecdo C11 é analoga a esta.

Figura 19: Demonstragéo da propriedade: ¥ Ae B, 4 C B = B¢ C A* (DANTE, 2003, p. 13).

E interessante notar que, apesar de ndo chamar a propriedade de teorema,
o autor da colecdo C3 cita explicitamente a palavra “demonstrar” ao apresentar a

tarefa no livro e escreve a propriedade a ser demonstrada na forma de implicagéo.

Com relagdo a técnica aplicada, os autores utilizam as propriedades (i)
AcB=B¢cA® e (i) (A =Ae(B°)  =Be a partir delas, numa dedugéo,

constatam que B¢ ¢ A° > A c B.

Os autores das colecoes C3 e C11 utilizam de forma explicita nesta
demonstracdo o encadeamento de propriedades ja trabalhadas anteriormente.
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Consideramos este fato importante, pois esta demonstracao pode fazer com que o

aluno perceba claramente como é o processo de deducéo.

Com relacdo ao bloco tecnoldgico/tedrico, ele é composto pela nocéao
paramatematica de implicacdo e de deducdo. Além disso, esta presente a nocao
matematica de conjunto e duas propriedades decorrentes da nogdo de

complementar de um conjunto: (i) B¢ ¢ A = A c B e (i) (A°)¢ = Ae (B®)¢ = B.

Essa demonstracdo é uma prova conceitual ao nivel do calculo nas
afirmagées, segundo Balacheff (1988). Seus elementos sdo colocados de maneira
genérica e sua escrita é dotada de rigor matematico com o uso da simbologia

caracteristica da teoria dos conjuntos.

Acreditamos que esta demonstracdo faz com que o aluno entre em contato
com a concepcao de algebra como aritmética generalizada e como estrutura ja que
as letras A e B representam conjuntos genéricos e sao manipuladas ao longo da
demonstracdo. Percebemos também que esta demonstracdo tem a funcdo de
verificacdo e de explicagdo da validade da propriedade em questdo, segundo De
Villiers (2002).

Tarefa 04 (TR4): Demonstrar que dados 2 conjuntos fintos A e B
n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AUB).

Esta propriedade esta presente nas trés cole¢des selecionadas por nos. Ela
€ demonstrada pelos autores das colecbes C3 e C11 e provada pelo autor da
colecdo C2 com a exposicdo de um exemplo. Independente de como € feita a
verificacdo da validade desta propriedade, os trés autores tém a intencéo de que os
alunos a utilizem na resolugéo de problemas em que se necessita saber o numero
de elementos da unido de dois ou mais conjuntos que possuem intersecgao.
Apresentaremos uma cépia da demonstracao realizada pelo autor da colegdo C3. A
demonstragao realizada pelo autor da colegdo C11 € analoga a esta.
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1 | HE i E
Figura 20: Demonstracédo da propriedade: ¥ A e B finitos, n(ALB)=n(A)+n(B)-n(ALUB) (DANTE, 2003, p. 19).
Observando este “recorte” percebemos que o autor da colegdo C3 néao faz
questdo de diferenciar o significado das palavras prova e demonstragao.
Inicialmente ele afirma que “é possivel provar’ de modo geral a propriedade. Porém

intitula sua justificativa com a palavra demonstracao.

Com relacao a técnica usada pelas colegdes, os autores enfatizam a partir
de diagramas que, dados dois conjuntos A e B finitos, em n(A) e n(B) j& esta contido
n(ANB). Apds isso, concluem a partir da observagédo anterior que para fazermos
n(AuB) devemos somar n(A) e n(B) e retirar n(AnB).

O bloco tecnoldgico/tedrico que justifica a técnica € composto pela nogcao
paramatematica de demonstracao e de deducdo. Além disso, também é composto
pela nogcdo matematica de conjunto, de interseccao e unido entre conjuntos e da

propriedade (i) se A e B sao conjuntos disjuntos entao n(A4) + n(B) = n(A U B).

Essa demonstracdo é uma prova conceitual ao nivel do calculo nas
afirmacgoes, segundo Balacheff (1988). Seus elementos sdo colocados de maneira
genérica e sua escrita é dotada de rigor matematico com o uso da simbologia

caracteristica da teoria dos conjuntos.

Acreditamos que esta demonstragédo faz com que o aluno entre em contato
com a concepcao de algebra como aritmética generalizada e como estrutura ja que
as letras A e B representam conjuntos genéricos e sao manipuladas ao longo da
demonstragdo. Percebemos também que esta demonstracdo tem a funcdo de
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verificacao e de explicacdo da validade da propriedade em questao, segundo De
Villiers (2002).

Consideracoes a respeito das tarefas comuns realizadas pelos autores e
pertencentes ao GT1

A presenca de 4 tarefas pertencentes ao GT1, comuns as colegbes, €
considerada por nés um fato promissor em relagdo ao ensino e aprendizagem de
demonstragdes, pois nos mostra que ndo ha um abandono total desse trabalho por
parte dos livros didaticos o que possivelmente pode ser refletido na préatica do
professor em realizar tarefas desse tipo com os alunos, ja que muitos deles ap6iam
sua explicacbes naquelas apresentadas pelos livros. Apesar de promissora,
acreditamos que o uso de tarefas desse tipo pelos livros didaticos esta aquém
daquilo que consideramos significativo para o ensino de demonstracdes. A respeito
disso, retomaremos alguns pontos dos trabalhos de Duval (1989) e De Villiers
(2002).

Como ja dissemos, Duval (1989) admite o aprendizado da demonstracéao
vinculado ao trabalho do aluno com tarefas especificas de organizacdo dedutiva.
Tarefas desse tipo possibilitam a tomada de consciéncia do aluno a respeito da
estrutura profunda da demonstracdo, bem como sua articulacdo com a estrutura
superficial. Para Duval (1989), a estrutura profunda da demonstracéo é constituida
da articulagdo dos enunciados em fungdo de seu estatuto e progride a partir de
substituicoes realizadas sobre esses enunciados, 0 que se assemelharia a atividade
praticada num célculo. Ja a estrutura superficial é constituida pelos elementos de um
texto comum. Nela os enunciados s&o acrescentados uns aos outros a fim de

construir uma redagao.

Duval (1989) acredita que as tarefas de organizagdo dedutiva sdo aquelas
que propéem ao aluno uma representacdo nao-discursiva da estrutura profunda de
uma demonstracdo e a articula com a o registro de representacdo em linguagem
natural. Encontramos um exemplo desse tipo de tarefa em Almouloud (2003).
Apesar de ser um exemplo geométrico, nos ajudara a entender o que é uma tarefa

de organizacao dedutiva.
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Problema

Sejam M, N, P e Q os pontos médios respectivos dos lados AB. BC, €D
¢ DA de um quadrilitero convexo ABCD, demonstre gue o quadrlters
MNPQ ¢ um paralelograma,

uy Complete o quadno abaixo:

Linguagem ratural

Linguagem aigetrca

Lirgupgem ds ligura

Caixa das formamenias gue podem sor usadas na demonstragio:

D = Um paralelogramo é um quadrildtero cujos lados oposios sio
parslelos.

P1 = Se um quadrildtero convexo tem dois lados opostos paralelos e
congruentes, entlio ele ¢ um paralelogramo.

P2 =0 segmento cujas extremmidades sio os punlmi médios de dois lados
de um indngulo € paralelo ao tercetro lada ¢ lem comprimento igual 4
metade do comprimento desse lado.

P3 — S dias retas sio paralelas a uma terceim, entdo elas §do paralelis
entre &1,

P4 — Propriedade transitiva da ipualdade: sea=beb=c entiona=h.

b} Complete o esquemna da demonstragio usando D, PL P2, P2 ou P4
nos lugares adequados:

Foa widsguin ADD: MG B

L e T

M & possts mialio ode: AB M= -
h‘ EL3 s

N bl T —— g moged

!ep-nnumd.aﬂc_n e L ki

1 gy i de B L= m

&) Numere de 1 a 8 para obter a redagio da demonstragio:

{ ) Demonstramos que MQ // BD ¢ PN // BD.

{ ) Estamos, assim, satisfazendo as hipdleses da propricdade: Ser Lte
sLyemdords

() Assim, MQ ¢ PN sdo paralelas.

{ ) Esiamos, assim, smisfazendo a propriedade: “O segmento cujas
extremidades sio o8 pontos médios de dois lados de um indngulo &
paralelo ap terceiro lado e lem comprimento igual 3 metade do
comprimento desse lado”,

{ ) Portanto, MQ = PN,

{ } Portanto, MNPQ & um paralelogramo.

{ ) Estamos satisfarendo a propriedade transitiva da igualdade: sea=b
eb=c,entiva=h
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{ ) Demonstramos que MQ = % BD ¢ PN : B

() Por hipdiese, no trifngulo ABD: Q¢ ponto médio de AD e M ¢ ponto
médio de AH
{ ) Portanto, concluo que PN 7 BD e PN = % BD

| Estamos satisfazendo a propriedade: “Se um guadrilflero convexo
tem dods lados opostos paralelos ¢ congruentes, entio ele ¢ um
parale logramo
[ ) Dremmstraimos que MQ=PNe g MO ¢ PN slio par alelos
{ ) Portanto, MQ & BD e MO =V BD

| Estamos, assim. satisfazendo a propriedade: "0 segmento cujas
extremmdades sio o pontos médios de dois lados de um rilingulo
wrdlelo ao terceiro lado e tem comprimento igual & metade do
comprimento desse lado
{ ) Por hipdtese, no trilngulo BOCD: P& ponto médio de CD e M ¢ ponto
mdio de H
d) Faga o redaghio da demonstrag o

Figura 21: Tarefa de organizagédo dedutiva (ALMOULOUD, 2003, p. 137-138).

Apesar da realizacdo de 4 tarefas, por parte dos autores, envolvendo a
demonstragcdo de uma propriedade do conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos
Numéricos, notamos que ndo houve em momento algum o uso da representacao
nao-discursiva da estrutura profunda da demonstracdo de modo que possibilitasse
ao aluno perceber de maneira explicita o jogo de substituicbes dos enunciados das
propriedades em fungdo de seu estatuto. A auséncia de tarefas contendo esses
elementos poderia dificultar o entendimento do aluno a respeito do funcionamento

de uma demonstragao.

Voltando ao trabalho de De Villiers (2002), notamos que algumas das 6
funcdes da demonstragdo propostas por ele nao foram trabalhadas pelos autores
durante a realizagédo das tarefas pertencentes ao GT1 e GT2, comuns as colegdes.
E o caso da fungdo de sistematizacdo que se usada junto as tarefas realizadas
poderia enriquecer o significado das provas e demonstragdes e contribuir para a
construgcao da nogao de sistema dedutivo por parte dos alunos.

Por se tratar de um conteudo algébrico, constatamos que as tarefas
analisadas na sec¢éo anterior possibilitaram o trabalho com 2 das 4 concepgbes de
algebra propostas por Usiskin (1995). A concepcédo de algebra como aritmética
generalizada ficou evidenciada devido ao uso de letras para se representar a forma
algébrica de um numero racional qualquer e para representar de maneira geral a
caracteristica de um conjunto. A concepgédo de algebra como estrutura revelou-se
principalmente nos tratamentos algébricos realizados a fim de se demonstrar uma

propriedade.
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Tarefas pertencentes ao GT2.

As tarefas TR5 e TR6 foram classificadas como pertencentes ao GT2, pois
se afirma a validade de uma propriedade a partir de casos especificos. Em outras
palavras, sdo consideradas provas pragmaticas, segundo Balacheff (1988).

Tarefa 05 (TR5): Provar que todo numero racional pode ser representado na forma
decimal com um numero finito de casas decimais ou por meio de infinitas casas

decimais, porém periodicas.

Esta propriedade € provada pelos autores das cole¢gdes C3 e C11 por meio
da exposicao de exemplos. Porém, as técnicas usadas na prova dessa propriedade
sao diferentes nas duas colecoes. O autor da colecao C3 prova a propriedade
usando seis casos numéricos especificos. O autor da colecdo C11 usa apenas um

exemplo pictografico.

Os autores provam esta propriedade para que futuramente os alunos
consigam distinguir um numero racional de um numero irracional observando

apenas sua representacao decimal.

Como as provas apresentadas nas colecées C3 e C11 nado sao analogas,

mostraremos a seguir um “recorte” de cada uma delas:

Figura 22: Prova da propriedade: todo niUmero racional possui representa¢do decimal finita ou infinita periddica
(DANTE, 2003, p. 24)
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* Todo numero racional pode ser representado na forma decimal com
um numero finito de casas decimais ou por meio de infinitas casas decimais,
porem periodicas:

100

A parte colorida da figura anterior pode ser representada por numeros
facionais, da sequinte forma:

4 .Ei.+.__
10 100
8 centésimos
= § decimos
1 inteiro

Utilizando a forma decimal de representar numeros, temos:
1+06+0,08

1,68
{um infeiro e sessenta e oito centesimos)

Figura 23: Prova da propriedade: todo niUmero racional possui representa¢do decimal finita ou infinita periodica
(LOGEN, 2003, p. 11)

Com relagcdo a técnica usada, para realizar a prova da propriedade em
questao, o autor da colecao C3 escolhe seis nuUmeros racionais na forma a/b com a
e b inteiros e b diferente de zero e efetua a divisdo de a por b. A partir da
observacdo do quociente de tais divisdes, o autor constata que a representagcao
decimal € exata ou € infinita e periddica. J& o autor da colecdo C11 apresenta um
namero racional na forma pictogréafica e o representa na forma de adi¢do de fragcdes
com denominadores contendo uma poténcia de 10. Em seguida, apresenta para o
aluno como se |é corretamente cada uma dessas fragdes e, a partir dessa leitura,

escreve o numero racional na forma decimal.

Nao podemos deixar de notar que na prova apresentada pelo autor da

colecao C11 ha o uso de um caso especifico que justifica apenas a primeira parte da
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propriedade. Nao ha a utilizacdo de casos que mostrem que a representacao

decimal de um numero racional possa ser infinita e periodica.

O bloco tecnolégico/tedrico que justifica a técnica € composto pela nogcao
matematica de numero racional e das propriedades da divisdo no conjunto dos
nameros racionais. O autor da colegao C11 utiliza também a propriedade: Seja r um
namero racional. A representagdo decimal de r € dada por: r =a,a;a, ...a, = a+
41, %2 . %

10 100 1om’

Por pertencer ao GT2, essa tarefa € classificada, segundo Balacheff (1988)
como uma prova pragmatica e esta ao nivel do empirismo ingénuo, pois casos
aleatorios sdo usados para se constatar a veracidade da propriedade.

Os dois autores enunciam a propriedade em questao de forma genérica. Na
colecao C3 isso é evidenciado pela expressao “Dado um numero racional a/b...”. Na
colecao C11, pela expressao “Todo numero racional...”. Apesar disso, apresenta-se
uma prova com uso de casos especificos e ndo com uma demonstragdo, com 0 uso
de letras e rigor matematico. Por este motivo, consideramos que esta tarefa néo
permite ao aluno entrar em contato com alguma concepcao de algebra proposta por

Usiskin (1995), visto que para sua realizagao nao se utilizaram letras.

Tarefa 06 (TR6): Provar que entre dois nimeros racionais sempre ha um numero

racional.

A propriedade em questao é provada pelos autores das colegdes C2 e C3.
Também notamos aqui uma diferenca na técnica usada pelos autores. O autor da
colecdo C2 apresenta para os alunos dois casos em que ha um numero racional
entre outros dois racionais. Ja o autor da colegcao C3 utiliza apenas um caso. Como
as provas apresentadas nas colegbes C2 e C3 ndo sao analogas, mostraremos a

seguir um “recorte” de cada uma delas:
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: 3 ¥ 3 7
Representemos na reta numeérica, os seguintes nimeros racionais: ——, —, — € 7
- o ¥4 ' | Fa ¥

; . arbp
MNote gue dados os mimeros racionaisa e b sempre exisie entre eles o nimero T

Ba | =t

1
) - | . 3 1
tambpem rac '.'.Tl'll!l. ..'I.D':f"-l:fl. J:"“f k‘-\.L'ﬂ‘ll.-\'l“‘_. entre e . ]".l": O NuMeroy — ; entre
4 2 5 2
1 3

1 3 =] ! 8 -

- ¢ — ex1ste O numero = — B asSsim por diante.

1 = 16 2 z

Entre dois niimeros racionais ha infinitos nimeros racionais.

Figura 24: Prova da propriedade: entre dois nimeros racionais sempre existe um nimero racional (BIANCHINI;
PACCOLA, 2004, p. 49)

dols nimeros r; nals cempre existe outro Jciona Par exemplo sptre 05 racionais

& nimeros racionais sir suficientes para medir todos os segmentos de reta aremos um axemplo disso Ao
T

Figura 25: Prova da propriedade: entre dois nimeros racionais sempre existe um ndmero racional (DANTE,
2003, p. 25)

Com relagéo a técnica usada, para realizar a prova em questdo o autor da
colegdo C2 escolhe dois numeros racionais x € y na forma a/b com a e b inteiros e b
diferente de zero. Em seguida, usando as operagbes com numeros racionais, mostra
que o numero racional “Ty esta entre x e y. Ha a repeticdo deste processo para mais
um caso. Ja o autor da colecao C3 escolhe dois numeros racionais x e y na forma
a/b com a e b inteiros e b diferente de zero e representa-os na forma decimal
dividindo a por b. A partir dai, ele escolne um numero decimal z entre x e y € mostra
que esse numero também é racional, pois pode ser escrito na forma a/lb comae b

inteiros e b diferente de zero. Notamos que o numero z escolhido pelo autor da
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colecdo C3 corresponde a média aritmética dos numeros x e y, porém essa

informacgéo esta implicita.

O bloco tecnolodgico/teérico que justifica a técnica de ambos é composto pela
nocao matematica de numero racional e das propriedades da divisdo no conjunto

dos numeros racionais.

Antes de finalizar a analise desta tarefa, gostariamos de retomar um dos
niveis de prova propostos por Balacheff (1988): o exemplo genérico. Para o
pesquisador, o exemplo genérico é um nivel de prova entre as provas pragmaticas e
conceituais. Ele representa o inicio da tomada de generalidade da propriedade que
se deseja validar. Nesse nivel de prova, os casos particulares selecionados sao
manipulados a fim de se revelar uma classe de objetos. Percebemos que a prova
realizada pelo autor da colecdo C11 se enquadra nesse nivel, pois 0s casos
particulares x e y escolhidos sdo manipulados a fim de que o aluno perceba que o

namero racional z entre eles faz parte de uma classe de objetos denominada média

. Ly . + , - . AT
aritmética, ou seja, z = xz—y Esse nivel de prova é importante, pois traz subsidios

para a realizacdo de uma possivel demonstracdo. O autor poderia ter solicitado ao
aluno, por exemplo, ao final desta prova, uma tarefa de demonstracao, visto que o
aluno ja teria um suporte para isso. Percebemos, a partir do caso especifico
escolhido, que o autor da colecdo C3 também teve a intencdo de usar a média
aritmética entre dois racionais como um nuamero que esta sempre entre eles. Apesar

disso, essa intencao esta implicita e nem todos os alunos podem percebé-la.

Consideramos que a prova realizada pelo autor da colegdo C11 possibilita
ao aluno um contato com a concepcgdo de algebra como aritmética generalizada,

“a+b,,

visto que o uso das letras na expressao >

teve a intenc&o de revelar uma classe

de objetos.

Consideracoes a respeito das tarefas realizadas pelos autores e pertencentes
ao GT2

A primeira consideracdo que gostariamos de fazer diz respeito ao contetdo

matematico presente nas tarefas analisadas na seg¢do anterior. Notamos que as
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tarefas comuns realizadas pelos autores e que pertencem ao GT2 referem-se a
propriedades especificas do conjunto dos numeros racionais. O fato dos autores
“preferirem” provar e ndo demonstrar as propriedades relacionadas ao conjunto dos
numeros racionais pode estar vinculado a natureza desse conteudo algébrico exigir
uma demonstracdo mais trabalhosa de se elaborar e de se entender em relagéo as
outras referentes as nocbes elementares da teoria dos conjuntos, que foram

demonstradas pelos autores.

Outra consideragao diz respeito ao nivel de prova de cada uma das tarefas
analisadas. As técnicas usadas pelos autores da colegdo C3 e C11 na realizacéo da
tarefa TR5 nos permitiram classifica-la como uma prova pragmatica ao nivel do
empirismo ingénuo segundo Balacheff (1988). Por se basear em casos particulares
escolhidos ao acaso, esse tipo de prova é considerado o nivel mais elementar e
mais natural de justificativa em matematica. Acreditamos que um trabalho que
favoreca o aprendizado das provas e demonstracbes deva comegar com
justificativas desse tipo. Porém, nao consideramos que se deva parar por ai.
Posteriormente ao trabalho com as provas, ao nivel do empirismo ingénuo, deve
haver um trabalho no sentido de mostrar ao aluno a pouca generalidade desse tipo
de justificativa. Situagdes de interacdo social na sala de aula, que favorecam a
discussdo da validade de uma propriedade, sdo consideradas por nés como um
meio de se mostrar ao aluno a importancia e a forga de justificativas gerais
baseadas em propriedades matematicas validades em situacbes anteriores. O
trabalho com esse tipo de interagdo pode ser sugerido ao professor pelos autores
dos livros didaticos. Porém, naqueles que analisamos, ndo observamos essa

preocupagao.

A tarefa TR6 foi provada por dois autores e com duas técnicas distintas. A
técnica apresentada pelo autor da colecdo C3 nos permitiu classifica-la como uma
prova pragmatica ao nivel do empirismo ingénuo. Ja a apresentada pelo autor da
colecao C11 foi classificada como uma prova pragmatica ao nivel do exemplo
genérico. Esse tipo de prova assume um papel importante quando estamos
interessados em buscar meios de se ensinar provas e demonstragdes. O exemplo
genérico é uma prova baseada em casos especificos manipulados a fim de se
revelar uma classe de objetos. Ele representa, para quem o utiliza, o inicio da
tomada de consciéncia da generalidade da situagdo que se quer provar.
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Acreditamos que a tarefa TR6, por se tratar de um exemplo genérico, traz para o
aluno um modelo de como tratar casos especificos a fim de torna-lo pertencente a
uma classe de objetos. J& mencionamos durante a analise da tarefa TR6 que o autor
da colecao C11 poderia aproveita-la de duas maneiras. Inicialmente, poderia solicitar
ao aluno uma demonstracdo a essa propriedade baseada no que foi proposto no
exemplo genérico. Em seguida, poderia incentivar o aluno a utilizar variaveis para
revelar a generalidade da situagdo, o0 que representaria um trabalho com a
concepcgao de algebra como aritmética generalizada, segundo Usiskin (1995).

Consideracoes a respeito das tarefas realizadas pelos autores e comuns as
colecoes

As tarefas comuns as colegbes nos revelaram, dentre outras coisas, quais
sdo as propriedades mais valorizadas pelos autores de livros didaticos quando

tratam do conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos. A demonstracédo da

irracionalidade de V2, por exemplo, realizada pelos autores das 3 colecdes
analisadas, nos mostrou que essa é uma tarefa considerada importante pelo fato de
apresentar ao aluno um novo tipo de nimero e um novo tipo de justificativa, baseada
no raciocinio por absurdo. A tarefa TR4, também presente nas 3 cole¢des, nos
permitiu perceber sua importancia devido a facil aplicagdo em problemas envolvendo
o tratamento de dados em pesquisas estatisticas.

Além de evidenciar os pontos de vista comuns adotados pelos autores
dessas trés colegdes, as técnicas usadas na realizacao dessas tarefas nos permitiu
classifica-las como prova ou demonstracdo, segundo Balacheff (1988), e trazer a

tona a possibilidade do trabalho com as varias facetas que algebra pode assumir.

Tarefas comuns também serviram para evidenciar falhas comuns. Como
vimos, nenhuma das tarefas analisadas nas secbes anteriores puderam ser
caracterizadas como tarefas de organizagdo dedutiva, segundo Duval (1989). Além
disso, serviram para evidenciar que as fungdes de validacdo e explicacdo que as
provas e demonstra¢cdes podem assumir s&o muito utilizadas, enquanto a fungéo de
sistematizagdo, que possibilita ao aluno o entendimento do que € um sistema

dedutivo, sequer aparece.
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(i) TAREFAS ESPECIFICAS PERESENTES EM CADA COLECAO

Tarefa 07 (TR7): Demonstrar que todo numero natural é real.

Esta propriedade € demonstrada somente pelo autor da colecdo C11 com a
intencdo de mostrar ao aluno que o conjunto dos niumeros naturais esta contido no

conjunto dos numeros reais. A seguir apresentamos cépia desta demonstragéo:

elNc 1t
Figura 26: Demonstragao da propriedade: todo nimero natural é racional (LOGEN, 2003, p. 122).

Com relagéo a técnica usada, o autor inicia a demonstracao classificando: (i)
um numero natural como namero inteiro positivo ou nulo, (i) um numero inteiro como
namero racional e (iii) um numero racional como real. A partir do uso da propriedade
transitiva da inclusdo de conjuntos, ele conclui das observagbes anteriores que um

numero natural € um ndmero real.

O bloco tecnolégico/tedrico que justifica a técnica € composto pela nogéao
paramatematica de deducdo e pelas nogbes matematicas de conjunto, numero

natural, inteiro e racional.

Podemos classificar esta tarefa como pertencente ao GT1, pois ha a
realizacdo de uma prova conceitual ao nivel do calculo nas afirmacdes, segundo
Balacheff (1988). Essa prova exprime generalidade e contém certo rigor matematico,
0 que é evidenciado pelo uso da simbologia da teoria dos conjuntos.
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Esta é uma tarefa que trabalha explicitamente a nocdo paramatematica de
deducdo. E possivel, a partir dela, perceber o encadeamento que se faz com as
propriedades que ja se conhece a fim de se constatar algo novo. Apesar disso,
notamos que as propriedades admitidas como premissas nessa demonstracdo nao
foram justificadas anteriormente da mesma maneira pelo autor da colecdo C11.
Esse fato poderia ser aproveitado, positivamente, pelo autor para uma discussao
sobre o funcionamento da dedugcdo mesmo sem se ter certeza da veracidade das
premissas. Na linguagem formal da légica, poderia ser discutido que premissas

falsas podem gerar conclusdes verdadeiras quando os argumentos sdo validos.

Apesar da generalidade expressa nessa tarefa, percebemos que as letras
foram usadas somente na nomenclatura dos conjuntos numéricos em questéo. Elas
nao foram usadas para generalizar uma lei da aritmética, como meio para resolver
um problema, como parametros ou como simbolos manipulaveis no papel. Por este
motivo, consideramos que nenhuma concep¢ao da algebra proposta por Usiskin
(1995) foi trabalhada.

Tarefa 08 (TR8): Provar que entre dois numeros inteiros nem sempre ha um nimero

inteiro.

Esta prova é realizada somente pelo autor da colegcdo C3 que utiliza alguns
nameros inteiros sobre a reta numérica para provar que entre dois nimeros inteiros
nem sempre existe um numero inteiro. Nao apresentaremos uma cépia desta prova,

pois € a mesma apresentada anteriormente na figura 24.

Com relagdo a técnica, o autor constroi a reta numérica e marca nela
somente os numeros inteiros. A partir dessa construcao, verifica que entre numeros

inteiros consecutivos ndo ha outros nimeros inteiros.

O bloco tecnoldgico/tedrico que justifica a técnica usada é composto pela

nogao matematica de niumero inteiro e de niumeros inteiros consecutivos.

Podemos classificar esta tarefa como pertencente ao GT2, pois trata-se de
uma validacao baseada em casos especificos escolhidos aleatoriamente, ou seja, €

uma prova pragmatica ao nivel do empirismo ingénuo, segundo Balacheff (1988).
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Como nao houve o uso de letras durante a realizacdo da tarefa,
consideramos que nenhuma concepc¢ao da algebra proposta por Usiskin (1995) foi
trabalhada.

Tarefa 09 (TR9): Provar que se um conjunto possui n elementos entdo o conjunto
das partes desse conjunto possui 2™ elementos.

Esta propriedade é provada pelo autor da colecao C3 a partir de exemplos
numeéricos. Esse autor classifica a propriedade como uma conjectura e afirma que

esta serd demonstrada posteriormente no segundo volume da colecéo.

Gostariamos de destacar que apesar de nao provar a propriedade em
questéo, o autor da colegdo C11 propde ao aluno a realizagdo da respectiva prova.
Segue um “recorte” da prova realizada pela cole¢ao C3:

Figura 27: Prova da propriedade: ¥ A com n elementos temos P(A) com 2" elementos (DANTE; 2003; p. 12).

Com relagdo a técnica usada, o autor da colecdo C3 inicia a prova
determinando quatro conjuntos finitos e destacando para cada um deles o numero
de elementos. Em seguida, ele escreve o conjunto das partes de cada conjunto e
determina o numero de elementos do conjunto das partes. Por fim, o autor compara
0 numero de elementos de cada conjunto com o numero de elementos do respectivo

conjunto das partes por meio de uma poténcia de base 2 e constata a validade da
propriedade.
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O bloco tecnolégico/tedérico que justifica a técnica usada é composto da
nocao matematica de conjunto, subconjunto e das propriedades da relacao de

inclusdo entre conjuntos.

Podemos classificar esta tarefa como pertencente ao GT2, pois trata-se de
uma validagao baseada em casos especificos escolhidos aleatoriamente, ou seja, €
uma prova pragmatica ao nivel do empirismo ingénuo, segundo Balacheff (1988).

Notamos que, ao final da prova realizada, o autor manipula os resultados
obtidos como numero de elementos dos conjuntos selecionados, de modo a deixa-
los na forma de uma poténcia de 2. Ao usar a letra n na poténcia 2", o autor revelou
sua intencao de mostrar que a propriedade vale para uma classe de objetos. Nesse
caso, a letra foi um meio de generalizar modelos e, por este motivo, acreditamos que
nessa tarefa houve o trabalho com a concepcdao da éalgebra como aritmética

generalizada proposta por Usiskin (1995).

Tarefa 10 (TR10): Provar que dados dois conjunto Ae B (4 U B)® = 4 n B-.

Esta propriedade é provada somente pelo autor das colecées C11. O autor
realiza a prova em questdo para que os alunos conhegcam uma propriedade que

relacione as nog¢des de unido, intersecgdo e complementar de conjuntos.

A seguir apresentamos um “recorte” desta prova:

1. O que significa o complementar de A w B em relagdo a U?
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2. O gue significa A® ~ B, considerando como universo U?

Se, agora, compararmos o resultado 1 com o resultado 2 chegarem
a conclusao que:
{A L E'}L = AI'. mn E('.
Figura 28: Prova da propriedade: V 4 e B, (A U B)¢ = A° n B¢ (LOGEN, 2003, p. 138)

Com relagéo a técnica usada, o autor realiza a prova da propriedade a partir
da exposicdo de um exemplo em que os elementos dos conjuntos sdo entes
geométricos. De modo geral, ha a determinacao de um universo U, dois conjuntos A
e B contidos em U, do complementar de A e do complementar de B. A partir dai, o
autor realiza a unido e a intersec¢ao entre os conjuntos A e B e do complementar da
unido. Por observacao dos resultados, constata que o complementar da unido é

igual a intersecgcédo dos complementares de A e B.
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O bloco tecnolégico/tedrico que justifica a técnica usada é composto pelas
nocdes matematicas de conjunto, intersecdo, unido entre conjuntos e de

complementar de um conjunto.

Notamos que durante a realizacdo da prova, o autor representa cada parte
dos exemplos usando a simbologia da teoria dos conjuntos. Acreditamos que essa
seja uma tentativa do autor em mostrar de uma maneira genérica a idéia por tras do
caso especifico escolhido. O uso da simbologia da teoria dos conjuntos para dar um
carater geral a propriedade provada nos fez chegar a duas constatacdes: (i) Esta
tarefa permite o contato do aluno com a concepgdo de algebra como aritmética
generalizada e como estrutura, segundo Usiskin (1995), pois as letras tém a fungéo
de dar um carater genérico a situacdo e sdao manipuladas durante a realizagdo da
tarefa; (ii) Esta tarefa como pertence ao GT2 e é considerada uma prova pragmatica
ao nivel do exemplo genérico, segundo Balacheff (1988), pois baseia-se em casos
especificos que foram manipulados na tentativa de se revelar uma classe de objetos.

Tarefa 11 (TR11): Provar que toda raiz cuja representacdo decimal ndo é exata,
assim como todo numero cuja forma decimal nao é exata nem peridédica ndo sao

ndmeros racionais.

Esta propriedade é provada pelo autor da colecdo C2 usando exemplos
numeéricos. Entendemos que esta propriedade é similar a apresentada na TR5. Mas
estamos analisando separadamente, pois 0 autor enuncia e prova usando elementos

diferentes. A seguir, temos um “recorte” da prova realizada:

De um modo geral, toda raiz cuja representacio decimal niio ¢ exata assim como todo
ntimero cuja forma decimal ndo é exata nem periodica ndo sdo niimeros racionais. A esse

tipo de niimero chamamos de nimeros irracionais.

Vejamos outros exemplos de nimeros irracionais;
) Escritos na forma decimal: 0,373373337...: 0,412413414..: 2,121221222...; & = 3,14159..
)
Ly Borrt I e adical: 5. —aJ3. 24 55 = J5 249
\ Escritos na forma de radical Dy oVt S L B e [

3
Figura 29: Prova da propriedade: toda raiz cuja representagado decimal ndo é exata, assim como todo nimero
cuja forma decimal ndo é exata nem periddica ndo sdo numeros racionais. (BIANCHINI; PACCOLA, 2004; p. 51).
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Com relacdo a técnica usada, o autor da colecdo C2 realiza a prova
propondo alguns exemplos de nUmeros que possuem representacao decimal infinita

e nao periédica, além de raizes que ndo sdo numeros decimais exatos.

O bloco tecnolégico/tedrico que justifica a técnica € composto pela nogcao

matematica de nimero racional.

Podemos classificar esta tarefa como pertencente ao GT2, pois trata-se de
uma validagao baseada em casos especificos escolhidos aleatoriamente, ou seja, €
uma prova pragmatica ao nivel do empirismo ingénuo, segundo Balacheff (1988).

Como ndo houve o uso de letras durante a realizacdo da tarefa,
consideramos que nenhuma concepg¢ao da algebra proposta por Usiskin (1995) foi
trabalhada.

Consideracoes a respeito das tarefas realizadas pelos autores e especificas a
cada colecao

Notamos a presenca de 5 tarefas especificas realizadas pelos autores de
cada colecdo. Dessas 5 tarefas, 1 foi proposta pela colecao C2, 2 pela colecdo C3 e
2 pela colecdo C11. Com relacdo as mesmas tarefas, apenas uma, realizada pela
colecao C11, pbde ser classificada como pertencente ao GT1, ou seja, era uma
demonstragdo. As outras 3 foram classificadas como provas pragmaticas, 2 ao nivel

do empirismo ingénuo e 1 ao nivel do exemplo genérico.

Gostariamos de salientar que as tarefas analisadas anteriormente nos
permitiram perceber especificidades no tratamento dado as provas e demonstracdes
em cada colegéo. O autor da colegdo C11, por exemplo, apresenta especificamente
uma tarefa de demonstracdo e uma tarefa de prova ao nivel do exemplo genérico.
Essa constatagao nos indica que esse autor percebe a importancia de apresentar ao
aluno um modelo de validagdo que leva em conta a qualidade genérica das

propriedades matematicas.

NOs ndo notamos a presenca de tarefas de organizacédo dedutiva, segundo

Duval (1989). Esse fato nos leva a uma conclusdo desanimadora: as tarefas
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pertencentes ao GT1 e ao GT2, realizadas pelos autores, possivelmente nao
revelam ao aluno a estrutura profunda presente numa demonstragdo, visto que o
registro de representacao usado consiste de um texto similar aquele que um
matematico apresentaria ao final de todo um processo de formulacao de conjecturas
e as devidas justificativas formais. Em outras palavras, por estar pronto e acabado, o
registro de representacdo usado nas demonstracbes realizadas pelos autores
possivelmente ndo proporciona ao aluno a compreensdo de todas as etapas da
elaboracdo de uma demonstracao.

(ili) Tarefas pertencentes ao GT3

As tarefas pertencentes ao GT3 sdo aquelas que utilizam como bloco
tecnolégico/tedrico uma tarefa provada ou demonstrada anteriormente. Do ponto de
vista dos alunos, essas tarefas correspondem aos exercicios e problemas de
aplicacao propostos pelos autores dos livros. Do ponto de vista dos autores, sdao os
exercicios resolvidos, inseridos em cada capitulo e que podem constituir um modelo

de resolucdo para alunos e professores.

Notamos a presenca de muitas tarefas propostas aos alunos pertencentes

ao GT3. Em contrapartida, notamos poucas dessas tarefas realizadas pelos autores.

Durante a abordagem do conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos
Numéricos, ha a presenca de tarefas pertencentes ao GT3, realizadas pelos autores,
que utilizam como bloco tecnolédgico/tedrico somente as propriedades envolvidas
nas tarefas TR4 e TRO.

A seguir apresentaremos uma dessas tarefas que foram realizadas pelos
autores de cada colecdo. Para cada tarefa destacaremos a praxeologia e a
concepgao de algebra que ela possibilita trabalhar, segundo Usiskin (1995).
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Tarefa 12 (TR12): Resolver um problema envolvendo a propriedade demonstrada
na tarefa TR4.

Os trés autores das colecbes analisadas resolvem problemas a respeito da
propriedade demonstrada em TR4. Durante uma andlise preliminar desses
problemas, notamos semelhangas na maneira de resolugdo proposta. Por este
motivo, apresentaremos uma copia de cada uma dessas tarefas e faremos uma
analise praxeologica Unica. Gostariamos de destacar que todos os autores
apresentaram outros problemas envolvendo a mesma propriedade, porém, por

serem parecidos, apresentaremos um representante de cada colegéo.

Exemplos

1. Um professor recomendou a leitura de obras do escritor Machado de Assis a um grupo
de 30 jovens
Depois de algum tempo, o professor realizou um levantamento para sa ber quais livros
foram lidos. Verificou-se, entdo, que 21 alunos tinham lido Dom Casmurro, 19 alunos
leram Quincas Borba e 12 alunos leram essas duas obras.,
Vamos verificar entdo:
* quantos leram apenas Dom Casmurmo
o quantos leram apenas Quincas Borba;

' Quantos nao leram qualsquer dessas obras

*ara obter essas informacoes, vamos recorrer a um diagrama. O conjunto A representa os
alunos que leram Dom Casmurro e o conjunto B, 0s alunos que leram Quincas Borba.
Como o nimero 12 indica a quantidade de alunos que leram os dois livros, ele serd colo-
cado na intersecgdo (figura 1).

b TN

t\\_%_#x; ~ "‘\J A

Figura 1 Figura 2 Figura 3

No conjunto A, jd estio colocados 12 alunos. Como eles siio em niimero de 21, para sabes
quantos alunos leram apenas Dom Casmurro devemos fazer 21 — 12 =9 (figura 2).

No conjunto B, jé estio colocados 12 alunos. Como eles sdo em nimero de 19, para sabes
quantos alunos leram apenas Quincgs Borba devemos fazer 19 — 12 = 7 (figura 3).
Agora sabemos que 28 jovens desse grupo ji leram alguma obra de Machado de Assis
pois 9 + 12 + 7 = 28.

Conseqiientemente, ndo leram quaisquer desses livros 2 jovens (30 — 28).

Figura 30: Exercicio resolvido envolvendo a tarefa TR4 (BIANCHINI; PACCOLA, 2004; p.43-44).
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1a pesquisa com jovens, foram feitas as seguintes perguntas para que respondessem sim ou nfo: Gosta
‘mdsica? Gosta de esportes? Responderam sim & primeira pergunta 90 jovens; 70 responderam sim a
2 : 25 responderam sim a ambas; e 40 responderam ndo a ambas, Quantos jovens foram entrevistados?

; conjunto dos que gostam de misica = nf{A] = 90
[ nto dos gue gostam de esporte =s n(B] = 70

B: conjunto dos que gostam de ambos = nfA N B] = 25 A :
A ™1 B): conjunta dos que s¢ gostam de misica =90 — 25 =65 - e “
= [A N B): conjunto dos que s gostam de esporte = 70 - 25 = 45
tanto, o nimero de entrevistados é: ]

5 + 25 + 45 + 40 = 175

AU B} + 40 = nfA} + n(B] - nfANB) + 40 =90 + 70 — 25 + 40 = 175
Figura 31: Exercicio resolvido envolvendo a tarefa TR4 (DANTE; 2003; p. 19).

Numa pesquisa com pessoas de uma comunidade, loram feftas as sequinte:
pergunlas para gue respondessam sim ou nao; Gosta de assislir a TV? Gosta d
ler livros? Responderam sim & primeira pergunta 110 pessoas; 90 responderar
sim a segunda pergunta; 45 responderam sim @ ambas; 60 respondeam nao
ambas. Qual o numero de pessoas entrevistadas na pesquisa?

A: conjunto das pessoas que gostam de assistir 4 TV
n{Aj = 110
B! conjunto das pessogs que gostam de ler livrog
n(B) =90
A r B: conjunto das pessoas que gostam de assistir a TV e ler livros
n{A m B) =45
(& 1 BY: conjunio das pessoas que gostam apenas de assistira TV
nA=(ArB)l=110-45=865
—{A ~ By conjunto das pessoas que gostam apenas de ler livros
ﬂ[B — {A e B” = EG - 45 545
U - (A B): conjunio das pessoas que néo goslam de assistir a TV e tambeém
nao gostam de ler
niU - (AL B) =80

8 4]

r . . '

B 5 a5 L]

Azgim, sando n o nimero de pessoas entrevisiadas, temos
n=060+065+45 + 45
n=215
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Figura 32: Exercicio resolvido envolvendo a tarefa TR4 (LOGEN, 2003, p. 140-141).

A primeira semelhanca que notamos, nos trés problemas propostos
anteriormente, diz respeito ao contexto: todos eles tratam de dados obtidos em
pequenas pesquisas estatisticas em que se deseja saber 0 nimero de pessoas
entrevistadas.

Outra semelhanga é encontrada quando observamos a técnica usada na
resolugcéo desses problemas. Todos os autores utilizam dois recursos para organizar
os dados do problema. O primeiro recurso é a representacao dos dados por meio de
diagramas de conjuntos. O segundo, € a representagao discursiva, em linguagem
natural ou algébrica, usando alguns elementos da teoria dos conjuntos. De modo
geral, os autores, a partir dos dados do problema, consideram dois conjuntos A e B
dos quais ja se conhece o numero de elementos. Em seguida, subtraem de A e de B
a numero de elementos da interseccao desses conjuntos. Para finalizar, adicionam o
namero de elementos da intersecgdo com os resultados das subtracdes realizadas

anteriormente.

Notamos que, as resolu¢des propostas pelas cole¢coes C3 e C11 utilizam
explicitamente a propriedade demonstrada em TR4. Ja na resolugédo proposta pela

colecao C2 nao ocorre 0 mesmo.

O bloco tecnolbgico/tedrico, que justifica a técnica usada nas trés
resolucdes, € composto pela nogdo mateméatica de conjunto, numero de elementos
de um conjunto, intersec¢do de conjuntos, a propriedade demonstrada em TR4 e

pelas operagdes com numeros inteiros.

As tarefas que envolveram o uso da propriedade demonstrada em TR4,
propiciam ao aluno um contato com a concepcao de algebra como estudo das

relacdes, pois ha a possibilidade do trabalho com a relagdo n(4 uB) =n(4) +n(B) —
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n(A n B) € também com a concepcao de algebra como uma estrutura, visto que ha a

possibilidade de realizacao de diversos tratamentos algébricos.

Tarefa 13 (TR13): Resolver um problema envolvendo a propriedade demonstrada
na tarefa TR9.

Esta tarefa foi realizada somente pelo autor da colegédo C11. A intencao dele
€ mostrar como se determina os subconjuntos e o niumero de subconjuntos de um
conjunto dado. Gostariamos de ressaltar que o autor nao utiliza explicitamente a
relacdo n(P(A))=2"“ para determinar o nimero de elementos do conjunto das
partes de A, pois € sua intencéo fazer com que o aluno perceba essa relacao a partir
desse e de outros exemplos correlatos.

Agora procure pensar a respeito de uma resposta para as questoes

* Quantos subconjuntos admitem um conjunto A7

« Como obter todos os conjuntos que sao subconjuntos
de um conjunto dado A7

Para auxiliar vocé na busca de res

considerar um conjunto A e, &

VAIMDS

Subconjuntos de A com

) elementc

1 elemento; {1}, {2}, {3}, (4]
2 elementos: {1; 2}, {1; 3}, {1; 4}, {2; 3], {2; 4}, {3; 4
3 elementos: {1; 2: 3}, {1. 2; 4}, {1; 3: 4}, (2. 3. 4)
} elementos: A
=*:Ts] subconjuntos

O conjunto formado por todos os subconjuntos (ou todas as partes o0
A) & chamado de conjunto das partes de A. Representamos por P(A
Assim, no exemplo temos:

PlA) = {&, {1), {2}, {3}, {4}, {1; 2}, {1 3}, {1; 4}, {2; 3}, {2; 4), (3; 4
[1; 2; 3}, {1; 2; 4}, {1; 3; 4}, {2; 3; 4}, A}

Figura 33: Exercicio resolvido envolvendo a tarefa TR4 (LOGEN, 2003, p.126).

Com relacdo a técnica usada, inicialmente considera-se um conjunto A com
04 elementos e escrevem-se todos 0s seus subconjuntos a partir das combinag¢des
entre seus elementos. Considera-se o0 conjunto vazio contido em A, devido a
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propriedade VA, c A, demonstrada anteriormente. Para finalizar, conta-se o
numero de elementos do conjunto P(A).

O bloco tecnologico/tedrico que justifica a técnica usada nessa resolugéo é
composto pela nogdo matematica de conjunto, nimero de elementos de um conjunto
e pela propriedade VA, ® c A. Gostariamos de ressaltar que o uso de outra técnica
na resolucdo deste problema poderia permitir também o uso da propriedade

n(P(A))=2"" sendo A um conjunto finito.

Por nao envolver o uso de variaveis, acreditamos que nao ha um trabalho
com as concepcgoes de algebra propostas por Usiskin (1995). Porém, o uso explicito
da relagcdo n(P(A))=2"“, quando feito na resolugédo de tarefas como esta, poderia
permitir ao aluno um contato com a concepcdo de algebra como estudo das
relacdes, bem como com a concepcao de algebra como uma estrutura, visto que ha

a possibilidade de realizacao de diversos tratamentos algébricos.

Consideracoes a respeito das tarefas realizadas pelos autores e pertencentes
ao GT3

Como ja dissemos, as tarefas realizadas pelos autores pertencentes ao GT3
podem servir de modelo de resolucdo de tarefas propostas aos alunos e
professores. Em outras palavras, essas tarefas podem influenciar a técnica usada

por alunos e professores na resolucao das tarefas propostas pelo livro.

Notamos que todos os autores das colegbes que estamos analisando
fizeram questdo de apresentar um exercicio resolvido que utilize a propriedade
demonstrada na tarefa TR4. Acreditamos que esta escolha seja justificada pelo fato
dessa propriedade ser muito utilizada na resolugdo de problemas envolvendo os
dados de pesquisas estatisticas. Percebemos que as técnicas usadas nessa tarefa
pelos autores das colegoes C3 e C11 eram anélogas e mostravam explicitamente ao
aluno como a relagdo demonstrada em TR4 poderia ser usada. Porém na colecao
C2, nao percebemos isso. O autor resolveu a tarefa proposta sem fazer mencéo a

relacdo provada. Acreditamos que esse uso implicito pode fazer com que o aluno
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nao perceba a necessidade de se escrever relagcdes gerais para propriedades, visto

que é possivel resolver problemas sem elas.

Outra observacgao diz respeito a concepcao de algebra usada na resolugao
dessas tarefas. Percebemos que elas propiciam ao aluno um contato com a
concepgao de algebra como estudo das relagbes e também com a concepcao de
algebra como uma estrutura, visto que ha a possibilidade do trabalho com as

relacdes demonstradas e a realizagao de diversos tratamentos algébricos.

3.2 TAREFAS PROPOSTAS AOS ALUNOS

Nesta secdo da pesquisa explicitaremos as tarefas envolvendo provas e
demonstracao propostas aos alunos durante a abordagem do conteddo Conjuntos e
Conjuntos Numeéricos. Gostariamos de ressaltar que as tarefas que requerem do
aluno uma demonstracao pertencem ao GT1, as tarefas que requerem do aluno uma
prova pertencem ao GT2 e as tarefas que usam as provas e demonstragcées como

bloco tecnolégico/tedrico em exercicios de aplicacao pertencem ao GT3.

Dividimos a analise dessas tarefas em duas partes. Na primeira parte,
analisamos se os autores propunham aos alunos tarefas pertencentes ao GT1 e
GT2. Na segunda parte, analisamos as tarefas propostas aos alunos pertencentes
ao GT3.

Algumas das tarefas propostas aos alunos podem ser realizadas com 0 uso
de diferentes técnicas. Daremos énfase a técnica que esta mais proxima ao que é
pedido no enunciado da questao e que seja coerente com faixa etaria de alunos do
Ensino Médio. Porém, como uma forma de enriquecer nossa analise, faremos uma
descricao especial para o caso de haver outra(s) técnica(s) na realizagdo de cada
tarefa.

(i) Tarefas do tipo mostre que..., prove que..., demonstre que...

Nesta secdo da pesquisa apresentaremos as tarefas do tipo mostre que...,

prove que ... ou demonstre que... propostas aos alunos pelos autores dos livros
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didaticos. Nossa intencado aqui é verificar que tipo(s) de técnica(s) os enunciados
dessas tarefas sugerem aos alunos realizarem e que tipos de concepcbes de

algebra elas possibilitam trabalhar.

Gostariamos de ressaltar que, durante a andlise preliminar das colecdes,
percebemos que os autores nao diferenciaram os significados das palavras prova e
demonstracdo nas colecdes. Além disso, ndo explicitaram aos alunos as diferencas
entre justificar genericamente e com base em casos especificos quando abordavam
alguma propriedade referente ao conteudo Conjuntos e Conjuntos Numeéricos. Por
estas razdes acreditamos que as palavras “demonstre”, “prove” ou “mostre”, quando
aparecem nos enunciados propostos, ndo direcionam o aluno a explicacoes
diferenciadas. Em outras palavras, num enunciado em que a palavra “prove”
apareca o aluno poderd justificar com base em casos especificos ou néo, ja que os

autores ndo propuseram tais diferencas.

COLECAO C2

Nenhuma tarefa do tipo mostre que..., prove que..., demonstre que... foi
proposta ao aluno durante a exposicdo do conteludo algébrico Conjuntos e
Conjuntos Numéricos pela colecdo C2. Essa constatacdao permite-nos uma reflexao
a respeito da importancia da presenca de tarefas do tipo mostre que..., prove que...,

demonstre que... nos livros didaticos.

Primeiramente, a presenca dessas tarefas em livros didaticos pode sinalizar
que, entre outras coisas, a atividade de provar ndo ficou restrita somente aos
autores e pode nos revelar a intencdo desses em valorizar esse tipo de atividade
entre os alunos em sala de aula. Em contrapartida, a auséncia de tarefas desse tipo
pode nos levar a fazer inferéncias similares as de Gouvéa (1998). Em outras
palavras, é possivel que essas tarefas ndo aparegcam ao longo da exposicédo de um
conteudo algébrico, pois os autores dos livros didaticos subestimam a capacidade
do aluno em realiza-las, ou até mesmo, consideram a atividade de provar

significativa apenas no contexto matematico e ndo no contexto escolar.
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Outra problematica que vemos, na auséncia de tarefas desse tipo nos livros
didaticos, diz respeito ao entendimento por parte do aluno de como € processo de
descobertas e validacdo em matematica.

O fato de nao realizar tarefas especificas de prova ou de demonstragao,
pode fazer com que o aluno ndo sinta a necessidade de justificar formalmente uma
propriedade matematica ou até mesmo que nado se sinta incentivado a elaborar
conjecturas e valida-las de maneira formal. O aluno pode também fazer uma
reflexdo negativa sobre a necessidade de justificativas formais as propriedades
enunciadas: “se o livro ndo pede para eu justificar as propriedades matematicas é
porque ndo ha necessidade de justifica-las”.

Com relagédo ao ensino de provas e demonstragdes, a auséncia de tarefas
desse tipo nos livros didaticos pode fazer com que o professor ndo sinta a
necessidade de trabalhar essa atividade em sala de aula, o que faz com que o aluno
ndo tenha acesso esse recurso nem por parte do livro que usa, nem por parte do

professor.

COLECAO C3

Tarefa 01 (TP1): Escreva todas as maneiras de ler a implicagdo p = q , sabendo
que:

p: n é um numero natural par;

Q: n é um numero escrito na forma n=2m, comm € N.

Responda: a reciproca q = p é verdadeira? Em caso positivo, como se escreve a

equivaléncia das duas propriedades?

O autor da colecao C3 propde esta tarefa com a intencao de fazer com que
o aluno trabalhe com as implicagdes logicas e sua reciproca. Esta € uma tarefa
pertencente ao GT2, pois espera-se que o aluno realize uma prova pragmatica, ao
nivel do empirismo ingénuo, segundo Balacheff (1988), utilizando apenas alguns
casos especificos para verificar a validade da propriedade. Gostariamos de ressaltar

que, nesse caso, 0 empirismo ingénuo pode vir junto a um experimento crucial. Em
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outras palavras, o aluno pode escolher um numero par “grande” para mostrar que

este também esta na forma 2m.

Em uma das possiveis técnicas que podem ser usadas, espera-se que 0
aluno inicie esta tarefa com a redacdo da implicacdo p = q e de sua reciproca
q = p na forma Se “p” entdo “q e Se “q” entdo “p”. Em seguida, espera-se que o
aluno escreva alguns exemplos de numeros pares na forma 2m e use o fato de um
namero natural par ser divisivel por 2 para concluir que 2m ¢é divisivel por 2. Como ja
dissemos, pode acontecer do aluno utilizar um namero par “grande” como exemplo.

Apresentamos a seguir uma possivel resolugéo:

Escrever como se Iép = q: Verificar se a implicagcdo q = p é verdadeira:
e Se n é um ndmero par entdo n=2m com | Se n=2m comm € N, entdo n é par.
m € N. E verdadeira, pois:
e O ndmero par n esta contido no conjunto | 12=2x6 e 12 € par;

dos nimeros 2m comm € N. 30=2x15 e 30 ¢é par;
120000=2x60000 & 120000 é par.

O bloco tecnoldgico/tedrico que justifica a técnica usada é composto pela
nog¢ao paramatematica de implicagao, reciproca de uma implicagéo e, também, pela
nocao matematica de numero natural e das propriedades de divisibilidade no
conjunto dos numeros naturais. Notamos que para a realizagdo desta tarefa nao foi
necessario o uso de propriedades provadas ou demonstradas anteriormente nas
colecoes, o que pode dificultar o entendimento do aluno sobre o que é um sistema
dedutivo.

Nao descartamos totalmente a possibilidade de um aluno utilizar uma
técnica em que fique evidenciada a construgdo de uma prova conceitual ao nivel do
experimento de pensamento ou ao nivel do calculo nas afirmagdes. Numa técnica
desse tipo o aluno utilizaria propriedades matematicas e/ou a linguagem algébrica
para justificar a implicagcdo. Apresentamos a seguir uma possivel resolu¢cdo desse
tipo:
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Experimento de pensamento: Calculo nas afirmagoes:

Verificar se a implicagao q = p é verdadeira: Verificar se a implicagédo q = p é verdadeira:
Se n=2m comm € N, entdo n é par. Se n=2m comm € N, entdo n é par.
Percebi que dizer n=2m é o mesmo que dizer Se n=2m entéo% = 27’" e % =mcomm€N

que a metade de n é m. Percebi que a metade Portanto n é par.

de n esta resultando num ntumero natural m e
isso significa que n é par.

Percebemos que esta atividade propicia ao aluno o contato com a
concepgao da algebra como estudo das relagdes. Isso fica evidente, pois a relagéo
“n=2m, com m € N” proposta no enunciado permite que o aluno varie os valores de
m encontrando assim um novo numero natural n. Outra concepg¢do que pode ser
trabalhada é a da algebra como aritmética generalizada, visto que n=2m é uma
expressao que representa a “forma algébrica” de um numero par. Se a tarefa for

classificada como um calculo nas afirmagbes sera possivel também o trabalho com a

~ 7 .z s n 2m
concepgao de algebra como estrutura, j& que havera um tratamento de S = €em

n
-=m.
2

Tarefa 02 (TP2): Use a contra-positiva e demonstre, por absurdo, a propriedade: Se
duas retas distintas (r e s) de um plano a s&o perpendiculares a uma reta (t) desse

plano, entdo elas (r e s) sdo paralelas.

O autor da colegdo C3 propde esta tarefa com a intencao de fazer com que
o aluno trabalhe com as demonstragées por absurdo usando as implicagdes légicas
e a respectiva contra-positiva. Apesar de explicar o que € a contra-positiva de uma
implicacdo durante a exposicdo do conteudo Conjuntos, o autor prefere trabalhar
com uma tarefa de geometria para fazer com que o aluno trabalhe a nogao de
contra-positiva. Por se tratar de um caso especifico de demonstragéo, acreditamos
que o aluno nao recorrera a casos particulares e realizara uma prova conceitual ao
nivel do calculo nas afirmagbes, segundo Balacheff (1988). Esse fato situa a tarefa

em questdao como pertencente ao GT1.
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No que diz respeito a técnica usada, espera-se que o aluno inicie a
demonstracao desta propriedade a partir da redacdo de seu enunciado e de sua
contra-positiva na forma de implicagcdo p = q e ~q = ~p, respectivamente. Em
seguida, espera-se que o aluno utilize a contra-positiva supondo que as retasr e s
nao sejam paralelas e percebam que se r e s ndo forem paralelas entdo uma das
retas ndo sera perpendicular a reta t, 0 que representa ~p. Com isso, esperamos
que o aluno constate a validade da propriedade ja que ele demonstrou que ~q = ~p.

O bloco tecnoldgico tedrico, usado para justificar a técnica, € composto pela
nocao paramatematica de implicagdo, contra-positiva e da nogdo matematica de
retas paralelas e perpendiculares da geometria Euclidiana.

Como a técnica que sugerimos nao envolveu o uso de variaveis,
consideramos que nenhuma concepc¢ao da algebra proposta por Usiskin (1995) foi
trabalhada.

Tarefa 03 (TP3): Escreva no seu caderno V ou F conforme a afirmacdo seja
verdadeira ou falsa. Quando for falsa apresente um contra-exemplo (exemplo que

contraria a afirmag&o):

a) Todo numero inteiro tem um unico sucessor;

b) Todo numero inteiro tem um unico antecessor;

c) Entre dois numeros inteiros ha sempre um numero inteiro;

d) A soma de dois numeros inteiros € sempre um numero inteiro;

e) A diferenca de dois numeros inteiros é sempre um numero inteiro;
f) O produto de dois numeros inteiros € sempre um numero inteiro;
g) O quociente de dois numeros inteiros € sempre um numero inteiro;

h) O simétrico do simétrico do numero -3 é -3.

O autor da colegcao propde esta tarefa com a intengdo de fazer com que o
aluno trabalhe com as propriedades operatérias do conjunto dos numeros inteiros.
Esta € uma tarefa pertencente ao GT2, pois espera-se que o aluno realize uma
prova pragmatica, ao nivel do empirismo ingénuo, segundo Balacheff (1988),
utilizando apenas alguns casos especificos para verificar a validade das

propriedades presentes em cada item. Notamos nesta tarefa, que o autor utiliza pela
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primeira vez a expressao “contra-exemplo” para se referir aos casos que fazem com

que uma propriedade nao seja valida.

Com relacdo a técnica que sera usada, espera-se que o aluno escolha
inicialmente 2 nuUmeros inteiros x e y para analisar seus antecessores, sucessores, a
adicao, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Em seguida, espera-se que o aluno
verifique a validade das igualdades usando a observagcao dos resultados dos casos

particulares. E possivel que o aluno repita o procedimento para outros casos.

O bloco tecnolégico/teérico que justifica a técnica é composto na nocao
matematica de numero inteiro e das propriedades da adigdo, subtracéo,

multiplicagéo e divisdo nesse conjunto.

A técnica que sugerimos para essa tarefa ndo envolve o uso de variaveis.
Por este motivo acreditamos que esta tarefa ndo propicia um trabalho com as
concepgdes de algebra propostas por Usiskin (1995). Apesar disso, reconhecemos a
possibilidade de, a partir de casos especificos, os alunos redigirem sua prova de
uma forma genérica. E possivel, por exemplo, que para a propriedade do item d,
apos a manipulagcao de casos especificos, o aluno escreva “é verdade que se ae b
sa0 numeros inteiros entao a+b também é um ndmero inteiro”. Em outras palavras, é

possivel que o aluno utilize a dlgebra como aritmética generalizada.

Tarefa 04 (TP4): Leis de Morgan: Dados A e B de um universo U, tem-se: (i)
(AUB) =A°nB¢ (O complementar da reunido é igual a intersegdo dos
complementares) e (ii) (An B)¢ = A U B¢ (O complementar da interseccdo & igual
a reunidgo dos complementares). Vocé pode constatar a veracidade dessas
propriedades de um modo geral, representando os conjuntos por diagramas, como
foi feito com a 32 e a 42 propriedades’®.

O autor da colegcao propde esta tarefa com a intengdo de fazer com que o
aluno faga sua prépria verificagdo, usando diagramas, de algumas das propriedades
da reunido e da interseccao de conjuntos. Esta é uma tarefa pertencente ao GT1,

1832 propriedade: AN (BUC) =(ANB)U(ANC)eAU(BNC)=(AUB)N (AU C); 42 propriedade: A c B &
AUB =B < AnB = A, demonstradas pelo autor através de diagramas.
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pois nos diagramas os conjuntos sao considerados genéricos e a partir deles pode-
se produzir uma prova conceitual ao nivel do experimento de pensamento, segundo
Balacheff (1988).

Com relacdo a técnica utilizada, para a propriedade (i), espera-se que 0
aluno construa dois diagramas iguais contendo os conjuntos A e B num universo U.
Num dos diagramas, espera-se que o aluno hachure (A U B)¢ e no outro diagrama
A€ N B¢. Apods isso, espera-se que o aluno conclua que as areas hachuradas no
primeiro € no segundo diagrama sao iguais, o que mostra a validade da igualdade

(AU B)¢ = A° n B¢. De modo andlogo, o procedimento se repetiria para propriedade
(ii).

O bloco tecnolégico/tedrico que justifica a técnica € composto pelas nogoes
matematicas de conjunto, intersecgéo, uniao e complementar de conjuntos.

As letras sdo usadas nessa tarefa para nomear conjuntos quaisquer. Porém,
quando se compdem duas ou mais dessas letras, como em A¢ n B¢, indica-se ao
aluno uma operagéo a ser realizada como os elementos dos conjuntos em questao.
Por este motivo, acreditamos que essa tarefa possibilita o contato do aluno com a
concepcao de algebra como aritmética generalizada e como uma estrutura, segundo
Usiskin (1995).

Gostariamos de ressaltar que, embora o autor tenha sugerido o uso de
diagramas, um aluno também poderd resolver essa tarefa se considerar dois

conjuntos numéricos finitos e aplicar a propriedade solicitada. Vejamos um exemplo:

Se A={0,1,2,3,4,5}, B=[3,4,5,6,7,8,} e A e B estdo contido no conjunto N teremos:
A ={6,7,8,9,10,11,12...}

B¢ ={9,10,11,12,...}

AN B¢={9,10,11,12,...}

AUB ={0,1,2,34,5,6,7,8}

(AuB)¢ ={9,10,11,12,...}

Portanto:

(AUB)t = A°n B¢
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Se este tipo de técnica for utilizado pelo aluno podemos dizer que a
propriedade foi justificada com uma prova pragmatica ao nivel do empirismo

ingénuo, segundo Balacheff (1988).
COLECAO C11

Tarefa 01 (TP1): E possivel provar que se a é um numero irracional e B é um

numero racional, entdo os numeros resultantes de (i) af (B #0), (i) a+ B, (i)
% (B #0) e(iv) g (a e B # 0) sdo numero irracionais. Em cada situacdo (de 1 a 4)

indique um valor de a e um valor de .

Nesta tarefa, o autor solicita explicitamente ao aluno a substituicdo das
variaveis w« e § por valores especificos a fim de comprovar a veracidade da
propriedade em questdo. Por este motivo, consideramos esta tarefa como
pertencente ao GT2 e acreditamos que o aluno realizard uma prova pragmatica, ao
nivel do empirismo ingénuo, segundo Balacheff (1988).

No que diz respeito a técnica, espera-se que o aluno escolha um numero
irracional para @ € um numero racional para £ e substitua-os nas expressoes i, ii, iii
iv. Em seguida, espera-se que o aluno verifigue a validade das propriedades por
meio da observacdo de seus resultados. E possivel que o aluno repita o

procedimento para outros casos.

O bloco tecnolégico/tedrico que sustenta a técnica € composto pela nogéao
matematica de numero racional, numero irracional e das propriedades da adicao e

multiplicagéo algébrica de nimeros reais.

Acreditamos que a realizagdo dessa tarefa propicia o contato do aluno com a
concepcao de algebra como aritmética generalizada, ja que houve o uso de letras
gregas para expressar relacées numéricas. Além disso, no momento em que o aluno
substitui essas letras por valores especificos, acreditamos que haja um trabalho com

a concepcao funcional da algebra, segundo Usiskin (1995).
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Tarefa 02 (TP2): Provar que se um conjunto possui n elementos entdo o conjunto
das partes desse conjunto possui 2™ elementos.

AplGs a apresentagdo de um exemplo e a proposicdo de alguns exercicios
numeéricos para serem resolvidos, a partir do exemplo dado, o autor solicita que o
aluno responda a seguinte pergunta: Como saber quantos subconjuntos admite um
conjunto com n elementos? Consideramos esta uma tarefa como pertencente ao
GT2 pelo fato do autor ter apresentado um exemplo numérico e sugerido questdes
com exemplos numéricos ao aluno. Supomos aqui que o autor queria fazer com que
o aluno chegasse a conclusdo de que um conjunto de n elementos possui 2"
subconjuntos a partir dos exercicios realizados anteriormente por ele. Neste tipo de
tarefa o aluno é levado a fazer uma prova pragmatica ao nivel do empirismo
ingénuo, segundo Balacheff (1988), visto que ele utilizara casos particulares para
afirmar a validade de uma propriedade.

Com relacao a técnica, espera-se que o aluno observe os exemplos dados
pelo autor da colegcdo sobre numero de elementos do conjunto das partes de um

conjunto para concluir que um conjunto de n elementos possui 2™ subconjuntos.

O bloco tecnolégico/tedrico que sustenta a técnica é composto pela nogéao
matematica de conjunto, subconjunto e das propriedades da relacdo de inclusao

entre conjuntos.

Acreditamos que seja possivel, apés a manipulacao dos resultados obtidos
com o0 uso de casos particulares, o aluno utilizar a variavel n na poténcia 2™ para
representar o numero de subconjuntos de um conjunto de n elementos. A variavel,
nesse caso, teria o papel de generalizadora de modelos, o que propicia o trabalho
com a concepgao da algebra como aritmética generalizada.

Tarefa 03 (TP3): Provar que num universo U, (A n B)¢ = A¢ U B€.

Apos provar em TR10 que dados dois conjunto Ae B (AUB)  =4°nB¢ o
autor solicita explicitamente que o aluno aproveite o modelo usado na prova

realizada para provar que num universo U, (4 n B)¢ = A® U B¢. Neste tipo de tarefa
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o aluno é levado a fazer uma prova pragmatica, segundo Balacheff (1988). Por este

motivo, consideramos a tarefa em questao como pertencente ao GT2.

Com relagao a técnica, espera-se que o aluno observe o exemplo dado pelo
autor da colecao na prova de uma propriedade similar a esta para concluir que num
universo U, (AnB)¢ =A°“UB‘. Em outras palavras, espera-se que o aluno
determine, num universo U, dois conjuntos especificos A e B, o complementar de A
e o complementar de B. A partir dai, determine a unido e a interseccao entre os
conjuntos A e B e o complementar da unido. Por observacéo dos resultados, espera-
se que o aluno constate que o complementar da unido é igual a interseccao dos
complementares de A e B.

O bloco tecnolégico/tedrico que justifica a técnica € composto pela nogcao
matematica de conjunto, intersecdo, unido entre conjuntos e de complementar de

um conjunto.

E possivel que, assim como no modelo sugerido pelo autor, o aluno
reescreva a idéia contida em cada diagrama usando a simbologia da teoria dos
conjuntos, numa tentativa de mostrar a generalidade da situacao. Por este motivo
acreditamos que esta tarefa permite o contato do aluno com a concepg¢ao de algebra
como aritmética generalizada, segundo Usiskin (1995).

No inicio desta analise, consideramos que o aluno realizaria uma prova
pragmatica nesta tarefa, mas nao dissemos em que nivel ela estaria. Podemos dizer
que a prova realizada estara ao nivel do exemplo genérico se, assim como o autor, 0
aluno manipular o diagrama e a reescrever suas idéias na forma simbdlica na
tentativa de representar a qualidade genérica da situacao. Caso contrario, a prova

estara ao nivel do empirismo ingénuo.

Consideracoes a respeito das tarefas propostas aos alunos e pertencentes ao
GT1 eao GT2

Gostariamos de iniciar essas consideracao evidenciando que, das 3
colec¢des analisadas por nés, duas, C3 e C11, propuseram aos alunos tarefas do tipo

mostre que... ou demonstre que... Consideramos positivo o fato de essas tarefas
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aparecerem nas colecdes, pois mostra que a atividade de provar possivelmente nao
ficaria restrita aos autores. Contrariamente a isso, a auséncia de tarefas desse tipo
pode indicar uma desvalorizacdo desse trabalho em sala de aula, bem como uma

subestimacao da capacidade dos alunos em resolvé-las.

Como os autores das colegdes ndo diferenciam as palavras prova e
demonstracdo em seu discurso, na abordagem do conteudo algébrico Conjuntos e
Conjuntos Numeéricos, fomos levados a considerar possiveis justificativas dos alunos
as propriedades. No caso em que no enunciado havia a explicitagdo do
procedimento a ser realizado, a classificagdo da tarefa como prova ou demonstracao

ficou mais evidente.

A colecdo C3 propds aos alunos 4 tarefas do tipo mostre que... ou
demonstre que... Como havia indicagbes sobre a técnica a ser usada nos
enunciados das tarefas TP2 e TP3, sua classificacdo como pertencente ao GT1 e
GT2, respectivamente, foi mais direta. Porém nas tarefas TP1 e TP4, a falta de
indicacdbes no enunciado, nos permitiu evidenciar pelo menos duas técnicas
diferentes, pertencentes ao GT1 ou ao GT2. De qualquer maneira, consideramos a
possibilidade do trabalho com as provas pragmaticas e conceituais a partir dessas

tarefas.

A colecao C11 propbs aos alunos 3 tarefas desse tipo. Em TP1 e TP2 houve
indicagdes nos enunciados que permitiram classificar ambas mais facilmente como
pertencentes ao GT2. A falta dessas indicacdes na tarefa TP3 nos permitiu também
evidenciar pelo menos dois tipos de técnicas diferentes que possibilitaria a
classificagdo da mesma como pertencente ao GT1 ou ao GT2.

Notamos que, apesar de 2 das 3 colegcbes apresentarem tarefas do tipo
mostre que... ou demonstre que..., nenhuma delas propuseram aos alunos tarefas
de organizacao dedutiva, segundo Duval (1989). Este fato poderia dificultar o
entendimento dos alunos a respeito de como se constréi uma demonstracéo e fazer
com que nao haja uma evolugéo das justificativas empiricas para as justificativas

formais dadas por eles.

No que tange o trabalho com as concepgdes de algebra propostas por
Usiskin (1995), podemos considerar que em 6 das 7 tarefas propostas aos alunos
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houve a possibilidade do trabalho com as concepcoes de algebra como aritmética
generalizada, como estrutura ou como estudo das relagdées. Notamos que nenhuma
das tarefas propostas possibilitou o contato do aluno com a concepcao de algebra
como meio de resolver problemas em que as letras sao incognitas. Consideramos
positiva a possibilidade de trabalho com 3 das 4 concepgdes de algebra propostas
por Usiskin (1995), embora tenha se enfatizado o trabalho com a concepcédo de
aritmética generalizada e nao trabalhado com algebra como meio de resolver

problemas.

Para finalizar essa discussdo, gostariamos de salientar que quando se
propéem aos alunos tarefas do tipo mostre que..., demonstre que..., abre-se a
possibilidade de uma atividade de interagao social em que o professor em sala de
aula poderia instigar um debate cientifico a respeito da “forca” de cada justificativa
dada pelos alunos nas tarefas contidas no livro. Esse tipo de atitude possibilitaria o
trabalho com as fungbes de comunicacdo e de desafio intelectual de uma
demonstracao, além das funcdes de verificacdo e descoberta, segundo De Villiers
(2002).

(ii) Tarefas na forma de exercicio de aplicacao e na forma de problema que
utilizam como bloco tecnoldgico-tedrico as propriedades ja demonstradas ou

provadas anteriormente.

Neste tdpico da pesquisa estamos interessados em mostrar algumas tarefas
pertencentes ao GT3, que foram propostas aos alunos durante a abordagem do
conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numeéricos. Estas tarefas ndo sao do tipo
mostre que... demonstre que... Por este motivo, ndo serdo analisadas segundo
Balacheff (1988). A partir delas verificaremos se os autores incentivam os alunos a
utilizarem, de alguma maneira, as propriedades provadas ou demonstradas e se
elas propiciam aos alunos um contato com as diversas concepcdes da algebra
propostas por Usiskin (1995).

Decidimos analisar os exercicios de aplicagao e os problemas propostos por

tarefa demonstrada ou provada em cada colecédo. Assim, por exemplo, se a colecéao
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C2 s6 realizou uma tarefa de demonstracdo, entdo apresentaremos somente

exercicios e problemas referentes a este tipo de tarefa realizada pelo autor.

Quando comecamos a analisar as tarefas pertencentes ao GT3, percebemos
que os blocos tecnoldgico/tedrico dos exercicios de aplicacdo e dos problemas
propostos, referentes a uma propriedade provada ou demonstrada, eram muito
parecidos. Para a andlise nao ficar repetitiva, decidimos apresenta-la da seguinte
maneira: primeiramente comentaremos, separadamente, a técnica usada e a
concepcao de algebra envolvida nos exercicios de aplicagdo e nos problemas
propostos. Em seguida, comentaremos de wuma Uunica vez o bloco

tecnolégico/tedrico.

A partir da analise preliminar realizada nas colegdes, notamos a auséncia de
tarefas propostas aos alunos e pertencentes ao GT3 que utilizassem algumas das
tarefas realizadas pelos autores e pertencentes ao GT1 ou ao GT2. Essa andlise

nos permitiu a construgdo do quadro a seguir:

Realizou as Nao usou em exercicios Nao usou em
tarefas de aplicacao problemas
COLECAO C2 | TR1, TR4, TRS, TR1. TR1, TR6.
TR11.
COLECAO C3 | TR1, TR2, TR3, TR1, TR4, TR6 TRS. TR3, TR6.
TR4, TR5, TR6,
TR8, TR9.
COLECAO C11 | TR1, TR2, TR3, TR1, TR3, TR4, TR5, TR1, TR2, TR3,
TR4, TR5, TR7, TR10. TR5, TR10.
TR10.

Devido a constatacao que fizemos anteriormente, faremos a seguir apenas a
analise de exercicios de aplicagdo e de problemas que constam em cada colecao e
sao relacionados a algumas das tarefas realizadas pelos autores pertencentes ao
GT1 ou GT2.

COLECAO 02

O autor desta colecao demonstra apenas a propriedade analisada em TR1 e
prova as propriedades analisadas em TR4, TR6 e TR11. Porém, ndo propde aos

alunos nenhuma tarefa pertencente ao GT3 para a propriedade demonstrada em
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TR1. Por este motivo, mostraremos a seguir tarefas na forma de exercicio de
aplicacdo e/ou na forma de resolucdo de problema, envolvendo apenas as

propriedades provadas nas tarefas TR4, TR6 e TR11.

Tarefa 01 (TP1): Tarefas que utilizam como bloco tecnol6gico-tedrico a tarefa TR4

realizada pelo autor.

Tarefa 1.1: Sendo n(AuB)=20, n(A)=14 e n(B)=10, determine n(AnB).

Com relacdo a técnica, € necessario que o aluno aplique a propriedade
provada pelo autor na tarefa TR4 por meio da substituicio das variaveis pelos

valores dados no enunciado.

Pelo fato do aluno utilizar nessa técnica a relagdo n(AuB)=n(A)+n(B)-
n(AnB), substituindo nela os valores dados e, a partir disso chegando numa
equacao, acreditamos que esta tarefa propicie o trabalho com a concepcao da
algebra como estudo das relagées e como meio de resolver problemas, segundo
Usiskin (1995).

E possivel também que nessa tarefa o aluno utilize diagramas em detrimento

da relagcao n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB). Mostraremos a seguir um exemplo disso:

ANnB 10+4+6=20

Como relatamos anteriormente, o autor da colecao C2 apresenta exercicios
resolvidos'® referentes a essa propriedade sem usar explicitamente a propriedade
provada em TR4. Esses exercicios resolvidos costumam servir de modelo para os

alunos, o que aumenta ainda mais a possibilidade do uso de diagramas na

% Mostramos um exemplo desses exercicios resolvidos quando tratamos das tarefas pertencentes ao GT3
realizadas pelos autores.
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resolucao dessa tarefa. Se essa ultima técnica for utilizada, ndo havera o trabalho

com as concepcgoes de algebra de Usiskin (1995), visto que letras ndo sao usadas.

Tarefa 1.2: A tabela abaixo mostra o resultado de uma pesquisa realizada entre o0s
alunos de uma escola de ensino médio, referente as preferéncias deles em relagdo

as revistas A ou B.

Revistas A B AeB | Nenhuma
Numero de leitores | 180 150 60 40

Com base no quadro, responda:

a) Quantos alunos foram consultados?
b) Quantos alunos léem apenas a revista A?
¢) Quantos alunos n&o léem a revista A?

d) Quantos alunos Iéem a revista A ou a revista B?

Com relacéo a técnica usada, € necessario que o aluno leia e interprete os
dados apresentados na forma de tabela e substitua os valores indicados na relacao

provada pelo autor na tarefa TR4.

Pelo fato do aluno ter que utilizar a relagdo n(AuB)=n(A)+n(B)-n(ANB),
substituindo nela os valores dados no enunciado e, a partir disso, chegando numa
equacao, acreditamos que esta tarefa propicie o trabalho com a concepg¢ao da
algebra como estudo das relagbes e como meio de resolver problemas, segundo
Usiskin (1995).

Porém, assim como na tarefa anterior, ha a possibilidade do uso de
diagramas para resolver essa tarefa. De forma andloga, acreditamos que se essa
técnica for usada ndo havera o contato do aluno com as concepcdes de algebra
Usiskin (1995).

O bloco tecnolégico/ tedrico que sustenta a técnica usada nas tarefas 1.1 e
1.2 € composto pela nocdo matematica de conjunto, de interse¢cdo e unido entre

conjuntos e de numero de elementos de um conjunto. Além disso, € necessario que
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o aluno conhega a propriedade provada na tarefa TR4: Para dois conjuntos
quaisquer A e B finitos temos n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB).

Tarefa 02 (TP2): Tarefas que utilizam como bloco tecnoldgico-tedrico a tarefa TR6

realizada pelo autor.

Quantos numeros racionais existem entre 2,5 e 2,67 Cite trés deles.

Com relacao a técnica, para a realizacao desta tarefa é necessario que o
aluno aplique, para o caso dos numeros 2,5 e 2,6, a propriedade provada pelo autor

na tarefa TR6: entre dois niUmeros racionais ha infinitos racionais.

Acreditamos que seja possivel o aluno nao utilizar diretamente a propriedade
provada pelo autor e, ao tentar escolher alguns nimero entre 2,5 e 2,6, constate por

ele mesmo a infinidade de nUmeros racionais entre eles.

Como nao h& o uso de variaveis, consideramos que esta tarefa nao propicia

o contato do aluno com as concepgdes de algebra de Usiskin (1995).

O bloco tecnoldgico/tedérico que justifica a técnica usada na tarefa é
composto pela nogdo matematica de numero racional, representagdo decimal de um
namero racional, compara¢ao de numeros racionais e pela propriedade provada em
TR6.

Tarefa 03 (TP3): Tarefas que utilizam como bloco tecnolégico-tedrico a tarefa TR11

realizada pelo autor.

Tarefa 3.1: Considere cada sentenca como verdadeira ou falsa, fazendo a correcao
das falsas.

a) 1,8 éracional;

b) 3,455... é irracional;

c) 1,88... éirracional;

d) -0,525354... é racional.
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Com relacdo a técnica, € necessario que o aluno aplique a propriedade
provada pelo autor na tarefa TR11 para decidir se as afirmag¢des sdo falsas ou

verdadeiras.

Como nao h& o uso de variaveis, consideramos que esta tarefa nao propicia

o contato do aluno com as concepgdes de algebra de Usiskin (1995).

Tarefa 3.2: Associe ao ponto M o numero irracional

correspondente.

Com relagdo a técnica, € necessario que o
aluno perceba que o numero irracional que representa o ponto M € 0 mesmo numero
irracional que representa a medida da hipotenusa do tridngulo retangulo da figura.
Em seguida, é necessario que o aluno utilize o teorema de Pitagoras para descobrir
a medida da hipotenusa e consequientemente o numero irracional que representa o

ponto M.

O uso do teorema de Pitagoras propicia o contato do aluno com a
concepcao da algebra como estudo das relagbes e como meio de resolver
problemas e como estrutura, ja que apos a substituicdo das variaveis pelos valores
dados havera a necessidade um tratamento algébrico para a resolucdo de uma

equacao.

O bloco tecnolodgico/teérico que justifica a técnica usada nas tarefas 3.1 e
3.2 € composto pela nogdo matematica de numero racional, representacdo decimal
de um numero racional e pela propriedade provada na tarefa TR11: Toda raiz cuja
representacao decimal ndo é exata assim como todo numero cuja forma decimal ndo

€ exata nem periédica ndo sdo numeros racionais.

No caso especifico da tarefa 3.2, também faz parte do bloco
tecnologico/tedrico o teorema de Pitagoras.
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COLEGAO C3

O autor desta colecao demonstra as propriedades analisadas em TR1, TR2,
TR3 e TR4 e prova as propriedades analisadas em TR5, TR6, TR8 e TR9. Porém
nao apresenta nenhuma tarefa pertencente ao GT3 para a propriedade provada em
TR6. Por este motivo, mostraremos a seguir tarefas na forma de exercicio de
aplicacdo e/ou na forma de resolugdo de problema envolvendo as propriedades
trabalhadas em TR1, TR2, TR3, TR4, TR5, TR8 e TR9.

Tarefa 01 (TP1): Tarefas que utilizam como bloco tecnoldgico-tedrico a tarefa TR1
realizada pelo autor.

Dados A={-4,-1,0,1,2,6,9} e B ={xéirracional/x =+/a,coma € A}, quantos

elementos tém o conjunto B?

7

Com relagédo a técnica, é necessario que o aluno use a calculadora para
constatar a partir da representacao decimal visualizada que:

e /6 é um nimero irracional;

e /0, V1 e V9 sdo nimeros racionais;

E necesséario também que ele use a propriedade provada na tarefa TR1 para
verificar que /2 € um numero irracional. Também é necessario verificar que v—4 e

v—1 ndo sao numeros reais.

O uso da calculadora, nao associado ao uso de outros teoremas, poderia
levar o aluno a tirar conclusdes erradas em alguns itens da tarefa. Por exemplo,
considerando somente a representacao decimal mostrada por uma calculadora
simples de 8 digitos, o aluno poderia classificar V6 como um ndmero racional, ja que
possuiria representacdao decimal finita (com 7 casas decimais). Para que esse erro
nao ocorra, € necessario que o aluno utilize um teorema que nao foi provado, nem
demonstrado pelo autor da colecdo em questdo: Sejam a e b dois numeros reais tais

que a # b?. Nessas condigbes, V a,\/a é um ndmero irracional.
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Como nao h& o uso de variaveis, consideramos que esta tarefa nao propicia

o contato do aluno com as concepcodes de algebra de Usiskin (1995).

O bloco tecnoldgico/tedrico que justifica a técnica usada na tarefa é
composto pela nogdo matematica de conjunto e pelos seguintes teoremas: (a) Todo
namero racional possui representagdao decimal finita ou infinita e periddica; (b) Todo
namero irracional possui representacao decimal infinita e ndo periddica; (c) V2 é um
nimero irracional e (d) Sejam a e b dois nimeros reais tais que a # b%. Nessas
condigbes, ¥ a,v/a é um nimero irracional. Gostariamos de destacar que esta tarefa
faz uso de alguns teoremas provados anteriormente pelo autor (teoremas a e b), fato

que poderia ajudar o aluno a entender como funciona sistema dedutivo.

Tarefa 02 (TP2): Tarefas que utilizam como bloco tecnoldgico-tedrico a tarefa TR2

realizada pelo autor.

Tarefa 2.1: Dados os conjuntos A={1,2}, B={1,2,3,4,5}, C={3,4,5} e D={0,1,2,3,4,5},
classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

oc A

j)o<B

Com relagdo a técnica, € necessario que o aluno aplique o teorema

apresentado na tarefa TR2.

Como nao h& o uso de variaveis, consideramos que esta tarefa ndo propicia
o contato do aluno com as concepgdes de algebra de Usiskin (1995).

Tarefa 2.2: Dados A={0,1} e B={1,3,5}, determine P(A) e P(B).

Com relacdo a técnica, é necessario que o aluno escreva todos os
subconjuntos dos conjuntos A e B fazendo as possiveis combinagdes entre seus
elementos. Pelo fato do conjunto vazio ndo estar explicito como um elemento dos

conjuntos A e B, o aluno deve aplicar o teorema apresentado na tarefa TR2.
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Apesar das letras A e B indicarem apenas o nome de dois conjuntos dados,
as combinagcées com a letra P em P(A) e P(B) indicam operacbes a serem
realizadas com os elementos dos conjuntos. Entendemos que nessas combinacdes
as letras representam um comando a ser seguido pelo aluno, por este motivo,
consideramos que esta tarefa propicia o contato do aluno com a concepgao de
algebra como estrutura, segundo Usiskin (1995).

O bloco tecnologico/teérico que justifica a técnica usada nas tarefas 2.1 e
2.2 é composto pela nocdo matematica de conjunto, subconjunto, conjunto das
partes de um conjunto e pelo teorema demonstrado na tarefa TR2: @ é subconjunto

de qualquer conjunto A.

Tarefa 03 (TP3): Tarefas que utilizam como bloco tecnoldgico-tedrico a tarefa TR3

realizada pelo autor.

Verifigue com um exemplo a equivaléncia ja demonstrada: A c B & B¢ c AC.

Com relacao a técnica, o aluno deve escolher dois conjuntos A e B tais que
A c B e conseqlientemente obter Be A¢. A partir da observagdo do exemplo
proposto, o aluno deve verificar a validade do teorema Ac B < B¢ c AC.
Acreditamos que os exemplos dados poderdo aparecer tanto na forma numérica

como na forma de diagramas.

Apesar das letras A e B indicarem apenas o nome de dois conjuntos
genéricos, as combinagdes com a letra C em B¢e A€ indicam operagdes a serem
realizadas com o0s elementos dos conjuntos. Como ja& dissemos, nessas
combinacdes as letras representam comandos a serem seguidos pelo aluno, por
este motivo, consideramos que esta tarefa propicia o contato do aluno com a

concepcgao de algebra como estrutura, segundo Usiskin (1995).

O bloco tecnoldgico/tedrico que justifica a técnica usada na tarefa é
composto pela nocdo matematica de conjunto, de complementar de um conjunto,
relacbes de inclusdo entre conjuntos e pelo teorema demonstrado na tarefa TRS3:
AcB B cA® Algm disso, ha também a necessidade de se conhecer a nog¢ao
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paramatematica de implicacdo e reciproca da implicacado, visto que a respectiva

simbologia aparece no enunciado da tarefa.

Tarefa 04 (TP4): Tarefas que utilizam como bloco tecnol6gico-tedrico a tarefa TR4

realizada pelo autor.

Uma prova com duas questées foi dada a uma classe de quarenta alunos. Dez
alunos acertaram as duas questbées, 25 acertaram a primeira questdo e 20

acertaram a segunda questdo. Quantos alunos erraram as duas questées?

Com relacao a técnica, o aluno deve representar com um conjunto A aquele
dos alunos que acertaram a primeira questao e como conjunto B aquele dos alunos
que acertaram a segunda questao. A partir disso, deve considerar n(A)=20, n(B)=25
e n(AnB)=10. Por fim, deve utilizar o teorema demonstrado na tarefa TR4 para
verificar que n(AuUB) é menor que o total de alunos e que por isso houve alunos que

nao acertaram nenhuma das questoes.

Pelo fato do aluno ter que utilizar a relagdo n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB),
substituindo nela os valores dados no enunciado e, a partir disso, chegarem a uma
equacao para ser resolvida, acreditamos que esta tarefa propicie o trabalho com a
concepcao da algebra como estudo das relagbes e como meio de resolver

problemas, segundo Usiskin (1995).

Gostariamos de salientar que, também nessa tarefa, ha a possibilidade do
aluno usar uma técnica baseada em diagramas e nao na relagao n(AuB)=n(A)+n(B)-
n(AnB). Se essa técnica for utilizada, acreditamos que ndo havera um contato com
as concepgodes de algebra propostas por Usiskin (1995).

O bloco tecnologico/teérico que justifica a técnica usada na tarefa é
composto pela nogdo matematica de conjunto, de interseccdo e unido entre
conjuntos, de conjunto complementar e pelo o teorema demonstrado na tarefa TR4:
Para dois conjuntos quaisquer A e B finitos temos n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB).
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Tarefa 05 (TP5): Tarefas que utilizam como bloco tecnol6gico-tedrico a tarefa TR5

realizada pelo autor.

Tarefa 5.1: O numero 12,12345678911223344... é racional ou irracional?

Com relacdo a técnica, € necessario que o aluno aplique a propriedade
provada pelo autor na tarefa TR5: todo numero racional tem representacdo decimal

finita ou infinita e periddica.

Como nao h& o uso de variaveis, consideramos que esta tarefa ndo propicia

o contato do aluno com as concepgdes de algebra de Usiskin (1995).

Tarefa 5.2: Classifique em verdadeiro (V) ou Falso (F):

a) A soma de um numero racional com um numero irracional é sempre um
numero irracional;

b) O produto de um numero irracional por um numero racional diferente de
zero é um numero irracional;

c) A soma de dois numeros irracionais é sempre um numero irracional;

d) Se a é um ndmero irracional, entdo 1/a também é.

Com relacdo a técnica, € necessério que o aluno escolha trés numeros a, b
e ¢ de modo que a e b sejam irracionais e c seja racional diferente de zero e
substitua os valores escolhidos nas expressoes: c+a, c.a, a+b e 1/a. Para concluir a
tarefa, é necessaria a utilizacdo da propriedade provada pelo autor na tarefa TR5.
Por fim, a constatagdo de que c+a € sempre irracional, c.a € sempre irracional, a+b

nao & sempre irracional e 1/a € sempre irracional.

Gostariamos de ressaltar que o professor poderia utilizar esta tarefa para
ensinar ao aluno a nogado de contra-exemplo. No caso do item c, se aluno
escolhesse especificamente dois nimeros irracionais -x e x, constataria que a soma
daria 0, ou seja, um numero racional. Esse seria um contra-exemplo que invalidaria

a propriedade do item c.
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Acreditamos que esta tarefa propicia ao aluno o contato coma concepg¢ao da
algebra como aritmética generalizada, pois afirmar que “a soma de um numero
racional com um ndmero irracional € sempre um numero irracional” € o mesmo que
afirmar “Sea e Qe b ¢ Q, entdo a+b € Q . Em outras palavras, ha o uso de letras

como generalizadoras de modelos.

O bloco tecnolodgico/teérico que justifica a técnica usada nas tarefas 5.1 e
5.2 é composto pela nocdo matematica de numero racional, das propriedades das
operacdbes com numeros reais e pela propriedade provada na tarefa TR5: todo
nuamero racional pode ser representado na forma decimal com um ndmero finito de

casas decimais ou por meio de infinitas casas decimais, porém periddicas.

Tarefa 06 (TP6): Tarefas que utilizam como bloco tecnol6gico-tedrico a tarefa TR8

realizada pelo autor.

Considere o0s conjuntos A={x€Z|lx>—-5} e A={x€Z|x+1<0}. Quantos

elementos tém o conjunto AN B?

Com relacao a técnica, € necessario que o aluno escreva os elementos do
conjunto A e do conjunto B. Em seguida, determine intersec¢ao dos conjuntos A e B

e 0 numero de elementos da intersec¢ao dos conjuntos A e B.

Acreditamos que esta tarefa propicia ao aluno o contato com a concepcéao
da algebra como meio de resolver problemas, pois usa-se inequag¢des para
representar os elementos dos conjuntos A e B. Em outras palavras, é necessario
que o aluno resolva inequagbes para determinar quais sdo os elementos dos

conjuntos A e B.

O bloco tecnologico/tedérico que justifica a técnica usada na tarefa é
composto pela nogdo matematica de inequagao, conjunto, de interseccao entre

conjuntos e pela propriedade provada na tarefa TR8.
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Tarefa 07 (TP7): Tarefas que utilizam como bloco tecnoldgico-tedrico a tarefa TR9

realizada pelo autor.

Tarefa 7.1: Dados A = {0,1} e B = {1,3,5}, determine:
a) PA)
b) P(B)
¢) O numero de elementos de P(A)

d) O numero de elementos de P(B)

Com relagéo a técnica, é necessario que o aluno determine o conjunto das
partes dos conjuntos A e B e aplique, para os valores dados no enunciado, a
propriedade provada na tarefa TR9: Se A tem n elementos entdo P(A) tem 2"

elementos.

Apesar das letras A e B indicarem apenas o nome de dois conjuntos dados,
as combinagcées com a letra P em P(A) e P(B) indicam operacbes a serem
realizadas com os elementos dos conjuntos. Entendemos que nessas combinagdes
as letras representam um comando a ser seguido pelo aluno, por este motivo,
consideramos que esta tarefa propicia o contato do aluno com a concepgao de
algebra como estrutura, segundo Usiskin (1995). Além disso, a técnica que
mencionamos anteriormente propicia ao aluno o contato com a concepc¢do da

algebra como estudo das relagées, visto que a relagao P(n)= 2" ¢ manipulada.

Nao podemos deixar de considerar o uso de outra técnica na resolugéo dos
itens ¢ e d dessa tarefa. Ao invés do aluno utilizar a propriedade provada em TR9
ele poderia simplesmente contar o numero de elementos dos conjuntos
determinados por ele nos itens a e b da tarefa. Com isso haveria apenas o trabalho

com a concepgao de algebra como estrutura, segundo Usiskin (1995).
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Tarefa 7.2: Escreva um subconjunto A dos numeros naturais tal que P(A) tenha 16

elementos.

Para a realizacao desta tarefa € necessario que o aluno aplique, com os
valores dados no enunciado, a propriedade provada na tarefa TR9. Esta atividade é
interessante, pois exige do aluno um raciocinio contrario ao proposto na tarefa
anterior. Em outras palavras, ndao se pede ao aluno o numero de elementos do
conjunto das partes, se pede o numero de elementos do conjunto a partir do nimero
de elementos das partes. Isso exige do aluno a resolugdo de uma equagao
exponencial: 2™ = 16.

Acreditamos também que esta tarefa propicia ao aluno o contato com a
concepcao da algebra como estudo das relagbes e como meio de resolver

problemas, visto que a relacao P(n)= 2" ¢ manipulada.

O bloco tecnoldgico/teérico que justifica a técnica usada nas tarefas 7.1 e
7.2 €& composto pela nogdo matematica de equagdo exponencial, conjunto,
subconjunto e pela propriedade provada na tarefa TR9.

COLECAO C11

O autor desta colecao demonstra as propriedades analisadas em TR1, TR2,
TR3, TR4 e TR7 e prova as propriedades analisadas em TR5 e TR10. Porém, néo
apresenta nenhuma tarefa pertencente ao GT3 para as propriedades trabalhadas
em TR1, TR3, TR5 e TR10. Por este motivo, mostraremos a seguir tarefas na forma
de exercicio de aplicacao e/ou na forma de resolugdo de problema envolvendo as
propriedades abordadas em TR2, TR4 e TRY7.

Tarefa 01 (TP1): Tarefas que utilizam como bloco tecnoldgico-tedrico a tarefa TR2
realizada pelo autor.

Considere o conjunto A, onde A= {5;2;3}, e B um conjunto tal que B c A. Descreva

0s elementos do conjunto B.
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Com relacao a técnica, € necessario que o aluno considere que se B c A
entdo B € um subconjunto de A e aplique, em seguida, a propriedade demonstrada
na tarefa TR2 para reconhecer que o conjunto vazio é um dos subconjuntos do

conjunto A e, portanto, poderia representar o conjunto B.

Como as letras indicam apenas o nome dos conjuntos dados, consideramos
que esta tarefa ndo propicia o contato do aluno com as concepgoes de algebra de
Usiskin (1995).

O bloco tecnoldgico/teérico que justifica a técnica usada na tarefa é
composto pela nocdo matematica de conjunto, subconjunto e pela propriedade

demonstrada na tarefa TR2.

Tarefa 02 (TP2): Tarefas que utilizam como bloco tecnoldgico-tedrico a tarefa TR4

realizada pelo autor.

Numa escola ha n alunos. Sabe-se que 56 alunos léem a revista A, 21 léem as
revistas A e B, 106 léem apenas uma das revistas e 66 ndo Iéem a revista B. Qual é

o valor de n?

Com relacdo a técnica, € necessario que o aluno considere que se
n(ANB)=21 e 106 alunos Iéem apenas uma das revistas, entdo n(A)=35 e n(B)=92.
Em seguida, € necessério aplicar a propriedade demonstrada na tarefa TR4 para
determinar n(AuB). Por fim, o aluno deve considerar n igual a soma do numero de
elementos de AUB e (AUB)°.

Pelo fato do aluno ter que utilizar a relagdo n(AuB)=n(A)+n(B)-n(ANB),
substituindo nela os valores dados no enunciado e, a partir dai, chegar a uma
equacao, acreditamos que esta tarefa propicie o trabalho com a concepgédo da
algebra como estudo das relagées e como meio de resolver problemas, segundo
Usiskin (1995).
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Gostariamos de salientar que também nessa tarefa ha a possibilidade do
aluno usar uma técnica baseada em diagramas e ndo na relagao n(AuB)=n(A)+n(B)-
n(AnB). Se essa técnica for utilizada, acreditamos que ndo havera um contato com

as concepcgodes de algebra propostas por Usiskin (1995).

O bloco tecnoldgico/teérico que justifica a técnica usada na tarefa é
composto pela nogdo matematica de conjunto, subconjunto, intersecgdo e unido
entre conjuntos, conjunto complementar e pela propriedade demonstrada na tarefa
TRA4.

Tarefa 03 (TP3): Tarefas que utilizam como bloco tecnoldgico-tedrico a tarefa TR5

realizada pelo autor.

Tarefa 3.1: Escreva, na forma decimal, os numeros representados por (utilize

calculadora):

a) c) V5 d) 2 -2

v N

b)

NN RN

Com relacao a técnica, é necessario que o aluno efetue a divisdao do
numerador pelo denominador de uma fracdo nos itens a e b e calcule a raiz

quadrada de um numero real usando a calculadora nos itens c e d.

Como nao h& o uso de variaveis, consideramos que esta tarefa ndo propicia

o contato do aluno com as concepgodes de algebra de Usiskin (1995).

Gostariamos de esclarecer que esta tarefa foi associada a tarefa TR5, pois,
devido ao uso da calculadora e sua limitagdo com relacao a quantidade de digitos, é

s . , . 7 .
necessario que o aluno perceba que o0 numero racional 5 por exemplo, possui

infinitas casas decimais periddicas, mesmo que a calculadora ndo mostre isso. Além

disso, devido a mesma limitacdo, € necessario que o aluno perceba que o numero

V5 nao é racional e, por este motivo, possui uma representacdo decimal infinita e

nao periodica.
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Tarefa 3.2: Obtenha a medida em centimetros da diagonal de um retangulo de 5cm

x 2cm. A medida da diagonal é representada por um numero racional?

Com relacao a técnica, é necessario que o aluno aplique: (a) o teorema de
Pitagoras para determinar a medida da diagonal do retangulo; (b) a propriedade
provada na tarefa TR5 para classificar a medida da diagonal como sendo ou ndo um

numero racional.

O uso do teorema de Pitagoras propicia o contato do aluno com a
concepgao da algebra como estudo das relagées, como meio de resolver problemas
e como estrutura, ja que havera a substituicdo de valores nas variaveis da relagédo
a’ = b% + ¢ e um tratamento algébrico para revolver a equacdo encontrada apos a

substituicéo.

O bloco tecnologico/teérico que justifica a técnica usada nas tarefas 3.1 e
3.2 € composto pela nocado matematica nimero racional, operagdées no conjunto dos
numeros racionais e pela propriedade provada na tarefa TR5. No caso especifico da
tarefa 3.2 o bloco tecnoldgico/teérico é composto também pelo teorema de
Pitagoras.

Consideracoes a respeito das tarefas propostas aos alunos e pertencentes ao
GT3

A primeira consideragdo que faremos diz respeito ao uso que se fez das
tarefas pertencentes ao GT1 e GT2 realizadas pelos autores. A partir de nossa
analise, notamos que muitas das provas e demonstragées realizadas pelos autores
nao foram usadas em nenhum exercicio de aplicagdo nem em problemas propostos
aos alunos. Acreditamos que a falta de uso dessas propriedades, de alguma
maneira, possa contribuir para que o aluno nao valorize as provas e demonstracdes
e as considere, quando aparecerem nos livros, como um formalismo desnecessario,

visto que tais tarefas ndo teriam utilidade alguma.

Constatamos que as tarefas propostas aos alunos pertencentes ao GT3

geralmente possuem mais de uma maneira de fazer. Procuramos ressaltar essas
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diferentes técnicas sempre que apareceram. Notamos que, dependendo da técnica
usada, as propriedades pertencentes ao GT1 ou GT2 poderiam ou nao ser usadas.
E o caso, por exemplo, das tarefas ligadas & propriedade demonstrada em TR4.

Nestas tarefas os alunos poderiam ou nao usar a relagdo n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB).

Selecionamos nesta pesquisa 19 tarefas dentre todas aquelas pertencentes
ao GT3 e propostas aos alunos pelos autores das colecées analisadas. No que
tange as concepcbes de algebra propostas por Usiskin (1995), percebemos que
algumas das tarefas que analisamos propiciaram o trabalho com mais de uma das
concepcgdes de algebra de Usiskin (1995). Nesta amostra, notamos a presenca de 5
tarefas com a possibilidade de se trabalhar a algebra como uma estrutura; 8 tarefas
com a possibilidade de se trabalhar a algebra como estudo das relagdes; 8 tarefas
com a possibilidade de se trabalhar a algebra como meio de resolver problemas; 1
tarefa com a possibilidade de se trabalhar a algebra como aritmética generalizada e
7 tarefas em que nao houve a possibilidade de trabalho com alguma dessas
concepgoes. A possibilidade do trabalho do aluno com as 4 concepgbes de algebra
por meio das tarefas pertencentes ao GT3 é considerada por ndés uma situacao
promissora, visto que pode permitir aos alunos um entendimento amplo sobre o que
€ a algebra, bem como pode propiciar a utilizacdo da algebra como ferramenta para
se mostrar generalidade nas tarefas de prova e demonstracéo.

3.3 DISCUSSAO DOS RESULTADOS DA ANALISE

Nesta secdo da pesquisa faremos uma discussdo sobre a andlise das
tarefas relativas as provas e demonstragdes no conteudo algébrico Conjuntos e
Conjuntos Numéricos, realizadas pelos autores e propostas aos alunos. A intengéao
desta discussao € fazer um apanhado geral sobre o que discutimos na andlise de
cada tarefa.

Antes de tratar dos resultados da analise, gostariamos de retomar algumas
idéias sobre os trabalhos de Balacheff (1982, 1988). Primeiramente, destacaremos a
diferenciagdo das palavras prova e demonstracado feita por nés com base nos
trabalhos desse pesquisador.
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A palavra prova, nesta pesquisa, refere-se a uma explicagdo mais simples,
muitas vezes baseadas em exemplos, usada para afirmar a veracidade de uma
propriedade. A palavra demonstracao refere-se a uma explicacdo mais rigorosa,
dentro dos padrbes matematicos, usada também para afirmar a veracidade de uma
propriedade. Com essa diferenciacao acreditamos ampliar o significado da atividade
matematica de verificar a validade de uma propriedade. Esta diferenciagcdao nao tem
o objetivo de “diminuir’ o rigor matematico exigido numa demonstracdo. Pelo
contrario, ela € uma maneira de fazer com que essa atividade tdo importante para os
matematicos seja ensinada aos nossos alunos de maneira gradativa e significativa,

como propde Balacheff (1988) ao classificar os niveis de prova em matematica.

Durante a analise das tarefas realizadas pelos autores na abordagem do
conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos, percebemos a presenca de
tarefas envolvendo provas, pertencentes ao GT2, e demonstragdes, pertencentes ao
GT1. Classificamos como demonstracbes (ou provas conceituais) as tarefas TR1,
TR2, TR3, TR4 e TR7, pois sdo dotadas de generalidade e rigor matematico.
Classificamos como provas pragmaticas as tarefas TR5, TR6, TR8, TR9, TR10 e
TR11, pois sdo baseadas em casos especificos. A maioria das tarefas envolvendo
uma prova se enquadra no que Balacheff (1988) chama de empirismo ingénuo, em
que os casos analisados sdo selecionados aleatoriamente por parte de quem esta
efetuando a prova. Apenas duas destas tarefas, a TR6 e a TR10, se enquadram no
que Balacheff (1988) chama de exemplo genérico, em que o0 caso apresentado
representa uma classe de objetos e traz subsidios para a realizagdo da
demonstragao.

Apesar das trés colegdes apresentarem provas e demonstragdes durante a
abordagem do conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos, nenhuma
delas se preocupou em explicar a diferenga entre os tipos de justificativa dados em
cada propriedade. Isso pode fazer com que o aluno n&o entenda o porqué das
explicacdes serem feitas de forma diferenciada e o desestimule a procurar maneiras
mais rigorosas de explicar a validade de uma propriedade, visto que a prova

pragmatica € mais simples de ser efetuada.
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As tarefas realizadas pelos autores das cole¢cées envolveram, em sua
maioria, apenas o0 trabalho com a concepcdo da algebra como aritmética

generalizada e como uma estrutura, principalmente aquelas pertencentes ao GT1.

A andlise das tarefas propostas aos alunos pelas trés colecoes, durante a
abordagem do conteudo Conjuntos e Conjuntos Numeéricos, nos permitiu concluir
que, de modo geral, as colecdes de livros didaticos do Ensino Médio analisadas
propéem poucas tarefas do tipo mostre que, demonstre que aos alunos. A colecao
C1 nao prop6s nenhuma atividade desse tipo durante a abordagem do conteldo em
questdo, fato que consideramos desestimulador. Notamos que a classificagéo
destas tarefas como pertencentes ao GT1 ou ao GT2, depende da possivel técnica
usada pelos alunos em sua realizagdo. Em algumas das tarefas os autores deram
indicacbes do procedimento a ser usado pelos alunos. Em outras tarefas nao.
Acreditamos que essa classificagcdo seria mais facilmente realizada por nés se os
autores diferenciassem explicitamente aos alunos as palavras “prove” e “demonstre”,
visto que ao ler a palavra “prove” o aluno percebesse a possibilidade de sua
explicagdo ser mais simples. Em contrapartida, ao ler a palavra “demonstre”, sua

explicacao deveria ser a mais rigorosa possivel.

Percebemos que a nao diferenciacdo das palavras prova e demonstragao
pode fazer como que haja uma valorizagdo das provas pragmaticas ao nivel
empirismo ingénuo por parte dos alunos, visto que esta justificativa € mais facil de
ser elaborada. De modo geral, na realizacao de tarefas que envolvam esse tipo de
prova, os alunos ndo sao estimulados a procurar um exemplo que se pareca com a
forma genérica de se representar as propriedades matematicas. Isso pode dificultar

0 caminho para as provas conceituais.

A andlise das tarefas propostas aos alunos na forma de exercicio de
aplicacdo ou de problema nos permitiu construir o seguinte quadro. J& mostramos
este quadro anteriormente, mas decidimos reapresenta-lo para que o leitor ndo se

perca em nossas consideragdes a respeito dele.

151



Realizou as Nao usou em exercicios Nao usou em
tarefas de aplicacao problemas
COLECAO C2 | TR1, TR4, TRS, TR1. TR1, TR6.
TR11.
COLECAO C3 | TR1, TR2, TR3, TR1, TR4, TR6 TRS. TR3, TR6.
TR4, TR5, TR6,
TRS8, TR9.
COLECAO C11 | TR1, TR2, TR3, TR1, TR3, TR4, TR5, TR1, TR2, TR3,
TR4, TR5, TR7, TR10. TR5, TR10.
TR10.

A partir deste quadro faremos algumas consideragoes.

Primeiramente, notamos que nem todas as tarefas realizadas pelos autores
foram utilizadas como bloco tecnolégico-teérico num exercicio de aplicagdo ou num
problema. A tarefa TR1, realizada pelos trés autores, que consistia em demonstrar a
irracionalidade de /2, foi usada apenas por um dos autores num problema.
Acreditamos que o pouco uso desta tarefa deveu-se ao fato dela ter sido realizada
pelos autores na intencao de ilustrar ao aluno um novo tipo de nimero (irracional) ou
um novo tipo de argumentagéo (por absurdo) e ndo como suporte na resolugédo de
problemas. Em contrapartida, a tarefa TR4, realizada pelos trés autores, que tratava
do numero de elementos da unido de dois conjuntos finitos, foi utilizada por todos na
resolucao de problemas.

Fazendo uma comparacéo entre o numero de tarefas realizadas e o nimero
de tarefas ndo utilizadas, notamos na colegdo C11, que das 7 tarefas realizadas 4
ndao foram utilizadas nem em exercicios de aplicacdo, nem na resolucao de
problemas. Isso mostra uma discrepancia deste aspecto em relagdo as outras

colecoes.

Acreditamos que nao utilizar posteriormente, como bloco tecnolégico-tedrico,
uma tarefa de prova ou demonstracao realizada pode provocar no aluno a sensagao
do conhecimento em questdo nao ter utilidade alguma, nem dentro nem fora da
matematica. Além disso, pode fazer com que a atividade de justificar uma

propriedade matematica nao tenha valia no contexto educacional.

Com a analise das tarefas, percebemos que tanto as tarefas propostas aos
alunos como as tarefas realizadas pelos autores podem propiciar o trabalho com as
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4 concepcodes de algebra de Usiskin (1995). Nas tarefas realizadas pelos autores, a
concepcgao mais utilizada foi a de aritmética generalizada. Nas tarefas propostas aos

alunos, foi a de estudo das relacdes.

Nao consideramos como tarefa de organizagdo dedutiva, segundo Duval
(1989), nenhumas das tarefas realizadas pelos autores ou propostas aos alunos nas
colecoes analisadas. Acreditamos que essa auséncia pode dificultar o caminho do
aluno em diregdo a construcao de suas proprias demonstracdes, visto que tarefas
desse tipo trazem a tona sua estrutura profunda.
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4. CONSIDERAGOES FINAIS

Esta secdo da pesquisa é dedicada a construcdo de uma reflexdo sobre o
uso de provas e demonstracbes em tépicos relacionados a algebra abordada no
primeiro ano do Ensino Médio. Para isso, faremos uso das leituras de trabalhos
correlatos ao nosso tema, da leitura de documentos oficiais da educacao brasileira e
da analise do conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos Numéricos das trés

colecoes selecionadas por nds na segao 2.6.2.

Baseados nas leituras de trabalhos correlatos ao nosso tema de pesquisa,
nds consideramos que ha uma necessidade de se estender o significado da palavra
prova no ensino de matematica (PIETROPAOLO, 2005). Uma das maneiras
encontradas por nés, consiste em diferenciar o significado das palavras prova e
demonstracdo segundo Balacheff (1982). Acreditamos que essa diferenciacao seja
positiva em dois aspectos. Primeiramente, ela permite ao professor considerar varios
niveis de justificativas dadas pelos alunos as propriedades matematicas. Além disso,
abre a possibilidade, com um trabalho especifico, de evolucdo dos alunos de um

nivel de justificativa a outro mais rigoroso.

Outra consideracao que fazemos, diz respeito a énfase dada ao estudo do
uso de provas e demonstracées somente em conteidos geométricos e do Ensino
Fundamental. Percebemos que ha algumas pesquisas como as de Gouvéa (1998),
Mello (1999), De Villiers (2002), Pedemonte (2003) e Carlovich (2005) que tratam do
uso de demonstragcées em geometria, porém ndo encontramos nenhuma pesquisa
que tratasse do mesmo tema em conteudos algébricos. Além disso, os documentos
oficiais da educacao brasileira analisados por nés incentivam claramente o trabalho
com as provas e demonstragdes a partir do 3° e 4° ciclos do Ensino Fundamental,
mas somente enfatizam a necessidade deste trabalho quando tratam do ensino de
geometria.

Com relagdo ao ensino de algebra, as leituras realizadas nos levaram a
considerar que os livros didaticos e os documentos oficiais analisados incentivam o
ensino de algebra no Ensino Fundamental vinculado ao ensino das varias facetas

que as letras podem assumir: generalizadoras de padrées, incognitas de equacgdes,
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variaveis e simbolos abstratos, como sugere a concepg¢ao de Usiskin (1995). No
Ensino Médio, esse ensino estaria vinculado ao ensino de Numeros e Operacoes,

Funcdes e Progressdes (ligada a idéia de funcao).

A andlise preliminar realizada nas 11 cole¢des de livros didaticos indicadas
pelo PNLEM/2006 nos fez perceber que os conteudos algébricos do Ensino Médio
sdo em geral abordados a partir de um exemplo contextualizado dentro ou fora da
matematica. Porém, nenhuma das 11 colegdes inicia um conteudo algébrico dando
ao aluno um problema para ser resolvido por ele e que o leve a construir um novo

conceito.

Percebemos também que poucas cole¢des (5 de 11) explicam aos alunos o
significado das palavras postulado, teorema, hipétese, tese, demonstracdo e
raciocinio dedutivo. As poucas colegdes que se preocupam com isso nao utilizam de
uma forma plena o significado dessas palavras ao longo da exposicao de um
conteudo algébrico. Por exemplo, ndo chamam de teorema uma propriedade
demonstrada, apesar de ter explicado ao aluno o que é um teorema. Acreditamos
que esse fato pode dificultar o entendimento do aluno a respeito do que € um

sistema dedutivo.

Antes de tratarmos das conclusdes obtidas a partir da andlise das tarefas
sobre Conjuntos e Conjuntos Numéricos, propostas pelas trés colecoes
selecionadas, gostariamos de retornar a nossa questdo de pesquisa. Nossa

pesquisa tem o objetivo de responder a seguinte questao:

De que maneira os livros didaticos analisados propoem aos alunos do
primeiro ano do Ensino Médio provas e demonstracées as propriedades
enunciadas ao longo da exposicdo do conteudo algébrico Conjuntos e

Conjuntos Numéricos?

Para responder nossa questdo de pesquisa levantamos algumas hipoteses,
como mostra a secdo 2.5. A primeira consistia em admitir que os autores das
cole¢des analisadas realizariam um numero maior de provas do que demonstragoes
as propriedades abordadas num conteudo algébrico em questdo. Porém, apés a
analise, verificamos que essa hipotese ndo se confirmou. Para o conteudo

Conjuntos e Conjuntos Numeéricos, constatamos que uma colec¢ao trouxe um numero
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de provas maior que demonstragdes (C2, 1 e 3, respectivamente), outra, um ndmero
maior de demonstragdes que de prova (C11, 5 e 2, respectivamente) e a ultima, um
equilibrio entre as propriedades provadas e demonstradas (C3, 4 e 4
respectivamente). Em geral, nas trés colecdes, houve poucas propriedades sem

justificativa alguma.

Com relacdo ao uso das tarefas de prova e demonstragdo como bloco
tecnolégico-tedrico na resolugdo de exercicios de aplicagdo e na resolugdo de
problemas, percebemos que ha tarefas que ndo sdo usadas posteriormente pelos
autores. Em particular na colecdo C11, das 7 tarefas realizadas 4 ndo foram

utilizadas nem em exercicios de aplicagdo, nem na resolugéo de problemas.

As trés colegbes propdem aos alunos poucos problemas do tipo mostre
que... ou demonstre que... A colecdo C2 nao propde problemas desse tipo.

A partir da analise das tarefas sobre Conjuntos e Conjuntos Numéricos, a
luz da nogdo de praxeologia de Chevallard (1999), percebemos que os autores
realizaram cinco®® provas conceituais ao nivel do célculo nas afirmagées, ou seja,
demonstragdes do ponto de vista de Balacheff (1988). Das seis?' provas
pragmaticas, a maioria esta ao nivel do empirismo ingénuo, ou seja, sdo baseadas
em casos especificos. Além disso, esta analise também nos permitiu perceber que a
maioria das demonstracdes realizadas pelos autores das trés colegdes utiliza, como
bloco tecnolégico-tedrico, conceitos ensinados no Ensino Fundamental ou ensinados
durante a abordagem do conteudo algébrico em questdo no Ensino Médio. Em
outras palavras, a maioria das demonstragdes dadas nao utiliza conceitos que séao
ensinados num nivel superior de ensino, ou seja, sdo demonstracdes acessiveis aos
alunos do Ensino Médio. Um exemplo disso € a demonstragdo da irracionalidade da
V2 realizada nas trés colecbes. Essa demonstracdo exige que o aluno tenha
conhecimento sobre paridade no conjunto dos numeros inteiros, numeros primos,
técnicas algébricas elementares e demonstracdo por absurdo. O Unico item que
geralmente nao é visto no Ensino Fundamental é a demonstracdo por absurdo, mas
este é abordado pelos trés autores durante a exposicao do conteudo algébrico em

questao.

20 TR1, TR2, TR3, TR4, TR7.
2 TR5, TR6, TR8, TR9, TR10, TR11.
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As propriedades que necessitam de um discurso matematico melhor
elaborado sdo, pelo menos, provadas pelos autores. E o caso da representagao
decimal de um numero racional. Os trés autores utilizam casos especificos para
mostrar aos alunos que um numero racional possui representacao decimal finita ou

infinita e periddica.

Apesar da presenca significativa de provas e demonstracdes na abordagem
feita nas trés colegdes, percebe-se que esta atividade ficou restrita aos autores. Em
outras palavras, ndo houve nas cole¢cées um trabalho de incentivo para que o aluno
pudesse construir suas proprias provas, o que fica evidenciado com as poucas
tarefas do tipo prove que... ou demonstre que..., propostas aos alunos. Esta
constatagdo nos levou aos trabalhos de Duval (1989), Almouloud (2003) e Arsac
(1992) e nos fez refletir sobre a maneira pela qual autores de livros didaticos e
professores poderiam propiciar ao aluno o contato com o ambiente das provas e
demonstragdes.

Segundo Duval (1989), a demonstracdo é um discurso especial que
descansa sobre uma operacao de substituicdo mais préxima de uma atitude de
célculo que de uma atitude de argumentacédo em interacao social. Com base nisso, 0
pesquisador afirma que a aprendizagem de demonstracdo deve consistir
primeiramente numa tomada de consciéncia da diferenca entre o discurso praticado
naturalmente e aquele praticado na demonstragdo em matematica. Essa tomada de
consciéncia pode ser adquirida por meio de atividades que envolvam a articulagao
de dois ou mais registros e ndo pode ser vinculada a um conteddo matematico

especifico (sé geometria, por exemplo).

As idéias de Almouloud (2003) vao ao encontro as de Duval (1989) de modo
que para Almouloud (2003) a compreensao operatéria das definicbes e teoremas
supde que estes sejam vistos como regras de substitui¢ao.

Em nossa andlise ndo constatamos a presenca de tarefas propostas aos
alunos que propiciassem a tomada de consciéncia do que € uma demonstragéao,

bem como a percepgao das regras de substituicdo que envolve esse discurso.

Arsac et al. (1992) consideram que para provar e/ou demonstrar, o alunos
precisam apropriar-se de regras de debate cientifico e apresentam algumas delas:
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e Um enunciado mateméatico é verdadeiro ou falso. E uma realidade
matematica que nem sempre esta presente no quotidiano do aluno.

e Um contra-exemplo € suficiente para invalidar um enunciado matematico.
e Para debater em matematica apoiamo-nos sobre propriedades e/ou
definicbes aceitas pela comunidade matematica.

e Em matematica, ndo podemos decidir da validade de um enunciado pelo
voto ou pela conviccdo da maioria das pessoas presentes em debate

matematico.

Estas regras ndo sao evidentes e simples a compreender pelos alunos. O
professor precisa propor situacdes que proporcionam ao aluno as condi¢cdes de sua
apropriagéo. Os resultados de nossa andlise sobre o uso de prova e demonstracoes
mostra que, exceto na tarefa TP3 proposta na colecdo C3, nenhuma dessas regras

foi utilizada na validag&o ou ndo dos enunciados propostos.

Consideramos que nossa pesquisa trouxe contribuicbes importantes para o
estudo do ensino de provas e demonstracdées em algebra, visto que ainda nao havia
pesquisas brasileiras abordando essa tematica. Porém nossas contribuicbes estao
limitadas ao que os livros didaticos selecionados por n6s mostraram a respeito do
uso de provas e demonstracdes no conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos
Numeéricos abordado no primeiro ano do Ensino Médio.

Sugerimos para pesquisas posteriores um trabalho voltado a outros
conteudos algébricos abordados no Ensino Fundamental ou Médio. Além disso,
recomendamos um estudo de como os professores abordam as provas e
demonstragdes no ensino de algebra em sala de aula e também como os alunos
aprendem essas nocdes. Estas sdo sugestdes para trabalhos futuros que sigam

essa mesma tematica.
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Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia
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Baixar livros de Trabalho
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